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1 Az értekezés targya, el6zmények

Dolgozatomban Lie—csoportbeli valoszintiségi valtozokra vonatkozé centralis hatéreloszlas—
tételekkel kapcsolatos problémékkal foglalkozok.

A témakor fejlsdésében az els6 fontos meérfoldks G.A. Hunt [39] 1956-o0s cikke, melyben
Lie—csoportokon értelmezett valoszintségi mértékekbdl 4llo konvolicios félecsoportokat vizs-
galt. (Egy ilyen konvolucios félcsoport tgy is tekinthetd, mint egy Lie—csoportbeli értékeket
felvevd fiiggetlen, stacionarius novekményt sztochasztikus folyamat egy—dimenzios eloszlas—
serege.) Sikeriilt karakterizalnia az infinitézimalis generatorukat a klasszikus Lévy—Hincsin—
formula analogjaval. Erre tamaszkodva D. Wehn [63], [64] 1959-ben adott elégséges feltéte-
leket a centrélis hatéareloszlas—tételre kommutativ haromszogrendszer esetén (azaz amikor az
egy sorban allo mértékek a konvolucioszorzasra nézve felcserélhetGek). Egy korai attekintés
talalhato U. Grenander [30] 1963-as konyvében. Az eredményeket H. Heyer [35], [36], [37],
W. Hazod |31] és E. Siebert [49], [50], [51], [52], [53], [54], [55], [56] altalanositotta kiilon-
b6z6 topologikus csoportokra, és a vizsgalatokat kiterjesztették egyéb valdszintiségszamitasi
kérdésekre is. Az 1976-ig elért eredményeket targyalja H. Heyer [38] 1977—es monografidja.
A kutatésokban tevékenyen részt vettek magyar matematikusok is; lasd példaul Prékopa,
Rényi és Urbanik [44], Csiszar [21], [22], [23], [24], Major és Shlosman [41] cikkeit, de érdemes
megemliteni Haar Alfréd nevét is, ugyanis a Haar—-mérték igen fontos szerepet jatszik ezeken
a csoportokon. A legijabb kutatésok kiterjednek félcsoportokra is; ezekrdl szol Ruzsa és
Székely [47] konyve.

Egy masik fontos mérfoldk6 D.W. Stroock és S.R.S. Varadhan [60] 1973-as munkija,
melyben funkcionalis centralis hatareloszlas—tételt bizonyitottak Lie—csoportokon. Naluk a
hatérfolyamat egy fiiggetlen névekményd Gauss—folyamat volt, melyet a martingal-problé-
maval karakterizaltak. Ph. Feinsilver [25] 1978-ban karakterizalta az Gsszes fiiggetlen novek-
ményt folyamatot a martingadl-problémaval, és funkcionalis centrélis hatareloszlas—tételt is
bizonyitott ilyen hatarfolyamatokkal.

Uj lendiiletet adott a kutatasoknak W. Hazod [32] 1984-es cikke, melyben altalanositotta
a stabilis eloszlasok fogalmat topologikus csoportokra. Késébb W. Hazod és E. Siebert [33],
[59] 1986-ban megmutattak, hogy a centralis hatéareloszlas—tétel topologikus csoportokon
torténd vizsgalataban kiemelt szerepet jatszanak a nilpotens Lie—csoportok, ugyanis ha te-
kintjiik lokalisan kompakt topologikus csoportbeli fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi
valtozok sorozatat, akkor az (automorfizmusokkal) alkalmasan normalizalt részletszorzatok
lehetséges hatéreloszlasai olyan részcsoportra koncentralodnak, mely izomorf egy egyszertien
Osszefiiggs nilpotens Lie-csoporttal. Erdemes megemliteni D. Neuenschwander [42] 1996-0s
konyvét, melyben a legegyszertibb nem kommutativ nilpotens Lie—csoporttal, a Heisenberg—
csoporttal kapcsolatos eredményeket foglalja Gssze.

Nilpotens Lie—csoportokon méar V.N. Tutubalin [61] 1964-ben és A.D. Virtser [62] 1974
ben, valamint P. Crépel és A. Raugi [19] 1978-ban bizonyitottak centralis hatéareloszlas—
tételeket konvoluciohatvanyokra vonatkozoan (azaz fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintségi
valtozokra), de ezekben a munkédkban magas momentumok végességét tételezték fel. Végiil
A. Raugi [45] adott 1978-ban egy bonyolult, hosszu bizonyitast csak a méasodik homogén



momentum végességét feltételezve. A konvergenciasebesség vizsgalataval kapcsolatos elsd
lépést P. Crépel és B. Roynette [20] tette meg 1977-ben, de nekik a Heisenberg—csoport
esetén O(n~'/3)-nal lassabb konvergenciat sikeriilt bizonyitaniuk az optimalis O(n~1/2)
helyett.

Az is kideriilt, hogy a stabilis eloszlasok vonzasi tartoményanak meghatarozasanal igen
fontos szerepet jatszik a kovetkezs beagyazasi probléma: vajon ha egy valdszintiségi mérték
bedgyazhato egy konvoliciés félcsoportba, akkor ez a konvolicios félcsoport egyértelmien
meghatarozott? (Lasd W. Hazod [32], S. Nobel [43] és H.P. Scheffler [48].) P. Baldi [15]
1985-ben megmutatta, hogy 2-1épéses nilpotens Lie-csoportok esetén a Gauss-mértékek
egyértelmien dgyazhatok be Gauss—félcsoportba.

Kutatasaimra nagy hatéssal volt E. Siebert [58] 1982-es cikke is, melyben Lie—csoporto-
kon értelmezett valoszintiségi mértékekbdl allo konvolaciés hemicsoportokat vizsgalt, melyek
ugy is tekinthetSk, mint egy fiiggetlen névekményti folyamat névekményei eloszlasainak két—
paraméteres serege. A kiindulo otlet az volt, hogy ezeket probaljuk meg infinitézimélis
generatoroknak egy idéparamétertsl fliggs seregével karakterizélni, mely a megfelel6 kon-
volicios operator—sereg derivaltja. E. Siebert megmutatta, hogy ennek a kapcsolatnak az
integral-alakja, az tgynevezett evolicios integral-egyenletek valoban alkalmasak gyengén
Lipschitz—folytonos konvoltcios hemicsoportok karakterizalasara. Késébb Born [17] 1990
ben karakterizélta az erGsen korlatos valtozasa konvoliciés hemicsoportokat tetszéleges loka-
lisan kompakt csoport esetén. Ez a munka J.U. Herod és R.W. McKelvey [34] 1980—as cikkére
tamaszkodott, melyben a Hille-Yosida elméletet altalanositottédk olyan evolicios operator—
csalddokra, melyek Banach—terek egymasba agyazott lancolatan vannak értelmezve, kont-
raktiv operatorokbol allnak, és korlatos véltozastak a lancra nézve.

2 Az értekezés felépitése és f6bb eredményei

Az értekezés nyolc fejezetbdl all, ezek koziil az els6 a bevezetés, a masodikban pedig a
gyakrabban hasznalatos fogalmak és jelolések talalhatok.

A harmadik fejezetben, mely a [2] és [3] cikkek eredményein alapul, kommutativ harom-
szogrendszerekkel foglalkozunk. Elgszor Raugi [45] centralis hatareloszlas—tételére adunk egy
egyszerd, rovid bizonyitast 1épcsds Lie—csoport esetén.

3.1.1 Tétel. Legyen G egqy lépcsds Lie—csoport. Jeldlje (0;)=0 a G természetes dila-
tacioibol allo eqy—paraméteres automorfizmus—csoportot. Legyen 1 eqy centrdlt valdsziniségi
mérték G-n véges mdsodik homogén momentummal. Ekkor

51/\/5(/'”1) — U,

ahol v = Gauss(j).

(Gauss(p) azt az egyértelmiien meghatéarozott Gauss—mértéket jeloli, melynek els6— és
méasodfokd homogén momentumai ugyanazok, mint a ; mértéknek.)

A kovetkezs cél Lindeberg—Feller tipusii centralis hatareloszlas—tétel bizonyitasa, azaz
sziikséges és elégséges feltétel keresése haromszogrendszerek konvergencidjara. Ehhez elGszor
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Kolmogorov [28, §19, Theorem 1, Theorem 2|) analogjat kell megtalalni (lasd 3.2.2 Tétel),
mely konvoltcios félesoportok konvergencidjara ad sziikséges és elegendd feltételt (ami a
Lévy—Hincsin formulaban szereplé mennyiségek megfelel értelemben vett konvergenciaja).

Ennek segitségével a kisér§ Poisson-sorozatot hasznalva és Fourier-transzforméaltakat al-
kalmazva sikeriilt sziikséges és elégséges feltételt kapni szimmetrikus mértékek esetén. Legyen
G egy Lie-csoport £(G) Lie-algebraval. Jelolje 9t'(G) a valészintiségi mértékek halma-
zat. Jelolje Ll(e) az e egységelem mérhetd kornyezeteinek rendszerét. Egy X € £(G)
elem tekinthets példaul bal-invarians differencidloperatornak is a G csoporton:

() o= lim - (F(rexp(tX) — ()

Legyen {Xi,...,X4} egy bazis £(G)-ben. Legyen x1,...,x4 € D(G) egy olyan elséfaju
kanonikus koordinata-rendszer G—ben, mely adaptalt az {X,... , Xy} béazishoz és érvényes
az egységelem valamely U, kompakt kdrnyezetben, azaz y = exp (Z?:l xi(y)Xi) ha y € Uy,
tovabba legyen ¢ : G — [0,1] egy Hunt-fiiggvény a G csoporton, azaz 1 — ¢ € D(G),
és py) = N8 2(y)? ha y e Uy Jelolje MF a dxd valos, szimmetrikus, pozitiv
szemidefinit métrixok halmazat.

3.3.5 Tétel. Legyen T = (fine)e=1.. kon>1 €9y szimmetrikus mértékekbdl dlld kommu-
tativ hdaromsziogrendszer G-n. Legyen (bij)ij=1.. .4 € M:{.

Ekkor a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:
kn

() (a) lim 3 (G \U)=0 ha U € 1U(e),

n—oo

kn
(b) lim Z/xl(y)az](y) pne(dy) =b;; ha i,j=1,...,d.
=1

(i1) (a) Z infinitézimdlis,

kn
) s [ ) maly) < oo,
n>l—
(¢) Hm pupy - % fpg, = v ahol v=rv1, (V)0 aza Gauss—félcsoport, melynek
n—00 o o
infinitézimalis generdtora 5”21 bij X; X,

A szimmetrizacio modszerével ezt sikeriilt altalanositani normalis haromszogrendszerekre
is (3.3.6 Tétel).

Lépcsss Lie—csoportokon a Lindeberg—Feller tétel szokasos alakjat kapjuk (3.4.4 Té-
tel). Ezutan levezetiink egy Lindeberg—tételt abban az esetben, amikor a hatareloszlas
olyan Gauss-mérték, mely stabilis a (0 5)i>0 természetes dilataciora nézve (3.4.12 Té-
tel). Ebbgl egyrészt konnyen szarmaztathato a 3.1.1 Tétel, masrészt egy Lindeberg—tétel a
H Heisenberg—csoporton adott valoszintségi mértékek g % --- % p,, n-—szeres konvolicio-
szorzatanak alkalmas automorfizmusokkal standardizalt sorozatanak Gauss—mértékhez valod

Tz 0z



A negyedik fejezetben, mely az [1], [9] és [10] cikkek eredményein alapul, Gauss—mérté-
kekkel valo kozelités pontossagaval foglalkozunk 1épcsés nilpotens Lie—csoportokon, mégpedig
a 3.1.1 centralis hatéareloszlas—tételbeli konvergencia sebességével. ElGszor a standard esetben
homogén gémbokon, azaz B(a,r) :={z € G : |[a™'z| <r}, a € G, r > 0 alaku halmazokon
bizonyitunk O(n~'/?) konvergencia-sebességet bizonyos analitikus feltételeket kielégits |- |
homogén normék esetén (4.1.34 Tétel): egy s-lépcsds nilpotens Lie—csoport esetén

101/ a (") (Bla, 1)) = v(Bla, )| < C(G)r(a,r) (B, v) + Bas(p,v))n ",
ahol k(a,r) = (1 + |a])* (1 + (1 + |a|)/r})3¢Y és Bu(p,v) == [|z[¥|u — v|(dz), ahol
lu—v| a p—v elGjeles mérték totalis variaciojat jeloli.
Ezutan sima fliggvények integraljaira vonatkozo Berry—Esseen egyenl&tlenséget bizonyi-

tunk, amelyben csak a szokdsos momentumfeltétel szerepel, és az alakja is optimalis (4.2.7
Tétel). A legfontosabb kovetkezmény az, hogy ha mgs(u) < oo, akkor

‘/f 28" (dz) = [ 7o)

ahol egy v meérték esetén my(y) := [ |z|"y(dx).

C(G)]f]35hom(1 + m3(s—1)(V))m3(M)n_1/2a

Valoszintiségi mértékek konvolucio-hatvanyainak Gauss—mértékekkel torténd kozelitésé-
nek pontossagarol ad még tobb informaciot az Edgeworth—sorfejtés. A 4.3.1 Tétel a rovid
alakot irja le, azaz amikor a sorfejtés csak egy tagot tartalmaz a Gauss-mérték utan. Egy
I e Zﬁlr multiindex esetén hasznélni fogjuk az

1
I._
S'i= Y XXy,
1]+l )=1

jobb—invarians differencidloperatort, mely tekintheté X! szimmetrizaltjanak. (Itt [j] azt a
multiindexet jeloli, melynek a j—edik koordinataja 1, és a tobbi 0.) Az Edgeworth—sorfejtés
legegyszertibb alakja my(u) < oo esetén

[ 1@ ) = [ fapidn) +an 4 O,

ahol

Py 30/1/ S gu () va(dz)n_ t(dz)dt/ (= v)(dy),

()10 az a Gauss—félcsoport, melyre vy =v, és ¢,.: G — R, g..(y) := f(zyz), y € G.
Erdemes megemliteni azt is, hogy

Slgx,Z(e) = Z Pf(x, z)@‘]f(a:z),

d(J)zd(1), |[J|< ]

ahol P! olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J) — d(I).

A 4.4.5 Tételben megadjuk a tetszéleges hossziusagiu Edgeworth—sorfejtést, melynek bizo-
nyitasa az Euler-Maclaurin—féle 6sszegzési formulanak bizonyos tobbdimenziés szimplexekre
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torténd altalanositasat hasznalja (1asd 4.4.2 Tétel), mely 6nmagaban is érdekldésre tarthat
szamot.

Az 6t6dik fejezet, mely a [4], [5] és [11] cikkek eredményein alapul, az el6zményekben
megfogalmazott beagyazasi problémaval kapcsolatos. Egy lehetGség a beagyazasi probléma
megkdzelitésére a konvolicios félecsoportok strukturajanak felderitése. Ezzel fligg Ossze az a
kérdés, melyet Ph. Feinsilver és R. Schott [26], [27] vetettek fel: hogy néz ki egy fiiggetlen,
stacionéarius névekményi sztochasztikus folyamat, mely értékeit egy Lie—csoportban veszi
fel? Az 5.1.2 Tétel valasza az, hogy egy d-dimenzids exponencialis Lie—csoport esetén (azaz
amikor az exponencialis leképezés egy analitikus diffeomorfizmus) ha vesziink egy fiiggetlen,
stacionarius névekményi folyamatot, és gy tekintjiik, mint egy RZ beli értéki folyama-
tot, akkor az egy idd—homogén diffizic ugrdasokkal J. Jacod és A.N. Shiryayev [40, p. 142]
értelmében, azaz egy olyan (altalanositott) sztochasztikus differencial-egyenlet egyértelmd,
erds megoldésa, melyet egy Wiener—folyamat és egy véletlen stacionarius Poisson-mérték
hajt meg; az egyenletet a folyamat infinitézimalis generatoraval explicit médon megadjuk.
Ennek segitségével az 5.1.6 Tételben explicit konstrukciot adunk tetszéleges nilpotens Lie—
csoportbeli értékeket felvevs fiiggetlen, stacionéarius névekményti folyamatra, mellyel altala-
nositjuk B. Roynette [46] rekurziv formulajat, mely a Brown-mozgés esetére érvényes.

P. Baldi [15] tételét sikeriilt 2-1épéses nilpotens Lie—csoportrol tetszéleges nilpotens Lie—
csoportra altalanositani:

5.2.3 Tétel. Legyenek (u)i>0 €s ()i>0 olyan Gauss—félcsoportok eqy egyszeresen
osszefiiggd, nilpotens Lie—csoporton, hogy py = vi. FEkkor py =v, minden t >0 esetén.

Megprobaltam a beagyazasi problémat tgy is megkozeliteni, hogy karakterizdacios tulaj-
donsdgokat kerestem Gauss—mértékekre. Carnal [18] bizonyitott ilyet kompakt Lie-csopor-
tokon. Ennek az eredménynek adjuk meg az analdgjat tetszéleges Lie—csoporton az 5.3.1
Tételben, de ez Gauss—félcsoportokat karakterizal.

A disszertacié utols6 harom fejezete a funkcionalis centrélis hatareloszlas—tétel problé-
makorével foglalkozik, mely egy G topologikus csoporton a kévetkez6 moédon fogalmazhatod
meg. Legyenek {&, : (n,¢) € N?*} G-beli értéket felvevs, soronként fiiggetlen valoszind-
ségi valtozok, és legyenek {k, : n € N} olyan noévekvé, jobbrol folytonos k, : Ry, — Z,
fiiggvények, hogy k,(0) =0, és minden t € R, és minden U € LU(e) esetén teljestil a

lim max P&, ¢U)=0

n—00 1<U<kn(t)
infinitézimalitasi feltétel. Képezzik a

kn (1)

fn(t) = H £n£ = £n1€n2 tee gn,kn(t)

=1
szorzatokat, és tekintsik a &, = (&,(t))i=0, n = 1,2,... sztochasztikus folyamatokat,

melyeknek a trajektoriai nyilvan a D(R,,G) Szkorohod-térbe esnek. Feltételeket kere-

siink a haromszogrendszerre ahhoz, hogy teljesiiljon a véges—dimenzios eloszlasok &, L 19
konvergencidja, vagy a Szkorohod—térben indukalt eloszlasok &, £, ¢ konvergencidja,
ahol & = (£(t))i>0 egy olyan G-beli értéket felvevs folyamat, melynek trajektoriai (majd-
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nem biztosan) a Szkorohod-térbe esnek. Sziikségképpen a & = (£(t));>0 folyamat fligget-

len bal-névekményti, azaz £(0) = e és tetsz6leges 0<t; <ty < ... <t, id6pontokra a
E(ty), &(t)7YE(t2), ..., E(tn1)'é(t,) bal-novekmeények fiiggetlenek. Csak olyan limesz—

folyamatok érdekelnek benntinket, melyek sztochasztikusan folytonosak (ami most azzal ek-
vivalens, hogy nincsenek rogzitett idejii szakadasi pontjai).

A feladatok pontosabban megfogalmazva a kovetkezdk:

e parametrizaljuk a G-beli értékd, fliggetlen bal-névekményt, sztochasztikusan folyto-
nos folyamatok altal a D(R,;,G) Szkorohod-téren indukalt valoszintségi mértékek
PII.(G) halmazat, azaz adjunk meg egy bijekciot PII.(G) és valamely alkalmas
P(R4,G) paramétertér kozott;

o feleltessiink meg alkalmas K, mennyiségeket a {0 : 1 <<k, (t)}, t e Ry, neN,
sorokhoz ugy, hogy
G—§ = K,—K,

ahol K € P(R.,G) az a paraméter, ami a ¢ limesz—folyamathoz tartozik, és a
K, — K konvergencia megfelelGen van értelmezve.

A hatodik fejezetben, mely a [12]| cikken alapul, elgszor megfogalmazzuk a fenti kérdé-
sekre a G = (R, +) csoport esetén a jol ismert valaszokat. Ekkor ugyanis a karakterisztikus
fiiggvények segitségével belathato, hogy a P(R,,RY) paramétertér valaszthato a kovetkezd
moédon: azon (a, B,n) harmasok halmaza, ahol a : R, — R? folytonos és a(0) = 0,
B : R, — M} monoton névekvd, folytonos és B(0) = 0, valamint n € L(R,,R?) (ahol
L(R,,R%) olyan 7 € M (R? x R,) mértékek halmaza, melyekre n({0} x R,) =0 ¢és a
t— [(ly*A1)n(dy x [0,t]) leképezés folytonos). Egy (a,B,n) € P(R;,R?) harmashoz az
a mérték tartozik a D(R,,RY) Szkorohod-téren, mely szerint az z(t) — z(s) ndvekmény
eloszlasa egy olyan korlatlanul oszthato eloszldas R%-n, melynek a Lévy-Hincsin reprezenta-
ciojaban az (a(t) — a(s), B(t) — B(s),n(-x]s,t])) mennyiségek szerepelnek.

A masodik kérdésre pedig az a valasz G = (R?, +) esetén, hogy a

kon () B
D G ¢
=1
konvergencia ekvivalens azzal, hogy
kn(t)
(a) Z Eh(&ne) — a(t) egyenletesen ¢ € [0,7]-ben minden T > 0 esetén,
=1

kn (t)

(b) Y Cov(h(&w)) — B(t) ha te D,

(=1

kn(t)

© 3 Ef(e) — / fw)ndy x [0.4]) ha te D, fe R,



ahol egy G topologikus csoport esetén C.(G) a €°(G) térnek azt az alterét jeldli,
mely az egységelem valamely kornyezetében eltiing fiiggvényekbsl &ll, h : R4 — R? egy
nyirofiiggvény, azaz folytonos, kompakt tartojiu és h(zr) = z teljesiil a 0 € R? valamely
kérnyezetében, tovabba B(t) = (b(i,7)(t))ij-1... a;

o~

b@mw:wmw+/m@w@mwxmm

Az a célunk, hogy megkeressiik ezen tételek altalanositasat Lie-csoportokra. A PII.(G)
halmaz parametrizalasa reménytelennek ttinik Fourier—transzforméltak segitségével, ezért
inkabb a konvolicios operatorokat fogjuk hasznalni. Egy u mérték konvolicids operdtora
az a T, operédtor, mely a G-n értelmezett valds, korlatos, folytonos, végtelenben eltting
fiiggvények szuprémum-normaval ellatott €°(G) Banach-terén van értelmezve a kovetkezd
modon:

T.f@) = [ fap)uidy)  ha v €G.

El6szor is ravilagitunk a konvoliucios hemicsoportokkal valé kapcsolatra. Vezessiik be
az S = {(s,t) € R? : 0<s<t} jelolést. Valoszintiségi meértékeknek egy (u(s,t))(shes
csaladjat (folytonos) konvolicios hemicsoportnak neveziink, ha (s, r) * u(r,t) = u(s,t)
teljesiil minden (s,7), (r,t) € S esetén, u(t,t) = e, minden ¢t € R esetén, és az
(s,t) — p(s,t) leképezés folytonos. Ha (£(t))i>0 egy G-beli értékeket felvevs fiiggetlen
bal-névekményt sztochasztikusan folytonos folyamat, akkor a (£(s))™'&(¢), (s,t) €S bal-
névekmények eloszlasai egy konvoliciés hemicsoportot alkotnak. Forditva: ha (1u(s,t))ses
egy konvolicios hemicsoport, akkor létezik olyan (£(t));>0 G—beli értékeket felveve fiiggetlen
bal-névekményti, sztochasztikusan folytonos, D(R,,G)-beli trajektoriaja folyamat, hogy
minden (s,t) €S esetén a (£(s))"'¢(t) bal-névekmény eloszlasa (s, t).

A konvoliciés operatorokkal létesitett p ~ T), relacioé pedig létrehoz egy bijekciot a
(1u(s,t))(s,es konvolicios hemicsoportok és azon (17(s,t))(snes evolicids operdtor—csalddok
kozott, melyek a CO(G) Banach—téren értelmezett pozitiv, balinvarians, 1 norméja korlatos,
linearis operatorokbdl éallnak. (Egy FE Banach—tér korlatos, linearis operatoraibol &llo
(T'(s,t))(s,)es halmazt evoliicios operator-csaladnak nevezziik, ha T'(s,r)T(r,t) = T(s,t)
teljestil minden (s,r),(r,t) € S esetén, T(t,t) = I minden ¢t € R, esetén, és az
(s,t) — T(s,t) leképezés erésen folytonos.)

A Hille-Yosida elmélet alapjan tudjuk, hogy kdlcsonosen egyértelmii kapcsolat van egy F
Banach-téren értelmezett (7'(¢));>0 erdsen folytonos egy—paraméteres operator—félecsoport
és annak (N,Dom(N)) infinitéziméalis generatora kozott, ahol

T(h)f—f

Nf :=lim———— D N).

fr=lm———= f€Dom(N)
Ez alapjan azt varnank, hogy egy (7(s,t))snes evolicios operator—csalad leirhaté infi-
nitéziméalis generatoroknak valamely (N (t));>o seregével, ahol N(t) az evolicios csalad
.derivaltja t-ben”. To6bbféle kapcsolat lehetséges egy (7'(s,t))(snes evolucios operator—
csalad és infinitéziméalis generatorok valamely (N(t));>o serege kozott (lasd Heyer [38],
Born [17]). A hatodik fejezetben az deriil ki, hogy a gyengén korldtos vdltozdsi konvolucios



hemicsoportok paraméterezésére az a kapcsolat alkalmas, melyet a gyenge evolicids integ-
ralegyenletek létesitenek. (Ezek azért ,gyengék” mert csak ,pontonként” kell teljesiilnitik.)

Jelolje Py (Ry,G) azon (a,B,n) harmasok halmazat, ahol a: R, — R? folytonos,
korlatos valtozasa és a(0) =0, B: R, — M] monoton névekvs, folytonos és B(0) = 0,
valamint n € L(R,;,G), ahol L(R,,G) azon n € M, (G x Ry) mértékek halmazat jeloli,
melyekre n({e} xRy) =0 ésa t— [o(y)n(dy x [0,¢]) leképezés folytonos.

Jelolje A(G) az Osszes (ft)i>0 konvolicios félesoport generalo funkcionaljabol allo hal-
mazt. Egy A: R, — A(G) leképezés akkor és csak akkor monoton novekvd, folytonos és
korlatos valtozast, ha létezik olyan (a, B,7n) € Py (R4, G) harmas, hogy (a(t), B(t),n(t))
az  A(t) generalo funkcional kanonikus dekompoziciojaban szerepld mennyiségek, ahol
n(t)(dy) :=n(dy x [0,t]). Ekkor g, € Co(G), T € Ry, és (s,t) €S esetén legyen

d d

[ A =3 [ e + 330 [ XiXignle)s.

]S,t] Z]:1 }S,t]

+ // (9-() ~ o- ZXQT e)i(y) )nldy x dr),

G X]s,t]

amennyiben a jobboldalon all6 integralok léteznek. Azt mondjuk, hogy egy (1i(s,t))ses
hemicsoport és egy (a, B,n) € P, (R4, G) harmas kapcsolatosak egymdssal a gyenge back-
ward evolicids egyenlet szerint, ha minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

(Tuony — 1) f () = / A7) (T £,

Is,t]
ahol A : R, — A(G) az a monoton novekvs, folytonos, korlatos véltozasu leképezés,
melynek kanonikus dekompozicioja (a(t), B(t),n(t))i>o-

A 6.7.1 és 6.7.4 Tételek szerint a (pu(s,t))speg folytonosan gyengén korlatos valtozasi
konvolicios hemicsoportok és az (a, B,n) € Py (R4, G) paraméterek kozott bijekciot hoz
létre a gyenge backward evolicios egyenlet. A (ju(s,t))(s)es hemicsoport a hozza tartozoé
A leképezést a kovetkezd explicit modon hatérozza meg: minden f € X5(G) és t € Ry

,};H;OZ/f fe)du (5 5).

Az az érdekesség, hogy el6szor a 6.6.1 konvergencia—tételt bizonyitjuk be, melyben elegendd

esetén

feltételeket adunk G-beli hdromszogrendszerbdl konstrualt véletlen 1épcsdstiiggvények no-
vekményeinek valamely gyengén korlatos valtozéastu konvoltuciés hemicsoporthoz valé konver-
genciajara. Azt is érdemes megemliteni, hogy a gyenge forward evoliicios egyenlet is teljesiil
(ugyanis a 6.6.1 Tételt ugyanugy lehet bizonyitani ebben az esetben is), de a gyenge back-
ward evoliciés egyenletnek meg van az az elénye, ami a 6.5.2 unicitasi tételbdl deriil ki:
kozvetleniil, azaz a konvergencia—tétel felhasznalasa nélkiil belathato, hogy egy adott para-
méterhez a gyenge backward evolucios egyenlettel legfeljebb egy konvoltciés hemicsoportot
lehet megfeleltetni.



A hetedik fejezetben, mely a [13] cikk eredményeit tartalmazza, egy kis kitérst tesziink:
megmutatjuk, hogy a hatodik fejezet eredményei atviheték Lie—projektiv csoportokra is.
Ez azért jelentds, mert igy tobbek kozott az sszes (nem feltétleniil kommutativ) kompakt
topologikus csoport le van fedve.

Végiil a nyolcadik fejezetben, mely a [14] kéziraton alapul, a hatodik fejezet eredménye-
ire tAmaszkodva valaszt adunk a fent megfogalmazott két kérdésre tetszéleges G Lie—csoport
esetén. A 8.4.2 és 8.4.8 Tételekben parametrizaljuk az Osszes G-beli értékd, fiiggetlen
bal-névekményti, sztochasztikusan folytonos folyamatot, azaz az Gsszes konvoliciés hemi-
csoportot azzal a P(R,,G) paraméterhalmazzal, mely olyan (m, B,n) harmasokbol &ll,
ahol m : R, — G folytonos és m(0) = e, B:R, — M} monoton ndvekvs, folytonos
és B(0) = 0, valamint n € L(Ry,G). A bijekciot az eltolt gyenge backward evolicios
egyenlet teremti meg: minden (s,t) € S és f € D(G) esetén

(Tron) — 1) f(e) = [ A

ahol
ﬁ(sv t) = Em(s) ¥ /JJ<57 t) *Em@t)-1s g‘r,t(y) = ﬂ(T,t)f(m(T)ym(T>il)7
és A R, — A(G) az a monoton névekvs, folytonos, korlatos valtozasu leképezés, melynek

kanonikus dekompozicidja (0, B(t),n(t))i>0. Ennek az eltolasnak az a szerepe, hogy ki kell
operéalni” azt a részt, amely nem feltétleniil korlatos valtozési.

Ugyantugy, ahogy a hatodik és hetedik fejezetben, most is elGszor egy konvergenciatételt
bizonyitunk: elegendd feltételeket adunk tetszéleges hemicsoporthoz valé konvergenciéra.
Az alapdétlet az, hogy a p,,, mértékeket a lokdlis varhatoértékiikkel toljuk el. Azt mondjuk,
hogy a € 9 (G) meértéknek az m € U, pont lokalis varhatéértéke, amennyiben

xi(m) = /xz(y) w(dy) ha € {1,...,d}.

Haa puc€ 9M'(G) mértéknek létezik m lokélis varhatoértéke, akkor definidlhatjuk a lokdlis
kovariancia—mdtrizat is a kovetkezé modon: B = (bi;)ij=1.... 4,

by = / (:(y) — 2:(m)) ;) — 2;(m)) pu(dy).

8.3.2 Tétel. Legyenck {ine: (n,0) € N*} waldsziniségi mértékek eqy G Lie—csoporton.
Minden n € N esetén legyen k, : Ry — Z, egy olyan monoton novekvd, balrol folytonos
fiigguény, melyre k,(0) = 0 és k,(Ry) = Z,. Jelolje myuy €s Bpy a jine mérték
lokdlis varhatoértékét, illetve lokdlis kovarianciamdtrizdt. Vezessik be az m, : Ry — G és
By iRy — My, By(t) = (bu(i, j)(t))ij=1,..a figguényeket:

kn (1)

En (t)
my(t) = H Mot B,(t) :== Z B,y.
=1 =1

Legyen D egy strd halmaz Ry—ban. Tegyiik fel, hogy



(i) létezik olyan ny € L(Ry,G) mérték, hogy minden t € D és f € C.(G) esetén

kn (t)

i > /G F () pns () = /G £(0) moldy x [0,1]),

n—oo

(ii) létezik olyan By : Ry — My, Bo(t) = (bo(i,7)(t))ij=1,..4, folytonos fiigguény, hogy
minden t € D és i, €{1,...,d} esetén

lim by, (2, 7)(t) = bo(i, j)(t) +/Gxi(y)xj(y) no(dy x [0, 1]).

n—oo

Ekkor (0, By, m9) € Ppy(Ry, G) és

kn (t)
K (mereny) = vist)  ha (st)€s,

l=ky(s)+1

ahol (v(s,t))(ses €gy olyan folytonosan gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport I (G)-
ben, mely a (0, Bg,m0) € Phy(Ry,G) paraméternek felel meg a gyenge backward evolicids
egyenlet szerint. Tovdbbd a (v(s,t))snes hemicsoport megfelel az (e, Bo,mo) € P(Ry, G)
paraméternek az eltolt gyenge backward evolicios egyenlet szerint.

Ha még azt is feltessziik, hogy
(iii) létezik olyan mgy: Ry — G folytonos fiigguény, hogy minden t € D esetén

lim m,(t) = mo(t),

(iv) minden T >0 és 1€ {1,...,d} esetén

lim limsup  sup |371 (mn(s)flmn@))‘ =0,
6—0 n—oo t*5<5
0<s<t<T

akkor
kn (t)
e — (s, 1) ha (s,t) €S
t=kn(s)+1
ahol (p(s,t))spes egy olyan hemicsoport, mely az (mo, Bo,no) € P(R4, G) paraméternek
felel meg az eltolt gyenge backward evolicids egyenlet szerint.

(Megjegyezziik, hogy az (i) feltétel teljesiilése esetén minden 7' > 0, minden elegend&en
nagy n € N és minden ¢ € {1,...,k,(T)} esetén a p, mértéknek létezik lokalis
varhatoértéke.)

A 8.6 paragrafusban azt is belatjuk, hogy a gyenge backward evoliciés egyenlettel 1é-
tesitett relacio ekvivalens azzal, hogy a folyamat altal a D(R,,G) Szkorohod—téren indu-
kalt mérték az illet paraméterhez tartozo eltolt martingalprobléma megoldéasa (lasd D.W.
Stroock és S.R.S. Varadhan [60]|, valamint Ph. Feinsilver [25]): azt modjuk, hogy egy
(&(t))i>0 folyamat altal a ID(Ry,G) Szkorohod-téren indukalt mérték az (m, B,n) €
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P(R,,G) harmashoz tartozé eltolt martingalprobléma megoldasa, ha minden f € D(G)
fliggvény esetén az
Fem™) = [ ARy )

0.t
folyamat martingal (a természetes filtracioval), ahol AR, — A(G) az a monoton névekvg,
folytonos, korlatos valtozasu leképezés, melynek kanonikus dekompozicioja (0, B(t), n(t)):>o-
(Ha f: G —= R é y e G, akkor L,f és R,f a kovetkezs fliggvényeket jeloli:
L,f(z) = f(yx), R,f(z) = f(zy), € G.)

A 8.7 paragrafusban kideriil, hogy a 8.3.2 Tételben megadott feltételek sziikségesek is.
El6szor tekintsiik a ,globalis centralast”. Legyenek {0 : (n,f) € N?} soronként fiiggetlen
valoszintiségi valtozok. Minden n € N esetén legyen k, : Ry — Z, olyan monoton
novekva, balrdl folytonos fiiggvény, hogy k,(0) =0, k,(Ry)=7Z,, és teljesiiljon a

lim max P& ¢U)=0

n—0o0 1<U<kn ()

infinitézimalitasi feltétel minden U € $U(e) és t € Ry esetén. Tekintsiik n € N esetén a

gn = (gn(t»t}(b
fen (1)
) = H gnZ
(=1
sztochasztikus folyamatot. Jelolje jpi,, a &, eloszlasat. Definidljuk az m, : Ry — G

és B, : Ry — MF fiiggvényeket Ggy, mint a 8.3.2 Tételben. Egy (m,B,n) € P(Ry,G)
harmas esetén legyen B : R, — MI, B(t) = (b(i,5)(t))ije1.. 4

B1.)(0) = biss) @) + [ i)e,) ntdy x 0.0).

8.7.1 Tétel. Legyen & = (£(t))i=0 egy olyan G-beli értéki, sztochasztikusan folytonos,
figgetlen bal-névekményd folyamat, mely az (m, B,n) € P(R,,G) hdrmassal kapcsolatos
az eltolt gyenge evolicios egyenlet szerint. Legyen D egy sird halmaz R, -ban. Ekkor a
kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

3

(i) (a) malt)
(b) Bu(t)
kn (£)

(c) f () pne(dy) —>/f n(dy x [0,t])) ha t€ D, f€C.(G).
1 YG

— m(t) egyenletesen t € [0,T|-ben minden T >0 esetén,
— B(t) ha teD,

L

(i) & — €.
Hasonl6 hatéreloszlas—tétel érvényes ,lokélis centraléssal”. Definidljuk n € N esetén a

kovetkezs &, = (£,(t))e=o sztochasztikus folyamatokat:

K (t)

gnﬁm
/=1
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8.7.3 Tétel. Legyen & = (E (1))i=0 egy olyan G-beli értéki, sztochasztikusan folytonos,
figgetlen bal-névekményd folyamat, mely a (0, B,n) € Py (Ry,G) hdrmassal kapcsolatos a
gyenge evolicios egyenlet szerint. Legyen D egy sird halmaz R, -ben. Ekkor a kiovetkezd
dallitasok ekvivalensek:

(i) (a) B.(t) — B(t) ha te€ D,
kn (t)

OB /G £6) tordy) ~ [ ) n(dy < 0.1) ha t€ D, f e €.(G)

(=1
(i) & — &

A 8.7.4 Tétel sziikséges és elégséges feltételt ad fliggetlen névekményt folyamatok soro-
zatanak konvergencidjara. A 8.7.5 Tételben {&,,: (n,f) € N*} soronként fiiggetlen, azonos
eloszlast valoszintiségi valtozok, és a limesz folyamat fliggetlen, stacionédrius névekményt.
Végiil a 8.7.6 Tétel sziikséges és elégséges feltételt ad fliggetlen, stacionéarius névekményi
folyamatok sorozatanak konvergencidjara.
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1. fejezet

Bevezetés

A valoszintiségszamitasban kozponti szerepet jatszik a centrdlis hatdreloszlds—tétel, melynek
legegyszertibb alakja azt mondja ki, hogy ha &, k = 1,2,... olyan fiiggetlen, véletlen
mennyiségek, melyek csak a 0 vagy 1 értékeket vehetik fel

P{& =1} = p, P{& =0} =1-p
valoszintséggel, akkor

]P’{€1+ S np<x}—>—/ 6_“2/2du, n — oo,
Vv 1pq V2m J

azaz a részletosszegek alkalmasan normalt sorozata a standard normaélis eloszlashoz tart. Ez

a tétel p = % esetén mar megtalalhatéo A. de Moivre 1730-ban megjelent munkajéban; az

altalanos esetben P.S. Laplace bizonyitotta 1812-ben.

A tétel heurisztikusan azt fejezi ki, hogy sok kis fiiggetlen, véletlen hatés Osszegzédése
kozel normaélis eloszlasi, és igy magyarazatot ad arra, hogy miért talalkozunk gyakran olyan
véletlen mennyiségekkel, melyek jol kozelithetGek normélis eloszlassal. Tipikus példa erre
a mérési hiba. A fent emlitett eredmény igen nagy hatéassal volt a valdsziniliségszamitas, a
matematikai statisztika és a sztochasztikus folyamatok elméletének kialakulaséara és fejlédé-
sére, beleértve a gyakorlati alkalmazhatosagot is. Egy fontos mérféldks volt B.V. Gnedenko
és A.N. Kolmogorov [33] 1949-ben megjelent monografidja, melyben szisztematikusan vizs-
galjak és megoldjak a kovetkezs alapvets kérdéseket:

e Ha &, k=1,2,... fiiggetlen (esetleg azonos eloszlasu) véletlen valos mennyiségek,
akkor az S, =Y ;_ &, n=1,2,... részletosszegeket alkalmasan normalva: T, =
binSn — ay,, milyen hatareloszlasai lehetnek a (7},),>1 sorozatnak? Milyen feltételek
mellett konvergal a (7),),>1 sorozat egy adott (lehetséges) hatéreloszlashoz?

e Altalanosabban: ha {¢,,:k=1,...,n}, n=1,2... széridnként fiiggetlen véletlen
val6s mennyiségek, melyek egyenletesen kicsik, azaz

Ve >0 1?]?311]}]){‘5"”{‘ >et— 0, n— oo,
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akkor a T, = > 7 &k, n = 1,2... sorozatnak milyen hatéreloszlasai lehetnek, és
milyen feltételek mellett konvergél egy adott eloszlashoz?

Valoszintiségeloszlasok vizsgalata valos szamok halmazatol kiilonbozo struktirakon igen
régre nyulik vissza: mar D. Bernoulli foglalkozott 1734-ben eloszlasokkal gombfeliileten (ami
egy kompakt topologikus csoport) annak a kérdésnek a kapcsan, hogy hogyan oszlanak el
az akkoriban ismert csillagok az égbolton, és azt allitotta, hogy ez kozel egyenletes eloszlés.
A témakor intenziv vizsgalata e szazad elején kezd6dott R. von Mises [63] 1918-as és J.B.
Perrin [79] 1928-as munkaival, melyekhez kapcsolodott R.A. Fisher is; ezek a fizikdban, f6ld-
tudomanyban, meteoroldégiaban és biologiaban felmeriilt specialis problémékra iranyultak.
Azoéta sikeriilt a valés szamok halmazan elért eredmények jelentés részét altalanositani kii-
16nb6z8 topologikus csoportokra. Ebben tevékenyen részt vettek magyar matematikusok is;
lasd példaul Prékopa Andras, Rényi Alfréd és K. Urbanik [81], Csiszar Imre [22], [23], [24],
[25], Major Péter és S.B. Shlosman [62] cikkeit, de érdemes megemliteni Haar Alfréd nevét
is, ugyanis a Haar—mérték igen fontos szerepet jatszik ezeken a csoportokon. A legtujabb ku-
tatasok kiterjednek félcsoportokra is; ezekrdl szol Ruzsa Imre és Székely Gabor [85] konyve.
Az 1976-ig elért eredmények Osszefoglalasat adja H. Heyer [48] monografiaja, melynek egyik
kiindulopontja G.A. Hunt [56] cikke volt, melyben megadta a Lévy—Hincsin formula analog-
jat Lie—csoportokon értelmezett valdszintiségi mértékekbdl all6 konvolicios félcsoport esetére.
(Heyer professzor iranyitasaval Humboldt-6sztondijasként végzett kutatésaim alapoztédk meg
az e témakorben elért eredményeimet.) Ebben a monografidban széria—sorozatokra vonat-
koz6 centralis hatareloszlas—tételek talalhatok (lasd a fenti méasodik problémakort). Az elss
problémakér vizsgalatanak uj lendiiletet adott W. Hazod [41] 1984—es cikke, melyben al-
talanositotta a stabilis eloszlasok fogalmét topologikus csoportokra. Késébb W. Hazod és
E. Siebert [43], [93] 1986-ban megmutattak, hogy a centralis hatéareloszlas—tétel topologi-
kus csoportokon torténd vizsgalataban kiemelt szerepet jatszanak a nilpotens Lie—csoportok,
ugyanis ha tekintjiik lokalisan kompakt topolégikus csoportbeli fiiggetlen, azonos eloszlasi
véletlen elemek sorozatat, akkor az alkalmasan normalizalt részletszorzatok lehetséges ha-
tareloszlasai olyan részcsoportra koncentralédnak, mely izomorf egy egyszertien Osszefiiggd
nilpotens Lie—csoporttal.

Fontos szerepet jatszanak a lépcsds (angolul: stratified) nilpotens Lie—csoportok, mert
ezek osztalya elég gazdag, és ezek technikailag konnyebben kezelhetsek (lasd G.B. Folland és
E.M. Stein [32]). A lépcsds nilpotens Lie—csoportok osztdlya tartalmazza az (R?, +) csopor-
tokat, de ezeken kiviil az 6sszes tobbi nem kommutativ, rdadasul nem kompakt, és vannak
végtelen dimenzids irreducibilis unitér reprezentacioi is; ezek prototipusa a H Heisenberg-
csoport, melynek fontos szerepe van kvantummechanikai modellekben is, és realizalhato,
mint R?® ellatva a kovetkezd szorzassal:

1
(1,2, 3) (Y1, Y2, y3) = (X1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3 + §(x1y2 — Tol1)).

Megjegyezziik, hogy ez a csoport izomorf azzal a matrix—csoporttal, mely a kévetkezé mat-



rixokbél all:

1
0
0

O~

c
b |, a,b,ceR,
1

és minden 1épcsGs nilpotens Lie—csoport realizalhaté mint egy matrix—csoport, mely olyan
fels6haromszog-maéatrixokbol all, melyek f6atlojaban minden elem 1. Ezek a csoportok azért
alkalmasak az els¢ problémakor vizsgalatara, mert vannak rajtuk olyan egy—paraméteres
automorfizmus—csoportok (a legegyszeriibb: a természetes dilatacio), melyek a skalarral valo
szorzas szerepét atvehetik, igy a normalizalés ezek segitségével torténhet. Az eredményeket
mértékelméleti nyelven fogalmazom meg, azaz valoszintiségi mértékek konvolucidhatvanyait,
illetve konvoluciészorzatait vizsgélom.

A disszertécio felépitése a kovetkezs. A 2. fejezetben a gyakrabban hasznélatos jelélések
¢és alapfogalmak talalhatok. A 3. fejezetben, mely a Pap [68] és Pap [69] cikkek eredményein
alapul, kommutativ haromszogrendszerekkel foglalkozunk, azaz amikor az egy sorban &llo
mértékek a konvolucioszorzéasra nézve felcserélhetGek. (A Lindeberg—Feller tipusu tételek a
Pap [69] cikkben csak a Heisenberg—csoport esetére volt bizonyitva, mig a disszertacioban
tetszoleges Lie—csoportra, vagy tetszéleges 1épcesés Lie—csoportra sikeriilt bizonyitani.) Elg-
szor valoszintségi mértékek konvolicidohatvanyaira vonatkozé centralis hatareloszlas—tétellel
foglalkozunk. Ezt V.N. Tutubalin [98] vizsgalta Heisenberg—csoporton, majd A.D. Virtser
[99] nilpotens maéatrix—csoportokon, P. Crépel és A. Raugi [20] tetsz6leges nilpotens Lie—
csoportokon, de ezekben a munkakban felesleges momentumfeltételek szerepelnek. Végiil
A. Raugi [82] adott egy bonyolult, hosszt bizonyitast csak a masodik homogén momentum
végességét feltételezve. Lépcsts Lie—csoportokon sikeriilt egy egyszert, rovid bizonyitast ta-
lalni (lasd 3.1.1 Tétel). A kovetkezd cél Lindeberg—Feller tipust centralis hatareloszlas—tétel
bizonyitasa, azaz sziikséges és elégséges feltételek keresése. Kideriilt, hogy ehhez el6szor
a korlatlanul oszthaté eloszldsok konvergenciajarol szolo tételt kell altalanositani. Ezt a
3.2.2 Tételben tetszbleges Lie—csoporton sikeriilt bizonyitani. Ennek segitségével a kisérd
Poisson—félcsoportokat hasznalva és Fourier-transzformaltakat alkalmazva sikeriilt sziiksé-
ges és elégséges feltételeket kapni a centralis hatareloszlas—tétel teljesiiléséhez Lie—csoporton
szimmetrikus mértékekbdl allo kommutativ haromszogrendszer esetén (lasd 3.3.5 Tétel). A
szimmetrizacié modszerével ezt altalanositani lehet kommutativ normélis hdromszogrend-
szerre, azaz amikor a mértékek felcserélhetGek a veliik egy sorban allo6 mértékek konjugalt-
jaival is (lasd 3.3.6 Tétel). Lépcsds Lie—csoportokon ez a két tétel még kozelebb all a valos
esethez (lasd 3.4.1 és 3.4.2 Tételeket). A 3.4.4 Tételben a Lindeberg—Feller tétel szoka-
sos alakjat kapjuk. Ezutan levezetiink egy Lindeberg—tételt abban az esetben, amikor a
sorokhoz tartoz6 méasodrendid homogén momentumok korlatosak, és a hatareloszlas olyan
Gauss-meérték, mely stabilis a (6,4);>0 természetes dilataciora nézve (lasd 3.4.12 Tétel),
amibdl egyrészt konnyen szarmaztathato a 3.1.1 Tétel (azaz a fiiggetlen, azonos eloszlasi
eset), masrészt példaul Heisenberg—csoporton adott valoszintiségi mértékek puq * -« % pu,
n—szeres konvoldcidszorzatainak alkalmas automorfizmusokkal standardizalt sorozaténak a

c s
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A 4. fejezetben, mely a Pap [67], Bentkus, Pap [8] és a Pap [75] cikkek eredményein
alapul, Gauss—mértékekkel vald kozelités pontossagéaval foglalkozunk 1épcsés nilpotens Lie—
csoportokon. Megjegyzem, hogy egy kompakt topologikus csoportbeli fiiggetlen, azonos
eloszlasu véletlen elemek részletszorzatai normalas nélkiil a Haar-mértékhez konvergalnak,
ami az egyenletes eloszlds megfelelGje, és a konvergencia—sebesség exponencialis; lasd Major
Péter és S.B. Shlosman [62] eredményét. Engem az érdekelt, hogy a klasszikus esethez ha-
sonléan, mi torténik az alkalmasan normalt részletszorzatokkal, melyeknek a hatéareloszlasa
mar Gauss—eloszlds lesz, ami a normaélis eloszlas megfelelGje. Az els6 1épést P. Crépel és
B. Roynette [21] tették meg Heisenberg—csoporton, de csak O(n~'/?)-nal lassabb konver-
genciat sikeriilt bizonyitaniuk az optimalis O(n~" %) helyett, és nem ismert, hogy a becs-
léseikben szereplé konstansok hogyan fiiggenek az illet§ valoszintiségi mértéktsl. A 4.1.34
Tételben sikeriil optimalis, O(n~'/2) konvergencia-sebességet kimutatni homogén gémbéo-
kon tetszdéleges 1épcsds nilpotens Lie—csoport esetében. A becslésben pszeudomomentumok
szerepelnek. Hatranya, hogy a feltételekben magasabb rend momentumok végessége is sze-
repel, és a becslés nem egyenletes a gombokon. (Bar a tétel az (R, +) specidlis esetben
visszaadja a klasszikus eredményt.) A 4.2.6 Tételben sima fliggvények integraljaira vonat-
kozé Berry—Esseen egyenlGtlenségeket kapunk, amelyekben csak a szokasos momentumfel-
tétel szerepel, és az alakja is optimalis. Erdekes megjegyezni, hogy ebbdl az eredménybél
is le lehet vezetni a 3.1.1 Tételt, azaz a centralis hatareloszlas—tételt. Valoszintiségi meér-
tékek konvolicio-hatvanyainak Gauss—meértékekkel torténs kozelitésének pontossigarol ad
még tobb informaciot az Edgeworth—sorfejtés. A 4.3.1 Tétel a révid alakot irja le, azaz
amikor a sorfejtés csak egy tagot tartalmaz a Gauss—mérték utdn. A Gauss—mérték utan ko-
vetkez6 tagnak az az érdekessége, hogy az illet6 Gauss—mértékhez tartozo teljes (W;)o<i<1
Wiener—folyamat bizonyos funkcionaljanak varhatoértéke fellép, mig a klasszikus esetben
csak a normalis eloszlas bizonyos fiiggvényének varhatoértéke szerepel (lasd 4.3.5 Megjegy-
zés). A 4.4.6 Tételben megadjuk a tetszéleges hosszusagu Edgeworth—sorfejtést, melynek
bizonyitasa az Euler—-Maclaurin—féle 6sszegzési formuldnak bizonyos tobbdimenzids szimple-
xekre torténd altalanositasat hasznalja (lasd 4.4.2 Tétel), mely énmagaban is érdeklGdésre
tarthat szamot.

Az 5. fejezet, mely a Pap [76], Pap [71] és Pap [70] cikkek eredményein alapul, a bedgya-
zdsi problémdval kapcsolatos, mely a centralis hatareloszlas—tételek vizsgélatanél igen fontos
szerepet jatszik (lasd példaul a 3.3.6 Tételt, valamint a stabilis eloszlasok vonzasi tartoma-
nyanak problémakorét W. Hazod [41], S. Nobel [66] és H.P. Scheffler [87] cikkeiben): vajon
ha egy valdszintiségi mérték beagyazhatd egy konvoltcios félcsoportba, akkor ez a konvola-
cios félesoport egyértelmtien meghatarozott? A vélasz a klasszikus G = (R% +) esetben
pozitiv: éppen a korlatlanul oszthato eloszlasok agyazhatok be konvolicios félecsoportokba,
és a Fourier—transzforméaltakra vonatkozé Lévy-Hincsin formulabol kovetkezik, hogy az il-
lets konvolucios félesoport egyértelmd. P. Baldi [3] bebizonyitotta, hogy 2-1épéses nilpotens
Lie—csoport esetén a Gauss—mértékek egyértelmtien dgyazhatok be Gauss—félcsoportba. Ezt
sikeriilt az 5.2.3 Tételben tetszbleges nilpotens Lie—csoportra altalanositani.

A beagyazasi problémat megprobaltam megkozeliteni a konvoluciés félecsoportok struk-



turajanak felderitésével is. Ezzel fiigg Ossze az a kérdés, melyet Ph. Feinsilver és R. Schott
[30], [31] vetettek fel: hogy néz ki egy fiiggetlen, stacionarius novekményt sztochasztikus
folyamat, mely értékeit egy Lie—csoportban veszi fel? Az 5.1.2 Tétel valasza az, hogy egy
d—dimenzi6s exponencialis Lie—csoport esetén (azaz amikor az exponencialis leképezés egy
analitikus diffeomorfizmus) ha vesziink egy fiiggetlen, stacionarius névekményt folyamatot,
és gy tekintjiik, mint egy R%-beli értéki folyamatot (vagyis vessziik a logaritmusat), akkor
az egy idé—homogén diffizic ugrdsokkal J. Jacod és A.N. Shiryayev [59, p. 142] értelmében,
azaz egy olyan (&ltalanositott) sztochasztikus differencidl-egyenlet egyértelmt, erés megol-
dasa, melyet egy Wiener—folyamat és egy véletlen stacionarius Poisson—mérték hajt meg; az
egyenletet a folyamat infinitézimalis generatoraval explicit médon megadjuk. Ennek segit-
ségével az 5.1.6 Tételben explicit konstrukciot adunk tetszdleges nilpotens Lie-csoportbeli
értékeket felvevs fiiggetlen, stacionarius névekményt folyamatra, mellyel altalanositjuk B.
Roynette [84] rekurziv formulajat, mely a Brown-mozgés esetére érvényes.

Egy masik lehet&ség a bedgyazési probléma megkozelitésére az, hogy karakterizdcios tu-
lajdonsdgokat keresiink a Gauss—mértékre. H. Carnal [19]| bizonyitott ilyet kompakt Lie—
csoportokon. Ennek az eredménynek az altalanositasat adja meg az 5.3.1 Tétel tetszdSleges
Lie—csoport esetén, de ez egész Gauss—félcsoportokat karakterizal.

A disszertacid utols6 harom fejezete a funkcionalis centrélis hatareloszlas—tétel problé-
makorével foglalkozik, mely egy G topolégikus csoporton a kovetkezé moédon fogalmazhatd
meg. Legyenek {&.: (n,¢) € N*} G-beli értéket felvevs, soronként fiiggetlen valosziniiségi
valtozok, és legyenek {k, : n € N} olyan névekvs, jobbrol folytonos k, : Ry — Z, fliggve-
nyek, hogy k,(0) =0, és minden ¢t € R, ésaz e € G egységelem minden U kornyezete
esetén teljesiil a

lim max P& ¢U)=0

n—00 1<U<kn(t)

infinitézimalitasi feltétel. Képezziik a

kn (t)

gn(t) = H fnf = €n1€n2 T gn,kn(t)

(=1

szorzatokat, és tekintsik a &, = (&,(t))i=0, n = 1,2,... sztochasztikus folyamatokat,
melyeknek a trajektoriai nyilvan a D(Ry, G) Szkorohod-térbe esnek. Feltételeket keresiink
a haromszogrendszerre ahhoz, hogy teljesiiljon a véges—dimenzios eloszlésok

&0 =5

konvergencidja, vagy a Szkorohod-térben indukalt eloszlasok

c
§n — &
konvergenciaja, ahol & = (£(t))i>0 egy olyan G-beli értéket felvevs folyamat, melynek
trajektoriai (majdnem biztosan) a Szkorohod—térbe esnek. Sziikségképpen a & = (£(t))i>0
folyamat fiiggetlen bal-névekményt, azaz £(0) = e és tetszbleges 0<t; <to < ... <ty
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idépontokra a &(t1), £(t1)7'¢(ta), ..., E(tn_1)"'E(t,) bal-névekmények fiiggetlenek. Csak
olyan limesz—folyamatok érdekelnek benniinket, melyek sztochasztikusan folytonosak (ami
most azzal ekvivalens, hogy nincsenek rogzitett idejd szakadési pontjai).

A feladatok pontosabban megfogalmazva a kovetkezdk:

e parametrizaljuk a G-beli értékd, fliggetlen bal-névekményt, sztochasztikusan folyto-
nos folyamatok altal a D(R,,G) Szkorohod-téren indukalt valoszintségi mértékek
PIl.(G) halmazat, azaz adjunk meg egy bijekciot PII.(G) és valamely alkalmas
P(R4,G) paramétertér kozott;

o feleltessiink meg alkalmas K, mennyiségeket a {0 : 1 <<k, (t)}, t e Ry, neN,
sorokhoz tgy, hogy
”
& ——¢ = K,—K,
ahol K € P(R;,G) az a paraméter, ami a ¢ limesz—folyamathoz tartozik, és a
K, — K konvergencia megfelelGen van értelmezve.

A 6. fejezetben, mely a Heyer, Pap [51] cikken alapul, el6szér megfogalmazzuk a fenti
kérdésekre a G = (RY, +) csoport esetén a jol ismert valaszokat. Ezutan ravilagitunk az
els6 kérdésnek a Hille—Yosida elmélettel valo kapcsolatara, mely elvezet annak felismeréséhez,
hogy a fiiggetlen névekményt folyamatokat (vagy a mértékelmélet nyelvén: a konvolucios
hemicsoportokat) konvolucios félcsoportokat generdloé funkcionalok valamely seregével ter-
mészetes leirni, ahol a kapcsolatot egy evolucids integralegyenlet teremti meg. A fejezet
egyik {6 eredménye a 6.7.1 és 6.7.4 Tételekben szerepel: egy tetszGleges Lie-csoport ese-
tén parametrizaljuk a folytonosan gyengén korlatos valtozasi konvolicidés hemicsoportokat
a gyenge backward evolicios egyenlet segitségével. Az az érdekesség, hogy elGszor a 6.6.1
konvergencia—tételt bizonyitjuk be, melyben elegendd feltételeket adunk G-beli hdromszog-
rendszerbdl konstruélt véletlen 1épcesésfiiggvények novekményeinek valamely gyengén korla-
tos valtozasu konvoluciés hemicsoporthoz valé konvergencidjara. Azt is érdemes megemli-
teni, hogy a gyenge forward evolicios egyenlet is teljesiil (ugyanis a 6.6.1 Tételt ugyanugy
lehet bizonyitani ebben az esetben is), de a gyenge backward evolicios egyenletnek meg van
az az elénye, ami a 6.5.2 unicitasi tételbdl dertil ki: kozvetleniil, azaz a konvergencia—tétel
felhasznalasa nélkiil belathato, hogy egy adott paraméterhez a gyenge backward evolicios
egyenlettel legfeljebb egy konvolicios hemicsoportot lehet megfeleltetni.

A 7. fejezetben, mely a Heyer, Pap [52] cikk eredményeit tartalmazza, egy kis kitérst
tesziink: megmutatjuk, hogy a 6. fejezet eredményei atviheték Lie-projektiv csoportokra is.
Ez azért jelentds, mert igy tobbek kozott az Osszes (nem feltétleniil kommutativ) kompakt
topologikus csoport le van fedve.

Végiil a 8. fejezetben, mely a Pap [77] kéziraton alapul, a 6. fejezet eredményeire ta-
maszkodva valaszt adunk a fent megfogalmazott két kérdésre tetszéleges G Lie—csoport
esetén. A 8.4.2 és 8.4.8 Tételekben parametrizaljuk az Osszes G-beli értékd, fiiggetlen
bal-névekményt, sztochasztikusan folytonos folyamatot, azaz az Gsszes konvoltucidés hemi-
csoportot. A bijekciot az eltolt gyenge backward evolicids egyenlet teremti meg. A 8.6
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paragrafusban azt is belatjuk, hogy ez a relacié ekvivalens azzal, hogy a folyamat altal a
D(Ry,G) Szkorohod—téren indukalt mérték az illet§ paraméterhez tartozo eltolt martingéalp-
robléma megoldasa (lasd D.W. Stroock és S.R.S. Varadhan [95], valamint Ph. Feinsilver [29]).
Ennek az eltolasnak az a szerepe, hogy ,ki kell operalni” azt a részt, amely nem feltétleniil
korlatos véltozasa. Ugyanugy, ahogy a 6. fejezetben, most is elGszor egy konvergenciatételt
bizonyitunk: a 8.3.2 Tételben elegend§ feltételeket adunk tetszéleges hemicsoporhoz vald
konvergenciara. A 8.7 paragrafusban kideriil, hogy ezek a feltételek egyuttal sziikségesek is.






2. fejezet

Jelolések, alapfogalmak

A ¢, C betiket indexelve vagy index nélkiil pozitiv konstansok jel6lésére hasznaljuk;
ugyanaz a szimbolum jel6lhet kiilonb6z6 konstansokat. Hasonloéan a ¢(-), C(-) kifejezések
olyan pozitiv mennyiségeket jelolnek, melyek csak a zardjelben all6 objektumoktol fliggnek.

Ha V egy rendezett vektortér, akkor jelolje V, := {z € V : x>0}. Vezessiik be
az S :={(s,t) € R?: 0< s <t} jelolést, és legyen T € R, esetén Sy := {(s,t) € R?:
0<s<t<T}. Legyen (s,t) € R? esetén sAt := min{s,t}, sVt := max{s,t}. Egy
nemiires [ halmaz esetén jeldlje d,;, 4,5 € I a Kronecker—deltat. Ha H részhalmaza
I-nek, akkor CH jelolje H komplementerét [-ben, és 1x jelolje H indikator—fiiggvényét.
Jelolje My az I x I val6s matrixok halmazat. Egy A € M; matrix transzponaltjat jelolje
AT. Egy B €M, B = (b;)ijer matrixot pozitiv szemidefinitnek neveziink, ha I minden
J véges részhalmaza esetén a (b;;); jes almatrix pozitiv szemidefinit. Jelolje M az M-
beli szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrixok halmazat. Egy B : R, — M; fiiggvényt
monoton névekvének neveziink, ha B(t)— B(s) € Mj minden (s,t) € S esetén. Hasonléan
vezetjiik be a d x d valos matrixokbol 4116 M, és M halmazokat is, melyekben || - |,
illetve | - || a szuprémum-normat, illetve a nuklearis normét jeloli (ez utobbi definicioja
|All; := Tr(AAT)Y2). Ezen normék ekvivalenciajabol kovetkezik, hogy valamely cq > 0
konstanssal teljesiil ||A|l < cql|All; minden A € M, esetén.

Legyen E egy lokalisan kompakt tér. Jelolje Gb(E) az F-n értelmezett valos, korlatos,
folytonos fiiggvények terét, ellatvaa ||| szuprémum-norméval. Jelslje €°(E), illetve K(E)
azokat az altereket, melyek a végtelenben eltiing, illetve a kompakt tartéju fliggvényekbdl
allnak. Jelolje 9T, (F) a pozitiv Radon-mértékek terét E-n. Legyen 9’ (E) a korlatos
pozitiv mértékek részhalmaza, ellatva a T, gyenge topologiaval, és jelolje IMY(E) a
valoszintiségi mértékek részhalmazat. Ha (pq)acr egy net Qﬁi(E)—ben, akkor limg po = p
illetve ., — p a gyenge topologia szerinti konvergenciat jeloli. Ha FE’ egy lokélisan
kompakt altere FE-nek és pu € 9t (F), akkor p|gp jeloli a p megszoritasat E'-re.
Nyilvan pu|lp € 9t (E'). Az z € E pontba koncentralodé Dirac-meértéket jelolje e,.
Jelolje tovabba B(E) az FE-beli Borel-halmazok o-algebrajat (azaz az E nyilt halmazai
altal generalt o—algebrat).
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Legyen G egy lokédlisan kompakt topoldgikus csoport, melynek egységelemét e jeloli.
Jelolje $U(e) az e egységelem mérhetd kornyezeteinek rendszerét. Jelolje C.(G) a €C'(G)
térnek azt az alterét, mely az egységelem valamely kérnyezetében eltind fiiggvényekbdl all.
Legyen G := G\ {e}. Jelolje D(G) a G-n értelmezett valos értéki, kompakt tartoju,
korlatlanul differencialhato fiiggvények terét (lasd példaul Heyer [48, 4.4.2]). A regularis
figgvények E(G) tere:

EG):={feC(G): f-geD(G) ha geD(G)}.

Jelolje f: G — R ¢é y € G esetén L,f, R,f é [* a kovetkezd fliggvényeket:
L,f(z) :== f(yx), R,f(z) := f(zy), f*(x):= f(z™'), 2 € G. Ha H és M zart
normélosztok G-ben és M C H, akkor p¥ jeloli az oM — zH kanonikus leképezést.

Specialisan, py = pg}.

Egy € M (G) mérték adjungdltja az a p* mérték, melyre teljesiil [ fdu* = [ f*du
minden f € K(G) esetén. Egy p € M'(G) mértéket normdlisnak neveziink, ha p* pu* =
W

Egy 1€ M (G) mértek konvolicids operdtora az a T,, operator, mely a C%(G) téren
van értelmezve a kdvetkezd modon:

Tuf(x) = /f(rcy) u(dy)  ha zeG.
A kovetkezd tulajdonsigok érvényesek:

e T, egy korlatos, linearis operator a C(G) téren gy, hogy ||T,.f| <||f|l minden
f € CUG) esetén, ezért ||T,| = 1.

T, balinvarians: T,(L.f) = L.(T,f) minden z & G esetén.

T, pozitiv: T,f >0 minden f € C’(G); esetén.

Barmely p,v € 9MY(G) esetén T,., = T,T,.

Tetszoleges (fta)acr M (G)-beli net és tetszbleges p € M (G) esetén a kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(1) lim po = p
(ii) hOI[n”Tuaf —T.fll=0 ha fe€ e (q).

(iif) lmT,,f(e) =T,f(e) ha feela).

(Lasd Heyer [48, 1.5.5] és Siebert [88, p.440].)

Egy (1)¢=0 csaladot 9! (G)-ben folytonos konvoliicids félcsoportnak (r6viden konvo-
lucios félesoportnak) neveziink, ha pug* gy = g1y teljestiil minden st € Ry esetén, py = e,

és limy o pr = plo-
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Egy (u)i>0 konvolucios félesoport generdld funkciondlja (A,Dom(A)), ahol

Dom(A) := {f € C (@) : A(f):=lim= [ (f(y) — fle)) u(dy) létezik}.

Ismert, hogy D(G) C Dom(A). Az A general6 funkcionél (vagy a (u:)i>o konvolicios
félcsoport) Lévy—mértéke az az egyértelmtien meghatarozott n € M, (G) mérték, melyre
n({e}) =0 és [ fdn= A(f) teljesil minden f € D(G) N C.(G) esetén. (Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy sok helyen a Lévy—meértéket csak a G~ halmazon tekintik értelmezve.)
Jelolje A(G) illetve L(G) az 6sszes (f)i>0 konvoltcios félesoport generald funkcionéaljabol,
illetve Lévy-mértékébdl allo halmazokat.

Ha (p)i>0 egy konvoltcios félcsoport, akkor a konvolacios operatorokbdl allo (7),,)i>o
csalad egy erésen folytonos egy paraméteres operator—félesoportot alkot, mely a C"(G)
Banach—téren értelmezett pozitiv, balinvaridns, 1 normaju korlatos linearis operatorokbol
all. Egy (u)i>0 konvolucios félcsoport (N,Dom(N)) infinitézimdlis generdtordnak a
(T),)i=0 operator—félcsoport infinitézimalis generatorat nevezziik. gy tehat

~ 1
(Nf)(@) =lim = [ (f(zy) — f(2)) meldy) = A(Ls]).
Egy nemdegeneralt mértékekbdl allo (u)>o konvolucios félesoportot Gauss—félesoportnak
neveziink, ha limyjo /4,(CU) = 0 teljesiil minden U € $4(e) kdrnyezetre. Egy p € ' (G)
meértéket Gauss—mértéknek neveziink, ha létezik olyan (u)¢>o Gauss—félcsoport, hogy © =
M-

A v €M’ (G) exponensi Poisson-mérték az az exp(y —v(G)e.) € MY (G) valoszint-
ségi mérték, melynek definicioja

<k
exp(y = Y(G)ee) = 7@ Z%
k=0
ahol 7* a ~ mérték k-szoros konvoliciohatvanya, és +° := e.. Nyilvan ¢ >0 esetén
pe = exp(t(y — v(G)e.)) a ty exponenst Poisson—mérték, és (uy)i>o egy konvolicios
féelesoport, melynek generalé funkciondlja (v — v(G)e., @(Q)); ezt Poisson—félcsoportnak
nevezzik.

Egy (ut)i=0 egy konvolucios félesoportot normdlisnak neveziink, ha minden py, ¢ >0
mérték normélis.

Egy (u(s,t))spes csaladot 9 (G)-ben folytonos konvolicics hemicsoportnak (rovi-
den konvoltciés hemicsoportnak) neveziink, ha p(s,7) * u(r,t) = p(s,t) teljesiil minden
(s,r),(r,t) €S esetén, u(t,t) =ec. minden t € R esetén, és az (s,t) — u(s,t), S-bdl
M (G)-be vivs leképezés T, folytonos. Nyilvan ha (u)i>0 egy folytonos konvolicios
félcsoport, akkor a  (j—s)(spes csalad egy folytonos konvoliciés hemicsoport. Masrészt,
ha (u(s,t))snes egy eltolas-invarians hemicsoport (azaz (s + h,t+h) = p(s,t) minden
(s,t) €S és h e R, esetén), akkor (u(0,%));>o egy folytonos konvolicios félcsoport.
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Egy (1(s,t))(ses hemicsoportot diffiizios hemicsoportnak neveziink, ha minden 7" > 0
és U € M(e) esetén

. 1
t115n—1>0 EILL(S, t)([:U) =0.
0<s<t<T

2.1 Lie—csoportok

Legyen G egy d-dimenzios Lie—csoport £(G) Lie-algebraval. Jelolje expg : £(G) — G
az exponenciélis leképezést. Legyen X5(G) a C(G) azon fiiggvényeibsl 4llo altér, melyek
valamely U € $(e) kornyezetben kétszer folytonosan differencialhatoak. Tovabbéa jeldlje
C>(G), illetve €F(G) a G-n korlatlanul, illetve k-szor folytonosan differencialhato
fiiggvények terét.

Ha az f € @"(G) fiiggvény folytonosan differencialhaté az 2 € G pont valamely
kornyezetében, akkor barmely X € £(G) esetén létezik az f fiiggvény baloldali és
jobboldali derivaltja az x pontban az X szerint:

X f () o= lim - (Flexp(tX)a) — f(2)).

X fz) = hm%(f(x exp(tX)) — f(z)).

t—0
Megjegyezziik, hogy a baloldali derivalas jobbivaridns, a jobboldali pedig balinvarians:
X(Ryf) = R, (Xf),  X(L,f)=Ly(Xf).

Legyen {Xi,...,Xa} egy bazisaz £(G) Lie-algebrdban. A differenciélhato fiiggvényekbdl
allo Cy(G) és Cy(G) Banach-tereket az

d d
[Flz o= NI+ D IXf I+ ) 1XX 1l
=1

1,j=1

d d
= 1A+ YD IXAI+ > 1XX £l
=1

ij=1

normak segitségével ugy definialjuk, mint Heyer [48, 4.1.6], azzal a kiilonbséggel, hogy csak
a végtelenben elting fliggvényekre szoritkozunk. Tekintsiik még a

C22(G) == {f € C(G)NC(G) : X[, XYf € C(G) ha X,Y € £(Q)}

Banach-teret a kovetkezd norméaval:

d d
floz = 1f+ D> _|1Xiflo + > XX fla.
1=1

,j=1
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Nyilvan
D(G) C Cya(G) C Co(G) N C(G) C Cy(G) U Cy(G) C %,(G) C €Y(a),

ahol D(G) siirt C°(G) ben.

Legyen x1,...,x4 € D(G) egy olyan elséfaju kanonikus koordinata-rendszer, mely
adaptalt az {Xi,..., Xy} bézishoz, valamely kompakt U € $h(e) kornyezetben érvényes,
és ferdén szimmetrikus, azaz

d
Y = exp <Z a:i(y)Xi> ha y € U,
i=1

és zi(y™') = —x;(y) minden i =1,... ,d esetén. Legyen o : G — [0,1] egy Huntfiiggvény
a G csoporton, azaz 1 — ¢ € D(G) és

ply) = in(y)Q ha y € Up.

Lie—csoporton értelmezett valdszintiségi mértékek konvoliciés operatora rendelkezik a
kovetkezd fontos tulajdonsaggal: minden f € Cy(G) és X € £(G) esetén X(1,f) =
T.(Xf), igy T,.(C2(G)) C Co(G), valamint |T),f|s < |[f|2. (lasd Siebert [91].)

Rendeljiik hozzé egy 1 € M'(G) mértékhez a kovetkezd fontos mennyiséget:

/ﬁidﬂ‘—i—/@dﬂ'

2.1.1 Lemma. Létezik olyan b >0 konstans, hogy barmely u € O (G) esetén:

d

q(p) =

i=1

() (T, — I)f(e)] <l flag(u) ha fe€ @y (G),
() (T, — DfI<blfaa(u) ha feCy(G),

(iil) [(T, — 1) fl2 <bl|fla2q(n) ha f € Coa(G).

(Lasd Siebert [91, Lemma 1.6].)

2.2 Konvoluaciés félcsoportok Lie—csoportokon

Ismert, hogy egy G Lie-csoport esetén az 6sszes ' (G)-beli (p1);>0 konvolicios félesoport
generald funkcionaljaibol allo A(G) halmaz elemi éppen a D(G)-n értelmezett majdnem
pozitiv és normaélt linearis funkcionédlok (lasd Heyer [48, 4.4.16 és 4.4.18|). Mivel A(G)

egy konvex kip a D(G) algebrai dualisaban, ezért definiél egy félig-—rendezést ezen a téren.
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Minden A € A(G) kiterjeszthets egy A majdnem pozitiv linearis funkcionalla az X,(G) :=
{f+c-1g: f e Xy(G), c € R} térre ugy, hogy A(lg) =0 teljesiiljon. Siebert [91, Lemma
1.8| alapjan ez a kiterjesztés egyértelmd, ezért az egyszertiség kedvéért ezt is A fogja jeldlni.
Tovébba (Naf)(x) := A(L,f) segitségével értelmeziink egy linearis operatort é2(G)—b61
€°(G)-be. Ekkor N, nem més, mint a C°(G) téren értelmezett (T),)¢=0 konvoltcios
operatorokbol allo erdsen folytonos félcsoport infinitézimalis generatoranak megszoritésa a
Cy(G) térre.

Minden A € A(G) generalo funkcional rendelkezik az X,(G) téren egy egyértelmt
kanonikus dekompozicioval (Lévy—Hincsin formula):

d d
AG) = D aXef(e) + 5 D0 b XX /()

- [ (- s00- ZX Fe)as ) )

ahol a = (ai1,...,a5) € RY, B = (b;)i<ij<a € M és n az A Lévy mértéke. Tovabba
ismert, hogy 7 € L(G) akkor és csak akkor, ha n € M (G), n({e}) =0 és [pdny <
oo. Forditva: ha a € RY, B € M ¢ n € L(G), akkor a fenti formula valamely
konvolucios félesoport A generald funkcionaljat definidlja. (Lasd Hunt [56] valamint Heyer
[48, p.268]). Ekkor azt mondjuk, hogy az A generaldé funkcional kanonikus felbontésa
(a,B,n). Tekintsiik a

P(G) :=R% x M} x L(G)
paraméterhalmazt. Ekkor a konvoluciés félecsoportokat, illetve a generdld funkcionélokat
paraméterezhetjik a P(G) paraméterhalmazzal.

Egy nemdegenerélt mértékekbdl allo (u)i>o konvolucios félesoport, melynek kanonikus
felbontésa (a, B,n), akkor és csak akkor Gauss—félcsoport, ha 1 =0, azaz infinitézimélis

generatora
d . o
zXz a bzXzX

alaki, ahol a = (ai,...,aq) € RY és B = (bij)1<ij<a € M.

Ha v € M’ (G), akkor a puy; := exp(t(y—7(G)e.)), t >0 Poisson—félesoport kanonikus
felbontasa (a,0,7v|,x), ahol a = (a1,...,aq), a;i:= [sz:(y)v(dy), i=1,...,d.

Egy (1)i>0 konvolucios félesoportot normdlisnak neveziink, ha minden ¢ >0 esetén a
v; mérték normélis.

A Lévy-Hincsin formulabol az is kovetkezik, hogy a €y(G) és €y(G) Banach-tereken
az A linedris funkcional folytonos. Jelolje |Al, illetve |Al, a megfelels normékat. Nyilvan
az N, lineéris operator, mely ég(G)—bé’l C%(G)-be visz, szintén folytonos, és a normaja
éppen |Af.
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Legyen A € A(G) esetén
d
1A= JA(:)] + Alp).
i=1
Megjegyezziik, hogy léteznek olyan c¢; és ¢y pozitiv konstansok, hogy
al Al <[JA| S eolAly, el Al <Al < el Aly

(Lasd Siebert |91, Lemma 2.5]). Tovabba

d d
P +Zbﬁ+/¢dn,
=1 =1

mivel X;zi(e) = 0, XiXjzp(e)+X,;X;xp(e) =0, Xiple) =0 és X; Xj0(e)+X;X;p0(e) =
40;;. Specialisan

(2.2.1) a; = A(z;).

Megjegyezziik, hogy az A general6 funkcional kanonikus dekompoziciojaban szerepls tobbi
mennyiség is kozvetleniil kifejezhets A segitségével. Minden f € C.(G) ND(G) esetén

(2.2.2) /fdn = A(f

Legyen (¢m)m>1 egy olyan sorozat C.(G)N D(G)-ben, hogy 0< Yy, <1 & 1y, — 1
Ekkor

(2.2.3) bij = lim A(x;z;(1 — ).

m—00

Valoban, az |z;(y)z;(y)| < ¢(y), y € Uy egyenl6tlenség és Lebesgue Dominélt Konvergen-
cia—tétele alapjan

lim [ z2;(1 —y,)dn =0,

m—00

tehat
lim A(xz;(1 = Ym)) = A(zizy) — lim A(z;2059,,)

m—00 m—00

m—0o0

2.3 Nilpotens Lie—csoportok

Legyen G egy d-dimenziés s—lépéses nilpotens Lie—algebra. A G leszallo lanca

g =g, g®»=[g,6M) . . gkD_[ggW] = gtth_ (o}



20 2. FEJEZET. JELOLESEK, ALAPFOGALMAK

Jelolje k€ {1,2,...,s} esetén Vj a G+ vektortér komplementerét G -ban. Ekkor

egy .
S=Pv
k=1

vektortér-dekompoziciot kapunk. Legyen {Xi,..., Xy} egy olyan bazis G-ben, mely
adaptalt a fenti dekompozicidhoz, azaz valamely 0 =1y < i; < --- < iy =d indexekre

{Xz‘k_1+1v s ’Xik}

béazis Vi—ban minden k € {1,2,...,s} esetén. Vezessik be j € {1,2,...,d} esetén a
d; =k jelolést, ha X; € Vj. (Tehat a d; szam azt mondja meg, hogy az X, bazisvektor
hanyadik vektortérbe tartozik.)

Legyen G egy egyszeriien Osszefiiggs nilpotens Lie—csoport. Ekkor a hozza tartozo £(G)
Lie-algebra is nilpotens, és az exp : £(G) — G exponencidlis leképezés egy analitikus
diffeomorfizmus. Ismert, hogy ha ) jeloli a Lebesgue mértéket az £(G) Lie-algebran,

1

akkor A := S\oexp_ egy invarians Haar-mérték a G Lie-csoporton. Legyenek {(i,..., (s}

az elsdfaju globdlis kanonikus koordindtdik G-ben, azaz

d
- (z g@)xi) ba y €.
=1

A G csoport mivelete rekonstrualhato a Campbell-Hausdorff-sor alapjan:

1 1 1
(2.3.1) (exp Y)(exp Z) = exp (Y +7Z+ §[Y’ Z) + E[Y’ Y, 7] — E[Z, Y, Z]| + -- ) ,
ahol a sor csak véges sok 0-t6l kiilonboz6 tagot tartalmaz, és egy £(G) x £(G) — £(G)

polinomiélis leképezést definiél.

Ha (m1)i=0 és (v)i>0 olyan Gauss—félcsoportok egy nilpotens Lie—csoporton, hogy
pu1 = vi, akkor p; =1, minden t>0 esetén (lasd az 5.2.3 Tételt), ezért lehet beszélni
egy Gauss—mérték infinitézimalis generatorarol, mely annak az egyértelmiien létezé Gauss—
félcsoportnak a generatora, melybe beagyazhato.

2.4 Lépcs6s Lie—csoportok

Azt mondjuk, hogy egy G Lie-algebranak van s—lépcsds felbontdsa, ha létezik olyan G =
®;_, Vi vektortér-felbontas, hogy [Vi,Vi] C Viy ha k+0<s, [Vi, Vo] ={0} ha k+¢ > s,
és V) generalja G-t mint algebrat.

Azt mondjuk, hogy G egy s-lépcsds Lie—csoport, ha egyszertien Gsszefiiggd, és a Lie—
algebrajanak van s—lépcsds felbontésa. Nyilvan egy s—lépcsés Lie—csoport egyuttal s—
lépéses nilpotens Lie—csoport is.
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A kévetkezs multiindexes jeloléseket fogjuk hasznalni. Egy I = (iy,...,i4) € Z‘i mul-
tiindex esetén (!(z) := ¢I'(z)... (% (x), = € G, valamint X' = X{'... X4 Tovabba
1] = 0 ik, d(I) == 0 diir és I' = [[l,(i)). Ha I = (iy,...,iq) € Z% ¢s
J=(j1,...,Ja) €Z%L, akkor [+ J:= (i1 +7j1,...,ia+Ja)- A [j] jelolést fogjuk hasznalni
arra a multiindexre, melynek 1 a j—edik koordinataja, és a tobbi 0.

Legyen G egy s—lépcsds Lie—csoport. Legyen {Xj,..., Xy} egy adaptélt bazis az
£(G) Lie-algebraban. Legyenek {(i,...,(;} az els6faju globalis kanonikus koordinatak
G-ben. Most a Campbell-Hausdorff-sor alapjan

(2.4.1) Golry) = Gel@) + Guly) + > (@) (y), wyeG,

1,770, d(I)+d(J)=dy,

ahol c¥, € R. Speciélisan

Ge(zy) = Ge(w) + CGe(y)  ha dp =1,
CGe(zy) = Ge(@) + CGe(y) + Z i@ y)  ha dp =2,

di=d;=1

Ellatjuk £(G)-t és G-t a természetes dilatdciokkal ugy, hogy linearisan kiterjesztjiik a
5:(X) =thX,  t>0 i=1,....d
leképezést £(G)-re, majd atvisszik G-re:
0 ;= expo St oexp ha ¢t > 0.

Legyen a € R. Azt mondjuk, hogy f:G\{e} = R egy « foki homogén figgvény, ha
f(6yx) =r*f(x) minden x € G\{e}, r > 0 esetén. Hasonloan, egy f: GxG\{(e,e)} — R
fiiggvényt a foku homogénnek neveziink, ha f(d,x,0,y) = r®f(x,y) minden z,y € G\{e},
r > 0 esetén. Azt mondjuk, hogy egy D differencidloperator G-—n o foka homogén, ha
D(fod,) =r*(Df)od, minden f & CY(G) é r > 0 esetén. Példaul az X, € £(G)
differencialoperator d, foka homogén. Tehat igy egy [ € Zi multiindex esetén |I| az
X1 differencidloperator rendje, mig d(I) a homogenitasanak foka. Nyilvan ha D egy oy
fokt homogén differencidloperator és f egy as fokti homogén fiiggvény, akkor Df egy
as — 1 foku homogén fiiggvény.

Legyen k € Z, esetén
Cl™(G) = {feC(G): X'f €€ (G) ha T€Z, d(I)<k}.

Legyen f € C™(G) esetén
|f|k,hom = Z ||le||

d(I)<k

Azt mondjuk, hogy egy y +— |y| valés, nemnegativ, folytonos fiiggvény G-n homogén
norma, ha |d;y| = tly] minden ¢t >0 és y € G esetén, valamint |y| = 0 akkor és csak
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akkor, ha y =e. Homogén norma mindig létezik, példaul

oy) = Z |G(y) M.

Nyilvan minden homogén norma 1 fokti homogén fiiggvény. Tovabba fennall a gyenge
haromszog—egyenlétlenség:  |zy| < o(G)(|x| + |y|), =,y € G.

2.4.2 Lemma. Legyen |-| egy homogén norma G-n és legyen [ : G\ {0} — R egy
folytonos, « foki homogén fiigguény. Ekkor létezik olyan c¢; > 0 konstans, hogy

|f(2)] < ealz|® ha x € G\ {0}.

Ha még azt is tudjuk, hogy f(x) #0 ha x € G\{0}, akkor létezik olyan cs > 0 konstans,

hogy
|f(z)] = co|x|® ha x € G\ {0}.

Bizonyitas. A bizonyitandé egyenlGtlenségek mindkét oldalan « fokd homogén fliggvény
all, ezért elegendd az |x| =1 esettel foglalkozni. Folland, Stein [32, Lemma 1.4] szerint az
{r € G :|z| =1} gombfeliilet kompakt, és nem tartalmazza az e € G egységelemet. O

A o fuggvény kielégiti a 2.4.2 Lemma feltételeit, ezért tetszéleges |-| homogén norma
esetén léteznek olyan cy,co > 0 konstansok, hogy

(2.4.3) cro(x) < x| < cp0(x).

Ezért a homogén normék ekvivalensek mint normak, és tetszéleges |-| homogén norma
esetén teljesiil
Gl <clyl™  ha yed, i=1,....,d

alkalmas ¢ > 0 konstanssal, mely csak a |-| homogén normatol fligg.

Egy P:G — R fliggvényt polinomnak neveziink, ha P(exp X), X € £(G) polinom
£(G)—n. Minden polinom G-n egyértelmiien felirhato

P(z)= Y a'(z), xz€C

d
Iezd

alakban, ahol csak véges sok a; egyilitthatd kiillonbozik 0-t6l. A P polinom homogén
foka max{d(I) : a; # 0}. A P polinomot homogénnek nevezziik, ha homogén, mint
fiiggvény. Ha P egy olyan homogén polinom, mely mint fiiggvény m homogén foki, akkor
egyértelmien felirhaté
P(z) = Z ar¢!(z), red
d(I)=m
alakban, igy P homogén foka is m, és (2.4.3) alapjan létezik olyan c¢p > 0 konstans,

hogy
|P(z)] < cplx|™ ha z € G.
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Hasonloan, egy P : G x G — R fiiggvényt polinomnak neveziink, ha P(exp X,expY),
X,Y € £(G) polinom £(G)n. Ez egyértelmien felirhato

P(z,y)= > a¢'(@)’(y), wyeq

d
I,Jezd

alakban, ahol csak véges sok ay; egyiitthato kiillonbozik 0-t6l. A homogén foka max{d(/)+
d(J) :ar; # 0}. Haegyuttal egy m foka homogén fiiggvény is, akkor egyértelmien felirhato

P(z,y) = Z ar ¢! (2)¢7 (y), r,ye€G

d(I)+d(J)=m

alakban, és létezik olyan cp > 0 konstans, hogy

[Pz, y)l <ep(I+ [x[™ +[y[™)  ha z,y e,

Most (2.4.1) alapjan
(2.4.4) X, f(z)=|8;+ > ¢ (@)0 | f(x),
d>d;+1,d(I)=d—d;
lasd Folland, Stein [32, Proposition 1.26]. Ezért
(2.4.5) Xif@) =0+ >, Pu(@)k | f(2),
dk>dj+1

ahol Pj; olyan homogén polinom, melynek homogén foka d; — d;. Hasonlban,

(2.4.6) Kay) = (@) + ¢F () + > ey (@) ¢ (y)
1,J#£0,d(I)+d(J)=d(K)
(2.4.7) X' f(z) = > Pig(2) 0% f(x),

d(K)=d(J), |K|<|J]|

ahol Pk olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(K) — d(J). Hasonlo formu-
lak érvényesek a bal-invaridns differencidloperatorokra is. Ezeket a formuldkat kombinalva
kapjuk, hogy

(2.4.8) X7 f(z) = > Q) XK f(z),

d(K)=d(J), |K|<]J]|

ahol @y olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(K) — d(J) (lasd Folland,
Stein [32, Proposition 1.29].)
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Egy I € Z‘i multiindex esetén hasznélni fogjuk az

1
I._ E :
S . W X]l ...lell

L)t g =1

jobb-invarians differencidloperatort. Ez tekinthets X! szimmetrizaltjanak. Az S bal-
invarians differencidloperatort hasonléan értelmezziik. Megjegyezziik, hogy a Poincaré-
Birkhoff-Witt tétel (lasd példaul Bourbaki [17, 1.2.7]) alapjan az X! operatorok bazist
alkotnak a jobb-invarians differencidloperatorok algebrajaban. Specidlisan:

(2.4.9) St = > clx’
d()=d(D), | 7|<]1]

és

(2.4.10) X'x7 = > Cl XK.

A(K)=d(I)+d(J), |[K|<|I|+]]]
Kombinalva a (2.4.8) ¢s (2.4.10) formulékat, kapjuk, hogy

(2.4.11) XX f(z) = > P ()X f(x),
d(K) Zd(I)+d(J), | K|<|I|+] ]|

ahol PL olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(K) — d(I) —d(J).

Legyen k€ Z,, f€C*G) és z€G. Az f fiiggvény = pontbeli homogén k foki
jobboldali Taylor—polinomja az a p¥ egyértelmien létezd polinom, melynek homogén foka
legfeljebb k, és X'P™(e) = XTf(x) teljesiil ha I € Z¢ és d(I) <k (lasd Folland, Stein
[32]). Ismert (lasd Dieudonné 26, 19.5.8, 19.9.5]), hogy

PH(y) = Y S'f)¢ ().

d(N<k

Hasznalni fogjuk a kévetkezd jobboldali lépcsds Taylor—kifejtést (lasd Folland, Stein [32, 1.44
Corollary]):

(2.4.12) flyx) = PPy) + Rl (x,y),

ahol
IR, (2, )| < culyl* T sup {| X7 f(z2)] 1 d(I) = k+ 1, || <VFy|},

és ¢ >0, b>1 olyan konstansok, melyek csak a G csoporttdl fliggnek. Nyilvan f €
ClT(G) esetén

(2.4.13) IR, (2, 9)] < crly* ™| flrs1 hom-

Hasonléan értelmezziik a homogén baloldali Taylor—polinomokat, és érvényes a baloldali
lépcests Taylor—kifejtés is.
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Egy lépesds Lie—csoport esetén valaszthatunk olyan {zy,...,z4} elstfaji lokalis kanoni-
kus koordinatéakat D(G)-ben, hogy azok érvényesek legyenek az Uy :={y € G : |y| < 1/2}
koérnyezetben, és teljesiiljon

()| <|G(y)|  ha ye@, i=1,....d

(Nyilvan z;(y) = (i(y) ha y e Uy, i =1,...,d.) Ezutan valaszthatunk egy ¢ :G — R,
Hunt—fiiggvényt. Ekkor (2.4.3) alapjan y € Uy esetén teljestil

d d d d
) = my)® =) GW)P<Y WP <yl < Adlyl
i=1 i=1 i=1 i=1
Ha pedig y € LUy, akkor alkalmazhatjuk egyszertien a ¢(y) <1 egyenlStlenséget, igy

e(y) <d(ly’Al)  ha yeG

egy alkalmas ¢ > 0 konstanssal, mely csak a || homogén normatol fiigg.

Azt mondjuk, hogy egy p valészintiségi mérték egy G 1épesds Lie—csoporton centrdlt,
ha

/Q dp =0 amennyiben d; = 1.

Egy (m)i=0 konvolucios félesoportot akkor neveziink centraltnak, ha gy, centralt minden
t >0 esetén. Megjegyezziik, hogy egy p Gauss—mérték akkor és csak akkor szimmetrikus,
ha [(dp = 0 minden ¢ € {1,...,d} esetén, tehat egy centralt Gauss—mérték nem
feltétlentil szimmetrikus. Egy (¢)i>0 Gauss—félcsoport akkor és csak akkor centralt és
stabilis a (d )r>0 egyparaméteres automorfizmus-csoportra nézve Hazodféle értelemben
(azaz vy = 0,411 hat > 0), ha az infinitézimalis generatora

(2.4.14) Zaiffﬂr% Z aij)zi;(j

alaki. Specidlisan, ha egy (14)i>0 Gauss—félcsoport infinitézimalis generatora (2.4.14)
alaka, akkor vy = 8y, mvf ha n € N. Tovabba ismert, hogy [ exp{y|z[*}1(dz) < oo
ha v<C(G,vy), ahol C(G,v;) > 0 (lasd Hebisch [44]). Tehat egy centralt és stabilis

Gauss—mérték Osszes momentuma véges. Vezessiik be a kovetkezd momentumokat:

2.4.15 Lemma. Legyen v az a Gauss—mérték, melynek infinitézimdlis generdtora (2.4.14).
Ekkor

I 0 ha d(I) pdratlan,
m' (v) =
a;r ha d(I)=2,
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ahol

0 {ai ha I = [i],
- Q5 ha I = [Z] + []]

Tovdbbd ha d(I) pdros és d(I) >4, akkor a kovetkezd rekurziv formula érvényes:
m!(v) = (2772 - 2)_1 Z chem? (W)ym® (v),
JK#0,d(J)+d(K)=d(I)
azaz az m!'(v) pdros homogén momentumok kifejezhetok, mint az {m’(v) = a; : d(J) = 2}

homogén mdsodrendd momentumok homogén polinomja.

Bizonyitas. Alkalmazva a (2.4.6) Osszefiiggést és a stabilitasbol adodo v = 0, /\/51/2 =
(01/y3v)? azonossigot:

= / ¢ (xy)6, v (da)dy , qv(dy) = 279072 / ¢ (azy)v(do)v(dy)

2 / ¢(z)v(dx) + cJK / ¢ () (dx) / lyv(dy) |,

J, K0, d(J)+d K)=d(I
amibdl kovetkezik a rekurziv formula.

Ha d(I) =1, akkor a fenti &sszefiiggésbdl

/g v(dx) —21/2/g

ezért m!(v) =0. Ha d(I) péaratlan és d(J)+ d(K) = d(I) valamely J, K # 0 esetén,
akkor d(J) vagy d(K) paratlan és kisebb mint d([ ), igy teljes indukcioval m!(v) = 0.

A d(I) =2 eset tisztazasahoz kiszamoljuk a v—hoz tartozdé (v4);>o Gauss—félcsoport
N infinitézimalis generatorat. Felhasznalva a stabilitast:

[ (tan) = saymtin) = [(ra) = £@)5atdy) = [(Fb4(w)) )y

ha f € D(G). Az f fluggvény x € G pontbeli baloldali masodrendd Taylor—kifejtését
alkalmazva

(@b (y) Z ST (@)D (y) + R (2,9, 1),

ahol
\R (2, y,t)] < ct®*1y*| 13 hom-

Figyelembe véve, hogy m!(rv) =0 ha d(I) =0, kapjuk, hogy
(¥ ) =timt™ [ ()~ o)l = py) 3 f(2) / ¢ (y)vidy

t]0

=3 %) [ Gmtan + @) [ G,

di=d;=
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Ezt dsszevetve a (2.4.14) formuléval azt kapjuk, hogy m!(v) = a; ha d(I) = 2. O

Legyen p egy centralt valoszintségi mérték G-n. Ha ma(u) < oo, akkor a 2.4.15
Lemma alapjan egyértelmien létezik olyan v Gauss—mérték, melynek az els6— és ma-
sodrendd homogén momentumai ugyanazok, mint a p mértéknek (azaz [ ¢! (z)u(dz) =
[ ¢*(x)v(dz) ha d(I) =1,2), és a megfelel6 Gauss—félcsoport infinitézimalis generdtora

-1 o
(2.4.16) Z a; X; + 3 Z bi; X; X,
di—2 di=d;=1

ahol a; = [ ((z)v(dx) és by; = [((2)((z)v(dx). Ekkor azt fogjuk mondani, hogy v a
p mértékhez hozzarendelt Gauss-mérték, melyet v = Gauss(u) fog jeldlni.

A legegyszertibb nem kommutativ 1épcsGs Lie—csoport a Heisenberg—csoport. Ellatva

“ e,

1= (66 + G0 o) + ) ) + o) + 560G - GG

szorzéssal (ahol (1,(s, (3 az R?® természetes koordinatai), megkapjuk a H 3-dimenzios
Heisenberg—csoportnak egy realizaciojat (R folott). A H Lie—csoport £(H) Lie-algebraja
realizalhato mint R? ellatva az

[2,5] = (0,0, 6i(2)G(y) — G()G(y))

szorzéassal. Nyilvan £(H) = R*@ R egy lépcsds vektortérfelbontés, és az { X1, X, X3}
természetes bazis £(H)-ban adaptélt ehhez a felbontashoz. Tehat dy =dy =1 és ds = 2,
és a H Heisenberg—csoport egy 2-1épcsds Lie—csoport. A természetes dilataciok:

6i(z) = (tG(2), tla(x), (), t>0,z€H.

2.5 Unitér reprezentaciok és Fourier—transzformacio

Egy G lokalisan kompakt csoport (folytonos) unitér reprezentdcidja alatt olyan D homo-
morfizmust értiink, mely a G csoportot egy H komplex Hilbert—tér unitér operédtorainak
csoportjaba viszi ugy, hogy az = — D(z)u leképezések G-bsl H-ba folytonosak minden
u € H esetén. A H teret a D reprezentdcios terének nevezzik, és H(D)-vel jeloljik. A
bels6 szorzast és a norméat H(D)-ben (-,-) illetve ||-|| jeloli. A G unitér reprezentéacio-
inak osztalyat Rep(G) jeldli, az Rep(G)-beli irreducibilis reprezentécioik osztalyat pedig
Irr(G).

Legyen most G egy Lie—csoport és D € Rep(G). Az u € H(D) vektort D-re
nézve differencidlhatonak nevezzik, ha az = — (D(x)u,v) egyiitthaté—figgvények E(G)—ben
vannak minden v € H(D) esetén. Jelolje Ho(D) a H(D)-beli, D-re nézve differencialhato
vektorok terét H(D)-ben.
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Jelolje X € £(G) és D € Rep(G) esetén X (D) azt a linearis operatort a Ho(D)
téren, melyre

X(Dyu := lim %(D(exp £X) = D(e))u
(lasd Siebert [89)]).

Egy u € MY(G) mérték [ Fourier-transzformdltja a Rep(G) halmazon van értel-
mezve, ¢és értéke a D € Rep(G) pontban az a [i(D) korlatos, linearis operator a H(D)
téren, melyre teljesiil

(D) = [ (D), (o)
minden u,v € H(D) esetén. (lasd Heyer 48], Siebert [89].)

2.6 Valo6szintiségi mértékekbdl allé haromszogrendszerek

Egy G lokilisan kompakt csoporton értelmezett valoszintliségi mértékekbdl allo 7 =
(fne)e=1... knm>1 haromszogrendszert infinitézimdlisnak neveziink, amennyiben

lim max u,(CU)=0  ha U € $U(e).

n—00 1<0<kn

It kommutativnak nevezziik, amennyiben

ni * fonj = [nj * fini ha 1<4,7<k,, n>1.
It normdlisnak nevezziik, amennyiben

,um*,u;‘lj:,u;j*,um ha 1<4,7<k,, n>1.
Azt mondjuk, hogy Z konvergens és hatdrértéke p, ha

p € MY(G) és B fl,1 % -« % ok, = fi.

n—oo



3. fejezet

Centralis hatareloszlas—tételek
kommutativ haromszogrendszerekre

3.1 Centralis hatareloszlas—tétel konvoltuciohatvanyokra

lépcsSs Lie—csoportokon

El6szor bizonyitast adunk lépcsés Lie—csoportokon a centralis hatareloszlas—tétel kovetkezd
standard alakjara (lasd Wehn [101], Crépel, Raugi [20], Raugi [82], Pap [68]).

3.1.1 Tétel. Legyen p eqy centrdlt valosziniségi mérték eqy G lépcsds Lie—csoporton.
Legyen |-| egy tetszéleges homogén norma G-n. Tegyiik fel, hogy [ |y|*u(dy) < oo. Ekkor

51/\/ﬁ(lun) -V,

ahol v = Gauss(u).

Bizonyitas. Nobel [66] bizonyitotta a kévetkezd eredményt: ha (u,),>1 valoszintségi mér-
tékeknek egy sorozata egy G lépcsés Lie—csoporton, akkor a konvoliucidhatvanyok (u!),>1
sorozata pontosan akkor konvergens, amikor a kiséré Poisson—mértékek (exp(n(u, —ee)))n>1
sorozata konvergens, és konvergencia esetén a hatarértékek egybeesnek. Tehat esetiinkben
01/ mi™ — v akkor és csak akkor, ha exp(n(d;, mu —¢ec)) — v.

Legyen ,ul(tn) = exp(tn(dy)mp —€.)) ha n €N, t>0. Nyilvin S, := (,ugn))t;o egy

Poisson—félcsoport, melynek generalé funkcionédlja A, :=n (51 N 56). Ahhoz, hogy a
tételt bizonyitsuk, elegend6 megmutatni, hogy S, — S, ahol S := (14);>0 az a Gauss—
félcsoport, melynek generalé funkcionalja

d;=2 di=d;=1

Hazod [40, p. 36.] alapjan ehhez elegendd azt belatni, hogy

29
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(i) (An)nen egyenletesen feszes E(G)-n, azaz tetszleges ¢ > 0 esetén létezik olyan

K C G kompakt halmaz, hogy |A,(f)| <e teljestil minden n € N és minden olyan
f € &(GQ) figgvény esetén, melyre 0< f <1 és supp(f) CG\ K,

(i) limy oo Au(f) = A(f) ha f € D(G).

Elgszor bebizonyitjuk, hogy az (Ap)nen sorozat egyenletesen feszes E(G)-n. Meg
fogjuk mutatni, hogy a K = {y € G : |y| <c¢} kompakt halmaz kielégiti az (i) feltételt, ha
¢ elég nagy. Legyen f € E(G) olyan, hogy 0< f <1, és f(y) =0 ha |y|<c. Ekkor

o< =n [ et <n [ D5 < 5 [loPuti <

ly|>c ly|>c

ha ¢ =&t [yl u(dy).
A (ii) feltétel bizonyitasdhoz felhasznéaljuk az f € D(G) fliggvény e pontbeli elss és
mésoderendd homogén Taylor polinomjat:

= Z G)Xif(e) + (fy) - PO(y)),

Z@ )Xif (e Z GG WXiXife) + (fly) — P2(y)).

di=1,2 dz—dj—l
Legyen (A\,)n>1 egy pozitiv szamokbol allo sorozat (melyet késébb specifikalunk). Az

{r €eG:|z| >N} és {x € G:|z|]<A\,} halmazokon hasznéljuk az f fiiggvény e-beli
homogén elsé—, illetve mésodfoki jobboldali Taylor—polinomjat. Ekkor

An(f) = A(f) = By + By + B3 + By,

ahol

d;=2 ly|>An
n

Bam = Y XX [ GGy anldy)
di=d;=1 [y|>An

By=n /| U0 = PO ()

By = n/|<A (f() — P2 ()01, mu(dy).
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By és By becsléséhez felhasznaljuk az |G (y)| <cly|%, i =1,...,d egyenlStlenségeket.
By és B, becsléséhez felhasznaljuk a (2.4.13) lépcsés Taylor-egyenlStlenséget. Igy

|Bi|<c ) |Xif(e)] ly*(dy),
Z ‘y|>>\n\/ﬁ
2

BI<S Y IXXA) I utdy)

1Ba| < 0| flonom / 2 u(dy),
ly|>Anv/n

|B4| < C3|f‘3,homn_1/2/

vl S Anv/n

W (dy) < 5| Flsnomn / 2 (dy).

Valasszunk egy olyan A, | 0 sorozatot, melyre \,/n — oo (példaul )\, =n~'/* n € N).
Mivel p mésodik homogén momentuma véges, igy B; — 0, ¢ = 1,2,3,4, amennyiben
n — oo. Tehat lim, .o |A,(f) — A(f)] — 0 tetszleges f € D(G) esetén. O

Ha nem tessziik fel a centraltsagot, akkor eltolassal a kovetkezd centralis hatareloszlés—
tétel nyerhetd.

3.1.2 Tétel. Legyen p egy valosziniségi mérték eqy G lépcsds Lie—csoporton. Legyen
\ : | eqy tetszé’leges homogén norma G-n. Tegyu'k fel hogy [ lylPu(dy) < oo.  Legyen

= [Gy)u(dy) ha di = 1,2 és by = [ () pu(dr) ha di =d; = 1. Legyen
a € G az az elem, melyre
~ a; ha dz = 1,
i\a) =

Ekkor
01 ym(xeg)" — v,
ahol v az a Gauss—mérték, melynek infinitézimdlis generdtora

Z ai)?i + % Z (bz] - aiaj))ZZ-Xj.
d;=2

di=d;=1
Bizonyitas. Legyen p = pu*xe_;. Megmutatjuk, hogy a p valdszintiségi mérték kielégiti
a 3.1.1 Tétel feltételeit.

Mivel —a =a ", igy [¢(y)a(dy) = [Gya y) A (2.4.1) Campbell-Hausdorff
formula szerint d; =1 esetén (;(ya ) Gly) + Z( Gi(y) — i(a), tehat

[ awita) = [t - a@mtdy) - / Guldy) — a; = 0.

Ha d; =2, akkor (2.4.1) szerint

(3.1.3) Glay) = Gl@) + G+ Y d (),

dj=dp=1
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ezért

[awitan = [awuta) -c@- 3 dye [0

dj=dp=1

Behelyettesitve az o =a, y=a ! elemeket a (3.1.3) formuldba, azt kapjuk, hogy

0=2Cle)=Glaa")=- Y M.

dj=dp=1

Ezért [ G(y)p(dy) = a; ha d; = 2. A [ valoszintségi mértéknek véges a masodik
homogén momentuma, hiszen

[ lafitan) = [1a Putds) <c [(a + @)utds) < .

Tovabba d; =d; =1 esetén

/ C2)G(@)i(dr) = / GG () ()

_ / (G(@) — @) (¢ () — aj)plde)

= bij — aiaj.

Tehat kész a bizonyitas. O

Hasonléan nyerhetiink centralis hatareloszlas—tételt egy masik centréalassal is:

3.1.4 Tétel. Legyen p egy valosziniségi mérték eqy G lépcsds Lie—csoporton. Legyen
| . | eqy tetszo”leges homogén norma G-n. Tegydk fel hogy [ y|?u(dy) < oo.  Legyen

= [Gy)u(dy) ha d; =1,2 és by = [((x) w(dz) ha d; =d; = 1. Legyen
a e G az az elem, melyre
(@) a; ha d; <2,
i\a) =

Ekkor
01y m(p*eq)" — v,
ahol v az a Gauss—mérték, melynek infinitézimdlis generdtora

1 ~
5 Z (bij—aiaj)Xin.

di=d;=1

Megjegyezziik, hogy a (u™ % €_nz)n>1 sorozat viselkedése joval komplikaltabb (lasd
Crépel, Raugi [20], Raugi [82], Virtser [99]).
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3.2 Konvolicioés félcsoportok konvergenciaja Lie—csopor-
tokon

Minden n € N esetén legyen adva egy S, = (u§”))t>o konvolticios félesoport 9t (G)-ben
és legyen S = (u);>0 egy tovabbi konvoliciés félesoport 99t'(G)-ben. Azt mondjuk,
hogy az (S,)n>1 sorozat konvergal S-hez (jeldlese S, — S), ha ,LL,E") — g teljestl

t € [0, T]-ben egyenletesen minden 7' > 0 esetén.

Hazod [40, p. 36.] bebizonyitotta, hogy ha a megfelel§ generalo funkcionéalokat véve
An(f) — A(f) teljesiil minden f € E(G) figgvényre, akkor S, — S. (Valdjaban, ahogy
Hazod, Scheffler [42] emliti, elegendd feltétel az is, hogy A,(f) — A(f) teljesiil minden
f € D(G) fluggvényre, és hogy az A,—hez tartozd6 n, Lévy-meértékek egyenletesen feszesek
az e egységelem valamely kornyezetén kiviil.)

A forditott iranyu allitas bizonyitasahoz Siebert [89, Proposition 6.3, 6.4| kovetkezs ered-
ményét fogjuk hasznélni:

3.2.1 Allitas. Legyen G egy Lie—csoport, (S,)ns>1 O (G)-beli konvohicids félesopor-
tokbdl dllé sorozat, és legyen S eqy tovdbbi konvolicids félcsoport I (G)-ben. Legyenck
A, és A a megfeleld generdld funkciondlok, (a™,B™ n,) és (a,B,n) pedig a megfeleld
kanonikus felbontdsok. Ha S, — S, akkor

Mloy — Mgy ha U € U(e) és n(0U) =0,

valamint

sup (Z |a(n | + Z |ij |+/ g0d77n>

n=1 i=1 3,j=1

Most megadjuk a korlatlanul oszthato eloszlédsok sorozatara vonatkozéd sziikséges és e-
legséges feltételek analdgjat Lie—csoportokra (lasd R esetén Gnedenko, Kolmogorov [33,
§19, Theorem 1, Theorem 2], és RY esetén Takano [96]), de itt konvoliciés félcsoportok

Tz 0z

3.2.2 Tétel. Legyen G egy Lie-csoport, (Sp)n>1 O (G)-beli konvohicids félcsoportokbsl
dllé sorozat, és legyen S eqy tovdbbi konvolicids félcsoport 9 (G)-ben. Legyenck A,
és A a megfeleld generdlo funkciondlok, (a™,B™ n,) és (a,B,n) pedig a megfeleld
kanonikus felbontdsok. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) S, —S.

(i) A.(f) = A(f) ha f € &E(G).

(iii) (a) 7algy — gy ha U € M(e) és n(oU) =0,
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(b) by + / 2i(y) 7 (y)nn(dy) — bij + / zi(y)x;(y)n(dy) ha 1<4,j<d,
G G
) ™ = a; ha 1<i<d.

(iv) (&) Malgy — nlgy ha U € HU(e) és n(oU) =0,

(b) limlim sup (bg-b) —|—/ Ii(y)xj(y>77n(dy)>
p(y)se

eld pooo

— lim lim inf (b§;?) + / zi(y)z; (y)nn(dy))
ply)<e

el0 n—oo

(c) al(n)—wti ha 1<1<d.

Bizonyitas. A (ii) = (i) iranyt Hazod [40, p. 36| bizonyitotta.

(ili)) = (iv). Legyen e > 0. Ekkor valaszthatunk olyan e1,e5 > 0 szamokat, hogy
O<e; <e<ey és

n{reG:p(xr)=¢})=0 ha i=1,2

(lasd Siebert [89, p. 140]). Nyilvan létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy |z;(y)z;(y)| < co(y)
teljesiil minden y € G esetén. Igy

/ L dnn — / i dnp
p>e p>e2

/ TiT; dnn
e<p<e

c/ pdn, < c/ wdn,.
e<p<e e1<p<Ke

N

Tehat azt kapjuk, hogy

/ Ty dny, —C/ pdn, < / iz dny
p>e2 e1<p<ez p>e

< / ;x5 dny, + c/ wdn,.
p>EQ e1<p<Len

Ebbdl (iii)(a) alapjan n — oo esetén az kovetkezik, hogy

/ T dn—c/ pdn < liminf/ xix; dny,
p>e0 e1<p<er oo Jp>e

< limsup/ T dnng/ ;T dn—l—c/ wdn.
n—oo  Jp>e p>ea e1<p<e
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Kovetkezésképpen (iii)(b) alapjan

lim sup (bg-L) + / ;% dnn>
n—o00 p<e
< lim (bg?)—l—/xixj dnn> —liminf/ zixy dny,
n—oo G n—oo (/7>6
gbij—l—/a:ixjdn—/ .Ti$jdn+6/ wdn
G p>e9 e1<p<Ler

:bij‘l_/ xiazjdn+c/ wdn
p<Leg e1<p<e
< by + 20/ wdn.

p<e2

Véveaz € | 0 és &9 | 0 hataratmeneteket:

lim lim sup (65?) + / xi(y)ﬂﬂj(y)nn(d@/)) < bij-
w(y)<e

el0 pooo

Hasonléan bizonyithato, hogy

lim lim inf (bg?) —I—/ xi(y)mj(y)nn(dy)) > bj.
ply)se

e]l0 m—oo
Tehat (ili) = (iv) kész.

(iv) = (iii). Legyen e > 0 olyan, hogy n({x € G : ¢(x) = ¢}) = 0. Ekkor (iv)(a)

alapjan
lim sup (bgl) + / T dnn)
n—oo G
< limsup (bl(?) —l—/ T dnn) + lim sup/ x;ix; dny,
n—00 p<e n—0o0 p>e

= limsup (bg;) +/ ;T dnn) —l—/ x5 dn.
n—00 p<e p>e

Igy (iv)(b) alapjan véve az ¢ | 0 hataratmenetet:

lim sup (bg-L)jL/ ;% dnn> <bij+/xi:vj dn.
n—o0 G G

n—00 I a

Tehat (iv) = (iii) kész.

Hasonléan

(iii) = (ii). Legyen e > 0 olyan, hogy n({x € G: p(z) =¢}) =0 & {r € G:
o(x) <e} C Uy. Ekkor a (iii)-beli (a) és (b) feltételek alapjan

bz(»?) +/ x;x; dn, — by + / x;z; dn
p<e p<e
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minden 1<1¢,7<d esetén. Ezért

d d
sz(?)+/ @dﬁnﬁzbn#—/ @dn.
i=1 pse i—1 ¢

<e

Megint a (iii)(a) feltételt hasznalva azt kapjuk, hogy ha B € B(G*) és n(0B) =0, akkor

d

d
Zb§?)+/¢dnn_>zbii+/@d7]‘
B P B

i=1
Minden n € N esetén tekintsiik azt a v, € 9’ (G) mértéket, melyre

d

vn({e}) : Zbgf, vn(B) ::/Btpdnn ha B e B(G*).

Hasonloan, legyen v € M’ (G) az a mérték, melyre

v({e}): Zb“, v(B) ::/Bgodn ha B e B(G*).

Ekkor teljesiil v, — v. Tehat azt kapjuk, hogy ha g € &(G) és h := g/ € C(GX),
valamint a h fliggvény h(e) = 0-val folytonosan kiterjeszthet6 G-re, akkor fG gdn, —
fG gdn, amibdl (iii)(a) alapjan f(pge gdn, — ¢<69d77-

Most a Grenander [35, p. 196] altal hasznalt otletet alkalmazzuk (lasd még Hunt [56]).
Minden f € E(G) esetén tekitsiik a kovetkezs dekompoziciot:

h) = SN +3 3 (b5y>+ [ i) ex, e

+f [ sz ]nn<dy> | otwymian.
ahol . .
o) = ) = F0) = S ) Xh)(e) = 5 D wl)es) (XX ) o)

Ekkor g € E(G), ésaz e € G egységelem valamely kornyezetében tekintett Taylor—kifejtés
alapjan h = g/ € C*(G*), valamint a h fiiggvény folytonosan kiterjesztheté G-re
h(e) = 0-val, hiszen

<5 S ) 0)as) XXX ) (0)

i k=1
minden y-ra egy alkalmas U C U, kornyezetben, ahol 6(y) € U, ezért

d

9 < c(f.d) D |ziy)P < (f, d)ply)*?

i=1
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valamely ¢(f,d) és d(f,d) konstansokkal, melyek az f € E(G) fiiggvénytdl és a d
dimenziotol fiiggenek. Figyelembe véve A, fenti dekompoziciojat, kapjuk, hogy (iii)) =
(ii).

(i) = (iii). Alkalmazva a 3.2.1 Allitast megkapjuk (iii)(a)-t. Most Siebert [89] &tletét
hasznaljuk (melyet a stabilis eloszlasok specidlis esetében Khokhlov [60] is alkalmazott).
Tekintsiik (n) egy tetszdleges (n) részsorozatat. Ekkor a 3.2.1 Allitas alapjan létezik egy
olyan (n”) részsorozata (n')-nek, hogy léteznek a kovetkezs hatarértékek:

a’z = 151/1 CL( H)a b;/j = 1711131 (bgu) + /Gl’iﬂfj d’r]n//> — /G’$i$j dT]

Nyilvan  (bf;), <ij<a €8y valos, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix, hiszen eldall

ilyenek hatarértékekeént:

b’ = lim lim + / ;i dn,y | .
1) €10 n' ( o<e J 77

(Ez ugyanazzal a modszerrel bizonyithato, mint (iv) = (iii).) Legyen minden f € &(G)
esetén
d
A'(f) =) al(Xif)(e Zb (X: X f)(e
i=1 ij=1

+ /G Z zily ] n(dy).

Ekkor A” generéalo funkcionalja valamely S” konvolucios félesoportnak. Az S, részso-

rozatra teljesiilnek a (iii)—beli feltételek, igy a mar bizonyitott (iii) = (ii) alapjan most is
teljestil

lim A (f) = A'(f) ha f € EG),

¢és a mar bizonyitott (ii) = (i) alapjan

hrlp Sn// = S”.
Ezért S, — S miatt 5" = tehat A” = A. Igy (n) minden (n/) részsorozata

tartalmaz olyan (n”) reszsorozatot melyre teljesiilnek a (iii)-beli feltételek. Ezzel kész a
bizonyitas. O

3.2.3 Megjegyzés. Egy lépcsés G Lie—csoport esetén a (iii) (b) feltétel helyettesithets a
kovetkezdvel:

8+ [ GGwmldn) < b+ [ G@Gwnldy
ly|<e lyl<e
minden 1<4,j<d és minden olyan & > 0 esetén, melyre n{y € G : |y| = ¢} = 0.
(Nyilvan (iii) (a) miatt elegend6 megkovetelni a fenti konvergenciat egyetlen olyan & > 0
esetén, melyre n{y € G: |y| =¢} =0.)
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Hasonloan, (iv) (b) helyettesithets a kévetkezgvel:

lim lim sup (b§§)+ / Ci(y)Cj(y)nn(dy)>
lyl<e

eld pooo

= hg}l lim inf (b(: / Ci(y)Cj(y>77n(dy))

minden 1<17,7<d esetén.

3.3 Lindeberg—Feller—tétel Lie—csoportokon

Egy T = (ttne)e=1,. knn>1 haromszogrendszer kisérd Poisson-rendszere L, = (Vne)e=1
ahol

..... knn=1,

Une := exp(fine — Ee), (=1,...,k,, n>1.

Ha 7 kommutativ, akkor Z, is kommutativ, és Z, sorszorzatai az

kn,
exp (Z(Mng — 56)) , n>1

(=1

Poisson-mértékek. Az T kiséréd Poisson—félcsoportjai S, := (ut("))@o, n € N, ahol
kn
( ) = exp (tzzzl(ung—se)) , n=1,t>0.
Alkalmazva a 3.2.2 Tételt, konnyen kapunk sziikséges és elégséges feltételt egy kommutativ
haromszogrendszer kiséré Poisson—félcsoportjainak egy Gauss—félcsoporthoz valé konvergen-
cidjara:

3.3.1 Allitas. Legyen (fine)e=1,. k,m>1 €gy kommutativ hdromszogrendszer eqy G Lie—
csoporton. Jelolje (Sy)n>1 a kisérd Poisson—félcsoportokbol dllo sorozatot. Ekkor a kovet-
kezd dallitdsok ekvivalensek:

(i) S, — S, ahol S az a Gauss—félcsoport, melynek infinitézimdlis generdtora

d

d

i=1 ij=1

kn
(i) (a) lim Z,ung CB)=0 ha U € Me),
lim Z/x, V) (yY) pne(dy) = bi; ha 1<14,5 <d,

(c) llmZ/xl Vne(dy) = a; ha 1<i<d.

n—oo
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Bizonyitas. Az S, Poisson—félcsoport kanonikus dekompozicioja (a(”),O,nanx), ahol

a™ = (a)1<i<a,
kn kn
ol = > / T pne(dy), M= e
—1 /=1

Az S Gauss—félcsoport kanonikus dekompozicidja (a, B,0), ahol a = (a;)1<i<q, B =

3.3.2 Megjegyzés. Egylépcsds G Lie—csoport esetén a (ii)—beli feltételek helyettesithetsk
a kovetkezgkkel:

kn
(a) lim Zung{yeG: ly| >} =0 ha >0,
=1

kn
(b) lim / )G () dma(dy) = by ha 1<) <d,
et i<t
kn
© > [ Gy —a b 1<i<d
oot i<t

Ahhoz, hogy egy haromszogrendszernek egy Gauss—mértékhez valo konvergenciajara sziik-
séges és elégséges feltételt tudjunk adni, biztositanunk kell, hogy a haromszégrendszer kon-
vergenciaja maga utan vonja a kisér§ Poisson—félcsoportok sorozatanak konvergencidjat.
Erre Siebert |89, Proposition 8.1] adott egy elegendd feltételt.

Legyen T = (fne)e=1, k,m>1 €gy hadromszégrendszer M'(G)-ben, és tekintsiik a ko-
vetkez6 feltételt:

kn
(B) supz | itne(D)u — ul| < oo ha D € Irr (G), u € Ho(D).
=1

n>1 _

3.3.3 Allitas. Legyen (fine)e=1.. kon>1 €9y kommutativ és infinitézimdlis haromszdgrend-
szer eqy G Lie—csoporton, mely kielégiti a (B) feltételt. Ekkor T konvergencidja ekvivalens
az I, kisérd Poisson—rendszer konvergencidjival, €s konvergencia esetén a hatdrértékeik
megeqgyeznek.

Ismert, hogy ha pu egy centralt valészintiségi mérték R-en, akkor a karakterisztikus
fiiggvénye becsiilhets a kdvetkezé modon:

2

t
< —/xz,u(dx), ha t e R.

() — 1] = '/ (e" — 1 —itx) p(dz) 5

Hasonlo egyenlGtlenséget bizonyitunk tetszéleges Lie—csoport esetén; ez lesz a kulcs ahhoz,
hogy egy kommutativ haromszogrendszer esetén a kiséré Poisson—rendszert tudjuk alkal-
mazni.
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3.3.4 Lemma. Ha G egy Lie-csoport, akkor minden D € Rep(G) reprezentdcichoz és
u € Ho(D) differencidlhato vektorhoz taldlhato olyan c(D,u) > 0 szdm, hogy tetszdleges
p € MYG) waldsziniségi mérték esetén

[1#(D)u — ul] < (D, u)q(p).

Bizonyitas. Siebert [89, Lemma 5.1] alapjan a kovetkez$ Taylor—formula érvényes: tetszd-
leges D € Rep(G), u € Ho(D) és y € Uy esetén

d d
1
Dyu=u+ > zi(y) X +5 Z y)z;(y)T(D)(y) X:(D)X,(D)u,
i=1 j=1
ahol T(D)(y) egy korlatos lineéris operator a H(D) Hilbert—téren és || 7(D)(y)| < 1.
Ezért
| [0 wutan)| <2utnccen) +Z||X | [ o i)

. ZHX Dyul- / ()3 ()] ().

/UO xi(y)u(dy)‘ < /Gxi(y)u(dy)‘ s - (G-

Tovabba |z;(y)z;(y)| <¢(y) ha ye Uy, i,j=1,...,d, ezért

Nyilvan

[zi(y)z;(y)| u(dy) < / ©(y) u(dy).

Uo

Mivel létezik olyan ¢ > 0 konstans, melyre 1p,, <c-p, igy

1(CUb) <C/s&(y)u(dy)7

ezzel kész a bizonyitas. O

El6szor szimmetrikus mértékekbdl 4ll6 haromszogrendszerekre bizonyitunk konvergencia—
tételt.

3.3.5 Tétel. Legyen Z = (fne)e=1
hdromszigrendszer eqy G Lie—csoporton. Legyen B = (bi;); j=1...4 € M.

knin>1 €9y szimmetrikus mértékekbdl dllo kommutativ

-----

Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

kn

(i) (a) hmZMneEU )=0 ha U € MUle),

n—oo

(=1

lim Z/x, V)2 (y) pne(dy) = bij ha i,j = ,d.

n—oo
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(i) (a) Z infinitézimdlis,

(b) sup » / () pine(dy) < o0,
n=lym

(¢) Hm pupy % -+« % fpg,, = v ahol v=rvy, ()i=0 az a Gauss—félcsoport, melynek
n—00 1 ) o
infinitézimalis generdtora 3 Z; bij X; X;.

Bizonyitas. (i) = (ii). Nyilvan (i)(a) miatt a rendszer infinitéziméalis. A p,, mértékek
szimmetridja miatt [ 2;(y) pne(dy) =0 ha i=1,...,d, igy nyilvan

0lpar) = [ ) tld) < 3 [ 510 ldy) + ().

Ezért teljesiil (ii)(b), valamint az (i)-beli (a) és (b) feltételek a 3.3.4 Lemmaéaval egyiitt azt
eredményezik, hogy a haromszogrendszer kielégiti a (B) feltételt. A 3.3.1 Allitas segitségével
azt kapjuk, hogy S, — S, ahol (S,),>1 a kiséré Poisson—félcsoportokbdl allo sorozat és
S = (1y)i=0. Ezért a 3.3.3 Allitasbol kovetkezik, hogy teljesiil (ii)(c) is.

(il)=(i). A (ii)(b) feltétel és a 3.3.4 Lemma alapjan a (ftne)e=1
kielégiti a (B) feltételt. A 3.3.3 Allitast hasznalva azt kapjuk, hogy

k:'n/
exp <Z£:1(ung - ee)) — .

knn>1 Tendszer

.....

Mivel a Vt(n) = exp (t Z]le(/,bng — 66)) Poisson-mérték is szimmetrikus minden n>1 és

t >0 esetén, igy a hozza tartozo Tt(”) = T () konvolucios operator egy 6nadjungalt,
t

pozitiv szemidefinit kontrakcié az L*(G) komplex Hilbert-téren. Mivel S, := (Vt(n))t>0

egy konvolucios félesoport, igy (Tt(”))t;g egy (erGsen folytonos) operator—félcsoport az
L*(G) téren. Riesz, Székefalvi-Nagy [83, Section 141] alapjan léteznek olyan (Eén))ge[oyl]
spektralseregek, hogy

1
T}’”:/ o'dE!  ha t>=0, neN.
0

Hasonloan, az S := (14):>0 konvolucios félcsoporthoz tartozo (73):>o operator—félcsoportnak
is létezik spektralis dekompozicidja:

1
j—vt = / QtdEQ ha t> 0
0

Most az (i)(c) feltétel alapjan Tl(") — T, az erds operator—topologiaban (lasd Heyer [48,
Theorem 1.5.5]). Ezért Heyer [48, Lemma 6.2.21] szerint T\ — T, és v =y, ha t>0.
Siebert [89, Proposition 6.1] alapjan azt kapjuk, hogy S, — S, ezutan méar alkalmazhatjuk
a 3.3.1 Allitast. O

A szimmetrizacido modszerével ezt altalanosithatjuk normalis haromszogrendszerekre is.
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3.3.6 Tétel. Legyen T = (tne)io=1.. kom>1 €9y kommutativ haromszogrendszer eqy G
Lie—csoporton. Legyen a = (ay,...,aq) € R éslegyen B = (bij)ij=1...a € M].

Tekintstik a kovetkezd dllitasokat:

kn
(i) (a) lim Zung(BU) =0 ha U € Me),
=1
lim Z/xl V)2 (y) pne(dy) = by ha i,j = ,d,
(c) hmZ/aI:Z ) tne(dy) = a; ha i=1,...,d,
kn
(d) supz /xl(y) tne(dy)| < o0 ha i=1,...,d.
n=l o

(ii) (a) T inﬁm’tézimdlz’s

) sup Z q(fine)

n>1

(¢) Hm pupy -+« % fpk,, = v, ahol v=ruv1, ()0 az a Gauss—félcsoport, melynek
n—oo

d
infinitézimalis generdtora Z a; X + = Z b,]X X

i=1 zy 1

Ekkor (1)-bdl kovetkezik (ii).

Ha még azt is feltessziik, hogy az I hdromszégrendszer normdlis, és (v)i>0 egy olyan
normdlis Gauss—félcsoport, melyet egyértelmien meghatdroz a vy mérték, akkor (i) és (ii)
ekvivalensek.

3.3.7 Megjegyzés. Az (i)=>(ii) irany éppen Wehn [101] centralis hatareloszlas—tétele (lasd
még Grenander [35] és Siebert [89]).

A 3.3.6 Tétel bizonyitasa. (i)==(ii). Az (i)-beli (a), (b) és (d) feltételek a 3.3.4
Lemmaval egylitt azt eredményezik, hogy a rendszer kielégiti a (B) feltételt, igy a 3.3.3
Allitas alapjan alkalmazhato a 3.3.1 Allitas.

(ii)==(i). Tekitsik az S, = (I/t(n))t>0, n>1 kisér6 Poisson—félcsoportokat. Mivel
(fne)e=1.... kpm>1 kommutativ és normalis, igy

™ (Vt(n))* = (z/t(")> e ha n>1, t>0.

Ezert 7™ = v « (™), t>0 egy szimmetrikus Poisson—félcsoport minden n > 1

esetén (lasd Hazod [40]).
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Mivel S = (14)i>0 normaélis Gauss—félcsoport, igy m := vy x v/, t >0 egy szimmetrikus
Gauss—félcsoport.

Ujra a (ii)(b) feltétel és a 3.3.4 Lemma alapjan a rendszer kielégiti a (B) feltételt, tehat

alkalmazhat6 a 3.3.3 Allitas, gy ™ — vy, amibél 7" — 7. Ahogy a 3.3.5 Tétel

bizonyitaséban, felhasznalva ™ és 7, szimmetridjat, azt kapjuk, hogy (7" )is0 — (¢)es0

ha n — oco. Nyilvan a (W,En))t>0 Poisson—félcsoport Lévy—meértéke Z?;(/Lné*l[:m)a tehat

a 3.3.1 Tétel segitségével

kn
lim Y (e(CU) + 17,(CU) =0 ha U € U(e).
/=1

Nyilvan ebbdl kovetkezik, hogy
kn
lim » 4 (CU) =0  ha U € U(e),
(=1

amibél Siebert [89, Proposition 9.2] szerint az kivetkezik, hogy az S, = (1);50 kisérd

Poisson—félcsoportokbol allo sorozat Gsszes torlodasi pontja vagy Gauss—félecsoport, vagy pe-

dig degeneralt. Nobel [66] szerint a l/fn) — v konvergenciabol kovetkezik, hogy (n) minden

(n') részsorozata esetén létezik olyan (n”) részsorozata (n')-nek és létezik olyan (u¢)i>o

konvolucioés félcsoport, hogy py = vy és I/t(n//) — p; minden ¢t >0 esetén. Azt méar tudjuk,

hogy (pt)i>0 csak Gauss—félecsoport lehet. Mivel a vy mérték egyértelmiien meghatarozza

a (v)i>0 konvolucios félesoportot, igy azt kapjuk, hogy pu; = v, minden ¢ >0 esetén.
Tehat minden rogzitett ¢ >0 esetén a (Vt(n)) sorozat tetszbleges (l/t(n ))
tartalmaz konvergens (I/t(n )) részsorozatot, és a hatarérték mindig v,. Ezért S, — S,

igy alkalmazhato a 3.3.1 Allités. U

részsorozata

3.4 Lindeberg—Feller—tétel 1épcsés Lie—csoportokon

Lépcsts Lie—csoportokon az el6z6 két tétel még kozelebb &ll a valos esetben érvényes Linde-
berg—Feller tételhez.

Tekintsiink egy lépcsds Lie-csoportot ellatva {(i,...,(q} els6faju globalis kanonikus
koordinatakkal, egy |-| homogén norméval, és {xy,...,x4} els6faju lokalis kanonikus

koordinatakkal, melyek érvényesek az U := {y € G : |y| < 1} kornyezetben. Ahogy a 2.4
paragrafusban lattuk:
ply) <c-(jy’Al)  ha yed

egy alkalmas ¢ > 0 konstanssal, mely csak a |-| homogén normatol fiigg. Igy a kovetkezs
tétel egyszerid kovetkezménye a 3.3.5 Tételnek.

3.4.1 Tétel. Legyen T = (fne)o=1.. k,m>1 €qy szimmetrikus mértékekbol dllo kommutativ
rendszer eqy G lépcsds Lie—csoporton. Legyen |- | egy tetszdleges homogén norma G-n.
Legyen B = (bij)i,jzl,...,d € M(—;
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Tekintstik a kovetkezd dllitasokat:
kn
(i) (a) lim Zung({y €EG:lyl>¢€})=0 ha >0,
(=1

kn
=17 W<

n—oo

(ii) (a) Z infinitézimdlis,

(b) lim fing % -+« % fipr, = v ahol v az a Gauss—mérték, melynek

n—oo
1
finitézimdlis generdtora 3 E bij X; X;.
ij=1

Ekkor (1)-bdl kovetkezik (ii).
Ha még azt is feltessziik, hogy

kn
sup S [ (524D pos(dy) < o
nZL =1

akkor (i) és (ii) ekvivalensek.
Egy 1épcsés Lie—csoport esetén minden ¢ =1,... ,d esetén

\ / my)u(dw\ <l (@) + [ 1)l le) < sl - 60 ¢ [ o),

Uo

igy azt kapjuk, hogy
a(n) < ¢ / (lyIAL) u(dy)

egy alkalmas ¢ > 0 konstanssal, mely csak a |-| homogén norméatol, és az xq,...,x4
lokélis koordinataktol fiigg. Igy a 3.3.6 Tétel segitségével a kovetkezé hatareloszlas-tételt
kapjuk normalis haromszogrendszerekre:

3.4.2 Tétel. Legyen T = (fne)e=1. k,m>1 €9y kommutativ rendszer eqy G lépcsds Lie—
csoporton. Legyen |-| egy tetszdleges homogén norma G-n. Legyen a = (ay, ... ,aq) € RY,
B = (bij)i,jzl,...,d € Mjl_

Tekintstik a kovetkezd dllitdsokat:

kn
(i) (a) lim Zung({y €G:ly>¢e})=0 ha >0,
=1

k'n
(b) lim Z/ G(Y)G(Y) pme(dy) = by ha &5 =1,...,d,
n—oo — |y|<1
kn
(c) lim Z/ G(Y) pne(dy) = a; ha i=1,...,d,
n—oo —1 ‘y|<1
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kn

> /|y " Gi(y) pine(dy)

(=1

(d) sup

n>1

<oo ha i=1,....,d.

(i) (a) Z infinitézimalis,
(b) Hm pipq % -« % fpg, = v ahol v az a Gauss—mérték, melynek

n—

d d
. e . > 1 S
infinitézimalis generdtora Z a; X; + 3 Z bi;i XiX;.
=1 4,j=1
Ekkor (1)-bdl kovetkezik (ii).
Ha még azt is feltessziik, hogy az T hdromszogrendszer és a v—hiz tartozé (v4)i>0 Gauss—
félesoport normdlis, és

(3.4.3) sup Y [ (1A1) () < o
(=1

n>1 _

akkor (i) és (ii) ekvivalensek.

Ha feltessziik, hogy a sorokhoz tartozé kovariancia-maéatrixok konvergalnak az elsé koor-
dinata-blokkban (azaz olyan (; koordinatakra, melyeknél d; = 1), a Lindeberg—feltétel
pedig teljesiil azokban a koordinatdkban, melyeknél d; > 2, akkor a Lindeberg—Feller tétel
szokasos alakjat kapjuk:

3.4.4 Tétel. Legyen I = (fine)e=1.. k,m>1 €9y centrdlt mértékekbdl dllo kommutativ €és
normdlis rendszer eqy G lépcsds Lie—csoporton. Legyen |- | eqy tetszéleges homogén
norma G-n. Legyen B = (bi)ij=1.. a4 € M}. Legyen (14)i>0 az a Gauss—félcsoport,
melynek infinitézimdlis generdtora

1 -~
5 2. byXiX;
di=d;=1
normdlis. Tovdbbd teqyiik fel, hogy I kielégiti a kovetkezd feltételeket:

kn

(3.4.5) Y [ G mddy) < oo ha di>2
n21",—1 Jyl<1
kn
(3.4.6) i > [ G ) = 0 ha >
oo —1 Jlyl=1
kn
(3.4.7) tm Y [ @ ildy) = 0 ha diz2,
/=1
kn
(3.48) tin Y [ GG midy) = by ha di=dy =1
/=1

Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
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(i) (a) lim max /]y\ tne(dy) =0,

n—oo 1<l<kn

(b) lim M1 % - X g, = V1.

kn
(i) (a) lim Zung({y €eG:lyl>¢€})=0 ha >0,
/=1
kn
(b) Tim 3 /| GG pady) = by o =y =1
n—00 yl<1

(iii) T}LIEOZ/ y|? pne(dy) =0 ha &> 0.
ly

|>e

Bizonyitas. (i) = (ii). Az (i)(a) feltételbdl kovetkezik, hogy a (fine)e=1
infinitézimalis, hiszen

kan>1 rendszer

-----

(3.4.9) ot (€ Gy > ¢}) <e2 / Wy

tetszbleges € > 0 esetén. A (3.4.8) és (3.4.5) feltételekbdl kivetkezik (3.4.3). Alkalmazva a
3.4.2 Tételt kapjuk, hogy (i) = (ii).
(ii) = (iii). A (ii)(b) és (3.4.8) alapjan d; =1 esetén
kn

lim ZL|>1Cf(y)une(dy) = 0.

n—o0o
4

Ez és (3.4.6) azt eredményezi, hogy
kn
lim Z/ Y[ tine(dy) = 0.
ly[=1

n—oo

Most (ii)(a) alapjan
kn
(3.4.10) i > [ Phadn) =0
e1(y[se2

n—oo

=1
tetszbleges 0 < g1 < €5 esetén, tehat (iii) teljestl.

(iii) = (i). Minden € >0 esetén

/ g2 pne(dy) < + /| ol e+2 / oftay),
ylze ly|=e

igy megkapjuk (i)(a)-t. Az (i)(b) bizonyitasahoz belatjuk, hogy a 3.4.2 Tétel (i) feltételei
teljesiilnek. A

i ({y €G- [yl > e)) <& / g2 tne (dy)

ly|>e
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becslés alapjan a 3.4.2 Tétel (i)(a) feltétele teljesiil. Ezért fennall (3.4.10) is. Nyilvan (iii)

alapjdn d; =1 esetén
kn

lim ) /|y 2EQZ(Z/)M(dy) =0,

n—oo

=1
tehdt d; =d; =1 esetén

kn

im > [ GG =0
=1 Y lyl=e

n—oo

Ebbdl a (3.4.8) feltétel felhasznalasaval kovetkezik a 3.4.2 Tétel (i)(b) feltétele d; =d; =1
esetén. Nyilvan 0 <e <1 és d; > 2 esetén

C(y)pne(dy) < c /

lyl<e

9 pe(dy) < 22 / y2pne(dy),

lyl<e

valamint

/<| - Cf(y)unz(dy) Scpun{y € G: |yl =¢€}),

igy a 3.4.2 Tétel mar bizonyitott (i)(a) pontja alapjan

kn kn
imsup Y [ Gildy) <estsup S [ lyPrustdy)

n—oo g Jyl<t nzl

ahol a jobboldal végességét a (3.4.5) és (3.4.6) feltételek garantéaljak. Mivel ¢ € (0,1)
tetszlegesen kicsire valaszthato, igy megkapjuk a 3.4.2 Tétel (i)(b) feltételét b;; = 0-val
minden d; >2 és d; >2 esetén. Hasonloan megkapjuk a 3.4.2 Tétel (i)(b) feltételét
b;; = 0-val minden d; =1 és d; >2 esetén is. Nyilvan (2.4.3) és (iii) alapjan d; <2

esetén
kn

im > [ G naldy) =0,
amibdl a rendszer centréaltsaga és a (3.4.7) feltétel miatt kovetkezik a 3.4.2 Tétel (i)(d)
feltétele, valamint (i)(c) feltétele a; = 0—val. O

3.4.11 Megjegyzés. Az (i)(a) és (iii) feltételek a klasszikus Feller— illetve Lindeberg—felté-
telek. A (3.4.5) feltétel azért kell, hogy a sorokhoz tartozé méasodrendd homogén momen-
tumok korlatosak maradjanak. A (3.4.6) feltétel azt biztositja, hogy a mésodik koordinata—
csoporttol kezdve teljesiil a Lindeberg—feltétel.

Most levezetiink egy Lindeberg-tételt abban az esetben, amikor a sorokhoz tartozé ma-
sodrendd homogén momentumok korlatosak, és a hatareloszlas olyan Gauss—mérték, mely
stabilis a (d,;)>0 természetes dilataciora nézve. Az egyszertiség kedvéért csak centralt
mértékekkel foglalkozunk.
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3.4.12 Tétel. Legyen I = (fne)e=1.. k,m>1 €9y kommutativ rendszer eqy G lépcsds
Lie—csoporton. Legyen |-| egy tetszdleges homogén norma G-n.

Teqgyiik fel, hogy

(i) Sup2/|y| tne(dy) <

n>1

(i) / C(y) pme(dy) =0 ha dy =1,

(iii) hmZ/Q ) pine(dy) = a; ha d; =2,

n—oo

(iv) hmZ/Q )¢ () pne(dy) = by; ha dy =d; =1,

n—oo

VJLIEOZ/ 1y tine(dy) =0 ha &> 0.
y

>

Ekkor im pupy%- - xpng, = v, ahol v az a Gauss—mérték, melynek infinitézimdlis generdtora
n—oo

ZaZX +— > bXiX;.

d —dj=1

Bizonyitas. Meg fogjuk mutatni, hogy teljestilnek a 3.4.2 Tétel (i)-beli feltételei. Nyilvan

[ Wi = Sy < Gyl > e,
y|>e

tehat az (v) feltételbdl kovetkezik

kn

lim Y pe(fy € Gyl >e}) =0
(=1

minden ¢ > (0 esetén.

a d; =1, akkor a (ii) feltétel alapjan

] [ < unedy1 ] [ < unedw' o[ Wi < [ Ppeta)
lyl<1 ly|=1 ly|>1 ly|>1

Tehat az (v) feltétel segitségével

kn

sup
n=l—

kn

/| | 1Ci<y>ﬂnf(dy)‘ <oo &s lim ) /| | 1Ci(y):unf<dy) =0

n—oo
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Ha d; > 2, akkor

7 nd X lnd X 2nd )
ly|<1<"(y)u o y)’ <CA;|<1 Y (y)<6/|y| fne(dy)

tehat az (i) feltételbsl
kn

sup
n>1

lecz'(y)une(dy)’ < o0

=1
Ha d; =2, akkor az

/y|>1<"(y)“”£(dy)‘ <6/|y|>1 [y e (dy)

becslés, valamint a (iii) és (v) feltételek alapjan
kn

lim )~ /|y » Gi(Y) tne(dy) = a;.

n—oo

Ha d; >3, akkor 0 <e <1 esetén

Gi(y) pne(dy) ‘ /!y\ Lot (dy)

’ ly|<e

és

/< | 1<i(y)une(dy)’ Scpne({y € G- ly| = €}),

tehat azt kapjuk, hogy

kn
hi{i}pz » Ci(y)ﬂne(dy)’ < et sgrfz / Y1 e ().
=1 "

Mivel € € (0,1) tetsz6legesen kicsire valaszthato, igy
kn

lim Z/yKlQ(?J)une(dy) = 0.

n—oo

Hasonl6an, ha d; +d; > 3, akkor az

Ci(y)Cj(y)une(dy)‘ <72 [ty

lyl<e
egyenlGtlenség segitségével
kn

lim ) /| | ICi(y>Cj(y)ﬂn£<dy) = 0.

n—oo
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Ha d; =d; =1, akkor az

‘ / Ci(y)éj(y)une(dy)‘ < / [y e (dy)
ly|=1 ly|=1

becslés, valamint a (iv) és (v) feltételek alapjan
kn

lim > /| | GG () ne(dy) = bij.

n—oo
Ezzel kész a bizonyités. U

3.4.13 Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy a (ii)—(iv) feltételekben csak azok a (; koordinaték
szerepelnek, melyekre d; =1 vagy d; =2. A (ii) feltétel azt jelenti, hogy a p,, mértékek
centraltak. Alkalmas eltolassal mindig el lehet érni, hogy a (ii) feltétel teljesiiljon (lasd a
3.1.2 Tételt). A 3.4.12 Tétel (v) feltétele a Lindeberg—feltétel, melybdl kovetkezik a

lim max /]y|2ung(dy):()

n—oo 1<l<kn,
Feller—feltétel, hiszen tetszéleges € > 0 esetén
/’y‘zﬂn£<dy) <52+/ ‘y’ Hne dy <€ +Z/ ‘y| Mne dy
ly|=e ly|=>e

ezért

hmsup max /\y[ tne(dy) <

n—oo \\n

A 3.4.12 Tételbdl konnyen levezethetjiik a 3.1.1 Tételt, azaz a centralis hatareloszlas—
tétel standard alakjat, ugyanis egyszeri szdmolassal megmutathato, hogy a pine 1= 01,/ (1),
1<l<n, n>1 haromszogrendszer kielégiti a 3.4.12 Tétel feltételeit, hiszen

/!ylzune(dy) = nl/\ylzu(dy),
/ ) meldy) = n7? / Gu(dy)  ha d =2,
/ )G W pneldy) = 0! / CWGWnldy)  ha di=d; =1,

/ Y pne(dy) = nl/ ly|*(dy).
ly|=e ly|=evn

Végiil Lindeberg-tételt bizonyitunk a H 3-dimenziés Heisenberg-csoporton adott va-
l6szintségi mértékek puq * - - - % pu,, n-—szeres konvolicioszorzatanak alkalmasan standardizalt
sorozatanak Gauss—mértékhez valo konvergenciajarol.
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Legyen o egy centralt valoszintségi mérték H-n, azaz [ (i (y)p = [ G(y)u(dy) = 0.
Ekkor p standarizdlhato egy automorfizmus segitségével a kévetkezo modon. Egy valos
2 x 2-es A= (aij)i<ij<2 matrix esetén legyen

da(y) = (A(G(y), G(y) ", Gy)Det(4)),  y e H.

Ekkor 04 egy automorfizmusa a H csoportnak. Nyilvan &4 reprezentilhatd a kovetkezd
méatrix segitségével:

11 a2 0
a21 A2 0
0 0 Det(A)

Ha ;1 egy olyan centralt valoszintségi mérték H-n, hogy az A := ([ (;(y)¢ (y),u(dy))lgi’j<2
matrix invertalhato, akkor a §,4-1/2() mérték (ahol A~1/2 az A matrix szimmetrikus,
pozitiv szemidefinit négyzetgyéke) standard abban az értelemben, hogy centrélt, és az els6
két koordinata ([ ¢(y)¢;(y)da-r/2(p )(dy))l <ij<2 kovariancia-matrixa az egységmatrix.

3.4.14 Tétel. Legyen (ux)r>1 valdszindségi mértékeknek eqy kommutativ sorozata a H
Heisenberg—csoporton. Legyen |- | egy tetszdleges homogén norma H-n. Tegyiik fel, hogy

/Q(y)uk(dy) =0 ha i=1,2,3,

0D/WM@<%

Jelolje n>1 esetén A, =3 ,_, (f Gy Mk(dy))1<ij<2' Tegyiik fel, hogy létezik olyan
no € N, melyre A,, mvertalhato, €s

(i) sup (Det(A WZ/m|M@

n=>ngo
(iv) lim Tr(A;") / lyPpe(dy) =0 ha &> 0.
e o1V ly1?=e/Tr(A; ")

Ekkor
(5A;1/2(M1*"'*Mn)—>V ha n — oo,

ahol v a standard Gauss—mérték H-n, vagyis az a Gauss—mérték, melynek infinitézimadlis
generdtora (X3 + X3).

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a fine := 9 —1/2(j1¢), 1< <n, n>1 haromszogrendszer
kielégiti a 3.4.12 Tétel feltételeit.

Jelolje (-,-) és | -|| a szokésos bels6 szorzést, illetve normat R*-ben. Ha A € My,
akkor

[y, 22) TIP = (A(wr, 2) T Alwr, 22) ') = (A% (21, 22) T (21, 22) ) < (21, 22) P Te(A%)
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és 1
Det(A) < §Tr(A2).

Tehat az |y|* < c(CF(y) + G (y) + |G(y)]), y € H becslés alapjan
10a(y)* < e (JAG W), W) "I+ 1¢(y)] det(A)) < cly*Tr(4%).

Tehat

/ 2 tme(dy) = /
ly|>e ’5A—1/2 (v)

Nyilvan 4,5 = 1,2 esetén

B povs ) Prety) < e () | [y pe(dy).

>e cly|2Tr(A; ') =2

> / Gi(y) G (y)ne(dy) = 3y,

és ebbdl a (iii) feltétellel egyiitt kapjuk, hogy

SupZ/!ylzunz(dy) < o0,
=1

nzl’)_

Ezzel kész a bizonyités. ]



4. fejezet

Gauss—mértékekkel vald kozelités
pontossaga lépcsés Lie—csoportokon

4.1 Konvergencia—sebesség homogén gombokon

Ebben a paragrafusban rogzitiink egy G 1épcsés Lie—csoportot, és nem jelezziik a konstan-
sok G-td6l valo fliggését. Ennek a paragrafusnak a célja az, hogy a 3.1.1 standard centra-
lis hatareloszlas—tételben megvizsgaljuk a konvergencia—sebességet homogén gémbokon. Az
egyszeriiség kedvéért csak azt a specialis esetet tekintjiik, amikor a; = 0 ha d; =2 és
bij = 0;; ha d; =d; =1, azaz a hatareloszlas az a v Gauss-mérték, melynek infinitézimalis
generatora Y., X2, Ekkor a

o 1 >

TREPIRE
differencialoperator hipoelliptikus (0, 00) X G—n Hormander kritériuma alapjan (lasd Hor-
mander [54], valamint Heyer [48, 6.3.7]), hiszen {Xj : d, = 1} generélja az egész £(G)
Lie—-algebrat. Ezért a v, t >0 Gauss—mértékek abszolut folytonosak a A Haar-mértékre,
és létezik egy olyan korlatlanul differencidlhaté p > 0 figgvény (0,00) x G-n, hogy
pe() = p(t,-) A-strtsége a v, mértéknek (lasd Siebert [90]). Az egyszertiség kedvéért a v
és p jelolést fogjuk hasznalni vy, illetve p; helyett. Ismert, hogy

(4.1.1) p(r’t, 6,x) = v~ 9p(t, )

ha xe€ G, t>0, r>0, ahol Q := Zle d; a G homogén dimenzidja. Figyelembe véve,
hogy

A(3(B)) = rOA(B)
minden B € B(G) esetén, azt kapjuk, hogy v, = 0 4(v1) minden ¢ > 0 esetén. Specialisan,
V' = vy = 0 m(r1). Tehat a v mérték stabilis Baldi-értelemben is, és stabilis a (0, )¢0
egy—paraméteres automorfizmus—csoportra nézve is Hazod—értelemben (lasd Hazod [41]). Fel
fogjuk hasznélni a p > 0 strtségfiiggvény kovetkezs becslését (lasd Hebisch [44]):

53
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4.1.2 Tétel. Legyen |-| egy tetszdleges homogén norma G-n. Ekkor léteznek olyan
{C,1€Z%} és C pozitiv konstansok, hogy

| X py()| < Cpt= @D exp{~Clf*/1}
teljesiil minden t >0, v € G és I € Zi esetén.

4.1.3 Kovetkezmény. Tetszileges k€ Z, és I € Zi esetén
/ |2 *| X ()] Adar) = D=2
/ 2| |07 py() | Mdz) = )¢ k=d/2

valamely c,(glj) €s c,(fl) pozitiv konstansokkal. Ha k € Z, és I € Zi olyanok, hogy

k<d(l), akkor
[l @) o) <
|z|>1

[t 1om)] M) < ff
z|>1

ahol c§3) és c§4) pozitiv konstansok.

Bizonyitas. A (4.1.1) homogenitasbol azt kapjuk, hogy
X'py(z) = f(QM(I))/Q)?Ipl(51NZ(37))-

Az z v |z|F| X p,(z)| fiiggvénynek a A Haar-mérték szerinti integralhatosaga kénnyen
adodik a 4.1.2 Tétel és Folland, Stein [32, Corollary 1.17| segitségével. Elvégezve az = =
8.;(y) helyettesitést és felhasznalva a A(8 ;7(dy)) = t9/*A(dy) azonossagot, kapjuk kapjuk
az elsé Osszefiiggést.

Ismert, hogy
(4.1.4) o' = > P X7,
|JI< |, d(J)=d(I)

ahol Pr; egy olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J) — d(I) (lasd Folland,
Stein [32, p.25]). Tehat a |Prs(x)| < crs|z|*~4D  egyenlstlenségbdl, a 4.1.2 Tételbdl és a
(4.1.1) homogenitasbol kovetkezik a masodik Gsszefiiggés.

Ujra a 4.1.2 Tétel és (4.1.1) alapjan

/}lmmiﬁwwuwwszﬂm”/‘Uﬁwmi%mwuuw
x|> y|>

N

/|| /\/|y|d(”|§1p1(y)lk(dy) <.
y|>1/V/t
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Az utols6 egyenlGtlenség ugyanigy bizonyithato. O

El6szor egy becslést adunk a v mérték és egy tetszbleges p mérték variacios tavolsagara
a pszeudomomentumuk segitségével.

4.1.5 Lemma. Tetszdleges k € N esetén létezik olyan ¢, > 0 konstans, hogy tetszdleges
p € MYG) esetén
k
= vl(G) < B ).

Bizonyitas. Sazonov [86, Lemma 1, p.12| bizonyitasanak otletét hasznaljuk. Elgszor
tegyiik fel, hogy
0<v=lpu—v|(G) <2

Legyen G = D"UD~ a G Hahn-felbontasa a pu—v eljeles mérték szerint, azaz DT és
D~ olyan diszjunkt Borel-halmazok, hogy H € B(G) esetén (u—wv)(H)>0 ha H C DT
é¢s (u—v)(H)<0 ha H C D~. Definialjuk az n € 9" (G) mértéket B(G)n a kivetkezs
modon:

n(H)=v(HND")+u(HND™).

Megjegyezziik, hogy v —n € 9" (G), tovébba

(4.16) i) > e [ Lol = vl(dn) > [ fal' (0 = m)(d)

Megjegyezziik, hogy n(G) =1—wv/2. Tekintsik a € G és r >0 esetén a B(a,r) :={z €
G :|la'z| <1} homogén gombiket. Legyen r > 0 olyan, hogy v(B(e,r)) =v/2. Ekkor
v(CB(e,r)) = 1 —v/2 = n(B(e,r)) + n(CB(e,r)), tehat n(B(e,r)) = (v —n)(CB(e,r)).
Kovetkezésképpen

/ [2Fn(dz) < r*n(Ble.r)) = (v — n)(CBe.r)) < / 2l (v — n)(da),
B(e,r) CB(e,r)

és igy
@y [letw-n@n > [ ale-nn s [ jetnde) = [ v,
B(e,r) B(e,r) B(e,r)
Most (4.1.6) és (4.1.7) alapjan
Br(p,v) > Ck/ lz[Fv(dx).
B(e,r)
Legyen h € (0,7) olyan, hogy v(B(e,h)) =v(B(e,r)\ B(e,h)) = v/4. Felhasznélva, hogy

a v stridségfiiggvénye korlatos, azt kapjuk, hogy

v(B(e,h)) < cA(B(e,h)) = c/

lz|<h

Adz) = ch® / Mdy) < Ih°.

ly|<1
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Ezért h> "0/, és

Br(p,v) = k/ |z|*v(d)
B(e,r)\B(e,h)
> cphFu(B(e,r) \ Ble, h)) = chFv/4 > do@h/Q

Ebbdl kovetkezik, hogy v = |u —v|(G) < ¢ ,?/(QH“)(M, v).

Ha |pu—v|(G) = 0, akkor az allitas trividlis. Ha |u — v|(G) = 2, akkor p és v
ortogonalisak, igy

(et - ur<dx>)Q/(Q+k) > (/ |x\kv<d:c>)m(@+k) — o=l — vI(G)/2

Ezzel kész a bizonyités. O

A v mértek ésa dy), 5 (1") standardizalt konvoliciohatvanyok kozotti variacios tavolsag
a kovetkez6 modon becsiilhetd..

4.1.8 Lemma. Tetszdleges n € N esetén létezik olyan ¢, > 0 konstans hogy ha u €
M (G) olyan, hogy [(i(z)u(dx) =0 ha d; = 1,2 és [ (i(w) p(dz) = 6;; ha
d; =d; =1, akkor tetszdleges n € N esetén

(4.1.9) 101/ (1) = v[(G) < (Jju = vI(G +6n2ﬁg v

Bizonyitas. Ujra Sazonov [86, Lemma 1, p.12] modszerét hasznaljuk. Eldszor vegyiik
észre, hogy

(11.10) (=)' (B)| < (I~ V(@)

minden n € N és minden B € B(G) esetén. Valoban, ez igaz ha n =1, és n > 2 esetén
teljes indukcioval

=2 = | [ = 0= B) = )
3 =vl©) " [ = vi(dn) = 5l ~ vl

Most becsiiljik meg a |v * (u — v)(B)| mennyiséget B € B(G) esetén:

v ( // 1 (y2)p(y) Mdy) (1 — v)(dx)
/ / 1p(u Y\ (du) (1 — v)(dz).

Ezutan hasznélni akarjuk a Taylor—egyenlGtlenséget az

f(zx) = /1B(u)p(um_1))\(du), red
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fliggvényre az e € G pontban. Legyen g¢,(z) := p(ux™'), z,u € G. El6szor megmutatjuk,
hogy f € C®(G), ésminden z € G, I €Z% esetén

(4.1.11) X' f(x) = /IB(u)XIgu(a:)/\(du).
Egyrészt (2.4.7) alapjan

X'gu(x) = Y. Pu@dgu@),

IS, (1) =d(1)

ahol P;; olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J) — d(I), méasrészt

(4.1.12) 07 gu(z) = Z Qur (2, u)0" plua™)

|K[<[J], d(K)=d(J])

ahol Qjx olyan homogén polinom G x G-n, melynek homogén foka d(K) —d(J). Igy
ha R>0, x € G ¢és |z|< R, akkor

/}1B(u)8‘]gu(a:)’ Adu) < Z /lQJK z,u)0" pluz™)| Mdu)

[KI<[J], d(K) =

< Z /|QJK:L’M:8K ‘)\dv

(4.1.13) |K|<|J], d(K)>d(J
<o Y /|v|+|m| YU |8 ()] A(dv)

\K|<|J|, d(K)>d(J

< c(J, R).

Ezért tetszéleges © € G és J € 29 esetén

o' f(x) :/1B(u)8‘]gu(x))\(du),

amibdl kovetkezik (4.1.11).

Tekintsiik az f fiiggvény e € G pontbeli p? homogén méasodfoki jobboldali Taylor—
polinomjat. A momentumfeltételek miatt

A 1épcsts Taylor—egyenl6tlenségbdl

[f (@) = P& ()| < claPsup {| X f(2)] - (1) = 3, |2] <b[a] }
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minden x € G esetén. (4.1.11), (4.1.12), valamint a 4.1.3 Kovetkezmény alapjan |z| < b3|z|
esetén

Xfe< Y Py / Q2 02)9 p(v)] A(dv)
|K|<|J|< ||
d(K)=d(J)=d(I)
< > Az / 2 (1 4 |10~ [y AV =dDY | 9K ()| A(d)

|KI< |||
d(K)=d(J)=d(I)

< (1) Z (1 + ‘x|d(J)—d(1)) (1 + ‘x’d(K)—d(J))

|K|<[JI<I]
d(K)=d(J)=d(I)

<d(I) Z (1+ |x|d(K)_d(I)) .

|K|<|1]
d(K)2d(I)

Kovetkezésképpen

v x (5 — )(B)] = ]/f(x)(u— )(dz)

_ \ U= PP @) - )
<cf of! o [ IX @l vitas)

=32/ < lal
3 d(K)=3\ |, _
<emux 3 [ Jaf (1 a9 | - vi(d)
IK|< 1]
d(K)>3
<e 3 [lalil - vitan)
3<J<3s
mivel d(I) =3 és |K|< || miatt d(K)<s|K|<s|I|<sd(l)=3s. Tehat
3s
(4.1.14) v e (= v)(B) <Y Bilmv)
=3
Hasonl6an,
3s
(4.1.15) (n=v)xv(B)|<e) Biuv).
=3

Most mar hozzalatunk (4.1.9) bizonyitasahoz. Nyilvan igaz n =1 esetén. Tegytik fel, hogy
igaz 1,2,...,n—1 esetén. Ekkor tetszéleges B € B(G) Borel-halmazra teljesiil

(4.1.16)  [(61)ym(W") —v)(B)| = [(1" = v")(0ym(B))| < |(k = v)"(6m(B))] + S1 + S,
ahol

—_

Si= |3 (n = ) i a(B))

3

Y

S =
—= =

Sy= |y vix(u—v)* u”’“((m(B))‘ :

>
Il
—_
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(4.1.10), (4.1.14), (4.1.15) és (4.1.16) alapjan kovetkezik (4.1.9). O

Most becslést adunk a standard centrélis hatareloszlas—tételbeli konvergencia—sebességre
variacios tavolsdgra nézve.

4.1.17 Tétel. Léteznek Cy,Cy > 0 konstansok a kivetkezd tulajdonsdggal: ha p € M (G)
olyan valdszindségi mérték, melyre [ Gi(z)u(dx) =0 ha d; =1,2, [¢(2)¢(x)p(dr) = &;
ha d;=d; =1 és Ps5(p,v) < Cy, akkor tetszbleges n >4 esetén

3s—3

(L18)  Annv) = sup [dyya(W")(B) = v(B) < Co 3 Bou(pv)n” T
S

4.1.19 Megjegyzés. n =1,2,3 esetén a 4.1.5 és 4.1.8 Lemmakbol becslést lehet kapni a
A, (i, V) mennyiségre.

A 4.1.17 Tétel bizonyitasa. n szerinti indukcidt és az tigynevezett kompozicios modszert
hasznaljuk, és kovetjiik Bentkus, Bloznelis |6, Lemma 2| bizonyitasanak otleteit. A (3, < Cy
feltétel és a 4.1.5 és 4.1.8 Lemmak alapjan

1
2

3s
<c < 1Q/(Q+35) 4 Zﬁj) <c (1 + Cf(@—s)/(@+3s)> Zﬁﬁ
j=3 j=3

mivel @ >d>s. Ebbdl kovetkezik (4.1.18) n =4 esetén

A4<,LL, V) <

51/\/1(N4> _V‘ (G) < 1 <(|N_V’ +CZBJ> X

Cy = 4635=2)/2¢ (1+ C —s)/( Q+3s))

vélasztéssal.

Most tegyiik fel, hogy ha [ss(p,v) < Cp, akkor

(4.1.20) Aw(p,v) < Cy 23;3 B (i, )~/ = g,
i=

ha k=4,5,...,n—1.
Tekintsik a

n

(4.1.21) Oupa(i™) = v =" (% + )
k=1

dekompoziciot, ahol

Yo = (81 ym)* " (81 mp — 61y ymv) * (01 ymit)" " = (81 ymr)™ "),
Yo = (01 yav)* % (61 ymp — 61y ymv) * (81 ymr)" "
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Elgszor becslést adunk a v (B), B € B(G) mennyiségekre:

W(B) = [ Gupan™™ = 61y )™ B) Gy ah = By o) (d).

Felhasznalva a (4.1.20) indukcios feltevést n — 1 esetén, azt kapjuk, hogy
Gyt = 81y ) B = 161yt =) iy (e B < S
ezért S,_; <2B5-2/28 65 a 4.1.5 Lemma alapjan

(4.1.22) 71(B)| < Sn-1lb1/ymit — 61wV [(G) < cSulp — v[(G) < c :?S/(Q+3s)5n'

Most becslést adunk a v,(B) mennyiségekre 2 <k < [n/2] esetén:

/ / 1yt — 81 ) (u By YA (du) (81 gt — b1 ) (),
ahol t = (k—1)/n.

Hasznaljuk most a lépcsGs Taylor—egyenlGtlenséget az f : G — R,

fa) = / (Bt — b)) (1 B)py )\ (dr)

fliggvényre tgy, ahogy a 4.1.8 Lemma bizonyitdsanal. Legyen g,.(z) := p;(uz™') ha
z,u€ G és t >0, éslegyen l(u) =0y, m(p" " —v"*)(u'B) ha ueG. A (4.1.20)
indukcios feltevést hasznalva n — k esetén, azt kapjuk, hogy minden u € G esetén

(4.1.23) [0(u)| < Sp—k < S

Mint a 4.1.8 Lemma 5 bizonyitdsdban, megmutathatjuk, hogy f € €>*(G) és
X' f(x) = /E(U)Xlguvt(m))\(du).

Jelolje P? a f figgvény e € G pontbeli homogén mésodfokd jobboldali Taylor—
polinomjat. A momentumfeltételek miatt megint

/ PP (2)8,) m(p — v)(dz) = 0.

A 1épcsts Taylor—egyenlétlenségbdl
(4.1.24) (@) = PO@)| < claf sup {|XT F(2)] - d(1) = 3, 2] < b*[a]}

minden z € G esetén. Mint a 4.1.8 Lemma bizonyitasaban, (4.1.23) és a 4.1.3 Kévetkezmény
alapjan minden |z| <b%|z| esetén

|le(z>| <¢rS, Z / 1 + |£L‘|d J)— d(I)) (1 + |$|d(K d(J) + |U|d (J)) ’aKpt(UM )\(dv)

IKI<]JI< ]
d(K)=d(J)=d(I)

<crS, Z ((1+ || IO =Dy =d(K)/2 (1 4 |x’d(t])*d(1))t*d(*])/2) _

K|<|II<]1]
d(K)>d(J)>d(I)
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Tehat (4.1.24) segitségével

(B |—\ [ 1051t = ) ' @) = PO@) alu — v)(a)

<, Z 9 [ a1yt =)o)

3s—3

<cSy Z k—1)/n)"?8n7/% = ¢S, Zﬁg+] (k —1)~6B+)/2,
7=0

Kovetkezésképpen
[n/2]—1 3s—3
(4.1.25) Z k(B) < eSn > Bays.
j=0

Ha [n/2] <k <n, akkor (4.1.23) helyett az

[0(u)| = | (6 mp" " =61y ) (' B)| <1

trivialis becslést hasznalhatjuk (hiszen &, mu" *(u™'B) és 0y m" " (u™'B) is a [0,1]
intervallumban van), és ¢t = (k —1)/n>1/5 alapjan

3s—3

(B Z Bayjn~ CH/

Ugyanez a becslés érvényes 7, esetén is. Ezért

35—3
(4.1.26) lve(B)| < ¢ 53 ~UH)2 — 518,
2
k=[n/2]
35—3
(4.1.27) Z]'yk ]<cZﬁg+n D2 = cCy'S,,.
k=1

A Hélder—egyenlStlenségbdl f3; < i/ " ha 1< j < k. Osszegytijtve a (4.1.22) és (4.1.25)—
(4.1.27) becsléseket, azt kapjuk (4.1.21) alapjan, hogy

3s—3
(8, mp” — v)(B)| < ¢ ( O LN B+ 051) S,

=0
3s5—3 )
c (C?/(Qﬂs) + Z C§3+J)/3s i 02_1) S, <8,
=0
C1—et elegendden kicsire és Cy-t elegenden nagyra valasztva. O

A Holder—egyenlGtlenség és a 4.2.4 Lemma alapjan:
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4.1.28 Kovetkezmény. Léteznek olyan Cy,Cy > 0 konstansok gy, hogy ha p € M (G)
olyan wvaldsziniségi mérték, melyre teljesiilnek a 4.1.17 Tétel feltételei, akkor tetszdleges
n >4 esetén

Aﬂ( H,y ) < 02(53(/% ) -1/ -+ ﬁ38<,u7 y)n*(35*2)/2),
A, v) < Co(ms(p)n ™% 4 mag (u)n~5=272),

Tekintsiik megint egy |-| homogén norma esetén az a € G kozéppontu, r > 0 sugart
homogén gombét:
B(a,r) ={z € G :|a 'z <r}.

Figyeljik meg, hogy
8:(bB(a,r)) = B(d;(ba),rt)

minden a,b € G és r,t > 0 esetén. Mas szoval, a homogén gombok {B(a,r):a € G,r > 0}
rendszere zart a (d;);~o dilataciokra és a baloldali eltolasra nézve.

Vegyiik most a kdvetkezé homogén normat:

1/m
(4.1.29) | = (ZKZ |m/d)

ha x € G, ahol m € N és m/d; péaros egész szam minden i = 1,...,d esetén. Meg fogjuk
mutatni, hogy erre a homogén norméra vonatkozé homogén gombok rendszere rendelkezik
két fontos tulajdonsiggal.

4.1.30 Lemma. Legyen |-| a (4.1.29)-ban definidlt homogén norma. Ekkor létezik olyan
c >0 konstans, hogy

v(B(a,r +¢)\ Bla,r)) < ce(1 +al)*”
minden a € G, r>0 és € >0 esetén.
Bizonyitas. A jelolések egyszertsitése kedvéért az = € G pont globélis koordinatait
x; = ((x), i=1,...,d fogja jelolni a bizonyitas soran, ahol ez nem okozhat félreértést.

Tekintsiik 7 >0, ¢=1,...,d esetén az

Ai=Cxeq: Z |25 ™4 < cgr™

1<5<d, j#i

halmazokat, ahol (d —1)/d < ¢y <1 egy rogzitet konstans. Konnyen belathato, hogy
> ((cod/(d — 1)V/™ —1)7te =: ¢

esetén
d

ﬂ(EAi) CCB(e,r +¢),

i=1
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ezért

B(e,r+¢)\ B(e,r) Q (A-ﬂ( (e,r+¢)\ Ble,r))).

A homogén gémbdok eltolas—invariancidjat hasznéalva a kdvetkezd becslés adodik:

\ \ :r H'C&

v(B(a,r +¢)\ B(a,r) p(z)\(dx)
(a,r+¢)\B(a, 7")
d
(e,r+e)\B(e,r) i=1
ahol
L= | play)N(dy)
A;N(B(e,r+e)\B(e,r))
= / / play)A(dy).
¥ i Iy corm S {ysr< |yl <rte}

Rogzitsik az vy, ..., ¥i—1,Yit1,---,Ya € R koordinatédkat. Megjegyezziik, hogy
{yi:r <yl <r+e}=(—vi,—w]Uu;,v),
ahol
wi = ui(y) = (I =Y gy
J#

vi =viy) = ((r+e)™ =D Jys[™/ )™,
J#i

Ha y e A;N(B(e,r+¢)\ Ble,r)), akkor (r > c¢;e figyelembevételével):

vi(y) —ui(y) <e sup  diz" Z ly; |m/d di /m—1
r<z<rte 2

L<edi(r+¢)" (1 — cg)di/m_lrdi_m < cerdi—t,

A 4.1.2 Tétel alkalmazasaval

/p(ay)dy&card” sup  exp{—Clay/*}.

U SYi < i

A szuprémum becsiilhets a kdvetkezé modon:
sup exp{—C|ay|*} < / |0; exp{—Clay|*}|dy;,

u SY; <4 Yi U
ugyanis lim,, ., exp{—Clay|*} = 0, hiszen a Campbell-Hausdorff-formulabol lim,, .. (;(ay) =

00. Szintén a Campbell-Hausdorff—formula alapjan

Oilay| = lay|"™™ > di (Glay)™E > e ¢M(a)aid! ().

d;>d; d(I)+d(J)=d;
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Tovabba

0= PuXy

dp2d;
ahol Py, olyan homogén polinom, melynek homogén foka dj —d; (lasd Folland, Stein [32,
p.25]). Mivel X3¢’ homogén foka d(J) — dy, igy

0:¢7 W) < D 1P| Xk ()]

di>d;

<e Yy

dp>d;
Ha d(J) < d;, akkor nyilvan 9;(’(y) =0 minden y € G esetén. Ezért

Oayl| <e 3 Jay™ Dl Oyl

djzd; d(D)+d(J)=d;

/‘y’d(J) d

A fenti becsléseket Osszegytijtve

I; <cs7"di_1/ / |0; exp{—Clay|*}| A(dy)
) ™/ <eorm J lyi| 2 a;

d
J#i ly; ™

“Lexp{—Clay|*}|ay|*~%|a|D |y| ") =% \(dy)
>d; d(I)+d(J)=
ez Z / exp{—Cla?}a > 5 ]al"® a4 \(dx)
d;>d; d(I)

<de(1+|al*™ 1),

ahol a kovetkezs integralhatosagi feltételt hasznéaltuk: ha f egy olyan mérhetd fiiggvény
G- melyre |f(z)| = O(|z|*"?) ha x — e valamely a > 0 esetén, akkor f integralhato
az e kozelében (lasd Folland, Stein 32, p.15]).

Abban az esetben, amikor r < ¢je, egyszeriien hasznéalhatjuk a p strtségfiiggvény
korlatossagat:

v(B(a,r +¢)\ B(a,r)) < cA\(B(a,r +¢) \ B(a,r))
= ((r4+e)9 —r?) < deQ(r+2)9 < e < e,

amennyiben €< 1. Ha e > 1, akkor az Allitas trivialis, mert valaszthatjuk a ¢ =1
konstanst. O

Rogzitsiink most egy olyan korlatlanul differencialhato i : R — [0, 1] fliggvényt, melyre
¥(z)=1 ha 2<0 és ¥(2) =0 ha z>1. Legyen r,e >0, éslegyen = € G esetén
ol = (r = o)
w(?“d—(r—g)d ha r > ¢,
0 ha r <e.

(4.1.31) U(z) =

Koénnyen belathato, hogy
1B(e,7’ —e) S¥< 1B(e,7“)'
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4.1.32 Lemma. Legyen |-| a (4.1.29)-ban definidlt homogén norma. Legyen r,e > 0.
Legyen U a (4.1.31)-ben definidlt figgvény. Ekkor minden I € ZL esetén létezik olyan

cr > 0 konstans, hogy
‘3Iqj(x)| < cpe Mlpll=d)

minden x € G esetén.
Bizonyitas. Legyen [ = (iy,...,i4) € Z%. Feltehetjiik, hogy r>e. Mivel ¥ konstans

{r € G:lz| <r—e} és {x € G : |z|] > r} halmazokon, ezért feltehetjiik, hogy
r—e< |z|<r. Nyilvan

d
‘Ck ‘]km/dk i
0" ()] <c(I) Z H (r = eymye
1<e<d k=1
ipdy /m< g <y,

Ha ji <ig, akkor 1— (1 —¢/r)™>e/r > (e/r)*/*, ezért (r™ — (r —g)™ ) > ghhydem=ik,
Alkalmazva az |((7)| < |z|% < r%  egyenlStlenséget, megkapjuk az allitast. O

A kovetkezd ,simito egyenlStlenséget” fogjuk hasznalni (lasd Paulauskas, Rackauskas |78,
Chapter 5, Lemma 1.1]):

4.1.33 Lemma. Legyenek py és pe valdszindségi mértékek eqy (U, F) mérhetd téren.
Legyenek A, Ay, Ay € F olyanok, hogy Ay C A C A,, és legyenek o1 és o  olyan
mérhetd figguények az (Q, F) téren, hogy Ly, Ser<1y<ea<ly. Ekkor

|11 (A) = p2(A)] < max

[ e pa)ao)| + min (A2 4.
Q =1
Ezutan bebizonyitjuk ennek a paragrafusnak a f6 eredményét: a standard centralis ha-

tareloszlasbeli konvergencia—sebesség becslését homogén gémbokon.

4.1.34 Tétel. Legyen |-| olyan homogén norma G-n, mely rendelkezik a kovetkezd két
tulajdonsdggal:

(i) Létezik olyan ¢ >0 konstans, hogy
(4.1.35) v(B(a,r +¢)\ B(a,r)) < ce(1+ |a])*
ha ac€ G, r>0 ése>0;
(ii) minden r >e >0 esetén létezik olyan V,.: G — [0,1] figgvény, melyre
(4.1.36) 1B(e, . 5)(x) <V, (7)< 1B(e, r)(x)
ha x € G, és
(4.1.37) 070, (z)| < cre~ Hlpltl=dd)

ha ©€G és Ie€ZL olyan, hogy d(I)<3s.
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Ekkor létezik C' > 0 konstans a kovetkezd tulajdonsdggal: ha JIAS EDTI(G) olyan valoszini-
ségi mérték, melyre [ G(x)u(de) =0 ha d; = 1,2, [((x)¢(x)pu(de) =6 ha di=d;j =1
és [ |G(z)P%u(dz) < oo ha i=1,...,d, akkor tetszoleges nz4, acG é r>0
esetén

(4.1.38) 101/ (1")(B(a, 7)) = v(B(a, )| < Crla,r)(Bs(u, v) + Bas(p, v))n 2,
ahol
k(a,r) = (1+[a])* (14 (1 + |a]) /r})*e.

4.1.39 Megjegyzés. A 4.1.30 és 4.1.32 Lemmék alapjan tetszSleges 1épcsds Lie—csoport
esetén létezik olyan homogén norma, mely rendelkezik az (i) és (ii) tulajdonsagokkal.

A 4.1.34 Tétel bizonyitasa. Ujra n szerinti indukciét és az ugynevezett kompozicios
modszert hasznaljuk, és kovetjitk Bentkus, Bloznelis [6, Theorem 1] bizonyitaséanak otleteit.
Ha p3s > 1, akkor a 4.1.5 Lemma alapjan

1 s
(= 2)(B) < 5lu—vI(G) <c BT ey,

ha B € B(G), ezért (4.1.38) teljesil n = 1 esetén (C' > c¢ konstanst valasztva), és az
indukciot az n =1 szammal kezdjiik.

Ha (3, <1, akkor, mint a 4.1.17 Tétel bizonyitasaban,
4Q/(Q+3s -
61 val) — P)(B)] < (812 137 )
Z ﬁ] ” 63 + 533)

tetszbleges B € B(G) esetén, mivel (; <cj(B3 + f3s) ha 3<j<3s. Tehat (4.1.38)
teljesiil n =4 esetén (C' > 2¢” konstanst valasztva), és az indukciot az n = 4 szammal

kezdjiik.

Most feltessziik, hogy minden a € G, r >0 é k<n—1 esetén

(4.1.40) |0,z (1) (Bla,r)) = v(B(a,r))| < Crla, r)(Bs(p,v) + Bas (i, )k~ =2 Sy

Legyen a € G és r,e > 0. Jeloljon W,. egy olyan fiiggvényt G-n, melyre teljesiilnek
a (4.1.36) és (4.1.37) tulajdonsagok ha r > ¢, éslegyen W¥,. =0 ha r<e. Legyen
Uy =0, és Uy=1U,, .. Tekintsika ¢;(z) =¥;(a'x), z€G, i=1,2 figgvényeket.
Nyilvan

(4.1.41) 1B(a,r—€) <S01<13(a,7°) <S02<13(a,7’—|—5)‘
A 4.1.33 Lemma és a (4.1.35) feltétel alkalmazéséaval
|01/ a(1")(B(a,r)) = v(B(a,r))]

4.1.42
( ) / 2)(81/ymi” — v)(dx)| + (1 + |a])*

< max
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Mostantol kezdve ¢ és Wy helyett a ¢ és U jelolést fogjuk hasznalni, amennyiben ez
nem félrevezetd.

Megint a (4.1.20) dekompoziciot alkalmazzuk. ElGszor tegyiik fel, hogy & < min{1,r/2},
és becslést adunk az [ @(x) (v + V) (dr) mennyiségre, amikor 1<k < [n/2]. Nyilvan

[ e@n+ 7 = [[ [ oty art s at - v)(du)by anrdz).

Most hasznaljuk a Taylor—egyenlGtlenséget az

f(u) = / / oyu)dy A (dy)d e dz),  ueC

fliggvényre az e € G pontban. Legyen g, .(u) := ¢(yuz) = ¥(a 'yuz) ha y,u,z € G.
El6szor megmutatjuk, hogy f € C*(G), és

(4.1.43) X' f(u) :/ X1 gy (w)dy) " (dy) 8y mp” " (d2)

ha uw € G, és [ €ZL olyan, hogy d(I)<3. Mivel az (y,u,z) — (i(yuz) leképezés egy
olyan homogén polinom G x G x G—n, melynek homogén foka dj, igy

Grla™ yuz) = > crrC (@™ y)¢ (W) ¢ (2)

A(I)+d(J)+d(K)=dy

valamilyen c¥ ;. konstansokkal. Ezért

(4.1.44) 97 g, .(u) = Z Py (a™ 'y, u, )05 U(a yuz),
|K[<[J], d(K)=d(J])

ahol P;x olyan homogén polinom G x G x G—n, melynek homogén foka d(K) — d(J).
Tovabba

(4.1.45) XIQ%Z(“) = Z QIJ(U)any,Z(U>a

[JI< 1], d(J)=d(1)
ahol (Qr; olyan homogén polinom G-n, melynek homogén foka d(J) — d(I).

Tekintsiik most azt az esetet, amikor g,.(u) = @a(yuz) = Ua(a tyuz). A g,.(u) =
o1(yuz) = Vi(a tyuz) eset hasonloan kezelhets. A (4.1.36) feltétel szerint

Uy(a tyuz) =0
ha |a7'yuz| >r+e. Ha |a 'yuz| <r+¢, akkor
(4.1.46) 2| <c(luty tal + |a Tyuz|) < c(jul + e y| + 7+ €).

Ha K € Z% olyan, hogy |K|<|I|<d(l)<3, akkor d(K)<3s, ésa (4.1.37) feltétel
szerint

(4147) ’aK\IIQ(a_lyuz)| < CKg_‘K‘(T + 5)‘K‘_d(K)'
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A (4.1.44)—(4.1.47) Osszefiiggések és a 4.1.2 Tétel alapjan tetszéleges R > 0 esetén ha
ue G, |ul <R, akkor

[ Pty ) d2) < el ),
amibgl mar kénnyen levezethetd (4.1.43).

Jelolje P? az f figgvény e € G pontbeli homogén masodfokt jobboldali Taylor—
polinomjat. A momentumfeltételek miatt megint

[ PO @)yt = w)a) =

Ezért
/ @) (e + ) (dr) = Iy — I — I + Ly,
ahol
I = /| ) = N3yl — )
I = Z X, f(e /||>1g(u)51/ﬁ<u—u)(du)

> XX [ GGyt~ v)(du)

di=d;=1 |u[>1
= [ (0 = ROyl o))
u|<1
A p(yuz) — p(y2)| <1, y,u,z € G trividlis becsléssel |f(u) — f(e)| <1 ha u € G, igy

[Tol < 10y/ym(p = v)|[({u € G+ Ju| > 1}) < cfyn ™2
Most az
Xlgy,Z(e) = 619y7z(€)
mennyiséget becsiiljiik meg. Megint elég a g, .(u) = p2(yuz) = Va(a 'yuz) esettel foglal-
kozni. Nyilvan
5 Wy(atyz) =0
ha |a 'yz| <r vagy |a 'yz| >r+e, azaz, ha 2z ¢ B(y'a,r +¢)\ B(y 'a,r). Ezért
Byt ({z € G2 0gy-(e) # 0}) < byyym M (Bly a7 +2)\ Bly~ar).

Felhasznalva, hogy most ¢ < r/2, k < [n/2], és alkalmazva a (4.1.40) indukcios feltevést
n — k-ra, azt kapjuk, hogy

161/ ym ("™ = ") By a,r +€))]

= 101k (1 =" NO e (Bly e+ €))]

<Ck <5\/m(y_1a),(r+6 nin —k ) (Bs + Bss)( n—k)—l/Q

<cC(L+ lal + y)* ' (X + (L + lal + [yl /r)** "V (Bs + Bss)n~
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Hasonl6an ugyanilyen becslést kapunk a [0y, \/g(u”_k — "

A (4.1.35) feltétel alapjan

M)(B(y~ta,r))| mennyiségre is.

v (5 iy (Bly™ e+ 2)\ Bly™a.r)) ) <es(1+ fal + ly)*
Ezért rogzitett a,y € G esetén

Byt ({2 € G XTg,0(e) #0})
<c(l+a| + y)™ (e + CA+ (1 + |a| + |y])/r)* " (Bs + Bos)n™1?).

Ha z € B(y 'a,r+¢)\ B(yta,r), akkor |z|<c(|la”ty|+7r+¢e), ezért (4.1.44) és (4.1.47)
alapjan

X gy, ()] = [0 gy (e)]

< (1) Z (1 + ‘a—1y|d(K)—d(I) +(r+ €>d(K)—d(I)) Kl (1 4 g)IKI=a(R),
[KI< |, d(K)=d(T)

Nyilvan e I&l(r 4 g)lKI=d) L e=dD(p 4 g)dD=dE) " mivel |K|—d(I) <|K|—[I]<0. A
4.1.3 Kovetkezmény és a fenti becslések alapjan
X< [ [ 12081 o0 () on (d2)

<e(D)(1+[al)™ (£ + L+ (1+[al) /r)** (B + B )n /) e~

X Z (1+|a| + r + &)™~ (4 4 g)dD)—d(K)
| K| <], d(K)=d(1)

<e(De D1+ (1+]al)/r)C7 V(S + (1 + [al)*™),

hiszen |K|<|I| miatt d(K)<s|K|<s|I|<sd(I). Ha I € Z% olyan, hogy d(I)<3,
akkor

/| 1)) < /| 8 gl = )

(4.1.48)
< [ 116y ato = )l(de) < e

Osszegytijtve a fenti becsléseket, azt kapjuk, hogy I € Z2, d(I) <3 esetén

'Xff(a) /| 0= )

< c([)e_d(”(l +(1+ ]a|)/r)(s_1)d(1)(5n +e(1+4 |a|)s_1)63n_3/2.

Tehat ¢ < 1 miatt

L] < e (14 (14 fal) /r)*C70 (S0 + e(1 + [a])* ) Ban ™22
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ha 7=1,2. A lépcsds Taylor-egyenlStlenséghdl

[f(w) = P2 (w)| < cluf® sup {| X' f(2)] : (1) = 3, [a] < bJul}

ha w € G. Felhasznélva, hogy ¢ < min{l,7/2}, belathaté mint az el6bb, hogy ha
a,y,u € G és |u| <1, akkor

61/\/,;;/‘_’“ ({z € G: X"g,.(u) #0})
by H By +2)\ Bty )
<e(l+al + Jyl + [ul)*™ (e +C (14 (L+ lal + Jyl + [ul)/r)** 7 (85 + ﬁsgn*/z)
<c(U+lal +[yl)* ™ (e + CO+ (1 +lal + y]) /1) (85 + Bs)n™7%) -
Ezért (4.1.44)—(4.1.47) alapjan megmutathato, hogy
L] < ce (14 (1 +al)/r)* (S, + (1 + |a])*™) Bsn %2

Kovetkezésképpen
[ eton+ @) <l + 5]+ 11l + 15

See 3 (14 (14 Jal)/r)2E=1(S, + (1 + |a])* ") Bsn =/ + cBsn=>/?

ha ¢ <min{l,7/2} és 1<k <[n/2].

(4.1.49)

Most egy masik becslést adunk az [ o(2) (7, + k) (dz) mennyiségre ¢ < min{l,r/2}
és 1<k < [n/2] esetében. Elgszor megjegyezziik, hogy

/ 2)ye(da) // oo IAd0)y (1 — v)(du),

ahol t = (k — 1)/n és ﬁ fgo v2)0y ) m(pF — v k) (dz), v € G. Most a Taylor—
egyenlGtlenséget az f L(0)pi(vu YA (dv), u € G fiiggvényre hasznéljuk az e € G
pontban. Jeldlje P! 2) az f fliggvény e € G pontbeli homogén masodfokt jobboldali
Taylor—polinomjat. Megint

/@(@%(dx) =1Iy— 5L — I+ I,
ahol

I = / () — £(€))b) (s — v)(du)
= Y X@) [ Gyt~ v)(d)

L= Y XXf) [ GGyt - v)(du)
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Nyilvan |¢| <1 miatt |[(|<1 és |f| <1, ezért

11 <2 [ 1oyais = v)ld) < ctan™
Ju|>1
Legyen g,:(u) :=p(vu™') ha u,v € G és t>0. Ekkor

X7 f(u) = / ()X go (u)A(dv)

minden v € G, [ € Z‘i esetén.

ElGszor becslést adunk az

/ ((v)0" gy (€)M (dv).
mennyiségre. Most

(4.1.50) 9" guale) = > Pry(v)d”py(v),

[JI< ], d(J) = d(1)

ahol Pr; olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J) — d(I). Hasznalva az
|{| <1 becslést és a 4.1.3 Kovetkezményt,

‘/ gvt )/\(d’U)

|v|>1

<c¢g Z / |v] 4 =d) |07 pe(v)| Adv)
[v|>1

|J|<|T], d(J)=d(I)

< Cr.

Ha |v| <1, akkor alkalmazva a (4.1.40) indukcios feltevést n — k esetén és az ¢ <
min{1,7/2} egyenlStlenséget,

(4.1.51) 10(v)| < e(Sn +e(1 + |a])*™).

Ezért a 4.1.3 Kovetkezmény és (4.1.50) alapjan

<er(Sp +e(1 + |al)sHe D72,

/|<1€(U)8[gv,t(e))\(dv)

Kovetkezésképpen (4.1.48) segitségével I € Z4, d(I) <3 esetén

‘X’f(e) /| = )

< cfsn™? + cBs(k — 1)732(S, 4+ e(1 + |a])*7Y).

Tehat
L) < cfs(k — 1)732(S, + (1 + |a])*1) + cfsn /2
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ha ¢=1,2. A homogén Taylor—egyenltlenséghdl
(4.1.52) [f(u) = PP ()] < clul*sup {| X' f ()] : d(I) = 3, [ < b°|ul}

ha uw € G. Megint [/] <1 és a 4.1.3 Kovetkezmény alapjan azt kapjuk, hogy ha u € G,
lu| <1 ¢és €@, |z|<b|ul, valamint a ¢ >0 konstans elég nagy, akkor

/|> f(v)XIgv,t(:v))\(dv)

SO Z /|1)|>C (1 + [o]* =AY | 5% py(vz™) | A(dv)

IK|<|JI<|]
d(K)=d(J)=d(I)

<o ¥ /| (14 [w]09=9D) 9K py(w) | A(dw)
wx|>c

IK|<|JI<[]
d(K)=d(J)=d(I)

<cj,

mivel |x| <6 miatt |wz| < co|w|+|z]) < co(|w]+b%), igy |wz| > ¢ esetén |w| > ¢yt lwz|—
b > cyle— b3 > 1 teljesiil, ha ¢ elég nagy. Tovabba |v| <c esetén is érvényes a (4.1.51)
becslés, ezért a 4.1.3 Kovetkezmény alapjan u € G, |u| <1 és z € G, |z] <b%|u| esetén
kapjuk, hogy

/|< E(U)ngw(a:))\(dv)

Ser(Sate(+la)™) Y0 (L [2|FO7IO) R 4 (1 D =ID) D)

K<< 1]
d(K)>d(J)>d(I)

mint a 4.1.17 Tétel bizonyitasaban. Ezért (4.1.48) és (4.1.52) segitségével

B [ 1~ PO el — )] )

3(s—1)
< eBsn™? 4 ¢(Sy + (1 + |a)*™) Z Bapj(k — 1)~ G+/2,
=0

Osszegytijtve a becsléseket

(4.1.53) \ / (@) m(dr)| < oS +2(1+al) ™) (B + Boy)k — 1)72 + Byn 2

Ujra mint a 4.1.17 Tétel bizonyitasaban (felhasznalva, hogy [¢| < 1)

3s—3

(4.1.54) ‘/ o(x)ye(dr)| <c Z B n~ B2 L o(By + Bag)n
=0
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ha 1<k<n. Ugyanez a becslés érvényes az [ o(z)(v + J%)(dr) mennyiségre is, ha
n/2] < k< n.

Legyen most m € {1,2,...,[n/2]}, melyet késébb specifikilunk. Ha &k =1,2,...,m,
akkor a (4.1.49) becslést alkalmazzuk:

3 / (@) (95 + 70 (dx)

<e(Bs + Bao)n Y2 e (14 (1 + a)) /r)*C 0 (S, + e(1+ |a])* 1) (Bs + Basymn 2.

m
k=

Ha k=m+1,...,[n/2], akkor a (4.1.53) becslést alkalmazzuk:

[n/2]

3 / () (e + F) (de)

<e(Sn + (1 + |a))¥ ™) (Bs + B )m™ Y2 + (B3 + Bss)n 2

Ha k=[n/2]+1,...,n, akkor (4.1.54) alapjan:

n

D

k=[n/2]+1

< B3+ Bos)n V2

/ (@) (3 + 7) (do)

Legyen K > 0 egy elegendGen nagy konstans (melyet szintén késébb specifikdlunk), és
legyen

e:= K1+ (1+al)/r)*""(Bs + Bas)n™ V2.

Felhasznalva a (4.1.42) egyenlStlenséget és Osszegytjtve a megfelels becsléseket

101/ ym (") (B(a,r)) — v(B(a,7))]
c((K™ + CTY(E (85 + B3s) Pm+ K (s + fa)m™"?) + C7H(K + 1)) Sy,

A 4.1.17 Tételbdl kovetkezik, hogy (3 + (3; < O esetén
(4.1.55) 18, /(™) (Blay 1) — v(Bla,m)| < Colfhs + faon™2 < CC71S,

amennyiben n >4. Ha C) < (B3+ f35) < K~', akkor valaszthatjuk az m =1 értéket, és
ekkor

(4.1.56)
‘5l/ﬁ(p”)(3(a,r)) — V(B(CL,T‘))| <c ((K_1 +CYK20724+1) +C K + 1)) S

Ha (5 + (3, > K~ '[n/2]'/2, akkor valaszthatjuk az m = n értéket, és
(4.1.57) 161/ m (") (Bla, ) — v(B(a,r))| <c(K'+C (K +2)) S,
Ha K~'< B3+ (3, < K~ '[n/2]'/2, akkor létezik olyan m € {1,2,...,[n/2]}, melyre

m—1< KQ(ﬂS +ﬁ3s)2 gm?
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és igy
(4.1.58) 161/ m(1™)(B(a,r)) —v(B(a,r))| <c(BK™+C (K +4)) S,.

Ha e = K(1+(1+|a])/r)* Y (Bs+ Bss)n~ Y2 > /2, akkor az [ (z)(vk +7k)(dx) integralra
egy 1j becslés kell. Hasznaljuk a (4.1.42) egyenl6tlenséget € = 1 esetén:

/ pi(@) (01 ymi" — v)(dz)| + c(1+ o)

(megjegyezve, hogy most W, definiciojaban ¢ = 1). Hasznélva megint a Taylor-egyenlét-

81/ (Bla 7)) — v(Bla, )| < max

i=1,2

lenséget az

— // gp(yuz)cﬁ/\/ﬁyk_l(dy)él/ﬁu”_k(dz), u€e GG

fiiggvényre az e € G pontban,

‘/ ) (e + 5)(

ahol P?  az f fiiggvény e € G pontbeli homogén, masodrendd jobboldali Taylor—

)| < [ 1) = PAWI 16 yate - v) ),

polinomjat jeloli. Ebbdsl

[ @)+ B | <1+ (14 o) %D+
Ezért 1< 2r'e =2r'K(1+ (1+|a|)/r)* " (Bs + Bs)n /% miatt
(4.1.59) 161/ m(0")(Bla, ) — v(B(a,r))| <cCT(K +1)S,.

Ha ¢ = K(1+ (1+ |a])/r)* " (Bs + B3s)n~ /2 > 1, akkor
(4.1.60) |0y, m(1™)(B) —v(B)] 1< K1+ (1+a])/r) 1 (Bs + Bzs)n 2 < CT'KS,.

Igy (4.1.55)—(4.1.60) alapjan |6,, m(u")(B(a, 7)) — v(B(a,r))| < S, teljesiil, ha eldszdr
rogzitiink egy elegenden nagy K > 0 szamot, azutan pedig valasztunk egy megfelelGen
nagy C >0 konstanst. Ezzel a teljes indukci6 készen van. O

4.1.61 Kovetkezmény. A 4.1.34 Tétel dllitasa érvényes marad, ha (4.1.38)-ben a [3(u, v)+
Bss(p, v) mennyiséget helyettesitjik ms(p) + mas(p)—vel.

4.2 Berry—-Esseen—egyenl6tlenség sima fliggvények integ-
raljaira

Ebben a paragrafusban rogzitiink egy tetszéleges |- | homogén normat. A koévetkezs
lemma egy alapveté megfigyelést tartalmaz. A G = (R,+) csoport esetén trivialis modon
Oyf(x+y+2z2)=f(r+y+=z), ezért [0,f(x+y+2)|<|f| minden z,y,z € R esetén.
Viszont ennek az analdgja méar nem érvényes nem kommutativ Lie-csoportokban. Mégis
lehet adni az |Y f(zyz)| mennyiségekre (ahol Y € £(G) az y valtozora vonatkozo
differencidl-operator) olyan polinomialis becslést, mely z—ben egyenletes.
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4.2.1 Lemma. Legyen I € Z4, f € €ln(G), =,z € G. Tekintsik a g,.: G — R,
Gee(y) = flxyz), y € G figguényt. Ekkor

Sy = Y Play) XS flay2),

d(K) > d(1), [K|<]1}
ahol PL  olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(K) —d(I), és
I)?ng,z(yﬂ < c(G) (1 + |x|(8‘1)d(” + |y|(s—1)d(1)) |f|sd(1),hom-
Tovdbbd, ha J € 2%, [ € Clli aun(G), u,w € G, akkor a hyyw: G — R, hyuu(y) =
glgx,uvw(e), veG figguény esetén

1 X D (0)] < (@) (1 4 || E=DEDTAIDY | £y 4 ai) hom:

Bizonyitas. Bevezetve az F, : G — R, F,(y) := f(yz) fiiggvényt, és hasznélva az
y = xy jelolést,

Xgoo(y) = X'F(j) = > Pix(§)X ¥ F.(y)

d(K)Zd(1), [K|<|I]

= > Pric(zy) X" f(zyz2),
d(K)zd(I), |[K|< ||
ahol Prx olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(K) — d(I). Kombinélva ezt
a (2.4.9) bal-invarians valtozataval, megkapjuk az elss allitast. Nyilvan |K|<|I| esetén
d(K) < s|K| < s|I| < sd(I), ezért

X)) < oG >0 ™) fla) hom
d(K)zd(I), | K|< ||
< C<G) (1 + |xy|(871)d(1)) ’f|sd([),hom
< oG) (1 + ‘xy(kl)d(l) + ‘y|(871)d(1)) | fsa(r),hom-
Az utolso allitas hasonléan bizonyithato. O

Vezessik be a kovetkezd csonkitott momentumokat:

R el I}
ol v
Lotw) = @9 [ faffu(an)
|lz[<v/n
Megjegyezziik, hogy
(4.2.2) /|>1\:v!ﬁ51/\/au(dw) =n""Ag(p), /| llaﬁlﬁél/ﬁu(d%’) =n""Lg(),
Tz r|<

valamint ha myo(p) < oo és B<k+2, akkor

(4.2.3) Ap(p) <n™Pmia(p),  La(p) <n~P2Pmg ().
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- ZZI/gi(x)m(d:c + Z:z /Q(ﬂ?)u(dﬂf

4.2.4 Lemma. Legyen v az a Gauss—mérték G-n, melynek infinitézimdlis generdtora
(2.4.16). Legyen (3 >2. Ekkor létezik olyan C(G,[) > 0 konstans, hogy

ms(v) < C(G, B)mg(p)

teljesiil minden olyan centrdlt u € M (G) mértékre, melyre mao(pn) < oo és v = Gauss(j).
A C(G,B) konstans vdlaszthato igy, hogy a [ — C(G, ), [2,00)-bdl (0,00)-be képezd
fligguény folytonos legyen.

Tovabbé legyen

Bizonyitas. A Holder—egyenlGtlenséggel
2 B/2

d g
:/<Z|§i(aj)|1/di> p(dz) > / S 6@ | plde) > (a(w)?2.

d; <2

Tovabba

d g d

Alkalmazva a 2.4.15 Lemma rekurziv formulédjat, azt kapjuk, hogy ha I € Zi olyan, hogy
d(I) péaros, akkor
> |/

] [ ¢t <

Legyen i=1,...,d esetén k;:=[3/(2d;)]+ 1. Ekkor

B/ (2kid;) B/(2k;d;)
/|< (@) dr) < (/c %dx) (/g ) |

ahol [; azt a multiindexet jeloli, melynek i-edik koordinataja 2k;, a tobbi pedig 0, igy
d(I;) = 2k;d; péros, ezért

a(r)/2

<a(G,dl < oG, d(D)) (a(v)) "D,

d(J)=

/K |ﬁ/dzy (dr) < (E(G, 3) (a(y))kidz‘>ﬁ/(2kidi)

ahol a (#— C(G,[), [2,00)-bdl (0,00)-be képez§ fiiggvény folytonos. O

< (G, B) (aw)™?,

4.2.5 Lemma. Legyen v az a Gauss—mérték G-n, melynek infinitézimdlis generdtora
(2.4.16). Legyen ~>=[3>2. FEkkor létezik olyan C(G,(3,v) >0 konstans, hogy

As(v) + Ly () S C(G, B,7) (1 + (a(w)P72) (Ag() + Ly ()

teljesiil minden olyan centrdlt pu € M (G) mértékre, melyre mao(p) < oo és v = Gauss(u).
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Bizonyitas. Elészor megjegyezziik, hogy As(v) + L, (v) < 2m, (v)n=7/2 mivel

Ap(v) < n(2’7)/2/ z|v(dz) < m’y(y)n(foy)/z,
|z|>v/n
és Lo (v) <m,(v)n@=/2,

Abban az esetben, amikor Ag(u) = n?=/2ms(u)/2, azt kapjuk, hogy

—_

1 o gy (2—v)/ mgs(v) As(v) + L,y(v)
As(i) + Lo (1) = Ag(pe) = 502 2mg(p) > n® 22(;(@,@ > G B

\)

ahol C(G,v,3,7) = 4c(G, B)m,(v) /mg(v).
Ha Ap(p) <n@®A72mg(u)/2, akkor nyilvan teljesiil Lg(u) = n®=92mg(p), ezért

5 mp(p) _ mp(v)
/mm'x' ) > 5 > HEV o

A Hoélder—egyenlGtlenséggel

Bl
[ aPutan< ([ jeun)
|z|<v/n x| <v/n

.y mﬁ—(y) /8 Aﬂ(V) + L'y(y)
D) + Ly () > Ly () 2= (zc<G,ﬁ> " GG

ahol  Cy(G,v,B,7) = 2m,(v)(c(G, B)/ms(v))/?.  Mint a 4.2.4 Lemma bizonyitasaban
belathato, hogy

ezért

mp(v) = (a())"?, my(v) <O(G7)(a(v))?,
amivel kész a bizonyitas. O

Legyen p olyan centralt valoszintségi mérték G-n, melyre mo(p) < oco. Legyen
v:= Gauss(p) a p mértékhez rendelt Gauss-meérték. Jelolje

Bald) = [ £y =)o)
4.2.6 Tétel. Ha my(p) < oo és f € Cl™@), akkor
IAL(f)| <7141+ 7,
ahol

1= || fl[Ao(p +v),
ry i = C(G)] fl2s,hom(1 + m2(5—1)<y))A2(N +v),
r3 = C(G”.ﬂ&s,hom(l + 77125(571)(1/))[/3(1u + V)'
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4.2.7 Kovetkezmény. Ha my(p) < oo és f € CL™@), akkor

A () OO flshom(L + (a()*) (1 + mys—n) () (A2 () + L(n)).

Tovdabba
1AL ()] < C(G)|f |38 n0m(L + ma(s—1) (v))yma(p)n®=D/

ha 2<B<3. Ha mg(p) < oo, akkor A,(f) =o0(n® /) ha n — oo, amennyiben
2< <3, Az ma(p) < oo feltételbdl kovetkezik a centrdlis hatdreloszlas—tétel a . mértékre
(azaz a 3.1.1 Tétel).

k/2>

4.2.8 Megjegyzés. Hasznalhatjuk az

TTLk<V) < Ck(G) (Z / (Q(x)%(dx))kﬂ + Z

becslést is (lasd a 4.2.4 Lemma bizonyitasat).

[ st

A 4.2.6 Tétel bizonyitasa. Az egyszeriiség kedvéért a

—-1/2
)

T=n for n=1,2,...

jelolést fogjuk hasznalni, amikor ez nem okozhat félrértést.

Felhasznalva a

n

orp" —v = (0;p)" — (0;v)" = Z(CSTV)k_l * (Orpr — 071) % ((S‘rﬂ)n_k

k=1

dekompoziciot, kapjuk, hogy
(4.2.9) AnF) = S [ #ay=)0,051(de)3, (1 — v) (), ().
>l

Az integralasi tartomanyt két részre bontva A, (f) = I + I, ahol
N e )
k=1 vzl

=Y R L P e )

Nyilvan |L| < [|f|[Ao(p +v) = r1. Az I, becsléséhez a g,.(y) = f(zyz) fliggvény e
pontbeli baloldali lépcsés Taylor—kifejtését hasznéaljuk (rogzitett z,z € G esetén):

gx,z(y) = Z glgx,z(e)yl + R9» (y)v

d(1)<2
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ahol
[R5 ()] < eyl sup { |X g, (w)] = d(T) =3, Jul <0yl
Mivel d(I) <2 esetén
(4:2.10 [ vt = [ o' uta),
Igy

‘/lm“f(u - v)(dw‘ -

/ s v)(dw]

< / [y|?0- (1 + v)(dy) = n™ Ao (pe + v),
ly|>1
és a 4.2.1 Lemma alapjan

|‘§ng,2<6)| < C(G) (1 + |x|d(1)(s_1)) |f|8d(I),h0m < C(G) (1 + |$|2(S_1)) |f|2s,hom7

ezért

(4.2.11)

/| S g, (€)y" 0 (11 — V)(dy)‘ <G| flaspom (14 [2[77Y) Mg + v).
y|<1

Ujra a 4.2.1 Lemma alapjan

(RO ()] < elyl* (14 [2PC7Y + [P0 [ flashom

gy
\ R —u)(dw\ (@) Flasmom (1 + D) Ly(u + 1)
lyl<1

Osszegytijtve a becsléseket, kapjuk, hogy |l < 7o + rs. O

4.3 Rovid Edgeworth—sorfejtés

Legyen megint p olyan centralt valoszintiségi mérték G-n, melyre ma(pu) < oo, legyen
v := Gauss(u) a p mértékhez rendelt Gauss—mérték, és legyen (14);>0 az a Gauss—
félcsoport, melyre vy = v.

4.3.1 Tétel. Ha my(p) < oo és f € CLl™@), akkor

(4.3.2) /f )6y i (dz) /f v(dz) + apn Y2 + R,

ahol o, = an(G, fop) és R, = R,(G, f,u) csak G, f, n és n figguénye. Tovdbbd

_ d%;g 0/1// S g . () vy (da)y_y(dz)dt /y Kﬁyf(u —v)(dy),
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ahol g,.: G =R, g..(y) = f(zyz), y€ G, és |R,|< Zl L\ Ti, ahol

= | fl[Ao(p +v),

rg = C( )N fl2s hom(L 4+ mas—1) () Aa(p + v),

r3 - (G)‘f‘?)s,hom(l"i‘m?ms 1) (W) Ao+ v) La(p + v),
Ty = C(G)|f|4s,hom(1 + my(e—1) (V) La(pt + v),

r5 := C(G)|flss,nom(1 + mis(s—1)(v)) Aa(p + v) Ls(p + v),
16 1= C(G)|fl6s hom(1 + Me(s—1) (V) (La(p + V))Qa

rr := C(G)| flsshom(1 4 mis(s—1)(¥)) La(p + v)n ™"

4.3.3 Kovetkezmény. Az «, egyiitthatok (4.3.2)-ben becsiilhetdk a kovetkezd maodon:

|an| < C(G)| f35,h0m(1 + ma(s—1)(v)) La(p + V)n1/2
€s
|, — af < C(G)[f35,n0m(1 + mia(s—1) (V) As(p + V)n1/2=
ahol o= a(G, f,un) csak G, f és u figgvénye:

o= d§3 0/1/ g, ()vn(da)mn_i(d=)dt / ol (1 — 1) (dy).

Ha mpg(p) < oo walamely 3<3<4 esetén, akkor

(4.3.4) /f )0y mp"(dx) /f v(dz) +an~? + R,,

ahol Enzﬁn(G, fip) csak G, f, u és n figgvénye. Tovdbbd

| Rl < C(Q)| floshom(L + o1y () () + 02 (mg (1)) + 0 2my (1)) n®= 072,

Ha mg(p) < oo valamely 3< B < 4 esetén, akkor A,(f) —an™? = o (n>=9/2) ha

4.3.5 Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy
§IQ$,Z(€) = Slgw,z(e)

1 Al
17 ——f (x(expth'l)...(eXpth \E )
u [j1]+---+z[j|z|]=1 dty ...t ’ I

tehat az «, és «a tagok a (4.3.2), illetve (4.3.4) Edgeworth—kifejtésben fiiggetlenek a G
csoporton vélasztott konkrét kalkulustol. Alkalmazva a 4.2.1 Lemmaét, és kifejezve az X7

differencial-operatorokat 97 segitségével, a fenti kifejezés frhat6 a kivetkezd alakban is:

§gecle)= S Pha,2)d’ f(2),

d(J)zd(1), |[J|< ]

ahol P! olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J) — d(I).
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4.3.6 Megjegyzés. Fogalmazzuk meg az eredményt a valdszintiségi valtozok nyelvén is.
Legyenek &,&1,&,... fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok a G csoportban
kozos o eloszlassal. Jelolje (1m;);>0 azt a Wiener—folyamatot G—ben, melynek infinitézimélis
generatora (2.4.16), ahol a; := E(;(€), b;; := Cov((§),;(€)). Arra az esetre szoritkozunk,
amikor E[¢|* < co. Ekkor tetszoleges f € CLo™(G) esetén

Ef(61)ym(&r- &) =Ef(m) +an 2 + R,

ahol
o= Z > EP(w,mg'm)d’ f(m)EE,

V=3 d(J)=3,]J|<|1|
U egyenletes eloszlasu valoszmusegl valtozo a [0, 1] intervallumon, mely fiiggetlen az (7;);>0
Wiener—folyamattol, és

|Ral < C(G)|flosom(L + al(m)*C™) (EIE[* + (BIEP) +nEEP) n!

A 4.3.1 Tétel bizonyitasa. Megint a (4.2.9) dekompoziciot és az integralasi tartomany két
részre bontasabol adodo A, (f) = I + I felbontast hasznaljuk. Nyilvan |[I;] < || f]|Ao(p +
v)=r.

Most az I, becsléséhez a g, .(y) = f(ryz) figgvény e pontbeli baloldali lépcsds
Taylor—kifejtését a homogén harmadfokt tagig hasznéljuk:

Goe (W) = > S'go.(e)y’ + R (y),

A(1)<3

ahol
B9~ ()| < elylsup { 1K gu ()] = d(1) = 4, ul <]yl }
Ha d(I) <2, akkor megint fennall (4.2.11). A 4.2.1 Lemmaéval

B = )| <07 G o (1 121%) L),

Ezért I, = A+ r, ahol

A= Z Z // 519, - ()8,F 7 (d) 6, (d2) /|y<1 y o (u — v)(dy),

k=1 d(I)=3
és
7| <ro+ 1y
Most a -
SR =50k 4 Z S,/ % 6 (1 — ) x S
I=1
felbontasbol
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ahol

SRPIpS // 59, - ()94 ). (d2),
4, = Z % //// Goan(€)0,04 1 (d),0 (du) 8, (11 — v)(do)S " (duw).

ElGszor az A2 mennyiséget elemezziik. Az integralédsi tartoméanyt két részre bontva Ay =
Ayy + Aso, ahol Ay; a {v € G:|v|>1} halmazon, Ass pediga {ve G: v <1}
halmazon vett integralokat tartalmazza. A 4.2.1 Lemma segitségével

|A2,1| < nC(G)|f|33,hom (1 + m3(371)(V)) AQ([L + I/).

Az Ay becsléséhez most a hy (V) = SI 9z uow(€) fiiggvény e pontbeli baloldali lépcsds
Taylor—kifejtését a homogén masodfoku tagig hasznaljuk (rogzitett x,u,w € G esetén):

how(@®) = Y 87 hguw(e)v” + R (v),

d(N)<2
ahol
| Rlt=e (0)] < o] sup {|XJhm,u,w(z>| Ld(T) =3, |2] < b3|v|} .
Ha d(J) <2, akkor a 4.2.1 Lemmabdl

J)
‘/ §Jhx,ww(e)vj57(ﬂ - V) (d'l)) < n_lc(G)‘flf)s,hom (1 + ‘x|5(s_1)) A2<M + V)
lv]<1

(lasd (4.2.11) bizonyitasat). Ujra a 4.2.1 Lemma segitségével

\ [ e = e

Figyelembe véve a

<n ' e(G)|fl6spom (1 + \x|6(5’1)) Ls(p+v).

/|y<lyl(5ﬂ-(H—V)(dy)‘ <n'Ly(u+v)

becslést, kapjuk, hogy

Ag/ yI5 (,u—u)(dy)‘ rs + 15+ 7.
ly|<1

Most elemezziik az A; mennyiséget. A (14);>0 konvolicios félesoport stabilitasat
felhasznalva

nil Z// S’/Ig:r,z(e)érykil(dl’)(STVnik(dz)
k=1
=n Z // SUga:,z(‘9>V(k—1)/n(diU)V(n_k)/n(d,z)
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ahol
Fitu) = [[ S'guemldomdz).

Nyilvan

7 (1,28 — (b, )| < sup [, (52, ki)

n n n n n n
T7€[0,1]

Alkalmazva az Euler-Maclaurin szummacios formulat a G(t) = F(t,1 —t) fiiggvényre, azt
kapjuk, hogy

1
n~lF (B ekt —/ F(t,1—1) dt‘ < entsup |G(b))
0

" tel0,1]
< cen'max sup |9;F(t,1 1))
=12 4¢[0,1]

Nyilvan
Do (£, u) = / N.§g, .(e)n(da)va(d=),

ahol N, a (), > konvoluciés félesoport N infinitézimalis generatora, a z valtozo
szerint alkalmazva (mint differencial-operatort). A 4.2.1 Lemmaval

Slgezle) = Y Pi(a)X7f(xz),

d(J) 23, |J|<|]|

ahol P! olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J) — 3. Kovetkezésképpen
(2.4.11) alapjan

Nzglgx,z<e) = Z Qﬁ((x)XKf(xZ%

d(K) 25, [K|<|T]+2

ahol Q% olyan homogén polinom, melynek homogén foka d(J)—5. Nyilvan |K|< |I|+2
miatt d(K) < s|K|<s(|I]+2)<5s, ezért

‘Nz‘g]gx,z(e)‘ g C<G) Z |xy|d(K)_5|f|d(K),hom

d(K)>5, [K|<|T+2
< ¢G)(1+ |5U|5(s_1)) | f155,hom-

Tehat

S}lp} 0o F(t,1 —1)] <e(G)(1+ m5(sfl)(y))|f|55,hom'
tef0,1

Hasonl6an,

sup |01 F(t,1 —t)| < c(G)(1 + ms—1) (V)] f55,h0m-

te(0,1]
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Tovabba

ouF (552, 251=0) | < (@)

n

(1 + |x|5(s—1)) V(k—l)/n(dI)V(n—k—i-l—T)/n(dz)|f|5s,hom

=

1+ |I|5(8_1)) V(k*l)/n(dx)|f|5s,hom

(
(1 + ‘xP(Sil)) 5my(dx>|f’58,hom

5(571)
( = ) o(de)| flssnom
+

m5 (s— 1)( ))|f‘5shom

Il
\\\

VAN
—

G)(

Osszegezve, azt kapjuk, hogy

n_lzi: / / ST o . (€)8,5 7 (dz) 6,0 *(dz) = /1// ST g, (€)vy(da)y_(dz) + R,

‘R| < C(G)(l + m5(s—1)(y>>|f|5s,homn71

Osszegytijtve a megfeleld becsléseket:

ahol

Al/ y'6-(n—v)(dy) = ann™? + 1,
lyl<1

ahol |r| <r;. Ezzel kész a bizonyitas. O

Most megfogalmazzuk az eredményeket a legegyszertibb nem kommutativ lépcss Lie—
csoport, a H Heisenberg—csoport esetében, a valoszintiségi valtozok nyelvén. A 5.1.6 Tétel
szerint az a bal-invarians Brown—mozgés, melynek infinitézimélis generatora

2
~ 1 -~
CL3X3 + 5 Z b”X@X]
ij=1
alakd, ahol a3 € R és B = (b;j)1<ij<2 € My, reprezentalhato a kovetkezSképpen:

(Zi(t), Za(t), L(1)), =0,

ahol (Zy(t), Zo(t))i>0 Brown-mozgas R2-ben, melynek varhatoértéke 0 és kovariancia—
matrixa B, és
1 t
L(t) = Clgt + 5 / (Zl(S) dZQ(S) — ZQ(S) le(S))
0

a Lévy—féle sztochasztikus teriilet—fiiggvény (1asd, példaul, Feinsilver, Schott [31] és Roynette
[84]).
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Legyen (&,1,0), (&1,m1,¢1) (€2,m2,C), ... € R? fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi
vektorvaltozokbol allo sorozat. Tegyiik fel, hogy E& = En = 0, E( = a3, E& = by,
ET/2 = bgg, Eg’f} = b12. Tekintsiik a

1 < I & 1 1
T, = %;&,WE%E;CML% Z (&mj — &mi)

1<i<j<n
statisztikat. Ekkor tetszéleges f € CLO™(H) esetén
ES(T,) — Ef(Z(1), Zo(1), LL)| < ¢+ Claz, B Flonom(EIE® + Elnf® + EICP2)n"72
ahol Cl(as, B) := 1+ |as|¥2+ 2> +b3*. Ha E|¢|* < 00, Eln|* < 0o és E|¢|> < oo, akkor
tetszéleges f € CIs™(H) esetén
Ef(T.) = Ef(Z1(1), Z2(1), L(1)) + an™ '/ + R,
ahol a maradéktagra fennall |R,|<c- (r1 + 1),

r1 := Cl(az, B)|flizhom (EIE[* + Elnl* + E[C]* + (EIE[)? + (Eln)? + (E[¢]¥?)?) n?,
ry := Clas, B)| flizpom (EIE]* +Elnf* + E[¢[*?) =2,

ahol Clasg, B) := 1+ |ag|* + b3, + b3,. Az o egyiitthato pedig

3

o - %Z(2)Epffag-kf(zl(1>,Zz<1>,L<1)>E§’“n3"“
k=0

1

+3ED1D3f(Z1(1), Z5(1), L(1)) E&C

%EDQDgf(Zl(U, Z5(1), L(1)) Enc,

ahol Dy, Dy és D3 a kovetkezs véletlen differencial-operédtorok:

n Zy(1) — 2Z5(U)

D1 = 81 5 83,

24 — Z1(1
D2 = 82 + 1(U)2 1( )837
D3 = 0s,

és ahol U olyan egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozo a [0,1] intervallumon, mely
fliggetlen az Gsszes tobbi valdszintiségi valtozotol.

4.4 Teljes Edgeworth—sorfejtés

Ebben a paragrafusban a kovetkezd specidlis jelolést fogjuk hasznalni. Egy f : G¥ — R
fiiggvény, x = (xq),..., X)) € G¥, Y € £(G), és i €{1,...,k} esetén az

Yo f (%)
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jelolés azt jelenti, hogy az Y differencidl-operdtor az x(;) valtozoban hat. Megjegyezziik,
hogy tetszéleges Y, Z € £(G) eseténaz Y és Z; differencial-operatorok felcserélhetdek,

ha i # j.
Egy P :G* — R fiiggvényt polinomnak neveziink, ha P(expYy,...,expYy), Yi,...,Y) €
£(G) polinom £(G)-—n. Ez egyértelmten irhato

P(x@y, - X@) = Y an ¢ (X)) CFxw), X, Xw €G

alakban, ahol csak véges sok ay . ; egyiitthato kiilonbozik 0-t6l. A homogén foka
max{d(]l) + -+ d(]k) .

is, akkor egyértelmtien irhato

..... ., # 0}. Ha egyuttal egy m foka homogén fiiggvény

P(X(l),...,X(k)) = Z ar,..., ]kch(X(l))...CI’“(X(k)), X1+ -0 X(k) eG
d(I1)+-+d(Ix)=m

alakban, és létezik olyan ¢(G, P) > 0 konstans, hogy

|P(X(1), X)) < (G, P)(L+ [xp|™ + -+ [xw ™), Xy, Xw) € G

A kovetkezd allitas a 4.2.1 Lemma &ltalanositasa. Egy f : G — R fiiggvény esetén
definidljuk az f) : G* — R,

foy(Xay, - Xw) = f(l_L1 G))

fliggvényt.

4.4.1 Lemma. Legyen I),...,Iy € Z¢, f:€ CM™G), ahol m = d(I)) + -+ d(I}).
Ekkor

X3y X forn (X, -+ X@rsn)
2k+1
N 2 Py (%), X)X X f (HX )
d(J;)=d(1;),|Js|<| ], i€{1,... .k}

ahol P! T ’Z olyan homogén polinom, melynek homogén foka 3% (d(J;) — d(I})), és

(s—1)m

X0y X Fern (X, - Xern)| < (i) | flsm,hom

2k
< C(G) (1 + Z |X(i)|(8_1)m) |f|sm,hom-
=1

Sziikségiink lesz az Euler-Maclaurin—féle 6sszegzési formulanak egy olyan tobbdimenzios
altalanositasara, mely egy bizonyos szimplexen érvényes. ElGszor felidézziik az egydimenzios
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esetet. Legyen F :[0,1] — R egy olyan fiiggvény, mely r—szer folytonosan differencialhato,
>1. Ekkora >, ' F ( ) Osszegre a kovetkez6 zart formula adhato:

% S r (%) - /01 Pty + Y %(ﬂ“)u) _ FeD(0))

D™ / 1 B, (nt)F(t) dt,

rln™  Jo

ahol By, £=0,1,... a Bernoullifszémok, melyeknek a generator—fiiggvénye

T e

és Eg, ¢=0,1,... olyan 1 periédusu fiiggvények R-en, melyek egybeesnek a Bernoulli-
polinomokkal a [0,1) intervallumon:

o é ut
E(t)ue __ue ’
4 et — 1

te0,1).
£=0

A 4.4 kifejezés az Euler—-Maclaurin—féle 6sszegzési formulédnak egy verzidja, amibdl konnyen
levezethets a kovetkezd aszimptotikus kifejtés:

n—1 . -1
1
- E § (f) (r)
niOF( ) E'nf/F (Hydt+ R,

ahol

RO < <) up (PO,
n" g0,

Bhattacharya, Ranga Rao [11] altalanos szummaécios formulat bizonyitottak tébbvaltozos
f:RF - R fiiggvényekre:

> f(v+hm):/dAT+R(’),
A

v+hmeA
mezk

ahol h >0, A€ B(RF), A, egy komplikilt elSjeles mérték (mely az F fiiggvény parcialis
derivéltjaitol fiigg), és az R maradéktag a kovetkezé modon becsiilhets:

IRV <k, q) Y W0 flloog,

r<|I|<kr
ahol ¢ > k/2 tetszlegesen vélaszthato szam, és a || - ||, norma definicioja
9llocq = sup { (L + [[E]*)*2[g(t)] : t € R}
Az a célunk, hogy aszimptotikus kifejtést nyerjiink az
1 11 Ik
o > F(gg)

i1+ +ig=n—k+1
T genes 1, ELy
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osszegre. Ebben a specialis esetben a [ 4 AN, tagnak egyszeriibb a struktiréja, mely leirhato
tobbindexes Bernoulli-tipust szamokkal. Legyenek T; és Tj, j € N a kovetkez6 szimplexek
R’-ben:

Tj = {(tl,...,tj)It1+...—|-tj:]_,tl,...,tj>0},
CZ} = {(tl"t.])tl—i_”'—i_tjgl,tl,’tj>o}

Hasznalni fogjuk a 0; := (0,...,0) € R/ jelolést.

4.4.2 Tétel. Legyen F fk — R, k> olyan figguény, melynek O0’'F, J € Zk
|J| < (k= 1)r parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak valamely r>1 esetén. Ekkor

1 i1 ik
— ) Fol B
n n n
i1+ Fig=n—k+1
11,00 €Ly

(4.4.3) k B } o

§=2 |J|<r—1—k+j
Jezk

ahol k>2 és 2<j<k esetén a {bf]k’j) : J € ZE}  szdmok generdtorfiigguénye

A pd) & (ty — ) - (tio1 — &)
(4.4.4) GO0 = 3 St = O Y sy
Jezk = 1<q<k
qFi
és 2
R < BT suploF (D),

nroJ<(k-1)r

Jezk | €Tk

Bizonyitas. Hasznalva elGszor az

r—1 . .
i zk hh+tk—1 1 o
F = —_— =
( ) ZZ n ( n n’ ’n)
_1/),. 1 . k_]__ . .
—|-—< ) /(1—7’)7"_18{}7 <—Zl+ 772_27"'72_;9) dr
0 n

(r—1!nr n n

Taylor—kifejtést, majd koordinatanként alkalmazva az egyvaltozos Euler-Maclaurin—féle 6sszeg-
zési formulét, és figyelembe véve

(4.4.5) H(z,y,0)dzdy = [ H(x,0,y)dxdy +/ (Oy — 03)H (2,y, 2)dr dy dz

T2 T2 T3

tipusi azonossagokat, belathatjuk, hogy valamilyen egyértelmien meghatarozott bf]k’j ) s74-
mokkal létezik olyan alaka aszimptotikus kifejtés, mint amilyet a tétel allit. Abbol a célbdl,
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hogy meghatarozzuk ezeknek a polinomoknak a generatorfiiggvényét, behelyettesitjiik a for-

mulaba az
F(ty,. .. ty) = eMirt it
fiiggvényeket, ahol Ai,...,\; € R péaronként kiilonb6z6 szamok. Ezekre a specialis fiigg-
vényekre
) , )
1 z Z 1 L
S R(E ) o
nk—1 n n nk 1 I1 e,\q/n — Ny
i1+ Fipg=n—k+1 2 ps
7,17 7ZkEZ+ q;él
és |
J - i M N
07 F(t,05—;) dt = (—=1)7 |
/Tj J — [T Ay—XN)
1<q<j
qF#i

amibdl kovetkezik

by <> (!
’.7 -
J'nlJl+’fﬂ/aFtO’” K AZ H >\—/\)

k 1=2
JGZ 1<q<]

Ezeket osszevetve, t = n~'\ helyettesitéssel, majd az e —e™i, ¢ = 2,... ,k kife-
jezések egyiitthatoit dsszehasonlitva a kovetkezd linearis egyenletrendszert kapjuk a G#)
generatorfiiggvényekre:

Zk: (—1)FIGED(1) 1 . *

= —, J=2,...
I @t I (@)
1<q<y 1<q<sk
q#i qFi

Ennek az egyenletrendszernek egyetlen megoldéasa létezik: ami a tétel allitdsaban szerepel.
O

Megjegyezziik, hogy példaul
t1 —t
(272) o 1 2

G (tlatZ) - et _ et2

és
(t1 —t3)(t2 — t3)
(e = ) (el — )’
t1 —to 1 —t3

(e = eB)(eh = ) (el — eb){e — eb)

G(S,S) (t17 t27 t3) =

G(3’2) (t17 t27 t3) - -

Legyen 1 egy olyan centralt valoszintségi mérték G-n, melyre mo(pn) < oo.  Le-
gven (14)i>0 a p—hoz tartozd6 Gauss—félesoport, vagyis az a Gauss—félcsoport, melynek
infinitézimalis generatora

azX—I—— bZXX
J

d —dj=1
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/ Gl by = [ Gl 0) )

Ekkor v = v; = Gauss(u) és érvényes a 6, mu" — v centralis hatareloszlas-tétel. Erre

ahol

fogjuk most megadni a telJes Edgeworth—sorfejtést.

Az egyszeriiség kedvéért a kovetkezd jelolést fogjuk bevezetni. Ha 7, € N, ¢ <i+ 1,
X(1), -1 X €G, t1,..., 20 é f:G — R, akkor

f(2i+1) (X(q)) = f(2i+1) (X(l)a €, X(2),€, .-, 66X, € -, 6)7

v(dx) dt = vy, (dx(1)) ... vy, (dX(q)) dty .. . dl,.

4.4.6 Tétel. Ha my o(u) <oo és f € CUW™{), akkor

(4.4.7) /f )01/ i (dx) /f v(dx) —|—Za n J/2+O( k/Z)’

7j=1

ahol a; = (G, f, ) csak G, f és p figgvénye. Tovdbba

*
-y / DL Farn () dtH ml (1)),
T

ahol a Z* szummdzds kiterjed minden q € {2,...,j+ 1}, € € {2,...,q} szimra és
J ez, IL,....I,1 € Z% multiindezekre, melyekre teljesil d(I;) + -+ d(I,-1) =
Jg=2lJ|+20—2 és d(I1),...,d(I,—1) >3, ¢és ahol a D;}E’;:j’l"_l differencidloperdtorok
definicidja

b(q ¢)

ploolat 20 i iz

NeL
0.6 7 NN - N

(2¢-1)

SI1 S(q '

2q—2)’

ahol bf,q’e) a 4.4.2 Tételben szerepld Bernoulli—tipusi szdmok.

Bizonyitas. A bizonyitasban ujra hasznaljuk a

r=n"12 for n=1,2,...

jelolést, amennyiben nem okozhat félreértést.

A bizonyités stratégiaja koveti Bentkus, Gotze, Paulauskas, Rackauskas [7] altal Banach—
tér esetében alkalmazott Otleteket. A kovetkezd azonossag igen hasznosnak bizonyul két
konvoltcié 0sszehasonlitasara:

(4.4.8) al*"'*an:51*"'*ﬂn+251*"'*ﬁk—l*(ak_ﬂk)*ak—&-l*"'*anv

k=1

ahol aq,...,ap, 01,..., 0, tetsz6leges mértékek. Elgszor hasznaljuk a (4.4.8) dekompoziciot
az apx-- ko, = (0, p)" és Prx---x G, = (6;v)" = v konvolucidkra. Ezutan alkalmazzunk
Taylor—kifejtést az oy — Br mértékhez tartozod valtozo szerint. A kifejtés rendje attol fiigg,
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hogy milyen rendf maradéktagot akarunk kapni. Az ay— 3, faktor bizonyos m!(a)—m!(3)
momentumokat eredményez. A tobbi faktor kezelésére megint a (4.4.8) azonossagot hasznal-
juk az agiq -+ -, konvolicidé dekompozicidjahoz, majd a Taylor—kifejtést alkalmazzuk az
uj ay— B, differencidkhoz tartozo valtozoban, és igy tovabb. Az 0j Taylor—kifejtés rendje ki-
sebb, mint az el6z6 1épésben volt, tehat véges soklépés utdn méar csak olyan tagok maradnak,
melyek egyrészt bizonyos momentumok m!(a) —m!(3) alaka differencidit, masrészt a [3;
mértékek bizonyos konvolicioit tartalmazzak; az utébbiak pedig kezelhetSk a 4.4.2 Tételben
adott tobbdimenzios Euler-Maclaurin—formuléval. Ahhoz, hogy az Edgeworth—kifejtést az
allitasban szereplé optimélis momentum—feltételek mellett kapjuk meg, a fent leirt eljarast
kombinalni kell csonkitassal is.

El6szor megszabadulunk a O (n*k/ 2) rendd tagoktol, azutan elemezziik azokat a tagokat,

melyek a Z?Zl a;n~I/? kifejtést eredményezik. A (4.4.8) azonossag alapjan

0" =v+ Z 60 (e — )"k
k=1

Az integralési tartomény felbontaséaval

/f Orpt" —/f v(de) + I + I,

L = Z / / / | f (XY X)) (dx1))d- (1 — v) (dy 1)) 01" (dx ),
Yl

ahol

Y@) <1

Az {ya) € G : |y)| = 1} halmazon a trivialis || f|| becslést alkalmazzuk, és (4.2.3) valamint
a 4.2.4 Lemma alapjan azt kapjuk, hogy

L] < A1 Aol + ) < Ll mesa(un ™2 = O (n+72).

Az {yaq) € G : |yw| < 1} halmazon alkalmazzuk a k& + 1-edrendd baloldali lépcsds
Taylor—kifejtést az y(;) véltozo szerint:

= i
FEoynxe) = foxo.yo.x@) = > Shle e, exe@)¢ (yu)+ R (X0, Y0, X@),

d(I1)<k+1

ahol

i ~
|R (%), Y1) X(2))| < e(G) |y sup {|le<3>(x(1)7 z(1),X)| 1 d(I) = k +2, |z)] < bk”b’(lﬂ} :

A 4.4.1 Lemma alapjan

IRI) (x1), vy, X@)| < @y 2 (1+ [y m] # 2 D) |l k2)s hom,
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ezért (4.2.2) alkalmazasaval

/ R (X1, Y1) X2)0 (1 — 1) (dy()
|Y<1 <1

( )| (e+2)s,hom (1 + x| k+2)(5_1)) Lyo(p+v).
Felhasznéalva a (4.2.3) becslést, azt kapjuk, hogy a Rk L maradéktag nagysagrendje

(G| flk+2)s(1 + M2y s—1) (V) L2 (pp +v) = O (n*k/2) '

Azokra a tagokra, melyeknél d([;) <2, nyilvan [ ¢M(ya)v(dyay) = [ (ya)(dyqa)),
hiszen a p és v mértékek homogén momentumai masodrendig bezarolag egybeesnek. Ezért

‘/ ¢ (y))o-(1 — v)(dy))| =
lyyl<t

/| )= )| <Al v)
Y(@)

A 4.4.1 Lemma alapjan
(449) ‘§(121)f(3) (X(l), €7X(2)>‘ < C(G) (1 + ‘x1‘2(s—l)) |f‘23,hom'

Osszegytijtve a becsléseket azt kapjuk, hogy azoknak a tagoknak a nagysagrendje, melyeknél
d([1> < 2:

C(G)|f|257hom(1 + mQ(s_l))Ag(u + l/) =0 (n_k/2) .
Tekintsiik az integralokat 3 <d([;) <k + 1 esetén. Megint alkalmazzuk a (4.4.8) azo-

nossagot, de most a &,u"* konvolicidhatvinyra. Ekkor a kévetkezd mérték szerint kell
integralnunk:

B

n n—

Z 60 (e — )R 4 S0 (e — )6 0 (e — )R

k=1 1

~
Il

Tegyiik félre az els6 szummaéat (mert ez alacsonyabb rendii tagokat fog eredményezni), és fog-
lalkozzunk a méasodik szummaéval. Most az integréaléasi tartomanyt az 4j 6,(p—v) faktorhoz
tartozd y) valtozo értéke szerint bontjuk fel. Az {(ya),y@2) € G* : lyw| < 1, [y | =1}
halmazon az integrandust a szuprémum-normajaval becsiiljiik, és konnyen lathato, hogy
(4.4.9) tipust becsléseket alkalmazva ezeknek a tagoknak a nagysagrendje

C(G7 I/)‘f‘d(h)s,homAO(ﬂ + V)Ld(h)(,u + y) =0 (nfk/Q) )

Az {(ya).y@) € G*: lym| <1, |yl <1} halmazon alkalmazzuk a k+ 3 —d(I;) rendd
baloldali 1épcsds Taylor-kifejtést az y(2) valtozo szerint:

Sty fe (X, 6. X@YeXe) = Shfe (X, 6,X@), Ye), X@)
= D SSE e xa e xe; e x@) (v (ve) + R,

d([2)< k+3,d([1)
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ahol
R < c(G)y e[ sup {IX 1Sy fe) (xq), €. X2, 22), X<3>)|} :

ahol a szuprémum kiterjed az dsszes olyan I € Z? multiindexre, melyre d(I) = k+4—d(I;)
¢s minden olyan z@ € G pontra, melyre |z <4 74|y | Megint alkalmazva a
4.4.1 Lemmat, belathatjuk, hogy az R maradéktag nagysagrendje

(G V)| fliksa—der)yshomLacry) (1t + V) Lira—ary (1 + v) = O (n7%?) .

Nyilvan azok a tagok, melyeknél d(Iy) <2, ugyanugy kezelhetSk, mint az el6bb. Az

/ €)= ) dy) | <l )
Y)l<

1S53 fo) (1), € %2), €, %) | < (@) (1 + [z ") | Floan) nom
becslések alapjan ezeknek a tagoknak a nagysagrendje

c(G, V)| flk+3)snom N2 (pt + V) Lacry(p +v) = O (n*k/Z) .

Most azokkal a tagokkal foglalkozunk, melyekre 3 < d([;) < k+1 és 3 <d(ly) < k+3—d(1),
azaz amikor d(Iy) +d(l2) <k +3 ¢és d(l),d(I2) >3. Nyilvan az eljaras folytathato a

8-p" k=t mertéknek a

n—k—£
57_]/71—]4—2 + Z 57_]/2'—16T (/JJ . V)(sTMn—k—Z—i

=1

alakban torténd kifejtésével. Félretessziik az elsd szummaét, és felbontjuk az integralas tar-
toményat az uj 6.(pu —v) faktorhoz tartozd y) valtozo értéke szerint, és igy tovabb.
Nyilvan ezt az eljarast addig kell folytatnunk, mig a

ST = v) e 0, = V) G — )0,

i1+:--+’ik.:n7k‘+1

felbontasig jutunk, amelynél az integrandus

=~ I
Sty -+ Sty fer—1(x), €, %), € e xa)CM (yay) - (Vo)

ahol d(I))+ - +d(l1) <k+2k—3=3(k—1) és d([,),...,d(I_,) >3, tehat d(I,) =
- = d(Ix-1) = 3, és az integralasi tartomany {|lyq)| < 1,...,|yu—n| < 1}. ElGszor
hasznaljuk a (4.4.8) dekompoziciot, majd tegyiik félre a

Z S0 (p —v) - 0p(p — v) 0 10 (u — v) S v
i1+-tip=n—k+1
[T I <Y/
mérték szerinti integralt. A tobbi mar mind O (n_k/ 2) nagysagrendd, amir6l meggy&z6d-
hetiink az integracios tartomany megfelels felbontasaval és masodrendt Taylor—kifejtés al-
kalmazasaval.
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Most a félretett tagokkal foglalkozunk:

q—1
Z /;q Sh I§ql2 fq- 1)(x(q)>‘57"/il(dx(1)) 0 (dxg)) H/ ¢ (y)o- (1 —v)(dy),

p:]_ ‘y|<1

ahola >°% summazas kiterjed minden ¢ € {2,...,k} szamra, minden olyan I, ..., I, €
Z¢ multiindexre, melyre d(I1)+---+d(l;—1) < k+2¢—3 és d(Ih),...,d(I,—1) >3, és minden
olyan nemnegativ egész koordinataju (iy,...,i,) vektorra, melyre i3+ ---4+i, =n—q+1.

El6szor helyettesithetjiik az f ] 1 ¢ (y)o-(u — v)(dy) integralokat az

/ ¢l ()6 (11 — v)(dy) = 080/ (m (1) — e (1))

integralokkal, hiszen az elkovetett hiba kisebb mint

q—1

B H Ay 1) (1 + y)) (G, p)yn~ " VE2 = O (nfk/Z) .

p=1

Az S differencidloperatorokat helyettesithetjiik az S—el, mivel az e € G pontban ugyanugy
hatnak.

Megjegyezziik, hogy a (14)s>0 konvoluciés félcsoport stabilitasa miatt d,1° = §; / \/ﬁl/i =
Vi/m, tehédt alkalmazhatjuk a 4.4.2 Tételben adott kifejtést az

F(ty, .. tg) :/c 56) - SenaJean (xay €, e X)) (dxq) - vy, (dx(q)
q

fliggvényre. Megjegyezziik, hogy

I,
OF(tr, . t) = | NoenSGy - S o fean (Xay e e, X)) [dx) - vy, (dxq).

. @)

Osszegytijtve n9/2 egyiitthatoit, megkapjuk az «; egyiitthatot a kifejtésben. O
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Példaként megadjuk a kifejtés els6 harom egyiitthatojat:

w-3 / | St o< ) dt - ),

%zdu / | St () e - (! ) = 1)

/T3 /G?, X )y(dx) dt - m! () (),

d(J)=3

g = _5 Z / . (Nawy + Neay)S(oy fra (x)(dx) dt - m (u)
Ty 2

- Z // Sty o (xP)vi(dx) dt - m” ()

+ Z / / (St STy + SihyS(n) fe) XD wi(dx) dt - m" () (m? (1) — m? (v))
dn=s 717

P> // S7 S5 oy (X)) dlt - (ym? (u)m (1),

d(I)=d(J)=d(K

Megjegyezziik, hogy G = (R%,+) esetén

a[
I — —
S IV
ezért a 2.4.15 Lemma alapjan
N7 m' (1) o r
N = Z 7l 0
|I|=2
Tovabba
Ny dg— bM ATl 44 1g 1 ¢
Doy fegn(x7) = WN 0 f(l_[p:1 X(p))-

A (1)i=0 konvolucios félesoport stabilitdsa miatt ebben az esetben

I,..., Ig—1 ]' A7 QI+ Iq—1
D7 fag—n) (x )iy (dx) = W/Rd NWIght o f(x)w(dx),

(R)*

ami nem fiigg ¢t6l, ezért a t € T, valtozo6 szerint kiintegralva egyszertien egy ((¢ —1)!)~!
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faktor keletkezik. Tehat példaul G = (R, +) esetén a kifejtés els harom egyiitthatoja:
ar= 5 [ FO@w(ds) - mw)
o2 = g7 [ FO@w) - (mai) = maw) + gz [ £O@wlde) - (o)
o1 = gz | 1O @) mamalo) + 55 [ 1O @) - malr)
+arg [ £ @d) (o)) = ma(v)

1

BEIL [ 1O@tde) - mw)

Felhasznalva, hogy my(v) = 3(ma(v))? = 3(ma(u))?, megkapjuk az «; egyiitthatok Gotze
[34] altal adott alakjat.



5. fejezet

Konvoluciés félcsoportok vizsgalata

5.1 Konvoluaciés félcsoportok elgallitasa

Legyen el6szor G egy exponenciélis Lie-csoport, azaz olyan Lie-csoport, melynél az exp :
£(G) — G exponencialis leképezés egy analitikus diffeomorfizmus.

Egy G-beli értékid (£(t))i>o0 fiiggetlen, stacionarius novekményt folyamat infinitézimalis
generatora elGall

d d
(1)) =Y a(Ff)a) +5 3 (B (@)

(5.1.1)
f(z ZC} )L (yl<1y(Xif)(x) | n(dy),

alakban, ahol a = (a;)1<i<a € RY, B = (b;j)1<ij<a € MJ, n egy Lévy-mértek G-
n, s lyl? = 00, Gy)> Nyllvan a (&(t))i>o folyamatot beazonosithatjuk egy olyan
folyamattal is, mely értékeit R% ben veszi fel.

Legyen Y = Zle a;X;. Nyilvan léteznek olyan

d
Ej:Zaij)N(iGS(G), jzl,...7T (T<d>
=1

elemek tgy, hogy

Tovabba
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teljesiil minden 4,7 = 1,...,d esetén, azaz, matrixos jeléléssel: B = ¥XT, ahol ¥ = (o).

Legyen T; € £(G) az €7 elsorendt része:

Ty = (&G0

k=1

Legyen (Wi(t),...,W,(t))i>0 egy standard Wiener—folyamat R"-ben. Legyen tovabba
P(ds x dy) egy olyan stacionarius Poisson véletlen mértek R, x R%n, mely fiiggetlen
a (W(t),...,W.(t))i=o folyamattol, és intenzitds—mértéke EP(ds x dy) = ds x n(dy).
Legyen P(ds x dy) a kompenzator-mértéke:  P(ds x dy) = P(ds x dy) — ds x n(dy).
Hasznélni fogjuk a £(s—) —hmwsf(u) jelolest. Jeldlje h: RY — R? a h(x) = xlya<1y
nyirofiiggvényt, és vezessiik be a h: R? — R, h(x) =z —h(x), z €R? jeldlést.

5.1.2 Tétel. Az integrdal-formaban felirt
€(t) = / ))ds + = Z/ )ds+Z/O &;(€(s))dW,(s)
(5.1.3) //| . [ —&(s) - Zykfk(E(S))] n(dy)ds

e[t can « [ et elomplas <y

sztochasztikus differencidlegyenletnek létezik egyértelmd erds £(t), 0<t < oo, megolddsa,
mely egy idében homogén diffizio ugrasokkal, melynek N infinitézimdlis generdtora (5.1.1).

Bizonyitas. Erds megoldas 1étezése és egyértelmiisége kovetkezik az egyenletben szerepld
vektor—-mezdk lokélis Lipschitz—tulajdonsagabol. Azt, hogy a megoldas ,robbanasi idépontja”
végtelen, a szokasos modon lehet bizonyitani (lasd példaul Applebaum, Kunita [1, Theorem
2.4]).

Az egyenletben szereplé utolsd harom tag Osszege atirhato a kovetkezs standard alakban
(lasd Jacod, Shiryayev [59, p. 143]):

k=1

+ [ [ btets—yw— et Plas x )+ [ [ et - els-)Pias ).

Most megmutatjuk, hogy az (5.1.3) sztochasztikus differencidlegyenlet az N infinitézimalis

// [h@(S)y—f(S))—Zh (y)Xn(E(s >>] n(dy)ds

generatorhoz tartozé martingalprobléméanak felel meg. Az Ité—formulat alkalmazva az f €
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éQ(Rd) figgvényre (lasd példaul Ikeda, Watanabe [58, p. 66]):

FEw) = f<§<0>>+2 0if(£(5)) (Y (&(s)))s ds

+;ZZ / i f (¢ £(s)))i ds
#3030 [ are et a(o
1 ¢ -
+ZZZ / 00, F(£(5)) B (€()))e(55 (€ (5)e s
+Z WEE [ Sy~ €(s)) — S lw) (Rl >>>] (dy)d
/ / o~ E(s))) — F(E(s—)IP(ds x dy)
| [ )y €(s=))) = S(E(s=NIP(ds x dy)
+ [ e + st - o0 - stets)
—Zh 2.1 (€(5) | ta)d

ezért az

FE®) — F(E0)) — / (NP)Es)ds, >0,

folyamat valoban martingal. Feinsilver [29] megmutatta, hogy az N operatorhoz tartozo
martingél-problémanak egyértelmd megoldéasa létezik, melyet ha tgy tekintiink, hogy a G
csoportban veszi fel az értékeit, akkor egy fiiggetlen, stacionérius névekménytd folyamat,
melynek infinitézimalis generatora N. O

Az (5.1.3) egyenlet jobboldalan szerepld masodik és harmadik tag 6sszege tomoren irhatd

Z/ej ) o dWj(s)

alakban is, Stratonovich—integrdlt hasznalva.
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Matrix Lie-csoport esetén Holevo [53] tartalmaz hasonlé egyenletet, de az ¢ egyenletében
tévedésbdl 5(:]2 szerepel T} helyett (mely annak csak az els6rendi része), nem torédik a
&(s—) baloldali hatarértékkel, és a bizonyitasaban Emery [28] és Skorokhod eredményeire
hivatkozik, holott azok multiplikativ sztochasztikus differencidlegyenletre vonatkoznak!

Tekintstink most egy G egyszeresen Osszefiiggs nilpotens Lie-csoportot, mely nyilvan
exponencialis Lie-csoport. Vezessiik be a kovetkezs jelolést:

By ={(I,J)eZ, xZ% : 1,] #0,d(I),d(J) <dy — 1} .
Ekkor az (2.4.1) rekurziv formula irhato

Gley) = Gl + G+ Y B @), wyed

(I,J)€B,

alakban.
Tekintsiik az R beli

(514) = akt+20kj

(5.1.5) Zk. // yrP(ds x dy) + // ykP (ds x dy)
llyl =1 llyll<1

folyamatokat. Ekkor (Zi(t),...,Z4(t))i>0 egy olyan fiiggetlen, stacionarius névekmény
Gauss—folyamat (azaz egy Wiener—folyamat), melynek infinitézimalis generéatora

d

d
Z aiai + % Z bijaif)j,

i=1 ij=1

és (21 (t),..., Zd( t))i>0 egy olyan fiiggetlen, staciondrius novekmeényt folyamat, melynek
infinitézimalis generdtora N(d,...,8;) (azaz a (£(t))iso folyamat N = N(Xy,...,X,)
infinitézimalis generdtoraban az )?Z differencidloperator helyett 0; keriil), vagyis a Gaussf
része (Z1(t),..., Zq(t))i>0, és a Lévy—mértéke n.

5.1.6 Tétel. Legyen (£(t))i=0 egy olyan G-beli értéki fiiggetlen, staciondrius névekményd
folyamat, melynek infinitézimdlis generdtora (5.1.1), ahol a B = (by;)!,_, mdtriz dekom-
pozicidia B =YY" wvalamely ¥ = (0;;) dxr-es (1<r<d) mdtriz segitségével. Legyen
(Wi(t),...,Wi(t))i=0 egy standard Wiener—folyamat ]R’” ben, legyen (Zi(1), ..., Za(l))i=0
az (5.1.4)-ben definidlt Wiener—folyamat, és legyen (Zy(t), ..., Za(t ))iso0 az (5.1.5)-ben
definidlt fiiggetlen, staciondrius névekményd folyamat R ben.

Beazonositva a (£(t))i=o0 folyamatot eqy Re-beli folyamattal, a kivetkezd reprezentdcio
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érvényes eloszldsban.:

&(t) = Z1(0),

aO=Zm+ Y & /t<s< Wd(Z(s))’

(I,J)€By, |J|<2

N [//” (5=))/y"P(ds x dy) + /tZy<l<g<s_>>ny7s<dsxdy>

(1,J) eB =

D SR [ !

(I,J)€Bk, |J|>2

ahol |J| =2 esetén a (Z(s))” = Zi(s)Z;(s) folyamatot

Zl, Z (Z O'MO'][> S = bijS

helyettesita.

Bizonyitas. Figyelembe véve a csoportbeli miiveletet, az X,,Y, €, fj € £(G) differenci-
aloperatorok kifejezhetSk a parciélis differencialoperatorokkal a kévetkezé modon:

(Xif)(z) = St Y.y | Ouf(x),

(J[i) € B

(I,J)€Bg, |J|=1

Yf)(z) = Z ap + Z iatal | Opf(z),
2

(€f)(x) = ot Y leﬂI(U-a‘)J) O f (),
=1 (I.J)EBy, | J|=1

(Tif)i(x) = 2 > ¢ya'(o,)df().
(I,J)EB;, |J|=2

Alkalmazva ezeket az explicit kifejezéseket, kapjuk, hogy

/t(f/(f( Mds = s 30 oy [iels

(I,[s)EBK

t
—Z / Mds = Y e / (E()) d(bus),
(I [i]+14)€Bx 0

Z/ & (E(s)dWy(s) = Z% +Z S oo a/ Ao Wi (5))

0 1,[0)€eBy,
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és
(E(s)y)r — &k(s Z Gi(y) (e = Z C?J(f(S))IyJ7
(I,J)EBy, |J|>2
(=) —&ls=) = we+ D cisé(s=)"y".
(I,J)GBk
Az 5.1.2 Tétel alkalmazasaval kapjuk az allitast. O

Példakeént tekintsiik a H Heisenberg—csoportot. Legyen (£(t)):>0 egy H-beli fiiggetlen,
stacionéarius névekménytd folyamat. A folyamat N infinitézimalis generatora a kiévetkezd

alak:

(F1)@) = T+ % > @)
)

3 3
= E aigi és €; = E Uin
i=1 i=1

Alkalmazva az 5.1.6 Tételt, azt kapjuk, hogy

fla ZQ V(<1 (Xif) (@) | n(dy),

ahol

6 = A

&) = Za(t)
~ 1 [t

6() = Za0)+5 [ (G00A() — a(:)iZ()
1 [t
5 1 2 P(ds x d
w3 (@ = e Ps x i)
1 [t N
- 18—y — &(s—)y1)P(ds x d
oy [t Pls <y

= A0+ | 6s)Zale) - s )

ahol
Z Uz] + az
(Wi (t), Wa(t), Ws(t))i=0 egy standard Wlenerffolyamat R3-ban, és
(Zu(t), Zo(t), Z3(t))e0

egy olyan fiiggetlen, stacionarius névekményd folyamat R3-ban, melynek Lévy—meértéke 7

és a Gauss—része (Z1(t), Zs(t), Z3(t))i>o0-
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5.2 Beagyazasi probléma

Legyen G egy egyszeresen Osszefliggs nilpotens Lie—csoport. Legyen (u¢)i>0 egy Gauss—
felesoport M'(G)-ben. Ekkor a (p1;);>o infinitézimélis generatora

d d
~ ~ 1 ~ ~
=1 1,7=1

alakd, ahol a = (a;)1<i<a € R? és B = (b;j)1<ij<a € M. Megint legyen Y = Zle a,)zi,
és

d
gj:ZO'ij)N(iES(G), j:]_,...,?“ (T<d>
=1

olyan elemek, hogy

r

“3_ Zb”XX

i,7=1

Legyen (Wi(t),...,W,.(t))i>0 egy standard Wiener—folyamat R"-ben, és legyen

Z Uz] + az

Az 5.1.6 Tétel szerint a p; mérték eldallithatd, mint az  (Uy(t),...,Uqs(t))is0 R%beli
folyamat t idSpontbeli eloszlasa, ahol

Uy(t) = Zy(t)

(5.2 n=zn+ Y /0t<U<s>>fd<Z<s>>J

ahol |J| =2 esetén a (Z(s))! = Zi(s)Z;(s) folyamatot

Zz, Z (Z O'Z@O'jg> S = bijs

helyettesiti (lasd még Roynette [84]).

5.2.3 Tétel. Legyenek (p)i=0 €s (V)i=0 olyan Gauss—félcsoportok eqy egyszeresen dssze-
fliggd, nilpotens Lie—csoporton, hogy p, = vy. FEkkor py =v; minden t >0 esetén.

Bizonyitas. Be fogjuk latni, hogy a (u¢)i>0 Gauss—félcsoport (5.2.1) infinitézimalis
generatorat egyértelmien meghatarozza a iy mérték, sét valojaban mar az

{ [ s, [ aogmdn;1<i< d}
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momentumok is. Vagyis azt fogjuk bizonyitani, hogy a

BU() = [ Glapm(dn),  BUMT0) = [ G@GEmid).  1<ij<d

momentumok egyértelmten meghatarozzék az a;, b;;, 1 <i¢,j <d paramétereket. Mivel
a (Zi(t),...,Za(t))i>0 folyamat egy olyan fiiggetlen, stacionarius névekményt folyamat
R ben, melynek infinitézimalis generatora

d 1 d
Z ai@i + 5 Z bi]@i@j,
i=1 i,j=1
Igy

Tehat elég azt mutatni k szerinti teljes indukciéval, hogy a
{EU;(1), EU;(1)U;(1) - 1 <4, j <k}
momentumok egyértelmtien meghatarozzik az

(Ur(t), ..., U(t), Z1(t), .. ., Z1(t))i=0

folyamat eloszlasat. Ha k = 1, akkor a (Zi(t));>0 folyamat egy fiiggetlen, stacionarius
névekményii Gauss—folyamat R-ben, ezért a EZ;(1) ¢s EZZ(1) momentumok egyértelmiien
meghatéarozzék a (Z(t)):>o folyamat eloszlasat. Mivel Ui(t) = Z1(t), igy a EU;(1) és
EUZ(1) momentumok egyértelmtien meghatérozzék az (Uy(t), Z1(t))s>o folyamat eloszlasat.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k — 1-ig. Mivel

(Zy(t), ..., Zk(t)) =0

egy fiiggetlen, stacionérius névekményt Gauss—folyamat R¥-ban, ezért a
(EZi(1), BZ:(1)Z;(1) : 1 <4, j < k}

momentumok egyértelmtien meghatarozzak a (Z(t),..., Zx(t))i>0 folyamat eloszlasat. Mi-
vel

EUL(1) = EZ,(1) + Z hE /OI(U(S))I d(Z(s)),

igy az indukcios feltevés alapjan a EUg(1) — EZ,(1) mennyiségeket egyértelmiien megha-
tarozzak a

{(EU,(1), EU;()U;(1) : d;, d; < dj, — 1}
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momentumok. Ha 1</ <k, akkor
1
EU, (1)U (1) =EZ,(1)Z(1) + Z c’;JEZgu)/ (U(s) d(Z(s))’
d(I),d(J)<dp—1,]J|<2 0

sy AR [0y aze)

1 1
Y B [ a6 [ aze)”,
d(1).d(.))<dy—1,17|<2 0 0

tehat megint felhasznalva az indukcios hipotézist belathatjuk d, szerinti teljes indukcidval,
hogy a EU,(1)Ux(1) — EZ,(1)Z;(1) mennyiségeket egyértelmiien meghatérozzak az

{EU1), EUL(1), EU;(1) : d; < dj — 1},

momentumok. Koévetkezésképpen a
{EU;(1),EU;(1)U;(1) : 1 <4,j < k}
momentumok egyértelmiien meghatarozzak a
{EZ;(1),EZ;(1)Z;(1) : 1 <i,j < k}

momentumokat, tehat a (Z;(t),..., Zx(t))i>0 folyamat eloszlasat is. Felhasznélva ajra a
(5.2.2) rekurziv formulat, kapjuk hogy az indukcios allitas igaz k-ra is. O

Példaként megint tekintsilk a H Heisenberg—csoportot. Legyen (v);>¢ egy Gauss—
félcsoport 9T (H)-ban. Az infinitézimalis generatora a kivetkezd alaki:

ahol .
i} = Z a,-'evi és ,é/] = Z Jij)N(,-.

Az (5.2.2) rekurziv formulak szerint v, az (Ui(t),Ux(t), Us(t))i=0 R3*-beli folyamat ¢
id6pontbeli eloszlasa, ahol

U(t) = Zi(t
Uy(t) = Zs(t)

~—

N | —

Us(t) = Z(t) + / (Z0(5)dZals) — Za(s)dZu(s)).
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ahol
S W
és (Wi(t), Wa(t), Ws(t))i>o egy standard Wiener—folyamat R3-ban. Nyilvan

EU;(1) =EZ;(1) ha i=1,23
EZ3(1) + 1 (D*Zy()D?Zy(1) — (Cov (Z4(1), Zo(1)))2) ha i=j=3

EU;(1)U;(1) = {EZi(l)Zj(l) egyébként.

Ezért a (1)i>0 Gauss—félcsoport N infinitézimalis generatorat a p; mérték a kovetkezd
modon hatarozza meg:

bij = Cov(Z, (1)7ZJ( )
D*Us(1) — 1 (D*U1(1)D*Us(1) — (Cov (U1 (1),Ux(1)))?) ha i=j=3
Cov(U;(1),U;(1)) egyébként,

ahol

=/@mmwm
Cov(U; /Q C] x)p (dx) — (/CZ M1d$></@ ,uldx)

minden 1<1,7 <3 esetén.

5.3 Gauss—félcsoportok karakterizaciéja

Ha (D, H(D)) egy unitér reprezentaciéja G-nek, akkor a D konjugdlt reprezentdcio

reprezentacios tere H(D), a H(D) C-linearis duéltja. Legyen u € H(D) esetén u €
H(D) az az elem, melyre u(v) = (v,u). Ez az u — u leképezés bijektiv és konjugalt

linearis. A bels§ szorzas H(D)-ben (u,) := (u,v), és a D konjugilt reprezentacio
definicioja D(z)u := D(z)u. Tehat D(x) matrix-elemei a D(z) métrix-elemeinek

komplex konjugéaltjai.

Legyen (D1, H(Dy)) és (D2, H(D2)) két reprezentacioja a G csoportnak. A H(Dy)
és H(D,) Hilbert—terek H(D;)@H(Dy) tenzorszorzata az Ssszes S : H(Ds) — H(D)
Hilbert—Schmidt operatorbol allo Hilbert—tér. A H(D;) és H(D2) terek, mint vektorterek
H(D1) @H(Ds)-vel jelolt algebrai tenzorszorzata egy strt alteret alkot H(D;)QH(D3z)-ben,
amennyiben beazonositjuk az u ® v szorzatot az (u ® v)(w) = (v,w)u operatorral, és
(u; @ vy, us ® va) = (uy,ug)(vy,va). A Dy ® Dy tenzorszorzat-reprezentdcid definicidja a
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H(Dy) @H(Ds) altéren (D ® Ds)(z)(u®wv) := Di(x)u® Dy(x)v ha x € G, u € H(D;) és
v € H(Ds). Ez kiterjeszthets unitér reprezentaciova H(D;)QH(Dg)-re (D1 ® Dy)(x)S :=
Di(z) 0 So(Dy(z))™! segitségével ha z € G.

Legyen most G egy Lie-csoport, (u);>0 egy konvolicios félcsoport t'(G)-ben,
és D € Rep(G). Jeldlje (ut)i>0 generald funkcionaljat (A,Dom(A)). A Fourier—
transzformécié szokasos tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy (1:(D))i>0 egy erdsen folytonos
operator—félesoport, mely H(D) kontrakcioibol all. Jelolje az infinitézimalis generatorat
(A(D),Dom(A(D))). Siebert [89] alapjan

Dom(A(D)) = {u € H(D) : (Du,v) € Dom(A) ha veH(D)}
<A(D)uv U) = A(<Du7 U))
ha w € Dom(A(D)) és v € H(D). Tovabba Hy(D) C Dom(A(D)).
Jelolje D € Rep(G) és u € Ho(D) esetén fp,: G — R a kévetkezd fiiggvényt:
fou(x) = Rel[(u,u) — (D(z)u, u)].

5.3.1 Tétel. Legyen G egy Lie—csoport. Legyen (ui)i=o egy nem elfajult mértékekbsl
dllé konwolicids félcsoport M (G)—ben A generdld funkciondllal és 1 Lévy-mértékkel.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) (pe)e=0 egy Gauss—félcsoport.
(i) n=0.
(iti) limyyo § [ f(2)pe(dz) =0 minden olyan [ € CY (@) fiigguényre, melyre e ¢ supp(f).
(iv) A(fp.) =0 minden D € Irr(G) és u e Ho(D) esetén.
(v) Teljesiil a
Re(A(D ® D)(u® u),u ®u) + Re(A(D ® D)(u® u),u ® u) = 4| ul|*Re(A(D)u, u)
Gauss—feltétel minden D € Irr(G) és u € Ho(D) esetén.

Bizonyitas. (i) < (ii) <= (iii) jol ismert (lasd Heyer [48]).

(il) = (iv) kozvetleniil kovetkezik a Lévy—Hincsin—formulabol, hiszen D € Irr(G) és
u € Ho(D) esetén fp,(e) =0 és (X;fp.)(e) =0, i=1,...,d, valamint

(Xifpa)e) =0, (XiX;fp.)(e) =0

ha i,5=1,...,d.
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(iv) <= (v). Tetszoleges D € Irr(G) és u € Ho(D) esetén érvényesek a kovetkezd
azonossagok:

foepusu(z) = |[ull* = Re[(D(z)u, u)?]
foepusal®) = l[ull" = Re[(D(x)u, u)(D(x)a, u)]
= |lull* = Re[{D(2)u, u){D(x)u, u)]

Allull*fou(z) = 2fpu(x) = 2fpu(@)lull® = fp.u(z))
= 2lfull* - 2(Re(D(2)u, u))*
(

= 2||ull* = Re[(D(x)u, u)((D(x)u, u) + (D(z)u, u))].
Igy
fD®D,u®u + fD®5,u®ﬂ = 4Hu”2fD,u - 2f%,u
és
Afp. = —Re(A(D)u, u),
amibdl kovetkezik az ekvivalencia.

(iv) = (ii). A Lévy-Hincsin—formula alapjan minden D € Irr(G) ¢és u € Ho(D)

esetén teljesiil
= AUb) = [ Fhuleintdo

() {z€G:f}.(x) =0} =ker(D)

u€Ho(D)

Mivel

tetszGleges D € Irr(G) esetén (lasd Siebert [89, Proof of Lemma 5.2] és

ﬂ ker(D

Delrr(G)

(lasd Hewitt, Ross [46, (22.12)]), azt kapjuk, hogy n = 0. O

5.3.2 Megjegyzés. Az (v) Gauss—feltétel nyilvan megfogalmazhaté a (p)i>0 konvolticios
félcsoport generald funkcionéljaval is:

Re A({(D ® D)(u®@u),u®@u)) +Re A({((D ® D)(u ® u),u ® u)) = 4||ul[*Re A({Du, u))
minden D € Irr(G) és u € Ho(D) esetén.

5.3.3 Megjegyzés. Sajnos altalaban az (v) Gauss—feltételbsl nem kovetkezik, hogy maga
a [; Fourier—transzformalt is kielégit valamilyen egyenletet, mint abban az esetben, amikor
G—nek csak végesdimenzios irreducibilis reprezentéciéi vannak. Ezért ebbdl az eredménybdl
nem tudjuk levezetni, hogy a Gauss—mértékek definicidja fiiggetlen a beagyazo félcsoporttol.
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5.3.4 Megjegyzés. Ha ()10 egy Gauss—félcsoport A generalo funkcionéllal, akkor az

fD®D,u®v + fD®57u®17 = 2<Hu|‘2fD,v + HUHZfD,u - fD,ufD,v)
azonossag alapjan

Re(A(D ® D)(u®v),u ®v) + Re(A(D ® D)(u® 9),u ® )
= 2([[u]*Re(A(D)v, v) + [[v]|*Re(A(D)u, u))

érvényes minden D € Rep(G) és u,v € Ho(D) esetén.

Bevezetve az
fouw(x) == Re[(u,v) — (D(x)u, v)]
jelolést D € Rep(G), w,v € Ho(D) és x € G esetén, belathato az

fD®D,u1®v1,u2®vz + fD@B,m@al,ug@ﬁg
= 2(Re(u1, u2) Do 00 + Re(V1,02) 0wy uy — s ua [ D01 02)

azonossag, és megmutathato, hogy az A general6 funkcional kielégiti a

Re(A(D ® D)(u; ® v1),ua ® va) + Re(A(D @ D)(u; ® 01), uy @ vy)
= 2(R6<U1, U2>R€<A(D)U1, U2> + R€<Ul, U2>R6<A(D)U1, UQ>)

egyenletet minden D € Rep(G) és wuq,us, v1,v9 € Ho(D) esetén.






6. fejezet

Nem—kommutativ haromszogrendszerek
konvergenciaja korlatos valtozasu
hemicsoportokhoz

6.1 A funkcionalis centralis hatareloszlas—tétel problé-
makore

A funkcionalis centrélis hatareloszlas—tétel problémakorével kapcsolatosan a bevezetésben
feltett két kérdésre a G = (R +) csoport esetén jol ismertek a valaszok. Ezek megfogal-
mazasahoz elGszor vezessiik be a kovetkezs fogalmakat és jeloléseket.

Egy h : RY — R fiiggvényt nyirdfigguénynek neveziink, ha h € C. (R4 RY), és
h(z) =z teljesil valamely U € $1(0) kornyezetben.

Jelolje L(R,,RY) azon n € M, (R?xR,) mértékek halmazat, melyekre n({0} xR, ) =
0 ésa t— [(ly*Al)n(dy x [0,t]) leképezés folytonos.

Jelolje P(R,,RY) azon (a,B,n) harmasok halmazat, ahol a:R, — R? folytonos és
a(0) =0, B: Ry — M} monoton névekvd, folytonos és B(0) = 0, valamint n € L(R,,R?).

Az R beli értékd, fiiggetlen névekményt, sztochasztikusan folytonos folyamatok altal
a D(R,,R?%) Szkorohod-téren indukalt valoszintiségi mértékek PIL.(R?) halmazat a ka-
rakterisztikus fiiggvények segitségével a kovetkezd modon lehet karakterizalni (lasd példaul
Jacod, Shiryaev [59, I11.5.2 Theorem]).

6.1.1 Tétel. Tekintsik azt a

PII.(R?) > pu ~ (a, B,n) € P(R,,R%)

111



112 6. FEJEZET. KORLATOS VALTOZASU KONVOLUCIOS HEMICSOPORTOK
reldaciot, mely akkor dall fenn, ha
[ 0 = exp it ate) - o) - S (B0 - B
b [ 1 i k(o) ntd)s. o)}

teljesiil minden u € RY és (s,t) €S esetén. Ekkor ez a reldcid egy bijekcid.

Mielstt a mésodik kérdésre a G = (R? +) csoport esetén megfogalmazzuk a valaszt,
vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Egy (a, B,n) € P(R+,Rd) harmas esetén jeldlje B :
R, — M} azt a matrix-értekd fiiggvényt, melyre B( ) = (b(z 3)#))ij=1,.. d;

1)) = (i )(0) + [ el n(dy x [0,8),
Ekkor nyilvan (a, B,7n) € P(R,,RY), ¢saz (a, B,n) — (a, B 1)) leképezés injektiv. Tovabbé

minden n € N esetén definialjuk az a, : R, — R? és B : Ry — M fiiggvényeket a
kovetkez6 modon:

=
3
—~

~
N

an(t) = > Eh(&y),  Ba(t) = Z Cov(h(&ne))

(=1

valamint az 17, € M, (R? x R,) mértéket:

ahol pns a &, eloszlasat jeloli.

Haromszogrendszerekbdl felépitett véletlen lépcsGstiiggvény—sorozatnak egy fiiggetlen no-
vekményt sztochasztikusan folytonos folyamathoz valé konvergencidjara a kdvetkezo tétel ad
sziikséges és elegendd feltételt (lasd példaul Jacod, Shiryaev [59, VII.3.4 Theorem, 11.3.11
Theorem]|).

6.1.2 Tétel. Legyen {&.0: (n,0) € N2} Ré-beli valoszindségi vdltozok soronként fiiggetlen
rendszere. Minden n € N esetén legyen k, : R, — Z, olyan monoton névekvd fiigguény,
melyre k, =0 és k,(Ry) =7Z,. Tegyik fel, hogy minden t € R, esetén a {&:n €
N, 1< < k,(t)} rendszer infinitézimdlis. Legyen € = (£(t))i=0 egy olyan RY-beli értékeket
felvevd fiiggetlen névekménytd, sztochasztikusan folytonos folyamat, melynek trajektoridi a
D(Ry,R?)  Szkorohod—térbe esnek. Legyen D  eqy stiri halmaz R, —ban.

Ekkor a kovetkezd dllitdasok ekvivalensek:

Ea ()
() Y &u—=¢
(=1
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(ii) (a) an(t) — a(t) egyenletesen t € [0,T]-ben minden T >0 esetén,
(b) B.(t) — B(t) ha te D,

(c) /f ) (dy x [0, t]) —>/f n(dy x [0,t]) ha te D, fe€CyRY).

Az a célunk, hogy megkeressiik a 6.1.1 és 6.1.2 Tételek altalanositésat Lie-csoportokra. A
PII.(G) halmaz parametrizalasa reménytelennek tiinik Fourier—transzformaltak segitségével,
ezért inkabb a konvoliciés operatorokat fogjuk hasznalni.

El6szor is ravilagitunk a konvolicios hemicsoportokkal valé kapcesolatra. Ha  (£(t))i>0
egy G-beli értékeket felvevd fiiggetlen bal-névekményti sztochasztikusan folytonos folyamat,
akkor a (£(s))7'(t), (s,t) €S bal-névekmények eloszlésai egy konvolticiés hemicsoportot
alkotnak 9t'(G)-ben. Ha raadasul a (£(t));>o folyamat bal névekményei stacionariusak,
azaz (£(s))7'¢(s +t) eloszlasa fliggetlen s-t6l, akkor ezek egy konvolicios félesoportot
alkotnak 99t'(G)-ben.

Forditva: ha (v(s,t))snes egy konvolicis hemicsoport 90t'(G)-ben, akkor létezik
olyan (£(t))i>0 G-beli értékeket felvevs fiiggetlen bal-névekményii sztochasztikusan foly-
tonos, D(R,,G)-beli trajektoriaju folyamat, hogy minden (s,t) € S esetén a (£(s))7E(¢)
bal-novekmény eloszlasa v(s,t). Ha pedig (v(t))i=0 egy konvoliciés félcsoport D' (G)-
ben, akkor létezik olyan (£(¢))i>0 G-beli értékeket felvev6 fﬁggetlen stacionérius bal-

T s

t € R, esetén &(t) eloszlasa wv(t).

A konvoliciés operatorokkal létesitett p ~ T, relacié pedig létrehoz egy bijekciot egy-
részt

e az M'(G)-beli (v(t));>o konvoliciés félcsoportok és azon (T'(t));>o erésen foly-
tonos egy—paraméteres operator—félcsoportok kozott, melyek a (‘ZO(G) Banach—téren
értelmezett pozitiv, balinvaridns, 1 norméja korlatos, linearis operatorokbol allnak,

masrészt

o az M (G)-beli (v(s,t))spes konvoliciés hemicsoportok és azon (T'(s,t))(ses
evolicios operator—csaladok kozott, melyek a CO(G) Banach—téren értelmezett pozitiv,
balinvarians, 1 normaja korlatos, lineéaris operatorokbol allnak,

ahol evoliiciés operator—csalad alatt a kovetkezé fogalmat értjiik:

6.1.3 Definicié. Egy E Banach-tér korldtos, linedris operdtoraibol dllo (T(s,t))(spes
halmazt evolicids operdtor—csalddnak nevezziik, ha T(s,r)T(r,t) = T(s,t) teljesil minden
(s,r),(r,t) €S esetén, T(t,t) =1 minden t € R, esetén, ésaz (s,t)— T(s,t) leképezés
erdsen folytonos.
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A Hille-Yosida elmélet alapjan tudjuk, hogy kolcsonosen egyértelmii kapcsolat van egy F
Banach-téren értelmezett (7'(¢));>0 erdsen folytonos egy—paraméteres operator—félcsoport
és annak (N,Dom(N)) infinitéziméalis generatora kozott, ahol

T)f—f
Nf: —lﬂg Y , f € Dom(N).
Megjegyezziik, hogy ha (v(t));>0 egy konvoliciés félesoport ' (G)-ben, és tekintjik a
(T (t))t=0 operator—félcsoportot C%(G)n, akkor a hozza tartozo N infinitézimalis generator
értelmezési tartomanyara teljesiil Dom(N) D (@) (lasd Born [15]).

Ez alapjan azt varnank, hogy egy (7(s,t))spes evoltcios operator-csalad lefrhato
infinitézimélis generdtoroknak valamely (N(f));>o seregével, ahol N(t) az evoltcios csa-
lad ,derivaltja t-ben”. Az egyik lehetséges kapcsolat tehat egy (7'(s,t))snes evolicios
operdtor—csalad és infinitézimalis generdtorok valamely (N (t));>o serege kozott az volna,
hogy f € E elemek alkalmas halmazara és minden r > 0 esetén teljesiil

~ ot 0~

Nr)f == TOf=- 4

T
a7 | T,

S=T

amibdl az kovetkezne, hogy teljesiilnének a Kolmogorov—féle differencialegyenletek:

a_ZT(S, 0f =T(s )N (@B (forward)
??_tT(S 8 f = —N(s)T(s,t)f (backward)

(lasd Heyer [48]).

A differencialhatosagi feltételt gyengithetjiik, ha a fenti egyenletek integralédsaval kapott
evolicios egyenleteket tekintjiik:

T(s,t)f — f= / (s, 7)N(7)fdr (forward)
T(s,t)f — f= / N T(r,t)fdr (backward)

ahol az integralt példaul Bochner—integralként értelmezhetjiik.

Tovabb lehet gyengiteni a feltételeket, ha Riemann—Stieltjes-integralra tériink at: M (dr) =
N(7)dr, igy példaul

T(s,t) — I = / T(s,7)M(dr) = lim Y T(s,7)(M(r;) — M(7i-1)),

ZES(SJ&) (Ti_l,Ti)EZ

T(s,t)— T = / V)T 0),

ahol F(s,t) az (s,t) intervallum felosztasainak halmaza (lasd 6.2 paragrafus), és 7; €
[Ti—1,7i]. (Itt persze t — M(t) olyan fiiggvény, melynek értékei infinitézimalis generatorok,
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és novekvs abban az értelemben, hogy tetsz6leges (s,t) € S esetén M (t) — M(s) is
infinitézimélis generator.)

Evolucioés operator—csaladra vonatkozo Hille-Yosida elmélettel kapcsolatosan meglehets-
sen kevés eredmény ismert. A legjobb eredményt Herod, McKelvey [45] érték el, akik
Banach—terek egymasba agyazott lancolatan vizsgaltak olyan evoltuciés operator—csaladokat,
melyek kontraktiv operatorokbol éllnak és korlatos valtozastak a lancra nézve, és azt mu-
tattak meg, hogy az ilyen evolicios operator—csaladok karakterizalhatoak Riemann—Stieltjes
tipustu evolicios integralegyenletekkel.

Born [16] ez alapjan karakterizalta az erésen korlatos valtozasu konvolicios hemicsopor-
tokat 99t'(G)-ben tetszéleges lokalisan kompakt G csoport esetén: megmutatta, hogy a
Riemann—Stieltjes tipustu evolicios mtegralegyenletek segitségével leGkClOt kapunk az erésen
korlatos valtozast konvoliiciés hemicsoportok és az M : R, — L(GQ(G) CU@)), M 0)=1
folytonosan korlatos valtozast, monoton névekvé fiiggvények kozott. (Itt a monoton néveke-
dést ugy kell érteni, hogy tetszéleges (s,t) € S esetén M(t) - ]T/[/(s) valamely 99t'(G)-beli
konvoltcios félcsoport infinitézimalis generatordnak megszorftasa Cy(G)-re.) Viszont Born
modszere nem vihets tovabb tetszéleges konvoltcids hemicsoportra.

A 6. fejezet célja az, hogy egy G Lie—csoport esetén

e parametrizaljuk az 9t'(G)-beli gyengén korlatos valtozast konvoltciés hemicsopor-
tokat; ez egy Py (Ry,G) paraméterhalmaz segitségével fog torténni, és a kapcsolatot
olyan evolicioés integralegyenlet fogja leirni, mely a Riemann—Stieltjes tipusira emlé-
keztet, de annal gyengébb, mert csak ,pontonként” kell teljestilnie;

e clegendd feltételt adjunk G-beli haromszogrendszerekbdl konstrualt véletlen 1épcsss-
fiiggvények novekményeinek valamely 99t'(G)-beli gyengén korlatos valtozast konvo-
ltciés hemicsoporthoz valé konvergenciajara.

6.2 Folytonosan korlatos valtozasa intervallum—fiuggvé-
nyek

Egy F:S — R fiiggvényt additivnak nevezink, ha F(s,r)+ F(r,t) = F(s,t) minden
(s,r),(r,t) €S esetén. Nyilvan egy F :S — R fiiggvény akkor és csak akkor additiv, ha
létezik olyan G : Ry — R fiiggvény, hogy F(s,t) = G(t) —G(s) minden (s,t) €S esetén.
Az (s,t) € S intervallum felosztdsin S—nek egy olyan Z = {(z0,21), (21, 22), -+ » (Zn-1,2n)}
véges részhalmazat értjiik, melyre zy =s és z, =t. Jeldlje (s,t) €S esetén F(s,t) az
(s,t) intervallum felosztasainak halmazat.

Egy F flggvényt, mely S—et egy (FE,| -||g) Banach—térbe képezi, (folytonosan)
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korldtos vdltozdsinak neveziink, ha minden (s,t) €S esetén

Ve(s,t) = sup Y [[F(ze-1, 2|5 < 00

ZGS(Sﬂt) (2;571,24)62

(ésa Vp:S — Ry fiiggvény folytonos). Nyilvan egy F : S — E fliggvény akkor és
csak akkor (folytonosan) korlatos véltozasi, ha minden T > 0 esetén létezik egy olyan
(folytonos) wvr : Ry — R fiiggvény, hogy ||[F(s,t)||r <vr(t) —vr(s) minden (s,t) € Sy
esetén. (A t— Vp(0,t) fliggvény tetszdleges T > 0 esetén megfelel.)

Egy F fiiggvényt, mely S-et egy (F,| - |g) Banach-térbe képezi, Lipschitz—
folytonosnak neveziink, ha minden 7T > 0 esetén létezik olyan c¢p > 0 konstans, hogy
minden (s,t) € Sy esetén

1E (s, )]l < er(t —s).
Nyilvan minden Lipschitz—folytonos fiiggvény folytonosan korlatos valtozasia. Egy G : R, —
E fuggvényt (folytonosan) korldtos vdltozasunak, illetve Lipschitz—folytonosnak neveziink, ha
az (s,t) — G(t)—G(s), S-bol E-be vivs leképezés rendelkezik a megfelels tulajdonsaggal.
Konnyen belathato, hogy egy G : R, — E korlatos valtozasu fiiggvény akkor és csak akkor
folytonos, ha folytonosan korlatos valtozasu.

Egy (s,t) = u(s,t), S-et 9'(G) be vivs leképezést multiplikativnak neveziink, ha
p(s,r) s pu(r,t) = p(s,t) teljesiil minden (s,r),(r,t) € S esetén, és p(t,t) = e, minden
t € R, esetén.

Egy (s,t) — u(s,t), S-bosl 9M(G) be vivs leképezést (folytonosan) erdsen korldtos
vdltozdsinak neveziink, ha az (s,t) — (Tysn—1) fiiggvény, mely S-et L(Cy(G), C°(G))-be
képezi, (folytonosan) korlatos valtozasu.

Egy (s,t) — pu(s,t), S-bsl 9'(G)-be vivé leképezést (folytonosan) gyengén korldtos
vdltozdsiunak, lletve gyengén Lipschitz—folytonosnak neveziink, ha minden f € Cy(G) esetén
az Fy:(s,t) — (Tysy —1)f(e) figgvény, mely S-et R-be képezi, rendelkezik a megfelels
tulajdonsaggal. Egy (s,t) — pu(s,t) leképezés (folytonosan) gyengén korlatos valtozasu,
illetve gyengén Lipschitz—folytonos akkor és csak akkor, ha a ¢, : (s,t) — q(pu(s,t)), S—et
R-be képezs fiiggvény rendelkezik a megfelels tulajdonsaggal, hiszen a 2.1.1 Lemma alapjan

(Tusy = DI () <blflag(uls 1)) ha f e €y(G),
qu(s;t)) = Z Ty = D) + [(Tusy = Dl = w)(e)]

(nyilvdn w1,... ,24,1¢ — ¢ € C3(G)). Ebben az esetben azt irjuk, hogy V, : =V, .

6.2.1 Lemma. Legyen (s,t) — u(s,t) egy multiplikativ leképezés S—bsl M (G)-be. Le-
gyen (s,t) €S esetén T(s,t) :=Tysy. Ekkor minden (s,t),(s',t') €S, [s,t]N[s',t'] #0
és minden f € Cy2(G) esetén

T (s t)f(e) = T (', t') f(e)| < (I fl2 + | fl2) (Q(M(S/\S/a sVs')) + q(u(tAt, t\/t’)))
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Ha még azt is feltessziik, hogy az (s,t) — (s, t) leképezés folytonosan korldtos vdltozdsi,
akkor T,—folytonos is.

Bizonyitas. Abban az esetben, ha 0< s < s <t <t, nyilvan
T(s,t) —T(st")=T(s,s\T(s', )Tt t)— 1)+ (T(s,s")—1)T(s,1),
tehat a 2.1.1 Lemma alapjan

T(s,t)f(e) = T(s, ') f(e)

<IT(E,8) = D fI + ba(uls, S)IT (s, 1) f2
<Olfl2 a(u(t' ) + bl fl2 au(s, ).

Abban az esetben, amikor 0 < s <s' <t <, hasonloan
T(s,t) —T(st')=(T(s,s") = DT (s, t) +T(s,t)(I —T(¢t,1)),
tehéat a 2.1.1 Lemma segitségével

q(u(s, SNIT(S' ) fl2 + |1 =T, ) f

T(s, 1) f(e) = T(s",t') f(e)| <
<Ol fl2alu(s, s')) + bl flz alu(t, t).

b
b
Ha az (s,t) — pu(s,t) folytonosan korlatos valtozéasi, akkor minden T > 0 esetén létezik

olyan vr : Ry — R folytonos fiiggvény, hogy q(u(s,t)) <wvr(t) —vr(s) teljesiil minden

(s,t) € Sy esetén, tehat
lim s5,t)) =0
wim - a(u(s 1))
(s,1)€S

teljesiil minden r € R, esetén. Ezért a fenti egyenlStlenség alapjén

l;m /fdu s, t) /fd,u st l%m( : T (s,t)f(e) —T(s',¢")f(e)] =0
s A )—(s,t) (s',t")—(s5t
(s',t"eS (s’,t’)ES

teljesiil minden f € Cy(G) esetén. Mivel Cyy(G) stirti CY(G)-ben, igy kovetkezik a
(5,1) — p(s,t), S—et (M'(G),T,) be vivé leképezés folytonossaga. O

Sziikségilink lesz még difftiziés hemicsoportokkal kapcsolatban a kovetkezd eredményre:
6.2.2 Lemma. Legyen (u(s,t))spes €9y hemicsoport M (G)-ben, és legyen (&)i>0

eqy neki megfeleltetett figgetlen bal-novekményi folyamat D(R,,G)-beli trajektoridkkal.
Tekintsiik a kovetkezd dllitasokat:

(i) (u(s,t))(spyes egy diffuzios hemicsoport.

(i) A (&)i=o0 folyamat trajektoridi 1 valdsziniséggel folytonosak.
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Ekkor (1)-bdl kovetkezik (ii).
Ha létezik olyan A : Ry — A(G) monoton novekvd leképezés, hogy barmely f € D(G)N
C.(G) esetén az

Fy : (5.1) = /| (T — D (e) — (At) — A())(f)]

S—et R-be képezd figguény folytonosan korldtos vdltozdsi, és 1, az A(t) Lévy-mértékét
jeloli, akkor (ii) ekvivalens a kévetkezd dllitassal:

(i) m =0 minden t € R, esetén.

Ha az Fy figgvény Lipschitz—folytonos barmely f € D(G) N C.(G) esetén, akkor (i), (ii)
és (iil) ekvivalensek.

(Lasd Siebert |92, Theorem 3, Corollary].)

6.3 Gyenge backward evolticios egyenlet

Tekintstink egy olyan ¢t — A(t) fiiggvényt, mely R,—t a konvolucids félcsoportok generald
funkcionaljainak A(G) halmazaba képezi. Ezt a fiiggvényt monoton novekvdnek nevezziik,
ha A(t) — A(s) € A(G) teljesiil minden (s,t) € S esetén. Tovabba ezt a fiiggvényt
(folytonosan) korldtos vdltozdsinak, illetve Lipschitz—folytonosnak nevezziik, ha (folytonosan)
korlatos valtozas, illetve Lipschitz—folytonos a |- |, norma szerint.

Egy t — n(t) leképezést, mely R.—t M, (G™)-be viszi, monoton novekvdének neveziink,
ha n(t) — n(s) € M, (G") minden (s,t) € S esetén. FEzt a leképezést folytonosnak
nevezziik, ha minden U € $h(e) esetén a ¢+ n(t)|gy, Rt 9’ (G)-be vive leképezés
J,—folytonos. Megjegyezziik, hogy ha ¢+ n(t) egy olyan monoton névekvé fiiggvény, hogy
i) oY) n(t)(dy) < oo minden ¢ € Ry esetén, akkor a folytonossaga azzal ekvivalens, hogy
a t— [.p(y)n(t)(dy) leképezés folytonos.

Egy matrix—értékd B : R, — M, fiiggvényt monoton novekvének neveziink, ha B(t) —
B(s) € Ml minden (s,t) €S esetén. Ha ¢+ B(t) = (b(i,7)(t))ij=1....4, €gy monoton
novekvs (folytonos) fiiggvény R,-bol MT-ba, akkor a b(i,j7) : Ry = R, i, =1,...,d
fiiggvények (folytonosan) korlatos valtozastak, hiszen minden (s,t) € S esetén

[6(i, 5)(8) = 0(i, 3)(s)] < [|B(t) — B(s)|| < cal| B(t) = B(s)|ly = caTr(B(t) — B(s)).

Legyen t +— A(t) egy leképezés R,-bol A(G)-be. Azt mondjuk, hogy ennek a leképe-
zésnek a kanonikus dekompozicidja (a(t), B(t),n(t))i=0, ha a(t) € RY B(t) € M} ¢és
n(t) € M, (G) az A(t) generaldo funkcionalhoz a kanonikus dekompozicio altal rendelt
mennyiségek. (Itt nem tesziink kiilonbséget egy n € M, (G) mérték, és annak egy olyan
n € M (G) Kkiterjesztése kozott, melyre 7({e}) = 0.) Ezen mennyiségeknek a (2.2.1),
(2.2.2) és (2.2.3) eldallitasa alapjan konnyen adodnak a kovetkezs észrevételek:
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e t+— A(t) akkor és csak akkor monoton névekvs, ha ¢+ n(t) és t+— B(t) monoton
novekvoek.

e ¢t +— A(t) akkor és csak akkor monoton névekvé és folytonos, ha t — n(t) és t — B(t)
monoton novekviek és folytonosak, valamint t — a(t) folytonos.

o t — A(t) akkor és csak akkor monoton névekvd, folytonos és korlatos valtozasu, ha
t— n(t) és t — B(t) monoton névekviek és folytonosak, valamint ¢ +— a(t) folytonos
és korlatos valtozasi.

Jelolje L(R,,G) azon n € M (G x R;) mértékek halmazat, melyekre n({e} x Ry) =0
ésa t— [o(y)n(dy x[0,t]) leképezés folytonos.

Jelolje Py, (Ry,G) azon (a,B,n) harmasok halmazat, ahol a: R, — R? folytonos,
korlatos valtozasi és a(0) =0, B: R, — M} monoton névekvs, folytonos és B(0) = 0,
valamint 7 € L(R;,G). A (0,B,n) jelolés azt fogja jelenteni, hogy a(t) = 0 minden
t € R, esetén.

Nyilvan egy A: R, — A(G) leképezés akkor és csak akkor monoton névekvd, folytonos
és korlatos valtozasu, ha létezik olyan (a, B,n) € P, (R, G) harmas, hogy (a(t), B(t),n(t))
az  A(t) generalo funkcional kanonikus dekompoziciojaban szerepld mennyiségek, ahol
n(t)(dy) := n(dy x [0,1]).

Ha A:R, — A(G) egy korlatos véltozasu leképezés (a, B,n) kanonikus dekompozici-
oval és g, € Co(G), T € Ry, akkor legyen (s,t) €S esetén

[ A =3 [ Xran) + 530 [ XiXgnle) e

i=1 7 1s:t] ij=1"1s1l

+ / / (gf(y) — gr(e) — iXigr(e)xi(y))n(dy x dr),

G x]s,t]

amennyiben a jobboldalon all6 integralok léteznek. (Valojaban ez az integral értelmezhets az
A fiiggvény szerinti Riemann—Stieltjes integralként is, ahogy Born [16] cikkében szerepel.)

Azt mondjuk, hogy egy 9" (G)-beli (u(s,t))ses hemicsoport és egy A: Ry — A(G)
korlatos valtozéasu leképezés kapcsolatosak egymdssal a gyenge backward evolicids egyenlet
szerint, ha minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

(Tuony — 1)f () = /] AT )

6.4 Feltétel haromszogrendszer relativ kompaktsagara

A tovabbiakban sziikségilink lesz néhany egyszerii segédtételre valos fiiggvények egyenletes
konvergenciajaval kapcsolatban. Egy F : [0,1] — R fiiggvény folytonossigi modulusa a
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kovetkez6 wp :[0,1] — R fiiggvény:
wr(@) = sup |F(t)—F(s)l,  €[0.1]

lt—s|<5
0<s<tL1

Nyilvan wp egy monoton névekvs, nemnegativ fliggvény, és F  akkor és csak akkor
folytonos, ha %ir% wr(d) = 0.

6.4.1 Lemma. Legyen D egy sird halmaz [0,1]-ben. Legyen Fy : [0,1] — R egy
folytonos figgvény és F, :[0,1] —= R, n € N folytonos fiiggvényeknek eqy olyan sorozata,
hogy lim F,(t) = Fy(t) minden t € D esetén. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) %in(l) lim sup wg, (§) =0,
(ii) F, — Fy egyenletesen a [0,1] intervallumon.

Bizonyitas. (i) = (ii). Az egyszeriiség kedvéért a bizonyitast D = QN [0,1] esetére
végezziik el. Minden m € N esetén

Fult) = Fo(®)] < [ Fult) = Fu (22)] + | 5 (22) = o (120)] +

£ () - ]

tehat
limsup sup |F,(t) — Fo(t)| Swp, () + limsupwg, (=),

m
n—oo t€(0,1] n—00

mivel

lim sup sup
n—oo t€[0,1]

F, <M> —F, (MH = limsup max |F, (£) — F (£)]

m m nooo O0<k<m

= max limsup !Fn (%) — Fy (%)’ = 0.

0<kSm  n—oo

Ezért m — oo esetén (i) és az Fy fliggvény folytonossaganak felhasznalasaval azt kapjuk,

hogy
limsup sup |F,(t) — Fo(t)| =0,

n—oo  tel0,1]

tehat az F,, — F konvergencia egyenletes a [0, 1] intervallumon.
(iil) = (i). Béarmely n € N és (s,t) €Sy esetén
[Fn(t) = Eu(s)] < [E(1) = Fo()] + | Fo(t) = Fo(s)] + [Fols) — Fu(s)],

kovetkezésképpen

wr, (0) Swry (0) + 2 sup |F,(t) — Fo(t)]
te(0,1]

minden 0 € [0,1] esetén. Nyilvan (ii) alapjan
limsup wr, (0) < wg, (0).

Tehat § — 0 esetén az Fy fiiggvény folytonossiga miatt fennall (i). O
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6.4.2 Lemma. Legyen D egy sird halmaz [0,1]-ben. Legyen Fy : [0,1] — My egy
folytonos matriz—értékd figgvény és F, :[0,1] — My, n € N folytonos, monoton novekvd
matriz—értékd fugguényeknek eqy olyan sorozata, hogy lim F,(t) = Fy(t) minden t € D

esetén. Ekkor F, — Fy egyenletesen a [0,1] intervallumon.

Bizonyitas. Megint csak D = Q N [0,1] esetére végezziik el a bizonyitast. Legyen
Fo(t) = (Fu(i,5)(t))ij=1,. a- Barmely 4,5 € {1,...,d} és (s,t) €S; esetén

[En (i, 5) (1) = Fu(i, 3)(s)| < cal[Fu(t) = Fuls) |l < caTr(Fo(t) — Fu(s)).

Az (s,t) — Tr(F,(t) — Fu(s)), Si—et R-be képezd fiiggvény nemnegativ és additiv, ezért
[s,t] C[¢,t'] C[0,1] esetén

Te(F,(t) — Fo(s)) < Te(EL () — Fo(s))).

Igy minden 4,5 € {1,...,d} é& m €N esetén
r (5) Sea, max T (F (52) - Fu()).
tehat
hinj:ip WE, (i) (%) < g Ogrglga;{_2ligi8£p Tr (Fn (%) — F, (%)) =0,

és a 6.4.1 Lemma alapjan F,(i,7)(t) — Fy(i,7)(t) egyenletesen a [0,1] intervallumon. O

Legyenek most {fin : (n,f) € N?} valoszintiségi mértékek a G Lie—csoporton. Legyen
minden n € N esetén k, : R, — Z, egy olyan monoton novekvs fliggvény, melyre

ki (0) = 0.

Vezessiik be (s,t) € S és n € N esetén a kovetkezd jeloléseket:

kn (t)

Mn(s>t> = >|< Hne,

l=kn(s)+1
o (1)
nn($7 t) = Z unz?
=k (s)+1
kn(t)
"’in(sat) = (:un@ - 56)7
I=kp(s)+1
Ta(s,t) = Ty (s
kn(t)
Gn(s,t) = q(fine)-
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Nyilvan barmely (s,r),(r,t) € S és n € N esetén teljesiil

fin(8,7) * pn(r,t) = pn(s,t),
Ma(s,m) +nu(r,t) = 1n(s,1),
Rn(8,1) + Kn(r,t) = Kn(s,t),

To(s,m)Th(r,t) To(s,t),
@n(5,7) + qu(r,t) = qu(s;?).

6.4.3 Lemma. Bdrmely (s,t) €S, neN és f¢€ 6(2)72(6*) esetén

(T sty = T = T (si)) F(€)| <UP|flaz(an(s,t))?,

és létezik olyan ¢ >0, hogy
q(pn(s,1)) < cqn(s, 1) (1 + (s, 1))-
Bizonyitas. Hasonlo Siebert [91, Lemma 3.3| bizonyitaséhoz. O

6.4.4 Tétel. Legyenck {jne : (n,0) € N>} waldsziniségi mértékek a G Lie—csoporton.
Legyen minden n € N esetén k, : Ry, — Z, olyan monoton névekvd fiigguény, melyre
k,(0) = 0.

Tegyiik fel, hogy
(i) minden T >0 esetén

lim limsup sup ¢q,(s,t) =0,
0—0 p—oco t—s|<5
0<s<t<T

(ii) barmely T >0 és e > 0 esetén létezik olyan K. kompakt halmaz G-ben, hogy

minden n € N esetén
En(T

)
Z Nné(CKE) <e.
=1

Ekkor

(a) barmely T >0 esetén a {u,(s,t): (s,t) € Sy, n € N} halmaz feszes,

(b) létezik olyan (v(s,t))spes folytonosan gyengén korldtosan wdltozdsi hemicsoport
MW (G)-ben, hogy (n) walamely (n') részsorozatdra

f (8, 1) Tw, v(s,t) ha (s,t) € S.

6.4.5 Megjegyzés. Az (i) feltételbsl kovetkezik, hogy barmely ¢t € R, esetén a {fie :
C=1,... ky(t); n>1} haromszogremdszer infinitézimalis.
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A 6.4.4 Tétel bizonyitasa. (a). Siebert [91, Lemma 3.4] bizonyitasahoz hasonlé. Legyen
T >0, ¢ >0, ésvalasszuk a K. kompakt halmazt G-ben a (ii) feltételnek megfelelGen.
Az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy e € K.. FEkkor létezik olyan K
kompakt halmaz G-ben és egy olyan f € D(G) fiiggvény, hogy 1px < f — f(e) <lgg.
Az (i) feltételbol kovetkezik, hogy

(6.4.6) e(T) :=supq,(0,T) < o0,

n>1

mivel elegendéen nagy r,n € N esetén ¢,(u,v) < 1 teljestil minden olyan (u,v) € Sp
esetén, melyre |v —u| <1/r, tehat

Z (élT‘T)<r

=

Legyen (s,t) € Sp. Most megint az (i) feltétel miatt valaszthatunk olyan r,my € N

szamokat, hogy
€

b [ fla2 c(T)

teljesiiljon minden n > ny és minden olyan (u,v) € Sp esetén, melyre |v —u|<1/7r.
Legyen s,:=s+{(t—s)/r ha {=0,1,...,r.

Gn(u,v) <

Alkalmazva a 6.4.3 Lemmat, azt kapjuk, hogy

/fdun(sehse) — fle) < /(f — f(e)) dnn(se-1,50) + V| fla2(gn(se-1,5¢))°,

tehat arra jutunk, hogy minden n > ny esetén

T

pals, DCK") < Zun s s)(CK) < Y [ (7= £(e)) dma(sr-i,5)

=1
<y ( [ = 1) dnalsv-ro50 + P a1, sm?)
lf:(lT)
Z pine(CKL) + 2| fl22 ¢, (0,T) 1maux In(So—1,80) < 2e.
=1

A {pn(s,t) : (s,t) € Sy, n € Ny n<ng} halmaz véges, ezért szintén feszes.

(b). Az (a) pont alapjan létezik olyan (n') részsorozat, hogy minden (s,t) € S, s,t € Q
esetén létezik olyan 7(s,t) € M'(G), hogy

(5, 8) 2 (5, 1).

Meg fogjuk mutatni, hogy a {v(s,t) : (s,t) € S, s,t € Q} csalad kiterjeszthets egy olyan
(v(5,1))(s,)es hemicsoportté, mely teljesiti (b)-t az (n’) részsorozattal.
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ElGszor vegyiik észre, hogy a konvoltcids operatorokra vonatkozé folytonossagi tétel alap-
jan
(6.4.7) T (s,t)f(e) — T(s,t)f(e)
teljesiil minden f € (@) és (s,t) €S, s,t € Q esetén, ahol T'(s, t) := Ty(s,)- RoOgzitsiink

egy T >0 szamot. A 6.4.3 Lemma és (6.4.6) azt eredményezi, hogy minden (s,t) € Sp
esetén

(6.4.8) q(pn(s,t)) <c(14¢(T))gn(s,t).

Most megmutatjuk, hogy minden (s,t) € S; esetén a (. (s,t)) sorozat gyengén kon-
vergens. Az (a) alapjan a (u,(s,t)) sorozatnak van legalabb egy torlodési pontja. Legyen
v(s,t) € MY(G) egy torlodasi pont. Ekkor létezik olyan (n”) = (n”(s,t)) részsorozata
(n')nek (mely fugg (s,t)-tdl) ugy, hogy

(S, 1) Tw, v(s,t).

Legyen T'(s,t) :=T,4. A konvolicios operatorokra vonatkozo folytonossagi tétel alapjan
arra kovetkeztethetiink, hogy minden f € C"(G) esetén

Tr(s,t)f(e) — T(s,)[(e).

Vegytink olyan Q-beli (s;) és (t;) sorozatokat, hogy s, — s, ty — t és (spt;) € Sy
teljesiiljon. A 6.2.1 Lemma valamint (6.4.7) és (6.4.8) alapjan minden f € Cy5(G) és
minden elegendGen nagy ¢ € N esetén

T(s1.t0)£(6) — T(s,1)£)] = [lim T, 1) (€) — limn Ty (s, ()
< lilrgl T (seste) f(e) — T (s, t) f(e)]

<be(L+ (D)) (| fl2 + | fl2) imsup (gn(seAs, seVs) + qu(teAt, V).

n—oo

Az (i) feltevés alapjan

lim lim sup g, (s¢As, sgVs) = lim lim sup g, (teAt, t,VE) = 0,

=0 pooco -0 pooco

tehat minden f € Co2(G) esetén

lim |T(sg,te) f(e) — T(s,t)f(e)] = 0.

f—00

Mivel €y(G) stirti €°(G)-ben, azt kapjuk, hogy
U(se,tr) T, v(s, ).

Ez a konvergencia tetszéleges olyan (s;) és (t,) Q-beli sorozatokra teljesiil, melyekre
Sg— 8, tg—t és (sgty) €Sy, tehat azt kapjuk, hogy
T,-lim p(s' t') = v(s,t).

(s',t)—(st)
1 4/
st E(@Jr
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Ez az egyenl6ség teljesiil minden v(s,t) € M (G) torlodasi pontjara a (. (s,t)) soro-
zatnak, ezért csak egyetlen torlodasi pontja van (melyet szintén v(s,t)-vel fogunk jelélni),
és
J’w-linrln o (8,1) = v(s,t) = (Sﬂ';u)ilglt) v(s't).
s’ VEQ,
Nyilvan v(s,t) = v(s,t) minden (s,t) €S, s,t € Q esetén.

Most megmutatjuk, hogy az (s,t) — v(s,t), S-bsl ' (G)-be vivs leképezés multipli-
kativ. Véve egy olyan (t;) sorozatot Q,—ban melyre t, — t, azt kapjuk, hogy

v(t,t) = lim lim p,(t,t,) = lim lim &, = &..

{—00 N—00 {—00 Nn—00
Legyenek most (s,r),(r,t) € S és vegylunk olyan (sy), (r;) és (t;) sorozatokat Q,—ban,
hogy s;— s, rg—r, tp—t, és (s4,10),(re,t0) €S. Ekkor
v(s,t) = lim lm p,(se,te) = hm lim g, (s¢,70) * pin (10, )

f—00 Nn—00 {—00 Nn—00

<hm lim ,un(Sg,T'g)> (hm lim Mn(Tg,tg)> =v(s,r) xv(r,t).

£—00 Nn—00 {— 00 Nn—00

Végiil megmutatjuk, hogy az (s,t) — v(s,t), Sp-bél M (G)-be vivs leképezés folyto-
nosan gyengén korlatos valtozasia. Az (i) feltételbdl kovetkezik, hogy az
(s,t) — vy(s,t) := limsup ¢ (s, 1)
fiiggvény, mely Sy—t R-be képezi, folytonos. Nyilvan létezik olyan (n”) részsorozata (n')—
nek, melyre lim g, (0,t) = v,4(0,t) teljesiil minden t € Q4 esetén. Mivel a ¢ +— ¢,(0,1)
fiiggvények monoton névekvéek, alkalmazhatjuk a 6.4.2 Lemmat (d = 1 valasztassal), és azt
kapjuk, hogy

lim sup |q,(0,1) — v, ()] =0,
" tefo,1)

ahol v,(t) :=v,4(0,t). Ezért minden 7> 0 és (s,t) € Sy esetén

G (5,8) = (g (0,1) = 04(1)) = (g (0, 8) = v(5)) + (1) = v4y(s)

S () — vg(s )+2t:[lép |gnr (0, ) — 04 ()],

tehat arra kovetkeztethetiink, hogy minden (s,t) € Sy esetén

(6.4.9) lim sup g (s, 1) < vg(t) — v4(s),

n//

tehat hogy az (s,t) — limsup g, (s,t) Sp—bd6l R-be vivs fiiggvény folytonosan korlatos

valtozéasa. Igy (6.4.8) alapjan minden T >0 és (s,t) € Sy esetén

a(v(5,1)) = lim (s (5, 1)) < 1+ e(T)) limsup g (,£) < {1+ (7)) (0 (1) — 5(5)).

n/l

Tehat az (s,t) — q(v(s,t)) figgvény is folytonosan korlatos véltozasiu, amibdl kévetkezik
az allitas. O
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6.4.10 Tétel. Legyenek {jne : (n,f) € N2} waldsziniségi mértékek a G Lie—csoporton.
Legyen minden n € N esetén k, : R, — Z, egy olyan monoton névekvd fiigguény, melyre
k,(0) = 0.

Tegyiik fel, hogy
(1) barmely T >0 esetén

lim limsup  sup ¢,(s,t) =0,
0—0 nooo [t—s|<6
0<s<tLT

(ii) létezik egy olyan (n(a))acs univerzdlis résznet N-ben és u(s,t) € M (G) mértékek
ugy, hogy minden (s,t) €S esetén

t) = T,-li t).
p(s:t) = T Himt g (5, 2)

Ekkor létezik olyan v : Ry — R monoton novekuvd, folytonos fiigguény gy, hogy a kévetkezd
allitasok érvényesek:

(a) (u(s,t))spes egy olyan folytonosan gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport I (G)-
ben, hogy minden (s,t) €S esetén

q(p(s, 1)) <v(t) —v(s).

(b) Létezik egy olyan monoton novekvd A : Ry — A(G) figguény, hogy minden [ €
X5(G) és t e R, esetén

A(t)(f) =lim [ (f = f(e)) dipn(o) (0, 7).

aeJ

(c) Az A leképezés folytonosan korldtos vdltozdasi, és minden (s,t) €S esetén

|A(t) = A(s)l2 < v(t) —v(s).
(d) Bdrmely f € Coo(G) és barmely (s,t) €S esetén

‘/fdu(&t) — f(e) = (A() —A(S))(f)‘ < |floa(v(t) = v(s))*.

Bizonyitas. Siebert [91, Theorem 3.6] bizonyitasdhoz hasonlé. Nyilvan (s,t) — u(s,t)
egy multiplikativ leképezés S-bél 9! (G)-be. A 2.1.1 Lemma alapjan minden (s,t) € S
és f € Co(G) esetén

(6.4.11) ' - f<e>>dnn<s,t>1 < BTl 4 (5, 6)) < B2 (s 1)
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Megint mint a 6.4.4 Tétel bizonyitasanal, az (i) feltételbsl kovetkezik, hogy létezik olyan
v : Ry — R monoton névekvds, folytonos fiiggvény és olyan (n’) részsorozat, hogy minden
(s,t) €S esetén

(6.4.12) lim sup G (8,1) <0(t) — v(s).

n

Alkalmazva a (6.4.11) egyenl6tlenséget az f = x1,... , x4, 1g — ¢ fiiggvényekre, azt kapjuk,
hogy
q(u(s,t)) < cv(t) —v(s))

valamely ¢ > 0 konstanssal. Tehat az (s,t) — q(u(s,t)), S—et R-be vivs leképezés
folytonosan korlatos véltozast, és a 6.2.1 Lemma alapjan (j(s,t))ses egy folytonosan
gyengén korlatos valtozasi hemicsoport 9t'(G)-ben.

A (6.4.11) szerint barmely (s,t) € S ¢és f € Co(G) esetén az (/(f - f(e))dnn(a)(s,t)>

univerzalis net konvergens. Legyen

aeJ

(6.4.13) Al () =l [ (7 = £(6)) o (s5.).

Ekkor A(s,t) egy majdnem pozitiv linearis funkcional D(G)-n. A (6.4.11) és (6.4.12)
alapjan minden f € D(G) fiiggvényre
|As, ) ()] < blf2(0(2) = 0(s)).

Nyilvan (s,t) — A(s,t) additiv, azaz A(s,r) + A(r,t) = A(s,t) ha (s,7),(r,t) €S. A
6.4.3 Lemma és (6.4.12) értelmében minden f € D(G) fliggvényre

(6.4.14) \ / Fdus,t) = F(e) = A(s,0)(f)| <V flaa((t) — 3(s))

Ezutan megmutatjuk, hogy minden (s,t) € S esetén az A(s,t) linearis funkcional normalt.
Legyen (fn)n>1 egy olyan sorozat D(G);—ban, hogy f, T 1lg, minden K € $(e) kompakt

kornyezet esetén létezik olyan n € N hogy f,(K) =1, és sup|fulee =: ¢ < oo (Lasd
n>1

Siebert [91, Lemma 1.7]). Ekkor (6.4.14) miatt barmely (s',t') € S esetén
0= A(s, 1) (fn) = — b2 (0(t) —v(s))* + (/ fndu(s',t) — 1) :
Legyen r € N tetsz6leges, és legyen sp:=s+{(t —s)/r ha £=0,1,...,r. Ekkor

0= A(s, t)(f) = > Alsi—1,50)(fn)

T T

> = e St o) + Y ([ fdutoriis —1).

/=1 /=1
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Ha n — oo, akkor ebbdl

0> sup A(s, t)(fa) = — b (0(t) — U(s)) moax (U(se) — U(se-1)).

Mivel r € N tetszoleges volt, igy sup A(s,t)(fn) =0, tehat A(s,t) normalt.

n=1
Alkalmazva a (6.4.13) Osszefiiggést a ¢ — 1 fiiggvényre, azt kapjuk, hogy minden
(s,t) €S esetén

tim, [ o (5.1) = Als. ) — 16) = Als. ().
Legyen A(t) := A(0,t) ha t € R,. Ekkor Siebert [91, Lemma 1.8] alapjan megkapjuk a
(b), (c) és (d) allitasokat. O

6.5 Folytonosan korlatos valtozasii hemicsoportok gene-
ralasa

6.5.1 Lemma. Legyen E egqy kompakt topologikus tér, r >0 és F :[0,r] x B — R
eqy olyan folytonos figguény, hogy F(0,x) =0 minden x € E esetén. Tegyiik fel, hogy
minden olyan (t,y) € [0,7] x E esetén, melyre teljesil az F(t,y) = min{F(t,z): z € E}
osszefiiggés, létezik olyan v : [0,t] — Ry folytonos, monoton novekvd figguény és x :
[0,t] — R figgvény, hogy l;%l x(s) = x(t) és

F(t,y) — F(s,y) = — (x(s) = x(®))(v(t) —v(s))  ha s€[0,1].

Ekkor
F(t,z) >0 ha (t,z) € [0,7] x E.

Bizonyitas. Siebert [91, Lemma 5.8] bizonyitasdhoz hasonld. Legyen Q(t,z) := (1 +
cv(t))F(t,x), ahol ¢ > 0 tetsz6leges. Elegendd azt megmutatni, hogy @ >0, hiszen ekkor
c] 0 esetén F >0 adodik.

Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz. Ekkor [0,r] x ' kompaktsidga miatt létezik olyan
g <0 ésolyan (t,y) € [0,r7] x E, hogy Q(t,y) = ¢, valamint Q(s,z) > ¢ minden
(s,x) € [0,t] x E esetén. Mivel Q(0,z) =0 minden = € E esetén, ezért ¢t > 0. Tovabba
Qt,y) = min{Q(t,x) : x € B}, ésigy F(t,y) =min{F(t,z):z € F}. Legyenek v és x
a feltétel alapjan a (t,y) ponthoz létezs fiiggvények. Ekkor létezik olyan s € [0,¢[, hogy
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és igy

(14 cv(®)(F(t,y) — F(s,y)) + c(v(t) —v(s)) F(s,y)
—(1+ ev(t)(x(5) = X(D)(v(t) = v(s)) + c(v(t) — v(s)) —

1+ cv(s)
1 q
§C(U(t) —’U(S))ch(t) 2 O,

Q(tu y) - Q(S, y)

WV

WV

ami ellentmond (t,y) vélasztasanak. O

6.5.2 Tétel. Legyen A : R, — A(G) egy monoton névekvd, folytonos, korldtos vdltozdsi
leképezés. Ekkor legfeljebb egy olyan (v(s,t))srnes hemicsoport létezik 9" (G)-ben, mely
az A leképezéssel kapcsolatos a gyenge backward evolicids egqyenlet szerint.

Bizonyitas. Siebert [91, Theorem 5.7| bizonyitasahoz hasonloan torténik. Legyen FE :=
GU{w} a G csoport 1-pontos kompaktifikacija. Legyen wzr = 2w = w minden z € E
esetén. Minden ¢ € @°(G) fiiggvényt folytonosan kiterjesztiink E-re: g(w) := 0.

Tegyiik fel, hogy két olyan hemicsoport van: (v(s,t))spnes € (V'(s,1))(spes, melyek
az A leképezéssel kapcsolatosak a gyenge backward evolicios egyenlet szerint. Jeldlje
A : Ry — A(G) kanonikus dekompoziciojat (ao(t), Bo(t),n0(t))i=0. Jelolje (s,t) € S
esetén T'(s,t) = Ty(ep), T'(s,t) == T,(sp). ROgzitsikk az r >0 szamot és az f € D(G)
figgvényt. Jelolje ¢t € [0,r] és x € E esetén

F(t,z) =T —t,r)f(zx) =T (r —t,r)f(z).

A kovetkez§ vizsgalat célja az, hogy megmutassuk, hogy az F fliggvény kielégiti a 6.5.1
Lemma feltételeit. Legyen (¢,y) € [0,r] x E olyan, hogy

F(t,y) = min{F(t,z) : x € E}.

Minden s € [0,t] esetén

F(t,y) — F(S, y) = / A(dT)((T(T, 7") — T/(T, T))Lyf) = Il + [2 + 13,

Jr—t,r—s]

ahol
b= [ AW - T - ) L),
Jr—t,r—s]
L = / A(dr)((T(r — t.r) — T'(r — t,7)) L, f),
Jr—t,r—s]

I3 = / A(dT)((T'(r —t,r)—=T'(t, r))Lyf).
Jr—t,r—s]
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Elgszor megmutatjuk, hogy I, >0. Vezessikk be a J :=|r —t,r —s] jelolést. Ekkor
d
I = Z / (T(r —t,r) — T'(r — t,7)) X: L, f(e)ao i) (dr)

+ = Z/ (r—t,r) =T(r—t,r)X;X;L,f(€)bo(i,7)(dr)

'L]l

// T(r—tr)=T( —tr)L,f(z) = (T(r—t,r)=T(r—1t,7))L,f(e)

GxJ

— Z(T(T —t,r) =T (r —t, r))LyXif(e)m(ano(dz X dT)

d

=D XLy(T(r —t.r) = T'(r = t,r)) f(e)(ao(i) (r — 5) — ao(i)(r — 1))

=1

+ % Z XZX]Ly<T(T' — t, 7") — T/(T — t"r))f(é)(bo(l,])('r - S) - bO(Z7.7>(T - t))

ij=1

+ /G<Ly(T(r —t,r)=T'(r—t,r)f(z) = Ly(T(r—t,r)=T'(r —t,r))f(e)

d
— ZXz‘Ly(T(T —t,r) =T (r —t, r))f(e)xi(z)>n0(dz><]r —t,r—s|),
i=1
tehét a
g(Z) = Ly(T(T_taT> —T/(T’—t,T))f<Z>, zeklb
fliggvényre azt kapjuk, hogy

d

I, = Z(ao( )(r —s) —ao(i)(r — 1)) Xig(e)

i=1

41 5 D (boli, )(r = 5) = boli, ) (r = 1) XX g(e)

2]1

—l—/(;( ZXg >770dz><]7“—tr—s])
= (A(r —s) - A(T—t))(g)

A feltételekbdl kovetkezik, hogy A(r—s)— A(r—t) € A(G), ésa g figgvényre g € Co(G)

valamint ¢ > g(e), mivel barmely x € F esetén

g(z) = F(t,yz) > F(t,y) = g(e)

a (t,y) pont valasztéasa miatt. Tehat azt kapjuk, hogy

Iy = (A(r = s) = A(r = 1))(9) = (A(r — s) = A(r = 1))(g — g(¢)) = 0.



6.5. HEMICSOPORTOK GENERALASA
[1 elsall [1 = [1’1 + [172 -+ [173 alakban, ahol

L= Z / (T(7,7) — T(r —t,7)) XiLy f(e)ao(i)(dr),

Iy i= = Z / 1) = T — 1, 7)) XX, Ly f(€)bo(i ) (dr),

1]1

si= [[ (@60 =T6 - L G) - X =T~ ) L7

GxJ
- Z(T(T, r) = T(r —t,r))L, X, f(e)xi(z)>770(dz % dr).
i=1
Mint a 6.2.1 Lemmaban, minden 7€ J =]r —t,r — s| esetén
(T(r,r) = T(r = ;7)) XiLy f(e)] <OIXiLyfl2q(v(r —t,7)),
tehat
d
2] <bw(s) Y 1XiLyfla Vagy (r =t = 9),
i=1
ahol a w:[0,t] — R, flggvény definicioja
w(s) :=sup{q(v(r —t, 7)) : 7 €r —t,r — s|}, s €10,t].
Hasonloan

(1o <bw Z|XXLyf|2Vbo i) (r—tr—s).

1,7=1
Most tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt:

h(z) := (T(r,r) = T(r —t,r))L, f(2), 2z €@.
Mivel h € €3(G), igy alkalmazhatjuk a Taylor-formulat:

e) + ZXih(e)xi(z) + % > XiXh(E(2)ai(2)z(2), 2 €Uy,

ij=1

ahol &(z) € Up. Nyilvan

d d
| 1 , 1
5 5 |zi(2)z;(2)] < §d ;1 x;(z) = §dg0(z) ha z e Uy,

ij=1
kovetkezésképpen
d
/ / h(z > Xih(e)ri(2)| mo(dz x dr)
UoxJ i=1

—d|h|2/G (z)no(dzx|r —t,r —s]).

131
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De nyilvan létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy

d
<2+Z ||xi||) gy, <0,
=1

tehét

d

h(z) = h(e) = Y X;h(e);(z)

i=1

no(dz x dr)

//

CuoxJ
d

S (2 T Z Hx2||) |h]210(CUy x J)
i—1

<c ]h|2/Gg0(z) no(dzx|r —t,r — s]).

Osszegytijtve a harom becslést, azt kapjuk, hogy

|11 3] <cwy(s) / o(z)no(dzx|r —t,r — s])
G
ahol ¢:=c+d/2, ésa w:[0,t] - R, figgvény definicioja
wi(s) = sup{|(T(r, 1) = Tr —t, )L fl i m €l —tyr— 8]}, s€[0,1]

Hasznalva az analog modon definidlt w’ és w| fiiggvényeket (v, illetve T helyett 1/,
illetve T" szerepel), megkapjuk a kivant

F(t,y) — F(s,y) 2 — (x(s) = x (1) (v(t) — v(s))
egyenlGtlenséget a
X = w4 w + w + w)
és
d d
v(s) = b XLy fla Vag (r = 5,7) +b Y 1XX Ly fla Vagoy (r — ,7)
i=1 ij=1

+E/G o(2)no(dzx]r — s,r])

fiiggvényekkel. Nyilvan o monoton novekvs, és a feltételek szerint folytonos. Tovabba
X(t) =0, tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy ligl x(s) = 0. Mivel az (s,t) — v(s,t),
sTt

S-bsl M (G)-be vivs leképezés folytonos, ezért az (s,t) — T'(s,t)f leképezés is folytonos
S-bsl €°(G)-be minden f € C"(G) esetén, tehat az

d

(s,0) = > |T(s,)zi(e)] + T(s,t)p(e) = q(v(s,t))

i=1
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fiiggvény is folytonos [r —t,r — s|-bol R-be. Ezért h%l w(s) = li%l wy(s) = 0. Hasonloan

kapjuk, hogy 11%1 w'(s) = 11%1 wi(s) =0.
Tehat alkalmazhato a 6.5.1 Lemma, igy
F(t,z) >0 ha (t,z) € [0,7] x E,

specidlisan,

F(t,e):/f(z) (r —t,r)(dz) /f Vir—t,r)(dz)

minden f € D(G), t €[0,r] esetén. Felcserélve v és v/ szerepét

/f v — t,1)(d>) /f u(r — t,7)(d2)

minden f € D(G), t € [0,r] esetén. Végeredményben azt kapjuk, hogy
v(s,t) =1'(s,t)  ha (s,t) €S,

ami bizonyitja a hemicsoport egyértelmtiségét. O

6.6 Haromszogrendszerek konvergenciija folytonosan
korlatos valtozasi konvoliiciés hemicsoporthoz

Legyenek {fine : (n,f) € N} valoszintiségi mértékek a G Lie—csoporton. Minden n € N
esetén legyen k, : R, — Z, egy novekvd fiiggvény. Minden n € N esetén definialjuk az
Ny € M (G x Ry) mértéket a kdvetkezd modon:

(dy X 0 t Zﬂnﬂ dy

és az a, : Ry — RY a,(t) = (an(i)(t))iz1.. 4 valamint a B, : Ry — M}, B,(t) =
(by,(7,5)(t))i j=1,.. a fuggvényeket a kovetkezs modon:

kn (t)
an(i)(t) = ; / Tidfing = /G zi(y)n(dy x [0,1]),

ba(i,7)(t) = ;/:ﬂﬂjdunz z/Gasi(y)%(y)nn(dyx [0,1]).

6.6.1 Tétel. Legyenck {iune : (n,0) € N*} waldsziniségi mértékek a G Lie-csoporton.
Minden n € N esetén legyen k, : R, — Z. olyan monoton névekvd, balrdl folytonos
figgvény, melyre k,(0) =0 és k,(Ry)=Z,. Legyen D egy sird halmaz Ry -ban.

Teqgyiik fel, hogy
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(i) létezik olyan ny € L(R4,G) mérték, hogy minden t € D és f € C.(G) esetén

n—oo

mncﬂmeWWMD=Lﬂwm@MWﬂ%

(ii) létezik olyan By : Ry — My, Bo(t) = (bo(,5)())ij=1...a folytonos figgvény, hogy
minden t € D és i,7 €{1,...,d} esetén

1m@Mﬁ@=%@ﬁ@+Lm@%@m@m@ﬂ%

n—oo

gooe

teD és ief{l,...,d} esetén

lim a,(7)(t) = ao(7) (%),

n—oo
(iv) minden T >0 és i€ {l,...,d} esetén
kn (t)
lim limsup  sup / Tidptne| = 0.
0—0 pn—oco t—s|<5
ogs<t<T Fhn(s)+1
Ekkor (CLQ, By, 770) € ]P)bVGR-H G) és
kn (t)
K e T v(st) ha (s,) €5,
b=k (s)+1

ahol  (v(s,t))(spes folytonosan korldtos vdltozdsi hemicsoport 9 (G)-ben, mely azzal
az ARy — A(G) leképezéssel kapcsolatos a gyenge backward evolicids egyenlet szerint,
melynek kanonikus dekompozicidja (ag, Bo,m0).  Valamint létezik olyan v : Ry — R
monoton névekvd, folytonos fiigguény, hogy minden f € Cy2(G) és (s,t) €S esetén

|(Toisey — 1) f(e) — (A(t) — A(s))(f)] <|flaz(v(t) —v(s))*.
Tovabba tekintsik a kovetkezd dllitdsokat:

(@) (v(s,t))(syes egy diffizios hemicsoport.
(8) 1= 0.

Ekkor (a)-bol kévetkezik ().
Ha még azt is feltessziik, hogy

(vi) a t— [ o) no(dy x [0,t]), Ry-b6l R-be képezd fiigguény Lipschitz-folytonos,
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vii) minden @ € {1,...,d} esetén a t+— C.l: bo(2,7)(t), Ry-bol R-be képezd fiigguény
=1
Lipschitz—folytonos,

(viil) létezik olyan (n') részsorozata (n)-nek, hogy minden i€ {1,...,d} esetén az

/xi d;un’é

k,/(t)

n

(s,t) — limsup Z

=k, (s)+1

I

S—et R-be képezd fiigguény Lipschitz—folytonos,
akkor (a) és (B) ekvivalensek.

Néhany elckésziiletre van sziikségiink a 6.6.1 Tétel bizonyitasdhoz.

6.6.2 Lemma. A 6.6.1 Tétel (i)—(iv) feltételeinek teljesiilése esetén a kovetkezd dllitdsok
érvényesek:
(I) Bo(0) =0 és a By figguény monoton niévekedd.

(IT) A 6.6.1 Tétel (i), (ii) és (iii) pontjaiban a konvergencia tetszdleges T > 0 esetén a
[0,T] intervallumon egyenletes.

(III) Minden T >0 esetén

lim limsup  sup ¢,(s,t) =0.
0—0 n—-oo [t—s|<6
0<s<t<T

(IV) Az (n) tetszdleges (n') részsorozatinak van olyan (n”) részsorozata, hogy az

(57 t) — limsup Qn”(sa t)

n

S—et R-be képezd fiigguény folytonosan korlatos vdltozdsii.
(V) Az ap(i), i=1,...,d figgvények folytonosan korldtos vdltozdsiak.

(VI) Minden T >0 és € > 0 esetén létezik olyan K. kompakt halmaz G-ben, hogy
minden n € N esetén
. (CK. x [0,T]) < e.

Bizonyitas. (I). Legyen (¢,)m>1 egy olyan sorozat C.(G)-ben, hogy 0< ¢, <1 és
U — 1< A By méatrix—értéki fiiggvény azért monoton névekvs, mert monoton névekves
méatrix—értéki fiiggvények limeszeként all el6:

bo(7,7)(t) = lim lim [ 2;(y)z;(y)(1 — ¥m(y)) m(dy x [0,1]).

m—0o0 nN—0oo
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Valoban, az (i) feltétel szerint
dim | @) () em () m(dy < [0,4]) = /G i) (y)¥m(y) no(dy x [0, 1]).

Az zi(y)zi(y)| <ey), y € Uy egyenlStlenség, az (i) feltétel és Lebesgue Dominalt
Konvergencia—tételével

lim [ 2i(y)7;(y) (1 — Y (y)) no(dy x [0,t]) = 0.

m—00 G

Ebbdl és a (ii) feltételbsl kovetkezik by(i,j) fenti elGallitasa.
(IT). Az (i) esetén vegyiik észre, hogy ha f € C.(G),, akkor a

tH/Gf(y)nn(dyX[U,t]), neN

fiiggvények monoton névekvdek, és a ¢ — [, f(z) no(dx x [0,]) limesz-fiiggvény folytonos,
tehat a 6.4.2 Lemma alkalmazhato.

A (ii) esetén a matrix—értéki B,, n € N fliggvények monoton névekvéek, és a méatrix—értéki
e ()0 + [ o) mia < 0.0))
el ij=1,....,d

limesz—fliggvény folytonos, tehat megint alkalmazhat6 a 6.4.2 Lemma.

A (iii) esetében vegyiik észre, hogy a (iv) feltétel miatt

lim limsup  sup |a,(i)(t) — a,(i)(s)| =0

=0 nooo  |t—s|<6
0<s<tT
minden 7'>0 és i€ {1,...,d} esetén, tehat alkalmazhato a 6.4.1 Lemma.

(II). Legyen f € C.(G) egy olyan fiiggvény, hogy f > 1py, . Ekkor

d
p<fH Y al,
i=1
és az (i)-beli és (ii)-beli egyenletes konvergencia miatt minden 7" > 0 esetén
ken (t)
lim limsup  sup Z / @dpne =0
0—0 n—oo ‘t—s‘gd I—k (S)+1
o<s<t<T "

amibdl a (iv) feltétel miatt kovetkezik (III).
(IV). Mint a 6.4.4 Tétel bizonyitasaban, (I1I)-bol kovetkezik (IV).
(V). Most (IV) szerint valasztunk olyan (n’) részsorozatot, hogy a (s,t) — limsup g, (s, ),

S-bsl R-be képez§ fiiggvény folytonosan korlatos valtozasi. Ezért

k., (t)

Z / T; d,U/nK < lim sup qu’(sv t)v

a(i)(t) — a(i)(s)] = |lim
=k, (s)+1
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tehat az a(i), i =1,...,d fiiggvények is korlatos valtozasuak.

(VI). Elegends azt megmutatni, hogy tetszéleges T > 0 és ¢ > 0 esetén létezik
olyan K. kompakt halmaz G-ben, hogy 7,(CK. x [0,T]) < e teljesiil minden elegendGen
nagy n € N esetén. Elgszor valasszunk egy olyan kompakt V' € LU(e) kornyezetet, hogy
no(CV x [0,T]) < /2. Ekkor létezik olyan K kompakt halmaz G-ben és egy olyan
g € C.(G) fiiggvény, hogy 1px <g<1py. A 6.6.1 Tétel (i) feltétele alapjan valaszthatunk
olyan ny € N szamot, hogy

pO| ™

[ stmas <010 - [ gtemiar <017 <
teljesiilion, ha n > ng. Ekkor minden n > ny esetén

(G % [0.7))
| stz x 0.7 = | alamiar [O,TD] + [ ataymide < 0.7)

< g 400V % [0,T]) < e.

<

O

Most a 6.6.2 Lemma (III) és (VI) pontja biztositja, hogy a 6.4.4 Tétel alkalmazhato a
6.6.1 Tétel (i)—(iv) feltételeinek teljesiilése esetén.

6.6.3 Lemma. Jelolje (v(s,t))ses a2t a hemicsoportot, melyhez a 6.6.1 Tétel (1)—(iv)
feltételeinek teljesiilése esetén a 6.4.4 Tétel értelmében valamely (o (S,1))(spes részso-
rozat konvergdl. Ekkor ez a (v(s,t))spnes hemicsoport kapcsolatos az A : Ry — A(G)
leképezéssel a gyenge backward evolicids eqyenlet szerint.

Bizonyitas. FElGszor jegyezziik meg, hogy a 6.6.1 Tétel (i)—(iii) feltételei és a 6.6.2 Lemma
(I) és (V) pontjai alapjan A egy folytonos, korlatos valtozasu leképezés.

Most jelolje (s,t) € S esetén T'(s,t) := T,sy. Meg fogjuk mutatni, hogy minden
(s,t) €S és feD(G) esetén

n

(6.6.4) lim (T (s, £) — ) f(e) = /] ﬂ A(dr)(T(r, 1) f).

Az egyszertiség kedvéért az (n') sorozatot beazonositjuk az (n) sorozattal.

Legyen (¢r,)m>1 egy olyan sorozat €.(G)-ben, melyre 1py, <t <1 & by, — 1.
Tekintsiik a kovetkez6 hasznos felbontast:

d d
fly) = fle)+ D Xif(e)aily) + % > XX f(e)zi(y)z;(y) (1 — Ym(y))

1,j=1
d d
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ahol f € Co(G) és y € G. Minden f € Co(G) fiiggvényre alkalmazhatjuk a kovetkezs
Taylor—formulét:

+ZXf e)zi(y ZXXf Wz(y),  y el

1]1

ahol £(y) € Uy, tehat minden f € Cy(G) és y € G esetén

fly) = +ZXf e)ai(y ZXXf )2:(y)7;(y) (1 = Y (y))
+ (f(y) — fle) = ZXif(e):vi(y)> Vm(Y)

i1 Z(XX FEW)) = XX () a0, () (1 = i (v).

i,j=1
Ezutan vegyiik észre a kovetkezd dekompoziciot:

kn (t) kn () kn ()

Tn<3>t) —I= H Ty, —1 = Z (Tune — 1) H Ty,

l=kn(s)+1 l=kn(s)+1 r=0+1
kn(t)
= (Tune ])T (Tn£7 t)
l=kn(s)+1

ahol 7,0 :=1inf{t € Ry : k,(t) = ¢}. Tehat azt kapjuk, hogy
d

(Do) = DIO =3 [ Tl ) Xur(ehan() 0

d

+1Z/ T (7, £) XX, £ (€)b (i ) )

DO |

T G/ / | (Tm, 0F () — Tulr, 1) () — ZT< t)Xif<e>xi<y>>

X W (Y)0n(dy X dT)

iy / / (To(r, )X, X, F(E@W) — Talr XX, £(6))

53=1 Gx)s 8]

x 23(y) 2 (yY) (1 — Y (y))1n(dy x d7),

ahol
bom (i, 5)(t) := /G:vi(y)%(y)(l — Ym(y))nn(dy % [0, 1]).
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Igy végiilis

(Tu(s,t) = I)f(e) - / AR Topon ) = IO+ 1) 1 1) 4 18 4 [6) | [0,

Js,1 "
ahol

I .= T,(r,t) X, f(e)a,(2)(dr) — T(1,t) X, f(e)ag(z)(dr) ),
{ Z(/H (r)Xg(€an(ii) = [ T X )
1@ =1 d To(T, ) X X f()bpm (i, §)(dT) — [ T(7, )X, X, f(e)bom(i,5)(dT) |,
@ 22(/” (XXt )~ [ T DX Sl )
1) = % / T(1, )X, X; £ (€)2s(y);(y) (1 — Y (y))mo(dy x dr),

4I=1 Gx]s ]
= [ (Tm, DI) = Tolr 07 = YTl t>Xif<e>xi<y>> i)y )

G x]s ] =1

-/ (T<r, 0F) = T 00 = 310, t>Xif<e>xi<y>> i)y x )

Gx]s ] i=1
0= 23 [ @ 0xx 6w - 1m0 XX, 510)

53=1 Gx)s ]

X 2i(y)2;(y) (1 = Y (y))nn(dy x dr),

Y= - (T(ﬂ 0f(y) = T(r,0)f(e) = > _T(r, t)Xzf(e)xz(w)

Gx|s ] i=1

X (1 = tm(y))mo(dy x dr),

b 3)(0) = 03,30 + | (0)5(0)(1 = b))l 0.1,
Minden f € D(G) fliggvény esetén belathato, hogy
lim IV = 0,

n—oo

lim 1Y) =

n—oo

0 ha (=24, m>1,
lim I¥ = 0  ha £=3,6,
0.

m—00
nll_r)r})o limsup I®) =
Csak a lim IV =0 konvergencia bizonyitasara szoritkozunk. Elegendé megmutatni azt,
hogy o
lim 7" = lim 1M =0,

n—oo n—oo
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ahol

- / (To(7,1) — T(r, 1))g(e)an(i) (dr).
JEX|

109 = / T, 1)g(€) (an(8) (dr) — ao(d) (dr)),
JEX|

és g € Cyo(G). Legyen T >0 és (s,t) € Sp. A 6.6.2 Lemma (III) pontja alapjan

e(T) :=supq,(0,T) < 0.

n>1

Tekintsiik az Fy : 7 — Fo(1) := T(7,t)g(e) és F, : 7 — F,(1) := T,(1,t)g(e), n € N
fiiggvényeket, melyek a [0,¢] intervallumot R-be képezik. A 6.2.1 és 6.4.3 Lemmak alapjan
minden 7,7’ € [0,t] és n € N esetén

|[Fu(7) = Ful(7')| = [ Tu(1,t)g(e) — Tu(r',t)g(e)] < be(1 + e(T))(Igle + lgl2)gn(TAT', 7V T'),
tehat a 6.6.2 Lemma (III) pontja szerint

lim limsup sup |F,(7) — F.(7')| = 0.
-0 nooo [T—7"1<6
o<r<r/<t

Tovabba Fy folytonos és lim F,(7) = Fy(7) minden 7 € [0,¢] esetén. A 6.4.1 Lemma

szerint F,, — I, egyenletesen a [0,¢] intervallumon, tehat

lim sup |T,(7,t)g(e) — T(7,t)g(e)| = 0.

N0 rc0,t]

Nyilvan minden (7,7") € Sy és n € N esetén

<an(7,7),

kn(T")
an)() — a3
b=kn(7)+1

/xi dﬂne
ezért Vo, )(s,t) <c(T) ha neN, ésaz

V1< Vi (,1) sup |To(7, t)g(e) = T, t)g(e)]

TE[s,t]
becslés miatt lim I,(zl’l) =0.

A 6.2.1 Lemma alapjan minden 7,7" € [0,¢] esetén
|[Fo(r) = Fo(r)| = T(7, t)g(e) = T(r',t)g(e)| < bllgl2 + lgl2)a(v(rAT', TV 7).

A 6.4.4 Tétel szerint a (v(s,t))(snes hemicsoport gyengén korlatos valtozasu, tehat az [
fiiggvény is korlatos valtozasu. Parcialis integrélassal

109 = (a,(0)(t) — aoi) (£))gle) — T(s, Dgle)(an(i)(5) — aoli)(s))
- /] T, g(6) en(i)(7) — i),
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tehat az
182 < [gla(2 4 Vi (5,1)) sup [an(i)(7) = ao(i)(7)]

TE]s,1]

becslésbdl és abbol, hogy az a,(i) — ag(i) konvergencia egyenletes az [s,t] intervallumon,
kévetkezik lim I = 0.

n—oo

Végeredményben
ﬁm@@ﬁ—UWﬁn]MWWWﬁﬁ
n st
teljesiil minden (s,t) € S és f € D(G) esetén. Masrészrol,
lim(T (s, t) = 1) f(e) = (T(s,t) = 1) f(e)
minden (s,t) €S és f € C%G) esetén. Igy megkaptuk a lemma allitasat, hiszen D(G)
stiri C°(G)-ben. O

A 6.6.1 Tétel bizonyitasa. Legyen (n') egy tetsz6leges részsorozat (n)-ben. Ekkor
a 6.6.2 Lemma (III) és (VI) pontja alapjan alkalmazhato a 6.4.4 Tétel, tehat létezik olyan
folytonosan korlatos viltozast (v(s,t))(sses, hemicsoport 9t'(G)-ben, hogy az (n/)
valamely (n”) részsorozatara

(8, 1) T, v(s,t) ha (s,t) €S.

A 6.6.3 Lemma szerint a (v(s,t))snes hemicsoport kapcsolatban van az A @ R, —
A(G) leképezéssel a gyenge backward evolicios egyenlet szerint. A 6.5.2 Tétel szerint a
(v(s,t))(s,es hemicsoport egyértelmt. Ezért a (ji,(s,t)),>1 sorozat gyengén konvergens,
¢s

(8, 1) T, v(s,t) for all (s,t) €S,

tehat az els6 rész bizonyitasa készen van.

Mivel minden ¢ € Ry esetén no(dy x [0,t]) € M (G) az A(t) generald funkcional
Lévy—mértéke, igy

AW = [ F)mldy  0.6)
G
minden t € Ry és f € D(G)NEC(G) esetén. Az (i) feltételbol

Tim T f(e) = i [ (f(0) ~ (&) ma(dyx]s, 1)) = A@)(f) — A(s)(f)

n—oo G

minden (s,t) € S é f € D(G) N EC(G) esetén. A 6.6.2 Lemma (IV) pontja szerint
valaszthatunk olyan (n') részsorozatot, hogy az (s,t) — limsup g, (s,t), S-et R-be

képezo fliggvény folytonosan korlatos valtozasi. Ezért a 6.4.3 Lemma alapjan
[T — D f(e) = (A()f — A(s) )| = lim (T, ) — D) f(€) = T s f (€)]

< VP f|az limsup(gu (s, t))?
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minden (s,t) €S és f € D(G)NEC.(G) esetén. Tehat létezik olyan v : Ry — R monoton
névekvd, folytonos fiiggvény, hogy minden f € Cy2(G) és (s,t) €S esetén

|(Tosy — D) f(e) = (A(t) = A()) ()] <Ifl22(v(t) —v(s))™.
A 6.2.2 Lemma alapjan (a)-bdl kovetkezik (3).

Legyen most (n') egy olyan részsorozat, mely a (vii) feltétel alapjan létezik. A 6.6.2
Lemma (IV) pontja szerint létezik olyan (n”) részsorozata (n’)-nek, hogy a (s,t) —
lim sup g, (s,t) fiiggvény, mely S—et R-be képezi, folytonosan korlatos valtozasi. Legyen

f € C.(G) olyan fiiggvény, hogy f=>1py,. Ekkor o< f + Zle x?,  tehit minden
p € M(G) esetén

d
(6.6.5) q(p) < Z ('/xz du’ —1—/@2 du) +/fdu.
i=1

Tehat

d kn (1) d

Z Z i dfing +Z/a: Y) Mn(dyx]s,t]) /f ) 1 (dy s, ).

. — Ja
Az (i) és (ii) feltételek alapjan

d Kyt (2)
limsup ¢~ (s,t) < Zlimsup Z /xz dfinre /f(y) no(dyx]s, t])
n!! - n! Iel

Nyilvan
d

frY e

i=1
valamely ¢ > 0 konstanssal, tehat az (v)—(vii) feltételek miatt az
(s,t) — limsup g, (s,t)

fiiggvény, mely S—et R-be képezi, Lipschitz—folytonos. A 6.6.2 Lemma (III) pontja alapjan
c(T) :=supq,(0,7) < oo, tehat a 6.4.3 Lemma szerint

n>1

q(v(s,1)) = limq(pnn (s, 1)) < (1 + ¢(T)) limsup g (s, 1),

n//
és igy a hemicsoport Lipschitz—folytonos.

Ahogy mar megallapitottuk,
|(Toery = D f(€) = (A()f = A(5).f)] < B[ f |22 lim sup(gur (s, 1))
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minden (s,t) €S és f e D(G)NEC(G) esetén, tehat az

[Ty — D (e) — (Alt) — A))(f)

fiiggvény, mely S—-et R-be képezi, Lipschitz—folytonos. A 6.2.2 Lemma alapjan megkapjuk
() és (B) ekvivalencijat. O

6.6.6 Tétel. Legyen {pne : £ = 1,...,n,n =1} egy hdromszigrendszer M (G)-ben.
Legyen n € N esetén k, :[0,1] — Zy a kovetkezd fiigguény:

¢
kn(t) == max{f € {0,1,... ,n}: Z q(finr) tz q(fnr }
r=1

Legyen D egy sird halmaz [0, 1]-ben.
Tegyiik fel, hogy
(1) minden U € $h(e) esetén
lim max{,(CU) : 1 << n} =0,

(ii) létezik olyan no € L(]0,1],G) mérték, hogy minden t € D és f € C.(G) esetén

i [ ) m(dy < 0.0) = | 1w mldy x 0.1),

n—oo

(i) létezik olyan By : [0,1] — Mg, Bo(t) = (bo(i,5)(t))ij=1.. a folytonos fiigguény, hogy

minden t € D és i, € {1,...,d} esetén
i b (i,5)(8) = 0o(6.9)(0) + | ai(w)as () mldy x [0.1),
n—oo G><

(iv) létezik olyan ao : [0,1] — R, ag(t) = (ap(i)(t))iz1...a folytonos fiigguény, hogy
minden t € D és ie€{l,...,d} esetén

Tim (1)) = ao0)(0

(v) minden i€ {1,...,d} esetén
sup Z /:1:z dline| < 00.
n>l—
Ekkor
ke (£)
>l< ung—>us t) ha (s,t) €Sy,
n(s)+1

ahol (v(s,t))spes, €9y olyan gyengén Lipschitz—folytonos hemicsoport M (G)-ban, mely
azzal az A :[0,1] — A(G) leképezéssel kapcsolatos a gyenge backward evolicids egyenlet
szerint, melynek kanonikus dekompozicidgja (ag, Bo,no).

Tovdbbd (v(s,t))(spes, akkor és csak akkor diffuzios hemicsoport, ha 1y = 0.
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6.6.7 Megjegyzés. Wehn [101, Theorem 8| bizonyitott hasonld eredményt, de sokkal erd-

sebb feltételek mellett. Megjegyezziik, hogy a 6.6.6 Tétel konnyen altalanosithaté olyan
héromszogrendszerre is, amelyben a sorok hossza tetszéleges.

A 6.6.6 Tétel bizonyitasa. FElGszor vegylik észre, hogy

(6.6.8) sup Zq fne)

alapjan

Valoban, ha valasztunk egy olyan f € €.(G) fiiggvényt, melyre f > 1py,, akkor (6.6.5)
d n
d(me) < > <Z

) [+ [ a2 miay x 0 1]))

4 / £(9) mu(dy x [0,1]).

A (i), (iii) és (v) feltételek alapjan kovetkezik (6.6.8).
Most megmutatjuk, hogy

(6.6.9) lim max q(une) = 0.

n—oo 1<i<n

Valoban, minden ¢ > 0 esetén létezik olyan U € $U(e) kornyezet, hogy |z; - 1y|<e és
lo-1y| <&, tehat barmely p € M (G) esetén

d
g(p) < (d+1)e + <||90|| + IIwiII) n(CU).

=1

Ezért az (i) feltételbdl
lim mas () < (d+ e

n—oo 1</<n
Ez az egyenlStlenség tetszéleges ¢ > 0 esetén fennall, igy megkapjuk a (6.6.9) osszefiiggést.
A k,, neN fluggvények definicidja alapjan minden (s,t) € S; és n € N esetén

n

(6.6.10) Gn(s,t) < (t — s) ; q(pne) + max q(pine),
mivel
kn () kn(s)+1
an(s; ) = Zq pnt) = Y q(tine) + G (s)1)
=1 =1

3

< ) a(pne) —SZ q(ne) + max q{pine).
(=1
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Most (6.6.9) és (6.6.10) alapjan megallapithatjuk, hogy a 6.6.1 Tétel (iv) feltétele teljestil.
Nyilvan a 6.6.1 Tétel (i)—(iii) feltételei is teljestilnek, igy az els6 allitas bizonyitasa készen
van.

Most belatjuk, hogy a 6.6.1 Tétel (v)—(vii) feltételei is teljestilnek. A (6.6.9) és (6.6.10)
Osszefliggések miatt

lim sup g, (s,t) < (t — s supz q(pne),

n—o0 n>1

tehat (6.6.8) alapjan az
(s,t) — limsup g,(s,t)

fiiggvény Lipschitz—folytonos. Nyilvan ebbdl kovetkezik, hogy teljesiil a 6.6.1 Tétel (vii)
feltétele, hiszen minden p € M'(G) és i€ {1,...,d} esetén

’/%’d/i' <q(p)

Legyen f € C.(G) ismét egy olyan fiiggvény, melyre f > 1p,,. Ekkkor a 6.6.6 Tétel (ii)
és (iii) feltételeibsl kovetkezik, hogy minden (s,t) € S; esetén

S (bl )(6) = buli.)(5) + [ (0) mldyx)s,t)

d
Z bo(i,)(t) — bo(i, 1) +Z/ y) no(dyx]s, t]) /f ) no(dyx]s, t])

“> / Dndyxs.t) + i [ f)n(dyxs. 1),

n—00
=1

Nyilvan létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy f +ZZ 1 Ti < c-p, tehat
d
S (bl )6) = buli. )5 + [ (0) ()it
i=1

gc-limsup/go( ) (dyx]s, t]) < ¢ - limsup g, (s, ).

n—oo n—oo

Az 6.6.2 Lemma (I) pontja alapjan a t — Tr(B(t)) = Zle bo(i,7)(t) fiiggvény monoton
novekvs, tehat (6.6.10) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy teljesiilnek a 6.6.1 Tétel (v) és (vi)
feltételei is. O

Megmutatjuk, hogy Sobko [94] alabbi eredménye kovetkezik a 6.6.1 Tételbsl.

6.6.11 Tétel. Legyen {pine : £ = 1,...  ky, n =1} egy haromszigrendszer ' (G)-ben.
Legyen n € N esetén 0 = 7o < Ty < -+ < Tpx, = 1 egy olyan felosztdsa a [0,1]
intervallumnak, hogy

lim max{7,; — 71 : 1 <L <k, } = 0.

n—~oo

Teqgyiik fel, hogy
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(A1) minden i€ {1,...,d} esetén létezik olyan «;:[0,1] — R folytonos fiigguény, hogy

=0,

kn
lim E
n—oo

=1

/ T3 At — (Tne — Tpye—1)i(Tne)
Uo

(A2) minden i,5 € {1,....,d} esetén létezik olyan B;; : [0,1] — R kétszer folytonosan
differencidlhato fiigguény, hogy

207

kn
lim g
n—oo

=1

/ 2% Aptng — 2(Tne — Tno—1)Bij (Tne)
Uo

(B) létezik olyan K >0 konstans, hogy barmely n € N és (=1,... k, esetén

d d
Z / i dfine +Z / 225 dpine| < K(Toe — Tog-1),
i=1 1V Uo ij=11/Uo
(C) minden U € 3h(e) esetén
kn
lim " pe(CU) = 0.
=1

Ekkor
kn (t)
>l< Lne RUN v(s,t) ha (s,t) €Sy,
b=ky(s)+1

ahol (v(s,1))ses, €9y hemicsoport MM (G)-ben és n € N esetén a k, : [0,1] — Z;
fiigguény a kovetkezd maodon van értelmezve:

k,(t)=0—1 ha Tho1 << Ty, 1<Ky,
Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy teljesiilnek a 6.6.1 Tétel feltételei az

=0,  apli)(t) = / alr)dr,  boi,g)(t) = / By () dr

vélasztéssal.

Nyilvan (C)-bél kovetkezik (i).
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(A1) és (C) alapjan teljestil (iii) is, mivel minden ¢ € [0,1], i € {1,...,d} és n €N
esetén

kn(t) kn (t)

|an(z>(t) —ao d n + xzd né (Tn _Tn, —l)ai<7—n)
ZZ/ Hne Z/ Hne ¢ ¢ ¢

) t
+ Z(Tne - Tn,é-l)az’(Tne) - / Oéz'(T) dr
=1 0

K (t) kn (2)

< il Y 1ne(CUO) +
(=1

K (1)

+ Z(Tnf_Tnyﬁ—l)Oéi(Tne) —/0 a;(T)dr|,

(=1

X dﬂng - (Tn€ - Tn,271>ai<7—n€)

=1 VU0

ami 0-hoz konvergél, amennyiben n — oo.
Hasonloan vezethetd le (ii) az (A2) és (C) alapjan.
Nyilvan (B) miatt teljesiil (iv) is, mivel barmely (s,t) € Sy, i € {1,...,d} és n €N

esetén
kn (t) kn ()
> / vidp| < K Y (Tae— Tag1)
=k (s)+1 17 V0 t=kn(s)+1
= K(Tukott) = Tnn(s))
- K( Tn Jen (T Tn,kn(s)+1) + (Tn,kn(s)+1 - 7-n,lcn(s)’)))
< K(t— s) + max{T — Tne-1: 1 <<k}
tehat
kn (t)
sup / Tidpine| < K6+ max{r, — Th—1: 1 <<k}
[t=8IS9 g (s)4+1 1/ Vo
o<s<t<1

ami szerint
kn ()

limsup sup / Tidpine| < KO,
o JE, i
amibgl konnyen levezethets a (iv) feltétel is. O

6.6.12 Megjegyzés. Eredetileg Sobko [94] a (C) feltétel helyett csak azt tételezte fel, hogy

kn
nh_{go Z ne(CUG) =0
—1

de a bizonyitasaban a (C) feltételt hasznalta. Sobko a (v(s,t))(sses, limesz hemicsoportot
a megfelel6 (T'(s,t))ses, konvoltciés operatorokkal sokkal bonyolultabb médon kapcsolta
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ossze. Tovabbé a 6.6.11 Sobko—tételben tobb felesleges feltétel is szerepel. Nyilvan elegendd
feltételezni az «; és f;; fiiggvények Riemann integralhatosagat. Az (Al) és (A2) felté-
telekben az abszolut érték nem sziikséges, vagyis példaul az (A1) feltétel helyett elegendd
feltételezni, hogy

kn
lim Z (/ x; Apine — (Tne — Tn,e_1)04¢(7'ne)> =0.
n—oo [:1 UO

A (B) feltételben a mésodik szummas tagra nincs sziikség. Végiil megemlitjiik, hogy Sobko
bizonyitasi modszere csak akkor alkalmazhato, ha a limesz hemicsoport diffizios.

6.7 Folytonosan korlatos valtozasta konvolaciés hemicso-
portok paraméterezése

6.7.1 Tétel. Legyen A: R, — A(G) egy monoton novekvd, folytonos, korldtos vdltozdsi
leképezés. Ekkor pontosan egy olyan (v(s,t))spes hemicsoport létezik 9 (G)-ben, mely
az A leképezéssel kapcsolatos a gyenge backward evolicids eqyenlet szerint.

Tovdbbd a (v(s,t))spes hemicsoport folytonosan gyengén korlatos vdltozdsi, és létezik
olyan monoton novekvd, folytonos v : Ry — R fiigguény, hogy minden f € Cy2(G) és
(s,t) €S esetén

(Tosy — D) f(e) = (A(t) = A()) ()] <Ifl22(v(t) —v(s))*.

Bizonyitas. Az egyértelmiiséget bebizonyitottuk a 6.5.2 Tételben. A létezés bizonyitésat
Siebert [91, Theorem 5.1| mintajara végezziik el.

Legyen az adott A leképezés kanonikus dekompozicidja (ag(t), Bo(t), no(t))i>0. Legyen
feCG), teR,y és z€G esetén

d d

FOS@) = Y a@OF:f @) +5 3 bl )X T/ @)
[ () = 160) = 30 Rl )t 0.,

Heyer [48, Theorem 4.2.5] alapjén tetszéleges (s,t) € S esetén az f — (N(t) — N(s))(f)
leképezés, mely Co(G)-t C°(G)-be viszi, egybeesik Cy(G)n egy egyértelmtien meghataro-

zott M (G)-beli (v,.(s,t)),>0 konvoliciés félcsoport N(s,t) infinitezimalis generatoraval.
Elsszor belatjuk, hogy az (s, t) — N(s,t)f, S-et €°G)-be vivs leképezés folytonosan
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korlatos valtozasu tetsz6leges f € éQ(G) esetén. Valoban,

N5, ) (2)
< 3 lao(i)®) ~ @) (s)] - [Kef @)+ 5 3 Il DO~ boli o) - | KT (o)
+ [ |fa) = @) = 3 Kaf @)oo i1, 1),

tehéat hasznalhatjuk a kovetkezd Taylor—formulat:

fag) = 1)+ YKo @nl) + 5 Y XX @t @nmnw). v el

ahol £(y) € Uy, és a 6.5.2 Tétel bizonyitasaban szerepld I; 5 integral becslésénél hasznalt
modszerrel belathato, hogy

N5 < 1 (Xl - o)+ 3 wa )~ boli, )(5)

+c/G<p(y) no(dyX]SatD>

valamely ¢ > 0 konstanssal. Ezért a feltételek szerint létezik olyan monoton novekvd,
folytonos v: Ry — R fiiggvény ugy, hogy minden f € Co(G) és (s,t) €S esetén

IN(s, ) FIl < |f[2 (w(t) = v(s)).
Béarmely f € ég(G) fiiggvényre

(6.7.2) (Tovion = 1) / ( / N(s,t)f uu(s,t)(da:)) du,

tehat
(T sy = D () <IN (s, ) fI] < 7l fl2(v(E) — v(s))-
Behelyettesitve az f = x1,... , 24, 1g — ¢ fiiggvényeket, azt kapjuk, hogy

q(ve(s,1)) < c(o(t) —v(s))

valamely ¢ > 0 konstanssal. Kovetkezésképpen az (s,t) — q(v.(s,t)) fliggvény is
folytonosan korlatos valtozési.

Most legyen

ha n,¢ € N. El6szor megmutatjuk, hogy minden (s,t) €S és f € Coa(G) esetén

[nt]

673 s S0 ([ rdue-5@)) = B

l=[ns]+1
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Mivel XN(s,t)f = N(s,t)Xf ha X € £(G), tehat teljesiil N(s,t)f € Cy(G) és

IN(s,8) fla < |fl22(v(t) — v(s)). A (6.7.2) osszefiiggés és a 2.1.1 Lemma alapjén minden
(¢,t') €S esetén

' [ ran(sa) = 56 = B 0560

([ 3t dutsy) e N1

_ < / bIN(s ) flz q(vs(s', ) dr

0

/O (Tyy oy — DN(,#) f(e)dr
< bC’f|2,2(U(t/) - U(Sl))za

tehét

[nt]

)3 (/fdunz—f(e)) — N (e, ) ey

{=[ns]+1

[nt]

> ([ran(s0 - s0-F (5.0 10)

=[ns]+1

<ol (v (2) = () e, 0 ()0 (52)

[ns]+1 <6< 4]

Tovabbé elég nagy n € N esetén

¥ (21, 2) f(e) — N (s, 1))

B () o] [ (3 o
< c|fl2z2 (v(s) -0 <["s]> +o(t) — v <%>> :

Ezt a becslést és a v fiiggvény folytonossagat hasznalva kapjuk a (6.7.3) Osszefliggést.

Ezutdn megmutatjuk, hogy teljesiilnek a 6.6.1 Tétel (i)—(iv) feltételei a {u,e : (n, () € N?}
meértékekre és a k,(t) :== [nt], t € Ry, n € N fiiggvényekre. Elgszor vegyiik észre, hogy
(s,t) €S esetén

[nt] [nt]
S amde Y (o() -0 (52) e (o (1) -0 (1)),
{=[ns]+1 {=[ns]+1

amibdl
[nt]
lim limsup  sup Z q(pine) =0,

—0 pnooo [t—s| <6 =
0<s<t<T
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ezért teljesiil a 6.6.1 Tétel (iv) feltétele. Most (6.7.3) alapjan és Siebert [91, Lemma 1.7 (iii)]
pontjat hasznalva megmutathato, hogy minden ¢t € Ry és f € C.(G) esetén

)
i 3 [ s = A@0) = [ ) miay x 0.0

n—oo

Megint (6.7.3) miatt, minden i,7 € {1,...,d} és t € R, esetén

n—oo G

[nt]
i [ ity dins = A0, = 00O + [ i) ) mldy x 0.1,

[nt]

JEEOZ /zz dpine = A(t)(z;) = ap(i)(t).
=1

Tehét alkalmazhatjuk a 6.6.1 Tételt, és azt kapjuk, hogy létezik olyan (v(s,t))(sneg folyto-

nosan korlatos valtozast hemicsoport 99t'(G)-ben, mely az adott A leképezéssel kapcso-

latos a gyenge backward evoltcios egyenlet szerint, és 1étezik olyan v : R, — R monoton

novekvd, folytonos fiiggvény, hogy minden f € Cy2(G) és (s,t) €S esetén

|(Tosy — D) f(e) = (A(t) = A()) ()] <ISfl22(v(t) —v(s))*.

O

6.7.4 Tétel. Legyen (v(s,t))spes egy folytonosan gyengén korldatos vdltozdsi hemicsoport
ml(G) ~ben. Ekkor pontosan egy olyan monoton novekvd, folytonos, korldtos vdltozdsu A :
Ry — A(G) leképezés van, melyre teljesil A(0) = 0 és kapcsolatos a  (v(s,t))(spes
hemicsoporttal a gyenge backward evolicids egyenlet szerint.

A (v(s,t))(spes hemicsoport a hozzd tartozo A leképezést a kivetkezd explicit modon
hatdrozza meg: minden f € Xo(G) és t € Ry esetén

[nt]
(6.7.5) A ) = lim > [~ fenar (52.).

=1
Bizonyitas. ElSszor az egyértelmitiséget bizonyitjuk. Legyenek A : Ry — A(G) és
A: R, — A(G) olyan monoton névekvd, folytonos, korlatos valtozéasu leképezések, melyekre
teljesiil A(0) =0 ¢ A(0) = 0, valamint kapcsolatosak a (v(s,t))(s,yes hemicsoporttal
a gyenge backward evolicios egyenlet szerint. Ekkor a 6.7.1 Tétel alapjan léteznek olyan
v:Ry — R és v: R, — R monoton névekvd, folytonos fliggvények, hogy minden (s,t) € S
és f € Coa(G) esetén

[(A() = A(s)(f) = (A1) = A ()] < If |22 ((0(1) = 0(s))* + @(1) = B(s))?)

Mint Siebert [91, Corollary 4.6] bizonyitasaban, levezethets, hogy A(t)(f) = Av(t)(f) ha
te R+ és f € (’3272(G), tehat A = A.
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A létezés bizonyitasahoz felhasznéljuk Siebert [91, Theorem 5.1] bizonyitasanak néhény

Otletét. Legyen

o = v (52,1)

ha n,f € N. Mivel a (v(s,t))es hemicsoport folytonosan gyengén korlatos valtozast,
ezért az (s,t) — q(v(s,t)), S—et R-be képezs fiiggvény is folytonosan gyengén korlatos
valtozast, tehat g(v(s',t')) <V, (0,t)—V,(0,s") minden (s',t') € S esetén, ahol ¢t — V,(0,1)
folytonos fiiggvény. Masrészt barmely (s,t) € S és n € N esetén

i) )
a(s,t) = Y alpr) = D a( (55 L)) <Vul(0,8) = V,(0,5),
L=[ns]+1 {=[ns]+1

ezért minden T > 0 esetén

lim limsup sup  ¢,(s,t) = 0.
0—0 nooo \t—s|<5
0<s<t<T

Nyilvan tetszéleges (s,t) € S és n € N esetén

[nt]
:un(&t) = >l< Hne =V <%7 [Z_t]> :

=[ns|+1

Most lim [nr]/n =7, r € Ry miatt lim p,(s,t) = v(s,t) ha (s,t) € S. Valasszunk

n—oo

egy (n(a))aes univerzalis résznetet N-ben. Ekkor teljesiilnek a 6.4.10 Tétel feltételei a
{ttne = (n,€) € N*} mértékekre ¢s a k,(t) := [nt], t € R,, n € N fiiggvényekre. Ezért
létezik olyan A : R, — A(G) monoton névekvs leképezés és olyan vy : Ry — R monoton
névekvd, folytonos fiiggvény, hogy

(6.7.6) AB) = lim [ (f = f(€)) din(a) (0, )
minden [ € X5(G) és t € Ry esetén,
(6.7.7) |A(t) — A(8)]2 S vi(t) — v1(s)

minden (s,t) €S esetén, és
(6.7.8) ‘/de(S,t) — fle) = (A(t) — A(S))(f)‘ < flaz (vi(t) = vi(5))?
minden f € Cy2(G) és (s,t) € S esetén. Most belatjuk, hogy az A leképezést egyértelmien

meghatarozza a (v(s,t)))es hemicsoport. Valoban, tegyiik fel, hogy létezik egy masik
A: R, — A(G) hemicsoport is ugy, hogy

\ [ Favts.n) - ) - (it - Z<s>><f>] < Fhaa (8(8) — 5(s)?
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valamely v : Ry — R monoton névekvs, folytonos fiiggvénnyel. Ekkor barmely f € €22(G)
és (¢',t) €S esetén

(A(t') = A(S))(f) = (At - Z(&"))(f)’ < floa ((i(t) = vi(s)* + (@(t) = 0(5))7) -

Rogzitsiik a ¢ € Ry szamot, és legyen r € N.  Ekkor minden f € C2(G) és t € Ry
esetén

AW ~ A (F)
- ((A(%)(ﬂ-—A(“rm)(fD-—(A(%)Qﬂ-—ﬁ<“rm)(fﬂ>|
< flaz T <<v1 (%) — o <(£T1)t>>2 + (5 (%) — 5<(ér1)t>)2)

(=1

< | flz2(v1(t) +9(t)) max <<vl (%) — v, ((ﬁ—rl)t>> n (17(%) B 5<(€_Tl)t>>> ‘

1<e<r

Ha r — oo, akkor ebbdl kévetkezik A(t)(f) = A(t)(f) minden f € C2(G) és t e Ry
esetén, ezért A(t) = A(t) ha t e Ry. Az A egyértelmiisége és (6.7.6) alapjan megkapjuk
a (6.7.5) elgallitast.

A (6.7.7) egyenlStlenség alapjan az A leképezés folytonosan korlatos valtozéasu, és a
6.7.1 Tétel szerint létezik olyan (1/(s,t))(sses hemicsoport 9 (G)-ben és olyan monoton
névekvd, folytonos vy : Ry — R fliggvény, hogy

’/fwﬁi%ﬁk%%Aw—A@Mﬂ < flas (va(t) — va(s))?

ha f € Cy2(G) és (s,t) €S. Tovabba A kapcsolatos a (1/(s,t))(syes hemicsoporttal a
gyenge backward evoluciés egyenlet szerint.

Ezutan megmutatjuk, hogy wv(s,t) = v/(s,t) ha (s,t) € S. Legyen E := G U {w}
a G csoport 1-pontos kompaktifikicioja. Legyen (s,t) € S esetén T'(s,t) := Ty(sy),
T'(s,t) := Tsp. Rogzitsik az r > 0 szamot és az [ € D(G) fiiggvényt. Legyen
te[0,r] és x € E esetén

F(t,x) =T —t,r)f(x) =T (r —t,r)f(z).

A kovetkez§ vizsgélat célja az, hogy megmutassuk, hogy az F filiggvény kielégiti a 6.5.1
Lemma feltételeit. Most legyen (¢,y) € [0,r] x E olyan, hogy

F(t,y) = min{F(t,z) : x € E}.
Minden s € [0,¢] esetén

F(tvy) - F(S7y)
=(T(r—=t.r)fly) =T'(r=t,r)f(y) = (T(r—sr)fly) =T'(r—s,7)f(y))
= T(T —t,r— S)f(y) - T/(T —t,r— S)f(y)>
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ezért
[F(t,y) — F(s,9)| <[Lyflag (vi(r —s) —oi(r = ))* + (va2(r — 5) = va(r = 1))?) .

Kovetkezésképpen megkapjuk a kivant

F(t,y) = F(s,y) = — (x(s) = x()(v(t) = v(s))

egyenlGtlenséget a x(s) .= v1(r —s) +vo(r—s) és v(s) = —|Lyflaa (vi(r—s)+va2(r —s)),
s € [0,r] fliggvényekkel. Alkalmazva a 6.5.1 Lemmat, azt kapjuk, hogy

v(s,t) =1/(s,t) ha (s,t) €S
a 6.5.2 Tétel bizonyitasanak végén hasznalt gondolatmenettel. Tehat A kapcsolatban van

a (v(s,t))(syes hemicsoporttal a gyenge backward evolucios egyenlet szerint. O

Megjegyezziik, hogy (6.7.5) alapjan az A(t) generalo funkcional kanonikus dekompozi-
cidjaban szereplé mennyiségek kozvetleniil kifejezhetSk a (v(s,t))(ses hemicsoport segit-
ségével a kovetkezd modon:

[nt]

| twmidyx 0.0 = im 37 [ par (5L, reedq)

=17G

i) = tim 3 [ iy o (518) = [ it midy < 0.6,

ao(i)(t) = JLHC}OZ/xidV (1,14



7. fejezet

Korlatos valtozast konvolticios
hemicsoportok Lie—projektiv
csoportokon

7.1 Lie—projektiv csoportok

Egy lokalisan kompakt G topologikus csoportot Lie—projektivnek neveziink, ha létezik G
kompakt norméalosztoinak olyan $) rendszere, hogy minden H € §) esetén G/H egy Lie-
csoport, és (\yep H = {e}. Ha $ még rdadisul lefel¢ sztir6, akkor G Lie-rendszerének
nevezziik. Feltehetjiik (és mindig fel is tessziik), hogy $ lefelé sziirs, mert tetszéleges
G Lie-projektiv csoport esetén a Lie-faktorcsoporttal rendelkezé kompakt normalosztokbol
allo rendszer Lie-rendszer (lasd Montgomery, Zippin [64]).

Legyen $ egy Lie-rendszere a G Lie—projektiv csoportnak. Ekkor G el6all mint a

lim  (G/H) projektiv limesz, mely definici6 szerint a [],.4(G/H) szorzatcsoportnak
«— He
a kovetkezd zart részcsoportja:

{@nnes & TL(G/H) s plf(on) =ou 10 Mt €9, M|
He$H
Ezutan lehet definidlni a G csoport £(G) Lie-algebrajat, mint a G/H koézonséges
Lie—csoportokhoz tartozé Lie-algebraknak a lim 5£(G/H ) projektiv limeszét a plt :
— He

G/M — G/H, M,H € $, M C H kanonikus leképezések differencialjaira vonatkozoan,
azaz

2(G) = {(XH)Heyj e T[ e@/m) : dplf(X") = XM ha M,He$H, MC H}.
He$
A dpy : £(G) — £(G/H) kanonikus leképezések olyan folytonos, nyilt epimorfizmusok,

melyekre dpy = dp odpyy ha M,H € $, M C H. Tovibba £(G) fiiggetlen a $)
Lie-rendszer valasztasatol.

155
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Born [14, Theorem 2.2| szerint mindig lehet talélni egy G Lie—projektiv csoportnak
olyan $) Lie-rendszerét, melyre nézve az £(G) Lie-algebranak van projektiv bdzisa a
kovetkezd definicio értelmében:

7.1.1 Definicié. Egy (X;)ier csaladot £(G)\ {0} -ben projektiv bazisnak nevezink a G
csoport ) Lie—rendszerére nézve, ha minden H € $) esetén létezik olyan Iy C I wvéges
részhalmaz, hogy (dpu(X;))ier, bdzist alkot az £(G/H) wvektortérben és dpy(X;) =0
minden 1 & Iy esetén.

A tovabbiakban rogzitjiitk G-nek egy olyan $) Lie-rendszerét, hogy £(G) rendelkezzen
egy (Xi)ier projektiv bazissal $-ra nézve. Born [14, Proposition 2.3| szerint minden
(ri)icr € R esetén pontosan egy olyan X € £(G) vektor van, melyre

Te8(D) o7 icl
Valojaban
S, - (z de<xi>) |
icl icly HeH

Tovabba Born [14, Theorem 2.4| szerint az (r;)icr — Y _,c;7iXs leképezés egy topologikus
vektor—tér izomorfizmus RI-r61 £(G)-re, ezért [ szamossaga csak G-t6l fiigg.

A teszt—fliggvények D(G) terét a kovetkezd modon definidljuk:

D(G) = | J{f"opu: " € DG/H)}
He$

(lasd Bruhat [18]). A k-szor balrol, illetve jobbrol differencidlhaté fiiggvények €4(G) és

Cr(G) terét Born [14, 4.1] vezette be. Megjegyezziik, hogy minden X € £(G), H € ) ¢és
€ C(G/H) esetén teljesiil fH opy € C(G) és

X(f" o pu) = (dpu(X)f™) o pu.

Bevezetjiik a gyenge koordindta—rendszer fogalmat G-ben, altalanositva egy Lie—csoportbeli
koordinata-rendszer fogalmat a kovetkez6 modon (lasd Born [15]):

7.1.2 Definicié. Egy (x;)ie; csalad D(G)-ben gyenge koordindta—rendszere a G cso-
portnak az e pontban (X;)ic;-—re nézve, ha teljesil Xjxj(e) =6 €s x5 = —x; minden
i,j € I esetén. Azt mondjuk, hogy (x;)icr projektiv, ha még az is teljesil, hogy min-
den H € $ esetén létezik olyan U € M(e) kérnyezet és olyan (x1);cr, kanonikus
koordinata—rendszere G/H-nak e-ben az £(G/H) Lie-algebra (dpp(X;))icr, bdzisdra
nézwe, hogy x;(y) =2 opy(y) ha ye Uy és i€ Iy.

Mindig lehet G-nek projektiv gyenge koordinata—rendszerét talalni e—ben (X;);c;—re
vonatkozéan. Valoban, minden H € $) esetén legyen (z);cr, egy kanonikus koordinata—
rendszere G/H-nek e-ben az £(G/H) Lie-algebra (dpy(X;))icr, bazisara nézve. Minden
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i € I esetén vélasszunk egy olyan H(i) € $ kompakt normalosztot, melyre i € Ip.
Legyen x; := xf{(z) o pr@).- Ekkor Born [15, Corollary 7| alapjan az (z;);c; csalad egy

projektiv gyenge koordindta-rendszere G-nek e—ben.

7.2 Konvolicios félcsoportok és hemicsoportok Lie—pro-

jektiv csoportokon

Vezessiik be a kovetkez§ paraméter—teret:
P(G) := R x M} x L(G).

Born [15, Corollary 5| megmutatta a kovetkezs reprezentacios tételt konvolicios félesoportok
generalo funkcionaljairél (valojaban lokalisan kompakt topologikus csoportokra bizonyitott).

7.2.1 Tétel. Legyen G egy Lie—projektiv csoport, (X;)ier egy projektiv bazis £(G)—ben
és (x;)ier egy gyenge koordindta—rendszere G-nek e-ben (X;)ie;—re nézve.

(A) Ha (m)iso0 egy konvolicids félesoport MM (G)-ben A generdld funkciondllal, akkor
D(G) € Dom(A) és pontosan egy olyan (a,B,n) € P(G) hdrmas létezik, hogy

AU = Xt (@ + 5 3 s XiXf o)+ [ ($) = 1(6) = X Xuf@)s(w) n(dy)

iel ijel il
minden f € D(G) esetén.

(B) Minden (a,B,n) € P(G) hdrmashoz pontosan egy olyan (ut)i=0 konvolicids féleso-
port létezik M (G)-ben, melynek generdld funkciondljara D(G)-n érvényes az (A)
reprezentdcio.

Mértékeknek egy (1:)i>0 csaladjat 9% (G)-ben Lévy-mérték csalddnak nevezzik G-n,
ha n — 7y € L(G) minden (s,t) € S esetén, ny =0, ésaz (s,t) — [ fdn leképezés
folytonos, ha f € D(G), és f(e) =0. Jelslje L(R,,G) azon n € M (G xR,) mértékek
halmazat, melyekre teljesiil n({e} x Ry) =0, n(dy x [0,¢]) € L(G) ha t € R;, és hogy a
t — [ fy)n(dy x [0,t]) leképezés folytonos, ha f € D(G); és f(e) =0. Ekkor létezik
egy természetes bijekcio az  (m;)i>0, M (G)-beli Lévy-—mérték csaladok és az L(R,, G)
halmaz kozott: n(dy) = n(dy x [0,t]), n € L(R4,G).

Vezessiik még be a Py, (R;, G) paraméter—teret is, mely olyan (a, B,n) harmasokbol
all, ahol a: R, — R, a(t) = (a;(t))ies olyan folytonos fiiggvény, hogy a(0) = 0 és minden
i € I esetén az a; : R, — R koordinata—fiiggvény korlatos véltozast, B : R, — M
monoton novekvd, folytonos és B(0) = 0, valamint 7 € L(R;,G). Egy (a,B,n) €
Py (R4, G) harmasnak megfeleltetiink egy A : R, — P(G) generdld leképezést ugy, hogy
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A(t) := (a(t),B(t),m), t € Ry. Egy Cu(G)-beli (g)i>0 fliggvény—csalad és (s,t) € S
esetén legyen

[ Ao =3 [ Xgeatan) + 33 [ XiXign(e)byfar)

]s,t] ijel ]s,t]

N / / (9:0) = 9:(e) = 3" Xig (e)(w) m(dy x ),

Gx]s,t]

amennyiben az integralok léteznek.

7.2.2 Definicié. Azt mondjuk, hogy egy M (G)-beli (1u(s,t))(s0es hemicsoport és egy
(a,B,n) € Py (R4, G) hdrmas kapcsolatosak a gyenge backward evolicids egyenlet szerint
az L(G)-beli (X;)ier bdzisra és G-nek e-beli (x;);cr gyenge koordindta—rendszerére
nézve (roviden: kapcsolatosak), ha minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

(Tuony — D)f(e) = /] AT )

Most adunk egy kritériumot arra, hogy egy 9t'(G)-beli hemicsoport kapcsolatos legyen
egy harmassal, 9'(G/H) beli (H € $) hemicsoportok segitségével. Legyen (z;)ie; egy
projektiv gyenge koordinata-rendszere G-nek e-ben (X;);cr—re nézve. Legyen (a,B,n) €
P, (Ry,G). Minden H € $ esetén definidljuk az o : R, — R af(t) = (aX(t))icr,
fiiggvényt a kévetkezd moddon:

a1 (1) = alt) + /G (& o pr(y) — x:(y)) n(dy x [0,1]).

(Az integrél létezik, mert xf o py — z; € C.(G).) Tovabba definidljuk a kivetkezs BY :
R, — M fliggvényt:

BY(t) == (bij(t))ijern-
Végiil tekintsiik a kovetkezs n € M, ((G/H) x Ry) mértéket:

0 (dy x [0,4]) == 1" (dy)
ahol ntH = PH(Ut% ﬁt(dy) = n(dy X [O,t]) NyllVéH (aHaBHanH) S PbV<R+7G/H)

7.2.3 Allitas. Legyen G egy Lieprojektiv csoport, (X;)icr eqy projektiv bazis £(G)-ben
és (x;)ier egy projektiv gyenge koordindta—rendszere G-nek e-ben az (X;);er—re nézve.
Legyen minden H € 8 esetén (zF)icr, egy olyan koordindta—rendszere G/H-nek e-ben
az L(G/H)-beli (dpg(X;))icr, bdzisra néwe, hogy zi(y) = ¥ opu(y) ha y € Uy és

1€ Iy.

Ekkor eqgy 9 (G)-beli (1u(s,1))(s)es hemicsoport és egy (a, B,n) € Ppy (Ry, G) hr-
mas pontosan akkor kapcsolatosak az £(G)~beli (X;)icr bazisra és G-nek az (x;)ier gyenge
koordindta—rendszerére nézve, ha minden H € $3 esetén az MM (G/H)-beli (pu(1(s,t)))(s.0)es
hemicsoport kapcsolatos a (fent definidlt) (a™, BT nf) € Py (Ry,G/H) hdrmassal az
L(G/H)-beli (dpg(X;))ier, bdzisra és G/H-nek az (zH)ier, koordindta—rendszerére
nézve.
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Bizonyitas. Nyilvin minden (s,t) €S, H € $ ¢s f € D(G/H) esetén

(Tosuisayy — D 7€) = (Tuewy = D™ o pr)(e).

Tovabba

S [ ()T S )

i€l
=> | XiTueo(f" o pu)(e) ai(dr)
iel V18]
£ [ [ Ko o p) @)t o pity) — () n(dy < di),
€I Gx)s,t]
S [ oo () T ) ) B )
i,j€lf ]S t}
= Z XinTu(ﬂt)(fH (0] pH)(e) bij (dT),
ijer”1st
(Tontuan 0 = Tyt )00
(G/Hx]s,
-> / (AP (Xa) Ty uiran f 1) (@) (y)> n" (dy x dr)
i€l }S,t]
— [ [ (T o pm) = Tueo( o (e
G X]s,t]
-> | ]XiTW,t)(fH o pu)(e)zi om(?J)) n(dy x dr).
icly 71st
Kovetkezésképpen
/] A T S) = [ A Ty o).
s,t s,t
amibdl kovetkezik az allitas. O

7.3 Haromszogrendszerek konvergenciaja

Alkalmazva a Lie—csoportokon értelmezett valoszintségi mértékekbsl allo haromszogrend-
szerek konvergencidjarol szolo 6.6.1 Tételt, a kdvetkezs konvergencia-tételt kapjuk:
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7.3.1 Tétel. Legyen G egy Lie—projektiv csoport, (X;)ier egy projektiv bazis £(G)-ben
és (x;)icr egy projektiv gyenge koordindta—rendszere G-nek e—ben (X;);e;—re vonatkozdan.
Legyenek {pne : (n,0) € N?} waldszintségi mértékek a G csoporton. Minden n € N

esetén legyen k, : Ry — Z, eqy olyan monoton novekvd, balrl folytonos fligguény, hogy
k,(0) =0 és k,(Ry)=7Z,. Legyen D egy sird halmaz R, -ban.

Tegyiik fel, hogy

(i) létezik olyan n € L(Ry,G) mérték, hogy minden t € D és f € C.(G) esetén

kn (1)

gggoszdune—/f n(dy x [0, 1)),

(ii) letezik olyan B : Ry — My, B(t) = (bij(t))ijer folytonos figguény, hogy minden
teD és 1,5 €1 esetén

K (t)

nmz/x@x]dunz—bum | ity nta < 0.0

n—oo

(iii) létezik olyan a: Ry — R, a(t) = (a;(t))ier folytonos fiiggvény, hogy minden t € D

és 1 €1 esetén
kn (t)

T}LrgoZ/xl dtne = a;(t),

(iv) minden T >0 és i€l esetén

Fen (£)
lim limsup sup Z

=0 pooo t—s<d
0<s<t<T (Fhn(s)+1

=0.

/ Ty d,uné

Ekkor (a,B,n) € Pry(Ry,G) és

>|< ,ung—szt) ha (s,t) €S,

b=ky(s)+1

ahol (v(s,t))spes €9y olyan folytonosan gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport m(G)-
ben, mely az (a, B,n) hdrmassal kapcsolatos a gyenge backward evolicids egyenlet szerint az
L(G)-beli (X;)ier bdzisra és a G-beli (x;)icr gyenge koordindta—rendszerre vonatkozdan.

Tovdbba legyen (&)i>0 egy olyan G-beli értékeket felvevd, figgetlen bal-névekményi
D(Ry, G)-beli trajektoridji folyamat, mely a (v(s,t))spnes hemicsoportnak felel meg. Te-
kintsiik a kovetkezd dllitasokat:

(@) (v(s,t))(syes egy diffizios hemicsoport.
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(B) A (&)i=0 folyamat trajektoridi 1 valdszintséggel folytonosak.

(v) n=0.

Ekkor () és (v) ekvivalensek, valamint (o) —bdl kovetkezik (3) és (7).
Ha még azt is feltessziik, hogy

(v) minden f € C.(G)s eseténa t — [, f(y)n(dyx[0,t]), Ry-bol R-be képezd fiigguény
Lipschitz—folytonos,

(vi) minden i € I esetén a t+ b;;(t), Ry-bdl R-be képezd figguény Lipschitz—folytonos,
(vii) létezik olyan (n') részsorozat, hogy minden i € I esetén az

/ Ti Al

ki ()

(s,t) — limsup Z

/
=k, (s)+1

S—bol R-be képezd fiigguény Lipschitz—folytonos,

akkor (), (B) és (v) ekvivalensek.

Bizonyitas. Minden H € $ esetén definidljuk az o : Ry — R7  fiiggvényt, a
BT . Ry — Mj  matrix-értéki fiiggvényt és az 7" € 9 ((G/H) x Ry) mértéket
gy, mint a 7.2.3 Allitas el6tt. Definialjuk a pf, € 9'(G/H) mértékeket a kovetkezd
moédon:  pt, = py (). Megmutatjuk, hogy a 6.6.1 Tétel (i)—(iv) feltételei teljesiilnek a
{uf, . (n,0) € N*} mértekekre, a {k, : n € N} fiiggvényekre és az (a, B nff) harmasra.

Nyilvan f# € C.(G/H) esetén fHopy € C(G), ezért az (i) feltétel miatt minden
t €D esetén

kn (t)
Jim Z o fH dpgy = 1im Z / f o pr dpine
/ 7 opu(y)n(dy x 0.6) = [ FA(y) ' (dy x [0.1]).
G/H
H

Minden 4,5 € Iy esetén (z) o py)(xl o py) — zix; € Co(G), ezért az (i) feltétel miatt

minden ¢t € D esetén
ken (t)

lim Z / 7 opm)( OPH) i) dpine

n—oo

_ /G (! o pir(y)) (" 0 pir(w)) — :(w);(4)) nldy x [0.4]),
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amibdl a (ii) feltétel felhasznalasaval adodik

K (t) K (t)
lim Z/ xf{xf dpt, = lim /(acf{ opH)(xf o pr) dptne
n—oo = Ja/u a

n—0o0

=1
— by (1) + /G (27 0 par ()@ o par(y)) n(dy x [0,1])
— b (1) + / el " 0.,

Minden i € Iy esetén zf opy —x; € C.(G), ezért az (i) feltétel miatt minden ¢ € D
esetén

n—oo

kn(t)
lim ;/G(f’f opr — ;) dpng = /G(l‘z- opu(y) — i(y)) n(dy x [0,1]),

amibdl a (iii) feltétel felhasznalasaval adodik

En(t) En(t)
lim Z/ xZH d,ugg = lim / ,CEZH o Py dftng

— a(t) + /G (27 0 pa(y) — 2:(y)) n(dy x 0,4]) = aZ'(1).

Az (i) feltételbeli konvergencia nyilvan egyenletes a [0,7] intervallumon minden 7" > 0
esetén, hiszen minden f € C.(G); esetén a

kn(t)
t}_)Z/fdu’nb nGNv
=1

fliggvények monoton novekvéek és folytonosak, ésa ¢ +— [ f(y) n(dyx[0,t]) limesz—figgvény
folytonos. Tehat minden 7> 0 és f € C.(G); esetén

kn (1)

(lsliI(l) limsup sup Z()+ /fd/Lng =0

n—00 t—s<d -
0<s<t<T l=kn(s)+1

(lasd 6.4.1 Lemma). Kovetkezésképpen az

/ zih dplly| < ‘/ ;i dfine
G/H G

egyenlStlenséghdl |zH o py — 2;] € C.(G) 4 alapjan azt kapjuk, hogy

/ il dpgy
G/H

+/ ’335[ o pr — Xi| dfine
G

kn (1)
= 0.

lim limsup sup
=0 pooco t—s<d

0<s<t<T l=kp(s)+1
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Tehat alkalmazhatjuk a 6.6.1 Tételt. Azt kapjuk, hogy (aff, B¥ n) € P (R,,G/H)
minden H € $) esetén, ezért (a, B,n) € Py (R, G). Tovabba

p(s,t) >l< /ng—>y (s,t) ha (s,t) €8,
+1

ahol (17 (s,t))(ses egy folytonosan gyengén korldtos valtozasu hemicsoport m'(G/H)-
ben. Minden (s,t) € S esetén a (v(s,t))yeq meérték—csalad projektiv rendszert alkot,
hiszen ha M,H € $, M C H akkor

kn(t) kn(t)
P (VM (s, 1)) = T}Lngop%( >k u%) = lim 3K pif (par ()
b=kn(s)+ b=k (s)+1
kn(t) kn(t)

= Jm 3K parl) = Jim SR gl = (s,0).
l=kyn(s)+1 l=kn(s)+1
Ezért Heyer [48, Theorem 1.2.17] alapjan létezik olyan v(s,t) € 9" (G/H) mérték, hogy
pa(v(s,t) = v (s,1) ha H € $.

Jelolje (s,t) €S és n €N esetén

Ekkor vf(s,t) = py(vne(s,t)), és minden (s,t) €S, He $H és fH € K(G/H) esetén

lim Gf 0 pr(y) pn(s,t)(dy) = lim G/HfH(y)uf(S,t)(dy)
= [0 = [ e puty)vis.0ldy)
G/H e

és mivel az {ff opy: f71 € K(G/H),H € $H} halmaz stird I(G)-ben, igy
pn (8, 1) T, v(s,t) ha (s,t) €S.

Véve (s,t) €S esetén olyan (s;) és (t;) sorozatokat R,—ben, hogy s, — s, t, — 1 és
(se,t) €S, azt kapjuk, hogy minden H € § ¢és f¥ € K(G/H) esetén

lim / FT o pu(y) visnt)(dy) = Tim | F7(y) v (s, ) (dy)

{—00 n—00 G/H

— [ ) (s, ) (dy) = /G FH 0 par(y) vls, 1) (dy),

G/H

tehat (v(s,1))snes egy hemicsoport 9t'(G)-ben.
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A 6.6.1 Tételbsl még az is kovetkezik, hogy minden H € § esetén a (v7(s,t))(s.0es
hemicsoport kapcsolatos az (a”, B n*) € Py, (R,,G/H) harmassal a gyenge backward
evolticios egyenlet szerint az £(G/H)-beli (dpg(X;))ier, bazisra ésa G/H-beli (z1);cr,
koordinata-rendszerre nézve. Ezért a 7.2.3 allitas alapjan azt kapjuk, hogy a (v(s,t))ses
hemicsoport kapcsolatos az (a, B,n) harmassal a gyenge backward evoltcios egyenlet szerint
az £(G)-beli (X;)ies bazis és a G-beli (z;);e; koordinata-rendszerre nézve.

Tovabba minden H € $ esetén a (v7(s,t))(sneg hemicsoport folytonosan gyengén
korlatos valtozasu, tehat az

(5,1) = (Tusry = D (e) = Ty — D" 0 pu)(e)

leképezés folytonosan korlatos véltozasi minden f7 € D(G/H) fiiggvény esetén. Kovet-
kezésképpen a (v(s,t))(ses hemicsoport is folytonosan gyengén korlatos véltozasi, igy az
els6 rész bizonyitasa készen van.

A 6.2.2 Lemma alapjan (a)-bol kévetkezik (). A 6.6.1 Tétel szerint minden H € $ és
€ D(G/H) esetén az

Fii : (s,t) = \/\(TVH(s,t) —I)fH(e) — (AH(t) — Af(s))(f1)|

fiiggvény, mely S—et R—be képezi, folytonosan korlatos valtozasi. Konnyen lehet ellenérizni,
hogy minden ¢t € Ry ¢s fH € D(G/H) esetéen A(t)(fH opy) = A"(t)(fH). Tehat azt
kapjuk, hogy minden f € D(G) esetén az

Fy : (5.1) = /| (Tugeny — 1) F(e) — (A1) — A(s)(f)]

fiiggvény, mely S-et R-be képezi, folytonosan korlatos valtozéasu, tehat a 6.2.2 Lemma
alapjan a () és (v) allitasok ekvivalensek.

Az (v)-(vii) feltételekbél kévetkezik, hogy minden I € § eseténa t — [, 2 (y) nf (dyx
[0,%]), R,—et R-be képezd fiiggvény Lipschitz—folytonos ha f# € €. (G/H);, a t
> iery Uii(t), Ry—et R-be képezd fiiggvény Lipschitz—folytonos, és 1étezik olyan (n') részso-
rozat, hogy minden ¢ € Iy esetén az

Ky (2)

(s,t) — limsup Z

=k, (s)+1

/ oyl
G/H

S—et R-be képezd fliggvény Lipschitz—folytonos. Tehat, mint a 6.6.1 Tétel bizonyitasaban,
azt kapjuk, hogy minden H € $ esetén az nf! = 0 tulajdonsagbol kivetkezik, hogy minden
€ D(G/H) esetén az F ff{ fiiggvény Lipschitz—folytonos, igy minden f € D(G) esetén
az [y figgvény Lipschitz—folytonos. Koévetkezésképpen, tjra a 6.2.2 Lemma alapjan, az
(), (B) és (v) allitasok ekvivalensek. O
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7.4 Korlatos valtozast hemicsoportok paraméterezése

7.4.1 Tétel. Legyen G egy Lie—projektiv csoport, és legyen (a, B,n) € Py (R, G). Ekkor
pontosan egy olyan (v(s,t))snes hemicsoport létezik 9 (G)-ben, mely kapcsolatos az
(a,B,n) hdrmassal a gyenge backward evolicics egyenlet szerint. Tovdabbd a (v(s,t))(ses
hemicsoport folytonosan gyengén korldtos vdltozdsii.

Bizonyitas. El6szor az egyértelmiiséget bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy két hemicsoport van
M (G)-ben: (v(s,t))spes ¢ (V(8,1))(sn)es, melyek az (a, B,n) harmassal kapcsolatosak.
Ekkor a 7.2.3 Allitas alapjan minden H € $ esetén az 9 (G/H)-beli (pr(v(s,t)))(sies
és (pu(vV/(s,1)))(syes hemicsoportok kapcsolatosak az (a?, B¥,n!) € Py, (R, G/H) har-
massal. A 6.5.2 Tétel szerint py(v(s,t)) = pu(V/(s,t)) teljesiil minden (s,t) € S és
H € $ esetén. Heyer [48, Theorem 1.2.17] alapjan azt kapjuk, hogy wv(s,t) = v/(s,t)
minden (s,t) €S esetén.

Most a létezést fogjuk bizonyitani. Legyen f € ég(G), teR, és ye G esetén

NOf(y) = Y al)Xif(y Zbu ) XX, f(y)

+/G<f ZXf o) )y x 0.6),

Born [15 Theorem 5| alapjan azt kapjuk, hogy minden (s t) € S esetén az f —
(N(t)=N(s))(f), Co(G)-t C°(G)-be vivs leképezés egybeesik CQ(G)fn valamely 90t (G)-
beli, egyértelmtien 1étez6 (7,(s,t))r>0 konvolicios félesoport N(s,t) infinitézimélis gene-
ratoraval.

Legyen minden H € $, f¥ € Cy(G/H), y € G és t € Ry esetén Ny (t)(f)(pu(y)) :=
N(t)(fopu)(y). Legyen (af, B nf) € Py (R,,G/H) tgy definidlva, mint a 7.2.3 Allitas
elétt. Konnyen ellenérizhets, hogy

K@) = X ol (0)dpu(X) " Z b (1) dprr (X ) dpr (X) £ (1)
+f /H<fH(yz Zezmde ) ) (dy x [0.1)

minden f7 € Cy(G), t€ R, és ye G/H esetén.

Legyen minden (s,t) €S és H € $ esetén Ny(s,t) := Ny(t) — Ny(s). Ekkor valo-
jaban Np(s,t) az 9Y(G/H)beli (pg(D.(s,t)))r>0 konvolicios félcsoport infinitezimalis
generatoranak megszoritdsa Co(G/H)-re. Mint a 6.7.1 Tétel bizonyitasaban, azt kapjuk,

hogy
[nt]

>l< pu (7 (54 7)) Lo, ) H(s,t)  ha (s,t) €5,

l=[ns]+1
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ahol (v (s,t))snes egy olyan ' (G/H)-beli folytonosan gyengén korldtos véltozast
hemicsoport, mely az (a”, B, nf) harmassal kapcsolatos a gyenge backward evolicios
egyenlet szerint.

Minden (s,t) € S esetén a (v(s,t))pycy csalad egy projektiv rendszer, hiszen ha
M, He$, MCH akkor

[nt]

{=[ns]+1

Megint Heyer [48, Theorem 1.2.17] alapjan azt kapjuk, hogy létezik olyan v(s,t) € M (G)
mérték, melyre pg(v(s,t)) = vH(s,t). Mint a 7.3.1 Tétel bizonyitasdban, meg lehet mu-
tatni, hogy (v(s,t))snes egy olyan hemicsoport 9t'(G)-ben, mely az (a, B,n) hérmassal
kapcsolatos a gyenge backward evolicios egyenlet szerint. O

7.4.2 Tétel. Legyen G egy Lie-projektiv csoport, és legyen (v(s,t))spes €9y folytonosan
gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport I (G)-ben. Ekkor pontosan egy olyan (a, B,n) €
Phy(Ry,G)  hdrmas létezik, mely kapcsolatos a  (v(s,t))syes hemicsoporttal a gyenge
backward evolicios egyenlet szerint.

Az (a,B,n) hdrmast a (v(s,t))spnes hemicsoport a kivetkezd mddon hatdrozza meg:

[nt]

/Gf(yM(dy x [0,¢]) = lim ;/Gf(y)V(%l,%) (dy),  f€C(q),

n—oo

[nt]

bit) = i 3 [y )w (552 o)~ [ axtw)as @ty  0.4)
[nt]

a;(t) = lim Z/ze(y)u(%,%) (dy).

n—oo

Tovibba minden f € Co(G) és t € Ry esetén

AW () = lim 3 / (f(y) = Fe)) dv (=1, £) (dy),

ahol A:Ry — P(G) az (a,B,n) hdrmashoz rendelt leképezés.

Bizonyitas. El6szor az egyértelmiiséget bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy két harmas van:
(a,B,n) ¢ (a,B,7) a Puy(R.,G) paraméterhalmazban, melyek a (v(s,t))(s)es  he-
micsoporttal kapcsolatosak a gyenge backward evoltucios egyenlet szerint. Legyen H € $
esetén az (o', B¥ nf) és (a,B,7), Ppy(Ry,G/H)-beli hdrmasok tgy definialva, mint
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a 7.2.3 Allitas el6tt. A 7.2.3 Allitas alapjan az (o, BE pH) ¢s (@7, B, 7") héarmasok
kapcsolatosak az ' (G/H)-beli (pg(v(s,t)))s.nes folytonosan gyengén korlétos véltozast
hemicsoporttal a gyenge backward evolucios egyenlet szerint. Tehéat a 6.7.4 Tétel alapjan
(af', BE pf) = (" B 77) minden H € $ esetén. Ezért nyilvin B = B. Minden
t € Ry esetén az (0 )peg s (7 )pes csaladok projektiv rendszert alkotnak, tehat
Heyer [48, Theorem 1.2.17| szerint 7, = 1, ezért 1 =1, ami miatt a =a is teljesiil.

Most a létezést fogjuk bizonyitani. A feltételek szerint minden f € Cy(G) fiiggvény
esetén az (s,t) — (Tys) — 1) f(e) leképezés folytonosan korlatos valtozast. Ezért minden
He$ ¢ [T eCy(G/H) esetén az

(s,8) = (Tysy — D(f o pr)(€) = (Tpuwisey — D)7 (e)

leképezés is folytonosan korlatos valtozasu. Tehat (pup(v(s,t)))snes egy folytonosan
gyengén korlatos valtozasi hemicsoport 9t'(G/H)-ban. Alkalmazva a 6.7.4 Tételt, azt
kapjuk, hogy létezik olyan (af, BH n") € P, (R,,G/H) harmas, mely kapcsolatos a
(pu(v(s,t)))spes hemicsoporttal, és az (aff, B¥ n*) harmast a (pu(v(s,t)))snes he-
micsoport a kovetkezé moédon hatarozza meg:

[nt]

FHy)ndy < [0,4]) = 1im > [ fy)pn (v (55 5) (dy),  f7 € C(G/H),

[nt]

o =Jim S [ el e (v (50) )~ [ el "y 0.1),

[nt]

af(t) = lim z g (v (5L, ) (dy).
#() M;/Gm "(y) pu (v (552, 2) (dy)

G/H

Legyen (a,B,n) a tételben definialt harmas. Ekkor kénnyen megmutathat6, hogy az
(a,B,n) ¢s az (a”,B" n")ycq csaladok kozott ugyanolyan osszefiiggés 4ll fenn, mint
amilyen a 7.2.3 Allitas el6tt van leirva, ezért (a, B,n) € P (R, G). A 7.2.3 Allitas alapjan
azt is kapjuk, hogy az (a, B,7n) harmas kapcsolatos a (v(s,t))(ses hemicsoporttal a gyenge
backward evolicids egyenlet szerint.

Tovabba, mint a 6.7.4 Tételben, minden H € §, f7 € C(G/H) ¢és t € R, esetén

Au((f™) = tim Y / ) — 17(e)) par (dv (2, £)) (dy),

ahol Ag : Ry — P(G) az a leképezés, mely az (a”, B nf) harmashoz van rendelve.
Kénnyt ellendrizni, hogy A(t)(f2 o py) = Ap(t)(f¥), tehat megkapjuk a bizonyitando
Osszefiiggést  A(t)-re. O
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7.5 Példak

7.5.1 Példaként olyan Lie—projektiv csoportokra, melyekre a 7. fejezet eredményei
alkalmazhatoak, megemlitjiik a Moore—csoportokat, melyek azok a lokalisan kompakt csopor-
tok, amelyeknek az Osszes irreducibilis unitér reprezentacioi véges—dimenzidsak. Specialisan,
minden kompakt csoport Lie—projektiv. A Moore—csoportok struktiraja le van irva példaul
Heyer [48, Theorem N, p.15] tételében.

Kompakt (nem Lie—) csoportok két osztélyara megadunk Lie-rendszert, projektiv bazist,
és leirjuk a €y (G)-beli figgvényeket (felhasznalva Born [13], [14] eredményeit).

7.5.2 A végtelen—dimenzios torusz. Jelolje T :={z € C: |z| = 1} az 1-dimenzios
torusz—csoportot. Béarmely I végtelen halmaz esetén a T! csoport egy Osszefiiggs és
lokalisan Osszefiiggé kompakt, kommutativ csoport, mely akkor és csak akkor metrizalhato,
ha I megszamlalhato. Mivel I végtelen, ezért G nem Lie—csoport. Jeldlje F(I) az
I véges részhalmazainak rendszerét. Ekkor $ := {{1}‘] x TV . Je F(I )} egy Lie-

rendszere G-nek. Nyilvan J, K € F(I) esetén a dpj, differencial a kanonikus leképezés
R7-bsl RE-ra. Tehat a G csoport £(G) Lie-algebrija izomorf R!—vel (mint Lie-algebra),
és az (Xp)ker, Xk = (Okj)jer, k € I elemek projektiv bazist alkotnak £(G)-ben. (Lasd
Born [14].)

Most az f € Cr(G) fliggvények rendelkeznek azzal a tulajdonséggal, hogy az {a €
I || Xof|l # 0ha j <k} halmaz megszamlalhato, tehat ezek a fiiggvények a G := T’
cialhaté moédon. Mivel G nem Lie-csoport, ezért a Ci(G) tér tartalmazza a véges sok
koordinatatol k-szor differencialhaté modon fiiggs fiiggvényekbsl allo €F(G) teret, de nem
esik egybe vele. Bendikov [4] ezeket a differencialhato fiiggvényeket G-beli értékeket felvevs
Brown—folyamatokkal kapcsolatban vizsgélta.

7.5.3 A p-adikus szolenoid csoport a racionalisok diszkrét topologiaval ellatott Qy
additiv csoportjanak ¥ := Q) = Hom(Qg,T) karakter—csoportja. > egy kompakt,
kommutativ csoport, mely metrizalhato, osszefliggs, és létezik benne egy egy—paraméteres
részcsoport. ¥ nem Lie—csoport, de Lie—projektiv. Pontryagin dualitasi tételébsl kovetkezik
Qi =%"={x; :q€Q}, ahol x;(x):=x(¢) ha xe€¥ ¢ ¢qcQ. Adott k€N esetén

tekitsiik az Ny, = A (2,{X;/k!}) annihildtort (£ ban). Ekkor {Nj : k € N} egy Lie-

rendszer Y-ra. Valoban: N, = A (E, {Xg/k! iz € Z}), tehat Nj D Nipy; minden k € N
esetén. Nyilvan N, kompakt minden k € N esetén, és a Gelfand—Raikov tétel alapjan
N {Nk: k€ N} = {e}. Mivel (X/Np)* =2 AXN,Ny) ZZ/k = Z, igy /N, 27" =T,
{Ny : k € N} egy Lie-rendszer Y-ra.

Megjegyezziik, hogy a Xk karakterek a py : 3 — X/Nj kanonikus leképezéseknek
felelnek meg, és a pl : ¥/N,, — /N, n,m € N, m <n kanonikus leképezésekre teljestil

p(s) = s™/™ minden s € X/N, 2T esetén. Kovetkezésképpen ¥ és lim T topolé-
—neN
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gikusan izomorfak (az (N, T,p!') projektiv rendszerre nézve). Masrészt £(X) =lim R
“—neN

(az (N,R,dpl) projektiv rendszerre nézve). Mivel n>m esetén a dp?, differencialok
izomorfizmusok R-ben, igy £(X) = R. Es mivel a dp, : £(X) — £(3/N,)) kanonikus
leképezések is izomorfizmusok, igy R\ {0} minden eleme projektiv bazist alkot £(X)-ban.

Minden € (X)-beli fiiggvény Ny—invarians a 3 Lie-rendszerének valamely Ny elemére.
Es, mint a 7.5.2-ben, €4(X) 2 €F(X). Ebbdl specialisan az is kovetkezik, hogy ¥ nem
lokalisan Osszefiiggd.

7.5.4 Egy atomfizikdban felmeriil6 konvoluciés hemicsoport. (Lasd Hantsch, von
Waldenfels [38], Born [13] és Heyer [50].) Legyen G egy masodik megszamlalhaté Lie—
csoport, U = (U, : n € N) G-beli értékeket felvevs fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen
elemek sorozata (valamely (€, P) valoszintségi mezén), X = (X(¢) : t € Ry) egy
G-beli értékeket felvevs, sztochasztikusan folytonos, fiiggetlen bal-névekményt folyamat
az  (Q, 2, P) valoszintiségi mezén, és II = (II(t) : t € Ry) egy Z,—beli értékeket
felvevs Poisson—folyamat az (€2, %21, P) valoszintségi mezén folytonos v intenzitéssal, azaz
IT sztochasztikusan folytonos, fliggetlen névekményd folyamat, és valamely v : R, — R
monoton novekvs, folytonos fiiggvénnyel teljesiil

—(v(t)—v(s U(t — UlSs k
PITI(t) — TI(s) = k] = e~ ())%

ha k€ Z, és (s,t) €S. Feltessziik, hogy U, X és II fiiggetlenek. Tovabba, legyenek
T,, n€Z; akovetkezs valos—értéki valoszintiségi valtozok:

TO = 0,
T, := inf{t € Ry :II(t) = n}.

Most tekitsiik a kovetkezs G-beli értékeket felvevs folyamatokat:

II(t)
v = | [X@) X T, | X Tne) X ()

(1)
= | [[xX@ux(@)=" | X(1),

I1(t)

wt) = []us

(ahol az tires szorzat definicié szerint egyenls az e egységelemmel).

Ekkor a kovetkezdk érvényesek:

e W egy olyan sztochasztikusan folytonos, fliggtelen bal-névekmény folyamat, melyhez
tartozo (u(s,t) : (s,t) € S) hemicsoport folytonosan gyengén korlatos valtozésu, és a



170

7. FEJEZET. HEMICSOPORTOK LIE-PROJEKTIV CSOPORTOKON

hozza tartoz6 AW : R, — P(G) generalo funkcional elgall

AY(@)f = ole) [(f = 1) dwn(P)

alakban minden f € D(G), t € Ry esetén. Valoban, a megfelels (a,B,n) €
Py, (R:,G) harmasra teljesiil a;(t) = v(t) [2;d(U1(P)) ha i€ I, B(t) =0, és
n(dy < [0,¢]) = v(H)Ur(P).

Y egy sztochasztikusan folytonos, fiiggtelen bal-névekményt folyamat.

Ha az X folyamat folytonosan gyengén korlatos valtozasu és a hozza tartozo generalod
leképezést AX  jeloli, akkor az Y folyamat generalé funkcionalja AX + A", ahol
AW a fenti alakban &ll el6.

Jelolje A valamely folytonosan gyengén korlatos véltozasi hemicsoport generéld le-
képezését, legyen v € L(G), és tegyik fel, hogy v: R, — R egy monoton névekvs,
folytonos fiiggvény. Legyen f € D(G), t € Ry esetén

AﬂﬁﬁzAWf+Mﬂ/U—f@Dw-

Ekkor A; egy (egyértelmtien meghatéarozott) folytonosan gyengén korlatos valtozasi
konvoliciés hemicsoport generald leképezése.



8. fejezet

Funkcionalis centralis
hatareloszlas—tételek

A 6. fejezetben belattuk, hogy az 9" (G)-beli (u(s,t))snes folytonosan korlétos véltozast
konvoluciés hemicsoportok és az (a, B,n) € Py (R4, G) paraméterek kozott bijekciot hoz
létre a

(Tuony — 1) f () = /] ANTeof),  (DES JeD(@

gyenge backward evolucios egyenlet, ahol A : R, — A(G) az a monoton névekvd, folytonos,
korlatos valtozasu leképezés, melyre minden t € Ry esetén az A(t) generalo funkcional
kanonikus dekompozicioja (a(t), B(t),n(t))i>0, ahol n(t)(dy) := n(dy x [0,¢]).

Ennek a fejezetnek a célja az, hogy az sszes 99t (G)-beli hemicsoportot parametrizaljuk
azzal a P(R,,G) paraméterhalmazzal, mely olyan (m, B,n) harmasokbol all, ahol m :
R, — G folytonos és m(0) =e, B: R, — M} monoton ndvekvs, folytonos és B(0) = 0,
valamint 7 € L(R,,G). A bijekciot az eltolt gyenge backward evolucios egyenlet teremti
meg: minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

(Taon — 1) f(e) = / A(dr)(gra).

Js.t]

ahol
/7(37 t) = Em(s) * H(& t) *Emt)-1s gT,t(y) = Tﬂ(T,t)f(m(T)ym<T)il)7

ésaz A: R, — A(G) az a monoton névekvs, folytonos, korlatos valtozast leképezés, mely-
nek kanonikus dekompozicija (0, B,n). Azt is be fogjuk latni, hogy ez a relacio ekvivalens
azzal, hogy a (u(s,t))(snes hemicsoportnak megfelel6 mérték a D(R,, G) Szkorohod-téren
éppen az (m, B,n)-hoz tartozo eltolt martingal-probléma megoldasa. Ennek az eltolasnak
az az értelme, hogy ki kell operalni” az m : R, — G fliggvényt, mert az lehet, hogy nem
korlatos valtozast (lasd Stroock, Varadhan [95], Feinsilver [29]).
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Ugyanugy, ahogy a 6. fejezetben, most is el6szor egy konvergencia—tételt bizonyitunk a

>l< Hne

b=k (s)+1
konvolucidszorzatra. (A 8.7 paragrafusban ki fog deriilni, hogy a 8.3 paragrafusban adott
elégséges feltételek egytuttal sziikségesek is!)

Az alapoétlet az, hogy a pu,, mértékeket a lokalis varhatoértékiikkel toljuk el. Véve
egy T1,...,rq € D(G) elséfaju, ferdén szimmetrikus kanonikus koordinata-rendszert,
mely adaptalt az {Xi,..., Xy} bézishoz és valamely kompakt U, € $(e) kornyezetben

J 1/2
Iyl = (Z%(W) :

=1

érvényes, legyen y € Uy esetén

Nyilvan létezik olyan o9 > 0, hogy

{fye Gyl <o} C V.

Feltehetjiik, hogy 0o =1 (egyébként a || - || normat modosithatjuk megfelelGen). Legyen
0 €[0,1] esetén

Vor={yeG:lyl <o}
Azt mondjuk, hogy a u € 9M'(G) mértéknek az m € Uy pont lokdlis vdrhatéértéke,
amennyiben

xi(m):/xi(y)u(dy) ha i {1,....d}.

Ha a g€ 9M'(G) mérteknek létezik m € Uy lokalis varhatoértéke, akkor definidlhatjuk a
lokdlis kovariancia-mdtrizdt is a kovetkezé modon: B = (bij)i j=1,.. 4,

by = / (i) — :(m)) () — 23 (m)) u(dy).

Nyilvin B € M.

A {pne:n e N1 ()}, t >0 haromszogrendszerek infinitezimalitasa garantélja,
hogy tetszdleges t > 0 és elegendGen nagy n € N esetén léteznek az {m,, : n €
N, 1<l <k,(t)} lokalis varhatoértékek, igy a fenti konvolucidszorzatot a kovetkezs alakban
irhatjuk:

kn(t)
,LLn(S, t) = 6\7”71,(3)71 * >I< (8mn1~-~mn,5—1 * /"Lne * 6\771721 ’mn11> * 6mn(t)’

l=ky(s)+1

ahol

kn (1)

= Ll mae
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Ha még azt is feltessziik, hogy lim, .. m,(t) = m(t), t € Ry, ahol m: R, — G folytonos,
akkor minden ¢ € R, esetén létezik olyan K kompakt halmaz G-ben, melyre teljesiil
{mp:n e N, 1<k, ()} C K. Ezért a 8.2 paragrafusban olyan

kn ()

ﬁn(s’ t) = >l< <€Zn£ * /J’né * gm;elz;;>

O=kn(s)+1

konvoluaciészorzatokkal foglalkozunk, ahol z,, € K, n, € N, és K egy rogzitett kompakt
halmaz G-ben. Ehhez viszont elészér a Co(G), Co(G) 6és C,2(G) Banach-terek olyan
modositasait kell bevezetni, melyek bizonyos értelemben egyenletesen K—differencialhaté
fiiggvényekbdl allnak (azaz a derivéaltakat definialoé konvergencidk egyenletesen teljesiilnek a
z € K elemmel torténd belsé automorfizmusra nézve).

Sziikségiink lesz még y € G esetén arra az Ad, : £(G) — £(G) linearis leképezésre,
melyre teljestil

exp(tAd, (X)) = yexp(tX)y ', X e £(G), teR

Az {X1,..., X4} bézisban az Ad, lineéris leképezés matrixat jeldlie (AdY); ;1. .4, azaz
d ..
Ady(X;) = AdY - X,
i=1

Megjegyezziik, hogy az y — Ad,, G-bdél M;be vivé leképezés egy korlatlanul differenci-
alhaté homomorfizmus.

8.1 Differencidlhaté fiiggvények terei

Sziikségiink van a Co(G) és éQ(G) fiiggvényterek modositott valtozataira.
Ha az f:G — R fiiggvény differencidlhatd az y € Uy pontban, akkor 1éteznek a

d
d
0if(y) = — ( e X )
o) =g 7 exp ( +;xe(y) 0)
parcialis derivaltak ¢ =1,... ,d esetén. Megjegyezziik, hogy v € G esetén

Xzf(v) = aZva(e) = a’i|u:e f(UU), Xzf(v) = aszf<6) = ai|u:e f(UU),
de y#e esetén 0;f(y) figg a kanonikus koordinatak megvalasztasatol.
Legyen K egy kompakt halmaz G-ben. Egy f € @"(G) fiiggvényt egyenletesen balrdl

K —differencidlhatonak neveziink, ha

(L1) a 0il,—, f(zum™'2""v) parcialis derivaltak léteznek minden (v,z,y,m) € G'x K x V?
és 1=1,...,d esetén,
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(L2) a (v,z,y,m) = 0il,_, f(zum™'27'v) fiiggvények, melyek G x K x Vb6l R-be
képeznek, C°(G x K x V?)-ben vannak minden ¢ =1,...,d esetén,

(L3) minden i=1,...,d esetén a

d
lim % (f (z exp (tXi—f—Z xe(y)Xg)m—lz—lv> —flzym™tz v)) = 0y, (zum—lz—lv)

t—0
=1
konvergencidk (v,z,y,m) € G x K x V{2-ben egyenletesen teljesiilnek.

(Megjegyezziik, hogy az egyenletesen balrol K—differencidlhatoséag fiigg a kanonikus koordi-
natak valasztasatol és a V; kornyezettdl is.) Hasonloan definialjuk a

(e

t=0 /=1

82
ot;0t;

M&

0:0;f(y) :== )+t Xz))

parcialis derivaltakat és egy f € C%(G) fiiggvény kétszer egyenletesen balrol K -differenci-
alhatosagat. Megjegyezziik, hogy

d
k=1

ahol o := X; X x(e) (lasd Feinsilver [29]), és a koordinaték valasztasa miatt of = —ol'.

Jelolje €y x(G) akétszer egyenletesen balrol K-differencialhato f € C%(G) fiiggvények
halmazat. Legyen f € Cox(G) esetén

7 f(zum_lz_lv)‘

[ fll2. = ||f||+Zsupsup sup

i—1 vEG z€K y,meV;

+ E sup sup sup
veG z€K y,meV;

994l,,—, f(zum’lz’lv)’ :

ij=1
Egy f € @%G) fiiggvény egyenletesen jobbrol K -differencidlhatésagat analog modon
definialjuk, azzal a kiilonbséggel, hogy példaul a 0;,_, f (zum™1271v) parcialis derivalt
helyett a  0i,_, fvzum™'271) parcialis derivaltat hasznaljuk. Jelolje éz[{(G) a kétszer
egyenletesen balrol K -differencialhato  f € C%(G) fiiggvények halmazat. Legyen f €
éZK(G) esetén

-1

d
Ik = 171+ supsup sup vzum 27|

i1 veG z€K y,meV;

0|

uy(

+ E sup sup sup
ueG zeK y,meVy

994l,,—, flozum™tz71)|.

ij=1
Differencialhato6 fiiggvényeknek még egy terére sziikségiink van. Jelolje Coox azon f €
C%(@G) fiiggvények halmazat, melyek a kivetkezd tulajdonsagokkal rendelkeznek:
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(LR1) f € Cox(G)NCok(G),

(LR2) a 9,0, 0wy ls_y | (zum™'z"twzZum1z71) parcidlis derivaltak léteznek minden
(v,2,2,9,9,m,m) € Gx K2x V! és i,5,4',j'=1,... ,d esetén,

(LR3) a (v,2,2,y,§,m,m) — 8;05,_, 0uOyls_s f(zum™z " wZum '27") fiiggvények, me-
lyek G x K? x V2bsl R-be képeznek, C°(G x K? x V*)-ben vannak minden
i,5,i',7 =1,...,d esetén,

(LR4) minden 1¢,7,7,5'=1,... ,d esetén a

~~ 1]

0;0;] y81-/8]-/|ﬁ:gf(zum’1z’1v§um zZ7)

u=

konvergencidk (v, z,z,y,y,m,m) € G x K* x V*-ben egyenletesen teljesiilnek.

Legyen f € Cy2x(G) esetén

SN
flzum™'z )2,1(

d
1 £ll22,5 = |l + ) sup sup

i—1 2€Kymen

04|

u=y

d

+ g sup sup
ij—1 zeK ymeV;

005, f(zum="27")

2K

Legyen o €[0,1] és m € V] esetén

Ryo(f, 0, K,m) := Z supsup sup 8i8j|u:y f(zum_lz_lv) — 0;0;,_,., f(zum_lz_lv)‘

ij=1 veG zeK ergv”m”
d

§2<f7 0, K’ m) = Z sup sup Ssup ‘81»8j|u:y f('UZumflzfl) — 8i3j‘u:m f(rUZumflzfl)
veG zeK yGngnmn

ij=1
o~ d ~
R2,2(f7 0, K7 m) = RQ(fv 0, Ka m) + Z sup sup R (ai|u:y f(zum_lz_l')7 o, Ka m)
i1 zeK yeWp
d ~
+ Z sup sup R (82-8j|u:y flzum™271) 0, K, m)
ij=1 zeK yeW\p

ahol megfelelden f € Cy i (G), f € éQ,K(G) illetve f € Cop k(G).

8.1.1 Lemma. Legyen K egy kompakt halmaz G-ben. Ekkor a kovetkezd dllitdsok érvé-
nyesek:

() (Cox (@) [l l2r)s (Cox(G), |- |ok)s (Coox(G), |- ll22x) Banach terek és

D(G) C Cosx(G) C Cour(G)NCyr(G) C Cuk(G)UCLK(G) C XYG) C Q).
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(ii) Minden o€ [0,1] és m € V; esetén

RZ(f7 o, K; m) < ha f S 62,K(G)
éQ(f> o, Ka m) < 0 ha f € éZ,K(G)
Rys(f,0,K,m) < oo ha f € Cook(G).

(iii) Minden f € Cor(G) esetén létezik olyan W% : R, — R, ndvekvd fiigguény, hogy

limw/ X (t) =0
t10
€s
Ro(f, 0, K,m) < (o + [Iml)).

Hasonlo dllitdsok érvényesek a Ry és Ry fiigguényekre is.

Bizonyitas. Eldszor megjegyezziik, hogy minden h € (G x K x V;2) fiiggvény egyenle-
tesen folytonos abban az értelemben, hogy tetszdleges € > 0 esetén létezik olyan U € $(e)
koérnyezet, hogy

|h(v, z,y,m) — h(v', 2" ¢/, m')| < e

teljesiil amennyiben v~1v', 2712/ y~ly, m~Im’ € U (ez tgy bizonyithat6, mint a Theorem
4.15 tétel a Hewitt, Ross [46] konyvben). Most legyen (f,)n>1 egy Cauchy-sorozat a
Cox(G) térben. Mivel (f,)n>1 Cauchy sorozat a C°(G) térben is, ezért létezik olyan
f € €Y@), hogy f, — f teljesiil a @C°(G) térben. Tovabba rogzitett (v, z,y,m) €
G x K x V esetén a

Ol ey fr(zum ™27 10)
(2 )

n>1

sorozat Cauchy—sorozat R-ben, igy definidlhatunk egy ¢: G x K x V? — R fiiggvényt:
9(v,z,y,m) :== lim 0i,_, fulzum ™z 10).

Az (L3)-beli egyenletes konvergenciabol arra kovetkeztethetiink, hogy a (v, z,y,m) —
(97;|u:y fo(zum™271), n € N, fiiggvények egyenlé mértékben egyenletesen folytonosak.
Ezért ahogy a valos analizisben, itt is belathatjuk, hogy g(v,y,2,m) = 0il,_, f(zum™'2""v)
és hogy az f € @°(G) fiiggvényre teljesiilnek az (L1), (L2), (L3) tulajdonsagok (lasd a ko-

zépértéktétel alkalmazasat Born [14] cikkében). Hasonlo érvelést hasznéalva a
~1,-1
<8Z-8j\u:y fo(zum™ 2 v)>n>1

sorozatra, azt kapjuk, hogy f € Gy (G), igy (Cok(G),| - ||2.x) Banach-tér. Hasonloan
lehet kezelni a masik két teret is. Nyilvan D(G) C Cq x(G), tehat (i) bizonyitasa kész.

(ii) és (iii) kovetkezik a megfelel§ parciélis derivaltak korlatossagabol és egyenletes foly-
tonossagabol. O
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8.1.2 Lemma. Legyen u € 9)?1((}’) eqy olyan valdosziniségi mérték, melynek létezik m €
Uy lokdlis vdarhatoértéke és B lokdlis kovarianciamdtriza. Legyen K eqy kompakt halmaz
G-ben, z€ K ésleqgyen [i:=¢c,* pu*ep-1,-1. Legyen o €]0,1]. Ekkor

(i) Tu(D(G)) € Conk(G), Tu(Cok(G)) C Cok(G), és
[T fllok < fllere,  Ra(Tuf, 0, K m) < Ro(f, 0, K, m)
minden [ € Cox(G) esetén,
(ii) minden f € Cyk(G) esetén

(T = D) f(e)| <b(IIfll2.rc (1(CV,) + TrB) + Ra(f, 0, K, m)TrB),

(iii) minden f € Cox(G) esetén
1Tz = DA< B(If 2 (1(CV,) + TrB) + Rs(f, 0, K, m)TrB),

(iv) minden f € Coox(G) esetén
(T = D) fllax < b fll22.k (1(CV5) + TrB) + Raa(f, 0, K, m)TrB),

ahol b >0 egy olyan konstans, mely csak a kanonikus koordindtaktdl fiigg.
Bizonyitas. (i). Nyilvan |7, f|| < ||f|l. Tovabba

‘/% , fzum™ 2 ow)p (dw)‘

f(zum_lz_lv)

Oyl yyy Tpf (zum”™ L)

veG

1,-1

7 f(zum™ 27 1v)| parcialis derivaltakra

és hasonl6 egyenlétlenségek érvényesek a
is. A tobbi allitas is hasonléan bizonyithato

(ii). A bizonyitas hasonlé mint (iii) esetében.

(iii). Az y €V, pontban alkalmazva a Taylorformulat:

flozym™27Y) = f(v) + Z —zi(m)) 8il,,_,, fozum™'27)

l\DI»—t

Z (zi(y) — xi(m))(x;(y) — x;(m)) 0;04|,_,. flozum ™27
(

R Z? y?m)J

ahol
R(f7 ,U7 27 y7 m)

d
= Z (zi(y) — zi(m))(z;(y) — x;(m))

X /01( A) (86 | yk)f(vzum 2 = 9,04],_ (vzum_12_1)> d\
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és .
m(y, \) := exp (Z(sz(y) +(1— )\)xi(m))Xi> € Vovim|-

Ezért tetszéleges v € G esetén
(T = D) = [ (Flozgm ™) = F0) uldy

— /[ng (f(vzymlzl) — f(v) - Z(:Ui(y) — 2i(m)) By, flozum 27V

. =1
5 D) = )y ) = ) 0, oz~ ey

ij=1
1A
t3 > bij 005,y fozum™ 27 +/V R(f,v,z,y,m) p(dy),
1,5=1 e
amibdl mar kévetkezik (iii).

(iv). Minden (v, z,y,m) € G x K x Vi esetén
ai|u:y (T — Df(zum™'z71) = (T — I)gZ*™ (v)

ahol g7"""™(v) := 0, f(zum™'2"v), ezért alkalmazhatjuk a (iii) egyenlGtlenséget a g™
fiiggvényekre. A tobbi tag is hasonldan kezelhetd. O

8.2 Feltétel haromszogrendszer lokalis centraltjanak re-
lativ kompaktsagara

Legyenek {fie : (n,f) € N} valoszintiségi mértékek a G Lie-csoporton. Minden n € N
esetén legyen k, : R, — Z, egy novekvs fiiggvény. Tegyiik fel, hogy minden ¢t € R,
neN és (=1,... k,(t) esetén a p,, mértéknek van m,, lokalis varhatoértéke és B,y
lokélis kovarianciamatrixa. Ekkor definialhatjuk a 3, € 9t (Ry) és n, € M (G x Ry)
mértékeket a kovetkezé modon:

kn (t) ko (t)

Z TrB,,, nn(dy x [0,1]) Z pine(dy).

Legyen K egy kompakt halmaz G-ben és z,, € K minden (n,f) € N? esetén. Legyen

,unf = &z, ¥ Hne X E 7131 ;131 T = Tﬂnza

/jn(sa t) = /jnfa Tn(S, t) = Tﬂn(S,t)7 ﬁn(sv t) = Z ﬁn@'
l=kp(s)+1 l=kp(s)+1



8.2. HAROMSZOGRENDSZER LOKALIS CENTRALTJA 179

8.2.1 Lemma. Legyen (s,t),(s',t') € S gy, hogy [s,t] N[, '] # 0, és legyen Jp :=
|sns',sVs'], Jo =]t tVE].  Ekkor tetszdleges n € N, f € Coni(G) és o €]0,1] esetén

I T(s, ) f(e) = Tu(s', ') f ()]
SO fllzre + 1 Fllzr) (12 (CV % (J1 U J2)) + Bul 1 U o))
+bﬁn(<]1u<]2) max (RQ(fa o, Kvmne)'f—EZ(fa QvKamnE))'

kn(sAs)+1<U<kn (sVs')
vagy kn(tAL)+1<E<Lkn (EVE)

Bizonyitas. Abban az esetben, amikor 0< s < s’ <t <t, azt kapjuk, hogy

Tn(s,t) — To(s', ') = Ty(s, ) (T (', 8) — I) + Tu(s, s') — I)Tp(s', t').
A 8.1.2 Lemma (ii) és (iii) pontja alapjan

[T, ) (Talt' 8) = D) f(e)| < [(Talt' 1) = DS
kn(t) kn(t)

=1 Y T T =D < Y (T = DI

O=kn (t')+1 O=kyp (t)+1

<b (||f||;iK<nn<cvg><1t’,t]> FA00M) + A0C ) max  Falf,o K, mm) |

Fon () +1 < L< K (2)

Hasonléan a 8.1.2 Lemma (i) és (ii) pontja alapjan

kn(s")
|Tn<57 5/) - ])Tn(sl, t/)f(6)| < ‘(TM - ])Tn!—&-l o 'Tn,kn(S’)Tn(S/’ t/)f<e)
b=kn(s)+1
< / / ! D .
X b (Hf”Q,K(nn([:‘/gx]Sv S ]) + Bn(]sa S ])) + 5n(]57 S ]) kn(s)+Iln<aZ}ékn(s’) RQ(f? 0, K7 mnf))

Abban az esetben, amikor 0<s<s' <t <t, azt kapjuk, hogy

To(s,t) — To(s', ') = (T(s, 8') — DTu(s' 1) + Tu(s', t)(I — Ty(t, 1),

tehat megint lehet alkalmazni a 8.1.2 Lemmét. O

8.2.2 Lemma. Tetszdleges (s,t) €S, ne N, feCuak(G) és p€l0,1] esetén
[~ ren s - [ e dinis)

< <||f||2,2,K + max  Roo(f,0, K, mne)> (2 (CV, x5, 1]) + Ba(]s,1]))?

Fon () +1 <0< en (1)

+ 2b03,(]s, t]) max Ry(f, 0, K, myy).

Fon () +1 <0< en (8)
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Bizonyitas. A 8.1.2 Lemma (ii) pontja alapjan

H Tn( - Z nK - )

C=kon (5)+ =k (s)+1
ke (£) N
= Z n€+1 ~Togawy — 1) f(€)
C=kn (5)+1
kn (t)
<b Z (Ilgnell2, 5 (pne(CV,) + TrBpe) + Ro(gne, 0, K, mipe) TrBry),
l=kn(s)+1

ahol

Gne ‘= (Tn,£+1 T Tn,kn(t) - [)f

A 8.1.2 Lemma (i) és (iv) pontjait hasznalva

kn (t) kn(t
||gn€||2K— Z Tnf-‘,—l an 1<Tn,r_l)f < Z H( n,r fH
r=_+1 92K r=0+1
kn ()
g b Z (HfHZ,Q,K (,Unr([:‘/g) + Tanr) + R2,2(f7 0, Ka mm“)Ter">
r=0+1
és
RQ(.gnfa o, Ka mnf) < 2RQ(f7 0, K7 mnf)a
tehét kész a bizonyitas. O

8.2.3 Lemma. Tegyiik fel, hogy tetszdleges T >0 és U € $(e) esetén

lim limsup sup (9, (CUx]s,t]) + Ba(]s,t])) = 0.

-0 pnooo t—s<d
0<s<t<T

Ekkor
(I) minden t€ R, és U € M(e) esetén

lim  max pu,(CU) =0,

n—oo 1<U<kn (b)

minaen c eseten

(IT) minden t € Ry eseté
lim max |[mul =0
n—00 10k (1)

(III) minden T >0 esetén

i K =
ngl% e Ro(f, 0, K, mp) =0 ha f € Cyk(G)
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(hasonld dllitas érvényes az Ry és Ryo fiigguényekre is), és minden o €]0,1] esetén
0 K. T) = Ro(f, 0, K, mpy) < ha f € Cyr(Q),

eo(f, 0, K,T) Sup,_max 2(fy 0, K, mpe) < 00 a f€Cyk(G)

CZ(f? 0, K7T) = igliléﬁnél%f(T) RZ(f? 0, K7mné) < 0 h(l f € 627K(G)7

)RQ,Q(fa o, K7 mnf) <00 ha f € GQ,Q,K(G)a

22(f, 0, K, T) o 1< k(T

(IV) minden T >0 és U € M(e) esetén
o (T) = supna(CU x [0,T]) < 00, o(T) = sup fu([0, T]) < 0.
n>1

n>1

Bizonyitas. (I) nyilvanvaléan kévetkezik a feltevésekbdl.
(IT). Minden U € $h(e) esetén (I) alapjan
[ ] < sup )] + 00,
yeU

tehat
li zd nl| — Y,
amibdl kovetkezik (IT).
(III) kovetkezik a 8.1.1 Lemma (iii) pontjabol és (II)-bsl.
O

(IV) Koénnyen kovetkezik a feltevésekbdl.

8.2.4 Tétel. Teqgyiik fel, hogy

(i) minden T >0 és U € $(e) esetén

(1sin(1) limsup sup (9, (CUX]s,t]) + Ba(]s, t])) = 0,
" W&l

(ii) minden T >0 és >0 esetén létezik eqy olyan kompakt K. halmaz G-ben, hogy

minden n € N esetén
ke (T

)
Z MnE(CKa) <e.
=1

Ekkor

(a) minden T >0 esetén a {n(s,t): (s,t) € Sy, n € N} halmaz feszes,

(b) létezik egy olyan (v(s,t))spes folytonosan gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport
M (G)-ben gy, hogy (n) egy alkalmas (n') részsorozatdra

[ (8, 1) Tw, v(s,t) minden (s,t) €S esetén.
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Bizonyitas. (a). Legyen T >0, ¢ >0, és valasszunk egy K. kompakt halmazt G-ben
a (ii) feltevésnek megfelelgen. Valasszunk egy olyan K. kompakt halmazt G-ben, hogy
K. D C(K -CK.-U;'- K1) teljesiiljon. A feltételeknek megfelelsen m,, € Uy minden
C=1,... k,(T) esetén, tehat

/jnf(EI’Ea) < /jnZ(K : EKE ' U(;l : Kﬁl) < ,uné(CKe)a

kovetkezésképpen
ken (T))

S filCR.) < e
/=1

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy e € K.. Ekkor létezik olyan K
kompakt halmaz G-ben és olyan f € D(G) fliggvény, hogy 1pz < f — fle) <lpg..

Legyen (s,t) € Sp. Most a 8.2.3 Lemma (III) és (IV) allitasa alapjan valaszthatunk
olyan o €]0,1] és r,ng € N szamokat, hogy

g
K,m, ,
) Faolfso Komn) < 5pis

1 (CVoxJu, v]) + Bn(Ju, v]) - <

D[ f ll22.0c + c22(f, 0, K, T))(ev, (T) + ¢(T))

teljestiljon minden n > ny és minden olyan (u,v) € Sy esetén, melyre |v — u|<1/r.
Legyen s;:=s+/{(t—s)/r ha £=0,1,...,r. Alkalmazva a 8.2.2 Lemmat, azt kapjuk,
hogy minden (u,v) € S és n € N esetén

/ (f = F()) dfin(u, )
< / (f = £(e) diu(u,v) + 268, (Jus0])  max  Roa(f, 0, K, me)

kn (u)+1<€< Eky (V)

_'_bz (Hf“2,2,K+ max R2,2(f7 o, Ka mn@)) (%(EVQX]U:U]) +ﬂn(]u7 ’U]))2

kn (u)+1<€<Ekn (v)

tehat arra kovetkeztethetiink, hogy minden n > ny esetén

fin(s,t) (CK") Zun se-1,50)(CK) < Z/f f(€)) diin(se-1, 5¢)

kn(T)
<Y Tine(CK2) +268,((0, 7)) max  Roo(f, 0, K, me)

— 1<<kn (T)
+ 0 ([ fll22x + c22(f, 0, K, 1) (v, (T) + e(T) max (0, (CVox]se-1, 86]) + Ballse-1, 4]))

<UL

< 3e.

A {fn(s,t) : (s,t) € Sp, n € N, n<ng} halmaz véges, tehat szintén feszes.

(b). Az (a) alapjan létezik olyan (n') részsorozat, hogy minden (s,t) € S, s,t € Q
esetén van olyan »(s,t) € 9! (G), hogy

(5, 8) 2 (5, 1).
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Meg fogjuk mutatni, hogy a {v(s,t) : (s,t) € S, s,t € Q} csalad kiterjeszthets olyan
(v(s,t))(sp)es hemicsoportté, mely kielégiti (b)-t az (n') részsorozattal.

ElGszor vegylik észre, hogy a konvolucids operatorokra vonatkozé folytonossagi tétel alap-
jan
(8.2.5) T (s,t)f(e) — T(s,t)f(e)
teljesiil minden f € CY(G) és (s,t) €S, s,t € Q esetén, ahol

Tn(87t) = Tﬁn(s’t)7 T(S,t) = Tﬁ(s,t).

Rogzitsiink egy T > 0 szamot. Most megmutatjuk, hogy minden (s,t) € Sy esetén
a (fw(s,t)) sorozat gyengén konvergens. Az (a) alapjan a (f.(s,t)) sorozatnak van
legalabb egy torlodasi pontja. Legyen v(s,t) € 9M'(G) egy torlodasi pont. Ekkor létezik
olyan (n”) = (n"(s,t)) részsorozata (n')—nek (mely figg (s,t)-tdl) ugy, hogy

fin (S, 1) T, v(s,t).

Legyen T'(s,t) :=T,s4. A konvoliciés operatorokra vonatkozo folytonossagi tétel alapjan
arra kovetkeztethetiink, hogy minden f € €°(G) esetén

Ton(s,t) f(e) = T(s,t) f(e)-

Vegytink olyan Q-beli (s;) és (t;) sorozatokat, hogy s, — s, ty — ¢ és (sgts) € Sy
teljesiiljon. A 8.2.1 Lemma és a 8.2.3 Lemma (III) része alapjan minden f € € (G) és
minden elegendGen nagy ¢ € N esetén

(Tse,10)1(€) = T(s, 1) ()| = [limn T (s ) fe) = Tip T (s, 1) )
< Timp [T (s, ) f€) = T (5, 1)/ (e)
<Ol + 1) i sup( (B2 x (Jo1 U Ji2)) + Bu(Jer U i)

n—oo

+ b<62(fa ]-7 K7 T) +E2(fa ]-7 K) T)) thU_p ﬁn(Jfl U JZQ)?

n—oo

ahol Jy1 :=]sgAs, s¢Vs|, Jp :=|teAL, tVE]. Az (i) feltevés alapjan

lim lim sup 7, (CV1 x (Jin U Ji2)) = 0, lim lim sup 3, (Ji U Jo) = 0,

=00 pooo =00 pooo

tehét minden f € Cy0 x(G) estén
Jim |T(s¢, te)f(e) = T(s,0)f (e)| = 0.
Ahogy a 6.4.4 Tétel (b) részének bizonyitasanal, most is belathatjuk, hogy

To-lim i (s, t) = v(s, t) = T,-lim p(s't),
i (5,0) = v(s,0) = Fyelim 3(5'0)

s’,t'EQ+
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és hogy az (s,t) — v(s,t), S-bsl M (G)-be vivé leképezés multiplikativ.

Most megmutatjuk, hogy az (s,t) — v(s,t), S-bél 9'(G)-be vivs leképezés folyto-
nosan gyengén korlatos valtozasu. Alkalmazva a 8.2.2 Lemmat és a 8.1.2 Lemma (ii) részét
az x1,...,%q, lg —p € D(G) fiiggvényekre és o = 1-re, azt kapjuk, hogy minden T > 0,
(s,t) €Sy és n €N esetén

q(1in(s,1)) < (K, T) (1 (CVix]s, t]) + Bn(]s, 1])),

ahol ¢(K,T) egy olyan konstans, mely T > 0-t6l és a K kompakt halmaztol fiigg. Legyen
(s,t) €S és n €N esetén

Gn(s,t) := N (CV1X]s,1]) + Bu(]s, 1]).
Az (i) feltevésbdl kovetkezik, hogy az

(s,t) — v(s,t) ;= limsup g (s,t)

n/

S7—bd6l R-be képezs fiiggvény folytonos. Nyilvan létezik olyan (n”) részsorozata (n')-nek,
melyre limg,(0,t) = v(0,t) teljesiil minden ¢ € Q esetén. Mivel a ¢ — gu(0,1)
fiiggvények monoton névekvéek, igy azt kapjuk, hogy

lim sup |g,(0,t) —v(t)] =0,
" tef0,T)

ahol v(t) :=wv(0,t). Ezért minden 7°>0 és (s,t) € Sy esetén

G (5, 1) = (G (0, 1) = v(t)) = (G (0, 5) — v(s)) + v(t) — v(s)

<o(t) —v(s) +2 sup [Gu(0,t) —v(t),
te[0,7

tehat arra kovetkeztethetiink, hogy minden (s,t) € Sy esetén

(8.2.6) lim sup g, (s,t) < v(t) — v(s),

n/l

tehat hogy az (s,t) — limsup g, (s,t) Sp—bdl R-be vivs fiiggvény folytonosan korlatos
valtozast. Ezért minden 7> 0 és (s,t) € Sy esetén

a(v(s,1)) = lim q(fin (5, ) < (K, T) i sup ur (s, 1) < (K, T) (v () = v(s)).

Tehat (s,t) — q(v(s,t)) folytonosan korlatos véaltozasu.

A 6.2.1 Lemma bizonyitasanak érveléseit hasznéalva azt kapjuk, hogy az (s,t) — v(s,t)
leképezés 7,folytonos. O
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8.3 Haromszogrendszer konvergenciaja tetszéleges
konvoltcioés hemicsoporthoz

Legyenek {ji,: (n,¢) € N?} valoszintiségi mértékek a G Lie-csoporton. Minden n € N
esetén legyen k, : R, — Z, egy novekvs fliiggvény. Minden n € N esetén definidljuk a
Nn € M (G x Ry) meértéket a kovetkezd modon:

kn (1)

Ma(dy > [0,4]) =Y peldy).

(=1

Legyen D egy stirti halmaz R,—ban. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan 7y € L(R,,G)
mérték, hogy minden ¢t € D és f € C.(G) esetén

(8.3.1) lim [ f(y)n.(dy x [0,t]) = / f(y)no(dy x [0,]).
G G

n—oo

Itt a konvergencia tetszéleges T > 0 esetén a [0,7] intervallumon egyenletes, hiszen
minden f € C.(G), f >0 fliggvény esetén a ¢ — [ f(y)n.(dyx[0,t]), n € N, figgvények
monoton novekvsek, és a ¢ — [ f(y) no(dy % [0,¢]) limesz fliggvény folytonos. Tehat minden
T >0 és U e $e) esetén

lim limsup sup 7,(CUX]s,t]) =0,
-0 nooo t—s<d
0<s<t<T

és a 8.2.3 Lemma (II) részének bizonyitasanal hasznalt érvelés alapjan minden 7 > 0,
minden elegendden nagy n € N és minden ¢ € {1,... ,k,(T)} esetén a p,, mértéknek
létezik m,,, € Uy lokalis varhatoértéke és B,, lokélis kovarianciamétrixa.

Kovetkezésképpen a (8.3.1) feltétel teljesiilése esetén minden 7' > 0 és minden elegendGen
nagy n € N esetén definidlhatjuk az m,, : [0,T] — G lokdlis vdrhatoéérték—fiigguényt:

kn (t)

my(t) == H M,
(=1

a B, :[0,T] = M}, B,(t) = (b,(i,7)(t))ij=1..a lokdlis kovarianciafiiggvényt:

kn (t)

B,(t) == Bu,
=1
ésa B, € M, ([0,T]) mértékeket:
ken (1)
Bn(]0,1]) := Z TrB,,.
=1
Tovébba minden 1 € C.(G), 1y, <¥ <1 fiiggvény esetén vezessiik be a

by, 5) o= [ (@iy) — 2i(mane)) (@;(y) — 25(Mne)) (1 = 9 (y)) prne(dy)
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csonkitott lokalis kovariancidkat, és a

ke (t)

b (i, ) (1) == Y by (i, )

=1
csonkitott lokélis kovarianciafiiggvényeket.
8.3.2 Tétel. Legyenek {pne : (n,l) € N*} waldsziniségi mértékek a G Lie—csoporton.

Minden n € N esetén legyen k, : Ry — Z, egy olyan monoton novekvd, balrdl folytonos
fiigguény, melyre k,(0) =0 és k,(Ry)=7Z,. Legyen D egy strid halmaz R, —ban.

Tegyiik fel, hogy
(i) létezik olyan ny € L(Ry,G) mérték, hogy minden t € D és f € C.(G) esetén

i [ F(y)na(dy x [0,4]) = / £(y) mo(dy x [0,4]),
G G

n—oo

(ii) létezik olyan By : Ry — My, By(t) = (bo(4,4)(t))ij=1,..a, folytonos fiigguény, hogy
minden t € D és i,j5 € {1,...,d} esetén

lim b, (i, 7)(t) = boli, J)(t) + /G 2:(y); (y) mo(dy x [0, ).

n—oo

Ekkor (0, By, mo) € Phy(R4, G) és

o ()
(,ung * Em—g) Tu, v(s,t) ha (s,t) €S,
l=kyn(s)+1

ahol (v(s,t))snes egy olyan folytonosan gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport 9 (G)-
ben, mely a gyenge backward evolicios egyenlettel kapcsolodik ahhoz a Zo Ry — A(G)
leképezéshez, melynek kanonikus dekompozicidja (0, Bo,no). Tovdbbd a (v(s,t))snes he-
micsoport megfelel az (e, By,mo) € P(Ry, G) paraméternek az eltolt gyenge backward evoli-
ci0s egyenlet szerint.

Ha még azt is feltessziik, hogy
(iii) létezik olyan mg: Ry — G folytonos fiiggvény, hogy minden t € D esetén

lim m,(t) = mo(t),

(iv) minden T >0 és i€ {l,...,d} esetén

lim limsup  sup |$z (mn(s)_lmn(t))’ =0,
=0 pooco t—s<d
0<s<t<T
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akkor

kn ()
Hoe T p(s,t)  ha (s,t) €S
l=kn(s)+1

ahol (1u(s,1))spes egy olyan hemicsoport, mely az (mq, Bo,mo) € P(R4,G) paraméternek
felel meg az eltolt gyenge backward evolicios egyenlet szerint.

Néhany elckésziiletre van sziikségiink a 8.3.2 Tétel bizonyitasahoz.

8.3.3 Lemma. A 8.3.2 Tétel (i) és (ii) feltételeinek teljesiilése esetén a kovetkezd dallitdsok
érvényesek:

(I) Bo(0) =0 ésa By figguény monoton novekedd.

(II) Minden + € C.(G), gy, <Y <1 ésminden i,j € {1,...,d}, tc R, esetén

lim b (i, 7)(t) = b (3, §) (1),

n—oo

ahol
by (i, 4)(t) = bo(i, j)(t) +/ zi(y)x;(y) (1 — ¥ (y)) no(dy x [0,1]).

G

(III) A 8.3.2 Tétel (i) és (ii) pontjaiban és (1I)-ben a konvergencia tetszdleges T > 0 esetén
minden [0,T] intervallumon egyenletes.

(IV) Minden T >0 és U € 8(e) esetén

lim limsup sup 7,(CUX]s,t]) =0, lim limsup sup f,(]s,t]) = 0.
-0 nooo t—s<d 0=0 n—oo t—s<0
0<s<t<T 0<s<t<T

(V) Minden T >0 és € > 0 esetén létezik olyan K. kompakt halmaz G-ben, hogy

minden n € N esetén
kn(T

)
Z MnE(CKa) <e.
=1
Bizonyitas. (II). Az (i) feltétel alapjan

im [ z(y)z;(y)Y(y) na(dy x [0,1]) = / zi(y)x;(y)(y) no(dy x [0,1]).

A (ii) feltétel szerint

lim [ (2:(y) — zi(mne) ) (25(y) — 25(mne)) ma(dy < [0,2])

n—oo

= by(i,)(t) + / zi(y)z;(y)¢ (y) no(dy x [0,t]).

G
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Tovabba (i)-bdl levezethets

tim [ ((ily) = welme)) (5(y) — 25 0m00)) = 2:0)5(9) ) () maldy X [0,1]) =0,

n—oo

mivel

(i(y) = zi(mne)) (25 (y) = 23(mne)) = 2ily)2s (W) <3| max - |i(mne)| max [l

1<i<d
(I) és (III)~(IV) ugyanugy vezethetd le (i) és (ii) segitségével, mint a 6.6.2 Lemmaban. O
Most a 8.3.3 Lemma (IV) és (V) pontja biztositja, hogy a 8.2.4 Tétel alkalmazhato.

8.3.4 Lemma. Legyen

kn (t)

g = flne * €m;£1, ﬁn(57t) = >I< fine-
b=k (s)+1

Jelolje (v(s,t))spes azt a hemicsoportot, melyhez a 8.3.2 Tétel (i) és (ii) feltételeinek
teljesiilése esetén a 8.2.4 Tétel értelmében valamely (fin(s,t))(ses TEszsorozat konvergdl.
Ekkor ez a (v(s,t))spes hemicsoport azzal az Ay i Ry — A(G)  leképezéssel kapesola-
tos a gyenge backward evolicids egyenleten keresztiil, melynek a kanonikus dekompozicioja
(0, Bo, m0) € Pry(R+, G).

Bizonyitas. Legyen (s,t) €S és neN esetén T (s,t) := Ti sy €8 T(s,t) == Tsn)
El6szor megmutatjuk, hogy minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

lim (fn/(s, t) - I)f(e) = [ ’ Avo(d7-> (T<T> t)f)

/n/

—_

52/] T(7, ) XX, £(e) bo(i, §)(d7)

/ / (1,t)f T(r,t)f(e) — iT(T, t)Xif(e)xi(y)>770(dy X dr).

G x]s,t]
Az egyszertiség kedvéért az (n') sorozatot beazonositjuk az (n) sorozattal.

Most tekintsiik a

kn (t) kn () kn ()
TTL(S’ t) - I - H Tﬂn[ - I = (Tﬂné - I) H Tﬂnr
l=kn(s)+1 l=kn(s)+1 r=0+1
kn (t)

dekompoziciot, ahol 7, := inf{t € Ry : k,(t) = (}.
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Legyen (1,),>1 egy olyan sorozat €.(G)-ben, melyre 1p, <, <1 és 9, — 15
Alkalmazva a Taylor—formulat az {y € G : ¥,.(y) < 1} C Uy halmazon mint a 8.1.1 Lemma
bizonyitasaban, azt kapjuk, hogy

(Tu(s.0) = D (e)
= Y [ (Bt - T (6

l=kn(s)+1
= 00— 5ma0) Dy, T ) ) ) ) e )
L k) B
+35 SN b 0.5) 00y, To(Tuest) f(umyy)
4,j=1 =k, (s)+1
o (1) N
" [ Bt 080,001 = 2 0)) iy
l=kn(s)+1
ahol
R(g,y,m) = Z(%’(y) —xi(m))(z;(y) — x;(m))
x/o (1= 2) (80 ™) = B3}, gum™")) dA
és .
iy, ) = exp (Z(Amg) . A)m(m))Xi) |

Végiil azt kapjuk, hogy

(Tn(sv t) - I)f(@) - / A/O(dT)(T@—? t)f) = ]T(:T + I'SZ) + Ini:)r + ]nilr + 17(5)a
Js.t]

ahol
1 kn(t)
(=g D2 ( D WD) A0, T
1,7=1 kn(s)+1

[ XX 0BG j)(df)) ,

Js:t]

12 =23 [ X6TE05@n Wm0 - v @)y x i),

53=1 Gx)s 1]
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I8} = Tt D () = Tl ) )
= i;(s)ﬂ / ( ‘
-E:@%y)—xxnhw)au,n£~(ﬂwilﬂum@5)¢xyﬂmddw
d
[/( )= T f(6) = ST OX,F €N )ty x i),
G><]st i=1
[412 Z /R Tn€> )f yamn€)¢r( ):U/nﬁ(dy)
0=k (s)+1
//( T@W@—Xﬁvwxmmwﬂwwwwmwxmy
G x]s,t] =1

Minden f € D(G) fiiggvény esetén megmutatjuk, hogy

lim I,(LQ = 0 ha ¢ =1,3 é r €N elegendGen nagy,

lim I® = 0  ha (=25,
lim lim sup IS}T) = 0.

(1). Ahhoz, hogy belassuk, hogy lim,_ . I,(ﬁr =0, elegendd megmutatni, hogy

lim I{%" =0  ha k=1,2,3,

ahol
kn(t)
100 = 5 5,9) (0303, Tl 00 (umst) = 003, Talrue, D/ ()
l=kn(s)+1
0 ~
182 = b (1, 9) (T (e ) XX £(€) = T, ) XX, £(€)).
=k, (s)+1

(Megjegyezziik, hogy
d
0i059(e) = (XiX; = 3 ol X )g(e)
k=1

de a Qk Xk tagok elttinnek, mivel a BYy = (bY5(i,5))sj=1..4 matrix szimmetrikus és
o =—a")
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Legyen T'>0 és (s,t) € Sp. Nyilvan a 8.2.3 Lemma (II) pontja alapjan

1 . . T -1 —_ 5 y T =
Jm | _max 0i0jl y—m,, Tn(Toe, ) f (umyyy ) = 0305, To(Tug, ) f ()| = 0,

ami a 8.3.3 Lemma (II) részével egyiitt azt eredményezi, hogy lim,, . L(ﬁ,ll) =0.

Most definialjuk a kévetkezé Fp: [0,t] — R, F,:[0,t] = R, n €N, fiiggvényeket:

Fo(r) :=T(7,t)g(e), Fo(1) :==T,(7,t)g(e),

ahol g € Coo k(G) egy rogzitett fliggvény. A 8.1.1 Lemmat K = {e} esetén alkalmazva,
és a 8.2.3 Lemma (IIT) pontjat hasznalva azt kapjuk, hogy minden (7,7') € S, és n € N
esetén

[Fa(r) = Fu()| = 1 Ta(m,D)g(e) = Tu(7', D)g(e)]
<O(llgllz.x + lgll2rc) (12 (CVLX] 7, 7)) + Bu(]7, 71))
+0(c2(g, 1, K, T) + &a(g, 1, K, 7)) Bu(]7, 7)),

tehat a 8.3.3 Lemma (IV) pontja szerint

lim limsup sup |F,(7") — F,.(7)] = 0.
6—0 n—oo T/—Tg(s
o<r<r/<t

Tovabba Fy folytonos és lim F,(7) = Fy(r) ha 7 € [0,t], kovetkezésképpen F, — Fy

n—
egyenletesen a [0,¢] intervallumon:

(8.3.5) lim sup |T,(7,t)g(e) — T(r,t)g(e)| = 0.

=00 rc0,t]
Nyilvan minden (7,7") € Sy és n € N esetén

bné(i7 'l) = ﬁnGT? 7_,]) < C(T)

kn (Tl) kn (Tl) d

(8:3.6) > i) <

b=k, (7)+1 l=kn(1)+1 =1

a 8.2.3 Lemma (IV) pontja szerint. Tehat azt kapjuk, hogy lim 179712) =0.

Most tetszbleges s =59 < 51 <--- < s, =1 beosztas esetén

[ B (b =g

<y / (Fo(r) = Fo(se)bi (i, 1) (dr)| + / (Folse) — Fo(m))Be (i) (dr)
=1 | ]s0—1.8¢] =1 |Jse—1.s]
30\ [ R0 (b6 0) ) | = 8+ 845
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A jobboldalon levs elsé és a mésodik szumma tetszélegesen Kkicsivé tehetd azaltal, hogy
a maxi<s<p(se — sp—1) mennyiséget elegendden kicsire vélasztjuk, felhasznaljuk a (8.3.6)
egyenlGtlenséget, és az Fy figgvény folytonossagat. Az [s,t] intervallum beosztasat
rogzitetten tartva, a harmadik szumma nullahoz tart ha n — oo, mivel

p

Sz < sup |Fyo(r Z

T7€[0,] —

DY (i, ) (50) — b (i ) (8e-1) — by" (3, 4)(s¢) + by (3, 4) (S¢-1)

és hasznalhatjuk a 8.3.3 Lemma (II) pontjat. Tehat lim ],(:;3) =0.

n—oo

(2). Az |z;(v)zj(y)(1 —Y(w)| <ely), y € Uy egyenlStlenség, az (i) feltétel és a
Lebesgue—féle Dominalt Konvergencia—tétel segitségévelkapjuk, hogy lim 1 =o.

(3).  Ahhoz, hogy belassuk a lim,, . L(ZST) = 0 konvergenciat, elegendé megmutatni,

hogy
lim I3 =0  ha (=1,23,4,

n—oo

GV =y / (T (Tots ) F () = T (Tt ) F()) 0y (9) e (dy)
Z / 8‘” m tz Tnf’ ) (umné) a|u e (Tnb ) ( ))

X (2i(y) = 2i(mane) )1y () tine(dy),

169 = Z / (Tne ) Xi f(€)2i(Mine) 1 (y) fne (dy),

o= [ / (Tnv,t)f(y)—’fw = Y T X)) ) o)y x )
G x]s,t] i=1

- // (T<T’t>f<y> T(m0)f gwwm iy )>¢r(y)770(dy><d7).

G x]s,t]

Nyilvan a 8.2.3 Lemma (II) pontjabol kévetkezik

li T (T, t Y T (T t =0,
A e SUp T (e, ) flymag ) = Tl )F ()

ami a 8.2.3 Lemma (IV) pontjaval egyiitt azt eredményezi, hogy lim,, . In (3 D _o.

A lim,_ Lﬁg) =0, ¢ = 2,3 konvergenciak hasonl6an bizonyithatoak.
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Definidljuk most a hg : GXx|s,t] — R, h, : Gx]|s,t] = R, n € N, fiiggvényeket a
kovetkezd modon:

d

holy,7) = T(rt)f(y) = T(r,0)f(e) = Y _T(r,t)Xif(e)zi(y),

i=1

hn(y,7) = Tul7,0)f(y) = Tu(7, 1) f () —an(T,t)Xif(e)xi(y)

Ha n9 =0, akkor

(8.3.7) supsup sup |h,(y,T)| < o0
n>1yeG €0,

és az (i) feltételbol kovetkezik lim, o ) = 0.

Ha ny # 0, akkor // Ur(y)no(dy x dr) # 0 minden elegendden nagy r € N esetén,
G X]s,t]

ezért, / / Ur(y)nn(dy x dr) # 0 elegendGen nagy r,n € N esetén, tehat definidlhatjuk az

G x]s,t]
nhsmo € My (Gx]s, t]) mértéekeket a kovetkezd modon:

Ur(y)m(dy x dr) i (dy x dr) = Ur(y) '
/ Ur(yY)nn(dy x dr) / / ¥ (y)mo(dy X dr)

G X]s,t] G X]s,t]

no(dy x dr)

n (dy x dr) :=

A kovetkezs vizsgalat célja az, hogy alkalmazhatjuk Billingsley [12, Theorem 5.5| tételét az
(8.3.8) nh T g

konvergencia bizonyitasara. Meg fogjuk mutatni, hogy (y,,7.) — (y,7) esetén hy,(Yn, ) —
ho(y, 7). El6szor vegyiik észre, hogy

lim Ao (yn, 7) = ho(y, 7).

n—oo

Nyilvan

ha(Yois Ta) = hoyns ™) = (Ta(Tast) = T(r,8)) f(y) + (T, t) = T(7,1) f(e)

d
+Z Tn (Tn, t T(r,t)Xif(e)ri(yn)

A mésodik és a harmadik tag nulldhoz tart ha n — oo, mivel

To(rasgle) = T(r,))g(e)
< sup [Tu(r)g(e) = T(r.)g()] + [T(rs g(e) = T(r. gl

T€[0,¢]
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minden g € €y x(G) esetén, és hasznalhatjuk a (8.3.5) Osszefiiggést. A fenti egyenlStlen-
séghdl kovetkezik, hogy
lim (T,,(7,t) — T(7, 1)) f(y) = 0

ha f € D(G), tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy

lim (T’n(Tnvt)f(yn) — T, 1) f(y)) = 0.

n—oo

Legyen e > 0. Elgszor valasztunk egy olyan U € $U(e) halmazt, hogy |f(x) — f(y)|<e
minden olyan z,y € G esetén, melyekre 7'y € U. Ezutén valaszthatunk egy olyan K
kompakt halmazt G-ben, hogy minden n € N esetén

Pt 0OR) < gy

(Ez ugy bizonyithato, mint a 8.3.3 Lemma (V) pontja, kombinalva a 8.2.4 Tétel bizonyitasa
elejen hasznalt otletekkel.) FEzutan valaszthatunk egy olyan U € s(e) halmazt, hogy
KUK c U. Most yn — 1y esetén y ly € U teljesiil elegendGen nagy n € N esetén,
kovetkezésképpen u~ly yu € U minden u € K esetén, amib6l kovetkezik | f(ynu) —
f(yu)| <& minden wu € K és elegendéen nagy n € N esetén. Tehét elegendden nagy
n € N esetén azt kapjuk, hogy

o)) = Tl 050 = | [ () = 005,00
<2/l Fon (7, ) (CE) + € < 2e.

Ezért valoban alkalmazhatjuk Billingsley [12, Theorem 5.5 tételét, és megkapjuk a (8.3.8)
konvergenciat. Tovabba (8.3.7) alapjan azt kapjuk, hogy [ h,dn, — [hodnj, és az (i)
feltétel szerint

lim //@DT Y (dy x dr) = / U (y)no(dy x dr),

G X]s,t] G X]s,t]

tehat lim,,_ o In, (3 Y~ 0.

(4). A lim,_ limsup,_, ]nilr = 0 konvergencia megint a Lebesgue-tétel segitségével

bizonyithato.
(5). Taylor-formulat hasznalva az {u € G : ¢, (u) < 1} C Uy halmazon, azt kapjuk,
hogy

12 S [ X7 0 Hen @m0 - 6 wmdy x
U L Gx]s ]

ahol &(y) € {u € G : Y, (u) < 1}, tehat hasonlo érveléssel arra jutunk, hogy lim 19 =o.

T—00

Tehat végiilis

nl

lim (T (5. 1) — 1) f(€) = [ AT )
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minden (s,t) €S és f € D(G) esetén. Masrészrol

linrp(’Tvn/(s,t) —1)f(e) = (T(s,t) —I)[(e)
minden (s,t) €S és f € C%G) esctén. O

8.3.9 Lemma. Legyen

/’an 8"n'n,l My 0— I*Mnﬁ*fme ml’

kn(t) kn (t)
>|< unz, i (5 >|< unz Emn(s)=1 * Hn (S8, 1) * Emy(0)-
l=kn

Jelolje (11(s,t))(spyes azt a hemicsoportot, melyhez a 8.8.2 Tétel (1)—(iv) feltételeinek teljesii-
lése esetén a 8.2.4 Tétel értelmében valamely (jin(s,1))(spes Tészsorozat konvergdl. Ekkor
ez a (u(s,t))(spes hemicsoport az (mg, Bo,mo) € P(Ry,G) paraméterrel kapcsolatos az
eltolt gyenge backward evolicids egyenleten keresztiil.

Bizonyitas. Hasonl6 a 8.3.4 Lemma bizonyitdasahoz. Legyen (s,t) € S és n € N

esetén  [i(s,t) 1= Em(s) * (S, 1) * Eppy1 ES T(s,t) := Tasp- Legyen f € D(G) és
Gri(y) = T(T, O fm(m)ym(r)™), ye G, (r,t) €S. Alkalmazva az

X’Lth

y / § (m(r) exp(hX)m(r) =) (r £)(d2) = Adyir (X:)T (7, £)f (0),

XiX90(6) = Adyo) (X)) Ad i) ()T (7, 1) (€)
formulakat, azt kapjuk, hogy

/}t] Aoldr){grs) Z X) Adyn(ry (X)) T (7, 8) f (€)bo(i, 1) (d7)

Z]ls

d
+ [ [ (T 0mym() ) =T 076~ 3 Ao (X)T( 1) £(0)1(0) )l dy <),
G x]s,t] i=1
ahol az Ay : R; — A(G) leképezés kanonikus dekompozicioja (0, By, np).

Ezutén tekintsiik a

(Tn(s,t)—f)f(e)—/ Ao(dr)(gre) = I + 12 + 1) + 112 + 1
Js.t]
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dekompoziciot, ahol
1 d kn (t) _
1= 35000 005 0y Tl )i (7) )
- Admﬁ)(X»Adm(T)(Xj)T(at)f(e)ba”r(i,j)(dﬂ),

19 = 23 [ [ A (K0Ady T 07 €D, () (1 — ()l ),

5I=1 Gx)s ]
kn (t)
19) = / (T“nw, ) F (o (T Yt (7)) = To (s £)£€)
l=kn(s)+1
d
= S 0) = 10m2)) O, oot 0t 1) ) )
=1

~ ] (B0 ) = T - 3 Adun (KT 0 f0n0))

Inilr = / R(fn(Tnb t)f7 Y, mn(TnJ*l), mnf)wr(y> :U’né(dy)a

o= [ (T@, D (m(r)ym(r)™) = T(r,0)f(e) = 3 Adyr (X) T t)f(e)xi(y))

=1

X (1 = p(y))no(dy x dr),

és
d

R(h,y,z:m) = Y (wily) — xs(m))(a;(y) — 2;(m))

ij=1
1
x/( )<88|umyA h(zum™'z7") — 9,0;],_, h(zum ™'z~ ))dA
0

Legyen T > 0 ¢és (s,t) € Sp. A (iii) és (iv) feltételekbd] kovetkezik, hogy (iii)-ban a
konvergencia egyenletes, tehat K := {m,(t),m(t) :n € N;t € [0,T]} egy kompakt halmaz
G-ben. Mivel a 2+ Ad, = (AdY); ;1.4 G-bSl My-be képezs fiiggvény folytonos, ezért

77777
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a z+ ||Ad.|] G-bdl R-be képezs fliggvény is folytonos, tehat

c*(T) := sup ||Ad.|| < oo.

zeKp

Most elGszor az m,,, lokalis varhatoértékkel torténd ,infinitezimalis centralastol” szabadu-
lunk meg, azutan alkalmazzuk az

d
=Y AdYX,,  Ad(X5)Ad(X Z AdMAdY X, X,

k=1

formulékat, és hasznélhatjuk ugyanazokat az otleteket, mint az el§z6 lemma bizonyitasanal.
O

8.3.10 Lemma. (a) Legyen
/jné = e * gm;lla >l< ,uné
n(s)+1

Az a (U(s,1))(spes hemicsoport, melyhez a 8.3.2 Tétel (i) és (ii) feltételeinek teljesii-
lése esetén a 8.2.4 Tétel értelmében valamely (fi(s,t))spes T€szsorozat konvergdl,

egyértelmi.
(b) Legyen
,unf = Emprmp g K Mne ¥ Ep -1 Srem b
o (£) o (£)
fin(s,t) = [ine; >l< Mné Emn(s)=1 * Hn (S, E) * Emy(0)-
=k (5)+1 =ky,

Az a (v(s,t))spes hemicsoport, melyhez a 8.3.2 Tétel (i)—(iv) feltételeinek teljesii-
lése esetén a 8.2.4 Tétel értelmében valamely (p(s,t))speg T€szsorozat konvergdl,
egyértelmi.

Bizonyitas. A (b) bizonyitasara szoritkozunk. Siebert [91, Theorem 5.7| tételének, illetve
a 6.5.2 Tétel bizonyitasahoz hasonloan jarunk el. Legyen FE := GU{w} a G csoport
1-pontos kompaktifikicioja. Legyen wzr = 2w = w minden x € E esetén. Minden
g € CG) fiiggvényt folytonosan kiterjesztiink E-re: g(w) := 0.

Tegyiik fel, hogy két limesz hemicsoport van: (1'(s,t))snes €8 (1'(5,1))(spes, tehat

léteznek olyan (n') és (n”) részsorozatai (n)-nek, hogy

P (5,8) 5 4 (s,0), Fr(sit) T (s, )

minden (s,t) €S esetén. A 8.3.9 Lemma alapjan ugyanannak az (mg, By, m0) € P(R;, G)
paraméternek felelnek meg az eltolt gyenge backward evolicios egyenlet szerint. Legyen



198 8. FEJEZET. FUNKCIONALIS CENTRALIS HATARELOSZLAS-TETELEK

(5,t) €S esetén T'(s,t) == Tpr(spy, T"(s,t) := Tyn(sy. Rogzitsiik az 7> 0 szdmot és az
f € D(G) fuggvényt. Legyen t € [0,r] és x € E esetén

F(t,x) =T'(r —t,r)f(x) =T"(r —t,r)f(z).

A kovetkez§ vizsgalat célja az, hogy megmutassuk, hogy az F fiiggvény kielégiti a 6.5.1
Lemma feltételeit. Most legyen (t,y) € [0,7] x E olyan, hogy

F(t,y) = min{F(t,z) : x € E}.

Minden s € [0,t] esetén

F@@—F@wz/‘ Ao(dr)(d.ry — o),

Jr—t,r—s]

ahol

Fray(W) =T/ (7, 7) Ly f(m(T)um(r) ), g7, (w) == T"(7,7) Ly f(m(7)um(r) ™).

Tehat F(t,y) — F(s,y) = I, + Iy + I3, ahol
[1 = /}‘ | AVO(dT) (g;my - g;—t,r,y%
r—t,r—s
I = [ | A/()(dT) (g;—t,r,y - g;",—t,r,y)’
r—t,r—s

I3 = /} ] go(dT) (th,r,y o g/T/:”:y)
r—t,r—s

Elgszor megmutatjuk, hogy I, > 0. Vezessiik be a J:=|r —t,r —s] jelolést. Ekkor

L33 [ XiXhele) i) i)

+ / / <h7(u) ~ ho(e) — ZXihT(e):vi(u)>no(du x dr),
GxJ i=1
ahol
hy(u) == (T'(r —t,r) = T"(r — t,7)) L, f (m(7)um(r) "), u€kFE.
Legyen

h(u) = (T'(r —t,r) = T"(r —t,r)) L, f(u), uweE.

Minden w € E esetén

R(u) = F(t,yu) > F(t,) = h(e),

tehat a h figgvénynek minimuma van az e pontban, tehat a C := (¢;j)ij=1,. 4, Cij =
X;X;h(e) matrix pozitiv szemidefinit. Ebbdl kovetkezik, hogy minden 7 € R, esetén a
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D(7) := (dij(7))ij=1,..a» dij == X;X;h;(e) matrix is pozitiv szemidefinit, hiszen D(r) =
AdpCAdy ). A Bo iRy — M} fiiggvény monoton névekvs, ezért azt kapjuk, hogy a

( /J XX (€) bo i, j)(dr))iFLm,d

matrix is pozitiv szemidefinit, amibdl kévetkezik, hogy

/XXh () bo(i. j)(dr) > 0.

i,7=1

Mivel a % fiiggvénynek minimuma van az e pontban, igy Xiﬁ(e) =0 minden i =1,...,d
esetén, tehat

d
Xiho(e) =Y Adl  Xoh(e) =
/=1

Tovabba minden w € E és 7€ R, esetén

he(u) = (T'(r = t,7) = T"(r — t,7)) f (ym(r)um(7) ") = F(t, ym(7)um(r)"")
> F(t,y) = h-(e),

tehat
/ (hT(u) ZX ho( )no(du % dr) >0,

és végil I, > 0.

Az I, integral el6all I; = I, ; + I, 2 alakban, ahol

:—Z/XXh ) bo(i, 7)(dr),

Lo = // (hT(u) ZXh >770(du % dr),

és ahol most

he(u) := (T'(1,7) = T'(r — t,7)) L, f (m(7)um(r)™"), ue k.

El6szor az I, ;-beli integrandust becsiiljiik meg. Nyilvan

XiX;ho( Z Ad o AdY ) X Xh(e),

k=1

ahol most

h(u) == (T'(r,r) = T'(r — t,r)) L, f(u), u€E.
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Mint a 8.1.1 Lemmaéban, a K, := {m,(7),m(r) : n € N,7 € [0,7]} kompakt halmazzal azt
kapjuk, hogy minden 7€ J, ne€N és k{=1,...,d esetén
(Ty(r,r) = To(r — t,1) Xp Xo Ly £ ()
SO Xk XLy fll2, . (0 (CVa X1 — £, 7]) + Bu (7 = £, 7]))
+ bﬁn(]r — t, T])CQ(XngLyf, 1, KT, 7").

Mint a 8.3.9 Lemma bizonyitasaban

cX(r) := sup ||Ad.|| < oo,
zeK, r

ezért valasztva egy olyan co > 0 konstanst, melyre teljesiil co-¢ > 1py,, azt kapjuk, hogy
minden 7 € R, ¢és 4,5 =1,...,d esetén

X, Xhs (e Z | X5 Xoh(
k=1

(Tos (1) = Too(r = 1) XX L, f(e)|

< ch(T)Q(Co/ p(2)mo(dzx]r —t,r —s]) + Bollr — tor —s]) D I XuXeLy fllzx,

G k=1
d
bR (20— tr = s]) S (X XLy f, 1, Ky )
kf=1

Most becsiiljiik meg az [; o integralt. Alkalmazzuk wu € V; esetén a Taylor-formulat:
h(m(r)um(T)™") = h(e) + Y xi(u) &|,_, h(m(r)ym(r)™")

%Z u)zj(u) 0;0; |y e ( (T)ym(r )_1)+R(E,m(7),u),

d 1
R(f,zu) = ay(u)a;(u) / (1= 2) (005l [ (2027) = O], S (29271 ) A

és

Nyilvan
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kovetkezésképpen
d
/ / he(uw) = he(e) = Y Xihe(e)zi(w)| no(du x dr)
VixJ =1

<d(HEHz,KT+Rz(7l,1,Kr,€))/G<p(u)770(du><]r—t,r—3]).

Vilagos, hogy 1étezik olyan c¢; € R, konstans, hogy

d
g (2 +> HS@-H) 1y,
=1

tehét

//

CvixJ

he(u) — he(e) — ZXihT(e)xi(u) no(du x dr)

d
< (2 + Z Hle) |2 l2,x, 1o(CV1 % J)

i=1

<er Bl [ o) miduxir —tr = s).
G
C)sszegyﬁjtve a becsléseket, azt kapjuk, hogy

1] <7 ([Bll, + R 1,50 0)) [ ol m(duxe = tr =),
G

ahol ¢:=c¢; +d. Az I3 integral hasonléan becsiilhetd.

Végiil megkapjuk a kivant
F(t,y) = F(s,y) 2 — (x(s) = x(®))(v(t) = v(s))

egyenlGtlenséget, ahol

d
o(s) = X (1)’ ( [ ctamtauxs = 1)+ il - s,rn) S XX Lyl

ij=1
d
+ b5 (r)? By (Jr — s,7]) Z co(Xi XLy f, 1, K, 1) + E/Ggo(u) no(dux|r — s, r]),
ij=1

x(s) :==260(r — s,7]) + sup{||T"(7,r) = T'(r —t,7)) Ly fllo,k, : T €]r — t, 7 — 5]}
+ sup {Rg((T’(T, r)—=T'(r—tr)L,f 1, K,, e) ST Elr—t,r— s]}
+sup {||T"(7,7) = T"(r — t,7))Lyfll2k, : T €lr — t,7 — 5|}
+sup { Ry ((T"(7,7) = T"(r — t,7))Lyf,1, K, €) : T €Jr —t,7 — s} .
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Nyilvan v monoton novekvs, és a feltételek alapjan folytonos. Tovabba x(f) = 0,
tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy ligl x(s) = 0. Mivel az (s,t) — p'(s,t), S-bdl

M (G)-be vivé leképezés folytonos, ezért az (s,t) — T'(s,t)f leképezés is folytonos S-hél
C%(G)-be minden f € C°(G) esetén, tehat a

T [T (r,r) = T'(r = t,7) Ly fll2.xc,

és
T Rg((T'(T, r)=T'(r—tr)L,f 1, K,, e)

fiiggvények is folytonosak [r —t,r — s]-bol R-be. Hasonlo allitas érvényes T"-re is, tehat
li%l x(s) = 0.

Tehat alkalmazhato6 a 6.5.1 Lemma, igy
F(t,z) >0  ha (t,x) €[0,r] x E,

specidlisan,

F(t,e) /f '(r — t,7)(du) /f "(r —t,7)(du)

minden f € D(G), t €[0,r] esetén. Felcserélve p' és p” szerepét

/f '(r — t,7)(du) /f 1 (r —t,7)(du)

minden f € D(G), t € [0,r] esetén. Végeredményben azt kapjuk, hogy
wis,t) = u"(s,t) ha (s,t) €8,

ami bizonyitja a hemicsoport egyértelmiiségét. O

A 8.3.2 Tétel bizonyitasa. ElGszor legyen
fine i= ne * Emls (s, 1) == >l< Lne-
b=ky(s)+1

Legyen (n') egy tetsz6leges részsorozat (n)-ben. Ekkor a 8.3.4 Lemma alapjan az (i) és
(i) feltételek teljesiilése esetén létezik olyan folytonosan korlatos valtozast (v(s,t))(ses,
hemicsoport 99t (G)-ben, hogy az (n') sorozat valamely alkalmas (n”) részsorozatéval

Tr(s,8) 25 u(s,t)  ha (s,1) €S,

és a (v(s,t))(syes hemicsoport azzal az Ay i Ry — A(G) leképezéssel van kapcsolat-
ban a gyenge backward evolicios egyenleten keresztiil, melynek a kanonikus dekompozicioja
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(0, Bo,m0). A 8.3.10 Lemma (a) pontja szerint a (v(s,t))s)es hemicsoport egyértelmd.
Kovetkezésképpen a (fi,(s,t)),>1 sorozat gyengén konvergens, és

Fia(s,t) T w(s,t)  ha (s,t) €5,

tehat az els6 rész bizonyitasa készen van.
Ha

Hne = Empy-- My 0 1*ﬂn€*5mé .m= 1

nl

o ()
>l< Mne, >l< it = Emp(s)-1 * fn (S, 1) * Em()s
L=kn(s)+ l=kn(s)+1

akkor a 8.3.9 Lemmaét és a 8.3.10 Lemma (b) pontjat hasznalva a (i)—(iv) feltételek teljestilése
esetén hasonléan érvelhetiink. O

8.4 Konvoliciés hemicsoportok paraméterezése

8.4.1 Lemma. Tegyiik fel, hogy (v(s,t))spes €9y olyan hemicsoport M (G)-ben, amely
az (m,B,n) € P(Ry,G) hdrmasnak felel meg az eltolt gyenge backward evolicids egyenlet
szerint. Legyen (s,t) € S esetén vU(s,t) := epm) * V(s 1) ¥ emuy-1.  Ekkor (V(s,t))(s)es
egy olyan folytonosan gyengén korldtos vdltozdsi hemicsoport ' (G)-ben mely annak az
A: R, — A(G) leképezésnek felel meg a gyenge backward evolicids egyenlet szerint, melynek
a kanonikus dekompozicidja (a, E,Tﬁ € Py, (R4, G), ahol

ain = [ (wx (rYymi() Z YAL, )(dyxdﬂ

B(dr) = Adm(T)B(dT> Ady, iy
n(dy x dr) = n(m(t)" dym(r) x dr).

Bizonyitas. ElGszor belatjuk, hogy a a fiiggvény folytonosan korlatos valtozasu. Az m
fiiggvény folytonossagabol kovetkezik, hogy minden T > 0 esetén a Krp := {m(t) : t €
[0,7]} halmaz kompakt G-ben, ezért

(T = sup ||Ad.| < .
zeK
Tovabba létezik olyan Vi € 8U(e) kérnyezet, hogy KpViK;'U Ve C U, Nyilvan minden
yeVr, T€[0,T] és i=1,...,d esetén

d
zi(m(r)ym(r)™") =D wi(y)AdY .

J=1
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Ezért minden (s,t) € Sy és i=1,...,d esetén

aio -ai@i=| [[ (xi<m<f>ym<f>—l>—§d; DA Yt x )

Cvrx]s,t]

// ('5’31'*0 Zd: |95]||)77 dy x dr)

CVTX]St -

// n(dy x dr)

G X]s,t]

egy alkalmas c(T) > 0 konstanssal. Kovetkezésképpen

[@(0)(t) — a(i)(s)] < v(t) — (),
ahola v:[0,7] — R,
o(t) == e (T) / () n(dy x [0,4])

fiiggvény monoton novekedd és folytonos, tehat az a fiiggvény folytonosan korlatos vélto-
zasu.

Nyilvan a B fiiggvény folytonos és monoton névekvd, hiszen minden (s,t) €S esetén
- t
B(t) - B(s) = / Ady(y B(dT) A%y € M

Legyen megint T > 0. Legyenek Kr és Vp a fenti halmazok. Ekkor minden y € Vi
és 7€ 0,T] esetén

plm{rjym(r)™) = in(m(T)ym(T)_l)Q - Z > wi(y)re(y)AdL  Adin .,

tehat

d d
plm(rhym(r) ) Y D foy(w)aly)] < d2e(T) ()

Kovetkezésképpen létezik olyan ¢X(T) > 0 konstans, hogy minden y € G és 7 € [0,T]
esetén

p(m(r)ym(r) ™) < e (T)e(y),
tehat minden (s,t) € Sy esetén

/ () dyx]s,1]) < K(T) / o) nldyx]s. 1),
G G

amibdl kovetkezik, hogy 7 € L(R,, G).
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Most a feltételek alapjan
(To(sny = 1) f(e) = /} ]A(dT)(gT,t),
s,t

ahol
gri(y) = ﬁ(r,t)f(m(T)ym(T)fl)

ésaz A:R; — A(G) leképezés kanonikus dekompozicioja (0, B,n). Hasznéalva az

Xigri(e) = TornAdp)(Xi)f(e),
XingT,t(e) = Tﬂ(‘r,t)Adm(T)(Xz)Adm(T)(X])f(e)

formulakat, azt kapjuk, hogy

(ﬂm@—fﬁ@%=[ﬂAWﬂ@m%:/ A(dr) Ty f).

Jst]

ahol az A : R, — A(G) leképezés kanonikus dekompozicidja (a, B, n). O

8.4.2 Tétel. Legyen (m,B,n) € P(R;,G). Ekkor pontosan egy olyan (v(s,t))(spes
hemicsoport létezik I (G)~ben, mely az (m, B,n) hdrmasnak felel meg az eltolt gyenge
backward evolicios egyenlet szerint.

Bizonyitas. Legyen (a, B, n) € P (Ry, G) tgy definidlva, mint a 8.4.1 Lemmaban. Ekkor
a 6.7.1 Tétel alapjan létezik egy olyan (7(s,t))snes gyengén folytonosan korlatos valtozast

hemicsoport 9t (G)-ben, mely annak az A : R, — A(G) fiiggvénynek felel meg a gyenge
backward evolicios egyenlet szerint, melynek kanonikus dekompozicidja (a, B,7):

B = 15(0) = | A o)
s,t
Mint a 8.4.1 Lemma bizonyitasaban, most is

A(d7) (T f) = A(dT)(gr4),
Aﬂ( ) (Toerf) Lﬂ( ) (gre)

ahol

9r1(y) = Ty F(m(m)ym (7)),
¢saz A: Ry — A(G) leképezés kanonikus dekompozicioja (0, B,n). Tehat a v(s,t) :=
Em(s)-1 * V(8,1) * €mr), (5,t) € S hemicsoport az (m, B,7n) paramétereknek felel meg az
eltolt gyenge backward evolicios egyenlet szerint.

Tegyiik most fel, hogy (v(s,t))(snes gy olyan hemicsoport, mely az (m, B,7n) paramé-
tereknek felel meg az eltolt gyenge backward evoluciés egyenlet szerint, és legyen v(s,t) :=
Em(s) ¥V (8, 1) ¥Em@y-1, (5,1) € S. Ekkor a 8.4.1 Lemma szerint (7(s,1))(sneg gy olyan gyen-
gén folytonosan korlatos valtozasu hemicsoport, mely az (a, B, n) € P,y (R4, G) harmasnak
felel meg a gyenge backward evoltcios egyenlet szerint. A 6.5.2 Tétel szerint a (7(s,1))(s)es
hemicsoport egyértelmiien meg van hatarozva az (a, B ,m) héarmas éltal, tehat az (m, B,n)
harmas altal is. O
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8.4.3 Lemma. Legyen (v(s,t))snes €9y olyan gyengén folytonosan korldtos valtozdsi
hemicsoport, mely az A: Ry — A(G) figguénnyel kapcsolatos a gyenge backward evolicids
egyenlet szerint. Ekkor minden (s,t) €S és g€ D(G xS) esetén

Tongless,t) —glestt) = | AW (Topag(m 1)) — / Tyt Dagle, 1) dr,
Is,t] Is,t]
ahol T és A az elsd koordindtdra hat, és Do a mdsodik koordindta szerinti parcidlis

derwvdltat jelols.

Bizonyitas. Minden (s,t) €S és f € D(G) esetén fennall a gyenge backward evolicios

egyenlet:
(Lo — 1) f(e) = /] Ao f)
st

Kovetkezésképpen

TV(S,t)g(€7 S, t) - g<€a S, t) = /} | A(dT) (TV(T,t)g('v T, t))

s,t
- /] A (T 00, 70) = o(5.10).
s,t

Minden 2=1,...,d esetén

X@'Ty(r,t) (g(ev T, t) - 9(67 S t)) a’(Z) (dT)

Js:t]

- [ | / Xilg(y, 1) — 9(y, 5,8)) vi(r,)(dy) a(i)(dr)
s,t] JG

_ / / XiDag(y, 0,1) 0 v(r,)(dy) a(i) (dr)
1s,t] 4G J]s,7]

- / X{Ty(o Dagle, 7, 1) a(i)(do) dr.
1s,t] J 17,8

Hasonlo észrevételek arra vezetnek, hogy
/] } A(dT) (TV(T,t)<g('7 T, t) - 9(7 S, t))) = /} | /] | A(d@) (TV(Hyt)DQ-g(.? T, t)) dr
st s,t Tt
= / (TV(T,t) — I)Dgg(e, T, t) dT
1st]

= / Tu(T,t)D2g(eaTa t) dr — (g(eatvt) - g(e,s,t)).
Is;t]

Ezzel kész a bizonyités. U

Ha b: Ry — G egy olyan folytonos, korlatos valtozasu fiiggvény, melyre b(0) = e,
akkor jelolje b; : R, — R, ¢ =1,... ,d azokat a korlatos valtozasu fiiggvényeket, melyekre

Fo) = Y [ Sa)ban) e D(@)
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(Léasd Feinsilver |29, Section 2.3].)

8.4.4 Lemma. Legyen (V"(s,t))snes €9y olyan gyengén folytonosan korldtos valtozdsi
hemicsoport, mely azzal az A" : Ry — A(G) figguénnyel kapcsolatos a gyenge backward
evoliucids egyenlet szerint, melynek kanonikus dekompozicidja (a”, B",n") € Ppo(R4, G).
Legyen m : R, — G egy folytonos, korldtos vdltozdsi figguény. Legyen (s,t) € S esetén
V'(s,t) = €)1 ¥ V"(5,1) ¥ ). Ekkor minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

d
(Torsy — I f(e) = [ ]Adm(f)—lA"(dT)(Tu'(T,t)f) + Z Xm0 f(e) mi(dr)
s,t

i—1 1s,¢]

ahol

/]t] Adm(T)—lA”(dT 'rt)f Z/ Tt)Adm(T) 1(X )f(e)a”(z)(dT)

+Z / Tty Aoy (X0) Ad -1 (X5) () (0, 5) ()

i,7=1

//( (o f(m(7) " am (7)) = T r £ (€)

G X]s,t]

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 8.4.3 Lemmat a g(y, s,t) := f(m(s)"'ym(t)), y € G, (s,t) €S
fiiggvényre. Nyilvan g(e, t,t) = f(e), és

Teapglesit) = [ Fms) ym(e) (s, 00dn) = [ 169/ (5.8)(ds) = Toien fe).
Tovabba
Xig(y,7,t) = d% hzog(exp(hXi)ym t)= - hzof(m(T)‘lexp(hXi)ym(t))
= | S (Ad s (Emir) i)

= Ady(r)-1 (X0) f(m(r) " tym(t)),
tehat

XiTorng(e,7,t) = / Adyy(r)=1 (Xo) f(m(7) " Tym(t)) v (7, 1) (dy)

_ / Adyiry 1 (X0) £(2) 7 (7, 0)(d2) = Torry Ay 1 (X:) £ €).

Hasonléan

XinTu”(T,t)g(e7 T, t) = T‘z/(‘r,t)Adm(T)*1 (Xi>Adm(T)*1 (Xj)f(e)
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Nyilvan

Teg(e,m.0) = [ Slm(r) aym(e) V(7. )(dy) = oo fm(r) 2m(2))

speciélisan
Tl///(T,t)g(e7 T, t) = TV,(T’t)f<€)'
Tovabba
fm(r + h)tym(t)).

h=0

Dog(y,7,t) = g(y, T+ ht) =

dh|, dh

Az f(2):= f(z"lym(t)), 2 € G fiiggvényekre teljesiil

Z)N(fv )my;(dT),

ahol
flexp(=hX)m(1) " tym(t)) = =X, f (m(r) " ym(t)).

h=0

X flm(r) = o

Kovetkezésképpen

d
TI//(T,t)DZg(e? T, t) == Z TV/(Tvt)Xif(e)mi(dT)'
=1

Ezzel készen van a bizonyitas. O

8.4.5 Lemma. Legyenek (V'(s,t))spes €5 (V'(8,1))snes gyengén folytonosan korldtos
valtozdasi hemicsoportok. Tegyiik fel, hogy létezik eqy olyan m : R, — G folytonos fiigguény,
hogy V'(s,t) = -1 * V'(5,t) * €my minden (s,t) € S esetén. Ekkor m korldtos
vdltozdsii.

Bizonyitas. El6szor vegyiik észre, hogy egy (v(s,t))(ses hemicsoport akkor és csak akkor
folytonosan korlatos valtozasua, ha létezik olyan v : R, — R monoton novekvd, folytonos
fiiggvény, hogy

'/ (s,£)( dy)‘ v(t) —v(s), /90(3/) v(s,t)(dy) <o(t) — v(s)

teljesiil minden (s,t) € S és i =1,...,d esetén. Ebbgl nyilvan kiévetkezik, hogy minden
U € M(e) kornyezethez létezik olyan ¢(U) > 0 konstans, hogy

v(s,8)(CU) < c(U)(v(t) —v(s)),

/Ua;i(y) V(S,t)(dy)’ <(U)(v(t) = v(s)).

Legyen most 7" > 0. Ekkor Krp := {m(t) : t € [0,7]} egy kompakt halmaz G-ben.
Létezik olyan Vi € 8l(e) kornyezet, hogy Vi = Vy' és Ki'VipKy C Uy. Tovabba létezik
olyan Vi € 8(e) kdrnyezete, hogy KrpVyK ' C V.
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Legyen (s,t) €Sy ¢és ke {l,...,d}. Ha y €& Vp, akkor m(t)"'y~'m(t) € Uy, tehat
alkalmazhatjuk a Taylor—formulat:

zi(m(s) " m(t)) = zx(m(s)"ym(t)m(t) "'y~ 'm(t))

= z(m(s) tym(D)) + Y xi(m(t) "'y m(t) Xian(E(y, .t),

ahol £(y,s,t) € Uy. Tehat
fantm(s) )] = | [ on(s) om0 5,0 a)|

< ol (5, )V) + | [ autonts) " ym() u"(s,t><dy>]

d ~
+ ) IX;
=1

Mivel (V/(s,1))snes €8y gyengén folytonosan korlatos valtozast hemicsoport, ezért létezik

e m(®) Ny m(t) Vs, t><dy>\ .
Vr

olyan v} : Ry — R monoton névekvs folytonos fiiggvény, hogy

/ 24(2) (s, 1)(d2)
m(s)~1Vrm(t)

[zl V' (s, 0)(CVr) < oip(t) = vip(s)-

/VT i (m(s) " ym(®) " (s, t)(dw‘ -

<

[ w500

Vr

Hasonl6an, létezik olyan v/ : R, — R monoton névekvd, folytonos fliggvény, melyre teljesiil
[kl (s, 8)(CV) S vp, () — vy (s) és

/ i m(t) ) /(5 '

Ad / )V, 1))

Kovetkezésképpen minden (s,t) € Sy és k € {1, ... ,d} esetén

/ (s t><dy>\ (t) — i(s).

|z (m(s)~'m(t)| S vr(t) —vr(s),

ahol wvp(t) := vp(t) + cvi(t) és ¢ := 1+ &(T) Z?Zl | X;zx|. Nyilvén vy monoton
novekvd, ezért m korlatos valtozasu. O

8.4.6 Lemma. Legyen (V"(s,t))snes €9y olyan gyengén folytonosan korldtos valtozdsi
hemicsoport, mely az (a”,B",n") € Pnv(Ry,G) hdrmasnak felel meg a gyenge backward
evolicios egyenlet szerint. Legyen m : Ry — G eqy olyan folytonos fligguény, hogy a
V'(s,t) 1= em(e)-1 ¥ V'(5,1) x emqr), (5,t) € S hemicsoport is gyengén folytonosan korldtos
vdaltozdsi. Ekkor a (V'(s,t))spes hemicsoport azzal az (a', B',n') € Phy(Ry,G) hdrmassal
kapcsolatos a gyenge backward evolucids eqyenlet szerint, melyre
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(i) #'(dy x dr) =1"(m(r) dym(r)~" x dr),
(ii) Z AdZ - a"(§)(dr) +my(dr)
/ (x Z “HAdY ) n'(dy x dr),

(i) B'(dr) = Adu(ry1 B"(d7) Adly,y 1.

Bizonyitas. A 8.4.5 Lemma alapjan az m fiiggvény korlatos valtozasu, tehat alkalmaz-
hatjuk a 8.4.4 Lemmat. Nyilvin

d d
Z/] }Tu'(nt)Adm(T)fl(Xz')f(e)a"(i)(dT) = Z/} ]TV/(Tvt)Adf;L(T)*lXjf<€)a”(7;)(dT)7
=1 st ij=1 s,t
d
Z/ }Tl/’('r,t)Adm(T)*l(Xi)Adm(T)’l(Xj)f(e)b”(i?j)(dT)
Q=111

d
=3 [ o XuXef @V (k 0)(d)
k=115t

Tovabba

// (Ty’(r,t)f(m(T)lzm(T)) —Tyl(m)f(e) —Z Tu’(r,t)Adm(T)—l (Xl)f(e)xz( )> (dZ X dT)

Cx]s.i] i=1
//( ety f () =T f(€) ZTVI(” Adyy -1 (X5) fe )l’i(m(T)ym(T)_l))77/<dy><d7—)'
Cix]s,t]

Tehat minden (s,t) €S és f € D(G) esetén
(Lo = DS = [ AT )
s,t

ahol az A’ : Ry — A(G) fiiggvény kanonikus dekompozicivja (o', B',n') € P (R4, G).
A 6.7.1 és 6.7.4 Tételek szerint a gyenge backward evoliciés egyenlet kolcsénosen egyér-
telmi kapcsolatot hoz létre a gyengén folytonosan korlatos valtozast hemicsoportok és a
Py (R, G) paraméterhalmaz kozott, igy kész a lemma bizonyitasa. O

8.4.7 Lemma. Legyen (v(s,t))snes €9y olyan hemicsoport, mely az (m',B',n') €
P(Ry,G) ésaz (m”,B",n") € P(Ry,G) paramétereknek is megfelel az eltolt gyenge back-
ward evolicios egyenlet szerint. Ekkor (m/,B',n') = (m",B",n").
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Bizonyitas. Legyen (s,t) €S esetén
flj/(87 t) = Em(s) ¥ I/<S7 t) *Em/(t)~1,
V'(s,t) = emuie) ¥ V' (8,1) % €)1

A 8.4.1 Lemma szerint (7'(s,1))pes  €gy olyan gyengén folytonosan korlatos véltozast
hemicsoport, mely azzal az (a’,B',7) € P, (R4, G) paraméterrel kapcsolatos a gyenge
backward evoliciés egyenlet szerint, melyre

@(i)(dr) = / (xxm'(r)ym'w1)—Z:xxy)Ad:i,h))n%dyxdm

B(dr) = Adyu) B(dr) Ad;, o,
n(dy x dr) = n(m(rt)  dym(r) x dr).
Hasonlo formuldk érvényesek a (7"(s,t))snes gyengén folytonosan korlatos valtozasi he-
micsoportra is.
Tovabba minden (s,t) €S estén
V(8,1) = em(s)-1 * V" (5, 1) * ey,
ahol m(t) :=m"(t)m/(t)™', t € R,, ezért alkalmazhatjuk a 8.4.6 Lemmat.
Mivel 7/(dy x dr) = 7" (m(7)dym(7)™" x d7), igy
o' (m/ (7)™ dym/ (1) x dr) = 0" (m" (1) "'m(1) dy m(r)~'m" () x dr),
tehat o' =n".
Mivel B'(dr) = Adyy )1 B"(dr) Ady, -1, gy
Ay B(Ad7) Ay sy = Adyniry 1 Adyr(r) B (A7) AdCy iy AdSyry 1,
tehat B' = B”.
Abbdl, hogy

d
@(0)(dr) = Y Adyey 1@ () (dr) + mi(dr)

+ /G (:cz-(y) - ixj(m(f)ym(f)‘l)/*dm(ﬂl) 7 (dy x dr),

levezethetjiik, hogy
d

/G (xi(m’(f)ym’(r)—l) — > x(y)AdY, (T))n’(dy « dr)

=1

_ Z Mooy [ (tm (7)) -

B
Il S8
—

xk(y)Adir]://(T)>T]”(dy X d'T) + mz(dT)

d
+ /G(xi(m'(T)zm’(T)_l) — Zxj(m(T)m'(T)zm'(T)_lm(T)_l)Adm(T)1) n'(dz x dr).

J=1
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Mivel m/(7) =m(r)"'m"(7), igy Adm(r) = Adp)-1Adpr(r), tehat

ij kj
Ady ) ZAdmv S Ad ),

ezért m;(dr) =0, i =1,...,d, amib6l m(0) = e alapjan azt kapjuk, hogy m(t) = e
minden ¢t € Ry esetén. Ezért m/ = m’”. O

8.4.8 Tétel. Legyen (v(s,t))snes egy hemicsoport O (G)-ban. Ekkor pontosan egy
olyan (m,B,n) € P(Ry,G) hdrmas van, mely a (v(s,t))snes hemicsoporttal kapesolatos
az eltolt gyenge backward evolicids eqyenlet szerint.
Bizonyitas. Az egyértelmtséget a 8.4.7 Lemmaban bizonyitottuk.

Legyen (n,f) € N esetén

Nyilvan minden (s,t) € S és n € N esetén

l=[ns|+1

Most nll_{go [nr]/n = r, r € Ry azt eredményezi, hogy nh—{{olo tn(s,t) = v(s,t) minden
(s,t) € S esetén. A kovetkezs vizsgalat célja az, hogy megmutassuk, hogy a 8.3.2 Tétel
alkalmazhato. Az (s,t) = u(s,t), S-bél M (G)-be vivs leképezés T, folytonossaga miatt
a {pne :n € N1 << [nt]} haromszogrendszer infinitézimalis minden t € R, esetén.
Kovetkezésképpen minden 7" > 0 és minden elegendGen nagy n € N esetén definidlhatjuk
az my, : [0,T] — G lokalis varhatoérték—fiiggvényt:

ésa B, :[0,T] — M}, B,(t) = (b,(i,7)(t))ij=1.. a lokalis kovarianciafiiggvényt:

[nt]

=3 [ o) = ) (0) =5 )
Tovabba minden n € N esetén definidljuk az 7, € M, (G x Ry) mértéket:

Feinsilver [29] 6.1 és 6.2 lemmai alapjan létezik olyan (m, B,n) € P(R,,G) hérmas és olyan
(n') részsorozat, hogy
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. ggéf@MwMyXMﬂ%ijwﬁmwxmibhat€R+ésf€€AG%
. nnrpbn,(z’,j)(t)zz(i,j)(t) ha t e Ry,

o limm, (t) =m(t) egyenletesen ¢ € [0,T]-ben minden 7" >0 esetén.
Definidljuk a B: Ry — My, B(t) = (b(z,7)(t))ij=1,.. 4 fliggvényt a kovetkezé modon:

wmﬁﬁmﬁw—/m@%@mmeﬂ»

Alkalmazva a 8.3.2 Tételt, azt kapjuk, hogy a (v(s,t))nes hemicsoport az (m, B,n) €
P(R,,G) harmasnak felel meg az eltolt gyenge backward evolicios egyenlet szerint. O

A gyengén folytonosan korlatos valtozast hemicsoportokat a kévetkezd modon karakte-
rizalhatjuk:

8.4.9 Allitas. Legyen (v(s,t))spes az a hemicsoport M (G)-ben, mely az (m, B,n) €
P(R.,G) hdrmasnak felel meg az eltolt gyenge backward evolicids egyenlet szerint. A
(v(s,1))(s,yes  hemicsoport akkor €s csak akkor gyengén folytonosan korldtos vdltozdsi, ha
az m fligguény korldtos vdltozdsi.

Bizonyitas. Legyen (s,t) €S esetén v(s,t) := ey * V(5,1) * €py-1. A 8.4.1 Lemma
alapjan (U(s,t))ses egy folytonosan korlatos valtozast hemicsoport.

Ha (v(s,t))spes gyengén folytonosan korlatos véltozast, akkor a 8.4.5 Lemma szerint
az m fiiggvény korlatos véltozasu.

Ha az m filiggvény korlatos valtozasi, akkor a 8.4.4 Lemma alapjan minden 7 >0 és
minden f € Cy(G) esetén létezik olyan vy : Ry — R monoton névekvs folytonos fliggvény,

hogy
|(Tu(s,t) - I)f<€>| < UT<t) - UT(‘S)?

tehat a (v(s,t))ses hemicsoport gyengén folytonosan korlatos valtozasu. O

A kovetkezd allitas leirja a kapcsolatot a P (Ry,G) és a P(R,,G) paraméterhalma-
zokkal torténd paraméterezések kozott.

8.4.10 Allitas. Legyen (V(s,1))syes 0z a gyengén folytonosan korldtos vdltozdsi hemi-
csoport, mely az (a, B,n) € Py (R, G) paraméternek felel meg a gyenge backward evolicids
egyenlet szerint. Legyen (m,B',n') € P(R4,G) az a hdrmas, mely a (v(s,t))syes hemi-
csoportnak az eltolt gyenge backward evolicids egyenlet szerint felel meg. Ekkor m; = a(i),
i=1,...,d, B=DB és n =n.

Bizonyitas. Legyen (s,1) € S esetén v(s,t) := ep) * V(5,t) ¥ €py-1. A 8.4.1 Lemma
alapjan (V(s,t))ses az a gyengén folytonosan korlatos véltozasi hemicsoport, mely az
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(a, B, n) € Pv(Ry,G) paraméternek felel meg, ahol

d
i) = [ (almum()) = 3 AL, )iy x dr),

B(dr) = Adu) B'(dr) A,
M(dy x dr) = o (m(r)"" dym(r) x dr).

Tovabba, v(s,t) = ems) * V(s,t) * €)1, ezért alkalmazhatjuk a 8.4.6 Lemmat.

Mivel
n(dy x dr) = i(m(r) dym(r)™" x dr) = n'(m(r) " 'm(r) dy m(r)"'m(r) x dr),

igy n'=mn.
Mivel

B(d7) = Adp(ry-1 B(dr) Ady -1 = Adury-1 Ad ey B'(d7) Ady ) Adly )1

igcy B’ = B.
Végiil abbol, hogy

a(i)(dr) = Z Ad? L a(h)(dr) + my(dr)
# [ (500 = s tmtrnmr) A ) )t x )

Il
N
>
[oF
EE
2
|
o
—
&8
B
.y
N
3
M&

y)AdZ(T))n(dy  dr)

+ my(dr) + / ( i “HAdY ) n(dy x dr),

azt kapjuk, hogy a(i)(dr) = m;(dr), hiszen Ad,-1 = (Adm(T))_l. Mivel a(i)(0) =
m;(0) =0, igy a(i)(t) = m;(t) minden ¢ € R, esetén. O

A konvolucios félesoportok specialis esetét a kovetkezs allitas tartalmazza:

8.4.11 Allitas. Ha (v(s,t))spes €9y eltolds—invaridns hemicsoport, azaz v(s+h,t+h) =
v(s,t) minden (s,t) €S és h € Ry esetén, akkor (v(s,t))snes gyengén folytonosan kor-
latos vdltozdsi. Ha A € A(G) jeldlia (v(t))i=o0, v(t) :=v(0,t), t € Ry konvolicids félcso-
port generdld funkciondljdt, akkor a (v(s,t))ses hemicsoport a t — tA, Ry -bol A(G)-be
vivd leképezéssel kapcesolatos. Ekvivalens mddon, ha az A € A(G) kanonikus dekompozicidja
(ao, Bo,mo), akkor a (v(s,t))snes hemicsoport azzal az (a, B,n) € Py, (R4, G) paraméter-
rel kapcsolatos a gyenge backward evolicids egyenlet szerint, melyre a(t) := tag, B(t) := tBy
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és n(dy x [0,t]) :==tno(dy). Ha (m,B,n) € P(R;,G) az a hdrmas, mely a (v(s,t))spes
hemicsoporttal kapcsolatos az eltolt gyenge backward evolicios egyenlet szerint, akkor az m
figguény multiplikativ: m(s +t) = m(s)m(t) minden (s,t) €S esetén.

Forditva, ha (v(s,t))spes az a hemicsoport, mely egy olyan (m,B,n) € P(Ry,G)
hdarmasnak felel meg, ahol m multiplikativ és B és n olyan, hogy B(t) := tBy és
n(dy x [0,t]) = tno(dy), akkor (v(s,t))spes eltolds—invaridns.

8.5 Forward evoluciés egyenlet

A 8.3.2 Tételben megjelend limesz hemicsoport forward evolicios egyenlettel is kapcsolatba
hozhat6. A természetes ut az, hogy a u € 9t (G) mértékhez rendelt T, jobb—invaridns
konvolicids operdtort hasznaljuk, mely szintén a C°(G) fiiggvénytéren van értelmezve:

T.f(x) r=/f<yx) p(dy)  ha zeG.

Legyen (u(s,t))spes €8y hemicsoport MY(G)ben és A: R, — A(G) egy olyan
monoton novekvs, folytonos, korlatos véltozasu leképezés, melynek kanonikus dekompozi-
civja (a,B,n) € Ppy(R4,G). Azt mondjuk, hogy a (u(s,t))snes hemicsoport és az
ARy — A(G) leképezés megfelelnek eqgymdsnak a gyenge forward evolicids egyenlet sze-
rint, ha minden (s,t) €S és f € D(G) esetén teljesiil

Ty = 1510 = | 4G (Tt

A kapcsolat a forward evoliucios egyenlet szerint dll fenn, ha minden (s,t) €S és f € D(G)
esetén

(T,u(s,t) - [)f = /} ; NA(d‘r) (Tu(s,‘r)f> )

ahol A € A(G) esetén az N, : Co(G) — CY(G) linearis operator definicidja: (N4f)(z) :=
A(R.f). Megjegyezziik, hogy a forward evolicios egyenlet irhato a kovetkezs formaban is:

(8.5.1) Ty =D = | Tuism) (NAwr)f )

Js.t]

(lasd Siebert [91]), hiszen az
XiT, Lo f(e) = T, Xi f(x)

egyenlet, és hasonldé meggondolasok alapjan
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Megjegyezziik, hogy beszélhetiink még a

Ty —1 = /} ) Tyus,m (NA(dT)>

erds forward evolicios egyenletrdl is, amelyben operator—értékd Riemann—Stieltjes integral
szerepel (lasd Born [16]).

8.5.2 Megjegyzés. Ugyanazokat a modszereket alkalmazva, mint a 6. fejezetben, belat-
hato, hogy a 6.6.1 Tételben szerepld limesz hemicsoport gyenge forward evolicios egyenlettel
is kapcsolatos. Ha a Lie—csoport masodik megszamlalhato, akkor a kapcsolat fennall a (8.5.1)
forward evolicios egyenlet szerint is (lasd Siebert [91] Theorem 4.3 és Lemma 2.10 bizonyi-
tasaban hasznalt érveléseit).

Most legyen (u(s,t))(snes egy hemicsoport M (G)-ben és (m, B,n) € P(R,,G). Azt
mondjuk, hogy a (ju(s,t))(ses hemicsoport és az (m, B,n) harmas megfelelnek egymdsnak
az eltolt gyenge forward evolicids eqyenlet szerint, ha minden (s,t) € S és f € D(G) esetén
teljesiil

T = D) = [ Adr) (@),
s,t]
ahol B
ﬁ(s, t) ‘= Ems) ¥ /L(S, t) *Emt)—1, gs,r(y) = Tﬁ(s,T)f(m(T)ym(T)_l)

ésaz A: Ry — A(G) kanonikus dekompozicidja (0, B,n). A kapcsolat az eltolt forward
evoliucios egyenlet szerint dll fenn, ha minden (s,t) €S és f € D(G) esetén

<%@ﬂ—mﬂo=4QAwﬂ@gm

ahol
Gor(w) = Tiar) f(m()um(r) " "y).
Az eltolt forward evolicios egyenlet irhato
(85.3) Bt = D10 = [ Aar) ).
s,t

alakban is, ahol

hare(w) = Tasm Laf (m(T)um(r) ") = / f(zym(r)um(7)™") fi(s, 7)(dy).

8.5.4 Megjegyzés. Mint a nem—eltolt esetben, most is belathato, hogy a 8.3.2 Tételben
szerepld limesz hemicsoport eltolt gyenge forward evolucids egyenlettel is kapcsolatos, és ha
a Lie—csoport méasodik megszamlalhato, akkor a kapcsolat fennall a (8.5.3) eltolt forward
evolicios egyenlet szerint is.
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8.6 Martingal-probléma

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy a G Lie—csoport masodik megszamlalhato. Legyen
(&)i=0 egy G-beli értékeket felvevs sztochasztikus folyamat, és A : Ry — A(G) egy
olyan monoton névekvg folytonos leképezés, melynek kanonikus dekompozicioja (a, B,n) €
Pyy(R4, G). Azt mondjuk, hogy a (&);>¢ folyamat és az A: R, — A(G) leképezések
martingdl-kapcsolatban vannak, ha minden f € D(G) fliggvény esetén az

1) - /[0 A (L)

d d
=@ =3 [ Ksraan —5 Y [ X605 ar)
d ~
[ (&) - 5() = 3 Kerteyat) )ty x ar)

1

Gx[0,t] v
folyamat egy martingél (a természetes filtracioval).

Feinsilver [29] bebizonyitotta a kovetkezs tételt fiiggetlen novekmeényt folyamatok mar-
tingal-kapcsolattal torténd karakterizaci¢jarol:

8.6.1 Tétel. Legyen A:R, — A(G) egy olyan monoton névekvd, folytonos, korldtos vdl-
tozdsiu leképezés, melynek kanonikus dekompozicidja (a,B,n) € Py (R, G). Ekkor létezik
olyan G—értéki & = (&)i=o0 folyamat, melynek trajektoriai a D(R,, G) Szkorohod—térbe
esnek, martingdl-kapcsolatban van az A leképezéssel. Tovdbbd a folyamat sztochasztiku-
san folytonos, figgetlen bal-novekményt, és eloszlisit a D(Ry,G) térben egyértelmiien
meghatdrozza az A leképezés.

A kovetkezo allitas leirja az Osszefliggést hemicsoportoknak a martingal-kapcsolattal és
a forward evolicios egyenlettel torténd karakterizalasa kozott:

8.6.2 Allitas. Legyen (&)i=0 egqy G-beli értéki sztochasztikus folyamat és A : R —
A(G) egy olyan monoton névekvd, folytonos, korldtos valtozdsi leképezés, melynek kanonikus
dekompozicidja (a, B,n) € Py (R4, Q). Jelilje (s,t) €S esetén u(s,t) a &1 eloszldsdt.
A (&)i=o0 folyamat és az A leképezés akkor és csak akkor vannak martingdl-kapcsolatban,
ha minden (s,t) €S, minden f € D(G) és u(0,s)-majdnem minden z € G esetén

(T,u,(s,t) - I)f(Z) = [ ]T/L(S,T)NA(dT)f(Z)'
s,t
(Mds szavakkal, ha a forward evolicids egyenlet fenndll majdnem mindenditt.)
Bizonyitas. A kovetkezé allitasok ekvivalensek:

(1) A (&)i>0 folyamat és az A leképezés martingal-kapcsolatban vannak egymassal.
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(2) Minden f € D(G) fiiggvény esetén az
f(&) — [ }A(df)(Lgfﬁ
0,t

folyamat martingal.

(3) Minden (s,t) €S és f € D(G) esetén
E{ﬂ@—AQAWM%Jﬂ } f6) - A@AMM%J) P mm.,

ahol F¢ a {&,7€10,s]} elemek altal generalt o—algebrat jeloli.

Felhasznalva, hogy a (& ):>0 folyamat fiiggetlen bal-névekményt, azt kapjuk, hogy
B{sie) - [ awneen|#)
0,t
~e{fes - [ Aunen - [ | #)
0,s s,t

=Ef(2£, &)

- Auﬂ@%ﬂ—ﬁ{kﬂmmx&jﬂﬁ},

2=€s [075]

tehat (1), (2) vagy (3) ekvivalens a kovetkezd allitassal is:
(4) Minden (s,t) €S ¢s f € D(G) esetén

E(f(26'6) — f(2))

=E {/ A(dT)(LETf)‘ .7:5} P-m.m.
z=Es ]s,t]

Nyilvan
E(f(26¢) — f(2))

= (T,u s,t) — [)f(fs) P-m.m..
z2=€s

Tovabba

E{ X, Le. f(e) a(i)(dr
15,t]

|75} = [ Bk s@atiar)

= /[Ot] TM(S,T)Xif(§5> a(Z) (dT) me.m.,

z=E&s

és hasonlé meggondolasok alapjan

E{ | ]A(dr)(LET f)‘}f}: /] }TH(M)NA@T) f(&)  P-mm.,
s,t s,t

amivel kész a bizonyités. U
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Most legyen (&);>0 egy G-beli értékid sztochasztikus folyamat és (m, B,n) € P(R,, G).
Azt modjuk, hogy a (&)¢>0 folyamat és az (m, B,n) € P(R,G) héarmas eltolt martingdl-
kapcsolatban vannak, ha minden f € D(G) fliggvény esetén az

@) = [ A e R )
0,t

folyamat martingél (a természetes filtracioval), ahol A : R, — A(G) az a monoton né-

vekvd, folytonos, korlatos valtozast leképezés, melynek kanonikus dekompozicioja (0, B,n).

Feinsilver [29] bebizonyitotta a kévetkezs tételt fiiggetlen névekményd folyamatok eltolt

;;;;;;

8.6.3 Tétel. Tetszdleges (m,B,n) € P(Ry,G) esetén létezik olyan G-beli értéki (&;)i=o
folyamat, melynek trajektoriai a D(R,, G) Szkorohod—térbe esnek és eltolt martingdl-kapcso-
latban van az (m, B,n) hdrmassal. Tovdbbd a folyamat sztochasztikusan folytonos, figgetlen
bal-novekményi, és eloszlisit a D(R,, G) térben egyértelmien meghatdrozza az (m, B,n)
hdrmas.

Forditva, ha (&)i>0 egy olyan G-beli értéki folyamat, melynek trajektoriai a DR, G)
Szkorohod—térbe esnek és figgetlen bal-novekményi, akkor pontosan egy olyan (m,B,n) €
P(R.,G) hdrmas létezik, mely eltolt martingdl-kapcsolatban van a (&);>o0 folyamattal.

(Mds szavakkal, az eltolt martingdl-kapcsolat kolcsondsen egyértelmi kapesolatot teremt
a figgetlen bal-névekményt folyamatok dltal a D(Ry,G) Szkorohod—téren generdlt vald-
szintdségi mértékek és a P(Ry,G) paraméterhalmaz kozott.)

A hemicsoportoknak az eltolt martingél-kapcsolattal és az eltolt forward evolucios egyen-
lettel torténd karakterizalasa kozotti kapcesolat ugyanugy kezelhetd, mint a nem—eltolt eset-
ben:

8.6.4 Allitas. Legyen (&)i=0 egy G-beli értéki sztochasztikus folyamat és (m, B,n) €
P(R,,G). Jelilje (s,t) €S esetén u(s,t) a &' eloszdsdit. A (&)i=o folyamat és
az (m,B,n) hdrmas akkor és csak akkor vannak eltolt martingdl-kapcsolatban, ha minden
(s,t) €S, minden f € D(G) és p(0,s)-majdnem minden z € G esetén

(Tﬁ(s,t) —Df(z) = . A(dr) (ES,T,Z>7
ahol N N
hs,T,z(u) = Tﬁ(s,T)LZf<m(T)um(T)71>'

(Mds szavakkal, az eltolt forward evolicids egyenlet fenndll majdnem mindenditt.)

Osszekombinalva a 8.4.2, 8.4.8 és 8.6.3 Tételeket, a 8.6.4 Allitast és a 8.5.4 Megjegyzést,
kapjuk a kovetkezs eredményt:

8.6.5 Tétel. Legyen (u(s,t))sues €9y hemicsoport MM (G)-ben és (m, B,n) € P(R,,G).
Ekkor a kévetkezo dllitdsok ekvivalensek:
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(i) (u(s,t))snes kapesolatban van az (m,B,n) hdrmassal az eltolt backward evolicics
eqyenlet szerint;

(i) (u(s,t))(spyes  kapcsolatban van az (m,B,n) hdrmassal az eltolt forward evolicids
egyenlet szerint;

(iii) az eltolt forward evolicids egyenlet fenndll (0, s)-majdnem mindenditt;

(iv) (u(s,t))snes eltolt martingdl-kapcsolatban van az (m, B,n) hdrmassal.

8.7 Funkcionalis centralis hatareloszlas—tételek globalis

és lokalis centralassal

Ebben az alfejezetben ismét feltessziik, hogy a G Lie—csoport mésodik megszamlalhato.
Alkalmazva a 8.3.2 Tételt, bizonyitast adunk Feinsilver [29] hatareloszlastételeire. Elgszor
tekintsiik a ,,globélis centralast”.

Legyenek {&., : (n,f) € N?} soronként fiiggetlen G-beli véletlen elemek. Minden
n € N esetén legyen k, : R, — Z, olyan monoton névekvd, balrol folytonos fliggvény,
hogy k,(0) =0, k,(Ry)="7Z,, &s teljesiiljon a

lim max P(&,€C0U)=0

n—0o0 1<U<kn ()

infinitézimalitasi feltétel minden U € $U(e) és t € Ry esetén. Tekintsiik n € N esetén a

&n = (éﬁ(t))t}(]?

kn (¢

)
fn(t) = H gné
(=1

sztochasztikus folyamatot. Jelolje ., a &0 eloszlasat. Definialjuk minden n € N esetén
az M, € M (G x Ry) mértéket, valamint minden 7" > 0 és minden elegendGen nagy
n € N esetén az m, : [0,7] — G és B, : [0,T] — M} fiiggvényeket ugy, mint a 8.3
alfejezetben.

Egy (m, B,n) € P(R,,G) harmas esetén legyen B : R, — My, B(t) = (E(i,j)(t))@j:lw’d,

o~

(i, )(t) = bli, ) (1) + / £(y); (9) n(dy x [0, 1)),

8.7.1 Tétel. Legyen & = (£(t))i>0 egy olyan G-beli értéki, sztochasztikusan folytonos,
fiiggetlen bal-névekményt folyamat, mely az (m,B,n) € P(R.,G) hdrmassal kapcsolatos
az eltolt gyenge evolicios egyenlet szerint. Legyen D egy sird halmaz R, -ban. Ekkor a
kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) (a) myu(t) — m(t) egyenletesen t € [0,T]-ben minden T >0 esetén,
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(b) By( B(t) ha te D,
(c) /f ) (dy x [0, t]) —>/f n(dy x [0,t]) ha t€ D, fe€C.(G).

(i) & £ £.

Bizonyitas. (i)==-(ii). Nyilvan teljesiilnek a 8.3.2 Tétel feltételei, igy kapjuk a véges—
dimenzids eloszlasok &, L ¢ konvergenciajat. Gihman, Skorohod [36, Theorem VI. 5.4]
alapjén a &, £, ¢ konvergencia bizonyitasdhoz elegendé azt belatni, hogy minden 7' > 0
és ¥ > 0 esetén teljesiil

(8.7.2) lim lim «,(T,6,79) =0,

6—0 n—oo

ahol
an(T,8,0) = suwp_ sup P {o(¢(t),2) >

t—s<d zeG
0<s<t<T

&uls) =},

és o egy olyan bal-invaridns metrika a G csoporton, hogy G egy teljes szeparébilis
metrikus tér a o metrikaval. Mivel a (£(t));>0 folyamat fliggetlen bal-névekményt, igy

o). 2) > v | &(s) = o} = P{o6(s)ealt).0) > 9 | &uls) = 2}
= P(0(&n(s)7"6u(t), ) > <kHt) &nes ) = ta(s,t)({y € G : 0y, €) > V}),
ahol fi,(s,t) € M(G), (s,t) €S,
[in(s, 1) = I;I? fin-
oy

Az (a) feltételbdl kovetkezik, hogy Krp := {m,(t) : n € N;t € [0,T]} egy kompakt halmaz
G-ben. Legyen Uy € 8(e) egy olyan kornyezet, hogy Uy C {y € G : o(y,e) < V}.
Vilaszthatunk egy olyan Ury € $4(e) kérnyezetet, hogy Ury C C(K7-CUy- K7'). Ekkor

tin(5,8)(CU) = Fin(s, ) (mn(s) - CUy - mn(t) ") < fin(s, 1) (K - LUy - Kz') < fin(5, ) (CULp),
ahol [i,(s,t) € MY (G), (s,t) €S,

o (t)
(s, t) = 3K Jine
t=kn(s)+1
és
flng i= flng * €m;n}>
tehat

/jn(57 t) = gmn(S) * Mn(sﬁ t) * gmn(t)71'
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Legyen f € C.(G)ND(G). A {pne:n € N, 1<l<k,(T)} haromszogrendszer infinité-
zimalitasabol kovetkezik, hogy K7 := {m,, :n € N1 <<k, (T)} egy kompakt halmaz
G-ben. Nyilvan (b)-ben és (c)-ben is egyenletes a konvergencia ¢ € [0,T]-ben, ezért
minden U € $U(e) kdrnyezet esetén

lim limsup — sup — (7,(CUx]s, 1) + Gals,1])) = 0,
" peasier

ahol a (3, € M (Ry) és n, € M, (G xRy), n €N, mértékeket ugy definialjuk, mint
a 8.2 alfejezetben. Alkalmazva a 8.2.2 és 8.2.3 Lemmaékat, azt kapjuk, hogy minden n € N
és (s,t) €S esetén

\ [1w dﬁn<s,t><dy>' < \ [ 1w d%(s,t)(dy)\ T 2es(f. 1, K, T3 (15, £])
F B ey, + calfs 1 K T)) (1 (CVi ], ) + Balls, )7,

ahol 7j,(s,t) € M'(G), (s,t) €S,

kn (t)
T(s,t) = > Jine-

b=kyn(s)+1
A 8.1.2 Lemma felhasznalasaval

kn(t) kn (t)

‘ / f<y>dﬁn<s,t><dy>‘= S @D < Y (T, - D)

l=kp(s)+1 l=kp(s)+1

(
<O (1 ll2,, (00 (CVix]s, 8]) + Bu(]s, 8])) + e2(f, 1, K7, T)Bu(ls, 1]))

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy

lim limsup  sup \ / f<y>>dﬁn<s,t><dy>\ 0

=0 noeo t—s<d
0<s<t<T

Végiil egy olyan f € €.(G) N D(G) fliggvényt valasztva, melyre f>1p5 . azt kapjuk,
hogy teljesiil a (8.7.2) feltétel.

(ii)==(i). Legyen (n') egy tetszleges részsorozata (n)-nek. Mint Feinsilver [29]
Lemma 6.1 és Lemma 6.2 lemmaiban, létezik olyan (m”, B”,n") € P(Ry,G) harmas és egy
olyan (n”) részsorozata (n')-nek, hogy

ol [ ) moldy % 0.6) = [ @) (dy x 0.0) ha teRe & f € €G),
n G G
o limby(i,j)(t) = 0"(i,j)(t) ha t € Ry,

o limm,.(t) =m"(t) egyenletesen ¢ € [0,7]-ben minden 7 >0 esetén.
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Legyen B" :Ry — My, B"(t) = (b"(2,7)(t))ij=1,...d,

~

b"(d, ) = b"(i, 5)(t) — /Iz(y)wj(y) 1" (dy x [0,]).

A 8.3.3 Lemma (i) pontja alapjan azt kapjuk, hogy a B” fiiggvény monoton noévekvo,
tehat (m”,B",n") € P(R.,G). Az (i)=(ii) allitas felhasznalasaval azt kapjuk, hogy
& £, ¢", ahol & = (£"(t))i=0 egy olyan sztochasztikusan folytonos, fiiggetlen bal-
novekményd folyamat, mely az (m”, B”,n”) harmassal kapcsolatos. A 8.4.8 Tétel alapjan
(m",B",n") = (m,B,n). Mivel (n) tetszoleges részsorozata (n)-nek, igy megkapjuk a
(if) allitast. O

Hasonlé moédon nyerhetiink hatareloszlas—tételt ,lokalis centralassal”. Definialjuk n € N
esetén a kovetkezs &, = (£,(t))i=0 sztochasztikus folyamatokat:

kn ()

gn(t) = H (fnfmgzl)

(=1

8.7.3 Tétel. Legyen & = (g(t))t>0 egy olyan G-beli értéki, sztochasztikusan folytonos,
figgetlen bal-névekményd folyamat, mely a (0, B,n) € Py (Ry,G) hdrmassal kapcsolatos a
gyenge evolicios egyenlet szerint. Legyen D egy sird halmaz R, -ben. Ekkor a kévetkezd
dallitasok ekvivalensek:

(i) (a) B.(t) — B(t) ha te€ D,
(b) / Vi (dy x [0,4]) e/f n(dy x [0,4]) ha te D, feC.(G).

(i) & - ¢

Bizonyitas. Ugyanazokat az érveléseket lehet hasznalni, mint a 8.7.1 Tétel bizonyitasa
soran. Megjegyezziik, hogy az (i)-ben szerepld (b) feltétel azzal ekvivalens, hogy

/f ) T (dy % [0, t]) H/f n(dy x [0,t]) ha te€ D, f € C.(GQ),

ahol az 7,(s,t) € MY (G), (s,t) €S mértékeket ugy definialjuk, mint az el6z6 bizonyitas-
ban. O

A kovetkezd tétel sziikséges és elégséges feltételt ad fiiggetlen novekményt folyamatok
sorozatanak konvergencidjara.

8.7.4 Tétel. Legyenek & = (£(t))i=0 €s & = (§u(t))iz0, n €N, G-beli értéket felvevd,
sztochasztikusan folytonos, figgetlen bal-névekményd folyamatok, melyek az (m,B,n) €
P(Ry,G), illetve az (my,, By, n,) € P(RL,G), n €N hdrmasokkal kapcsolatosak az eltolt
gyenge evolicios eqyenlet szerint. Legyen D egy sirid halmaz Ry -ban. Ekkor a kiovetkezd
dallitasok ekvivalensek:
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(i) (a) my,(t) — m(t) egyenletesen t € [0,T]-ben minden T >0 esetén,

~

(b) B,(t)— B(t) ha te€ D,
(©) /f(y - (dy x [0.4]) H/f n(dy % [0.4]) ha teD, fe€.(G).

(i) & &

Bizonyitas. (i)=(ii). Jeldlje n € N &és (s,t) € S esetén v,(s,t) a &,(s)7'&.(¢)
eloszlasat. Mint a 8.4.8 Tétel bizonyitasaban, minden n € N esetén

lim v® (s,t) = v,(s,1) ha (s,t) €S,

k—o0

ahol
[kt]

V?Sk)(svt) = >l< Un (Z_Tla

l=[ks]+1

),

s

és

olim/f Y ® (dy x [0, 1]) /f Vi(dy x [0.4]) ha t€R, &5 f € €(C),

k—oo

o lim BW(i,j)(t) = B,(i,)(t) ha teR,,

k—o0

o lim m™(t) =m(t) egyenletesen t € [0,7] ben minden T >0 esetén.

k—o00
Figyelembe véve, hogy a CO(G) tér szeparabilis, diagonalizacios eljarassal és a 8.3.2 Tétellel
bizonyithatd a &, £, ¢ konvergencia.
(il)=(i) ugyantugy bizonyithato, mint a 8.7.1 Tétel esetén. O

Végiil megemlitiink olyan hatareloszlas—tételeket, melyekben a limesz folyamat fiiggetlen,
staciondrius novekményt. Legyenek {&, : (n,f) € N?} soronként fiiggetlen, azonos eloszlasi
G—értékid véletlen elemek. Legyen (k,),>1 egy olyan sorozat N-ben, melyre k, — oc.
Definialjuk n € N esetén a &, = (&,(t))i>o0,

[tkn]

t) = H gné
/=1

sztochasztikus folyamatokat. Legyen pu, a &, £ € N, elemek kozos eloszlasa.

8.7.5 Tétel. Legyen & = (£(t))i=0 egy G-beli értéket felvevd, sztochasztikusan folytonos,
figgetlen staciondrius bal-novekményid folyamat, melynek A € A(G) a generdld funkcio-
ndlja. Legyen A € A(G) kanonikus dekompozicidja (ag, Bo,no). Ekkor a kévetkezd dllitdasok
ekvivalensek:
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(i) (a) kpExi(§n) — ao(i) ha i=1,...,d,
(0) b Covai(énn) (&) = bolio )+ [ :0)a,(0) w(dy) ha 8§ = 1.,

(©) koEf(6m) — / ) mldy) ha f € €.(G).

(i) & - €.
(iil) &(t) = £() ha t € R,

Bizonyitas. (i)<=(ii) kovetkezik a 8.7.1 Tételbdl. (i)=-(iii) kovetkezik Hazod [40, p.
63] altalanos eredményébdl. (iii)==-(i) Siebert [89] eredményei alapjan bizonyithato, Nobel
[66] Poisson—approximéciorol szolo eredményét felhasznalva. (Lasd Hazod, Scheffler [42] és
Scheffler [87] cikkeit.) O

8.7.6 Tétel. Legyenek & = (£(t))i=0 €s & = (§u(D))i=0, n €N, G-beli értéket felvevd,
sztochasztikusan folytonos, filiggetlen staciondrius bal-névekményi folyamatok, melyeknek a
generdlo funkciondljai A € A(G), illetve A, € A(G), n € N. Legyen A € A(G) és
A, € A(G), n €N kanonikus dekompozicidja (ag, Bo,no), illetve (an, Bn,nn). FEkkor a
kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) (a) an — ao,
(b) B, — By,

(© / £ () fa(dy) — / () mldy) ha f € €(G).
L

(iil) &(t) = £() ha t € R,

Bizonyitas. (i)<=-(ii) kovetkezik a 8.7.4 Tételbdl. (iii)==(i) lényegében szerepel Siebert
[89] cikkében, és (i)==-(iii) bizonyithat6 Hazod [40, p. 63] altanos eredeménye alapjan. (A
részletek szerepelnek a 3 fejezetben.) O

Megjegyezziik, hogy G = (R +) esetén a 8.7.5 és 8.7.6 Tételekben szerepld allitdsok
azzal is ekvivalensek, hogy &, (1) NS (1).
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