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El6sz06

1997-ben Obanyan — a Mecsek oldalaban fekvs kicsiny telepiilésen — elGszor keriilt sor
arra, hogy Magyarorszig matematikusai és fizikusai egyiittesen nyéari iskolat tartsanak
egyetemista didkoknak. David Gyula, Etesi Gabor, Hausel Tamas és a Magyar Fizikus
Hallgatok Egyesiiletének (Mafihe) szervezésében tobb kivalo el6adast hallgathattak meg a
résztvevok. Hosszas elGkésziiletek és rengeteg egyeztetés utan végre jelen jegyzetben nyom-
tatott formaban is megjelenhetett ezen eladasok anyaga, amelyek az alapoktol egészen
napjaink ,nagy fizikai-matematikai problémaiig” kalauzoljak a tiirelmes Olvasot.

A nyéari iskola megszervezéséért, és lebonyolitdsaért kdszonet illeti David Gyulat, Etesi
Gabort, Hausel Tamast és a Mafihét. Tisztelettel tekintiink el6addinkra: David Gyulara,
Etesi Gaborra, Hausel Taméasra, Karp Laszlora, Matolcsi Taméasra, Rimanyi Richéardra, és
Szenes Andrasra, akik faradtsagot és nyari szabadsagukat nem sajnalva igyekeztek atadni
tudasuk legjavat. Koszonet illeti az el6adok legtobbjét, tovabba Major Martont a jegyzet
megszerkesztésében nytjtott segitségiikért. Koszonjiik tovabba a Mafihe és a Paksi Atom-
er6mi Részvénytarsosig anyagi tAmogatasat, amelyet jelen jegyzet kiadasdhoz nyujtottak.
Végiil, de nem utols6 sorban koszonet illeti Elekes Verat és Hausel Katalint akik dacolva az
idGjarassal és az orokké éhes szajakkal, gondot forditottak a nyari iskola népes taboranak
mindennapi étkeztetésére.

Budapest, 1999. aprilis 1.

Barnaf6ldi Gergely Gabor
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1 Bevezetés — pillantas a miltba

Sosem szabad elfelejteniink, hogy valamikor réges-régen minden tudomény egyazon térél
fejlédott ki! A cél — ahogy napjainkban is — mindvégig a természet rendjének megismerése,
valamilyen emberi nyelven torténd leirasa volt. Kevés kivétellel azt mondhatjuk, hogy az
élettelen természet makro- és mikroszkopikus vildgaban végbemend valtozasok leirasara a
fizika és a matematika kelléktara valt be leginkabb.

Az emberiség miltjaba visszatekintve nehéz meglelni azt a pillanatot, amikor a 6korban
a fizika és matematika fogalmai el6szor kérvonalazodtak. IdGszamitasunk kezdete koriil
azonban mar hét szabad miivészeti 4gba sorolja a tudomanyokat a krétai — majd késGbb az
egész Mediterraniumban szétterjedd — kultiira. Szomortan vehetjiik észre, hogy a kés6bbi
korokban ezek — s igy a szamunkra fontos matematika és fizika is — fokozatosan eltavolod-
tak. Az okori gorog és romai kultarakban létrejott egyenrangisag a kozépkor dogmatikus
vilagaban felbomlott. A matematika absztrakt objektumai — néhany esettsl eltekintve,
mint példaul I1. Szilveszter papa a szamok oszthatdsigarol irt ,6rdogi” miive — nem ban-
tottak senki személyét, semmilyen vallas tekintélyelvii vilagat. A fizika ellenben — amely
éppen a kozmosz rendjét akarja megfogalmazni — igen. Nem csoda hét, hogy a fejlédés
egysége felbomlott, és a matematika jelentGs elényre tett szert.

A XVII. szazadig nagyon lassan fejlédott mindkét tudomany. Az elemi matematika gaz-
dasagi, hadaszati és épitészeti szempontbdl nélkiilézhetetlen volt, igy fokozatosan minden e
téren felvet6dd probléméat megoldottak a kor éleseszii gondolkodéi. A fizikdban felbukkand
kérdésekre a nagy fizikus-matematikus polihisztorok adtak kielégits valaszokat. Gyakran
mégis ugy tiint, hogy az igy kidolgozasra keriil6 matamatikat csak sajat elméletiik ,szebb”
leir4sara talaltak ki. Az 1800-as évek kozepétsl azonban az tijonnan sziiletd fizikai elméletek
egyre-masra nétték ki a régi matematika — az algebra, az analizis vagy példaul a vek-
torszamitas — kereteit.

A XX. szazad elején 1j fizika bontakozott ki, amely el§hirnokei a relativitaselmélet és
a kvantummechanika voltak. A felhalmoz6do6 kidolgozatlan elméletek rengeteg féreértést
okoztak. Szerencsére a fizikusok segélykialtasa ekkor mar 1jbol eljuthatott a matematiku-
sokhoz, akik szorgalmasan nekilattak az addig megalkotott fizikai modellek preciz matema-
tikai kidolgozésanak. Nem maradt héalatlan a fizikus tarsadalom sem, hiszen napjainkban,
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a XXI. szazad kiiszobén — egyre gyakrabban —, fizikai megoldasok segitik ki matematiku-
sainkat a bonyolult fogalmi rendszerek utveszt§jébaol.

Ugy tinik, hogy a matematikai fizika és az ujonnan kialakult fizikai matematika, egyre
inkadbb egy nagy kozos cél felé tart, amely ma a kvantummezs-elméletek leirasa.

2 A topologia sziiletése

A tovabbiakban azt fogjuk figyelemmel kisérni, hogyan alakult ki a matematika egy 1j aga:
a topologia; valamint hogyan fejlédott ezen tudoméanyag kapcsolata a fizikaval.

KEZDETEK

A XVII. szdzadban Sir Isaac Newton megalkotta a kalsszikus mechanikat, az ehhez sziik-
séges matematikai apparatussal. Taldn ezt a lépést tekinthetjiik kiindulopontunknak, bar
a differecial- és integralszamitas csak motivalja a kés6bb elénk tarulo topologiat.

A legkorabbi topolégiainak is tekinthets feladat a hires konigsbergi hidak probémaja. A
varosatyak altal feladott talalos kérdés igy szolt: a varost atszeld Pregolja folyo két szigetét s
partjait Osszekot6é hét hidon végig lehet-e sétalni tgy, hogy minden hidon pontosan egyszer
megyiink végig? A bolyongasi problémat 1736-ban L. Euler oldotta meg. Euler gondo-
latmenete azutan alapja lett a késGbbi grdfelméletnek. A grafelmélet emellett fizikai al-
kalmazasokban is fokozatosan elGtérbe keriilt. Példaul: az elektromos halézatok leirdsara
hasznalt Kirchhoff-torvények kapcsan, vagy a XX. szdzadi részecskefizika R.P. Feynmanroél
elnevezett részecskebomlasokat leiré grafok révén.

Az euklideszi geometria 6t6dik — parhuzamossagi — axiémajanak bizonyithatosagaval sokan
foglalkoztak a XIX. szazad elsé feléig. N.I. Lobacsevszkij 1823-ban egy elGadasaban felhivta
a figyelmet, hogy ez semmiképpen nem vezethetd le a kordbbi axiomakbol. Ennek kapcsén
azutdn 4j matematika fejlédott ki, melynek elsé megalkotdja Bolyai Janos volt 1823-ban.
Bolyai észrevette, hogy ha az 6t0dik axiomat tagadasaval helyettesitjiik, akkor is ellent-
mondésmentes rendszert épithetiink fel. Lobacsevszkij 1830-ban hasonloé eredményeket
kozolt, s letette a késGbbi hiperbolikus geometria alapjait. Bolyai sok prioritési vitat kival-
tott miive csak 1831-ben jelent meg Appendiz cimmel. Az 1894-ben Bolyai — Lobacsevszkij-
geometridra keresztelt elméletnek is sokaig kellett varnia, mig a fizika alkalmazni kezdte.

C.F.Gauss 1833-ban megjelent munkijaban aramvezet§ hurkok kolcsonos idukcidjanak
meghatarozasa kdzben a csomdelmélet alapjait rakta le, mely egy S' kirvonal S3-ba valé
beagyazasainak ekvivalenciajarol nyilatkozik. Ugyanebbdl az idébsl szarmazik a topolo-
gia sz6 is, amely sziil6atyja J.C. Maxwell volt. A csomoéelmélet tovabbi kidolgozasa mar

maés fizikai probléméval kapcsolatos. W.H.Thomson ( késébb Lord Kelvin ) egy 1867-
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es cikkében megmutatta, hogyan szamithaté ki a néatrium jellegzetes D-vonalainak hul-
lamhossza, specidlis Riemann-sokasagokként elképzelt atomi elektronpalyakkal.

Hatlmas 16kést adott a geometria és a topologia Osszekapcsoldsanak H. Poincaré. Poincaré
differencidlegyenletek megoldisainak vizsgilata soran megadta a hiromtest probléma egy
speciélis megoldasat. Tovabbi matematikai eredményeit viszont csak a késébbi fizika tudta
alkalmazni. Tisztan logikai alapokra tdmaszkodva megalkotta a specialis relativitaselmélet
matematikai hatterét, amelyhez a fizikai interpreticiét — Poincarétol fiiggetleniil — majd
A.Einstein adja. Geometriai elméletei koziil a topologia szempontjabél a fizpont tétele,
valamint a homotdpia és homoldgia fogalom megalkotasa a legfontosabb. Ezen fogalmak
szogaltattak alapot az algebrai topoldgia megsziiletéséhez, mely arra hivatott, hogy tisztan
topologiai kérdéseket konvertal jol ismert algebraiakba. A topolégia fizikai alkalmazasoban
valé hasznalatba vételét nagyban el&segitette a P.A.M. Dirac altal 1931-ben megalkotott
mégneses monopolus, amelyrdl a IV. fejezetben még részletesen szélunk. Elgljaroban csak
annyit jegyziink meg, hogy az elméletben megfelel geometriai konstrukcioéval bevezethets
— a Maxwell-egyenleteknek nem ellentmond6 — mdgneses monopdlus. A mez&egyenletek
ezen megoldasa tobb szempontbdl is érdekes: egyrészt hogy tartalmaz egy szinguléris
szalat, mésrészrol ezek elmélete természetes modon megkivanja a magneses és az elektro-
mos toltés kvantaltsagat. A fizikat és a topologiat azonban ezek a felfedezések csak kissé
kozelitették egymashoz. A tavolsagtartas talan azzal magyarazhato, hogy az ezidtajt fel-
vetett modellek probléméinak zéme még fenomenologikusan felallitott axiomarendszerrel
a kisérleti adatok alapjan — mondvan: Hisz’ ilyen a természet! —  kidumalhaté” volt. A
korai elméletek k6zos vonasai még nem sugalltak eléggé, hogy a leirdst mas modszerrel —
mélyebb, szigorti matamatikai moédon — felépitve jobban fedi a valéségot, tobb joslatot ad.

RELATIVITASELMELET

Az elektrodinamikan kivil az Einstein-féle specialis és altaldnos relativitdselmélet hozott
nagy valtozast a fizikdban alkalmazott matematikai mdédszerekben. Mindmaig talan ez
a fizika egyik olyan aga — hasonléan példaul a szilardtest- vagy a molekulafizikdhoz —
amelynél nem tudjuk elhallgatni a geometria jelenlétét. Szdzadunk hajnaldn a fizikusok
arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a fizikai elméletek kulcsa a geometria. Errél az utrol
a csak a kvantummechanika funkcionél-analitikus problémai téritették el a kutatokat az
1920-es években.

Az Einstein-féle specidlis, majd a kés6bbi altaldnos relativitaselmélet arra Osztonozte a
tudosokat, hogy megértsék a téridé geometriajat. S.Chandrasekhar 1931-es cikkében
foglalkozott a nagy tomegt objektumok graviticids Osszeomlasaval. A gravitacios kol-
lapszus probléméjanak megértéséhez Chandrasekhar a Schwarzschild altal 1918-ban felirt
metrikit hasznalta, az igy szdmitott megoldasok azonban szingularitasokat tartalmaz-
nak. Az mar az 1930-as évektsl kezdve ismert volt, hogy ezen szingularitdsok egy része
a térképezés hibajabol ereds koordindta szingulatitds — amely jol valasztott térképezéssel
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kikiiszobolhets —, mésik része viszont éppen a fizikai tartalmat hordozé valddi vagy lényeges
szingularitds. 1965-ben R.Penrose megmutatta, hogy minden fizikailag relevians Lorentz-
sokasagon léteznek valddi szingularitasok. A szingularitisok problémaja furcsa moédon a
Dirac-monopdlus esetében is elSkeriil. Ennek felfedezése ismét ravilagitott arra a tényre,
hogy érdemes elGszor egy-egy fizikai probléma geometriajat vizsgilni. A szingularitasok
problémakoérét 1973-ban S.W. Hawking és G.F.R. Ellis dolgozta ki részletesebben.

MERTEKELMELETEK (YANG — MILLS-ELMELETEK)

A topolégia kozéppontba keriilésének legf6bb okai a fizikai mértékelméletek! voltak, a-
melyeknek létezik egy egyszerii megfogalmazasa a fibralt nyaldbok nyelvén. A fizikiban a
XX. szazad mésodik felére a vizsgalatok homlokterébe keriilt néhany Lie-csoport, melyek a
fizikai rendszer szimmetriait reprezentaljak. Igy példaul az SU(3), amely a kvantumszindi-
namika (QCD) , vagy az SU(2) x U(1), amely a Salam — Weinberg-modell mértékcsoportja.
A mértékelmélet lényege az, hogy megkoveteljiik elméleteink ezen csoportokkal szembeni
lokalis invarianciajat.

AZ ELSO FIZIKAI-MATEMATIKAI SIKEREK

A Dirac-monop6lus kapcsan felvet6dd probléméak — mint példdul a Dirac-szal 1éte — nem
hagytak nyugodni sem a matematikusokat, sem a fizikusokat. ’t Hooft és Polyakov egymas-
t0l fliggetleniil 1972-ben megalkottak a magneses monopoélust nem-abeli mértékelméletek-
ben, amely kés6bb ’t Hooft — Polyakov-monopo6lus néven valt ismertté. Ennek az a kiilon-
legessége, hogy olyan mint a Dirac-féle monopdlus, &m ennek nincsenek szingularitasai
R3-ban. Erdekes médon ennek a statikus nem-abeli SU(2) mértékelméletnek a monopoélus-
megoldasait a II. faju szupravezetGkben kialakulé mégneses 6rvényeket leir6 modell mo-
tivalta. A topologia még inkabb el6térbe keriilésének oka A.A.Belavin, A.M. Polyakov,
A.S.Schwarz és Y.S. Tyupkin 1975-6s cikke volt. Belavin és tarsai publikaciojukban meg-
adtak egy topologiailag nem trividlis megoldésat az euklideszi Yang —Mills- egyenleteknek
négy dimenzioban, amely az insztanton nevet kapta. Az insztanton megoldésok abbdl szem-
pontbol érdekesek szamunkra, hogy euklideszi Yang — Mills-egyenletek esetében egyszerre
nem-perturbativak és topologikusak. Tovabbi érdekesség, hogy a nem-abeli mértékelméletek
nemtrivialis insztanton megoldasai a CP (azaz toltékonjugécio és paritas) szimmetria sé-
riilését indukaljak, ami nagy probléméja a kvantummezs?-elméleteknek. Az dndudlis par-
cidlis-differencidlegyenlet insztanton megoldasainak holomorf vektornyaldbokkal val6é ek-

LA ’mérték’ az angolbol helyteleniil forditott gauge (— mérce) sz6bol ered. A magyar fizikus termi-
nolégidban azonban ez terjedt el, igy konnyviink is eme elnevezést hasznélja, mindaddig amig ez féreértésre
okot nem ad.

2Ttt most eltériink a magyar fizikai terminoldgiatol és a ’quantum field’-et szigortan kvantummezdének
forditjuk a helytelen kvantumtér helyett.
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vivalencidjat R.S. Ward mutatta meg 1977-es cikkében. Ugyanebben az évben Ward
M.F. Atiyah-hal kozosen felhivta a figyelmet arra, hogy az 6ndualis egyenletek megoldésa-
nak probléméja azonos egy régen ismert algebrai geometriai kérdéssel. Az S* feletti in-
sztanton megoldasokat M.F. Atiyah, N.J.Hitchin, V.G. Drinfeld és Y.I. Manin adta meg
1978-ban, amely az ADHM-konstrukcid nevet viseli. A megoldas tovabbi sokasagokra valo
kidolgozéasa Atiyah, Drinfeld és .M. Singer nevéhez fiz6dik. Talan azt mondhatjuk, hogy
ez volt az a pillanat, amikor a matematikusok ismét figyelemmel kezdték kisérni az elméleti
fizikai kutatasokat.

Az érdeklgdés hamar meghozta gyiimolcsét, hiszen S.K. Donaldson 1983-ban hires cikkében
éppen a — fizikdban addigra méar j6l ismert — Yang— Mills-egyenletek segitségével sike-
riilt négy-sokasagok vilagadnak mélyebb vizsgélata. Az altala bevezetett 1j differencial-
topologiai invariansokért (Donaldson-polinomok) 1986-ban Fields-érmet kapott.

TOPOLOGIKUS KVANTUMMEZO-ELMELETEK

A ’80-as évek kozepétdl Uj nagy elbrelépes kovetkezett be a hdrom-sokasdgok és a csomo-
elmélet terén. A csomok jellemzésére 1985-ben V.F.R. Jones bevezette a késGbb rola el-
nevezett Jones-polinomokat, D. Evans pedig felismerte, hogy ennek a konstrukciénak méar
létezik megfelelGje a statisztikus mechanikdban.

Witten 1988-ban a Jones-polinomokat leszarmaztatta egy specidlis topologikus kvantum-
mezd-elméletbéP, a Chern— Simons-elméletbsl. A topologikus kvantummezé-elméletek egy
lehetséges axiomatikus felépitését késébb Atiyah adta meg. Fzek az elméletek — tobbek
kozott — ezért fontosak szdmunkra, mert az elmélet hatdsfiggvénye nem fiigg a rendszerben
valasztott metrikatol.

1988-ban E. Witten megmutatta, hogyan lehet elgallitani a Donaldson-polinomot egy tn.
N = 2 szuperszimmetrikus topologikus mezdelméletben. A nagy attorést azonban nem ez,
hanem a Seiberggel kozosen irt cikke hozta 1994-ben. A késGbbi Seiberg — Witten néven
ismertté valt elmélet ismét fizikai motivacié alapljan tesz allitasokat a négy-sokasagok
topologiajarol. A fontos el6relépést annak a ténynek a felismerése tette lehetGvé, hogy kis
energian, azaz erds csatoldsban, az abeli monopdlusok elmélete — a Seiberg — Witten-elmélet
— és a gyenge csatoldsi hatarértékben vett Donaldson — Witten-elmélet kozott dualitas van.

3Erre a jegyzetben az angol TQFT, vagy a magyar TKME roéviditést hasznaljuk.
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DINAMIKAI RENDSZEREK ES A MORSE-ELMELET

Mar Poincaré korai munkiiban is lathatova valik, hogy a soktestrendszerek vizsgalata
nem nélkiilozheti a topologiat. A XX. szézad elejétsl az n-test rendszerek vizsgalatara
egyre tobb topologiai technikat alkalmaztak a kutatok. A differencidlegyenletek lehetséges
megoldas halmazainak vizsgalatabol sokat tanult a modern matematikai-fizika, amely sok
1) elmélet kialakul4sat vonta maga utan. Tobbek kozott ilyen volt 1931-ben G.D. Birkhoff
ergodelmélete, az Otvenes-hatvanas évek KAM elmélete, amely a szerzékrsl (Kolmogorov,
Arnold és Moser) kapta nevét. A ’70-es évek katasztrifa-elmélete, amely R. Thom munkés-
saga nyoman fizikai, kémiai és biolégiai alkalmazasokban is megjelent.

A fent emlitett elméletek egyre bonyolultabb és Gsszetettebb sokasagokat és rajtuk értel-
mezett leképezéseket igényeltek. Ezek megoldasaban segit M. Morse 1934-es elmélete, mely
kapcsolatot teremt egy M sokasig topoldgiadja és egy a sokasdgon értelmezett M — R sima
leképezés kritikus pontjai kozott. Hasonldéan mint az Fuler — Poincaré-karakterisztika, mely
ben Witten kvantummechanikai szempontokat figyelembe véve, egyszertien bizonyitotta a
Morse-elmélet f6 eredményét képezé Morse-egyenldtienségeket.

HUROK, DUALITAS

Végezetiil ejtiink néhany szét napjaink egyik legigéretesebb modelljérél az in. hirelméletrol,
melynek kialakulasa a XIX. szazad elsé feléig vezethetd vissza. Reményeink szerint ez lesz
az az elmélet, amelyben 6ssze tudjuk kapcsolni a kvantummezgé-elméleteket és a gravitacios
kolesonhatast.

A részecskefizikai szorasok egyik lehetséges targyalasaként, a részecskerezonancidk vizs-
galatara hasznalt Regge-polusok elméletébdl, Virasoro és Veneziano munkija nyoméan az
un. bootstrap-modell fejlodott ki a '60-as évek végére. Sajnos ez nem valtotta be a hozza
flizott reményeket, igy Veneziano javaslatara 1j modellt dolgoztak ki, amely az egyrészecske
cserével jaro szorasi folyamatokat akarta egy dudlis elmélettel leirni. Ebben egy rezgé hur
alap és gerjesztett allapotai adjak meg a rezonéns részecskéket. A hur konstrukcidja azutén
forradalni valtozason ment keresztiil, melynek eredményeként egy 1j fizikai szemszogbdl
torténd leiras alakulhatott ki. Ebben a kis egy dimenziés objektum — a zart, vagy nyilt har —
vette at a pontrészecske szerepét. A késGbbiekben kidolgozasra keriilt modell célja tovabb-
ra is a részecske- és rezonanciaspektrumok meghatarozasa volt. A korai hirelméleteknek
azonban volt néhany hibajuk: csak a bozonok targyalasara voltak képesek, tovabba nem
volt fizikai magyarazat a benniik felbukkan6 26 dimenzios téridére. Tovabbi matematikai
pontositasra volt sziikség. Az élmélet topologiai szempontbol nagyon érdekes hiszen, a htr
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egy kétdimenzios feliiletet — az in. vilagleped6t — strélja mozgésa soran. Dinamikaja tehat
tiikroz6dni fog a vilaglepedd topolégiajaban, ezen tilmenden hirunk egy pontrészecskénél
formaciot kaphatunk a térrsl — ahol hirunk mozog — de egyenleteink is bonyolodni fognak.
A hetvenes évek elején Neveu, Schwarz, Green, Goddard, Thorn, Brower és Friedmann
munkassaga nyoman megsziiletett a szuperhir-elmélet. Ebben mar ,csak” 10 dimenzio6s a
téridg, tovabba nagy el6relépést jelentett, hogy bozonikus és fermionos megoldasok is gene-
ralodnak. Mintegy évtizednek kellett eltelnie ahhoz, hogy a szuperszimmetrikus elméletek
kapcsan ismét a figyelem kozéppontjaba keriiljenek a hurok. Green, Schwarz és Witten
0t kiilonb6z6 szuperszimmetrikus harelméletet alkotott meg, melyek mindegyike magéba
foglalja a Yang — Mills-mez&ket. Ezekben a modellekben méar a térid6 tiz dimenzids voltara
is kaptunk fizikai interpretaciot. Négy a hagyomanyos értelemben vett térds, mig a tovabbi
hat dimenzi6t egy, hairom komplex dimenzids tn. Calabi— Yau-sokasdgként kapjuk, amely
a makroszkopikus megfigyel6hoz képest sokkal kisebb térrészben van.

3 (")sszegzés

Roviden lathattuk, hogyan csokkent a tavolsig két 6nallé tudomanyag kozott. Bizunk
benne, hogy a hid — amelynek alapjait Poincaré, Einstein, Atiyah, Witten rakta le — épitését
a fizika és a matematika kozott, korunk tudosai folytatjak. Reméljiik, hogy a Kedves
Olvasoban elegendd érdeklgdést keltettiink ahhoz, hogy mélyebben bele4dssa magat az itt
emlitett fizikai-matematika és matematikai-fizika vilagaba. Végezetiil alljon itt egy kérdés,
amelyen a jegyzet elolvasidsa utan elgondolkodhatunk:

VAJON A FIZIKA ES A GEOMETRIA ,,UGYANARROL’ SZOL?
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1 Alapfogalmak

Definici6. Legyen K a valos, illetve a komplex szamok teste. Azt mondjuk, hogy a V' # ()
halmaz vektortér K felett, ha értelmezve van két mitvelet, az Osszeadis és a szAmmal

SZOrZAas:
(i) +: VXV >V,
(ii) S KxV =YV,

amelyek értelemszertien asszociativok, kommutativok, és a szaimmal szorzas az 6sszeadéasra
nézve disztributiv.

Példak:

(i) KY azaz a valos vagy komplex szdm N-esek halmaza,

(ii

)

) C a8 Z [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények Gsszessége,
(iii) L [a,8] A% [a, b] intervallumon integralhato fiiggvények Gsszessége,

)

(iv) Cg, Lg.

Melyek a szokasos pontonkénti miveletekkel vannak ellatva.
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LINEARIS FUGGETLENSEG

Definici6. A V vektortér x1, xs, ..., xxy € V elemeinek ¢y, ¢y, ..., cxy € K egyiitthatos linedris
kombindcidja a fj ciw; O6sszeg. Azt mondjuk, hogy z1, xs, ..., xy € V linearisan fiiggetlenek,
ha barmely lin(;;is kombinéciojuk csak tgy lehet nulla, ha az egyiitthatok mind nullak,
azaz a g: ciz; = 0 egyenlGségbdl ¢; = cp = ... = ¢y = 0 kovetkezik.

i=1

BAz1s

Definicié. Az (z;),.

x = Y. ¢x;, ahol F az I valamely véges részhalmaza. (Vigydzat: mindig véges Gsszegrdl
FCI
van sz6, még ha I végtelen, akkor is: végtelen Gsszeg nem értelmes.) Béarmely két bézis

; vektorrendszert bdzisnak nevezziik, ha a V minden z elemére

szamossiga megegyezik; a vektortér dimenzidja egy tetszSleges bézisanak a szdmosséaga.

Példa: KV -ben a (1,0, .....,0), ..., (0,...,1,..0), ..., (0, ....... 0,1) vektorok bazist alkotnak,
amelyet standard bdzisnak neveziink.

LINEARIS ALTER

Az E C V halmazt linearis altérnek nevezziik, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

(i) E+ECE,
(ii) K- E C E.
Példak:

(i) {0} és V az tgynevezett trivialis alterek,
(i) {(a,0) [ a € K} € K2,

(iii) a polinomok Gsszessége Cr-ben.
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LINEARIS LEKEPEZESEK

Legyen V és U vektortér. Az L : V — U leképezés linearis, ha:

(i) L(z +y) = Lz + Ly,
(ii)) L(ax) = a Lz,

teljesiil minden o € K és z,y € V esetén. Ez ekvivalens azzal, hogy:
N N
i=1 i=1

Példak:

(i) pr : K¥Y = K, k=1,..., N, a k-adik kanonikus projekcio,

(ii) ha N < M, akkor KN — KM (z1, 2o, ...x%) (21, Zo, ..., Zn, 0, ..., 0),
b
(111) L[aJ,] —K: f — ff,
(iv) Cup — K: f— f(x) minden z € [a, b] esetén.

Linearis leképezesek kompozicidja, pontonként értelmezett Gsszege, szamszorosa szintén
lineéris leképezés.

AV — U linearis leképezések halmazat Lin(V,U) jeloli'. Az elébb emlitett

(i) (A+ B)x = Az + Bz,
(ii) (vA)z = a(Az), ahol A,B € Lin(V,U), €K z €V,

pontonkénti miveletekkel Lin(V,U) is vektortér, amelyre: dim ( Lin(V,U)) =
(dim(V)) - (dim(U)) .

1. Allitas. Linedris leképezést eqyértelmien meghatdrozzdk eqy bdzison felvett értékei. <

'Ezt gyakran a Hom(V,U)-val jelslik.
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[ZOMORFIZMUSOK
Definicid.

(i) Az L :V — U linearis leképezést, ha bijekcid, izomorfizmusnak mondjuk.
(ii) Izomorfizmus inverze is izomorfizmus.

(iii) Izomorfnak neveziink két vektorteret, ha van kozottiik izomorfizmus.

2. Allitas. AV és U vektortér akkor és csak akkor izomorf, ha dim(V) = dim(U). ©

Az izomorf vektorterek ,ugyanolyanok” a vektortér szerkezetét tekintve, de nem ,azonosak”.
Jol meg kell érteni az ,ugyanolyan” és az ,,azonos” kozotti kiillonbséget.

Egy konkrét vektortérben a vektortér strukturdjan kiviil, més tulajdonsigok is megjelen-
hetnek, amely tulajdonsidgok azonban nem sziikségképpen vannak meg egy vele izomorf
vektortérben. Példaul RY-ben értelmes a lexikografikus rendezés, de egy akarmilyen N
dimenios valés vektortérben (amely izomorf RY -nel) nem.

,Azonosnak” akkor tekintiink két vektorteret, ha van egy ,kitiintetett”, azaz ,,jobb mint a
tobbi” izomorfizmus kozottiik.

Egyszert példat hozhatunk erre, késébb tébbel is talalkozunk. Az

f(z) , haz € [a,b]

L L
ad) = SR f'—>{ 0, haz ¢ [a, 0]

leképezés linearis injekcid, amely ,természetes”, és altala azonositjuk Li.p-t az Lr egy
linearis alterével, azzal, amely az [a, b] intervallumon kiviil nulla fiiggvényekbdl all.

A természetes”,  kitiintetett”, stb. nem matematikai fogalom, és rajtunk &ll, milyen
izomorfizmust fogadunk el azonositasnak.

KOORDINATAZAS 1.

Ha dim(V) = N, akkor létezik K : V — K izomorfizmus, azaz véges dimenzios vek-
tortér minden eleméhez hozzarendelhetiink egy szdm N-est. Az ilyen izomorfizmust ko-
ordindtdzdsnak nevezziik, az inverzét, azaz a P := K~ ' : KN — V leképezést paramétere-
zésnek.
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Koordinatazast nagyon sokféleképpen (kontinuum sok médon) megvalaszthatunk, és egyik
sem sem jobb, kiilonb a tobbinél. Ugyanazt a vektort kiilonb6z6 koordinatazasokban kiilon-
b6z6 szam N-esek reprezentaljak, nem mondhatjuk, hogy egy vektor azonos volna egy szam
N-essel. Az N dimenziés vektortér ugyanolyan, mint KV, de nem azonos vele.

Ha K, és K, a V két koordinatazasa, akkor
KyoK'=K,0P,
a transzformacios szabaly, amely megmondja, mi a kapcsolat két szdm N-es kdzott, amelyek

ugyanannak a vektornak felelnek meg a két koordinatazas szerint.

Koordinatazas soran a linearis leképezéseket matrixokkal reprezentélhatjuk: ha L : V — V
lineéris leképezés és K : V — KY koordinatézas, akkor K o Lo K= : KV — K¥ linearis
leképezés, amelyet egy N x N-es matrixszal adunk meg.

Vegyiik a V-nek egy (zi,...,zy) béazisat, és jelolje (eq,...,ex) a KV standard bazisat.
Ekkor az x; — ¢; (i = 1,...,N) hozzarendeléssel V — KV linearis bijekciot, azaz ko-
ordinatazast hatarozunk meg. Viszont, ha K koordinatazas, akkor {K 'e; |1 =1,...,N}
bazis V-ben. Tehat koordinatézasok és bazisok kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetfk
egymasnak.

FAKTORTEREK

Legyen E C V linearis altér. Ekkor az {z,y € V | x ~ y ha x —y € FE} formulaval
maghatarozott relacio ekvivalencia. Az ekvivalencia-osztdlyok halmazdt V/E jeloli.

Az ekvivalancia-osztalyok az E linearis altér eltoltjai, azaz x + E alakaak.

V/E-t vektortérré tessziik az

i) z+E)+(y+E)=(x+y)+E
(i) a(z+ FE)=(ax)+ E, a € K,

Osszeadassal illetve szammal szorzassal; ezt nevezziik faktortérnek, vagy hdnyadostérmek.

3. Allitas. AV = V/E, .+ x + E leképezés linedris. <
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A DUALIS TER

Definici6. A V* = Lin(V, K) vektorteret a V vektortér dudlisinak, elemeit kovektoroknak
nevezzilk. Ha z € V és p € V*, akkor a (p | ) jelolést hasznaljuk p-nek az x-en felvett

értékére (pr vagy p(x) helyett). Bizonyos tulajdonsagaiban és a jel6lésben is (| ) hasonlit
a skalaris szorzathoz, de ne tévessziik Gssze a skalaris szorzattal: annak mindkét valtozoja
ugyanabbol a vektortérbél valo, ennek nem.

dim(V*) = dim(V), tehat a vektortér és a dualisa izomorfak, ,ugyanolyanok”, de altalaban
nem ,azonosak”.

Viszont a V' minden x elemére megadhat6 az
gV > Kpr—(p| )
linearis leképezés, és
Vo V)=V 21,

linearis injekcio, amely olyan ,természetes”, hogy altala azonositjuk V-t a V** egy lineéris
alterével.

Ha dim(V) < 400, akkor dimV = dim V* = dim V**, tehat ekkor V-t az egész V**-gal
azonosithatjuk, amit igy irunk:

V=V*é(p|z)=(z|p),

Specialis esetben el6fordulhat, hogy mar egy vektortér és a dualisa kozott is létesithetiink
azonositast. A legegyszeriibb példa:

(KV)* = Lin(KY,K) = KV
hiszen az N x 1-es matrixok azonosithatok szam N-esekel.

TRANSZPONALTAK

Legyenek U, V vektorterek. Az L : U — V linearis leképezés transzpondltja az L* : V* —
U*, p— po L linearis leképezés.



18 II. LINEARIS ALGEBRAI BEVEZETO

Belathato, hogy U = KV, V = KM esetén a (KV)* = KV azonositdssal L* éppen az L
méatrix transzponaltja.

A definici6 szerint tehat, ha x € U és p € V*, akkor

(L*plz) = (p|Lz) .

A Lin(U,V) — Lin(V*,U*), L — L* leképezés linearis, tovabba ha L bijekcio, akkor
(L) =)

KOORDINATAZAS I1.

Egy V véges dimenzios vektortér tetszéleges {z; | i = 1,..., N} bazisdhoz megadhato egy
{p* | i = 1,..., N} bazis V*-ban, amelyet a V-beli bazis dudlis bdzisinak neveziink, és
amelyet kovetkez6 tulajdonsig jellemez:

®* | z;)=0;
ahol, (5;- a Kronecker-féle szimbolum.
Az {z; |i=1,..., N} bazisnak megfelel§ K koordinatazasban
Ke={{@|z)|i=1,...,N} (xeV).

A V vektortér K koordinatazasa meghatarozza a V* egy koordinatazasat: (K*)™! =
(K~')* = P*-ot. Ugyanis ha a K : V — K" izomorfizmus, akkkor K* : (KN)" — V* is

izomorfizmus, amelynek az inverze (K*)™" : V* — (K¥)" =KV,
Egyszeri belatni, hogy
Pp={(p|xi)|i=1,...,N} (pe V).

Ha K, és K, a V két koordinatéazasa, akkor
Pyo(P) ' = ((KyoPy)") "

a transzformacios szabaly, amely megmondja, mi a kapcsolat két szdm N-es kdzott, amelyek
ugyanannak a kovektornak felelnek meg a két koordinatazas szerint.

Lathato, hogy a vektori transzformacios szabaly és a kovektori transzformécios szabaly
kiilonboznek egyméstol.
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2 Bilinearis leképezések

Definici6. Egy B : V; x Vo, — U leképezést bilinedrisnak neveziink, ha mindkét val-

tozojaban linearis. B : V) x Vo — U bilinearis leképezések Osszességét Lin2(V1 X Va,U)

jeloli. A pontoknénti miiveletekkel ez is vektortér.

Példak: (Bilinearis leképezésre)

(i) Lin(V,U)xV =U, (L,z)+— Lz,
(i) V*xV->K (pz)— (p|x),
(i) Lin(V)x Lin(V) — Lin(V), (4, By Ao B.

Ha V véges dimenzids vektortér, akkor a kovetkezé azonositdsaink vannak:

(i) Lin(V,V) = Lin*(V x V*|K), A= ((z,p} (p| Az)),
(i) Lin(V,V*) = Lin’(V x V,K), B=((z,y)* (By|z)),
(i) Lin(V* V)= Lin*(V* xV*K), C=((gpr (p|Cq),
(iv) Lin(V*,V*) = Lin’(V* x V,K), D = ((p,z}+ (Dp|z)).

Ezek szerint, mivel (K )* = KV, a KN x K¥ — K bilineéris leképezések is reprezentalhatok
matrixszal.

SZIMMETRIKUSSAG ES ANTISZIMMETRIKUSSAG

Definici6. A B : V x V — K bilinearis leképezéseket szimmetrikusnak nevezziik, ha
B(z,y) = B(y,z) minden z,y € V esetén, illetve antiszimmetrikusnak, ha B(z,y) =
—B(y,z). Hasonloan értelmezést adhatunk C' : V* x V* — K bilinearis leképezésre.

Vilagos, hogy a szimmetrikussag és antiszimmetrikussag csak olyan leképezésekre értelmes,
amelyeknek mindkét valtozdja ugyanabbol a halmazbol valo, a fentiek szerint csak a (ii) és
a (iii) esetben. Tehat egy V — V* illetve egy V* — V linearis leképezés szimmetrikussaga
értelmes fogalom, V' — V és V* — V* linearis leképezésé nem.

A szimmetrikus illetve antiszimmetrikus bilineéris leképezést akkor nevezziik nemelfa-
julonak, ha a megfelel§ lineéris leképezés injektiv.
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PSZEUDO-EUKLIDESZI VEKTORTEREK

Definici6. A (V, B) part pszeudo-euklideszi vektortérnek hivjuk, ha V véges dimenzids
valés vektortér és B : V x V — R bilinearis, szimmetrikus, nemelfajulé leképezés.

Az el6z6 pont szerint a B-vel azonositott V' — V* linearis leképezés bijekcio, azaz izomor-
fizmus és ez  kitiintetett” a t6bbi kozott, tehat létesitehetjiikk a (V = V*), z = B(z,-)
azonositast. (Ennek felel meg az indexek lehizéasa a metrikus tenzor segitségével a relativ-
itaselméletben.)

Ha E C V linearis altér, akkor az E ortogondlisdinak nevezziik az E+ := {x € V | B(z,y) =
0,y € E} halmazt, amely szintén lineéris altér.

Fuklideszinek nevezziik a vektorteret, ha B pozitiv definit, azaz B(z,x) > 0, ha0 #z € V.
Ekkor B skalaris szorzat, és ekkor értelmes a ,vektor hossza”, egyébként nem.

Euklideszi esetben — de csak ekkor — barmely altér a kovetkez6 tulajdonsagokkal ren-
delkezik:

(i) EnE* = {0}
(ii)) E+ E+=V

SZIMPLEKTIKUS VEKTORTEREK

Definici6. A valos vektortéren értelmezett w : W x W — R bilinearis, antiszimmetrikus,
nemelfajulo leképezést szimplektikus formdnak nevezziik, a (W,w) part pedig szimplektikus
vektortér.

Mivel w antiszimmetrikus, minden z vektorra w(z,z) = —w(z,z) = 0. A nemelfajulés
miatt, ha minden y € V esetén w(x,y) = 0, akkor z = 0. Az w-val azonositott V' — V*
linearis leképezés bijekcid, azaz izomorfizmus.

Példak:
1
(i) Vegyiik R?*-n az w = ( 01 0 ) maétrixszal reprezentalt bilinearis leképezést, azaz
0 1 Y1
. . = — ) 11.2.1
(21, 2) (_1 0) (y2) T1Y2 — T2U1 ( )

Hasonl6an értelmezhetiink R?Y x R?Y — R szimplektikus format tgy, hogy a 0-ak
helyett N x N-es nulla-matrix 4lljon, az 1-esek helyett pedig N x N-es egységmatrixok.
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(ii) A fenti példak altalanositasa barmely V' valos vektortérre az

wy: (VxV)x(VxV*) =R ((z,p),q)— @ly) —(¢]|)

kanonikus szimplektikus forma.

4. Allitas. (W,w) szimplektikus vektortér, akkor dim(W) pdros. Tovdbbd létezik V', hogy

dim(V) = L dim(W), valamint L : W — V xV* linedris bijekcid gy, hogy w = wyo(Lx L),

azaz w(z,y) = wy(Lz, Ly). &

Szimplektikus vektortéren is bevezetjiik egy E altér ortogonélisat: E+ = {x € W |
w(z,y) =0,y € E}.

Itt messze nem teljesiilnek az euklideszi terekben jol ismert, és korabban ismertetett tu-
lajdonsagok. Péld4aul az R?-n fent adott szimplektikus forméara az {(a,a) | a € R} altér
ortogonalisa 6nmaga.

Definici6. Legyen (W, w) szimplektikus vektortér. Az E C W linearis altér

(i) izotrdp altér, ha E C E*,
(ii) koizotrdp altér, ha E+ C E,

(iii) Lagrange-altér, ha E = E+.

3 Komplex vektorterek

KOMPLEXIFIKACIO

Definici6. Legyen V valoés vektortér. Ekkor V' x V-t komplex vektortérré tehetjiik gy,
hogy az Gsszeadés a komponensenkénti miiveletét, azaz (1, z2)+ (y1, y2) = (214+y1, T2+ Y2)
és komplex szamal valo szorzast (o + ie)(z1,%2) = (121 — Qoa, 1Ty + x1) mbdon
vezetjiik be. Ezt a V komplexifikdltjinak nevezzik, és Vc-vel jeloljik. A komplexifikalt

vektortér elemeit célszertien 1 + ixe := (x1,22) alakba irjuk, és igy a komplex szammal
valo szorzast a jol ismert szabalyok szerint végezhetjiik.

Ve (komplex) dimenzioja megegyezik V' (valés) dimenzidjaval, hiszen egy (valds) bazis
V-ben (komplex) bazis V¢-ben.
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Ve-ben bevezethetjiik a komplex konjugalast: (z1 + ize)* := (z1 — izy). Nyilvanvalo, hogy
(RV)e = CV.

HERMITIKUS FORMAK

Definici6. Legyen Z komplex vektortér. Egy B : Z x Z — C leképezést szeszkvilinedrisnak
mondunk, ha B(z,-) B(-,z), konjugalt linearis (azaz a komplex szam konjugéltjat lehet
kiemelni al6la) minden x € Z esetén.

A szeszkilinearis B leképezés hermitikus, illetve antihermitikus, ha B(z,y)* = B(y,x)
illetve B(z,y)* = —B(y, x)minden z,y € Z esetén.

A hermitikus forma skaldris szorzds, ha pozitiv definit, azaz B(z,z) > 0 minden 0 # z € Z
esetén. A V valos vektortéren adott B : V x V — R bilinearis format komplexifikdlhatjuk

B¢ : Ve x Ve — C bilineéris leképezéssé a
Be (z + iy, u + iv) := B (z,u) — B (y,v) +1 (B (z,v) + B (y,u))

a hozzarendeléssel és B¢ : Ve x Ve — C szeszkilinearis leképezéssé a

A~

Be (xz + iy, u + iv) := Be (x — iy, u + iv)

hozzarendeléssel.
Ellengrizhetd, hogy ha B szimmetrikus (antiszimmetrikus), akkor Bg is szimmetrikus (an-

tiszimmetrikus), és Be hermitikus (antihermitikus).

KALIBRALT KOMPLEX STURKTURAK

Egy Z komplex vektortér egyben valos vektortér is, ha csak a valés szammal szorzast
tekintjiik. A Z komplex vektortér ilyen valos ,lesziikitését” Zg-el jeloljiik. Ha (z1, 29, ..., 2n)
béazist alkotnak Z-ben, akkor (z1, ..., 2y, 421, ..., 12x) bézis Zg-ben.

A J:Zg = Zg, x+— iz leképezés valos-linearis és J2 = —idyg,

Legyen a Z komplex vektortér a ( , ) skalaris szorzéassal ellatva. Ekkor
g:ZRXZ]R_)R (may)HRe(«Cay»

euklideszi forma, és
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w:Zdr X Zr -+ R (z,y) — Im ((z, y))

szimplektikus-forma.

Egyszriien kapjuk, hogy: w (Jz,Jy) = w (z,y) és w (z, Jy) = g (z,y)

Definici6é. Ha V valos vektortér, és J : V — V olyan lineéris leképezés, hogy J? = —idy,
akkor azt mondjuk, hogy J komplex struktira V-n.

Definici6. Ha még adott egy g euklideszi forma és egy w szimplektikus forma is V-n ugy,
hogy g, w és J kozott a fenti két Osszefiiggés is teljesiil, akkor a (V, J, g, w) négyest kalibrdlt
komplex struktirdnak nevezziik.

4 Multilinearis leképezések

Legyen n € Nés V; (i =1,...,n) vektortér (a K test felett). Egy M : V; x .. xV, — K
leképezést n-linedrisnak neveziink, ha barmely n — 1 valtozo6 rogzitése mellett a maradék
egy valtozoban linearis.

Multilinedrisnak mondunk egy leképezést ha n-linearis valamilyen n-re.

Ha V; ugyanaz a V' vektortér minden i-re, akkor az M multilineéris leképezés

(i) szimmetrikus, ha M (Zz(1)s ..o Ta(n)) = M (21, ..., Tn),
(i) antiszimmetrikus, ha M (Tq(1y, . To(n)) = sign(m)M (21, ..., 7)),

o« s,

(iii) az {1,...,n} minden 7 permutaciojara.

Az M tetsz6leges multilineéris leképezésnek definidljuk a szimmetrikus részét:
1
S(ml,...,xn) = ﬁZM(iﬁﬁ(l),,.ﬂ”(n)) (1141 )
™

és antiszimmetrikus részét:

1 .
Az, .oy ) = o Zagn(w)M (Tr(1)s oes Tr(m)) - (I1.4.2)
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5 Tenzorszorzatok és formak

Legyen V vektortér (a K test felett) és V* a duélisa.

Vegyiink z,y € V és p,q € V* elemeket. Ekkor definidlhatjuk a kovetkez§ bilineéris
forméakat:

z®ye Lin® (V' x V' K), (z®y)(p,q) = (plz)- (qly), (IL5.1)

peye Lin*(V xV K), (p®2)(y,q) = ly) - (d=), (IL5.2)

és hasonléan az r ® ¢, p ® q formakat.

Meg lehet mutatni, hogy ha V' véges dimenzids, akkor az ilyen formak linearis kombinacio-
jaként megkaphatjuk az 6sszes megfelels format, ezért a kovetkez6 jeloléseket alkalmazzuk:

VeV = Lin*(V*xV*K) = Lin(V*,V),
V*V := Lin*(V xV* K)= Lin(V,V),
VeV* = Lin®>(V*xV,K) = Lin(V*, V"),
V*eV* = Lin®>(V xV,K)= Lin(V,V*).

(11.5.3 )

Mint méar kordbban megallapitottuk, az els6 és a negyedik esetben van értelme beszélniink
szimetrikussdgrol, illetve antiszimmetrikussdgrol. Ennek megfelelGen példaul

2-Sr®y)=2zy+y®@zr=zVy, (11.5.4)

2-AzQ@y)=2Q@y—yQxr =z ANy. (IL.5.5)

A szimmetrikus illetve az antiszimmetrikus leképezések linearis alteret alkotnak, amelyeket
igy jeloliink:

(i) szimmetrikus altér: VVV CV QV,

(i) antiszimmetrikus altér: VAV CV V.

Ezeket a fogalmakat is lehet &ltalanositani hiszen, ha vesziink {p; € V;* | i = 1,2,...,n}
elemeket, akkor elgallithatjuk a py @ po ® ... ® p, € Lin" (Vi X ... X V},, K) n-linearis for-
mat, amelyet (p1 ® ... @ pp) (T1, ..o, Tn) 1= (p1|z1)(P2|T2)...(Pr|2n) {z:i €Vi|i=1...,n}
hataroz meg.
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Itt is alkalmazzuk a fentieknek megfelel jelolést:
Lin"(Vi X .. XV, K) =V ® ...Q V) = éV}*. (11.5.6 )
i=1
Hasonloan, a vektorterek és duélisaik szerepét felcserélve kapjuk:
é% = Lin" (V" x ... x V' K). (I11.5.7)
i=1

Ha V; ugyanaz a V' vektortér minden i-re, akkor vehetjiik az n-linearis szimmetrikus illetve

n n
antiszimmetrikus leképezések terét, amelyet \/ V* illetve A V* jelol, és ennek megfeleGen

PV ..Vp,=nl-S(p1 Q... py), (11.5.8)
PMA A =nl-A(p1 @ ... py) - (11.5.9)
Legyen (x1,...,7x) V-beli bazis, és (p!,...,p") ennek a dudlisa a V*-ben.
Ekkor
{pi QpFlik=1,..., N} C V*® V*-ben,
{p'VpFli <k;i,k=1,..,N} CV*V V*ben,
{P ApFli <k;i,k=1,..,N} CV*AV*ben
bézis.
Egyszerti kombinatorikai meggondolasok alapjan lathato, hogy ez utobbi (1;7 ) elemt.

KULSO FORMAK

Definici6é. A V vektortéren adott antiszimmetrikus n-linearis forméakat n-formdknak, az
antiszimmetrikus multilinearis formakat kilsd formdknak hivjuk.

(i) Az 1-forméak a V* elemei, vagyis a kovektorok.

(ii) K elemeit célszertien 0-formdknak nevezziik.
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Az el6z6 formulak altalanositdsaként kapjuk, hogy N dimenzios vektor esetén az n-formak
vektortere n > N esetén nulla dimenzios (csak a nulla lehet antiszimmetrikus n-linearis
forma, han > N), és (V) dimenziés ha 0 < n < N; egy bazisat n > 0 esetén kovetkezskép-
pen allithatjuk el6:

{P" A AP iy yin =1, N;1 <4 < ... <i, < N}. (11.5.10)

n+m

Vegyiink egy M € /\ V*ésegy P € /\ V* elemet. Ezekbdl elgallithatjuk az M@P € @ V*
szorzatot ugy, hogy

(M ® P) (X1, ey Ty Ty -5 Trprn) = M (X1, ooe; ) P (Trg1y ooy Tpm) - (I1.5.11)

Ezzel képezhetjiik az M és P kiilsd szorzatdt:

m-+n

AMePy e \ V. (11.5.12)

A kiils6 szorzés tulajdonsagai:

(1) Asszociativ: M1 N (M2 A Mg) = (Ml A Mz) N Mg,

(ii) Kommutativ, illetve antikommutativ: M; A My = (—=1)"" My A My, ahol My ny-
forma, My no-forma.

(111) Bilineéaris: (M1 + MQ) N M3 M1 A M3 + M2 A M3

n+m

Definialtunk tehat minden n, m-re egy ( A V*) X (/\ V*) — A V™ kiils6 szorzast.

N N
Az A= X /\ V* halmaz a komponensenkénti miivelettel ellatva vektortér; a kiils§ szorzéas

klterjesztheto Ax A — Aleképezéssé a disztributivitassal, azaz példaul (0,0, M,0,...,0)A
(Ml,MQ,...,MN) = (0,0,0,M/\Ml,M/\MQ,...,M/\MN_Q).

Ezzel A algebra lesz, amelyet Grassmann-algebrdnak hivunk.
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VALOS VEKTORTER IRANYITASA

N
Mivel AV egydimenziés, barmely két nemnulla eleme egymas szamszorosa. Ezért jo az

alabbi meghatartozas.

Definici6. Legyen V' véges dimenzios valos vektortér. Az (z1, ..., zx) rendezett bazist és az
N N

(z, ..., x'y) rendezett bazis azonos irdnyitdsd, ha A x) és \ z}, egymas pozitiv szamszoro-
k=1 k=1

sai. FEllentétes irdnyitdsiak, ha egymés negativ szamszorosai. Konnyen belathato, hogy

azonos irdnyitdsinak lenni ekvivalencia relacié, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
Az egyszertien lathato, hogy két ekvivalencia-osztaly van.

Egy véges dimenzids valos vektortér egy irdnyitdsa az egyik ekvivalencia-osztalyt jelenti.
A kijelolt ekvivalencia-osztalyban levd bazisokat pozitiv iranyitasinak (,,jobbsodrastnak”)
mondjuk.

HODGE-OPERACIO

5. Allitas. Legyen (V,B) pszeudo-euklideszi vektortér. Ekkor létezik olyan (z,...,zy)
bdzis, hogy B(x;,z;) = 0 minden i # j esetén, tovdibbd létezik egyértelmien n € [0, N],
hogy:

<0, hai=1,...,n

I1.5.13
>0, hai=n+1,...,N ( )

Bl m) = {
<&

Nyilvan az is elérhetd, hogy ekkor |B(z;,z;)| = 1 legyen minden i-re. Az ilyen bazisokat
B-ortonormdltnak nevezziik.

6. Allitas. Ha (z1,...,zn) és (2}, ...,2") azonos irdnyitsi B-ortonormdlt bdzisok, akkor
) ) 1> ' VN

N N
/\ T = /\ .’L‘;c o
k=1 k=1

N N
Ha tehat V' irdnyitott, akkor egyértelmtien megadhaté az ¢ := A z, € AV ugynevezett
k=1

Levi-Civita-tenzor, ahol (zy, ..., zy) tetsz6leges pozitiv irAnyitasi B-ortonormalt bazis.
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N
Mivel a pszudo-euklideszi vektortérre V = V*, tgy is felfoghatjuk, hogy ¢ € A V*, azaz ¢
N-lineéris forma. Ezzel minden 0 < n < N esetén megadhatjuk az:

n N—n
% /\V — /\ V, T3 AN e ATy — €(T1,y ooy Ty g ey )

linearis leképezést, amelyet Hodge-operdcionak neveziink.

Természetesen, a mondott azonositas miatt a Hodge-operaciot felfoghatjuk
n N—-n
AV:— AV

linearis leképezésnek is.

Erdemes megjegyezni, hogy ha V harom dimenziés iranyitott euklideszi vektortér, akkor a
vektoridlis szorzas a Hodge-operacioval van értelmezve: z X y := x(z A y).
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1 Bevezetés

Jelen dolgozat az 1997 nyaran Obanyan megrendezésre keriilt nyari iskola néhany bevezetd
el6adasanak kivonata. Olyan fogalmakat targyal, melyeket a kovetkezs el6adésok stirtin
hasznalnak, példaul: sima sokasidgok, Lie-csoportok, homologia. Nyilvanvalé azonban,
hogy a késbbi el6adasok megértéséhez ezen alapfogalmakrol mély, leiilepedett tudasra van
sziikség. Senki nem gondolhatja, hogy csupan a jelen cikk olvasisaval ez megszerezhetd.
Inkabb tekintsiik a mostani bevezet6t itbaigazitasnak, mely utan az irodalomjegyzékben
szerepld (vagy mas) konyvek segitségével mar konnyebb lesz a topologia alapfogalmait
megérteni.

Hadd modjak koszonetet itt Barnafoldi Gergelynek, akinek hosszu és faradsagos szakmai
és szervezési munkija mindenképpen sziikséges volt a kotet megjelenéséhez.

2 Sima sokasagok

Ebben a fejezetben a (sima) sokasag fogalméat definialjuk. A definicié megértéséhez nem lesz
més elGismeretre sziikség, mint a kozdnséges analizis tobbvaltozos differencidlszamitaséra,
mely elmélet egyben a sokasag fogalméanak motivacidja is. A sokasig egy absztrakt tér,
mely az R" euklideszi teret helyettesiti, s rajta éppen ugy lehet differencialni, mint R"-en.
Emlékeztets: R® egy U részhalmaza nyilt, ha minden p pontja koriil van olyan kicsi gémb,
mely része U-nak.

Definici6. Egy M halmazt n dimenzids sima sokasdgnak neveziink (elemeit a sokasdg
spbontjainak”), ha adott rajta a kovetkezd struktira. Legyen M-en véges vagy megszam-
lalhat6an végtelen sok U; részhalmaz, s rajtuk ¢; : U; — R” injektiv fiiggvények R" egy-
egy nyilt részhalmazara. Megkoveteljiik, hogy a ¢; ' o ¢; ugynevezett dttérésfiiggvények
akarhanyszor differenciadlhatoak (=: simak) legyenek.

A dimenzi6 hangsulyozasara hasznéalatos M-re az M™ jelolés is. Az (U;, ¢;) part, vagy
pongyolén ezek egyikét szokas térképnek nevezni. A térképek Osszessége: atlasz. A sokasa-
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gra ugy gondolunk, hogy a kicsi U; darabokbdl van &sszeragasztva, melyek kiilon-kiilon
azonositva vannak — ¢; altal — R” egy nyilt részhalmazéaval. Persze, bizonyos részek tobb
ilyen azonositasban is szerepelnek. Példaul U; NU;y azonositodik ¢ és ¢, altal is. Ezért tet-
tiikk az attérésfiiggvényekrél szolo feltételt: a két azonosités valamilyen értelemben legyen
kompatibilis.

A sokasag tehat olyasmi, ami lokalisan modellezi R" differencialhat6 struktiurajat (lokalisan
olyan, mint R"), globalisan azonban nem feltétleniil. Ezt nemsokara példakon fogjuk latni.
Jegyezziik meg azonban, hogy a lokalis hasonlésdg R"-re korlatozott: csak olyan fogalmak
értelmezhetSk a sokasagon, melyek diffeomorfizmusokra (az attérésfiiggvényekre) invarian-
sok — példaul: az egyenes, a tavolsag vagy a szogfogalom nem. Lé&ssunk néhany tovabbi
definiciot.

Definici6. Az M olyan részhalmazait, melyek valamilyen R"-beli nyilt halmaz ¢;-nél
vett Gsképei, vagy ilyenek unidja, M-beli nyilt halmazoknak nevezziikk. A p € M pontot
tartalmaz6 V' C M nyilt halmazt a p kornyezetének mondjuk.

Bizonyos degeneraciok kisziirésére ki kell még kotniink egy feltételt a sokasag fogalmara. Fel
fogjuk tenni a kovetkezd tgynevezett Haussdorff-tulajdonsdgot: M barmely két kiilonb6zd
p és g pontjanak léteznek U és V' diszjunkt kornyezetei.

Példak:

(i) R™ tetsz6leges U nyilt részhalmaza n dimenziés sima sokasag, egyetlen térképpel
(¢ =identitas).

(i) Ha adottak az M™ = (JU;, N* = JV; sima sokasagok, definialjuk M x N di-

i j

rekt szorzatukat, melynek alaphalmaza az M és N halmazok halmazelméleti direkt
szorzata, térképeik pedig: U; x V;, minden (i, j) parra.

(iii) Tekintsiik most R?® egységgombjét:

S%:={ (w,z,y) eR® |w’ +2°+y* =1},

U, legyen S%-bél kivéve a ,déli sarkot” (D := (—1,0,0)), U, pedig S?\ { északi sark
HE = (1,0,0)). A sztereografikus projekcio E-b8l egy-egyértelmiien leképezi Us-t
az (z,y)-sikra: ¢;. Ugyanez D-bdl legyen ¢. Az attérésfiiggvényekre kirott feltétel

ellenérzéséhez ki kell szamolnunk a ¢y 0 ¢; ' : R2 — R? leképezést. Némi szamolas
azt adja, hogy

slwan = (1o l) e = (Tl ).

1l—w'1l—w 1+w 14w

Tehét az attérésfiiggvény:

x y
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Ez kétségteleniil sima, tehat S? tényleg sokasag.

(iv) Tekintsiik a kovetkezd ekvivalencia-relaciot R** \ {0}-n:
(o, T1y .oy Tp) ~ (Ao, AZ1, ..., ATy) VA eR

Az ekvivalencia-osztalyok halmaza legyen RP", és nevezziik valds projektiv térnek.
Az (zg, z1,...,x,) osztalyat jelolje [zo : xy : ... : z,]. Legyen

Up={[xo:21:...:2,] | z; # 0}

Minden U;-re definidljuk az evidens

[To:x1 ... i xy] — (@ﬂ,m—")

$i’$i, Z;

térképezést. Tanulsagos kiszamolni az attérésfiiggvényeket, s konstatalni, hogy valo-
ban simak.

SIMA LEKEPEZESEK

Definici6. Az f: M™ — N™ leképezést simdnak mondjuk, ha minden M-beli (U;, ¢;) és
N-beli (V},1);) térképre a ¢; o f o %—1 leképezés — ahol definialt — akarhanyszor differen-
cialhato.

Nyilvan definidlhato lenne az x € M-beli differencialhatosag is, s éppen a térképek kom-
patibilitasi tulajdonsidga miatt nem fiiggne attél, hogy melyik p-t tartalmazo6 térképpel
tekintenénk a definiciot.

ERINTOTER, ERINTONYALAB

Mivel R, és annak nyilt részhalmazai is sima 1 dimenziés sokasigok, a fenti definicio
értelmezi a sima gorbéket M™-ben.

Legyen M™ sima sokasag, p € M és ¢ egy p koriili térkép. A p-n atmend v : (—e,e) — M™
sima gorbéken definidljuk a kovetkez§ ekvivalencia relaciot: v ~ 1, ha (¢ o 4)'(0) =
(¢ 0 71)'(0). Az ekvivalencia-osztalyok halmazat T,M jeloli. Nevezziik ezt az M p-beli
érint&terének. Bizonyithato, hogy ez a relacio a ¢ térkép valasztasatol fiiggetlen.

Igaz, hogy T, M n-dimenziés vektortér. (A X skalarral valo szorzast ugy kapjuk, hogy ,\-
szor gyorsabban jarjuk be a gorbét”, az Osszeadéast pedig ugy, hogy a térképen hasznaljuk
az R™ linearis strukturajat.)
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Megjegyzés. Az n-dimenzids sokasadgokra gyakran ugy gondolunk, hogy valamilyen magas
dimenzios R" euklideszi térbe vannak bedgyazva (vagyis egy sima, injektiv leképezés képei).
Példaul S%-t gy is definidltuk. Whitney megmutatta, hogy az tigynevezett kompakt (1d.
késébb) sokasagok mindig beagyazhatok valamilyen RY-be, tehat egyéltalan nem nagy
megszoritas igy gondolni a sokasidgokra. Persze ilyenkor egy p-beli érintGtérnek van geo-
metriai tartalma, oda tudunk képzelni p-hez RY egy n dimenziés alterét, mint érintéteret.
Megmutathatdé, hogy a két definici6 természetesen izomorf, s6t bizonyos tankonyvek az
érintévektorokra egy harmadik — szintén hasznos — definiciét hasznalnak, ahol minden
érintévektor egy differencialoperator, mely az M — R sima fiiggvényeken hat (1d. Etesi
Gabor el6adasaban).

Megjegyezziik, hogy a TM := |J T, M halmazon létezik egy természetes topologia, melyre
peM
a T,M > x — p leképezés folytonos s6t, van rajta egy sima sokasag struktira, melyre a

fenti leképezés sima. Az igy nyert TM — M leképezést az M sokasig érintdnyaldbjanak
hivjuk.

DERIVALTLEKEPEZES

Legyenek M"™, NP sima sokasagok és f : M™ — NP sima leképezés. Az f derivdltleképezé-
sének nevezzikk a Tf : TM — TN; [y] — [f o 7] leképezést, ahol 7y : (—¢,e) — M™ sima
gorbe.

Kénnyen belathato, hogy T f minden T, M-et linearisan képez T, N-be. Erdemes atgon-
dolni, hogy ez a definicié hogyan azonosithat6 az analizis tobbvaltozés derivalt-fogalméval.

Definici6. Legyenek M" NP n, illetve p dimenzids sima sokasagok. Az f : M™ — NP
bijekcié diffeomorfizmus, ha sima és létezik sima inverze. Az lesz a néz&pontunk, hogy
diffeomorf sokasidgokat nem kiilonboztetiink meg.

Egy f: M" — PP diffeomorfizmus T'f derivaltja az x € M-beli T;; M érint6teret T,y P-be
képezi linearisan. Az inverze T} P-t viszi vissza linearisan T, M-be. S mivel ezek egymaés
inverzei, igy ugyanez a derivaltakra is igaz. Ez csak akkor lehet, ha midkét emlitett lineéris
leképezés linedris izomorfizmus, s egymés inverzei. Specialisan n = p, tehat diffeomorf
sokasagok azonos dimenziosak.

A differencidltopologia egyik f6 kérdése a sima kompakt (lasd alabb) n-sokasagok osztaly-
ozasa:

n = 0 eset: Véges sok pont

n = 1 eset: Véges sok korvonal diszjunkt uni6ja
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n =2 eset: S?, torusz (azaz az uszogumi feliilete), n-személyes tiszogumi feliilete (n =
2,3,4,...), valamint egy nem iranyithato (,kétoldalas”) feliiletekbdl allo végtelen sor-
ozat (ide tartozik példaul: RP?, Klein-kancso).

n = 3 eset: Sokminden ismeretes, de mindezidaig megoldatlan. (B&vebben lasd késébb.)

n > 4 eset: A probléma elméletileg sem megoldhat6: bizonyithato, hogy mar a 4 dimen-
zi6s sokasidgok osztilyozasa is — valamilyen konkrét értelemben — nehezebb, mint a
csoportok osztalyozéasa, amir6l viszont ismert, hogy elméletileg nem megoldhato.

Zaro megjegyzés. Mint kideriilt, a sokasig az euklideszi terek differencialhatésagi struk-
tarajat modellezi. Létezik egy olyan fogalom, mely az euklideszi terek folytonossagi viszo-
nyainak absztrakciéja: topologikus tér.

Topologikus térnek hivunk egy X halmazt, ha adottak bizonyos részhalmazai (ezek Gsszes-
sége legyen Q). Ezeket a halmazokat nyilt halmazoknak nevezziik, és persze kikotiink
néhany tulajdonsagot Q-rol: ) € Q, X € Q, valamint Q-nak zartnak kell lennie a véges
metszetre és tetszbleges uniéra. Ha megvannak a nyilt halmazok, akkor definialhatok a
pontok kornyezetei és a folytonossag: a p-t tartalmazoé nyilt halmazokat p kornyezeteinek
nevezziikk. Egy f : X — Y leképezés folytonos az x € X pontban, ha f(z) minden
V kérnyezetéhez létezik x-nek olyan U kérnyezete, melyre f(U) C V. Erdekes, hogy a
folytonossag értelmezése mashogy is megy, egy f : X — Y pontosan akkor folytonos
minden x € X pontban, ha minden V C Y nyilt halmaz f-6sképe nyilt X-ben. Zéart
halmazoknak nevezziik a nyilt halmazok komplementereit.

Mar lattuk, hogy minden sokasag egyben egy topologikus tér is. Ez azért hasznos, mert
hasznalhaték rajuk a topologia fogalmai, melyek koziil a kompaktsdgot most definidljuk.

Definici6. Egy X topologikus tér kompakt, ha minden nyilt fedésébdl kivalaszthato véges
fedés (nyilt fedés := nyilt halmazokkal valé lefedés). Analizisbdl tudjuk, hogy R"-beli
kompakt halmazok pontosan megegyeznek a korlatos és zart halmazokkal. A kompakt terek
(sokasagok) talan legfontosabb tulajdonsaga, hogy rajtuk értelmezett folytonos (sima) R-
be képezd fiiggvényeknek mindig van minimuma és maximuma.

Atgondolandé, hogy R™ nem kompakt, R" (nem-iires) nyilt részhalmazai sem; mig S’
(=korvonal), S% és RP™ kompaktak.
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3 Lie-csoportok

A Lie-csoportok és a szorosan kapcsolodd Lie-algebrak elmélete nagyon fontos a geometri-
aban és a (differencial-)topologidban. Ezért persze elméletiik is igen kiterjedt. Ebbgl mi
most nem tudunk sokat megmutatni, csupan a definiciokat.

Definici6. Lie-csoportnak nevezziik az M sima sokasagot, ha az csoport, valamint hogy a
két struktira legyen kompatibilis, vagyis legyenek az:

MxM-—M (,yPrz-y

M — M Tz

csoportmiiveletek simék.

Példak:

(i) Ha G tetsz6leges csoport, diszkrét topologiaval, akkor G 0 dimenzi6s Lie-csoport,
(i) (R",+),
(i) St:={2€C||z| =1},
(iv) S* ={qeH||q = 1} (kvaterni6 egységgomb),
(v) GLy(R) = {A € End(R") | det A # 0},
(vi) O (n) = {A € GL, (R) | ATA = I},

(vii) Spm(R) = {A | ATJA = J} ahol J = [0, E],[—E,0]] a standard szimplektikus
struktarat fixen hagyo linearis transzformécié (b&vebben késgbb),

(viii) GL,(C) C GLyy,(R) = {A | A71JA = J},

(ix) Um) ={A e C™™ | ATA =T},

(x) SU(m) ={A € U(m) | det(A) =1}.
Vizsgaljuk meg O(n) érintSterét az egységelemben (I). Vegyiink egy I-n atmend gor-
bét O(n)-ben: A(t). Nyilvan A(t)TA(t) = I minden t-re. Ezt derivilva kapjuk az

(A7) A(t) + A(t)TA(t) = 0-at. Ez az A = I helyen (A(t)T)'I + IA(t) = 0 amely az
antiszimmetrikus matrixok definial fiiggvénye A'-re. Tehat T;O(n) = {X|XT + X = 0}.
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A Lie-csoportok csoportmiivelete definial egy bizonyos algebrai struktirat az érintGtereken,
példaul: az egységben tekintett érintStéren — ennek neve: Lie-algebra.

Definici6. Az L linearis tér Lie-algebra, ha adott rajta egy [-,-] : L x L — L bilinearis
leképezés, melyre:

(i) [a,b] = —[b,d]
(ii) [a, [b,c]] + [b, [c, a]] + [c, @, b]] = O (Jacobi-identitds).

Legyen G Lie-csoport, g = TpG. Definidlunk egy Ad : G — GL(g) fiiggvényt a g € G-vel
valo konjugélas derivaltfiiggvényeként, toviabba a kovetkezdt:

ad: g — GL(g)

ad(X)(¥) = S Ad(3x(0) (V) o,

ahol vx egy olyan gorbe, melyre 4(0) = X. Ezt a tovabbiakban [, -] -el fogjunk jel6lni, és
Lie-zdrdjelnek nevezziik. Belathato, hogy ez Lie-algebrat indukil 7TxG-n.

A definicié maga nyilvin nem elégséges az érint&téren definialt Lie-algebra-struktira meg-
értéséhez, ehhez Lie-algebra tankdnyvekhez kell fordulni. Az viszont kideriil ebbél is, hogy
a Lie-algebra-mivelet valamelyest a csoport nem-kommutativitasat méri. Trividlis csoport-
miivelet (kommutativ-csoport) trividlis Lie-algebra-miveletet ([X,Y] =0 VX,Y’) indukal.

Megjegyzés. Ha bevezetjilkk az ady : L — L, adx(Y) := [X,Y] fiiggvényt, akkor a
Jacobi identitas a kovetkez6 alakot veszi fel: adx [Y, Z] = [ adxY, Z]+[Y, adx Z|, amiben
felismerhetjiik a Leibniz-szabalyt.

Megjegyzés. A Lie-csoportok tanulmanyozasanak egyik f6 eszkoze, hogy a csoportokrol
sz016 allitasokat gyakran lefordithatjuk az éritGterekrdl szolo allitdsokra. Ezek, lévén
line4ris terekrdl szolnak, gyakran sokkal konnyebben kezelhetGek. Ezt hivjak a linearizalasi
technikanak. Mivel az érintGtérre vald attérés derivalast jelent, a linearizalas valojaban
valamilyen értelemben a probléma derivalasat jelenti. Ha mar megoldottuk a probléma
yderivaltjat”/ linearizaltjat”, persze még valahogy vissza kell térniink az eredeti szintre, a
csoporthoz. Ez az ,integralasi” szakasz.

Megjegyzés. A Lie-csoportok egyik f6 elénye a kozonséges sokasigokkal szemben, hogy
a csoportmivelet &4ltal a tér bizonyos homogenitasit kapjuk: ha valamit az egységelem
koérnyékén ismeriink, vagy definialunk, azt a csoportmiivelettel ,szét tudjuk kenni”. Példaul:

1. Tétel. Minden Lie-csoporton létezik-sehol-sem eltind sima vektormezd. (Vektormezd:
az M sokasdg minden p pontjihoz egy T,M-beli vektort rendeld leképezés.)
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Bizonyitds. Legyen a Lie-csoport G, egységeleme: e. Legyen T,G-ben v egy tetszdleges
nem-nulla vektor. Minden g € G-hez van egy L, : G — G diffeomorfizmusa G-nek:
z +— ¢ -z. Ennek TL, derivaltja T.G-t T,G-re képezi izomorfan. A g +— T'L,(v) egy sima
sehol-sem-nulla vektormez6 G-n. <&

Szinte barmely topologiai eszkozzel (példaul: fundamentalis-csoport, homolégia-elmélet,
stb.) konnyen belathato, hogy péld4ul: az S?-n nem létezik sehol-sem-nulla vektormezd.
Ezt gy szoktdk mondani, hogy a siindiszn6 nem fésiilhet6 meg. A fenti tétel szerint
tehat az S%n nem adhat6 meg Lie-csoport-struktira. Feladat: S?"™! viszont megfésiil-
het§ (vagyis van rajta sehol-sem-nulla vektormezs). Ez nem jelenti azt, hogy minden
paratlan dimenziés gombon lenne Lie-csoport-struktiura, s6t alig-alig van ilyen — de ennek
bizonyitasa nehezebb.

4 Nyalabok

Ahogy a sokasagok olyan terek, amik lokalisan olyanok, mint R", gy a nyalabok olyan
leképezések lesznek, amik lokalisan olyanok, mint a direkt szorzatrol valo vetitések.

Definici6. Legyenek E és M sima sokasigok, és m : F — M sima leképezés. A
¢ = (E,m, M) harmast n-rangi (sima) vektornyaldbnak nevezziik, ha adott minden E, :=
771 (p)-n egy valos n dimenziés vektortér-struktira, valamint 7 lokalisan trivialis, vagyis:
létezik {N;} nyilt fedése M-nek, hogy ¢; : N; x R¥ — 771 (V;) diffeomorfizmus, amire
@; : (p, ) — E, lineéris izomorfizmus.

Elnevezések. A ¢ vektornyaldb rangja a k, R* a fibruma, M az alapja, E a totdlis tere, w
a projekcidja. Minden M sima sokasag folott létezik nyalab: M x R¥ — M; (m, 3+ m

ez a trividlis nyaldb.

Definici6 (Szelés). A 7 : E — B nyalab szelése egy s : B — E sima leképezés, amelyre
7o s = idp teljesiil. Lathatd, hogy a B bazisa trividlis 1-rangt nyalabok szelései kolcson-

Osen egyértelmi megfeleltetésben vannak a B — R filiggvényekkel. Tehat a szeléseket
altaldnositott fiiggvényeknek tekinthetjiik.

Példak:

(i) A Mdobius-szalagot vetitsiik a kozépvonalara, és képzeljiik gy, hogy a pontok &sképei
nem véges hosszu szakaszok, hanem egyenesek. Ez egy lokalisan trivialis sima leképezés
— 1-rangt vektornyalab S! f6l6tt. Viszont nem trivialis. Gondoljuk 4t, hogy ennek a
nyaldbak nincsen sehol-sem-nulla szelése.
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(ii) Ha M"™ egy sima sokasag, akkor a nyilvanvalo leképezés m: TM — M egy M rangu
nyalab. Jelolése 7.

Vegyiik észre, hogy 7S' az S'-bézisu trivialis R-nyalab.
Definici6é. Ha a 7 M trivialis nyalab, akkor M-et paralelizdlhatonak mondjuk.

Példa: Tekintsiik az S?-t. Az az igazsag, hogy S? nem paralelizdlhato, ugyanis 752%-
nek egyetlen sehol-sem-nulla szelése sincs. Ez egy klasszikus tétel, mely ,sindisznotétel”
névre hallgat (“hairy ball theorem”), és megtalalhaté minden bevezetd differencialtopoléogia
tankényvben.

Felmeriil a kérdés, hogy az n dimenziés gémbok koziil melyek paralelizdlhatéak. Csakigy,
mint S? esetén, minden paros m-re igaz, hogy S™-nek nincsen egyetlen sehol-sem-nulla
szelése, igy nem lehet trividlis. Maradnak a péaratlan dimenziés gombok. Az S* tény-
leg paralelizalhato, ehhez érdemes S3-at a kvaternio-algebra egységgombjeként elképzelni.
Kideriil azonban, hogy S°® nem paralelizalhat6, S” viszont igen. Ehhez megint érdemes
S7-et a Cayley-szamok (8 dimenzi6s algebra) egységgombjének tekinteni.

Feladat: Igazoljuk, hogy minden Lie-csoport paralelizdlhato.

Nagyon nehéz tétel, hogy tobb paralelizilhatd gomb nincsen, csak a méar felsoroltak: n =
1,3,7.

VEKTORNYALABOK KONSTRUALASA

(i) Trividlis nyaldbok dsszeragasztdsa. Legyen adott a B sokasag egy { N;} nyilt fedése, és
Egy V vektortér. Tegyiik fel, hogy adott minden ¢, j parra a ¢;; : N;AN; — GL(V)
sima leképezést, amely kielégiti a

(a) @i =id
(b) ;" = @i
(c) wijopjro g =id
osszefiiggéseket. Az | J N;xV diszjunkt unién definidljuk (z, v)-t ekvivalensnek (z, v')-
i
vel (x € N; N N;), ha ¢;j(x)(v) = v'. Ezen ekvivalencia-relaci6 szerinti faktor egy E

sokasag lesz, egy kanonikus leképezéssel B-re, mely egy vektornyaldbot alkot.

(ii) Vektornyaldb indukdldsa. Mar létezd nyalab segitségével tjabb nyalabot allithatunk
el6. Legyen m : E — B nyaldb és f : M — B tetsz6leges folytonos leképezés.
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Legyen E' := {(m,e) € M x E|f(m) = n(e)}. Ennek az M-re valo projekcioja vek-
tornyalab, amit a & := {r : E — B}-bdl f-dltal indukdlt vektornyaldbnak neveziink
és f*&-vel jeloljiik.

Régi nyaldbokbol ijakat. Filozofia: amit vektorterekkel és lineéris leképezésekkel meg
lehet tenni, azt vektornyaldbokkal is. Példaul, vektortereknek és lineéris leképezé-
seknek is van direkt Gsszegiik: létezik V @ W ha V' és W vektortér, valamint létezik
VO : VoW — V' eW hatp:V —V'és¢p: W — W linearis leképezés.
Legyenek most £ : By — M és n: E; — M vektornyaldbok. Megkonstrualjuk a
E@n: E — M vektornyalabot. Legyen N; egy nyilt fedése M-nek, mely trivializlja
mind &-t, mind 7-t. Tekintsiik most az (J N; x (Fy & F3) diszjunkt uniot, és az

Qg5 = ¢i,j D ¢i,j : Nz N Nj — GL(F1 &P FQ)

leképezéseket. Az (i) pont szerint ebbdl konstrualt nyalab lesz & és n direkt Osszege.

F-FIBRUMU NYALABOK

Nemcsak vektornyalabokat fogunk hasznélni, hanem kicsit altalanosabban F-fibrumu nya-
labokat.

Legyen F sima sokasiag G pedig egy rogzitett részcsoportja a {¢ : FF — F'} diffeomor-
fizmusok csoportjanak. Ekkor az F' fibrumu G struktiracsoporti nyaldbnak neveziink egy
¢ = {m: E— B} leképezést, ha

(i)
(i)

(iii)

minden pont fibruma F, azaz minden b € B-re a 7 (b) & F,

lokdlisan trividlis, azaz létezik N; nyilt fedése B-nek, hogy a ¢; : N; x F — 7 1(]V;)
fibrumtart6 diffeomorfizmus,

valmint az @; o goj_l(x) sattérésfiiggvények” értékei G-bdl vannak.

Példak:

(i)

(i)

Ha FF =R", G = GL(R"), akkor az F' fibrumt G struktiira-csoporti nyalabok éppen
a vektornyal4dbok.

Irdnyithato vektornyaldbrol beszéliink, ha F' = RF, és G = GL*(RF), ahol a + jel
a pozitiv determinansra utal. Ellenpéldaként megemlithet6 a Mobius-szalag, amely
nem irdnyithat6. Ha F' = RF és G = O(k), akkor Euklideszi-nyaldbrol beszéliink.
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(iii) Legyen G Lie-csoport, mely természetesen hat sajat magéan a balr6l vett szorzés-
sal, tehat G tekinthet$ a sajat diffeomorfizmus-csoportjanak részcsoportjaként. Igy
van értelme G struktiracsoportii G fibrumi nyaldbrél beszélni. Ezt principdlis G-
nyaldbnak nevezziik.

(iv) A principalis H-nyalabot tgy is definidlhatjuk, ha vesziink E sima sokasagot, és
H Lie-csoportot, valamint definidlunk egy v : E x H — FE leképezést, amelynek
tetszbleges h # 1 esetén nincs fixpontja. Az E elemeinek palyai (orbitok) halmaza
legyen B (tegyiik fel, hogy ez 6rokol az E-bél egy természetes topologiat, amivel B
sima sokaség lesz). Az E — B faktorleképezés principalis H-nyalab.

5 Homolobgia-csoportok

Az itt ismertetésre keriil§ tgynevezett szingularis homolégia-elmélet minden topologikus
térhez és minden nemnegativ egész q szimhoz hozzarendel egy Abel-csoportot, a tér g-adik
homologia-csoportjat. Az g-adik homologia-csoport koriilbeliil azt méri a térrél, hogy hany
q dimenzibs lyuk van benne. Persze ezt az allitdst nem lehet precizzé tenni.

A homologia-elmélet geometriai 6tlete a kdvetkezs. Vizsgaljuk a térbe képezhets g-dimen-
zi0s feliileteket (mondjuk az iranyithatoakat, és nem feltétleniil kell gmbnek lenniiik, lehet-
nek masok, példaul: torusz, stb.). Két ilyen ¢-dimenzios feliiletet homoldgnak mondunk, ha
egyiitt hatarolnak egy ¢+ 1 dimenzids feliiletet. A homologia szerinti ekvivalencia-osztalyok
lesznek az g-adik homolégia-csoport elemei.

Ezen program kivitelezése szamos technikai probléméba iitkézik. Pl. mik legyenek az
,»,q dimenzi6s feliiletek” 1, 2 dimezioban még rendben van, de feljebb? Nos e technikai
nehézségeket gy6zi le a kovetkezG bonyolultnak tiing elmélet. Ne felejtsiik viszont el, hogy
gyakran a bonyolultabb definiciok vezetnek szamolhatobb, hasznosabb elméletekhez.

Definici6. Legyen A, a g dimenzids standard szimplex

{(tot1, - tg) €RTT | > ;=14 >0 }.

(¢ = O-ra ez egy pont, ¢ = 1-re egy szakasz, ¢ = 2-re egy haromszog, stb.) A,-nak ¢ + 1
oldala van, azaz ¢ + 1 hiperoldala, ¢ — 1-dimezi6s lapja; az i-ediket a t; = 0 egyenlet
definiélja.

Definici6. Legyen X egy topologikus tér. A A, egy folytonos leképezését X-be szinguldris
q-szimplernek nevezziik. Ilyenbdl persze meglehet&sen sok van. q-dimenzids ldncnak nevez-
ziik ilyen szinguléris g-szimplexek (egész egyiitthatos) formaélis linearis kombinécioit. Pl
ha f; és f, szingularis ¢-szimplex, akkor 7f; — 2f, egy szingularis g-lanc. Jegyezziik azon-
ban meg, hogy csak véges sok nem-nulla egyiitthatot tekinthetiink. A szingularis g-lancok
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a formalis Gsszeadasra csoportot alkotnak, legyen e csoport C,(X). Ez nyilvan egy megle-
hetGsen sok elemmel generalt szabad Abel-csoport.

Most egy homomorfizmust definidlunk: 9, : C,(X) — C,_1(X). Nyilvan elég a szingularis
g-lancokon definialni 0,-t; a tobbire linearisan kiterjed. Legyen f egy szinguldris g-szimplex.

q

0y(f) = Z(_l)iﬂAq i-edik lapja-

1=0

A definicioban szerepld f|A, j_edik lapja 22€rt gy szingulris g —1-szimplex, mert A, i-edik
lapjat, ami { (¢, t1,. .., ti-1,0,ti11, ..., tg) }s {(tos t1s - - -, tim1, tiga, - - -, tg) } -ként azonositjuk
Ag_1-gyel. Adodik tehat egy hosszi sorozat:
a a a By
CIB 0 (X) 28 (X)) 25 Cpr(X) 222 0y(X) 2 G (X)) 2y 0.
Standard ,szumma-cserés” bizonyitas adja, hogy d,00,-1 = 0 vagy, ami ugyanaz: im(d,) C
ker(0,_1).

Definicio. A H,(X) := ker(d,—1) / im(9,) faktorcsoportot nevezziik az X tér g-adik
homoldgia-csoportjdinak.

Lathato, hogy ker(0,_1)-ben valamiféleképpen zart ¢ — 1-ciklusok szerepelnek, im(0,)-
ban pedig olyan ¢ — 1-ciklusok, melyek egy g dimenzi6sat hatarolnak, tehat tényleg a
bevezet6ben emlitett programot valositottuk meg.

A homolégia-elmélet felépitésére itt nem vallalkozunk, csupan néhany kérdést valaszolunk
meg.

Vajon szamolhatok a homoldgia-csoportok? A ¢ = 0 eset még igen, ez jo gyakorlat lehet
az olvasonak. A tobbi igy, a definiciobol nem igazan. Mégis szamolhatok a homologia-
csoportok, és ennek az az oka, hogy tobb tétel is sz6l arrél, hogy ha a Cj-kban csak bi-
zonyos (sokkal kevesebb) g-szimplexet vesziink figyelembe, akkor is ugyanazt a homologia-
csoportot kapjuk. Példaul ha az X tér szimplexekre van bontva, és a Cj-ban csak olyan
leképezéseket vesziink figyelembe, melyek az X ¢ dimenzidés szimplexeire képeznek iden-
tikusan, akkor is ugyanzt a H,-t kapjuk. Ilyen leképezésekbdl pedig esetleg csak véges
dimenziényi van.

Mire jok a homologia-csoportok? Azonnal lathato, hogy segitségiikkel megkiilonboztethet-
6k topologikus terek. Példaul ha tényleg elvégziink szamolésokat, akkor azt latjuk, hogy
H,(S?) = 0 mig H,(térusz) = Z @ Z. Tehat S? és a torusz nem ugyanaz. Ez persze
egyébként is elég szemléletes, de magasabb dimenziéban a szemléletiink elég korlatolt.

Mi kéziik van a homologia-csoportoknak a differencialhatoé struktirahoz ha X sima sokasag?
Latszolag semmi, a definici6 csupan folytonossagot hasznalt. Valojadban azonban a de
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Rham-elmélet megmutatja, hogy a homologia-csoportok azt is mérik, hogy bizonyos parcia-
lis differencidlegyenleteknek hany megoldasa van az adott X-en (1d. Etesi Gabor el6adasat).

«, 0,

Miért egész egyiitthatokat tekintettiink a lancok definicigjdban? Ez valdéjaban nem volt
fontos. Tekinthettiink volna az egyiitthatokat tetszéleges G Abel-csoportbol, s akkor
azonos konstrukcié utan an. G-egyiitthatds homoldgia-csoportokat kaptunk volna, amiket
H,(X; Q) jelol.

Van-e a homologia-csoportokon valami méas miivelet? Nincs, csak a csoportmiivelet (Gssze-
adés) és az egyiitthatocsoport elemeivel valé szorzas (,modulus”). Viszont van egy ugy-
nevezett dudlis-elmélet, a kohomoldgia-elmélet, mely kohomolégia-csoportokat (H4(X; G))
definial, s a kohomolégia-csoportokon van egy nagyon hasznosnak bizonyul6 szorzas: x €
HY(X;R) és y € HP(X;R) szorzata HP*?(X, R)-ben, van, ha R gytri. Az is igaz,
hogy maguk a kohomolégia-csoportok kiszdmolhatok pusztdn a homolégia-csoportok is-
meretével, de a kohomologikus szorzas nem.
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1 Bevezetés

A most kovetkez6 oldalakon a modern fizika relativisztikus mezGelméleteinek mélyére ha-
tolunk és olyan nézGpont utan kutatunk, melybdl ezek az elméletek egyszerre vizsgilha-
tok. A tanuldasban megfiradt elme szdmara mindig {idit6 élmény, ha sikeriil egy olyan
rendez&elvet folfedeznie, melynek megértésével az Gsszes, szertedgazd részteriilet problé-
mai megfogalmazhatok és tanulméanyozhatok. Kideriilt, hogy a klasszikus mezgelméletek
nehéz birodalméaban ilyen arkhimédeszi pont a modern geometria; ez mind a XX. szazadi
matematika, mind a fizika egyik legmeglepGbb és legmesszebb mutaté félismerése.

S6t, kideriilt, hogy a geometria nem csupan egy rendezéelv, hanem egy olyan kozds nyelv
is, melyen a matematikusok és a fizikusok el tudtak kezdeni kommunikalni egymassal, s
ez altal folismerhették, hogy problémaik nagy része valojaban k6zos: a kvantumelmélet
nehéz kérdései atfogalmazhatok modern geometriai kérdésekké és viszont. Igy problémak
serege fogalmazhaté meg, melynek tanulméanyozasaval, az egyes kérdések kozti Osszefiig-
gések tisztézasaval a XXI. szdzad matematikai fizikdjanak korvonalait pillanthatjuk meg.

A dolgozatban megvizsgaljuk a klasszikus elektrodinamika és ennek természetes altala-
nositasa, az Gn. Yang-Mills-elméletek geometridjat. Az altalanos relativitdselmélet tar-
gyalasara sajnos helysziike miatt nincs méd, majd legkozelebb.

Végiil koszonom Barnafoldi Gergelynek a segitséget, melyet a jegyzet megirasdhoz nyujtott.

2 A de Rham kohomolégia-elmélet alapjai

Ebben a fejezetben megismerkediink a de Rham kohomoldgia-elmélet alapfogalmaival: be-
vezetjiik a differencidlforma fogalmét egy M sokasdgon, megismerkediink a kiils6 derivalas-
sal; értelmezziik a de Rham-csoportot, mint egy lineéris parcialis differencidlegyenlet-rend-
szer M f6lotti megoldhatatlansaganak ,mércéjét”, végiil ejtiink néhany szot arrol is, hogyan
lehet e csoportokat kiszdmolni; ennek kapcsan megbeszéljiik, hogyan kell forméakat integ-
ralni sokasagon.
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A témaéaval kapcsolatban szamtalan bevezetd konyv létezik, pl. [2, 12|, melyekre mi is
tamaszkodunk.

MUVELETEK VEKTORNYALABOKKAL

Riméanyi Richard el6adasaban megismerkedtiink a vektornyalab fogalmaval, most vegyiink
szemiigyre ezek koziil kozelebbrdl egy specidlisat, ami nem més, mint az M differencidlhaté
sokasag érintdnyaldbja.

Legyen adott egy M differencialhato sokasag (a tovabbiakban: sokasag), p € M egy
pont, s tekintsiink egy v : R — M sima gdrbét, melyre teljesiil, hogy 7(0) = p; jeldlje
e gorbe paraméter szerinti derivaltjat a p pontban v(0) (ez konnyedén értelmezhets, hiszen
barmely pont kis kornyezete diffeomorf az R valamilyen nyilt halmazéaval, ahol derivalni
jol tudunk). Ezutan nevezziink két gorbét, v-t, d-t ekvivalensnek, s egy ilyen osztalyt
jeléljiink [y],-vel, ha 4(0) = §(0) = p, valamint 4(0) = §(0) teljesiil.

Definicié. Az M sokasag M > p-beli érintdterének nevezzik a
T,M :=A{[7]p [7(0) = p}
teret, M érintényaldbja pedig az

T™ = | J T,M

pEM

diszjunkt unié.
Konnyedén lathato, hogy

(1) T,M ellathato egy valos vektortér-struktiraval,
(i) dim7,M = dim M,
(iii) TM lokalisan trivialis, vagyis (T'M, 7, M) egy sima vektornyalab M f6lott, ahol a

7w : TM — M projekci6 nem més, mint 7([7v],) = p.

Létezik az érintényalabnak egy masik, absztraktabb bevezetése is. Jelolje F(M,p) az
f M — R sima fliggvények terét, melyek értelmezési tartomanya tartalmazza a p-t.

Definicié. Az X, : F(M,p) — R leképezést derivdcidnak nevezziik, ha R-linearis és
teljesiti a Leibniz-szabalyt, vagyis

X,(f9)(p) = X,(f)a(p) + f(p) Xp(g)-
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Nyilvan a derivaciok is egy n dimenzids valos vektorteret alkotnak minden p-re. Jeldlje a
derivaciok terét D,M, ekkor egy p koriili (U,z',...,z™) (dim M = m) térkép esetén D,M

egy bazisat jelolje
0 0

Nyilvanvaléan D,M is ellathato egy R folotti vektortér struktiraval, hiszen linearis, el-
s6rendt differencidl-operatorok linedris kombinécidja is az.

Lemma. Létezik eqy természetes linedris izomorfizmus T,M és D,M kiozott.

Bizonyitds. Egy (U, z',...,x™) térképhez tartozzék az (e;(q), ..., e, (q)) bazismezs U-n (q €
U); ekkor egy v : (-9, 6) — U, v(t) = (z*(¢),...,2™(%)), v(0 ) = p gorbe (t) derivaltja

megadhatd
= Z JTk (t)ek
k=1

alakban, ahol az egyiitthatok a ¢ valtozd sima fiiggvényei. Hasonlban, egy X, € D, M
derivacio alakja is a korabban bevezetett bazisban

X, = ZX’ axz

alakii, ahol az X" egyiitthatok is a ¢ sima fiiggvényei. Adjuk meg a T,M — D, M linearis
izomorfizmust az ey (p) — 0/0x*(p) lineéris kiterjesztésével. Ekkor létezik egy olyan kicsi
t € (—¢,¢), hogy (tX*(p),...,tX™(p)) € U, és erre a y gorbére ¥(0) = X,. <

Ennélfogva ezentil a T,M jelolést alkalmazzuk, s az érintévektorokra mindig tgy gon-
dolunk, ahogy éppen kellemes: az érintGteret elképzelhetjiik Ggy, mint az érintévektorok
terét, de gondolhatunk ra dgy is, hogy az a sima fiiggvényeket egy pontban elsé rendben
derival6 parcialis differencidl-operatorok alkotta tér.

Ha adott egy (E,m, M) sima vektornyalab M {616tt (1d. Rimanyi-el6adas), akkor egy s :
M — FE sima leképezést szelésnek hivunk, ha ra 7 (s(x)) = x teljesiil minden = € M esetén.
A sima szelések terét I'(E)-vel jeloljiik. Specialisan, egy X € I'(T'M) szelést vektormezdnek
neveziink. E szerint egy vektormezd nem mas, mint egy M-mel paraméterezett vektor-
sereg, ill. els6rendt differenciil-operator-sereg.

Két fontos mejegyzés:

(i) amennyiben adott egy ¢ : M — N sima leképezés két sokasag kozt, akkor segit-
ségével egy X € I'(TM) vektormezot ,elére tudunk tolni” N-re egy ¢, X € T'(TN)
vektormezévé: ha f € F(N, ¢(p)), akkor ¢, X (f) := X (f o ¢);
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(ii) konnyen lathatjuk, hogy X,Y € I'(T'M) esetén altalaban XY nem vektormezs, de
[X,Y]:= XY — YX mar mindig az.

Legyen adott egy (T'M,w, M) érint6nyalab, dimM = m. A most kovetkezékben el-
mondjuk, hogy minden lineéris algebrabdl ismert operacié nehézség nélkiil 4tvihetd a vek-
tornyalabok elméletére, a bizonyitasokat mell6zziik [7].

Jeldlje Ty M a T, M duélis terét (p € M), tovibba tekintsiik a

Tp(T,s)M = T;M ®...® T;A{®gpM ® .. T,M

tenzorteret. Mindezek utan, jeldlje AJM az T,ST’O)M tenzortér antiszimmetrikus részét
(,antiszimmetrikus r indexes tenzorok”). Nyilvan, egy g-ed és egy r-ed rendd antiszim-
metrikus tenzor tenzorszorzatanak antiszimmetrizaltja egy g+r-ed rendi antiszimmetrikus
tenzor. A bézis-tenzorokon ilyetén modon definidlva, majd linearisan kiterjesztve, egy
Np : AIM x ATM — A% M linearis leképezést kapunk.

1. Allitas. Legyen M eqy sokasdg. Az aldbbi diszjunkt unid terek elldthatdk sima
vektornyaldb-struktirdval:

(i) legyen
™M= ] T; M,
pEM

ezt az M dualis érintényaldbjanak nevezziik;
(i) legyen
TCOM = | ) T M,

peEM
ez az M folotti (r, s)-tipust tenzorok nyalabja;
(iii) legyen
ATM =] ApM,
pEM

ez az M folotti r-ed rendd differencidlformak nyaldbja, mig

AM = éA’;M

pEM k=1

a differencidlformék nyaldbja. <
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A fentebbi mintara, tetszéleges, M feletti vektornyalabok tetszéleges lineéris algebrai kom-
binacio6i értelmezhetsk.

Az Q"M :=T'(A" M) vektortér elemeit M folotti r-ed rendd differencidlformdknak nevezziik
(sima szelések), s beszélhetiink a Q*M := I'(A*M) szelésekrdl is. Vegyiik észre, hogy a
Ap operacié pontonként értelmezve kiterjed egy A : Q*M x Q*M — Q* M miiveletté, mely
Q*M-et egy (végtelen dimenzios) R feletti algebrava teszi (az M Grassmann-algebrdja).

Hogyan néznek ki lokalisan ezek a differencialformak (I1d. a Matolcsi-elGadast ill. [8]-t)?
Legyen egy p € M koriili terkép (U, z', ..., z™), ekkor Ty M azon béazisat, mely a T, M méar
korabban bevezetett bazisaval dudlis, jeléljiik imigyen: (dz'(p), ...,dz™(p)); ekkor fonnall:

da’(p) (%(zﬁ) = d;.

Ennek alapjan A"M egy lokalis bazisat jelolje ez:
{dz"" A Ad2" |1 <4y < ... <4, < m}.

Jegyezziik meg, hogy egy ilyen objektum két elem megcserélésére elGjelet valt az antiszim-
metria miatt, ezaltal ha a felsorolasban két azonos indexii bézisvektor szerepel, a kifejezés
azonosan nulla. Innen az is lathato, hogy dim A" M = (dirjM ), vagyis csak dim M = m-nél
kisebb foku differencialformak lehetnek nem trividlisak. Egy altalanos w|y € Q'U elem
alakja:

wly = Z Wi, dz" A A datr (IV.2.1)

i1<---<ir

ahol az w;, ; egyiitthatok sima fliggvények U-n.

Legyen adott egy ¢ : M — N sima leképezés két sokasag kozott. Megint csak, egy
w € Q"N format ,yissza tudunk huzni” egy ¢*w € "M forméva ily médon: adottak
X1, ..., Xy € (T M) vektormezok, akkor p*w(Xi, ..., X;) 1= w(pX1, -y 0 Xr)-

A KULSO DERIVALAS

A most kovetkez§ leképezés, melyet egy M sokasdgon adott kiilsd derivdldsnak hivnak,
alapvetd fontossagtu a differencidlgeometridban. Az aldbbi allitAsban Gsszegyiijtjiik leg-
fontosabb tulajdonsagait [12].
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2. Allitas. Legyen M egy m dimenzids differencidlhatd sokasdg, 0 < r < m. Ekkor létezik
eqyértelmien eqy d : Q"M — QT M leképezés, melyre:

(i) d linedris;
(ii) d egy antidifferencidlds, vagyis barmely 0 € Q"M , w € QP M formdkra teljestil:
d@Aw)=ddAw+ (—1)"0 A dw;
(i) ha ¢ : M — N egy sima leképezés, w € Q" N, akkor
d(¢*'w) = ¢*(dw);
(iv) ha f € Q°M = F(M), X € T(TM), akkor
df(X) = Xf;

(v) ha w=df valamilyen figguényre, akkor dw = 0. <

A bizonyitas megtalalhat6 [12]-ban. Most az a kérdés 6t6lhet £6] benniink, hogyan lehet az
elébb adott d leképezést realizdlni? A valaszt az alabbi allitas adja, igazsagat faradsagos
munkaval mi is belathatjuk, az el6z6 allitast pontonként ellendrizve [12]:

3. Allitas. Legyen d : M — QM a kiilsé derivilds M-en, valamint legyenek
X1, .oy Xp11 vektormezdk.

(i) Ekkor fonndll, hogy:

r+1

dw(Xl, ceey Xr—l—l) - Z(—l)i+1Xiw(X1, )?Za ...Xr+1)+
=1
r  r+l
D WX, Xyl e, Ky ooy Xy s Xet),
i=1 j=i+1

(itt az )?z jelolés azt jelenti, hogy a felsorolasbol az i-edik vektort ki kell hagyni);
(i) Ha (U,z',...,x™) egy térkép M-en, akkor d hatdsdt lokdlisan az aldbbi formula adja:
ha w az (IV.2.1) kifejezéssel adott, akkor:

= aw’h...’ir i i i
dwly = Z deaﬂ/\dx A Adatt. O (IV.2.2)

11<...<tp j=1
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Megjegyezziik, hogy a most megismert kiils§ derivalas a haromdimenziés vektorszamitéas-
ban megtanult vektormiiveletek kozos dltalanositasa. Ugyanis (IV.2.2 )-b6l rogton kapjuk,

hogy:

r+1 Ow .
k41 7 ...j g
D D iy =

Legyen most M = R?, ezt a formul4t hasznalva kapjuk:

(i) Ha f € Q°R3, vagyis egy fiiggvény, akkor
of

5f é’f 5
gp10e T gl + 5r5de,

vagyis df azonosithato a grad f gradienssel.

df =

(i) Ha v € Q'R3, vagyis v egy vektor értékii fiiggvény, akkor

dv = Ovy _ O dz' Adz? + vs _ v dz' Adz® + %—% dz? A dz?,
ort! 0z2 T x 3

ezért dv azonosithato a rot v rotdcioval.
(iii) Veégiil, ha w € Q2R3 vagyis megint csak egy vektor értékii fiiggvény, akkor:

_ 8w1 8w2 8w3
dw = <8x1 * 0z? * o0x3

) dz' A dz? A dz?,
tehat ebben az esetben dw-re tekinthetiink, mint a div w divergencidra.

A vektorszamitasbol megtanult és nehezen memorizalhaté div rot= 0 tipusi azonossagok
az univerzélis d*> = 0 formula aleseteiként kénnyedén adédnak (1d. a kovetkezd oldal!).

A DE RHAM-KOHOMOLOGIA-CSOPORTOK

Most pedig hozzakezdhetiink a de Rham-kohomolégia-csoportok fogalmanak ismertetéséhez.
Elsé kérdésiink igy hangzik: ha adott egy w € Q" M, valamint egy 6 € Q"1 M forma, akkor

hogy néz ki, mit ir le lokalisan az
dw =20 (IV.2.3)

egyenlet egy M sokasag folott? (IV.2.1 ), valamint a 3. &llitas (ii) pontja alapjan egy
(U, z, ..., ™) térképen az el6z6 egyenlet alakja:

p U Ow Tl ..a™)

(@t 2™) = 31 jl...jk...jr+1.(

8;5]19
k=1
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Tehét az elttiink fekvs egyenlet nem mas, mint egy () egyenletbdl 4116 linedris, parcilis
differencidlegyenlet-rendszer igen tomor alakja M-en. Majd latjuk, hogy a fizika fontos
egyenletei is ilyen alakba irhatok.

Kérdésiink, mikor oldhat6 meg egy ilyen egyenletrendszer? Szarmazik-e az M sokasig
topoldgidjabol valamilyen megszoritas a megoldasok létezésére? ElGszor is, egy lemmacska:

Lemma. Bdrmely w € Q"M formdra d>w := ddw = 0 teljesiil.

Bizonyitds. Mivel d linearis, ezért elég egy w = fdz® monomra igazolni, ahol « egy
multiindex (dz® = dz™ A ... A dz'). Ekkor d hatasa ekképpen irhato:

d(fdz®) =df A dx*;
ugyanakkor a 2. allitas (ii) ill. (v) pontja alapjan
dd(fdz®) =d(df Adz®) =ddf Adz® —df Addz®* =0. O

E lemmacska fényében tehat (IV.2.3 ) megoldhatosaganak szikséges foltétele, hogy df = 0
teljesiiljon. Az elegenddség foltételének tanulméanyozasa a de Rham-elmélet.

Definici6. A

PR AT i N N
objektumot de Rham-komplerusnak hivjuk, ha a V’-k valés vektorterek és d egy olyan
linearis leképezés koztiik, melyre d? = 0.

A definicibban nem adtuk meg konkrétan, hogy mik is ezek a vektorterek és leképezések.
Amennyiben M egy m dimenzi6s sokasag, akkor belathato, hogy Q¢ M egy (altalaban végte-
len dimenzids) valds vektortér-struktiuraval lathaté el, valamint — ahogy azt mar tudjuk —
a rajta adott d kiilsé derivalasra d? = 0 teljesiil; tehat egy sokasagon adott diffrerncialfor-
mékkal realizalhato egy A de Rham-komplexus.

Mivel d? = 0, ezért fonnall, hogy im d C ker d; ennélfogva képezhetjiik a kovetkezd fak-
tortereket:

Definici6. A

ker d
Hk(M) = im dkfl

faktorteret az M sokasag (valos) k-adik de Rham-kohomoldgia csoportjinak nevezziik (itt
dp : QFM — QM) a by, := dimg H*(M) szamot pedig, ha véges, a sokasag k-adik
Betti-szdmanak.
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Megjegyzések. Tehat ezek a csoportok valojaban vektorterek, amik félfoghatok Gz R alaka
objektumokként, ahol G egy Abel-csoport; innen az elnevezés (meg még mas is indokolja
a ,csoport” sz6 hasznalatat, ahogy azt majd késébb latjuk). S6t, bebizonyithato, hogy ha
M kompakt, akkor H*(M) véges dimenziés minden i = 0,1, ..., m-re.

Ha bevezetjiik a
ZF(M) :=ker dj, = {w € Q"M | dyw = 0}

zdrt formdk terét, valamint a
Bk(M) =imdg_; = {f e QM ‘ &= dk_l’l']}

egzakt formdk terét, akkor a de Rham csoportok H¥(M) = Z¥(M)/B*(M) alakban is
irhatok.

Most mar latjuk, hogy (IV.2.3 ) megoldhatosaganak elegendd feltétele, hogy az egyenletben
szerepld 6 forma dw alaki legyen; vagyis a sziikségesség és az elégségesség biztos fonnall,
ha H™' (M) = 0 teljesiil a sokasdg r + 1-ik de Rham-csoportjdra.

Még azt mondjuk meg, hogy egy [w] € H¥(M) elemet (ami tehéit egy ekvivalencia-osztaly)
irhatunk w + BF(M) alakban, s ezt a komplexust reprezentalhatjuk egy w + dn alaki
elemmel, ahol tehat dw =0, n € QF (M),

Végiil jol jegyezziik meg, hogy a H¥(M) csoportokat egy differencialhat6 sokasag valmilyen
differencidlhato6 struktirajahoz rendeltiik hozza, vagyis a konstrukcié miatt nem varhatjuk
el, hogy a differencialhato struktira ,alatt” fekvé topologikus informéaciokbdl e csoportok
szamolhatok legyenek. Azonban mégis ez a helyzet, ez adja e csoportok jelent&ségét.

A DE RHAM-CSOPORTOK KISZAMITASA

Az el6z6 pontban megismerkedtiink a differencidlhaté sokasagokhoz rendelheté de Rham-
csoportokkal, melyek a sokasag folotti differenciilegyenletek megoldhatatlansagit mérik.
Nyilvan ez a tudas csak akkor ér valamit, ha ezeket a csoportokat konnyen ki tudjuk
szamolni.

Egy fontos eredmény ezzel kapcsolatban Poincaré lemmdja. Jelolje I C R az (0,1) nyilt
intervallumot. Ha M egy m dimenzio6s sokasag, akkor adodik egy természetes m : M x [ —
M projekcid, mely indukal egy

™ H¥(M) — H*(M x I), (k=0,1,...m+1)

homomorfizmust a forméak visszahtuzasa altal.

4. Allitas. A fenti 7 homomorfizmus egy izomorfizmus a megfeleld de Rham-csoportok
kozott. <
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Ennek az allitasnak a bizonyitéasa is [12]-ben lelhet6 meg.
Kovetkezmények.

(i) H*(M) diffeomorfizmus-invaridins, vagyis ha ¢ : M — N egy diffeomorfizmus, akkor
az indukdlt ©* : H*¥(N) — H*(M) egy izomorfizmus;

(ii) (Poincaré lemmaja) Ha I C R" jeloli az n dimenzids nyilt kockdt, akkor H*(I™) = 0,
(k=1,..,n). <

Az (i) pont nyivanvalo, mig (ii)-hoz a 4. allitas n-szeri alkalmazasaval jutunk el.

Mar a Poincaré-lemma is azt sejteti, hogy ezek a csoportok val6jaban nem érzékenyek
az M-en adott differencialhato struktirara, hanem esetleg az M még mélyebb, pusztan
topologikus adataibél is kiszdmolhatok. Emlékezziink Riméanyi Richard elGadasabol a
H;(X,Z) (i = 0,1, ...) Z egyiitthatds szinguldris homoldgia-csoportok konstrukcidjara, mely-
ek egy topologikus tér topologikus invariansai, vagyis homeomorfizmus izomorfizmust in-
dukal e csoportokon (valojaban a H;(X,Z) csoportok csupan az X homotopia-osztalyara
érzékenyek). Definialjuk az X topologikus tér i-edik Z egyitthatds szinguldris kohomoldgia-
csoportjdt a kovetkezSképpen:

HY(X,Z) := Homg(H;(X,Z), 7).

Nyilvan ez is egy topologikus invarians. Ekkor teljesiil, hogy [15]:

1. Teétel (de Rham). Ha M egy m dimenzids differencidlhato sokasdg, akkor az M
k-adik szinguldris kohomologia-csoportja megegyezik az M k-adik de Rham-kohomoldgia-
csoportjdval, pontosabban léteznek az aldbbi izomorfizmusok:

HYM,Z)®; R~ H* (M), (k=0,1,...,m).O

Ennek alapjan e csoportok meghatarozasat visszavezettiik algebrai topologiai médszerek
alkalmazasara.

Egy egyszerti esetben bonyolult technikak nélkiil is ki tudjuk szamolni a kohomologia-
csoportokat.

Lemma. H°(S!) ~ R, valamint H!(S!) ~ R.

Bizonyitds. Elészor is vizsgaljuk a 0. kohomoldgiat. Mivel megallapodas alapjan Q71X = ()
minden X sokasagra, ezért imd ; = {0} szintén. Ezért H°(X) = ker dy. Mivel Q°X az
f+ X — R sima fiiggvényekbdl all, ezért a kiils6 derivalas magjaban a konstans fiiggvények
helyezkednek el, melyek azonosithatoak R-rel. Ennélfogva minden 6sszefiiggé X sokasigra
H(X) ~ R (figyelem, itt nem hasznaltuk ki X kompaktsagat!). Specidlisan H°(S') ~ R.
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Attérve az 1. kohomologiara, legyen w € Q'(S') = ker d; (mivel minden 2-forma mar
zérus); ekkor w = f(t)dt, (0 <t < 27). Definidljuk az I : Q'(S') — R leképezést az alabbi
integrallal:

27
w Tw:= | f(t)dt.
/

Nyilvan a leképezés linearis és sziirjekiv, ennélfogva im I = R.
Legyen w = dg alaka, vagyis egzakt, ahol g € F(S') = Q°(S!), ekkor g nyilvan periodikus
R-en, vagyis egy fiiggvény S'-en, melyre g = f' teljesiil. Ekkor

2w

1= [ g0t = ) = 0.

0

Ha viszont Iw = 0, akkor a

oft) = [ £(s)as
0
fiiggvény periodikus, vagyis g € F(S'), melyre w = dg. Ez azt bizonyitja, hogy im dy =
ker I, vagyis
. ker d1 _ lel
~ imdy ker[l

Altalaban az n dimenziés gémb kohomolégidi ekképpen festenek [12]:

~im/[=R <

Hl(Sl)

R hai=0,n

Hi(S™) = { ) (IV.2.4)

egyébként.

A héatralev6kben megbeszéljiik, hogyan kell formakat integralni sokasdgokon, ha mar igy
el6keriilt az integralas.

DIFFERENCIALFORMAK INTEGRALASA

Az X topologikus tér parakompakt, ha X minden fedése finomithato lokalisan véges fedéssé
(minden kompakt tér parakompakt). Igen gyakran egy M differencialhat6 sokasag defini-
civjaba beleértik a parakompaktsagot, mi is ezt tessziik. Legyen M egy, valamelyik
fedésével kompatibilis, térképezése {(Uy, ¢o) | @ € I} (a korabbiakban a ¢, : U, — R
leképezéseket az egyszertiség kedvéért (z',...,2™)-nel jeloltiik, utalva arra, hogy a ¢.*

homeomorfizmusokkal az R™ egy bazisat el6re tolva lokalis bazis adhaté meg U,-n).

A parakompaktsag miatt létezik egy térképezéssel kompatibilis eqységosztis az M-en, vagyis
olyan n, : U, — R, sima fiiggvények rendszere, hogy
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(i) supp(na) C Ua,

(ii) fonnall, hogy minden p € M esetén

D nalp) =1

acl

Vegyiik észre, hogy a parakompaktsig miatt minden p-re véges sok tagot kell csupin
Osszegezni.

Az M irdnyithato sokasag, ha érintényalabja ragaszto-leképezéseinek (1d. Rimanyi-elGadas)
determinénsa pozitiv.

Definici6é. Legyen M egy m dimenzids iranyithato sokassag, aminek egy térképezéssel
kompatibilis egységosztasa {(Uy, da, ) | @ € I}. Vegyiink tovabba egy w € Q™M maxi-
mélis rendi formét.

Az w U,-n vett integrdljinak nevezziik az

/%. J

$a(Ua)

integralt, ahol
(e, ) (wlp,) = f(2t, ..., 2™)dz" A ... Ada™;

az w forma M -re vett integrdlja pedig legyen

/W —Z/ﬁawba

aEIU

Megjegyzések. Jegyezziik meg jol, hogy egy k dimenziés sokasdgon csak k-forméak integ-
ralasat értelmeztiik, kisebb formékat a sokasidg megfelel§ dimenziés részsokasagain integ-
ralhatunk.

Tovabba lassuk tisztan azt is, hogy miért formdkat integralunk, és miért irdnyithato sokasa-
gokon: jol ismert, hogyha egy integralban koordinata-transzformaciot hajtunk végre, akkor
az integrandusban megjelenik a transzforméacié Jacobi-determinansénak abszolit értéke.
Viszont egy legnagyobb rendii forma (teljes antiszimmetrikussiga révén) szintén a Jacobi-
determinénssal transzforméalédik. Ezért ha az integralt mint egy forma integraljat értelmez-
ziik, akkor az integral pl. az egyik koordinata-kornyezetrél a masikra valo attéréshez tartozo
transzforméacié sordn éppen az integraloktol elvart moédon transzformalodik, ha a sokasag
tranyithato.
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Definici6. Az M m dimenzidés sokasadgnak hatdra van, ill. peremes, ha létezik egy
{(Uas #0) | @ € I} fedése, s az I indexhalmaz egy J részhalmazara léteznek az ¢p :
Usg = R? = {(z',...,2™) € R™ | z™ > 0} homeomorfizmusok (R az egyik félteret jelli,
B € J CI). Azokat az p € M pontokat, melyekre ¢o(p) € ORT = R™', az M hatdr-,
vagy perempontjainak mondjuk.

Megjegyzések. Egyszertien olyan objektumokra kell gondolnunk, melyeknek intuitivan is
van hataruk pl. egy kérlap, tomor tszégumi, fagylaltgomboc, stb.

M\ OM ellathaté egy m dimenzids sokasig-struktiraval, mig OM egy m — 1 dimenzids
sokasagga tehetd.

S6t mi tobb, ha M iranyithaté és irdnyitott, akkor OM is az, és 6rokol egy természetes
irdnyitast M-bsl: egyszertien egy perempont f6lotti iranyitott bazisbol hagyjuk el azt a
vektort, amelyik nincs 7,0 M-ben és a maradék vektorok irdnyitott bazist formalnak 7,0M-
ben (amennyiben M egydimenzids, vagyis iranyitott szakaszokbol all, akkor a végpontokat
ugy iranyitjuk, hogy a kisebb paraméter-értékd végpontok legyenek negativ, a nagyobbak
pedig pozitiv iranyitasuak).

Kimondhatjuk az integralas alaptételét [12|, mely az osszes, iskolaban tanult integral-
formula kozos altalanositasa, ezért is nevezik roviden Stokes — Newton — Leibniz — Gauss —
Osztrogradszkij — Green — Poincaré-tétemek. Egy w € QFM forma kompakt tartdji, ha az
{p € M | wy, # 0} C M halmaz kompakt.

2. Tétel. Legyen M eqy m dimenzids irdnyitott peremes sokasdg, w € Q™ M pedig egy
kompakt tartoji differencidlforma. Ekkor fenndll:

/w|aM=/dw. O

oM M

Bizonyitas helyett nézziik meg ezt a szép egyenlGséget az M := [a, b] C R specialis esetben.
Ekkor OM = {a}U{b}, és a két pont iranyitasa ellentétes, a korabbiak alapjan. Legyen az
R irdnyitasa a szokasos, vagyis ,a pozitiv irAnyba mutat6”. A maximélis forma a peremen
egy w = [ fiiggvény, tehat

o= 10) = £0) = [ do= [ fape
[

a,b] a

{a}u{s}

ami nem mas, mint a Newton- Leibniz-formula.
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3 Elektrodinamika — magneses monopolusokkal

Most hozzékezdiink az elktrodinamika targyalasahoz, s ennek sordn nagy hasznét vessziik
az el6z6 fejezetben szerzett ismereteinknek.

FORMAS ELEKTRODINAMIKA

Legyenek E, B: R?* x R — R® legalabb kétszer folytonosan differencialhato vektormezdk;
a forrasmentes Mazwell-egyenletek alakja ekkor:

B
108 =—-rotE, divB =0, (IV.3.1)

c Ot
la—E =rot B, divE=0. (IV.3.2)

c Ot

Itt a c egy konstans (,fénysebesség”). Azonositsuk az R*-et R x R3-mal a természetes
(20, 2%, 22, 23) = (ct, 7, y, z) megfeleltetéssel, s lassuk el az g : R* x R* — R szimmetrikus,
bilinearis, un. Minkowski-formdval, vagy -metrikdval, melyet az

n . ! ! / !
9(z,2") := —xoxy) + 2127 + L2295 + X374

formula értelmez. Az (M, g) part relativisztikus téridének nevezziik, ahol M egy négydi-
menzios valos vektortér. Képezziik az alabbi antiszimmetrikus méatrixot:

0 E, E, E,
-E, 0 B, -B,
-E, -B, 0 B,
~E, B, -B, 0

(IV.3.3)

és nevezziik el elektromdgneses térerdsségtenzornak. F-hez természetes modon rendel-
hetiink egy — ugyancsak F-fel jelolt — 2-format, vagyis Q?R? egy elemét:

F = ZFijdxi Ada? =
i<j
= —c(E,dz + Eydy + E,dz) Adt + B,dz Ady — Bydz A dz + B,dy A dz.

Ekkor az F kiils6 derivaltjat képezve a kovetkez6 csinyasagok bukkannak eld:

0B, 0B, 0B 0E, OE, 10B
F: d Y z Yy _ 4 - T
d (8z + 9y + ax>dxAdyAdz+c<az iy +c 5

)dt/\dy/\dz-l—

<8Em 0E, 10B,
+c —

0E, OFE, 10B,
% on p—— )dt/\dx/\dz—i—c( +

By oz oo )dt/\dx/\dy.
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Innen azonnal kiolvassuk, hogy a dF = 0 egyenlet pontosan megfelel az (IV.3.1 ) els6
egyenletcsoportnak.

A maésodik egyenletcsoport leirasdhoz be kell vezetniink egy tjabb operaciot a formak terén,
mely nagyon fontos lesz a kés6bbiekben is, az in. Hodge-operdciot. A helyett, hogy ezt
itt bevezetnénk teljes altalanossidgban — majd késébb tessziik meg, 1d. ,A Yang- Mills-
elméletek matematikai alapjai” c. fejezetet — definidljuk ,operativan”, vagyis mondjuk azt,
hogy a Hodge-operacié egy olyan * : A2R* — A?R* linearis leképezés, mely a A2R?* bazisan
ekképpen hat:

#(dz’ Adzt) = —d2® Ada®,  x(dz? A d2?) = d2® A dat,
#(dz® A dz?) = dat A da?, #(dz' A da?) = —da® A d2?, (IV.3.4)
#(dz® A da?) = —dz' Ada?,  x(dz' A d2?) = da® A da?.
Ily médon egy *F 2-format allitunk elé:
*F = —¢(Bydz + Bydy + B,dz) Adt — E,dz Ady + Eydz A dz — Eydy A dz,

melyr6l, az el6z6 szamolast egyszertien utdnozva, lathatjuk: a d x F = 0 egyenlet éppen
a (IV.3.2 ) egyenletcsoport tomor alakja. Végeredményben a (forrdsmentes) Maxwell-
egyenletek igen tomor, Un. relativisztikus alakja igy fest:

dF =0, d+F=0. (IV.35)

Megjegyezziik, hogy amennyiben adott egy (p,j) forras is egy p elektromos toltéssiirtiség-
gel, valamint egy j elektromos drammal, akkor bevezetve a j := pdt + jpdz + j,dy + j,dz
négyesaram-1-format, a forrasos egyenletek a kovetkezs alakot 6ltik valamilyen egységrend-

szerben:
dF =0, dxF =xj.

(A «j jelentésével kapcsolatban 1d. a Hodge-operaci6 altalanos értelmezését késdbb, ill. a
Matolcsi-el6adéas ide vonatkozo részeit!)

Ha meg szeretnénk oldani a (IV.3.5 ) egyenleteket, akkor nagy hasznat vessziik a képzetes
értéki A négyespotencidl-1-formdnak , melyet a —idA := F formula értelmez. Koréabbi,
de Rham-elméleti ismereteink alapjan, e forma akkor 1étezik, ha

(i) F zart: dF = 0 (sziikségesség), de ez teljesiil (IV.3.1 )alapjan,

(i) valamint F egzakt: F = —idA alakban irhat6. Ez teljesiil, ha H%(R') = 0 (e-
legendGség), ami szintén igaz a 4. allitasbol kapott Poincaré-lemma miatt.

A térerssség ezek alapjan az A (z) = A;(z)dz® négyespotencialbodl, ahol Ay : R* — iR sima
fiiggvények, ily moédon nyerhetd:

1 [84; 9A,
Fje =~ <@—$). (IV.3.6 )
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Am most vegyiik észre, hogy az A nem egyértelmtien meghatarozott egy rogzitett F forma
esetén! Ha y : R* — R egy valos értékd fiiggvény, akkor az

A= A +idy

vektorpotencial ugyanahhoz az F térerGsséghez tartozik. Bevezetve a f := exp(y) = e
fiiggvényt (ami tehat az U(1) = S' Lie-csoportban veszi fol értékét), ez ngy is irhato, hogy

A=A+ fldf. (IV.3.7)

Az (IV.3.7 ) egyenletet mérték-transzformdcionak nevezziik. Ez a trafé a F térerGsséget
nem valtoztatja meg.

Vezessiik be a ¢ := *dx jelolést, s definialjuk a
AR —» PR, A :=dd+0d

Laplace-operdtort (ellendrizziik, hogy A lokalisan tényleg a jol ismert differencial-operatort
adjal). A (IV.3.5 ) egyenletekbdl latjuk, hogy az egyenletrendszert egy A megoldja, ha
teljesiil r4 az

d+*dA =0 (IV.3.8)

differencidlegyenlet. Az R*-en mérték-transzformaciokkal mindig elérhetd, hogy az A tel-
jesitse az un. Lorentz-mérték feltételt:

JA=dxA=0.
Azonban ebben a mértékben az (IV.3.8 ) egyenlet a
AA =0

alakot olti, vagyis lokalisan

9?A 0?A 0?A 10%A
B O 04 1074

o "o T o2 2o (k==,y,2,1)

form4ju, aminek megoldasai a jol ismert, vakuumban ¢ fénysebességgel szaguld6 elek-
tromagneses hullamok.

A még hatralevs részben felirjuk az elektrodinamika Lagrange-fiiggvényét, mely invarians a
(IV.3.7 ) transzforméciokkal szemben (természetesen a Lorentz-transzformaciokkal szem-
ben is), valamint Euler - Lagrange-egyenletei éppen a (IV.3.5 ) Maxwell-egyenletek. Em-
léksziink, hogy a F A xF egy 4-forma, tehat beszélhetiink az R*-re vett integraljarol. Az

S(A) = ||FA||2 = Fa AxFy (IV39 )

872
Rzi
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integralt az elektromagneses tér Yang — Mills-funkciondljanak, vagy fizikusan szolva hatds-
anak hivjak az emberek.

A7 ELEKTRODINAMIKA REPREZENTACIOJA SPINORMEZOKON

A relativisztikus elektromégneses térrel valdo megismerkedés utdn nem keriilhetjiik el a
talalkozast a spinor-, vagy Dirac-, ill. elektron-pozitron mezgkkel sem.

Legyen V egy komplex kétdimenzios vektortér, melyen adott az SL(2,C) csoport kanoni-
kus hatésa is (az SL(2,C) csoportra tgy gondolunk, mint a Lorentz-csoport egységkom-
ponensének univerzalis fedGcsoportjara). Ekkor indukalodik egy természetes reprezentacio
a V' vektortéren is, a V komplex konjugaltjanak (vonas) dualisan (csillag) is. Képez-
zik aW :=V @V komplex négydimenziés vektorteret, majd az S := R* x W trivialis
vektornyaldbot a téridé felett.

Definici6. Az S vektornyalabot spinornyaldbnak, ¢ € T'(S) sima szeléseit pedig spinor-
mezdknek hivjuk (elektron-pozitron mezd, Dirac-mezd).

Hogyan néz ki egy ilyen v szelés lokdlisan? Irjuk ¥ (z) = (£(z),7*(x)), € R* alakban.
Most operatorokat definidlunk a spinornyalédbon:

(i) egy f:R* — C sima fiiggvényre legyen T} : I'(S) — I'(S), Tyt := f1) az f-fel szorz6
operator. Egy Ri-beli bazis kivalasztasa utan legyen 9/0z¢ : I'(S) — I'(S) a
B o
oz’ (V) := oz’
differencial-operator. Ily moédon, ha adott egy ¢ = (;(z)dz’ € Q'R* képzetes 1-forma
R*-en, képezhetjiik a

0 0
P = T = . i
v 8x2+ G 8x’+<

differencial-operatort, hiszen ¢ : R* — iR sima fiiggvények.

(ii) nyilvan valamely rogzitett z € R* esetén T,R*-en hat az SL(2,C) csoport mint
a Lorentz-csoport egységkomponense (ill. ennek kétszeres fedése); ennélfogva in-
dukalodik egy reprezentacié az T,R* ® C komplexifikilt érintGtéren is. Konnyen
ellenérizhets, hogy — mint SL(2, C)-modulusok — fennall: T,R* @ C & V ® V.
Valasszunk egy g-ortonormalt bazist T,R*-ben és jeloljiik az elemeit 0/0z'-vel (1 =
0,1,2,3). AV ®V, = Hom(V,,V,) izomorfizmus figyelembe vételével a bazisvek-
torokhoz kanonikus moédon V, — V, komplex-linearis leképezések rendelheték. E
leképezéseket kiterjesztjiik v'(z) : W, — W, komplex-lineéris leképezésekké, megko-
vetelve a

7'(@) oy (z) + 7 (z) 0 7'(2) = 297 Id
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azonossag teljesiilését (részletesebben 1d. pl. [13]). Mivel Hom(W,, W,) = C(4), ahol
C(4) jeloli a 4 x 4-es komplex matrixok algebrajit, 7'(x)-ek komplex matrixokkal
reprezentilhatok. Egy konkrét reprezentaciot megadhatunk ekképpen:

o (10 L (i 0 o [0 i s (0 —i
""(01 7= o =i )07 T\ 0)7 TG o

s ezekkel
P(z)=ic’ @', (z):=0"®0c% A (2):=0'®5%, A (z):=0’®0.

Végiil, ha az € R* valtozot futni hagyjuk, akkor a
3
Je = nyj oV, : I'(S) — T'(S)
§=0
operatort pedig a ¢ 1-forméval csavart Dirac-operdtornak nevezziik.

Az el6z6ekben bevezettiik End(T'(S)) két elemét. Mi koziik ezeknek az elektrodinamikahoz?
Legyen adott egy ¢ € I'(S) spinor, valamint egy A = A;(x)dz’ € Q'R? négyespotencial-
1-forma. Lattuk, hogy a vektorpotencidlok nem egyértelmiiek, az f : R* — U(1) fiigg-
vények az (IV.3.7 ) szabaly szerint hatnak az Gsszes vektorpotencéalok A terén. Ezért a
spinorok és a vektorpotencialok elméletét egy kozos leirassa gyarhatjuk ossze, ha megadjuk
e fliggvények hatasat az S nyalabon is. Az U(1) — lévén kommutativ csoport — négy darab
egydimenzios reprezentacd direkt Osszegével hat W-n, s e fibrumonkénti hatassal az f :
R* — U(1) fiiggvények is természetes médon hatnak S-en: f) nem jelent mast, mint hogy
¥ (z) minden komponensét megszoroztuk egy f(z) egységnyi komplex szAmmal minden z €
R*-re. Azt is mondhatjuk — reprezentéciéelméleti szempontbol —, hogy az S spinornyaldbon
adott az SL(2,C) csoport kordbban bevezetett abrazolasa, valamint az elektrodinamika-
ban szerepet jatszo U(1) csoporté. Fizikus nyelven szolva az S nyaldb ¢ szelésein, a
spinormez&kon, a ,téridészimmetridk” és a ,bels6 szimmetridk” is reprezentélodnak.

Tekintsiink egy konkrét ¢ € I'(S) spinort, egy A vektorpotencialt, melybdl legyartjuk a

0

Vi= ort

4 A (IV.3.10 )

operatort, valamint egy f : R* — U(1) mértéktrafot. Ekkor

of
oz’

0
oz’

Vi) = (g + ) (10) = v (e + ) o -

0 O (O ) o
/ ((%i tA+S 1@) V=1 (&Uz‘ + Ai) v = f(Viy). (IV.3.11)
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Vegyiik észre, hogy itt A’ = A + f~!'df, ami éppen (IV.3.7 ). A Dirac-operator konstruk-
ci6jat tekintve innen azonnal lathat6, bevezetve az ¢’ := f~14 jelélést, hogy

Par ' = [T (Par).

Szavakban: a transzformalt Dirac-(spinor)-operator hatasa az transzformalt spinoron fel-
foghat6, mint az eredeti operator eredeti spinoron vett hatasanak egy U(1)-beli elemmel
vett elforgatottja. Ennélfogva spinorok segitségével ,geometrizadltuk” az elsé pillantasra
szokatlan (IV.3.7 ) szabadsigot az elektrodinamikdban. Leolvashatjuk azt is, hogy az V;
operétor és a v spinor mérték-transzforméciora

Vi=fTVif, ¥ =T

m(’)don valtozik, ami V., esetén pontosan egy Lie- csoport sajat Lie- algebréjén Val(’) ad-
folfoghatok, mint iR = u(1)-beli fiiggvények. Mig a ¢-n vett hatas nem mas mint az U(1)
egy Cl-en vett reprezenticidja. Tehdt a mérték-transzormdcid nem mds, mint eqy for-
gatds, de nem az tériddn, hanem a spinornyaldbon, s nem a téridd szimmetria-csoportjdival,
SL(2,C)-vel, hanem az elektrodinamikai U(1)-gyel.

A vektorpotencialt sikeriilt, hasonl6 transzformacios tulajdonsigai révén, azonositani a
spinorokon hato V,; operatorokkal. Vajon van-e hasonl6 reprezentacidja az F térerGsség-
2-formanak? Tekintsiik az [V, Vi]| : I'(S) — I'(S) operatort. Egy spinoron kiértékelve
lathato, hogy

0A4; 0A;

prar

osszevetve a (IV.3.6 ) kifejezéssel. Vagyis a térerGsséget is tudjuk spinor-operatorként
értelmezni (ami egy egyszerii szorzo-operator).

[Vj,Vk] = Vjovk Vkov =

Definialjunk a I'(S) végtelen dimenzios komplex vektortéren egy (, ) : I'(S) x 1 r$)—C
Hermite-skaldrszorzdst ily moédon: ha v == (£,7*) € I'(S), valamint ¢ := (o, 8°) € T(S),
akkor

W.0) = [ (1@ +F'@)v
R4

(v a térfogati forma, 1d. késgbb!) és jelolje H a ( , ) szerint véges norméju szelések terének
norma szerinti lezartjat, ami nem lesz més, mint az Osszes L2-integralhato szelések vek-
tortere (emlékezziink, I'(S) csak a sima szelésekbdl alll). Ekkor (H,(, )) egy komplex,
szeparabilis Hilbert-tér, melyre az el6bb bevezetett operatorok természetes moédon kiter-
jednek. Ennélfogva elmondhatjuk: az End(#) algebra néhany elemét sikeriilt az imént
realizalni.

A most bevezetett skalarszorzas alkalmat ad arra is, hogy papirra vessiik a spinormez&kkel
bévitett elektrodinamika hatéasat:

S(A, ) = |[Fall* + {(@a +im)y, ¥),



3. ELEKTRODINAMIKA — MAGNESES MONOPOLUSOKKAL 65

(m egy pozitiv paraméter:  klasszikus elektrontomeg”). Természetesen ez a kifejezés inva-
ridns a Lorentz-trafokon tal mérték-transzforméaciokra is:

(@ar +im)y', @) = (f7H(@a +im)f(fT1), 7)) = ((§a +im)¢p, ).

Osszefoglalasképpen: latjuk, hogy az elektrodinamika alapmennyiségeit egy végtelen di-
menzios komplex Hilbert-téren reprezentaltuk. A kovetkez6 tablazatot allithatjuk Gssze:

KLASSZIKUS ELEKTRODINAMIKA ‘ REPREZENTACIO H-N
A = A,dx' négyespotencial 1-forma V; € End(#) fotontér-operator
F = F;;daz* A da? térerGsség 2-forma [Vi,V,] € End(H) térer6sség-operator
— @da € End(H) csavart Dirac-operator

— ¥ € H spinormezé
A A + fIdf mértéktrafs (Vi, ¥ (f~1V.if , f~1) mértéktrafo

IV. 3.1 Tablazat: Az elektrodinamika reprezentacidja a spinormezdék Hilbert-terén

A DIRAC-FELE MAGNESES MONOPOLUS

Most megvizsgaljuk, mi mdédon lehet az elektrodinamikaba bevezetni ellentmondasmente-
sen a magneses monopolusokat. De el6szor is: miféle dolog az a magneses monopo6lus?

Nyilvanvaléan valami olyasmit szertnének magunk el6tt latni, mint ami az ,elektromos
monoplolus”, vagyis a ponttoltés magneses megfelelGje. Ez azt jelenti, hogy egy nyugvo,
sztatikus monopolush az R3-on a

r

B(r) = QW, E(r)=0 (IV.3.12)

méagneses, ill elektromos mezdket keltse. Itt ¢ € R a monopélus magneses toltése. Azon-
ban ezeket az egyenleteket behelyettesitve az (IV.3.1 ) egyenletekbe azonnal latjuk, hogy
div B # 0, ami kellemetlen, hiszen ekkor dF # 0 is fonnall, s ennélfogva nem vezethe-
t6 be az A vektorpotenciil, melynek legalabb két hasznat lattuk: egyrészt a Maxwell-
egyenletek megoldasaban nélkiilozhetetlen, masrészt az elektromégneses mez§ operatoros
megjelenitésében fontos.

Tovabbi bonyodalmakat okoz egy kohomologikus észrevétel. Ha a magneses monopo6lus egy
pont volna, akkor vildgvonala egy egyenes lenne, vagyis a térid6bsl egy egyenest kellene
kihagynunk, s rajta kiviil kellene a vektorpotencial értelmes legyen (a klasszikus elektro-
dinamikadban nem firtatjuk a mezGk forrasainak szerkezetét, ezért Gket szingularitdsokként
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kezeljiik, a mez8k regularitasat a forrasok vilagvonlanak komplementerén koveteljiik meg).
Azonban H?*(R* \ R) = H?(S? x R?) = H?*(S?) = Z, homotopidk , ill. (IV.2.4 ) alkal-
mazasaval. Ezért ha még valahogy el is tudjuk érni, hogy egy monopélusra dF = 0, nem
nyilvanvald, hogy F a nulla kohomolégia-osztalyt reprezentalja, vagyis F = —id A irhato.

A két probléméat egyszerre oldjuk meg egy huszarvagéssal: legyen a méagneses monopolus
egy olyan kiterjedt objektum, aminek K (esetleg sokdimenzios) ,vildglepeddje” teljesiti a
H2(R*\ K) = 0 feltételt. Kézenfekvd elészor egydimenzios ,monopélussal” probalkozni,
vagyis keresett részecskénk egy pillanatban pl. egy R egyenessel, vagy egy S' korvonallal,
stb. legyen homeomorf. Technikai okokb6l, melyek mindjart kideriilnek alabb, a legcél-
szertibb azt feltenniink, hogy a monopolus egy R* félegyenessel homeomorf, ahogy ezt
Dirac is tette 1931-ben [3]. Ekkor egy sztatikus monopolus K vilaglepedéje az RT x R
félsikkal egyezik meg, ennélfogva H?(R* \ (Rt x R)) = H?(R*) = 0 vagyis a topologikus
feltételek kedvezGek.

Egy sztatikus monopoélus fekszik lelki szemeink el&tt, mely fonalszert egy adott pillanatban.
Tegyiik fel a vilagossag kedvéért, hogy a monopdlus az origéban fekszik és beléle a szal egy
félegyenes mentén tavozik a végtelenbe. E rendszer (B # 0,E = 0) terére div B = 0 kell
teljesiiljon. Azt szertnénk elérni, hogy az észlelt mezé mégiscsak (IV.3.12 ) alaku legyen,
vagyis az félegyenest ne lehessen ,latni”, csak a végét, ami egy pont. Képzeljiik el, hogy a
B tér ilyen alaki:
B = gL + B
r[?

ahol a B’ méagneses mez6 a szal jarulaka, melyre div B’ # 0. Szeretnénk, ha a B’ tér
nem volna mérhetd, vagyis be volna zarva a szal ,belsejébe”. Erre van moéd, ha a szalat
egy nagyon vékony, aramjarta szolenoidnak képzeljiik, melynek egyik vége a monopolust
realizélja, a masik vége pedig a végtelenben van. Tudjuk elemi tanulményainkbol, ha a
szolenoid nagyon vékony és nagyon hosszi, akkor a tekercs keltette mez6 egyre inkabb
annak belsejébe koncentralodik, s ennélfogva a vége egy ,igazi” magneses monopolust
reprezental. Tehat megoldottuk az eredeti problémat, elGallitottuk a (IV.3.12 ) mezét,
van vektorpotencial is, s amit ezért fizettiink, az egy (klasszikusan) nem megfigyelhetd
szal, mely a monopdlust a végtelennel koti Gssze.

A szolenoid-modell csupén azt teljesiti, hogy a szal klasszikusan nem megfigyelhets (vagyis
magneses térerGssége zérus). Mi azonban azt szertnénk, ha a szal tényleg nem lenne a
monopolus része, vagyis kvantummechanikailag is megfigyelhetetlen lenne (vagyis még a
szal vektorpotencidlja sem gyakorolna hatast a kornyezetére pl. Aharonov-Bohm-mechaniz-
mussal). E célbol megengedjiik, hogy a szal mérték-varidns legyen, vagyis helyzete fiiggjon
a valasztott mértéktsl (innentdl a monopoélust nem jol modellezi a vékony szolenoid), s
kérdésiink az, milyen feltételeket r6 ki a monopdlusra, hogy a hozza tartozo szal megfigyel-
hetetlen legyen. Kideriil, hogy ez éppen a Dirac-féle kvantdldsi foltétel.

A hatralevé részben levezetjiik a Dirac-feltételt, s megmutatjuk, hogy emiatt magneses
monopolusok jelenlétében az elektromos toltés is kvantalt. Helyezziink egy nyugvo mag-
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neses monopolust az R® origdjaba és vegyiik koriil egy nyugvo S? géombbel! Célunk a
kovetkez6 integral meghatarozésa, mely a monop6lus g mégneses toltését adja:

1

2T
52

g F.

Tegyiik fol, hogy az elektromos tér forrasait egy 1 € I'(S) spinormezé reprezentalja. Azt,
hogy a ¢ mezdnek elektromos t6ltése van, az mutatja, hogy az elektrodinamika U (1) cso-
portja szerint nem trivialisan transzformalodik. Vizsgaljuk az S nyalab S|g: megszoritasat.
Mivel a monop6lusbol szingularis szal tavozik a végtelenbe, ezért lesz egy pont a gombfel-
szinen, ahol az A vektorpotencial szingularis, ami azt jelenti, hogy nincs egy teljes S2-n
joldefinialt vektorpotencial. Tehat a fentebbi integral kiszamolasahoz legalabb két mértéket
kell valasztanunk. VAgjuk szét az S?-t az egyenlitGje mentén H* északi ill. déli féltekékre.
Valsszunk elészor egy olyan AT mértéket, amikor a szal a H~ déli féltekén megy at, s egy
masik A~-t, amikor az H™ északin (1d. 1. abral).

IV.1. abra: Dirac-szal az AT mértékekben

A két mértéket kosse ossze egy x : R® — R meérték-transzformacio (a sztatikussag miatt
feltehetjiik, hogy x fiiggetlen az id6tdl):

A = A" +idy.
Ekkor a spinorok transzformécidja, mint lattuk:
= grex,
A metszeten, H* N H- = Sl-en, egy ¢ = 0 pontot kivalasztva kapjuk, hogy %~(0) =
T (0)e=©) . Viszont koérbehaladva egyszer az egyenlit§ iranyitasaval megegyezs irany-

ban s visszatérve ugyanabba a pontba adédik, hogy ™ (27) = ot (2m)e™ X" Tehat a
konzisztencia miatt fenn kell alljon, hogy

x(0) = x(27) = 27n
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valamilyen n egész szamra. Ezt az eredményt gy is megfogalmazhatjuk, hogy bar az S
nyalab trividlis R* felett, S|g> mar nem lesz az, ha a gomb tartalmaz egy monopoélust. A
fentebbi integral ekképpen szamolhat6 a Stokes-tétel felhasznalasaval:

1 L1 _ 1 P | _ x(@m) —x(0)
H+ H- H+NH- 51

Megjegyezziik, az integral az e™X| g+ : St — S! leképezés fokdt szdmolja, ami 7 (S?) =

Z egy elemével azonosithato; vagy ami ugyanaz, az S|g2 nyalab elsé Chern-osztdlyadt,

ami H?(S? Z) = 7 egy elemeként tekinthetd (1d. még a ,Karakterisztikus osztalyok—

diohéjban” c. fejezetet alabb). Tehat elektromosan t6lt6tt spinormezs jelenlétében a g

magneses toltés kvantalt.

Tekintsiink most egy origobban nyugvo elektromos t6ltést (mely valahogyan a 1 spinormezd-
vel adott, ezt nem firtatjuk). Ekkor

E(r) = q#, B(r) =0

teljesiil. Ha koriilvessziik a toltést egy nyugvo gombbel, akkor elektromos téltése az alabbi

integrallal adhato meg:
1

4
52

q *F.

Ezt az integralt visszavezethetjiik a fentebbi magneses integralra, ha tekintjiik az elektro-
mos toltés terébdl képzett komplex értéki

Fc = —c(Eydz + Eydy + E,dz) Adt +iE,dz Ady — iE,dx Adz + iE,dy Adz

2-forméat. Ez kielégiti az xF¢ = iF¢ egyenletet és xF¢ integralja tovabbra is az elektromos
toltést adja, mig F¢ integralja folfoghatd, mint egy képzetes méagneses teridi monopdlus
magneses toltését szamolo integral. Ezért irhatjuk, hogy

1 k

=— [ Fe=-

q 47T/<c 5
S2

valamilyen k egész szamra.

Az eddigiek Osszeillesztésével adodik egy univerzalis elektromos t6ltés létezése. Csakugyan,
vegyiik észre, fentebbi észrevételeink alapjan elmondhatjuk, hogy bdrmely (qx, g;) elektro-
mosan ill. magnesesen toltott parra fonnall, hogy létezik egy ny; € Z, amelyre

24,91 .
hc kl-

Ez a Dirac-féle kvantdldsi foltétel (fermionokra, vagyis a mi esetiinkben kulcs szerepet jatszo
spinorokra). A teljesség kedvéért a fizikai allandokat is pontosan feltiintettiik. Legyen g,
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rogzitett; ekkor a ¢ toltés tobbszorose az he/(2¢g;) toltésnek. Vegyiik az igy adodo ny-ek
legnagyobb koz0s osztojat: ng. Ekkor fonnall, hogy minden elektromos toltés az

elemi toltés egész szamiu tobbszorose. Masként fogalmazva, ha létezik legaldbb eqgy mdgneses
monopolus a természetben, akkor az elektromos toltés kvantdlt! Teljesen hasonloan adodik
egy elemi g mégneses toltés létezése is. Az imént felvazolt elmélet szépsége ellenére nap-
jainkig semmilyen kisérleti tény nem tamasztja ald a magneses monopolusok létezését [11].

Sajnos elhagyjuk az elektrodinamika meglep&en érdekes vildgat, de csak azért, hogy még
jobban a mélyére lassunk geometriai eredetének: megismerkediink az elektrodinamika ter-
mészetes altalanositasaival, az un. Yang— Mills-elméletekkel.

4 A Yang— Mills-elméletek matematikai alapjai

Térjiink ra a Yang— Mills-elméletek vizsgalatdra!l Megint csak annak érdekében, hogy
gondolatmenetiink amennyire csak lehet, vilagos legyen, irjuk le pontosan kivincsisa-
gunk titokzatos targyat, az (M, g) pszeudo-Riemann-sokasag f616tt megfogalmazott G Lie-
csoporton alapul6 Yang—Mills-elméletet. Ehhez azonban elgszér mondjuk el, hogy mi is
az a pszeudo-Riemann-sokasag.

Egy M differencialhat6 sokasag (2,0)-tipust tenzormezsi koziil tekinthetjiik az V2M C
TZOM szimmetrikus tenzorok terét. Egy g € I'(VZM) szelés ezek szerint egy p € M
pontban egy szimmetrikus méatrixszal reprezentalhato, amit irhatunk egy (U, z',...,2™)
térképen
gl = Z gijdz" v da?,
1<i<j<m

forméaban, ahol V a tenzorok szimmetrizalt szorzatat jeloli [8], vagy szokasosabban

glv = Zgijdxi ® da?

i’j

alakban. Tegyiik f6l, hogy e méatrix determinidnsa minden pontban nemzérus. Ekkor
az (M, g) part pszeudo-Riemann-sokasdignak nevezziik, amennyiben a g-t reprezentélo
métrixok pozitiv definitek is, akkor Riemann-sokasdgrol beszéliink. Vegyiik észre, hogy
g megadasaval minden pontban lehetévé tettiik, hogy érint&vektorok skaldrszorzatat ki-
szamoljuk, s ezaltal tdvolsdgfogalmat értelmezziink M-en. Ezért g-t metrikdnak nevezziik,
s ez nem csak a most kovetkezGkben lesz fontos, hanem pl. az altalanos relativitaselmélet-
nek is kozponti fogalma [14].
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Most pedig bevezetjiik a konnexiot, valamint ennek gorbiileti operatorat [4] segitségével egy
principélis ill. vektornyalabon, aztédn definidljuk egy altalanos pszeudo-Riemann-sokasagon
a Yang — Mills-elméletet. Megismerkediink a Yang— Mills-egyenletek véges hatast ondualis
vagy masnéven insztanton-megoldasaival.

NYALABOK, KONNEXIOK

Legyen G egy Lie-csoport. Egy P principalis G-nyalab egy sima X sokasig fo6lott nem
méas, mint egy sokasag, ellatva egy sima (pl. jobboldali) G-hatéssal, melynek orbittere
P/G = X. Megkoveteljiik, hogy a hatas lokalis szorzat-struktiraval rendelkezzék, vagyis
lokalisan ekvivalens legyen az U x G-n adott természetes hatéssal, ahol U egy nyilt halmaz
X-ben. Ily médon egy 7 : P — G fibralast nyeriink, melynek struktira-csoportja G.

Harom lehet&ség is kinalkozik a konnexié bevezetésére egy ilyen nyalabon:

(i) Mondhatjuk, hogy egy konnerid nem mas, mint H C TP fibrumokra transzverzalis
yhorizontalis alterek” megadésa, vagyis minden p € P esetén adott egy felbontéas:

TP, =H,®T(r '(z)), 7(p) ==
Megkoveteljiik, hogy a H altér-sereg invaridns legyen a G' hatésaval szemben.

(ii) Elképzelhetjiik a konnexiot Ggy is, mint egy olyan A 1-forma mezG6t, mely értékeit a G
csoport g Lie-algebrijaban veszi fol, vagyis egy szelése a P f6lotti T* P ® g nyaldbnak.
Ismét kikotjiik, hogy A invaridns legyen G-vel szemben, vagyis a g-n adott adjungilt
hatassal és a P-n adott jobboldali hatassal szemben.

(iii) Ha adott a G egy linearis reprezentacioja C*, vagy R"-en, akkor egy X folotti n-
rangi E vektornyaldbot képezhetiink P-bél és az adott reprezentaciobol. E fibrum-
ai a megfelel§ vektorterek. Az eljards visszefelé is miikodik, E-bél egy principalis
nyalabot tudunk rekonstruélni; az igy kapott nyalab struktira-csoportja attol fiigg,
hogy milyen struktirakat hordozott az erdeti E vektornyalab (pl. skalarszorzas,
térfogati forma, stb.). Klasszikus Lie-csoportokra a principalis- ill. a vektornya-
lab-koncepci6 teljesen ekvivalensek. Példanak okaért ha E egy n-rangi komplex
vektornyalab, akkor egy principélis GL(n,C)-nyalabot nyeriink, ha tekintjiik az E
Osszes bazis-mez§jét, vagyis olyan szelés n-eseket, melyek egy adott x € X pontban
paronként linearisan fiiggetlenek. Ekkor az x pont folotti fibrum az E, bézisaival
azonosithato, s igy nem mas, mint a GL(n, C) csoport.

Ha most adott egy E vektornyaldb, akkor egy konnexié definidlhatd, mint egy ko-
varidns derivdlds, melyet a

V:QX,E)— QY(X,E)
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linearis leképezés ad meg. Ezentul QF (X, E) jeloli a APT*X ® E nyalab sima szeléseit
(E-értékid p-formak). V-rol megkoveteljiik, hogy teljesitse a Leibniz-szabdlyt:

V(f®s):=fVs+df ®s,

az F minden s szelésére, s minden f : X — R vagy C fiiggvényre. Ha adott egy
V € TX érint6é vektormezd, akkor a

Vv, s(z) :=Vs(z)(Vy) € By, z€ X

definicioval V értelmezhets tigy, mint az s szelés V irdnyu derivaltja az x pontban.
Ha netantan E-n tovabbi strukturéak is adottak, akkor kikotjiik azt is, hogy V legyen
ezekkel is kompatiblis; pl. egy E-n adott (, ) skalarszorzas esetén

V(s,t) :=(Vs,t) + (t,Vs)

teljesiiljon (egy f fiiggvényre Vi f := V f). Amennyiben ez teljesiil egy, az (X, g)
pszeudo-Riemann-sokasdg T'X érint6nyaldbjan adott, torziomentes konnexioéra, ezt
Levi-Civitd-kovaridns derivdldsnak mondjuk (s6t ez egyértelmi is).

A harom definicé ekvivalenciaja konnyen lathato: (ii)-bél adodik (i), ha a H, := ker A,
meghatéarozassal éliink; (iii)-bol az (i) képre térhetiink at, ha észrevessziik, hogy V egy
lokdlis operator, vagyis ha egy U nyilt halmazon s; = so, akkor Vs; = Vs, is fonnéll U-n;
ez konnyen lathato Leibniz-szabalyt alkalmazva egy ¢s szelésre, ahol ¢ egy levagofiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az {si, ..., s, }, paAronként linearisan fiiggetlen szelések horizontdlisak x-
ben, ha Vs; = 0 teljesiil rajuk z-ben. Vegyiik észre, hogy {s1, ..., s, } egy bézis-szelés, vagyis
a megfelels P principélis GL(n, C) nyalab egy o szelésével azonosithato. E o szelés egy
U C X nyilt halmaz f616tti képének, mint U X GL(n, C) részsokasaganak az érintényalabjat
véve kapjuk a keresett H|y C T(U x GL(n,C)) konnexiot barmely U kornyezeten.

Konnyen lathato, hogy ezek az azonositasok visszafelé is mtikddnek, bizonyitvan a megha-
tarozasok ekvivalencidjat.

A tovabbiakban mi a vektornyalabos meghatarozast fogjuk hasznélni. Miel6tt tovabblép-
nénk, emlitsiik meg a konnexidk néhany tulajdonsigéit. El&szor, az X x C" trividlis vek-
tornyaldbon létezik egy standard szorzat-konnexié, ami nem més mint a vektor értéki
fiiggvények kozonséges parcialis derivalasa. Méasodszor, a kovarians derivalas egy kovar-
ians objektum, vagyis ha ¢ : X — Y egy sima leképezés, A egy konnexi6 az Y folotti
F vektornyalabon, akkor ¢*(A) is konnexi6 az X folotti ¢*(F) nyalabon. Harmadszor, a
konnexi6 felfoghat6, mint vektorok parhuzamos eltolésa a konnexiéval ellatott E nyalabon:
ha v : [0,1] — X egy sima gorbe z,y végpontokkal, valamint adott az F, egy p bazisa,
akkor ezt a bazist a P principalis nyalab egy pontjanak tekintve a vy gérbét egyértelmten ol
tudjuk emelni egy p kezd6ponttu ¥ horizontdlis gorbévé P-n, mely teljesiti, hogy moy =7
és t € [0,1] esetén 4(t) € H,, ahol 7(p) = v(t). E horizontalis gérbe 4(1) végpontja a P y
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folotti fibruménak egy pontja, méasnéven az E, vektortér egy bazisa. Ezzel a konstrukcioval
egy I, leképezést adtunk meg, ami £, egy bazisit £, egy bazisdba viszi, s ezaltal egy

m,:E, — B, (IV.4.1)

linearis leképezést definial. Ezzel a konstrukcioval — csakis a teljesség kedvéért emlitjiik
meg — ismét megkaphatjuk a vektornyaldbon a H-hoz tartoz6 V kovaridns derivaltat: a
V = 4(t) € T,y»X érintévektort bevezetve tekintsiik egy s(y(t)) € E,y vektor Il,s
parhuzamos eltoltjat, valamint egy tetszéleges s eltoltjat a (¢ 4 €) helyen; ekkor

s(y(t+¢)) —IL,s(t +¢)

Vi s(r(1)) = lim - .

Végiil arra hivjuk fel az Olvaso figyelmét, hogy egy adott nyaldb esetén A, az Osszes
konnexiok tere, ellathato egy végtelen dimenzits, Q'(X,g) f616tti affin tér struktaraval:
A A’ € A, akkor A — A’ € Q' (X, g).

Most vizsgaljuk meg a konnexiokat lokalisan, vagyis egy adott 7 : E|ly — U x C" trivi-
alizacio esetén! Ekkor A Gsszehasonlithato a 7%(©) trivialis konnexioval. Ezen a lokalis
térképen

Va=d+ A, (IV.4.2)

ahol d a kiils6 derivalas, A, pedig az adott trivializaciohoz tartozo konnexioforma (a 7-
t a tovabbiakban nem irjuk ki), vagyis egy End(E) értéki 1-forma (1-formak matrixa).
Vildgos, ha az E szeléseit lokalisan oszlopvektoroknak fogjuk fol, akkor d parcialis de-
rivalasokkal, A pedig linearis transzformaciokkal hat ezeken. Ily médon pl. az z; irdnyba
hat6 kovaridns derivalas

8. + A (IV.4.3)

ox*
lesz. Azonnal folismerjiik (IV.3.10 ) és (I1V.4.3 ) hasonlosagat, egyetlen kiilonbség az, hogy
most az A;-k matrix értékd fiiggvények, ami annak felel meg, hogy ezuttal egy altalanos
Lie-csoport algebrajaval van dolgunk. Bar az lokilis A-k kival6an leirjdk a konnexiot,
fontos hangstilyozni, hogy konkrét alakjuk fiigg a valsztott 7 trivializaciotél. Acélbdl,
hogy ezt megértsiik, vegyiink szemiigyre egy g : £ — FE nyaldb-automorfizmust, mely
az X bézissokasidgra megszoritva az identitas, vagyis ,minden fibrumot 6nmagaba képez”.
Az ilyen g : X — G fiiggvényekkel reprezentalhaté transzformaciok oOsszességét G-vel
jeloljiik és mértékcsoportnak hivjuk (ui. belathato, hogy G ellathato egy végtelen dimenzids
Lie-csoport struktiraval), egy efféle g transzformaciot pedig mérték-transzformdcionak.
Jegyezziik meg hat, hogy egy mérték-transzformécioé eszerint nem mas, mint az F vektor-
nyalabon egy masik bazisra (pontosabban bézis-mezdre) valo attérés.

Vi

Lévén, hogy a konnexié egy Lie-algebra értékd 1-forma, s egy Lie-csoport a sajat Lie-
algebrajan adjungélassal hat természetes modon, ezért azt koveteljiik meg, hogy G a kon-
nexiok A terén a kovetkezd szabdllyal hasson (v6. (IV.3.11)):

Vya)s = g 'Valgs), s€QX,E).
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Ezért egy (U, 2t ..., ™) térképen irhatjuk:
g

0 0s _10g _
-1 - g -1 - = 1 1 . =
g 'Vilgs)=yg <8xi + AZ) (gs) e +g i + (97 Aig)s

oz’

Tehat, attérve egy masik 7/ = g7 lokalis trivializaciora, azt kapjuk, hogy
g

0 0
= ( -+ g " Aig+ gl—g-> 5.
oxt

Vo) =d+ Ay

ahol
A, =g"Ag+ g 'dg. (IV.4.4)

Vagyis A, és A, kiilonb6z6 konnexio-matrixok, melyek ugyanazt a kovaridns derivalast
reprezentaljak lokalisan. Ismét, az analogia (IV.3.7 ) és (IV.4.4 ) kozt szembeszoks. Egy
T nyalab-trivializalast fizikus terminologiaval mértékvdlasztdsnak is neveznek.

A jo mérték megvalasztasa igen-igen megkonnyiti konkrét feladatok megoldasat.

A GORBULET

Most ismerkedjiink meg a gorbiilet fogalméaval, mely szorosan kapcsolodik a konnexiéhoz.
Definialjuk a kovetkezd leképezéseket:
Q°(X, E) 28 Q'(X, E) 22 0*(X,E) 28 .

Ezeket egyértelmiien megadhatjuk az alabbi két kikotéssel:
(i) da :==Va: Q%X,E) — QY(X, F), valamint
(i) da(wAB) := (daw) A0+ (-1)Pw Adl, we Q(X,E), 6 QYX).

(A kovarians derivaltat mind da-val, mind Va-val szokas jellni.) Ellentétben a kiilss
derivalassal, altalaban nem teljesiil, hogy da o dao = 0. Ellenkez6leg, a Leibniz-szabaly
segitségével konnyedén lathato, hogy ez a kompozicié kommutal a sima fiiggvényekkel valo
szorzassal. Az Fp := da oda operatort a konnexié gorbiileti operdtoranak nevezziik. Hogy
néz ki egy lokalis térképen a gorbiileti forma? Az da oda kifejezést egy s szelésre hattatva
azonnal adodik az Fa lokalis alakja (Cartan-egyenlet):

Fa =dA, + A, AA,, (IV.4.5 )
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aholay =w® B € (X, g) = ['(APT*X ® g) fajtaju formakra Y AY' = w AW ® [B, B].
Tehat lokalisan a gorbiileti operator egy 2-forméakbol all6 métrix. Megmutathato, hogy a
gorbiileti format két, V, W € T'(T X) vektormezon kiértékelve teljesiil:

F(V, W) = [Vv, Vw] - V[V,W}-

Innen adédik egy komponens lokalis alakja valamely bazisban:

0o 0 0 0

Fij :=F (@;@) =[V;,V,] = [@ +Az’7@ +A;| =

_0A; 04

T 0zl o

Ismét latjuk, hogy ez a formula is az elektrodinamikai térerGsség nem kommutativ al-

talanositdsa. Hangsilyozzuk, hogy ezek a formulak, bar a figyelmeztets 7 betticskét nem

irtuk ki, csupan egy adott trivializacioban érvényesek. Attérve a gr bazisra, (IV.4.4 )-6t
beirva (IV.4.5 )-ba, megkapjuk a gorbiilet mérték-transzforméaciojat:

+ [AZ,AJ]

Fya) = gFag " (IV.4.6)

Nehézség nélkiil latjuk, hogy a gorbiilet tenzorként transzformalédik; amennyiben az E
nyaldb G struktiuracsoportja kommutativ, akkor F5 meérték-invaridns (ahogy az elektro-
dinamikaban), altalaban pedig az un. lapos konnexiok gorbiiletei maradnak invaridnsan
G-vel szemben, vagyis melyekre Fp = 0.

Végiil folvetédhet a kérdés, hogy miért is hivjak a most bevezetett operatort gorbiiletnek.
Tekintsiik az (U, z!, ..., 2™) koordinata-kérnyezetben, melynek (0,0, ...,0) kozepében az x
pont all, azt a kicsi (9/0x¢,9/0x7) érintévektorok irdnyaba mutaté paralelogrammat az
pont koriil, melynek sarkai (0,0), (¢,0), (0,¢), (€,&) valamilyen kis ¢ > 0 szamra. Jelolje
T;;(e) annak a parhuzamos eltolasnak az eredményét, melyet e kis négyzet mentén hajtunk
végre a 0/0x' iranyba indulva; ez (IV.4.1 ) értelmében egy E, — E, linedris leképezés.
Néhany oldalnyi papir teleirasdval megmutathato, hogy

T;;(e) = 1d + Fy(x)e? + O(e*), aminte — 0.

Magyaran szolva, a gorbiileti operator kicsi négyzetek mentén parhuzamosan kérbevitt
vektorok ,elfordulasat” méri.

Végiil jegyezziik meg, hogy a gorbiileti operator kielégiti az tin. Bianchi-azonossdgot, mint
ahogy azt az egy kis szdmolastdl vissza nem rettené Olvasé konnyen ellendrizheti:

daFa =0. (IV.A4.7)
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A YANG — MILLS-FUNKCIONAL

Elérkezett a pillanat, hogy megismerkedjiink a Yang — Mills-elméletek kozponti fogalméval,
amit Yang — Mills-funkciondlnak, vagy fizikusan szélva hatdsnak hivnak az emberek. Egy
iranyitott (X, g) m-dimenzios pszeudo-Riemann sokasagon fontos miivelet az an. Hodge-
operdcid. Emlékezziink, hogy az X-en adott metrika (skalaris szorzas) kiterjed az X f6lotti
formak terén értelmezett skaldrszorzassa is természetes moédon, mialtal a formak indexeit
4fol-le huzogathatjuk”. a, 8 € QP X esetén jeldlje ezt («, §). Legyen

x 1 PX — QM PX

az a leképezés, melyet a
aNxf = (a,f)v

formula értelmez, ahol v € Q"X az (X, g) sokasagon értelmezett térfogati forma, melyet,
mint maximalis rendi format agy értelmeziink, hogy egy g szerinti ortonormélt bazison
értéke legyen 1. Innen a v lokalis alakjara egy (U, z', ..., z™) térképen

vy = /| det g|dz' A ... Adz™

adodik. FEzt a meghatarozast hasznalva lathat6é, hogy amennyiben 1 jel6li a konstans
1 értékd fiiggvényt a sokasigon, akkor x1 = v teljesiil. A Hodge-operaci6 definicidjét
apropénzre valthatjuk, ha megjegyezziik, hogy lokalisan * imigyen hat egy p-forméan:

1 L
(*/B)jp+1...jm = E V |det g‘ B‘“...]p5j1...jpjp+1...jm;

ahol ¢ a Levi- Civita-tenzor, melyre €15 _,, = 1 és v(0/0x!,...,0/0x™) > 0. Konnyen
ellenérizhetd, hogy
% = (—1)sien(9) (—1)p(m=p)1q, (TV.4.8)

ahol is sign jeloli a metrika szignatirdjdt. Tegyiik most f6l, hogy sokasdgunk egy négydi-
menziés Riemann-sokasig. Lathato, hogy ekkor x a valds 2-formék terét Gnmagaba képezi.
Tovabba Q%-n * sajatértékei &1, melyek szerint adodik egy

PX=0"XpO X

sajataltér-felbontas. Az Q7-ba ill. az Q™ -ba tartozé 2-forméakat értelemszertien ondudlis
ill. anti-ondudlis formdknak nevezziik. Kénnyen lathato, hogy ez a dekompozicié konform-
invarians, vagyis csak a * megadasahoz sziikséges metrika konform-osztalyatol fiigg, vala-
mint az Ondualités ill. az anti-6ndualités fogalmai folcserélédnek, ha a sokasag iranyitasat
megforditjuk. Ellenérizhets, hogy

aha=+la’v, a€QX.
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Latjuk, hogy egy négydimenzios Lorentz-sokasag esetén * sajatértékei (IV.4.8 ) alapjan
+i, ezért most csupan a kompler 2-formék, vagyis Q?X ®g C =: Q%X invarianciajarol
beszélhetiink. Ekkor is értelmezhets a megfelel§

WX =X o0 X
hasitas, ahol most értelemszertien a +i-hez tartozo sajat-forméakrol kell beszélniink.

Ezek utén, ha adott egy négydimenzios (X, g) pszeudo-Riemann-sokasag f6l6tt egy A kon-
nexioval ellatott E' komplex vektornyaldb, akkor képezhetjiik az ehhez tartozé Fa gorbiileti
2-forméat, mely a g-ben, a nyalab struktira-csoportjanak Lie-algebrajaban veszi fol értékét;
ez feljogosit minket arra, hogy képezziik e forma nyomét, s bevezethetjiik a Lie-algebra
értéki p-formak terén az

(@, W) = —8i (r(® A #)

2
b
skalarszorzast ill. az eszerinti || - || normaét.
Definicié. Az .
S(A) = ||Fa|* = —@/tr(FA A xF o) (IV.4.9)
b

A — R leképezést Yang — Mills-funkciondak nevezziik, az (X, g,G, S) négyest pedig az
(X, g) pszeudo-Riemann sokasdg folott értelmezett G Lie-csoporton alapulé Yang — Mills-
elméletnek.

Az S tehat nem m4s, mint egy L?-norma az A téren és pozitiv definit, ha az F nyaladb
struktira-csoportja egy kompakt Lie-csoport. Bevezetve a |[Fa |2 := —tr(Fa AxF ) jelolést
a Yang — Mills-funkcional imigyen is irhato:

1
S(A) = g5 [ IEAP
X

Tartsuk szem el6tt, hogy a Yang— Mills-funkcionalban szerepl§ *-operécié miatt a Yang -
Mills-funkcional értéke nem csupén a valsztott A konnexiétol, hanem az X sokasagon
adott g metrikatol is fiigg, tehat precizebb lett volna az S(A,g) jelolés. Pontosabban,
négy dimenzioban a kovetkezGket mondhatjuk: ha az (X, g) Riemann-sokasiag metrikajat
atskalazzuk egy f? fiiggvénnyel, akkor a d dimenziés Yang— Mills-funkcional az [ f44[Fa|?
formula szerint transzformal6dik, amibdl kiolvassuk, hogy a kifejezés négy dimenziéban
csakis a valasztott metrika konform-osztalyatol fiigg.
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KARAKTERISZTIKUS OSZTALYOK — DIOHEJBAN

Most pedig forditsuk figyelmiinket a vektornyalabok elméletének egyik szemkapraztatod
fogalma, a karakterisztikus osztdlyok felé. E témahoz klasszikus bevezet6 mi [9]. Ebben
a kis bevezetésben mi csak sima vektornyaldbokkal foglalkozunk, ezért a karakterisztikus
osztalyok an. Chern — Weil reprezentacioja érdekel benniinket.

A jobb érthetéség kedvéért elGszor tekintsiink egy L komplex, hermitikus vonalnyalabot
egy X kompakt sokasag folott! Ekkor, mivel az U(1) csoport Lie-algebraja a képzetes
szamokkal azonosithato, ezért egy L-en adott A konnexié gorbiileti forméaja egy tisztan
képzetes 2-forma, melyet irjunk —2mi¢ alakban. Ekkor ¢ valds 2-forma, mely a (IV.4.7 )
Bianchi-azonossag miatt zéart, ennélfogva egy [¢] € H*(X) de Rham kohomologia-elemet
hataroz meg. Tekintsiink egy masik A’ = A + a konnexiot a vektornyalabon: ekkor
F' = F + da, ezért [¢'] = [¢], vagyis egy olyan kohomologia-osztalyt talaltunk, amely
fiiggetlen a konnexié valsztésatol, csakis az L nyaldbra jellemzs, ezért is nevezik karak-
terisztikus (kohomologia-) osztdlynak. Specidlisan ezt a kohomolégia-osztalyt elsd Chern-
osztdlynak hivjak és c¢;(L)-lel jelolik (ez pontosan a korabban bevezetett monopdlustéltés).
Jolismert, hogy az els6 Chern-osztaly osztalyozza egy X sokasag folott a komplex vonalnya-
labokat. Altalaban, egy n rangt E komplex vektornyalab elsé Chern-osztalyat reprezen-
talja az (i/2m)tr(Fa) forma. Vegyiik észre, hogy Fa sajatérték-2-formai segitségével ez
A1 + ... + A, alakban irhaté, ami nem més, mint az els6 n-valtozos, elemi szimmetrikus
polinom, g;. Ezért egy n rangti F komplex vektornyalab magasabb Chern-osztilyait a gor-
biileti formabol gyartott tovabbi o; (i =1, ...,n) elemi szimmetrikus polinomokkkal adjuk
meg. Belathato, hogy az igy reprezentalt formak megint csak olyan osztalyokat realizél-
nak a H%(X) de Rham kohomolégia-csoportokban, melyek fiiggetlenek a konkrét konnex-
i6t6l, magéra az E vektornyalabra jellemz6ek. Ezeket a kohomolégia-osztalyokat nevezziik
Chern-osztalyoknak. Vizsgaljuk meg, hogy mi a helyzet ebbdl a szempontbol a tr(Fa AF)
formaval! Meggy6z6dhetiink arrdl, hogy ez a forma zart, vagyis egy kohomologia-osztalyt
reprezentdl H*(X)-ben. Tovabb4 az adott konnexiotol sem fiigg, vagyis ez egy karakterisz-
tikus osztaly. Valoban,

2
tr(Fata AFate) —tr(FaAFa) =d <tr(a/\ daa + ga/\a/\ a)) ,

vagyis a kiilonbség egy zart forma csupan, ami de Rham-elmélti szempontboél lényegtelen.
Felhasznélva a

M4t A=t +2)” =20 + o+ A M) = 07 — 20

azonossagot, azt kapjuk, hogy ez a karakterisztikus osztaly a Chern-osztéalyokkal ekképpen
fejezhetd ki:

[#tr(FA A FA)] = %cl(E) Nei(E) —e(E) € H4(X).
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Altalaban a fizikiban SU(n)-nyalabokkal talalkozunk, ekkor — mivel a specidlis unitér
csoportok Lie-algebrait nyomtalan matrixok alkotjak — ¢; (E) = 0, vagyis forméank pusztan
a mésodik Chern-osztélyt jeleniti meg, mely egy kompakt, hatarok nélkiili, irAnyitott négy-
sokasag esetén egy egész szam:

Co(E) = (Fa, +Fa) = _81? / tx(Fa AFa) €Z. (TV.4.10 )
X

Erdemes e kifejezést dsszevetniink a (1V.4.9 ) Yang—Mills-funkcionallal, 1athatéan a kii-
l16nbség ,csak” egy csillag, viszont ez a (IV.4.10 ) integralt az E vektornyalab topologikus
invaridnsdvd avatja, vagyis értéke nem fiigg a valasztott konnexio6, az X sokasagon adott
metrika, stb. konkrét formajatol.

Miel6tt tovabb lépnénk, emlitsiik meg a most levezetett formula egy maéasik alakjat az
X = S§* G = SU(2) esetben. Tekintsiik a négydimenzios gémb S* = HTUH ~ fslbontasat,
ahol H* jeloli az északi ill. a déli féltekéket. Egy kis szamolassal belathatjuk, hogy H*-on
fennall:

1
tr(FA/\FA)=dtr<FA/\A—§A/\A/\A>.

Vegyiik észre, hogy ez a formula csak lokalisan értelmes, mert benne szerepel az A konnexio-
forma, mely csak lokalisan 1étezé kifejezés. Mivel az A konnexié egy nem trividlis vek-
tornyalabon adott, ezért az egyes H* koordinata-kérnyezetekben mas-més trivializiciokat
kell valasztanunk. Tegyiik f6l, hogy H"-on az A,, Fa_, mig H -on az

Ag’r = gilATg + gildga FA.g‘r = gilFArg
trivializaciokat valasztottuk. Ekkor azt irhatjuk, hogy

—SWQCQ(E) :/tT(FA/\FA) = /tI‘(FAT /\FAT)+ /tl" (FAgT /\FAg-r) =

S4 H+ H-

1 1
= /tr <FAT NA, — §AT NANA, —Fp, NAg + gAgr NAg, /\AgT> .
g3
A Stokes-tételt alkalmaztuk (2. tétel), s kihasznaltuk, hogy a két OH* ~ S* ellentétes
iranyitassal 4ll els az S* egyenlité menti szétvagasa soran. Beirva a trivializaciok alakjat,
ezt kapjuk:

1
—8m2Cy(F) = ~3 /tr(gldg Ag tdg A g tdg) — /d tr(g A, Adg).
53 53
Mivel az utolsé tag a Stokes-tétel miatt zérus, ezért valojaban az all el6ttiink, hogy

1

Co(B) = 2472

/tr(gldg A g tdg A g 'dg).
SS
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Ezt a kifejezést nagyon szépen interpretalhatjuk. Az integralban szerepls g fiiggvény f6l-
foghato gy, mint egy g : S — S® leképezés, s az integral konstrukci6 szerint csak az
E nyalabtol fiigg, ami nem jelent mést, mint azt, hogy a formula csak a ¢ homotopia-
osztalyara érzékeny, s ezért értékét azonosithatjuk e leképezés fokaval, mely homotopikus
invarians (a m3(S®) ~ Z egy eleme).

A YANG - MILLS-EGYENLETEK MEGOLDASAROL

(IV.4.9 ) A szerinti els§ variacidja szolgaltatja a Yang—Mills-funkcional Euler — Lagrange
egyenleteit, ezek alakja négydimenzi6s pszeudo-Riemann-sokasagon:

dA*FAIO.

Ehhez hozzavéve a (IV.4.7 ) Bianchi-azonossagot, kapjuk az un. (forrasmentes) Yang -
Mills-egyenleteket:
da*Fa =0, daFa=0. (IV.4.11)

Egy A konnexiot Yang — Mills-mezének hivunk, ha megoldasa a (IV.4.11 ) egyenleteknek,
hasonléan az elektrodinamikai vektorpotencidlhoz. Most mondjunk néhany szét az ilyen
egyenletek megoldéasarol, elGszor a Riemann-esetben. Rogton 1atjuk, hogy az 6ndualis, ill.
anti-6nduélis konnexidk, vagyis amelyek gorbiiletére xFp = £F 5 teljesiil, megoldasai az
egyenleteknek (IV.4.8 ) miatt. Amennyiben az X sokasidgunk nem kompakt, nem trivialis
kovetelményt tamaszthatunk e megoldasokkal szemben, ha kikotjiik, hogy a Yang— Mills-
funkcional e megoldasokhoz tartozo értéke véges legyen.

Definici6é. Az (X, g) Riemann-sokasidgon értelmezett (IV.4.9 ), (IV.4.11 ) Yang-Mills-
elmélet (anti-)insztanton-megoldasanak neveziink egy olyan A konnexiot, melynek gorbii-
leti 2-forméaja (anti-)6ndualis és a Yang—Mills-funkcional rajta folvett értéke véges (ha
netantan az X sokasidg nem kompakt).

E megoldasok tulajdonsagairdl és fizikai interpretdcojardl széolunk néhany szot e fejezet
végén. Most megmutatjuk, hogy e megoldasok kitiintetettek a Yang—Mills-funkcional
szempontjabol. Irhatjuk, (IV.4.8 ) felhasznalaséval:

|Fa £ +Fa|* = |[Fall> + ||  Fall> T 2(Fa, xFa) = 2||[F4ll” 7T 2 (Fa, *Fa).
Kovetkezésképpen
1
S(A) = ||FA||2 =+ (FA, *FA) + §||FA + *FA||2.

Ekkor vegyiik észre, hogy innen (IV.4.10 ) miatt azt kapjuk, hogy
S(A) > |Co(E)|.
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E szerint a Yang—Mills-funkcionél értéke a Riemann-esetben egy adott SU(n) struktara-
csoportl nyalab esetén nem lehet tetszGlegesen kicsi, a nyaldb mésodik Chern-osztélyéaval
alulrol becsiilhets. Lathato, hogy ha A (anti-)ondudlis, akkor a mésodik tag eltiinik,
vagyis pontosan az (anti-)onduélis megoldasokhoz tartozik a Yang—Mills-funkcional ab-
szolit minimuma. A Cy(FE) =: k egész szamot az insztanton topologikus toltésének, vagy
insztanton-szdmanak nevezik.

Magéatol vetddik fol a kérdés, hogy mi a helyzet a Yang—Mills-egyenletek nem-insztanton
megoldasaival, vagyis létezik-e a Yang — Mills-funkcionalnak az abszolit minimumtoél kiilon-
b6z6 kritikus pontja? Ejtsiink néhany szot errdl is. Altalanossiagban szinte semmit nem
tudunk mondani, szérvanyos eredményekkel kell beérniink.

Amennyiben G = SO(4), akkor az S* f5l6tt létezik a Yang— Mills-egyenleteknek egy meg-
oldasa, amely se nem Onduélis, se nem anti-6nduélis: ez nem mas, mint az érintényalab
Levi-Civita-konnexidja [1].

Megkérdezhetjiik, hogy vajon léteznek-e lokdlis minimumok, melyek nem 6nduélisak ill.
anti-ondualisak [1]7 A kerek S* folott egy A konnexiot gyengén stabilnak mondunk, ha
teljesiil r4, hogy

PSAW)|

de? =0

minden olyan sima egyparaméteres ¢t — A (t) konnexio-seregre, melyre |t| < € és A(0) = A.

3. Tétel (Bourguignon—Lawson). Minden gyengén stabil, kerek S* félotts Yangi — Mills-
mezd, melynek struktiracsoportja SU(2), U(2), ill. SU(3), vagy insztanton, vagy anti-
insztanton mezd. <&

Vagyis nincsenek tovabbi lokalis minimumok, minden maés kritikus pont, vagyis Yang-—
Mills-mez6 ,,nyeregpont”, ami azt jelenti, hogy e megoldasok nem stabilak.

Azis belathato, hogy az S* f516tt tetsz6leges struktiracsoport esetén az insztanton megold4-
sok izoldltak, vagyis nincs a kozeliikkben méas Yang—Mills-mez6 [10]. Ezek az eredmények
is indokoljak, hogy — legalabbis az SU(2) esetben — az insztanton-megoldasokra 6sszpon-
tositsuk maradék erénket.

Az a kérdés is motoszkalhat benniink, hogy az insztanton-fogalom mennyire szorosan
fonodik Gssze a Riemann-metrikaval, vagy masként mit mondhatunk a (IV.4.11 ) egyen-
letek 6ndualis megoldasarol Lorentz-sokasidgon?

Mint ahogy korabban lattuk, egy négydimenzios Lorentz-sokasagon (IV.4.8 ) miatt csak
komplexr 2-formak lehetnek * sajat-2-formai. Tehat, ha egy ilyen komplex 2-forma egy kon-
nexi6 gorbiilete, akkor a nyalab struktira-csoportjanak Lie-algebréja is komplex, amibél az
kovetkezik, hogy a struktuira-csoport is egy komplex Lie-csoport, vagyis olyan Lie-csoport,
ami egy komplex sokasagon adott.
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De belathatjuk, hogy egy komplex, kompakt Lie-csoport kommutativ kell legyen: ezt
tobbféleképpen megtehetjiik, pl. észrevéve azt, hogy egy komplex Lie-csoporton a nem-
kommutativitast mérs ux : G — C, px(h) := (d(ghg™'h™")|j=e, X) fiiggvény holomorf (itt
(-, X) a Lie-algebra tetsz6leges X elemén valo kiértékelés). Viszont a Liouville-tétel miatt
ez konstans kell legyen ha G kompakt, ami azt jelenti a mi esetiinkben, hogy csoportunk
kommutativ.

Tehat, abban az esetben, ha elméletiinknek vannak nem trividlis insztanton-megoldasai,
akkor két lehetGség all elGttiink:

(i) Az elmélet (komplex) struktira-csoportja nem kommutativ, de nem is kompakt: ez
fizikai szempontbdl kifogasolhaté, mert ekkor a Yang — Mills funkcional nem definit, s
igy az elmélet alapallapotai nem értelmezhetSk, ami az ilyen elméletek fizikai hasznéal-
hatosagat megkérddjelezi;

(ii)) A komplex struktira-csoport kompakt, de kommutativ is: az efféle elméletekbdl a
Yang — Mills koncepci6 sava-borsat ado nem-abelitas hidnyzik, tehat megint csak nem
varhatunk érdekes fizikai elméleteket.

Ezért a tovabbiakban mi a Lorentz-sokasdgokon megkereshetd komplex insztantonokkal
sem foglalkozunk, bar kifogasaink ,,pusztan” fizikai jellegtiek.

A YANG - MILLS-ELMELETEK FIZIKAI JELENTOSEGE

Az elektrodinamikai esethez hasonl6an bevezethetjiik a Dirac-mezéket, mint a korab-
ban konstrualt S spinornyalab szeléseit, melyeket az SL(2,C) spincsoport és a Yang-—
Mills elmélet G struktira-csoportja transzformal; vagy altaldnosan vehetiink egy F vek-
tornyalabot is R* f5l6tt, melyen adott az SL(2,C) valamint a G csoportoknak valamilyen
reprezenticioi. Vagyis az E vektornyalab szelései olyan klasszikus mez6ket irnak le, amely-
ek az SL(2,C) x G csoport szerint transzformalodnak, vagyis spinnel, valamint Yang-—
Mills-toltéssel rendelkeznek. A T'(E) szeléseket anyagmezdknek hivjuk. Ezeken a Yang-—
Mills-elmélet konnexid, gorbiilet, stb. objektumai operatorokként hatnak, teljesen hason-
l6an az elektrodinamikidban latottakhoz. Egy Yang—Mills-mez6 konnexié-forméjanak a
Lie-algebra alkalmas bazisdhoz tartozé komponenseit pedig kdzvetitd mezdknek nevezziik,
hamarosan latjuk miért. Foglaljuk Ossze ismét egy téblazatban, hogyan is fest a fizikai
mezdk geometriai interpretacioja.

Vélasszuk struktira-csoportként az G = SU(3) x SU(2) x U(1) félegyszerti Lie-csoportot:
az ehhez tartozé Yang- Mills-elméletet Standard Modellnek nevezziik. A szereposztés a
kovetkezd: alkalmas reprezentaciokbol felépitett vektornyaldbok szelései felelnek meg a
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GEOMETRIAI OBJEKTUMOK | FIZIKAI INTERPRETACIO |

Bazissokasag Térid6
Vektornyaldbok szelései Anyagmez6k (fermionok)
Konnexi6 vektornyaldbokon Kozvetité mez6k (bozonok)
A konnexi6 gorbiilete Yang — Mills-térerGsség

IV.4.2 Téblazat: Fizikai mez6k és geometriai megfelelGik

kvark-, ill. lepton-mezdknek (anyagmez6k). Az SU(3) nyolcdimenzios Lie-algebrajahoz
tartoz6 mezdket gluonmezdknek mondjuk, ui. e modellhez tartozé kvantumelméletben
ezek kozvetitik az erds kolesonhatast. Az SU(2) x U(1) csoport négy generatordhoz tar-
toz6 mezSket pedig W, Z°, ill. y-mezdknek nevezik, ahol is a v foton-mezd kozvetiti az
elektromégneses kolcsonhatast, a mésik harom a gyenge kolcsonhatist. Sajnos a tovabbi
részletek ismertetésére nincs moédunk helysziike miatt; csupan megjegyezziik, hogy a Stan-
dard Modell a részecskefizika utolso, kisérletileg is ellen6rzott elmélete.

Lattuk, hogy a Yang — Mills-elméletek furcsa tulajdonsaga, hogy Riemann-metrikaja sokasa-
gok felett téregyenleteinek legtermészetesebb megoldasai az insztantonok. Kérdés, hogy
lehetséges-e ezeket fizikailag értelmezni. Az Riemann-R?* félfoghat6 tgy is, mint a képzetes
idejii Lorentz-R*. A képzetes id6 folbukkandsa miatt azonnal a kvantummechanikai alag-
utazas jut esziinkbe, ahol a potencidlgddor egyik fenekén gubbasztéd részecske ,atkeriil” a
masik alapéllapotba a klasszikus tiltas ellenére.

A Yang— Mills-elméleti insztantonok is hasonl6an értlmezhetdk, az egyetlen kiilonbség az,
hogy itt a kvantummechanikai potencialt az elméletben természetesen folbukkané topolo-
giai eredetti gatak helyettesitik: az alapallapotok kiilonb6z6 csavarasi szamu osztalyokba
sorolhatok, melyek kozt a klasszikus atjaras tiltott, azonban insztantonok segitségével mégis
megtehetd; sajnos ez a kép nagyon kihasznéilja a lapos R? specialitasat, ennélfogva nem
varhato, hogy altalanosabb téridGosztaly folott is mikodik. Példanak okaért: stacionérius
fekete lyukakat leiré térid6kon az insztantonoknak — ha egyéltalan van — més szerepet kell
talalni. Minderrdl bévebben szol [5].

Ha most hozzakezdenénk a kvantum-Yang — Mills-elméletek kiépitéséhez, akkor a legigéret-
esebb az lenne, ha bevezetnénk az elmélet un. (euklideszi) Feynman-integrdljat, mely az
un. Z(M) allapot-Gsszeget adja meg:

Z(M):= | exp(—S(A))DA
/

ahol az integralast az M sokasag konnexidinak A,; affin terén kell elvégezniink; ebben
megakadélyoz minket az a szomoru folismerés, hogy a DA mérték teljesen rosszul definidlt
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és nem ugy tidnik, hogy a kozeljovében ezt a fogalmat sikeriil értelmezni. Ennek el-
lenére a Z (M) allapotosszegnek nagyon izgalmas matematikai tulajdonsigai vannak, amire
két példa is olvashaté6 Hausel Tamaés, ill. Szenes Andras eladasaiban. Annyit most
is észrevesziink, hogy a Z(M) integralhoz a legnagyobb jarulékot éppen az insztanton
megoldasok adjak, hiszen azok minimalizaljak az S hatast.

A kvantéalas barmely mas megkozelitésében is hasonl6 inkorrektségekkel talalkozunk, s ez
az oka annak, hogy a kvantumelmélet direkt megfogalmazasiban fizikai jelentéssel bird
kifejezések végtelennek adddnak; ezek az elméletbdl az in. remormdldssal tiintethetdk el.
Ez a technika stilusdiban emlékeztet a kozépkori alkimia varézsigéihez, titkos miiveleteihez,
melyeket csak a beavatottak értettek.
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1 Bevezetés

Az el6adassorozat! célja, hogy betekintést nyerjiink a Jones— Witten-elméletbe, mikdzben
athajozunk a szimplektus geometria, a geometriai kvantalas és a topologikus kvantummezé-
elméletek vizein.

Jones 1984-ben definidlta hires lancinvaridnsat az tigynevezett Jones-polinomot, amelynek
segitségével a csomobelmélet néhany, széz éves sejtését sikeriilt tisztazni. Atiyah 1988-as
Hermann Weyl-el6adadsaban vetette fel a problémét: hogyan konstrualjuk meg a Jones-
polinomot — amelyet addig csak a lanc két dimenziés diagramjaval tudtak definialni —
tisztan harom dimenziés modszerekkel? Witten 1989-ben vélaszolta meg a kérdést, amely
egyebek mellett hozzajarult ahhoz, hogy 1990-ben, Jones mellett, fizikusként elGszor, Fields-
érmet kapott. Witten igen eredeti modon egy 2+1 dimenzids topologikus kvantummezs-
elméletet (TKME) konstrualt, amelynek 3 dimenzios részébdl kiolvashaté a Jones-polinom.
Ez a TKME a fizikus korékben mar ismert Chern—Simons-elmélet — mellyel abeli eset-
ben példiul a szupravezetést lehet modellezni — amelyet a fenti torténet miatt Jones—
Witten-elméletnek is neveziink. A topolégus Freedman 1998-as ICM el6adésaban pon-
tosan ezt a Jones— Witten-elméletet javasolta egy tjfajta szamitdogép-technologia alapjé-
nak. Javaslata szerint, ha a Chern—Simons-elméletet, valamely fizikai elmélet modelljét,
hatékonyan mérni tudnank, akkor ez az djfajta szamitogép igen hatékonyan tudna sza-
molni a Jones-polinomot, ami Witten fenti eredménye szerint, korrelacios fiiggvények for-
méjaban ,kimérhets” az elméletb6l. A Jones-polinom szdmolésarol pedig ismert, hogy
egy NP-nehéz feladat, tehat egy szamitogép, amely a Jones-polinomot hatékonyan sza-
molja, minden NP-teljes problémét hatékonyan tud megoldani. Ez a lehet&ség egyébként
gok osztalyozasaért 1986-ban Fields-érmet kapott Freedmant szerzGdtette frissen alakult
matematikai kutatdcsoportja egyik iranyitojanak.

Az elkovetkez6 el6adasokban a witteni konstrukcié matematikai alapjait fogjuk attekinteni.

LA jegyzet megirasa kozben az NSF DMS 97-29992 szamt 6sztondijanak tdmogatésat élveztem a prince-
toni Institute for Advanced Study-ban.
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Megjegyzés. A téma jellegébdl adodik a fizikai és matematikai megkozelités keveredése,
ami igen nehézzé teszi a probléma talaldsat. Minthogy a célunk csupan a betekintés,
ezért nem bizonyitjuk itt a tételeket, ezeket az érdeklédé Olvasé a megadott irodalomban
megtalalja. Tovabba motivacidonk sokszor fizikai gyokerd, tehat a targyalas stilusa nem a
matematikiban megszokott szigoru logikai 1épések egymésutanja. A hangsily nem is a
fizikdn van. Hanem egyik oldalrdl a ,tiszta matematikan”, amit a fizikai motivaci6 ered-
ményez, a mésik oldalrél pedig a legijabb elméleti fizikai 6tletek konzisztencidjanak — a
kisérletek lehet&ségének hianydban — a modern geometriaban torténd tesztelésén.

2 A klasszikus mechanika matematikai modelljei

E fejezetben [1]-et kovetve a klasszikus mechanika harom matematikai modelljét definialjuk.
A newtoni modell a differencidlszamités, a lagrange-i modell a varidcidszamitas, a hamiltoni
modell pedig a szimplektikus geometria matematikai apparatusara épiil.

NEWTON-FELE MECHANIKA

Definici6. Az n pontbol 4ll6 Newton-féle mechanikai rendszer

(i) konfigurdcids tere egy N = 3n dimenzids euklideszi tér: M = RY =R® x ... x R?;
—_—

n

(ii) mozgdsa egy olyan v : I — M = R" sima leképezés, ahol I C R zért intervallum és
amelyre teljesiil a rendszer

(iii) mozgdsegyenlete: ¥ = F(y(t),%(t),t), ahol: F: TM xR =RY xR¥ x R — R sima

fiiggvény.
(iv) A v mozgas ty € int(I)-beli sebességuektora: (ty) = (i—;’)t:to = %%M €
RY;

(v) gyorsuldsvektora: %(ty) = (%)t:to.

Megjegyzés. Matematikailag egy Newton-féle mechanikai rendszert az F' fliggvénnyel adunk
meg.
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Példa: A kovetkezGkben definialjuk a konzervativ rendszert. Legyenek r; = (z3;_2, T3;_1,
T3;) € R® az i-edik témegpont koordinatai, ekkor az M = RY euklideszi tér (rq, ..., r,)-nel
illetve (z1, ..., 7y)-nel van koordinatazva. Tovabba legyen a konfiguréacios tér TM = RN x
RN érintstere (r1,...,7n,71,...,7)-nel illetve (x1,...,zy,41,...,2x)-nel koordinitazva,
ahol 7; = (&3j_9,T3;_1,%3;) € R®. Legyenek tovabba my,..., m, pozitiv valos szamok,
ahol m; az i-edik pont timege, illetve U : M = R¥ — R sima fiiggvény, melynek neve
potencidl-fiigguény. Ekkor legyen

oU oU oU
grad(U):E:(a—rl,,aT>
illetve ) L\ U 19U

Ily moédon F egy M — RN fiiggvény. Ezt komponélva a: TM x R — M kanonikus
projekcidval, latjuk, hogy F' definial egy Newton-féle mechanikai rendszert, melynek neve
konzervativ rendszer. Ekkor a newtoni mozgasegyenletek az

) oU
miY; = _50% (V.2.1)
2
alakot oltik, ahol s = 1,...,n és v; = 1, 0y : I — R® az i-edik pont mozgasa. Tehat a ~y
gbérbe mentén teljesiil az
o
87"1' ’

mm:— i=1,...,’l’L
differencidlegyenlet-rendszer.

A konzervativ rendszer kinetikus energidja

N 1 Y
Tzzimzr, 5
=1

ahol r; € R®, r? = 22, + 22 _, + 22 az r; vektor hosszanak négyzete. A konzervativ
v g 31—2 3i—1 31

rendszer teljes energidja az E =T + U : TM — R sima fiiggvény. Ezen definiciok mellett
a rendszer totalis energidja id6ben allandd, azaz megmarad, hiszen:

E:T—i-U:Zmii‘i—i-grad(U) = 0.

i=1
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LAGRANGE-FELE MECHANIKA

VARIACIOSZAMITAS

Definicié. Jeldlje G a v : I — RY sima gorbék egy halmazat. Ekkor egy ® : G — R
leképezést funkciondlnak neveziink. A & funkcional differencialhaté a v € G -nél, ha
teljesiil, hogy:

®(y + h) = ®(y) = 09(y, h) + M (7, h),

ahol:

(i) h a varidcid, ahol is h € G, és v+ h € G a pontonkénti Gsszeadéassal definialt,
(ii) 0P linearis h-ban, azaz: 0®(h) + 0P(h') = 0®(h + K'),
(iii) M(v,h) = O(h?), azaz |h| < € és | 2| < € esetén M| < c- €.

A v € G gorbe a ® funkcional extremdlisa, ha & differencialhaté y-ban, és minden h € G
esetén teljesiil, hogy: 0®(y,h) = 0.

Példak:

(i) Ha G := {v : I — R"sima gorbe és I C R} akkor

t1

o) = [ ViTid,

to
a ,grafikon hossza” funkcional.

(i) Legyen G := {v : [to,t:] — RY sima gorbe, gy, hogy: v(ts) = zo,7(t1) = 1},
tovabba legyen L : RY x RY x R — R sima fiiggvény, amelyet Lagrange-fiiggvénynek
mondunk. Ekkor minden vy € G mellett értelmes a

t1

(I)L(’Y) = /L(7> rya t)dt

to

funkcional, amelyet hatdsintegrdlak neveziink.
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1. Tétel. Eqy v € G gérbe akkor és csak akkor extremdlisa a fenti ® funkciondlnak, ha
v mentén teljesil a

doL dL

— - =0, V.2.2
dt oz Oz ( )
un. Euler—Lagrange-egyenlet, ahol:
(i) 55 =pry ograd (L),
(i1) % = pr o grad (L),
itt a pry : RY xRY xR — RN vetités az elsé z = (z1,-..,7n)-€l, pry : RY xRN xR — RV
a mdsodik & = (&1, ...,1y)-el koordindtizott RN faktorra. A p; = % mennyiséget az i-
edik dltaldnositott impulzusnak, mig az F; = % mennyiséget az i-edik dltaldnositott erének

nevezzik. <

Példa: Tekintsiik az elébb definidlt konzervativ rendszert. Legyen L = T — U o pry
t1

Lagrange-fiiggvény a munka-fiiggvény. A ®p(y) = [ L(v,%,t)dt hatasintegral pedig a v
to

mentén végzett munka. Ekkor az Euler-Lagrange-egyenlet

_dor oL _ . 0U
N dt@rz 87‘i N 67'1’

ekvivalens a (V.2.1 ) newtoni mozgasegyenlettel. Tehat egy 7 gorbe akkor és csak akkor
mozgasa a konzervativ newtoni rendszernek, ha 7 extremalisa a ®; hatisintegralnak. Ez
a Hamilton-féle legkisebb hatds elve.

A LAGRANGE-FELE DINAMIKAI RENDSZER DEFINICIOJA

Definici6é. A Lagrange-féle mechanikai rendszer

(i) konfigurdcids tere egy M sima sokasag;
(ii) szabadsdgi fokainak szdma dim(M), M dimenzibja;

(iii) Lagrange-figgvénye egy L : TM x R — R sima fiiggvény;

t1
(iv) hatdsintegrdlja ®r(v) = [ L(v,7, t)dt alakd;

to

(v) mozgdsa olyan vy : [ty,t;] — M gorbe, amelyen & extremalis.
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Definici6. A fenti adatokkal adott Lagrange-féle dinamikai rendszert

()
(i)

autonomnak nevezziik, ha az L Lagrange-fiiggvény idé6fiiggetlen;

természetesnek nevezziik, ha a Lagrange-fliggvény egy M-en adott Riemann-metri-
kabol? és U : M — R sima potencialfiiggvénybél szamithato a kovetkezéképpen: A
kinetikus energiat az x € M és v € T, M pontban a T'(z,v) = g,(v,v) formuléval
definialjuk. A Lagrange-fiiggvény pedig L =T — U alaka. Minthogy az igy definialt
L idéfiiggetlen, latjuk, hogy egy természetes rendszer autonom.

Példak:

()

(i)

Tegyiik fel, hogy egy mq,...,m, tomegid r{,...r, helyzetvektort pontok rendsze-
rét valamely kényszerfeltétel® egy M C R3” m-dimenzi6s részsokasagon tartja ugy,

hogy a rendszer dinamikajat az L = 1 Z m;r? — U Lagrange-fiiggvény frja le, ahol

U : M — R valamely sima potenciél- fuggveny Egy ilyen rendszert 3n — m holonom
kényszerfeltétellel korldtozott n-ponti rendszernek neveziink. Ez a ,jtermészetben” leg-
gyakrabban el6fordul6é példa természetes Lagrange-féle dinamikai rendszerre. Innen
az elnevezés.

Gombinga esetében a konfiguracios tér az S? C R?, a 2 dimenzi6s gdmb, sikinganal,
a S! C R? korvonal, mig kettds inganal egy torusz, azaz: S' x S1 =T? CR? x R? a
konfiguracios tér.

Feladat: Mi eqy két végén rogzitett, 3 csukloval dsszekdtiott 4 ridbol dllo rendszer konfigu-
rdcids tere?

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy a természetes Lagrange-féle dinamikai rendszer mozgéasai

nulla

potencial esetén pontosan az M Riemann-sokasag geodetikusai.

HAMILTON-FELE MECHANIKA

LEGENDRE-TRANSZFORMACIO

Definicié. Ha az f : RY¥ — R sima fiiggvény konvex, azaz a fiiggvény Hessidnja a

( 65{;;},) métrix pozitiv definit; akkor az f fiiggvény Legendre-transzformdltjanak nevezziik

azt a

g: (RV)" — R leképezést, amelyre teljesiil, hogy minden £ € (RV)" esetén
9(&) == max{(¢ | z) — f(z)}.
z€RN

2Ez egy g, euklideszi forma T, M-en, amely x-ben siméan véltozik.
3Példaul rudak a tédmegpontok kozott.
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A Legendre-transzforméacié tulajdonsagai:

(i) Az f : R — R konvex fiiggvény g : (R")* — R Legendre-transzformaltja szin-
tén konvex és g Legendre-transzforméltja pedig f. Azaz a Legendre-transzforméacio
involutiv.

(ii) Legyen f : R* — R az A = (a;;) pozitiv definit matrixa kvadratikus forma, azaz
f= Z” a;jz;x;. Ekkor f konvex és Legendre-transzformaltja g = Z” bi;&i&; pedig
egy B = (b;;) métrixa kvadratikus forma, melyre B = A™!, és igy pozitiv definit.

A HAMILTON-EGYENLETEK

Legyen L : RY x RN x R — R a Lagrange-fiiggvény tgy, hogy z € RY és t € R mel-
lett legyen L, ; : RY — R konvex*, ekkor a H,;: - (]RN )* — R jeloli az L, fliggvény
Legendre-transzformaltjat. Az ily modon nyert H : RV x (RV)" x R — R fiiggvényt
Hamilton-fiigguénynek hivjuk. A kovetkezd tétel az Euler —Lagrange-egyenlet Legendre-
transzforméaciojat irja le:

2. Tétel. Az Euler— Lagrange-eqyenlet ekvivalens az aldbbi 2n darab elsérendid differen-
cidlegyenlettel, az ugy nevezett Hamilton-eqyenletekkel:

. OH
pi = £
oOH
i = V.2.3
minden 0 < ¢ < n-re; ahol ¢; = x; a pozicicid, p; = (% az tmpulzus koordindtdk. <

1. Kovetkezmény. A Lagrange-féle mechanikai rendszer dinamikdja leirhato a Hamilton-
egyenletekkel. <&

SZIMPLEKTIKUS GEOMETRIA

Eme alfejezetben a szimplektikus geometria alapveté fogalmait ismertetjiik, a hamiltoni
mechanika matematikai megalapozésa végett.

4Példaul ha a rendszer természetes, akkor L, ; egy pozitiv definit kvadratikus alak, és igy konvex.
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Egy szimplektikus sokasag, hasonléan a késGbbiekben definidlandé komplex és Kéhler-
sokasagokhoz, egy differencialhato sokasig extra struktiuraval. Egy extra struktira defi-
nialdsa egy differencidlhaté sokasdgon harom szinten torténik: infinitezimalis, lokalis és
globélis szinten. Azaz el§szor infinitezimalisan a p € M-beli T,M érintStéren, tehat a
linearis algebra felségvizein, méasodjara lokalisan a p € M pont koriil, tehat lényegében
R"-en, és végiil globalisan az egész M {olott.

A szimplektikus sokasag infinitezimélis modellje a szimplektikus vektortér. Miel6tt tovabb
megyiink, az Olvasoé elevenitse fel a Matolcsi-el6adésbol, a szimplektikus vektortérrél szolo
fejezetét!

Most meghatarozzuk mit értiink majdnem szimplektikus sokasdgon.

Definici6. Az (M,w) part majdnem szimplektikus sokasdgnak nevezziik, ha M differen-
cialhato sokasag és w € Q2(M) = I'(M, A% (T*M)) egy differencialhaté 2-forma tgy, hogy
(wp) nem elfajulé bilinearis forma 7, M-en minden p € M-re.

Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a fenti definici6 ekvivalens azzal, hogy minden p € M-
re adott a (7,M,w,), p-ben siméan véltozo6 szimplektikus vektortér-struktira 7, M-en.

Példa: Legyen az R*™ = (qy, ..., Gn, P1, ---, Pn) €uklideszi téren az w differencialhato 2-forma
az

w:id%’/\dpi

=1

formulaval adva. Ez nem mas, mint a konstans kanonikus szimplektikus vektortér-struktira
R* = T,R?"-en s igy az el6z6 definici6 értelmében (R?*",w) egy majdnem szimplektikus
sokasag. Ezt a majdnem szimplektikus sokasagot hivjuk a szimplektikus sokasigok ,stan-
dard modelljének”.

Definici6. Egy (M,w) majdnem szimplektikus sokasag integrdlhatd, ha lokalisan izomorf®
a standard modellel, azaz minden p € M pontnak van olyan nyilt U C M kornyezete, hogy
(U,w|p) izomorf a standard modell egy nyilt részével.

3. Tétel (Darboux). Egy (M?",w) majdnem szimplektikus sokasdg akkor és csak akkor
integrdlhato, ha teljesil a Darbouz-féle integrdlhatosdgi feltétel: dw = 0. &

Megjegyzés. A tétel egyik iranya konnyen lathatd, ugyanis, ha (M,w) egy szimplektikus
sokasag, akkor a fenti definici6 szerint lokalisan izomorf a standard modellel, amelyre vi-
n
szont dw =d ( dg; A dpz-> = 0, hiszen d? = 0.
i=1

1=

5M4s széval majdnem szimplektikus struktarat tartéan diffeomorf.
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Szimplektikus sokasagnak tehat egy integralhatd, majdnem szimplektikus sokasigot neve-
ziink. A Darboux-tétel szerint ezzel a definicioval ekvivalens a kovetkezd:

Definici6. Az (M,w) par egy szimplektikus sokasdg, ha M differencialhato sokasag, w €
O?(M) egy differencialhat6 2-forma, amely sehol nem elfajuld, és dw = 0.

2. Kovetkezmény. Egy (M, w) szimplektikus sokasdg minden p € M pontja kéril léteznek
n

lokdlis (q1,-- -, Gn, D1, - - -, Pn) koordindtdk, melyekkel w =Y dg; Adp; alaki. <©
i=1

Példak:

(i) A (R?™,w) standard modell nyilvan egy szimplektikus sokasag.

(ii) Legyen @ egy sima sokasag. (Példaul gondolhatunk @-ra, mint egy Lagrange-féle
mechanikai rendszer konfiguréacios terére.) Megmutatjuk, hogy @ duélis-érinténya-
labja T*(Q szimplektikus sokasag, egy kanonikus w szimplektikus forméaval. El&szor
konstrualunk egy un. szimplektikus potencidlt, azaz egy 6 differencidlhato 1-format,
melyre df = w. A konstruélando6 @ € Q' (17*Q) szimplektikus potencial neve: Liouville-
1-forma. Egy differencial 1-forma egy sokasdgon val6jaban csak a duélis-érinténya-
labnak a szelése: 6 € T'(T*Q,T*(T*Q)). Ahhoz, hogy ezt definialjuk, elég, ha meg-
mondjuk, hogy egy tetszéleges X € I'(T*Q,T(T*Q)) vektormezén kiértékelve, mely
sima fliggvényt kapjuk. A kovetkez6 formula tehat definialja a Liouville-1-format:

(0| X)gp = p(T7(X))(9), (V.24)

ahol ¢ € Q, p € T,;Q & T : T(T*Q, T(T*Q)) — I'(Q,TQ) a 7 : T*Q — @ vetités
derivaltja.

Legyen (q1,...,q,) egy koordinata-rendszer Q-n és legyen (qi,...,qn,P1,.-.,Dn) 2
hozz4 tartoz6 koordinata-rendszer T*@Q-n, tehat p;(dg;) = d;;. Ekkor a fenti (V.2.4)

definicio a .
0= pdy
i=1

lokalis alakot Olti.

Ha tehat w = df egyenlettel definidljuk az w differencialhat6 2-formét, akkor w az

w:zn:dpi/\d%'

i=1
lokalis alakot 0lti, és igy w valoban egy szimplektikus forma.

Ha Q = R® akkor R*® = T*R" mellett visszanyerjiik a standard modellt.
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(iii) Vizsgaljuk meg, mely S?* gombok lehetnek szimplektikus sokasagok! Tegyiik fel,
hogy w € Q?(S5?") egy szimplektikus forma. Mikor n # 2, akkor az Etesi-el6adas (4)
formuldjabol H ,(S5?") = 0 és igy létezik 0 € Q'(S?") szimplektikus potencial, tehat
hogy df = w. Azonban w sehol nem elfajuld, ami azt jelenti, hogy w” = wA ... Aw

n
egy sehol nem eltiin maximélis foki-forma, és emiatt S?"-en vett integralja nem
nulla, tehat:

0 % /w": /(d&)”z /d(aA(do)nl)zo

SZn

Stokes tételébsl. Ellentmondésra jutottunk, ami azt jelenti, hogy n > 1 esetén S2"
nem szimplektikus sokasag! Ervelésiink altaldban azt mutatja, hogy egy kompakt
szimplektikus sokasag masodik de Rham kohomolégia csoportja nem trividlis.

Mikor n = 1, akkor viszont rengeteg szimplektikus forma van S%-n. Ugyanis minden
sehol nem eltiing differencial 2-forma definial egyet. Ilyenbdl pedig rengeteg van,
hiszen S? iranyithat6. Ugyanez az argumentum mutatja, hogy minden iranyithato
feliileten rengeteg sok szimplektikus struktira van.

Definicié. Legyen f : M?" — R sima fiiggvény az (M?",w) szimplektikus sokasagon.
Ekkor df € Q'(M) = I'(M,T*M) differencialhaté 1-forma definial egy X; = (w®) *(df)
vektormez6t, az f fiigguény Hamilton-féle vektormezdjét, ahol az w# : TM — T*(M)
izomorfizmust az w € Q*(M) = T'(M,A*T*M) C T'(M,T*M ® T*M) sehol nem elfajul6
forma adja meg.

Megjegyzés. Lokalisan egy (q1,- .-, Gn, P1, - - -, Pn) koordinata-rendszerben

formulaval adott. Ezért egy v : I — M sima gorbe mentén pontosan akkor teljesiilnek a

_ _of
pi = Ba:

) of
9 =

Op;



98 V. GEOMETRIAI KVANTALAS ES A JONES— WITTEN-ELMELET

Hamilton-egyenletek, ha teljesiil a koordinata-fiiggetlen §(t) = X;(y(t)) egyenlet!

Definicié. Két f,g € C*°(M) sima fiiggvény Poisson-zdrdjele az {f,g} = X;(g) sima
fiiggvény.

Megjegyzés. Lokalis koordindtdkban ez:

 ~0fdg Of 9g
iad= ; Op; 0q;  Oq; Op;

A Poisson-zardjel tulajdonsagai:

(i) Antikommutativ: {f, g} = — {9, f};
(ii) teljesiti a Jacobi-azonossdgot: {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0.

Tehat a Poisson-zardjel egy Lie-algebra struktirat definial C*°(M)-n. Az
Xirgy = X7, Xyl (V.25)

azonossag pedig azt mutatja, hogy az f +— Xy egy Lie-algebra-homomorfizmus.

A HAMILTON-FELE MECHANIKAI RENDSZER DEFINICIOJA

Miutan kidolgoztuk a sziikséges szimplektikus geometriai fogalmakat, definidlhatjuk a
Hamilton-féle mechanikai rendszert:

Definici6. Egy Hamilton-féle (autondm) mechanikai rendszer

(i) fdzistere egy (M?", w) szimplektikus sokasag;
(i) Hamilton-figguénye egy H : M®" — R sima fiiggvény;
(iii) Hamilton-féle vektormezdje Xg € T'(M,TM);

(iv) mozgdsa egy olyan v : R — M?" sima gorbe, amelyre teljesiil a rendszer

)
(v) Hamilton-egyenlete: ¥ = Xpg.

Példa: Az 2. fejezetben elmagyaraztuk, hogyan Legendre-transzformélhatjuk az Eu-
ler — Lagrange-egyenletet a Hamilton-egyenletbe R" konfiguricios téren. Ha ezt a defini-
ciot lokalisan megtartjuk, akkor a Legendre-transzforméci6 egy M konfiguriciés terd L :
TM — R Lagrange-fiiggvényti Lagrange-féle mechanikai rendszert egy T*M fazisterti®

6A standard szimplektikus strukttraval. Vo (V.2.4 ).
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H : T*M — R Hamilton-fiiggvényd Hamilton-féle mechanikai rendszerbe viszi, amelynek
Hamilton-egyenlete lokalisan (V.2.3 ), glob4lisan (v) alaki.

A kozonséges differencidlegyenletek alaptételébdl kovetkezik, hogy egy X vektormezd loké-
lisan general egy egyparaméteres ¢% diffeomorfizmus-csoportot, — az M diffeomorfizmus-
csoportjanak egy t € I C R-rel paraméterezett részcsoportjat —, amelyre (%q&%)tzo = X.
Ha Xy egy H Hamilton-fiiggvényhez tartozo vektormezs, akkor ¢ neve fizisiram. Az
elnevezést az indokolja, hogy egy Hamilton-féle mechanikai rendszer esetén a fazisaram
explicite leirja az egész rendszer dinamik4jat, amennyiben az m € M pontbdl a rendszer ¢
id6 milva az ¢% (m) pontba keriil.

Definici6. Egy (M?",w) fazister@ H : M** — R Hamilton-fiiggvényt Hamilton-féle
mechanikai rendszer egy elsd integrilja (vagy megmaradd mennyisége) az f : M*" — R
sima fiiggvény, amely invaridns az Xg altal generalt g{)tXH fazisarammal szemben, azaz ha

3. Kovetkezmény. Egy f : M?" — R sima fiigguény akkor és csak akkor a rendszer egy
elsd integrdlja, ha {f,H} = Xy f=0. <

Példak:

(i) A Poisson-zardjel antikommutativitasabol kovetkezik, hogy {H, H} = 0, azaz H a
rendszer els integralja, az energia megmarad. Ez az energiamegmaradds elve.

(ii) A Jacobi-azonossaghol kovetkezik, hogy az els6 integralok (C*(M),{,}) egy rész-
Lie-algebrajat alkotjak, azaz ha f és g els6 integral, akkor {f, g} is els6 integral.

4. Tétel (Liouville). Tekintsiink eqy H : M** — R Hamilton-figguénytd hamiltoni rend-
szert. Legyen Fy = H. Ha Fy,...,F, € C®(M) n figgetlen” elsé integrdl és {F;, F;} =0
minden 1, j-re, akkor a rendszer teljesen integrdlhato, azaz a Hamilton-egyenlet ,explicite”
megoldhatd®.

Megjegyzés. E tétel jelentGségét mutatja, hogy a dinamika lényegében minden megoldott
rendszere valojaban teljesen integralhaté hamiltoni rendszer.

"Azaz (dF1)g, ..., (dF,),; € TFM linedrisan fiiggetlen minden z € M pontban.
8 A pontos megfogalmazast 1d. [1] 259-260. oldal4n.
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3 Szimplektikus sokasagok geometriai kvantalasa

Az el6z6 alfejezetekben lattuk, hogy a klasszikus mechanika hamiltoni modelljét a szimplek-
tikus geometria matematikai apparatusa alapozza meg. A geometriai kvantalas feladata,
hogy a klasszikus mechanikarél kvantummechanikara valé attérést szimplektikus geometriai
modszerekkel valositsa meg. A kovetkezd tablazat a hamiltoni, klasszikus illetve kvantum-

mechanika matematikai modelljét hasonlitja Ossze.

Hamiltoni mechanika H

Klasszikus mechanika

Kvantummechanika

fazis- ill. allapottér

(M,w) szimplektikus sokasag

P(H) projektivizalt
Hilbert-tér

megfigyelhetd mennyiség

f M — R sima fiiggvény

A : H — H szimmetrikus

operator
Hamilton-fiiggvény H € M — R sima fiiggvény | H : H — H szimmetrikus
ill. operator operator

mozgas

Xy hamiltoni vektormezs
generélta fazisaram

e jdéfejleszts operator

generalta ido6fejlodés

V. 3.1 Tablazat: A mechanikai modellek 6sszehasonlitasa

Dirac altalanos kvantalasi szabalyai: A kvantalas egy egységelemes valos Lie-algebra-
homomorfizmus a klasszikus megfigyelheté mennyiségek (C*(M),{,}) Lie-algebrajarol a

kvantumos megfigyelhetd mennyiségek (O,i[,]) Lie-algebrdjéba. Més széval minden f :
M — R sima fiiggvényhez, azaz klasszikus megfigyelhet6 mennyiséghez egy f : H — H

szimmetrikus operatort, azaz kvantumos megfigyelheté mennyiséget rendeliink gy, hogy

teljesiil a kovetkez6 harom axioma:

(Q1) f > f leképezés R-linearis

(Q2) ha f = ¢ konstans fiiggvény, akkor f = cly

(Q3) ha {fi, fo} = fs akkor [f‘l,fé} =ifs
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Megjeqyzések.

(i) Minthogy a pozicié és impulzus koordinatakra teljesiil, hogy {¢;,p;} = 1 a (Q2) és
(Q3) axiéma azonnali kovetkezménye a [G;, p;| = 113, Heisenberg-féle hatarozatlansagi
relacio.

(ii) Nem minden (Q1), (Q2) ill. (Q3) axi6mat teljesitd abrazolas tekinthetd fizikiailag
ésszerti kvantummechanikai rendszernek. Baj, ha a H Hilbert-tér tal nagy” illetve
ha bizonyos esetekben az dbrazolas reducibilis.

ELOKVANTALAS

Egy (M?",w) szimplektikus sokasdg Liouville-féle térfogati formdja az v = “7’1—? differenciél
csucs-forma, azaz 2n-forma. Minthogy w sehol nem elfajuld, v sehol nem tiinik el. Lokalisan
n

egy kanonikus koordinata-rendszerben w = ) dg; A dp;, tehat
i=1

v=dg A...dg, Adp; A ... ANdp,.

Az el6kvantalas Hilbert-tere
H:=L*(M) = 1/J:M—>(C;/|¢|2<+oo :
M

ahol a skalarszorzat a

.o = [ vo
M
definicioval adott. Az (V.2.5 ) azonossagbol latjuk, hogy az

F) =iXs)

meghatérozas teljesiti (Q3)-at és trividlisan teljesiti (Q1)-et. Azonban nyilvan f(c) = 0,
tehat (Q2) nem teljesiil. Hogy (Q2) teljesiiljon modositsuk az el6z6 probalkozést:

F@p) = iX () + fep.

Ez most mér teljesiti (Q2)-t és persze (Q1)-et. Most viszont (Q3) romlott el. Hogy (Q3)-at
tjra igazza tegyiik, s kozben (Q1) és (Q2) se romoljon el, becsempésziink egy tjabb tagot
a képletbe:

F) =i [X; () + 2mi(0(X,))Y] + fop = i(dyp + 2mipd) (Xp) + fp (V.3.1)

ahol df = w szimplektikus potencial.
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Ezzel a definiciéval t6bb probléma is van. Elszor is nem mindig létezik globélisan definialt
szimplektikus potencial M-en. Valoban, ha M kompakt, w nem nulla kohomologia-osztalyt
reprezentdl, azaz nem létezik szimplektikus potencial. Ha viszont létezik szimplektikus po-
tencial, akkor meg nem egyértelmid. Mindkét problémat megoldhatjuk, ha észrevessziik,
hogy a fenti hozzarendelésben megjelens d + 27 operator pontosan egy komplex vonal-
nyalabon adott, 2mif konnexié métrixi, V konnexi6 lokalis alakjaval egyezik meg?, mig a
df = w feltétel e konnexié gorbiiletére a Fy = 2midf = 2miw feltétellel ekvivalens. A fenti
észrevételek a kovetkezs tétellel foglalhatok Ossze:

5. Tétel (Az el6kvantalas alaptétele). Tegyiik fel, hogy az (M,w) szimplektikus sokasdgon
adva van eqy L — M hermitikus'® vonalnyaldb és eqy V konnexié L-en gy, hogy Fy =
2miw. Ekkor a

Hr = { L négyzetesen integralhato szelései a (s, s’) = / (s, s')v skalarszorzattal

M

Hilbert-tér illetve a

Co(M)>frf: Hi — Hp
s = 1Vx, s+ [s

definicidval adott hozzdrendelés kielégiti Dirac (Q1), (Q2), (Q3) kvantdldsi szabdlyait. <&

Definici6. Az (M, w) szimplektikus sokasag kvantdlhatd, ha létezik az el6z6 tételbeli (L, V)
par, melynek neve: eldkvantdlo nyaldb.

Megjeqyzés. A Chern—Weil-elméletbdl kovetkezik!'!, hogy

oriFo| =) € m (12(,2) » (4, R)

Azaz, ha egy (M, w) szimplektikus sokasig kvantalhato, akkor
[w] € im (H*(M,Z) — H*(M,R))

egy egész kohomologia-osztalyt reprezental. Megmutathatd, hogy ez az 4allitas egyszeresen
Osszefliggd sokaséagra visszafelé is igaz, azaz:

6. Tétel. Egy (M,w) egyszeresen dsszefiigd szimplektikus sokasdg akkor és csak akkor
kvantdlhato, ha w egész kohomoldgia-osztdlyt reprezentdl, azaz

W] € im (H*(M, Z) — H*(M,R)) . ©

9Ld. Etesi-elsadas (IV.4.2).
10 Azaz egy komplex vonalnyal4b egy a fibrumokon siman valtozé hermitikus formaval.
HT.d. Etesi-el6adas 78-79. oldal.
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Példa: Legyen () sima sokasag, tekintsiik a (7*Q,w) szimplektikus sokasagot (V.2.4 ).
Ekkor létezik egy kanonikus globalis szimplektikus potencial, mégpedig a 6 Liouville-1-
forma. Ezért valaszthatjuk a trividlis L = M x C komplex vonalnyalabot és V = d + 2mi6.
Ekkor Fy = 2midf = 2miw, tehat (M, w) kvantalhato és (L, V) egy el6kvantaléo nyalab.
Ha most Q@ = R* = (q,...,q,) akkor Hy = L?(R?") és p; = —ia% illetve ¢; = —ia%i + ¢
Latjuk, hogy a Hilbert-tér ,tal nagy”, azaz a hullamfiiggvények nem csak a pozici6tol,
hanem az impulzustél is fiiggnek.

A kovetkezSkben a fenti (illetve més, itt nem részletezett) probléméak megoldasaképpen
csak olyan hullamfiiggvényeket fogunk tekinteni, amelyek nem fiiggenek az impulzus ko-
ordinataktol, azaz konstansok a kotangens tér iranyaban. Minthogy koordinataktol fiig-
getleniil szeretnénk dolgozni, be kell vezetniink a polarizicié fogalmat.

POLARIZACIOK

Definici6. Egy D C T'M k rangi résznyaldb neve: k-altér-disztribicio. Egy D C TM
altér-disztribicio integrdlhatd, ha X,Y € I'(M, D) esetén [X,Y] € I'(M, D).

Példak:

(i) Egy l-altér disztribucié mindig integralhato, hiszen [, ] antikommutativ.

(ii) Egy M sokasag k-dimenzids diszjunkt részsokasidgokkal torténd lefedése egy rétegezés,
ha lokalisan ez az el6allitds R” parhuzamos k dimenzios affin altereivel torténé fedéssel
ekvivalens. A rétegezésben résztvevs részsokasag neve: levél. A levelek érinté terei
egy k-altér-disztribuciot hataroznak meg. S6t konnyen lathato, hogy ez a disztribucio
integralhat6. Megmutathato, hogy ez forditva is igaz, tehat egy disztribici6 akkor és
csak akkor integralhatd, ha egy rétegezéshez tartozik.

(iii) Egy fibralt nyalab teljes terét a fibrumok rétegzik. Igy példaul a T*M duélis-érinté
nyalab teljes terét a dudlis-érint§ terek rétegzik és igy a levelek érintGterei egy D
n-altér-disztribiciot definidlnak. Vegyiik észre, hogy w, a kanonikus szimplektikus
forma, teljesiti az w;|p, = 0 feltételt, mas szoval D, C T,(T*M) egy Lagrange-altér'?.

A kovetkez6 definicié ezt a rétegezést altalanositja koordinata-fiiggetlen médon tetszGleges
szimplektikus sokasagra.

Definici6. Egy (M?",w) szimplektikus sokasag egy P C TM n-altér-disztribtcioja egy
polarizdlds, ha P integralhaté és minden x € M pontra w,|p, = 0, vagyis P, C T,M
Lagrange-altér.

12y5. Matolcsi-eléadés.
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Egy polarizaciot teljesen integralhatonak mondunk egy H : M — R Hamilton-fiigvényre
nézve, ha Xy € P.

Megjegyzés. Ha a P polarizacio teljesen integralhaté a H Hamilton-fiigvényre nézve, akkor
a Hamilton-egyenletet elméletileg meg tudjuk oldani. Ugyanis ez esetben a mozgas a
polarizacié generalta rétegezés levelein torténik. Egy levélen pedig megmutathato, hogy a
mozgas ,linearis” egy kanonikusan definialhat6 lapos torziémentes konnexiora nézve [11].

Példak:

(i) A fent definialt disztribici6 T*M-en tehat nyilvan egy polarizalas. Ha azonban a
H : T*M — R Hamilton-fiiggvény egy természetes Lagrange-féle mechanikai rend-
szer Lagrange-fiigvényének Legendre-transzformaltja, akkor H mindig fiiggeni fog
az impulzus-koordinataktol, és igy Xy sohasem csak duélis-érinté iranyi!3, azaz a
polarizacié nem teljesen integralhat6. Eléfordul azonban, hogy egy mésik polariza-
ci6 teljesen integralhat6 lesz H-ra nézve, és akkor a dinamikai probléma elméletileg
megoldhato.

(ii) Legyenek {H = F, F,,..., F,} egy teljesen integralhat6 hamiltoni rendszer linearisan
fiiggetlen paronként involucioban all6 elss integraljai (1d. 4. Tétel). Ekkor kénnyen
lathatoan az F' = (Fi,..., F,) : M — R" leképezés szintfeliiletei egy H-ra nézve tel-
jesen integralhatoé polarizaciot definialnak. Tehat a 4. Liouville-tétel specialis esete
a fenti megjegyzésnek.

Definicié. Legyen P C TM egy polarizacio, (L, V) egy el6kvantalo-nyalab az (M, w)
szimplektikus sokasagon. Ekkor egy s € T'(M, L) szelés polarizdlt, ha Vxs = 0 minden
X el(M,P)CcT(M,TM).

Megjegyzés. Lokalisan léteznek polarizalt szelések, lévén Fy = 2miw és w|p, = 0 tehat a V
konnexié gorbiilete nulla a levelek irAnyaban.

A kvantalas terve: Legyen Hp az L el6kvantalo-nyaldb

polarizalt L?-szeléseinek Hilbert-tere. Ezt a teret tekintjiik a kvantalas Hilbert-terének.
Megmutathat6, hogy ez esetben f(Hp) C Hp akkor és csak akkor, ha f meg6rzi P-t,
azaz Xy € I'(M, P). Sajnos Hp trivialis valos P polarizalas esetén. Ahelyett, hogy ezt a
problémat megoldanank valds polarizaciokra'* | bevezetjiik a Kdhler-polarizdcio fogalmat
és megmutatjuk, hogy ez esetben a fenti terv nagyon szépen miikodik.

13M4s széval a pozicidé sohasem megmaradd menyiség.
1A probléma megoldasat 14sd [11]-ben.
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KOMPLEX SOKASAGOK

Definici6. Legyen V n dimenzids valos vektortér.
(i) AVe =V erC, azaz Ve = {X +iY|X,Y € V} komplex vektortér a V' komplezifikdlt
vektortere.
(ii) Ha Z = X + 1Y € Vg, akkor a konjugdlt vektor a Z = X —iY.

(iii) Ha W C V¢ komplex altér, akkor W = {Z|Z € V¢} a konjugélt altér.

Megjegyzés. Ha J egy komplex struktira V-n, akkor tekinthetjiik V¢
P ={JX)+iJ(Y)=iX =Y}

komplex alterét. Egyszertien lathato, hogy P; x P; = V¢ (azaz P C P = 0 és Pj n-
dimenzi6s). Konnyen megmutathato, hogy ez igaz forditva is:

Lemma. Létezik egy egy-egyértelmi megfeleltetés a V-n adott J komplex struktirdk és a
P x P = V¢ tulajdonsdgi P C Vi komplex alterek kézott. <

Definici6. Egy (T,M,J,) z-ben siméan valtozé komplex struktira M-en egy majdnem
komplex struktirdt definial.

Példa: Az R?"-en adott konstans J komplex struktirat, amely minden érintétéren a
kanonikus komplex struktirat adja, a komplex sokasagok standard modelljének nevezziik.

Definici6. Egy (M, J) majdnem komplex struktira integrdlhatd, ha minden pont valamely
kornyezete izomorf'® a standard modell egy nyilt résszével.

Megjegyzés. Tekintsiink két kornyezetet, amelyek izomorfok a standard modell egy nyilt
részével. Ekkor az ezekhez a térképekhez tartozd ¢ : R?" — R?" attérési fiiggvény teljesiti,

hogy
Ty(JX) = JTy(X) (V.3.2)

minden X € TR*" érint6vektor-mezére. Legyen R*® standard koordin&tai (zy, ..., Ty,
Yty -- - Yn) €S igy J% = 6%, Legyen ebben a koordinata-rendszerben ¢ = (¢g,, ..., ¢z, ,

¢y17 . 7¢yn)

15M4s szoval: majdnem komplex struktarat tartéan diffeomorf.
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Ily modon lathato, hogy (V.3.2 ) a a%i érintévektor-mezére alkalmazva a

0bs; _ 09y
0z; Oy
8¢zj _ 8¢yj
W = o (V.3.3)

ugynevezett Cauchy — Riemann-egyenletekbe megy at.

Konnyen lathato, hogy ez a gondolatmenet igaz visszafelé is, tehat, ha egy sokasdgon adva
van egy atlasz, ahol az attérési fiigvényekre teljesiilnek a fenti (V.3.3 ) Cauchy — Riemann-
egyenletek, akkor az egyértelmiien definial egy integralhaté komplex struktirat M-en.

Definici6. Egy M 2n dimenzios differencidlhaté sokasag egy n dimenzioés komplex sokasag,
ha lokalisan homeomorf C* egy nyilt részhalmazéval, és adott egy atlasz, melyben a C* —
C" attérési fiiggvények holomorfak.

Megjegyzés. Minthogy egy fliggvény pontosan akkor holomorf, ha teljesiti a Cauchy—
Riemann-egyenleteket, latjuk, hogy az n dimenziés komplex sokasdg nem méas mint egy
2n dimenzi6s sima sokasag integralhato komplex struktiraval.

Példak:

(i) C" nyilvanvaléan egy n dimenziés komplex sokasag.
(i) Legyen CP™ = C"™! \ {0}/ ~ ahol az ~ ekvivalencia relacio6 a
(o, T1y -y 2n) ~ (A2, A2, ... AZyp)
minden A € C* = C\ {0} definicioval adott. A CP™ tér neve: komplex projektiv tér.

Konnyen lathatéan CP™ egy n dimenziés kompakt komplex sokasag.

Példaul n = 1 esetén CP! az tun. Riemann-gomb, ami egyébként az egyetlen komplex
struktira S?-n.

Definicié. Egy f : M — N leképezés komplex sokasagok kozott holomorf, ha tetszéleges
terképekre attérve holomorf (azaz a Cauchy—Riemann-egyenleteket kielégits) fiiggvényt
kapunk.

Egy M* C N részhalmaz egy komplex részsokasig, ha M* egy komplex sokasig, az
i : M*¥ — N™ beagyazas egy holomorf bedgyazés, azaz, ha M* C N™ lokalisan C* C C"-
ként térképezhetd.
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A kovetkez§ tétel azt mutatja, hogy CP™ komplex geometridja igazabol algebrai geometria.

7. Tétel (Chow). CP™ egy M kompakt komplex részsokasdga algebrai sokasdyg is, tehdt
polinomidlis eqyenletekkel irhato le. Ez esetben M neve: projektiv varietas. <

Definici6. Legyen E és M komplex sokaséig és 7 : E — M holomorf. Ha 7 minden p € M
pont koriil p € U C M lokalisan U x C* — U alaku, és a trivializdcidokat holomorf attérési
fiiggvények kotik ossze, akkor m egy holomorf vektornyaldb.

Egy 7 : E — M holomorf vektornyalab szelése egy olyan s : M — E holomorf leképezés,
amelyre pr,, o s = idy. A holomorf szelések egy komplex vektorteret alkotnak, amit
HO(M, E)-vel jelliink.

Példak:

(i)

Trivialis vektornyalab: pr,, : M x C* — M, ahol M x C" a szorzat komplex sokasag,
mig pr,, a holomorf projekcié M-re.

A trividlis nyalab szelését azonosithatjuk egy s : M — C" holomorf leképezessel.
Mikor » = 1 ez épp egy holomorf fiiggvény M-en. Kompakt komplex sokasagok
alapvet§ tulajdonsiaga, hogy rajtuk csak a konstans fiigvények holomorfak. Ez a
komplex analizis maximum-elvébél vezethetd le. Ez a tulajdonsag lényegesen kiilon-
bozik a sima fiigvényeknél megszokottol, hiszen egy kompakt differencialhaté sokasa-
gon temérdek sok sima fiigvény definidlhato.

Legyen H = (C"™' \ {0}) x C/ ~, ahol az ~ ekvivalencia relaci6 a
((20, 215 - -5 2n), 2) ~ ((Az0, Az, . .., AZp), A2)

formulaval adott minden A € C* esetén. Megmutathato, hogy ez egy komplex sokasag
és, hogy a projekcié az els6 faktorra ad egy H — CP™ holomorf vonalnyaldbot. Ezt
a vonalnyalabot hipersik-nyaldbnak nevezziik.

Meggondolhato, hogy a hipersik-nyalab szelései azonosithatoak f : C**! \ {0} — C
holomorf leképezésekkel, melyekre f(Az) = Af(z) minden A € C* esetén, amibdl
pedig kovetkezik, hogy f egy linearis fiiggvény. Emiatt HO(CP", H) = (C"*!)*, egy
n + 1 dimenzi6s vektortér.
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A CAUCHY — RIEMANN-OPERATOR

Legyen adva az M sima sokasdgon egy integralhat6 komplex struktira, J. Ekkor J
definidlja a komplexifikalt érintényalab egy Py C TeM = TM ®g C résznyalabjat tugy,
hogy P; @ P; = TcM. Szokis Ty M-el jelslni Py-t és T M-vel jellni ennek P; kon-
jugaltjat. Azaz a komplex struktira definial egy

TeM =T M © To'M

felbontést. Tovabba jeloljiik AMO(M)-el To°M dualisat illetve A% (M)-el To' M dualis
vektornyaldbjat. Ily médon nyerjiik

TEM = AY (M) = AY (M) @ A% (M)
felbontasat. Szelésekre attérve a
Qc(M) = QY(M) @ Q¥ (M) (V.3.4)
felbontast kapjuk.

Most pedig tekintjiik a d¢ : CX (M) — Q& (M) leképezést, a d kiilss differencial-operator
komplexifikaltjat. A (V.3.4 ) felbontéast hasznalva a dc operatort elGallithatjuk, mint két
operator, 0 : C¥ (M) — QYO(M) és 0 : C¥ (M) — AQ® (M) bsszegét. Tehat

d@=8+5.

A 0 operator neve Cauchy - Riemann-operdtor. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy az
O0f = 0 egyenlet a Cauchy — Riemann-egyenlet fiiggvényekre. Hogy ezt lokalis koordinatak-
ban is lassuk, legyenek (zy,...,2,) holomorf koordin&tak'® M-en. Ekkor A'°(M) bazisa
(dz1, - ..,dz,), mig A%! bazisa (dz7,...dz,) lesz. Ily modon latjuk, hogy

df =(0+0)f = Z dzz+z dzz

Azaz

_ "0

a Cauchy — Riemann-operator lokilis alakja, a Cauchy - Riemann-egyenlet pedig az ismerés,

f o _,

i=1

16 A korabbi jelolésben z; = z; + iy;
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alakot nyeri lokalisan. A Cauchy - Riemann-operator jelentdsége pedig abban rejlik, hogy
0f = 0 akkor és csak akkor, ha f holomorf.

KAHLER-SOKASAGOK

Definici6. Legyen M sima sokasag, ekkor egy z-ben siméan valtozo (T, M, J,,w,, g,) ka-
libralt komplex struktira'” egy majdnem Kdhler-struktira M-en.

Ha tovabba mind a majdnem szimplektikus, mind a majdnem komplex struktira integral-
hato, akkor a Kéhler-struktira is integralhato. Ez esetben M neve Kdhler-sokasdg és w a
Kihler-forma.

Megjegyzés. Mondhattuk volna egyszeriibben, hogy a Kahler-sokasag egy szimplektikus és
komplex sokasag egyiitt ugy, hogy a g(X,Y) = w(X, JY) bilinearis forma pozitiv definit,
azaz egy Riemann-metrika.

Példak:

(1) A legegyszertibb Kéhler-sokasag a C™ a kanonikus komplex struktiraval, a
n n

> idz; A dz; szimplektikus formaval és a ) dz; ® dz; Riemann-metrikaval.
i=1 i=1

(ii) Az el6z6 Kéhler-struktirabol redukcioval nyerhetjiik CP™-en az un. Fubini— Study—
Kahler-struktiarat. Az ebbdl a Kéahler-struktirabol szarmazo szimplektikus forméra
nézve pedig CP" kvantalhato, és az el6kvantalo nyalab pontosan a hipersik-nyalab.

(iii) Ké&hler-sokasag komplex részsokasaga szintén Kéhler, hiszen 6rokli a komplex struk-
tirat és a Riemann-metrikat, amibdl 1atjuk, hogy a szimplektikus forma megszoritasa
a komplex részsokasagra nem degeneralt.

Ebbdl és a fenti példabol kovetkezik, hogy minden sima projektiv varietas Kéhler és hogy a
szimplektikus forméja kvantalhaté. Kodaira bedgyazdsi tétele ennek a forditottjat mondja:

8. Tétel (Kodaira beagyazasi tétele). Ha eqy kompakt Kdhler-sokasdg, mint szimplektikus
sokasdg, kvantdlhato, akkor bedgyazhato CP™-be, tehdt projektiv varietds. <

171,5sd Matolcsi-elgadast.
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KAHLER-POLARIZACIO

Definici6. Legyen (M, w) szimplektikus sokasag és jelolje C = M x C a trivialis komplex
vonalnyalabot. Tekintsiik a Te M = Ty ®r C komplexifikilt vektornyaldbot, amely egy
komplex vektornyalab, fibruma a (T M), = T,M ®r C komplexifikilt vektortér.

Ekkor a komplexifikalt érintényalab egy P C TeM komplex résznyalabjat hivjuk komplex
disztribucionak.

Tovabba a P C Tc M komplex disztribicio egy komplex polarizdcio, ha teljesiil a kovetkezs
harom feltétel:

(i) P, C (TcM),, Lagrange-altér,

(ii) Dy, = P, N P, NTcM konstans dimenziés vektortér, azaz D = PN PNTcM egy
komplex disztribucio,

(iii) P integrdlhatd, azaz minden m € M pont kériil léteznek 21,...2, € Cg°(M) sima
komplex fiigvények, hogy X, feszitik P-t.

Példak:

(i) Tekintsiink egy valos polarizalast: P C TM. Ekkor a komplexifikdlt disztribucio
Pc C TeM kénnyen lathatéan egy komplex polarizalast ad. Ez esetben Py = P,
azaz D = Pc N Py = Pg. Bz visszafelé is igaz, tehat ha egy P’ komplex polarizaciéra
P' = P', akkor P' = P¢ valamely valos polarizacié komplexifikaltja.

(ii) Egy P C TcM komplex polarizaciot, melyre PNP = 0, pszeudo-Kdhler-polarizdcionak
neveziink. Ez esetben ugyanis P @ P = T M, azaz kapunk egy J majdnem komplex
struktirat. A komplex polarizéicié definicidjanak (iii) feltételébdl kovetkezik, hogy ez
egy integralhato komplex struktira. Igy ha a g(X,Y) = w(X,JY) bilineéris forma
pozitiv definit, akkor egy Kéahler-sokasagot kapunk. Ezeket a polarizaciokat Kdhler-
polarizdcionak nevezziikk. Ez visszafelé is igaz, tehat egy Kéhler-sokasag mindig
meghataroz egy Kahler-polarizaciot. Azaz a Kéhler-struktira ekvivalens a Kéahler-
polarizaciéval!

KVANTALAS KAHLER-POLARIZACIOBAN

Legyen (M,w) egy kvantélhaté szimplektikus sokasag, (L,V) az el6kvantalo-nyalab és
legyen P C TeM egy Kihler-polarizacié. Ekkor L egy s sima szelését polarizdlinak nevez-
ziik, ha Vs = 0 minden X € I'(M, P)-re. Tovabba L polarizalt L?-szeléséit Hp C Hr-vel
jeloljiik és ebben a polarizalasban a kvantalt rendszer Hilbert-terének gondoljuk.



3. SZIMPLEKTIKUS SOKASAGOK GEOMETRIAI KVANTALASA 111

Minthogy a V gorbiilete a levelek iranyaban nulla, belathato, hogy lokalisan léteznek nem
trividlis polarizalt szelések, azaz az Vs = ( egyenlet lokalisan megoldhaté6 nemtrividlis
modon. Tovabba, ha s és s’ = U - s mindketten polarizaltak, ahol ¥ € C¥ (M), akkor

minden % P-beli vektormezdre
1

ov ov
0:Vls':Va ‘Ds—\PVa St =85 = o8
9z; 9z 8zz 32’,
azaz a_— = (0 minden ¢-re, ami pedig pontosan azt jelenti, hogy ¥ egy holomorf fiiggvény. Ily

modon a Kéhler-polarizacié indukal egy holomorf struktirat L-en gy, hogy L polarizalt
és holomorf szelései megegyeznek. Igy kapjuk meg a geometriai kvantalas végeredményét
Kahler-esetben:

Hp = H(M,L).

OSSZEGZES

Legyen (M,w) Kéhler-sokasag, azaz egy szimplektikus sokasig egy Kahler-polarizécioval.
Ha mint szimplektikus sokasag kvantalhato, akkor tekintjiik az (L, V) el6kvantalo-nyalabot,
azaz Fy = 2miw és az ebbsl nyert H; el6kvantilt Hilbert-teret. Ezek utdn tekintjiik
a Kahler-polarizaciot és az altala indukalt holomorf struktirat L-en. Majd a kvantélas
masodik lépésében elsallitjuk a Hp = H°(M, L) Hilbert-teret.

Példa: A CP"™ a Fubini—Study — Kéahler-polarizacioban elékvantalhaté a H hipersik-nya-
l1abbal, mint elkvantalo-nyalabbal. A végss Hilbert-tér pedig a H(M, H) = (C*™!)* tehat
egy (n + 1) dimenzios vektortér lesz.
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4 Jones— Witten-elmélet

AXIOMATIKUS TOPOLOGIKUS KVANTUMMEZO-ELMELET

Egy d + 1 dimenziés topologikus kvantummezG-elméletet egy Z hozzarendelés definial,
ami egy nem feltétleniil Osszefiiggd > zart, kompakt, irdnyitott d dimenziés sokasaghoz
egy Z(X) véges dimenzios hermitikus komplex vektorteret rendel, tovabba egy Y kompakt
peremes iranyitott d+ 1 dimenziés sima sokasaghoz, amelynek pereme 3, egy Z(Y) € Z(X)
vektort rendel a Z(X) vektortérben, ugy hogy teljesiilnek a kévetkezs axiomak

(A1) involutiv: Z(¥X*) = Z(X)*, azaz a megforditott iranyitasi sokasighoz a dudlis vek-
torteret rendeli;

(A2) multiplikativ: Z(X,U%s) = Z(%1) ® Z(X2), azaz két sokasag diszjunkt uniojahoz a
vektorterek tenzorszorzatat rendeli;

(A3) asszociativ: Y =Y Uy, Y3 esetén Z(Y) = Z(Y2)Z(Y1) € Hom(Z(%24), Z(%,));
(Ad) Z(0) = C, azaz az iires d sokasagot egy 1 dimenzios vektortérbe viszi;

(A5) Z(X x I) =idgx) € End(Z(X)), tehat a hengerhez az identitas-operatort rendeli.
Példa:

(i) Els6 példaként megmutatjuk, hogy hogyan értelmezhetjiikk a hamiltoni kvantum-
mechanikat egy 0 + 1 dimenziés kvantummezs-elméletnek, amely kielégiti a fenti
(A1)-(A4) axi6makat, azzal a modositassal, hogy az elmélet 1 dimenzios részében
Y-on egy metrikat is megadunk, azaz megmondjuk a szakasz hosszat.

Legyen H = % + V(§) a rendszer Hamilton-operatora és H = L*(R) a rendszer
hullamfiiggvényeinek Hilbert-tere. Az elmélet 0 dimenzids része a fentiek szerint egy
nulla dimenziés sokasaghoz, azaz pontok diszjunkt halmazahoz kell Hilbert-tereket
rendeljen. (A2) szerint azonban elegend6 megmondanunk, hogy mi legyen a Z(-).
Vélasszuk Z(-) = H-t egy hamiltoni kvantummechanikai rendszer Hilbert-terének.
Tekintsiink egy [to,%1] C R zart intervallumot. Ekkor a kvantummezd-elméletnek
ehhez egy H* ® H-beli elemet, azaz egy H — H homomorfizmust kell rendelnie.

Legyen ez a homomorfizmus a e*(t1—t0)H

Tehat a hamiltoni kvantummechanika eme modellje kielégiti a fenti (metrikaval mo-
dositott) (A1)—(A4) axiomakat. Latjuk azt is, hogy (A5) ekvilens a H = 0 feltétellel.
Azaz egy topologikus kvantummezd-elméletben trivialis a dinamika. Fizikus szemmel
ez az eset érdektelennek és trividlisnak ttinhet, azonban, ahogy a kés6bbiekben is
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latni fogjuk, egy topologikus kvantummezs-elmélet nagyon nem trivialis topologiai
tulajdonsiagokkal rendelkezhet. A legtjabb elméleti fizikai kutatédsok eme topoléogiai
tulajdonsagok alapvets fizikai jelentGségét hangstlyozzak.

Konnyen megmutathato, hogy 1+ 1 dimenzios TKME-ek egy-egy értelmiin megfelel-
nek véges dimenzios igynevezett Frobenius-algebrdknak és igy konnyen osztalyozhatok
(érdemes ezen a nem trivialis probléman elgondolkodni). Az 141 dimenziés elméletek
leggyakrabban a Gromov — Witten-invariansok, és a kapcsolodé kvantum-kohomologia
matematikai elméletében bukkanak fel szuperszimmetrikus o-modellek forméajaban
(1d. Szenes-el6adas).

2+ 1 dimenzités elméletre példa a megkonstrualandé Jones - Witten-elmélet, amelyet
Witten 1989-ben dolgozott ki.

Witten 1989-ben megmutatta, hogy a 4-sokasidgok hires Donaldson-elmélete megért-
het6 egy 3 + 1 dimenziés TKME keretében. Kideriil, hogy ennek 3 dimenzids része
pontosan a szintén az érdeklédés kozéppontjaban 1évs tgynevezett Floer-homologial
Seiberg és Witten 1994-ben tovabbment és tekintette a fenti Donaldson — Witten
fizikai elmélet dualisat, amelyet Seiberg - Witten-elméletnek neveziink. A Seiberg -
Witten-elmélet technikailag kényebben kezelhets, mint a Donaldson-elmélet, ennek
tudhato be, hogy a Seiberg - Witten-elmélet a 4 illetve 3 dimenzi6s sima sokasagok
osztalyozasaban 1j fejezetet nyitott. A sok 1j eredmény koziil talan legérdekesebb a
Thom-sejtés megoldasa, melynek legéltalanosabb forméjat Ozsvath Péter és Szabd
Zoltan [8] bizonyitotta 1998-ban.

Az alabbiakban a Jones— Witten 2+ 1 dimenziés TKME-et fogjuk megkonstruélni. Ez az
elmélet a fizikus korokben méar ismert, Gn. SU(2) Chern—Simons-elmélet:

Definici6é. Az SU(2) Chern- Simons-elmélet

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)

(vi)

szintje: egy rogzitett k pozitiv egész szam;

térideje: egy M kompakt iranyitott (peremes) 3-sokasig;

mezdi: A konnexi6 az M feletti trividlis SU(2) principdlis nyalabon;
egy mércéje: a P trivialis SU(2) principalis nyalab trivializacioja;

mérce-csoportja: G, a fenti trivialis SU(2) nyalab Osszes szelésének, azaz az Osszes
M — SU(2) sima leképezésnek a csoportja;

Lagrange-fiigguénye egy rogzitett mércében: S(A) = ﬁ [tr(AANdA+2ANANA).
M
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Megjeqyzések.

(i) A Chern—Simons-forma AAdA+2AA AN A egy su(2) Lie-algebra értéki 3-forma,
ennek nyoma pedig egy kézénséges 3 forma, aminek integralja egy val(’)s szém Mint-

cében szerepel, meg kell vizsgéljuk S mérce-invarianciajat.

Elgszor is tekintsiik A-t, az Osszes konnexié terét az M feletti P trividlis SU(2)
principalis nyaldbon. Két konnexié A; — A, kiilonbségét egy g : M — SU(2) mérce
transzformacio (¢7'A1g + g7 'dg) — (g7 ' Ay + g7 'dg) = g7 (A, — Ay)g alakba viszi,
és fgy Ay — Ay € QY(M, adP) egy su(2) Lie-algebra értéki 1-forma. Ezért A egy a
Q(M, adP) vektortéren modellezett affin tér. Ezen a téren hat a mérce csoport az
A g 1A g + g7 dg szaballyal®®.

Most megvizsgaljuk, hogy g € G hogyan valtoztatja meg a Chern — Simons-funkcionélt:

S(A) —S(g7'Ag+g~'dg) =
2 2
:%/tr (A/\dA+gA/\A/\A—g_l(A/\dA—l-gA/\A/\A)g> —
m
M

L[Sl a0 A a0 A o o - 1 [rdle A nd),

M

az els6 tag nulla, hiszen konjugalt matrixok nyoma megegyezik, a harmadik szintén
eltiinik Stokes tétele miatt és igy

S(A)—S(g 'Ag+g 'dg) = % / tr{(g 'dg) A (g 'dg) A (g 'dg)},

M

masrészt megmutathatd, hogy a

tr{(g 'dg) A (¢ 'dg) A (¢ 'dg)},

2472
M

megegyezik a g : M — SU(2) leképezés fokaval és igy egy egész szam (vo. Etesi-
el6adas). Ebbél kovetkezik, hogy S(A) jol definialt mod 27. Ha tekintjiik az R — S1;
x +— e2™® leképezést, akkor latjuk, hogy S : A — S! jol definialt.

(ii) Ugyantgy, mint a Lagrange-féle klasszikus mechanikdban, csak azok az A mezdk
lesznek mozgasai a rendszernek, amelyek kritikus pontjai az S Chern — Simons-funk-
ciondlnak. Vizsgaljuk meg tehat az S funkcionél egy A kritikus pontjat: Legyen

18T.d. Etesi-el6adas (TV.4.4)
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Ay = A + at egy egyenes A-ban, ahol a € Q'(M, adP). Ekkor

2
S(At) = ﬁ tr (At/\dAt+§At/\At/\At)

th ,
= S(A)+4— trFA/\a dtr(AANA) p +0(t°)

™

M M

tk

= E tr(Fa A a) + O(t%).
M

Minthogy A kritikus pontja S-nek [ tr(F4 A a) =0 minden a € Q' (M, adP) esetén.

M
Kovetkezik, hogy F4 = 0. Megmutathato, hogy ez igaz visszefelé is, tehat, A akkor
és csak akkor kritikus pontja S-nek, ha lapos, azaz F4 = 0.

A kovetkez6 fejezetben kiszamoljuk a Jones — Witten-elmélet 2 dimenzids részét azaz meg-
kvantaljuk a hamiltoni fazisteret.

A7 ELMELET 2 DIMENZIOS RESZE — HAMILTONI FORMALIZMUS

Legyen M = ¥ x I, ahol ¥ egy g génuszi zart iranyithato feliilet és I az egység-intervallum.
Jelolje tovabba P a ¥ trividlis SU(2)-nyalabot, Ax a Ps-beli konnexiok affin terét illetve
Gs = Map(%, SU(2)) az Ps, mérce-transzformécié csoportjat.

Ekkor egy tetsz6leges A € A M feletti SU(2)-konnexi6 I iranyu komponense, egy megfelels
mércében, eltiinik. Emiatt egy M feletti A konnexiéra gondolhatunk gy, mint egy gorbére
az Ay végtelen dimenzios affin térben. Azonban, mint fent lattuk, ezek a gérbék koziil csak
azok lesznek a rendszer valodi mozgasai, amelyek az Ay egy bizonyos alterére, a 3 feletti
lapos SU(2)-konnexiok alterére vannak korlatozva. Ha

pAs — Q*(E, adPs); u(A) = Fa, (V.4.1)

akkor ez az altér a p~1(0) C Ayx. Emiatt a hamiltoni formalizmusban a klasszikus fazistér
az M = u~1(0)/Gs tér, azaz a ¥ feletti lapos SU(2) konnexiok tere modul6 mérce transz-
forméaciok.

Minthogy egy lapos konnexié holonémiija minden Osszehiizhatd gorbén nulla, ezért egy
tetsz6leges gérbén a holonémia csak a gérbe homotopia-osztalyatol fiigg. Igy megmutatha-
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t6, hogy egy lapos konnexié egyértelmiin leirhaté egy m1 (M) — SU(2) homomorfizmussal:
9. Tétel. M = {lapos konnexiok Py-n}/Gy = Hom(m (X) — SU(2))/konjugalas. <

Ez a tétel tehat egy fogalmilag egyszeriibb térrel azonositja elméletiink fazisterét. Is-
meretes, hogy a 71 (X) csoport megadhaté generatorokkal és relaciokkal a

T (X9) = (A1, By, ... Ay, By|TIL_ A, B; A7 "B = 1)

alakban. Tekintsiik az
r: (SU(2))? x (SU(2))! — SU(2)
leképezést a
7(Ay, By, ... Ay, By) = I{_ A;B;A;' B!
definicioval. Ekkor nyilvan
M =71 1)/SU(2).

Ebbél az elgallitasbol latjuk, hogy M kompakt.

Tovabba igaz az is, hogy irreducibilis reprezentaciokhoz!® tartozé M-beli pontok koriil
1étezik?® kanonikus sokasag strukttra. Gondolhatunk M-re mint egy szingularis sokasagra.
Ha g > 1, akkor az irreducibilis reprezentécidk egy stirti nyilt halmazt alkotnak. A sokasag
dimenzi6jat pedig kénnyen kiszamolhatjuk a definiciojabol, ugyanis (SU(2))? x (SU(2))?
69 dimenzio6s, igy r~'(1) (6g — 3) dimenzi6s és igy dim(M) = 6g — 3 — 3 = 6g — 6.

SZIMPLEKTIKUS STRUKTURA M-EN

Tekintsiik a végtelen dimenzios A affin tér érint6terét: T As = Ax x Q'(X, adPyg). Legyen
a,b € QY(Z, adPy) két érint6vektor az A € Ay, pontban. Ekkor definialjuk az @ differenciél
2-formét

&(a,b) = —%/tr(a/\b)

képlettel. Minthogy a definicio fliggetlen A-tol igy a 2-forma konstans és igy dw = 0,
tovabba az is lathaté, hogy @ nem degeneralt. Ily modon nyeriink egy (A, &) végtelen
dimenzios szimplektikus teret. Tovabba a Gy-hatds Ayx-n megérzi ezt a szimplektikus
format, és megmutathat6, hogy M = p~'(0)/Gyx. (sima pontjaiban) 6rékol egy w € Q% (M)
szimplektikus format.

Van tehat egy (M, w) szimplektikus sokasagunk és ezt szeretnénk megkvantalni. Ehhez
geometria kvantalast hasznalunk. Kideriil ugyanis, hogy (M, w) kvantalhato, azaz létezik

YEgy f: n(X) — SU(2) reprezentacié reducibilis, ha f képe SU(2) egy U(1) részcsoportjaba esik,
egyébként irreducibilis.
20Ennek oka, hogy irreducibilis pontokban r szubmerzio, azaz derivéltja sziirjektiv.
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rajta (L,V) el6kvantalo nyalab, tehat Fy = 2miw. Ahhoz, hogy a kvantilas mésodik
felét végre tudjuk hajtani, sziikségiink van egy polarizidciéra M-en. Ehhez felruhazzuk -t
valamely 7 komplex strukturaval, és tekintjiik az Asx, komplexifikalt érintényalabjan adodo

TeAs = Qu(S,, adPy) = QY(3, adPx) & Q"(2,) (V.4.2)

felbontast. Kideriil, hogy ez egy Kéhler-polarizacio és, hogy Gs, ezt megtartja. Igy kapunk
egy Kéahler-polarizaciot (M,w)-en. A 3. fejezetben leirtak szerint nyeriink egy holomorf
struktarat L-en. Tovabba a geometriai kvantalas Hilbert-tere a Hp = H°(M, L) vektortér
lesz. A k-adik szint{i elméletben M-en a kw szimplektikus format, illetve az (L*, V) el6-
kvantalo nyalabot tekintve, a fenti (V.4.2 ) komplex struktira egy Py, Kéhler-polarizaciot
eredményez a (M, kw) szimplektikus sokasdgon. A 3. fejezet szerint ebben a polarizé-
cibban a geometriai kvantalds Hilbert-tere a Hp, = H°(M, L*) komplex vektortér. A
tovabbiakban rogzitjik k-t.

A fenti konstrukci6 tehat megad egy véges dimenzi6s vektorteret minden 7 komplex struk-
tarara Y-n. Ily médon kapunk egy vektornyalabot a > komplex struktirainak Ty, terén. Ty
egy (3g—3) dimenziés komplex sokasig, neve Teichmiller-tér. Megmutathato, hogy létezik
egy kanonikus (projektiven) lapos konnexié ezen a vektornyalabon és igy H°(M,, L¥)
kanonikusan azonosithat6?' minden 7-ra.

Ezt a vektorteret rendeli Witten [10]-ben a ¥ irdnyithato feliilethez. Azaz a k-adik szinti
elméletben Z(X) = HO9(M,,L¥). Witten arra is ramutat, hogy ez a vektortér mege-
gyezik bizonyos konform mez6-elméletbeli tgynevezett konform blokkokkal. Ezek dimenzi-
ojat pedig a Verlinde-formula adja meg?? :

k+1

dim (Z(%9)) = Z 28&% (V.4.3)

Végezetiil megemlitjiik, hogy ezt a formulat a lapos konnexiok modulusterének geometri-
4jabol elgszor Aaron Bertram-nak és Szenes Andrasnak sikeriilt bizonyitania [9] 1993-as
cikkiikben.

A7 ELMELET 3 DIMENZIOS RESZE — LAGRANGE-FORMALIZMUS

Ahhoz, hogy kideriiljon mi kdéze a Jones-polinomnak a Chern—Simons-elmélethez rela-
tivizadlnunk kell a TKME axiémaéit. Ahelyett tehat, hogy ¥ iranyitott feliiletekhez rendel-
nénk vektortereket, pontjaiban megjelolt feliileteket tekintiink. Egy X iranyitott feliiletet

Pontosabban csak P(H®(M,,L*)) azonosithaté ily médon, 1évén az elébb emlitett konnexié csak
projektiven lapos.

22Minthogy a baloldalon egy egész szam 4ll, igy a formulabol kévetkezik, hogy a jobb oldal is egész. Ez
onmagaban is egy nem trividlis allitas.
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véges sok pontjaban egy G kompakt Lie-csoport irreducibilis reprezentaciojaval megjel6lve
pontjaiban megjeldlt felillethez jutunk; azaz: (3, (p1, R1) - .. (pn, Ry)), ahol p; € ¥ és R; a
G kompakt Lie-csoport egy irreducibilis reprezentécidja.

A relativizalt elmélet 3 dimenziés részében pedig Y kompakt peremes sokasagokat tekin-
tiink, melyben megjeloliink véges sok iranyitott diszjunkt szakaszt (1 dimenzios irdnyitott
kompakt részsokasagot) a G kompakt Lie-csoport irreducibilis reprezentacidjaval. A sza-
kaszok lehetnek zartak és diszjunktak Y peremétél, vagy lehetnek végpontjaik a Y peremén,
amikor transzverzalisak a peremre. Az 1j relativ objektumot (Y (Cy, Ry),...,(Cy, Ry))-
el jeloljiik, ahol C; fenti tipusu szakasz ill. R; € Irr(G). Ennek hatara egy pontjaiban
megjelolt iranyitott feliilet lesz. Ily moédon természetes modon kiterjeszthetjiik a TKME
axiomait a relativ esetre.

A relativ esetben célunk a modositott TKME axiomaékat kielégits Z (X, (p1, R1) - - - (Pn, Rn))
vektortér rendelése, egy pontjaiban megjelolt feliilethez illetve egy

Z((Y;(C, Ry), .-, (Cny Ry)))

vektor a pereméhez tartozo vektortérben.

A relativ elmélet 2 dimenziés részét a fenti abszolit esethez teljesen anal6ég moédon kon-
strualhatjuk meg tigy, hogy a ¥ feletti lapos konnexiok M tere helyett a ¥\ {p1,...,pn}
felett tekintiink lapos konnexidkat.

Mikor Y zart, akkor minden C; zart gérbe és Z ((Y;(C1, R1),--.,(Cn, Ry,))) az iires hal-
mazhoz tartozé 1 dimenzids vektortérben ad egy vektort, azaz egy komplex szamot. A
tovabbiakban ezt a komplex szamot szeretnénk kiszdmolni a Chern— Simons-elméletben.

Definici6é. Legyen M zart iranyitott 3-sokasdg, G egy kompakt Lie-csoport. Tovabba
legyen C' C M egy zart, iranyitott, osszefiiggé 1 dimenzios részsokasag, iranyitott M-beli
zéart gorbe. Végezetiil legyen R : G — GL(n,R) egy n dimenzids irreducibilis reprezentécio.
Ekkor az ugynevezett Wilson-hurok definicidja:

W(C,R): A — C
A trp(Hole(A)),

azaz tekintjiik az A konnexié C' gorbe menti holonémiajat és vessziik ennek az R reprezen-
tacioban adédo nyomat.

Megjegyzés. Gondolhatunk a W(C, R) Wilson-hurokra, mint egy klasszikus mezGs-elmé-
letbeli megfigyelhet6 mennyiségre. Fizikus terminologiaval a Wilson-hurkot ,statikus nem
abeli toltésnek” is nevezik.
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A Wilson-hurkok és egy Feynman-integral segitségével konnyen felirhatjuk Witten mindent
megvilagité képletét:

Z(Y;(CL, Ry),...,(Cn, Rn)) :/W(Cl,Rl)-...-W(Cn,Rn)e‘iS(A)DA. (V.4.4)
A

A jelolés azt érzékelteti, hogy kiintegraljuk A-n valamely DA mérték szerint az integ-
randusban megjelend A — C fiiggvényt. Bar ez a definicio igen elegéns, {6 probléméja,
hogy matematikailag a fenti Feynman-integral nincsen definiadlva. Mindazonaltal a fizikusok
heurisztikusan tudnak vele szamolni, és igy konzisztens eredményekhez vezet. Ez a jelenség
emlékeztethet minket a Dirac-delta fiigvényre, mellyel sokdig a fizikusok tgy szamoltak,
hogy nem volt precizen definidlva. Kés6bb a Dirac-deltat precizen értelmezték disztribi-
cioként. A Feynman-integrallal, a kvantummezG-elméletek napjainkra talan legfontosabb
eszkozével is hasonld lehet a helyzet, bar az, hogy Feynman mar az 1940-es években ezzel
szamolt és azota senkinek sem sikeriilt preciz matematikai alapokra helyeznie arra mu-
tat, hogy a probléma igen nehéz. Az Atiyah-féle axiomatikus TKME egy igen specilis
esetben probalja megkeriilni a problémét, a fizikusok altal a Feynman-integralra hasznélt
manipulaciokat axiomatizélva.

Miel6tt a Jones—Witten-elmélet fétételéhez ériink, emlékeztetiink arra, hogy a Jones-
polinomot?® a kovetkezSképpen definidlhatjuk. A trivilis irdnyitott csomoéra legyen 1 és
egy tetszéleges irdnyitott lancra

I, —tJ — (=Y I,
teljesiiljon, ahol L, egy rogzitett L iranyitott lancdiagram esetén egy rogzitett metszéspont
pozitiv iranyitasi metszéspontra valo kicseréléséhez tartozé iranyitott lancdiagram. L_

ugyanennek a metszéspontnak a negativ irdnyitdsi metszéspontra vald kicseréléséhez tar-
toz6 lancdiagram, mig Ly a metszéspont megsziintetésével el6allo lancdiagram.

X% X

V.1. abra: A bogozasi relacid

Végezetiil kimondjuk az el6adassorozat f6 eredményét?*:

Z3Részletesebb magyarazatért lasd az izgalmas [6]-t.
24Minthogy ez az eredmény matematikailag nem jol definialt ,,Tétel” megnevezés helyett ,Allitasként”
hivatkozunk ra.
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1. Allitas (Witten). Legyen L = C1U...UC, egy ldnc S3-ban. Ekkor a k-adik szinti
SU(2) Chern - Simons-elméletben a (V.4.4 ) integrdl az L linc Jy Jones-polinomjdt szd-
molja a kdvetkezd értelemben:

2mq
2

Z (8% (C1,R), ..., (Cn, R)) = Ji(e7+2),

ahol: R : SU(2) — GL(2,C) az SU(2) definidld reprezentdcidja. <
Megjeqyzések.

(i) Witten érvelése azallitas megfogalmazasa soran a TKME axiémaéin kiviil taimaszkodik
a konform mezG-elméletek tobb eredményére, ezeket itt nem tudjuk ismertetni.

(ii) Matematikailag preciz formaban a Jones—Witten TKME Z funktorat Reshetikhin és
Turaev [7] konstrualta meg 1991-ben reprezentacio-elméleti modszerekkel. Ily modon
kapunk tobbek kozott egy zart 3-sokasig-invarianst az ugy nevezett Reshetikhin —
Turaev— Witten-invarianst.

(iii) Mar a Reshetikhin —Turaev — Witten-invariansbdl is raismerhetiink a fentiekben va-
zolt Chern — Simons-elméletre. Példaul a k-adik szinten Z(X x S') megegyezik Z(X)
dimenzi6javal, azaz pontosan a (V.4.3 ) Verlinde-formulat szamolja ki, ami, mint
fent lattuk elGkeriil, mint konform blokkok dimenzidja, illetve a 3-n él§ lapos kon-
nexiok modulusterének Kéhler-polarizdciéban térténd geometriai kvantalas végered-
ményeként ad6do Hilbert-tér dimenzidja.

TOVABBI OLVASNIVALOK

A fent véazolt Jones—Witten-elmélet 2 dimenzios részérgl [2]-ban olvashatunk részlete-
sebben, bar ez nem egy nagyon konnytd konyv, lévén nincsenek benne részletesen definialva
a fogalmak, de eligazitasra jol hasznalhato.

Kicsit fizikusabb szemszogb6l, de még mindig kozel matematikai precizitassal ir a Jones —
Witten-elméletrsl Nash [5] konyvében, ahol a kvantummezé-elméletek szamos més diffe-
rencidltopologiai alkalmazasat is megtalalhatjuk.

Természetesen a legjobb, bar legnehezebb forras az eredeti [10] cikk, ahol megtalalhatjuk
a Jones — Witten-elmélet fizikai hatterét is.

A Reshetikhin — Turaev munkarol és egyéb érdekes csomo- és 3-sokaség-invariansokrol ma-
gyarul olvashatunk Riméanyi Richéard jol hasznalhato [6] miivében.

Geometriai kvantalasrol, amely a szimplektikus geometria napjainkban is élénk teriilete,
olvashatunk a matematikiai fizikus Woodhouse matematikusi igényességii [11] konyvében.
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Végezetiil ne felejtsiik ki a magyarul olvashato [1]-ot sem, amely a szimplektikus ge-
ometridhoz nyujt kézzelfoghaté motivaciot a klasszikus mechanikan keresztiil.
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1 Bevezetés

A most kovetkez6 néhany oldal anyaga a Nyari Iskolan nem hangzott el. Célja az, hogy
érthet6bbé tegye az érdekl6dd olvasd szaméara Szenes Andras most kovetkezd rendkiviil
érdekes el6adésat; pontosabban, az Atiyah-féle ariomatikus kvantummezd-elméletek foga-
lomalkotésait szertnénk kicsit megvildgitani. Ez egy igen mély és lényegretoré megfo-
galmazasa egy kvantummezG6-elmélet alapvets fogalmainak, s magva az a folismerés, hogy
fundamentalis parhuzamot ismertek fol a matematikusok és a fizikusok a differencidltopolo-
gia, ill. a kvantummezd-elméletek (a tovabbiakban KME) bizonyos fogalmai kozott. Ezek
a parhuzamok ekképpen foglalhatok Gssze:

DIFFERENCIALTOPOLOGIA | KVANTUMMEZO-ELMELET |

n dimenziés sokasag (tér) Hilbert-tér (kvantumallapotok)
kobordizmus n dimenzibs operator
Riemann-sokasagok kozott (téridd) (folyamat)
identitas-kobordizmus identitas-operator
kobordizmusok kompoziciéja operatorok kompozici6ja

VI.1.1 Téblazat: A differencidltopologia és a KME kapcsolata

A két nyelv (kategoria) kozott az attérést a Z-vel jelolt funktor adja meg, melyet Feynman-
integrdlmak neveziink (1. Hausel Tamas el6adasat). A fontos folismerés itt az, hogy a téridé
n dimenzidja nem egy tetszbleges szam, hanem tényleg az a dimenzi6, amit a kvantummez§
egy pillanatban ,érez”. Igy példaul, a kvantummechanika tere nulla dimenziés kell legyen,
hiszen, ez az elmélet a nulla dimenzi6s tomegpont kvantumos dinamikijat irja le; ez a tény
a szokasos kvantummechanikai folépitésben nem latszik, csak késébb, a péalyaintegralos
megfogalmazasbol domborodott ki.

Most nagyon réviden megmutatjuk, hogy a kvantummechanika fogalmainak egyszerii atér-
telmezésével hogyan interpretalhaté az, mint 0 + 1 dimenzios KME; ezatal az ugyanolyan
kvantummezG-elmélet lesz, mint barmelyik mésik, s a bizonytalan ,méasodkvantalas” fo-
galmat is elkeriilhetjiik a mez&elméletek felé tett bator tovabblépéskor. Tovabbi hasznos
olvasmanyok [1][2].
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2 Atfogalmazas
Elgszor tekintsiik 4t gyorsan az iskolai kvantummechanika megfogalmazésat!

AZ ISKOLAI KVANTUMMECHANIKA

A hagyomanyos folépités alapfogalma a v : R x R® — C hulldimfiiggvény. Azt mondjuk,
hogy egy kavntumos dinamikinak alavetett idealizalt tomegpontot ez jellemez. Fonnall,
hogy minden rogzitett ¢ € R esetén (¢, - ) € L*(R3) =: H,, s6t, azt koveteljiikk meg, hogy
||l (t, ')”%2(11«3) =1. A H, teret dllapottérnek nevezziik. Ha V : R x R* — R egy potencidl,
akkor a tomegpont idébeli fejlédését a

i 0 h?

——=——A Vix,t
Schrodinger-egyenlet irja le. Lathatéan a potencialt egyszerre csak a tér egyetlen z pont-
jaban kell kiértékelni, ami azt mutatja, hogy valéban egy ,pont” dinamik4jarél van sz6.

Ha A egy kvantumos megfigyels, vagyis egy szimmetrikus operator a H téren, valamint
egy teljes rendszert alkotnak a {u,|n € N} sajatvektorok A, sajatértékekkel, akkor annak
a valoszintisége, hogy a 1 allapoti rendszeren végzett mérés \,-t ad

[, un)|”.

Mivel valamilyen értelemben pont mozgasardl van sz6, értelmes kérdés az, mi a valoszintisége,
hogy a részecske az (z,t) helyen van; ennek valosziniiség-siiriiségét |1 (z,t)|? adja.

Lathatoan végigvonul ezen a folépitésen a ,szétkent oszthatatlan pont” dilemmaéja. Egy
rendkiviili mélységeket nyitdé megkozelitést Feynman dolgozott ki Dirac 6tlete nyoméan. Azt
a kettGsséget, hogy egy pont mozog a térben, de valahogy ,szétkenten” (amire az a tény utal,
hogy a ¢ hullamfiiggvénye az egész téren értelmezett), tegyiik kicsit megragadhatobba oly
modon, hogy a tomegpont maradjon tomegpont, vagyis egy kézonséges gorbén mozogjon,
de egyszerre a lehetséges dsszes (mondjuk folytonos) gorbén, melyek pl. két pont, (x,t) és
(«',t") kozt haladnak. Ebben a képben tehat a kozonséges tomegpont kvantumos mozgasat
leirjuk, ha olyan leirast taldlunk, mely az Gsszes gorbén valo végighaladast figyelembe
veszi. Fz a formalizmus az Gn. Feynman- vagy pdlyaintegrdlos megkozelités, melyet itt
nem részleteziink, minden ,standard” kvantummechanikai konyvben megtalalaht6. Csak
az attérés lényeges mozzanatait emeljiik ki.
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A KVANTUMMECHANIKA, MINT 0 + 1 DIMENZIOS KME

Tehat egy szotar néhany cimszavat kozoljiik most. Szeretnénk a ,mezG kiterjedtségét” és
a ,tér dimenzigjat” valahogy Osszekapcsolni. Ez természetes elviras, hiszen azt érezziik,
hogy valahogy a tér tulajdonsigai (pl. a dimenzidja) a rajta értelmezhets fundamentalis
fizikai objektumok tulajdonségaival kapcsolatosak és viszont.

Mivel a kvantummechanika Feynman-féle megfogalmazasaban radikilisan eldontottiik, hogy
a kvantumrészecske egy egyszeri pont, s kvantumos viselkedését nem a részecskének magéa-
nak, hanem az idé6fejlédésének tudtuk be, ezért azt akarjuk, hogy a kvantummechanika
teret és mezGt természetesen Osszekapcsold lefrasaban a tér is legyen nulla dimenziés. Ez-
altal téridénk 0+ 1 = 1 dimenzits lesz, amit a (0, §) intervallummal realizalhatunk ( tehat
az allapot—tér, folyamat—térid6 koncepcio lebeg szemeink el6tt).

Ezt ugy valtjuk apréopénzre, hogy egyszertien a
{ : RxR* — C} — {®:(0,8) = R} (VI.2.1)

Gn. klasszikus mezével helyettesitjiik a hullamfiiggvényt; ekkor az (0,3) x R® trivialis
nyalab szeléseit kapjuk, vagyis ® € I'((0,8) x R®). Ennélfogva egy ((0,8),9) =: (M, g)
Riemann-sokaség a térid6 (a g metrika most trivialis), mely a mez6 ,kiterjedtségét”’, mig a
(R3,h) =: (N, h) egy ,belss tér”, amely valahogy a mez6 ,dinamikajanak bonyolultsagat”
méri. Egy mez6 pedig egy @ : M — N leképezés, vagyis egy palya R3*-ban.

Most szertnénk egy H, ,allapotteret” rendelni minden {¢} pillanatbeli térhez, vagyis {t}-
hez. Erre nincs kanonikus eljaras, pl. a kvantummechanikaban a

Z A H, = L*({t} x R?) (VL2.2)

meghatarozassal élhetiink. Lathatoan ennek a térnek a bevezetése 6nkényes, nem indokloja
semmi az eddigiek alapjan a komplex értékii fiiggvények folbukkanasat. Az igazi KME
tanulményozasakor az allapotterek konstrualédsara természetes geometriai lehet&ség nyilik,
ahogy majd latjuk.

A kovetkezd 1épés annak megértése, hogy mi felel meg ebben a leirdsban a dinamikanak.
Ertelemszertien bevezetve a V : T'(M, N) — F(M) potencialt, tekintsiik a potencialban
mozg6 tomegpont Lagrange-fiiggvényét (1d. Hausel-el6adas):

L(®) := hjj &'’ + V(®) (V12.3)

Az ehhez tartozd hatas
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A tovabblépéshez egy technikai megjegyzést kell tenniink. A H; allapottér, a négyzetesen
integralhat6 fiiggvények tere nem més, mint a WO(R?) Szoboljev-tér. Ezt cseréljiik ki a
W~1/2(R3?) Szoboljev-térre, mely tartalmazza a Dirac-delta disztriticiokat is, ennélfogva
letezik egy R® ¢ W~/2(R%), 2 +— §, beagyazés (ilyenkor a hatarozatlansagi relaciokkal
lesz baj, de ezt most felejtsiik el). Ily modon az R pontjait allapotokként foghatjuk fol.

Képzetes id6 esetén preciz szamolassal megmutathatod, hogy annak kvantummechanikai
valosziniiségét, hogy a részecske az (z,t) pontbol, vagyis allapotbol az (z',¢') pontba jut,
az
((z,t)|S](2, 1)) = Ky(z,2") = / e Do
T(z,t,z’,t")

tun. Feynman — Kac-formula (abszolut értéke) adja meg, ahol T'(z,t,2',t") := {®|D(t) =
z,®(t'") = 2'}, S az tn. ,szordsmatrix” (s = t' —t); az integral a gorbék végtelen dimenzios
terén értelmezett (Wiener-integral). Vegyiik észre, hogy az integral fiigg a (0, 3) intervallum
paraméterezésétsl, vagyis a {t}, {t'} sokasagok kozti C;p kobordizmustol. Azt is irhatjuk,
hogy egy Z : C — End(H) (C a két pont kozti paraméterezett, irdnyithaté kobordizmusok
csoportja)

Z: (0,8) — / e ¥ ®D® € End(H,) (VI.2.4)
{o/}

hozzarendelést adtunk meg (kihasznalva, hogy H; ~ H,). E végtelen dimenziés ,matrix”
egy komponense éppen K, (z,y) és a fontebbi modon kell kiszamolni.

Osszefoglalasképpen azt allapithatjuk meg, hogy a Hausel-elsadasban definialt axiomatikus
KME keretében sikeriilt (legalabbis formalisan) megragadni a kvantummechanikat (el-
lendrizhets, hogy a tobbi axioma is kielégiil). A (VI.2.2 ) hozzarendelés azt mondja,
hogy a térhez kvantumallapotokat tartalmazé vektortereket, mig (V1.2.4 ) alapjan a pa-
raméterezett téridéhoz pedig egy e vektrotéren haté linearis operatort rendel a Z funktor,
aminek realizacidoja a titokzatos Feynman-integral.

3 Az n-+1 dimenziés KME szerkezete

Az imént a kvantummechanika egy egyszerti KME-té n6tte ki magamagat; ezen megedzddve
mar bepillanthatunk egy altalanos KME szerkezetébe.

Legyen (S,¢') egy n dimenziés kompakt Riemann-sokasig, mely a teret reprezentilja.
Legyen (N, h) egy tetsz6leges masik Riemann-sokasag (pl. egy euklideszi vektortér, vagy
barmi), mely a mez6k ,belss szbadsagi fokait” reprezentéalja. (Esetleg tobb ilyen N sokasig
is van, attol fiigg6en, mennyire bonyolult az elmélet.) Legyen adott tovabba egy (M, g)
Riemann-sokaséag, melyre (OM, glan) =~ (S, g'). Ez a sokasag reprezentélja a téridét. Te-
kintsiink egy sima (esetleg trivialis) F' fibralt nyalabot M f6l6tt, melynek fibrumai diffeo-
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morfak N-nel (pl. az Etesi-el6dasban egy spinorokat és Yang—Mills-mez&ket tartlamazo
klasszikus mezGelméletben F' = E ® S, vagyis egy vektornyalab; de ez nem sziikségszert
az Gn. nemlineéris elméletekben, 1d. Szenes-elgadés).

Klasszikus relativisztikus mezének nevezziik a ® € I'(F') (sima) szeléseket (anyagmezsk).
Az n térdimenzié megint a mezd kiterjedtségével kapcsolatos, pl. az elektrodinamikiban
az E, H elektromos- ill. magneses mezGk igazi haromdimenziés mezk, tehat itt az n = 3
valasztasra valodi okunk van). Adjuk meg a 7 KME-i funktort valahogyan, vagyis minden
OM; peremkomponensre adott a

Z : OM; — Ho, (VL3.1)

hozzarendelés. Pl., ha F fibrumai komplex vektorterek, élhetiink a

Hom, := W*(F|on;) = T'(F|ons;)

valasztassal (a foliilhazas pl. az s = —1/2 Szoboljev-norma szerinti lezarast jelol), mialtal
Honr egy komplex Hilbert-tér lesz. A kvantummechanikaban az ilyen ,geometriai eredet”
allapottér konstrualasdra nem nyilt mod, ui. ott a perem nulla dimenzi6s volt.

Ekkor I'(F|gn,) C Hon,, vagyis a klasszikus mezdk peremen folvett értékei allapotokként
foghatok fol. Tegyiik fol, hogy téridénk M = S x R alaki, vagyis van egy kittintetett
id6paraméter (ez sajnos nem til elegans foltevés). Vezessiik be a ¢y := P®lgpr, ., jelolést.
Szeretnénk a

(015 |o4)

,Szorasméatrix-elemet” meghatarozni. Egy KME, (VI.2.3 ) mintajara, valamilyen L(®)
Lagrange-fiiggvénnyel adott, melyhez egy S hatéas tartozik. A hatéast hasznalva a szoras-
matrix elemeit meg lehet hatarozni forméalis manipulaciokkal [3]. Kideriil, — az un. LSZ-
redukcio alkalmazésaval — hogy az altalanos matrixelemek ismeretéhez elegend6 azoknak
az ismerete, melyek azt mondjik meg csupan, hogy a OM_,, sokasag el6re megadott
(x1,...,z,) pontjaiban Dirac-delta-szertd ¢ (z1),...,¢_(z,) értékekkel jelenlévs mezd (az-
az allapot; itt hasznaljuk ki, hogy a konstrualt W?* térben disztribucidk is vannak, ami
megint csak zavaré a hatarozatlansagi relaciok szempontjabol, de ezt most is felejtsiik
el) milyen valosziniiséggel megy at a OM,, perem valamely (yi, ..., ym) pontjaiban Dirac-
delta-szertien jelenlevs, szintén valamilyen értékekkel adott mezébe (vagyis allapotba). A
Feynman — Kac-formula mintajara erre formalisan az a valasz, hogy

<¢(:E1)...¢(xn)|5|¢+(y1)...q§+(ym)):% / Fa(®(21).. () DD,
I(F)

ahol
fo:NX..x N—C
—_———

m-+n
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alkalmas, a ® mezd ,tipusa” altal meghatarozott linearis fiiggvény. Az V normaélasi tényezé

nem mas, mint
/ e S®DO.

T(F)

Az efféle matrixelemeket néha egyszertien

(O (1) ¢~ (@) D1 (41) -+ (Ym))

alakban is frjak. Vegyiik észre azt is, hogy elméletiink euklideszi, mert mindenhol Riemann-
metrikat hasznaltunk. Ezért tint el a kitevébdl az 7. Tehat ismét azt mondhatjuk, hogy a
paraméterezett térid6hoz, vagyis egy Riemann-sokaséghoz a Z funktor segitségével egy

M — / fo()e SODd e H o @ HY, (VL.3.2)

I'(F)

lineéris operatort rendeltiink. Vegyiik észre a hasonlésagot (VI.2.2 ), (VIL.3.1 ), valamint
(VI.2.4), (VL.3.2 )kozt. Legyen [ := m + n és vezessiik be a

by, ty) = / exp | — / L(®)v + (1165 (a1) + o + 69 5))® | DO
r(F) oM

»generald funkcionalt”. A formuldban a Dirac-deltdk ugy hatnak, hogy pl. az x; ponthoz
a ® mez6 elére megadott ¢(z1) értékét rendeli, vagyis d4_(5,)® = ¢_(x1). Ekkor fomélisan

o'r

0 = —
N VT

= (¢ (21)---0— () D4 (Y1) D4 (Ym)) - (VL.3.3)

t1=...t;=0

Véleményiink szerint ezek mér elegendGek a most kovetkezd izgalmas dolgozat megértéséhez.
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1 Bevezetés

Az elmult évtizedben a matematika és a fizika Osszefonodasa egy fantasztikus 1) szint-
re emelkedett. Amig az évszézad elején Wigner ,a matematika varatlan effektivitasarol”
beszélt a fizikiban, mostandban inkabb a fizikai Otletek varatlan effektivitasdnak lehetiink
tanui a matematikdban. Szinte egy 1j targyrol a ,fizikai-matematikarol” beszélhetiink.

Ebben az el6adasban a fizikus gondolkodasmod egy ilyen alkalmazaséira szeretnék mutatni
egy példat. A targyalés sziikségszertien sematikus lesz, de remélem a legfontosabb otletek
érthetGek lesznek. A matematikai problémakor, amirdl szé lesz, az enumerativ algebrai
geometria és a problémék, amelyekhez végiil is fizikai modszerekkel lehetett hozzaférni,
tobb mint szaz évesek voltak!!!

El6szor lassunk egy rovid bevezetést az algebrai geometriaba.

2 Algebrai geometria

Alaptestnek altaldban C-t, a komplex szdmokat fogjuk venni. A™ jeloli a C f6lotti n
dimenzi6s linedris teret!, amelyen a koordinatakat altalaban (zy, ..., x,)-nel fogjuk jelélni.

Szamunkra az érdekes fiiggvények A™-en a polinomok lesznek, azaz a

— 31 i
P = E @iy i@y "o Ty

alaku kifejezések, ahol a;,. ;. komplex egyiitthatok. A P polinom foka a tagjai fokainak
maximuma

deg(P) = max(iy + ... + ip)-

A P polinom homogén, ha minden tagjanak foka ugyanaz. Példaul: ;75 + 3 homogén,

'Ezt néha affin térnek is nevezik.
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mig z1 + 1 nem. Egy fiiggvény raciondlis, ha két polinom hanyadosaként reprezentalhato.

A SIK GEOMETRIAJA

Az algebrai geometria alapja a polinomok és ezek nullhelyei kozti dualitds. Példaul: a
(valos) stkon az p = z2 + x32 — 1 polinom egy kort hataroz meg. Ez persze viliagos. Amin
érdemes elgondolkozni az az, hogy barmely polinom, amely eltiinik ezen a korén, az p-nek
egy tObbszorose lesz. Az algebrai geometria a polinomok algebrai tulajdonsagait probalja
Osszekapcsolni a nullhelyek geometriai tulajdonsagaival.

Az A? sik egy olyan részhalmazat, amely egy kétvaltozos polinom nullhelyeiként el6all,
algebrar sikgorbének neveziink.

Példa: A korvonal R feletti algebrai sikgorbe, mely egyenlete: P = x2 + z2 — 1. Viszont
az Ty = sin(z1) nem algebrai sikgorbe.

Persze jol tudjuk, hogy van egy masik modja is érdekes gorbéket krealni a sikon, ez pedig: a
parametrizalas. Egy raciondlis gorbe a sikon egy x : A' — A? racionalis leképezés képeként
all el6, azaz x(t) = (z1(t), z2(t)) ahol z1(t) és xo(t) raciondlis fiiggvények. Ilyenkor z képe
egy algebrai sikgorbe. Tehat a racionalis gérbék a sikgorbék egy valodi részhalmazait
alkotjak. A racionélis gorbe fogalma természetes médon altaldnosithaté magasabb dimen-
ziokra.

Példa:

i) Legyen z; =t és xo = t2, tehat a parabola egy valos racionalis gorbe.
g

(ii) Viszont egy ugynevezett elliptikus gorbe, példaul, 2 — 23 — 1 = 0 racionélisan nem
parametrizilhaté. Nem racionélis gorbék létezését egy kicsit kes6bb bizonyitjuk.

KITERJESZTES

Vélasszuk a K alaptestet a komplex szamok C testének. (Ekkor a kor és a hiperbola azonos
lesz.)

Egy fontos varidnsa a fentieknek a projektiv terek geometridja. Ebben A"-t, az affin
teret, P"-nel, a projektiv térrel helyettesitjiik, amely az A™*!-beli origon atmend egyenesek
halmaza. Masképp azt mondhatjuk, hogy faktorizalunk a kdévetkezé relacioval:

P" := (A"™N\{0})/ (20, Z1, - -, Tn) ~ (AT, ATy ... Azy) (A # 0).

P™ azon pontjai, ahol o # 0, természetes mdédon egy affin sikot alkotnak: A™ C P".
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A definiciobol konnyen lathato, hogy béarmely n 4+ 1 valtozés homogén polinom null-
helyei egy joldefinialt részhalmazat adjak P"-nek. Az is konnyen lathato, hogy példaul
egy homogén affin térgérbe mindig természetesen kiterjeszthets P2-re, azaz egy projektiv
stkgorbét hataroz meg, amelyet egy haromvaltozés homogén polinommal adunk meg. Pl:
T3 + 2129 + 372 nullhelyei jol definialtak, mint P? pontjai.

Egy d-foku projektiv raciondlis gorbét pedig egy x : P! — P? leképezés definial, ahol
$(t0, tl) = (370(750, tl), .’I?l(t(), tl), LL'Q(t(), tl)) és .’Eo(to, tl), Jfl(to, tl), .’I?Q(t(), tl) d-ed foku homogén
polinomok. Pl: zy = 2 4+ 2,21 = tot1, 22 = 3 — t3. A fogalom konnyen &ltaldnosithato
magasabb dimenzidkra.

Egy projektiv gorbe fokat 4dltalaban egy altaldnos helyzetii hipersikkal val6 metszéspontok
szamaként definialjuk. A projektiv egyenes ez esetben 1 foki. Magasabb dimenziokban
egy gorbét persze t&bb egyenlettel kell megadni és a fok kiszamitasa nehezebb lehet.

Linedris sikgorbének nevezziik az agro + a171 + asxo = 0 egyenletii gorbét.

Ekkor egy racionélis sikgorbe d-ed foki, ha egy altalanos helyzetii linearis gorbét d pontban
metsz.

Kérdés: Raciondlis-e minden sikgorbe?
Valasz: Nem.

Ennek belatasahoz paraméter-szamolést hasznalunk: d = 1-re 2 paraméter, d = 2-re 5
paraméter, altalaban (df) — 1 paraméterrel irhat6 le az Osszes d-ed foku sikgorbe. Mig a
raciondlis gorbéket 3d—1 paraméterrel lehet lefrni. Kovetkezésképpen nem minden sikgoérbe

racionalis:

A gorbe foka: (d) 1123
Sikgdrbék paramétereinek szama: (?7%) — 1 2519
Racionalis gorbék paramétereinek szama: 3d —1 || 2 | 5 | 8

VII. 2. 1. Tablazat: d-ed foku sik- ill. raciondlis gorbék paramétereinek szima

Probléma. Adott P polinom raciondlis gorbét hatdiroz-e meg? Erre a kérdést meglep&en
nehéz vilaszolni.

Tétel. Létezik algoritmus, ami véges iddn belil eldonti, hogy egy adott P polinom raciondlis-
e vagy sem. <

Feladat: Vegyiink pi,...,pn, € P? dltaldnos helyzeti pontokat. Hdny d-ed foki raciondlis
gorbe megy dt rajtuk?
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Ahhoz, hogy véges szamot kapjunk, n-et 3d—1-nek kell valasztanunk. Ha az adott pontokon
atmend d-ed foku gorbék szaméat Ny-vel jeloljiik, akkor a kovetkezd tablazatot allithatjuk
Ossze:

‘ Fok (d) ‘ 3d—1 ‘ Rac. g. szama (Ny) ‘ Megoldas

1 2 1 trividlis

2 ) 1 konny

3 8 12 klasszikus

4 11 620 1873, Zeuthen
5 14 87304 1993, Kontsevich

VII. 2.2 T4ablazat: 3d — 1 ponton atmend d-ed foku racionélis gorbék szama

A problémat végiil Kontsevich oldotta meg 1993-ban elméleti fizikai Gtletekkel. A megoldast
rekurziv alakban adta meg:

(3d — 4)!
(3dy — 1)!1(3d — 3)!

(3d — 4)!

73
(3d; — 2)!(3ds — 2)! hda

NF:ZJ%MP% (VIL2.1)

d1+ds=d

A kovetkez§ fejezetben vazolunk egy ,fizikus” bizonyitast erre az allitasra.

Elébb azonban vizsgdjunk meg egy masik, hasonl6 leszamlélasos feladatot, ami a hires
tiikorszimmetridval kapcsolatos.

Feladat: Hdny darab raciondlis d-ed foki gorbe van egy dltaldnos 5-od foki hiperfelileten
P*-ben?

Paraméter-szdmoléssal kapjuk, hogy a P4-beli 5-6d foku hiperfeliiletek 5d+1 = 5(d+1) —4
paraméterrel irhatok le.

Az pedig, hogy egy racionalis z : P* — P* gorbe rajta van egy P C P* hiperfeliileten, a
P(zo(to, t1), ..., x4(to,t1)) = 0 egyenlet irja le, ami 5d + 1 feltétel.

Tehat varhatéan véges sok d-ed foku racionalis gorbe van egy altaldnos 5-6d fokt hiper-
feliileten. Jeloljiik ezek szamat ng-vel.

1991-ben fizikusok a htirelméletben feltételezett tiikorszimmetria felhasznaldsaval meg tud-
tak sejteni ny értékét minden d-re. Matematikusok aztan matematikai modszerekkel meg-
mutattak, hogy d = 3-ra a fizikusok altal megadott szam helyes, majd 1996-ban Givental [1]
bebizonyitotta, hogy a fizikusok szamolasi eljarasa a helyes eredményre vezet. A dolgozat
Kontsevich munkajan alapul [2|. Ez egy rendkiviil érdekes és mély eredmény.



140 VII. KVANTUMELMELET ES ALGEBRAI GEOMETRIA

‘ Fok (d) ‘ Rac. g. szama (ng) ‘ Megoldas

1 2875 1885, Schubert
2 609250 1986, ?
3 317206375 1991, fizikusok

VII. 2.3 Tablazat: d-ed foku rac. gorbék szama egy altalanos 5-6d foku hiperfeliileten

Térjunk most vissza az els6 feladathoz, azaz N; meghatarozasardl lesz szo.

3 Fizikus megoldas

Elgszor is irjuk le a problémat egy kicsit masképp. A raciondlis gérbékre, melyek atmennek
3d — 1 ponton, tigy is lehet gondolni, mint olyan leképzésekre, melyek P'-et és annak 3d — 1
kijelslt pontjat P?-be és benne 3d — 1 (a sorrend szamit!) elére megadott pontba viszik.
Mindez persze izomorfia erejéig, azaz ha két ilyen leképezést egy P! — P! tort-linaris
leképezés kot Ossze, akkor ezeket azonosnak tekintjiik. Ekkor altaldnosithatjuk a problémat
oly médon, hogy azon P* — P? leképezéseket szdmoljuk, melyek valamely 3d — 1 + m
P!-en adott pontot 3d — 1 elére megadott pontba illetve m egyenesbe viszik P2-n. Jeldljiik
az ilyen leképezések szaméat Ng,,-mel. Persze a fok definici6ja miatt ha mar talaltunk
egy ilyen leképezést, akkor ez d ilyen leképzést ad ha m-et m + 1-re cseréljiik. Tehét ha
képezziik a kdvetkez6 hatvanysort:

3d—1

Y
L'(y1, y2) E Ngevd 3d2— o (VIL3.1)
a>1

Ekkor nyilvanval6an
I'99. . .211...1(0,0) = Ny,

3d—1 m

ahol az indexek parcidlis derivalast jelentenek. Ez az egész egy kicsit problémés, ha a
pontok szama 3-nal kisebb, de ezzel most nem fogunk foglalkozni.

A T generator-fiiggvény segitségével az ( VIL.2.1 ) alaprekurziot a kovetkezs elegans for-
méaban lehet leirni:

Tggo + i1 - Tigp = [ (VIL3.2)

Vegyiik észre, hogy a formulaban csak azok az esetek jatszanak szerepet, amikor legalabb
3 pont van P!-n
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Erre az egyenletre adunk fizikus bizonyitast. A I' hatvanysor egy kvantumfizikai modell
korrelécids-fiiggvényét fogja reprezentilni.

NEMLINEARIS KVANTUMMECHANIKA, MINT 0 + 1 DIMENZIOS KME

Kezdjiik egy egyszerii példaval. Legyen M és N két Riemann-sokasidg. A mezGk ebben az
elméletben a ® : M — N leképezések lesznek és az elméletet definialé hatast az

integral adja meg, ahol L az elmélet Lagrange-fiiggvénye. Itt teh&t M jatssza a téridd
szerepét és mivel egy Riemann-sokasagot valasztottunk, elmléletiink euklideszi lesz. Al-
talaban a mez&k egy linearis térben veszik fel lehetséges értékeiket, de a mi esetiinkben
nem. Ezért hivjdk a modellt nemlinedrisnak.

Szokésos modon a megfelel6 kvantumelmélet konstrukciéjanak kiindulasi pontja az ugy-
nevezett pdlyaintegrdl:

Z(e) = / exp (—eS(®)) D®.
{®:M—N}
Az integral az Osszes ® leképezés végtelen dimenzios terén értends, és persze nincs jol
definidlva. Az egyik feltevesiink az lesz, hogy ez az integral értelmes.

Tekintsiik elgszoér a dim M = 1 esetet. Egy 0+ 1 dimenziés euklideszi KME, ami nem més
mint a jol ismert kvantummechanika képzetes idével (N alkalmas megvalasztésa esetén).
Itt a térid6 egy 1 dimenzios (0, §) szakasz. Jelolje a {h;;} matrix az N sokasag h metrikus
tenzorat az érintStér {57} bazisaban.

el
vt

Egy ® : [0, 5] — N mez6 hatdsdt a
B B
S(®) = / L(®) = / hi;®'®7 dt
0 0

formul4val van adva, ahol %@ =&,

Ez a modell egy diffiziés rendszert ir le. A rendszer lehetséges klasszikus allapotai a
® : M — N leképezések, az 6sszes kvantumaéllapotok halmaza pedig egy ehhez asszocialt
Hibert-tér (Id. a konyv el6z6 fejezetét!).

Az idofejlédést ebben a térben egy {I|t € (0, 5)} operator-félcsoport irja le, mely eleget
tesz a
Lil, = Ty



142 VII. KVANTUMELMELET ES ALGEBRAI GEOMETRIA

(kompoziciés) egyenletnek. Ebbdl kévetkezik, hogy I, = et ahol is H az tgynevezett

Hamilton-operdtor. Az I; operatort a sokasag pontjai altal megadott bézisban egy végtelen-
dimenzits Ky(z,y) (z,y € N) ,métrix” adja meg. Heurisztikusan |K;(z,y)|? az 2-bol y-ba
t id6 alatt eljutdsnak a valoszintiségét méri. Szamunkra fontos lesz a kompozicids egyenlet
kovetkezd forméban valo leirasa:

Kipa(z,2) = / Ki(z, y) Ku(y, ')y, (VIL33)

yeEN

ami egyszertien a maéatrixszorzas folytonos valtozata. Figyeljiik meg mi tortént: a téridét
tetszbleges modon kétfelé vagtuk, majd 6sszegeztiink a valoszintiségeket az Gsszes lehetséges
kozbiilss klasszikus allapot, vagyis (0, ) — N pélya szerint.

A masik fontos képlet a hires Feynman — Kac-formula:

Kifa,) = ()., = (sle"la') = [ e5@Da,

T

ahol T := {®|,®(0) = z, ®(t) = 2}, a hatas S(®) = fO’B L(®(t))dt mig a Lagrange-
fiiggvény a o

formulakkal adottak. Az integral egy végtelen dimenziés téren van adva, ahol a mérték
onmagaban nem definialt, csak a teljes integrandussal egyiitt, mikor is a neve Wiener-
meérték.

Mikor V' = 0, akkor S(®) minimélis, ha ® geodetikus, azaz a legrovidebb ut z és z’ kozott.
Vilagos, hogy V = 0 esetén S(®P) erdsen fiigg a (0, §) intervallum atparaméterezéstdl.

A fenti modell az 1 dimenziés nemlinedris o-modell. Ez altalanosithaté6 magasabb dimen-
ziokra, ugy, hogy az intervallum helyett magasabb dimenziés (M, g) Riemann-sokaségot te-
kintiink. A mezdk ekkor ¢ : M — N leképezések lesznek, mig a Lagrange-fiiggvénybe pedig
belecsempéssziik g-t: L = giji)a(b%haﬂ (ez akkor jo Lagrange-fiiggvény, ha M = W x R
alaki, vagyis van egy természetes ,,id6”, ami szerint derivalni tudunk).

Az altaldnositott elmélet is, a fentiekben targyalt 1 dimenziéshoz hasonléan fiiggeni fog
a g metrikdtol. Egyetlen esetben azonban, mikor M két dimenziés, az elméletnek extra
szimmetriai lesznek: ez a két dimenzids o-modell.
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A KET DIMENZIOS SZUPERSZIMMETRIKUS 0-MODELL

Emlékezziink két dologra az iskola korabbi el6adéasaibol:

(i) Egy sima sokasagon adott f fiiggvény derivaltja egy df =) g—aid:ci 1-forma.

ii) Egy n dimenzids sokasagon egy n-format tudunk (koordin&ték nélkiil) integralni.
gy

Ezek miatt a Lagrange-fiiggvényben egy 2-forméat fogunk kapni, amelyet (majdnem) fogunk
tudni integralni a g metrika felhasznaldsa nélkiil. Kicsit kényelmesebb attérni komplex
koordinatakra.

Tekintsiik a komplex szamokat: C = {z+iy : z,y € R} mint két dimenzids sima sokasagot.
Definialjuk a kovetkezd komplexifikalt érintGvektorokat:

9, = %(ax _id,), 8= %(ax +id)),

illetve komplexifikalt 1-formékat
dz =dx +:dy, dz =dz —dy.

Ha most definidljuk a

_of 5p_ Of
af—adz, of = azdz

differencial-operatorokat, akkor konnyen lathaté, hogy 0 + 0 = d. A 0 operator neve
Cauchy — Riemann-operdtor.

Tekintsiink egy (X, g) két dimenziés iranyithaté Riemann-sokasidgot. Minden pontban az
érintGtér egy két dimenziés irdnyitott euklideszi tér, ezért definidlhatunk egy majdnem
komplex struktiurat rajta a 90 fokkal val6é pozitiv iranyta forgatassal. Mi tébb, minden
pont kornyezetében definidlhatunk lokéalis komplex koordinatakat, melyek kompatibilisek
ezzel a forgatassal. (Ez a két dimenzio sajatossaga.) Komplex jeloléssel tehat a hatast
S(®) = [ L(®) alakba frhatjuk, ahol a Lagrange-fiiggvényt a

b

L(®) = hy;0,90,9, (VIL.3.4)

kifejezéssel adjuk meg, ami fiiggetlen a g metrikatol, csak a J komplex struktirara érzékeny.
Masképpen: ha a g mertikdt megszorzunk egy valdos értéki sima fiiggvénnyel. akkor a
hatas nem valtozik. Ezért a két dimenzios nemlinearis o-modellt konform-invaridnsnak
mondjuk.

A kvantumelmélet egy altalanos elve, hogy a klasszikus modell szimmetriai reprezen-
talhatoak a kvantumelmélet Hilbert-terén szimmetria-operdtorokként. Példaul, ha m :
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> — ¥ egy komplex strukturat megorzé leképezés, mas szoval: konform leképezés, akkor
L(® om) = L(®), és ebbdl kovetkezSleg m hat a KME Hilbert-terén. Egy ilyen mez6-
elméletet konform mezdelméletnek hivjuk.

Konformhoz hasonlé téridG-szimmetridk mellett 1éteznek belsG szimmetridk is. Ezek kozé
tartozik az tgynevezett szuperszimmetria. Létezik a fenti két dimenziés nemlineéris o-
modellnek egy szuperszimmetrikus kiterjesztése, ami azt jelenti, hogy megfelel6 m6don
extra mezdket vezetiink be, és 1j tagok jelennek meg a Lagrange-fliggvényben, melyek az
1j mezGk kolcsonhatéasait irjak le. Ezt a modellt most nem fogjuk részletesen leirni; jeloljiik
az uj Lagrange-fiiggvényt Lg-sel.

Az ily modon nyert Lg-nek a konform szimmetrian kiviil még van egy szimmetridja is,
a szuperszimmetria; ez hat a Hilbert-téren egy 6 : H — H transzformécioval, mégpedig
nilpotens moédon, azaz §° = 0. Emiatt im(§) C ker(§). Ha érdeklgdésiinket csak a §
kohomologia-terére: a

ker(0)

im(0)
térre szoritjuk meg, akkor az igy nyert elmélet egy 141 dimenzids topologikus kvantummezd-
elmélet (TKME) lesz. Azaz Lgs(®) = Lgs(®om), ahol m : ¥ — X tetszGleges homeomor-
fizmus.

= H5

A mi esetiinkben X' = P! \ {z} pontozott Riemann-gémb a térids, a TKME Hilbert-tere
(az axiomatikus formalizmusban Z(S')) pedig H*(P?, C), P? kohomologiaja lesz, vagyis

H; ~ H* (P*,C) .

Ezt a teret Poincaré-dualitassal azonosithatjuk H, (P?, C)-vel, P? homologiajaval. Ismeretes,
hogy a nem nulla homolégia-csoportok: Hy(P?, C) = C, mely egy pont Oy fundamentalis os-
ztalyaval, Ho(P?,C) = C, mely egy egyenes O; fundamentalis osztalyaval, és H,(P?, C) =
C, mely a pedig az egész projektiv stk O, fundamentélis osztalyaval vannak generalva.

Tehat H6 = C3.

Tegyiik fol, hogy 0(¢) = §(P|ax1) = 0, vagyis [¢] € H;. Ez az elmélet topologikus jellege
miatt azt jelenti, hogy a ¢ alapallapot, vagyis vdkuum. Klasszikusan tehat a ® mez6 az
Lg Lagrange-fiiggvényt minimalizdlja. Ha az Lg fiiggvényt részletesen leirtuk volna, akkor
konnyedén megmutathatnank, hogy ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a ® : P! — P?
leképezés holomorf (emlékezziink, L tartalmazza a Cauchy — Riemann-operatort); ez viszont
a Chow-téteP miatt azt jelenti, hogy im® algebrai sokasag P?-ben. Tehat az adott pontokon
atmend racionéalis gérbék problémajat ugy fogalmazzuk 4t fizikus nyelvre, hogy keressiik a
szuperszimmetrikus nemlinearis o-modell azon ® vakuum-mezé&it, melyek elére megadott
x; P'-beli pontokat elére megadott P2-beli pontokba képeznek, vagyis ismerjiik a mezs
o(z;) értékeit. Az el6z6 fejezet (VI.3.3 ) kifejezése pontosan ennek a helyzetnek, mint
szorési feladatnak” a valészintiségét adja meg. Esszert foltételezni, hogy ez a valdszintiség

2]. a Hausel-el6daas 6. tételét!
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kapcsolatban van a kivant tulajdonsagu leképezések szdmdval. Ennélfogva a (VIL3.1 )
hatvanysort a

L(yr,y2) = / exp _/LS,J((I))V + 1101 + 3205 | D®

I(P1xP?) g}

Feynman-integral szamolja. Itt O-el az O, fix egyenes Dirac-delta fliggvényét jeloljiik.

Val6jaban egy kicsivel tobbet tudunk. Modositsuk a I' hatvanysort a kovetkezGképpen:

~ 1

L (yo, y1, ¥2) := = (Yy2 + yoyi) + I'(y1, y2)
2

A modositott hatvanysort a kovetkezd Feynman-integral szamolja:

I'(y0, Y1, Y2) = / exp | — / Lgs(®)v + yoOo + 1101 + 320, | DO.

T(P1xP2) Pl

Ha ¥" egy 0 génuszi n peremkomponensd feliilet, akkor a fenti TKME egyszer egy
Z(0x") = H® =~ (H*(P?,C))®" vektorteret rendel a peremhez, illetve egy z(0X") €
Z(0x™) = (H*(P?,C))®N vektort rendel a peremhez tartozé vektortérhez. Ez a vektor
nem mas, mint a mezG6 értékei az n perempontban:

2(0%") = ¢(21) © ... ® §(xn).

Lathato, hogy ekkor
(2(0Z™),08% @ O @ 05"y =Ty 4112 .2, (VIL3.5)

ahol a bal oldal a z(9%") vektor OF* ® OF* @ OF*-hez tartozo egyiitthatoja (ami viszont
azt mondja meg, hogy az x; pontok k; egyenesbe és ks pontba képz&dnek).

Tekintsiink egy 0 génuszii 4 peremkomponensi feliiletet, X*-et. Ez egy S? gdmbfeliilet,
melyb6l 4 diszjunkt pici korlapot kihagytunk. Ekkor a fentiek szerint a TKME ehhez
a 2 dimenzios feliilethez egy z(0%?) € (H*(P?, C))®* vektort rendel a peremhez rendelt
vektortérben.

Az alabbiakban a ( VIL.3.3 ) kompoziciés szabaly felhasznélaséval kétféleképpen is kiszé-
moljuk a (2(0%%),0; ® 01 ® O ® O,) szadmot, azaz a z(0X*) vektor O; ® O; ® Oz ® O,
bazisvektorhoz tartozé egyiitthatojat:

Elészor vagjuk Y%-t egy zart gérbe mentén két 3 peremkomponenst Y3 ill. X3 részre, gy,
hogy az eredeti 4 peremkomponens koziil az elsé kett6 ¥3-hez , a maradék ketts pedig
¥33-héz tartozzon.
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Ekkor (VIL3.3 ) és (VIL3.5 ) a
L1199 = Tiiol'a22 + Tiai oot + Tiial'ag (VIL3.6 )

azonossagot eredményezi.

Ha viszont Y4-et tgy vagjuk két 31 = 33 Ugi 33 részre, hogy 23 tartalmazza az els6 és
harmadik, 33 pedig a 2* méasodik és negyedik peremkomponensét, akkor a

1192 = Fiool122 + Tia1l1a1 4 Tz liao (VIL3.7)

egyenletet kapjuk.

Végezetiil (VIL.3.6 ) és (VIL.3.7 )-bdl konnyt szamolassal kapjuk ( VIL.3.2 )-t, ami pedig
(VIL.2.1 )-t eredményezi. &
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