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BEVEZETÉS

Az égi mechanika a csillagászat egyik ága, amely a
bolygók mozgásának vizsgálatából fejlődött ki. Az égites-
tek mozgásával kapcsolatos problémák a következő témakörök
szerint csoportosíthatók:

égi mechanika, amely a Naprendszer természetes égi-
testjei,

asztrodinamika, amely a mesterséges égitestek,

sztellárdinamika, amely a csillagok mozgásának vizs-
gálatával foglalkozik.

E három terület összefoglaló elnevezése: dinamikus
csillagászat. Az egyes témakörök nem választhatók szét éle-
sen egymástól. Történetileg elsőként az égi mechanika ala-
kult ki, melynek módszerei a többi területen is alkalmaz-
hatók. Az égi mechanika sem szűkíthető le az egyes bolygók
és holdak mozgásának tanulmányozására. Ide tartoznak azok
a problémák is, melyeket a konkrét feladatok általánosítá-
saként fogalmaztak meg (pl. n-test probléma), s azok a mód-
szerek, melyeket ezek vizsgálatára kidolgoztak.

Az égi mechanika kezdetét Isaac Newton "Philosophiae
Naturális Principia Mathematica" című alapvető munkájának
megjelenésétől (1687) számítják. Newton ebben fogalmazta
meg - a mechanika axiómái mellett - az általános tömegvon-
zás törvényét, mely az égi mechanika alapjául szolgál.
Newton az égi mechanika alapfeladataként felállította az
n-test problémát, megoldotta a kéttest-problémát, s módszert
dolgozott ki a perturbált mozgások vizsgálatára. Alkalmazás-
ként levezette a Hold mozgásának fő perturbációit.

Az égi mozgások problémája egyidős a gondolkodó ember-
rel. Hosszú út vezetett az égi jelenségek helyes értelmezé-
séig. N. Kopernikusz ismerte fel, hogy a bolygók - köztük
a Föld - mozgása legegyszerűbben a heliocentrikus rendszer-
ben magyarázható ("De revolutionibus orbium coelestium",
1543). A kopernikuszi rendszer alapján a bolygómozgások tör-
vényeit J. Kepler állította fel (1609, 1619). A Kepler-tör-
vények a bolygók mozgásának kinematikai leírását adják.
Newton a Kepler-törvények felhasználásával jutott az álta-
lános tömegvonzás törvényéhez, amely lehetővé tette az égi-
testek mozgásának dinamikai vizsgálatát. Newton Hold-elmé-
lete az első dinamikai mozgáselmélet.



A newtoni mechanika alapjain az égi mechanika kifejlő-
dése L. Euler, J. L. D'Alembert, J. L. Lagrange és P. S.
Laplace tevékenysége nyomán indult meg. Különösen jelentős
Laplace munkássága, mely az égi mechanika valamennyi terü-
letére kiterjedt. Nagy összefoglaló műve a "Traité de Méca-
nique Céleste" (I.-IV. kötet 1798-1805, V. kötet 1825) az
égi mechanika problémáinak első rendszeres tárgyalását ad-
ja. Joggal tekintik Laplace-t az égi mechanika megalapító-
jának (az égi mechanika elnevezés is tőle származik).

Számos égi mechanikai feladatban a vizsgált testek tö-
megpontoknak tekinthetők, melyekre csak a kölcsönös tömeg-
vonzásból származó vonzóerők hatnak. Az égi mechanika alap-
feladata így az n-test probléma: meghatározandó n számú
tömegpont mozgása a Newton-féle kölcsönös gravitációs von-
zóerők hatására. Az n-test probléma két fontos speciális
esete a kéttest-probléma és a háromtest-probléma.

A kéttest-probléma integrálható, általános megoldása
Newton óta ismeretes. A relatív mozgás pályája a kezdőfel-
tételektől függő kúpszelet, a mozgás hely- és sebességkoor-
dinátái bármely időpontra pontosan kiszámíthatók. A kéttest-
probléma jelentősége az, hogy a bolygók és holdak mozgása
a kéttest-probléma alapján közelítőleg leírható, így a moz-
gások pontos meghatározásakor a kéttest-probléma formaliz-
musa használható.

A háromtest-probléma a leghíresebb égi mechanikai
probléma. H. Bruns (1887) és H. Poincaré (1892) mutatták
ki, hogy a háromtest-probléma nem integrálható. K. F. Sund-
man (1912) konvergens hatványsorok alakjában formális meg-
oldást adott a háromtest-problémára. A Sundman-féle sorok
konvergenciája azonban olyan lassú, hogy segítségükkel a
háromtest-probléma nem vizsgálható.

A háromtest-problémának öt egzakt partikuláris megol-
dása ismeretes, melyek tetszőleges tömegek esetén érvénye-
sek. A három Euler-féle megoldásban a tömegpontok mindig
egy egyenesen vannak, a két Lagrange-féle megoldásban a tö-
megpontok egyenlő oldalú háromszögek csúcsaiban helyezked-
nek el. A háromtest-problémának nagy számú numerikusán meg-
határozott megoldása is ismeretes.

A háromtest-probléma nevezetes esete a korlátozott há-
romtest-probléma. Ebben az egyik test tömegét olyan kicsi-
nek tételezik fel, hogy az semmiféle hatást sem fejt ki a
másik kettőre. Ez utóbbiak mozgását így kölcsönös gravitá-
ciós vonzásuk határozza meg. Feltéve, hogy a két fő test
egyenletes körmozgást végez, továbbá hogy a három test min-
dig ugyanazon síkban van, meghatározandó a harmadik, elha-
nyagolható tömegű test mozgása. A korlátozott háromtest-
probléma az egyik legegyszerűbb nem integrálható dinamikai
probléma. Mindazokat a nehézségeket tartalmazza, melyek az
általános háromtest-problémában is fennállnak. A korlátozott
háromtest-probléma ezért mindig intenzív kutatások közép-



pontjában állott. A korlátozott háromtest-problémának szá-
mos gyakorlati alkalmazása is van. Pl. e modell alapján
tárgyalható a kisbolygók mozgása a Nap körül a Jupiter per-
turbáló hatását is figyelembe véve, vagy egy űrhajó mozgása
a Föld-Hold rendszerben.

A Naprendszer égitestjeinek mozgásával kapcsolatban
a következő fő témakörök különböztethetők meg:

1. A bolygók mozgása

A bolygók mozgása a Nap körül jó közelítéssel a Nap-
bolygó kéttest-problémának megfelelően megy végbe. Ezt az
úgynevezett perturbálatlan mozgást a bolygók egymásra gya-
korolt gravitációs hatása zavarja, perturbálja. A bolygók
kölcsönös perturbációi a perturbációszámítás módszereivel
vizsgálhatók.

A bolygók mozgásában vannak olyan perturbációk, melyek
a klasszikus gravitációs elméleten túlmenően az általános
relativitáselmélet alapján magyarázhatók. Közülük a legis-
mertebb a Merkúr 43"/ évszázad-os relativisztikus perihélium
precessziója.

Az égi mechanikában általában a Newton-féle gravitációs
törvényt használják. A relativisztikus perturbációkat rend-
szerint elég korrekcióként figyelembe venni. A legmodernebb
bolygóefemeriszek azonban már a relativisztikus mozgásegyen-
letek numerikus integrálásán alapulnak. A relativisztikus
égi mechanika kérdéseit V. A. Brumberg (1972) munkája tár-
gyalja.

2. A holdak mozgása

Egy bolygó holdjainak mozgását első közelítésben a
bolygó-hold kéttest-probléma megoldása írja_le. Ezt a per-
turbálatlan mozgást három perturbáló tényező befolyásolhat-
ja: a bolygó lapultsága (a bolygó tömegeloszlásának a gömb-
szimmetrikustól való eltérése), a Nap gravitációs hatása,
a holdak kölcsönös perturbációi. A lapultságból eredő per-
turbációk a közeli holdaknál, a szoláris perturbációk a tá-
voli holdaknál lehetnek számottevők. A holdak kölcsönös per-
turbációi közül elsősorban a rezonancia perturbációk jelen-
tősek. Pl. a Jupiter Galilei-holdjainál (Io, Európa, Gany-
medes), ahol a keringési idők aránya jó közelítéssel rendre
1/2, a rezonancia perturbációk igen szigorú kötöttségeket
alakítottak ki e holdak mozgásában.

3. A Hold mozgása
Földünk Holdjának mozgásproblémája kitüntetett helyet

foglal el az égi mechanikában, mint az egyik legnehezebb
feladat. Ennek oka kettős. Egyrészt a Hold a Földhöz legkö-
zelebbi természetes égitest, mozgását ennek lehet a legpon-
tosabban nyomon követni, ezért itt a legnagyobbak az elme-



let pontosságával szemben támasztott követelmények (10 ív-
másodperc) . Másrészt a Nap a bolygók holdjai közül a Hold-
hoz van a legközelebb, ezért a Hold mozgásában okozza a
legnagyobb perturbációkat. Ezek meghatározása igen nehéz,
csak speciális módszerekkel elvégezhető feladat.

A legnagyobb szoláris perturbáció a Hold-pálya térbeli
forgásában nyilvánul meg. A Hold pályaellipszise a Hold ke-
ringésével egyező irányban 8,9 év alatt körbefordul, miköz-
ben a pálya síkja a keringéssel ellenkező irányban 18,6 éves
periódussal forog.

A Hold pontos mozgáselméletének kidolgozásakor a Nap
mellett figyelembe kell venni a bolygók perturbáló hatását,
a Föld és a Hold lapultságát és relativisztikus perturbá-
ciókat.

4. Kisbolygók és üstökösök mozgása

A kisbolygók és üstökösök igen kis tömegű égitestek,
mozgásuk a nagybolygókétól függetlenül tárgyalható (miután
ezek mozgása már ismeretes).

A kisbolygók mozgását a Nap körül elsősorban a Jupiter
perturbálja. Égi mechanikai szempontból legérdekesebbek a
rezonáns kisbolygók. Ezek keringési idejének és a Jupiter
keringési periódusának hányadosa jó közelítéssel kis egész
számok hányadosaként fejezhető ki. Ez az arány pl. 2/3 a
Hilda-típusú kisbolygó csoportnál, és 1/1 a trójai kisboly-
góknál. A rezonáns kisbolygókhoz fűződik a Kirkwood-zónák
mindmáig megoldatlan problémája (D. Kirkwood, 1867): mi az
oka a kisbolygók eloszlásában bizonyos rezonanciáknál (1/2,
3/7, 2/5, 1/3) fellépő minimumoknak?

A kisbolygók nagy száma miatt csak a legnagyobb (pl.
Ceres, Vesta) és az érdekesebb aszteroidák (pl. trójai kis-
bolygók) esetén dolgoztak ki mozgáselméleteket.

Az üstökösök rendszerint igen elnyúlt, és nagy pálya-
hajlású pályákon mozognak. Mozgásuk legcélszerűbben numeri-
kus integrálással határozható meg. Az üstökösöknél a gravi-
tációs perturbációkon kívül fellépnek a maganyag párolgásá-
val összefüggő perturbációk is.

5. Mesterséges égitestek mozgása

A mesterséges égitestek mozgásával kapcsolatos problé-
mák annyiban nehezebbek a klasszikus feladatoknál, hogy
ezekre többféle perturbáló erő lehet hatással. Pl. egy Föld
körüli mesterséges holdnál figyelembe kell venni a Föld nem
gömbszimmetrikus tömegeloszlásának hatását, a légköri súr-
lódást, esetenként luni-szoláris perturbációkat, sugárnyomás
effektusokat. Ez igen megnehezíti a mozgáselméletek kidolgo-
zását. A mesterséges holdak perturbációinak vizsgálatából
lehetővé vált a Föld gravitációs terének és a légkör szerke-
zetének meghatározása. A mesterséges égitesteknek kiemelkedő
szerepük van a Naprendszer kutatásában.



Az égi mechanika történetében fontos helyet töltenek
be a nagy, összefoglaló művek, melyek egy-egy korban össze-
gezték az égi mechanika eredményeit. Laplace nagyszabású
munkáját már említettük. A múlt század végén F. Tisserand
foglalta össze az égi mechanika eredményeit ("Traité de
Mécanique Céleste", I-IV. kötet, 1889-1896, Paris, Gauthier-
villars et Fils). Ekkor jelent meg H. Poincaré "Les Métho-
des Nouvelles de la Mécanique Céleste" című munkája is,
mely új gondolataival különösen nagy hatást gyakorolt az
égi mechanika további fejlődésére (I.-III. kötet, 1892-1899,
Paris, Gauthier-Villars). Az égi mechanika újabb nagy össze-
foglalása Y. Hagihara nevéhez fűződik ("Celestial Mechanics",
I-V. kötet, 1970-1976, Tokyo, Japán Society for the Promo-
tion of Science).

E jegyzetben, mely a csillagászat szakos hallgatók szá-
mára tartott égi mechanikai előadásaimat tartalmazza, az
eddigiekben vázlatosan említett kérdéseket - a mesterséges
égitestek mozgásának kivételével - részletesen fogjuk tár-
gyalni. A mesterséges holdak mozgásával külön kötetben fog-
lalkozunk .



1. fejezet

AZ N-TEST PROBLÉMA

1. MOZGÁSEGYENLETEK ÉS ELSŐ INTEGRÁLOK

Az égi mechanika alapfeladata általánosan mint az
n-test probléma fogalmazható meg.

Az n-test probléma; határozzuk meg n számú pontszerű
test mozgását, ha rájuk csak a Newton-féle kölcsönös gravi-
tációs vonzóerők hatnak!

A Newton-féle gravitációs törvény szerint két pontsze-
rű, m és m' tömegű, egymástól r távolságra levő test

nagyságú erővel vonzza egymást. Az erő iránya a testeket
összekötő egyenes mentén a vonzott testtől a vonzó felé
mutat. G az általános gravitációs állandó. Értéke Sí egysé-
gekben:

G=6,673.10~11 N m 2 kg" 2.

A bolygók mozgásának vizsgálatakor célszerű az égi
mechanikai mértékegységeket használni (részletesebben lásd
2.8 fejezet). Ekkor a tömeg, az idő és a hosszúság egysége
rendre a Nap tömege (M), a középnap (T) és a csillagászati
egység (A). Jelölje k^ a gravitációs állandó ezen egységek-
kel számított értékét

G[N m2 kg"2] = k2[M"1 A3 T~ 2].

K. F. Gauss (1809) számításai szerint

k=0,01720209895[M"1/2 A 3 / 2 T~ 1 ],

ahol k a Gauss-féle gravitációs állandó. Ez az égi mechani-
ka egyik alapkonstansa.

Jelölje az n-test problémában a tömegpontokat P 1,
P 2 ' " " ' ' P n ' t ö m e g u k e t m-] / m 2 ' •'•' m n ! L e 9 v e n p- helyvek-
tora egy Oxyz inerciarendszerben £^, derékszögű koordinátái
(xi, yL, z±) (1. ábra)!



1. ábra

A P. tömegpontra a P. (j^i) által kifejtett gravitá-

ciós vonzóerő a Newton-féle gravitációs törvény alapján

(G helyett k2-et írva)

~ m.m. r..

r. ij
J

ahol

r . . = r . - r. ,
-iD ~: -i

.= | r. .1=1 (x.-x.)
2+(y.-y.)2+(z.-z.)2 ,

és az erő irányát a P.-ből a P. felé mutató r../r.. egység
vektor adja. 1 : ^ 13

A P.-re ható F. erő az F..-k összegzésével adódik

F ± = k
rr^nu

7
ij

Az n-test probléma Newton-féle mozgásegyenletei így

m.m.
-ij'

a pont a t idő szerinti deriválást jelenti.
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Az égi mechanikában szokásos

n n
•• o T—-i * i m . m .

(1.2)
1=1 j=1 rij

erőfüggvényt bevezetve, (1.1) komponensekben az

-A " ár
alakban írható. Ugyanis pl.

i=1
j^k î k

n x n
1 ,2 V xj"xk 1 . 2 V
= 2 k A. m km.-^— + ^ k ̂ 2_.

j^k k j i/k

n
= k 2_^ m, m

j=1 k :

és ez éppen a P.-ra ható F. erő x komponense. (1.3)-ban az
K —K

erőkomponensek tehát az U erőfüggvény parciális derivált-
jaiként adhatók meg. U így a potenciál -1-szerese.

Az (1.3) mozgásegyenletek 3n számú közönséges másod-
rendű differenciálegyenletet jelentenek a meghatározandó
x.(t), y.(t), z.(t) függvények számára. Az (1.3) differen-
ciálegyenletrendszer így 6n-ed rendű. (1.3) megoldásának
legkézenfekvőbb módja első integrálok keresése. Első integ-
rál: a hely- és sebesség-koordinátákra felírható funkcioná-
lis összefüggés. (1.3) integrálásához 6n első integrálra
lenne szükség, mely összesen 6n tetszőleges állandót tar-
talmaz. (1.3) általános megoldása ezen integrálokból lenne
kifejezhető a t idő és a 6n tetszőleges állandó függvénye-
ként.

Az n-test problémára irányuló kutatások középpontjában
hosszú időn keresztül a megfelelő számú első integrál kere-
sése állott. Egyszerűen levezethetők a következő első in-
tegrálok .
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1. A tömegközéppont-integrálok:

összegezzük az (1.1) egyenleteket minden i-re:

n ># _ n n m.m.
^—i m.r . = k ^—i K—• —=—1 r . . = 0,
2 , i-i 2 . 2 i r3 —13 -'

j/i

ugyanis a kettős összegben r. . és r_. . kiejti egymást. így

idő szerinti kétszeri integrálással kapjuk, hogy

ni£i = a, Z I ^ Í E Í
 = £ t + k> (1.4)

ahol a és b konstans vektorok (a a pontrendszer impulzusa).
Legyen P a rendszer tömegközéppontja! Ennek r hely-

vektora :

T2 mi^i n
r^ = , m = -̂—• m. •

(1.4) szerint

m r „ = a , m r = at + b. (1.5)

Ezek az összefüggések adják a tömegközéppont megmaradásának
tételét: a rendszer P tömegközéppontja vagy nyugalomban

van (a=£), vagy egyenesvonalú egyenletes mozgást végez

Az (1.4) és a velük ekvivalens (1.5) egyenletek a
tömegközéppont-integrálok. Komponensekben felírva ezek
(1.1) hat első integrálját jelentik.

2. Az impulzusmomentum-integrál:

(1.1) mindkét oldalát r.-vel vektoriálisan megszorozva,

majd minden i-re összegezve adódik, hogy

n _ n n m. m.

az r. x r. . és r. x r.. vektorok összege ugyanis 0_. Innen

idő szerinti integrálással kapjuk, hogy

12 . •



n
{r± x nur^ = c, (1.6)

ahol £ konstans vektor.
(1.6) bal oldalán a rendszer impulzusmomentuma áll.

(1.6) az impulzusmomentum állandóságát fejezi ki. (1.6) kom-
ponensekben felírva a mozgásegyenletek három első integrál-
ját adja.

3. Az energia-integrál:

(1.1) mindkét oldalát r.-al skalárisán megszorozva,

majd minden i-re összegezve kapjuk, hogy

n 2 n n m.m.
m i i'iii = k 1

Innen

dT _ dü
dt dt

ahol
.2

T = | ZZ m. r, (1.7)

a kinetikus energia. Mindkét oldalt idő szerint integrálva
kapjuk, hogy

T-U = h, (1.8)

ahol h állandó. Figyelembe véve, hogy -U a potenciális
energia, (1.8) a rendszer mechanikai energiájának állandó-
ságát fejezi ki. (1.8) a mozgásegyenletek egy első integrál
ját jelenti.

Az (1.4), (1.6), (1.8) egyenletek a mozgásegyenletek
tíz első integrálját jelentik. Ezek a klasszikus első integ
rálok. Az n-test problémára n^-3 esetén további első integ-
rálok nem ismeretesek.
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A tíz első integrál felhasználásával az (1.3) egyenle-
tek egy (6n-10)-ed rendű differenciál-egyenletrendszerre
transzformálhatok. n=2 esetén az új rendszer másodrendű,
mely egyszerűen integrálható. n=3 esetén a redukált rend-
szer 8-ad rendű, melynek integrálásához további első integ-
rálok lennének szükségesek. Sokáig próbálkoztak újabb első
integrálok keresésével, mígnem H. Bruns bebizonyította
(1887), hogy a háromtest-problémának nem létezik a tíz
klasszikus első integráltól független algebrai első integ-
rálja (mely a koordináták és sebességek algebrai függvénye
lenne). Poincaré kimutatta (1889), hogy a háromtest-prob-
lémára olyan transzcendens első integrálok sem léteznek,
melyek a változók egyértékű függvényei lennének. Bruns és
Poincaré eredményeit P. Painlevé általánosította (1898) az
n-test problémára.

Ezek az eredmények véget vetettek az n-test probléma
integrálására irányuló próbálkozásoknak. Ha ugyanis talál-
nának további első integrálokat, azok olyan bonyolultak
lennének, hogy a mozgásegyenletek redukálására nem lennének
alkalmazhatók.

Az első integrálok két alkalmazását említjük a Naprend-
szer esetében.

1. Feltéve, hogy a Naprendszer zárt pontrendszer, mely-
nek tagjaira csak a Newton-féle kölcsönös gravitációs vonzó-
erők hatnak, a tömegközéppont-integrálok értelmében a Nap-
rendszer tömegközéppontja egyenesvonalú, egyenletes mozgást
végez. A környező csillagok rendszerének tömegközéppontjához
képest e mozgás sebessége kb. 20 km/sec, iránya a Herkules
csillagkép felé mutat.

Figyelembe véve azonban a Tejútrendszer csillagainak
gravitációs hatását, a Naprendszer tömegközéppontjának moz-
gása már nem egyenesvonalú, hanem a Tejútrendszer centruma
körüli körmozgás, kb. 250 km/sec-os sebességgel.

2. A pontrendszer P tömegközéppontján átmenő, és a

c impulzusmomentum vektorra merőleges sík a Laplace-féle
invariábilis sík. A c állandósága miatt ez a sík a térben
állandó helyzetű. A pontrendszer hosszú idő alatt lejátszó-
dó dinamikai fejlődését célszerű az invariábilis síkhoz vi-
szonyítva vizsgálni.

A Naprendszer Laplace-féle invariábilis síkjának szög-
koordinátái G. Burkhardt (1982) számításai szerint:

i=1°35'13",86 , n=107°36'30",8

ahol i ? pályahajlás,A a felszálló csomó hossza (lásd, 2.2
fejezet). Az adatok a J 2000,0 epcchához tartozó ekliptikái
koordinátarendszerre vonatkoznak. A Naprendszer dinamikai
fejlődését célszerű az invariábilis síkhoz viszonyítani.
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2. A LAGRANGE-JACOBI-EGYENLET

Az U; erőfüggvény a koordináták homogén -1-ed rendű
függvénye, ugyanis tetszőleges A>0 valós számra

V u(x1 , . . . ,zn) .

A homogén függvényekre vonatkozó Euler-tétel szerint így

U ezen tulajdonságát felhasználva levezethető a Lag
range-Jacobi-egyenlet/ mely fontos szerepet játszik az
n-test problémára vonatkozó kvalitatív vizsgálatokban.

(1.3)-at felhasználva (2.1)-bői kapjuk, hogy

= -U.

Adjuk ehhez (1.7) figyelembevételével az (1.8) energia-in
tegrál kétszeresét

n .. .2 ; .2 mt .2
+ y± + z^^ + z^ = U+2h .

Innen

és

dt

Bevezetve az

2 r n -i
-£*• H l m (x2 + y2 + z2) = 2U + 4h
dr LÍ=I : : 1 1 J

n
I = Z U mj.(x

2 + y 2 + z2) ' (2.2)

tehetetlenségi nyomatékot, kapjuk, hogy

I = 2U + 4h . (2.3)
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Ez a Lagrange-Jacobi-egyenlet, melyet 1772-ben Lagran-
ge vezetett le a háromtest-problémára, és amelyet 1842-ben
C. G. J. Jacobi általánosított tetszőleges számú tömegpontra.

(2.2) a P. tömegpontok rendszerének a koordináta-rend-
szer 0 kezdőpontjára vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaté-
ka. Ez az r. távolságoktól függ. Célszerű (2.3)-at olyan
alakra hozni, amelyben r. helyett a tömegpontok közti r. .

távolságok szerepelnek, és amely így a koordináta-rendszer
kezdőpontjától független.

Induljunk ki a következő összefüggésekből:

n n n n n

1=1 i =

\—' ^s—' 2 ^ ' 2 2 1 ^—' 'S ' 2 2(2—m.) (2_-m.x ) = *—^ m.x. + -s- ^—- ̂ — m.m . (x.+x .) ,
i _ * X i —. * X X > _ « X X ^ j _ ' i ^ _ - i X | X "1

n n n n
2 '5 ' 2 2 \—'" ̂ —r

.x.) = ̂ —<m.x. + 2_^ 2__,m.m,x.x.
1 x 1=1 x 1

 i = 1 j = 1 i D i D
Az első egyenletből a másodikat kivonva,

n
m = X__, m

i=1 L

figyelembevételével kapjuk, hogy

n n n n,-—>_ 2 •c—• 2 1 \—' ^—'
2.—.m.x. - (l—.m.x.) = -̂  2—. 1—.m.m.(x -x.)
1=1 x x i=1 x x 2 1=1 j = 1 x 3 1 x

m

(1.4) felhasználásával, az a, b vektorok komponenseit
(a.j, a2, a3)-al illetve (b., b_, b3)-al jelölve

n

£—'m.x. = a,t + b. .
1=1 x V 1

így

n n n

m ZUm.x - |at+b,) 2 = ~ 2".~I I-Im.m • (x .-x.) 2
i=1 x x ' ' i =1 í = 1 x 3 3 x
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Ezt az összefüggést az y és z koordinátákra is felírva,
majd a három egyenletet összeadva kapjuk, hogy

3 n n
TT—t 2 1 X—' "S ' 2

m l - 2—(a.t + b.) = ? ^— ^—'m.m. r .
•1-1 . x 1 "̂  < = i -Í = I -1- J 1 J

n
R= 2 i ^ 5 i mimj rij • (2'4)

Legyen

Ekkor

3

I = R + - Hl (a.t+b,)2. (2.5)
m i = 1 i x

(2.5)-öt (2.3)-ba helyettesítve kapjuk, hogy

R = 2U + 4h Q, (2.6)

ahol

a1 + a 2 + a3
ho = h - " S í 2 " * (2'7)

(2.6) a Lagrange-Jacobi-egyenlet másik alakja. Az eb-
ben szereplő függvények csak a kölcsönös r. . távolságoktól
függnek, így függetlenek a koordináta-rendszer kezdőpontjá-
tól.

A koordináta-rendszerkezdőpontját a P tömegközéppont-

ba helyezve a =a2=a,=0, így (2.7)-bői látható, hogy h a

baricentrikus energiaállandó.
(2.5) az (1.5) felhasználásával az

I = R + mr 2

alakban írható. Itt mr a P -ba koncentrált m= ̂ —• m. tömeg

tehetetlenségi nyomatéka a koordináta-rendszer 0 kezdőpont-
jára vonatkoztatva.

A Lagrange-Jacobi-egyenlet egyszerű alkalmazásaként
vizsgáljuk a Lagrange-féle stabilitást. Az n tömegpontbői
álló rendszer Lagrange-féle értelemben stabil, ha a tömeg-
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pontok közti összes r. . távolságnak véges felső határa van.

(A Lagrange-féle stabilitás nem mond semmit a minimális
távolságokról/ a tömegpontok közt lehetséges ütközésekről.)

Integráljuk (2.6)-ot kétszer az idő szerint. Ekkor

t t

R = R + Rl(t-t ) + f í (2U+4h )dt'dt'o o o J J o
to to

ahol R , R' integrációs állandók.

Ha a rendszer Lagrange-féle értelemben stabil/ az r. .

távolságok felülről korlátosak, így U-nak (mely jelentésé-
nél fogva nem negatív) pozitív alsó korlátja van:
U ^ K > 0. így

R ^ R o +R o(t-t o) +(K +2h o)(t-t o)
2=R o +[R o +(K +2h o)(t-t o)] (t-t Q).

Látható, hogy h - 0 esetén a szögletes zárójelben álló
kifejezés R előjelétől függetlenül t növekedésével minden-
képpen pozitív lesz, így t-» °oesetén R-» °<> . Ekkor viszont
legalább az egyik r.._»oo, azaz a rendszer instabil. A Lag-
range-féle stabilitás szükséges feltétele tehát, hogy
h < 0 legyen.

3. MOZGÁSEGYENLETEK AZ EGYIK TÖMEGPONTRA VONATKOZTATVA

A bolygók és holdak mozgásának vizsgálatában fontos
szerepet játszik az n-test problémának az az esete, mely-
ben az egyik test, pl. P- sokkal nagyobb tömegű a többinél.

Ezek mozgását így elsősorban P.. gravitációs hatása határoz-

za meg. Célszerű ezért a P. tömegpontok (i=2, 3, ..., n)

mozgását P -hez viszonyítva vizsgálni.

Pl. a bolygók mozgását vizsgálva P.. a Nap, P ?,
P 3 ' ""* Pn a b°ly9Ók' Egy bolygó holdjai esetében P. a kö-

zépponti bolygó, P 2, P 3, ... P Q a holdak.

Vezessük le azokat a mozgásegyenleteket melyek a P.

tömegpontok P -hez viszonyított mozgását határozzák meg!

Az Oxyz inerciarendszerben a mozgásegyenletek (1.1)
szerint

P i (i=2,3,...,n) esetén:
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m.r. = k
j=1 r 3

1 D

J- r. . ,
3 -iD

p. esetén:

n

c2ZZ
j = 2

1i *

Az első egyenletből a másodikat kivonva kapjuk a relatív
mozgások mozgásegyenletét. Az első egyenletben m.-vel, a

másodikban m.j-el egyszerűsítve, majd a kivonást elvégezve
kapjuk, hogy

n
, =_

1
r,3 x

m.

j = 2 r
X3

m.
3 í-ij-X ~ x j=2 r'.3 ~ 3

k (m..+in,)
í i-

r'3
r

rí + k
r.. r'

rii rí
(3.1)

ahol a 2. ábra alapján

-

2. ábra
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és r^ koordinátáit x£, y^, z[-vel jelölve

' = r' \=i l-i I

r'. = . M x . y f z í3 I f J yD 3

rij1-ijl

Legyen

j=2
( 3 . 2 )

Ekkor (3.1) komponensekben az

xíí 773 xí
ri

3 Ri
9xT

, i = 2 , 3 , . . . , n (3.3)

yu 3R.

I ,3 i ° ' '
i

alakban írható, ahol

= k m.) .

( 3 .3 ) -ba R.=0- t h e l y e t t e s í t v e kapjuk, hogy

x ; = o,

.Ai,
' ' = 0 , i = 2 , 3 , . . . , n . ( 3 . 4 )

z'. + —h z'. = 0,
1 rí 1
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A (3.4) egyenletek a P̂^ tömegpontok P.. körüli mozgását

határozzák meg abban az esetben, ha mindegyik P.-re (i=2,

3,...,n) csak P 1 gravitációs vonzása hatna. Ekkor különböző

i-kre a (3.4) egyenletek egymástól függetlenek.

A (3.3) egyenletek a P i tömegpontok P^ körüli mozgá-

sát határozzák meg P1 és a többi P. (j=2, 3, ..., n, j^i)

tömegpont együttes hatása alatt. P.-k hatását P.-re az R.

függvény fejezi ki. Mindegyik P.-hez más-más R. függvény

tartozik. Mivel R.̂  az összes P. pont koordinátáitól függ,

a (3.3) egyenletek nem függetlenek egymástól.
R i (3.2) alatti alakjában a zárójelben álló első tag

(1/r..) az R^ direkt része. Ez adja P.-nek P.-re gyakorolt

közvetlen hatását. A zárójel második tagja R. indirekt ré-

sze. Ez P.-nek P.-re gyakorolt közvetett hatását fejezi ki,

ami onnan származik, hogy P. befolyásolja P inerciarend-

szerbeli mozgását, és ez jelentkezik Pi-nek P -re vonatkoz-

tatott mozgásában.
A bolygók mozgásának vizsgálatakor P.. a Nap, P.-k a

bolygók. A (3.4) egyenletek a bolygók pertubálatlan mozgását
határozzák meg, melyet egyedül a Nap gravitációs hatása hoz
létre. A bolygók egymásra- gyakorolt hatása, perturbációi
a (3.3) egyenletekből határozhatók meg. (3.3)-ban R a per-

turbációs függvény. Minden bolygóhoz más-más perturbációs
függvény tartozik. A (3.3) egyenletek megoldása szempontjá-
ból lényeges, hogy ezek jobb oldalán az m. perturbáló boly-
gótömegek szerepelnek, melyek igen kicsik az egyenletek bal
oldalánju.-n keresztül fellépő m.. Nap-tömeghez képest. (3.3)

így a perturbációszámítás módszereivel vizsgálható.

4. A JACOBI-FÉLE KOORDINÁTÁK

Az n-test problémában gyakran alkalmazzák a Jacobi-
féle koordinátákat. A P.., P_, ... , P tömegpontok esetén

P. (i=2, 3, ..., n) Jacobi-féle helyvektora P.-nek a ? 1,

P~, ... , P. , rendszer tömegközéppontjára vonatkoztatott

helyvektora.

21



3. ábra

Vezessük le a Jacobi-féle koor-
dinátákra vonatkozó mozgásegyenlete-
ket 1 Az Oxyz inerciarendszerben P.

helyvektorát r^Jx^, y,, z.)-vel, a

P 1, P 2, ..., P^ tömegpontok T. tömeg-

középpontjának helyvektorát R,(X.,
Y i ' z i > " v e l jelölve (3. ábra) a P i

pont J?.( §,,% ,, 5.) Jacobi-féle hely-

vektora

i = i«2,3f..., n. (4.1)

Az

M. =
k=1

jelölést bevezetve nyilván i-1

ÍZ
_ k=1

így

M. (4.2)
k=1

Mindkét oldalt idő szerint kétszer differenciálva

(4.3)

k=1

{4.3)-at komponensekben felírva, az első komponens az
(1.3) mozgásegyenletek felhasználásával a következőképpen
írható:

1 _3_U9V i=2,3,...,n. (4.4)
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Fejezzük ki (4.4) jobb oldalát a Jacobi-koordináták-
jcall Az U erőfüggvény az r. ,=| r.-r. 1 távolságokon keresztül

függ a régi koordinátáktól. Először az r. . távolságokat

fejezzük ki a Jacobi-koordinátákkal.
Mivel ^ '

k=i
Mi-iS

Mi Mi Mi

így

(4.1) felhasználásával R. és R. . kiküszöbölhető:

Innen
M i-1

i+1 - i = —i+1 M~~ - S Í ' i = 2 ' 3 ' • • -»

£i+r£i> = iz « - 1 S ' a

Képezzük a következő összeget:

z:(£i+r£i>
 = iz «

i=2 i=2

A számítást elvégezve kapjuk, hogy

M t 4 M. ,
1 ZZ 13 £ 2 i . * 2 (1 ) i e J ^ Z : - i 5 l , j >= 3.
2 e ~ 3 fc fc"2 * (4.5)

(4.1)-bői i=2-re R ^ r . miatt

Adjuk ezt (4.5)-höz. Ekkor azt kapjuk, hogy

üí
= 2 Mí
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Nyilván i_ 1

m.

Feltéve, hogy j > i, az előző két összefüggés különbségét
képezve kapjuk, hogy

(4'6)ti .

(4.6)-ba i=2-t helyettesítve (4.5)-öt kapjuk, így (4.6)
i=2-re is érvényes. Bevezetve a £ =£ vektort, (4.6) az i=1
esetre is kiterjeszthető. így

ij ij i i ^ Mi-2-1' j > i"" 1' ( 4" 7 )

(4.4)-ben az x. szerinti parciális deriváltakat fejez-

ük ki a § szerinti parciális deriváltakkal:zük

(4.2) szerint

HZ m x
J J j-1 k=1

így

d^j _ mi
, ha j > i

d?i|j=1, h a j - i .

Í 1 = 0, h a j , 1.
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Ezt felhasználva

n
l

j d x 1

i ^
ax.

n

í g y

J_ _3u _ J_ _3u
m 3

n

m i
>

1 = 2

M,
S ü

- 1 k=1 OAk

M i - iL j ^ 3fj M ^ ^ <axk ^ 3 ^ T

n
m

i

M, -
M .

m1 3u

n i-1

i=3 k=2

(M, , - m , - 4 ^ m, ) —!3" 1 U k M:-
z:

k=1
11

M

n
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Tehát

e 1 3U

Ugyanígy vezethetők le az %^, ^ koordinátákra vonatkozó
mozgásegyenletek is.

A Jacobi-féle koordinátákra vonatkozó mozgásegyenletek
tehát:

M.
m. M. _,

M i

M.

3U
1 3!i

3u

i = 2 f 3 n - ( 4" 8 )

b i rai M i -

Az (1.3) mozgásegyenletekkel szemben a (4.8) egyenlet-
rendszer nem 3n, hanem 3(n-1) másodrendű differenciálegyen-
letből áll. (4.8) rendszáma így 6(n-1). Az egyenletek szá-
mának hárommal, a rendszám hattal való csökkenése ((1.3)-hoz
képest) annak a következménye, hogy a Jacobi-koordináták
a tömegpontok helyzetét lényegében a rendszer tömegközép-
pontjához viszonyítva adják meg, aminek a mozgása viszont
a tömegközéppont-integrálok értelmében ismert.

A (4.8) egyenletek előnye (3.3)-al szemben az, hogy
(4.8) mindegyik egyenletében az erőkomponensek ugyanazon
U erőfüggvényből származtathatók. Ezzel szemben (3.3)-ban
az erőkomponensek minden i-re más-más R. függvényből kap-
hatók meg. 1

A (4.8) egyenletek úgy is felfoghatók, mint amelyek az
m.M._-i/M. tömegű tömegpontok mozgását határozzák meg az U

erőfüggvényből származtatható erők hatására.
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Hold

Föld

4 . ábra »

A (4.8) egyenletek egyik alkalmazásaként a Hold moz-
gáselméletét említjük. Az n=3 esetben legyen P-j a Föld,

P2 a Hold, P3 a Nap (4. ábra)1 (4.8)-ból i=2-re kapjuk a

Hold, i=3-ra a Nap mozgásegyenleteit.
A Hold mozgásegyenletei (a Hold mozgását a Földre vo

natkoztatva) :

= 2 m

m + m s

í ' (4-9)

.. =
 m1 + m2 9ü

5 2 m.m2 Qg2

A Nap mozgásegyenletei (a Nap mozgását a Föld-Hold
rendszer tömegközéppontjára vonatkoztatva):

m-tm^+m^

ahol (1.2) szerint
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m1mo

u =

és (4.7) alkalmazásával

r12 ri3 r23

'n Hfol »12 -IÍ2

(4.11)

A (4.9) egyenletekből határozható meg a Hold mozgá-
sa a Föld körül a Nap perturbáló hatásának figyeleinbevéte-
lével . (4.9) és (4.10) nem függetlenek egyinástól, U--n ke-
resztül a Hold és a Nap koordinátái mindkét egyenletrend-
szerben szerepelnek. A (4.9), (4.10) egyenletek alkalmazá-
sának előnye az, hogy (4.10) alapján a Nap mozgása igen
jó közelítéssel Kepler-féle mozgásnak tekinthető (tehát
amely a kéttest-probléma megoldásának megfelelően megy vég-
be) , így (4.9)-ben első közelítésben a Nap koordinátái az
idő ismert függvényeinek tekinthetők. (4.9) megoldását így
meghatározva később figyelembe vehetők a Nap Kepler-mozgás-
tól való eltéréséből származó perturbációk.

5. AZ N-TEST PROBLÉMA MEGOLDÁSA REKURZÍV
HATVÁNYSOROKKAL

Az n-test probléma vizsgálatában nagy szerepük van a
numerikus módszereknek. Ezek közül ismertetünk egyet, mely
alkalmas a bolygók Nap körüli mozgásának numerikus integrá-
lására. A módszer alapgondolata J. F. Steffensen (1957)
nevéhez fűződik, aki a háromtest-probléma megoldását vizs-
gálta az idő hatványai szerinti hatványsorok formájában.
Steffensen módszerét R. Broucke (1971) alkalmazta az n-test
problémára.

Tekintsük a Napból és n bolygóból álló (n+1)-test
problémát! A bolygók mozgásegyenletei a Napra vonatkoztatva

x'i = ui '

Yi = Vi '

= W i '
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(5.1)

ahol

2 2
i = Xi

(5.1)-ben x ±, y i f z± illetve u±f v̂ ,̂ wí az i-ik bolygó hely-

illetve sebességkoordinátái, m a Nap (vagy középponti test)

tömege, m. az i-ik bolygó tömege. (5.1)-ben a pont a t idő

szerinti deriválást jelenti, melynek egysége a korábbiaktól
eltérően nem egy középnap, hanem 1/k=58,13244... középnap
(k a Gauss-féle gravitációs állandó). Az idő egységének
ilyen választásakor (5.1) jobb oldalán k^ kiegyszerűsödik.
(5.1) 6n elsőrendű differenciálegyenletből áll, az ismeret-
lenek száma is 6n.

A Steffensen-módszer lényege olyan új segédváltozók
3 3

bevezetése, melyekkel (5.1)-ben a nevezőkből rT és r.. ki-
küszöbölhető. Legyen 1 XJ

s± = ri ' i = 1,2, . . . ,n

Ezekkel (5.1) így írható:

= ui

y\ =
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u i = -< m o + m i ) x i s i - JZ m jt ( x i" x j ) 8 i j+ x j 8 j]
j 1

( 5 . 4 )

Vegyük ezen egyenletekhez az (5.2) és (5.3) differenciálá-
sából adódó

rir'i " Xix'i + *!*! + ziz'i '

i,j = 1,2,...,n, i jíj (5.5)

és

,j = 1,2,...,n i'jíj (5.6)

r i s ' i = " 3 s i r i '

egyenleteket.
Az (5.4), (5.5), (5.6) egyenletek egy szimultán diffe-

renciál-egyenletrendszernek tekinthetők az x., y., z., u.,

v., w., r., s., r.., s.. változók számára. Látható, hogy
6n egyenlet van az x., y., z., u., v., w. hely- és sebesség
komponensekre, 2n egyenlet az r. és s. változókra, és
n(n-1)/2 + n(n-1)/2 = n(n-1) egyenlet az r. . és s. . válto-
zókra. A differenciálegyenletek és az ismeretlenek száma
így egyaránt n(n+7). (Az egyenletek száma pl. n=2 bolygó
esetén 18, n=9-re 144.)

Keressük a megoldást a következő Taylor-sorok alakjá-
ban
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x. = TZ x.. t k " 1 , u = TZ u . t " ,
1 k = 1 l K 1 k = 1 1 K

v ± = TZ V . k
1 k = 1 1K

z. = C Z t k ~ \ w = TZ W t k ~ \ (5.7)
1 k - 1 1 K x k = 1 1 J C

r = TZ Rik t k \ s = YZ S tK \
1 k=1 l ] c - 1 k=1 l k

r - TZ R tk"1 s -TZ S tk~1
rij " j^j1 ijk fc ' Sij ^ ijk t

(5.7)-et az (5.4), (5.5), (5.6) egyenletekbehelyettesítve,
az egyenletek két oldalán t azonos hatványai együtthatóinak
egyenlőségéből az X.., Y.,, ... , S... együtthatókra adód-

nak feltételi egyenletek. A behelyettesítést viszonylag
könnyű elvégezni, mert az egyenletekben legfeljebb két vál-
tozó szorzatai szerepelnek', az s., s. . változók bevezetésé-
nek éppen ez az előnye. A számításokat elvégezve az isme-
retlen együtthatókra a következő rekurziós összefüggések
adódnak:

k X i k+1 = U i k '

k Y i k+1 = V i k '

k Z^ !--1 = W i k '

k

P = 1 , . . . , k
n

TZ m . O |"(X. -X. ) S . .
n p T ^ k T T L-XP 3P' x j q ^ j p j q j p

p = 1 , . . , , k
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p = 1 , . . . ,k

p="

p = 1 , . • . , k

-5Z m .| ! _ _ _ : [(Z i p-Z j q)S i j q +Z j pS j (

p = 1 , . . . ,k

p = 2 , . . . , k p = 1 , . . . , k

' YipYi,q+1 + Z ipZ i ,q+i] '

p=2 , . . . ,k

p = 1 , . . . ,k

i , j = 1 , 2 , . . . , n , i?íj ( 5 . 8 )
k = 1 , 2 , . . . , N - 1 ,

a h o l N a t agok száma ( 5 . 7 ) - b e n .
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Az (5.8) összefüggéseket a megadott sorrendben alkal-
mazva minden i, k+1 indexű együttható csak korábbi együtt-
hatóktól függ, így lépésről lépésre a sorfejtések együttha-
tói kiszámíthatók. Az X ± 1, Y ^ , Z ^ , U ± 1 , V ^ , W ^ , R ± 1 ,

R .., s-i» s---i kezdő, együtthatók a t=0-ra megadott kezdő-

feltételekből kaphatók meg.
Az n-test probléma megoldására itt ismertetett módszer

számítógépes alkalmazásának előnye az (5.8) rekurziós össze-
függések használatában rejlik. Broucke (1971) számításaiban
az (5.7) sorokat N=25-ig, azaz a t 2 4 hatványokig vette,
különböző számú, de legfeljebb 10 bolygó esetén. Tapasztala-
tai szerint a módszer mind pontosságban, mind gyorsaságban
felülmúlja a hagyományos numerikus integrálási módszereket.

A Nap körül keringő bolygók mozgásának problémája nu-
merikus integrálás szempontjából az n-test probléma viszony-
lag egyszerű esete. Az n-test probléma numerikus integrálá-
sánál a legnagyobb nehézséget a tömegpontok közti szoros
megközelítések és ütközések okozzák. Ez a bolygómozgások
esetében nem fordul elő. Az ütközések és szoros megközelí-
tések kezelése speciális módszereket kíván. Ez a probléma-
kör a regularizáció témájához tartozik, melyről a két- és
háromtest-problémával kapcsolatban részletesen lesz szó.

Az n-test probléma numerikus integrálásával kapcsolat-
ban további tájékoztatás M. Lecar (1972) és A. Marciniak
(1985) munkáiból nyerhető. Megemlítjük még J. Schubart és
P. Stumpff (1966) programját az n-test probléma integrálá-
sára, melyet gyakran alkalmaznak a naprendszerbeli égites-
tek mozgásának vizsgálatára is.
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2. fejezet

A KÉTTEST-PROBLÉMA

1 . MOZGÁSEGYENLETEK ÉS ELSŐ INTEGRÁLOK

A kéttest-probléma igen fontos szerepet játszik az égi
mechanikában. A bolygók és holdak mozgása ugyanis első kö-
zelítésben a kéttest-probléma alapján vizsgálható. A két-
test-probléma egzaktul megoldható, s a megoldás egyszerű
összefüggései alkalmazhatók a bolygók és holdak mozgásának
közelítő leírására. A mozgások pontos meghatározásakor is
a kéttest-probléma összefüggései szolgálnak kiindulásul.
A perturbációszámítás a kéttest-probléma formalizmusán
alapul.

A kéttest-probléma: határozzuk meg két pontszerű test
mozgását, ha rájuk csak a Newton-féle kölcsönös gravitációs
vonzóerő hat!

Jelölje a tömegpontokat P. és P 2, tömegüket m és m '

Egy Oxyz inerciarendszerben legyenek a helyvektorok r és r_
(5. ábra)! A Newton-féle mozgásegyenletek:

P- mozgásegyenlete:

m..nu
i£. - K 2 ^ i 11.la)

r

P2 mozgásegyenlete:

9 mim9 T-

.1b)

ahol

I = £2 -

r = |r| .

A mozgásegyenletek felírásánál figyelembe vettük, hogy P.-re
r irányú, P2~

re ~£ irányú erő hat.

Az (1.1) egyenletek komponensekben kiírva hat másod-
rendű differenciálegyenletet jelentenek a meghatározandó
r 1 (t) = (x1 (t), y.,(t), z^t)), r2(t) = (x2(t) , y 2(t), z2(t))
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függvények számára. A kéttest-probléma mozgásegyenleteinek
differenciál-egyenletrendszere tehát 12-ed rendű. (1.1)
megoldásához (1.1) első integráljait fogjuk felhasználni.

A kéttest-probléma első integráljai:

1• A tömegközéppont-integrálok;

(1.1a)-t és (1.1b)-t összeadva, majd idő szerint két-
szer integrálva kapjuk, hogy

m1 r1 m2—2 =-' m1-1 + m2-2 = - t +-' (1.2)

ahol a és b konstans vektorok (a az összimpulzus).

5. ábra

A rendszer P tömegközéppontjának (5. ábra) r hely-
vektora . ~"°

m.
(1.3)

(1.2) és (1.3) szerint

(m1 + m 2) = a, (m +m )r =at+b. (1.4)

(1.4)-bői látható, hogy a P tömegközéppont vagy nyugalom-
ban van (ha a=£), vagy egyenesvonalú egyenletes mozgást
végez (ha a^£) (tömegközéppont megmaradásának tétele). Az
(1.2) illetve az ekvivalens (1.4) egyenletek a tömegközép-
pont-integrálok. Komponensekben kiírva ezek (1.1) hat első
integrálját jelentik.

2. Az impulzusmomentum-integrál:

(1.1a)-t r -el, (1.1b)-t r»-vel vektoriálisan megszo-

rozva, majd az egyenleteket összeadva kapjuk, hogy
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2 mim2= k -y!^-^) x r = £
1 1 1 2 2 2 y ^ ^

Innen idő szerinti integrálással kapjuk, hogy

r.j x m 1£ 1 + r 2 x m2r2=C, (1.5)

ahol C konstans vektor, a rendszer impulzusmomentuma. (1.5)
az impulzusmomentum-integrál, mely komponensekben felírva
(1.1) három első integrálját adja.

3- Az energia-integrál;

(1.1a)-t r.j-al, (i.1b)-t £2-al skalárisán megszorozva,

majd összeadva kapjuk, hogy

?
 m1m2 • - 2 104̂ 2

mi£i£i+m2£2£2 = k ~~3^ -^'^ ="k ~ T ^ - - *

Mindkét oldalt idő szerint integrálva kapjuk, hogy

\ m ^ ^ + \ ra2£2 = Y.
Á - 1 - ^ + H , (1.6)

ahol H konstans. (1.6) az energia-integrál. (1.6) bal olda-

2

Ián a rendszer kinetikus energiája áll, -k m^m^/r a poten-
ciális energia, H az energiaállandó. (1.6) az (1.1) egyen-
letek egy első integrálja.

Az (1.1) egyenletekre tehát összesen tíz első integ-
rált írtunk fel. Ezek a klasszikus első integrálok.

A tömegközéppont-integrálok felhasználásával a kéttest-
probléma visszavezethető az egycentrum-problémára. (1.4)
szerint a P tömegközéppont vagy nyugalomban van, vagy egyé-
ne svonalú egyenletes mozgást végez. Bármelyik esetben a
Galilei-féle relativitási elv értelmében P egy inercia-
rendszer kezdőpontjának tekinthető. P.. és P~ mozgását eb-
ben a P kezdőpontú inerciarendszerben vizsgálhatjuk.

Jelölje P1 és P_ helyvektorát P -ra vonatkoztatva s_.

illetve £ 2 <5- ábra)1 A mozgásegyenletek:
P.. mozgásegyenlete:

m
1Í 1 =

 k - ^ £ ' (1.7a)
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„ mozgásegyenlete:

Figyelembe véve, hogy

mim2
—W=- r . (1.7b)

(1.8)

(1.7) mindkét egyenlete az

£ " " T" £ < 1- 9>

egyenletre vezet, ahol

;u = k (m + m„) . (1.10)

Ugyanezt az egyenletet kapjuk, ha P„-nek a P-hez

viszonyított mozgását akarjuk meghatározni, és P~ mozgás-

egyenletéből kivonjuk P. mozgásegyenletét (a kivonás elvég-

zése előtt (1.7a)-ban m.-el, (1.7b)-ben mrvel egyszerűsí-

tünk) . Ugyanaz az egyenlet határozza meg tehát P-nek és

P_-nek a tömegközépponthoz viszonyított mozgását, mint

P_-nek a P..-re vonatkoztatott mozgását. E három mozgás így

egymáshoz hasonló. (Ez egyébként már (1.8)-ból is látható,
mely s.-et és s_-t r-el fejezi ki.)

(1.9) formailag megegyezik az egycentrum-probléma moz-
gásegyenletével. Az egycentrum-probléma; határozzuk meg egy
m tömegű tömegpont mozgását egy rögzített helyzetű, m' tö-
megű pontszerű test körül a Newton-féle kölcsönös gravitá-
ciós vonzóerő hatására. A mozgó tömegpont helyvektorát a
nyugvó testre vonatkoztatva és r-el jelölve a mozgásegyen-
let

mr = -k —5- r . (1.11)
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P2(x,y,z)

(1.9) megegyezik (1.11)-el ha
m=1, m'=m 1+m 2 < A P„ tömegpont a P 1

körül tehát úgy mozog, mint ahogy
egy egységnyi tömegű pontszerű test
kering egy rögzített helyzetű, m 1+m ?

tömegű vonzó centrum körül. Ennek
megfelelően (1.9) megoldását azzal
a feltevéssel vizsgáljuk, hogy P 2

tömege egységnyi, az m.. +nu tömeg pe-

dig P -be van koncentrálva (6. ábra). (P2~re tetszőleges m

tömeget feltételezve a-*mozgás nyilván hasonló módon megy
végbe, és a megoldás is ugyanúgy határozható meg.)

A továbbiakban elegendő (1.9) megoldásával foglalkozni.
(1.9) megoldását meghatározva az (1.1) egyenletek megoldá-
sát az (1.8)-ból és (1.4)-bői következő

ábra

~q <at+b) - — £ - r,

1 m1
_ ' (at+b)+ m • ' r
m.+m~ — — m.+m2 —

(1.12)

összefüggések adják.
(>.9) konponensekben felírva három másodrendű diffe-

renciálegyenletből áll. Az egycentrum-probléma differenciál-
egyenletrendszere így hatodrendű. (1.9) megoldásához írjuk
fel az egyenlet első integráljait.'

1. Impulzusmomentum-integrál;

(1.9)-et r-el vektoriálisan megszorozva kapjuk, hogy

r x r = - ^k ( r x r ) = 0.
j _ _

Innen idő szerinti integrálással kapjuk, hogy

r x r = c, 11.13)

ahol £ konstans vektor, (1.13) bal oldalán az egységnyi
tömegre vonatkoztatott impulzusmomentum áll, ez tehát ál-
landó.

P. és P_ összimpulzusmomentuma a tömegközéppontra vo-

natkoztatva (1.5) alapján

s, x B.S. + = £•



(1.8) figyelembevételével innen következik, hogy

c =

Ez az összefüggés adja a rendszer C impulzusmomentuma és a
tömegegységre vonatkoztatott £ impulzusmomentum kapbsolatát.
Látható, hogy c csak numerikusán egyezik a tömegegységre
vonatkozó impulzusmomentummal, dimenzióját tekintve felüle-
ti sebesség jellegű mennyiség. (1.13)-at komponensekben ki-
írva az

yz - zy* = c.j,

zx - xz = c 2, f ' (1.14)

xy - yx = c 3

felületi integrálokat kapjuk. Egyszerűen belátható,"*hogy

(1.14) jobb oldalán P_-nek az egyes koordinátasíkokra vonat-

kozó felületi sebességének kétszerese áll. {Pl. a P..yz sík-

ban $, 6 polárkoordinátákat bevezetve y = $ cos 6,

z = ? sin 0, így yz'-zy=S2 e" és I j . s e " a felületi sebesség.)

2. Energia-integrál:

(1.9)-et r-al skalárisán megszorozva, majd idő szerint
integrálva kapjuk, hogy

i r2 -f = h, (1.15)
c. — r

ahol h konstans. (1.15) bal oldalán •» r* az egységnyi töme-

gu P tömegpont kinetikus energiája, - "^ a pontenciális
energia, így (1.15) a tömegegységre vonatkozó energia-in-
tegrál.

P.. és P2 összenergiája a tömegközéppontra vonatkoztatva

(1.6) alapján

1 - 2 1 • 2 2 I t i 1 n l 2
2 ffl1^1 + 2 m 2 ^ 2 ~ k - 7 - = H '

(1.8) figyelembevételével innen következik, hogy
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» 1 2 „ 9 m m9_ ( ) r - K —-—
2 rn^+m- — r

1 m1m2 -2 2 V^2 _ m1m2 [ 1 -2 k ( " W i
2 m1+m2 - r m1+n»2 L 2 - r J
1
2 m 1+m 2 - r m1+n»2

m«
h .

Ez az összefüggés adja a rendszer H összenergiája és a tö-
megegységre vonatkoztatott h energia kapcsolatát.

(1.14) és (1.15) az (1.9) egyenlet négy első integrál-
ja. Az egycentrum-problémának ezek a klasszikus első integ-
ráljai. Ezeken kívül (1.9)-re létezik még a Laplace-integ-
rál is.

3. A Laplace-integrál:
Szorozzuk meg (1.9)-et vektoriálisan c-vel:

r x c = - 4r(r xc)=-4fr x (r x r)]= - 3 [(r r)r-(r r)rl =
r r L -I r •- J

.(&,'r + tt r = (fi r)' .

Mindkét oldalt az idő szerint integrálva kapjuk, hogy

- r + r'xc = Ar'xc = A , (1.16)

ahol A konstans vektor. (1.16) a Laplace-integrál, X a
Laplace-vektor.

(1.16) komponensekben felírva három első integrált je-
lent. Ezek (1.14)-el és (1.15)-el együtt a hatodrendű (1.9)
egyenlet hét első integrálját adják. Az első integrálok
között azonban két összefüggés áll fenn, így a független
integrálok száma öt.

Az említett összefüggések levezetéséhez szorozzuk meg
(1.16)-ot skalárisán c-vel! Mivel £ merőleges r-re és
r x c-re, kapjuk, hogy

* c = 0. (1 .17)

Tehát A és c merőleges egymásra.
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írjuk most (1.16)-ot az

r x c = r x

összefüggés felhasználásával a

r x c = r x (r x r) =r r-(r,r)r

Ái *2 •
* _ = ~ £ + £ £ ~ Í£ £)£

alakba. Mindkét oldalt négyzetre emelve

A2 =,W(rr)2r2-

"2f £2£2 + 2f(££)2-2£2(£ £> 2 =

(r2- f )[r2r2-(r r,2J.

Innen az
o o o r o T ^

r r -(r r) = £ r-(r r)r £ =(r x c)r = (r x r)c = £

összefüggés, valamint (1.15) figyelembevételével kapjuk,
hogy

A 2 =>u2 + 2hc2, (1.18)

ahol

2. A MOZGÁS PÁLYÁJA

Határozzuk meg P„ P.-körüli mozgásának pályáját!

(1.13)-at r_-el skalárisán megszorozva kapjuk, hogy

r c = 0. (2.1)

Ez azt jelenti, hogy cíQ_ esetén £ és £ egymásra merőleges,
£ mindig a konstans £ vektorra merőleges síkban van. A moz-
gás tehát síkmozgás, (2.1) a pályasík egyenlete. Ha £=£,
a mozgás egyenesvonalú. Ezt az esetet a 2.9 fejezetben
vizsgáljuk. Addig feltesszük, hogy £^£.

Mivel a mozgás egy síkban játszódik le, (1.9) megol-
dását célszerű olyan koordinátarendszerben vizsgálni, mely-
nek egyik koordinátasíkja a pályasík. Feltehetnénk, hogy
(1.9) már eleve ilyen koordináta-rendszerre vonatkozik, és
a feladat megoldását így folytatnánk. A gyakorlati alkalma-
zásokban azonban fontos kérdés a pályasík helyzetének meg-
adása, így először ezt a problémát vizsgáljuk.
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A P xyz (jobbsodrású, derékszögű) koordináta-rendszer

tengelyei legyenek párhuzamosak az Oxyz inerciarendszer
tengelyeivel. Gyakorlati alkalmazásokban pl. P.. a Nap,

P„ egy bolygó, a P..xy sík az ekliptika síkja, a P ^ ten-
gely a tavaszpont felé mutat (ekliptikái koordináta-rend-
szer) . A P1xyz rendszerben a pályasík helyzetét két szöggel

adhatjuk meg egyértelműen. A 7. ábrán ez a két szög i és 51,

leszálló csomó

7. ábra

Közülük i a pályahajlás/ a pályasíknak a P..xy síkkal

bezárt kisebbik szöge. Ez a szög megegyezik a £ vektor és
a P..Z tengely közti kisebbik szöggel. Megállapodás szerint

Q°< i i 180°. Ha i < 90°, a mozgást direktnek, ha i > 90°,
a mozgást retrográdnak nevezik.

A P2 tömegpont mozgása során a P-xy síkot két pontban,

a csomópontokban metszi (feltesszük, hogy a pálya zárt és a
pályasík nem esik egybe a P-xy síkkal). Az a pont, amelyben

a z < 0 tartományból a z > 0 tartomány felé haladva metszi
a P.,xy síkot, a felszálló csomó. Ellentétes értelmű a le-
szálló csomó. A csomópontokon áthaladó egyenes a csomóvonal,
ez a pályasík és a P-xy sík metszésvonala. A pályasík hely-
zetét megadó másik szög, Í2 , a felszálló csomó szögtávolsá-
ga a P«x tengelytől, melyet a P..Z tengely irányából nézve

az óramutató járásával ellenkező irányban mérnek. Q a fel-
szálló csomó hossza. (Az égi mechanikában gyakori, hogy

szögtávolságot hossznak, hosszúságnak neveznek.) 0 £ Q ^ 360 .
A pályasík helyzetét az i és Q szög egyértelműen megha-

tározza.
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Legyen P ^ y . ^ egy új (jobbsodrású, derékszögű) koor-

dináta-rendszer (7- ábra), melynek P x.y. síkja megegyezik

a pályasíkkal! A P-x* tengely mutasson a felszálló csomó

felé, a P-.Z.J tengely legyen £-vel megegyező irányú!

A P.xyz koordináta-rendszert a P.z tengely körül -Q szög-

gel elforgatva P^x átmegy P.x^be. Az elforgatott rendszert

P..X.J körül i szöggel tovább forgatva a Px.-y.jZ.. rendszerhez

jutunk (a forgatások irányát természetesen megfelelően vá-
lasztjuk meg) . A két koordináta-rendszer közti transzformá-
ciós összefüggés a két elforgatásnak megfelelően

cos i-sin i

sin i cos y

azaz

cos Sl -cos i sin O. sin i sin &•

sin fi COS'ÍCOSJO -sini COS A

0 s ini cosi

(2.2)

(2.2) egyszerű alkalmazásaként határozzuk meg a £ vek-
tor és az i, & szögek kapcsolatát! A pályasík helyzetét mind
c, mind i ésfí egyértelműen meghatározza, így ezek egymás-
sal kifejezhetők. P,.xyz-ben £ koordinátái (c., c~t C3) .

P1x1y1z1-ben c koordinátái (0, 0, c ) , ugyanis c merőleges

a P 1x 1y 1 síkra. (2.2)-bői így kapjuk, hogy

c- = c sini sin Cl,

c~ =-c sini cos Cl,

= c cosx.

(2.3)

Az inverz összefüggések

i = arc tg• ( 2 . 4 )
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c 1

= arc tg (-—!•).
C 2

Látható, hogy c egyértelműen meghatározza i-t és A - t . Ha
viszont i és Cl adott, (2.3)-ból a c/c egységvektor határoz-
ható meg.

Vizsgáljuk (1.9) megoldását a P x..y..z.. koordináta-rend

szerben! Ekkor £ koordinátái (x. , y., 0). (1.9) komponensek-

ben kiírva így két másodrendű differenciálegyenletből áll.

Az (1.14) alatti első integrálok közül az első kettő
P 1x 1y 1z 1~ben azonosan nulla, a harmadik pedig

^y-, ~ y.,x"i = c (2.6)

lesz. (1.15)-bői kapjuk, hogy

A (2.5) differenciál-egyenletrendszer negyedrendű. En-
nek ismert két első integrálja: (2.6) és (2.7). Mivel ezek
két elsőrendű differenciálegyenletet jelentenek az x^, y 1

ismeretlenekre, amely egyenletek már két integrációs állan-
dót tartalmaznak, azért (2.5) négy tetszőleges állandót tar-
talmazó általános megoldásának meghatározásához elegendő
a (2.6), (2.7) egyenleteket integrálni.

(2.6), (2.7) megoldásához célszerű polárkoordinátákat
bevezetni. Legyen P_ két polárkoordinátája a P-x-y.. síkban

r és u (8. ábra)! Ezekkel

x 1 = r cos u, y 1 = r sin u. (2.8)

(2.8) felhasználásával (2.6)-ból illetve
(2.7)-bői kapjuk, hogy

r2u' = c, (2.9)

~~~̂ i r 2 + r 2 ú 2 = -2^- + 2h. (2.10)

8. ábra
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Ezen egyenletek megoldását meghatározva a P 2 tömegpont

x, y, z koordinátáit a P.xyz koordináta-rendszerben a (2.2)-

ből és (2.8)-ból következő

x = r(cos u cos XI - sin u sin.fi cos i) ,

y = r(cos u sin n + sin u cos-O- cos i) , (2.11)

z = r sin u sin i

összefüggések adják.
A (2.9), (2.10) egyenletrendszer megoldását két lépés-

ben fogjuk vizsgálni. Először meghatározzuk a mozgás pályá-
jának alakját, majd a pálya mentén a mozgás időbeli lefolyá-
sát.

A mozgás pályájának meghatározásához vezessük be füg-
getlen változónak a t idő helyett az u szöget (u elnevezé-
se: szélességi argumentum). (2.9)-bői

c

így

• dr • c d r _ _ d .c>

Ezeket az összefüggéseket fe lhasználva (2 .10)-bői kapjuk,
hogy

r

Az e g y e n l e t e t á t rendezve

. J. i*1 , c ja

Mivel /í/c konstans, írhatjuk, hogy

du'r c'

Bevezetve az

R = £ - £, K =
r c'
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jelöléseket,

Ez az egyenlet a változók szétválasztásával integrálható

-f . 1 i 2, dR = f du.

Innen

arc cos — = u- OJ

ahol tő integrációs állandó. Innen

R = K cos(u-o>) .

R és K jelentését figyelembe véve

§ -"§ =V2h +^2 cos

c

Innen r egyszerűen kifejezhető

Bevezetve a

jelöléseket,

c
r

a

••ifi 4

1+~\|i+2h
•

pálya

e

+ 2h

c_2

2 '
c
u

p

4
V

2
^ y COS(U

cos(u -w)

2c

2'
+ 2h —+ ^n 2

= U - 60 •

egyenlete

P

(2.12)

(2.13)

(2.14)

. (2.15)
1 + e cos v
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(2.15) egy p páraméterfi, e (numerikus) excentricitásu
kúpszelet fokális egyenlete, v a valódi anomália (9. ábra) .
A kúpszelet egyik fókusza P..-ben van.

A pálya ellipszis, parabola, vagy hiperbola aszerint,
hogy e < 1 , e=1, e > 1 . (2.13) szerint e függ a h energiaál-
landótól. Látható, hogy h < 0 esetén e < 1 , h=0-ra e=1, és
h >0-ra e> 1. (Az ellipszis-pálya speciális eseteként a

pálya kör, e=0, ha h=h . = -ja /2c2.)

A p paraméter jelentése: a kúpszelet nagytengelyére
a P1 fókuszban állított merőleges szakasz, melynek másik

végpontja a kúpszeleten van.
A v valódi anomália az r rádiusznak a kúpszelet nagy-

tengelyével bezárt szöge, melyet a pályának a V fókuszhoz

legközelebbi pontjától, a pericentrumtól kiindulva az óra-
mutató járásával ellenkező irányban mérnek.

Az r távolság legkisebb v=0°-ra. A pericentrumtávol-
ság így

rmin = H-e ' {2'Ua)

(2.14) szerint v=0°-kor U=OJ . Az ÍO integrációs állandó így
a pericentrum szögtávolsága a P 1x. tengelytől. <*> elnevezé-
se : a pericentrum argumentuma.

Ellipszis alakú pálya esetén r legnagyobb v=i80*-ra:

rmax = r H ' (2'16b)

A pályának ez a pontja az apocentrum.
A pericentrum és apocentrum megfelelője a Nap és a

bolygók esetén perihélium és aphélium, a Föld holdjainál
perigeum és apogeum.

Ellipszis-pálya esetén:

p = a(1 - e 2 ) , (2.17)

ahol a az ellipszis fél nagytengelye (9. ábra). Ekkor

r - a (l-e ) , 9 1 H.
r " 1+e cos v * ( 2 ' 1 8 )
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9. ábra

A pálya egyenlete a Laplace-integrál felhasználásával
is levezethető. Legyen P1§

/T2, 5 olyan jobbsodrású, derékszögű

koordináta-rendszer, melynek P..§ tengelye A_-val, P.5 tenge-

lye c-vel megegyező irányú (10. ábra)! Ekkor a P.^ tengely

iránya c x A irányával megegyező, a P "%% sík a pályasík.

A £.'£,"1% és P.xyz koordináta-rendszerek közti transzfor-

mációs összefüggések

(2.19)

irányúugyanis a P^ , P^, P

egységvektorok rendre

4 >x
x&. ,
cA C

10. ábra

(1.16)-ot r-rel skalárisán
megszorozva kapjuk, hogy

2
jur + A r = c

(2.19) első összefüggésének felhasz-
nálásával innen

A
= r cos v

jjr + A.

= r sin v (2.20)

összefüggésekkel áttérve az r, v polárkoordinátákra (11.
ábra), előző egyenletünkből kapjuk, hogy
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r =

c
ji

1 + « COS V

Ez a már ismert

jelöléssel, valamint az új

A
e = —

(2.12) P
11. ábra

(2.21)

összefüggéssel az

r = 1 + e cos v
(2.15)

alakra hozható.
A levezetésből kiderül, hogy a A Laplace-vektor hossza

arányos a pálya excentricitásával, továbbá hogy X a pálya
pericentruma felé mutat (P1§ a pericentrum felé mutat, és

% a P.f tengely irányvektora).

A pericentrum irányát o> és X is megadja. így OJ a X_-val
kifejezhető. A megfelelő összefüggések levezetéséhez írjuk
(2.11)-et (2.14) és (2.20) felhasználásával a következő
alakba

A
Q. (2.22)

ahol

P = cos C O S - sin CJ sin n cos i ,

P = cos OJ sin fi + sin oo cosíT cos i,

P z = sin oo sin i,

Q = -sin CJ cos i l - cos ca sin i l cos i ,

(2.23)

Q = -sin co sin n + cos CJ COS SÍ COS i ,

Q = COS.OJ sin i .
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Ezek a kifejezések egy P(P ,P ,P ) és Q(Q.Q .Q_) vektor
—• x y z — x y z

komponenseinek tekinthetők. Ezen vektorokra fennállnak a
következő összefüggések:

I £|2'= 1, iQl 2 = 1, P fi = 0.

Ezen tulajdonságok alapján {2.22)-bői könnyen megkaphatok
az inverz összefüggések

§ = P r , TJ= Q r . (2.24)

(2.24) és (2.19) összevetéséből következik, hogy

A — C A

(2.23) és (2.25) alapján levezethetők a következő
összefüggések:

-A.,sin.fi- + A. cos H.
sin to = =• : ,

X cos i
(2.26)

\ 1 cos -O- + A _ sin -H-
COS O) = *

A
Ismerve az i,fl szögeket (ezek c-ből a már ismert módon meg-
határozhatók), (2.26)-ból A ismeretében ui kiszámítható.

3. AZ ELLIPTIKUS MOZGÁS

A mozgás pályáját ismerve határozzuk meg a mozgás idő-
beli lefolyását a pálya mentén! Először a gyakorlati al-
kalmazások szempontjából legfontosabb elliptikus mozgást
vizsgáljuk.

Mivel r-et ismerjük v függvényeként, elegendő v idő-
függését megállapítani. Ez a (2.9) egyenletből (2.14) fi-
gyelembevételével adódó

r 2 v = c (3.1)

egyenletből határozható meg. (3.1)-be r (2.15) alatti egyen-
letét behelyettesítve kapjuk, hogy

1 + e cos v V = C
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Az egyenletben a változókat szétválasztva majd integrálva
kapjuk, hogy

/(i • e cos v) d v = / c d t - ( 3' 2>

Itt a jobb oldal integrálása nem jelent problémát, a bal
oldali integrál kiszámítása viszont végtelen sor alakú
megoldásra vezet. Mivel egy ilyen egyenletből v időfüggé-
sének megállapítása meglehetősen kényelmetlen lenne, azért
a bal oldali integrál kiszámítására új változó bevezetése
bizonyult célszerűnek.

Az elliptikus mozgás esetén tekint-
sük az ellipszist és annak főkörét, mely az
0 középpont körül az a fél nagytengellyel
mint sugárral rajzolt kör (12. ábra)! Ál-
lítsunk P2~n át a nagytengelyre merőlegest!

Ez a nagytengelyt M-ben, a főkört Q-ban
metszi. Q-t 0-val összekötve a keletkező
QOP. szöget jelöljük E-vel! E az excentri-
kus anomália. Ezt vezetjük be v helyett új
változónak. 12. ábra

A v és E közti összefüggés megállapí-
tásához tekintsük a P1MP„ és OMQ háromszögeket! Ezekből P„

§ , Cl koordinátáit (a P.jM és MP 2 oldalakat) kifejezve ír-
hatjuk, hogy

I 2
r cos v = a(cos E-e) , r sin v = ay1-e sinE. (3.3)

Ezekből az összefüggésekből (négyzetre emeléssel és össze-
adással) v-t kiküszöbölve kapjuk, hogy

r = a (1-e cos E) . (3.4)

Képezzük az r(1-cosv) és r(1+cosv) kifejezéseket:

r(1-cosv) = a(1+e)(1-cosE),

r(1+cosv) = a(1-e)(1+cosE).

Vegyük ezek hányadosát:

1-cosv _ 1+e 1-cosE
1+cosv " 1-e 1+cosE *

Innen
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(3.5)-bői látható, hogy a v és E közti kapcsolat csak e-től
függ, amint az várható volt.

A (3.3), (3.4) összefüggések alapján kiszámítható,
hogy

dE " 1 - e cosE * ( 3 # 6 )

(3.2)-be v helyett E-t helyettesítve (3.4) és (3.6)
felhasználásával kapjuk, hogy

,/a2A|1 - e2(1 - e cosE)dE=/cdt.

(2.12) és (2.17) alapján c kifejezhető, mint

c =̂ /üa(1 - e 2) . (3.7)

Így

/(1 - e cosE)dE=«1/2a~3/^/dt.

Az integrálást elvégezve kapjuk, hogy

E - e sinE = n(t-T), (3.8)

ahol

nV'V3'2 , (3.9)
és ?integrációs állandó.

(3.8) a Kepler-egyenlet, ennek megoldásán alapul a
mozgás időbeli lefolyásának meghatározása.

(3.8)-ban E=0° (azaz v=0°) esetén t=^, így t a
pericentrumátmenet időpontja.

Legyen P 2 keringési ideje az ellipszis mentén T. Ennyi
idő alatt E értéke 2lT-vel változik meg. (3.8)-at a t+T idő-
pontra felírva

E+27T- e sin(E+2TT) = n(t+T-t).

Ebből (3.8)-at kivonva kapjuk, hogy

n = 22T. (3.10)

{3.10) szerint n a P_ átlagos szögsebessége: ezzel az ál-

landó szögsebességgel haladva P„ ugyanannyi idő alatt ten-
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ne meg egy fordulatot, mint a valóságban. Az n elnevezése:
középmozgás.

(3.9) és (3.10) fontos összefüggést ad a T keringési
idő és az a fél nagytengely között:

21H2 3

4fj* =ju. (3.11)
Ez Kepler III. törvénye. (A Kepler-törvényekkel a 2.8 fe-
jezetben foglalkozunk.)

Az

M = n(t-T) (3.12)

középanomália bevezetésével a Kepler-egyenlet az

E - e sinE = M (3.13)

alakban is írható.
A Kepler-egyenlet megoldása nem triviális. A Kepler-

egyenlet ugyanis transzcendens (az E ismeretlen algebrai
alakban és trigonometrikus függvényként is szerepel), így
zárt alakú megoldása nem létezik. Ennek következménye, hogy
a kéttest-problémának sincs az idő függvényeként zárt alakú
megoldása. A Kepler-egyenlet végtelen sor alakú megoldásait
a 3. fejezetben vizsgáljuk.

A gyakorlatban a Kepler-egyenlet megoldását valamilyen
iterációs módszerrel határozzák meg. A megoldás egyértelmű-
ségét az biztosítja, hogy

-jg-ÍE - e sinE) = 1 - e cosE>0,

így'(3.13) bal oldala az E szigorúan monoton növekvő függ-
vénye, s következésképp minden M-hez egy és csak egy E tar-
tozik.

A Kepler-egyenlet megoldását grafikusan a 13. ábra
szemlélteti.

A Kepler-egyenlet megoldásának vizsgálata az égi mecha-
nika egyik kedvelt témája, ezzel kapcsolatban több száz pub-
likáció ismeretes. A témakör összefoglalása R. H. Gooding és
A. W. Odell (1985) monográfiájában, illetve annak rövidített
változatában (Odell és Gooding, 1986) található.

Az iterációs megoldás gyorsasága szempontjából lényeges
a kezdő közelítés megválasztása. Tekintsük az

f(E) = E - e sinE - M (3.14)
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függvényt! (3.13) megoldása ekvivalens f(E) zérushelyének
meghatározásával. A megoldást elegendő a O^M^lfintervallum-
ban vizsgálni. (3.14)-be E=M-et illetve E=M+e-t helyette-
sítve látható, hogy f(M)=0 és f(M+e)=0. Mivel f =

gg = 1-e cosE>0, f(E) valahol 0 értéket vesz fel az

[M, M+eJ intervallumban. A Kepler-egyenlet megoldása így az

M = E = M + e

korlátok közé esik. Az iteráció kezdőértékéül így M vagy
M+e vehető.

13. ábra'

Pontosabb, és viszonylag egyszerű összefüggéssel
kifejezhető kezdő közelítést adott a Kepler-egyenlet meg-
oldására G. R. Smith (1979). A 14. ábra az f(E) függvényt
az E=M és E=M+e intervallumban mutatja. Az E kezdőértéket

a függvény két végpontját összekötő húrnak az E tengellyel
való metszéspontja adja. A húr meredekségét kétféleképp ki-
fejezve kapjuk, hogy

0

E o

_
E o

f
-M

1

(M) f(M+e) -
M+e - M

s i n M
! - sin(M+e)

f (M)

+ sinM
(3.15)
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t(E)

t(M*e)

Ebből az E kezdőértékből kiindulva a megoldást pl. a New-

ton-féle iterációs eljárással kaphatjuk meg. Eszerint

= E i "

f(E ±)
(3.16)

ahol f(E,)=E,-esinE,-M, f'(E.)=1-ecosE.. Ez az eljárás még

a legkedvezőtlenebb esetben is (amikor M kicsi, e nagy:
e>0,9) jól alkalmazható. A bolygómozgások esetében e ki-
csi, így az eljárás gyorsan konvergál.

A Kepler-egyenletet megoldva E ismeretében v-t a (3.5)
összefüggés adja. Ezzel a P„ .pont pályamenti helyzete is
ismert lesz.

4. A PARABOLIKUS MOZGÁS

Parabola-pálya esetén e=i, így a pálya egyenlete

1 + cosv * (4.1)

A valódi anomália időfüggése most is (3.1)-bői határozható
meg. (2.12) felhasználásával (3.1) így írható:

2 •
r v =

Ide r kifejezését behelyettesítve kapjuk, hogy

1 v« = 1/2

(1 + cosv)

(4.2)

(4.3)
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Legyen

D = tg TT . (4.4)

Ekkor a

«-rr2 V 1 ~ COSV
t g 2 " 1 + cosv

összefüggésből

cosv = -—

így

D 2

1 + cosv = 2cos •*• = >
2 1+D'

(4.4)-et t szerint differenciálva

ahonnan

2^ '
cos v

2

V = 2 COS ^ D = —^-y D .
1+D

Ezen összefüggések felhasználásával (4.3)-ból kapjuk, hogy

(1 + D2)D = 2juU2 p 3 / 2 .

Ez az egyenlet a változók szétválasztásával integrálható

D + 1 D 3 = 2n(t - T ), (4.5)

ahol

n=ju p , (4.6)

és X integrációs állandó. X a pericentrumátmenet időpontja.
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(4.5) a Barker-egyenlet. Megoldásához vezessük be a
6 változót a

D = 2 ctg 2 6 (4.7)

összefüggéssel! Ekkor•felhasználva, hogy

2 2cos28 _ cos 6 - sin 8
SIH2 " — =o „.t- ->Q - -> cos28 _ cos 6 sin 8 _ . _

2 c t g 2 e " 2 SIH2e " sme cose— = c t g e " t g e '" sme

írhatjuk, hogy

D 3 = (ctge - tg9) 3 = ctg3e - tg3e - 3(ctge - tg6) =

= ctg3e - tg3e - 3 D.

(4.5)-bői így

D + I D 3 = |íctg3e - tg3e) = 2n(t -f ) ,

azaz

ctg3e - tg3e = 6n(t - f) . (4.8)

Vezessük be a (S1 változót a

_, 1/3
ctge = (ctg |) (4.9)

összefüggéssel! Ekkor (4.8)-ból

ctg J - tg | = 6n(t - t ) ,

és mivel
G1 c 2 tf , 2 G*

. , cos j s m - cos ^ - sin •=•
ctg % - tg f = — | 1 - —2- -1 -

sxn -j cos ^ sxn ^ cos j

I

2

azért

ctg C = 3n(t -t ). (4.10)
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Adott t időponthoz a v valódi anomáliát tehát a követ-
kező algoritmus adja

ctg & = 3n(t -"£•) ,

r> 1 / 3
ctge = (ctg %)

D = 2 ctg 26,

tg \ = D.

(4.10)

(4.9)

(4.7)

(4.4)

5. A HIPERBOLIKUS MOZGÁS

15. ábra

Hiperbola-pálya esetén (4.2) in-
tegrálására v helyett független vál-
tozónak vezessük be a 15. ábrán F-el
jelölt sjzög.et! Az ábra alapján

r cosv = ae -

Hiperbola pályára

p = a(e2-1),

így a pálya egyenlete

, 2

r = 1 + e cosv '

(5.3)-at (5.1)-be helyettesítve

(e -Dcosv _ _ 1
1 + e cosv e cosF

Innen

cosv =
e cosF - 1
e - cosF

(5.4)-et (5.3)-ba helyettesítve

r _ a(e - cosF)
cos F

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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(5.4)-bői a

1-tg2 | 1-tg2

c o s v = _ _ , c o s F =
2 |
_ _ , c o s F =

1+tg2 | 1 + tg
2 |

összefüggések felhasználásával kapjuk, hogy

(5.6)-ból
2

I 'COS » I
dv _ Je+I 2 _ -,/e+i 1+cosvdF Fe-1 ̂ 2 F " l/e-1 1+cosF *

COS ̂7"

Innen (5.4) felhasználásával

dv - Ve 2 - 1 ,
dF " e-cosF * \5'i>

(4.2)-ből (5.5), (5.7), (5.2) behelyettesítésével kap-
juk, hogy

e ~ C

2

OSF F-=ju 1 /V 3 / 2.
cos F

Az egyenletet integrálva

e tgF - In t g ( | + j) = n(t-t) (5.8)

ahol

n = V / 2 a " 3 / 2 (5.9)
és t integrációs állandó, a pericentrumátmenet időpontja.

Hiperbolikus függvények bevezetésével (5.8) a Kepler-
egyenlettel analóg alakba írható. Legyen

H = ín tg(| + j) . . (5.10)

Ekkor

sh H = tgF,
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így (5.8)-ból kapjuk, hogy

e sh H - H = n(t -*). (5.11)

Kimutatható, hogy

th f - tg f .

így (5.11)-et megoldva v-t az (5.6)-ból adódó

tg f =7§^| th | (5.12)

összefüggésből kaphatjuk meg.
Levezethető az

r = a(e eh H-1) (5.13)

összefüggés is.
(5.11) megoldása valamilyen iterációs eljárással

(pl. Newton-módszerrel) határozható meg. A megoldás egyér-
telműségét az biztosítja, hogy

— (e sh H-H) = e eh H-1 >0,

így (5.11) bal oldala H szigorúan monoton növekvő függvé-
nye, s így minden t-hez egy és csak egy H tartozik.

Az iteráció kezdőértékének megállapításához írjuk
(5.11)-et az

| exp H - | exp(-H)-H-M = 0 (5.14)

alakba, ahol

M = n(t -t) (5.15)

a középanomália. Elegendően nagy H>0-ra (5.14) bal oldalán
az első tag dominál, így közelítőleg

| exp H - M « 0 .

Innen H-ra egy lehetséges kezdőérték

H Q = In ~ . (5.16)
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A tapasztalatok szerint nagy M-ekre ez megfelelő kezdő kö-
zelítés, kis M-ekre azonban nem. Egy minden M-re jó kezdő-
értéket keressünk a

H o = fen(? + d) ' d > 0 (5.17)

alakban. M -* °o esetén

In *ü
e(f + d)

1,

így nagy M-ekre (5.17) éppen olyan jó, mint (5.16). T. M.
Burkhardt és J. M. A. Danby (1983) vizsgálatai szerint
kis M-ekre d=1,8 adja a leghatásosabb kezdő közelítést,
így (5.11) megoldásakor az iteráció kezdőértékéül tetsző-
leges M esetén

Ho = É n (1T (5.18)

választható.

6. A MOZGÁS SEBESSÉGE

A P_ tömegpont sebességkoordinátái a P..xyz koordináta-
rendszerben a (2.22)-ből P, Q állandóságának figyelembevéte-
lével adódó

i
(6.1)

összefüggésekből határozhatók meg.
Apályasíkbeli ? , n sebességkoordináták (2.20)-ból

(2.12), (2.15) és (3.1) felhasználásával

sinvJ1^ , ii ( 6 . 2 )

Ezek az összefüggések mindhárom típusú kúpszelet-pályá-
ra érvényesek. A v valódi anomália az egyes esetekben a
már ismert módon határozható meg.
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(6.2)-bői v kiküszöbölésével a

=f (6.3)

egyenlethez jutunk. Ez egy (O, e-J/i/p) középpontú, V^u/p
sugarú kör egyenlete (16. ábra). A pálya egyes pontjaihoz
tartozó sebességvektorokat a P 1 fókuszba tolva a végpontok

ezen a körön lesznek rajta. Az egy pontból felmért sebesség-
vektorok végpontjainak mértani helye a sebesség-hodográf.
Elliptikus mozgás esetén a hodográf a (6.3) egyenletű tel-
jes kör.

16. ábra

Elliptikus mozgás esetén (2.13)-ból és (3.7)-ből

(1-e2)/c2 kiküszöbölésével kapjuk, hogy

- - & •
(6.4)

A pálya fél nagytengelyét tehát az energiaállandó egyértel-
műen meghatározza.

(6.4)-ből h-t kifejezve és az (1.15) energia-integrálba
helyettesítve kapjuk, hogy

V 2 = Jd (| - ±) , (6.5)

ahol V=|r'|a sebesség nagysága.
(6.5) szerint a sebesség nagysága a pálya bármely pont-

jában csak r-től és a-tól függ. Megfordítva, a-t a pálya
bármely pontjához tartozó r és V érték meghatározza. így
p - t P -tői r távolságban V sebességgel különböző irányok-
ban elindítva azonos fél nagytengelyű ellipszis-pályák jön-
nek létre (17. ábra). A fél nagytengely nem függ a sebesség
irányától, ez utóbbi csak a pálya excentricitását befolyá-
solja. Bármilyen irányban indítjuk is azonban P 2

- t ' a z s o ~
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sem kerülhet a P1 körüli 2a sugarú körön kívülre. (6.5)-bői

V =0 miatt ugyanis r^2a. Ezt a kört zéró-sebességfi körnek
nevezik. P sebessége ugyanis 0-ra csökken, mikor ezen kör

valamelyik pontjába ér (ami egyébként csak egyenesvonalú
mozgás esetén fordulhat elő)•

\

*i-6 sebess*
17. ábra

(6.5) egyszerű lehetőséget ad a P_ mozgása számára le-
hetséges tartomány meghatározására. Hasonló elv alapján
vizsgálhatók a mozgás számára lehetséges és tiltott tarto-
mányok a korlátozott háromtest-problémában is (5.6 fejezet),
ahol ezeket a tartományokat a zéró-sebességű görbék illetve
a háromdimenziós esetben a zéró-sebességű felületek választ-
ják el egymástól.

Hiperbolikus mozgás esetén (2.13)-ból (2.12) és (5.2)
felhasználásával kapjuk, hogy

a == éL2h

Innen h-t kifejezve és (1.15)-be helyettesítve

v «l*í'

(6.6)

(6.7)

ahol V=jr|.
(6.5) és (6.7) alkalmazható a különböző típusú mozgá-

sok sebességének kiszámítására.
A körmozgás sebessége:
Ekkor r = a , így ( 6 . 5 ) - b ő i
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(6.8)

A parabolikus sebesség:
(6.5) -ből~iT̂ »oí? határátmenettel kapjuk a parabolikus

mozgás sebességét

par V r "_ kor (6.9)

18. ábra

A P, tömegpontot P..-től r távolságban r -ra merőle-

gesen V n sebességgel elindítva V értékétől függően jönnek

létre a különböző pályák. V -tói függően a következő esetek

lehetségesek (18. ábra):

1. V =0. Ekkor a=r /2, a pálya egy 2a=r hosszúságú

szakasz. (A mozgás egyenesvonalú.)
2. 0<V <V.„_. Ekkor r /2<a<r , a pálya olyan ellipszis,

O JCOJL O O

melynek az indítási hely az apocentruma.
3. V =V . Ekkor a=r , a pálya egy a sugarú kör.

V. „ <V <V
KO1T O

Ekkor r a pálya olyan ellip-

5

6

szis, melynek az indítási hely a pericentruma
Ekkor a pálya parabola.

Ekkor a pálya hiperbola.

V =V
o par

V <V
par o

(6.5)-bői látható, hogy a-»» és r—»c*s esetén V—* 0,
parabolikus mozgásnál így az r -* °° -re értelmezett maradék-
sebesség nulla. Hiperbolikus mozgásnál (6.7) szerint r -*»
esetén V-+ifJi/£, ez a hiperbolikus mozgás maradéksebessége.
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A kör- és parabolikus sebességhez kapcsolódik az űrha-
józásból ismert kozmikus sebességek fogalma.

Első kozmikus sebesség: a Föld felszínére vonatkozta-
tott körsebesség. (6.8)-ban /i=k2in , r = RFöld' * g y

Vj.=7,91 km/sec.

Második kozmikus sebesség: a Föld felszínére vonatkoz-
tatott parabolikus sebesség (szökési sebesség). (6.9)-bői
Vi:r=11,19 km/sec.

Harmadik kozmikus sebesség: a Napra vonatkoztatott pa-
rabolikus sebesség egy csillagászati egység távolságban.
V T T T=42,3 km/sec. Ez a Naprendszerből való szökési sebesség

a Föld pályájánál.

A kozmikus sebességek a Föld-űrhajó, Nap-űrhajó két-
test-problémára érvényesek. Mivel a mesterséges égitestek
mozgását más hatások (pl. a többi égitest) is befolyásolják,
azért a kozmikus sebességek csak közelítő jellegűek.

7. EFEMERISZ-SZÁMÍTÁS

összefoglaljuk az egycentrum-probléma megoldását c^O
esetén. Adott a P és P_ tömegpontok m 1 és m» tömege, és

egy t időpontban a P„ tömegpont.r (x , y , z ) hely-, il-

letve r* (x , y* , z" ) sebességvektora a P xyz koordinátarend-

szerben. Meghatározandó P~ r(x, y, z) , r(x", y", z) hely- és

sebességvektora egy t^t időpontban!

A kezdőfeltételekből először kiszámítjuk a £(cn, c„,

c^), h, ^(A , A_, A_) integrációs állandókat

/i=k2(m1+m2) , (1.10)

£ = £o « Ío> (1-13)

^ - ^ + r^ x c . (1.16)
o
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A koordinátákat megadó összefüggések alkalmazásához
ismerni kell az ezekben szereplő paramétereket. Ezek a kö-
vetkezők:

a fél nagytengely (parabola pályánál: p paraméter)
e excentricitás
i pályahajlás
9- felszálló csomó hossza
00 pericentrum argumentuma
t pericentrumátmenet időpontja

Ezeket a mozgás pályájára jellemző mennyiségeket pályaele-
meknek nevezik (19. ábra). A pályaelemek állandók. Számuk
hat, mert az egycentrum-probléma differenciálegyenlet-rend-
szere hatodrendű, s a pályaelemek a hat független integrá-
ciós állandóval (c, h,u>,f) vannak kölcsönösen egyértelmű
kapcsolatban.

A pályaelemek és integrációs állandók közti összefüggé-
sek:

'1 I

teszaltó

apocentrum ^
^~~~——-__v*

c s o m ó \
~~^ .

>í
is-

r>s
\

^̂
\
> pericentrum

V

"1

letszálló csomó
19. ábra

(ellipszis-pályára) (6.4)

< • - & •
(hiperbola-pályára) (6.6)

(parabola-pályára) (2.12)
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2
e =l|1+2h ~ ' (2.13)

C1 « C2 S
sin i sin fi. = —- , sin i cos-fi- = -, cos i = — ,

c c c { 2 # 3 )

10 és f pedig maguk is integrációs állandók. Ez utóbbiak a
kezdőfeltételekből határozhatók meg, a következő összefüg-
gések alapján:

-A sinJfl+ A cosA
s i n ^ = A cos i '

A 1 cosí^+A.- sin^l
cos OJ = ^ = • (2.26)

A
Elliptikus mozgásra (3.8)-ból

"t = t - —(E - e sin E ) ,
o n o o

ahol

(3.9)

és E -t (3.4)-bői az

r = a (1-e cos E )
o o

összefüggés adja.

Parabolikus mozgásra (4.5)-bői

t = t - ̂ - (D +^D 3 ) ,o 2n o 3 o '

ahol
(4.6)

(4.4)

és v -t (4.1)-bői az
o

összefüggés adja.

n = M

D =
O

r o

«1 /V3 / 2,
tg — ,

p
1+COS V

.6 7



Hiperbolikus mozgásra (5.11)-bői

<= t - - (e sh H - H ) ,o n o o

ahol

és H -t (5.13)-ból azo

n V 2.- 3' 2, (5.9)

r = a (e eh H - 1)
o o

összefüggés adja.
A pályaelemek ismeretében a hely- és sebességkoordi-

náták kiszámítására a következő összefüggések alkalmazhatók:

Elliptikus mozgás esetén;

n = jd a , (J.9)

E - e sin E = n(t-t), (3.8)

g f , (3.5)

2
r = a(1-e cos E) = tfl'Ll „ (3.4),(2.18)

p = a(1 - e 2 ) . (2.17)

Parabolikus mozgás esetén;

1/2 -3/2 .. ,v
n = j± p , (4.6)

D + -1 D 3 = 2n(t-iT) , (4.5)

tg \ = D, (4.4)

r = i—2 . (4.1)
1+COS V

Hiperbolikus mozgás esetén;

n
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e s h H - H = n ( t - (5.11)

(5.12)

r = a (e eh H -1) =

p =

Mindhárom e s e t b e n :

§ = r cos v,

§ = - sin

P = cos

*l = r sin v .

-, <%= (e+cos v)f£.

cos A. - sincji sin A cos i,

cos co sin n + sin W cos £1 cos i,

,(5.13),(5.3)

(5.2)

(2.20)

(6.2)

P = sin u> sin i, (2.23)

Q =-sin 6o cos Cl - cos co sin Cí cos i,

Q =-sin CJ sin A + cos u) cos íl cos i,

Q = cos (*) sin i.

Px Qx

py Qy
"1/

(2.22)

P Q
y y

(6.1)

Ezeken az összefüggéseken alapul az égitestek efemeri-
szeinek, koordinátáiknak adott időpont(ok)ra történő kiszá-
mítása. Ha a pályaelemek előre adottak, a számítások rögtön
a Kepler-egyenlet (illetve a parabolikus és hiperbolikus moz-
gás esetén ennek megfelelő egyenlet) megoldásával kezdőd-
hetnek. Megjegyezzük, hogy a pályaelemek csak a kéttest-
problémában állandók. A bolygók pályaelemei a bolygók kölcsö-
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nös perturbációi következtében időben változnak (6. fejezet).
Ismerve azonban valamely időpontban egy égitest perturbált
pályaelemeit, ugyanezen időpontra a hely- és sebességkoor-
dináták az ismertetett összefüggésekből számíthatók ki.

Az efemerisz-számítás egy másik módszere a mozgásegyen-
letek numerikus integrálásán alapul. A kéttest-probléma
összefüggései ilyen számításokban is hasznosak lehetnek.

Az efemerisz-számítás során szükségessé válhat külön-
böző csillagászati koordinátarendszerek egymásba való átszá-
mítása. Ezzel a kérdéssel részletesen nem foglalkozunk, mind-
össze két transzformációt említünk meg.

Ha egy égitest (bolygó) geocentrikus ekvatoriális koor-
dinátáit kell meghatároznunk ( $ távolság, oC rektaszcenzió,
S deklináció), erre a

§ cos oc cos S = x + X,

§ sin oC cos <S = y + Y, (7.1)

§ sin = z + Z

összefüggéseket használhatjuk. Itt X, Y, Z a Nap geocentri-
kus ekvatoriális koordinátái, melyeket a csillagászati év-
könyvek (pl. Astronomical Ephemeris) tartalmaznak, x, y,
z, az égitest heliocentrikus ekvatoriális koordinátái, me-
lyek a pályaelemekből a már ismert módon kiszámíthatók, fel-
téve, hogy i, <*> ,-^ az ekvatoriális koordinátarendszerre
vonatkoznak (ekvatoriális pályaelemek). (Az a, e, t pálya-
elemek függetlenek a koordinátarendszertől.)

Ha az i, CJ , Xi pályaelemek az ekliptikái koordináta-
rendszerre vonatkoznak (ekliptikái pályaelemek) és ekvatoriá-
lis x, y, z koordinátákat kell számítanunk, akkor figyelembe
kell venni, hogy az ekliptika az ekvátorral £=K23,5°-OS szö-
get zár be ( £ pontos értékét adott időpontra a csillagásza-
ti évkönyvek tartalmazzák). így az ekliptikái pályaelemekből
meghatározott ekliptikái koordinátákat ekvatoriális koordi-
nátákká kell transzformálni. A számításokat célszerűen úgy
végezhetjük el, hogy a pályasíkbeli S, , "i koordináták megha-
tározása után az x, y, z ekvatoriális koordináták kiszámí-
tására az

y

z ;

Ay By
A B

(7-2)

összefüggéseket alkalmazzuk, ahol
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azaz

V

A
X

A
y

Az

A
X

B
X

B
y

B
z )

= p
X

1

0

l°

0

cose

0

-sin£

cose
j

B
X =

p
X

p yu
Q x '

Qx

Q y

Qz

A = P cos£ -P sin£ , B = Q coss -Q sine,

A = P sin£ +P cos£ , B = Q sin£ +Q cos£.
z y z z y z

(7.3)

Az eddig megismert pályaelemeken kívül a gyakorlatbán
célszerűnek bizonyult más pályaelemek használata is. Az
M=n(t-T) középanomáliát írjuk az

M = n(t-t ) + M
o o

(7.4)

alakba, ahol t tetszőleges időpont. Kis e excentricitás

esetén t helyett a t epochához tartozó M középanomália
használata célszerű.0 °

A

co = a + -H. (7.5)

összefüggés a 0) pericentrumhosszúságot definiálja. (Bolygók
esetén Óo a^jperihéliumhosszúság.) Kis i pályahaj lás esetén
whelyett u> használata célszerű.

A
w = CJ + v (7.6)

összefüggés definiálja a w valódi pályamenti hosszúságot,
míg

X = £o + M (7.7)

a A közepes pályamenti hosszúságot. Ezek használatának elő-
nye az, hogy kezdőpontjuk független a pályától (w és A nem
pályaelemek!).

Legyen a t=t epochában A = <£ , azaz

£ = t3 + M .
o

(7.8)
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£ a t epochához tartozó közepes pályamenti hosszúság. Kis

e és i esetén <C illetve M helyett £. használata célszerű.

A leggyakrabban használt pályaelemrendszerek: bolygók esetén
(kis e, kis i)

a, e, i, -Í2 , to , £• ,
mesterséges holdak esetén (kis e, nagy i)
a, e, i, Sh, co , M .

8. A KEPLER-TÖRVÉNYEK

Kepler empirikus úton állította fel a bolygók mozgá-
sára vonatkozó törvényeit, melyek később Newtont az általá-
nos tömegvonzás törvényének felfedezéséhez segítették. Newton
ennek alapján fogalmazta meg a kéttest-problémát s vezette
le annak megoldását. Nézzük meg, a kéttest-probléma megoldá-
sa miként adja vissza a Kepler-törvényeket!

1. Kepler-törvény: a bolygók a Nap körül ellipszis-
pályákon keringenek, melyek egyik fókuszában helyezkedik el
a Nap.

A kéttest-probléma megoldásakor láttuk, hogy két test
relatív pályája (c^O esetén) az energiától függően ellip-
szis (h*0), parabola (h=0), vagy hiperbola (h>0) lehet.
A bolygók esetén h^O, így ezek pályája ellipszis (a bolygók
kölcsönös perturbációitól eltekintve) .Az üstökösök és mester-
séges égitestek esetében azonban parabola- és hiperbola-pá-
lyák is előfordulhatnak. A kéttest-problémát megoldva és
a parabolikus mozgás lehetőségét felismerve tudta Newton
elsőként helyesen értelmezni az üstökösök mozgását. Egy
1680-ban feltűnt, kivételesen nagy és fényes üstökösről ki-
mutatta, hogy parabola-pályán mozgott (a megfigyelt pálya-
szakaszon) .

2. Kepler-törvény; a bolygók vezérsugara (a bolygókból
a Napba húzott szakasz) az idővel arányos területeket súrol.

Másként megfogalmazva: a felületi sebesség állandó.
(3.1) szerint

r 2 v = c. (3.1)

Mivel a felületi sebesség -=• r.rv, (3.1) ennek állandóságát

fejezi ki. Számértékét tekintve c a felületi sebesség két-
szerese (egyébként a tömegegységre vonatkozó impulzusmomen-
tum nagysága).

A 2. Kepler-törvény tehát változatlan formában kiadó-
dik a kéttest-probléma megoldásából. E törvény jól ismert
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következménye, hogy a bolygók napközeiben
nagyobb sebességgel, naptávolban kisebb se-
bességgel haladnak.

A 2. Kepler-törvény alapján egyszerű
geometriai meggondolással levezethető a
Kepler-egyenlet, mely Kepler számára lehe-
tővé tette a bolygók pályamenti mozgásának
kiszámítását. A 20. ábrán a mozgó tömegpont
a P pericentrumtól a P_-vel jelölt helyzet- 20. ábra

be t-fidő alatt jut (<a pericentrumátmenet időpontja).
A keringési időt T-vel jelölve a 2. Kepler törvény szerint

ahol t p a p p p pályacikk területe, t .„ = a2-Ji-e2 K a<
1 £ 1 Á Gil

ellipszis területe. Hasonló jelölések alkalmazásával a 20.
ábra alapján

p pp — i" +

P_.MP2 = -j r cos v r sin v = •=• a (cos E-e) a "V1-e sinE=

1 2 l 2
= -j a yi-e (cos E sinE - e sinE) ,

tMPP2
 = ^ " ^ M P Q " Vi " e 2 (t Q p Q - tQMQ) -

- e 2 í-̂ a2 E - j a cos E a sin EJ =

így

1 2 I 2
= •= a "y 1 - e ( E - cos E sin E) .

1 2

Tehát

tP 1PP 2 = j a
2 1/1 - e 2 (E-e sin E) .

•| a 2 yi - e 2 (E - e sin E) t _
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ahonnan

E - e sin E = n(t -t), (3.8)

és itt

(3.10)

a középmozgás.

3. Kepler-törvény: a fél nagytengely köbének és a kerin-
gési, idő négyzetének hányadosa minden bolygó esetében ugyan-
azon állandóval egyenlő.

A (3.11) összefüggés szerint

2

T , a 3 = /i . (3.11)

Innen (1.10) figyelembevételével

a 3 k 2

a - K (m, + m_). (8.1)
3_ = J L _ ( m + m

T 2 -4 7T2 : 2

(8.1)-et a bolygók mozgására alkalmazva m a Nap, m„ a boly-
gó tömegét jelenti. Mivel m « m (a legnagyobb tömegű boly-
gó, a Jupiter esetében is csak m_/m «* 0,001), azért jó kö-
zelítéssel Á '

m. = konst. (8.2)
1

Ez a Kepler által felállított 3. törvény. Lényeges, hogy a
kéttest-probléma megoldásából egyrészt kiadódik a konstans
jelentése, másrészt a 3. Kepler-törvény közelítő jellege.
A közelítés pontossága igen jó, mert a bolygók tömege a Nap
tömege mellett elhanyagolható. Ugyanakkor a pontos számítá-
sokban (8.2) helyett a pontos (8.1) összefüggést kell hasz-
nálni, melyben mindkét test tömege szerepel.

Az égi mechanikában 3. Kepler-törvényen mindig a pontos
(8.-1) összefüggést értik, a továbbiakban mi is ezt tesszük.
A 3. Kepler-törvény ekvivalens alakjai:

^2 = -^~2 (m1 + m 2) , / i
1 / 2 a ~ 3 / 2=n, n 2a 3^u, n 2a 3=k 2 (m.,

(8.3)
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A 3. Kepler-törvény egyszerű lehetőséget ad az olyan
bolygók tömegének meghatározására, melyeknek van holdjuk.
(8.3)-at a bolygó-hold, bolygó-Nap párokra felírva, majd
ezen összefüggések hányadosát képezve levezethető a jó kö-
zelítést adó

összefüggés. Itt m, a bolygó, m^ a Nap tömege, T, a bolygó,

T, a hold keringési ideje, a. a hold, a, a bolygó pályájá-

nak fél nagytengelye.
A 3. Kepler-törvény felhasználható a gravitációs állan-

dó égi mechanikai mértékegységekkel kifejezett értékének ki-
számítására. A bolygók mozgásának vizsgálatakor a hétköznapi
életben használt mértékegységek használata nem célszerű.
Ennek oka egyrészt az, hogy az égitestek tömege, mérete,
távolságaik Sí egységekkel kifejezve kényelmetlenül nagyok.
Másrészt az égitestek tömegét és távolságait égi mechanikai
egységekben kifejezve sokkal pontosabban ismerjük, mint Sí
egységekben.

Az égi mechanikai egységek:
tömeg: a Nap tömege,
idő: egy középnap,
hosszúság: a csillagászati egység.

Csillagászati egységen kezdetben a Föld-Hold rendszer tömeg-
középpontja Nap körüli pályájának fél nagytengelyét értették.

Az égi mechanikai egységekkel kifejezett tömeg és távol-
ságértékek azért pontosabbak, mert a Nap tömegéhez viszonyí-
tott tömegarányok, illetve a csillagászati egységhez viszo-
nyított távolságarányok a megfigyelések és a mozgáselméle-
tek alapján pontosabban meghatározhatók, mint a Nap tömege
kg-ban és a csillagászati egység m-ben kifejezve.

(8.1)-bői k kifejezhető

k = 2J!_g , . (8.5)
Tvm.+m„

Innen k értéke bármely bolygó adataiból kiszámítható. Leg-
egyszerűbb a Föld-Hold rendszer Nap körüli pályáját tekin-
teni, mert ekkor a=1, és a keringési idő legpontosabban
ebben az esetben ismert. Jelölje m a Föld és Hold össztöme-
gét a Nap tömegével, mint egységgel kifejezve (11̂ =1, m2=m) .
Ekkor a Föld-Hold rendszerre:
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(8.6)

Gauss (1809) k értékét az akkor ismert
T = 365,2563835 középnap
m = 1/354710 Nap-tömeg

értékekkel számította. Ezekkel a k Gauss-féle gravitációs
állandó k = 0,01720209895.

(k egysége: [Nap-tömeg] ~ 1 / 2 > [középnap]"1.[csillagászati

egys.] .)
A Gauss-féle gravitációs állandó, mint a mozgásegyen-

letekben szereplő arányossági tényező, az egyik legfontosabb
égi mechanikai paraméter. (8.6) szerint k pontossága T és
m pontosságától függ. Így k értékét mindig újra kellene szá-
mítani, mikor T-t és m-et pontosabban megismerjük. Sz a gya-
korlatban súlyos nehézségekkel járna. Ilyenkor ugyanis újra
kellene számítani az összes mozgáselméletet, mely k egy adott
értékén alapul. Azért, hogy erre ne legyen szükség, a Nem-
zetközi Csillagászati Unió (International Astronomical Union,
rövidítve IAU) 1938-ban elhatározta: k értéke legyen egyszer
s mindenkorra a Gauss által számított érték, s helyette a
Föld-Hold rendszer tömegközéppontja Nap körüli pályájának
fél nagytengelye legyen változó. Ez többé tehát nem egység-
nyi , hanem az

A,, m j - •- ~\2/3
(8.7)

összefüggésből számítható érték. A T-re és m-re jelenleg
elfogadott értékek alapján a=1,000000031 csillagászati egy-
ség.

Mi hát a csillagászati egység? Az 1984-ben bevezetett
1976-os IAU-konstansok rendszerének meghatározása szerint
a csillagászati egység egyenlő annak a körpályának a suga-
rával, melyen egy elhanyagolható tömegű részecske T=2JT/k
idő alatt tesz meg egy fordulatot a Nap gravitációs vonzásá-
nak hatására a Nap körül, ahol k= 0,01720209895 a Gauss-féle
gravitációs állandó.

Megjegyezzük, hogy ha az idő egységéül egy középnap
helyett 1/k=58,13244... középnapot vennénk, a gravitációs
állandó értéke 1 lenne. Ezt az időegységet használják pl.
a kisbolygók pályaszámításában.

76



9. AZ EGYENESVONALÚ MOZGÁS

Vizsgáljuk az

(1.9)

egyenlet megoldását c=£ esetén! (1.13) szerint ekkor

r x r = 0 , (9,1)

azaz a rádiuszvektor és a sebességvektor párhuzamos.
A mozgás pályájának meghatározásához írjuk fel (9.1)-et

komponensekben

yz* - zy = 0, zx - xz = 0, xy - yx = 0.

Feltéve, hogy x, y, z nem 0, innen

Legyenek a kezdőfeltételek t=t -kor x=x #>, y=y /0,

z=z ^0! Ekkor az egyenleteket integrálva kapjuk, hogy

£ - _P. í _ _2 Y. _2
y ~ yo ' z " zo ' x " xo '

Innen a mozgás pályájának egyenlete:

(9.2)

Ez a P-xyz koordinátarendszer kezdőpontján és a P (x ,yQ,z )

ponton átmenő egyenes egyenlete (21. ábra).

21 . ábra
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A mozgás időbeli lefolyásának meghatározása

Mivel
x y z

— O _ O O / n o \
ro ro ro

azért elegendő r időfüggését meghatározni. Felhasználva,
hogy

x y z* o * • J o • • o •x = — r, y = - i d r , z = - i á r ,
o o o

és x 2 + v 2 + z 2

r 2 = x"2 + y 2 + z'2 = -2 1| 2 £ 2 = f2,

ro

így az (1.15) energia-integrálból kapjuk, hogy

f2 " 2 ("f + h ) • ^9-4>
Ez az egyenlet használható r időfüggésének meghatározására,
Megjegyezzük, hogy az egyenlet szinguláris az r=0 pontban,
ami a két tömegpont ütközésének felel meg. Az ütközés prob-
lémájával részletesen a következő fejezetben fogunk foglal-
kozni.

(9.4) megoldása h-tól függően a következő.

1. h <0 esetén legyen

ahol a > 0. Ekkor

• 2 / 2r -^(

A változók szétválasztásával

A bal oldal integrálásához vezessük be r helyett E-t az

r = a(1-cos E) (9.6)
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összefüggéssel (ezt megtehetjük, mert r = 2a). Az integrá-
lást elvégezve kapjuk, hogy

E - sinE =/i 1 / 2a~ 3 / 2t+konst. (9.7)

A megoldást a (9.5), (9.6), (9.7) összefüggések adják.
(9.6)-ot és (9.7)-et az elliptikus mozgás (3.4) és

(3.8) összefüggésével összehasonlítva látható, hogy az
egyenesvonalú mozgás összefüggései az elliptikus mozgás
összefüggéseihői adódnak e=1-re. így h< 0 esetén az egyenes-
vonalú mozgás az ugyanazon energiaállandóhoz tartozó "ellip-
tikus mozgás határesetének tekinthető, midőn a kezdő rá-
diuszvektor iránya tart a kezdő sebességvektor irányához
(c -0) .

2. h=0 esetén (9.4)-bői

Innen ,Su\^/2 2/3

r =(3fJ t + konst. (9.8)

A kéttest-probléma megoldása tehát a c=£, h=0 esetben az
idő explicit függvényeként kifejezhet3 (véges alakban)!

3. h > 0 esetén legyen

h = 2a ' ( 9 ' 9 )

ahol a > 0. Ekkor

A változókat szétválasztva innen

A bal oldal integrálásához r helyett vezessük be H-t az

r = a( eh H - 1) (9.10)

összefüggéssel! A számításokat elvégezve kapjuk, hogy

sh H - H =/i1/'2 a~3/2t+konst (9.11)
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A megoldást a (9.9), (9.10), (9.11) összefüggések adják.
(9.10) és (9.11) a hiperbolikus mozgás (5.13) illetve

(5.11) összefüggéséből adódik e = 1-re. így h > 0 esetén az
egyenesvonalú mozgás a hiperbolikus mozgás határesetének te-
kinthető c-»-0-ra.

10. A KETTEST-PROBLÉMA REGULARIZÁLÁSA

r = - ^j r (1.9)

mozgásegyenlet szinguláris az r=0 pontban, mivel itt a két
tömegpont közti gravitációs erő végtelen nagy. Ez komoly
elvi és gyakorlati nehézségeket okoz. Az elvi probléma az,
hogy a mozgás csak a két tömegpont ütközéséig vizsgálható,
azon túl a megoldás létezéséről vagy milyenségéről (1.9)
alapján semmi sem mondható. A gyakorlati probléma akkor je-
lentkezik, amikor a két tömegpont igen szorosan megközelí-
ti egymást. Ilyenkor nagy gravitációs erők lépnek fel, és a
pályában éles kanyarok keletkeznek. A megoldást numerikus
integrálással vizsgálva ez a nehézség egyedül úgy hidalha-
tó át, ha a szoros megközelítés alatt igen kis lépésközt
(és sok integrációs lépést) alkalmaznak. Az integráláskor
használt közelítő formulák és kerekítések hibái miatt azon-
ban az eredmények numerikus pontossága a szoros megközelí-
tés után igen rossz lesz. A klasszikus égi mechanikai fel-
adatokban ez a probléma nem fordul elő, mert az égitestek
ütközése normális körülmények között nem következik be.
A mesterséges égitestek esetében azonban minden egyes indí-
tás vagy célbaérkezés szoros megközelítéssel jár.

Ez utóbbi példa említésével már válaszoltunk az olva-
sóban időközben felvetődött kérdésre: mi szükség van az
(1.9) egyenlet numerikus integrálására, mikor annak ismert
az analitikus megoldása? A gyakorlatban azonban egy égitest
pontos mozgása (1.9)-bői nem határozható meg, hiszen a két-
test-probléma a pontos feladatnak csak egy közelítése.
A pontos mozgás a perturbált kéttest-probléma alapján ha-
tározható meg, melynek mozgásegyenlete általánosan az

Í'£-^£-§| + £ (10.1)

alakban írható. Itt §| = ( §j[, %, jg ) , - f| a tömegegy-
ségre ható perturbáló erőnek az a része, melynek van poten
ciálja (V), és P a tömegegységre ható maradék perturbáló
erő (melynek nincs potenciálja). (10.1)-et pl. egy Föld kö
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rül keringő mesterséges hold mozgására felírva - ^ r a
r

gömbszimmetrikusnak tekintett (tehát gravitációs vonzás szem-
pontjából pontszerűnek vehető) Föld gravitációs vonzóereje,

- ̂ — az a perturbáló erő, amely onnan származik, hogy a Föld

tömegeloszlása nem gömbszimmetrikus, és P a légköri súrló-
dásból származó fékező erő (az esetleges egyéb perturbációk-
tól eltekintettünk). (10.1) megoldását numerikus integrálás-
sal vizsgálva kis r-ek esetén jelentkeznek az említett ne-
hézségek.

Mind elvi, mind gyakorlati szempontból fontos dolog
tehát a mozgásegyenletek regularizálása. Regularizáláson
olyan eljárást értenek, melynek során szinguláris differen-
ciálegyenleteket reguláris differenciálegyenletekké transz-
formálnak.

Az
x = f(x,t) (10.2)

elsőrendű differenciálegyenlet (x ismeretlen, t a függet-
len változó, a pont a t szerinti differenciálást jelenti)

3 f

reguláris az (x , t ) pontban, ha f és r- véges és folyto-

nos egy (x , t ) körüli nyílt D tartomány bármely (x,t)
pontjában. Ha ez a feltétel teljesül, a differenciálegyenle-
tek megoldására vonatkozó egzisztencia tételek biztosítják
egy x(t) függvény létezését, mely differenciálható t egy
környezetében, és amely kielégíti a (10.2) egyenletet és az
x(t )=x kezdőfeltételt. Ha a feltétel nem teljesül, az

egyenlet szinguláris az (x , t ) pontban és semmi sem állít-

ható a megoldás létezéséről.
A regularitás definíciója értelemszerűen általánosít-

ható

Xi = f i ( x 1 ' X 2 ' • " ' x n ' t J ' i = 1' 2' • " ' n ( 1 0 - 3 )

típusú differenciálegyenlet rendszerekre. Az égi mechani-
kában előforduló

x = f (x, x", t) (10.4)

típusú mozgásegyenletek ezek egy speciális esetét képezik.
Az y=x változó bevezetésével ugyanis (10.4) az

x' = y

y = f (x, y, t)

alakba írható.
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Ha egy differenciálegyenlet szinguláris, az nem szük-
ségképpen vonja maga után azt, hogy a megoldás is szingu-
láris. Tekintsük pl. az

(1 - cost)x - sint x + x = 0 (10.5)

egyenletet. Itt

x" sint - x
f = 1 - cost

így az egyenlet a t=0 helyen szinguláris. Ugyanakkor könnyen
belátható, hogy 1-cost és sint partikuláris megoldások, így
(10.5) általános megoldása

x = C.(1-cost) + C_ sint,

ahol C. és C_ tetszőleges állandók. Látható, hogy a megol-

dás mindenhol reguláris.
Ugyanez mondható el a szinguláris (9.4) egyenlettel

kapcsolatban is, melynek (9.6), (9.7) megoldása mindenütt
reguláris.

(10.5) megoldását numerikus integrálással vizsgálva
semmiféle számítógép nem képes áthaladni a t=0 szingulari-
táson, annak ellenére, hogy a keresett megoldás reguláris.
Ugyanis t=0-ra vagy x(0)=0 lesz és ekkor f(0)=0/0 határozat-
lan, vagy x(O)jíO és ekkor f(0) végtelen.

Ez a példa jól mutatja, hogy numerikus szempontból a
differenciálegyenletek regularitása fontosabb, mint a meg-
oldás regularitása. A regularizálás célja így az, hogy regu-
láris differenciálegyenleteket kapjunk, nem pedig az, hogy
a megoldásra reguláris függvényeket.

A regularizáló transzformáció általában két rész-
ből áll: egy időtranszformációból (a független változó
transzformálásából) és egy koordinátatranszformációból. Ezek
közül az időtranszformáció a lényegesebb. Az alapgondolat
az, hogy az idő helyett olyan új független változót vezet-
nek be, amellyel kifejezve az ütközés folyamata lelassul.

1. Az egyenesvonalú mozgás regularizálása

Vizsgáljuk először az egyenesvonalú mozgás esetét!
A két tömegpont ütközése ekkor és csak ekkor következhet be.
Az egyenesvonalú mozgás regularizálásával elsőként Euler
foglalkozott (1765), aki a probléma megoldására több mód-
szert is javasolt. Az egyenesvonalú mozgás egyedül a függet-
len változó transzformálásával is regularizálható!

Tegyük fel, hogy a mozgás a pozitív x tengely mentén
történik! Ekkor az (1 .9) mozgásegyenlet r=x miatt az
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x = - *=j (10.6)
x

egyenletre redukálódik. Az energia-integrál:

x 2 = 3fi + 2h .

Vezessük be az új s független változót a

összefüggéssel. Látható, hogy x-*0-ra a dx/dt sebesség nö-
vekedését az x szorzó ellensúlyozza, így a dx/ds regulari-
zált sebesség kicsi marad. (10.8)-ból t és s összefüggése

|| = x vagy t = / x ds. (10.9)

(10.6)-ba t helyett s-et bevezetve, és az s szerinti
differenciálást vesszővel jelölve kapjuk, hogy

azaz
' 2

xx" - —- = - j u . (10.10)

Az új e n e r g i a - i n t e g r á l ( 1 0 . 7 ) - b ő i

x ' 2 = 2jux + 2hx 2 . (10.11)

(10.11) felhasználásával (10.10)-ből az x'2-es tag kiküszö-
bölhető, így kapjuk, hogy

x" - 2hx =ju. (10.12)

Ez az egyenesvonalú mozgás regularizált mozgásegyenlete,
melyet a független változó transzformálásával kaptunk.
(10.12) lineáris másodrendű differenciálegyenlet, mely
elemi függvényekkel integrálható. (10.11)-bői látható,
hogy ütközéskor (x=0) a sebesség: x'=0.

Vizsgáljuk (10.12) megoldását a h < 0 esetben! Legyen

J2 = - I h. (10.13)

83



Ekkor
x" + 4 oo x = ju. (10.14)

Vizsgáljuk a mozgást az ütközés pillanatától (t=0, s=0)!
A kezdőfeltételek: x(0)=0, x'(0)=0. (10.14) megoldása ezen
kezdőfeltételekre

x = - ^ (1-cos 2us). (10.15)

Az időegyenlet (10.9) és (10.15) alapján

t = -^y (s - -^— sin 2us) (10.16)

(itt az integrációs állandó 0, t és s az ütközés pillanatá-
tól eltelt időt illetve a fiktív "időt" jelenti). (10.15)
és (10.16) az

a = -^r, E = 2CJS (10.17)

4<S
jelölések bevezetésével az ismert

x = a(1 - cosE) (10.18)

E - sinE =>i 1 / 2 a 3 / 2t (10.19)

alakra hozható. Ugyanezeket az összefüggéseket kaptuk a
szinguláris (9.4) egyenlet megoldására is. A reguláris
(10.14) egyenlet azonban az ütközés pillanatában is érvé-
nyes, így (10.18) és (10.19) az egyenesvonalú mozgást tet-
szőleges időpontra (az ütközés után is) megadja.

(10.19) a 6 = 2ut változó bevezetésével a

0 = a (E - sinE) (10.20)

alakban is írható. A (10.18) és (10.20) egyenletek geomet-
riai jelentését a 22. ábra szemlélteti. Eszerint h<0 esetén
az egyenesvonalú (x tengely menti) mozgásnak az (x, 0) síkon
egy ciklois felel meg, melyet a © tengelyen gördülő a sugarú
kör egy pontja ír le.

(10.15)-öt az

x = "" 9 sin u s
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alakba írva felvetődik az

x = u (10.21)

koordinátatranszformáció ötlete. (10.21)-et (10.10)-be il-
letve (10.11)-be behelyettesítve kapjuk, hogy

illetve

2u u" - 2 u' 2 =ju

2u'2 = JJ + hu 2.

22. ábra

E két egyenletet összeadva adódik, hogy

u" - ~2 u = 0. (10.22)

h < 0 esetén co = ~ § " v e l

u" + w " u = 0. (10.23)

Ez az 60 frekvenciájú harmonikus rezgőmozgás egyenlete.

összefoglalva az eddigieket: a

ds X '

X = U

transzformáció a nemlineáris

(10.9)

(10.21)

(10.6)
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mozgásegyenletet, mely szinguláris az x = 0 pontban, átvi-
szi a homogén, lineáris, állandó együtthatójú, reguláris

u" - | u = 0 (10.22)

egyenletbe.

2. A síkbeli mozgás regularizálása

Tegyük fel, hogy a mozgás az x, y síkban játszódik le!
Ekkor a mozgásegyenletek:

x = - =% x, y = - A. y . (10.24)
r r

Az energia-integrál:

x 2 + y 2 = ̂  + 2h. (10.25)

Éppen úgy, mint az egyenesvonalú mozgás esetén, az új
s független változót vezessük be annak az elvnek megfele-
lően, hogy a tömegpontok egymás szoros megközelítésekor fel-
lépő sebességnövekedést alkalmas szorzótényezővel ellensú-
lyozzuk. Ez a szorzó a két tömegpont közötti r távolság
lehet, mely ütközéshez közeledve 0-hoz tart. Legyen tehát

így
|| = r vagy t =/r ds. (10.27)

(10.24)-be t helyett s-et bevezetve, és az s szerinti
deriválást vesszővel jelölve kapjuk, hogy

azaz

, (10.28a)

és ugyanígy

y« _ £_Y_ = --ŰZ . (10.28b)
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Az egyenesvonalú mozgás esetén a (10.10)-ben fellépő
sebességnégyzetes tag kiküszöbölésére az energia-integrált
használtuk fel. Most az energia-integrál (10.25) és (10.26)
alapján

x' 2 + y' 2 = 2jur + 2hr 2. (10.29)

Látható, hogy most (10.29) nem alkalmas r'x' /r és r'y'/r
kiküszöbölésére. Másfelől (10.28) jobb oldalán is szerepel
még az 1/r-es szorzó.

(10.28)-ban az 1/r-es tagok kiküszöböléséhez koordiná-
tatranszformációra van szükség. A Levi-Civita-féle transz-
formáció az egyenesvonalú mozgás esetében megismert (10.21);
négyzetes transzformáció általánosítása a kétdimenziós eset-
re (T. Levi-Civita, 1906).

Legyen a továbbiakban

x 1 = x, x

2

 = y»

és vezessük be az x 1 + V-Tx , u. + -J^T u. komplex változó-
kat! ' l ' l

A Levi-Civita transzformáció:

x +V-1 x o = (u, +V-1 u , ) * . (10.30)

Ez a transzformáció az (u., u„) paraméteres síkot, me-

lyen a regularizált mozgás' zajlik, leképezi az (x.. , x„) fi-

zikai síkra. Egy pont helyvektora a paraméteres síkon

u(u 1, u 2 ) , a fizikai síkon x(x , x„). (10.30) szerint

I j 2

= l íx 1 + x

= H '
j 2

r = | x | = líx 1 + x 2 m i a t t

r = (u, u) = | u | 2 (10.31)

ahol (u, u) az u skalárszorzata önmagával.
A Levi-Civita transzformáció valós változókkal felírva:

( 1 0 . 3 2 )
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Másképp kifejezve

U1 " U2
(10.33)

ahol

L(u) =
u„ -u

(10.34)

a Levi-Civita mátrix.
Mátrix jelölésekkel

x = L(u) u (10.35)

ahol x és u két komponensű oszlopmátrixok. (10.32) diffe-
renciálásával közvetlenül belátható, hogy

x' = 2 L(u)u' . (10.36)

A regularizált egyenletek levezetése a Levi-Civita
mátrix következő tulajdonságain alapul.

1. L(u) ortogonális.
Egy A négyzetes mátrix ortogonális, ha

TA A= cE, (10.37)

ahol A az A transzponáltja, E az egységmátrix, c pedig A
tetszőleges oszlopának a normája. (Szokás az a megfogalma-
zás is, hogy egy mátrix ortogonális, ha tetszőleges két
különböző oszlopának szorzata nulla.) (10.37)bői c^0-ra

= — A
c

A A = c E. (10.38)

Utóbbi összefüggésből látható, hogy A sorainak normája is c.
L(u) ortogonális, mivel

L (u)-L(u) = (u, u» E = r E. (10.39)

L(u) inverze•

L~'(u) =
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(10.39) lehetővé teszi u' kifejezését (10.36)-ból

1 T 1

2 u
LT(u)x'. (10.41)

2. L(u) elemei az u. koordináták homogén lineáris
függvényei.

Innen következik, hogy

L(u)' = L (u'). (10.42)

3. L(u) első oszlopa az u. helyvektor.
(10.34) alapján közvetlenül belátható, hogy a paramé-

teres sík két tetszőleges u, v vektorára

L(u)v = L(v)u .

Egy másik fontos összefüggés:

(10.43)

(u, u) L(y)y - 2(u, v) L(u)v + (y, y) L(u)u = 0.(10.44)

Ennek igazolásához szorozzuk meg az egyenletet balról L~ (u) -
=lével kapji ~

(v,v) u = 0

g g gy
val! Ekkor (10.40) figyelembevételével kapjuk, hogy

TT
L (u)L(v)v - 2(u, v)v

vagy másképpen

[L T(U) L(V) - 2(u,v) EJv = - (v, v) u.

Itt a szögletes zárójelben álló mátrix

" U1 V1 " U2 V2

(10.45)

V- U2 V1 U1 V2

Ezt figyelembe véve (10,45) közvetlen számolással ellenőriz-
hető.

Ezek után rátérhetünk a (10.28) egyenletek transzformá-
lására. Először írjuk ezeket összevontan az

v" - i. v' = - — X

— r. — ~ r —

alakbai (10.36) differenciálásával kapjuk, hogy

x" = 2 L(u)u" + 2 L(u)'u' = 2L(u)u" + 2L(u')u',

ahol felhasználtuk a (10.42) összefüggést.

(10.46)
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Másfelől (10.31) alapján

r' = (u, u ) ' = 2(u, u').

(10.46)-ból így kapjuk, hogy

2 L(u)u" + 2L(u')u' - 2 ( - / - ) 2 L(u)u' = - .^ . L(u)u.
~ " (u,u) (H'H>

Itt a bal oldalon a második és harmadik tag (10.44)
alapján átalakítható, az összefüggést az u, u' vektorokra
alkalmazva:

2 L(u')u' - -**f* ' L(u)u' = -2 l- '» ' L(u) u .
(u,u) (u,u)

így

2L(u)u" + *"~2(tt''u-') L(u)u = £.
(u,u)

L (u)-val balról megszorozva

u" + u = £ . (10.47)
(u,u)

Ez az egyenlet tovább alakítható a (10.29) energia-
integrál felhasználásával, melyet előbb írjunk át az új vál-
tozókra! (10.36) felhasználásával

|x'| 2 = (x', x') = 4 (L(u)u', L(u)u') = 4(u', L T (u) L (u) u') =

= 4r (u', u') = 4r |u'j 2. (10.48)

(10.48) alapján (10.29) így írható

|u'|2 = -l(/u + hr) . (10.49)

(10.49) figyelembevételével (10.47)-ből kapjuk, hogy

u" - | u = £ , (10.50)

vagy komponensekben kiírva

u"' - | u1 = 0 , (10.51)
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U2 " I U2 = °* (10.51)

A regularizált mozgásegyenletek a síkbeli mozgás ese-
tén is állandó együtthatós, homogén lineáris másodrendű dif-
ferenciálegyenletek, melyek megoldása könnyen meghatároz-
ható.

összefoglalva

j

az eddigieket, a

dt
ds " r '

íj + V-1 X 2 = (U. + TTTU 2»
2

(10.

(10.

27)

30)

Levi-Civita transzformáció az

x = - 4j x, y = - ^~ y (10.24)
r r

mozgásegyenleteket (x=x1, y=x„) az

uí' " I U1 = °' U2 " I U2 = ° (10.51)
egyenletekbe transzformálja, ahol h az energiaállandó.

3. A térbeli mozgás regularizálása

A térbeli mozgás regularizálásának természetes módja
a Levi-Civita transzformáció általánosítása lenne három
dimenzióra. Ez azonban nem lehetséges, Levi-Civita is si-
kertelenül próbálkozott az általánosítással.

A térbeli mozgás regularizálásának problémáját
P. Kustaanheimo (1964) oldotta meg a Levi-Civita transz-
formáció négydimenziós általánosításával. Kustaanheimo a
háromdimenziós térben lejátszódó mozgás leírására a négy-
dimenziós paraméteres térben négy u , u_, u 3, u. koordi-
nátát használt. A szabadsági fokok számát ezzel eggyel meg-
növelte, az emiatt fellépő nehézségek azonban áthidalhatók.
Kustaanheimo mótszerét E. Stiefel (1965) alkalmazta a per-
turbált kéttest-probléma regularizálására.

A Kustaanheimo-Stiefel Transzformáció, vagy röviden
KS-transzformáció mátrixa
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" U
\

u. " U

L(u)
u

(10.52)

U

ahol u négykomponensű vektor u , u , n^, u koordinátákkal.

Látható, hogy (10.52) bal felső sarkában a Levi-Civita mát-
rix áll.

A háromdimenziós fizikai térben a mozgást az x =x,

x =y, x_=z koordinátákkal írjuk le. Definiáljuk ezekkel az

x(x , x_, x-, 0) négykomponensű vektort, melynek negyedik

koordinátája 0. A KS-transzformáció:

x = L(u)u.

Komponensekben kiírva

2 2 2
X1 = U1 - U2 ~ U3

(10.53)

(10.54)

0 =

Látható, hogy x negyedik komponense valóban eltűnik.
A KS-mátrix is rendelkezik azzal a három tulajdonság-

gal, mellyel a Levi-Civita mátrix. Nevezetesen a KS-mátrix:

1. Ortogonális, mert

LT(u)L(u) = (u,u) E.

Ennek alapján kimutatható, hogy

r = Ixl = |u :

(10.55)

(10.56)

_ 1 1 rn

L (u) = ^L 1 (U) . (10.57)
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2• Elemei az u. -k homogén lineáris függvényei.
í g y 1 • "

L(u)' = L(u'), (10.58)

ahol a vessző a

Ü = r 110.59)

összefüggéssel bevezetett s független változó szerinti dif-
ferenciálást jelenti.

3. Első oszlopa az u vektor.
Ezek. az összefüggések a síkbeli esetben megismert össze-

függések általánosításai. (10.43) és (10.44) is általánosít-
ható négy dimenzióra, itt azonban egy kiegészítő feltevést
kell tenni. A négydimenziós paraméteres tér tetszőleges két
u, v vektorára akkor teljesül, hogy

L(u)v = L(v)u, (10.60)

és
(u,u) L (v)v - 2(u,v) L (u)v + (v,v)L(u)u = £,

(10.61)
ha u és v kielégíti az

u4v1 - u"3v2 + u2v3 - u1v4=0 (10.62)

bilineáris összefüggést. (10.60) és (10.61) közvetlen számo-
lással ellenőrizhető. Ekkor látható, hogy pl. L(u)v és
L(v)u első három komponense megegyezik, a negyedik komponen-
sek viszont ellenkező előjelűek. Ez utóbbiak akkor egyenlők,
ha (10.62) teljesül.

A bilineáris összefüggés - mint kényszerfeltétel -
fontos szerepet játszik a regularizált mozgásegyenletek le-
vezetésében. Ezt a levezetést - hosszadalmassága miatt —
nem ismertetjük, csak a végeredményt közöljük. A levezetés
és a KS~transzformáció részletes elmélete, valamint a regu-
larizació témakörének tárgyalása megtalálható E. Stiefel és
G. Scheifele (1971) "Linear and Regular Celestial Mechanics"
c. könyvében.

A gyakorlati alkalmazások szempontjából a (10.1) egyen-
let regularizálása érdekes, így az erre vonatkozó összefüggé-
seket ismertetjük,

1. KS-transzformáció:

a) a koordinátákra:
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X1 = Uí - U2 - U3 + U 4 '

(10.54)

b) a távolságra;

r = u^ + u 2 + u 3 + u^. (10.56)

c) a sebességkomponensekre;

X1 = I ( U 1 U Í " U2 U2 ~ U3 U3 + U4 U4>'

X2 = I ( U2 UÍ + U1 U2 " U4 U3 " U 3 U 4 ) f (10-")

X3 = 7 ( U3 UÍ + U4 U2 + U1 U3 + U2 U4>'

d) a potenciálra;

A V(t, x , x_, x_) potenciál kifejezésébe helyettesít-

sük a (10.54) összefüggéseket!

e) a maradék perturbáló erőre;
A P(t, X/ x) perturbáló erő P-, P 2, P 3 komponenseit

megadó kifejezésekbe helyettesítsük a (10.54), (10.63) ösz-
szefüggéseket! Ezután kiszámíthatók a regularizált mozgás-

Tegyenletben szereplő L P vektor komponensei:

(L TP) 1 = u 1P 1 + u 2P 2 + u 3P 3,

(L TP) 2 = - u ^ , + U 1 P 2 + U 4P 3,

( L£»3 = "U3P1 - U4 P2 + U1 P3'

<LTP)4 = U4P1 - U3 P2 + U2 P3'

2. Differenciálegyenletek az u, t, h változókra,
független változó az s;

(10.64)

j j j
j (10.65)
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t' = |u |2, (10.59)

h' = ~l H P f^ " 2(H,' L T£) • (10.66)

3. Kezdőfeltételek:
Adott t=0-kor x, X.
Kiszámítandó s=0-kor u, u', t, h.
Ha x. = 0, akkor válasszuk u 1, u.-et az

u 2 + u 2 = ^(r+x^ (10.67)

összefüggésnek megfelelően, majd határozzuk meg u ?, u^-at:

x u +x u x u -x„u
U2 = rlx ' U3 = "•- ' (10.68)

Ha x < 0, akkor válasszuk meg u_, u--at az

u 2 + u 2 = jír-x^ (10.69)

összefüggésnek megfelelően, majd határozzuk meg u 1, u.-et:

x u2+x u x u -x u
U1 * r-x/ ' U4 = r-x' • ( 1 0' 7 0>

A sebességek:

Uí = I ( U1 X1 + U2 X2 + U 3 X V '

U2 = I (~ U2 X1 + U1 X2 + U 4 X 3 } ' (10.71)

u 3 2( u 3 X i u 4x 2 + u i X 3 ) ,

U4 = I ( U 4 X 1 " U3 X2 + U2 X3>-

Végül:
t = 0 . (10.72)

h = "r " 1 ' -'I2 " V" (10.73)
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A (10.65), (10.59), (10.66) egyenleteket egyidejűleg
kell integrálni, a t időt is az egyik ismeretlen koordiná-
tának tekintve. (10.65)-ben és (10.66)-ban h az energia.
Ez (10.66) szerint a perturbáló erők hatására változik. Ha
a perturbáló erők kicsik, a (10.65) egyenletek egy lassan
változó frekvenciájú, perturbált harmonikus oszcillátor
mozgásegyenletei. Ha a V perturbáló potenciál konzervatív
(azaz nem függ explicite az időtől) , és a maradék P pertur-
báló erő nulla, (10.66) szerint h konstans és ekkor (10.65)-
ben az oszcillátor frekvenciája is konstans. Ha nincs semmi-
féle perturbáló erő, tehát V = 0, P = 0, (10.65) a pertur-
bálatlan kéttest-probléma térbeli esetéinek regularizált
egyenleteit adja.

Az eredeti (10.1) mozgásegyenletek differenciálegyen-
letrendszere hatodrendű. Ezzel szemben a regularizált
(10.65), (10.59), (10.66) differenciálegyenletrendszer tized-
rendű. R'rendszám ezen növekedése numerikus szempontból sem-
miféle hátránnyal nem jár. A regularizált egyenletek fő elő-
nye az, hogy pontosabb numerikus számításokat tesznek lehe-
tővé.

Megjegyezzük, hogy a KS-transzformáció nem egyértelmű,
ha adott x vektorhoz keressük az u-t. Ennek következménye,
hogy a kezdőfeltételek számításánál (10.67) illetve (10.69)
szerint az egyik u. koordináta tetszőlegesen választható.

A KS-transzformációt széles körűen alkalmazzák a külön-
féle égi mechanikai problémák vizsgálatában, így a mester-
séges égitestek pályaszámításában, a háromtest-problémában,
az n-test problémában. Népszerűsége a módszer matematikai
érdekességében (a KS-transzformáció kapcsolatba hozható pl.
a kvaterniókkal és a spinorokkal), és az általa nyújtott
numerikus számítási előnyökben rejlik.

11. A VÁLTOZÓ TÖMEGŰ KÉTTEST-PROBLÉMA

A kéttest-probléma egy fontos általánosítása a változó
tömegű kéttest-probléma, melyben azt tételezzük fel, hogy a
testek tömege változik. E probléma alapján vizsgálható pl.
a kettőscsillagok dinamikai fejlődése, melyeknél a komponen-
sek tömege különféle okok következtében változik. A tömeg-
változás jelenthet növekedést, pl. a kettős rendszer kiala-
kulásakor a komponensek anyagot gyűjtenek a környező inter-
sztelláris felhőből, jelenthet csökkenést, pl. a csillagok
elektromágneses és korpuszkuláris sncárzása útján, sőt heve-
sebb tömegvesztő folyamatokon, pl. •lovakitöréseken keresz-
tül. A tömegváltozás egy sajátos formáját szolgáltatják a
kettőscsillagok komponensei közti anyagáramlások. Mivel az
égitestek tömege nem állandó, általában beszélhetünk a válto-
zó tömegű n-test problémáról. Ennek vizsgálata különösen
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kozmogóniai szempontból (pl. a bolygórendszerek keletkezése
szempontjából) jelentős. A változó tömegű mozgások különö-
sen fontos példáit szolgáltatják a rakéták.

Egy változó tömegű, pontszerű test mozgásegyenlete az
impulzustétel alapján írható fel. Az impulzustétel szerint
egy pontrendszer teljes I impulzusának idő szerinti diffe-
renciálhányadosa egyenlő a rendszerre ható külső erők F
eredőjével

f = F . (11.1)

Legyen a pontszerű test tömege a t időpontban m=rn(t), se-
bessége egy inerciarendszerhez viszonyítva y=y(t). Ekkor
a test impulzusa my. A t időpontot követő kis dt időközben
áramoljon ki f dt=-dm tömegű anyag a testből ( g az idő-
egység alatt kiáramló tömeg, -dm a test tömegének csökkené-
se) , a testhez képest u, az inerciarendszerhez képest
v'=v+u sebességgel. Ekkor a teljes impulzus dt idő alatti
megváltozása összetevődik a test impulzusának d(my) megvál-
tozásából és a kiáramlott anyag fdty'=-dmy' impulzusából:
dj>d (my) - dmy'. (11.1) szerint így

é <̂ > - f v' = F,
azaz

f v . „ f - fi V- . P.
Innen y' = y+u figyelembevételével a változó tömegű test
mozgásegyenlete

m f = F + g « . (11.2)

Ez az egyenlet alkalmas pl. egy rakéta mozgásának meghatá-
rozására. Ekkor F a rakétára ható külső erő, amely elsősor-
ban a gravitációs erő és a légellenállás eredője,

-j^ u a rakétából kiáramló gáz tolóereje.
Ha a tömegvesztés nem csak egy irányban történik,

(11.2) jobb oldalán a második tag egy összeggel helyette-
sítendő, amely a különböző irányokban történő anyagkiáram-
lásokat veszi figyelembe. Minden irányban azonos módon tör-
ténő izotrop anyagkiáramláskor ez az összeg nulla lesz, így
ekkor (11.2) a Gylden-egyenletre redukálódik

m(t) | | = F. (11.3)



Vizsgáljuk egy kettős csillagrendszer mozgását, felté-
ve, hogy a két csillagra csak kölcsönös gravitációs vonzá-
suk hat, továbbá, hogy egyikük, vagy mindkettejük tömege
izotrop módon csökken! A csillagokat jelölje S. és S 2, töme-
güket m. illetve nu! (11.3) alapján a mozgásegyenletek:

m áf£i = k
2 mim2 r,

1 dt2 r3

r,

ahol x. és r~ a csillagok középpontjának helyvektora egy
— 1 —£

inerciarendszerben, és r=r_2 - r a relatív helyvektor. A má
sodik egyenletből az elsőt kivonva kapjuk s 2 S..-hez viszo-
nyított mozgásának a mozgásegyenletét:

dt

ahol 2
jn(t) = k (mi + m ) .

(11.4) a Gylden-Mescserszkij-egyenlet (H. Gylden, 1889,
I. V. Mescserszkij, 1893). Látható, hogy a kettős rendszer
dinamikai fejlődése izotrop tömegcsökkenés esetén csak a
rendszer össztömegétől függ. A tömegvesztés hatása a két
csillag közti gravitációs vonzóerő csökkenésében nyilvánul
meg. A (11.4) által meghatározott mozgás síkmozgás, melynél
a felületi sebesség állandó. Megjegyezzük, hogy a gravitá-
ciós állandó szekuláris változására vonatkozó feltevés is
a (11.4) egyenletre vezet.

(11.4) megoldásával kapcsolatban vizsgálták, hogy az
egyenlet milyenJu(t) tömegfüggvény esetén transzformálható
integrálható egyenletté. A tömegfüggvényre vonatkozó három
Mescserszkij-törvény esetén (11.4) az állandó tömegű két-
test-problémára (pontosabban az egycentrum-problémára) ve-
zethető vissza. A Mescserszkij-törvények:

I. ju(t) = Ut+/3)"1 ,

II. ju(t) = (oct+/3)"1/2, (11 .5)

III. jti(t) = (cet2 + fit + T ) ~ 1 / 2 ,

ahol oC, p> , qp állandók.
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Például ha a tömegvesztés az I. törvény szerint megy
végbe, akkor az

változók bevezetésével (11.4) a

— - = - - * • (11.7)
át R J

alakra transzformálható. Ez az állandó tömegű egycentrum-
probléma mozgásegyenlete. (11.7) megoldása jól ismeretes.
Ezzel (11.6)-ból r-re spirálisan táguló pályát kapunk.

A Mescserszkij-törvények fizikai alapja az Eddington-
Jeans törvény, mely szerint a csillagok szekuláris tömeg-
vesztése a

ff = - ICm13 (11.8)

összefüggéssel írható le, ahol *6 kis pozitív szám, és
1 ,4 < ~&<-4,4 . A tömegvesztés a csillagok elektromágneses
sugárzása ("P=3) és korpuszkuláris sugárzása miatt lép fel.
Az I. Mescserszkij-törvényV=2-nek, a második -0=3-nak felel
meg.

A változó tömegű kéttest-probléma további részleteivel
kapcsolatban J. Hadjidemetriou (1967) és L. M. Berkovic
(1981) összefoglaló cikkeire hívjuk fel a figyelmet. Had-
jidemetriou a kettős csillagok dinamikai fejlődését vizs-
gálta igen részletesen, különféle tömegváltozási folyamatok
feltételezésével. Berkovic meghatározta az összes lehetsé-
gesju(t) függvényt, melyre (11.4) az

£ = f(t)f, | | - g ( t ) (11.9)

transzformációval a

(11.10)

alakra transzformálható, ahol b., b , u konstans (f(t) és

g(t) alkalmasan megválasztandó függvények).
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3. fe jezet

AZ ELLIPTIKUS MOZGÁS SORFEJTÉSEI

1. AZ M KÖZÉPANOMÁLIA SZERINTI TRIGONOMETRIKUS SOROK

A kéttest-probléma megoldásakor láttuk, hogy az ellip-
tikus mozgás koordinátái az idő explicit függvényeként zárt
alakban nem adhatók meg. Ennek oka, hogy ai E excentrikus és
M középanomália kapcsolatát megadó

E - e sin E = M

Kepler-egyenlet transzcendens, melynek nincs zárt alakú
megoldása. így a mozgás koordinátái M függvényeként -;sak
végtelen sorok formájában fejezhetők ki. A következőkben
azt a problémát vizsgáljuk, hogyan lehet az elliptikus moz-
gás koordinátáit és a mozgáshoz kapcsolódó egyáh fügevénye-
ket az M középanomália többszörösei szerint haladó trigo-
nometrikus sorok formájában előállítani. E sorfejtéseknek
igen fontos alkalmazásaik vannak mind a perturbálatlan, mind
a perturbált mozgások •/izsgálaLábsin.

Tegyük fel, hogy ismerjük az E excentrikus anomália
egy 2"K szerint periodikus, differenciálható f(E) függvé-
nyét! Pl. f=r/a-1-ecosE. Kérdés: f az M középanomáliának mi-
lyen függvénye?

A Kepler-egyenlet alapján kimutatható, hogy f az M-nek
is 2TT" szerint periodikus és differenciálható függvénye,
így f az

f = a + 2 2 H (a cos kM + b. sin kM) (1.1)
k = 1

alakú trigonometrikus (Fourier) sorba fejthető. Az

a-k= ak ' b-k= " V bo = °

együtthatók bevezetésével (1.1) az

f = TZ (a cosk M + b sin kM) (1.2)
k = -oc k K

alakban is írható. Feladatunk az a k, b k együtthatók megha-
tározása .
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A Fourier-együtthatókra vonatkozó összefüggések szerint

23T

ak = TW J f cos kM dM'
(1.3)

s i n

Ezen összefüggések alkalmazását esetünkben megnehezíti az,
hogy f-et nem ismerjük M függvényeként (éppen ezt keressük),
Így az M szerinti integrálokat nem tudjuk kiszámítani.
Ismerjük viszont f-et az E függvényeként, így (1.3)-ba M
helyett független változónak E-t bevezetve az integrálás el-
végezhető.

A számítások egyszerűsítése céljából célszerű komplex
változókat bevezetni. Legyen

i—• I '
y = exp y-i E, z ~ exp -y-1 M. (1.4)

Ekkor a
k - k k - k

coskM = 5-¥— , sinkM = 2 ~z

1 2 V-

összefüggések alapján (1.2)-bői kapjuk, hogy

f = TZ p k z
k »

ahol
-^-1 b k.

(1.3) felhasználásával

0

Feladatunk az (1.5) komplex váitozós hatványsor (Lau-
rent-sor) együtthatóinak meghatározása. Az (1.6) integrál
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kiszámítására független változónak M helyett vezessük be
E-tJ Ekkor z-t y-al kell kifejezni. Szorozzuk meg a Kepler-
egyenletet V-T-el:

- e -y-1 s i n E= T/ —1 M.

(1.4) figyelembevételével

íny - *(y - y~ ) = In z.

Innen
z = y expj- |(y - y~ )I. (1.7)

A Kepler-egyenletből másfelől

H = 1 - e cosE = 1- |(y+y~1). (1.8)

(1.7) és (1.8) felhasználásával (1.6)-bői kapjuk, hogy

2T

(1.9)
ÍV

0

F. = f 1 - 4(y+y~ ) exp -J(y-y" ) . (1.10)
K L z J L £ j

Az (1.9) összefüggés az (1.6)-al való összehasonlítás
alapján úgy értelmezhető, mint amely megadja az F. függvény

ky szerinti hatványsorában az y hatvány együtthatóját. Az
(1.5) sor tetszőleges p, együtthatóját tehát meghatározhat-
juk úgy, hogy képezzük az F, függvényt (ezt megtehetjük,
mert f-et ismerjük E és így y függvényeként), ezt y hatvá-
nyai szerint sorbafejtjük, és vesszük az y hatvány együtt-
hatóját. Ez az első Cauchy-féle szabály. Az (1.6) vagy (1.9)
integrál tényleges kiszámítására tehát nincs szükség.

(1.6)-ba E másképpen is bevezethető. Mivel

dz _ _ k k 1 dz =
dM " K z dM

így k/0 esetén , .
-k V-1 dz2 = ~T~ ~W
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Ezt (1.6)-ba helyettesítve

, 2T

p k = W ~T~
o

Parciálisán integrálva

/I
0

k Í «
0 0

Innen (1.7) felhasználásával kapjuk, hogy

Pk = 2ir f
Gk

ahol ' i df' TkP -1 1

Gk = l g exp[^(y - y ̂ J , MO. (1.12)
Az (1.5) sorban a p, együttható tehát megegyezik a

k-1

G, függvény y hatványai szerint haladó sorában az y hat-
vány együtthatójával. Ez a második Cauchy-féle szabály.

A p, együtthatók meghatározásához az F, vagy a GT.
függvényt az y hatványai szerint haladó sorba kell fejteni.
Mivel F, -ban és G, -ban is szerepel az

K. iC

íf (y - y"1)]

függvény, foglalkozzunk először ennek a sorbafejtésével.
Vizsgáljuk a problémát általánosabban! Tekintsük az

y komplex változó (amely nem kell, hogy megegyezzék az
(1.4)-ben bevezetettél)

$(y) = exp [|(y - y"1)l (1.13)
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függvényét, ahol x tetszőleges paraméter (lehet komplex is),
Ezen x bármely véges, nullától különböző értékére <$ (y) szin-
guláris az y = 0 helyen és y = oo-ben. így a <]>(y) függvény

= TZ Jn M yn (1.14)

Laurent-sora az y=0 hely kivételével az egész komplex sí-
kon konvergens. A J (x) együtthaó ő f j ú d

dű Bessel-függvényeknek nevezik.
A J (x) együtthatók az x ha

ványsorok formájában állíthatók elő:

$(y) = exp (|y) . exp(- |y~1

y y
kon konvergens. A J (x) együtthatókat első fajú, n-ed ren-

g g y k n
A J (x) együtthatók az x hatványai szerint haladó hat

•[£<!>*£]•
k=0 e=0

(-D£(f)
k=0 £=0

= Z ü 2_j(-D ("ö) 1 v
n

n=-oo 1=0 ll ( n + £) ! '

így

J n < X ) = JzÁ '~1) £!(n+£)! (I . (1.15)

Ez a hatványsor x minden értékére konvergens.

Rekurzitis összefüggések a Bessel-függvényekre

1. Mivel <J>íy) = •í'f-y"1), így
+ OO -t CG

$;••>• ? = IZ_. (-n Jn(-<)y =2_(-D o_n

n = -oo n - -»?

Ezt (1.14)-eü. összehasonlítva következik, hogy
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2. (1.13)-ban x helyett -x-et, y helyett y -et írva
nem változik. így

+ Oo +00 + OO

(-1)nJn(x)y"
n.

Innen

Jn(-x) = (-1)
n J n(x). (1 .17)

3. Differenciáljuk az

exp [|(y-y1]
n=-c°

egyenlőség mindkét oldalát y szerint:

Ez az egyenlőség y minden értékére csak úgy állhat fenn, ha
az egyenlet két oldalán y azonos hatványainak együtthatói

egyenlők. így y együtthatóinak egyenlőségéből kapjuk,
hogy

n J n ( x ) " f [Jn-1(x) + Jn +1
( x )] • (1'19)

(1.19) alapján J -ból és J..-ből kiindulva az összes J

együttható egyszerűen kiszámítható.
4. Differenciáljuk (1.18) mindkét oldalát x szerint:

V x ) * n =^_. n
n = -<*> n=-«

ahol J'(x)-ben a vessző az x argumentum szerinti differen-
ciálást jelenti. Az y hatvány együtthatóinak egyenlőségé-
ből következik, hogy

J n ( x ) '? [ Jn-1 ( x ) - J n + 1
( x ) ] ' < 1'
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(1.19) és (1.20) felhasználásával kimutatható, hogy a
Bessel-függvények kielégítenek egy lineáris másodrendű dif
ferenciálegyenletet. (1.20)-at x szerint differenciálva,
majd (1.20)-at újra alkalmazva kapjuk, hogy

Jn = I(Jn-r

(1.19) majd (1.20) alkalmazásával

J n + J n = "2F Jn-1 + 1 F Jn+1 = 2x"(Jn-1+Jn+1

_ _L(j . - j ) = H _ j - i j
2x n-1 n+1 2 n x n

Átrendezve
2

J n ( x ) + x J n ( x ) + 2n ( x ) x Jn

A J (x) Bessel-függvény tehát partikuláris megoldása az

1 n2

u" + - u' + (1 - \ ) = 0 (1.21)

Bessel-féle differenciálegyenletnek (u ismeretlen, x füg-
getlen változó, n numerikus paraméter), ha n egész szám.

Megjegyezzük még, hogy az n-ed rendű Bessel-függvény a

f
1 C

Jn(x) = ± I cos(nt - x sint)dt (1.22)

0

összefüggéssel is definiálható.
Ezen előkészítés után vezessük le az elliptikus mozgás

néhány fontosabb sorfejtését!

1. a/r

f = | = (1-e cosE)"1= [i-|(y+y~1)]"1.{1.23)

f-et az + oo
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sorba akarjuk fejteni. A p k együtthatók kiszámítására alkal-
mazzuk az első Cauchy-féle szabályt! Az F, függvény (1.10)
és (1.23) alapján , K

F k = exp [^ (y - y~
1)] .

Ezt kell az y növekvő hatványai szerint haladó sorba fejteni,
(1.13) és (1.14) alkalmazásával

kA p, együtthatót az y hatvány együtthatója adja:

P k = J k ( k e ) .

így

f =
k=-«% k=1 k=-1

k=1 k*1

(1.16) és (1.17) figyelembevételével

- = 1 + > J. (ke) (z + z )
r s. » K

így (1.4) alapján

- = 1 + 2 Z_J,,(ke) cos kM. (1.24)

k=1

2. cosmE, sinroE (m egész szám)

Legyen

f = exp -fT mE = y m. (1 .25)
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Keressük ennek az
+ 00

* • Z Pk,n
k=-a>

y* • Z Pk

alakú sorfejtését. Ebből a valós és képzetes rész szétvá-
lasztásával kapjuk cosmE, sinmE sorfejtését.

A p, „ együtthatók meghatározására k/0 esetén alkalmaz

zuk a második Cauchy-féle szabályt! Az (1.12)-vei definiált
G, függvény esetünkben

i [¥
(1.13) és (1.14) a lka lmazásáva l

+ °°
_, m m—i ^—• _ ,, . n
G. = r- y 2_. J (ke)y .

k—1
A p, együttható G, sorfejtésében az y hatvány együtt-

JC ̂  m JC

hatója:

p, = ? J, (ke) . (1
k, m k k -m

A p együtthatókat az első Cauchy-féle szabály alkal-

mazásával számíthatjuk ki. (1.10)-bői k=0-ra

A p együttható egyenlő F sorfejtésében az y hatvány

együtthatójával. így

0, ha m >1,

Po,nT\_ ef

(1.26)-ban a valós részek egyenlőségéből kapjuk, hogy

cosmE = p + TZ 7 Jv m (ke)coskM + ZZ F Jv m

( k e )

O /in £— K K~in K. K. -itt

k=1 k=-1

m
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(1.16) és (1.17) figyelembevételével

cos mE = p O f m +

k=1
£[j k_m

( k e )- Jk +m
( k e )] c o s k M-

(1.28)-at is figyelembe véve m>1 esetén

cos mE = YZ ^L Jk-m ( k e ) " Jk+m(ke) J coskM- 0-29)
k = 1

Speciálisan m=1-re (1.20) és (1.28) alapján

cosE = - | + ̂ 2 ± J^(ke) coskM (1.30)

k = 1

(itt a vessző a ke argumentum szerinti differenciálást
jelenti).

(1.26)-ban a képzetes részek egyenlőségéből kapjuk,
hogy

sin mE = T ű ? J. (ke)sinkM + YZ r J t (ke) sinkM =

k=1 k=-1

^ J

k_ m(
k e) sinkM - £ 5 J_k_m(-

ke) sin(-kM).
k=1 k=1

(1.16) és (1.17) figyelembevételével

sin mE = Y2 S [jk_m(ke) + Jk+m(ke)J sinkM. (1.31)
k = 1

Speciálisan m=1-re (1.19) alapján

sinE = j~2 j ^ Jk(ke) sinkM. (1.32)

k = 1

3. A Kepler-egyenlet megoldása

A Kepler-egyenletből

E - M + e sinE.

(1.32) felhasználásával
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I J k < k e ) s i n kM- (1*33)

k = 1
Ez a Kepler-egyenlet megoldása. A J, (ke) együtthatók köze-

7l í tő kifejezései e -ig bezárólag:

J 1 ( e ) " 2 2{T + T 2 ( 2 ' ~

T H o l - O / e i 2

J 2 ' ' ~ ^l)

T i*o\ 9 / e » 3 8 1 / S . 5 ' 7 2 9 . e . 7J3(3e) =3^) 4-(T> + ty

3 2 , e . 4 5 1 2 , e . 6

T /c; o í 625 , e . 5 15625 fe> 7
J s ( 5 e ) = í r (2> ( }

_ 3 2 4 , e 4 6

T í 7 e í - H 7 6 4 9 f e , 7
J ( 7 e ) {í7 e í7 ( 7 e ) 72Ö

4 . r/a

- = 1 - e cosE.

(1.30) felhasználásával

| " 1 + 1" " TI X Jk< k e) c o s kM- (1.34)
k=1

5. A 5 ,"% koordináták

A pályamenti derékszögű § , °7, koordináták

§ = a(cosE - e),

/ 2
T^ = a y 1 - e sin E.

(1.30) illetve (1.32) felhasználásával
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2 " " e

£ J^(ke)coskM,

(1.35)

£ J Jk(ke)sinkM.
k=1

6. A £, "l sebességkoordináták

(1.35) idő szerinti differenciálásával kapjuk, hogy

oooo
-5- = - 2 5Zj£(ke)sinkM,
a n

 k = 1
 k d.36)

coskM.

k=1

7. Az x, y, z koordináták

Az x, y, z derékszögű koordináták:

x =

y =

(1.35) felhasználásával:

oo

| = Í Z (P ( k ) coskM + Q ( k )sin kM) ,
a x x

k=0

J = £ (P(k) coskM + Q(k)sin kM), (1.37)

k=0

f = ÍZ (P^ k ) coskM + Q,(k) sin kM),
a k=0 z z

ahol , . - .
P(o)= - - e P o ( o ) - 0
x 2 e Px' Qx " ° '

Py
O)= - | e Py, Q^) . 0/ (1.38)
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P„ ,x k "k l~ c ; x ' wx e k uk

, 2 k e ) fy k k ' y ' y e k k

f = | J k ( k e ) Pz , Q W = 2 J S T j J ( k e ) .
z k k z z e k k ( K

8. Az x, y, z sebességkoordináták

(1.37) idő szerinti differenciálásával kapjuk, hogy

-ü- = ZI k(Q(k)cos kM - P ( k ) sinkM),

^ k ) kM - P ^ k ) sinkM), (1.39)

k = 1

k(Q z
k ) cos kM - P z

k ) sin kM)

k = 1

9. V sorfe j tése

Ezt az összefüggést átalakítva

2 1 "\ J 1 9 9 ?s
V 2 = n 2a 3(f - 1) = n 2 a 2 ( ^ - 1)

J. cl L

Innen

ina' ~ r

(1.24) felhasználásával

2 w

í — ) = 1 + 4 X Z J

k (ke) cos kM. (1.40)

k = 1
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Az eddigiekben az E excentrikus anomália függvényeinek
sorfejtéseit vezettük le. A következőkben a v valódi anomá-
lia függvényeinek trigonometrikus sorfejtéseit vizsgáljuk.

1. sinv és cosv

A

összefüggésekből.

sinv = - fJ
n 2 a 3

"l 2
cosv ='7í,i/c- - e = —-y 1-e - e.

(1.36) felhasználásával

í ő1 °̂

sinv = 2TM-e YZ J' (ke) sinkM,
k-1 ( 1 - 4 1 )

cosv = -e + 2 * 1 ~ e ^ y~! J (ke) coskM.
G K

k = 1
2. A középponti egyenlítés

Középponti egyenlítésnek a v-M különbséget nevezik.
Sorfejtésének levezetéséhez induljunk ki a

f
összefüggésből! Bevezetve az

X = exp -NpT í , Y = exp -fT |

jelöléseket, írhatjuk, hogy

X2-1

Y2 +1 •

2
Ezt X -re megoldva
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ahol

Iménti összefüggésünk mindkét oldalának természetes alapú
logaritmusát véve kapjuk, hogy

v = E + — In (1-/?Y~2) - —=; In (1-/3 Y 2).

Az 0 oo .m ,
~2 ĵj- Y~Zm , (1.42)

m
m=1

sorfejtéseket felhasználva

°° „m „2m -2m oo

m=1

°° * f2m, (1.43)

m=1 » m=1

(1.31) és (1.33) alkalmazásával

Legyen

v = M+^Zi ^ J,(ke) sinkM +

k = 1

2 ̂ — Y^ r í J, (ke)
m *•—- k L k-m

m=1 k=1

Hk = I Jk ( k e )

m=1

így

k = 1
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7 iA H k együtthatók közelítő kifejezései e
7-ig bezárólag

I-) - 2(^)3+ ^ ( S ) 5 + 1 0 7

(

e | 7 ,
(2' 4' 3l2J 3T lI' '••'

_ e.2 22,e,4 17,e.6

_ 1223 ,e.6
H6 f5~ ll'

= 47273,e.7
H7 4'7 252 4 ' • " '

3.Í—J cosmv és(—] sin mv (n és m egész számok)

Ezen függvények sorfejtéseit a perturbációszámításban
alkalmazzák. A keresett sorfejtések az

n
£) exp -f^mv =YZ xj.1'1" exp W-1 kM (1.46)

Hansen-féle sorfejtésből határozhatók meg, a valós és kép-
zetes részek szétválasztásával. Az X ' Hansen-féle együtt-
hatók kiszámításával itt nem foglalkozunk, csak megemlítjük,
hogy ezek az

+00

x£'m = (1+ /J2)"n"1 ] T E k - p J p ( k e ) ( K 4 7 )

p = -o»

alakban állíthatók elő, ahol

, ,n-m+1\ 9
Eü-p = ^ ik-p-iJ F(k-p-n-1,-m-n-1,k-P-m+1;^)

(1.48)
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p = ; * , .

és F(a,b,c;x) a hipergeometrikus függvény. Ez utóbbit az
|x|<1 esetén abszolút konvergens

F(a,b,c,-x) = 1 + | T J X +

(1.49)

hipergeometrikus sor állítja elő.
(1.46)-ból levezethetők az

„ n ^
cosmv = ̂  C ' cos kM, (1.50)

k=o k'

n °f.
( ! ) sinmv = 2_, S}J'm sinkM (1.51)

k=o

sorfejtések. A c"'ra, s"'m együtthatók közelítő kifejezéseit

e -ig bezárólag az n=-5 - +4 és m=0-5 értékekre a Cayley-

féle táblázatok tartalmazzák (A. Cayley, 1861). A c"'m,

sn,m xn,m e g y ü t t h a t o ] c a t M , P > jarnagin (1965) e 2 0-ig bezá-

rólag határozta meg.
A perturbációszámításban szükség van In - sorfejté-

sére is. Ennek levezetéséhez az

— = 1 - e cosE
a

összefüggést

Y = exp f-1 ? , e = —^»
2 1+/32

felhasználásával alakítsuk a következőképpen:

£ = 1 - e cosE = 1 - |(Y2+Y~2) = 1 ^(Y 2+Y" 2) =

= (1+/32)~1(1+|32-/JY2-0Y~2) =

= (1+/32)"1 d- /3Y2) d-f3Y"2) .
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í CfV

In | = - £n(1+/J2)+fn(1-|3Y2) + £n(1-

(1.42) és (1.43) felhasználásával

In £ = - in(1+ö2) - V áü (Y2m+Y-2m) =
a ' *—• m

m=1

cos mE.
mm=1

Ide beírva cosmE sorfejtését

,m

IcoskM.
k=1 m=1

(1.52)

Összefoglalásul megadjuk a leggyakrabban szereplő függ-

vények sorfejtéseit e hatványának megfelelő pontossággal:

3 2 , ,
E = M + (e - ^-)sinM+ — sin2M + ̂  e sin3M, (1.53)

v = M + (2e - %-)'sin M+" •|e2sin2M+4|- e 3 sin 3M,
4 4 ^ (1.54)

£ = 1 + S_ +(_e + | e )cosM ~ cos2M~ e cos3M,
a 2 8 2 8 ( 1 > 5 5 )

- = 1 + (e- %-)cosM + e2cos2M + | e cos3M, (1.56)
r o o

t = £ cosv = - -I e +(1- !e2)cosM+(§ - %- cos2M) +
a a l o í i

+ | e 2 cos3M + %- cos 4M, (1.57)

•̂  = - sinv = (1~|e2) sin M+(| - •— e3) sin 2M +

+ | e 2 sin 3M + \ sin 4 M, (1.58)
o 4
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In | = -le2 + (-e+ | e 3) cosM - | e 2 cos2M - II e 3 cos3M.

Ebben a fejezetben az elliptikus mozgás függvényeinek
az M középanomália többszörösei szerint haladó trigonomet-^
rikus sorfejtéseit vezettük le. A sorfejtések együtthatói
az e excentricitás függvényei, melyek a Bessel-függvények-
kel fejezhetők ki. Ezek a sorfejtések - mint az bebizonyít-
ható - minden M és 0 = e<1 értékre konvergensek. Ezek a so-
rok abszolút konvergensek is minden M-re és 0 = e <e*-ra,
ahol

e* = 0,6627434193492...

a Laplace-féle határ (lásd 3.2 fejezet).

2. AZ e EXCENTRICITÁS SZERINTI HATVÁNYSOROK

Az elliptikus mozgás sorfejtéseinek egy másik típusát
az e excentricitás növekvő hatványai szerint haladó hatvány-
sorok alkotják. Ezekhez a sorfejtésekhez a Lagrange-formulák
alkalmazásával juthatunk.

A komplex változós analízisben szerepel a

z - a -ocf (z) = 0 (2.1)

Lagrange-egyenlet, melyben z, a és az °c paraméter komplex
mennyiségek, f(z) adott függvény, mely holomorf valamely
S kontúr által határolt D tartományban, mely tartalmazza az
a pontot. Ha az S kontúron

|««f (z)| ̂ z-a| , (2.2)

akkor a Lagrange-egyenletnek egyértelműen létezik gyöke a
D tartományban, mely holomorf függvénye az *C paraméternek,
és amely o C = 0-ra a-ba megy át. Ezt a gyököt a Lagrange-for-
mula segítségével lehet meghatározni, amely szerint

k=0 d a (2.3)

Ez a Lagrange-sor abszolút konvergens az a független válto-
zó D tartománybeli tetszőleges értékére, ha a (2.2) feltétel
teljesül. (Megjegyezzük, hogy (2.3)-ban a k=0-ra adódó
-1-ed rendű derivált az a változó szerinti határozatlan in-
tegrálnak felel meg.)
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Ismeretes egy általánosabb összefüggés is. Legyen F(z)
a z komplex változó adott függvénye, mely holomorf a D tar-
tományban. Az F(z) függvénynek a Lagrange-egyenlet gyöke
szerinti sorfejtését az általánosított Lagrange-formula
adja:

»F(a) +űíF'(a)f (a)^ + ^y

Ez a sor is abszolút konvergens az a változó tetszőleges
értékére a D tartományban a (2.2) feltétel teljesülése
esetén.

A Lagrange-formulák fontos szerepet játszanak az égi
mechanikában. A Kepler-egyenlet ugyanis a Lagrange-egyen-
let speciális esetének tekinthető (z=E, a=M,°^=e,
f(z)=sinE), így a Lagrange-formulák alkalmazásával aránylag
egyszerűen meghatározhatók az E excentrikus anomália és E
különböző függvényeinek az e excentricitás szerinti sorfej-
tései. (2.4)-et a Kepler-egyenlet esetére felírva:

F(E) = ]L fr ̂ T T [ f' (M) sinkM] , (2.5)

ahol F(E) az E adott függvénye. Vizsgáljuk (2.5) néhány al-
kalmazását!

1. A Kepler-egyenlet megoldása

Legyen F(E)=E! Ekkor F(M)=M és F'(M)=1. így

°° k d k~ 1

fr —k^r *sin M*
k = 0

Az
1 d k~ 1 kE (M) = ̂  a (sin* M) (2.6)
• dM

jelöléssel
O O

E = X e k Ek(M). (2.7)
k = 0
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Az E, (M) együtthatók az M trigonometrikus polinomjai. Kimu-

tatható, hogy k >0-ra

V M ) = J^T X T <~ 1 ) Í {i(k-l)i1 3in(k-2i) M, (2.8)
2 i-0

ahol k = [|] (k/2 egész része).

(2.7) első néhány tagját kiszámítva

E=M + e sin M + 1 e 2 sin2M+e3(- -̂sinM + J- sin3 M) + ...
í ö o

(2.9)

2. cosE

Legyen F(E)=cosE! Ekkor F'(M)=-sinM. így

COSE = f; £ ̂
k^ k' « 1

k-1
FT ̂ nrn" (~sink + 1 M) (2.10)

dM

jelöléssel

cosE = ̂  ek C k(M). (2.11)

k=0

(2.11) első néhány tagját kis.zámítva

e 3 2
cosE = cos M + TT (-1+cos2M) + -K e (-cosM+cos3M)+.. .

2 8 (2.12)
3. sinE
A Kepler-egyenletből sinE-t kifejezve

sinE = - (E - M) .e

így (2.7) felhasználásával

sinE = X eksk(M), (2.13)

k = 0
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ahol
Sk(M) = E W 1 ( M ) . (2.14)

4. r/a

a

(2.11) felhasználásával

- = 1 - e cosE.

oo

e k I^ÍM), (2.15)

k=0

ahol
RQ(M) = 1 , R^M) = - C k_ 1(M), k>0 (2.16)

5. A J ,r% koordináták

J 2"1

= a(cosE-e) , % = a "]/1-e sinE.

(2.11) illetve (2.13) alkalmazásával

2 ek Ak(M), (2.17)
k=0

k B k < M ) ' ( 2' 1 8 )

k=0

ahol
A1 (M) =C 1(M)-1, Ak(M) =Ck(M),k?í1, (2.19)

B (M) = i\ - e 2 S, (M) = -Ji - e2 E. +1 (M) .(2.20)

6. a/r

Mivel

így (2.7) alapján

dE _ 1 _ a
dM ~ 1-e cosE r '
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ahol

k = 0

D k(M) =

(M) ,

(M)

(2.21)

(2.22)

A Lagrange-formulák alapján levezetett sorfejtések
abszolút konvergensek, ha a (2.2) feltétel teljesül. Ez
meghatározza Ioc\ -re azt a felső határt, amelyre a sorfej-
tések abszolút konvergensek maradnak:

Iz - a[
|f

(2.23)

Ennek kell teljesülnie az S kontúr minden pontjában, amely
kontúron belül f(z) a feltevés szerint holomorf.

A Kepler-egyenlet esetén f(z)=sinz. Ez a függvény
holomorf az egész komplex síkon. így a levezetett sorfej-
tések abszolút konvergensek minden olyan a középpontú C kör
belsejében, amely körön (2.23) teljesül. Kérdezhetjük, me-
lyik az a kör, amelyre (2.23) jobb oldala a legnagyobb érté-
ket veszi fel? Ez a kör határozza meg \<>c\ felső határát.

1

i

*
0

y

c /
/
\

s-—-

a

N. Z

J X

23. ábra

A z komplex síkon vegyünk fel egy Oxy derékszögű koor-
dináta-rendszert úgy, hogy az a pont legyen az x valós ten-
gelyen (23. ábra)! Az a középpontú, r sugarú C kör z pont-
jának koordinátái

x = a + r cos f , y = r sin<P,

ahol S5 a rádiuszvektornak az x tengellyel bezárt, és az
óramutató járásával ellentétes irányban mért szöge. így a

körön ,
cos f+ 1/-! rsin<p.

Számítsuk ki (2.23) jobb oldalát! Nyilván

|z - a| = r.
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Másfelől £{z)=sinz esetén

jsinz| =|sin(a + r cosf +V-T r sin"f}|2 =

= sin(a+rcos^+{-1rsin(p). sin(a+rcosf-Tp?rsintP);

2 i ' 2
= cos H-1 r sinf)- cos (a + r cosf).

Innen az Euler-formula alkalmazásával, és a természetes
alapú logaritmus alapszámát (hogy az e excentricitástól
megkülönböztessük) e -al jelölve (e =2,7182...)

ersinf + e-rsinf\2

sin z| = y^-2 —2 j _ cos2(a+rcos i>) . (2.25)

Legyen
e + e

M(r) = ° ° . (2.26)

Ikkor (2.25) szerint a C kör minden pontjában

Isin z | = M (r)

(2.23)-ból (2.24) és (2.27) felhasználásával kapjuk, hogy

sin z | = M (r) . (2.27)

|o6j
M(r)

vagy mivel a Kepler-egyenlet esetén °C = e,

e < — í — . (2.28)
M(r)

A levezetett sorfejtések abszolút konvergensek minden e mel-
lett, mely kielégíti (2.28)-at.

Határozzuk meg azt az r értéket, amelyre (2.28) jobb
oldala maximálisJ Az

Rír) - j^y - ry_r (2.29)
eo eo

függvénynek szélsőértéke van arra az r-re, melyre

ríer - e~r)-(er + e~rt
R'(r) - -2 ° ° ° ° - -2 T(r) _

<eo + e o ' <eo + e o >
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Azaz
T(r) = (r-1)e£ - (r + 1)e"r = 0. (2.30)

Mivel
T'(r) = r(ej + e~r) > 0 ,

így T(r) szigorúan monoton nő. Másfelől

T(1) = -2 e~1 < 0, T(2) = e^ - 3e~ 2 > 0.

így T(r)=0-nak egyetlen r* gyöke van, és ez 1 és 2 közé
esik. (2.30) közelítő megoldása:

r* = 1,199678640257734... (2.31)

R(r)-nek r=r -ra maximuma van, mert mint kimutatható,

R " (r*) < 0. Legyen

e* = R(r*)= ±

2 r j (2.32)
eo + e ö r

(2.32)-be r x értékét behelyettesítve kiszámítható, hogy

e* = 0,6627434193492... (2.33)

Az ebben a fejezetben levezetett, az e excentricitás
növekvő hatványai szerint haladó hatványsorok, melyekben az
együtthatók az M középanomália trigonometrikus polinomjai,
abszolút konvergensek minden M és 0 = e <e* érték esetén.
Az e* korlát a Laplace-féle határ, ennek értékét más meg-
gondolás alapján elsőként Laplace számította ki. Ha ex=e<1,
az excentricitás szerinti hatványsorok konvergenciájáról
semmi biztosat nem állíthatunk, e sorok lehetnek konvergen-
sek, lehetnek divergensek e és M értékétől függően. A termé-
szetes égitestek esetében a 0=e<ex korlátozás a sorfejtések
alkalmazhatóságára nem okoz problémát, ezen feltétel telje-
sülése alól csak bizonyos üstökösök maradnak ki. Ezen ki-
vételek, és a mesterséges égitestek körében előforduló
e x< e esetek alkalmával az excentricitás szerinti sorfej-
téseket csak kellő óvatossággal szabad használni.

A 3.1 fejezetben levezetett trigonometrikus sorok ab-
szolút konvergenciája 0=e<e* esetére fenti eredmények kö-
vetkezménye.
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3. AZ E EXCENTRIKUS ÉS V VALÓDI ANOMÁLIA SZERINTI
TRIGONOMETRIKUS SOROK

A perturbált mozgások vizsgálatánál bizonyos esetekben
független változóként az E excentrikus, vagy a v valódi ano-
máliát alkalmazzák. Ilyenkor szükség van az ezen változók
szerinti trigonometrikus sorfejtésekre. A következőkben
ezek közül ismertetünk néhányat, a levezetések mellőzésével.

1. E szerinti trigonometrikus sorok

7 = -r^=f d + 2 2 |3 kcoskE), (3.1)
^ e k = 1

cosv = -/3 + (1 V ) 5 / 3 C O s k E ' ( 3 ' 2 )

k=1

sinv (1 fi2
= (1 - A 2) X í 3 s inkE, (3.3)

k = 1

^ , g k
v = E-+ 2 2 , \ " s i n k E - (3.4)

k = 1 '

2. v s z e r i n t i t r igonometr ikus sorok

M = v + 2 2 T (r: + l/l-e 2 ) (-/5)k s in kv, (3.5)
k = 1 K

E = v + 2 Y " ( - / 3 ) s in kv, (3.6)

cosE =/3+ (1-/32) ^ 1 , ( - / 3 ) k " 1 c o s kv , ( 3 . 7 )

s i n E = (1-/32) ^ ( - / 3 ) k ~ 1 s i n k v . ( 3 . 8 )
k = 1
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Befejezésül megemlítjük, hogy az elliptikus mozgás
sorfejtései számítógépes előállításának kérdéseivel és
módszereivel R. Broucke és K. Garthwaite (1969) valamint
R. Broucke (1970) cikke foglalkozik.
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4. fejezet

PÁLYASZÁMÍTÁS

1. A TÁVOLSÁGOK MEGHATÁROZÁSA HÁROM MEGFIGYELÉSBŐL

A pályaszámítás az égitestek pályáinak a megfigyelések-
ből való meghatározásával foglalkozik. A pályaszámítás ti-
pikus feladata az, amikor egy újonnan felfedezett égitest,
pl. kisbolygó pályájának meghatározásáról van szó. A kis-
bolygó mozgását a Nap és a nagybolygók (elsősorban a Jupi-
ter) gravitációs vonzása határozza meg. A kisbolygó pályája
így igen bonyolult görbe. Ezt a pályát azonban egy rövidebb,
néhány hónapos időtartamra jól közelíthetjük egy perturbá;-
latlan Kepler-féle pályával. A feladat ezen Kepler-féle pá-
lya pályaelemeinek meghatározása.

Tegyük fel, hogy n számú megfigyelésünk van. Erre kell
egy Kepler-pályát illesztenünk. Olyan Kepler-pálya, amely
valamennyi megfigyelést kielégíti, biztosan nem létezik.
A kisbolygó mozgása ugyanis nem pontosan Kepler-féle mozgás,
másrészt a megfigyelések is tartalmaznak valamekkora hibát.
A feladat csak az lehet, hogy az n megfigyelésre egy leg-
jobban illeszkedő Kepler-pályát keressünk. Ennek hagyomá-
nyos módja az, hogy először a lehető legkevesebb megfigye-
lésből egy közelítő pályát számítunk, majd ezt korrigáljuk
úgy, hogy a legjobban illeszkedő pályát kapjuk. A pályaszá-
mítás két fő része tehát a közelítő pálya meghatározása és
a pályahelyesbítés. Megemlítjük, hogy pontosabb pályaszámí-
tási feladatokban szó lehet perturbált pálya illesztéséről
is, ekkor a pályaelemek mellett a perturbációkra jellemző
paraméterek is meghatározhatók.

Hány megfigyelés szükséges minimálisan a közelítő pá-
lya meghatározásához? A pályát hat adat, a hat pályaelem
jellemzi. Ha csak iránymegfigyelések állnak rendelkezésre,
és ez a helyzet a kisbolygóknál, egy megfigyelés két függet-
len adatot, a megfigyelt irány két szögkoordinátáját, a
rektaszcenziót és deklinációt adja. A pálya meghatározásához
szükséges hat független adatot így három megfigyelés szol-
gáltatja. Minimálisan tehát három megfigyelés szükséges a
pályaszámításhoz. Látni fogjuk azonban, hogy ez nem mindig
elegendő.

Ha az iránymegfigyelések mellett távolságmérések is
rendelkezésünkre állnának, a pályaszámítás lényegesen le-
egyszerűsödne. Ekkor két megfigyelés szolgáltatná a szüksé-
ges hat független adatot, és a távolságok kiszámításával
már nem kellene foglalkozni. Ez egy speciális esete az elő-
zőnek, így ezzel külön nem fogunk foglalkozni.
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A következőkben a pályaszámítás legsikeresebb módsze-
rét, a Gauss-módszert ismertetjük. Ezt K. F. Gauss dolgozta
ki az 1801-ben felfedezett első kisbolygó, a Ceres pályájá-
nak meghatározására. A kisbolygót felfedezése után nem sok-
kal szem elől vesztették, s csak Gauss számításai alapján
találták meg újra. Gauss nevezetes könyve a pályaszámítás-
ról ("Theoria motus corporum coelestium...") 1809-ben jelent
meg. Gauss módszere a legkülönfélébb esetekben is alkalmaz-
ható. A pályaszámításra más módszerek is ismeretesek, melyek
elsősorban egyes speciális esetekben adnak jó eredményt.
Ezekről a módszerekről P. Escobal (1968) összefoglaló mun-
kája ad áttekintést.

B

24. ábra

Legyen az ismeretlen pályán mozgó kisbolygó helyvek-
tora az Nxyz heliocentrikus ekvatoriális koordináta-rendszer-
ben (az xy sík az ekvátor síkja, az x tengely a tavaszpont
felé mutat) r(x, y, z ) , az Fxyz geocentrikus ekvatoriális
koordinátarendszerben $_ (jcos cecosS, <> sin«£ cos<T, 5sin<f ) ,
ahol § a távolság, oc a rektaszcenzió, <fa deklináció, a Nap
geocentrikus helyvektora Fxyz-ben R(X, Y, Z) (24. ábra)!
Bármely időpontra fennáll a

£ = r + R

vektoregyenlet. Komponensekben kiírva

§> cos oCcos S = x + X,

>̂ sin QÍCOS $ = y + Y,

p sin<T = z + Z.

(1.1)

(1 -2)

Ezekben az egyenletekben ismeretlen a g távolság és az?i

x, y, z koordinátákon keresztül a hat pályaelem. Az <*; rek-
taszcenziót és <S~ deklinációt a megfigyelések szolgáltatják.
A Nap X, Y, 2 geocentrikus ekvatoriális derékszögű koordi-
nátáit a Föld mozgáselmélete alapján a csillagászati évköny-
vek (pl. Asztronomicseszkij Zsurnal, Nautical Almanac) meg-
adják.
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A pontos számításokban figyelembe veszik, hogy a Föld
nem pontszerű, így a felszínén elhelyezkedő megfigyelő kissé
más irányban látja a kisbolygót, mint az a Föld középpontjá-
ból látszana. A topocentrikus és geocentrikus megfigyelések
különbözőségét az (1 .1) jobb oldalához adott -R (X , Y , Z^)

korrekcióval lehet figyelembe venni, ahol R a megfigyelő

helyvektora Fxyz-ben. R^ koordinátái a következő összefüggé-

sekből számíthatók ki:

XM = S i n P0 RM c o s s cosLp '

Y M = sin P Q R M sins cosf, (1.3)

ZM = S i n P0 RM s i n l?'

ahol p = 8"794 a Nap ekvatoriális horizontális parallaxisa,
R a megfigyelő geocentrikus távolsága a Föld egyenlítői su-
garával kifejezve, s a megfigyelés helyi csillagideje,^
a megfigyelő földrajzi szélessége. (1.3) a megfigyelő koor-
dinátáit csillagászati egységben kifejezve adja.

Látható, hogy (1.2)-t három megfigyelésre felírva ki-
lenc egyenletet kapunk kilenc ismeretlennel. Az ismeretle-
nek: a három f» távolság és a hat pályaelem. A pályaelemek
ebből a kilencismeretlenes egyenletrendszerből határozhatók
meg, ha teljesülnek a megoldhatóság feltételei. Az is lát-
ható, hogy ha a § távolságokat ismernénk, (1.2)-t elegendő
lenne két megfigyelésre felírni. Az ekkor adódó hat egyen-
letben csak a hat pályaelem lenne ismeretlen, ahonnan azok
meghatározhatók. Innen adódik az az ötlet, hogy a távolságok
meghatározását célszerű különválasztani a pályaelemek kiszá-
mításától. Ennek megfelelően a három megfigyelésből történő
közelítő pálya meghatározásának két fő része: a távolságok
meghatározása, majd a pályaelemek kiszámítása.

Tegyük fel, hogy a három megfigyelést a t <t<t_ idő-

pontokban végeztük! A t. időponthoz tartozó mennyiségeket

jelöljük i index-el (i=0, 1,2). írjuk fel (1.1)-et a t^ , tQ,

t~ időpontokra:

?! = £, + V £o = ̂ o
 + V 2̂ = X-2 + *2' (1'4)

A ?-i / ? i $2 távolságok meghatározásához küszöböljük ki

(1.4)-bői az r 1, r , £ 2 vektorokat! Mivel a kisbolygó a fel-

tevés szerint Kepler-féle mozgást végez, az r1, r , ro vek-
—i —o —z
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torok egy síkban vannak. Feltéve, hogy ezek mind különbözők
(ami ésszerű feltevés), közülük bármelyik, pl. r^ kifejez-
hető a másik kettő lineáris kombinációjaként:

r^ = n., r1 + n 2£ 2. (1.5)

Az n > n együtthatóknak egyszerű geometriai jelentésük van.

(1.5)-öt szorozzuk meg vektoriálisan r -vei jobbról, illet-

ve r..-el balról. Ekkor kapjuk, hogy

r_ x r 2 = n (r1 x r_2) , illetve r. x r = n (r x r ) .

Innen

n1 =

Az r. , r vektorok, az r , r_ vektorok,

és az £-, r_ vektorok egy-egy háromszöget

határoznak meg (25. ábra). Jelölje ezek
területét rendre T2, T., T! Mivel

T = —- r x r
—o

r_—2
T -i

így

ni = n.

± - x r
-1 ~2

(1 .6)

Az (1.5) összefüggés dinamikai meggondolás alapján is
levezethető. A Kepler-mozgást végző kisbolygó r(t) helyvek-
tora ugyanis kielégíti az egycentrum-probléma

x = - ^r r (1.7)

mozgásegyenletét. A pályaszámítás céljára vezessük le ennek
az idő hatványai szerint haladó hatványsor alakú megoldását!
A Nap-kisbolygó kéttest-probléma esetén a ju=k2 (m..+m?) ös.sze-
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függésből a kisbolygó m„ tömegének elhanyagolásával, és a

Nap m 1 tömegét 1-nek választva kapjuk, hogy a=k . Az

s = r~3 (1.8)

jelölés és a

8 = k(t-tQ) (1.9)

független változó bevezetésével, ahol t az epocha, (1.7)
így írható °

" = - s r , (1.10)

ahol a vessző a 0 szerinti differenciálást jelenti. Mivel
k = 0,01720209895, (1.9)-ből látható, hogy 6 lassan változik.
6 = 1, ha t-t =58,13244... nap.

Feltéve, hogy t=tQ-kor, azaz e=0-kor £=£^£,(1 .10)

megoldása előállítható az

r = £o + r; 9 + 1 , r^e
2
+ ±, r"oe

3
+ ...d.H)

alakú, |e| elegendően kis értékeire abszolút konvergens
sor formájában. E sorfejtés együtthatói (1.10) felhaszná-
lásával határozhatók meg

r ' ' ' = —

O

—o ^ " o ~:LO~O —O

=-r (s'f- s2) - 2 r' s' . (1.12)

Könnyen belátható, hogy £ tetszőleges deriváltja a 6 = 0
helyen kifejezhető £ -al és r'-vel, valamint sQ-al és annak

deriváltjaival. így az (1.12) együtthatókat (1 .11)-be he-
lyettesítve, az egyenlet jobb oldala r és r' szerint a kö-
vetkező alakba rendezhető:

r =.r F(9) + r^ G(G) , (1 .13)

ahol
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F(e) = 1 - \ ŝ  e2 - 1 s'©3 - Jr(s"-s
2)e4-...

2 o 6 o 24 o o (1.14)

G(9) = e - 1 so e
3 - -

Az (1.14) hatványsorok konvergenciáját F. R. Moulton
vizsgálta (1903). Az R konvergenciasugár akkor a legkisebb,
ha t =T"*, ahol f * a perihéliumátraenet időpontja.

Ellipszis pályára:

Rmin

Hiperbola pályára:

(1.15a)

R .m m

Parabola pályára:

3/2
Rmin = E3k~

(1.15b)

(1.15c)

A következő táblázat a=2,65 cs. e. esetén (ekkora egy
átlagos kisbolygópálya fél nagytengelye) mutatja a konver-
genciasugár értékét (középnapokban kifejezve) különböző
excentricitások, és a pálya különböző pontjai esetén. A t

időpontok rendre t =^ X, t*+ -? P, T*+ •=• P, t* + •*• P,
c o ' 6 3 2

ahol P=1575 nap a kisbolygó keringési ideje.

R konvergenciasugár (napban)
e

0,0
0,1
0 , 2
0 , 3
0,4
0 , 5
0,6
0 , 7
0 , 8
0,9

oo
501 ,2
329,3
230,7
163,1
113,0

74,9
45,5
23,4

7,7

553,0
421,1
349,6
302,2
285,9
273,1
266,5
263,7
262,7

T*4P

726,0
620,0
573,7
550,1
537,3
530,5
527,3
525,8
525,3

x 1_
T + 2 P

933,7
854,0
821 ,0
805,1
796,0
791 ,5
789,3
788,4
788,0
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Látható, hogy körpálya esetén a sorfejtések tetszőleges
időpontra konvergensek. Kis excentricitások esetén a kön-
vergenciasugár több száz nap. Mivel a kisbolygók 65%-ánál
e=0,18, azért az (1.13), (1.14) sorok a kisbolygók pálya-
számításában igen jól alkalmazhatók.

Alkalmazzuk (1.13)-at az (1.5) összefüggés levezeté-
sére! Vezessük be a következő jelöléseket:

T 1 = k(t 2 - t Q ) , T 2 = kd^-t.,), T=k(t 2-t 1).

(1.13)-at a t , t 2 időpontokra felírva:
(1 .16)

F(-r2) + r; G(-T2) = r^ F 2 + r^ G 2 .

E két egyenletből r'-t kiküszöbölve kapjuk, hogy
—o

Az
-G. G2

F1G2"F2G1 ' " 2 = F1V F2 G1

jelöléssel
n 2r 2. (1.5)

(1.14) felhasználásával n. és n, at , T o , T kis pára-

méterek szerint sorbafejthető. így a következő kifejezése-
ket kapjuk:

n. = n* + -— + c x , i = 1,2 (1.18)

ahol „ i'.j
n X = — i , . (1.19)

-X ^ (1+nX) (1

. r'
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(1.21)

(1.5) felhasználásával (1.4)-bői r 1, r Q, r_2 kiküszö-

bölhető. (1.4) egyenleteit rendre n^-el, -1-el, n -vei meg-

szorozva, majd az egyenleteket összeadva kapjuk, hogy

1 £i (1.22)

Ezt az egyenletet írjuk fel komponensekben! Ehhez vezessük
be a következő jelöléseket:

X- = cos oí . cos S . , ja . =s±noé. cosS. , 7?.=sin<5\, i=0,1,2.

(1.23)
Ezekkel

S'-if f 0' ^2 távolságok ezekből az egyenletekből hatá-

rozhatók meg. (1.24)-ben ismertek a Nap X,, Y,, Z. koordi-

nátái, és a megfigyelésekből a X,, . , -p. paraméterek.

A ? 1, §n, fp távolságok mellett azonban ismeretlenek az n.,

n 9 mennyiségek is, ezek ugyanis (1.6) szerint az r_. vekto-

roktól függnek. így három egyenletünk van öt ismeretlenre.
(1.24) iterációs úton oldható meg. Ennek lényege, hogy

n1~re és n„-re felveszünk egy kezdő értéket, ezzel (1.24)-

ből meghatározzuk f1, , f„-t, majd ezen megoldás felhasz-

nálásával javítjuk n 1, n„ értékét, és ismét megoldjuk az

(.1.24) egyenleteket. Az eljárás a kívánt pontosságig foly-
tatandó.

Határozzuk meg f -ot (1.24)-ből, n^et és n2~t para-

métereknek tekintve. A

D = D. =
1

X.

Y,

Z.

i=0,1,2

(1 .25)
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determinánsokat bevezetve egyszerű számítással adódik, hogy

D -n.D -n_,D

feltéve, hogy
Első közelítésben legyen

x ci
n. = n* + — ^ i = 1,2 (1 .27)

o

azaz (1.18)-ban elhanyagoljuk c*-ot. (1.27)-et (1.26)-ba
helyettesítve kapjuk, hogy

So = P - -Sj , d.28)
r o

ahol D -n*D -n*D,. c.D.+c.D^

P = ° V 2 \ Q = 1 1

D

 2 2 • d.29)

(1.28)-ban két ismeretlen van, f. és r . A P, Q együtt-
hatók ismertek , ezek az (1 . 16) ,( 1 . 19) , (1.20), (1.23),
(1.25), (1.29) összefüggésekből kiszámíthatók. A § és r

meghatározásához szükség van még egy egyenletre, amely ezt
a két ismeretlent tartalmazza. Ilyen egyenletet könnyen
kaphatunk (1.4) második egyenletéből, átrendezéssel és
négyzetre emeléssel:

r 2 = P 2 - 2 P R + R 2 .
o J o 2o-o o

Mivel
<? R = P (A X +AI Y +V> Z ) ,
±o -o ^o o o / o o o o '

így a
c = - W o V W n-30)

jelöléssel 9 9 ?
r = <? + 2C<? + R . (1 . 3 1 )

o J o ->o o

Itt a C együttható ismertnek tekinthető.
Első közelítésben f és r az (1.28), (1.31) egyen-

letekből határozható meg. Ezek közül (1.28) közelítő pon-
tosságú egyenlet, (1.31) viszont pontos egyenlet. Az (1.28),
(1.31) egyenletrendszer iterációval oldható meg. Kezdő köze-
lítésként kisbolygók esetén gyakran r =3 cs. e. vehető.
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Ismerve Q -ot és r -ot, (1.27)-bői kiszámítható n, és
J o o i

n_, majd (1.24)-bői meghatározható J> és J, is. Ezek kiszá-
mításakor (1.24) három egyenlete közül azt a kettőt célsze-
rű használni, melyben a $., j> ismeretlenekre rendezett

egyenletrendszer determinánsa a legnagyobb. Az első közelí-
tést a o., p , q vektorok, és (1.4)-bői az r,, r , r„ vek-

-> I _iO ^±_ Z — I — O —i.
torok kiszámításával fejezzük be.

Az (1.28) egyenlet D^O esetén érvényes. D=0 esetén
(1.28) helyébe a

X X C1 D1 + C2 D20 » D Q - n*D1 - ritp2 - 3 (1.32)

o

egyenlet lép. Mit mondhatunk ekkor a távolságok meghatározá-
sáról? Ha mindegyik D.=0, akkor (1.32) azonosan nulla, így

f , r meghatározására csak (1.31) marad, ami nem elegendő.

Ha nem mindegyik D.=0, akkor D. és D„ közül legalább az

egyik nem nulla, így (1.32) r -ra megoldható, majd (1.31)-

ből J> i's kiszámítható. (Ha D.. és D ? egyszerre nulla lenne,

(1.32)-bői következik, hogy D -nak is nullával kellene
egyenlőnek lennie.) °

így a távolságok a D=D =D =D„=0 esetben nem határoz-
hatók meg. (1.25) szerint D=0 azt jelenti, hogy a j> , jj> ,
jf_ vektorok egy síkban vannak, a kisbolygót tehát egy gömbi
főkör mentén látjuk az égbolton. D =D =D =0 azt jelenti,
hogy a j 1., ̂ > vektorok egy síkban vannak rendre az E , R, ,
R vektorokkal. Mivel ez utóbbiak az ekliptika síkját hatá-
rozzák meg, következik, hogy a kisbolygó is az ekliptika
síkjában van. Három megfigyelés tehát akkor nem elegendő
a pályaszámításhoz, ha a kisbolygó az ekliptika síkjában,
illetve az előforduló hibák miatt az ekliptika síkjához kö-
zel található. Ilyenkor legalább négy megfigyelés szükséges
a pályaszámításhoz (4.4 fejezet).

Megjegyezzük, hogy ha üstökösről és parabola-pályáról
van, szó, a D determináns általában csak kicsit különbözik
nullától. A parabola-pálya meghatározására ezért az itt
ismertetett módszer csak bizonyos módosításokkal alkalmaz-
ható.

A távolságokat első közelítésben meghatározva a megfi-
gyelések időpontjait korrigálni kell a planetáris aberráció-
ra . A fény véges terjedési sebessége miatt ugyanis a kis-
bolygó t. időpontban megfigyelt helyzete valójában a
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t.- J'./c időponthoz tartozó valódi helyzetnek felel meg,

ahol c a fénysebesség, $. a kisbolygó-Föld távolság

(1/c=0,0057756 középnap/cs. e.). A korrigált időpontokkal
újra kell számítani a t.-ktől függő mennyiségeket [%., Zo,

... .w i í z
l1

n_) és a további számításokat ezen új értékekkel

kell végezni. Az első közelítésben kapott _$*• távolságok már

elegendően pontosak a planetáris aberráció figyelembe véte-
lére, így ezt a korrekciót többször végrehajtani nem kell.

Második közelítésben n.
1
és n értékének javítására

Gauss a következő módszert alkalmazta. Jelölje az r,, r ;
r , r ; r_1 , r_ vektorok által meghatáro-
zott háromszögek illetve pályacikkek te-
rületét rendre T ?, T T, illetve P_,
P (26. ábra)! Képezzük ezekkel a követ-
kező arányokat:

b ~~ rn

Kepler második törvénye szerint

(1.33)

26. ábra

t2-t,
°2 x "1
Y"=n2' ~P . (1.34)

így

ni " T T i7 " ni

n 2 = "T" = n.

A második közelítéstől kezdve a most kapott

n1 = (1.35)

összefüggések alkalmazhatók n és n„ kiszámítására. Ezekben

természetesen-^,, még ismeretlenek, ezeket az előző
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Az TI meghatározására szolgáló egyenleteket a kéttest-
probléma ismert összefüggései alapján vezethetjük le. írjuk
fel az

r = a (1 - ecosE)

összefüggést a t , t_ időpontokra, és adjuk az így nyert

két egyenletet össze

r +r2 = 2a - aefcosE + cosE ) =

E +E E -E
= 2a - 2ae cos 2 ' cos — . {2.4)

írjuk fel az

E - e sinE =ju 1 / 2a~ 3 / 2<t - Z*) = ka"3/2(t-T*)

Kepler-egyenletet a t„ és t időpontokra, s az első egyen-

letből vonjuk ki a másodikat:

E 2 - E1 - e(sinE2-sinE1) = a~
3 / 2k(t 2-t 1).

Azaz
T = E2-E1-2e cos 2 ' sin ^ 2 ' . (2.5)

(2.4) és (2.5) további átalakításához szükségünk lesz
néhány segédösszefüggésre. Az ismert

r = a(1 - ecos E), r cos v = a (cosE - e)

összefüggésekből

r(1-cosv) = a(1+e)(1-cosE),
r(1+cosv) = a (1-e) (1+cosE).

Innen
-{F sin ? = Va(T+e) sin -* ,

1 l (2.6)
Ei r cos j =-y a (1-e) cos j .

(2.6) felhasználásával egyszerűen levezethető, hogy

V2 ~ V1 E2 " E1 E2 + E1cos 5 - a cos 2~ - ae cos 2

(2.7)
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(2.8)

(2.4)-bői és (2.5)-bői J2.7) felhasználásával kikü-
szöbölhető az ecos [(E„+E1)/2j kifejezés. Ekkor kapjuk, hogy

I • V2~ V1 E2~ E1 E2~ E1 2

r +r 2 = 2a + 2 ̂ r ^ c o s —~2 ' cos 2 '• -2a (cos z ') '

(2.9)
v -v E -E E -E E -E4 ! 1 4 2 1

—z— -2 sin —= -̂ .WJ —ÍJ-

(2.10)
Vegyük észre, hogy a (2.9), (2.10) egyenletrendszerben

mindössze két ismeretlen van, a és E„-E • így ezek innen
elvileg meghatározhatók. Nekünk azonban "2~ra van szüksé-
günk. Hozzuk kapcsolatba ^ -t az a-val! A p=a(1-e2) össze-
függés felhasználásával és egy kis átalakítással (2.3) így
írható

, V -V , V -V
cos — y - ^r^2 sin - T ~ -

Innen (2.8) felhasználásával

• i 2 1 / 2
2-yr.r2 cos —2-—«• ayi-e sin

, v -v E -E '
Va 21[r1r2 cos 2 ' sin 2 '

Legyen

•)C = 2yr1r2" cos
 2

2

 1 . (2.11)

% nyilván ismertnek vehető. Ezzel

n = 1 _ _ _ . (2.12)
o~ 1

űsin ^^ '
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(2.12) alapján a kifejezhető % -val és E -E -el, így

(2.9)-ből és (2.10)-bői az %, E -E ismeretlenekre kapha-
tunk két egyenletet. Legyen

-E

I -
L • (2.13)

A (2.11), (2.13) jelölésekkel a (2.9), (2.10), (2.12) egyen-
letek így alakulnak

r. + r 2 = 2a - 2a cos^3 + %cos/3 =

= 2a sin fi + TCcos/3 =

= 2a sin2/3 + >(1-2sin2/|) , (2.14)

a"3/2tT= 2/3 -sin 2/3 + ̂  sin/3 , (2.15)

(2.16)%sin/3

(2.16)-ból a kifejezhető

a =.-T 2^" 2>~ 2 sin"2/3 . (2.17)

Helyettesítsük ezt (2.14)-be és (2.15)-be

(1-2 sin2 |)

illetve

< E~ 2 %3 f-3 sin3/3= 2/3 -sin2/3 +7

Rendezzük az egyenleteket a következő alakba

.2/3 „ - 2 . 2 v - 3 , ri + r2

illetve

%3 -v? =í2>~:

sin /3

141



m = Z2 > ~ 3 , (2.18)

Legyen

(2.19)

így végül a következő egyenletekhez jutunk:

^3.^2 = m 2/8-sln2/3> ( 2 > 2 Q )

sin /3

s in 2 ^ = m«f2 - i . (2.21)

Ezek a Gauss-egyenletek, melyekben két ismeretlen van,
*l és/& . Az m, l együtthatók ismertnek tekinthetők, ezek a
(2.18), (2.19), (2.11) összefüggések alapján kiszámíthatók.

A Gauss-egyenletek transzcendensek, megoldásuk iterá-
ciós úton határozható meg. "i geometriai jelentését figye-
lembe véve (P/T területarány) , első közelítésben "£, = 1 vehe-
tő. Ezzel (2.21)-ből megkaphatjuk fi-t, azt (2.20)-ba helyet-
tesítve pedig pontosabban meghatározható %. Számítógép al-
kalmazásával ezen iteráció végigszámítása nem jelent külö-
nösebb problémát. Régebbi időkben fontos volt olyan módsze-
rek kidolgozása, melyek a kézzel végzett számításokat meg-
könnyítették. Érdemes megismerkedni a Gauss-egyenletek hagyo-
mányos megoldási módszerével.

Az

x = s i n 2 | (2.22)

x ( x ) = 2 fi- sin2/3 (2

sin fi

jelölések bevezetésével a Gauss-egyenletek így írhatók:

t^ - ^ 2 = mX(x), (2.24)

x = morf2 - £. (2.25)

Itt tehát ismeretlen az <| és az x. Kimutatható, hogy ellip-
tikus mozgás esetén x>0, parabola-pályánál x=0, hiperbola-
pálya esetén x<0.

Első lépésként fejezzük ki X-et x függvényeként!
(2.22)-ből
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fb = 2 a r c s i n i/ x ' .

így
, _ 2 fi - sin2/3 _ 2 (i - 2sin/3cos/3

A (X) — -3 —

Bln/» (2sinfcosl)?

2/3-4 sin | cos | (1-2 sin2 ^)

8 (sin £ cos £ ) 3

4 arc sinVx — 4 ? ̂  * i —s*. \ • — t.s%. / *« ^ /- \
= -, . (Z.Zb)

8 í/iT Vi-x)

Látható, hogy X az x-nek meglehetősen bonyolult függvénye.
Célszerű ezért X-et könnyebben kezelhető formában, az x
hatványai szerint haladó sor formájában előállítani

oo

X = JZcí^ x n. (2.27)
n = 0

Az oC együtthatók egyszerűen meghatározhatók, annak alap-

ján, hogy X(x) kielégíti a

2 (x - x 2 ) . ^ = 4-(3-6x)X (2.28)

elsőrendű differenciálegyenletet. Erről (2.26) behelyette-
sítésével közvetlen számolással meggyőződhetünk. (2.27)-et
(2.28)-ba helyettesítve kapjuk, hogy

oo oo

2(x-x 2) ) _,' ntf x n ~ 1 = 4-(3-6x) Z - ^ n * " •
n=1 n=0

Ez az egyenlőség x minden értékére csak úgy állhat fenn,
ha az egyenlet két oldalán x azonos hatványainak együttha-
tói egyenlők. így az o( együtthatókra a következő rekurziós
formulákat kapjuk n

^ o = I ' ^ n = 2n + 3 ̂ n-1 ' n " 1 (2.29)

Másképpen

, _ 4 . 6 . 8 . . . ( 2 n + 4 )
°̂ n - 3 . 5 . 7 ...(2n + 3) * ( 2 ' 3 0 )
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így ~
x = 6—> 4 . 6 . 8 . . . (2n+4) n . ...

n=0 3 . 5 . 7 ...(2n+3) * l̂ .J'/

Bebizonyítható, hogy ez a sorfejtés |x|<1 esetén konvergens.
(2.31) első néhány tagját felírva

x = | + | x + || x
2

 + i f x
3

 + ... (2.32)

Vezessük be X(x) helyett a $ (x) függvényt az

x = -2 — (2.33)

! !

összefüggéssel! Ezt átrendezve, (2.32) felhasználásával

4
3
X 4

3
h | x +

1

64
35

4
1
2

X

Í x

5 x

így

(2.33)-at (2.24)-be helyettesítve

~ x2

 + T | | ? x
3 + ... (2.34)

104 10
I m T m

T
Helyettesítsük be x helyett (2.25)ötl Ekkor

10

T m
U L 1 + £ +¥ _ m ~

2

6 ^
(2.35)

Legyen
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h = •=- ~ . (2.36)

f
Ezzel (2.35)-bői kapjuk, hogy

10
3 m2 T h

_ .
1 - h%

Innen átrendezéssel az

- | h = 0 (2.37)

egyenlethez jutunk. így ̂  meghatározását visszavezettük a

h = r , (2.36)

f + l+$

% 3 - »l2 ~ ĥ 2 " | h = 0' (2.37)

x = m «l~2 - l (2.25)

egyenletrendszer megoldására. Ez iterációval könnyen elvé-
gezhető; kiinduló közelítésnek x = 0 vehető. Megjegyezzük,
hogy X(x) helyett jf (x) bevezetése azért volt célszerű,
mert mint az (2.34)-bői látható, £ az x-re nézve másodren-
dűén kicsi mennyiség.

Az iteráció során egyedül (2.37) megoldása jelent némi
problémát. (2.37) megoldására egyrészt kidolgoztak tábláza-
tokat, melyek adott h-hoz megadják % -t. Másfelől használható
a P. A. Hansen-től (1863) származó következő eljárás is.

Legyen

%= 1 + s , (2.38)

ahol nyilván s <1 (gondoljunk ̂  geometriai jelentésére).
Helyettesítsük (2.38)-at (2.37)-be:

3 2 - h ( ^ +s)=0.
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Azaz 2 10 9

s n + s ) z - -^ h ( 1 + ^ s) = 0.

írjuk ezt a következő alakban

s(1 + ̂  s)(1 • {£ s) + 1 | Í - fh(1+As)=0. (2.39)
Itt az s /100 tag olyan kicsi a pályaszámítás során előfor-
duló gyakorlati esetekben, hogy a pontosság veszélyeztetése
nélkül elhanyagolható. Ezután (2.39)-ből egyszerűsítéssel
nyerjük, hogy

s(1 + y^s) = -5- h ,

vagy másképpen

Legyen

Ils (1 + |1 s) = Y h. (2.40)

11 s, d = 11 h. (2.41)

l g y s1 (1+s^ = d. (2.42)

Mivel közelítőleg st=d, ebből az értékből kiindulva (2.42)

iterációs megoldása egy végtelen lánctört formájában írható
fel:

s = á _ (2.43)
1 + 1 + d

A (2.37) egyenlet megoldása így (2.38), (2.41), (2.43)
alapján

1 + d

Foglaljuk össze az % paraméter meghatározását! Adott
a t. , t„ időpontokban £ és x_ . Ezen adatokból %-t a kö-
vetkező összefüggések adják:
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közelítésben meghatározott r_ , r , r_ vektorokból lehet ki-
számítani, a következő fejezetben ismertetendő Gauss-egyen-
letek alapján. Bebizonyítható, hogy az (1.35) összefüggések
minden egyes közelítésben fokozódó pontossággal adják n,. és

n~ értékét. Ismerve n.-et és n»-t, a j . , f , gy távolságok

mindig az (1.24) egyenletekből számíthatók ki. A f., f ,

g* távolságokat meghatározva mindig ki kell számítani

(1.4)-bői az r,, r , r_ vektorokat is, a következő közelítés

céljaira. A kisbolygók esetében három közelítés végigszámí-
tása általában már elegendő pontossággal megadja a távol-
ságokat.

2. A GAUSS-EGYENLETEK

Az ti, ^ , %- ismeretlenek meghatározására szolgáló
egyenleteket csak^-ra vezetjük le, innen az ̂  , ̂ „-re vo-
natkozó egyenletek a jelölések értelemszerű felcserélésével
adódnak."

Határozzuk meg *j,-t a t , t„ időpontok-
hoz tartozó r., r„ vektorokból (27. ábra)!

— I —í
Mivel a kisbolygók esetében a felületi se-
besség

27. ábra

így

Másfelől

P = lk

T = -j

£
2

(t2-tt)= 1 (pt.

sin

(2.1)

(2.2)

így.

C . rp (2.3)

Mivel r., r_, f é s a v_-v. szög (r, és r_ szöge) ismert,

% meghatározása ekvivalens a pálya p paraméterének meghatá-
rozásával .
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r-= 2

t =

c o s

r

k(t 2 - t ^

vo-v .

•c2

<X | — r -

: i r 2 + X 1 X 2 + y i y 2 +

< 1

Z 1 Z 2
(2

(2

.16)

)

.11)

.18)

x = m ̂ 2 - t (2.25)

h = , S (2.36)

f ** + l
d = ̂  h (2.41)

m « t• + 10 <* (2.44)
* 11 1 + d

Az utolsó öt összefüggés egy iterációs ciklust alkot. Az x=0
kezdőértékből kiindulva ezt annyiszor kell végigszámítani,
míg ij-t a kívánt pontossággal meg nem kapjuk.

3. A PÁLYAELEMEK MEGHATÁROZÁSA

A távolságok meghatározását a t., t , t_ időpontokhoz

tartozó pontos r,, r » r- vektorok kiszámításával fejezzük

be. Ezen vektorok közül bármelyik kettőt felhasználhatjuk
a pályaeleinek meghatározására. Célszerű a két szélső, jr,, r_„

vektort választani erre a célra, a középső r vektor a szá-

mítások ellenőrzésére használható: r végpontjának rajta

kell lennie az r., r~-ből meghatározott pályán. A követke-
, j ^

zőkben az elliptikus mozgás esetére ismertetjük a páiyaele-
mek kiszámítását lehetővé tevő összefüggéseket.
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Ismerve a t , t 2 időpontokban az r 1, r_2 vektorokat,

ezekből először az előzőekben ismertetett módon meghatároz-
zuk "i -t, majd abból a pálya p paraméterét. Erre a (2.3)-ból
következő

P =^2 B 2 ( 3- 1 )

összefüggés alkalmazható, ahol

B = r„r,, sin (v„-v,)

= "V{y 1

z

2"
Y2 Z1

Az e excentricitás az

r = 1 + e cos v

pályaegyenletből számítható ki. Ezt a t 1, t„ időpontokra
felírva

r = P r = P ir>
1 1+e cosv1 ' 2 1+e cosív^y)' l

két egyenletet kapunk az e, v.. ismeretlenekre. A % =v2-v-

szög (r1 és r ? szöge) ismertnek vehető. (3.3)-ból e és v..

meghatározható, majd v2=v1 + | is.

(3.3) megoldását a következőképpen kereshetjük meg.
Az első egyenletből

f-,
e cos v- = —- , (3.4)

1 r1
ahol

A második egyenletből

f1 = P - r1 . (3.5)

r„ e cos (v1 +% ) = f2 , (3.6)

ahol
f 2 = p - r 2 . (3.6)

Ezt tovább alakítva (és r..-el megszorozva)
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e cos v1r1r2 cos^ - e sin v ^ i ^ s i n ^ ^ r .

(3.7)
Felhasználva, hogy

= x^j + yiy2+Z1Z2 = If ( 3 > 8 )

£1 x r2| = B , (3.2)r.r„ sin-y =1 2

(3.7)-bői kapjuk:

I e cosv, - B e sinv = f?r1 .

Innen (3.4) figyelembevételével

e sin v = -1 , (3.9)
r1

a h o 1 *ii-e,rj
g1 = — — — - 1 — . (3.10)

(3.4)-ből és (3.9)-ből

e = i—i- 1— . (3.11)
r1

(3.115-ből e-t kiszámítva (3.4), (3.9)-ből v is meghatá-

rozható. v~ kiszámításához szükség van f -ra, ezt (3.8),

(3.2) adja.
Az a fél nagytengely az

a = —2-j (3.12)
l-e

összefüggésből számítható ki.
A perihéliumátmenet időpontja, t , a Kepler-egyenlet-

ből határozható meg. A v., v~ valódi anomáliákból először

^ 2 f 1-e t g 2

alapján kiszámítjuk az E., E- excentrikus anomáliákat, majd

az • • •

E1 - e sin E1 = M1 = n(t1 - T * ) , (3.13)
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- e sin = M, = n(t2 -T ) (3.14)

egyenletek megadják 1T*-Ot és az n középmozgást;

n =
M2 - (3.15)

A középmozgást egyébként

n = ka-3/2

(3.16)

(3.17)

is megadja.
Az i, co ,il pályaelemek kiszámításánál különbséget kell

tennünk aszerint, hogy ekvatoriális vagy ekliptikái pálya-
elemekre van-e szükségünk. Mindkét esetben először meghatá-
rozzuk a pályasíkbeli derékszögű \ , «i koordinátákat a t.. ,
t_ időpontban ..

= r 2 C O S V 2 '= r, cos v„

= T. sin v., T) = r~ sin v o. (3.18)

Ekvatoriális pályaelemek esetén a t., t 2 időpontra felírt

\z.

'p Q ^x x

P Q
y y

i = 1,2 (3.19)

egyenleteket megoldjuk a P , P , P , Q , Q , Q z ismeretle-
nekre

f2 " X2^1

(3.20)
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ahol mint korábban

B = = r .r2 sin (v
2~v^).

A P, Q vektorok az i , £j , -O. függvényei. A kapcsolatukat meg-
adó (2.2.23) összefüggésekből:

sin II s ini = P Q -P Q ,

cos n sini = P XQ Z-P ZQ X/

P Q -P Q /cosi = x y y x

(3.21)

és P cosü-P sin.0.
s i n u = JL ___5 ,

cos co = p cos -íl + p sin.fl. (3.22)

A (3.21) összefüggésekből meghatározható i és A , ezután
(3.22)-ből co .

Ekliptikái pályaelemek esetén a t , t_ időpontokra
felírt

f \
X .

1
y i —

(K B )
X X

A B
y y

A B\ Z z/

S Í

1±
(3.23)

egyenleteket oldjuk meg a z A , A , A , B , B , B ismeret-
lenekre. Ezután az x y z x y z

A = P ,
X X

B = Q ,x x '

A = P c o s £ - P s i n £ , B = Q c o s £ - Q s i n £ , ( 3 . 2 4 )

A = P . + P cos£, B = Q sin£ +Q cosí,

ö s s z e f ü g g é s e k b ő l m e g h a t á r o z z u k a P , P , P , Q , Q , Q i s -
X y Z X y Z

meretleneket ( £ az ekliptika és az ekvátor hajlásszöge)
P = A ,

x x

P = A c o s í + A s i n £ ,

Qx

Qy

= V
= By

cos £. + Bz s in£ ,

(3.25)
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P = -A sin£ + A cos ő , Q =-B sin £ + B cos <? .
z y z z y z

A P , P , P , Q , Q , Q ismeretében az i, OJ , Jl pályaele-
x y z x y z

meket a (3.21), (3.23) összefüggések adják.

4. PÁLYASZÁMÍTÁS NÉGY MEGFIGYELÉS ALAPJÁN

A 4.1 fejezetben láttuk, hogy a távolságok három meg-
figyelésből nem határozhatók meg akkor, ha a megfigyelések
az ekliptikán, vagy ahhoz elegendően közel helyezkednek el.
Ilyenkor legalább négy megfigyelés szükséges a pályaszámí-
táshoz .

Tegyük fel, hogy a megfigyeléseket a t. < tfi< t' <t„

időpontokban végeztük! A t. (i=0, 1, 2) időpontokhoz tarto-

zó ekvatoriális koordinátákon,, S, , a $_. vektorok irányko-

szinuszai (1.23) szerint A.., ja,,x>, . A t' időponthoz tar-

tozó adatok <£', S , a ̂ £_' vektor iránykoszinuszai A. , ja' ,\>',
A ?'i ' ? ' ?y távolságokra vonatkozó (1.24) egyenlete-

ket írjuk a következő alakba

X O $O ' n 2 X 2 ? 2 = ni ^1^1 ~ n 1 X 1 + X

o "
n 2 X 2 '

A D SO ~
 n

2P-2h
 = ni/Vi ~ ni Y1 +V n2 Y2' (4;1)

\> § - n_ "V?2?2 = ni "̂ 1 ?1 ~ n i Z i + Z ~ no Zo-

Válasszuk ki ezek közül azt a két egyenletet, melyben a bal
oldal együtthatóiból alkotott determináns a legnagyobb érté-
kű, és oldjuk meg ezt az egyenletrendszert >̂ -re! A megol-
dás a következő alakban fejezhető ki:

^1 n
§2 = K —• f 1 + L1 ^i + L 2 jí- + L 3 , (4.2)

ahol a K, L., L_, L, együtthatók a 1.,ju,( V>,, X., Y,, Z.

(i=0, 1,2) mennyiségekkel kifejezhetők.
A (4.1)-el analóg egyenleteket írhatunk fel a j . , $ ,

f2 távolságokra, és ezekből ismét kifejezhetjük f9~tt
ní ní 1
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Itt a K', Lj, L^, L^ együtthatók a Xi,jai,V±, X.^ Y±t Z±

(i = 1, 2), illetve a A , ja^, v>' , X', Y', Z' mennyiségekkel

fejezhetők ki. Az ni, n' paraméterek jelentése analóg n..-el

és n„-vel, amikor t helyett t' szerepel. Közelítő össze-

függések ezen paraméterekre

n, = — , nf = -—, i = 1 , 2 (4.4)
X *" X u

ahol "í. i'C jelentése az, mint korábban (1.16)-ban, míg

A (4.4) közelítő értékeket (4.2)-be és (4.3)-ba helyet-
tesítve ezen egyenletekből meghatározhatjuk §.-et és f'~-t

első közelítésben. Ezután (4.1)-bői meghatározhatjuk f -ot,

a (4.1)-el analóg egyenletekből pedig f'-t. A távolságok is-

meretében kiszámíthatjuk a t., , t , t', t. időpontokhoz tar-

tozó r., r , rf, r, heliocentrikus helyvektorokat is, első

közelítésben.
A számítások további menete ezután a már ismert módon

történik. A megfigyelések időpontját korrigáljuk a plane-
táris aberrációra, korrigáljuk a ^., t'. , T mennyiségéket,
majd a távolságok második közelítésben való meghatározásá-
hoz javítjuk n. és nf értékét az

Ti ^ ^í Vn. = -^ ^- , nf = -± -4, i = 1, 2 (4.6)
X X

összefüggések alapján. Ehhez 7* 1- > ?•~t kell számítani a
Gauss-egyenletekből. A javított n,, nf értékekkel megha-
tározzuk a távolságok értékét második közelítésben, és így
tovább, a pontos távolságok és heliocentrikus helyvektorok
meghatározásáig. Ez utóbbiak ismeretében a pályaelemek a
4.3 fejezet összefüggései alapján számíthatók ki.

5. PÁLYAHELYESBÍTÉS

A pályahelyesbítés célja a három (vagy négy) megfigye-
lés alapján kapott közelítő pálya pontosítása további megfi-
gyelések felhasználásával. A közelítő pálya pontosan csak
azokat a megfigyeléseket elégíti ki, amelyekből ezt számí-
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tották. Ennek egyik oka az, hogy a vizsgált égitest (kis-
bolygó) mozgása a perturbációk hatására valójában eltér a
Kepler-féle mozgástól. Másfelől a megfigyelések és a számí-
tások hibái is okozhatnak eltéréseket.

Ha a megfigyelések nem túl nagy pályaívre terjednek
ki, megpróbálhatunk•ezekre egy Kepler-pályát illeszteni.
Az említett okok miatt természetesen csak legjobban illesz-
kedő Kepler-pálya kereséséről lehet szó. Az így nyert "átla-
gos" pálya a későbbi, pontosabb vizsgálatokban hasznosít-
ható. A pályahelyesbítés pontosabb változataiban a megfigye-
lésekre perturbált pályát illesztenek. A cél ilyenkor a
perturbációkat megadó kifejezésekben szereplő paraméterek
meghatározása vagy javítása közelítő pályaadatok ismere-
tében.

A pályahelyesbítés leggyakrabban alkalmazott módja a
differenciális korrekciók módszere. Feltételezve, hogy a
javítandó pályaelemekhez csak kis korrekciókat kell alkal-
mazni (melyek négyzetei és egymással való szorzatai elha-
nyagolhatók) , ezen korrekciók a legkisebb négyzetek módsze-
rével határozhatók meg.

A következőkben a pályahelyesbítésnek azzal az eseté-
vel foglalkozunk, amikor a megfigyelésekre Kepler-féle pá-
lyát illesztenek.

Tegyük fel, hogy n számú megfigyelésünk van, melyeket
a t. (i = 1 , 2, ..., n) időpontokban végeztünk. A t. időpont-
ban megfigyelt (obszervált) rektaszcenziót illetve dekli-
nációt jelölje oí,, S?. A pályaelemekből az efemerisz-számí-

tás módszereivel a t. időpontra kiszámítható (kalkulálható)
c c

rektaszcenziót illetve deklinációt jelölje <X., 8..
A legkisebb négyzetek módszere szerint a legjobban il-

leszkedő pálya meghatározásához a pályaelemeket úgy kell
megválasztani, hogy a számított és megfigyelt pozíciók el-
téréseinek négyzetösszege minimális legyen

Y^ s [ c o s ^ j . 0 * ^ ! " ^ i 1 ] 2 + { S i C ~ s ± O ) 2 \ = m i n i m u m < 5 - 1 >

Tegyük fel, hogy a keresett p k pályaelemek a p* közelí-
tő pályaelemektől (melyeket minimális számú megfigyelésből
kaptunk) olyan kis Ap, mennyiségekben különböznek, melyek

négyzetei és egymással való szorzatai elhanyagolhatók:

P k = P k* + Ap k k = 1, 2, ..., 6. (5.2)
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Az o£, <f koordináták a pk pályaelemek függvényei

oí=od(p1f p 2, ... , P6,t),<f = <f (prP2,...,p6,t) .

Ezeket a függvényeket a pR = p k* (i = i , 2, ..., 6) helyen

Taylor-sorba fejtve és a lineáris tagokra szorítkozva kap-
juk, hogy

XPí k = i

(5.3)

i * A Pi,

Itt a jobb oldalon az i index azt jelenti, hogy a szóban-
forgó függvényeket a t. időpontban kell számítani (a pj kö

zelítő pályaelemekkel}. (5.3)-at (5.1)-be helyettesítve
Ap k-k meghatározására a következő feltételt kapjuk

5,

k=1

'= minimum , (5.4)

ahol

x ' (5.5)

Ez utóbbi mennyiségek ismertnek tekinthetők, mivel oc és cf
a t. időpontban a p£ pályaelemekkel (1.2)-bői kiszámítható.

1 K

Az (5.4) bal oldalán álló, A p-k szerint hatváltozós

függvény minimumának szükséges feltétele, hogy a Ap,-k
szerinti parciális deriváltjai nullával legyenek egyenlők.
Ezeket a deriváltakat kiszámítva Ap -k meghatározására a
következő egyenletrendszert kapjuk:
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ahol

6z:
k = 1

COS
_* 3 p k

a . = cos
2 r O

i

3P,

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Az a., , a. együtthatókat kiszámítva az (5.6) alatti lineá-
J K J

ris, inhomogén egyenletek az ismert módon megoldhatók.
Szintén az (5.6) egyenletrendszerhez jutunk, ha a

cos s
ó

k = 1
3 PL

X
Pk

= cos

AP k = i = 1,2,. . . ,n (5.9)

úgynevezett feltételi egyenleteket, melyek száma 2n, akarjuk
megoldani a hat Ap, ismeretlenre, a legkisebb négyzetek

módszerével. Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban a feltételi
egyenletek felírásakor az egyes megfigyeléseket a pontossá-
guktól függően súlyozva veszik figyelembe, és (5.9) egyen-
leteit megfelelő súlykoefficiensekkel szorozzák meg.

Az a., , a. együtthatók kiszámításához szükség van a
D* 3

rektaszcenzió és deklináció pályaelemek szerinti parciális
deriváltjaira. A következőkben megadjuk azokat az össze-
függéseket, amelyek alapján ezek a deriváltak kiszámíthatók.

Mivel oC és <f az x, y, z koordinátákon keresztül függ a
pályaelemektől, így

0x
(5.10)
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3x

(1.2)-bői

így

= arctg ^ | , cf = arctg
z + Z

2+(y+Y) 2

y + Y sino£

<x+X)2
+(y+Y)

2 § c o s c f '

(5.11)

3y
x + X cos oí

(x+X)2+(y+Y)2
(5.12)

= 0.

cosoí sin <f

dS _ _ sino( sin cT
3y P

(5.13)

01 cos

Az x, y, z koordinátáknak a pályaelemek szerinti par-
ciális deriváltjai meghatározásához ekliptikái pályaelemek
esetén az ismert

A
X

A
y

A

B
X

B
y

B

>

z /
összefüggésekből indulhatunk ki. Legyenek a pályaelemek:
a, e, i, M , co , fi l Mivel l, «l csak a, e, M -tói, A , A ,

O u A y
A,, B , B , B csak i, co , -fi -tói függ, így

Z JC jf Z
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r
A B
X X

A B
y y

A Bz z

3P

P k = a, e, M Q. (5.14)

őBx

3A
y p k = i, co , £i . (5.15)

A kéttest-probléma összefüggései alapján levezethetők
a következő összefüggések

l = 1
3a a

J_ (t-t ) *S ,
2a l o' dt '

3a
3_
2a

= - a - a

if
sin2E

1 - ecosE '

(5.16)

dn. ae . „ W, 2 sinE eosE
Öi = " J T ^ ^ 1 - ecosE

(5.17)

dl_ _ 1 dj
DM n d t ' (5.18)

J_
n dt "
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a h o 1 £ = r cosv, "2 = r sinv

±1 = - sinv , " n i , ̂  = (cosvdt Vad-e^) dt

(5.19)
. -3/2

n = ka

•TT— = sin co sin Xi sini,

ÖA
-X- = -sin co cosiT. sini cosi - sinco cosi sin£,

= -sin co cos -fi. sini sin £ + sin co cosi cosí, '
a

3B
-r- = cos co sin íi- sini, (5.20)

0B
T-^ = - cos co cos -H. sini cos £ - cos co cosi sin £,

dBz
-T-T- = - cos CJ cos -Ti sini sin £ + cos co cosi cos£.ő i

0 A ^
Ow

3 A z

Oco

= V

= v
z '

8 B

•§á =

3 B z

- A ,X

- A ,
y

" A z '

(5.21)

3A
-^ = - cos oo sin -fi- - sin co cos -fi cosi,

3 n.

dA
= Ax c o s £'
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= Ax s i n £ ' ( 5 - 2 2 )

9B
—— = sin OJ s in. i l- cos OJ COS-O. cos i ,

QSl

£>Bz.
QSl

B
X

Bx

cos £ ,

sin £..

6. HERGET MÓDSZERE

P. Herget (1965) pályaszámítási módszere a Gauss-mód-
szer továbbfejlesztett változata, mely n megfigyelésre
(n=3) illeszt Kepler-pályát. A Herget-módszer számítógépen
alkalmazható.

Vezessük be az u, v, w egységvektorokat a következő
összefüggésekkel:

u = (cos <í cos oL , cos o sin oC, sin S ) ,

v = (-sinoC, cos(X,0) , (6.1)

w = (-sin 6 cosoC, -sin<í sinoC , cos S) .

Könnyen látható, hogy ezek páronként egymásra merőlegesek:

u v = 0 , u w = 0 , v w = O . (6.2)

Tegyük fel, hogy n megfigyelésünk van (n=3), melyeket

a t.< t~< ... <t időpontokban végeztünk. A t. , t , és va-

lamely közbülső t. időponthoz tartozó adatokat jelöljük az

1, n, illetve j index-el. A §•, / 8_-i _P geocentrikus hely-

vektorok u jelentésének figyelembevételével így írhatók:

ahol u u., u 'ismert vektorok. Ezt felhasználva írjuk a

?1' %'f vektorokra vonatkozó (1.22) egyenletet a követ-

kező alakba

»! ?^ ~ í jH j

+n n? nU n=n 1R 1-R. +n nR n. (6.4)
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Ebben az egyenletben ismeretlenek a <? * , §•>§ távolságok,

valamint n. és n . A Herget-módszer szerint ezt az egyen-

letet a távolságok variálásával oldjuk meg. (6.4)-be írjunk
p. és f helyett (£.,+4?.,)-et illetve {<? •*&§• )-et! Mivel n
J 1 n I I nn i
és n is függ a heliocentrikus r. vektorokon keresztül 9 •>-n —í 1
tői és f -tői, ezek változása n -et és n -t is megváltoz-
tatja. Csak a lineáris változásokat figyelembe véve helyet-
tesítsük (6.4)-be n és n helyett az

3n 9n
n + ~ Ap + — - A<? ,1 o»5>1 o 1 Q§> -> n '

3n 9n
n + — 2 - A P + —"• A? nn 9§)

1 -> 1 őP

kifejezéseket! Ezután (6.4)-et szorozzuk meg skalárisán
először v.-vel, majd w.-vel! Az így adódó két egyenletet,

melyekben p. már nem szerepel, rendezzük Ae> és A.e> szerint!

Ekkor ezek szorzatait elhanyagolva a következő egyenlete-
ket kapjuk:

M Ap + N Aj = S,
n (6.5)

M'Ap + N ' A p = S 'J1 ° n '

ahol 9n 1 9n
M = (n„ + Q.

3n 3n
1 R-V. - ̂ r—^ R v. ,

3n 9n
N = (n + <? ^r^-Ju v. + P, =—i- u.v. -

3n 9n

S í Í M j - S j ^ ' l6-6»

S = n.R.v. -
11].R.v. - R.v.+n R v. - n.P.u.v. - n p u v.,1—1—] -j—D n—n—] P 1-1-3 n-> n-n—j '
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és M', N', S' analóg kifejezésekből kaphatók meg, melyekben
v. helyett w. szerepel.

(6.5) két egyenletet jelent a AJ .. , A^1 ismeretlenekre,

melyekből ezek a fokozatos közelítések módszerével meghatá-
rozhatók. Kiinduló közelítésnek kisbolygók esetén igen sok
esetben § = § = 2 cs. e. vehető. Az M, N, M', N' kifeje-
zésekben szereplő parciális deriváltakat a

2 A
(b . I)

és ezzel analóg kifejezések adják, ahol A célszerűen'vá-
lasztott kis növekmény. Herget javaslata erre j . , ̂ , « 2

esetén A = 0,1 cs. e. Az n , n paramétereket az (1.35)-nek

megfelelő

a-

egyenletek adják, ahol %, "l*i/rln rendre az r_ / r_n; r, , r_n;

L-i i £• vektor-párokból a Gauss-egyenletek alapján megha

tározható mennyiségek.
Az x., x , r. vektorokra érvényes összefüggések:

—1 —n — 2

( 6' 9 )

r. = ?,u.-R, = n.r.+n r
-3 5:~D -3 1"1 n

Az r. kiszámításához §. (6.4)-bői kapható meg, miután £>. és

P ismert.
J n

A számítások menete a következő. A ^1,j> -re alkalma-
san megválasztott kezdő közelítésből kiindulva a megadott
összefüggések alapján kiszámítjuk a (6.5) egyenletek együtt-
hatóit, meghatározzuk a A J . i A ^ korrekciókat, majd az

ezekkel javított J , § -el ismét elvégezzük a számításokat.

Az eljárást addig folytatjuk, amíg A<5>,Aj> elegendően

kicsi nem lesz. A legtöbb esetben három közelítés végigszá-
mítása már megfelelő eredményt ad.
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Ha n=3, az ily módon nyert pontos §., § távolságok-
ból az ismert módon hozzákezdhetünk a pályaelemek meghatá-
rozásához. Ha n > 3 , az eljárást az összes közbülső, n-2
számú megfigyelésre alkalmazva (t. végigfut a t. és t szél-
ső megfigyelések közé eső összes megfigyelésen) n-2 számú
J> és § értéket kapunk. Ekkor a legkisebb négyzetek módsze-
rével határozzuk meg a pontos >̂ , g értékeket.
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5. fejezet

A HÁROMTEST-PROBLÉMA

1 . SUNDMAN TÉTELE

Az égi mechanika leghíresebb problémája a háromtest-
probléma: határozzuk meg három pontszerű test mozgását, ha
rájuk csak a Newton-féle kölcsönös gravitációs vonzóerők
hatnak. Látszólagos egyszerűsége ellenére ez a probléma va-
lójában igen nehéz. Az érdekes probléma sok kiváló matema-
tikus képzeletét megfogta, s ennek köszönhetően számos új
módszerrel gazdagodott a matematika és az égi mechanika.
Az egyik kiemelkedő példa erre H. Poincaré "Les méthodes
nouvelles de la Mécanique Céleste" c. munkája (1892-1899),
mely mély gondolataival igen nagy hatást gyakorolt a továb-
bi kutatásokra.

A háromtest-probléma alapján sok égi mechanikai prob-
léma vizsgálható. Pl. a Hold mozgása a Föld körül a Nap per
turbáló hatásának figyelembevételével, egy űrhajó mozgása
a Föld-Hold rendszerben, kisbolygók mozgása a Nap körül a
Jupiter perturbáló hatására, hármas csillagrendszerek di-
namikai fejlődése, stb. Érdekesség, hogy a naprendszerbeli
égitestek mozgását vizsgálva a háromtest-probléma azon ese-
teivel találkozunk, melyekben az egyik test tömege elhanya-
golhatóan kicsi a másik kettőhöz képest, vagy kettő tömege
sokkal kisebb a harmadiknál.

Jelölje a P., P~, P 3 tömegpontok tömegét rendre m^,

m 2, m_, helyvektorukat egy Oxyz inerciarendszerben, r_1 , £ 2,

r, (28. ábra)! A háromtest-probléma Newton-féle mozgás-

egyenletei :

ahol 2V!2V!3Zl (1.2)
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A mozgásegyenletek (1.1) differenciál-
egyenletrendszere 18-ad rendű. Kimutatható,
hogy (1.1) egy 6-od rendű rendszerre redu-
kálható. A rendszám először is a 10 klasszi
kus első integrál felhasználásával 10-el
csökkenthető. (1.1J első integráljai (leve-
zetésükre nézve az 1.1 fejezetre utalunk):

1. Tömegközéppont-integrálok:

28. ábra

jr m i I ' i = -' (1.3)

ahol a és b konstans vektorok. A rendszer P tömegközéppont-
jának r helyvektora: °

Z m.r.
í—i

Ezt figyelembe véve (1.3) azt fejezi ki, hogy a rendszer
tömegközéppontja vagy egyenesvonalú, egyenletes mozgást
végez (ha a i £ ) , vagy nyugalomban van (ha a = 0). (1.3)
skaláregyenletekben felírva 6 első integrált jelent.

2. Impulzusmomentum-integrál:

3

•i = 1
r± x m i r i = c,

ahol £ konstans vektor, a rendszer impulzusmomentuma
ponensekben felírva (1.4) 3 első integrált jelent.

3. Energia-integrál:

(1.4)

Kom-

i-i - U = h, (1 .5)
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ahol h állandó. (1.5) a rendszer mechanikai energiájának
állandóságát fejezi ki.

A 10 első integrál felhasználásával (1.1) rendszáma
8-ra redukálható. Két további transzformációval a rendszám
még kettővel csökkenthető, tehát (1.1) egy 6-od rendű rend-
szerre vezethető vissza. Az egyik transzformáció az idő
eliminálása; független változónak a t idő helyett az egyik,
pl. x, koordináta vezethető be. A másik transzformáció a

csomóvonal eliminálása; ez azt jelenti, hogy kanonikusvtár-
gyalásmódnál az egyik általánosított koordinátaként a három
tömegpont pillanatnyi pályasíkjának felszálló csomóhosszát
tekintve ez ciklikus koordináta lesz, így a hozzá konjugált
impulzus állandó, ami az egyenleteknek egy integrálja.

Az (1.1) -egyenletek redukálása az említett 6-od rendű
rendszerre cseppet sem triviális feladat, a háromtest-prob-
lémára vonatkozó korai irodalomnak ez volt az egyik fő té-
maköre. A redukciós eljárás részletei E. T. Whittaker (1917)
könyvében találhatók.

A transzformációk eredményeként visszamaradó 6-od ren-
dű differenciálegyenletrendszer integrálására igen nagy erő-
feszítéseket tettek. Az újabb integrálok keresésére irányuló
próbálkozásokat H. Bruns és H. Poincaré eredményei zárták
le. Bruns (1887) bebizonyította, hogy a háromtest-problémá-
nak nem létezik a 10 klasszikus első integráltól független,
további algebrai első integrálja. Poincaré (1889) kimutatta,
hogy transzcendens első integrálok sem léteznek, melyek a
koordináták és sebességek egyértékű függvényei lennének.
Mindez azt jelenti, hogy nem érdemes újabb első integrálok
kutatásával foglalkozni, mivel ha ezek léteznének is, annyi-
ra bonyolultak lennének, hogy segítségükkel a háromtest-
probléma megoldását meghatározni nem lehetne. A háromtest-
probléma tehát nem integrálható.

Az integrálok keresése mellett egy másik lehetőség
(1.1) megoldásának végtelen sorok alakjában való előállí-
tása. Ennél a megoldásnál a fő kérdés az, sikerül-e a kon-
vergenciát minden -°° <t<°°-re biztosítani. A háromtest-
probléma esetében ezt a feladatot K. Sundman (1912) finn
csillagásznak sikerült megoldania, aki minden t-re konver-
gens hatványsorok formájában megadta a háromtest-probléma
megoldását.

(1.1) megoldásának meghatározásakor különös nehézséget
jelent az ütközések problémája. Két tömegpont ütközésekor
ugyanis a megfelelő r. . távolság nulla lesz, s az ^.=0

pontban (1.1) szinguláris. Azt lenne jó tudni, hogy a kezdő-
feltételekből lehet-e következtetni az ütközések bekövetke-
zésére? Ha igen, akkor az ütközésre vezető kezdőfeltételek
kizárásával csak reguláris egyenletekkel lenne dolgunk,
melyek megoldása előállítható konvergens sorok formájában.
Sundman sokat foglalkozott az ütközések vizsgálatával. Há-
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rom tömegpont esetén hármas és kettős ütközések lehetsége-
sek. Hármas ütközésre a Weierstrass-Sundman-tétel ad szük-
séges feltételt. Eszerint a három tömegpont egy véges idő-
ben történő szimultán ütközéséhez az szükséges, hogy a rend-
szer impulzusmomentuma nulla legyen: c=0. Sundman egy téte-
le szerint c=0 csak úgy lehetséges, ha a három tömegpont
mindig ugyanabban a síkban van.

A hármas ütközések tehát a c^O feltétellel kizárhatók.
Ekkor azonban még előfordulhatnak kettős ütközések. Sundman
bebizonyította., hogy c^O esetén tetszőleges véges időinter-
vallumban csak véges számú kettős ütközés lehetséges. Más-
képpen, az egymást követő kettős ütközések időpontjainak
sorozata nem tarthat véges határértékhez. Sundmannak azon-
ban végül is nem sikerült olyan feltételt adnia, amellyel
a kettős ütközések kizárhatók lennének.

Az ütközések miatt fellépő szingularitások problémáját
Sundman a mozgásegyenletek regularizálásával oldotta meg.
Alkalmas új független változó bevezetésével sikerült az
(1.1) egyenleteket olyan alakra transzformálnia, melyek az
összes lehetséges kettős ütközésre nézve regulárisak. Ezen
reguláris egyenletek megoldása azután már előállítható
minden t-re konvergens sorok formájában.

Sundman tétele; ha a rendszer impulzusmomentuma nem
nulla (c^O) , akkor a három tömegpont baricentrikus derék-
szögű koordinátái és a tömegpontok közti távolságok az í»J
független változó hatványai szerint haladó hatványsorba
fejthetők. Ezek a sorok |co |<1 esetén abszolút konvergensek,
és a tömegpontok mozgását minden időpontban meghatározzák.

A t idő és az co változó közti kapcsolatot az

TTs
2ÍT-

^ 3

e 2 i X

+

(1.6a)

t

s = J (U + 1) dt (1.6b)

o

összefüggések adják, ahol U az (1.2) alatti erőfüggvény,
t a kezdőidőpont, II pedig a tömegekből és a kezdőfeltéte-

.lekből adott összefüggések alapján meghatározható pozitív
állandó (e a természetes logaritmus alapszáma). Az inverz
összefüggések
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dt = (U+1)"1ds. (1.7b)

Mivel az (1.6a), (1.7a) transzformáció a -1^co^.+1 tar-
tományt kölcsönösen egyértelműen a - **o<s <+ °° intervallumra
képezi le, ezt pedig (1.6b), (1.7b) szintén kölcsönösen egy-
értelműen a -oö<t< +oo intervallumba viszi át, azért a há-
romtest-probléma megoldását megadó Sundman-féle sorok minden
t-re konvergensek.

Sajnos azonban a Sundman-féle sorok konvergenciája hihe-
tetlenül lassú. D. Beloritzky (1933) példája szerint ahhoz,
hogy három egyenlő tömeg esetén (a konvergencia szempontjá-
ból legkedvezőbb esetben) a tömegpontok koordinátáit kb. 2

hónapra előre 0,1 -os pontossággal meghatározzuk, a Sundman-
féle soroknak több, mint 10 tagját kellene összegez-
nünk! A Sundman-féle sorok gyakorlati szempontból így nem
használhatók, segítségükkel a háromtest-probléma lehetséges
megoldásai nem tanulmányozhatók. A Sundman-tétel így elvi
jelentőségű, a megoldás egzisztenciáját bizonyítja. A Sund-
man-tétel jelentőségét emeli, hogy hasonló egzisztenciabizo-
nyítás n>-3 esetén az n-test problémára nem ismeretes.

2. AZ EULER- ÉS LAGRANGE-FÉLE MEGOLDÁSOK

Tetszőleges tömegek esetén a háromtest-problémának öt
egzakt partikuláris megoldása ismeretes, ezek az Euler- és
Lagrange-féle megoldások.

1767-ben L. Euler azt a problémát vizsgálta, lehetsé-
ges-e a háromtest-probléma olyan megoldása, amelyben a tömeg-
pontok mindig egy egyenesbe esnek. Euler három ilyen megol-
dást talált (29. ábra). 1772-ben Lagrange arra az általáno-
sabb kérdésre keresett választ, lehetséges-e a háromtest-
probléma olyan megoldása, amelyben a tömegpontok közti távol-
ságok aránya állandó, vagyis a rendszer konfigurációja a
mozgás során mindig önmagához hasonló marad. Lagrange öt
ilyen megoldást talált. Ebből három megegyezik az Euler-féle
megoldásokkal, két további esetben a három tömegpont egy-egy
egyenlő oldalú háromszög csúcsait alkotja (29. ábra). A Lag-
range-féle általánosabb, és ismertebb tárgyalásmód alapján
szokás ezt az öt megoldást Lagrange-féle megoldásnak nevezni.

Lagrange szerint az említett feltételnek eleget tevő
megoldás tetszőleges tömegek esetén csak úgy lehetséges, ha

a) mindegyik testre ható eredő vonzóerő átmegy a rend-
szer tömegközéppontján;

b) a testek gyorsulásai egyenesen arányosak a tömegkö-
zépponttól mért távolságukkal;

c) a kezdő hely- és sebességvektor közti szög mindegyik
testnél ugyanakkora;
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d) a kezdősebességek nagysága egyenesen arányos a tö-
megközépponttól mért távolságokkal.

E feltételek teljesülése esetén az egyes testek a rendszer
tömegközéppontjához, és egymáshoz viszonyítva is hasonló
kúpszelet-pályákon mozognak úgy, hogy eközben minden pilla-
natban vagy egy egyenes fektethető rajtuk keresztül (30.
ábra) vagy egy egyenlő oldalú háromszög csúcsait alkotják
(31. ábra). A három test mozgása ugyanazon síkban történik.

P3

30. ábra

31. ábra
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3 2 .

A,
Vi\

ábra

A Lagrange-megoldások levezetéséhez
helyezzük az Oxyz koordináta-rendszer kez
dőpontját a rendszer tömegközéppontjába!
Ez a tömegközéppont-integrálok alapján
megtehető. Az (1.1) mozgásegyenletek
vektoriális alakban

3 m. m.

3=1

és most a feltevés szerint (32. ábra)

3

' i* r, = 0 .

i = 1,2,3 (2.1)

(2.2)

(2.2) alapján írhatjuk, hogy

(m1+m2+m ) r^ + m 2 (r_2 - £^) , (£3
= 2

Innen az

M = m.+nu+m.

jelöléssel, és £.•=£•-£. figyelembevételével

M r_. = - m2£. 2 -
 m3£i 3 •

Mindkét oldalt négyzetre emelve kapjuk, hogy

M2r2 = m
2 4 +m 3

2r l3
2
 + 2»2»3r12r13.

Ha a rendszer konfigurációja nem változik, az
r2 3' r31 r e l a t í v távolságokra fennáll, hogy

12 "23 •33
(r. = -F

23 o
(t),

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

ahol (r,.) az r., értéke a t=t kezdőpillanatban.

A konfiguráció állandósága miatt az r_. , vektorok egy-
mással bezárt szögeinek is állandóknak kell lenniük. Ez
teljesül, ha az egyes tömegpontok ugyanabban a síkban,
ugyanakkora 8*. szögsebességgel fordulnak el a tömegközép-
ponthoz viszonyítva
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^ = e'2 = © 3 = e*(t). (2.7)

így (2.5)-bői és (2.6)-ból kapjuk, hogy

M 2 r 2

ahol «T1 az £ 1 2 és r13 vektorok közötti állandó szög. Innen

következik, hogy

és általában

ri = <ri>of(t)' (2*8)

ahol (r.) konstans.

(2.7) és (2.8) figyelembevételével az (1.4) impulzus-
momentum-integrálból következik, hogy

3 i - >
C = ^ m i ( r i > o f e*' ( 2' 9 )

2 •Mivel c konstans, f 6-nak is konstansnak kell lennie.
(2.9) szerint így minden egyes tömegpont felületi sebessége
állandó. Következésképpen mindegyik tömegpontra centrális
erő hat, azaz az egyes tömegpontokra ható eredő erő átmegy
a rendszer tömegközéppontján.

• Legyen F, a tömegegységre ható eredő erő a P. tömegpont

esetében. Ekkor P. mozgásegyenlete az r., 6. polárkoordi-

nátákkal kifejezve:

mi Fi = mi ( i ri " ri8*i U (2.W)

Innen (2.7) és (2.8) figyelembevételévé]^

m.F. = m. [f(r,) o - r.é
2j = m.r.(| - é2) .

Innen következik, hogy

F i : F 2 : F 3 = r i : r 2 : r 3. (2.11)
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Tehát a tömegegységre ható erők, és így (2.10) szerint a
testek gyorsulásai egyenesen arányosak a tömegközépponttól
mért távolságokkal.

Mivel a testekre centrális erők hatnak,

r. x F. = 0 és r. x ír". = 0 .
—X —X — —X —~X —*

Ezt felhasználva szorozzuk meg (2.1)-et i=1 esetén vekto-
riálisan r,-el! Ekkor azt kapjuk, hogy

itu m~ m„ m.,
0 = r i X ( _ r 1 2 + — £ 1 ^ £ 1 x(^~ r2 + )

r12 r13 r12 ri3

(2.2)-bői m3r_2~
at kifejezve, és ide behelyettesítve kapjuk,

hogy

r x m,r,(-4 *-) = 0 . (2.12)
~1 r r 3

r12 r13

Hasonló egyenlet vezethető le i=2 és 3 esetére is. Ezek az
egyenletek akkor és csak akkor teljesülhetnek, ha vagy

r12 r13 23 ' ! *' '

vagy
£1 x £?=r_2 x £•,=£, x £- = 0 . (2.14)

(2.13) az egyenlő oldalú háromszög megoldást adja, (2.14)
esetén a tömegpontok egy egyenesen helyezkednek el.

Vizsgáljuk az első esetet! (2.13) miatt (2.1) első
egyenlete a következő lesz:

- _ 2 m1

(2.4) figyelembevételével

•' + k M ^ ^ (2.15)
r

Mivel a három tömegpont által meghatározott háromszög

egyenlő oldalú, szögei 60°-osak, így (2.5)-bői kapjuk, hogy

2 2 _ 2 2 2
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Innen r-et kifejezve, és (2.15)-be helyettesítve kapjuk p
mozgásegyenletét: , '

k M
£*1 + ~^-L £-,=£, (2.16)

r1

a h 0 1 2 2 3/2
(nu + m, + ltum.,) '

1 + m 2 + m3)

(2.16) szerint a P1 tömegpont a rendszer tömegközéppont-
ja körül Kepler-féle mozgást végez, mégpedig oly módon,
mintha tömege egységnyi lenne, a tömegközéppontban pedig
egy M^ tömeg lenne elhelyezve. A tényleges pálya a kezdőfel-
tételektől függően valamilyen kúpszelet. Hasonló eredmények
érvényesek a másik két tömegpontra is. A három tömegpont
mozgása során mindig egy egyenlő oldalú háromszög alakú
konfigurációt alkot, amely háromszög foroghat, és amelynek
mérete oszcillálhat, vagy minden határon túl növekedhet.
Kimutatható, hogy a tömegpontok egymáshoz képest is Kepler-
féle mozgást végeznek.

Az egyenesvonalú konfiguráció esetén a három tömegpon-
ton átmenő egyenes legyen az x tengely. A P. tömegpontra

ható, tömegegységre vonatkoztatott erő ekkor

*, . * '
X12 X13

Mivel (2.8) szerint

konst.

f2

Mivel f a távolsággal arányos, P--re a távolság második hat-
ványával fordítottan arányos erő hat. Mozgása ezért Kepler-
mozgás, pályája valamilyen kúpszelet, és az elmondottak
ugyanígy a másik két tömegpontra is érvényesek. Mozgásuk
során a három tömegponton mindig egy egyenes fektethető ke-
resztül, ez az egyenes 6" szögsebességgel forog.

(2.11) szerint a tömegpontokra ható erőkre fennáll,
hogy

F1 : F 2 :P 3 = x.,: x 2 : X3.
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Ezt figyelembe véve, (2.1) felhasználásával írhatjuk, hogy

A x., = m 2 * 3 + m 3 ^j ', (2.18)

x.

X3~ X2 X1~ X2
—a— + m1 — * — , (2.19)3 ^

X23 X12

X1~ X1 X2"*X1
— 5 — + nu — a — , (2.20)
X13 X23

ahol A a kezdőfeltételektől függő konstans.
A három tömegpont egy egyenesen három különböző sor-

rendben helyezkedhet el. A lehetséges elrendezések! PoPo^1

P2 P3 P1' P2 P1 P3* vizs9^1juk az első esetet, és válasszuk az

x. irányt pozitívnak (33. ábra)! Legyen

33. ábra

x2-x3

X . - £ — i . (2.21)

X a P 3P 2 és P2P1 távolságok aránya, így X> 0. Nyilván

x
1 . x

3 = 1+X. (2.22)

Hogyan lehet X-et meghatározni? (2.18)-ból vonjuk ki
(2.19)-et, illetve (2.19)-ből vonjuk ki (2.20)-at. Ekkor fi-
gyelembe véve, hogy az x 1 2 , x 1 3 , x 2 3 távolságokra

X12 = X 1 " X 2 ' X13 = X1" X3' X23 = X2~ X3'

kapjuk a következő egyenleteket

_ • * + m / 1 _ i \ (2.23)
12 2 3 2 2

X12 23 13
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, 1 1

A x 2 3 = - -=5-^ + m1 (-2 j-) • (2.24)
X23

(2.21) és (2.22) szerint

5 1 2
X23 X12 X13

Ezeket az összefüggéseket (2.23)-ba és (2.24)-be helyette-
sítve

m L r 1
X 1 W •
x L (1+xp Jx

E két egyenletből A x ^ " * kiküszöbölve, X-re a következő
ötödfokú egyenletet kapjuk:

(m1+m2)X
5+(3m1+2m2)X

4+(3m1+m2)X
3-(ra2+3m3)X

2-(2m2+3m3)X -

- (m2+ra3) = 0 . (2.25)

Ez a Lagrange-egyenlet. A Descartes-féle előjelszabályból
következik, hogy (2.25)-nek csak egy pozitív valós gyöke
van, az egyenlet együtthatóiban ugyanis csak egyszer van
előjelváltás. így a P 3, P 2, P.. tömegpontokat ebben a sor-
rendben csak egyféleképpen lehet úgy egy egyenesen elhelyez-
ni, hogy mozgásuk Kepler-féle mozgás legyen.

A P 2, P 3, P. és P 2, P 1, P 3 sorrend esetén a távolságok
arányát a (2.25)-el analóg, az együtthatókban a tömegek ér-
telemszerű felcserélésével adódó egyenletekből lehet megha-
tározni.

Kimutatható, hogy az egyenesvonalű Lagrange-megoldások
instabilak. E. J. Routh (1877) vizsgálatai szerint a Lag-
range-féle egyenlő oldalú háromszög-megoldás lineárisan
stabil, ha

2
(íru+nu+m-,)

J > 27. (2.26)
n..in„ +m«mT+ni_m,

A Lagrange-féle megoldásokban a három tömegpont kon-
figurációja a mozgás során önmagához hasonló marad. Az
ilyen mozgásokat homografikus mozgásoknak nevezik. Homogra-
fikus mozgások az n-test problémában (n>3) is megvalósulhatnak.
E témakör összefoglalása Y. Hagihara (1970) könyvében ta-
lálható.
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A homografikus mozgások rotációból és (vagy) dilatá-
cióból tevődnek össze. Ha a tömegpontok konfigurációja csak
dilatál (tágul, vagy összehúzódik), a mozgást homotetikus-
nak nevezik. Ha a tömegpontok konfigurációja csak rotál,
relatív egyensúlyi megoldásról beszélünk (a tömegpontok ek-
kor egy megfelelő szögsebességgel forgó koordináta-rendszer-
ből nézve nyugalomban vannak).

Homotetikus mozgás akkor és csak akkor lehetséges, ha
a rendszer impulzusmomentuma nulla (c=0). Homotetikus moz-
gás esetén a tömegpontok a rendszer tömegközéppontján át-
haladó, rögzített egyenesek mentén mozognak. A homotetikus
mozgás lehet síkbeli és térbeli, attól függően, hogy az egye-
nesek egy síkban vannak-e vagy sem.

Ha c^O, csak síkbeli homografikus mozgás lehetséges,
a tömegpontok mindig ugyanabban a rögzített térbeli hely-
zetű síkban vannak. A tömegpontok vagy egy egyenesen helyez-
kednek el, és ez az egyenes forog a síkban (ez a megoldás a
Lagrange-féle egyenesvonalű megoldás általánosítása n > 3
esetére), vagy relatív egyensúlyi konfigurációt alkotnak
(ez a Lagrange-féle egyenlő oldalú háromszög megoldás álta-
lánosítása n > 3 esetére). A relatív egyensúlyi konfiguráció
alakja igen változatos lehet (n=4 esetén pl. trapéz, rom-
busz) , és csak speciális tömegértékek mellett valósulhatnak
meg.

A háromtest-probléma esetén a Lagrange-féle megoldás
akkor relatív egyensúlyi megoldás, ha a tömegpontok a Kep-
ler-mozgás speciális eseteként körmozgást végeznek.

3. A KORLÁTOZOTT HÁROMTEST-PROBLÉMA

A háromtest-probléma legbehatőbban vizsgált speciális
esete a korlátozott háromtest-probléma; meghatározandó egy
elhanyagolható tömegű test mozgása két másik, ehhez képest
nagytömegű, a közös tömegközéppontjuk körül körpályán ke-
ringő test gravitációs terében, feltéve még, hogy a testek
mindig ugyanabban a síkban vannak.

A korlátozott hárorntest-probléma megfogalmazását a
Naprendszerben előforduló példák ösztönözték. Jó közelítés-
sel ezt az esetet valósítják meg pl. a Nap-Jupiter rend-
szerben mozgó, kis pályahajlású kisbolygók.

A korlátozott háromtest-probléma lényegét tekintve
ugyanazokkal a nehézségekkel rendelkezik, mint a háromtest-
probléma, ugyanis egyikük sem integrálható. Ugyanakkor a
korlátozott háromtest-probléma mozgásegyenletei egyszerűb-
bek, ami jelentősen megkönnyíti a probléma vizsgálatát.
A korlátozott háromtest-problémára nyert eredmények alkal-
mazhatók a háromtest-probléma további eseteinek vizsgálatá-
ban.

A következőkben a korlátozott háromtest-problémát
V. Szebehely (1967) kitűnő összefoglaló könyve alapján tár-
gyaljuk.
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A korlátozott háromtest-probléma mozgásegyenleteihez
a (2.1) egyenletekből juthatunk el, az egyik tömeg csökken-
tésével, írjuk ki (2.1)-et mindhárom testre részletesen:

2 m1 m2 2 m1 m3
z ^r-k^ Ll £ (3.1)r12

= "k ~^T £i2+k "^V" ̂ 23' (3'2)
r12 r23

(3-3>

Tartsunk pl. m3-al O-hoz! Ekkor az első két egyenletben a

harmadik test hatását kifejező jobb oldali második tag egy-
re csökken, és határesetben nullává válik. Az m3=0 esetben
az első két egyenletből kapjuk

2

 m1 m2 - 2 m1 m2
»,£! = k — 3 - ^ 1 2 ' m2£2 = "k — 3 - ^ 1 2 - (3*4)

r12 r12

Ezek az egyenletek a P1 és E>2 tömegpontok mozgását határoz-
zák meg, kölcsönös gravitációs vonzásuk hatására. (3.3)
mindaddig érvényes marad, amíg nu^O. Az m,=0 határesetben

azonban az egyenlet azonosan nullává válik. így a korláto-
zott háromtest-probléma alapfeltevése: m3 kicsi, de nem

nulla. Ekkor a (3.3)-bál nu-al való egyszerűsítéssel adódó

2 m1 2 "b
£3 = k - r £ 3 1 - k -TÍ23 (3'5)

r31 r23

egyenlet pontosan meghatározza P, mozgását. Ugyanakkor a
(3.4) egyenletek csak közelítőleg adják meg P.. és P 2 mozgá-
sát, ez a közelítés annál jobb, minél kisebb m,. A korláto-
zott háromtest-probléma mozgásegyenleteit (3.4} és (3.5)
szolgáltatja. Ezek közül (3.4) megoldása nem okoz problémát,
hiszen ez a kéttest-probléma mozgásegyenletrendszere. így a
tulajdonképpeni feladat (3.5) megoldása. (3.5) vizsgálata-
kor (3.4) megoldásától függően több eset lehetséges.
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1. Korlátozott háromtest-probléma.

Feltesszük, hogy P,. és P 2 körmozgást végez, és P, min-

dig a P- és P 2 keringési síkjában van.

A korlátozott háromtest-probléma térbeli esetében P-,

mozgása nincs P.. és P 2 keringési síkjára korlátozva. Ez az

eset a nagy pályahajlású kisbolygók mozgásának vizsgálatára
alkalmas.

2. Elliptikus korlátozott háromtest-probléma.

Feltesszük, hogy P.. és P 2 ellipszis alakú pályán mo-
zog. Itt is megkülönböztethető a síkbeli és térbeli eset.
Az elliptikus probléma sok esetben jobb közelítést nyújt,
mint a (kör) korlátozott háromtest-probléma, ám matematikai
szempontból ez lényegesen nehezebb probléma.

3. Perturbált kéttest-probléma.

Feltesszük, hogy P.. és Pj közül az egyik tömege sokkal

kisebb a másikénál, pl. m ? « m . P., mozgását ekkor elsősor-

ban P- gravitációs vonzása határozza meg, melyet P 2 kissé

perturbál. Ez az eset fontos pl. a bolygók kölcsönös per-
turbációinak kiszámításánál.

4. Kétcentrum-probléma.

Feltesszük, hogy P, és P 2 rögzített helyzetűek (most

tehát (3.4) nem érvényes), és keressük P~ mozgását ezek

gravitációs terében. Ez a probléma integrálható! A megoldás
a mesterséges holdak mozgására alkalmazható. A bolygók gra-
vitációs tere (a potenciál sorfejtésének első tagjai) bi-
zonyos mértékig ugyanis közelíthető a kétcentrum-probléma
gravitációs terével, ez utóbbi paramétereinek alkalmas meg-
választása esetén.

A (3.5) egyenletet írjuk fel a korlátozott háromtest-
probléma esetére! Az egyenletes körmozgást végző P.., P_ tö-
megpontok távolsága legyen i (34/aábra) , középmozgásuk
(szögsebességük) n! A rendszer 0 tömegközéppontja P. és P„
összekötő egyenesén van, távolsága P?-től

a =

illetve P.-től
i
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OXY inerciarendszerben P mozgásegyenletei

ahol t* az idő,

d 2 X _ 3U d 2 Y 9U

dt * 2 " a x ' dt* 2 = a Y
(3.6)

(3.7)

és R1, R2 a P 1P 3 illetve P 2P 3 távolság. Ha t = 0-kor P1 és

P 2 az OX tengelyen van (P1 a pozitív OX tengelyen), akkor a

Y.j), P 2

( X2 koordináták

= b cosnt

= b sinnt

, X~ = -a cosnt

= -a sinnt

Az
(Y-Y.,)2, 2+{Y-Y 2)

2

távolságok így az idő explicit függvényei. Mivel R.-en és

R~-n keresztül U is függ az időtől, a (3.6) egyenletekre

nem vezethető le a szokásos módon az energia-integrál.
(P.,-at a hármas rendszerből különválasztva ennek energiája

külön nem állandó.) Ha azonban a mozgásegyenleteket egy
P..-el és P_-vel együtt forgó koordináta-rendszerben ír juk

fel, melyben P.. és P 2 koordinátái állandók, akkor levezet-

hető lesz egy az energia-integrállal analóg integrál.

P3(X,Y)

34/a ábra

P3(i,y)

34/b ábra
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Legyen Oxy egy n szögsebességgel egyenletesen forgó
koordináta-rendszer (34/b ábra), melynek Ox tengelye t* = 0-
kor egyezzék meg OX-elJ Az OXY és Oxy koordináta-rendszerek
közti transzformációs összefüggések:

X = x cos nt*-y sin nt*,

Y = x sin nt*+y cos nt*. (3.8)

Ezt a transzformációt a (3.6) egyenleteken végrehajtva a
következő egyenletekhez jutunk:

(3.9)

ahol
m1 m

r1 r2

és r-j, r- a P1P3 illetve P 2

P3 távolság. Mivel P.. koordinátái:

x ^ b , y..=0, P 2 koordinátái: x"2=-a, ̂ 2

=®' *9 V

r 1 ="V(x-b)2+y2, r 2 ="V(x+a)2+y2.

Látható, hogy f*, Fj és így U most már nem függ explicite

az időtől. (3.9)-ben a bal oldalon a második tag a Coriolis-
erő, a harmadik tag a centrifugális erő (egységnyi tömegre
vonatkoztatva).

Dimenziótlan koordináták bevezetésével (3.9) egyszerűbb
alakra hozható. Új független változó legyen

t = n t*, (3.11)

azaz a körmozgást végző testek középanomáliája. Az egyszerű-
ség kedvéért a továbbiakban ezt fogjuk időnek nevezni. Le-
gyen továbbá

x - f f y - f , r, - Í l # r2-
X-f , (3.12)

ahol í a P 1P 2 távolság. Végül legyen
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+m ' ^2 = m +m * (3.13)

Az új változókkal (3.9)-bői kapjuk, hogy

d t2 at " * " 3x

ahol
V2(m 1+m,) jU- /t,

U* = k 1 2

 ( ?1 + ji) .

n t 1 2

A harmadik Kepler-törvény szerint azonban

.2 „3

így

ahol

Mivel

a,2 2

T ) +y ,

a _ m1 . .
£ mi+m2 ^

így

"2

Legyen

Ezzel (3.14) így írható

(3.14)

(m1+m2) = n
2

_L + _f , (3.15)
r1 r2

r2 =f(x+Ju1)
 2
+y

2. (3.16)

XÍ= i(x2 + y2) + ̂ 1 + ^ i . (3.17)2 rt r2
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dfx _ dy OH

d t2 ~ * at
 = ax '

(3.18)

Legyen

H = A + ̂ -,^2 • (3.19)

Nyilván

d2x „ dy an
^2 - dt = 02

dt' d t

Könnyen ellenőrizhető, hogy

A tehát szimmetrikus függvénye a változóknak.
(3.20)-ban további egyszerűsítés érhető el

figyelembevételével. Legyen

í g y

Ekkor

d t

1

2 dt

T dx
2 dt

ahol
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HU
r4r- , (3.22)

(3.23)



(3.24)

r., =
2+y 2 . (3.25)

Az egyes változók jelentését a 35. ábra mutatja.

P3(x.y)

35. ábra

A (3.23) egyenletek a korlátozott háromtest-probléma
leggyakrabban használt mozgásegyenletei. Látható, hogy a
feladat mindössze egy paramétertől, ^i-től függ. Mivel a

0 </i - •*• eset csak annyiban különbözik a J - J U < 1 esettől,

hogy a P 1 és P o tömegpontok szerepe felcserélődik, azért
< 1

nyilván elegendő csak a 0<>t=j esettel foglalkozni. Megje-
gyezzük, hogy az irodalomban gyakran lehet találkozni a
jd=0 eset vizsgálatával is. Ez "fizikailag" annak felel meg,
hogy két nulla tömegű részecske mozog egy véges tömegű test
gravitációs terében. A probléma vizsgálata matematikai szem-
pontból érdekes. Itt említjük meg, hogy a korlátozott három-
test-problémára vonatkozó kutatások összefoglalása V. Sze-
behely (1967) monográfiájában található.

A (3.23) egyenletek vizsgálatakor az úgynevezett kano-
nikus egységeket használják. Ez azt jelenti, hogy egység-
nyinek tekintik a P..P., távolságot: l = 1 , az össztömeget:

2

n u + n u ^ , a gravitációs konstanst: k =1, a t független vál-

tozó egységét pedig úgy választják meg, hogy teljesüljön a
2 2 3

harmadik Kepler-törvény. Mivel k (m 1+m 2)=n £ -ból ezen egy-

ségekkel n=2'Ti'/T=1 adódik, innen következik, hogy a P1 és P-
tömegpontok egyszeri körülfordulási ideje T = 27T időegység.

A (3.23) egyenleteknek egy első integráljuk ismeretes-
Levezetéséhez szorozzuk meg (3.23) első egyenletét dx/dt-vel,
a másodikat dy/dt-vel, majd az így nyert egyenleteket adjuk
össze. Ekkor azt kapjuk, hogy 183



d2x dx d^x dy_ = d£i dx _3A dy_
dt2 d t dt2 d t a x dt ay dt *

Mindkét oldalt idő szerint integrálva, és figyelembe véve,
hogy íl explicite nem függ t-től, kapjuk, hogy

(f)(^ -C, (3.26)

ahol C konstans. (3.26) a Jacobi-integrál, C a Jacobi-kons-
tans.

A Jacobi-integrál létezése nagy jelentőségű a korláto-
zott háromtest-probléma vizsgálata szempontjából. Ez ugyan-
is lehetővé teszi a P., tömegpont mozgása számára lehetséges

és tiltott tartományok meghatározását. A Jacobi-integrál a
numerikus vizsgálatokban mint ellenőrzési lehetőség használ-
ható fel. A Jacobi-integrál jelentőségét emeli, hogy a há-
romtest-probléma más eseteiben hasonló szerepet betöltő
integrál nem ismeretes. (A Jacobi-integrál a korlátozott
háromtestz-probléma térbeli esetére is levezethető.)

A Jacobi-integrál egy érdekes alkalmazása az üstökösök
azonosítására szolgáló Tisserand-kritérium (1896). Az üstö-
kösök pályája valamely nagybolygó közelében elhaladva a
perturbációk hatására annyira megváltozhat, hogy egy üstö-
kös régebbi és új pályaelemeit összehasonlítva nehéz eldön-
teni, ugyanarról az üstökösről van-e szó. A Tisserand-krité-
rium szükséges feltételt ad meg két üstökös azonosságára.
Feltéve, hogy a korlátozott háromtest-probléma modellje al-
kalmazható a Nap-nagybolygó-üstökös rendszerre, a Jacobi-
integrálból levezethető a következő közelítő összefüggés

(1-e ) = állandó, (3.27)

ahol a, e az üstökös-pálya fél nagytengelye és excentrici-
tása, n' a perturbáló nagybolygó középmozgása, k a Gauss-
konstans. Két különböző időpontban megfigyelt üstökös azo-
nossága esetén (3.27)-bői ugyanazt a konstanst kell kapnunk
(bizonyos hibahatáron belül) .

A Jacobi-integrál a korlátozott háromtest-probléma
térbeli esetére is levezethető. A Tisserand-kritérium a
térbeli esetben

a

ahol i az üstökös pályahajlása.
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4. EGYENSÚLYI MEGOLDÁSOK

A korlátozott háromtest-probléma (3.23) egyenleteinek
az

x = y = x = y = 0 (4.1)

feltételt kielégítő megoldásait egyensúlyi megoldásoknak ne-
vezik (a pont a t idő szerinti differenciálást jelenti).
(4.1)-et (3.23)-ba helyettesítve következik, hogy az egyen-
súlyi megoldásokat a

egyenletek adják* Mivel

3^ __ _ x

= x (1 _ 12L _ ̂ j O l ^ i --ÍÜl^i, (4.3)

= 0, |£ = 0 (4.2)
Qy

4
^-M

3
* 1

^23

3 ' '
r 2

^l(1-jU)

- 2
3

(4.4)

így az egyensúlyi megoldásokat szolgáltató egyenletek

r1 r2 r1 r2

(4.5)

yd - ̂  - -4~) = o . (4.6)

A r2
3

Ezen egyenletrendszer megoldásánál két eset különböz-
tethető meg.

1 . eset;

Ekkor (4.6)-ból

lf ^ = 0 . (4.7)
r
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Ezt <4.5)-be helyettesítve adódik, hogy r =r 2, majd (4.7)-

ből kapjuk, hogy r 1=r 2 = 1. P 3 tehát P^hez és Pj-höz képest

akkor van egyensúlyban, ha a három tömegpont egyenlő oldalú
háromszög csúcsait alkotja. P.-nak az r1=r»=1 feltételt ki-
elégítő két egyensúlyi helyzetét a 36. ábrán L. és L 5 je-
löli. Az L 4, L 5 pontok koordinátái:

2' 2 ) , 1 VT.
- -2", j-J .

2. eset; y=0.

Az egyensúlyi megoldások ekkor az x tengelyen vannak.
(4.5) most így írható:

x -
1 - (x + 1 - = 0 . (4.8)

(4.8) megoldásakor P-,-nak az x tengelyen elfoglalt helyzete

szerint három eset lehetséges:
a ) P 3 a P2-től balra van (37. ábra).

Ekkor

így

x <ju - 1 ,

JX - jU | = - (X-JJi) , | K+1-^U | = -ÍX+1-JJ)

186



így (4.8)-ból kapjuk, hogy

Ez az egyenlet átrendezéssel x-re nézve ötödfokú egyenletre
vezet. Célszerű a megoldást az

x */i - 1 -?

alakban keresni. A helyettesítéssel járó számításokat el-
végezve f -re a következő egyenletet kapjuk:

?

5 + |4(3-/i) + >f3(3-2jui)-/i -g
2 - 2ju£ -^i = 0 . • (4.10)

Megjegyezzük, hogy (4.10) speciális esete (2.25)-nek
m3=0-ra. A Descartes-féle előjelszabály alapján megálla-
pítható, hogy (4.10)-nek egy pozitív valós gyöke van. így
az x <JJL -1 tartományban P„-nak egy egyensúlyi helyzete le-
hetséges. Jelöljük ezt a pontot L..-el (37. ábra)!

(4.10) megoldása legegyszerűbb számítógépes iteráció-
val . Az egyenletet a

-3 = MÍU%)2

3 3-2/1- + !(3->x+f)

alakba rendezve látható, hogy kezdő közelítésnek

3-2ju

választható.

P3(x.O) P2(A-1,C0 P̂ yu.O) x

37. ábra

Az L- pont x koordinátája előállítható a következő

hatványsor formájában is
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ahol

így

b . Po a P,, és P, között van (38. ábra).
Ekkor

M - 1 <x</i ,

x - ja\= ~ (x-ju) ,

(4.11)

P2(M--10) P3 (x.O)

38. ábra

így (4.8)-ból kapjuk, hogy

x +
r íx+1-ju)2

= 0.

Az
X = jU-1 +

helyettesítéssel (4.12) a

f

5 - (3-^JI4 + (3-2M)| 3 - -JU - 0

(4.12)

(4.13)

egyenletre vezet. Kimutatható, hogy (4.13)-nak egy pozitív
valós megoldása van a vizsgált tartományban. (4.13)-at a

3-2M- S(3-ju-|)

alakba rendezve látható, hogy iterációs megoldás esetén a
kezdő közelítés

) 1 / 3

lehet.
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A P 1 és P 2 közötti egyensúlyi pontot jelöljük L 2-vel

(38. ábra)! Ennek x koordinátájára levezethető a következő
megoldás:

ahol

így

c) P 3 a P.j-től jobbra van (39. ábra).

Ekkor

x >ju , x>ju - 1 ,

|x - ju|= x - JJL,

f̂ (x.O)

39. ábra

így (4.8)-ból kapjuk, hogy

x _ (4.15)

(4.15) megoldását az

X = JX +t

alakban keresve f -re a következő egyenletet kapjuk

(1-> 1) = 0.(4.16)

Ennek az egyenletnek egy pozitív valós gyöké van. Az iterá-
ciós megoldáshoz rendezzük (4.16)-ot a következő alakba

1+2,u+f(2+u+|)
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Innen l á t h a t ó , hogy kezdő köze l í tésnek

v =/_bu\1/3
5° h+2jui

választható.
Mivel kisjü-re f «* 1 , célszerű alkalmazni a

5= 1 +"l

helyettesítést. Ezzel

2 7ju = 0. (4.17)

Ennek iterációs megoldásakor a kezdőérték

rn = - 7-^ ~ _ léi
lo 2(6 + 7>i) 12

lehet.
A P^től jobbra eső egyensúlyi megoldást jelöljük

L,-al! L., x koordinátájára levezethető a következő megol-

dás

30703^ , „f
(4.18)

ahol _

A korlátozott háromtest-problémának öt egyensúlyi meg-
oldása létezik. P--at az L. pontok valamelyikébe a P , P„

pontokhoz képest zéró relatív sebességgel belehelyezve, P.,
helyben marad, helyzetét P -hez és P_-höz képest nem vál-
toztatja meg. Ez az egyensúlyi helyzet azonban csak a forgó
Oxy koordináta-rendszerben áll fenn, egy nyugvó koordináta-
rendszerből nézve az L.-ben helyet foglaló P, tömegpont

P..-el és P2~vel együtt forog.

A korlátozott háromtest-problóma egyensúlyi megoldásai
a háromtest-probléma Lagrange-féle megoldásainak felelnek
meg. Jelölésükre ezért használják az L ± betűket. Szokás a
Lagrange-pont elnevezés is.

Az L. , L_, L., Lagrange-pontok x koordinátáit a /x tö-
megparaméter függvényében a 40. ábra szemlélteti. Látható,
hogy kis ja esetén L- és L 2 közvetlenül P 2 közelében, L 3

pedig P.-re szinte szimmetrikusan, az ellentétes oldalon
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helyezkedik el (ez jellemző a Nap-nagybolygó rendszerekben
a Lagrange-pontok elhelyezkedésére). Aja=0,5 esetben L„ az

origóba esik, L 1 és L-j, illetve P 2 és P. erre nézve szimmet-

rikusan helyezkedik el.

A 41. ábra az L^, L 2, L, Lagrange-pontok által külön-

böző ju-kre elfoglalható tartományokat mutatja.

-1 -

minimum:
A= 0.178944...
x =-1,271630...
40. ábra

5. AZ EGYENSÚLYI MEGOLDÁSOK STABILITÁSA

Az egyensúlyi megoldások lineáris stabilitásának vizs-
gálatához keressük a (3.23) egyenletek megoldását az

x = x i + ̂ , y = y i + "1 (5.1)

alakban, ahol x^, y. az L. Lagrange-pont koordinátái,^ és
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T^ pedig kis mennyiségek, melyek négyzetei és egymással való
szorzata elhanyagolható. Az (5.1) feltétel annak felel meg,
hogy a P, tömegpontot az L. pontban elfoglalt egyensúlyi

helyzetéből kissé kitérijük. Arra vagyunk kíváncsiak, hogy
a kiterítést leíró J,% mennyiségek időben hogyan változnak?
(5.1)-et (3.23)-ba helyettesítve, az egyenletek jobb olda-
lát az (x,, y.) pontban a lineáris tagokig bezárólag sorba

fejtve, t és *% meghatározására a következő egyenleteket kap-
juk :

xy
(5.2)

xy yy

(i)
azahol az fLtJ-', XI ( l ) , il ( l ) parciális deriváltakatxx xy yy

L.(x.,y.) pontban kell venni (erre utal az i index).

A Lagrange-pontok lineáris stabilitása az (5.2) lineáris
variáció's egyenletekből határozható meg.agyi

áll(5.2) állandó együtthatós, lineáris differenciálegyen-
letrendszer. Partikuláris megoldásait a

= A expAt, % = B expXt (5.3)

alakban kereshetjük, ahol A, B, A állandók. Ezek meghatározá-
sához helyettesítsük (5.3)-at (5.2)-be. Ekkor A-ra és B-re
a következő homogén, lineáris algebrai egyenletrendszer
adódik

A( X 2 - - B (2

B( X 2 -

= o ,

= 0 .

(5.4)

Ennek akkor és csak akkor van nem triviális megoldása, ha,
az egyenletrendszer determinánsa nulla

xx

.(i)
í xy A2 - A

xy

(i)
yy

= o (5.5)

A determinánst kifejtve A.-ra a következő karakterisztikus
egyenletet kapjuk:
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x4+ ̂ 2(4 - aa)- n a ) ) + nli) n{i)- fn U ) ? = o. (5.6)
A. '<- v-» >*• xx yy xx *• yy v xy/
Feltéve, hogy ennek a negyedfokú egyenletnek négy

különböző X. gyöke van, (5.2) általános megoldását az egyes
X • gyökökhöz tartozó partikuláris megoldások lineáris kom-

binációja adja

f =' HZ Aj exp \.t, %= JZ1 B. exp ?Ut, (5.7)

ahol A.-k tetszőleges állandók, B. pedig (5.4) alapján A.-

vel kifejezhető

. 2 3 *y A.. (5.8)

3 xy A j yy

A Lagrange-pontok stabilitását a X. karakterisztikus

kitevők határozzák meg. Ha mindegyik 71. tiszta képzetes,

5 és % változásai periodikus tagokból tevődnek össze. Ekkor
az L. pontot stabilnak tekintjük, ugyanis p_ a kiterítés

után L. közelében marad. (Megjegyezzük, hogy általánosabban

a stabilitásnak a A. gyökök tiszta képzetes volta csak szük-

séges feltétele.) Ha van olyan ?l. gyök, melynek valós része

pozitív, az ennek megfelelő tag 5 és % exponenciális növe-
kedését okozza. Ebben az esetben az L. pont instabil.

A karakterisztikus egyenlet gyökei az L. pontoktól
függenek. x

1 . L1, L2# L 3 esetej

Az íl . fi , D- parciális deriváltakat kiszámítvaxx yy xy

kapjuk, hogy y=0 esetén

C (X,O) =
(X,O) 1 +

X x r5 r 5

r1 r2
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x y

ahol -

p x y(x,O) = 0

r1 = lx^4 r2 =
Így mindhárom Lagrahge-pontban

n1^ = °- <5-9>
Az L. pont esetén

-̂ u = -r 2.
így

xx
r1 r2

írjuk XI (x,0) kifejezését a következő alakba

O íx 0) = 1 - -Í2Ü _L _ JL-ilyy(x,0) 1 — —
r1 ' 2

2

Itt az(1-^u)/r1 szorzó kifejezésére az L.. pont esetén hasz

náljuk fel a következő összefüggést:

r1 r2

mely (4.9)-bői x = ju-r1, x+'i-ju=-r9 figyelembevételével
adódik. így ' ^

n ( 1 ) = 1- -Lír -Ai- -£-1- ̂ - - U Í - L + — í ^ L
r|

r2 ' 1 r2

mivel r2-r. = -1.

Figyelembe véve, hogy az L. pont esetén r2 <1 , így

n (
y y <
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Hasonlóan lehet belátni, hogy az L- és L., pontokban is

(5.9) figyelembevételével (5.6) így írható:

x*< x
2« -n«» -n<»» -n 1"

Legyen

= X 2* (5.14)

oí = 2 — UL f (5.15)
2

és mivel /l A < 0, azért

/l2 (i) « (i)
r -^ xx i yy* (5.16)

Ezekkel a jelölésekkel (5.13)-ból kapjuk, hogy

yl2 + 2cíA- (h2 = 0 . (5.17)

(5.17) megoldása:

0,

(5.18)

A 2
(5.14)-bői így

A karakterisztikus egyenlet gyökei tehát mind különbözők,
TV- és 7̂ 2 valósak, X 3 és \. tiszta képzetes. Mivel 7^^ és

"X? ellenkező előjelűek, egyikük biztosan pozitív, így az

L,, L-,, L-, pontok instabilak. A lineáris instabilitás maga
— ^ / j

után vonja a nemlineáris instabilitást is.

Az L 1, L_, L^ pontok instabilitása nem jelenti szük-

ségszerűen azt, hogy P,-at ezen pontok valamelyikéből kité-

rítve P, el is távolodik az egyensúlyi helyzettől. A kezdő-
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feltételek alkalmas megválasztásával ugyanis megvalósítható
az L 1, L-, L 3 pontok körüli, infinitézimálisan kis amplitú-
dójú periodikus mozgás.

Általános esetben a megoldást (5.7) adja

*•_ y-'A. exp A.;t ,>%= -A-* B expA.t. (5.7)

Innen a sebességkomponensek

4^ . 4
\..A. exp A .t, n^ =YJK^ -exp A .t. (5.20)

Az (5.7), (5.20) összefüggésekben négy tetszőleges A. ál-

landó szerepel, B. az A.-vei kifejezhető. Megadva a t idő-

pontban a JO/°T.O# £*o# "Ío kezdőfeltételeket, (5.7)-ből és

(5.20hból A.-k meghatározhatók. Könnyen látható, hogy lé-

teznek olyan kezdőfeltételek, melyekre A-=0, A_=0 lesz.

Ebben az esetben a megoldás

5 = A 3 exp 7l3t + A 4 expA 4t,

(5.21)
"1 = 3^ exp A 3t + B 4 expA 4t.

De A. = - A-,

és (5.8), (5,9) szerint 2 ^±.
'h? -fi w

B3 =

^4 íl xx
B4 = - , A4 =

ahol
^ 2 n ( i )

r̂- = -2 ££ . (5.23)

így

196

= Ao exp X^t + A. exp (-A
3 J 4
o exp X^t + A.
3 J 4 (5.24)

exp (-X3t)] .



Küszöböljük ki t-t az egyenletekből. Mivel

J + 1 = 2 A3 exp\3t,

J - % = 2 A4 exp (->3t),

e két egyenletet összeszorozva kapjuk, hogy

- -% = 4 A- A..
%2 3 4 (5.25)

4A_A.-el osztva látható, hogy ez A-A.> 0 esetén egy ellip-

szis egyenlete, mert 0. Legyen

-v 2 n (j

q ='V- 2ÍÍA.

a = 2q"N/A3A4,

b = 2-N/A3A4.
(5.26)

Látható, hogy q valós, és kimutatható, hogy mindhárom Lag-
range-pontban q > 1 . Ezekkel a jelölésekkel (5.25)-ből kapjuk,
hogy

2 2

5r + % = 1. (5.27) •

Mivel a >b, az ellipszis nagytengelye az *\, tengelyen van
(ez párhuzamos az y tengellyel, 42. ábra). Az ellipszis
excentricitása

e - - (|)2 4 -4 • (5.28)

iy

L2 P,

42. ábra
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Az L.J, L 2, L 3 pontokban különféle JU értékekre (5.26)-ból q

kiszámítható, majd (5.28)-ból e is meghatározható. Például
ju = 0-ra L.j-ben és L2~ben e = 0,95017 ..., L -ban

e = 0,86602... . jji = 0,5-re L2~ben e = 0,97377... . Az ellip-
szis tengelyeinek nagyságát a kezdőfeltételek határozzák
meg. A mozgás iránya az ellipszisek mentén - mint kimutat-
ható - retrográd (ellentétes a koordináta-rendszer forgásá-
nak irányával), periódusa 211/ \J IA2! • Ezek az ~L. , L,, L 3

pontok körüli infinitézimálisan kis periodikus pályák az
amplitúdó növelésével periodikus pályacsaládokká folytat-
hatók (5.8 fejezet).

2. h., L- esete:

Kiszámítható, hogy ebben az esetben

(i) _ 3 Q(i) _ 3/f _ i, n(i) _ 9 . _
•^xx " 4 ' i l xy - 2 T 2} ' 1L yy " 4' ^-^'

ahol A -ben a + előjel az L., a - előjel az LK pontra
•Z

vonatkozik. így (5.6)-ból

x4 + x2 + x - ^ n ~̂ u) = °- (5-30)

Mint korábban, A = % bevezetésével

2 + A + II u d ) = o (5 31)

Az egyenlet megoldása:

A
1 > 2 -

A gyökök a

d = 1 - 27>i (1->i)

diszkriminánstól függnek. A diszkriminánstju függvényében
a 43. ábra mutatja. A

27/J2 - 27ju + 1 = 0

egyenletet megoldva l á t h a t ó , hogy
a) 1 > d > 0 , ha 0</i <AIQ,
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43. ábra

Vizsgáljuk külön ezeket az eseteket!

Ekkor 1 >d> 0 miatt (5,31)-nek két különböző valós
gyöke van

+ {? A~ -A, = - i + i {?. A 2 ~ i - i

Figyelembe véve d értékhatárait,

Tehát A< és A~ negatív. így mindegyik X. gyök tiszta kép-

zetes lesz

•1,2 -

A
3 / 4

ahol

(5.33)

(5.34)

A négy különböző, tiszta képzetes X. gyök létezése azt je-

lenti, hogy a 0 <ja.< M esetben az L,, L,. pontok lineárisan

stabilak, abban az értelemben, hogy J és «£ változásait pe-
riodikus tagok írják le. Az L.-ből kissé kitérített P, tömeg-

pont L,-be nem fog visszamenni, de nem is távolodik el kor-

látlanul, hanem kis amplitúdójú rezgéseket végez L. körül.
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(5.2) általános megoldása ebben az esetben

ahol A.-k tetszőleges állandók, és B. az A.-vei (5.8) alap-
ján kifejezhető. Az Euler-formulák felhasználásával, továb-
bá A.-k helyett a

S1 =\PT(A1-A2), S 2

állandókat bevezetve a megoldás a következő alakba írható:

J= C. cosV^ + S ^ i n V ^ + C~ cosjJ-t + S-sinií^t,

1= C. cosV^ + S.sinV t + Q cosV2t + S-sini32t.
(5.35)

Itt

C. = ^

s. =-Gj

G . =

xy ~ j '

- > 0.

yy

0 0.01 0.02 0.03 A o= 0.0385.

44. ábra
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(5.35) szerint P, az L. vagy L_ pont körül két külön-
böző frekvenciájú harmonikus rezgésből összetevődő mozgást
ír le. E mozgás amplitúdója igen kicsi, hiszen ^ és ^ máso-
dik hatványát elhanyagolhatóan kicsinek tekintettük. A V-,

))- frekvenciák (5. 34) • szerint egyedül a ju. tömegparamétertől

függenek. A frekvenciák /i-tól való függését a 44. ábra mu-
tatja. (5.34)-ből látható, hogy V 2 — V-i és az egyenlőség

jd=ja -ra teljesül. A frekvenciáknak megfelelő periódusok:

T _ 25T 23T

így V-i = V ? miatt T..=T2. Haju-*-0, a periódusok élesen külön-

böznek. Ennek megfelelően a T~ periódust rövidnek, a T.-et

hosszúnak nevezik, és rövid periódusú, illetve hosszú pe-
riódusú mozgásról beszélnek. Az L., L 5 pont körüli, V. és

V2 frekvenciájú mozgásokat szokás librációs mozgásnak, és

ennek megfelelően magukat a Lagrange-pontokat librációs
pontoknak nevezni.

Az L., L 5 pontok körüli mozgásokra a természetben is

ismerünk példákat. A háromtest-probléma Lagrange-féle meg-
oldásait hosszú időn keresztül csupán elméleti érdekességű-
nek tekintették. 1907-ben azonban felfedezték az Achilles
nevű kisbolygót, amely az első természetes példát szolgál-
tatta a Lagrange-megoldásra. Ez a kisbolygó a Nap-Jupiter
rendszer L. pontja közelében elhelyezkedve végzi keringé-
sét a Nap körül. Eközben a Jupiterrel együttforgó koordiná-
ta-rendszerből nézve az L. pont körül librációs mozgást is

végez. A Nap-Jupiter rendszer esetén /i=0,00095 ... így az
L. körüli kis amplitúdójú librációs mozgás stabil.

A Nap-Jupiter rendszer L., L pont-
jai közelében több mint 30 kisbolygót í̂ feij "&'• •
ismernek. Ezek alkotják a trójai kis- K'SDaygoK
bolygók két csoportját (45. ábra), me-
lyek tagjait a mitológiai trójai hábo-
rú hőseiről nevezték el. A v, , V , frek- / \ • ..

1 2 Nap^ Ĵupiter
venciáknak megfelelő periódusok
JU=O,00095. .. esetén T.^147,8 év,
T 2=11,9 év. Ezek az L., L^ pontok körü-
li elhanyagolhatóan kis amplitúdójú
mozgások periódusai. A valódi trójai
kisbolygóknál a librációs amplitúdó
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egészen nagy, pl. 30° is lehet, így itt a librációs perió-
dus is nagyobb. Kimutatható, hogy a hosszú periódusú librá-
ciós mozgás esetén az amplitúdótól függően a periódus
1^=148-158 év.

A többi nagybolygó esetén az L., L 5 pontok körül nem

sikerült kisbolygókat megfigyelni. A Szaturnusz 1980-ban
felfedezett új holdjai között azonban további példákat ta-
láltak a Lagrange-megoldásokra. A 12. hold a Szaturnusz-
Dione (bolygó-hold rendszer) L, pontja közelében található.

A 16. és 17. hold pedig a Szaturnusz-Tethys rendszer L.

illetve L,- pontja körül végez librációs mozgást. Megjegyez-

zük, hogy K. Kordylewski 1961-ben a Föld-rHold rendszer L.,

Lr pontjaiban a bolygóközi anyag sűrűsödését figyelte meg

(Kordylewski-féle porholdak).

b) jd=jdo = 0,03852. ..

Mivel ekkor d=0, ezért

A 2 - - i
így

-V-f \.
a karakterisztikus egyenletnek tehát két kétszeres gyöke
van. (5.2) általános megoldása ekkor nem (5.7) alakú, ha-
nem mint kimutatható

= (a1 .+ a t) cos -L + (a.. + a.t) sin -~ ,

= (b + b 9t) cos •£=, + (b-, + b.t) sin -p=, ,1 Í2 . 4 1/2

(5.36)

ahol a.-k tetszőleges állandók, b.-k pedig ezekkel kifejez-

hetők. Mivel (5.36)-ban a t-vel egyenesen arányos tagok
lépnek fel, t növekedésével 5" és ^ is nő, P 3 tehát L.-től

vagy L5~től eltávolodik. A JU=JU esetben az L., L,. pontok

instabilak.

c) ju <ji = 0,5

Ekkor

f
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^ o m P - ' - e x

{W\ A
2

Következésképp }L.-k is komplexek

(5.37)

Mind a négy X- különböző, az általános megoldás tehát (5.7)

alakú. Mivel a karakterisztikus kitevők valós része nem nul-
la (ot? 0) , % /0) , és mivel + ^ és - oí közül az egyik biz-
tosan pozitív (és ugyanígy +_ -£ -ra) , ezért t növekedésével
J és ify exponenciálisan nő. A JJL < ji< ^ 0,5 esetben is az

L«_j L, pontok instabilak.

Összefoglalva az elmondottakat, az L 1 , L 2 , L, Lag-

range-pontok instabilak, az L., L 5 pontok lineárisan stabi-

lak, ha 0<jd<jx = 0,03852..., egyébként instabilak.

Az L., L 5 pontok nemlineáris stabilitásával kapcsolat-
ban megemlítjük A.Deprit és A. Deprit-Bartholome (1967)
eredményét, mely szerint L.'és L 5 a 0<ja<jx intervallum-
ban nemlineárisán is stabil a jd.=0,01091367...,
jU 2 = 0,013516016. .., /1 3 = O,024293897... értékek kivételével.

Ezt az eredményt később A. P. Markeev (1978) pontosította,
kimutatván, hogy L. és L 5 a jU = ju- esetben is stabil.

6. A ZÉRÓ SEBESSÉGŰ GÖRBÉK

Az
x 2 + y 2 = 2 SÍ- C (3.26)

Jacobi-integrál lehetőséget ad a mozgás számára lehetséges

tartományok meghatározására. Mivel V =x +y.=0, ezért adott
C esetén mozgás csak ott lehetséges, ahol

2 íl - C = 0.

Olyan pontokban, ahol 2 íl - C < 0 lenne, P 3 nem tartózkod-
hat. A mozgás számára lehetséges és tiltott tartományokat a
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2-0- = C (6.1)

egyenletű görbék választják el egymástól. Mivel ezen görbék
bármely pontjában V=0, azért ezeket zéró sebességű görbék-
nek nevezik. A zéró-sebességű görbékkel először részlete-
sen G. W. Hill foglalkozott (1878), így szokás a Hill-görbe
elnevezés is. A zéró-sebességű görbe természetesen nem meg-
oldásgörbe, ennek egyenlete a mozgásegyenleteket nem elé-
gíti ki. A háromdimenziós esetben a mozgás számára lehetsé-
ges tartományokat zéró-sebességű felületek határolják.

A (6.1) egyenlet megoldásához célszerű megvizsgálni a
kétváltozós

^ ^ ^ j I ^ £- (3.24)

függvény tulajdonságait. A z=-íl.(x,y) függvény képe a három-
dimenziós térben egy kétdimenziós felület. A (6.1) egyen-
let megoldásakor ezen felület z=konstans síkmetszeteit
vizsgáljuk.

•fi(x,y) fontosabb tulajdonságai;

1. lim SÍ (x,y) =lim íl (x,y) =lim.Q(x,y) =o».

2. 2Itt r=Vx +y , és könnyen látható, hogy A első tagjában a
2

szögletes zárójelben r szerepel (r a P 3 távolsága a koor-

dináta-rendszer kezdőpontjától).
Az 1. tulajdonság alapján fi (x,y) olyan felületként

képzelhető el, melynek a P 1, P 2 pontok fölött két végte-
lenbe tartó csúcsa van, és a tömegpontoktól kifelé távolod-
va is a felület "felhajlik" és végtelenbe nő.

2. íí(x,y)= U(x,-y).
D.tehát szimmetrikus az x tengelyre.
3.Q(x,y)= \, és az egyenlőség az L 4, L 5 pontokban

teljesül. D- tehát L.-ben és L5-ben veszi fel abszolút mini-
mumát.

Bizonyítás: Közvetlen számolással ellenőrizhető, hogy
fi a következő alakban is írható:

204



Itt a második és harmadik tag nem negatív, és nullával
egyenlők, ha r., = 1, r 2 = 1. Ez utóbbi feltétel az L 4, L
pontokban teljesül.

4. i2(x,0) minimumhelyei az L 1, L 2, L 3 Lagrange-ponto*

Bizonyítás:

A(x,0) = 1 x /i(1/i) ^ +
^ 2 r1 r

r2 = x + 1 -

dx " 2 dx ~ 2 dx
1 r2

_ 2Í1-J

dx2 " Tf~^j r|

Mivel a második derivált pozitív, a

dil(x,0) =
dx

egyenletet kielégítő pontokban a függvénynek minimuma van.
Az első derivált kifejezése függ attól, hogy az x tengely
mely részét vizsgáljuk. Az X^JJ-1 tartományban r~=jd-x,
r2^/u-1-x miatt a

dn(x,0) _ 1-JU + Jü _ 0riv - X I - _ i- _ - u

egyenlet a szélsőértékhelyre megoldásként az L1 pontot adja

(lásd (4.9)). Ugyanígy kapjuk /2(x,0) két másik szélsőérték-
helyeként az L 2 és L, pontokat.

Meggondolva, hogy /2.(x,y) szélsőértékhelyeit a

S S . o, ̂ >
Qx ' 3y

egyenletek megoldása adja, ezen megoldások pedig az 1^

Lagrange-pontok, így végül is azt kapjuk, hogy H(x,y) szél-
sőértékei a Lagrange-pontokban vannak, és e pontokban ri(x,y)
minimumokat vesz fel.

Kimutatható, hogy
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5. 1,5 =i2(L4) 5 3 i 2 ,

Itt fi (L.) az fi (x,y) függvény értékét jelenti az L. pont-
ban . ' 1

Az £1 (x,0) függvénytJU=0,3 esetén a 46. ábra mutatja.

S2(x,0)

-1P2 0P, 1

4 6. ábra

A zéró sebességű görbék vizsgálatában kritikus szere-
pet játszanak az L. Lagrange-pontok, és a nekik megfelelő

C. Jacobi-konstansok. Mivel az egyensúlyi megoldások esetén

x=y=0, így (3.26)-ból kapjuk, hogy az L. pontban

Rögtön látható, hogy az 5. tulajdpnságnak megfelelően

3=04=05=03=0^02=4,25.

A 47. ábra a C. konstansokat mutat ja JJ függvényében. C2(ju)

és C,(ju) szigorúan monoton növekvő függvények, C. (jx) a meg

jelölt pontig szigorúan monoton nő, azután csökken.
A (6.1) egyenlet megoldásának vizsgálatakor C értéké-

től függően a következő esetek különböztethetők meg.
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___3i
3.769683...

3.6

4.25

3706796.

ír"**

maximum:
,«=0.334364...

47. ábra

1. C >C2*
A zéró-sebességű görbék ekkor három különálló, zárt

görbét jelentenek: egy-egy ovális-szerű, görbét a P.. illetve

P_ tömegpontok körül, és egy külső ováljst a P 1, P 2 körül

(48.a ábra). Ha C elegendően nagy, a zéíŐ-sebességű görbék
körrel jól közelíthetők. i"l(x,y) 1. tulajdonságának megfe-
lelően ha r.-*0 vagy r„-*8, akkor A(x,y)-*oo így c -*• o°

esetén a P., P» körüli zérő-sebességű görbék egyre zsugorod-
nak. Másfelől x-*oo esetén "-O.-»•£*> így c~*oo-kor a külső ová-
lis egyre tágul. Hol tartózkodhat P,? Ott, ahol a kezdőfel-
tételek által meghatározott C mellett 2^2=0 teljesül. Ez a
P.. illetve P 2 körüli zéró-sebességű görbe belsejében, illet-
ve a külső oválison kívül áll fenn. Például, ha valamilyen

rJ0) mellett 2 íl (r1

 l u') =C, akkor1 (D
( 1>< r i

( 0 > esetén

) > 2Ü(r1í°) j _ c # Mivel P 3 az adott C-hez tartozó

zéró sebességű görbét nem lépheti át, ez azt jelenti, hogy
ha P 3 a kezdőpillanatban valamelyik belső oválisban volt,

akkor mindig abban is marad, a P, körüli tartományból a P 2

körülibe nem mehet át, és megfordítva. Ha viszont P, kezdet-
ben a külső oválison kívül volt, akkor mindig kívül is ma-
rad, nem térhet át pl. P. körüli pályára.

2. C=C 2

C értékének csökkenésével a külső zéró-sebességű gör-
be összehúzódik, a két belső tágul, és C^^-re ez utóbbiak

az L_ pontban érintkeznek (48.b ábra).
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3. C>

A két belső görbe L2~nél szétnyílva egy közös határ-
görbét alkot, P, mozgása ezen belül lehetséges (48.c. ábra).
Nincs akadálya annak, hogy P 3 egy P. körüli pályáról P 2 kö-
rülire térjen. A külső zéró-sebességű görbe C csökkenésével
az L1 ponthoz közelít.

O C 2 c=c

c=c A =c 5

P2

u"

•
L5

y

p i x

9)

48 b, c, d, e, f, g, h ábra

4. C=C

A belső és a külső zéró sebességű görbe az L. pontban
érintkezik (48. d. ábra).

5. C 1 > C

1

A külső és belső zéró-sebességű görbe az L. pontnál

szétnyílik, a mozgás számára lehetséges korábban két külön-
álló tartomány egybefüggővé válik (48.e. ábra). P 3 a P., P_

tömegpontok körüli tartományból átmehet a külső területekre,
és fordítva. C csökkenésével a mozgás számára tiltott tarto-
mányt határoló görbe két ága az L, pontnál közeledik egymás-
hoz .
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A zéró sebességű görbe két ága az L, pontban érintkezik
(48. f. ábra).

7. C 3>

A mozgás két, az L., L 5 pontok körüli tartományban nem

lehetséges (48. g. ábra). C csökkenésével a tiltott tarto-
mányok zsugorodnak.

8. O C 4 = C 5

A zéró sebességű görbékből két zéró sebességű pont, L.
és L 5 maradt (48. h. ábra).

9. C 4=C 5> C

P- mozgása az egész síkon lehetséges.

A zéró-sebességű görbéket elsőként G. W. Hill alkalmaz-
ta (1878) a Hold mozgásának vizsgálatára. A korlátozott há-
romtestprob1éma feltételeit a Nap-Föld-Hold rendszerre érvé-
nyesnek tekintve kiszámítható a Holdra vonatkozó C érték:
C =3,0012. A Nap-Föld rendszerben C, = 3,0009. Mivel C „ > C O ,

azért a Hold a Föld körüli C=C U zéró-sebességű görbén belül

tartózkodhat csak, onnan nem juthat ki (amennyiben a korlá-
tozott háromtest-probléma feltételei a Hold mozgására telje-
sülnek) . A Hold mozgása tehát Hill-féle értelemben stabil,
nem hagyhatja el a C u érték által meghatározott tartományt.

n
A Hill-féle stabilitást a Naprendszer többi holdjára

is megvizsgálták. Ezekről a kutatásokról V. Szebehely (1979)
ad összefoglalást. Valamennyi hold mozgása Hill-féle érte-
lemben stabil, kivéve a Jupiter négy retrográd irányú moz-
gást végző holdját (VIII., IX., XI., XII. hold). Ez utóbbiak-
nál a Hill-féle stabilitás hiánya a holdak befogásos erede-
tét sejteti.

Megjegyezzük, hogy a Hill-féle stabilitás nem mond sem-
mit a testek esetleges ütközéséről a zéró sebességű görbén
belül.

7. A KORLÁTOZOTT HÁROMTEST-PROBLÉMA REGULARIZÁLÁSA

A korlátozott háromtest-probléma mozgásegyenletei szin-
gulárisak az r =0, r2=0 pontokban. A szinguláris pontok kö-
zelében a mozgás nyomonkövetése nehéz, a gyorsan változó
gravitációs erők és sebességek miatt. A szinguláris pontok
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körüli pályák, és az ütközéses pályák (amikor P 3 ütközik a
P vagy P~ tömegponttal) vizsgálata megköveteli a mozgás-
egyenletek regularizálását. A regularizálás általános eset-
ben a koordináták és a független változó transzformálásával
valósítható meg.

A ,

z = x + v - 1 y

komplex változó bevezetésével a (3.23) mozgásegyenletek a

ü (7.1)

alakban írhatók, ahol a pont a t idő szerinti differenciá-
lást jelenti, és

z 3x y

íl a z komplex változó valós függvénye:

• f- , (7.2)

ahol | | |
r-= \z-ji , r~ = z+1-jU

(7.1)-re érvényes a Jacobi-integrál, amely z-vel kifejezve
így írható:

z | 2 = 2i7- C. • (7.3)

A (7.1) egyenlet szinguláris az r..=0, és r 2 = 0 pontok-

ban (a P1 illetve P 2 tömegpontnál). (7.1) regularizálására

alkalmazzuk a

z = f(w) (7.3)

koordinátatranszformációt, és

§4 = g(w) (7-4)
időtranszformációt, ahol f komplex, g valós függvénye a

/ '
w = u + 1/ -1 v
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komplex változónak. Mivel g valós, az új T időt valós válto-
zóként keressük, f és g egyelőre ismeretlen, ezeket úgy kell
megválasztani, hogy (7.1)-bői a szingularitások kitranszfor-
málódjanak.

Hajtsuk végre a (7.3), (7.4) transzformációt a (7.1)
egyenleten! Egyrészt

df dw át cx , . /-.ci
z = d^ M dt = f . w * ' ( 7- 5 )

ahol a x a w szerinti, a vessző a t szerinti, a pont a t
szerinti differenciálást jelenti. Továbbá

z = f*Xw'2 rt2 + f* w" x2 + f* w' ÍS . (7.6)

(7.1) jobb oldalának transzformálásakor grad -H- (z)
z

helyett grad XI (w)-t kell bevezetni. Milyen kapcsolat van
ezek között?

A z=f(w) függvény differenciálhatóságának szükséges és ele-
gendő feltételét kifejező Cauchy-Riemann-egyenletek szerint

3x _ Sy_ 3x ŷ_
3u 3v' 3v Qu

így

= f* grad Xí (z) , (7..7)
z

ahol f az f komplex konjugáltja.
(7.5), (7.6), (7.7) figyelembevételével (7.1)-ből kapjuk,
hogy

f W -i +f w " ^ + f w"T + 2-J-1f w' x==z

fx

Innen f f -el való osztással, és f f = f | figyelembevé-
telével

^ fxx , 1'-
w"+ - ^ W + i—- w'^ + 2J-1— = , „ -, n gradt,n(w) (7.8)

f X
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Vizsgáljuk a bal oldali második tagban w' együttható-
ját! (7.4) szerint

g
és

Mivel g valós függvénye w-nek, feltehetjük, hogy

g = h(w) h(w) = |h|2 (7.9)

ahol h(w) komplex differenciálható függvény. Ekkor

g = h h + h h = h*w'Th + h h* v"t =

_ h* ... . h* -.

Tehát .. _

TT n h

( 7 . 8 ) - b ó l így kap juk, hogy

W" + <!? " E ^ ' 2 - = ki 2
 + 2 p | h | 2 W = jljLíj gradw fi (w) .

31 n I 1 ( 7 . 1 0 )

Az egyenlet bal oldalán a transzformáció eredményeként meg-

jelent két nemlineáris tag, w' és |w<j .

A w' -es tag kiküszöbölhető azzal a feltevéssel, hogy

f* = h. (7.11)

Ekkor (7.4) és (7.9) szerint

||= g(w) = |f*|2 , (7.12)

azaz a koordinátatranszformáció meghatározza az időtransz-
formációt is, ezek nem függetlenek egymástól.
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(7.10)-ből a jw^-estag aJacobi-integrál felhasználásá-
val küszöbölhető ki. (7.3)-ból (7.5) alapján kapjuk, hogy

I j2 = __LJL
rí 1**12,;

ahol

u = n - ^ . (7.13)

( 7 . 1 2 ) - t f e l h a s z n á l v a a J a c o b i - i n t e g r á l :

| w ' | 2 = 2|f*| 2 U. (7.14)

(7.11) és (7.14) a lkalmazásával (7 .10)-bői kapjuk, hogy

w
2|PT|f*|2w' = 2 f* f** U grad w U, (7.15)

ahol (7.13) a l a p j á n g r a d w i l h e l y e t t g r a d w U - t í r t u n k .
Kimutatható, hogy

2

Ugyanis
2

- gradjf *|2

gradjf* 2 = grad^f* f* = f*gradwf* + f* gradwf*.

Mivel f (w) analitikus függvény,

d w 3u
= -{=7

df*
3u

í g y
grad w f*= 3 f

g r a d w f X = | F öv áll
d w

Tehát valóban

grad
w

x 2 _,x ,xx= 2f f

(7.1 ti) jobb o l d a l a így

U grad [f
w grad U = grad f u.
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A transzformált mozgásegyenlet tehát

w
2fT1f*IV - Srad [f*|1 w w

*|2
U,

ahol (7.13) és (7.2) szerint

(7.16)

(7.17)

|(7.16)-ban U meg van szorozva |f | -vei. Az f alkalmas

megválasztásával elérhető, hogy az |f*| szorzó U-ból kiegy-
szerűsítse a kritikus nevezőket. Erre többféle megoldás is-
meretes .

1. Lokális regularizáció

A mozgásegyenletnek két szingularitása van, r..=0 és

r 2=0. Lokálisan regularizáló transzformációnak az olyan

transzformációt nevezik, amely csak az egyik szingularitást
szünteti meg. Ilyen a kéttest-probléma regularizálásával
kapcsolatban már megismert Levi-Civita transzformáció.

a) A P1 (iM>0) pontbeli szingularitás vizsgálata esetén
legyen

f = w

azaz a regularizáló transzformáció:

( 7 . 1 8 )

z = w ( 7 . 1 9 )

g^ = 4 | w| . (7.20)

A (7.19) koordináta-transzformáció a koordináta-rendszer kezdő-
pontját a P..(JÍ,0) pontba tolja (49. ábra), a z=w2 Levi-Civi-

ta transzformáció pedig az origóbeli szingularitást regula-
rizálja.

P20"-1.0) P,(A.O)

49. ábra
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Mivel
r1 =

r2 = 1 + w'

z-ju |, r 2 = z + 1-ju |,

így (7.19) felhasználásával

Ezt (7.17)-be behelyettesítve kapjuk U(w)-t. Látható, hogy

|f = 4 |w| = 4r1

miatt az |fX U szorzatból a szingularitást okozó 1/r..-es
tag kiegyszerűsödik.

A P. pontban reguláris mozgásegyenletek (7.16)-ból a

valós és képzetes részek szétválasztásával

"DITu" - 8(u2+v2)v' = (7.21)

v" + 8(u2+v2)u' = '1

ahol

'U=4r1U = 2

= 2

- Cr.

-C) (ja2+v2)

2(1-yu) + 2ju(jg2+v2)

2 2 2 2
(ju +vV+1+2(ju -v

(7.22)

Ezek az egyenletek regulárisak P.-ben, de szingulárisak a
P2</-i-1/0) pontban. így ezek a P- körüli mozgások vizsgála-
tára alkalmasak. (7.21) függ a C Jacobi-konstanstól. Ennek
értéke a kezdőfeltételekből a (7.14) Jacobi-integrál alapján
határozható meg. (7.21) megoldását "^függvényeként meghatá-
rozva a megoldás t-től való függését (7.20) integrálásával
kapjuk.

b) A T
tén legyen

(ju-1,0) pontbeli szingularitás vizsgálata ese-

2
f = - 1 . (7.23)
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A regularizáló transzformáció ennek megfelelően

z = w + (7.24)

1 1 (7.25)

A (7.24) koordináta-transzformáció a koordináta-rendszer kez-
dőpontját a P_ ̂ i-1,0) pontba tolja, az origóban lévő szingu-

laritást pedig a Levi-Civita transzformáció regularizálja.
Most

z - w 2 - j = |„|
Mivel .xl 2

az
-x|2

= 4|w|2 =

U szorzatból most az 1/r„-es tag egyszerűsödik ki:

2U=4r 2U=2 |( 1 -jn)
2(1-ju)r2 r.26)

U 1 tehát reguláris a P 2 pontban, de szinguláris P.-ben.

A P 2~ben reguláris mozgásegyenletek formailag megegyeznek

(7.21)-el, de U ^ e t (7.26) adja.

2. Globális regularizáció

Globális regularizációról akkor beszélünk, amikor mind-
két szingularitást egyetlen transzformáció egyidejűleg meg-
szünteti. Az ilyen transzformációk vizsgálatához toljuk a
koordináta-rendszer kezdőpontját a P., P 2 pontok felezőpont-
jába (50. ábra)! Ekkor a mozgásegyenletek formailag nem vál-
toznak, de mivel P, és P_ új koordinátái: P.(1,0), P 9(-l,0),
így 1 ? ^ 2

rr Z + 2

P2B'°)
50. ábra
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a) A Birkhoff-transzformáció
G. D. Birkhoff (1915) nyomán keressük a regularizáló

transzformációt a

= f(w) = <*S w + |
w

dt
dT

(7.27a)

(7.27b)

alakban, ahol oí. és (i konstans. Ezeket úgy kell megválasztani,

hogy az |f | szorzó U-ból kiegyszerűsítse a kritikus 1/r..,
és 1/r~ tagokat. U-ban a kritikus rész:

1 -JU ^ Jd 1 - ju

Másfelől:

E két kifejezés szorzata:

w 2 - (l\2

-ü)kw2-$ .^kw2- (7.28)

Az egyszerűsítéshez az szükséges, hogy a két törtkifejezés
ben a számláló és nevező zérushelyei megegyezzenek.
Az

egyenlet gyökei:

Az

06 w 2 -/3 = 0

W = + 1/ •

egyenlet gyökei:

Az

W 1,2

= 0



egyenlet gyökei:

Mivel (7.28)-ban a számlálóknak két gyöke van, a nevezőknek
pedig összesen négy, célszerű feltenni, hogy a nevezők gyö-
kei kétszeres gyökök, azaz

1 - 1 = 0. (7.29)

Ekkor a nevezők gyökei:

W
1,2 ±

(7.28)-ban a számlálók és nevezők gyökei megegyeznek, ha az
első illetve második tört esetén

J '& ±

A (7.29), (7.30) egyenletek megoldása:

\|3 = \

(7.30)

(7.31)

így

oC W2 " fi = \ (W - 1 ) (W + I ) ,

oCw2 - | + /3 = i ( w - | ) 2 ,

oCW2
 + | + /3 = 1 {w + l ) 2 ,

és ezeket (7.28)-ba helyet tes í tve kapjuk, hogy

A kritikus rész tehát már reguláris a P., P„ pontokban. Meg
jegyezzük, hogy w=0 új szingularitást jelent a mozgásegyen-
letekben. Mivel azonban (7.27) szerint w=0-nak z= ao felel
meg, a véges z fizikai síkon a mozgásegyenletek regulárisak,

(7.31)-et (7.27)-be helyettesítve a Birkhoff-transz-
formáció tehát
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Z = ? ( 2 w + 2 ^ ' (7.33a)

dt = l4w2 - 1 I2

d<t - . l |4 • ( 7 . 3 3 b )
b4 I w I

A r e g u l a r i z á l t mozgásegyenletek (7 .16)-bó l

u- - Uw2-il2 ^
v

3 2 | w | 4 ^ '
( 7 . 3 4 )

. + Uw 2 - i l 2

 u , _ 9^1
32|w|4 9 - '

a h o 1

u1 =

Bevezetve a w paraméteres síkon a

Í1 = Iw - || , f 2 = |w + 1|, ?=

távolságokat,

r ?1 r ?2 \JL\2
 r1 r2

2f 2f J

figyelembevételével

(7.35)

A (7.33.a) transzformáció a z komplex síkot a w komp-
lex síkra képezi le. Érdekesek e leképzés geometriai tulaj-
donságai. A P 1, Py pontok a leképzés fix pontjai, ezek hely
ben maradnak (az oc, fi együtthatók éppen így lettek megvá-
lasztva) . A z sík minden más pontjának a w síkon két pont
felel meg. A két sík egymásnak megfelelő pontjait és tarto-
mányait az 51. ábra mutatja.
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zsik w sik

51. ábra

b) A Thiele-Burrau transzformáció
Ezt a transzformációt T. N. Thiele (1896) alkalmazta

ju = 1/2-re, és később C. Burrau (1906) általánosította tet-
szőleges ju-re. A Thiele-Burrau transzformáció:

z = f(w) = j cos w, (7.36)

vagy
z = ̂ (exp^-Tw + exp(-V-iw) ). (7.37)

Az időtranszformáció szokásosan

dt _ I _x|2
d-t " I r I '

Kiszámítható,, hogy

f* = (•=• cos w ) x Sinv^- -^(sinu chv+v~1 cosu shv),

és így x 2 1 2v-cos2u) = ̂ (ch2v - cos 2 u). (7.38)

Az r, r 1, r_ távolságok

r = -5 = •l(sh2v+cos2u)1/2=-pv(ch2v+cos2u)1/2

r1 = •= | cosw - 1 - cos u) ,

r 2 = •=• I cosw + 1 = — (chv + cos u) .
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így

Ennek megfelelően

u 1 « u =
r1 r2

l-u) r.

(7.39)

(7.40)

és ezzel az U. függvénnyel a mozgásegyenletek regulárisak
lesznek.

A (7.36) leképezés minden z-hez végtelen sok w pontot
rendel.

c) A Lemaitre-transzformáció
G. Lemaitre (1952) a korlátozott háromtest-probléma

globális regularizálására a

z = f(w) = I(w2+ -1),
w

dt
d*

transzformációt alkalmazta. Ekkor

!w4 -

(7.41)

4 |w|
(7.42)

Az r 1
távolságok

r1 =
Iw 2 -

4|w|
[w* f 1
4 | w | 2

í g y

Ennek megfelelően

2r r
url f Xl2 u= r J 2

srl 2 r i r 2f I = 4-14
w

(7.43)

(7.44)

Ez az U1 függvény reguláris P--ben és P2~ben, de szingulá-
ris w=0-ban. Ez utóbbi azonban z = <*;-nek felel meg, így a
Lemaitre-transzformáció is a véges z fizikai síkot mindenütt
regularizálja.
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A (7.41) leképzés minden z-hez négy w értéket rendel,
a P 1, P 2 pontok esetében azonban csak kettőt.

A három globálisan regularizáló transzformációt össze-
hasonlítva megállapítható, hogy a legegyszerűbb egyenletek-
re a Thiele-Burrau-transzformáció vezet: |f*|2 és U 1 kifeje-
zése ebben az esetben a legegyszerűbb. Az itt előforduló
aránylag egyszerű trigonometrikus és hiperbolikus függvé-
nyek a Thiele-Burrau-transzformációt ideálissá tették a ké-
zi számításokra, a módszert ugyanis eredetileg ilyen cél-
lal vezették be. A számítógépes vizsgálatokban azonban mind-
egyik módszer egyaránt jól alkalmazható.

8. PERIODIKUS MEGOLDÁSOK

A periodikus pályák vizsgálata az égi mechanika egyik
legfontosabb kutatási területe. A periodikus pályák jelen-
tőségét az adja, hogy egy nem integrálható dinamikai rend-
szer esetén gyakorlatilag egyedül ez a fajta megoldás hatá-
rozható meg aránylag könnyen, és ez szolgáltat információt
a rendszer mozgásáról minden időpontra. Ez az oka annak,
miért tett G. H. Darwin, F. R. Moulton, E. Strömgren a ku-
tatások korai szakaszában olyan nagy erőfeszítéseket perio-
dikus pályák numerikus meghatározására, jóllehet abban az
időben az összes számítást kézzel végezték. Később, a számí-
tógépek megjelenésével ezeket a korai munkákat újra számí-
tották, javították, és igen sok új periodikus pályát is
meghatároz tak.

A legutóbbi időkig majdnem minden munka a korlátozott
háromtest-probléma periodikus megoldásaira irányult. A pe-
riodikus megoldások jelentőségét már Poincaré felismerte,
aki szerint a háromtest-probléma egyedül a periodikus meg-
oldásokon keresztül ismerhető meg. Poincaré híres sejtése
is a periodikus megoldások fontosságát hangsúlyozza: ha
adott a korlátozott háromtest-probléma egy partikuláris meg-
oldása, ehhez mindig található egy periodikus megoldás (ál-
talában igen hosszú periódussal) úgy, hogy a két megoldás
között az eltérés tetszőlegesen kicsi legyen bármely adott
hosszúságú időintervallumban. K Schwarzschild megfogalmazá-
sában: a fázistér bármely pontjának tetszőlegesen szoros kör-
nyezetében van olyan pont, amely periodikus pályát reprezen-
tál. Ez azt jelenti, hogy tetszőleges kezdőfeltételek kis
módosítással periodikus pályát eredményezhetnek, melynek ál-
talában igen hosszú a periódusa. így a periodikus pályák re-
ferencia-pályaként használhatók. Erre az első példát G. w.
Hill szolgáltatta, aki a Hold mozgáselméletét a korlátozott
háromtest-probléma egy általa meghatározott periodikus meg-
oldására, a Hill-féle variációs pályára alapozva dolgozta
k'i.
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Egy dinamikai rendszer mozgása periodikus, ha ugyanaz
a konfiguráció szabályos időközönként ismétlődik. A perio-
dicitás nem abszolút (fizikai) tulajdonság, függ a koordiná-
ta-rendszertől, amelyben a mozgást vizsgáljuk. Tekintsük
pl. a kéttest-problémát! Ha a relatív mozgás körmozgás, n
szögsebességgel egy nyugvó koordináta-rendszerben, akkor ez
periodikus mozgás T=2lí/n periódussal (52.a. ábra). A nyugvó
rendszerhez képest n'<n állandó szögsebességgel forgó rend-
szerben is a körmozgás periodikus, a periódus azonban
T=23l7 (n-n') (52.b. ábra). Ha a relatív mozgás elliptikus, n
középmozgással, akkor ez az álló koordináta-rendszerben perio-
dikus, T=2J?7n periódussal (52.c. ábra). A forgó rendszerben
azonban az elliptikus mozgás csak akkor lesz periodikus, ha
n/n'=p/q, ahol p és q egész számok. A forgó rendszerben
ugyanis a pálya akkor záródik, ha míg a rendszer T=2j7q/n'
idő alatt megtesz q fordulatot, azalatt a mozgó test p for-
dulatot, vagyis T=2JTq/n'=2íTp/n (52.d. ábra).

T-2JL,
1 n-n1

52. a ), b ) , c) d) ábra

A periodikus pályák meghatározására leggyakrabban al-
kalmazott módszerek: az analitikus folytatás módszere, a
határozatlan együtthatós trigonometrikus sorok módszere, és
az ún. fix-pont tételek alkalmazása.

Az analitikus folytatás lényege az, hogy ismert perio-
dikus megoldásból kiindulva a paraméterek és a kezdőfelté-
telek kis változtatásaival folytatjuk az ismert megoldást.

A határozatlan együtthatós trigonometrikus sorok mód-
szere az, hogy a megoldást ilyen alakban feltételezve, és
az azonos frekvenciájú tagok együtthatóit a megoldandó egyen-
letek két oldalán egyenlővé téve az együtthatók meghatáro-
zására feltételi egyenletek kaphatók, melyekből az együttha-
tók kiszámíthatók. Hill ezt a módszert alkalmazta a Hill-
féle variációs pálya meghatározásakor.
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A harmadik módszer a Poincaré-leképezésen alapul. Poin-
caré eredeti ötlete volt, hogy egy dinamikai probléma felfog-
ható úgy, mint egy felületnek önmagára való leképezése. Ve-
gyük pl. a korlátozott háromtest-problémát. Ez egy két sza-
badsági fokú rendszer, melynek fázistere (a hely- és sebes-
ségkoordináták terej négydimenziós. A rendszer pillanatnyi
állapotának a fázistérben egy pont felel meg. A rendszer
mozgását a fázistérben egy trajektória írja le. A Jacobi-
integrál felhasználásával a lehetséges mozgásállapotok tere
egy háromdimenziós térre redukálható. Adott Jacobi-konstans
esetén x, y, x, y közül ugyanis csak három választható sza-
badon, a negyediket a Jacobi-integrál meghatározza. A fázis-
tér e háromdimenziós alterében (mely a Jacobi-konstans tet-
szőleges rögzített értékére létezik) vegyünk fel egy kétdi-
menziós felületet. A rendszer mozgását leíró fázistrajektó-
ria ezt a felületet az idő múlásával más és más pontokban
metszi. Minden metszéspont (mint kezdőfeltétel) meghatároz-
za a következőt, a metszéspontok sorozata a metszésfelület
egy önmagára való leképezését definiálja. A dinamikai problé-
mát ez a Poincaré-leképezés reprezentálja, a dinamikai rend-
szer tulajdonságai a leképezés tulajdonságai alapján vizs-
gálhatók. A rendszer periodikus mozgása pl. egyszerűen a
metszésfelület bizonyos pontjainak invarianciáját jelenti a
leképezés során (periodikus mozgás esetén a fázistrajektó-
ria a metszésfelületet ugyanazokban a fix pontokban metszi).

Vizsgáljuk részletesebben az analitikus folytatás mód-
szerét! Tekintsük az

x*i = xjj xi' x2' • • • ' x

n ' ^
(8.1)

i = 1,2,...,n

differenciálegyenlet-rendszert, ahol X.-k adott, analitikus

függvényei az argumentumoknak, é s p egy kis paraméter. (8.1)
vektoriális formában is írható

x = X(x, ja) . (8.2)

A X = ííi'^2' •**'^n) k e z d ő f e l t é t e l e k e t kielégítő megoldást az

x = x(t,J_, jx)

alakban jelöljük. A t=0 kezdőpontban:

J_= £(0, j., fi).

Vizsgáljunk egy speciális megoldást, amely legyen

x = x(t,£*, ju*).
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Alkalmasan választott t és ju mellett ez akkor lesz perio-
dikus megoldás, ha

Mt,J*,ji*) = x(t + t*, J*, ja*) (8.3)

teljesül minden t-re, -ahol t a megoldás periódusa. Az ana-
litikus folytatás problémája az, hogy miként lehet találni
a_í-*' JüiX~hoz közeli, de különböző J, ju értékekre periodikus
megoldást?

A kezdőfeltételek változtatásával nem mindig kapunk új

megoldást. Ha J[ f f , de ~%_ az eredeti pálya egy pontja, ak-
kor ez, mint kezdőíeltétel, nem eredményez új pályát. Hogy
ezt az elfajult esetet kizárjuk, rögzítsük _£* egyik kompo-
nensét, pl. j -ot, és változtassuk az összes többit! Tehát

és

Ji t J*, i = U2,...,n-1.

A kiinduló (generáló) periodikus megoldásra (8.3) sze-
rint teljesül, hogy

* * Üf * * **

azaz '

xfrT, I" , ju ) - J = 0 . (8.5)

Ahhoz, hogy az új (generált) megoldás is periodikus legyen,
hasonló feltételeknek kell teljesülnie

ahol "̂  az új periódus. Adott ju esetén (8.6) n egyenletet
jelent a meghatározandó f, , f->, ..., f *, f ismeretlenek
számára. ' "*z :>n~1

(8.6) -nak JU=JU esetén ismerjük egy megoldását: J[ =|_ ,

% = t . Ismerve ezt a megoldást, hogyan lehet (8.6) megol-
dását meghatározni ju*-hoz közeli, de különböző ju esetén?
A választ egy az implicit függvényekre vonatkozó tétel al-
kalmazásával kaphatjuk meg.

Tekintsük a
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analitikus összefüggéseket, melyek implicite meghatározzák
az y. {oí) függvényeket. Legyen ezen egyenletrendszer megoldá-

sa ĉ  = oL -ra y_ ~ Y. • Ekkor ha a

D =

dy,

QYn

Wn
1 n

,x x
függvénydetermináns az oC - oL , y_ = y_ értékekkel számítva

nem nulla, (8.7)-nek létezik megoldásaoC egy környezetében,
mely az

y. = y A.
1 (8.S)

sorok alakjában állítható elő, ahol A., B,, ... konstans.

Bizonyítás helyett csak a következő kézenfekvő meggon-
dolásra szorítkozunk, y. (y_,oC)-t y_ , oC körül Taylor-sorba
fejtve kapjuk, hogy.

•
(8.10)

Feltéve, hogy a másodrendű tagok elhanyagolhatók, (8.10)-et
(8.7)-be helyettesítve Yv'^a egy lineáris egyenletrendszert
kapunk

k=1
'06

Ezen egyenletrendszer megoldhatóságának feltétele pedig az,

hogy a t együtthatókból képzett determináns nullá-
y KÍ

tői különböző legyen. Érdemes kihangsúlyozni, hogy az ana-
litikus folytatás csak olyan v_, oC értékekre vonatkozik, me-
lyek y_ -hoz illetve ac -hoz olyan közel vannak, hogy a (8.10)
lineáris közelítés alkalmazható.
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Visszatérve a (8.6) egyenletek megoldására, ezekben is-
meretlenek X, ^ , jf2, ' | n _ T tehát összesen n az isme-
retlenek száma. Nyilván t és J[ felel meg y_-nak, és ja. az
o^-nak. Az egyenletrendszer függvénydeterminánsa:

D =

£fn

(8.11)

Ezt a "C , % , ji értékekkel kell kiszámítani. Hogyan lehet
a determináns elemeit meghatározni?

A determináns utolsó oszlopában álló vektorra írhatjuk,
hogy

9x
f•§1 X, ji) , ju)

ugyanis a j[ kezdőfeltételek és jd nem függenek az időtől,

igy a % , f , ja értékekkel számítva

Sx " Í ^ J ' / 1 ' * (8.12)

A determináns utolsó oszlopának kiszámítása tehát egyszerű.
A determináns többi oszlopánál

füi x
i
i k

r _ 0, ha i / k,
ik " 1, ha i = k' (8.13)

és ezt a T X, J X, értékekkel kell számítani. A kérdés te-

hát az, hogy az x ("£*, <f , ju ) generáló megoldás hogyan
függ a kezdőfeltételektSl?

Tekintsük az eredeti (8.1) egyenleteket, és differen-
ciáljuk ezek mindkét oldalát a kezdőfeltételek szerint

3X. 3x.

dx .
i = 1,2, ..., n.
k = 1,2, ..., n-1.

Mivel <fv~k és t egymástól független változók, azért
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A
3Tk d t " d t Sík

í g Y 3x n 3X 3

A (8.1) differenciálegyenlet-rendszer lineáris variá-
ciós egyenletei;

Sx±
A - — deriváltak tehát kielégítik a lineáris variációs3íegyenleteket. így a (8.11) determináns első n-1 oszlopát
a (8.15) egyenletek integrálásával lehet meghatározni.
9X ±

A -=7— deriváltakat a generáló megoldás mentén kell számíta-őx.

ni, azaz
3 Xi x x x
^ i = Yi;j (x(t, J * , ^ * ) , jax) . . (8.16)

Ha az így számított D determináns nem nulla, a linea-
rizált (8.6) egyenletek megoldhatók, és a megoldás előállít-
ható a

T T = t X + A(ju - JUX) + B(/u-jiX)2+. . . (8.17)

alakban.
Az itt ismertetett eljárás, amely a Poincaré-féle kis

paraméter módszere néven ismeretes, amellett, hogy
ju?íjiX-ra bizonyítja a periodikus megoldás létezését, egyúttal
gyakorlati eljárást is ad a periodikus megoldás kezdőfelté-
teleinek és periódusának kiszámítására.

Poincaré ezzel a módszerrel vizsgálta a korlátozott
háromtest-probléma periodikus megoldásait. Három fajta pe-
riodikus megoldás létezését igazolta, ezek a Poincaré-féle
első-, másod-, és harmadfajú periodikus megoldások.

Elsőfajú periodikus megoldások:
A generáló periodikus megoldás két egysíkú perturbálat-

lan körmozgás (53. ábra), melyet pl. két elhanyagolható tö-
megű bolygó ír le a Nap körül. A középmozgásokat n-el illet-
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ve n'-vel jelölve, ez periodikus mozgás T = 2377(n-n') perió-
dussal. B tömegét ju-vel jelölve kérdezhetjük, létezik-e a
rendszernek periodikus megoldása /i^O-ra? Poincaré kimutatta,
hogy JU, elegendően kis értékeire létezik
a mozgásegyenleteknek periodikus megol-
dása, ugyanazzal a T periódussal, mint
a generáló megoldás esetén. Ezek az el-
sőfajú periodikus megoldások. Kimutat-
ható, hogy ezek jól közelíthetők kis
excentricitású, forgó ellipszis-pályák-
kal. A Hill-féle variációs görbe (lásd
9.4 fejezet) az elsőfajú periodikus meg-
oldások egyik speciális esete.

Másodfajú periodikus megoldások:
A generáló periodikus megoldás két 53. ábra

egysíkú, perturbálatlan elliptikus moz-
gás. Két elliptikus mozgás együttesen akkor periodikus, ha
a középmozgások aránya racionális: n/n' = p/q, ahol p és q
egész. A mozgás periódusa T=2Trp/n=2iTq/n'. Ezen időtartam
alatt az egyik tömegpont p, a másik q fordulatot tesz meg,
és visszaáll a kezdeti konfiguráció. Poincaré kimutatta,
hogy ju ^ 0 esetén is létezik a mozgásegyenleteknek periodi-
kus megoldása, ju elegendően kicsiny értékeire, ugyanezen T
periódussal, ha még teljesülnek a következő feltételek:

<2-ÓJ'= 0° vagy 180°, qMQ-pM^=k. 180° (k egész, M , M' az

epochához tartozó középanomáliák), továbbá e/e' meghatáro-
zott összefüggésben áll a/a'-vel.

Harmadfajú periodikus megoldások:
Ezeket ju = 0 mellett két különböző síkban lejátszódó per-

turbálatlan elliptikus mozgások generálják.
A Poincaré-féle másod- és harmadfajú periodikus megol-

dásoknak számos alkalmazása van a rezonáns kisbolygók ese-
tében. Ezen kisbolygók középmozgása (n) a Jupiter középmoz-
gásával (n') jó közelítéssel összemérhető, azaz közelítőleg
n/n'=p/q, ahol p és q kis egész számok. Ilyen kisbolygók pl.
a Hestia (3/1), Hecuba (2/1), Hilda (3/2), Thule (4/3), a
trójai kisbolygók (1/1). A rezonáns kisbolygók mozgására a
másodfajú, illetve nagy pályahajlás esetén a harmadfajú pe-
riodikus megoldás jó első közelítést adhat, amely kiindulás-
ként használható a kisbolyók pontos mozgásának meghatározá-
sánál .

A periodikus megoldások stabilitása a karakterisztikus
kitevők módszerével vizsgálható. Tekintsük az

x\ = X i , i = 1,2, . . ., n (8.18)

differenciálegyenletrendszert, ahol X. az x-, x~, ..., x

változók függvénye, és X. vagy nem függ explicite a t függet-
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len változótól, vagy csak t periodikus függvényeit tartal-
mazza. Legyen

Xi = fi ( t ) (8.19)

egy periodikus megoldás, T periódussal, azaz

f±(t + T) = f ±(t).

Ezen periodikus megoldás stabilitását a hozzá közeli pályák
vizsgálatából határozhatjuk meg. Legyen

Xi = fi + h' (8'20)

A megoldást ilyen alakban feltételezve és (8.18)-ba helyet-
tesítve, majd az egyenletek jobb oldalát a lineáris tagokig
bezárólag sorbafejtve kapjuk J. meghatározására a lineáris

variációs egyenleteket

^ 9 X i
J i = jtr 3*; J i * = 1/2 n (8>21)

ÖX
ahol a -x— együtthatókat az x.=f. (t) periodikus megoldás
mentén kell számítani. így (8.21) periodikus együtthatójú
lineáris differenciálegyenlet-rendszer.(8.21)-bői az K.=f.(t)
megoldás lineáris stabilitása határozható meg.

A periodikus együtthatójú lineáris differenciálegyenle-
tek Floquet-elmélete szerint (8.21) általános megoldása

(8.22)

ahol ĉ ,-k konstansok, ezek a Poincaré-féle karakterisztikus

kitevők, és S..(t)-k periodikus függvények, ugyanazon T pe-

riódussal, m i n t á i t ) . (A megoldás akkor ilyen alakú, ha

mind az n oC . különböző.) A £. (t) függvények viselkedését

döntően a karakterisztikus kitevők határozzák meg. Hogyan
lehet ezeket kiszámítani?

Mivel J.(t) általában nem lesz periodikus, és biztosan

nem periodikus a T periódussal, azért J.(0)?í J . (T) . Legyen



f. (0) '0i TJ (T) =A. + Y- • A/3.-k mint kezdőfeltételek a
JÍ * X X ' X x # X

(8.21) egyenleteken keresztül meghatározzák at|/. értékeket,

lí. = Ti/. (A1 ,/3o, . .., /3 ) . V -t 0 . = 0 körül sorbafejtve

=0

De
= 0

= 0, mivel ha az összes/í,=0, (8.20) szerint ez

azt jelenti, hogy a periodikus megoldást nem változtatjuk
meg, így az összes w. nulla lesz. Tehát

h + (8.23)

&.
X

Egy J-=S.,(t)expc^.t partikuláris megoldást véve

y. = t , (T)=S. . (Tlexpoí T=S. . (0)exp«-.T=J. (C
X I XJ J XJ JX

= fi . exp a£ . T .

T =

Tehát

± =/J i (8.24)

(8.23)-ból "̂  .-t ide behelyettesítve (fi. második és magasabb

hatványainak elhanyagolásával) a következő egyenletrendszert
kapjuk i=1, 2, ..., n-re és egy rögzített j-re

= 0
(8.25)

Ennek a homogén lineáris algebrai egyenletrendszernek
akkor van nem triviális megoldása (3.-re, ha az egyenletrend-
szer determinánsa nulla 1
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3/3
- exp aC ,T ÜL

3/3 n

3/3-, _£

= 0.

(8.26)

A determinánst kifejtve exp oC •T-re n-ed fokú egyenletet ka-

punk. Mivel T ismert, az oC . karakterisztikus kitevők innen
1

meghatározhatók, ha a együtthatók is ismertek. A gya-

korlatban ezek a (8.21) egyenletek numerikus integrálásával
határozhatók meg.

Kimutatható, hogy ha a (8.18) egyenletek Hamilton-
féle kanonikus egyenletek, akkor a periodikus megoldások
karakterisztikus kitevői párosával fordulnak elő: a párok
tagjai azonos nagyságúak de ellenkező előjelűek.

A korlátozott háromtest-probléma esetén, amely két sza-
badsági fokú Hamilton-rendszer, a karakterisztikus kitevők:
0, Q i °£ , - ei . Itt a 0 karakterisztikus kitevők a Jacobi-
integrál létezésének következményei. Mindenütt érvényes
(uniform) integrálnak ugyanis zéró karakterisztikus kitevő
felel meg.

Az oC karakterisztikus kitevő meghatározza a periodikus
megoldás stabilitását. Ha oí valós része nem nulla, a perio-
dikus megoldás instabil. A lineáris instabilitás maga után
vonja a nemlineáris instabilitást. Ha <* valós része nulla,
a lineáris variációs egyenletek megoldása trigonometrikus
függvényekkel fejezhető ki. Lineáris közelítésben ez stabi-
litást jelent, a nemlineáris stabilitás azonban ebből még
nem következik. A stabilitásnak a karakterisztikus kitevők
tiszta képzetes volta így csak szükséges feltétele.

A stabilitás meghatározásának más módszerei is vannak,
ezekre azonban itt nem térünk ki.

A korlátozott háromtest-problémának sok periodikus meg-
oldása ismeretes. Ezek száma a számítógépek elterjedésévél
ugrásszerűen megnövekedett. Itt csak néhány példa bemutatá-
sára szorítkozhatunk. A periodikus megoldások részletes át-
tekintése V. Szebehely (1967) könyvében található. Az újabb
eredményekről J. D. Hadjidemetriou (1981) ad összefoglalást.

A korlátozott háromtest-probléma periodikus megoldá-
sainak első rendszeres, numerikus vizsgálatát a koppenhágai
obszervatóriumban végezték 1913-1939 között, E. Strömgren
irányításával. A tömegparaméter ju=1/2 volt, ez az ún. kop-
penhágai probléma. A periodikus megoldások Strömgren-féle
osztályozása;
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a) Retrográd periodikus pályák L 3 körül - direkt pályák
nem léteznek.

b) Retrográd periodikus pályák L 1 körül - direkt pályák
nem léteznek.

c) Retrográd periodikus pályák L 2 körül - direkt pályák
nem léteznek. •

d) Periodikus pályák L. körül - ja = 0,5-re nem léteznek.

e) Periodikus pályák L- körül - u = 0,5-re nem léteznek.

f) Retrográd periodikus pályák P.. körül.

g) Direkt periodikus pályák P. körül.

h) Retrográd periodikus pályák P_ körül.

i) Direkt periodikus pályák P„ körül.

k) Periodikus pályák P.. és P 2 körül - a mozgás direkt

a forgó koordináta-rendszerben.

1) Periodikus pályák P1 és P 2 körül - a mozgás retrog-

rád a forgó, direkt a nyugvó koordináta-rendszerben.
m) Periodikus pályák P- és P 2 körül - a mozgás retrog-

rád mind a forgó, mind a nyugvó koordináta-rendszer-
ben.

Mivelju = 0,5 esetén a probléma szimmetrikus, ezért
az a) és b ) , f) és k ) , g) és i) osztályok megegyeznek. Az a ) ,
b) , c) osztályokat az L.. , L 2, L., pontok körüli infinitézi-
mális periodikus pályák generálják. Az amplitúdó növekedésé-
vel az osztály meghatározásában szereplő "körül" határozó-
szó érvényét veszti, ez szigorúan csak az infinitézimális
generáló pályákra érvényes. Az f), g ) , h ) , i) osztályok is
a P1 vagy P 2 körüli infinitézimális pályákból származnak.

A k ) , 1), m) osztályokban a periodikus pálya mindkét tömeg-
pontot átfogja.

n) Retrográd, az y tengelyre aszimmetrikus periodi-
kus pályák.

Ezek a pályák a c. osztályhoz kapcsolódnak, de nem az L 2 kö-

rüli infinitézimális pályákból erednek.
Mivelju = 0,5 esetén L, és L 5 instabil, nincsenek L. és

L 5 körüli infinitézimális periodikus pályák. Léteznek viszont

ezen pontokat spirálisan megközelítő, vagy tőlük távolodó
aszimptotikus pályák. Strömgren aszimptotikus-periodikus pá-
lyáknak nevezte azokat az aszimptotikus pályákat, amelyek
az x tengelyt merőlegesen metszik. Ilyenekből ötöt talált.
Ezek felhasználhatók további periodikus pályák generálására,
így két további osztály különböztethető meg.
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o) Retrográd periodikus pályák, melyek az y tengelyre
aszimmetrikusak, és amelyek két aszimptotikus-perio-
dikus pálya által határolt családot alkotnak.

r) Retrográd periodikus pályák, melyek az y tengelyre
szimmetrikusak, és amelyek két aszimptotikus-perio-
dikus pálya által határolt családot alkotnak.

2.50

54. ábra

Az 54. ábra az a) osztályba tartozó, L., körüli retrog-
rád periodikus pálya-családot mutatja be. A kiindulást az
L 3 körüli infinitezimális ellipszis-pályák jelentik. Az

egyes pályák a C Jacobi-konstanssal jellemezhetők. A kezdő-
feltételek: x=x ^0, y = 0, x'=0, y'=y 5̂ 0, vagyis a mozgás az x

tengely egy pontjából, az x tengelyre merőlegesen indul.
A kezdőfeltételek ismeretében C a Jacobi-integrálból kiszá-
mítható. Az L,, pontban ju=0,5 esetén C 3 = 3,7068 {L~ x koordi-
nátája: x=1,1984). Az 54. a. ábrán a C=3,55; 3,00; 2,50-nek
megfelelő retrográd pályák-láthatók. Ez utóbbi a P. tömeg-
pontba ütközik. C csökkenésével az ütközéses pálya P. körül

hurkolódó pályába megy át (54.b. ábra). A belső hurok növek-
szik, a külső zsugorodik, és C=1,31-nél a két hurok egy ová-
lis-szerű pályában egyesül, mely L,-ban merőlegesen metszi
az x tengelyt.

Az 55. ábra a c) osztályból, az 56. ábra a k) osztály-
ból mutat be egy-egy periodikus pályát, ízelítőül a periodi-
kus pályák különleges szépségéből.

234



C =0,3975
55. ábra

C=2,85

56. ábra

A számítógépek elterjedésével a periodikus megoldások
vizsgálatát a háromtest-probléma más eseteire is kiterjesz-
tették. Nagy számú periodikus megoldást határoztak meg az
elliptikus korlátozott háromtest-problémára, a korlátozott
háromtest-probléma térbeli esetére, és magára az általános
háromtest-problémára is. Ezekben a vizsgálatokban gyakran a
korlátozott háromtest-probléma ismert periodikus megoldásait
alkalmazták kiindulásként. Periodikus pályákat az n-test
probléma esetében is meghatároztak.

9. AZ ÁLTALÁNOS HÁROMTEST-PROBLÉMA

Az általános háromtest-problémában a három test töme-
ge azonos nagyságrendű. Az általános háromtest-probléma
vizsgálatakor gyakran alkalmazzák a Jacobi-féle koordinátá-
kat (1.4 fejezet). A P 2' P-, tömegpontok esetén két Ja-
cobi-féle helyvektor vezethető be: r, amely P«-nek a P.-hez

viszonyított helyvektora, és j? , amely P^-nak a P,,, P 2 pon-

tok tömegközéppontjához viszonyított helyvektora {57. ábra).

57. ábra
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Az
£12 = I2 - £1 = r ,

m.
!•)•) = r~ - r o = P - — — —
- Í J —3 —2. _ rn^+n

-31 -1 -3 -̂ mi + m2 ~

összefüggések felhasználásával (1 .1)-bői egyszerűen levezet-
hetők a Jacobi-koordinátákra vonatkozó mozgásegyenletek:

r 1
£ 9, 9r ' J. ĝ  Sg ' (9-2)

ahol 9 m1m? m_m. m,m
U = k*i-L-i. + -^-i + -i-L ) , (9.3)

r r23 r31

m

^ 5 l̂ i. m- +m<-

, . m 2

mm. m_ (m. +1112)
g1 =

 m i+m 2 ' g2 = m1+m2+m3 * (9'4)

A (9.2) differenciálegyenlet-rendszeri2-ed rendű, szem-
ben az eredeti (1.1) 18-ad rendű rendszerrel. A Jacobi-koor-
dinátákra való áttéréskor ugyanis a tömegközéppont-integrá-
lokat használják fel.

Egyszerűen levezethetők (9.2) első integráljai.
Az impulzusmomentum-integrál:

£ x 9-|I + £ x 9^= £ ' (9.5)

ahol c konstans.
Az energia-integrál:

T - U = h, (9.6)
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ahol

T = •|(g1r
2

+ g2l
2} (9.7)

a kinetikus energia, és h konstans.
A rendszer dinamikai viselkedésének vizsgálatában

fontos szerepet játszik a Lagrange-Jacobi-egyenlet, melyet
Lagrange a háromtest-problémára vezetett le, és amelyet Ja-
cobi az n-test problémára általánosított.

A Lagrange-Jacobi-egyenlet:

í = 2(2T - U) , (9.8)

ahol
2 2 (9.9)

a rendszer tehetetlenségi nyomatéka a rendszer tömegközép-
pontjára vonatkoztatva. (9.6) felhasználásával (9.8) az

I = 2(U + 2h) , (9.10)

és
I = 2(T + h) (9.11)

alakban is írható.
(9.8) levezetéséhez differenciáljuk (9.9)-et kétszer

az idő szerint. Ekkor

í = 2(g 1r
2 + 2

Innen (9.7), valamint

figyelembevételével valóban (9.8)-at kapjuk.
A Lagrange-Jacobi-egyenletből bizonyos általános kö-

vetkeztetések vonhatók le a rendszer dinamikai viselkedé-
sére vonatkozóan. Az erre vonatkozó vizsgálatokról V. Sze-
behely (1974) cikke ad összefoglalást.

Ha h> 0, akkor I = 4h >0, következésképp I=2ht2+bt+d,
ahol b és d konstans. így t-»-oo esetén I—*-oo , és ekkor
legalább az egyik r. . távolságra r..-*<jo . Ugyanez vonatko-

ij 2 J 2
zik a h=0 esetre is. Mivel I = g.,r +g2S

> / ^ z I-+o° lényegében
kétféleképpen valósulhat meg:
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a) r korlátos marad, és f>-*oo(vagy fordítva, J? korlátos
és x-*oo), tehát t-*-oű-re egy kettős rendszer kelet-
kezik, a harmadik test pedig elszökik,

b) r-»• oo , g-+ oo, tehát t-* o° -re a rendszer szétesik,
ez az explozió.

A h < 0 eset hosszasabb megfontolásokat igényel. A lehet-
séges kezdeti értékek t=0-kor: 1(0) > 0, Í(0)=0, I(0)=0. Itt
f(0)=2[g1r(0)r(0)+g2f (O)J(O)J .

Vizsgáljunk először egy olyan rendszert, ahol a kezde-
ti sebességek nullák: £(0) =J{0)=0. Ekkor í(0)=0, T(0)=ű,
í'(0)=2h<0. Az I(t) görbe így kezdetben alulról konvex lesz,
és f<0-val a rendszer összehúzódik. Eközben U (és vele
együtt T) nő, majd amikor U eléri azt az értéket, hogy
U+2h = 0 legyen, í* is nullává válik:í = 0. Ezután I> 0, és az
I(t) görbe alulról konkáv lesz. A rendszer összehúzódása
folytatódik, míg I el nem ér egy minimális I m- n értéket,

amikor 1=0 lesz. Ezután a rendszer tágulni kezd, I > 0 , I > 0 .
A tágulás következtében U csökken, U+2h előbb nulla, majd
negatív lesz. Ekkor I < 0 , és az I(t) görbe ismét alulról kon-
vex lesz.

Vizsgáljunk most egy olyan esetet, amikor 1(0)^0, í> 0,
és a rendszer összehúzódik. I minimumánálu értéke nagy, és
a testek egymáshoz közel vannak. Ezután U csökken, és I po-
zitív marad, amíg U> 2|h|. Ezért a rendszer szétesése (ex-
ploziója) amikor is minden r. .~+co , h< 0-ra nem lehetséges.

Ugyanis ha minden r^.-*<*>, akkor U-*0. Eközben U eléri a 2 h

értéket, amikor is í negatívvá válik. Az egyetlen mód arra,
hogy U mindig 2|h|-nél nagyobb legyen az, hogy ha egy kettős
rendszer keletkezik.

Legyenek a kettős rendszer tagjai P és P • Az i > 0 fel-
tétel akkor teljesül, ha ' z

2 j h j . ( 9 > 1 2

Ha r elegendően kicsi, ez a feltétel kielégíthető, függet-
lenül attól, hogy r 2 3, r 3 1 milyen nagy. (9.12) teljesül, ha

U minimumára fennáll, hogy

>, akkor r 2 3, r31~»-ooés

j m 1m 9

min K

 r '
max
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ahol r _ =ad +e) a kialakuló kettős rendszer apocentrum

távolsága. A harmadik test elszökésének feltétele így

9 mi m? 9 m 1m 9
k alTTiT>2Ihl vagy k )h|(Ue) > a • (9"13)

A harmadik test tehát akkor szökhet el, ha a kialakuló ket-
tős rendszer elegendően szoros.

Az általános háromtest-problémára irányuló vizsgálatok-
ban fontos szerepet játszik a Sundman-féle egyenlőtlenség:

c Z £ 2 I T - 1 I Z , (9.14)

ahol c=jcl, £ az impulzusmomentum. Ez az egyenlőtlenség
többféleképpen is levezethető, így pl. a Cauchy-féle egyen-
lőtlenség felhasználásával. Legyen

A = ? a2 , B = ? b 2 , c = ? a.b..
i i í i í i i

Ekkor
C 2 S A B . (9.15)

Ez az egyenlőtlenség úgy értelmezhető, hogy két a, b vektor
hosszának a szorzata nagyobb, mint a skalárszorzatuk. Ugyan-
is

C = a b = |a|)b| cos' (a, b) S |a| |b| = ^ A B" .

A £ impulzusmomentum:

3

ahol r., r. a tömegközéppontra vonatkoztatott hely- és se-
—™i —*i

bességvektorok. Legyen oC. az _r. , r_- vektorok közti szög,
£.I = v.. Ekkorés
—j.' j.

3 3
c =

r . ti m. v .i

sin oc .
i=1 - - - l

sín oi ,
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Innen a Cauchy-féle egyenlőtlenség alapján

3 .3

:2
 Í Í C B r 2 ) \T2 m. v 2 s i n 2 oC . ) . (9.16)

Másfelől

i = 1 i i í i = 1 1 1 1 i

Ismét a Cauchy-féle egyenlőtlenség felhasználásával

i 2 cos2 cd ,) . (9.17)

(9.16)-ot és (9.17)-et összeadva

3 3 ,
„2 . 1 i2<,ly~\ m r 2)(y~>. v. ) = 2 I T ,
c + -r I = * ^ — > m . r . / - Í — • i i 1

ahonnan (9.14) következik. (9.14) a Jacobi-koordinátákkal
is levezethető, a levezetéstől azonban itt eltekintünk.

A Sundman-egyenlőtlenség egy fontos változatához ju-
tunk, ha a T kinetikus energiát a Lagrange-Jacobi-egyenlet
felhasználásával kiküszöböljük:

c 2 = (í'-2h)I - I í 2. (9.18)

Gyakran használják ez utóbbi egyenlőtlenség gyengébb for-
máját, amely szerint

c 2 = (I-2h) I . (9.19)

A következőkben a Sundman-egyenlőtlenség egy másik,
igen hasznos alakját vezetjük le. (9.18)-at I>0-val eloszt-
va, átrendezve, és 2/i/T-vel megszorozva kapjuk, hogy

< •• c 2 í 2 20 - (I - 2h - °- - j-) -L = Z. (9.20)

VI

Legyen
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L = —, (I2 + 4 c2) - Bh-fT . (9.21)

Ekkor közvetlen számolással ellenőrizhető, hogy

L = Z I. (9.22)

A sundman-egvenlőtlenségnek ez a változata azt mutatja,
hogy mivel Z=0, ha I növekszik, akkor L nem csökken, és ha
I csökken, akkor L nem növekszik. (9.21)-ből és (9.22)-ből
következik, hogy I nem tarthat 0-hoz, mikor t-*- °° -hez.
Ugyanis c^o esetén I-* 0-ra (9.21)-ből L-»o° következne, de L
nem nőhet, ha I csökken. Következésképp I nem tarthat 0-hoz.

Tekintsük (9.19)-et, az egyenlőtlenség gyengébb for-
máját! Ebből átrendezéssel kapjuk, hogy h <. 0 esetén

2

2~h|
£_ - I á T *

í előjele I értékétől függ. Vezessük be a tehetetlenségi
nyomaték kritikus értékét, mint

h - ifhj • (9-23)

I k - I = ^ • (9-24)

Ekkor

így mindaddig, amíg I < I., I pozitív. Ha viszont I>I. , I

nagyobb, mint egy negatív szám, így előjeléről semmi nem
mondható.

Az eredeti (9.18) egyenlőtlenséget vizsgálva, h < 0
esetén kapjuk, hogy

I S. I I
Ik ' 1 + FJHJ " FfhT • (9>25)

így amíg

KI,* k 8[h|

addig I>0. Mielőtt Í'=0_lesz, I biztosan nagyobb lesz, mint
íj. hogy mennyivel, az I-tól függ.
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Vizsgáljuk az I(t) görbének
azt a részét, ahol I=Ifc» és legyen

1=0, I=I1-re (58. ábra)! (9.24) sze,

rint ekkor i >0, tehát I=I1 minimum,

hely. Az I(t) görbe I 1 mindkét ol-

dalán emelkedik, amíg egy másik I

pontban f=0 lesz. Feltéve, hogy
Imin
rint L1=L1=L 2,

é s Í9.22)

és h<0-ra

Átrendezve

és mivel ~ > L , így

2 h|

(9.23) figyelembevételével

4 <
~""" —* i f

Mivel 1^=1,,, (9.26) alapján így
I K ,

T2

(9.26)

(9.27)

Ez azt jelenti, hogy az I -béli minimum után az I(t) görbe

I mindkét oldalán I, fölé"emelkedik (mert a legközelebbi

I ? szélsőértékig nő, és I- bármelyik oldalon lehet).

Legyen I, rögzített!. Ekkor ha I. elegendően kicsi,

I(t) tetszőlegesen nagy I„ értékig növekedhet, (9.26) sze-
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• t Maga az I =1^/1 érték kisebb, mint az I 2 maximum,

denesetre valamely I- minimumhoz I-nek van olyan értéke

amely legalább Î /I-, • Í9Y h a a három test elég közel

rül egymáshoz, azaz-I. elegendően kicsi, az az egyik test

Iszökését eredményezheti, amikor is I(t) tetszőlegesen
naavra nó.

A szökésre vonatkozóan különféle analitikus kritériumok
ethetők lQf. h < 0 esetén* Összefoglalóan a szökés elegen-

dő Altétele:
Ha valamely t időpontban

2- f<to)=fo>0, (9.28)

3- f o ^ '

ahol í>* és q adott pozitív számok, akkor f*o° midőn t-»-

Az irodalomban j> -ra és q-ra többféle érték ismeretes.
A legélesebb becslést E. M. Standish (1971) adta:

2
k (m.,mo+m,,m.,+m,m )

L J L A £ ! , (9.29),

A legegyszerűbb becslés G. D. Birkhoff (1927) nevéhez fűző-
dik

TT2, >2ZK (m1+m~+m,)

s "—hh2--
8k (m +m:.+in,)

q = „ . (9.30)

A háromtest-problémában a t-»oo, vagy t -*-°°esetén ki-
alakuló végső mozgásokat elsőként J. Chazy (1928) osztályoz
ta. Chazy szerint az ilyen mozgásoknak hét típusa létezik.
A p , p p tömegpontok baricentrikus sebességvektorai le-
gyenek V 1, V 2, V 3!
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1. Hiperbolikus mozgás:

lim r 1 0 = + ö°, lim r,..=+<*>, lim

úgy, hogy elegendő nagy t értékekre r.̂  . (t) =0 (t) . Ekkor

lim[V1|>0/ lim|V2|>0, lim|vJ>0.
t-*oo t-*o" t~*-oo

2. Hiperbolikus-parabolikus mozgás:

lim r12=<=
ö, lim r 3 1 = <» , lim r"23"°"

úgy, hogy elegendően nagy t értékekre

2/3
r12(t)=0(t"

:/J) , r 3 1 (t)=0(t) , r23(t)=0{t).

Ekkor limlV.,,1 = 0, ahol V. o a P_ tömegpont sebessége P.-hez

viszonyítva.

3. Hiperbolikus-elliptikus mozgás;

lim r,,= «> lim r^.= °° lim r 1 9

<- R,

ahol R bizonyos állandó. Eközben elegendően nagy t értékek-
re r23(t)=0(t), r31(t)=0(t).

4. Parabolikus-parabolikus mozgás:
2 /3

lim r..=<» , miközben r..(t)=0(t ' ), elegendően

nagy t értékekre. Ekkor limlv. .1=0.

5. Parabolikus-elliptikus mozgás:

lim x-=°», lim r,. = oo, lim r 1 9 < R, ahol

R állandó. Eközben r 2 3(t)=0(t
2 / 3), r 3 1 (t)=0(t

2/3) , elegen-

dően nagy t értékekre. Ekkor lim| V9-.| =0, lim|v...J= 0.
t^o= t-'-o*

6. Korlátos mozgás:
lim r. . < R az összes r. .-re.

1^ 13
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7. Oszcilláló mozgás:
lim r 1 2 < R, r 3 1(t) és r 2 3(t) pedig egyfelől nem

korlátosak, de nem is tartanakor -hez, midőn t -*-°o.
A h baricentrikus energiaállandótól függően a végső

mozgások közül a következők valósulhatnak meg:
h> 0: 1 . , 2., 3.
h = 0: 3. , 4,
h < 0: 3., 5. , 6. , 7.
A háromtest-problémában lehetséges mozgástípusokra

V. Szebehely (1973) új osztályozást vezetett be, amely nem
csak a végső mozgásokat, hanem a közbeeső állapotokat is
figyelembe veszi. Ez az osztályozás h-tól függően a követ-
kező:

h>0.
A rendszer szétesik. Vagy mindhárom tömegpont hiper-

bolikus pályán eltávozik, midőn ri-(t)=0(t), ha f*-**
7 , ez

az eset az explozió, vagy két tömegpont egy kettős rendszert
alkot, r 1 2 < R / a harmadik pedig hiperbolikusán eltávolodik

ettől a rendszertől, azaz r~3(t)=r31(t)=0 (t) , midőn t—~°°.
Utóbbi eset az elszökés.

h=0
Az explozió a Chazy-féle parabolikus-parabolikus moz-

gással valósul meg, az elszökés pedig a hiperbolikus-ellip-
tikus mozgással.

h<0
Ekkor a lehetséges iriozgások egy része korlátos. Ezeknek

több típusát lehet megkülönböztetni.

Közjáték: a három test többször megközelíti egymást
(a rendszer szoros megközelítéseken megy keresztül). Az el-
nevezés arra utal, hogy a vizsgálatok szerint ez a jelenség
előzi meg a kidobást és az elszökést.

Kidobás: két test egy kettős rendszert alkot, a harma-
dik pedig elliptikus relatív sebességgel kidobódik.

Keringés: a harmadik test a keletkezett kettős rendszer
körül kering. Ez a mozgás csak h O esetén fordul elő, sta-
bilitása a §/r aránytól függ (r a kettős rendszer tagjainak
távolsága, j> a harmadik test távolsága a kettős rendszer tö-
megközéppontjától) . Ha §/x elegendően nagy, a rendszer sta-
bil. A mozgás jellege közjátékba megy át, ha ̂ /r<&1.

Egyensúlyi konfigurációk: a Lagrange-féle egyenesvona-
lú és egyenlő oldalú háromszög-megoldások. Ezek a megoldások
instabilak, ha a tömegek azonos nagyságrendűek, és a mozgás
közjátékba megy át.

Periodikus mozgások: ezek az általános háromtest-problé-
mában is léteznek, a korlátozott háromtest-probléma periodi-
kus megoldásaiból a harmadik test tömegének növelésével nyer-
hetők .
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A nem korlátos mozgások két típusa az oszcilláció és
az elszökés. Ezek a kidobás szélsőséges eseteként is fel-
foghatók. Oszcilláció esetén a kidobott test tetszőlegesen
messzire eltávolodik, majd visszatér, és ez ismétlődik. Ha
a kidobás energiája elengedően nagy, a test hiperbolikus
vagy parabolikus pályán távozik.

A numerikus vizsgálatok szerint a lehetséges mozgástí-
pusok közül az elszökés esete a domináló. Tetszőleges kezdő-
feltételek mellett elegendően hosszú idő elteltével a két
nagyobb tömegű test egy kettős rendszert alkot, a harmadik
pedig hiperbolikus pályán eltávozik. Ez az eredmény megerő-
síti azt a Birkhoff-féle sejtést, mely szerint azok a mozgá-
sok, melyekre l-»-oo , midő t-* oo , a lehetséges mozgások soka-
ságát sűrűn töltik ki.

A háromtest-probléma lehetséges mozgástípusait foglalja
össze a következő táblázat:

h>0 I-»<» Hiperbolikus, explozió
Hiperbolikus-parabolikus, explozió
Hiperbolikus-elliptikus, elszökés

h = 0 I-»oo Parabolikus, explozió
Hiperbolikus-elliptikus, elszökés

h<=0 I<I Korlátos mozgások
m a x Közjáték

Kidobás
Keringés
Egyensúlyi konfigurációk
Periodikus mozgások

I-voo Hiperbolikus-elliptikus, elszökés
Parabolikus-elliptikus, elszökés
Oszcilláció
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6. fejezet

PERTURBÁCIÓSZÁMÍTÁS

1. AZ ÁLLANDÓK VARIÁLÁSÁNAK MÓDSZERE

B(x,y,z)

A bolygók és holdak mozgását első közelítésben a két-
test-probléma alapján vizsgálhatjuk. Eszerint pl. egy boly-
gó a Nap körül úgy kering, mintha mozgását egyedül a bolygó
és a Nap közti gravitációs vonzóerő határozná meg. A bolygók
pontos mozgásának meghatározásakor azonban figyelembe kelí
venni a bolygók egymásra gyakorolt gravitációs hatását is.
Ugyanígy bármely égitest (hold, mesterséges hold) pontos
mozgásának kiszámításakor számításba kell venni a kéttest-
problémán túlmenően fellépő egyéb perturbáló hatásokat is.

A bolygók és holdak pontos mozgá-
sának meghatározásával a perturbáció- t

számítás foglalkozik. Első közelítésben
két bolygó kölcsönös perturbációi a töb-
bi bolygó hatásától függetlenül vizs-
gálhatók. A perturbációszámítás alap-
feladataként így a perturbált két-
test-probléma tekinthető: határozzuk
meg a B, B' bolygók mozgását a Nap kö-
rül, feltéve, hogy rájuk csak a Nap, és
a két bolygó kölcsönös gravitációs von-
zása hat (59. ábra)!

A következőkben az egyszerűség
kedvéért csak a B bolygó mozgásegyen-
leteit vizsgáljuk. Hasonló meggondolá-
sok érvényesek a B' bolygóra is. A gyakorlatban a két boly-
gó mozgásegyenleteit egyidejűleg kell megoldani.

Az 59. ábra jelöléseivel a B bolygó illetve a Nap moz-
gásegyenlete egy 0 középpontú inerciarendszerben (a bolygók
tömege m illetve m' a Nap tömege 1 ) :

Nap

ábra

m

2km
3 -r -

k mm'
,3 - (1.1)

,2 , 2 ,
k m r + k m' r, .2)

ahol
r = |r| = V: 2 2

+Z ,
2 ,2 ,2
+ v' +z ,
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A =|A |=i/(x-x')2+(y-y')2+(z-z')2!

(1.1)-bői (1.2)-t kivonva kapjuk a B bolygó Naphoz viszonyí-
tott mozgásának az egyenletét:

r = - ^ r - k- m'(-8%+-^) , { 1. 3 )

ahol
ju = k 2(1+m)

Bevezetve az
rr1

z z >

:* r' 3' * r,3 ' ( 1 > 4 )

= k m ' ( ^ -

perturbációs függvényt, (1.3) a következő alakban írható:

r + grad R. (1.5)

Ez a perturbált kéttest-probléma mozgásegyenlete. Ez az egy-
centrum-probléma mozgásegyenletétől a gradR tagban különbö-
zik, mely a tömegegységre ható perturbáló erő. A perturbá-
ció a B' bolygó gravitációs hatásától származik. Az R pertur-
bációs függvényben az első tag {1/A) B'-nek a B-re kifejtett
közvetlen hatását fejezi ki. Ez a perturbációs függvény fő
része. R-ben a második tag onnan származik, hogy B' a Nap
mozgását is befolyásolja az inerciarendszerben, és ez per-
turbációként jelentkezik B Napra vonatkoztatott mozgásában.
R-ben a második tag a perturbációs függvény indirekt része.
Megemelítjük R-nek azt a fontos tulajdonságát, hogy invariáns
a koordináta-rendszer elforgatásával és eltolásával szemben.
Ez R harmadik alakjából jól látható, ugyanis R csak a testek
közti távolságoktól és a H szögtől függ.

(1.5) megoldására a perturbációszámítás klasszikus mód-
szerét, az állandók variálásának módszerét alkalmazzuk. En-
nek alapjait L. Euler dolgozta ki a Hold mozgásának vizsgá-
latával kapcsolatban (1753). A módszer az inhomogén diffe-
renciálegyenletek megoldásával kapcsolatban is ismert. Lé-
nyege a következő. Tekintsük az (1.5)-bői R=0-ra adódó egyen-
letet:

r + ^ r = 0 . (1 • 6)
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EZ a perturbálatlan kéttest-probléma (egycentrum-probléma)
mozgásegyenlete. Ennek általános megoldása hat integrációs
állandót tartalmaz. (1.5) megoldásához tekintsük ezen nieny-
nyiségeket változónak, és határozzuk meg ezeket az idő függ-
vényeként oly módon, hogy (1.6) megoldása (1.5)-nek is meg-
oldása legyenJ

A perturbálatlan probléma megoldását á 2. fejezetben
meghatároztuk. Láttuk, hogy a koordináták a t iáő és a hat
pályaelem függvényei

x=x(t,c1,c2,...,cg), y=y(t,c 1,c 2,.. k,q g), z=z(t,c1,c2,...c^)

d-7)
ahol c-k a pályaelemek, melyek az integrációs állandók sze,-

repét játszhatják. Az állandók variálásának módszerfe szerint a
pályaelemeket az idő függvényének tekintve ezeket úgy kell ̂
megválasztani, hogy (1.7) a változó c.-kkel megoldása legyen
(1.5)-nek is! 1

A pályaelemek időfüggésének meghatározásához helyette-
sítsük be az (1.7) összefüggéseket az (1.5) egyenletbe, a
pályaelemeket változóknak tekintve. (1.5) komponensekben

2 3 2 3 2 32 + ~3* - f' 4 + V = Í ' 4 + ̂  Z ° fdt2 r 3 ö x dt 2 r 3 3 y d t 2 r 3 dz

(1.7)-bői az első deriváltak:

6 de 6- J_ 6 ,
dx Px+ y—_3x_ l dy.aé)y. y-^y_ j dz__3z y ^ z _ 2_2
dt'at jT^SCj dt ' dt dt jTf3Cj dt ' dt"Ot jT^DCj dt

Innen újabb differenciálással kapjuk a gyorsulásokat. Lát-
ható azonban, hogy az így adódó kifejezéseket (1.8)-ba he-
lyettesítve a hat ismeretlen c.(t) függvényre csak három

egyenletet kapunk. A pályaelemek egyértelmű meghatározásá-
hoz ezért még további három egyenletre van szükség. Ezt a
három egyenletet tetszés szerint választhatjuk, csak az a
fontos, hogy a pályaelemek kielégítsék az (1.8) egyenlete-
ket. A három kiegészítő egyenletként célszerű a

fi de . c de. 6 ^ de.

hit-d". £:&:-£•'• Elr^-°
j=1 D j=1 3 j=1 : (1.9)

egyenleteket választani. Ekkor ugyanis

dx _ dji dy_ _ 3y d£ _ ^z_
dt 3t' dt 5t' dt öt
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lesz, azaz a perturbált és perturbálatlan sebességkomponen-
sek megegyeznek (a perturbálatlan sebességeket a koordiná-
ták t szerinti parciális deriváltjai adják). Ez úgy érten-
dő, hogy valamely t időpontban a perturbált sebességeket
ugyanazokból az összefüggésekből számíthatjuk ki, mint a
perturbálatlan sebességeket, ha ezen összefüggésekbe a t
időponthoz tartozó pályaelemeket helyettesítjük.

(1.9) figyelembevételével így a gyorsulások

o o 6 o de .
á_2 = 3_2£ + Y2 S x —1
dt2 " at 2 j-i 9 c j ö t d t '

dt öt

,2 -2
d z _ 9 z +

dt2 Ot 2

Ezeket a kifejezéseket (1.8)-ba helyettesítve, és meggon-
dolva, hogy a perturbálatlan esetben (1.6) szerint

= 0, £% + ̂ y = 0,
2 3

3t^ rJ at^ rJ dt

kapjuk a következő egyenleteket:

6 ^\2. T «^ 6

A pályaelemeket az idő függvényeként az (1.9), (1.10)
egyenletekből határozhatjuk meg. Az ezeket az egyenleteket
kielégítő pályaelemeket oszkuláló pályaelemeknek nevezik.
Az oszkuláló pályaelemeket az jellemzi, hogy ezekkel a per-
turbált mozgás hely- és sebességkoordinátái a perturbálat-
lan mozgás megfelelő összefüggéseiből számíthatók ki.

Az állandók variálásának módszere szerint a B bolygó
perturbált mozgását úgy tekintjük, mint amely egy időben
változó pályaelemekkel jellemezhető ellipszis-pályán megy
végbe. Minden időpillanathoz hozzárendelhetünk egy az osz-
kuláló pályaelemek által meghatározott ellipszis-pályát. Ez
annak a perturbálatlan pályának felel meg, melyen B tovább
mozogna, ha az adott időpillanatban B' perturbáló hatása
megszűnne. A perturbált mozgás valódi pályája az oszkuláló
ellipszis-pályák burkolója lesz.
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Ha a perturbáló hatás kicsi, a
pályaelemek időben lassan változnak.
Ilyenkor a perturbált mozgást hosz- Q x(t.*At)
szabb időintervallumban is jól köze- ^HHZ>v.
líthetjük az intervallum közepéhez /""Q"* ^ = iV B
tartozó oszkuláló pályán való mozgás-/' x'(to*at) >K*(to) = x'(t„)
sal. Határozzuk meg az oszkuláló pá- l ° ) \
lya és a valódi pálya eltérését! Le- ^ ^ ^^^
gyen a t időpontban a bolygó a B pontban 6 Q

(60. ábra)!At idő múlva a bolygó
valódi pályájának Q pontjába, a t -hoz tartozó oszkuláló

pályán pedig a Q' pontba jutna. Számítsuk ki az egyszerűség
kedvéért az x, x' koordináták eltérését! A valódi illetve
az oszkuláló mozgás x(t) illetve x'(t) koordinátáját a t
időpontban Taylor-sorba fejtve

x( VAt) = x(to) +(§)oAt • J(^í)
 2

dt

ahol a deriváltakat a t=t időpontban kell venni. Mivel

x(t )=x'(t ), és az oszkulálŐ mozgásra

idt/o -^dt'o '

így
x(t

A jobb oldalon a zárójelben a perturbált és a perturbálatlan
gyorsulások különbsége áll. (1.8) és (1.6b) szerint ez

l egyenlő. így

x(t Q

(1.11)

(1.11)-ből látható, hogy minél kisebb a perturbáció, a per-
turbált pálya annál hosszabb ideig közelíthető adott pontos-
sági határon belül az oszkuláló pályával.
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2. A LAGRANGE-FÉLEZÁRÓJELES KIFEJEZÉSEK

Az (1.9), (1.10) egyenleteket célszerű először a
dc-i/dt ismeretlenekre megoldani. Lagrange módszerét követve
az egyenleteket először e feladat megoldásához alkalmasabb
alakra hozzuk. A továbbiakban az egyszerűség kedvéért jelöl
jük ponttal az idő szerinti parciális deriválást, azaz

«• i' »' - & * • §t •
Szorozzuk meg (1.10) egyenleteit rendre -^-, -ir^-, ^- -val,

dc k c»ck £)ck
ahol c. tetszőleges pályaelem, (1.9) egyenleteit

- •££-, - -^~- i ~ -=r-̂ - -v-al, majd az így adódó egyenleteketdck dck dc k

adjuk összeí Ekko»

9R az _ 3R
3y

figyelembevételével) a

6

K

egyenleteket kapjuk, ahol [c, , c.] a Lagrange-féle záróje-
les kifejezés: •*

rc c i - 9x 3x 9x
L k' jJ öck SCj 3cj

gy
les kifejezés:

9x 3x , 3y 3y _ Oy 9y 3z

Mivel c, tetszőleges, (2.1) hat egyenletet jelent. Ezekből
K de-;

az egyenletekből határozható meg a hat -rr̂  ismeretlen.
A (2.1) egyenletek előnye a korábbi egyenletekkel szemben az,
hogy a Lagrange-zárójelek kiszámítása után ezek igen egy-

dc-j
szerűen megoldhatók a -TTT- ismeretlenekre.
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A Lagrange-zárójelek tulajdonságai:

1.[ck, ck]= 0. (2.3)

2.[ck, Cj]= - [ C j , c k]. ' (2.4)

3« llK' Cjl= °' (2*5)

Az első két tulajdonság a (2.2) definícióból közvetle-
nül következik. A 3. tulajdonság bizonyítása:

Vezessük be a következő jelölést:

, 0x c)x 9 x 3xx / 9 c»
' ' ( 2 6 1

Ezzel
3 r -j _ ^\ '. 3x 9x* + dx Qx _ 3x Sx'

3x Dx .
Ö Ck 3 c j O c j

( X

-) =

L
,y/Z

] - stríslr^ 1- ••
A 3. tulajdonság szerint a Lagrange-zárójelek az idő-

től explicite nem függenek. így ezek értéke a perturbálat-
lan pálya bármely pontjában ugyanaz, a Lagrange-zárójelek a
pálya bármely pontjához tartozó adatokból kiszámíthatók.
Ezt a tulajdonságot arra fogjuk felhasználni, hogy a Lag-
range-zárójeleket a perihéliumban számítsuk ki, a számítások
ugyanis itt a legegyszerűbbek.

Mivel c, és c. egymástól függetlenül a hat pályaelem
K 3

közül bármelyik lehet, a lehetséges Lagrange-zárójelek szá-
ma 36. Az 1. tulajdonság szerint közülük 6-nak az értéke
eleve 0, a 2. tulajdonság szerint pedig a többiek páronként
ellenkező előjelűek. így elég csak 15 Lagrange-zárójelet ki-
számítani.
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A Lagrange-zárójelek kiszámítására E. T. Whittaker
(1897) módszerét alkalmazzuk. Ennek lényege, hogy a (2.2)
kifejezéseket, melyekaz Nxyz (ekliptikái) derékszögű koor-
dináta-rendszerbenérvényesek, áttranszformáljuk a B bolygó
pályasíkját alapsíkként tekintő N J^J derékszögű koordiná-
ta-rendszerbe, ahol is az NJ^ sík a. pályasík, az N $ tengely
pedig a perihéliumba mutat (61. ábra).

z=z

Nxyz-t három egymást követő elforgatással vihetjük át
-ba:

1. Nxyz-t a z = z' tengely körül-O. szöggel forgatva kap-
juk Nx'y'z'-t.

2. Nx'y'z'-t az x'=x" tengely körül i szöggel forgat-
va kapjuk N x " y " z " - t .

3. Nx"y''z"-t a z''=£ tengely körül OJ szöggel forgatva
kapjuk NJ«i5-t.

Itt XI a felszálló csomó hossza, i a pályahajlás, 6J a
pericentrum argumentuma.

(2.2)-n ezt a három transzformációt kell végrehajtani.
A számítások egyszerűsítése céljából vezessük be a következő
jelöléseket: c, =p, c.=q, p és q tehát a hat pályaelem kö-

K J
zül bármelyik lehet. Ekkor a

8(x,x) _
>,q) •"

3x
3P

9x
3P

3x 9x 3x 9x
3q Op (2.7)

Jacobi-determináns bevezetésével (2.2) a következő alakban
írható
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fo
L p'

Az első elforgatás transzformációs egyenletei:

x=x' cosJH.- y' sin-H.,

y=x' sinXl+ y' cosíl, (2.9)

z = z' .

Ennek megfelelően transzformálódnak a sebességkomponensek is

x = x' cos.il - y' sin A ,

y = x' sinA+ y' cos A , (2.10)

(2.9)#-et és (2.10)-et (2.8)-ra alkalmazva először az
X/ Y, X/ y koordináták p, q pályaelemek szerinti parciális
deriváltjait kell kiszámítani. A p szerinti parciális deri-
váltak:

^ = A. cosXI- B, sinil, f*- = C. cosil- D. sinU3 p I I 3 p I I

(2.11)

^ = B, cosfl + A, sinI2, ^ = D, cosíl+ C. sinfl,

ahol

Hasonló kifejezések adják a q szerinti parciális deriválta-
kat. Jelölje A 2, B 2, C_, D„ azokat a kifejezéseket, melye-
ket (2.12)-bői kapunk, ha p helyett q-t írunk. A (2.11) és
a q-ra vonatkozó analóg összefüggések alapján kiszámítható,
hogy

+ (~A.,D - B^j + A 2D 1+B 2C 1) sinil COS fi ,
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í g y

B 1 C 2 " A 2 D 1 "

, x ) 9 ( y , y ) = A C _ A r + R D _ R D

q ) 3 ( P q ) 1 2 A 2 c i + B i D 2 B 2 D= A C _ A r + R D _ R D
ö(p»q) 3(P/q) 1 2 A2ci + BiD2 B 2 D r

Kiszámítható, hogy

A c - A c - í ^ ' - v'2^1 í2Í ' - v'^5i -A1C2 A2C1 - (3P
 y á p ) ( ö i y ö?

O P y a p

B 1 D 2 " B 2 D 1

+ ( x2z
3(p»q) ' oq

í g y

Í2
ap
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'.v') + éHn,x'y'-x'y') /
2>(p,q) 3(p,q) 3(p,q)

Legyen

L P ' q J 3(p,q) 3(p,q) + S(p,q) "

Ekkor (2.13) és z = z ' , z'=z'' f igyelembevételével

itt
x'y' - x'y' = xy - yx = c = c cos i =//ia(1-e )cosi,i =//i

ahol c a c impulzusmomentum z irányú komponense. Legyen

= y /ia (1-e2) cos i. (2.16)

Ekkor

A további transzformációk során nyilván csak [p, q] '-t
kell transzformálni, mert a jobb oldali második tag nem függ
a koordináta-rendszertől.

A második forgatás transzformációs egyenletei:

y' = y " cos i - z " sin i, (2.18)

z ' = y'' sin i + z'' cos i.

Ezt (2.9)-el összehasonlítva látható, hogy (2.9)-ből megkap
hatjuk (2.18)-at, ha XI helyett i-t, a bal oldalon x, y, z
helyett rendre y', z', x'-t, a jobb oldalon x', y', z' he-
lyett rendre y'', z'', x"-t írunk. így [p, q ] ' transzfor-
mációját azonnal megkaphatjuk (2.15)-bői, ha azon végrehajt-
juk ezeket a cseréket:

ahol

l P ' q J D(p,q) 9(p,q)
(2.20)
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Mivel az N z " tengely a pályasíkra merőleges, a B bolygóra
z"=0, z'"=0. így

r u.r g-,,,.9(x",x"),9<y",y") ,

l p , q j L p ^ q J a ( P q ) ö ( P q ) • ( 2 > 2 1 >
A harmadik forgatás transzformációs egyenletei:

x'' = í cos w --^sincj,

y " = I sin co + *i cos u>, (2.22)

Látható, hogy (2.9)-ből (2.22) megkapható, ha £1 helyett
ío-t, a bal oldalon x, y, z helyett rendre x'', y " , z"-t,
a jobb oldalon x', y', z' helyett rendre J ,^,r -t írunk.
(2.22)-t [p, q]'' transzformálására alkalmazva így az ered-
ményt most is azonnal megkaphatjuk (2.15)-bői a változók
megfelelő cseréjével

ahol

L P ' 8(p,q) 3(p,q) * (2-24)

(2.23)-ban

= c =

ahol c az impulzusmomentum abszolút értéke.
Legyen

G ="/jua (1-e2) . (2.25)

Ekkor

A három transzformáció eredménye a (2.17), (2.21),
(2.26) összefüggések szerint tehát:

Itt fp, q]''' a pályamenti 1 ,% ,1 i % koordinátákkal van
már kifejezve. A J, ̂  koordináták a
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= a (cos E - e)

= ay1-e sin E

E - e sin M = n(trt )+M

Összefüggéseken keresztül az a, e, M pályaelemektől függe
nek. így

T 3p aq 3q 3p

/2l i S + 1 + H . i í ) í S Í + S Í +~ 3a 8p 8e Op 9Mo 3p 9a 3g 3e 3q

+ £I_ 3Moi í ü Ö£ + SÍ §£ + A ! £íí°i fái ia +
3Mo 3q' *3a 0q öe £>q OMo 3q ' l3a 3p

?£ + 2L
Op 9Mo 8(a,e)

és hasonlóan

0(a,e)

d(Mo,a)©(p,

+ d{%Á) 9(e,Mo) +

3(e,Mo) 9(p,q) 9(Mo,a)

Tehát

[ + ü2xil
9(p,q) lé)(a#e) é>(a,e)

c><P,q)

0(Mo,a)
O(p,q)

S(e,Mo) 9(e,Mo)

3(Mo,a) 9(Mo,a) (2.28)

Számítsuk ki a *f, "i, 1 , "L koordinátáknak az a, e, M
pályaelemek szerinti parciális deriváltjait!

Elegendően kis E esetén a Kepler-egyenletben sinE a
sorfejtése első néhány tagjával helyettesíthető

E - e (E - \ E 3 + ...) = M.
b
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Innen
M 1 e 3E"^"^T^e7M

Ezt felhasználva

így

1 M
cos E = 1- ^ 2

sin E =

(1-e)

M 1 M~
1 ~ e " 6 (1-e)4

.. . 1 aM
= a (1-e) - z? y

2 (l-e)"1
+ ...

M_al]be^M3
6(1-e)

J = " an
(1-e)

M + . . .

- anV1-e
1-e

(2.29)

(2.30)

(2.29) és (2.30) felhasználásával kiszámíthatók az a, e, M

szerinti parciális deriváltak. Mivel a Lagrange-zárójelek a
pálya bármely pontjához tartozó adatokból kiszámíthatók,
célszerű erre a perihéliumot választani. Ekkor ugyanis M=0,
és ezt a parciális deriváltakat megadó kifejezésekbe helyet-
tesítve azok lényegesen egyszerűbbé válnak. így kapjuk, hogy

(2.31)

1
3e

= -a, an (2.32)

= 0, = a^ an

""o -"'o • - ""o (1-e)"

Ezen összefüggések alapján kiszámítható, hogy

= 0.
(2.33)

260



+ Qn.i) = n
£>(a,e) 3(a,e) '

»= 0 '3(e,MQ)

. _ an
9(MQ ,a)+ 9(MQ,a)~ 2 *

így (2 ,28) -bó l
9(M ,a)

L P ' q J " 2 0<p,q) * ( 2 ' 3 4 )

Felhasználva , hogy n = ja a" ' , (2.34) az

L = Y/aa ' (2 . 35)

jelölés bevezetésével a

3(M ,L)
°rr- (2.36)

alakban írható.
összefoglalva az eddigieket, a (2.17), (2.21), (2.26),

(2.36) összefüggések alapján a Lagrange-féle zárójeles ki-
fejezések a következő összefüggésből számíthatók ki:

[p#q]= 9(p,q) ö(p,q) Ö(p,q) ' ' '

ahol i (

L =]fjöa , G fjuad-e 2], H =](pa(1-e2) cosi.(2.38)

(2.37) az a, e, i,co,X2, M pályaelemek Lagrange-záró-

jeleinek kiszámítására alkalmas. Ezeket a pályaelemeket fő-
ként a mesterséges holdak esetében használják. A bolygók
mozgásának vizsgálatakor inkább az a, e, i,$ ,&• , £• pálya-
elemeket alkalmazzák, ahol £5 =w+!!,£-= M +<+> . Ezen pálya-
elemek Lagrange-zárójeleinek kiszámítására alkalmas össze-
függés (2.37)-bői egyszerűen

+

3(p,q) 3(p,q) 3(p,q)
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A Lagrange-zárójelek meghatározásához célszerű először
kiszámítani az L, G, H kifejezések a, e, i szerinti parciá-
lis deriváltjait

fs = 7 n " Íi = i-l/^< ff T
2

|| - 0. |f - 0, f f - - „ a * V ^ si„

Ezeket az összefüggéseket felhasználva (2.39)-bői egyszerűen
kiszámíthatók az a, e, i , u>, D^pályaelemekre vonatkozó Lag-
range-zárójelek:

[a,£ J= - [£, a] = - j na ,

la,2]=-[w, a] = 1 na(1-Vi-e2),

[a,nj= -T̂ 2,a] = -1 nal/i-e2(1-cos i) ,

[j L ] 1a e , (2.41)

| £ (1-cos i),
1 - ^

sin i,

a többi zárójel pedig nulla.

3. A BOLYGÓMOZGÁSOK LAGRANGE-FÉLE EGYENLETEI

(2.41) figyelembevételével a (2.1) egyenletek a követ-
kező alakra egyszerűsödnek:

[e,c3]ff d n
d t

d ű
d t

3R
3a '

3R
3e '

3R
9i '
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If - Ü •

ff
IS..) ff

If dt

Ebből az egyenletrendszerből a pályaelemek deriváltjai köny-
nyen kifejezhetők. (2.41) felhasználásával kapjuk, hogy:

da
dt

de
dt

di
dt

na dt

1-e'

na e

t g 2

na2e

na2Vi-e2' sini

dü
dt

d t

sini
(3.1)

7——ss-i

= Vl-e '
" na2e

OR +

Í
tg I OR

na e

Ezek az egyenletek a bolygómozgások Lagrange-féle
egyenletei (planetáris Lagrange-egyenletek). Ezekből hatá-
rozhatók meg a pályaelemek időbeli változásai. A (3.1)
egyenletek nem csak a bolygók mozgására érvényesek, hanem
minden olyan égi mechanikai perturbációszámítási problémá-
ra is, melynek egyenletei (1.5) alakúak. A levezetés során
felhasználtuk azt, hogy a perturbáló erő egy R perturbációs
függvény gradienseként származtatható (a perturbáló erőnek
van potenciálja), nem volt szükség azonban R konkrét kife-
jezésére. Ezért például (3.1) alkalmazható a holdak•pertur-
bációinak kiszámítására is, ahol a perturbációk egy részét
a középponti bolygó nem gömbszimmetrikus tömegeloszlásának
hatása okozza. Nem konzervatív perturbáló erők (pl. mester-
séges holdaknál a légköri súrlódás) esetén a pályaelemek
változásainak meghatározására (3.1)-tői különböző egyenle-
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tek vezethetők le, melyek a perturbáló erő komponenseivel
kifejezve adják a pályaelemek idő szerinti deriváltjait.

(3.1)-et vizsgálva szembeötlő az egyenletek azon tu-
lajdonsága, hogy az a, e, i-re vonatkozó első három egyen-
letben az^R perturbációs függvénynek a másik három pálya-
elem, £ , £>, -fi szerinti parciális deriváltjai szerepelnek,
és fordítva, az £1, <£>, £ -ra vonatkozó egyenletekben R-nek az
a, e, i szerinti parciális deriváltjai állnak. A pályaele-
mek tehát két csoportra különülnek, az egyikbe a, e, i a
másikba £,u>,SL tartozik.

A (3.1) egyenletek bonyolult nemlineáris differenciál-
egyenlet-rendszert alkotnak. Megoldásuk igen nagy nehézségek-
kel jár. Első lépésként ki kell számítani az egyenletek jobb
oldalán R-nek a pályaelemek szerinti parciális deriváltjait.
Ehhez R-et ki kell fejezni a pályaelemekkel (R-et (1.4) a
koordináták függvényeként adja), ami R-nek a pályaelemek
szerinti sorbafejtését teszi szükségessé.

Mint majd látni fogjuk, R olyan többváltozós Fourier-
sorba fejthető, melynek együtthatói az a, e, i pályaelemek-
től, a periodikus tagok argumentumai pedig >., £J ,Sl-tói füg-
genek, ahol A = nt + £ a közepes pályamenti hosszúság. Mi-

1II — 3/2
vei n = ju a , így a fél nagytengely a periodikus ta-
gok argumentumaiban is fellép. Ez az egyetlen pályaelem,
amely R sorfejtésének együtthatóiban és argumentumaiban is
szerepel. Ez a tény a (3.1) egyenletek kis módosítását te-
szi szükségessé, mint azonnal látni fogjuk.

(3.1) megoldására az egyenletek bonyolultsága miatt a
fokozatos közelítések módszerét szokás alkalmazni. Ennek
alapfeltevése, hogy a perturbációk kicsik, vagyis az egyen-
letek jobb oldalán szereplő tagok kicsik a bal oldalakhoz
képest. Ez a feltevés formálisan teljesül, hiszen a jobb
oldalon minden tag R-en keresztül az m' perturbáló tömeggel
van megszorozva, és.m'«1. (3.1) utolsó egyenletében azonban
a 9R/aa derivált kiszámításakor explicite fellép az idő.
Jelölje (-f̂ ) a — derivált azon részét, melyet úgy kapunk,

t/ct Ö cl
hogy R-et a sorfejtése együtthatóiban szereplő a-k szerint
differenciáljuk. Ekkor

na da. ~ na Sa na S* 3n da na*9a'

J _ 3 R t d n ( 3' 2 )

" na 51 da *

Mivel t növekedésével a második tag tetszőleges értéket ér-
het el, ellentmondásba kerülünk a perturbációk kicsinységé-
re vonatkozó feltevéssel.

Ez a probléma egy új pályaelein bevezetésével oldható
meg. (3.1) első egyenletének figyelembevételével
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2 3R an da + dn _ dn
na ö t da " dt da " 3t "

Ezért (3.2) felhasználásával (3.1) utolsó egyenlete így ír-
ható

)R A
 t g 2 DR

na e na yl-e

Definiáljuk £ helyett az új fi* pályaelemet a következő
összefüggéssel

ál* - d£ . dn
dt dt * dt ' t3*3'

Ekkor (3.1) utolsó egyenlete így alakul

»' (3.4)

Ennek az egyenletnek a jobb oldalán az idő már explicite
nem szerepel szorzótényezőként, minden tag m'-vel arányos,
így (3.4) megoldására alkalmazható a fokozatos közelítések
módszere.

Az £ bevezetése hogyan változtatja meg (3.1) többi

egyenletét? (3.1) első három egyenletében g-z szerepel, ehe-

lyett - ~ -ot kell bevezetni. (3.3)-at idő szerint integ-

d£

rálva kapjuk, hogy

t t
. £ = € " + f t : ~ d t = £ + n t - J

o o o (3.5)

így

£R _ ^R <

vagyis (3.1)-ben %-j közvetlenül — - -al helyettesíthető.

(3.5) szerint a "K közepes pályamenti hosszúság kétfé-
leképpen is kifejezhető:

t
A = £ + nt = £* + J ndt .

o
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Az első összefüggés a perturbálatlan esetre vonatkozik, a
második a perturbáltra, amikor n is az idő függvénye.

A módosított Lagrange-egyenletek

da _ _2_ 3R
dt na ~,x '

i = _ I /_££.
dt na*Vie* 36*

d_
d t

3£ na V1-e* sini

9R

sini

d w
d t

d £ *
d t

V1

na

- e

e

2

na

9R
3 e

3R
9a' '

n

f
na

t g

a2Vi

e

i
2

l-e'

3R

"' y i '

,R , **
e na2l/

i
1

1-e

ŐR
ői '

(3.6)-ban szokás az £ mellől a csillag jel elhagyása, és

az utolsó egyenletben (ír-) mellől a zárójel elhagyása. Ekkor
cia

(3.6)-ból a (3.1) egyenleteket kapjuk vissza. (3.1) ilyen
használatakor tudnunk kell azonban, hogy £ a módosított £
pályaelemet jelenti, és az utolsó egyenletben g— képzésénél

R-nek csak a sorfejtése együtthatóinak a-tól való függését
kell figyelembe venni.

A Lagrange-egyenletek szingulárisak az e=0, i=0 pontok-
ban. Ez a szingularitás a

h = e sinco, k = e cos co
(3.7)

p = tgi sin-Q, q = tgi cos fi

transzformációval megszüntethető. A h, k, p, q változókra
a következő egyenletek vezethetők le:
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tg ^

na )' 9 £
„a^ - e ^ ^

dk
dt

na ( 3 . 8 )

áE =
dt cos2!

d t

ahol

cosi

2 COS 2| . 1 + ( 1 + p
2
+ q V

1 / 2 '

(3.8) tetszőleges e és i esetén érvényes, használatuk kis
e és i esetén célszerű.

A mesterséges holdak mozgásának vizsgálatakor az a, e,
i,co,-Q, M pályaelemeket használják. A Lagrange-egyenletek

ezekre a pályaelemekre is levezethetők. A Lagrange-záróje-
lek a (2.37) összefüggés alapján számíthatók ki, azokból pe-
dig a már ismert módon adódnak a pályaelemek változásainak
meghatározására szolgáló egyenletek:

da
dt

2 3R
na 3M

de
dt

di _ ctg i 9Rdi
d t

(3.9)
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dű _ 1 3R
dt " n a 2 ^ sini 3 i '

ctgi
Öl '

dMo '•_ 2_ 3R 1-e2 3R
d t " " na 9a " na2e 3 e

Ezekben az egyenletekben M az M közepanoraáliával az

M = M Q + f ndt (3.10)
to

összefüggésben van, és az utolsó egyenletben a g— parciális

derivált képzésekor R-nek csak a sorfejtése együtthatóinak
a-tól való függését kell figyelembe venni.

A Lagrange-egyenleteknél szerkezetileg sokkal egyszerűbb
egyenletekhez juthatunk, ha a, e, i helyett a (2.38) alatti
L, G, H kifejezéseket tekintjük pályaelemeknek. (2.37)-bői
az L, G, H, M , co, -ft pályaelemekre vonatkozó Lagrange-záró-
jelek:

[MO,L] = -[L,MQ] = 1,

[<o,G] = -[G,o] = 1 , (3.11)

[ Ü , H ] = -[H,n] = 1,

a többi Lagrange-zárójel pedig nulla. így (2.1)-bői a követ-
kező egyenleteket kapjuk:

dL
d t

dG
dt

dH
dt

3R
3MO '

• & •

9 R

dMQ

d t

d co
dt

dfl
dt

9R
3L '

3R ,
~ DG

3R
3H *

(3.12)
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Ezeket az egyenleteket egyszerű, szimmetrikus szerkezetük
miatt kanonikus egyenleteknek nevezik. A kanonikus egyenle-
teket széles körűen alkalmazzák az égi mechanikában. A ka-
nonikus egyenletekkel a 7. fejezetben foglalkozunk.

4. A PERTURBÁCIÓS FÜGGVÉNY SORBAFEJTÉSE

A pályaelemek időbeli változásainak meghatározására
szolgáló Lagrange-egyenletek megoldásához az R perturbációs
függvényt ki kell fejezni a pályaelemekkel. Ez a perturbá-
ciós függvénynek a pályaelemek szerinti sorbafejtését teszi
szükségessé.

A perturbációs függvény sorbafejtésére többféle módszer
ismeretes. Ezek három csoportba sorolhatók.

1. Analitikus módszerek;

Az analitikus módszerek R sorfejtését a pályaelemek
analitikus függvényeként adják, figyelmen kívül hagyva azok
numerikus értékeit. Az analitikus sorfejtések legáltaláno-
sabb alakja

R = 2T C cos D

C = Ae q1 e'q2(tgi)q3(tgi')q4 (4.1)

D = (J1 + J3+j5)A+(j2+j4-J5)A
r- j^-j 2(S'-j 3n-

ahol a vesszős pályaelemek a perturbáló bolygóra vonatkoz-
nak. A az a, a' homogén -1-ed rendű függvénye, X=nt+£,
X=n't+£', és q.., q~, q,, q. pozitív egész számok vagy nul-

la, j.,, J2f J3» J4» J5 pozitív vagy negatív egészek vagy

nulla, q-,~ 131 Jí- q2" \í2\
 q3~|^3|' q 4 ~ í̂ 4 I P o z i t í v páros szám

vagy nulla, és végül J3
 + J4 és ennek megfelelően q-,+q. mindig

páros szám. (4.1)-et D'Alembert-féle sorfejtésnek nevezik.
Az összegző indexekre érvényes a D'Alembert-szabály:

q 1 + q 2 + q 3 + q 4 = I j1 + j2 + j3 + j4 I + 2^ (4'2)

ahol i= 0 egész. Kis excentricitasok és pályahajlások ese-
tén a (4.1) sorfejtés gyorsan konvergál, ha a/a' nem 1-hez
közeli érték.

Megjegyezzük, hogy D kifejezésében minden j. összegző

index kétszer szerepel, egyszer pozitív, egyszer negatív
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előjellel. Ez annak a következménye, hogy R a koordináta-
rendszer elforgatásával szemben invariáns. A X, X,őjrűj'r SLfSiI,

szögeket ugyanazon iránytól számítva a koordináta-rendszer
elforgatásakor ezen szögek értéke ugyanazon növekménnyel
változik meg, de D-ben az össznövekménynek nullának kell
lennie, R invarianciája miatt.

R sorfejtését az excentricitások és pályahajlások har-
madik hatványáig bezárólag először Laplace vezette le (1799).
U. J. Leverrier (1855) R sorfejtését az excentricitások és
pályahajlások hetedik hatványáig bezárólag határozta meg.
Ez a sorfejtés 469 tagot tartalmazott. Leverrier sorfejté-
sét némiképp módosított formában számítógép alkalmazásával
M. Yuasa (1973) számította újra.

2. Numerikus módszerek:

Ha R sorfejtésének konvergenciája lassú, pl. ha e vagy
i nagy, vagy a/a'-% 1, R sorbafejtésére numerikus módszereket
alkalmaznak. Ekkor R-et az

^ -L2£. r T

R = H H [Aktcos(kM+eM') + Bk?sin(kM + £M')J (4.3)

• k=0 £=-<»

kettős Fourier-sor alakjában állítják elő, ahol
2TT 2T

= —±r R cos (kM + ÍM') dM dM' ,
4TT J J

o o

2TT23T ( 4- 4 )

B. » = —Kr R sin (kM + ÍM') dM dM'.k < 4JT2 J J
o o

Az A, ,, B.fl együtthatókat numerikusán számítják ki, a har-

monikus analízis összefüggései alapján. Az együtthatók pon-
tos meghatározásához R nagyszámú (több ezer), különböző idő-
ponthoz tartozó értékére van szükség. A pályaelemek ismere-
tében adott időpontokra R kiszámítható. Megjegyezzük, hogy
a Lagrange-egyenletekben nem közvetlenül R, hanem annak a
pályaelemek szerinti parciális deriváltjai szerepelnek. Ez
utóbbiak is (4.3)-al analóg sorfejtések formájában állítha-
tók elő.

A perturbációs függvény első numerikus sorfejtése Euler-
től származik (1749), aki a Jupiter és Szaturnusz kölcsönös
perturbációit határozta meg ily módon. A numerikus módsze-
rek alkalmazása a számítógépek megjelenésével vált különösen
hatékonnyá.
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3. Vegyes módszerek;

Ide tartoznak a félig analitikus vagy félig numerikus
módszerek, melyek R sorbafejtésekor bizonyos pályaelemeket
tényleges numerikus értékeikkel helyettesítik és a sorfej-
tést a többi pályaelem analitikus függvényeként állítják
elő, vagy a (4.3) sor esetén az együtthatók kiszámításakor
(4.4)-ben az egyik integrált numerikusán, a másikat anali-
tikusan határozzák meg.

A következőkben a perturbációs függvény analitikus sor-
bafejtésének problémáival foglalkozunk.

1. R sorbafejtése a kölcsönös pályahajlás
szerint

Két bolygó kölcsönös perturbációinak vizsgálatakor cél-
szerű az egyik bolygó pályáját a másikéhoz viszonyítva meg-
adni. Tekintsük a 62. ábrát, amely a két bolygó pályájának
az éggömbre való vetületét mutatja. B és B' a bolygók vetü-
lete valamely t időpontban, C a B bolygó felszálló csomója
B' pályájára vonatkoztatva, J a kölcsönös pályahajlás szöge,
Q, Q' a felszálló csomók az ekliptikán. Ismerve az i, i',
/l, _fl' pályaelemeket, J kiszámítható. A QQ'C gömbháromszög-
ből ugyanis

cos J = cosi cosi'+sini sini' cos (Jl'--ft) . (4.5)

B'

62. ábra

(1.4) szerint a perturbációs függvény

. 2 , ,1 r cosH,
R = k m' (T- 5—) ,

az egyes változók jelentését a 63. ábra mutatja. A 63. áb-
ra alapján

r~7 2 '
- + r' -2rr' cos H.
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B A 62. ábra BB'C gömbháromszögéből

A cos H = cos W cos W'+sin W sin W'cosJ,
N

r7^ ~-\ , ahol W és W' a két bolygó valódi pálya-
B menti hosszúsága C-től számítva. Legyen

63. ábra
•>)= sin2 £ . (4.6)

Ekkor _
cos J = 1-2 sin ^ = 1 - 2-P

alapján

cos H = cos(W'-W)-2-ű sin W s in W' = (1-v) cos (W'-W) +Vcos (W +W) .

(4.7)

így
r 1 — 1

1 =[r 2 +r' 2 -2rr 'cos(W'-W)+4Vrr ' s inW s i n W ' J " 1 / 2 = A o (1+/1)~1 / 2

( 4 . 8 )

ahol
A Q = [ r 2 + r / 2 - 2 r r ' cos(W'-W)] 1 / 2 , (4.9)

rr' sin w sin_W'_ ( 4 # 1 Q )

r A *
o

1, (1+/*) abszolút konvergens binomiális sorba
fejtheti.'Ezt (4.8)-ba írva, (4.10) figyelembevételével kap-
juk, hogy

1 =A~ 1 -rr'A"3 2Vsin W sin W' + r 2r' 2AÖ 5 6 v

A o o o

-r 3r' 3A" 7 20V3 sin3W sin3 W' + ...o

(4.10)-bői
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innen bármely két bolygóra fi megbecsülhető. A számítások
szerint a Plútót kirekesztve bármely két bolygóra |/9| =0,04.
Ekkor (4.11) gyorsan korvergál, és elég a felírt tagokra
szorítkozni. A Plutó-Neptunusz párnál \fi\<'\ nem teljesül,
ugyanis a két bolygó pályája az ekliptikára vetítve metszi
egymást. Ebben az esetben (4.11) nem alkalmazható, R sorba-
fejtéséhez más módszerhez kell folyamodni. Egymást metsző
pályáknál R sorbafejtésére pl. M. Petrovszkaja (1970) mód-
szere alkalmazható. A Plútó és Uránusz esetében (4.11) kon-
vergenciája igen lassú. Ennek, és a kisbolygók között fel-
lelhető egyéb kritikus eseteknek (pl. a Jupiter vagy a Mars
pályáját erősen megközelítő kisbolygópályák) vizsgálata
szintén speciális módszereket igényel.

(4.7) figyelembevételével

*-££§£ = -E- r(1-V)cos(W'-W) + i> cos (W + W) 1 . (4.12)
r'Z x'1 L J

(4.11) és (4.12) együttesen adja a perturbációs függ-
2 J

vény v = sin •=• szerinti sorfejtését:

R=k2m'{A~1 -rr'A~32 V sinW sinW'+r2r' 2A~56 i>2sin2W sin2 W -

-r3r'3A~720\)3 sin3 W sin3 W + ... (4.13)

... + -^j |(1-D)cos(W'-W)+ vcos(W'+W)

2. R sorbafejtése az e, e' excentricitások
szerint

R az r, r', W, W változókon keresztül az e, e' excent-
ricitások függvénye. Következő lépésként R-et az e=0, e'=0
hely körül Taylor-sorba fejtjük az e, e' növekvő hatványai
szerint. Vizsgáljuk először a sorfejtés e=e'=0-ra adódó
részét!

a) Az e=0, e'=0 eset.
Ebben az esetben r=a, r'=a', W=L, W'=L', ahol a, a'

a fél nagytengelyek, L, L' a közepes pályamenti hosszúságok
a két pálya közös C pontjától számítva. Jelölje RQ az R sor-
fejtésének e=e'=0-ra adódó részét. (4.13)-ból

R =k2m'ÍA"1 -aa'A~ 32Vsin L sin L'+a2a'2 A~ 56y 2sin 2Lsin 2L'-
o L o o o

- a 3 a ' ^ 7 20V3sin3Lsin3L'+ ... + - ^ [(1-u)cos (L'-L) +

+ Vcos(L'+L)J|, (4.14)
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ahol most

A o =[a2 + a'2 - 2a a' cos (1/ - L)J 1 / 2 (4.15)

R bonyolult módon,A negatív hatványain keresztül

is függ L-től és L'-től. Célszerű RQ-t az L, L' többszörö-

sei szerint haladó trigonometrikus sorba fejteni.
Legyen

ahol feltehetjük, hogy ŰC^1. (4.15)-bői a'-t kiemelve

A o = a' [1-2 «í cos(L'-L) + c6 2 J 1 / 2 . (4.16)

Ezt (4.14)-be helyettesítve az

F ' =[ 1 - 2 oó cos(L' - L) +0Í*} , n = 1,3,S,...

(4.17)

függvények lépnek fel. Vizsgáljuk először ezek trigonomet-
rikus sorfejtését!

Legyen

z = exp/^T(L'-Ii) . (4.18)

Az Euler-formula alkalmazásával

1-2oí c o s ( L ' - L ) + o ^ 2 = 1 - o<:(z+z" 1 ) + o<: 2 = ( 1 - < * z ) ( 1 - ^ z " 1 ) .

így
F - n / 2 = ( W Z r n / 2 ( W Z - V n / 2 . (4.19)

Joí]<1 esetén a jobb oldal mindkét tényezője abszolút kon-
vergens binomiális sorba fejthető

- n / 2 *.n.„ . n n + 2 1 . , . 2 n n + 2 n + 4
= 1 + J Ű C Z + y — j — J- (cCz) + -j —g— — j —

1 . , . 2 n
J Ű C Z + y j — J-, (cCz) + -j g j ^ , (oc z ) + . . .

... _, - 1 . - n / 2 - j .n , - 1 A n n + 2 1 , . - 1 , 2 n n + 2 n + 4 1 , . - 1 . 3
( 1 - o C z ) ' = 1 + j o c z + j - j - ^ , (cí z > + f ~2 2~ Ti
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E két sorfejtés tagonkénti összeszorzásával kapjuk, hogy

F-n/2 1 b (0>+ 1 f r b (k) zk + b
 ('k)

z-l
2 n 2 . _1 L n n

K"1 (4.20)

ahol 7 2 2
l b (0) = 1 +(£)V + (- 2 ^ f.) y 4 + ... (4.21)

és k=1-re

1. (k) 1. (-k)_ n n+2 n+2(k-1) 1 k

Ibn ~ Ibn " 2 ~T ' ' • 2̂  Fi * x

fix" n+2k Jl/ 2x n n + 2 n+2k n+2(k+1) 1 1 -4,
x ji+_ ___ „ ^ +_ __ _ _ 2i(k+1) (k + 2)*

+ ...j • (4.22)

(4.20)-ból (4.18) figyelembevételével kapjuk, hogy

F"
n/2=[i-2oí;cos(L'-L)+íí2J . =| 5 Z b^k)cosk(L'-L) .

k="°° (4.23)

Ez a Laplace-féle sorfejtés,' amely j o£ |<1 esetén L'-L min-

den értékére abszolút konvergens. A b együtthatók a La£-

iace-együtthatók, melyek az oC paraméter függvényei. A Lap-
lace-együtthatók a (4.21), (4.22) sorfejtésekből, vagy al-
kalmasabb rekurziós összefüggésekből számíthatók ki. Leve-
zetés nélkül közöljük a következő rekurziós összefüggéseket:

«0 ] S l I r 1 (k-1) l l l l ! (k"2) , (4.24)
( ) b

— n W - —

h(k| d ^ ) ( n + 2 k ) b n

( k ) * 2oC(n-2k-2)
n + 2 " n ( 1 C 2 ) 2

(4.24) az azonos n indexű, (4.25) a különböző n indexű
együtthatók közt teremt kapcsolatot. Látható, hogy b ^

b.. '-bői kiindulva (4.24)-bői meghatározhatjuk az összes

b 1

( k ) együtthatót, b, ( k ) és b 1

( k + 1 )-ből (4.25) alapján a b 3

{ k )

együtthatókat, és így tovább valamennyi együttható kiszámít-
ható.
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A b.j0), b' 1 ) együtthatókra a következő összefüggések

vezethetők le:

b| 0 ) = ̂  F(od), (4.26)

ahol F(QÍ) az elsőfajú, E (eO a másodfajú elliptikus integrál

J>/2

F{d) = [ ^2=1 ' (4.27)
n lí1"^ s i n í

= [ "fi -cC2sin2f d<p.

RQ

A rekurziós összefüggések alapján a Laplace-együttha-
tókra, illetve ezek <*- szerinti deriváltjaira táblázatok ké-
szíthetők.

(4.16)-ot (4.14)-be helyettesítve látható, hogy a'RQ

kifejezésében OÍ í^I F~ n / 2 (n=1, 3, 5, ...) alakú szorzók

lépnek fel. Legyen

^'aC2?1 b n k ' "=1/3,5,... (4.28)

Ekkor (4.23) felhasználásával

^ H Z I F-n/2 = 1. ̂ c™ cosk(L'-L). (4.29)

k=-oo

2 2(4.14)i-ben a sinL sinL'r sin L sin L', ... szorzatok
a következő alakban írhatók:

sin L sin L' = ̂  [cos (L'-L) - cos (L'+L)J ,

sin2 L sin2 !/=•! [2-2cos2L-2cos 2l! + cos(2L'+2L)+ cos(2L'-2L)
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s i n 3 L s i n 3 L ' = - ^ [9 c o s ( L ' - L ) - 9 cos (L'+L) +

+ 3 cos (3L+L') - 3 cos (3L-L') +
(4.30)

+ 3 cos (3I/+L) - 3 cos (3I/-L) +

+ cos (3I/-3L) - cos (3L '+3L).

Ezekkel a k i f e j e z é s e k k e l ( 4 . 2 9 ) - e t meg k e l l s z o r o z n i . Ez a
könnyen b e l á t h a t ó

^ ( k ) ^ ( k ) r 1
cost f 2. , c

n c o s k ( L ' - L ) = J> c c o s k ( L ' - L ) + T l
k=-o>

összefüggés alapján végezhető el. A szükséges számítások
után (4.14)-bői végül a következő sorfejtéshez jutunk.

R = k 2 m ' | ^ X I A, c o s ( k L ' - k L ) + V X I B, c o s | [ k + 1 ) L ' - ( k - 1 ) L V
° i z k = -o» K k = -oo K

+

Bkcos
k=-oo

C, cos [(k + 2)L'-(k-2)L] +
k=-«o

+ OO

V 3 ] T ^ D k c o s f ( k + 3 ) L ' - ( k - 3 ) L ] + . . . j , ( 4 . 3 1 )

ahol

a B k 2 C 3 4"(C5 "5 J V T T 6 V " 7

+ c < k 2))V "•*•/
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, _ 3 (k) i5,c(k-1) C
Ck " 8 C5 T6 ( C7 C7

*% " ík «?
(4.32)

(4.31) tartalmazza (4.14) utolsó két tagját (a perturbációs
függvény indirekt részét) is, ha a' A., és a'A , kifejezésé-
hez oL (1-V)-t, illetve a'B^hozcí-t adunk.

b) Az e^O, e'ĵ O eset.
S. Newcomb nyomán (aki a múlt század végén foglalkozott

a nagybolygók mozgáselméletével) célszerű R-et az •tnr, -tnr',
W, W változók függvényének tekinteni: R=R(€nr, £nr', W, W ) .
Vezessük be a $, g' mennyiségeket az

8nr = ena + p , gnr' = i n a ' + j?' (4.33)

összefüggésekkel! A középponti egyenlítést f-el illetve f -
vel jelölve

f = v-M, f' = v'-M'.

így

W = L+f, W = L'+f'. (4.34)

Tehát

R=R(£na + f , £na' + f , L+f,L'+f).

Itt p, f az e, ?Jf'az e' excentricitás függvénye.
Ismereteseit a következő sorfejtések (3. fejezet):

$>=£n|=-e cosM+e (j - j cos 2M) + e 3 (|cos M - ^ T COS3M) + ...,

(4.35)

f=2e sinM + | e 2 sin2M + e 3(- jsinM + -|| sin 3M) + ... .

Hasonló sorfejtések írhatók fel f'-re és f-re is.
R Taylor-sorának levezetéséhez használjuk fel azt, hogy

egy if>(u) függvény
2 2

f(u'Au) =f(u) + ̂ f 3L ^(U) + ̂ ü A^
3u

Taylor-sora az
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operátor bevezetésével szimbolikusan a

«f(u +Au) = exp (Au 2-) \f> (u)

alakban írható. Ugyanez érvényes több változó esetén is

<f(u+Au , v+Av,...) =

(4.36)

Ezt R sorbafejtésére alkalmazva

RUna + §> , e.na' + 5>', L+f, L' + f ) =

(4.37)

ahol R(fcna, ina', L, L')=R .
Legyen

D = s = a _L D' -8Una) a 3a '

(4.38)

R(Cna, i n a ' , L, L')-re tehát a következő operátort kel l
alkalmazni:

1 . . . 1 . .e x p ( P D + P D ' + fD +f D ' ) = 1 + — • ( o D + S ! D + f D . + f D. ) + T T ( J D + P D +
* 1 1 I • I l i .

+ f D 1 + f ' D ^ ) 2 + ••• ( 4 . 3 9 )

M i v e l

e x p ( f D + j> ' D ' + f D + f ' D . ' ) = e x p ( f D + f D ) • e x p ( f ' D ' + f ' D ' ) /

v i z s g á l j u k e l ő s z ö r e x p ( f D + f D ) h a t á s á t R ( f n a , i n a ' , L , L ' ) -

r e . E z u t ó b b i f ü g g v é n y s o r f e j t é s é t ( 4 . 3 1 ) a d j a , a i r . e l y a z
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J A k j cos|(k+j)L'-(k-j)LJ (4.40)
j=0 k=-o»

alakban írható, ahol A k > 0 = \ j^, j ^ = Bk, A ^ - C ^ , ....

Legyen

i = expl/^ L, 2' = e x p / ^ L ' . (4.41)

(4.42)

Ezzel R a következő alakban írható:

ahol

R
o

s + s '
Mivel

= k2m' /

páros.

( H
, ^ s,

í g y <? <?' <—«
D i H

s S ' í e = ^ T s H ,

Tehát

D1

így

exp (JD + fD^ = exp (fD + V"̂ T fs) . (4.43)

Ezt az operátort részletesen kiírva:

p r fs) = 1+(fD+fTfs) + 1(

Ide (4.35)-öt behelyettesítve látható, hogy a jobb oldal e
hatványai szerinti sorba rendezhető

exp (jD+]|-1 fs) = 1 + k..e + k_e + ... (4.44)

A k. együtthatók kiszámításához

jd = exp V-T M (4.45)

bevezetésével alakítsuk át (4.35)-öt:
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Ezeket az összefüggéseket (4,44)-be helyettesítve kapjuk,
hogy

k2 * í r + <~4s~3> D + 5 s + 4s2|/i2 + (4.46)

o
+ D - 4s ) +

[D2+(4s-3) D - 5s + 4s2j«~+ 1

Legyen

k,-i^V+ir_1V\.

# (4.47)

ahol tehát a TT n operátorban a felső index a k együttható-

ra, az alsó index a jum hatványra utal. Általában

2n

j páros

A TT n operátorok, melyek D és s n-ed fokú polinomjai, a

Newcorob-féle operátorok. Könnyen látható, hogy

n n
TT (S) = 7T (-s). (4.49)
-m m

(4.48) felhasználásával (4.44)-bői kapjuk, hogy
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2n

exp(i>D +V-1 fs) = Z, e" 2 _ \ , X J • (4.5o,
n=0 j=0 n : '

j páros

így (4.42) és (4.43) figyelembevételével

exp($>D+fD..)R =k m' X_. Z_,en 2 1 7T n.H , (v,cO is l 's'nn-j
s,s' n=0 j=0 : S / S r

j páros (4 _511

Erre a sorfejtésre még az exp(f>'D' + f'D ') operátort kell a^

kalmazni. Ez hasonlóan számítható, mint az előző >setben.
A végeredményt így rögtön felírhatjuk

exp(j>D + fD.j + f'D' + f'D ') .R =

2 ,"̂ —' 5"1 ̂ N—' 2 n 2 n' n/ n n;

s,s' n=0n'=0 j^O j'=0 n~í n'" : S' S'

j.ps. j'ps. . ̂ s^s'^n-J^.n'-j' (4.52]

Legyen q=n-j, q'=n'-j', és

q, q ~ q J q' s ' s

Ezekkel a jelölésekkel, és (4.52)-ben 2, V , ju, ju'-ről L,
L', M, M'-re visszatérve kapjuk végül a perturbációs függ-
vény sorfejtését:

2 , ene'n-fln'n cos(sL+s'L'+qM+q'Ji,
s,s' n=0 n'=0 q=-nq'=-n' q^q'

(4.53)
n,n' 2 J

Itt a TT" , együtthatókat, melyek oC = —, és ^ =sin -^ függ-
q,q a i

vényei, még ki kell számítani, ezzel a kérdéssel azonban
nem foglalkozunk. (4.53) szerint H , (V , oC ) -ra a

/ S / 5

K n, 1\ ? Newcomb-operátorokat kell alkalmazni (ez lényegé-
ben az a, a' szerinti parciális deriválásokból áll). A New-
comb-operátorok előállítása a perturbációszámítás egyik fon-
tos problémája. Kiszámításukra rekurziós formulák, illetve
azok alapján készült táblázatok állnak rendelkezésre.
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A % ír' perihéliumhosszúságok bevezetésével

L = M*7T , L' = M'+7T'

alapján (4.53) az
~~ ! / n , n '

R 2 , e n
e ' n W , cos (pM+p'M'+s7T+s'jr')

s,s',n,n',q,q' q ' q

(4.54)

alakban is írható, ahol p=s+q, p'=s'+q'.
(4.54) a perturbációs függvényt az M, M' középanomáliák

többszörösei szerint haladó trigonometrikus sor formájában
adja. Erről áttérni a (4.1) D'Alembert-féle alakra -O jelen-
tésének figyelembevételével, és további hosszas számítások-
jcal lehetne. Ezzel a kérdéssel azonban nem foglalkozunk.
Megjegyezzük, hogy a perturbációs függvény különféle anali-
tikus sorfejtéseinek részletes tárgyalása V. A. Brumberg
(1966) munkájában található. A perturbációs függvény anali-
tikus sorfejtésének számítógéppel való meghatározásával kap-
csolatban R. Broucke és G. Smith (1971) cikkére utalunk.

5. A PERTURBÁCIÓK VIZSGÁLATA

A Lagrange-egyenletek bonyolult nemlineáris differen-
ciálegyenlet-rendszert alkotnak. Megoldásukra a fokozatos kö-
zelítések módszerét szokás alkalmazni. Első közelítésben
az egyenletek jobb oldalán a pályaelemeket állandóknak te-
kintik és úgy integrálják az egyenleteket. Mivel R-en ke-
resztül a jobb oldal minden tagja m'-vel van megszorozva, a
megoldás valamely q pályaelemre

q (t) = q Q + m
fq 1 (t) (5.1)

alakú lesz, ahol q o a pályaelem perturbálatlan értéke, és
m'q.(t) az elsőrendű perturbáció. Mivel R-et egy végtelen

sor adja, a megoldás formálisanq (t)-re is végtelen sor

lesz. Második közelítésben a Lagrange-egyenletek jobb olda-
lába az (5.1) kifejezéseket helyettesítik. Az egyenleteket

2
integrálva az m' -el arányos másodrendű perturbációkhoz
jutunk

q(t) = qQ + m'q^t ) +. m' 2q 2 (t) . (5.2)
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Az eljárás folytatásával a pályaelemek perturbációit az m'
növekvő hatványai szerint haladó sorok formájában kapjuk.
Vizsgáljuk részletesebben a perturbációk típusait!

A perturbációs függvényre a D'Alembert-féle sorfejtést
használjuk. (4.1)-et a Lagrange-egyenletek jobb oldalába he
lyettesítve, és első közelítésben az egyenletek jobb olda-
lán a pályaelemeket állandóknak tekintve, az idő csak a
}Í = £ + nt, X = £l + n't közepes pályamenti hosszúságokon
keresztül lép fel (n, n' is konstans). Az egyenletek jobb
oldalán írjuk R sorfejtését a következő alakba

R = k2m' 5Tc cos [(pn + p'n') t + B ] , (5.3)

ahol C és B konstans, mégpedig

C = A(a,a')eq1 e'q2 (tgi)q3(tgi')q4, (5.4)

B = pe + p's' - j ^ - j2Z3'- j3n-j4-Q)

és
h + j5•' p' = h

 + U - v (5-5)

R sorfejtése konstans illetve periodikus tagokból áll,
a cos argumentumában szereplő t idő együtthatójától függően.
Olyan p, p' összegző indexekre, melyekre pn+p'n'=0, konstans
tagokat kapunk, míg pn+p'n'/O esetén periodikus tagokhoz ju-
tunk. Ennek megfelelően (5.3)-at a Lagrange-egyenletekbe
helyettesítve konstans illetve periodikus tagokat kell integ-
rálni (mivel R sorfejtése abszolút és egyenletesen konver-
gens, az integrálás tagonként végezhető). A megoldás így
kétféle lehet.

1. Ha pn+p'n'=0,

ebben az esetben

m' C 1 t

alakú, az idővel egyenesen arányos szekuláris perturbációt
kapunk, ahol a C. konstans a pályaelemek függvénye. A sze-
kuláris (évszázados) elnevezés oka, hogy az m'C. együttható

általában kicsi, így az ilyen perturbáció száz év nagyság-
rendű időtartam alatt okoz észrevehető változást. Az idő
múlásával azonban ez a változás egyre nagyobb lesz, így igen
hosszú időtartamok alatt a szekuláris perturbációk alapve-
tően módosíthatják a pályaelemeket.
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2. Ha pn+p'n';*O,

ebben az esetben

m'C~ m'C_
cos [(pn+p'n')t + Bj vagy , n/ sin [(pn+p'n') t+Bj

pn+p'n' p p

alakú periodikus perturbációt kapunk, ahol a C 2 konstans a

pályaelemek függvénye. Az ilyen perturbáció az idő periodi-
kus függvénye.

A Lagrange-egyenletek megoldását a fokozatos közelíté-
sek módszerével folytatva általánosan a következő típusú
perturbációkhoz jutunk:

Ha pn+p'n'=0, akkor szekuláris perturbációt kapunk,
melynek általános alakja

ahol C, konstans.

Ha pn+p'n'/O, akkor a perturbáció általános alakja

m' s t q C,
-£ cos [(pn + p'n') t + B]

(pn+p'n')r

vagy

^- sin [(pn + p'n') t + BJ .
(pn+p'n'r

Ha q = 0, a perturbáció periodikus.
Ha q>1, a perturbáció vegyes szekuláris. Ez szekuláris amp-
litúdójú periodikus perturbációt jelent. Ilyen típusú per-
turbációk a második közelítéstől lépnek fel.

Az egyes perturbációk nagyságát a következő paraméte-
rekkel lehet jellemezni.

a) A perturbáció rendje: s.
Minél kisebb s, annál nagyobbak a perturbációk
(ha az egyéb feltételek azonosak). így a legna-
gyobbak az elsőrendű perturbációk.

b) A perturbáció foka: q 1+q 2

+q 3

+q 4«
A fokszám (5.4)-en keresztül a C, együttható nagy-
ságát határozza meg. Kis excentricitások és pálya-
haj lások esetén a fokszám növekedésével a pertur-
báció nagysága gyorsan csökken.
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c) A perturbáció rangja; s-q.
d) A perturbáció osztálya; s - ^ - £.

H. Poincaré szerint az egyes perturbációk fontosságának meg-
ítélése szempontjából a perturbáció rendje mellett a rang
és az osztály igen lényeges. Rövidebb időtartamokra legje-
lentősebbek a legalacsonyabb, mindenekelőtt az elsőrendű
perturbációk. Hosszabb időtartamokra a perturbáció nagysá-
gát az osztálya, igen hosszú időintervallumban a rangja ha-
tározza meg.

Poincaré tételei szerint:

1. a pályaelemekben nincsenek negatív rangú perturbá-
ciók,

2. a pályaelemekben nincsenek zéró rangú vegyes szeku-
láris perturbációk,

3. a fél nagytengelyekben nincsenek zéró rangú pertur-
bációk.

Vizsgáljuk részletesebben a periodikus és szekuláris
perturbációkat!

1. Periodikus perturbációk.

A periodikus perturbációk periódusa:

2 l
T =
P |pn + p'n'| '

A bolygók keringési ideje T=2JT/n, T'=23T7n'. Ha T »T, T', a

perturbáció rövid periódusú. Ha T » T, T', a perturbáció
hosszú periódusú. P

A periodikus perturbációk periódusa és amplitúdója
egyaránt az

1
|pn + p'n'j

kifejezéssel arányos. így pn+p'n' abszolút értékének csökke-
nésével nő a periódus és nő az amplitúdó. A periodikus per-
turbációk közül így általában a hosszú periódusúak a legje-
lentősebbek.

. Elvileg tetszőleges számú olyan perturbációt lehet ta-
lálni, ahol pn+p'n'* 0. Nem mindegyikhez kapcsolódik azonban
nagy amplitúdójú perturbáció, ezek számát ugyanis a D'Alem-
bert szabály korlátozza. (4.2) és (5.5) szerint

q1 + q 2

 + q 3

 + q4

=lp+p'l
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ahol i = 0. így ha pn+p'n' a*0, de|p+p'|nagy, a magas
q 1+q 2+g 3+q 4 fokszám miatt a perturbáció amplitúdójában sze-
replő C k együttható kicsi lesz, és ez ellensúlyozhatja a
pn+p'n' « 0 kis nevező hatását.

Példaként tekintsük a Jupiter és Szaturnusz esetét!
Ezek n illetve n' középmozgása 1900-as epochára:
n=299í!i283/nap, illetve n' = 120','4547/nap. Így n'/n=
0,40268677 , és ez az arány jól közelíthető az 1/2, 2/5,
29/72, 60/149, ... törtekkel. Az ezeknek megfelelő pn+p'n'
kifejezések és periódusok

pn+p'n' T

n-2n' = 58','2189/nap 61 év
2n-5n' =-4,0169 880

29n-72n' = 1,9823 1810
60n-149n' =-0,0523 36000

A p=1,p'=-2 esetben rövid periódusú perturbációt kapunk.
A legérdekesebb a p=2, p'=-5 eset, melynek 880 éves perió-
dusú perturbáció felel meg. A perturbáció fokszáma 3, 5, ...
lehet, tehát elég alacsony, ugyanakkor |2n-5n'|= 4','0169 elég
kicsi. így a perturbáció amplitúdója igen nagy lehet. Való-
ban, a Jupiter és Szaturnusz közepes pályamenti hosszúságá-
ban 880 éves periódussal igen nagy periodikus perturbációk
lépnek fel, melyek amplitúdója eléri a 2O'-et illetve 5O'-t.
Ezen különösen nagy perturbációk eredetének tisztázása első-
ként Laplace-nak sikerült (1787). A p=29, p'=-72, és p=60,
p'=-149 esetekben bár a kis nevezők még kisebbek, az igen
magas fokszám (43 illetve 89) miatt azonban mégsem adódnak
nagy amplitúdójú perturbációk.

Az elmondottakból látható, hogy kis |pn+p'n'| érték ese-
tén akkor kapunk nagy perturbációt, ha |p+p'| is kicsi, vagy-
is a perturbáció fokszáma alacsony. Ez a feltétel teljesül
két égitest pályamenti mozgásának rezonanciája esetén, ami-
kor is jó közelítéssel n/n'=p'/p úgy, hogy p és p' kis egész
számok. A Naprendszer égitestjei között az ilyen rezonanciá-
ra meglepően sok példa található (lásd 8. fejezet). A rezo-
nancia oka, hogy a szóban forgó égitestek relatív helyzetei
jó közelítéssel T r = p'T időközönként ismétlődnek, és

emiatt az egyébként kis perturbációk felerősödnek.

2. Szekuláris perturbációk.

A szekuláris perturbációkkal kapcsolatos az égi mecha-
nika egyik nagy problémája, a Naprendszer stabilitásának
kérdése. A bolygók pályaeleméiben fellépő szekuláris pertur-
bációk hosszú idő alatt jelentős változásokat okozhatnak.
Természetesen adódik a kérdés, vajon ezek a változások nem
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vezetnek-e a Naprendszer széteséséhez? A Naprendszer stabi-
litásának vizsgálata igen nehéz és összetett témakör, mely-
nek igen kiterjedt irodalma van. Pl. csak a különféle stabi-
litási definíciókból több tucat létezik. Ezek összefoglalá-
sa V. Szebehely (1984) cikkében található. A stabilitási
problémák megfogalmazásával kapcsolatban gyakran idézik
Y. Hagihara (1957) immár klasszikus kérdését: "Mi az az
időtartam, amely alatt a Naprendszer konfigurációja tetsző-
legesen előírt mértékben változik meg?". A kérdés megvála-
szolása még várat magára.

A Naprendszer stabilitásával szorosan összefüggő kérdés,
léteznek-e a bolygópályák fél nagytengelyében szekuláris
perturbációk?

Az első Lagrange-egyenlet szerint

af-áü- <5-61

A szekuláris perturbációk létezésének feltétele, hogy
pn+p'n'=0 legyen. Ha az n/n' arány racionális, léteznek
olyan nullától különböző p, p' egész számok, melyekre ez a
feltétel teljesül. Ha viszont n/n' irracionális (más megfo-
galmazásban n és n' nem összemérhető, inkommenzurábilis)-, a
pn+p'n'=0 feltétel akkor és csak akkor teljesül, ha p=0,
p'=0. Mivel (5.4) szerint R sorfejtésében £ együtthatója p
(és hasonlóan a másik bolygó esetén R' sorfejtésében £'

3R
együtthatója p' lenne), ?r= kifejezése p-vel szorzódik. így

ha a középmozgások nem összemérhetők, R sorfejtésének azon
tagjaira, amelyek szekuláris perturbációt adnának p=0 miatt

lesz. Innen viszont következik, hogy a-ban nincsenek szeku-
láris perturbációk. A most kapott eredményt általánosítja
tetszőleges számú bolygóra a Laplace-Lagrange-tétel.

Laplace-Lagrange-tételi ha a bolygók középmozgásai nem
összemérhetők, akkor a fél nagytengelyekben nincsenek első-
rendű szekuláris perturbációk.

A tételt 1773-ban először Laplace bizonyította be az
excentricitások és pályahajlások második hatványának megfe-
lelő pontossággal (eddig vezette le R sorfejtését), majd
1776-ban Lagrange általánosította e és i magasabb hatványaira.

A tétellel kapcsolatban két dolog további meggondolást
igényel. Egyrészt mi biztosítja a középmozgások összemérhe-
tetlenségét? A megfigyelések éppen összemérhető középmoz-
gásokat adnak. A megfigyelésekből ugyanis a keringési időre
és így a középmozgásokra mindig véges tizedestörtet kapunk,
ezek aránya pedig racionális. Meggondolva azonban, hogy a
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középmozgások éppen a perturbációk miatt állandóan változnak,
és így arányuk egyszer racionális, máskor irracionális, s
mivel az irracionális számok kontinuum számosságúak, így 1
a valószínűsége annak, hogy az éppen kiválasztott középmoz-
gásarány irracionális, azaz a középmozgások nem összemérhe-
tők, így a középmozgások összemérhetetlenségére tett felte-
vés 1 valószínűséggel teljesül. Mindenesetre az a tény, hogy
egyszer van szekuláris perturbáció, máskor nincs, jelzi,
hogy a megoldás matematikai szempontból nem teljesen kielé-
gítő.

A másik megvizsgálandó dolog a magasabb közelítések
problémája. A Laplace-Lagrange-tétel az első közelítésben
kapott elsőrendű perturbációkra vonatkozik. Mi a helyzet
a további közelítésekben? A második közelítést Poisson
vizsgálta, és 1809-ben kimutatta, hogy a fél nagytengelyek-
ben másodrendben sincsenek szekuláris perturbációk, ha a
középmozgások nem összemérhetők, fellépnek azonban vegyes
szekuláris perturbációk. S. C. Haretu pedig 1855-ben kimu-
tatta, hogy a harmadik közelítésben tiszta szekuláris per-
turbációk is jelentkeznek a fél nagytengelyekben. Ez utóbbi
eredményt J. Meffroy (1958) számításai is megerősítették.

Elhamarkodott dolog lenne azonban a fél nagytengelyek-
ben a magasabb közelítésekben fellépő szekuláris perturbá-
ciók létezéséből a Naprendszer instabilitására következtet-
ni. Nincs kizárva ugyanis, hogy a formális szekuláris tagok
periodikus perturbációkká összegződnek, mint pl. a követke-
ző függvények sorfejtései esetében:

sin(1+a)t = sint + at cost - i á t sint - ia t cost + ...,
/ b

sin bt = bt - ̂  b 3 t 3 + yi^ b 5t 5- ...

Ez azonban nem dönthető el, mert a magasabb közelítések
végigszámítása a fokozatos közelítések módszerével rendkí-
vüli nehézségekbe ütközik. Elképzelhető pedig, hogy a szeku-
láris perturbációk fellépése pusztán az alkalmazott szuk-
cesszív approximációs módszer következménye, és más módszer
esetleg szekuláris perturbációk nélküli megoldásra vezetne.

Hogy ez nem csak elvi lehetőség, azt P. J. Message
(1976) mutatta meg. Message a Lie-sorokon alapuló Hori-Lie
féle perturbációszámítási módszer (G. I. Hori, 1966) alkal-
mazásával olyan megoldást vezetett le, amelyben egyetlen
közelítésben sem lépnek fel szekuláris perturbációk a fél
nagytengelyekben.

Sajnos azonban Message megoldásából sem lehet a Nap-
rendszer stabilitására következtetni. A perturbáciőszámítás
alapvető problémája ugyanis, hogy a pályaelemek perturbációi-
ra levezetett végtelen sorok nem mindig konvergenselc. így

289



ezek szigorú matematikai értelemben nem jelentik a probléma
egzakt megoldását, ezért belőlük a Naprendszer stabilitásá-
ra (jövőjére) nézve semmiféle következtetés nem vonható le.
(A Message-féle megoldás, mely konstans és periodikus tagok-
ból álló sorok formájában adja a fél nagytengelyek pertur-
bációit, konvergenciája sem bizonyított.)

A perturbációkat megadó végtelen sorok konvergenciáját
az 1/(pn+p'n') kifejezésekben fellépő pn+p'n'%0 kis nevezők
rontják el. Vizsgáljuk részletesebben ezt a problémát! Te-
kintsük pl. az e excentricitásra vonatkozó Lagrange-egyen-
letet, amely R sorfejtésének behelyettesítése után így ala-
kul:

ahol az első közelítésben A ,. és B ,. állandók. A megol-

dás az n/n' aránytól függően kétféle.

Ha n/n' irracionális, pn+p'n'=0 akkor és csak akkor,
ha p=p'=0. (5.7) megoldása ekkor:

n- c o s [<Pn+P'n')t + B p p / j] (5.8)

ahol C.t a szekuláris perturbáció, ezt a p=p'=0-ra adódó

tagok adják (melyek az összegzésben nem szerepelnek).

Ha n/n' racionális, tehát n/n'=k/£, k és JL egész, ak-
kor a p=£s, p'=-ks, s=0, 1, 2,... összegző indexekre
pn+p'n'=s(in-kn')=0 lesz. (5.7)-ben az ezen indexeknek meg-
felelő tagok szekuláris, a többiek periodikus perturbációkat
adnak.

A megoldás így
A , .

, '̂ -,1- , . — P P 3 . cos Ifpn+p'n') t + B , • ] .
o 2 p,p',: pn+p'n' l ^ ^ pp 'y

(5.9)

Látható, hogy (5.7) megoldása nem függ folytonosan az
n/n' aránytól. (5.8)-ban és (5.9)-ben a szekuláris tagok
különbözők (C..^C2), jóllehet egy irracionális szám racioná
lisokkal tetszőleges pontossággal közelíthető. Két különbö
ző, de egymáshoz tetszés szerint közeli racionális n/n' ér
tékre is különböző a C~ szekuláris együttható, mivel (5.7)
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ben különböző n/n' értékeknek különböző konstans tagok fe-
lelnek meg, így C 2 is különböző lesz.

(5.8) és (5.9) konvergenciája is különböző. Az (5.9)
sor konvergens, mivel a jpn+p'n'| kis nevezőnek nullától
különböző alsó határa.van, ha n/n' racionális. Ha n/n' irra-
cionális, |pn+p'n'| tetszőlegesen kicsi lehet, ami (5.8) kon-
vergenciáját kétségessé teszi. Ezzel kapcsolatban H. Bruns
kimutatta (1884), hogy a középmozgásarányok bármely tetsző-
legesen kicsi, véges tartományában végtelen sok olyan irra-
cionális n/n' érték létezik, amelyre (5.8) konvergens, és
ugyanazon tartományban végtelen sok irracionális n/n érték
van, amelyre (5.8) divergens.

A pályaelemek perturbációit megadó végtelen sorok tehát
nem mindig konvergensek. Poincaré vizsgálatai szerint (1905)
hasonló eredményre jutunk a magasabb közelítések figyelembe-
vételével is.

Ezek után jogos a kérdés: ha a pályaelemek perturbációi-
ra kapott végtelen sorok nem mindig konvergensek, miként
használhatók ezek a sorok a perturbációk leírására, hiszen
szigorúan véve ezek nem szolgáltatják a Lagrange-egyenletek
egzakt megoldását. Erre a válasz az, hogy a tapasztalatok
szerint ezen nem mindig konvergens sorok első tagjai segít-
ségével a bolygók perturbációi a megfigyeléseknek megfelelő
pontossággal határozhatók meg, egy bizonyos véges időinter-
vallumon belül. Ezen időintervallum hossza azonban nem isme-
retes - feltehetően néhány száz év - ezért a megfigyelések
és a számítások állandó egybevetésére van szükség, hogy az
esetleges eltérések azonnal észrevehetők legyenek.

Annak kifejezésére, hogy a pályaelemek perturbációi
ilyen nem mindig konvergens sorok első tagjaival megadhatók,
Poincaré ezen sorokat szemi-konvergens soroknak nevezte el.
Az égi mechanikában általános az ilyen sorok használata.
Ezek csak formálisan konvergensek, abban az értelemben,
hogy ténylegesen kiszámított első tagjaik csökkenő nagyság-
rendűek.

6. A SZEKULÁRIS PERTURBÁCIÓK LAPLACE-LAGRANGE-ELMÉLETE

A Lagrange-egyenletek szukcesszív approximáción alapuló
megoldása nem alkalmas az igen hosszú időtartamok alatt vég-
bemenő változások vizsgálatára. A szekuláris perturbációk
meghatározására még Lagrange és Laplace kidolgoztak egy el-
méletet. Ennek lényege, hogy a Lagrange-egyenleteket nem a
teljes perturbációs függvénnyel, hanem annak csak a konstans,
ún. szekuláris részével oldják meg. Az egyenleteket az ex-
centricitások és pályahajlások második hatványáig bezárólag
felírva így egy viszonylag egyszerű, állandó együtthatós
lineáris differenciál-egyenletrendszer adódik, melynek megol-
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dása trigonometrikus függvényekkel fejezhető ki. A korábbi
szekuláris perturbációk így igen hosszú periódusú, periodi-
kus változásokként írhatók le. Ezért szokás a szekuláris
perturbációk trigonometrikus elmélete elnevezés is. A követ-
kezőkben ezt az elméletet^ismertetjük.

Az elmélet az e, i,£j,/l pályaelemek változásainak
vizsgálatára vonatkozik. A fél nagytengelyeket állandóknak
tételezik fel. Ugyanis da/dt=0, ha R-nek csak a szekuláris
részét vesszük. Az e, i,6o,xj. pályaelemek helyett célszerű
a (3.7)-ben bevezetett h, k, p, q Lagrange-féle pályaeleme-
ket használni

h=e sinto, k=e cosű,
(6.1)

p=tgi sinil, q=tgi cos £1.

Ezekre a (3.8) egyenletek érvényesek.
Kimutatható, hogy a perturbációs függvény szekuláris

része az excentricitások és pályahajlások második hatványáig
bezárólag a következő:

R = k2m'{M+N[e2+e'2-tg2i-tg2i'+2tgitgi'cos (&'-•&)] -

- 2 P e e' cos (CJ'- £)} , (6.2)

ahol M, N, P az a, a' fél nagytengelyek homogén (-1)-ed ren-
dű függvényei. (6.2) az m' tömegű B' bolygónak a B bolygóra
gyakorolt perturbáló hatása szekuláris részét fejezi ki.

Vizsgáljuk általánosabban a problémát, és tekintsük a
B.. , B_, •••/ B bolygókat! Legyen R. a B. bolygó B.-re

gyakorolt perturbáló hatását kifejező perturbációs függvény
szekuláris része, az excentricitások és pályahajlások máso-
dik hatványáig bezárólag. (6.2) alapján

2 í__21 ^ _ 2 ,

(6.3)

e 2 - tg2ij - tg2i

ahol M.^, N. , P.. az a., a^ fél nagytengelyek homogén

(-i)-ed rendű függvényei. (6.1) felhasználásával R.s kife-
jezhető a h, k, p, q változókkal: ^l

Rj£

(hjh<
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Vizsgáljuk a B. bolygó perturbációit! Legyen

n
R,„ , (6.5)

ahol feltesszük, hogy' R. .=M. .=N . .=P. .=0. R. a B. bolygó per-
JJ J J J J J J J J

turbációs függvényének szekuláris része, az említett másod-
rendű pontossággal (igen jó közelítéssel feltehető, hogy
mindegyik bolygó hatását B.-re külön-külön vehetjük figye-
lembe) .

A (3.8) egyenleteket a B. bolygó esetére felírva, és
az egyenletek jobb oldalán az excentricitások és pályahaj -
lások másodiknál magasabb hatványait elhanyagolva, a követ-
kező egyenletek adódnak:

dh 1 g R

d t n.a2

D 3

dk.
dt

1

n j c
2

lj

dR.
£)h.

j = 1

1

, 2 , . . . , n

(6.6)

dp. _ 1 ŐR, q.
^ ^ p v - v ^ r - • _ • _ _ _ ' - — — . — »

dt 2 3q. ' dt 2 3p.
3 3 J 3 3 J

Ezekbe az egyenletekbe R. kifejezését (6.4) és (6.5) alap-

ján behelyettesítve a következő egyenletekhez jutunk

dh. n

dt " k j

dk.: n n
"j,i 1 h. = 0. (6.7)

^ 1 D »
dt Pj 1 2 (j»i) + Z Z (j,i) Po = 0 . (6.8)

í=1 í=1 A
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ahol o, 2 o. 2
2k m. . 2k m, P. £ • (6.9)u / n - 9 i9 ' LJ»«-J 2 -i £.
n.a. n.aj

A h . , k., p., q. változókra vonatkozó differenciál-
egyenletek tehát két különálló rendszerre esnek szét: (6.7)-
ben csak h., k., (6.8)-ban csak p., q. szerepel. Ez a szét-
válás annak a következménye, hogy a perturbációs függvény
szekuláris részét csak az excentricitások és pályahajlások
második hatványáig bezárólag vettük figyelembe. Magasabb
hatványokat is megtartva összefüggő egyenleteket kapunk.

Szorozzuk meg (6.7) első egyenletét m.n.a. h.-vel, a
2 3 3 3 3

másodikat m.n a.k.-vel, a kapott egyenleteket adjuk össze,
3 j 3 3

majd összegezzünk minden j-re! így kapjuk, hogy

n 2 h •
IZ r a jn j a j ( h j üt 1 + kj
j 1

- ZZ JZ2lí\mivjihik3=0-
j=1 £=1

Mivel azonban P. -=P . (ugyanis ezek mindegyike azoú=a./a.^1
J * v J J í-

paramétertől azonos módon függ), így az utolsó két összeg
kiejti egymást. A visszamaradó egyenletet integrálva kap-
j uk, hogy

i L . i i . d . . v i i . T JS. . ; - u . . ,

j

2 2 2a h o l c . k o n s t a n s . M i v e l h . + k . = e . , í g y

n j 0

y . m . n . a ^ = c (6.10)
H 3 ] ] ]

A (6.8) egyenletekből hasonló eljárással és N.,=N».

figyelembevételével kapjuk, hogy

n ? ?
YZ m.n â  tg^i = c, (6.11)
j =i : : 3 3 *

ahol Cy konstans.
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A (6.10) és (6.11) egyenletek a bolygómozgások Laplace-
integrál jai. Mivel a nagybolygók esetén e. és i. jelenleg

kicsi, a c , c„ konstansok is kicsik. Továbbá mivel a boly-

gók egy irányban keringenek, az n. középmozgások pozitívak,

így az összeg minden tagja pozitív. így ha az m. tömegek

azonos nagyságrendűek lennének, a Laplace-integrálokból az
következne, hogy a bolygók excentricitásai és pályahajlásai
mindig kicsik maradnak. Ha viszont valamelyik m. igen kicsi

a többi tömeghez képest, ezen bolygó esetén e. és i. nagy

változásokat szenvedhet, hiszen ezen bolygó hozzájárulása
a c , c 2 konstansokhoz a kis m. miatt jelentéktelen. A való-
ságban ez utóbbi eset áll fenn, a földtípusú bolygók tömege
igen kicsi az óriásbolygók tömegéhez viszonyítva. Ezért pl.

2
az m.n.a. szorzat értéke a Föld esetében 700-ad része a

Jupiterre vonatkozó értéknek. így a Laplace-integrálokból
a nagybolygók pályahajlásának és excentricitásanak változá-
saira messzemenő következtetéseket levonni nem lehet.

Vizsgáljuk (6.7) megoldását! Mivel ez állandó együtt-
hatójú lineáris differenciálegyenletrendszer, partikuláris
megoldásait a

L.
h. = -3 1 sin (gt +/3 ) ,

T (6.12)
c o s

alakban kereshetjük, ahol L., g, fi állandók (az a.i/m.n.'

szorzó a tapasztalat által igazolt célszerűségi okok miatt
szerepel). Ezt a feltételezett megoldást (6.7)-be helyette-
sítve kapjuk, hogy az L. együtthatóknak ki kell elégítenie a

következő homogén lineáris egyenletrendszert:

n

(A - g)L. + H l A L = 0, j = 1,2, ... ,n , (6.13)

ahol

A,, = 2 — (j,
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(6.14)

Ahhoz, hogy (6.13)-nak létezzen nem triviális megoldása, az
szükséges, hogy az egyenletrendszer determinánsa nulla le-
gyen

A1

An

12 • • * A1n

A

n1 n2

2n

A -g
nn y

= 0 . (6.15)

A determinánst kifejtve g-re n-ed fokú egyenletet kapunk,
g ezen úgynevezett szekuláris egyenletből határozható meg.

Kimutatható, hogy a szekuláris egyenlet minden gyöke
valós. Szorozzuk meg ugyanis (6.13)-at L. konjugáltjával,

j-vel, és összegezzünk minden j-re! Ekkor felhasználva,

hogy (6.9) és (6.14) szerint A..=A.., kapjuk, hogy

p p VVj + Vj>"-* p Vj-
Mivel A.., L.L., L.L.+L.L. mind valósak, innen következik,

hogy g is valós.
A szekuláris egyenlet n=2 esetén:

g -

Ennek diszkriminánsa pozitív

A22 - A12 (6.16)

0,

igy a szekuláris egyenletnek két különböző valós gyöke van.
H. Seeliger kimutatta (1879), hogy a szekuláris egyen-

let gyökei n=3 esetén is különbözők, n >3 esetén nem ismere-
tes, hogy általánosan aszekuláris egyenlet gyökei mind külön-
bözők-e? A Naprendszer nagybolygói esetében azonban a gyökök
mind különbözők.

Feltéve, hogy (6.15)-nek n különböző g., g 2, ..., g

gyöke van, adott gf-hez (6.13) az L. ismeretlenekre megold-
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ható. Mivel az egyenletrendszer homogén, az egyik ismeretlen
tetszőlegesen választható. A megoldás tehát egy tetszőleges
állandótól függ, jelöljük ezt Cp-el! így

Lj = °e q ^ j ' ^ = 1 ' 2 " ' -'n' (6.17)

ahol q»-;-k a (6.13)-ból meghatározható együtthatók (melyek

így g»-től és A..-éktől függenek). (6.7) egy partikuláris

megoldása tehát (6.12) és (6.17) alapján

h.=c. f*—, sin (g.t + fi „) ,
3 i ajVm.n.' í

3 ^ (6.18)
qp-i

k. = c. pJ=^ cos (g.t + /3.) ,

ahol c (, fí> „ tetszőleges állandók. (6.7) általános megoldása

n

h. = y^ E. sin (g«t + fi » ) ,

£=1 j=1,2,...,n (6.19)

n
k-i = V E. cos (g.t + fi ) ,

£=1

ahol

.. = c. ^ l j , « (6.20)

aV^yT
és itt c., ^. éppen a szükséges 2n számú integrációs állandó.

Ugyanígy vezethető le a (6.8) egyenletrendszer általá-
nos megoldása is

n

P j = ]T I j e sin (f£ + £t),
e=i

j=1,2,...,n
n

qj = X Xjl C ° S <ftfc + ^)( (6#21)

í=1
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ahol r».
I - d —43=; . (6.22)

(6.21)-ben fg a (6.8) egyenletrendszerhez tartozó szekulá-

ris egyenlet gyökei, d» és Sn 2n számú tetszőleges állandó,

r.. ismert együtthatók.
(6.19) és (6.21) trigonometrikus polinomok formájában

adja a fokozatos közelítések módszerének alkalmazásával
szekuláris perturbációkként jelentkező változásokat. Mivel
a g., f. szögsebességek kicsik, az egyes periodikus tagok

periódusai igen hosszúak.
A (6.19), (6.21) megoldást elsőként Lagrange alkalmazta

a nagybolygók mozgására (1782). Ezek a számítások, épp úgy,
mint Laplace (1798) és Leverrier (1839) vizsgálatai ma már
csak történeti érdekességűek. Az utóbbi évtizedekben D. Brou-
wer és J. van Woerkom (1950) számításainak eredményeit hasz-
nálták. G. J. Cohen és munkatársai (1973) a Brouwer-féle
megoldás alapján a nagybolygók hosszú időskálájú pályaelem-
változásait számítógép alkalmazásával 10 millió éves időtar-
tamra grafikusan ábrázolták. Az elméletet többen is tovább-
fejlesztették, . a perturbációs függvény magasabb rendű tag-
jainak figyelembevételével. A nagybolygók szekuláris per-
turbációival kapcsolatos eddigi vizsgálatokról Z. Knezevic
(1986) cikke ad összefoglalást. Knezevic a Brouwer-Woerkom-
elméletet korszerűsítve a nagybolygók hosszú időskálájú
pályaelemváltozásait a következő formában adja meg:

e. sinw. = H Z E.. sin (g.t+fip) ,J j o-t J« i

• í - 1 0 fi

(6.23)

e^ cosu. = l—.E. cosfg, t

sxn 1 •

cos i-j cosií-f l_il45 cos(f-t+<fp). (6.24)

A j index a nagybolygókra vonatkozik: j=1 Merkúr, ..., j=8
Neptunusz. Az E , e, I. , g,, , f-t, fi ̂  , <$ ̂ mennyiségeket táb-
lázatok tartalmazzák. Példaként megadjuk a g., ff szögsebes
ségeket (ívmásodperc/év egységben)
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1 5','461478 -5','2007447
2 7,345938 -6,5700899
3 17,330685 -18,7455463
4 ' 18,004233 -17,6358312
5 4,214802 0,0000000
6 27,359529 -25,7391323
7 2,716257 -2,9037293
8 0,633413 -0,6776824

A g., f„ szögsebességeknek megfelelő periódusok igen hosz-

szúak, százezer év nagyságrendűek. Az E.., I>. amplitúdók

kicsik, a legnagyobb is kisebb mint 0,2.

(6.23) és (6.24) alapján megbecsülhető e. és i. maxi-

muma és minimuma, valamint to. és .fi. változásának iránya és
átlagos sebessége. Az eredményeket a következő táblázat tar-
talmazza, mely megadja az excentricitások és pályahajlások
szélsőértékeit (a pályahajlások esetében az invariábilis
síkhoz viszonyítva), valamint a perihéliumhosszúságok és
felszálló csomóhosszak változásának átlagos szögsebességét
(ívmásodperc/év egységben).

Merkúr

Vénusz

Föld

Mars

Jupiter

Szaturnusz

Uránusz

Neptunusz

e

0,121 -

0 -

0 -

0,018 -

0,025 -

0,012 -

0,012 -

0,006 -

0,232

0,071

0,068

0,140

0,061

0,084

0,078

0,015

1

4°44' -

0° -

0° -

0° -
0°14' -

0°47' -

0°54' -

0°34' -

9°11'
3°16'

3° 6'

5°56'

0°29'

1° 1'
1° 7'
0°47'

5','46

9,31

9,48

18,00

4,30

27,77

4,00

0,63

nn.
- 5','20

- 8,61

- 6,87

-15,10

-25,73

-25,73

- 2,90

- 0,68

A nagybolygók pályahajlásai és excentricitásai a meg-
adott korlátok között kváziperiodikus ingadozást végeznek.
A perihéliumok átlagosan direkt irányú, a felszálló csomók
átlagosan retrográd irányú mozgást végeznek, egy fordulatot
igen hosszú, néhány tízezertől néhány millió évig terjedő
idő alatt téve meg. Ezen átlagos mozgásra kváziperiodikus
ingadozások szuperponálódnak.

Ezekből a számításokból a Plútó a pályájával kapcsola-
tos ismert probléma miatt maradt ki. (A Plútó pályája az ek-
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liptika síkjára való vetületben metszi a Neptunusz pályáját,
így a perturbációs függvény itt alkalmazott sorfejtése a Plú-
tóra nem érvényes). Mivel azonban a Plútó igen kis tömegű égi-
test, hatása alapvetően nem befolyásolja a közölt eredménye-
ket.

A szekuláris perturbációk Laplace-Lagrange-elméleté-
nek igen fontos alkalmazása van a Föld hosszú időskálájú ég-
hajlati változásainak vizsgálatában, melyek a Föld pálya-
elem-változásaival vannak kapcsolatban. E témakör összefog-
lalása A. Berger (1977) munkájában található.

A Laplace-Lagrange-elmélet a kisbolygók szekuláris
perturbációinak vizsgálatára is alkalmazható. Tekintsünk
egy rendszert, mely a B kisbolygóból és a B , B , ... , B

nagybolygókból áll. Mivel a kisbolygó hatása a nagybolygók-
ra elhanyagolható, ez utóbbiak perturbációi a kisbolygóétól
függetlenül határozhatók meg. A nagybolygók hosszú időská-
lájú pályaelemváltozásait a (6.-19), (6.21) egyenletek adják.
A kisbolygó h, k, p, g pályaelemeire a következő egyenletek
írhatók fel (az excentricitások és pályahajlások második
hatványának megfelelő pontossággal):

dh
dt

dp
dt

_ 1

na

1
na2

8
2 3

yR

R

q

dk
dt

d£
dt

1
na

1
2

na

3R
ah '

9R ,
OP

(6.25)

ahol

.ÍM.+N. [h2+h2+k2+k2-p2~p2-q2-
J k J J D D D

- g2 + 2(ppj+qqj)J- 2P_. (Mykk.. )J . (6.26)

Itt M., N,, P. az a, a. fél nagytengelyek homogén (-1)-ed

rendű függvényei és & a Gauss-féle gravitációs állandó.
(6.26)-ot (6.25)-be helyettesítve a következő egyenleteket
kapjuk:

A h
|| = _ g h + -íjif^ m P h., (6.27)

na ^ 3
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na . M

3=1 (6.27)

n a j=i

ahol 0 n2 n

g = £Jk. J^m.N. . (6.28)
n a j=1 ^ D

(6.27)-ben k., h., p., q. a (6.19) és (6.21) összefüg-

gések által adottak. Ezeket (6.27)-be helyettesítve kapjuk,

hogy

§! = gk -
£=1

n (6.29)

£=1

n
= gp - £ > t s in

£=1
(6.30)

ahol

n

Látható, hogy a h, k változókra vonatkozó egyenletek
függetlenek a p, q változókra érvényes egyenletektől. Ez
az adott közelítésig igaz (az excentricitások és pályahaj-
lások másodiknál nagyobb hatványait elhanyagoltuk). A (6.29),
(6.30) egyenletekben a t>«, g., fi*, ja., fp, d„ állandók is-
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mertnek tekinthetők, és (6.28)-ból a g konstans is kiszá-
mítható.

(6.29) megoldásához differenciáljuk az első egyenle-
tet az idő szerint, majd ebbe helyettesítsük be a második
egyenletet. Ekkor kapjuk, hogy

d 2h 2 n

dt l=^
Vl l

d2k 2 n

+ g k = y-\>,(g+g.)cos (g„t+/3 4), (6.32)d t £=1

és itt a második egyenlet hasonlóan adódik. Ennek az inho-
mogén, lineáris másodrendű differenciálegyenlet-rendszernek
a megoldása egyszerűen felírható:

h = \> sin(gt +fi ) + h ,

(6.33)

k =V> cos (gt + A ) + k ,/ o

ahol V, fi integrációs állandók, és

n V^

6 = 1 *

n l)t (6.34)

£=1 " *"

(6.30) megoldása ugyanígy

p = p. sin (-gt+Y) + p i
(6.35)

q =/i cos (-gt+T) + a .

ahol ju, n£ integrációs állandók, és

302



cos ( V + ^> • (6-36)

A h , k , p , q kifejezések a kisbolygó kényszerrez-
géséiként értelmezhetők, melyek a nagybolygók egymásra gya-
korolt perturbációi következtében lépnek fel. A (6.33) és
(6.35) jobb oldalán álló első tagok a kisbolygó szabad rez-
gései, melyek a nagybolygóknak a kisbolygóra közvetlenül ki-
fejtett hatásából származnak.

A h, k, p, q változók jelentését figyelembe véve (lásd

(6.1)) a 1>, ju, ÓJ =gt+^, -Q =-gt+ T mennyiségeket saját pálya-
elemeknek nevezik: v> a saját excentricitás, /i a saját pálya-

hajlás, 6J a saját perihéliumhosszúság,.P- a saját felszál-
ló csomóhossz. Ezek a mennyiségek jobban jellemzik a kis-
bolygó pályáját, mint az oszkuláló pályaelemek.

A saját pályaelemek vizsgálata alapján a kisbolygók kö-
zött különféle csoportosulások különböztethetők meg. Ezeket
a vizsgálatokat K. Hirayama (1923) kezdeményezte. D. Brouwer
(1951) 1537 kisbolygó közül 458-at valamilyen csoportba tar-
tozónak talált. Brouwer 9 családot és 19 csoportot különböz-
tetett meg.

A kisbolygó családokba a közel azonos a, ̂ >, JA pályaele-
mekkel rendelkező kisbolygók tartoznak. A 33 tagú Coronis
család esetében pl. 2 , 8436 = a=2,9046, 0,0412=^=0,0658,
0,0338=^=0,0422.

A kisbolygó csoportokba olyan kisbolygók tartoznak, me-
lyek fél nagytengelyei és u5*+J?= (h + % értékei közelítőleg
megegyeznek.

A kisbolygó csoportosulások témaköréről Y. Kozai (1983)
ad összefoglalást.
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7. fejezet

KANONIKUS EGYENLETEK

1. A HAMILTON-JACOBI-MÓDSZER

A kanonikus egyenleteket iszéleskörűen alkalmazzák az
égi mechanikában. A következőkben röviden összefoglaljuk a
kanonikus egyenletek megoldására vonatkozó Hamilton-Jacobi-
módszert.

Egy mechanikai rendszer mozgásegyenletei több, ekviva-
lens alakban felírhatok, melyek egymásból koordinátatransz-
formációkkal kaphatók meg. Az egyik felírási mód a Lagrange-
függvény bevezetésén alapul. Tekintsünk egy n szabadsági fo-
kú rendszert, melyet az

L(q,q*,t) = T(q')-V(q,t) (1.1)

Lagrange-függvény jellemez, ahol T a kinetikus, v a poten-
ciális energia, q=fJ1, q,, •••, q_) az általános koordináták,

q = í<3i i ̂ o' ••'! 4„) az általános sebességek. (Az általános
I £* Xl

koordináták a szabadsági fokok számával egyenlő számú, tet-
szőleges, független mennyiséget jelentenek, melyek a rend-
szer helyzetét egyértelműen megadják.) A mozgásegyenletek
különféle mechanikai elvek alapján vezethetők le. Az egyik
legáltalánosabb ilyen elv a legkisebb hatás elve. Eszerint

két t 1 és t 2 időpillanathoz tartozó q
( 1 > és q ( 2 ) helyzete

között a rendszer úgy mozog, hogy az

t2

S = J L(q,q*,t) dt (1.2)

integrál (hatásfüggvény) szélsőértéket vesz fel. Ennek szük-
séges feltétele, hogy az integrál variációja nulla legyen

L(q,q,t) dt=0. (1.3)

Ebből a feltételből le. zethetők a Lagrange-féle másodfajú
mozgásegyenletek
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n

melyek n számú közönséges másodrendű differenciálegyenletet
jelentenek a meghatározandó q.(t) függvények számára.

Bevezetve a *""Bevezetve a

1 T
pi = 3i~ i = 1,2, ..., n (1.5)

általános impulzusokat (az elnevezés oka, hogy derékszögű
koordináták és konzervatív rendszer esetén ezek megegyeznek
a közönséges impulzusokkal), a Lagrange-egyenletek így ír-
hatók :

Pi = ©q7 ' i = 1' 2' •••' n- i U 6 )

(1.5) és (1.6) felhasználásával képezzük az L(q,q,t)
függvény teljes differenciálját

dL = 2 _ ( ~ dq, + &- dq±) + ~ át «
i

(1.7)

i'1 *x " d ( i ^ ^ " i ^ d P i

összefüggés alkalmazásával (1.7) a következő alakban írható;

i

Vezessük be a

H = H p . q ^ - L (1.9)
i

függvényt! H=H(p,q,q,t), de mivel g^-ok (1.5) alapján p±-

kifejezhetők, ezért H=H(p,q,t). H teljes differenciálja így
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dH = 2_ (~ dp. + ~- dq.) + ^ dt . (1.10)
1 1

(1.8) és (1.10) összehasonlításából következik, hogy

rí - dH • _ 3H ._. _ .. .....

qi ~ ÖpT ' pi - 2q±'
 l- 1' 2'"--' n ' (1«11»

és

at = " st • (1 - 1 2 )

Az (1.11) egyenletek a Hamilton-féle kanonikus egyenle-
tek. (Az elnevezés az egyenletek egyszerű, szimmetrikus szer-
kezetére utal.) H a Hamilton-függvény. A q., p. változókat

kanonikus változóknak, p.-t a q.-hez kanonikusán konjugált

impulzusnak nevezik. (1.11) 2n számú közönséges elsőrendű
differenciálegyenletet jelent a meghatározandó q.(t), p.(t)
függvények számára.

Kimutatható, hogy konzervatív rendszerek esetén, ha a
kényszerfeltételek az időtől függetlenek, a Hamilton-függ-
vény a kinetikus és potenciális energia összege

H = T+V, (1.13)

vagyis H a rendszer mechanikai energiája.
Az időtől explicite nem függő, autonóm Hamilton-függ-

vény esetén H=H(p,q)=konstans. A kanonikus egyenletek fel-
használásával ugyanis

dH _ y 3H • 9H • . y , 3 H 3H + 9H 3H . _ Q

í ^1 Ĉ iĵ  -̂  j_ j. Í Í

ahonnan áz állítás következik.
Ha H az időtől explicit módon is függ, új változók be-

vezetésével áttérhetünk olyan rendszerre, melynek H' Hamil-
ton-függvénye t-től explicite független. Legyen az új kon-
jugált változópár q +i

=t, P n +i
=~ H- E k k o r a

p-| i • • ' i t̂ n' n+1 ' 1 ' ' n' n+1 1 ' * * * ' n' 1 ' n'

- H (1 .14)

Hamilton-függvényhez tartozó
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kanonikus egyenletek közül az első n megegyezik (1.11)-el,
i=n+1-re pedig az egyenletek azonosan teljesülnek.

így egy időtől függő Hamilton-rendszer ekvivalens egy
időtől független, de eggyel több szabadsági fokú Hamilton-
rendszerrel. Ez a tulajdonság fordítva is igaz: egy időtől
független Hamilton-rendszer ekvivalens egy időtől függő,
eggyel kevesebb szabadsági fokú Hamilton-rendszerrel.

A mozgásegyenletek megoldásának egyik leggyakoribb
módja a változók transzformálása. Ez különösen hatékony
módszer kanonikus egyenletek esetén. Az alapgondolat az,
hogy p=(p 1,...,P n), q=(q1/•••,qn) helyett olyan új

P=(P ,...,P ), Q=(Q.,...,Q ) változókat vezessünk be, me-1 n i n
lyekkel az egyenletek könnyebben integrálhatók. A P, Q vál-
tozókat p, q, t függvényeként általánosan a

P i = Pi(p,q,t),

i=1,2,..., n (1.16)
Qi = Qi^P'^'t)'

összefüggések alakjában kereshetjük. Egy ilyen transzfor-
máció azonban nem feltétlenül vezet P, Q számára kanonikus
egyenletekre. Ha P-re és Q-ra is kanonikus egyenletek lesz-
nek érvényesek, (1.16)-ot kanonikus transzformációnak (más-
képp érintkezési transzformációnak) nevezik. Mi a feltéte-
le annak, hogy egy transzformáció kanonikus legyen?

Az (1.11) kanonikus egyenletek végeredményben a legki-
sebb hatás elvéből vezethetők le. (1.9)-bői L-et kifejezve,
és (1.3)-ba helyettesítve

*V [ZPi ̂i ~ H(p,q,t)]dt = 0 . (1.17)

Annak szükséges és elegendő feltétele, hogy az új P, Q vál-
tozókra is kanonikus egyenletek álljanak fel, az, hogy
(1.17) az új változókkal kifejezve is teljesüljön

fcJ [EP-L Q± - H'(P,Q,t)]dt = 0 , (1.18)

ahol H'(P,Q,t) a transzformált Hamilton-függvény. (1.17)-
ből és (1.18)-ból következik, hogy a két integrandus csak '
egy F függvény teljes differenciálhányadosában különbözhet
egymástól, ahol F a koordináták, impulzusok és az idő tet-
szőleges függvénye. Ugyanis
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t 1 t 1

mivel a határokon a változók variációja nulla.
így ahhoz, hogy egy transzformáció kanonikus legyen,

szükséges és elegendő, hogy

- H' + || (1.19)

teljesüljön. Ez a feltétel a

dF = 2 P, dq. - E PH dQ.
 + (H' - H) dt (1-20)

• J L X S - L X

í i

alakban is kifejezhető.
Mivel az F függvény szabadon választható, az (1.19)

vagy (1.20) feltétel sokféleképpen kielégíthető. Ez lehető-
séget ad különféle kanonikus transzformációk definiálására.
Pl. tegyük fel, hogy F a régi q és az új Q változók, vala-
mint a t idő függvénye: F=F(q,Q,t). Ekkor ha

és

H' = H + f p <1<22>
ezeket az összefüggéseket (1.20)-ba helyettesítve látható,
hogy (1.20) jobb oldalán is F teljes differenciálját kap-
juk, az egyenlet tehát azonosan teljesül.

(1.21) az F függvényből származtatott kanonikus
transzformáció. F a transzformáció alkotófüggvénye (gene-
rátorfüggvénye) . (1.21) első egyenletcsoportjából határoz-
hatók meg Q.-k mint p.-k és q.-k függvényei, ezután pedig

a második egyenletcsoportból P,-k kaphatók meg. Látható,

hogy a transzformáció eredményeként Q. és P. koordináta

illetve impulzus jellege megszűnik. A Q,, P. változókat

ezért fizikai jelentésük hangsúlyozása nélkül kanonikusán
konjugált változóknak nevezik.

Az (1.22) egyenlet az új H' Hamilton-függvényt adja
meg. Ha F az időtől explicite nem függ, az új és a régi
Hamilton-függvény megegyezik: H'(P,Q)=H(p,q).
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Könnyen belátható, hogy kanonikus transzformáció szár-
maztatható a következő típusú (vegyes változójú, t. i. régi
és új változókat tartalmazó) alkotófüggvényekből is:
F(q,P,t), F(p,Q,t) F(p,P,t). Az alkotófüggvény szabad vá-
lasztásának lehetősége kedvező feltételeket nyújt különféle
célú kanonikus transzformációk előállítására.

Kanonikus transzformációk alkalmazásával (1.11) megol-
dását a következőképpen kereshetjük. Célszerű olyan új C^,

P, kanonikus változókat bevezetni, melyekre vonatkozó

kanonikus egyenletek könnyen integrálhatók. Legegyszerűbb
az volna, ha H'»0 lenne, mert ekkor a

QV = 0, p'± = 0 (1.24)

egyenletek azonnal integrálhatók: Q. = konst., P. = konst.

Keressük tehát azt a kanonikus transzformációt, amely
H'sO-ra vezet. A megfelelő transzformáció alkotófüggvénye
legyen S(q,Q,t). Az ebből származtatható kanonikus transz-
formáció (1.21) szerint

ÖS(q,Q,t) . 3S(q,Q,t)
p = f p = -= f p = ,

9 q i 3 Q i
i=1,2,...,n.

(1.25)
Ahhoz, hogy H'=0 legyen, (1.22) szerint S-et úgy kell meg-
választani, hogy

H(p,q,t) + | | = 0

teljesüljön. Itt H-ban a pÉ változók (1.25) alapján

3s/3q.-vel kifejezhetők. így

H(||, q, t) + §|- 0 . (1.26)

Ez az S alkotófüggvény meghatározására szolgáló Hamilton-
Jacobi-féle parciális differenciálegyenlet.
~ (1.26) n+1 változós, elsőrendű parciális differenciál-
egyenlet. A változók a q. koordináták és a t idő. (1.26)

általános megoldása - elsőrendű egyenletről lévén szó - egy
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tetszőleges függvényt tartalmaz. A kanonikus egyenletek meg-
oldása szempontjából azonban (1.26)-nak nem az általános,
hanem a teljes megoldása érdekes. A teljes megoldás a függet-
len változók számával egyenlő számú, tetszőleges független
állandót tartalmaz. (1.26) esetén ez n+1 tetszőleges állan-
dót jelent. Ezek közül az egyik additív, ugyanis (1,26)-ban
S-nek csak a deriváltjai szerepelnek, így S-el együtt S+C is
megoldás, ahol C konstans. Jelöljük a többi állandót °C.-vei!

(1.26) teljes megoldása így: S=S(q1, ..., q , c(*,... ,oC ,t) +C.

Ezzel az S-el, mint alkotófüggvénnyel definiálhatjuk
az (1.25) kanonikus transzformációt, úgy, hogyoÉ\-ket te-
kintjük az új Q. koordinátáknak: x

Pi - aq ' Pi "
1 (1.27)

(Látható, hogy a C állandónak a transzformációban nincs sze-
repe.) Az új Q.=tf,, P. változókra olyan kanonikus egyenle-
tek lesznek érvényesek, melyekben H'=?0, hiszen S-et éppen
így választottuk meg. így (1.24)-ből következően Q. = «:, =konst.

(ezt már korábban is tudtuk), és P.-k is konstansok lesznek:

Pi=-/3i=konst. Az (1.27) egyenleteket tehát így írhatjuk:

pi

és itt oí. , (&. 2n számú tetszőleges állandó. Ezek az egyenle-
tek viszont - melyek már algebrai egyenletek - megadják a
p, q változókat, mint a t idő és 2n tetszőleges állandó
függvényét, így (1.28) az (1.11) egyenletek általános megol-
dását jelenti. (1.28) második egyenletcsoportjából q kife-
jezhető, mint oí, fi, és t függvénye, majd az első egyenlet-
csoportból p is meghatározható. Ezt az eredményt fogalmazza
meg Jacobi tétele.

Jacobi tétele: l
Ha S(q,od, t) a /

H(||, q, t) + | | = 0 ; (1.26)

Hamilton-Jacobi-féle parciális differenciálegyenlet egy tel-
jes megoldása, akkor a
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1-1,2,...,n U.28)

egyenletek, melyekben aC , fi, tetszőleges állandók, megadják

a - 3H(p,q,t) D- - 9H(p,q.t) ,_- , n M 1 1 4qi Qp^ ' pi oq, ' i-1/2,...,n (1.11)

kanonikus egyenletek általános megoldását.
Megjegyezzük, hogy az oí,, fi. állandókat kanonikus ál-

landóknak nevezik, mivel ezekre kanonikus egyenletek lenné-
nek érvényesek (melyekben azonban a Hamilton-függvény nulla)

Ha a H Hamilton-függvény az időtől explicite nem függ,
a Hamilton-Jacobi-egyenlet egyszerűbb alakú. Ekkor ugyanis
(1.26)-ból

S=SQ-Et, (1.29)

ahol E állandó, és S csak a q. koordináták függvénye.

(1.29)-et (1.26)-ba helyettesítve kapjuk az S meghatározá-

sára szolgáló rövidített Hamilton-Jacobi-egyenletet.

A kanonikus egyenletek megoldását Jacobi-tétele egy
n+1 változós parciális differenciálegyenlet egy teljes meg-
oldásának meghatározására vezeti vissza. Bizonyos esetekben
a Hamilton-Jacobi-egyenlet a változók szétválasztásával meg
oldható, ilyenkor a kanonikus egyenletek integrálhatók.
Egyébként azonban a Hamilton-Jacobi-egyenlet megoldása sem-
mivel sem könnyebb, mint az eredeti kanonikus egyenleteké.
Bizonyos perturbált problémákban, mint amilyenek az égi
mechanikában is előfordulnak, a Hamilton-Jacobi formalizmus
azonban igen hasznosnak bizonyult a megoldás közelítő sorok
alakjában történő előállítására.

2. A KÉTTEST-PROBLÉMA KANONIKUS ÁLLANDÓI

Jacobi tételét a kéttest-probléma elliptikus esetére
fogjuk alkalmazni. A kéttest-probléma megoldását már ismer-
jük. Így ezt mégegyszer nem vezetjük le, hanem csak a két-
test-probléma kanonikus állandóit határozzuk meg.
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64. ábra

Vizsgáljuk a P 2 tömegpontnak a P.. tö-

megpontra vonatkoztatott mozgását! Általá-
nos koordináták legyenek az r, f, © po-
lárkoordináták (64. ábra): q..=r, q 2

 = f/

q,=©. Ezek kapcsolata az x, y, z derék-

szögű koordinátákkal:

x = r cos <f cos 9 ,

y = r cos f sin Q ,

z = r sin<p .

(2.1)

(2.1) felhasználásával a tömegegységre vonatkoztatott T ki-
netikus energia:

T = ^(

A V potenciális energia:

+ y 2 + z 2 ) = i ( r 2
+ r 2 c p 2

+ r
2 c o s 2 f é 2 ) - ( 2 . 2 )

_ _ ( 2 . 3 )

A Lagrange-függvény:

L = T-V = ^(r 2 + r 2*p 2 + r 2 é2) +

Az általános impulzusok:

így

3L 3T

a l a p j á n

P1 = 9? = r*' p 2 = e? = r '
( 2 . 4 )

z:
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A Hamilton-függvény:

3 . „

r 2 F1 2 2 2 r
i=1 r r cos -f

(2.5)

Mivel H nem függ explicite az időtől, így H=E=konstans, E a
rendszer energiája.

A kéttest-probléma kanonikus egyenletei:

' • «7 • í, - - ü •

ap 3 ' P3 " ge *

A Jacobi-tétel alkalmazásához írjuk fel a Hamilton-Ja-
cobi-egyenletet! H-ban p.-ket 3S/9q.-vel helyettesítve

Mivel H nem függ explicite az időtől, H=E=konst. Így

Innen
S = - Et + S , (2.8)

o
ahol S t-től független. (2.8)-at (2.7)-be helyettesítve kap

juk, hogy

2 9So\ 2 _ _ _ ! _ _ lOSo)2] _ ja (2 9)

F f ) 2 2 ( a e J J r -
E - (2-9)

Ez a rövidített Hamilton-Jacobi-egyenlet, amit azonnal fel-
írhattunk volna, hiszen H nem függ explicite az időtől.
A továbbiakban E helyett az ebben a problémában szokásosabb
E=c£. jelölést fogjuk használni.
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Mivel H nem függ 9-tól, (2.6) utolsó egyenlete szerint

P3 = <^3=konstans. (Az olyan koordinátát, amely nem sze-
repel a Hamilton-függvényben, ciklikus koordinátának nevezik.
Az elnevezés oka, hogy pl. jelen esetben H tetszőleges 9
szögű elforgatással szemben invariáns. A kanonikus egyen-
letekből következik, hogy a ciklikus koordinátához konjugált
impulzus állandó.) Mivel

így

3So _ •
P3 " "89" " 3'

So = ^ 3 9 + s'*r'f> ' (2.10)

ahol S' a ©-tói és t-től független. (2.10)-et (2.9)-be he-
lyettesítve kapjuk, hogy

2
• 1 ifdS']2. 1 / 3 S ' \ 2 °^3

2 líar) ^ W +
 r2 c o s 2 f

Az egyenletet átrendezve

Feltéve, hogy S' szeparálható, azaz

S'(r,f) = s 1(r)+S 2(f), (2.11)

kapjuk, hogy 2 7 2

2 r2oC + 2 jur - r 2 - ^ = ~ +1 \ 9r / I Sf /

Mivel az egyenlet bal oldala csak r-től, jobb oldala csak
<p -tői függ, az egyenlőség r és f minden értékére csak úgy
állhat fenn, ha az egyenlet mindkét oldala ugyanazzal az
állandóval egyenlő. Mivel az egyenlet jobb oldala nem nega-
tív, célszerű ezt cC2

2-e± jelölni. így S 1 és S 2 meghatározá
sára a következő egyenleteket kapjuk:

- 2
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és

^^ / 2
, -3 _ -/ * — n

cos f

Innen

dr' (2.12)Z1 i n—

ahol r,. a

2 £ ¥ * cos'f

2 , 2
2 < 1̂ r + 2yur - oí2 = 0 (2.14)

egyenlet kisebbik gyöke.
A Hamilton-Jacobi-egyenlet tehát a kéttest-probléma

esetén a változók szeparálásával megoldható, és az egyenlet
egy teljes megoldása (2.8), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13)
szerint

3 / ^ ^ f 2 2 ^
1 o '

(2.15)

^ , o(2, oí3 állandók,és az additív állandótól eltekin-

tettünk.
Ezzel az S függvénnyel a kéttest-probléma megoldását

Jacobi tétele szerint a

P i -Hl ' t i - W7l> i - 1» 2# 3 (2.16)

egyenletek adják. (2.16) megoldása helyett foglalkozzunk az
BI ., n. kanonikus állandók értelmezésével.

Ismeretes, hogy az elliptikus mozgás esetén r felvesz
egy minimális r1 és egy maximális r„ értéket:

r1 = aít-e), r2 = a(1+e). (2.17)

Ahhoz, hogy (2.12)-ben a gyökjel alatt ne legyen negatív
szám, az szükséges, hogy egyrészt oC* negatív legyen, más-
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részt (2.14) gyökei egyezzenek meg a (2.17) értékekkel.
A másodfokú egyenlet gyökei és együtthatói közti összefüggé-
sek alapján

2

r. t r0 = - £-, r.r- = - •T-— .

(2.17) figyelembevételével innen kapjuk, hogy

d-2 =yjaa(1 - e
2) . (2.19)

Vagyis oí. a rendszer összenergiája, amit korábban is tudtunk,

és látható, hogy <£ az impulzusmomentum nagysága (lásd
(2.3.7)). Á

Mivel
2 2

oi = p 3 = r cos f 9,

ez utóbbi kifejezésről pedig egyszerűen belátható, hogy az
impulzusmomentum z irányú komponense, így végül

3
= yjua(1 - e 2) cosi. (2.20)

(2.15) és (2.16) alapján

r

1 Sói! -fc 30Ű!
M = - t + L ( f 1 J20Í r'2

 + 2/1r' - 0̂
 2 dr ') .f 1 J20Í r' 2

 + 2 / 1r' -J r'Y 1

A t = •£"időpillanatban, ahol T a pericentrumátmenet időpont-
ja, r=r.j, és - mint kimutatható - a jobb oldali derivált

nulla lesz. így

/8.|= - ^ • (2.21)

Továbbá
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Legyen ismét t=T! Ekkor r=r., és mint kimutatható, a jobb

oldali első kifejezés nulla lesz. így

= * • l
'2 cosV

Figyelembe véve, hogy <*- = <*1 cosi, így

O _J, COS i

cosy
sin i

cos 2^'
1

sin i

Mivel t=T-kor P 2 a pericentrumban van, a 65. ábra szerint

a PFT gömbháromszög PF oldala <**, a pericentrum argumentuma,
így a gömbháromszögtani szinusztétel alapján

s i n sin

pericentrum

P p ^ - — - ^ telszálö csomó

65. ábra

Innen

Ló = arc sin
sin i

Tehát
(2.22)
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Végül

(3
o

Tekintsük azt a pillanatot, amikor a P? tömegpont a fel-
szálló csomóban van. Ekkor 6=JI=a felszálló csomó hossza,
másrészt a jobb oldali második kifejezés - mint kimutat-
ható - nulla lesz. így

£ 3 =-Q. (2.23)

Összefoglalva tehát a kéttest-probléma kanonikus ál-
landói :

=-|/]ua(1-e2) , (i2 = w , (2.24)

6, =-̂  jaa(1-e2)cos i, /3 = A.

3. A PERTURBÁCIÓSZÁMÍTÁS ALAPTÉTELE

A Hamilton-Jacobi-módszer alkalmazása az égi mechani-
kában azon a feltevésen alapul, hogy a vizsgált probléma
H Hamilton-függvényéből kiválasztható egy olyan rész, amely-
lyel mint Hamilton-függvénnyel a kanonikus egyenletek meg-
oldhatók. Legyen

ni' 13.1)

ahol H az integrálható (perturbálatlan) probléma Hamilton-

-függvénye. A

* — o H ' _ OH ii o \

egyenletek megoldását keressük oly módon, hogy először meg-
oldjuk a

3H 3H
• _ o ' _ o ,, ,.
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egyenleteket. (3.3) megoldását Jacobi tétele szerint a

egyenletek adják, ahol S(q,oí,t) a

Ho«í' ff' fc> + Ü = ° <3'5)
Hamilton-Jacobi-egyenlet egy teljes megoldása, és oC , fi,.
tetszőleges állandók. 1 1

(3.2) megoldására az állandók variálásának módszerét
alkalmazva tegyük fel, hogy (3.2) megoldását is a (3.4)
egyenletek adják, időben változó oC., A.-kkel. Meghatározan-

dók tehát oí. , fi . mint az idő függvényei J

Az oí.f fi- időfüggésének meghatározására szolgáló egyen-

letek levezetéséhez hajtsuk végre a (3.2) egyenleteken a
(3.4) összefüggésekkel megadott transzformációt. Korábban
láttuk, hogy (3.4) az S generátorfüggvényből származtatott
kanonikus transzformációt jelent a p., q. változókról a

Q.= oí. , P.= - fh , változókra. Így Q., P.-re olyan kanonikus

egyenletek érvényesek, melyek Hamilton-függvénye (1.12) és
(3.5) figyelembevételével

H. = H + | f = H - H o = - Hi . (3.6)

így . QI-H.,) . d(-n^)

Q4 =i 3P, ' 1

azaz
3H

1 , /3, = --T-T-L • (3-7)

A (3.2) egyenletek megoldását tehát visszavezettük a
(3.7) egyenletek megoldására. Ennek előnye az, hogy az új
probléma Hamilton-függvénye egyszerűbb az eredeti problémáé-
nál. (3.7) megoldása ez előző esethez hasonlóan kereshető,
s az eljárás a Hamilton-függvény fokozatos egyszerűsítésé-
vel folytatható. E módszernek számos alkalmazása van az égi
mechanikában, melynek legismertebb' első alkalmazása C. De-
launay Hold-elmélete (.1860).

Alkalmazzuk az imént bemutatott eljárást a pcrturbált
kéttest-problémára! Ennek Hamilton-függvénye:

H=HQ-R (3.8)
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ahol H =T-ju/r a perturbálatlan kéttest-probléma Hamilton-

függvénye, és R a perturbációs függvény. A perturbálatlan
problémát Jacobi tételével megoldva, és a megoldást megadó
egyenletek által kijelölt kanonikus transzformációt a per-
turbált probléma kanonikus egyenletrendszerén végrehajtva,
a korábbi kanonikus állandókra, mint új változókra olyan
kanonikus egyenleteket kapunk, melyekben a perturbációs
függvény lesz a Hamilton-függvény:

Ez a perturbációszámitás alaptétele.
A (3.9) egyenletek felhasználásával egyszerűen levezet-

hetők a Lagrange-féle bolygómozgás-egyenletek.(2.24)-ből az
a, e, i,.fl,co, £• pályaelemek az oí. , (i . kanonikus állandók-
kal kifejezve:

e =

i = arc cos

ahol felhasználtuk, hogy >- =60+ n(t-T) és t=0-kor

X=f=u-nT, n=ju1/2a~3/2. Az

a^a , a2=e, a3=i, a4=il , a 5 =^, a& = ̂

jelöléseket bevezetve általában a.=a. (o^/l). Ezért (3.9)
felhasználásával 1

Másrészt

6
9R .
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" k=1

így , 6 3 3 a . O a u <3a.

[

k=1 9 a k

a. = v ~ (^-fr-^ - ^ + _ M l 3 R •

k=1 lj = 1 -1 J 3 -1

Az
3 9 a, 9a, 9a,

Poisson-féle zárójeles kifejezéseket bevezetve

{ , a i ̂ - , i = 1,2, ..., 6. (3.12)
k=1 l 1 kJ ö ak

A Poisson-zárójeleket kiszámítva (3.12)-bŐl kapjuk a Lagran-
ge-egyenleteket. Nyilván

(3.13)
{ai' ak} = " {ak' ai] '
{a., a.}= 0.

A zárójelek kiszámítását a következő sorrendben végez-
zük.

1. Mivel az a csak oí -tői függ, így

í a at a' a

Látható, hogy csak az fa,£} nem nulla. (3.10) alapján

n a

2.

i 9e k 'Se
3 í = , — — + — —

' kJ daí. d(i* ddj

(3.10) alapján látható, hogy csak [e,íj, [e,^j nem nulla
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3/2

e" 2

na e
(3.15)

J* na e

3. ~, 3a,
3x k

(3.10) alapján látható, hogy csak az )i,fl\, \Í,<OÍ, \i,£(
nem nulla.

na 1/1-e sin i

(3.17)

i űl- íi

0Í

9oC3 9^3

1

ctg i

na sini na2i/i-e2

(3.18)

Ezzel a Poisson-zárójelek kiszámítását befejeztük.
(3.13)-(3.18) felhasználásával (3.12)-ből kapjuk a

bolygómozgások Lagrange-féle egyenleteit:

da
dt "

de
d t

2 3R
na dg.

Vi-e2

2 I —y I e
na2e na2e
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di =
 t g 2 (2R + 2R» 1 9R

na V1-e ° na ^1-e sini

., , 1.lt ^ , (3.19)
sini 9i

= /l-e2' 9R t g I m
d t " na2e 3 e na2Vi-eZ 9 i '

5 i - _ _L M + ^1-? (1T/TZ7) ÖR +
 t g 2

dt " na 3a ' H l e )

4. A DELAUNAY- ÉS POINCARÉ-FÉLE VÁLTOZÓK

A perturbációszámítás alaptétele szerint a perturbált
kéttest-probléma megoldandó kanonikus egyenletei

ahol R a perturbációs függvény, és oL . , fi . a korábbi kanoni-
kus állandók: x xkus állandók:

=-/cí 2 =-/jua(1-e
2), (h2 = CJ, (4.2)

3 = yjua(1-e )cosi, (i^ = n.

Az oC., ̂ . változók használata esetén a /3 -re vonatkozó egyen-
letben R-nek az U. szerinti parciális deriváltja kiszámítá-
sakor az idő explicite fellép a jobb oldalon. A perturbáció-
számításból ismeretes ugyanis, hogy R az

R = 2 C cos D

alakú trigonometrikus sorba fejthető, ahol C az o( , o( , o( ,

míg D az M=n(t+/3..) középanomália és a/3-, (l^ változók függ-

vénye. Mivel az n középmozgás az oí függvénye, a

derivált t-vel arányos lesz.
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C. Delaunay az idővel arányos tag fellépéséből adódó
nehézség kiküszöbölésére új kanonikus változókat vezetett
be: fi . helyett az £=M középanomáliát, «" helyett az i-hez

kanonikusán konjugált L változót. A többi d. , A. változónak

csak a jelölését változtatta meg, a következőképpen:

G = °^2 i 9 = fi 2 '
(4.3)

H = c<3 , h = ft3 .

Hogyan kell L-et megválasztani, hogy az új L, G, ü,£ ,
g, h változókra is kanonikus egyenletek álljanak fenn? Ah-
hoz, hogy az d ., fi . változókról az L, G, H, l, g, h változók-
ra való transzformáció kanonikus legyen, szükséges és elegen-
dő, hogy a

3
X Z (3 • <*<>£• " £ d L - g d G - hdH + Kdt = dF (4.4)

kifejezés - ahol K az új és régi Hamilton-függvény különb-
sége - teljes differenciál legyen. (4.3) figyelembevételével
(4.4) a

(b.d o/ - l dL + K dt = dF

kifejezésre redukálódik. Ide A=n(t+^1)-et beírva kapjuk,
hogy

(i.d o( - n(t+/3 )dL + K dt = dF.

Feltéve, hogy L csak d1 függvénye, L=L(^1), így

és . ,1T

/31d«/1 - n(t+^) —• doC^K dt=dF. (4.5)

Válasszuk meg L-et úgy, hogy

/31doí1 - n ^ ^ d ^ = 0. (4.6)

legyen 1 Ekkor
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é s í g y -1/2 u -1/2
L = (-2.0̂ ) x/* ji = (fi) '/^u =

Másrészt (4.6) és (4.7) figyelembevételével (4.5)-bői kap-
juk, hogy

- t d «:1 + K dt = dF ,

és ez 2

K = - oc » JL- (4.8)
1 2IT

esetén F=- °̂ 1t teljes differenciálja.

A Delaunay-féle változók tehát:

L =\fp3, -í = n (t -"E ) ,

G =7jaa(1-e ), g = ", (4.9)

H
I 2~*=l/jaa(1-e ) cosi, h = •*»..

Ezekre olyan kanonikus egyenletek érvényesek, melyek Mamu-
ton függvénye:

2

Így

R' = R+K = R - oc = R+ £~- , {4 .10}
1 2IT

£ = Ml 5 _ _ £R1L Őt ' 3L '

O - - ^ . á - - 2 £ , 14.11,

• _ 3R' ,' 3R'
3h 3 H

A Delaunay-féle változók a Delaunay-féle Hold-elméletben
játszanak jelentős szerepet, de alkalmazásuk más perturbá-
ciószámítási problémákban is gyakori.

Gyakran alkalmazzák a Poincaré-féle kanonikus változó-
kat is, melyek a Delaunay-változókból a következő összefüg-
gésekkel származtathatók:



;
n = L, "1.,= £+ g + h,

[2 = \/2(L-G)' cos(g+h), 7,2= 7 2 (L-G)sin (g+h) ,

, , (4.12)
=V2(G-H) cosh, % = V 2 (G-H) sin h.

Ezekre a

kanonikus egyenletek érvényesek.
A kanonikus perturbációszámítási elméletek ismerteté-

sére itt nincs módunk kitérni. így csak megemlítjük, hogy a
három leggyakrabban alkalmazott elmélet a Poincaré-von Zeipel-
módszer (H. Poincaré, 1893, H. von Zeipel, 1916), a Hori-
Lie-módszer (G. I. Hori, 1966) és a Deprit-módszer (A. Dep-
rit, 1969).
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8. fejezet

A BOLYGÓK ÉS HOLDAK MOZGÁSA

1. A BOLYGÓK MOZGÁSA

Az első bolygómozgás elméletet Euler dolgozta ki (1748)
a Jupiter és Szaturnusz mozgására. A múlt század derekán
(1855-1877) U. J. Leverrier az akkor ismert összes nagyboly-
gó mozgáselméletét kifejlesztette, a megfigyelések pontossá-
gát felülmúló pontossággal. Leverrier megoldása az összes
másodrendű perturbációt tartalmazta, és figyelembe vett bi-
zonyos harmadrendű perturbációkat is. Elméletét a csillagá-
szati évkönyvek 1880-tól alkalmazták a bolygók efemerisei-
nek kiszámítására. A francia évkönyv (Connaissance de Temps)
a belső bolygók (Merkúr, Vénusz, Föld, Mars) Leverrier-féle
elméletét 1960-ig, a külsőkét (Jupiter, Szaturnusz, Uránusz,
Neptunusz) 1915-ig használta. A külső bolygók esetében a
francia évkönyv 1915 után áttért A. Gaillot elméletére,
amely Leverrier módszere alapján, de pontosabb adatokkal
készült. 1880-1900 között Leverrier elméletét alkalmazta az
angol "The Nautical Almanac", a német "Berliner Astrono-
misches Jahrbuch", az amerikai "The American Ephemeris and
Nautical Almanac" is.

1895-ben és 1898-ban jelent meg S. Newcomb elmélete a
belső bolygókra, illetve az Uránuszra és a Neptunuszra.
A Jupiter és a Szaturnusz új mozgáselméletét G. W. Hill dol-.
gozta ki (1890, 1898). 1901-től ezek váltották fel Leverrier
elméletét a francia kivitelével az összes csillagászati év-
könyvben (1922-ben indult a szovjet "Asztronomicseszkij Je-
zsegodnyik").

Newcomb Mars-elméletéről rövidesen kiderült, hogy nem
egyezik pontosan a megfigyelésekkel. 1912-re a bolygó oppo-
zícióban számított és megfigyelt helyzete közti eltérés el-
érte a 4"-et. A hiba oka a pontatlan pályaadatokban (első-
sorban a hibás excentricitás értékben) rejlett. A javításo-
kat F. E. Ross (1917) végezte el. A csillagászati évkönyvek
a belső bolygók efemeriseinek kiszámítására 1984-ig Newcomb
elméletét használták, a Mars esetében figyelembe véve a
Ross-korrekciókat.

A Newcomb-elmélet nem tisztán gravitációs elmélet,
ugyanis a belső bolygók szekuláris perihéliummozgására em-
pirikus korrekciókat tartalmaz. Mivel a szekuláris perihé-
liummozgást az elmélet'nem tudta pontosan visszaadni, New-
comb feltételezte, hogy a Newton-féle gravitációs törvény-
ben 1/r helyett 1/r + szerepel, ahol A igen kis szám.
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Ilyen erőtörvény esetén ugyanis a bolygók perihéliuma j n A

szögsebességgel szekuláris mozgást végez (n a középmozgás).
Az empirikus A érték:A=0,0000001612. A szekuláris perihé-
liummozgás problémájára az Einstein-féle relativitáselmélet
ad magyarázatot. A klasszikus gravitációs elméletből számí-
tott és a megfigyelt perihéliummozgás értékek közti különb-
ség éppen akkora, mint amennyi a relativitáselméletből adó-
dik. Ezek az értékek a Merkúr, Vénusz, Föld, Mars esetében
rendre: 43V03, 8','62, 3V83, 1','35 évszázadonként.

A Newcomb-elmélet pontossága a különböző korrekciók
ellenére sem elégíti ki már a korszerű igényeket. Az elmé-
let és a megfigyelések közti eltérés a Merkúr, Vénusz és
Föld esetében kb. 0','1 az ekliptikái hosszúságban és széles-
ségben, a Mars ekliptikái hosszúságban azonban 2", míg a
szélességben itt is 0','1.

A külső bolygók Newcomb- és Hill-féle elméletét 1960-ig
használták az évkönyvekben. (A Plútó mozgáselméletét G. Sa-
raf dolgozta ki 1955-ben.) Ezeket váltotta fel 1960-ban J.
Eckert, D. Brouwer és G. Clemence elmélete (1951), amely
a Jupiter, Szaturnusz, Uránusz, Neptunusz és Plútó mozgás-
egyenleteinek numerikus integrálásán alapult. Figyelembe
vették a belső bolygóktól származó perturbációkat is. Az
elmélet a külső bolygók koordinátáit az 1653-2060 közötti
időtartamra, 40 napos lépésközzel adja meg. A munka nagysá-
gára jellemző, hogy az integrációs állandókat 25 000 megfi-
gyelés alapján határozták meg. Jóllehet a számításokat igen
gondosan végezték, a megoldás pontossága mégsem kielégítő.
A számított és a megfigyelt pozíciók közti eltérés kb. 1" a
Neptunusz, és 6" a Plútó esetében. Ezen eltérések oka ponto-
san nem ismeretes. Létrejöttükben több tényező is szerepet
játszhat. így az, hogy a számításokat nem egységes konstan-
sok alapján, nem a legpontosabb tömegértékekkel, nem a leg-
jobb precessziós konstanssal végezték.

1984-ben, az 1976-os IAU konstansok rendszerének beve-
zetésével egyidejűleg a Nautical Almanac-ban (mely a koráb-
bi angol és amerikai csillagászati évkönyvet váltotta fel
1981-ben) áttértek az új, legpontosabb adatokon alapuló
bolygó- és Hold-efemeriszek közlésére. Ezeket a kaliforniai
Jet Propulsion Laboratory-ben és az U. S. Naval Observatory-
ben fejlesztették ki, a bolygók, a Hold, és több kisbolygó
mozgásegyenletének numerikus integrálása útján (E. M. Stan-
dish, 1982). A végleges program (melynek jele JPL DE200/LE
200, ahol DE= Development Ephemeris, LE=Lunar Ephemeris),
egyidejűleg integrálja a Föld, a Hold, és az összes nagy-
bolygó, valamint a Ceres, Pallas, Vesta, Iris, Branberga
kisbolygók mozgásegyenleteit, figyelembe véve a Hold fizi-
kai librációját és a szükséges relativisztikus korrekciókat
is. A koordinátákat az 1800-2050 közötti időtartamra, 2000,0
epochájú ekliptikái koordináta-rendszerben számították. Az
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integrációs állandók meghatározására a hagyományos optikai
észlelések mellett felhasználták a Hold lézeres távolság-
méréseit, a Merkúr, Vénusz, Mars esetében a Földről végzett
radar-távolságméréseket, a Viking és Mariner Mars-szondák
távolságméréseit, a Poineer és Voyager szondák Jupiterre
és Szaturnuszra vonatkozó távolságméréseit. A kiinduló ada-
tokat (pl. a tömegekre) az integráláshoz az 1976-os IAU
konstansok rendszere szolgáltatta. Annak érdekében azonban,
hogy a megfigyelésekkel.a legjobb egyezést érjék el, a kons-
tansokon kisebb változtatásokat hajtottak végre. Pl. a Plú-
tó tömegét nem az IAU értékkel, hanem a Plútó holdjának fel-
fedezése után a hold mozgásából számított értékkel vették
figyelembe.

Jelenleg a JPL DE200 efemeriszek adják a legpontosabb
bolygókoordinátákat (a pontosság a belső bolygók esetében
kb. O','OO1). Ez sem tekinthető azonban a végleges megoldás-
nak. Az efemeriszeknek a megfigyelésekkel való összehason-
lításakor ugyanis több olyan probléma adódott, amelyet
egyelőre nem sikerült megoldani, pl. nem lehetséges az Urá-
nusz összes észlelését az efemeriszekkel összhangba hozni.
Ha az integrációs állandókat az Uránusz 1830-tól mostanáig
terjedő észleléseiből határoznák meg, az efemeriszek a kö-
vetkező évtizedekben veszítenének pontosságukból. így az
Uránusz jelenlegi efemeriszei az 1900 utáni észleléseken
alapulnak. Ez a megoldás az 1900 előtti megfigyelésektől
periodikus és szekuláris eltéréseket mutat. Erre az évszá-
zadra azonban pontosan egyezik az Uránusz észlelt mozgásával.

A Neptunusz és Plútó esetében még nem áll rendelkezés-
re egy teljes periódust átfogó megfigyeléssorozat. A Neptu-
nusz felfedezése előtti észlelések nincsenek kielégítő össz-
hangban az efemeriszekkel. A Neptunusz felfedezése utáni
észlelések jól egyeznek a számításokkal, ám a korábbi efe-
meriszek is jól egyeztek az akkori megfigyelésekkel, de az
efemeriszek elkészülte után kb. 10 évvel már eltérések mu-
tatkoztak az észlelésektől. A Plútó esetében csak kb. a pá-
lya negyedrészéről vannak megfigyelések, melyek középhibája
2". Ez megszabja az efemeriszek pontosságát is, melyek az
idő múlásával egyre kevésbé lesznek kielégítők.

A JPL efemeriszek egyik fontos változata a DE 102 jel-
zésű, amely a Hold és a bolygók nagypontosságú efemeriszeit
adja a - 1411 - 3002 közti időtartamra (X. X. Newhall és
társai, 1983). A DE 102 felhasználható az igen régi megfi-
gyelések elemzésére, új analitikus elméletek ellenőrzésére,
üstökösök és kisbolygók mozgásának gyors integrálására.

Az utóbbi időkben jelentős erőfeszítéseket tettek a ko-
rábbiaknál pontosabb analitikus bolygómozgáselméletek kidol-
gozására is. P. Bretagnon (1982) a párizsi Bureau des Longi-
tudes-ben folyó nagyszabású munkáról számol be. Ennek célja
a belső bolygóknál a 0','001-es pontossáo elérése több száz
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Plutő

éves időintervallumra, a külső bolygóknál 0','OT száz évre.
Ehhez a pontossághoz a perturbációkat a belső bolygók töme-
gére nézve harmadrendig, a külső bolygók esetében hatodren-
dig kell meghatározni. A számításokat a bolygómozgások Lag-
range-egyenleteinek iterációs megoldásával, nagyteljesítmé-
nyű számítógépekkel végzik. Az eddig kapott megoldás belső
pontossága a közepes pályamenti hosszúságokban a Merkúrnál
0','0005, a Vénusz és Föld esetében 0','003, a Marsnál 0','005, a
külső bolygóknál néhány tized ívmásodperc.

A Plútó mozgásához érdekes prob-
léma kapcsolódik. A Plutó-pálya excent-
ricitása nagy (e=0,25), és perihéliuma
0,2 cs. e.-el a Neptunusz pályáján be-
lül van (66. ábra). A két bolygó pá-
lyája így az ekliptika síkjára vetítve
metszi egymást, és a valóságban is
majdnem kereszteződnek. így arra le-
hetne gondolni, hogy a két bolygó egy-
mást igen megközelítheti a Plútó peri-
héliuma környékén. A kérdés eldönté-
sére C. J. Cohen és E. C. Hubbard
(1965) előbb 120 000 évre, majd Cohen,
Hubbard és C. Oesterwinter (1972)
1 millió éves időtartamra numerikusán

integrálták a Plútó mozgásegyenleteit. így azt az érdekes
eredményt kapták, hogy a Plútó és a Neptunusz nem közelít-
heti meg egymást a Plútó perihéliuma környékén. Együttál-
lásaik, amikor is a két bolygó közelítőleg legközelebb ke-
rül egymáshoz, csak a Plutó-pálya aphéliuma környékén jö-
hetnek létre. Ennek az az oka, hogy a Neptunusz és a Plútó
rezonanciában vannak egymással. A két bolygó középmozgásai:
nN=21','5/nap, np=14';2/nap. így jó közelítéssel n N/n p=3/2.

Kimutatható, hogy a rezonancia-perturbációk úgy szabályoz-
ták be a Plútó mozgását, hogy a két bolygó egymást minél
jobban elkerülje.

Rezonancia esetén a perturbációs függvény sorfejtésé-
ben azok a tagok dominálnak, melyek az ún. kritikus argumen-
tumtól (rezonancia változótól) illetve annak többszörösei-
től függenek. A Neptunusz-Plutó rezonancia esetén a kriti-
kus argumentum

ábra

ahol ~k , X N a bolygók közepes pályamenti hosszúsága, u> a

Plútó perihéliumhosszúsága. 6 a bolygók együttállásainak
(A. =A N) helyét adja meg az egyik bolygó pályájához (jelen

esetben a Plútó perihéliumához) viszonyítva. Mivel a két
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égitest közelítőleg együttállásban van egymáshoz legközelebb,
és a kölcsönös perturbációk is ekkor a legnagyobbak, így a
kritikus argumentum a maximális perturbáció helyét is meg-
adja. Cohen és munkatársai eredményei szerint a Plútó ese-
tében 8 értéke 180° körül 76°-os amplitúdóval, 19 670 éves
periódussal ingadozik, librál. Ez a libráció igen stabil,
az egész vizsgált T millió éves időtartam alatt. így a Plú-
tó és Neptunusz együttállásai a Plútó aphéliumának 76°-os
környezetében következnek be, és a Plutó-Neptunusz távolság
is itt veszi fel legkisebb értékét, amely 18 csillagászati
egység.

A nagybolygók esetében a pályák perihéliuma direkt
irányban szekulárisan körbefordul, igen hosszú idő alatt,
százezer év nagyságrendű, periódussal. A Plútó esetében va-
jon ez nem befolyásolja a 8 változó librációját? A Plútó
perihéliummozgásának meghatározására Williams és Bensőn
(1971) 4,5 millió éves időtartamra integrálták a Plútó moz-
gásegyenleteit (a külső nagybolygók perturbációi közül csak
a szekuláris perturbációkat figyelembe véve). Kiderült, hogy
a többi nagybolygóval ellentétben a Plútó perihéliuma nem
fordul körbe, hanem librációs mozgást végez. A Plútó peri-
héliuma átlagosan 90°-ra esik a Plútó és Neptunusz pályasík-
jának metszésvonalától, és a bolygó perihéliuma ezen közép-
helyzet körül 24°-os amplitúdóval, 4 millió éves periódussal
ingadozik. Ezt az eredményt H. Kinoshita és H. Nakai (1984)
is megerősítette, akik öt millió évre numerikusán integrál-
ták az Öt külső bolygó mozgásegyenleteit.

A perihéliumlibráció jelensége is hozzájárul a Plútó
mozgásának stabilitásához. A Plútó aphéliuma ugyanis nem
kerülhet a Neptunusz pályasíkjába, így a két bolygó együtt-
állásaikor a 14°-os kölcsönös pályahajlás miatt a Plútó a
Neptunusz pályasíkjától távol helyezkedik el, elősegítve
így a két bolygó közti távolság növelését.

2. A HOLDAK MOZGÁSA

A holdak mozgását három fő perturbálő hatás befolyá-
solhatja: a középponti bolygó lapultsága, a Nap gravitációs
hatása, és a holdak között fellépő vonzóerők.

Az U erőfüggvény sorfejtésében a fő tagok:

ü = •

ahol ju=k (1+m), m a hold tömege a bolygó tömegével mint
egységgel kifejezve, J a lapultságra jellemző második zo-
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nális együttható a bolygó gravitációs potenciáljának sorfej-
téséből, a a holdpálya fél nagytengelye, a bolygó egyenlítői
sugarával mint egységgel kifejezve, P„ a másodrendű Legendre-

polinom, n' a Nap középmozgása, n a hold középmozgása. Az
első tag a középponti bolygó (domináló) gravitációs hatását
írja le, a második a bolygó lapultságának, a harmadik a
fő szoláris perturbáló hatásnak felel meg (a holdak közti
perturbációknak megfelelő tagokat nem írtuk ki).

Mivel ]P„J = 1/ a lapultságtól származó perturbáció
2nagyságát a J0/a szorzótényező, a szoláris perturbációt

2
az (n'/n) együttható jellemzi. A következő, Y. Kozai-tól
(1981) származó táblázat ezeket az együtthatókat adja meg
a bolygók holdjaira. A táblázat tartalmazza az a fél nagy-
tengelyt, az m holdtömeget és az n'/n hányadost is. A perio-
dikus perturbációk nagyságrendje m-el egyezik meg, ha nincs
rezonancia a holdak között. Az n'/n arány a fő hosszú perió-
dusú szoláris perturbáció nagyságrendje, melynek periódusa
akkora, mint a bolygó keringési periódusa.

A holdak dinamikai paraméterei
(zárójelben a 10 k szorzó hatványkitevői)

Mars
Phobos
Deimos

Jupiter
Io
Európa
Ganymede
Callisto
Amalthea
Himalia
Elara
Pasiphae
Sinope
Lysithea
Carme
Ananka
Léda

Szaturnusz
Mimas
Enceladus
Tethys
Dione
Rhea

a

2,76
6,92

5,91
9,40
14,94
26,36
2,53

160,7
164,3
329,3
330,4
161,4
316,0
297,0
155,0

3,07
3,94
4,87
6,24
8,72

J2

2,6
4,1

4,2
1,7
6,6
2,1
2,3
5,7
5,5
1,4
1,4
5,7
1,5
1,7
6,1

1,7
1,1
6,9
4,2
2,2

/a"

(-4)
(-5)

(-4)
(-4)
(-5)
(-5)
(-3)
(-7)
(-7)
(-7)
(-7)
(-7)
(-7)
(-7)
(-7)

(-3)
(-3)
(-4)
(-4)
(-4)

n'

4,6
1/8

4,1
8,2
1,7
3,9
1/1
5,8
6,0
1,7
1,7
5,8
1,6
1,5
5,5

8,8
1,3
1,8
2,5
4,2

/n

(-4)
(-3)

(-4)
(-4)
(-3)
(-3)
(-4)
(-2)
(-2)
(-1)
(-1)
(-2)
(-1)
(-1)
(-2).

(-5)
(-4)
(-4)
(-4)
(-4)

(n'

2,2
3,4

1,7
6,7
2,7
1,5
1,3
3,3
3,6
2,9
3,1
3,4
2,6
2,1
3,0

7,7
1,6
3,1
6,5
1,8

/n)~

(-7)
(-6)

(-7)
(-7)
(-6)
(-5)
(-8)
(-3)
(-3)
(-2)
(-2)
(-3)
(-2)
(-2)
(-3)

(-9)
(-8)
(-8)
(-8)
(-7)

m

2

4
3
8
5

7
1
1
2
4

(-8)

(-5)
(-5)
(-5)
(-5)

(-8)
(-7)
(-6)
(-6)
(-6)
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a J

2

/ a 2 n ' / n (n'/n)2 m
Titán 20,21 4,0 (-5) 1,5 (-3) 2,2 (-6) 2 (-4)
Hyperion 24,49 2,7 (-5) 2,0 (-3) 3,9 (-6) 8 (-8)
lapetus 58,91 4,7 (-6) 7,4 (-3) 5,4 (-5) 4 (-6)
Phoebe 214,3 • 3,6 (-7) 5,1 (-2) 2,6 (-3)
Janus 2,63 2,3 (-3) 7,0 (-5) 4,5 (-9)

Uránusz
Ariel 7,54 2,1 (-4) 8,2 (-5) 6,7 (-9) 2 (-5)
Umbriel 10,5 1,1 (-4) 1,4 (-4) 1,8 (-8) 6 (-6)
Titania 17,2 4,1 (-5) 2,8 (-4) 8,0 (-8) 5 (-5)
Oberon 23,0 2,3 (-5) 4,4 (-4) 1,9 (-7) 3 (-5)
Miranda 5,13 4,6 (-4) 4,6 (-5) 2,1 (-9) 1 (-6)

Neptunusz
Triton 14,15 2,0 (-5) 9,8 (-5) 9,5 (-9) 1 (-3)
Nereid 221,5 8 (-8) 6,0 (-3) 3,6 (-5) 3 (-7)

2 2
A J2/a és (n'/n) értékek összehasonlításával a holdak

három csoportba sorolhatók.

1. Belső holdak

A belső holdaknál a lapuitsági perturbációk dominálnak.
Ezek hatására a holdak pericentruma és felszálló csomója
szekuláris mozgást végez. A megfigyelésekkel való hosszú
időtartamú egyezés biztosításához a mozgáselméleteknek fi-
gyelembe kell venniük a <2 és -O. pályaelemek J~, JA,

J~ nagyságrendű szekuláris perturbációit, valamint a Nap és

a többi hold hatására fellépő szekuláris változásokat. Rend-
szerint nem szükséges kiszámítani a J_-től és a Naptól szár-
mazó rövid periódusú perturbációkat, valamint azokat, me-
lyek a hold közepes pályamenti hosszúságától függenek. A leg-
több holdra ki kell számítani az n'/n-el arányos hosszú pe-
riódusú szoláris perturbációkat. Az erre vonatkozó korábbi
megoldások nem elég pontosak, ezek javítása volt az utóbbi
évek egyik feladata.

A belső holdak excentricitása és pályahajlása a bolygó
egyenlítőjéhez általában kicsi, és majdnem konstans, ezért
a bolygó potenciáljának sorfejtésében szereplő J 3, J., ...

tagoktól eredő hosszú periódusú perturbációk elhanyagolha-
tóan kicsinyek, és a megfigyelésekből nem mutathatók ki. Ez
másszóval azt jelenti, hogy a bolygó potenciáljának ezen
együtthatói a holdak megfigyeléseiből nem vezethetők le.
A Triton az egyetlen hold, amelynek a pályahajlása nem kicsi.

A belső holdak között sok rezonáns hold található.
Ezeknél nagy amplitúdójú, hosszú periódusú perturbációk lép-
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nek fel. Az amplitúdók különösen nagyok a közepes pályamenti
hosszúságokban. Ezért ahhoz, hogy a földi megfigyelések pon-
tosságát elérjék, a mozgáselméletekben gyakran figyelembe

2
kell venni a másodrendű, m' -el és mm'-vei arányos pertur-
bációkat is.

A holdak közti rezonanciák a kölcsönös perturbációk kö-
vetkeztében alakulnak ki. Két égitest mozgását akkor neve-
zik rezonánsnak, ha középmozgásaik aránya jó közelítéssel
kis egész számok hányadosaként írható fel:

ahol p és q relatív prímek. Rezonancia esetén a perturbációs
függvény sorfejtésében a

6 = (p + q) X* - pA - qOJ

kritikus argumentumtól (rezonancia változótól) és annak több-
szöröseitől függő tagok dominálnak. Ezek a tagok alkotják a
perturbációs függvény rezonáns részét. Mivel © a két égi-
test együttállásainak (X=X) helyét is jellemzi, ezért a per-
turbációs függvény rezonáns része a legnagyobb perturbációk-
ról ad számot.

A rezonancia egyik legérdekesebb megnyilvánulása a Ju-
piter három belső Galilei-féle holdjánál található. Az Io,
Európa, Ganymedes középmozgásai rendre: n=203°4/nap,

nE=101°3/nap, nG=50?2/nap. így jó közelítéssel nI/nE=2/1,

és n /n =2/1. Mivel n -2n egyenlő n -2n -vei, fennáll még a
hí vj x íj hí \J

nevezetes Laplace-összefüggés is:

nr 3v 2 nG = 0-
A holdak közti rezonanciák szigorú kötöttségeket ered-

ményeznek mozgásukban. A többszörös rezonancia miatt több
kritikus argumentum jellemzi a mozgást:

62 =

94 = 2 A G " A E
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A rezonanciaváltozók adott középérték körül kis amplitúdó-
jú, hosszú periódusú librációt végeznek:

középérték

e„ 180°

180

amplitúdó

0°,03

1°
3° •
3°

periódus

2000 nap

450 nap

450 nap

450 nap

c)

67. a) , b) , c) ábra

Ezekből az adatokból könnyen meghatározhatók a holdak
együttállásai. Az Európa és Ganymedes együttállásakor
A =X_ miatt e =A. -X ^ 180O, így az Io az Európához

képest 180°-al különböző helyzetben, a Jupiter túloldalán

található (67.a ábra), e. = X - £j =M_ ~0°-ból következik,
4 h b t,

hogy ekkor az Európa Jupiter-közeiben helyezkedik el.
Az Io és Európa együttállásakor \ =\ , így e1=2(

= 180°, e_=A -(o =M«0°, 6 ,=X -ü> =M *180°. Tehát egyrészt a
Z -L X X -5 £J Ci r^

Ganymedes az Io-tól és Európától 90 -ra eltérő helyzeteket
foglal el (67. b. ábra), másrészt az Io Jupiter-közeiben,
az Európa Jupiter-távolban található.

Kimutatható, hogy az Io és Ganymedes együttállásakor
hozzájuk képest az Európa a 67. c. ábrán látható helyzete-
ket foglalhatja el. A három hold mozgása tehát olyan, hogy
egyszerre sosem lehetnek együttállásban (nem sorakozhatnak
fel a Jupiter ugyanazon oldalán), másfelől a kettős együtt
állásokkor egymástól lehetőleg távol helyezkednek el.

Megemlítjük, hogy a negyedik Galilei-féle hold, a Cal
listo is közelítőleg rezonanciában van a Ganymedessel:

n G/n c~7/3.
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A Szaturnusz holdjai között is több rezonáns pár talál-

ható. A Mimas-Tethys pár esetén n M / n T e % 2/1 (nM=15°9/óra,
n

q i o

= 7 ° 9 / ó r a ) i az Enceladus-Dione kettősnél nr,/nr,-=»2/1
O O ED

(nE=10,9/óra, nD=5,5/óra), a Titan-Hyperion rendszernél
nTi / nH*' 4 / 3 í n

T i

= o 09 4/°"ra, nH=0°70/óra) . Az egyes párok re-

zonanciaváltozói:
Mimas-Tethys:

Enceladus-Dione:

Titan-Hyperion s

e=4XH-3>T -ÓL

középérték

0°

0°

180°

amplitúdó

97°

1°

36°

periódus

70,8 év

12

1,

év

r8 év

A Mimas és Tethys együttállásai í-\I

=^Te)
 a két felszál-

ló csomó közti felezőpont 97°-os környezetében jönnek lét-
re. E rezonancia kialakításában a holdak nagy pályahajlásá-
nak és a pályasíkoknak a Szaturnusz lapultsága következtében
fellépő gyors forgásának van jelentős szerepe. A két hold
együttállásai a pályák olyan részén következnek be, ahol a
két pálya egymástól a legjobban eltér. ^

Az Enceladus és Dione együttállásakor ?^=^-n, Q-X -u> =
& u hí fc*

=£1*0 , így ekkor az Enceladus Szaturnusz-közelben van.
A Titán és Hyperion együttállásai d=AH-SH=MH=180°+36°

miatt a Hyperion pályájának a Szaturnusztól legtávolabb eső
részén következnek be.

Érdekes, hogy az Enceladus excentricitása nem az úgy-
nevezett saját excentricitás, ami a szekuláris perturbáció-
elméletben a szabad oszcilláció amplitúdója, hanem közelítő-
leg egyenlő a gerjesztett excentricitással, amely a Dione
által okozott kényszerrezgések amplitúdója. A saját excent-
ricitás tehát sokkal kisebb a gerjesztett excentricitásnál,
ami nem rezonáns esetekben rendszerint igen kicsi. Ugyanak-
kor a Rhea esetében is a saját excentricitás kisebb a ger-
jesztettnél, pedig a Rhea nincs semmiféle rezonanciában a
többi holddal. A Rhea gerjesztett excentricitása a közeli
masszív Titán-tói származik, és ezért a pericentrum mozgása
majdnem szinkronban van a Titánéval.

Az Uránusz három belső holdjára is fennáll a Laplace-
összefüggéshez hasonló kapcsolat, ám az n -2ny, n -2n,j, kü-
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lönbségek nem olyan kicsik, mint a Jupiter-holdak esetén,
és a kritikus argumentumok sem librálnak.

A belső holdak mozgáselméletét nem rezonáns esetekben
aránylag könnyű kidolgozni, mivel a J_-től eredő elsőrendű

perturbációs függvény csak tiszta szekuláris és rövid perió-
dusü tagokat tartalmaz, és egyetlen olyan periodikus tag sem
lép fel, amelyben ne szerepelne valamelyik közepes pályamen-
ti hosszúság.

2. Külső holdak

A külső holdaknál a Naptól származó perturbációk domi-
nálnak. Mivel a szoláris perturbációs függvény olyan perio-
dikus tagokat tartalmaz, amelyek függetlenek a közepes pálya-
menti hosszúságoktól, mint pl. cos 2OJ , és mivel az excentri-
citás és pályahajlás rendszerint nem olyan kicsi, azért a
mozgásegyenletek megoldása nehezebb, mint a belső holdak
esetében.

Ha e és i kicsi, a cos2w-nak megfelelő tag nem olyan
2 2 2

jelentős, mivel ennek a szorzója e sin i (n'/n) • A szolá-

ris perturbációs tagok közös szorzója (n'/n) , ami kicsi.
2

A pericentrum szögsebessége azonban n(n'/n) , Így az to -tói
2

függő perturbációk amplitúdójából (n'/n) kiegyszerűsödik.
Az ilyen perturbációk tehát jelentősek lehetnek, ha csak
e és i nem kicsi. Pl. a Föld Holdja egyike a külső holdak-
nak, és a Hold mozgáselmélete az egyik legnehezebb égi
mechanikai probléma. A Hold .esetében egyébként e és i kicsi,
ami némileg megkönnyíti a mozgáselmélet kidolgozását.

Jóllehet a külső holdak mozgáselméletének kidolgozása
nehéz, azon feltevéssel, hogy a Nap pályája a középponti
bolygó körül körpálya, ás a többi hold hatása elhanyagolha-
tó, a szekuláris és hosszú periódusú perturbációk meghatá-
rozása visszavezethető egy-egy szabadsági fokú Hamilton-
rendszer vizsgálatára. Pl. a Nereid analitikus mozgáselmé-
letét F. Mignard (1975) ily módon dolgozta ki. A Nereid
excentricitása igen nagy, e=0,75. Az e-ben fellépő pertur-

—2
bációk amplitúdója azonban legfeljebb csak 10 nagyságrendű.

2
Ha (n'/n) értéke nagyobb, mint 0,01 (mint pl. a Jupi-

ter VIII. és XII. holdjánál), az efemerisek kiszámítása nu-
merikus integrálással célszerű, ugyanis bármely analitikus
megoldás konvergenciája igen lassú.

3.. Közbülső holdak

Van néhány hold, melyeknél J2/a közelítőleg egyenlő

(n'/n)2-el. Ezek a közbülső holdak, melyeknél a pályasík
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mozgása meglehetősen összetett. Ha a J

2 ~
e s t a g dominál, a

pálya pólusa a bolygó egyenlítőjének pólusa körül köröz,
majdnem állandó sugarú körpályán. A pályasík tehát az ek-
vátorral közel állandó szöget bezárva forog. Ha a szoláris
tag dominál, a hold pályasíkja akkor is forog, a hold pá-
lyasíkjának pólusa azonban ebben az esetben a bolygó pálya-
síkjának pólusa körül cirkulál. A hold pályahajlása a bolygó
pályasíkjához majdnem állandó, ha e kicsi.

A közbülső holdakra a pályasík pólusa az ún. Laplace-
sík pólusa körül kering. Ez a bolygó egyenlítőjének és pá-
lyasíkjának pólusai közé esik. A Laplace-sík pólusára vonat-

2 2
koztatva a holdpálya pólusának pályája mentén (J„/a )Asin i+

2 2
+(n'/n) Bsin i' közelítőleg állandó, ahol A és B állandók,
i illetve i' a hold pályahajlása az ekvátorhoz illetve a
bolygó pályasíkjához. Pl. egy Föld körüli szinkron holdra

2 2
J_/a és (n'/n) közelítőleg egyenlő. A Laplace-sík pólusa

7°3-ra van az északi pólustól. Ha a holdpálya pólusa meg-
egyezik a Laplace-sík pólusával, a pólus nyugalomban marad,
és a hold pályahajlása az egyenlítőhöz és ekliptikához ál-
landó. Ha azonban a pályasík pólusa pl. az északi pólusba

esik, a kezdeti 0 -os pályahajlás az egyenlítőhöz viszonyít-

va 27 év alatt 14°6-ra nő.

A Japetus az egyik közbülső hold. Jelenlegi pályahaj-

lása a Szaturnusz egyenlítőjéhez 15,1, a Szaturnusz pálya-

síkjához 15,4. A holdpálya pólusa a Laplace-sík pólusa körül
8 sugarú körön 3000 éves periódussal az óramutató járásával
egyező irányban forog.

Egy másik közbülső hold a Callisto. Mivel azonban a Ju-
piter pályasíkjának és egyenlítőjének hajlásszöge csak 5 ,
a három pólus csak kissé tér el egymástól, és a holdpálya
pólusa a másik két pólus körül kis sugarú körön köröz.

Az Uránusz összes holdja belső hold, és a bolygó egyen-
lítője a pályasíkkal 98°-os szöget zár be. Ez azt jelenti,
hogy ha léteznek is közbülső holdak, amikor az Uránusz
egyenlítője a pályasík közelében volt, ezek elszöktek, ahogy
az egyenlítő jelenlegi helyzetébe került.

A holdak mozgáselméleteinek ismertetésétől a holdak
nagy száma miatt eltekintünk. Mindössze a Mars és Jupiter
holdjaira térünk ki részletesebben.

A Mars holdjai

A Mars két holdja a Phobos és a Deimos. Közel körpá-
lyán, a bolygóhoz közel, csaknem a Mars egyenlítői síkjában
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keringenek. Alakjuk szabálytalan, legjobban háromtengelyű
ellipszoiddal közelíthető. A Mariner 9 adatai alapján a
tengelyméretek: Phobos: 27, 21,6 18,8 km. Deimos: 15, 12,2
11 km.

A Mars lapultsága és a szoláris perturbációk hatására
a holdak pályasíkja gyorsan precesszál. Az első, elegendően
pontos mozgáselméletet H. Struve dolgozta ki, 1911-ben. Ez
a lapultságtól és a Naptól származó szekuláris perturbáció-
kat adja meg. A. T. Sinclair (1972) a szekuláris perturbá-
ciók mellett a periodikus perturbációkat is meghatározta,
0"01-es pontossággal (ez megfelel a megfigyelések pontos-
ságának) .

A Mars-holdak érdekes problémája a ^ közepes pályamenti
hosszúságban lévő szekuláris gyorsulás. B. P. Sharpless
(1945) mutatta ki először, hogy a Phobos >--ja szekulárisan
gyorsul: a megfigyelések pontosabban leírhatók, ha >- az
idő négyzetes, és nem csak lineáris függvénye. A szekuláris

gyorsulás értéke: (+0,188^0,025).10~2 fok/év2. A szekuláris
gyorsulás problémájával később többen is foglalkoztak, egye-
sek kétségbevonták, mások megerősítették létezését. A. T.
Sinclair (1978) a Mariner 9 adatait és földi megfigyelése-
ket felhasználva igazolta, hogy a Phobos esetében egyértel-
műen létezik a szekuláris gyorsulás, melynek értéke

—2 2
0,13.10 fok/ év • Lehetséges, hogy a Deimos is szekulári-
san gyorsul, ez azonban egyértelműen nem állapítható meg.
A Phobos szekuláris gyorsulása a dagálysúrlódás következmé-
nyeként értelmezhető. A dagálysúrlódás szerepét a Mars-hol-
dak pályaevolúciójában F. Mignard (1981) vizsgálta. A Pho-
bos jelenleg megfigyelhető szekuláris gyorsulásértéke alap-
ján elképzelhető, hogy a hold jelenlegi pályája sok mil-
liárd év alatt egy kezdeti nagy excentricitású ellipszis-
pályából fejlődött ki. A Deimos pályáját a dagálysúrlódás
feltehetően nem nagyon befolyásolta (ahhoz, hogy a holdat
jelenlegi pályájáról az árapályerők messzire eltávolítsák,
a Naprendszer koránál hosszabb időre lenne szükség). A Mars-
holdakat sokan befogott kisbolygóknak tekintik. A pályaevo-
lúció vizsgálata alapján azonban a holdak eredetét nem si-
került egyértelműen eldönteni.

A Jupiter holdjai

A Jupiternek jelenleg 16 holdja ismeretes. Közülük
13 hold pályaelemeit a következő táblázat tartalmazza.
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a[iO5 km] T [nap]
V.
I.
II.
III.
IV.

XIII.
VI.
X.
VII.

XII.
XI.
VIII.
IX.

Amalthea
Io
Európa
Ganymedes
Callisto

Léda
Himilia
Lisythea
Elara

Ananke
Carme
Pasiphaé
Sinope

1
4
6
10
18

111
115
117
117

207
224
233
237

,81
,22
,71
,7
,8

0,0028
0,0042*
0,0094
változó
0,0073

0,148
0,158
0,130
0,207

0,169
0,207
0,378
0,275

0,5
0,04
0,47
0,19
0,25

27,8
27,6
29,0
24,8

147
164
145
153

0
1
3
7
16

239
251
260
260

617
692
735
758

,50
,77
,55
,16
,7

A táblázatban az első öt hold pályahajlása a Jupiter
egyenlítői síkjához képest van megadva. A többi hold ese-
tében i a Jupiter pályasíkjára vonatkozik.

A Galilei-holdaknál e erősen változik (a x jel erre
utal), legjobban a Ganymedes-nél: e = 0,0003-0,003. A változá-
sok periodikus tagokból tevődnek össze, a két fő periódus
8 hónap és 180 év.

A külső holdaknál az a-ra végződő nevűek direkt irány-
ban, az e-végződésűek retrográd irányban keringenek.

A Jupiter-holdak fizikai tulajdonságaik és pályaadataik
alapján három csoportba sorolhatók.

1. Galilei-féle holdak: az Io, Európa, Ganymedes, Cal-
listo. Ezeket Galilei fedezte fel 1610-ben. Nagyméretű,

masszív holdak (nv~-10 gramm) , a Jupiterhez igen közel, kis
excentricitasu, ekvatoriális pályákon keringenek. A Galilei-
holdak a Holddal, a Titánnal (Szaturnusz V. holdja) és a
Tritonnal (Neptunusz I. holdja) együtt alkotják az óriás
holdakat a Naprendszerben. (A többi hold legalább tízszer
kisebb tömegű.) A Galilei-holdak a közöttük fennálló kerin-
gési rezonanciák miatt az egyik legérdekesebb égi mechanikai
problémát szolgáltatják.

2. Himilia-csoport; kis méretű, direkt pályákon ke-,
ringő holdak. Pályaelemeik hasonlóak. Ez a holdak azonos
eredetét sejteti.

3. Pasiphaé-csoport; kis méretű, retrográd holdak. Ex-
centricitásuk és pályahajlásuk nagy. Általánosan elfogadott,
hogy befogás útján keletkeztek. Érdekes, hogy a Pasiphaé
33 millió km-re távolodik el a Jupitertől. A Naprendszer
egyik holdja sem kerül ilyen messze bolygójától. Egy másik
szélsőséges érték a Sinope 2,07 éves keringési ideje.
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A külső holdak mozgáselméletének kidolgozását megnehe-
zíti, hogy e és i nagy. Legjobb módszer a numerikus integ-
rálás, mely néhány ívmásodperces pontosságot ad.

Égi mechanikai szempontból a legérdekesebb a Galilei-
holdak mozgása. A fő perturbációkat a holdak kölcsönös per-
turbációi és a Jupiter lapultsága okozzák. Mivel a lapult-
ságtól származó perturbációk a Jupiter egyenlítőjének hely-
zetétől függenek, ez viszont a holdak perturbáló hatására
változik, a Jupiter pressziójának problémáját egyidejűleg
kell megoldani a holdak mozgásának problémájával. A pontos
efemeriszek készítéséhez még a szoláris perturbációkat is
figyelembe kell venni. így a probléma igen nehéz, több száz
éve foglalkoztatja a kutatókat.

A Galilei-holdak rezonanciájával elsőként Laplace fog-
lalkozott (1805). Laplace elméletét C. Souillart (1894) fej-
lesztette tovább. A csillagászati évkönyvek a legutóbbi
időkig R. A. Sampson (1921) elméletét használták az efe-
meriszek kiszámítására. A Naprendszer külső térségeinek
űrszondákkal történő kutatása az 1970-es években felélénkí-
tette a nagybolygók holdjai mozgáselméletének pontosítására
irányuló törekvéseket. Sampson elméletét J. H. Lieske (1977)
modernizálta. A Sampson-Lieske-elmélet alapján készült efe-
meriszeket (Lieske, 1980) alkalmazták a Voyager-szondák prog-
ramjában. A program által igényelt pontosság a holdak pozí-
ciójára 400 km volt. Az efemeriszek -melyek 4800 földi meg-
figyelésen alapultak - pontossága ezt felülmúlta. A pontos-
ság az egyes holdaknál: 100, 125, 110, 200 km volt (kb.
0*; 1) - A Lieske-féle efemériszeket J. E. Arlot (1982) némi-
képp tovább pontosította, 8856 fotografikus észlelés fel-
használásával új konstansokat vezetve le.

3. A KISBOLYGÓK MOZGÁSA

Jelenleg mintegy 3000 kisbolygó pályáját ismerik már.
A kisbolygók többsége (97%) olyan pályán kering, melynek
fél nagytengelye az a=2,06-3,64 cs. e. értékek közé esik.
A megfelelő középmozgások: n=1200"-510"/nap. A kisbolygópá-
lyák többségének excentricitása e=0,02-0,42 között találha-
tó, az átlagérték e=0,15. A pályahajlások: i=0°5-30°, az

átlag 10°. '
A kisbolygók tehát átlagosan nagy excentricitású, és

nagy pályahajlású pályákkal rendelkeznek, mozgásuk meghatá-
rozására így az e és i kicsinységét feltételező módszerek
nem alkalmasak. Ehhez a nehézséghez járul még, hogy a fő
perturbáló égitest a Jupiter, így az a/a' hányados (ahol
a'=5,2 cs. e. a Jupiter-pálya fél nagytengelye) elég nagy.
Emiatt a perturbációs függvény sorfejtésének konvergenciája
lassú. A kisbolygók mozgásának meghatározása tehát új mód-
szerek kidolgozását követelte meg.
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A kisbolygók perturbációinak vizsgálatára az egyik
legeredményesebb módszert P. A. Hansen dolgozta ki, a múlt
század közepén. Ez a módszer tetszőleges excentricitású és
pályahajlású pályákra alkalmazható, és segítségével több
kisbolygóra (pl. a Vestára) néhány ívperc pontosságú moz-
gáselméletet sikerült kidolgozni. Numerikus integrálással
ma már ennél lényegesen nagyobb pontosság érhető el. A kis-
bolygók többségének efemeriszeit ezért numerikus integrá-
lással határozzák meg.

Égi mechanikai szempontból legérdekesebbek a rezonáns
kisbolygók. Ezeknél az n/n' arány (n a kisbolygó, n' a Ju-
piter középmozgása) jó közelítéssel kis egész szamok hánya-
dosaként fejezhető ki. A 68. ábra az ismert kisbolygók kö-
zépmozgás szerinti eloszlását mutatja. Ezen a következő
fő jellegzetességek figyelhetők meg.

1. A kisbolygóövezet középponti részében (n>510"/nap)
minimumok találhatók az n/n'=2/1, 3/1, 5/2, 7/3 rezonanciák-
nál. Ezek a Kirkwood-féle zónák (Kirkwood, 1867). Az elosz-
lás maximumai n>510"/nap esetén nem kapcsolódnak rezonan-
ciákhoz .

2. A kisbolygóövezet középponti részén kívül (n<510"/nap)
két kisbolygócsoportosulás található az n/n'=3/2 és 1/1 re-
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zonanciáknál. Előbbi a Hilda-csoport (n«450"/nap), utóbbi
a trójai kisbolygók csoportja (n*300ir/nap) . Mindkét csoport-
nak 30-nál több tagja ismeretes.

3. A Hilda-csoport és a trójai kisbolygók közötti tar-
tományban mindössze egy kisbolygó található, a 279 Thule
(a szám a katalógusbeli sorszám), amely 4/3-os rezonanciá-
ban van a Jupiterrel. A Hilda-csoport és a kisbolygóövezet
középponti része közti tartományban is csak néhány kisbolygó
figyelhető meg, szintén rezonáns pályákon: 721 Tábora 7/4-
nél, 522 Helga 12/7-nél 1144 Oda 13/8-nál.

A kisbolygók középmozgás szerinti eloszlásában tehát
bizonyos rezonanciáknál minimumok, máshol maximumok vannak.
Érdemes arra is felfigyelni, hogy a Jupiter pályájához közel
csak kevés kisbolygó van, de azok rezonáns pályákon, míg a
Jupitertől távol éppen a rezonáns pályák néptelenek.

A rezonáns kisbolygók mozgásának vizsgálata nehéz prob-
léma. Ezeknél a hagyományos módszerek nem alkalmazhatók.
A rezonáns perturbációk vizsgálatára a múlt században Boh-
lin (1888) módszere bizonyult eredményesnek.

A jelenleg megfigyelhető kisbolygóeloszlás magyarázatá-
ra számítógépes vizsgálatokat végeztek. A Mars és a Jupi-
ter pályája között egyenletes kezdeti kisbolygóeloszlást
feltételezve M. Lecar és F. A. Franklin (1974) a mozgás-
egyenletek numerikus integrálásával kimutatta, hogy a Jupi-
ter erős perturbáló hatására a Jupiter-pálya közeléből a
kisbolygók igen rövid idő, mindössze néhány ezer év alatt
eltávoznak, és távolabbi pályákra kerülnek. A Jupiter kö-
zelében csak olyan kisbolygók maradhatnak meg, amelyek re-
zonáns pályákon keringenek.

Az egyik rezonáns kisbolygócsoport a trójai kisbolygók
csoportja. A trójai kisbolygók - mint ismeretes - a Nap-Jupi-
ter rendszer L. , Lj- pontjai körül végeznek librációs mozgást.

Librációs amplitúdójuk a Jupiterhez képest 30 és 120 közé
esik, így ezek a Jupitert 2.6 cs. e.-nél jobban nem köze-
lítik meg. A numerikus számítások tapasztalata szerint azok
a kisbolygók szenvednek erős perturbációkat, amelyek a Jupi-
tert 1 cs. e.-nél jobban megközelítik. Az ilyen kisbolygók
gyorsan más pályákra kerülnek. A trójai kisbolygók messze
esnek ettől a kritikus távolságtól, így ezek mozgásában a
Jupiter nem okoz jelentős változásokat. (Természetesen el-
képzelhető, hogy voltak, vagy kialakulhatnak nagyobb librá-
ciós amplitúdójú pályák, melyekre a Jupiter perturbáló ha-
tása fokozottabban érvényesült vagy érvényesülni fog.)

A másik rezonáns kisbolygócsoport a Hilda-csoport,
melynek névadója a 153 Hilda kisbolygó. E csoport mozgását
J. Schubart (1968) vizsgálta. Kimutatható, hogy a csoport-
hoz tartozó kisbolygóknál a
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kritikus argumentum értéke 0 körül librál. A librációs

amplitúdó 40°, periódusa 270 év a Hilda esetében. Hasonló
értékek adódnak a csoport többi tagjánál is. Ez azt jelenti,
hogy ezen kisbolygóknak a Jupiterrel való együttállásai
(Xj=X) a kisbolygók perihéliuma környékén következnek be.

Figyelembe véve, hogy a csoporthoz tartozó kisbolygók pá-
lyái elnyúlt ellipszisek (e=0,1-0,2), melyek aphéliumai
a=3,9-4 os. e. miatt a Jupiteepályához közel, 0,4 cs. e.-re
is lehetnek, az együttállásoknak a perihélium környékén va-
ló bekövetkezése adja a legtöbb esélyt a kisbolygóknak arra,
hogy a Jupitert a legmesszebb elkerüljék. A Hilda-csoport
minden tagja a kritikus 1 cs. e. határnál messzebb marad.

A Jupiterhez közeli pályákról a Jupiter perturbáló
hatására tehát a kisbolygók hamar eltávoznak, kivéve azo-
kat, melyeket a rezonancia mechanizmusa megóv a Jupiter szo-
ros megközelítésétől (ezeknél a rezonancia-perturbációk ha-
tására a mozgás úgy szabályozódik be, hogy a kisbolygók a
Jupitert a lehető legtávolabb elkerüljék).

Kérdés azonban, hogy a Jupitertől távol mi okozza a
Kirkwood-zónák elnéptelenedését? Ezek a zónák nem teljesen
üresek, mindegyikben van néhány kisbolygó. így pl. a 2/1-es
zóna neve Hecuba-zóna, az itt található 108 Hecuba kisbolygó
után, a 3/1-es rezonancia neve Hestia-zóna a 46 Hestia kis-
bolygóról. H. Scholl és C. Froechlé az 1970-es évek közepén
több munkájukban is foglalkoztak a Kirkwood-zónák kialakulá-
sának kérdésével. A zónákba helyezett fiktív kisbolygók moz-
gásegyenleteit integrálták 100 000 év nagyságrendű időtar-
tamokra. Ezekből a vizsgálatokból kiderült, hogy a Jupiter
perturbációi önmagukban nem okozzák a zónák elnéptelenedé-
sét. A zónákban lévő kisbolygók a rezonancia miatt erősebben
perturbálódnak, mint a zónákon kívüli, nem rezonáns társaik,
de egyedül ennek hatására nem kerülnek ki a zónákból. Több
kutató azon a véleményen van, hogy a Kirkwood-zónák kialakí-
tásában a gravitációs perturbációkon kívül más hatások, így
pl. a kisbolygók egymás közötti ütközései is szerepet ját-
szanak.

Rezonancia esetén ugyanis a perturbációk erősebbek,
a kezdeti közel kör alakú pályák elnyúlt ellipszissé válhat-
nak. Az ilyen elnyúlt pályákon keringő kisbolygók mozgásuk
során több szomszédos, a kisebb perturbációk miatt közel
kör alakú pályán mozgó kisbolygó pályáját metszhetik, és
ezekkel össze is ütközhetnek. Az ütközések következtében a
zónák elnéptelenednek. Ezt az elképzelést a megfigyelések
oldaláról alátámasztja az a tény, hogy a Kirkwood-zónákban
jelenleg megfigyelhető kisbolygók excentricitása nagy (pl.
a 3/1-es rezonanciánál a 887 Alinda esetében e = 0,52-0,63) ,
míg a környező kisbolygóké kicsi. A témakör összefoglalásá-
val kapcsolatban H. Scholl (1985) cikkére utalunk.
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9. fejezet

A HOLD MOZGÁSA

• 1 . BEVEZETÉS

A Hold mozgásának meghatározása az egyik legnehezebb
égi mechanikai probléma. Ennek egyik oka az, hogy a Hold
mozgásában fellépő perturbációk kb. egy nagyságrenddel na-
gyobbak, mint más problémákban (pl. a bolygómozgások esetén),
kiszámításuk így különösen nehéz. Másfelől a Hold a Földhöz
legközelebbi (természetes) égitest, melynek mozgását igen
pontosan lehet nyomonkövetni, így a mozgáselméletekkel
szemben is igen nagyok a pontossági igények. A modern foto-
elektromos Hold-fedés megfigyelések pontossága 0','00001, a
lézeres távolságméréseké néhány cm. így a modern mozgásel-
méleteknek is ilyen pontosaknak kell lenniök a szögkoordi-
nátákban, illetve a távolságokban.

A Hold mozgáselméletének célja a Hold tömegközéppontja
geocentrikus koordinátáinak az idő függvényeként való pon-
tos meghatározása.

A Hold perturbálatlan pályája egy olyan ellipszis,
melynek pályaelemei: a=384400 km, e=0,05490, i=5° o9' (az
ekliptikához képest).

A Hold mozgásában a legnagyobb perturbációkat a Nap
okozza. A szoláris perturbációk hatására, a, e, i periodi-
kus tagokból összetevődő változásokat szenved, így

e=0,044-0,067, i=4°58'-5°19' között ingadozik.
A többi pályaelem,-H. , ío, T szekuláris és periodikus

változásokat szenved, elsősorban a Nap domináló perturbáló
hatására. A felszálló csomó (és vele együtt a csomóvonal
és a Hold pályasíkja) szekulárisan retrográd irányú mozgást
végez, egy fordulatot 18,6 év alatt téve meg. Erre a moz-
gásra periodikus ingadozások rakódnak, ezek közül a legna-
gyobb amplitúdójú 1 26'. A perigeum (és vele együtt a Hold
pálya-ellipszise) szekulárisan direkt irányban forog, egy
körülfordulás ideje 8,85 év. Erre a mozgásra is periodikus

egyenetlenségek rakódnak, közülük a legnagyobb amplitúdójú

8°41'.
A Hold mozgására a bolygók kicsi, de nem elhanyagol-

ható hatással vannak. Megkülönböztethető a bolygók közvet-
len és közvetett hatása. A bolygók egyrészt közvetlen gra-
vitációs vonzásukkal befolyásolják a Hold mozgását. Másrészt
a bolygók perturbáló hatására változik a Föld pályája a Nap
körül, ami visszahat a Hold geocentrikus mozgására.
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A Hold mozgását a Föld és Hold alakja (tömegeloszlá-
suknak a gömbszimmetrikustól való eltérése) is kis mérték-
ben befolyásolja.

Az egyes perturbációk viszonylagos nagyságáról ad képet
a következő táblázat, mely a perigeum és felszálló csomó
szekuláris mozgását mutatja be a Brown-elmélet alapján (az
adatok ívmásodperc/év egységben vannak megadva.)

1.
2.
3.
4.
5.
6.

Fő szoláris hatás
Korrekció 1-hez
Bolygók közvetlenül
Bolygók közvetve
A Föld alakjától
A Hold alakjától

összesen:

Perigeum

+ 146426','92
0,68

+ 2,69
0,16

+ 6,41
+ 0,03

+146435,21

Felszálló csomó
-69672','04
+ 0,19

1,42
+ 0,05

6,00
0,14

-69679,36

(A 2. pontban a szoláris perturbációk levezetésekor alkal-
mazott egyszerűsítő feltevésre vonatkozó korrekció áll.)

Szintén a perturbációk viszonylagos nagyságát mutatja
a következő táblázat (J. Kovalevsky, 1982), amely az eddig
emiitetteken kívül a többi kicsi, de még számításba veendő
effektust is tartalmazza.

Hatás Nagyságrend

Föld-Hold kéttest-probléma 1 _ 2

Szoláris perturbációk 4.10_5

Bolygók közvetlen hatása 7.10_,
Bolygók közvetett hatása 5.10_,
Föld lapultsága (J2 együttható) 3.10

Föld gravitációs potenciálja o
J.. 5.10~ö

Nutáció 2".10"q
Általános relativitáselméletből 2.10_g
Árapály kölcsönhatás 5.10

A modern Hold-elméletekkel szemben támasztott néhány
cm-es pontosságigény azt jelenti, hogy a Hold koordinátáit

megadó kifejezések relatív pontosságának 10 -10 -nek

kell lennie. (A Hold távolsága ugyanis154.10 cm, így ezt

egységnyinek véve az 1 cm•xl,5*10 .) Látható, hogy ehhez
a pontossághoz a táblázatban szereplő valamennyi perturbá-
ló hatást figyelembe kell venni, esetenként igen nagy re-
latív pontossággal.
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A Hold pályamenti mozgásával kapcsolatban a következő
keringési idők definiálhatók.

Szinodikus hónap: az az időtartam, amely alatt a Hold
a Naphoz viszonyítva tesz meg egy fordulatot.

Sziderikus hónap: az az időtartam, amely alatt a Hold
a csillagokhoz képest egyszer körbefordul pályája mentén.

Anomalisztikus hónap: a perigeumon való egymást követő
átmenetek közti időtartam.

Drakonikus hónap: a felszálló csomón való egymást kö-
vető átmenetek közti időtartam.

Az egyes periódusokat a következő táblázat tartalmazza.

Szinodikus 29d53059=29d12h44m03S

Sziderikus ' 27?32166=27do7h43m12s

Anomalisztikus 27?55455=27d13h18m33S

Drakonikus 27d,21222=27d05h05m36S

A Hold mozgásában fellépő fontosabb periodikus perturbá-
cióknak külön nevük van. Ezt a w valódi ekliptikái hosszú-
ság esetében mutatjuk be:

w = X + 377' sin M + 13'sin2M+ ...+

+ 76' sin (2A-2A..-M) + ... +

+ 39' sin 2(A-X1) - . . . -

- 11' sin M - ... -

2' sin (A-A.,) + ...

ahol A és M illetve A 1 és H. a Hold illetve a Nap közepes

pályamenti hosszúsága és középanomáliája. (A továbbiakban
a Napra vonatkozó adatokat mindig 1-es index-el jelöljük.)

Az M, 2M, ... argumentumú perturbációkat elliptikus
tagoknak nevezik. Ezek összessége alkotja a középponti
egyenlítést, melynek fő részét még Hipparchos fedezte fel.
Hipparchos egymáson gördülő körök segítségével az akkori
idő pontossági igényét kielégítő módszert adott ezen egye-
netlenségek kiszámítására. Érdemes megemlíteni, hogy Hip-
parchos már a holdpálya perigeumának és felszálló csomójá-
nak szekuláris mozgását is ismerte. Az M argumentumú fő tag
periódusa egy sziderikus hónap.

A 2(X-A1)-M argumentumú tag az evekció. Ptolemaios fe-
dezte fel. Periódusa 31,8 nap. Ezen perturbáció oka a hold-
pálya excentricitásának változása a Nap perturbáló hatására.
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A 2(A-A-|) argumentumú tag a variáció. 1580 körül Tycho
Brahe fedezte fel. Periódusa fél szinódikus hónap, azaz
14,76 nap. Az a tény, hogy egy ilyen nagy amplitúdójú (39')
perturbációt ennyire későn fedeztek fel, azzal magyarázható,
hogy ennek értéke a szizigiumokban (azaz újholdkor és hold-
töltekor) nulla, így a hold- és napfogyatkozások időpontjá-
ra nincs befolyással. Mivel a régi görögök a Hold mozgásá-
ra vonatkozó ismereteiket nagyrészt a fogyatkozások megfi-
gyeléséből szerezték, érthető, hogy a variáció elkerülte
figyelmüket. A variáció oka a Nap perturbáló erejének válto-
zása a szinódikus hónap folyamán. Megjegyezzük, hogy a va-
riáció elnevezést jelenleg a 2 (A-A ), 4 (A-X...) , ... argumen-
tumú tagok összességére értik.

Az M1 argumentumú tag az évi egyenetlenség. Szintén

Tycho Brahe fedezte fel. Periódusa egy év. Létezése azzal
kapcsolatos, hogy a földpálya nem nulla excentricitása miatt
változik a Föld-Nap távolság, így a Nap perturbáló ereje is.
Jelenleg az évi egyenetlenség elnevezést az M..-től és több-
szöröseitől függő argumentumú tagok összességére értik.

A A - A > , 3 (A-A..), 5(X-%^), ... argumentumú tagok

alkotják a parallaktikus egyenetlenséget. Az elnevezés on-
nan ered, hogy mindegyik tag amplitúdója az a/a., hányados-
sal arányos. A parallaktikus egyenetlenség megfigyeléséből
elvileg meghatározható a Nap parallaxisa. Erre a tényre
először Laplace mutatott rá. A A - X 1 argumentumú tag perió-
dusa egy szinódikus hónap.

Már az ókorban ismerték a Föld-Hold-Nap rendszernek azt
a sajátosságát, hogy a rendszer konfigurációja igen jó kö-
zelítéssel periodikusan ismétlődik. Ez a periódus a szárosz-
ciklus, melynek hossza 18 év és 10 vagy 11 nap (az erre az
időre eső szökőévek számától függően). Ez az ismétlődés le-
hetővé teszi a nap- és holdfogyatkozások előrejelzését az
előző ciklus fogyatkozásai alapján. A következő táblázat
példaként három fogyatkozás időpontjait, valamint a Hold
és a Nap félátmérőit adja meg négy egymást követő ciklusban.

Egy adott típusú fogyatkozás esetén a félátmérőket
ciklusról ciklusra összehasonlítva látható, hogy a válto-
zás igen kicsi (ez azt jelenti, hogy a geocentrikus távol-
ságok is azonosak). Ugyanakkor a félátmérők általában
tág határok között változhatnak: 14'42"-16'44" a Hold,
15'45"-16'18" a Nap esetében.
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Hold

Nap

Hold

Nap

Hold

Nap

1916

I. 19.

1 4 ' 4 9 V" 8

16' 15',' 3

II. 3.

16'25','4

1 6 ' 1 3 V 5

VII. 14.

16'42,"9

15'44','1

1934

I. 30.

14'48V5_

1 6 ' 1 4 V1

II. 14.

16'27','3

1 6 ' 11',' 6

VII. 26.

1 6 ' 4 3',' 1
15'44';9

1952

II. 10.

14'47','3

1 6 ' 12',' 4

.11. 25.

16'29','2

1 6 ' 0 9',' 4

VIII. 5.

1 6 ' 4 3 V 2

15'46','2

1970

II. 21.

14'46','8

1 6 ' 10',' 3

III. 7.

1 6 * 31 V 6

16'06';8

VIII.17.

1 6 ' 4 3',' 9
15'47','g

Részleges hold-
fogyatkozás

Teljes nap-
fogyatkozás

Részleges hold-

fogyatkozás

A részletesebb vizsgálatok szerint nem csak a relatív
pozíciók, hanem a relatív sebességek is jó közelítéssel
szárosz-ciklusonként ismétlődnek. A jelenség oka a Hold
szinodikus ( S ) , anomalisztikus (A) és drakónikus (D) perió-
dusa közti összefüggés. Mivel

S=29,530589, A=27,554551, 0=27,212220,

így

223 S=6585,3213 ,

239 A=6585^5377 ,

242 D=6585?3572.

Ez azt jelenti, hogy 6585 d=18 év 10 nap alatt a Hold a Nap-
hoz képest 223, a perigeumhoz képest 239, a felszálló csomó-
hoz viszonyítva 242 fordulatot tesz meg. Ennyi idő eltelté-
vel a perigeum és a felszálló csomó eredeti helyzetébe k e -
rül (visszaáll az eredeti holdpálya) és a Hold is eredeti
pozícióját foglalja el pályája mentén. Mivel a szárosz-
ciklus csak 10 nappal hosszabb 18 évnél, a Nap pályamenti
koordinátái is közelítőleg megegyeznek a ciklus elején és
végén. így az egész rendszer fizikai körülményei jó köze-
lítéssel szárosz-ciklusonként ismétlődnek.

Jóllehet a Hold mozgásának számos jellegzetességét
már az ókorban ismerték, az egyes perturbációk eredetének
helyes magyarázatára csak a Newton-féle gravitációs törvény
felfedezése után kerülhetett sor. A Hold mozgásának első
dinamikai elmélete Newton nevéhez fűződik, aki a "Princi-
pia"-ban levezette a Hold mozgásának fő perturbációit (1687).
A csomóvonal évi elmozdulására 19 18'-et kapott (a megfi-
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gyelések szerint ez 19°21'), a felszálló csomó legnagyobb

periodikus perturbációját 1°30'-nek találta (ez valójában

1 26'). Közelítőleg helyesen határozta meg a variáció és
az évi egyenetlenség értékét (ezekre 35'10"-et illetve
11'50"-et kapott), a perigeum évi elmozdulására azonban

csak 20°12'-et kapott a pontos 40°41' helyett. Érdekes, hogy
Newton számításait geometriai úton végezte, holott egyike
volt a differenciálszámítás megalkotóinak.

Az analitikus mozgáselméletek sorát 1743-ban A. C.
Clairaut egy értekezése nyitotta meg, amelyben a Hold mozgá-
sának differenciálegyenleteiből levezette a fő perturbáció-
kat. Fő feladatául a holdpálya perigeumának vizsgálatát te-
kintette, mivel ennek perturbációjára Newton pontatlan ered-
ményt kapott. Azonban Clairaut is ugyanazt az értéket kapta,
mint Newton, ami csak fele volt a megfigyeltnek. Az eltérés
megmagyarázására azt javasolta, hogy a gravitációs törvényt
ki kellene egészíteni egy korrekciós taggal, az

F = A + *_M f vagy p = A + <3M
r r r r

alakban, ahol oC és fi kicsik. A korrekciós tag nagy távol-
ságok esetén (a bolygóknál) nem játszana lényeges szerepet,
kis r-ek mellett viszont (így a Hold-Föld távolság eseté-
ben) már éreztetné hatását.

Clairaut-val egyidőben hasonló következtetésre jutott
J. D'Alembert is. Hamarosan kiderült azonban, hogy az elmé-
let és a megfigyelések közti eltérés oka nem a gravitációs
törvény pontatlansága volt, hanem az, hogy a számításokat
csak az első közelítésben végezték el. Második közelítésben

a perigeum évi mozgására 34°22' adódott, ami lényegesen
közelebb volt már a megfigyelt értékhez.

175 3-ban adta ki a Pétervári Akadémia L. Euler első
Hold-elméletét, amelynek függeléke az állandók variálásá-
nak módszerét tartalmazta.

Ezen első analitikus elméletek alapján T. Mayer olyan
táblázatokat készített, amelyek 1'-es pontossággal megadták
a Hold pozícióját. Ez gyakorlati szempontból igen jelentős
eredmény volt, a tengeri hajózásban a földrajzi hosszúság
meghatározása ugyanis hosszú ideig a Hold mozgásának meg-
figyelésén alapult. A Mayer-táblázatok alapján a földrajzi
hosszúságot fél fokos hibával lehetett meghatározni. A Brit
Admiralitás által kiadott Mayer-táblázatokat 1823-ig hasz-
nálták a Hold efemeriszeinek kiszámítására.

1772-ben jelent meg Euler második Hold-elmélete. Ebben
a Hold mozgásegyenleteit egy forgó koordináta-rendszerben írta
fel, ezek megoldására pedig elsőként alkalmazta a határozat-
lan együtthatójú trigonometrikus sorok módszerét.
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Laplace-nak a Holdra vonatkozó munkái a "Traité de
Mécanique Céleste" III. kötetében (1802) találhatók. Lap-
lace lényegében Clairaut és d'Alembert elméletét fejlesz-
tette tovább, lényegesen megnövelve azok pontosságát.

Laplace foglalkozott a Hold szekuláris gyorsulásának
problémájával is. Ezt a jelenséget 1693-ban E. Halley fe-
dezte fel, aki a Hold középmozgását ókori, középkori, és
saját korabeli fogyatkozásmegfigyelések alapján határozta
meg. Eközben derült ki, hogy a Hold közepes pályamenti hosz-
szúsága a

x=xo + not +ef(^) • P

alakban fejezhető ki, ahol X , n konstans, G" a szekuláris

gyorsulás együtthatója, t a Julián években mért idő, P a
periodikus perturbációk összege. A megfigyelések alapján
C= 11".

Laplace magyarázatot adott a Hold szekuláris gyorsu-
lására, kimutatván, hogy az a földpálya excentricitásában
a planetáris perturbációk hatására fellépő szekuláris vál-
tozás következménye. A földpálya e. excentricitásanak vál-
tozása valójában több hosszúperiódusú perturbációból tevő-
dik össze, melyek közül a legjelentősebb periódus 24 000
év. Rövidebb időtartamra azonban ez a változás szekuláris
perturbációként írható le. Mivel e.. a Lagrange-egyenlete-

ken keresztül hatással van a Hold pályaelem-változásaira,
így többek között az £ pályaelemben (az epochához tartozó
közepes pályamenti hosszúságban)

alakú perturbációkat okoz (E , £ .., £ _ konstansok). Mivel a

Hold közepes pályamenti hosszúságát a

A = £ + Jndt

2
összefüggés adja, látható, hogy A- -ban fellép az €_t -es

szekuláris gyorsulásnak megfelelő tag. Laplace számításai
szerint a szekuláris gyorsulás együtthatója 10','4, ami igen
jól egyezik a megfigyelt 11"-es értékkel.

A szekuláris gyorsulás problémája később azonban ér-
dekes fordulatot vett. J. C. Adams 1880-ban kimutatta, hogy
a gravitációs elmélet alapján G^-ra levezethető érték csak
5','7, tehát mintegy fele az észleltnek. Laplace ugyanis
számításait csak az első közelítésben végezte el, míg Adams
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kiszámította a magasabbrendű perturbációkat is. Ezek nega-
tív együtthatókat adván, összességükben lecsökkentik az el-
ső közelítésben kapott értéket.

A szekuláris gyorsulás megfigyelt és számított értéke
közti eltérés oka mai ismereteink szerint a dagálysúrlódás-
ban rejlik. A Hold árapálykeltő hatására a Földön végigvo-
nuló dagálykúp fékezi (elsősorban a sekély tengerekben) a
Föld forgását (ezáltal a nap hossza növekszik). A Föld for-
gási impulzusmomentum vesztesége növeli a Hold keringési
impulzusmomentumát, és ez a számítások szerint az említett
eltérésnek megfelelő mértékben gyorsítja a Hold mozgását.
Itt említjük meg azt a nem minden érdekesség nélküli tényt,
hogy bár az árapályerők igen kicsik a fő perturbációkhoz
képest, hosszú (csillagászati) időskálán mégis az árapály-
kölcsönhatás az, ami elsősorban megszabja a Föld-Hold rend-
szer dinamikai fejlődését.

Visszatérve Laplace Hold-elméletére, ezt később Da-
moiseau és Plana fejlesztették tovább. Mások is foglalkoz-
tak a Hold mozgásával, így J. W. Lubbock (1834), G. de
Pontécoulant (1829), S. Poisson (1835). Ezen vizsgálatok
célja a mozgáselmélet pontosságának növelése volt. A pon-
tosság azonban csak lassan növekedett. Ennek alapvető oka
az, hogy a Hold mozgásában a Naptól származó perturbációk
olyan nagyok, melyek pontos meghatározásához több közelí-
tést kellene végigszámítani. Ez viszont igen nagy technikai
nehézségekbe ütközik a számítások bonyolultsága miatt.

A Hold mozgásának egyik nagy elvi jelentőségű elméle-
tét C. Delaunay dolgozta ki (1860, 1867), kanonikus egyen-
letek alkalmazásával. Több évtizedes munkával neki sike-
rült elsőként tiszta analitikus formában - és következés-
képp teljesen általánosan - levezetnie a Naptól származó
összes perturbációt, az excentricitások és a pályahajlás
hetedik hatványának megfelelő pontossággal. Delaunay elmé-
lete alapján a Hold mozgására R. Radau készített tábláza-
tokat (1911). Ezeket a francia csillagászati évkönyvekben
1915-1925 között alkalmazták a Hold efemeriszeinek kiszá-
mítására.

Gyakorlati szempontból a legjelentősebb elmélet a múlt
században P. A. Hansen elmélete volt. Az 1857-ben megjelent
Hansen-féle táblázatok alapján először sikerült a Hold moz-
gását a megfigyelésekkel összhangban leírni. 1862-től a
csillagászati évkönyvek a Hansen-táblázatok alapján közöl-
ték a Hold efemeriszeit. Rövidesen kiderült azonban, hogy
az elmélet csak az 1750-1850 közötti időszakra elég pontos
(a hiba 1"-2"), ezt megelőzően és ez után azonban jelen-
tős eltérést ad a megfigyelésektől. Pl.X-ban az eltérés
1625-ben 50", 1890-ben 18".

A Hansen-elmélet ellenőrzését S. Newcomb végezte el
(1880), aki néhány korrekciót vezetett be. A Newcomb-féle
korrekciókkal a Hansen-elméletet 1883-tól 1923-ig használ-
ták az évkönyvek. Zavaró körülmény volt azonban, hogy a
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tiszta gravitációs elméleten túlmenően Newcombnak egy empi-
rikus korrekciót is alkalmaznia kellett a megfigyelésekkel
való jó egyezés eléréséhez. Megjegyezzük, hogy hasonló empi-
rikus korrekciót alkalmaztak a Radau-féle táblázatokban is.

A Hold mozgásának harmadik kiemelkedő jelentőségű
elmélete G. W. Hill és E. W. Brown munkásságának eredménye.
Az elmélet alapjait az 1870-es években Hill rakta le, Euler
második Hold-elméletébŐl kiindulva, a részletes kidolgozás
pedig Brown érdeme. Az 1919-ben megjelent Brown-féle táblá-
zatokat 1923-tól használták a Hold efemeriszeinek megadásá-
ra a csillagászati évkönyvekben.

A Hill-Brown-féle elmélet pontossága felülmúlta a kora-
beli megfigyelések pontosságát. Ahhoz azonban, hogy a
Brown-féle táblázatokból a Hold koordinátáit a megfigyelé-
sekkel összhangban lehessen kiszámítani, Brown-nak is szük-
sége volt egy tapasztalati úton meghatározott tag beveze-
tésére. Ez a "nagy empirikus tag"-nak nevezett korrekció
igen hasonló volt ahhoz, amelyet Newcomb a Hansen-elmélet-
ben alkalmazott.

Az empirikus korrekciók fellépésének magyarázata igen
fontos felfedezéshez vezetett. Ezt megelőzően azonban a szá-
zadforduló táján kiderült, hogy a Merkúr, a Vénusz, és a
Föld ekliptikái hosszúságában is hasonló korrekciókra van
szükség a megfigyelések és az elmélet egyezéséhez. Newcomb,
Brown, és mások vizsgálatai meglepő összefüggést mutattak
ki ezen különböző égitestek mozgására alkalmazott korrekciók
között. Ha B-vel jelöljük a Hold hosszúságában a megfigyelt
és számított értékek különbségét, akkor a Merkúr, Vénusz,
és Föld esetében alkalmazandó korrekciók rendre

n M n n„
' ű /

nH

ahol n.., n„, n_, n„ ezen égitestek középmozgásai.
M V r n

Az empirikus korrekciók közti összefüggés nyilvánvalóan
mutatja, hogy nem az égitestek valamiféle olyan mozgásáról
van szó, amelyet a gravitációs elmélet nem képes megmagya-
rázni. A jelenség oka egyszerűen az, hogy a Föld tengelyfor-
gása - amelyre sokáig az idő mérését alapozták - nem töké-
letesen egyenletes, és ez tükröződik a Hold és a bolygók
mozgásának látszólagos rendellenességében.

A Föld nem egyenletes tengelyforgásának felfedezése
után vezették be a csillagászati évkönyvekben alapargumen-
tumként a világidő helyett az efemeris időt, azaz a bolygók
mozgását a gravitációs elmélet alapján leíró differenciál-
egyenletek független változóját.

A Hill-Brown-elméletből a nagy empirikus tagot eltávo-
lítva, továbbá egy a világidőről az efemeris időre való át-
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térést kifejező korrekciót a Hold közepes pályamenti hosszú-
ságához hozzáadva kiderült, hogy efemeris időben nézve a
gravitációs elmélet a Hold mozgását a megfigyelésekkel össz-
hangban írja le.

A Brown-féle táblázatokat az említett átalakításokkal
1960-ig használták a csillagászati évkönyvek. 1960-tól a
Hold efemeriszeit nem a Brown-táblázatokból, hanem közvet-
lenül a Hill-Brown-elmélet trigonometrikus sorfejtéseiből

számították, a rektaszcenzióban 0,001, a deklinációban
0','01-es pontossággal.

1984-ben az IAU konstansok 1976-os rendszerének beve-
zetésével egyidejűleg a Nautical Almanac-ban új bolygó- és
Hold-efemeriszekre tértek át. Az új efemeriszek a nagyboly-
gók, a Hold, és néhány kisbolygó mozgásegyenleteinek nagy-
pontosságú numerikus integrálásán alapulnak (lásd 8.1 feje-
zet) . A Hold esetében minden szóba jöhető perturbáló ténye-
zőt figyelembe vettek. Az integrációs állandók meghatározá-
sához a hagyományos meridiánkör észlelések mellett felhasz-
nálták a Hold lézeres távolságméréseit is.

2. A DELAUNAY-FÉLE HOLD-ELMÉLET

C. Delaunay Hold-elmélete (1860, 1867) az égi mechani-
ka egyik kiemelkedő teljesítménye. Delaunay a Hold mozgását
kanonikus egyenletek alkalmazásával vizsgálta, melyek megol-
dására elvileg jelentős, új módszert dolgozott ki. A követ-
kezőkben röviden ismertetjük az elmélet lényegét.

A Hold mozgásának vizsgálatára a perturbált kéttest-
probléma kanonikus egyenletei alkalmazhatók

*ím£t' ^= "̂ 'i=1'2'3' (2<1)
ahol

(2.2)

és R a perturbációs függvény, mely jelen esetben a Nap per-
turbáló hatását fejezi ki.

Az oC., fi . változókról célszerű áttérni a Delaunay-féle

változókra:
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L =yjLta> *• = n(t -'c)>
G =//ia(1-e^) , g = ", (2.3)

H =/jaa(1-e2)cosi, h =-0..

A Delaunay-változókra vonatkozó kanonikus egyenletek

T - Ö R'

G = ̂ - , g = -•*£_, (2.4)

H = 9R'Oh '

ahol

ű

i -

g =-

«
h ^

3R'
3L '

9R'
OG '

9R'
OH '

2
+ R . (2.5)

Újabb kanonikus transzformációval áttérhetünk a módosí-
tott Delaunay-változókra;

L' = L, e' = £ + g + h,

G' = G-L,- g' = g + h , (2.6)

H' = H-G, h' = h.

Egyszerűen belátható, hogy (2.6) olyan kanonikus transzfor-
mációt jelent, amely a probléma Hamilton-függvényét nem vál-
toztatja meg. így a módosított változókra vonatkozó kanoni-
kus egyenletek:

(2.7)

£'

G'

H'

_3R'

8R'

3R' ,
3h'

g' =

h' =

9R'
" 3L7" '

3R' ,
~, OG'

_ 3R' ,
3H'

ahol

R' = - ^ + R . (2.8)
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A módosított Delaunay-változók összefüggése a Kepler-
pályaelemekkel:

L' = yjaa , l' = L

G' = iJIa flfl-e2-1), g' = £ , (2.9)

H' = •yjaa(1-e2)(cosi-1) , h' =11.

Látható, hogy G' nagyságrendje e , H' nagyságrendje sin i .

Ez a módosított Delaunay-változók használatának egyik elő-
nye, a perturbációs függvény sorfejtését ezekkel kifejezve
az együtthatók G', H' hatványainak növekedésével gyorsan
csökkennek. A másik előny az, hogy a perturbációs függvény
sorfejtésében az argumentumokban közvetlenül £.', g', h' sze-
repelnek.

Delaunay R sorfejtését igen nagy pontossággal, az e, e1

excentricitások és a *y =sin -j paraméter hatodik hatványáig,

valamint az a/a- hányados harmadik hatványáig bezárólag

számította ki. Ez a sorfejtés 324 tagot tartalmazott'. Ez-
után a (2.9) összefüggések felhasználásával R' sorfejtésót
az L', G', H', l', g', h' változókkal fejezte ki. így R' a
következő alakban írható

R'=B + Z Z Aijkq C O S (i^/ + 39/ + k n ' + qn-jt + í')/

(2.101

ahol a B szekuláris rész és az A.., együtthatók az L', G'

H' függvényei, n.. a Nap középmozgása, q' a Nap £ 1 # UJ. , Jl

pályaelemeinek függvénye.
A Delaunay-elmélet alapgondolata a következő. Bontsú$

R'-t két részre:

R'=RQ- (-R^, (2.11)

úgy, hogy R az R' szekuláris részéből, valamint a periodi-

kus tagok közül kiválasztott egyik tagból álljon

RQ = B + A i j k g cos(ir + jg'+ kh' + q n it + q') , (2.12)

és itt most i, j, k, q rögzített számokat jelentenek.
R -ot úgy tekintjük, mint egy perturbálatlan probléma

Hamilton-függvényét. A perturbált probléma Hamilton-függvé-
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nye R', a perturbációs függvény -R.. . Alkalmazzuk a (2.4)

egyenletek megoldására a perturbációszámítás alaptételét.
Ehhez először a perturbálatlan probléma kanonikus egyenlet-
rendszerét kell megoldani a Jacobi-tétel alapján. Az RQ-hoz,
•mint Hamilton-függvényhez tartozó egyenletek:

ír - TV ' l>= - ̂  '

G' = g^T , *' = - ggT # (2.13)

H' = |í°- , h' = - 1*2 •
A Hamilton-Jacobi-egyenlet

R IT ' f i u' c*S 3S c/S . . a S _ » / o 1 á \
O C / i j C ' w ö f l ö t

Legyen ennek egy teljes megoldása S = S(L', G', H', oí , oí
oC^, t) , aholoí.-k tetszőleges állandók. A Jacobi-tétel sze-
rint (2.13) általános megoldását a következő egyenletek
adják:

„> 3S » 9 S ,
1 = ÖL ' ^1 •"

g " 3G ' h " ŐZT ' ( 2 ' 1 5 )
, _ 3 S „ . 3S

3G '

DH ' ^ 3 " ^ ^ ^ '
., _ 3S „ _ 9Sh í - " 'j

C3

ahol^.-k tetszőleges állandók. Ezekből az egyenletekből

meghatározhatók L', G', H', l', g', h' az oíi, (l. állandók

és a t idő függvényeként.
Az állandók variálásának módszere szerint a perturbált

egyenletek megoldását a perturbálatlan probléma megoldásával
kívánjuk megadni, utóbbiakban az </. , fi. mennyiségeket az

idő függvényének tekintve. Kérdés, cJ., fl . az idő függvénye-
ként milyen egyenletekből határozható meg? A perturbáció-
számítás alaptétele szerint ha a (2.4) egyenleteken végre-
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hajtjuk a (2.15) egyenletek által megadott kanonikus transz
formációt, akkor az"o(^, fi változókra olyan kanonikus egyen
leteket kapunk, melyekben -R.. a Hamilton-függvény

= 1' 2' 3

így a problémát visszavezettük a (2.16) egyenletek megol-
dására. Lényeges, hogy R- sorfejtése eggyel kevesebb perio-
dikus tagot tartalmaz, mint R'-é.

(2.16) megoldásakor ugyanúgy járunk el, mint az előző
esetben. R.. sorfejtéséből kiválasztunk egy periodikus tagot,

ez lesz a perturbálatlan Hamilton-függvény, a maradék a per-
turbációs függvény, majd alkalmazzuk a perturbációszámítás
alaptételét. Eredményül olyan kanonikus egyenletrendszert
kapunk, melynek Hamilton-függvénye egyel kevesebb periodi-
kus tagot tartalmaz, mint R.. •

Az eljárás folytatásával, és a perturbációszámítás
alaptételének ismételt alkalmazásával az eredeti R' Hamil-
ton-függvény sorfejtésének minden tagja így sorra vehető.
Az eljárás akkor ér véget, amikor R' "elfogy".

A Delaunay-féle Hold-elmélet alapgondolata tehát igen
szellemes és egyszerű. A számítások gyakorlati véghezvitele
azonban hatalmas mennyiségű munkát igényel. (2.16) megoldá-
sa előtt R.-et először ki kell fejezni az oí. , ft . változók-
kal, a (2.15) összefüggések alapján. Ezt a transzformációt
minden egyes lépésnél el kell végezni, a maradék perturbá-
ciós függvényt mindig az új változókkal kell kifejezni.
Az utolsó kanonikus egyenletrendszer megoldása után pedig a
változókat vissza kell transzformálni az eredeti változók-
ra, hogy a probléma megoldását az eredeti változókkal ki-
fejezve kapjuk.

Delaunay bámulatra méltó kitartással mindezen számítá-
sokat elvégezte, és teljesen általános formában megadta a
Hold ekliptikái koordinátáinak perturbációit. A Delaunay-
elmélet részleteibe nem bocsátkozunk, erre nézve az égi
mechanika könyvekre utalunk. Megjegyezzük, hogy a (2.15)
egyenlet megoldása az egyes közelítésekben egyáltalán nem
triviális feladat, melyre azonban Delaunay megfelelő mód-
szert talált.

A Hold w ekliptikái szélességében, fi ekliptikái hosszú-
ságában, és sinp parallaxisában a Nap által okozott legfon-
tosabb perturbációk Delaunay számításai szerint a követke-
zők:
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m 3 +

| e2 sin

m ' sin(2 | -. 4 £ r m s i n ( 2 | - L ) - e e 1 ^

sin 3£ + ^ e4 sin Al + (--j2- IL^m'2) sin2i-

2y
2esin(2 F + £) +[y2e(-3+ l|^m')J sin(2F -

- 3,2 «H.2 ) B . M Y-« T i . 110

' f i * ̂  -2»»'3* W »'4*
21

' 4 ) s in ( 2 0 - ^ ) + e (- j | m ' 2e 1 m'4) s in ( 2 0 - ^ ) + e^ (- j | m

e e . 1 3 1 m ' 2 s i n ( 2 D + e - £ . ) + e 2 - | | -m ' 2 s in (2D+2£)
1 I O I J *
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48217

<4 • 1 3 ° 4 » 4 0 5 em'5 ]e m < 4 • 1
2

3 ° 1
4 » 4

4 0 5 em ' 5 ] sin(2D - l ) •

, 3,

m m , 2 + 50.125 m , 3 +

263 089 ,3 7 700 107 m , 4 . . ., ..
3072 m + 18 4 3 2 — m | s i n ( 2 D " 2 í | "

•Y2em'sin(2D+2F-£) + 4^p e2e1m sin

i! m'2)sin(2D-2F) + ̂  e3m' sin(2D-3£)

sin(2D-2F+í) + |£1 m'4 sin 4D

sin

18 4 9 5 _ , 3 t e , _ / d n , , , + , 15 . 9 3 , 2— = T - = — m ) s i n ( 4 D - 2 f ) + ( - -=- m - - 5 - m
3 U 0 0

- w m'3) f sin D + e i ( f - x m '»r- s i n <

- ^4 em' — sin(D+i) - ~ em' — sin(D-£)
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l^)- | - j - e.|m'sin(F+ £1) + 2ye sin(F+t)

| y e 2 sin(F+2í) + (-2íe-5"53e + ^ T f em'2) sin(F-E)

e
2m#) s in(F-2!)- i -y3 sin3 F +

y|-j- m' 3) sin(2D+F) -4fl3e

' 2 sin(2D+F-f1)+ j-yem'2 sin(2D+ F +£ ) +

^ f m'2 + 4 3
? ^ 2 1 m'3) sin(2D+F-£)

ee1 m'sin (2D+F- l- l^)+%{fa> + y | m'2

m'3) sin(2D-F) +^6^1:11 ' + ^ m ' 2 ) 3111(20^-^ )

sin(2D-F+£1) + | y em'sin(2D-F+í)

m'2 + 1 | |1 m'3) sin (2D-F-£)

(2D-F-2Í)- ^ T m ' | sin(D+F)-

^ K m ' ^ - sin (D-F) .
8 a i
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- i { 1 • ( * • * . ? > . • ' - S í . ' • - { & » • » •

+ e(1 - -1 e2- - ^ m/2)cosí - | e ^ ' 2 cos

^ ^ - £.,) - ^ - ee1ra'cos(i+ g 1) +

+ e2cos2£ + | e 3 cos 3i - | Y e cos (2F-£) +

+ | e.jm'2 cos(2D- l ̂ ) - -j e ^ ^ c o s (2D+ l ) +

33 2
+ Tj-T" em' cos (2D + t ) +

I b

^ ,15 , ̂  187 m,2 29 513 ,3. .-„ ».
+ e ( X m + "3T m + 1536 m > C O S (2D"Í} +

+ ~ ee1 m'cos (2D- l- l.) -
o I I

j- ee1 m'cos (2D- i + l ) -

15 a 1- — m' — cos D f.6 ai J

Az e, e ^ y , "l/a/a1 paraméterek hatodik, az m'=n../n

középmozgásarány kilencedik hatványáig bezárólag w, fi , sinp
sorfejtése rendre 479, 436, 100 tagot tartalmaz.

Ezekben a kifejezésekben a, e, és tf integrációs állan-
dókat jelentenek, amelyek a t epochához tartozó a , e ,

• O O O
Tf = sin -=- értékekkel a következő összefüggésekben vannak
o ^
(a legnagyobb tagokra szorítkozva):
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.9 2. 225 2. , 3 . 1705 , 4
" ( T * + T 6 ~ e > m + "288" m

e = e Í1 + ( - ^ - - - ^ . r 2 + 3£L 2 + 9 9 1 2 m ' 2 -
e o e L M28 1 6 * 128 e 128 e1> m

,2595 1 2 9 ^ 2 7395 2 . 3 224 041 .41
" { 296 1 2 8 ^ " T2"F e ' m " 32 768 m ) '

Tf - t Fi * / 5 7 2 9 3 V 2 + 991 2 103 2 . ,2
*o - ^ L1 + <T28 " T281Í +í 256 e + T28 e 1 ) m "

,129 7 7 7 V 2 14 865 , 2 t . 3 22 457 „ , 4 1
" ( 2^6 " 25T • ! T 7 ~ e ' m 32 768 m J*

D, l, K , F a Delaunay-féle alapargumentumok:

D =\-\ ,

i = X-&,

^ = a Nap középanomáliája,

ahol X-i a N aP közepes pályamenti hosszúsága, és A, u>ffl a

periodikus perturbációk nélküli ún. közepes pályaelemek:

A = nt + £ Q ,

W = (1 -c') nt + 6OQ ,

II = (1-g')nt +-^ .

Itt £ , (J , fi a t epochához tartozó kezdőértékek. Delaunay

számításai szerint (a legjelentősebb tagokra szorítkozva):
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4263 .4 294 293 .5 45 ,2 .
1W m + 2048 m + (32 m +

+ (_?_ _ 27 2 _ 189 2 + 23 2 ,3
(32 16 To 32 eo 32 e1 ' m

177 ,4 10 949 ,5
128

.£5 ,2 1935 ,3.,fo.2
*32 m 512 m M

a i ' '

A X, D, l, l^, F alapargumentumok értéke Brown szá-

mításai szerint:

\ = 17325594^06085 t + 270°26 ' 11','71 ,
D = 16029616','64569 t + 350°44'23','67,
£ = 17179167V08594 t + 296° 6'25',"31,
l^= 1295977 ',' 41 51 6 t + 358°28'33','00 ,

F = 17395266'/09319 t + 11°15'11','92 ,
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ahol t az 1900-tól Julián években eltelt időt jelenti. Az
egyes argumentumoknak megfelelően a Holdra különböző perió-
dusokat lehet definiálni. 7-, D, l , F periódusa rendre a
sziderikus, szinodikus, anomalisztikus, drakonikus hónap.

3. A HILL-BROWN-ELMÉLET MOZGÁSEGYENLETEI

Az 1870-es években G. W. Hill a Hold mozgására új el-
méletet dolgozott ki, aki Euler második Hold-elméletének
alapgondolatát felelevenítve a Hold perturbációit a derék-
szögű koordinátákra felírt mozgásegyenletekből határozta
meg. Ennek az az előnye, hogy a derékszögű koordináták hasz
nálata esetén nincs szükség a perturbációs függvénynek a
pályaelemek szerinti sorfejtésére, másrészt az így kapott
megoldás könnyebben használható efemerisz-számításra.

Mint már említettük, a Hold mozgásában a Nap által
okozott perturbációk olyan nagyok, hogy meghatározásuk a
hagyományos módon, a Lagrange-egyenletek szukcesszív appro-
ximációs megoldásával igen nagy nehézségekbe ütközik. A per-
turbációkat pontosan kiszámítani ugyanis csak több közelí-
tés végigszámítása útján lehetne. A Hill-féle elmélet annak
köszönheti sikerét, hogy kiinduló közelítésként nem Kepler-
féle ellipszis-pályát tekintett, mint a korábbi elméletek
általában, hanem olyan pályát, amely már tartalmazta a fő
perturbációk egy részét. így a perturbációk pontos meghatá-
rozásához kevesebb közelítés végigszámítása is elegendő.
A kiinduló közelítést Hill a mozgásegyenletek egy egyszerű-
sített változatának megoldásaként kapta. Ebben a fejezetben
ezeket az egyenleteket fogjuk levezetni.

A Hold illetve a Nap mozgásegyenletei a Jacobi-féle
koordinátákkal (1.4 fejezet) kifejezve:

_ V^H 3U
i " m p mH ör ' ( 3' 1 )

ahol r_(x,y,z) a Hold helyvektora a Földhöz viszonyítva (69.
ábra), r_. (x.. , y.. , z..) a Nap helyvektora a Föld-Hold rendszer

T tömegközéppontjához képest (r és r.. a Jacobi-féle helyvek-
torok) , m^ a Nap, m a Föld, m„ a Hold tömege, U az erőfügg-
vény :

^ ^ ^ V " „.3,
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és itt

EL
(3,4)

A (3.1) egyenletekből határozható meg a Hold mozgása
a Föld körül a Nap perturbáló hatásának figyelembevételével,
mindhárom égitestet pontszerűnek tekintve. A perturbáló
égitest, a Nap mozgását a (3.2) egyenletek határozzák meg.
Mivel u mind a Hold, mind a Nap koordinátáitól függ, e két
egyenletrendszert elvileg egyidejűleg kellene megoldani.
Kimutatható azonban, hogy (3.2) igen nagy pontossággal az
egycentrum-probléma differenciálegyenlet-rendszerével egye-
zik meg, így a Nap mozgása ismert, Kepler-féle mozgásnak
tételezhető fel. Ez jelentősen megkönnyíti a Hold-probléma
tárgyalását. Ez az előnye annak, hogy a Nap mozgását a T
pontra vonatkoztatjuk.

Vizsgáljuk először a (3.2) egyenleteket! Nézzük meg,
milyen pontosan közelíti ez a Kepler-probléma mozgásegyen-
leteit! Mivel U-ban az első tag nem függ a Nap koordiná-
táitól, így

k

2
(3.5)

'—1 r'

69. ábra

Vizsgáljuk az

m
— + —

függvényt! A 69. ábra alapján

r' 2=r 1

2 +
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ahol

91 = ~ TZ~
 r t X-> = ~—nr~ r • (3.6)

így
1

1
rf-2 h c o s ^

2

•1

Mivel § < r., J»<; r_, a nevezőben szereplő négyzetgyökös

függvények a Legendre-polinomok szerint abszolút konvergens
sorba fejthetők. így

1 1 V M I ' Í Ü I

r ' ~ r T Z~> {~l> l r . I
M= o '

( 3 . 7 )
1 1 Z (|2jfp (cOjKÍ) ,

ahol P« (cosof) az £ -ed rendű Legendre-polinom. Ismeretes,
hogy

P =1
o

P..=cos d ,
„ 3 2 , 1
P„=y cos a - j /

(3.7)-bői (3.6) figyelembevételével kapjuk, hogy

I I Im m 1 ^f, (-1) m m„+m ITL, í

r? X FT I. I (rT) í í«-«
1 £=0 <mF+inH> 1 (3.8)

(3.8)-ban az l =l-re adódó tag 0. Az £=0-ra és Í =2-re
adódó tagokat kiírva
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mH
r1

Figyelembe véve, hogy m H/m F«1/81, r/r^i/400, JP.I = 1,

a jobb oldali második ós első tag aránya kb. 8-ÍO . A ki
nem írt többi tag esetében pedig ez az arány még kisebb,
így igen jó közelítéssel

m F rr̂  m F +m H

r' A r1 '

Ezt (3.5)-be helyettesítve a Nap mozgásegyenlete igen jó
közelítéssel

r - • - 2 - í1

-1 " ar„ L
9£1 L r, J' (3<9)

Ez az egycentrum-probléma jól ismert mozgásegyenlete. A Nap
tehát a Föld-Hold rendszer T tömegközéppontjához képest nagy
pontossággal Kepler-féle mozgást végez. Innen adódik a Hold-
elmélet úgynevezett fő problémája: határozzuk meg a Hold
mozgását a Föld körül a Nap perturbáló hatására, feltéve,
hogy a Nap a Föld-Hold rendszer tömegközéppontja körül pon-
tos Kepler-mozgást végez. Ebben az esetben a Hold mozgás-
egyenleteinek megoldása annyival egyszerűbb lesz, hogy azok-
ban a Nap koordinátái az idő ismert függvényeinek tekint-
hetők. A Nap mozgásának a Kepler-mozgástól való eltérése
később korrekcióba vehető.

Térjünk vissza a Hold (3.1) egyenleteihezJ (3.3) és
(3.8) figyelembevételével kapjuk, hogy

t + ^~ r = ~ , (3.10)
r —

2
ahol yu=k (HL+ÜL), és R a perturbációs függvény:

J t rl

~ (-D'mJ-U m^1 ^

(3.10) a perturbált kéttest-probléma jól ismert mozgásegyen-
lete,

Hill-Euler példáját követve - a (3.10) egyenletet egy
egyenletes szögsebességgel forgó koordináta-rendszerbe
transzformálta át. Legyen Fxyz olyan jobbsodrású, derékszögű
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koordináta-rendszer, melynek Fxy síkja az ekliptika (70.
ábra)! Az ekliptikát úgy definiáljuk, mint a Nap T körüli pá-
lyasíkjával párhuzamos, F-en átmenő síkot. Legyen a Nap kö-
zépmozgása n 1! Forogjon Fxyz az ekliptikára merőleges Fz

tengely körül az állandó n, szögsebességgel úgy, hogy az Fx

tengely mindig a Nap ekliptikái középhelyzete felé mutasson!
Ebben a forgó koordináta-rendszerben a Hold mozgásegyenletei
a következők lesznek:

X - ± x = |5 ,

y + 2„1x-„Jy y = ̂ 77 (3.12)

55

70. ábra

(Megjegyezzük, hogy itt az x, y koordináták nem ugyanazok,
mint (3.10) komponensekben felírt egyenleteiben, de mivel
(3.10)-et a továbbiakban nem használjuk, ez nem okoz zavart.)

A (3.12) egyenletek hagyományos megoldása az lenne,
hogy első közelítésként R=0-t vennénk, és az így adódó per-
turbálatlan probléma megoldása szolgáltatná a kiinduló köze-
lítést a perturbációk meghatározásához. Ez az eljárás azon-
ban a Hold-probléma esetén nem célravezető. Hill ezért első
közelítésben nem R=0-t vett, hanem R sorfejtéséből megtar-
tott bizonyos tagokat, és az így adódó egyenletrendszer
megoldásával jutott megfelelő első közelítéshez.

Hill nyomán válasszuk ki R sorfejtéséből a Nap paral-
laxisától nem függő tagokat, más szóval határozzuk meg R-nek
a Nap parallaxisának elhanyagolásával adódó részét!

A Nap mozgására a (3.9) egyenletből következően érvé-
nyes a 3. Kepler-törvény

369



k 2 (n̂ +n̂ +nijj) = n 2 a^ . (3.13)

2
Fejezzük ki innen k -et, és helyettesítsük (3.11)-bel Meg-
gondolva, hogy R sorfejtésében az l=0-ra adódó tag kons-
tans, s így figyelmen kívül hagyható, az t=1-re adódó tag
pedig 0, az l =2-nek megfelelő tagot különválasztva írhat-
juk, hogy

W » H 1 { r1 J ri /
C " J H (3.14)

Tegyük fel, hogy a Nap-pálya excentricitása 0! Ekkor
a..=r.|. Ha elhanyagoljuk a Nap parallaxisát, az annak felel

meg, hogy r,.->oo. Ekkor (3.14)-ben a második összeg határér-

tékben 0 lesz. R-ből marad tehát az első tag, melyben

a 1/r 1 = 1/*
-és amelyet közelítőleg (m és m„ itL, melletti elha-

nyagolásával) így írhatunk

R Q = n^ r 2 (| cos2cC - \) . (3.15).

R-ből az R függvényt a (3.12) egyenletekben megtartva adód-

nak a Hill-féle Hold-elmélet kiinduló egyenletei. Figyelem-
2 2 2 2be véve, hogy r =x +y +z , és rcos oí = x (70. ábra), R így

írható:

2 , 2 1 2 1 2 .
Ro = n1 ( X " 2 y " 2 Z ) '

Ezt (3.12)-be helyettesítve a következő egyenleteket kapjuk:

^ 3 n x + ^x=0x - 2 n ^ - 3n.

n2z

+ ^ y = 0 , (3.16)
r
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Ezek az egyenletek a Hill-féle Hold-elmélet alapegyenletei,
melyeket a korlátozott háromtest-probléma Hiil-féle egyen-
leteinek neveznek. Ezek megoldása szolgáltatja a Hill-elmé-
let kiinduló közelítését. Megjegyezzük, hogy (3.16)-ból a
Hold mozgásának azok a perturbációi határozhatók meg, me-
lyek nem függenek sem a Nap parallaxisától, sem a Nap-pálya
excentricitásától.

(3.16)-ban független változóként célszerű bevezetni a

t = %- A = nt +£-{n t+£1) = (n-n1) t+T (3.17)

változót, ahol T konstans. A T'szerinti differenciálást
o

vesszővel jelölve, (3.16)-ból kapjuk, hogy

x" - 2my' - 3m2x + ^-x = 0,
r

y" + 2mx' + 2L.y = 0, (3.18)

z"+m2z + ^—z = 0,

ahol

» - ^ , (3.19)

2
k (m„ + m )

-p= £ jü- . (3.20)

h (3.16) és (3.18) egyenletekre létezik a Jacobi-integ-
rál, A (3.18) egyenletekre felírva

x'2+y'2+z'2=m2(3x2-z2) + ̂  - C, (3.21)

ahol C a Jacobi-konstans.
(3.18)-nak először egy periodikus megoldását fogjuk

majd meghatározni. A számítások megkönnyítése érdekében
célszerű (3.18)-ban komplex változókra áttérni. Definiáljuk
az u és s komplex változókat az

u = x+^Ty, s = x--\p?y (3.22)

összefüggésekkel. Ezekkel (3.18) első két egyenlete így ír-
ható:

u' - | m2(u+s) + -^ u = 0 ,^
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s" - 2-V^Tms' - | m2 (u+s) + ̂ L s = 0, (3.23)

ahol _ y

r = us + 7. . (3.24)

Független változóként vezessük be a

(3.25)

változót! Bevezetve a

D = £ jz ' (3.26)

differenciáloperátort, nyilván

— = & — = A/^T? — =V::TD

és

(3.23) egyenletei és (3.18) utolsó egyenlete ezzel így
írhatók:

D u + 2 m D u + ^ m 2 ( u + s ) - 4 j u = 0 ,

D2s - 2m Ds + | m2 ( u + s ) - ̂  s = 0 , (3.27)

D2z -m2z - ̂  z = 0
r

A (3.21) Jacobi-integrálból kapjuk, hogy

Du Ds +(Dz)2 + | m2(u + s)2-m2z2+ — = C . (3.28)

(3.27) megoldását először a z=0 esetben fogjuk vizsgál-

ni. Ekkor r =us, a Jacobi-integrál pedig

Du Ds + | m 2 (u+s)2 + ̂  = C . (3.29)
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(3.27) első két egyenletéből célszerű kiküszöbölni az 1/r3-os
tagot. Ez kétféleképpen is megtehető. (3.27) első egyenletét
szorozzuk meg s-el, a másodikat u-val, a kapott egyenlete-
ket adjuk össze, és adjuk ehhez még (3.29)-et! Mivel z=0,
így kapjuk, hogy

2 - 2 9 2 2
s D u+ uD s + 2m(sDu - uDs) + Du Ds + f-m (u+s) =C.

Mivel 2 2 2

D (us) = D(uDs + sDu) = 2Du Ds + uD s + sD u ,

így végül

D2(us) - Du Ds - 2m(uDs-sDu) + | m 2(u+s) 2 = C. (3.30)

Szorozzuk meg (3.27) első egyenletét -s-el, a másodi-
kat u-val, és adjuk össze a két egyenletet! Ekkor kapjuk,
hogy

2 2 3 2
uD s - sD u - 2m(uDs + sDu) + •* m (u+s) (u-s) = 0 .

Ez egyszerűbben így írható

D(uDs - sDu) - 2m D(us) + | m 2 (u2 - s2) = 0 . (3.31)

(3.27) első két egyenlete helyett a (3.30), (3.31)
egyenleteket fogjuk használni.

4. AHILL-FÉLE PERIODIKUS MEGOLDÁS

Mivel a Hold-pálya hajlásszöge az ekliptikához képest
kicsi, első közelítésben feltehető, hogy i=0, azaz z=0.
A mozgásegyenletek (3.18)-ból

x"

y"

-

+

2my'

2mx'

- 3 m 2
x

+

+

r

r

= o ,

= o ,

2 2 2ahol r = x +y .
Mivel ~t közelítőleg a Hold és a Nap iránya közti szög

(71. ábra), (4.1) megoldását T 2T'periódusú, periodikus
függvényeként célszerű keresni. Hill a (4.1) egyenletek 23T
periódusú, periodikus megoldását az

x = A1 cosT + A 3 cos3T + A

(4.2)
y = B 1 sint + B,
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(középhelyzet)

(középhelyzet)

7 1 . ábra

határozatlan együtthatós trigonometrikus sorok alakjában
kereste. A (4.2)-nek megfelelő periodikus pálya mind az x,
mint az y tengelyre nézve szimmetrikus (t helyett -T-t
írva x nem változik, y előjelet vált,"t: helyett (T-rc)-t
írva pedig y nem változik és x vált előjelet). A periodikus
pálya természetesen zárt, T-ra és T +2T-re x, y ugyanazt az
értéket veszi fel. A (4.2) megoldás szolgáltatja a Hill-féle
Hold-elmélet kiinduló közelítését.

A f.eladat az A, , B, együtthatók meghatározása. A szá-
mításokat célszerű a már bevezetett komplex változókkal
végezni. Az u, s,g komplex változókkal (4.2) így írható

k=0

1 £ 2 k + 1 1
J(A2k+1 +B2k+/ + 2(A2k+1 ~B2k+1

k=0 L

Legyen

Ekkor

-2k-K

t }.
^2k+1

„-2k-1
2k+1 ] •

2ÍA2k+1 + B2k+1} = A ak'

2(A2k+1 " B2k+1* " A a-k-1 '

+ o°_ 2k+1
u = A ̂  a, Y

(4.3)

k=-°°

2k+1

s =
(4.4)
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Itt A az úgynevezett skálafaktor, amely a megoldás léptékét
rögzíti. Bevezetése azzal kapcsolatos, hogy az a, együttha-

tók közül az egyik szabadon választható, amellyel a többi
kifejezhető. Megállapodás szerint a =1, és általános szorzó-
ként bevezetik A-t.

Az a, együtthatók meghatározásához helyettesítsük a

(4.4) alakban feltételezett megoldást a (3.30) és (3.31)
egyenletekbe! A számításokat elvégezve kapjuk, hogy

[4i2-(2k+1) (2i-2k-1)-4m(i-2k-1)+ |i i2 la,a. .+

"^ T ni \ c i i i cx . <• -. ' ci . -i * i r \ _ / i t A CL \

A

k=-t^

• oo + oo

2i

Ezek az egyenletek f minden értékére csak úgy állhatnak

fenn, ha <j x együtthatói minden i-re nullával egyenlők, ki-
véve (4.5)-ben az i=0-nak megfelelő együtthatót, amelynek
C-vel kell egyenlőnek lennie. így az a k együtthatók kiszámí
tására a következő egyenleteket kapjuk:

i=0-t kivéve minden i-re:

r4i2+(2k+1)(2k-2i+í)+4(2k-i+1)m + | m2]a.a, . +

+ ao
+ ! m 2 2 > k ( a i k - i + a-i-k-i> = ° ' í 4 - 7 )

( 4 . 8 )

i=0-ra:
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[(2k+1)
2

 + 4(2k+1)m + l m
2]al + 1 m 2 T2 a. a . ,=-%.

k=-<~ z K * k=-<*» " A

(4.9)
A (4.7), (4.8) egyenletek végtelen, nem lineáris al-

gebrai egyenletrendszert alkotnak. Az a k együtthatókat eb-
ből az egyenletrendszerből határozzák meg. A (4.9) egyenle-
tet arra használják, hogy az a, együtthatók ismeretében eb-
ből megállapítsák C és A összefüggését.

A (4.7), (4.8) egyenletekben szerepel az m paraméter.
Ennek tényleges értéke a Hold esetében: m=0,0808..., m te-
hát egy kis paraméter. Ez lehetővé teszi, hogy az egyenle-
teket közelítő módszerekkel megoldják, és az a, együttható-
kat az m paraméter növekvő hatványai szerint haladó sorok
alakjában előállítsák. Itt nem részletezzük ezeket a köze-
lítő számításokat, melyek Hill szerint a következő megoldás-
ra vezetnek:

a1 =

a2

a3 =

a-r

"2

a - 3 =

21 4

2 8

0(m6)

19 2

Te m

23 E
• _ - m

275

0(m6)

3.

5
3

I

m 3

 +

803

27.5

m 3

m5

43 4 14 5m - -^ m -

Általában igaz, hogy

Q

Hill az a, együtthatókat m -ig bezárólag számította ki
(ebből látható, hogy igen nagy pontosságra törekedett, más-
részt az is érzékelhető, hogy az m szerinti sorok konvergen-
ciája nem igazán gyors, m nem elég kis paraméter). Ezekből
az általános összefüggésekből adott m-re kiszámíthatók az
együtthatók numerikus értékei. A Hold esetében érvényes
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m=0,080848933808312
érték mellett

a Q = 1,00000 00000 00000

a1 = 0,00151 57074 79563,

a_1=-0,00869 57469 61540,

a 2 = 0,00000 58786 56578,

a = 0,00000 01637 90486,

a 3 = 0,00000 00300 31632,

a_3= 0,00000 00024 60393,

a 4 = 0,00000 00001 75268,

a_4= 0,00000 00000 12284,

a 5 = 0,00000 ooooo 01107,

a_5= 0,00000 00000 00064,

a, = 0,00000 00000 00007,
b

a ,= 0,00000 00000 00000.
— b

Az a együtthatókat megadó sorok a Hold esetében kon-

vergensek. Hill nem vizsgálta azt a kérdést, hogy a konver-
gencia milyen m-ekre áll fenn. Később azonban kimutatták,
hogy az együtthatókat megadó sorok m<0,21 esetén konvergen-
sek.

A (4.4) megoldásban szereplő skálafaktor többfélekép-
pen is meghatározható. Helyettesítsük be (4.4)-et pl. (3.27)
első egyenletébe, amely z=0 esetén

D u + 2m Du + j m (u + s) = % u (us)

+~> 2k+1 + ~ -2k-1
S=A 2T a-k-1^ = A 12 ak ̂

k=-«» k=-o°

a behelyettesítés után.kapjuk, hogy
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3 2
 +-^ " 2 k" 1 -3/2

m

3/2
* = ?u(us) . (4.10)

3 2

I m

Ennek az egyenletnek % minden értékére azonosan teljesülnie
kell.£=1 esetén az

u = s = A 2 1 ai

összefüggés figyelembevételével (4.10)-bői kapjuk, hogy

™ r 2 2i -3 + °"» -2
[(2k+1+m) +2m J a, = ~% A ( xp-' a

k )

>«» k=-oo

Mivel az a, együtthatók már ismertek, mint m függvényei,
-3

ezeket ide behelyettesítve % A is kifejezhető az m hatvá-
nyai szerinti sor formájában. Hill számításai szerint

% A~ 3 = 1 + 2m + | m 2+ ... (4.11)

A JL paraméter (3.20) szerint

w =

A 3. Kepler-törvény szerint

2
k (m +m )F H

n 2a 3 = k 2(m F+m H).

Ezt ]C kifejezésébe írva

= a

3 2 — _ =(i+m)2a3. (4.12)

(4.12)-t (4.11)-be helyettesítve az A/a hányados kifejezhető
az m növekvő hatványai szerint haladó sor formájában. Hill
számításai szerint
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A=a(1 - |m 2 + I m

3 +...)• (4.13}

Az m=0,08084 89338 08312 értékkel

A=a 0,99909 31419 75298. (4.14)

A skálafaktor tehát közelítőleg a perturbálatlan Hold-pálya
fél nagytengelyével egyezik meg.

A skálafaktor úgy is meghatározható, hogy az a, együtt-
2hatókat ismerve (4.9)-bői meghatározzuk a C/A arányt, ezt "

pedig a (3.29) Jacobi-integrálba helyettesítve ?£/A-ra ka-
punk összefüggést. Ebből A az iménti módon a-val kifejez-
hető. Egyébként (4.13)-at (4.9)-be helyettesítve a C Jaco-
bi-konstans és a fél nagytengely közti összefüggés nyerhető.

Az a, együtthatókat ismerve (4.3)-ból kiszámíthatók az
A2k+1' B2k+1 együtthatók, s ezzel megkapjuk a (4.2) megol-

dást. Hill számításai szerint

f = d - j | m 2 + •••) cos-C + ( : ~ m 2 + . . . ) c o s 3 f + . . . ,
( 4 . 1 5 )

A = * 1 + " f f m + •••) s i n T + ( ^ m + . . . ) s i n 3 X + . . . .

Az együtthatók numerikus értékét kiszámítva

f = 0,99130 42530 38460 cos T +
+0,00151 58712 70049 cos 3T +
+0,00000 58811 16971 cos 5r +
+0,00000 00300 43916 cos TC +
+0,00000 00001 75332 cos 9t: +
+0,00000 00000 01107 cos11tr +
+0,00000 00000 00007 cos13T +..., (4.16)

f = 1,00869 57469 61540 sin T +
+0,00151 55436 89077 sin 3 t +
+ 0,00000 58761 96185 sin 5 T +
+0,00000 00300 19348 sin 7 T +
+0,00000 00001 75204 sin 9t +
+0,00000 00000 01107 sin11t: +
+ 0,00000 00000 00007 sin13T +... .

A (4.2) periodikus megoldásnak megfelelő pályát variá-
ciós görbének nevezik. Az elnevezés oka, hogy ez a megoldás
a szoláris eredetű perturbációk közül már tartalmazza a
variációt.
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(4.15) felhasználásával kiszámítható az r távolság
perturbációja:

r = - m2cos 2T + 0(m3)]. (4.17)

Mivel T = X- X , látható, hogy (4.15) r-ben éppen a variá-
ciót adja.

(4.15) a w valódi ekliptikái hosszúságban - itt nem
részletezett számításokkal - szintén a variációra vezet:

m 2 + " m3, (4.18)

A variációs görbéről már tudjuk, hogy zárt, és az x, y
tengelyekre szimmetrikus. További megállapításokat (4.15)
felhasználásával tehetünk. (4.15) egyszerű átalakítással így
írható:

f = cosxd - -U m 2 + | m 2 cos2X) + 0(m3)
A o o

f- =-sinT(1 + 21- m 2
cos2t') 0(m3

(4.19)

így ha m=0,

2 2 ,2
x +y =A

és a variációs görbe egy kör.

72. ábra

Ha m/0, de m kicsi, a variációs görbe az

A2., 11 2.2A (1 g- m )
= 1 (4.20)

380



egyenletű ellipszishez közeli alakzat. Ezen ellipszis nagy-
tengelye az y, kistengelye az x tengelyre esik (72. ábra).
Az ellipszis excentricitása m nagyságrendű. (4.19)-bői a
cos2*e -t tartalmazó tagokat is figyelembe véve mondhatjuk/
hogy a variációs görbe közel van egy olyan ellipszishez,
melynek tengelyei periodikusan változnak.

5. A HILL-FÉLE DIFFERENCIÁLEGYENLET

A (4.2) periodikus megoldás a (4.1) egyenleteknek nem
az általános, hanem csak egy partikuláris megoldása. Mivel
(4.1) negyedrendű differenciálegyenletrendszer, általános
megoldásában négy tetszőleges állandónak kell szerepelnie.
A következőkben (4.1) általános megoldásának meghatározásá-
val fogunk foglalkozni.

Láttuk, hogy a (4.2) pertikuláris megoldás, a variációs
görbe, jó első közelítést ad a Hold mozgására, ugyanis ez
már tartalmazza a variáció elnevezésű perturbációt. Azt is
láttuk, hogy m=0 esetén, amikor is nincs perturbáció, a variá-
ciós görbe a Hold perturbálatlan pályájára egy kört ad.
Ugyanakkor a Hold perturbálatlan pályája egy kis excentrici-
tású ellipszis. Így a Hold valódi mozgását jobban közelítené
egy olyan megoldás, amely m=0 esetén egy kis excentricitású
ellipszisbe megy át. (4.1) általános megoldásának meghatároz
zásakor ilyen megoldást keresünk. Mivel a variációs görbe kö-
zelítőleg leírja a Hold mozgását, feltehetjük, hogy a (4.1)
általános megoldásának megfelelő pálya csak kicsit különbö-
zik a variációs görbétől. (4.1) általános megoldását így
(4.2) kis módosításaként akarjuk meghatározni. Ez a megol-
dás már tartalmazni fogja a Hold-pálya excentricitásától
függő egyenetlenségeket is.

Az

ü = l£ + | m
2
 x

2 (5.1)

jelölés bevezetésével írjuk (4.1)-et az

x»-2my' = f2
1 Ox

(5.2)

ay

alakba! Keressük (5.2) megoldását az

x = x Q + <fx , y = y Q +'<fy ( 5 . 3 )
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alakban, ahol x Q, y a variációs görbe tetszőleges P pont-

jának koordinátái (73. ábra)! Feltesszük, hogy cfx, &y kis

mennyiségek, melyek négyzetei és egymással való szorzatai
elhanyagolhatók.

73. ábra

(5.3)-at (5.2)-be helyettesítve, az egyenletek jobb
oldalát cfx, óy hatványai szerint a lineáris tagokig bezá-
rólag sorba fejtve, és figyelembe véve, hogy x , y megol-
dás, cfx; cfy meghatározására a következő egyenleteket kapjuk:

<f x" - 2m cfy' = $- ÍU,

cfy" + 2m 6x' = j- éü,

ahol

(5.4)

(5.5)

és U parciális deriváltjait az x , y megoldással kell ki-
fejezni.

Vezessük be<fx, és íy helyett új ismeretlen változók-
ként a P pontnak a P ponttól való p tangenciális és q nor-
mális irányú eltérését (73. ábra)! Legyen V Qa sebességvek-
tor a P pontban, és jelölje -f ennek az x tengellyel bezárt

szögét! Ekkor

íx = p cosf - q s inf ,

Sy - p sinf + q cos vp .
(5.6)

A p, q változókra vonatkozó egyenletek levezetésénél
feltesszük, hogy a keresett pályához ugyanaz a C Jacobi-
konstans tartozik, mint a variációs görbéhez! Az (5.2)
egyenletek Jacobi-integrálja:
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x'2 + y'2=2U-C, (5.7)

vagy a
V* = x'z+y'z (5.8)

jelöléssel 2

V = 2U - C. (5.7*)

(5.3)-at (5.7)-be helyettesítve, a Jacobi-konstans
azonosságára tett feltevéssel kapjuk, hogy

^<fx' + yo'cfy'=ÍU. (5.9)yo

Vezessük be ide az új változókati Mivel

<f x'=p'cosf - q'sin^f- f'
(5.10)

cfy'=p'sin<f + q'cosf" + f öx,

(5.11)
yj = Vs

így (5.9)-bői kapjuk, hogy

Vo(p'-qf )=p(cos<f>|^ + sinf ||)

(5.12)

Ennek az egyenletnek a jobb oldala egyszerűbb alakra hoz-

ható. (5.7 )-ot 't szerint differenciálva kapjuk, hogy

azaz

VJ = coscp §2 + sin^g. (5.13)

Szorozzuk meg (5.2) első egyenletét -y'-vel, a másodi-
az egyenleteket P -ba é

+ yj
2) = - |2 yj. + §2 x^ .(5.14)

g
kat x'-vel, és adjuk össze az egyenleteket P -ban véve.

yj2) = - |2 yj. + §2 x^

(5.11) felhasználásával

x'y" - y'x" = v;V . (5.15)
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(5.11) és (5.15) figyelembevételével (5.14)-bői kap-
juk, hogy

Q + 2m) = - sin? |2 + c o s f |H . (5.16)

(5.13)-at és (5.16)-ot (5.12)-be helyettesítve a

^(p' - qf') = pVo' + qVj[(()' + 2m)

egyenlethez jutunk. Innen átrendezéssel kapjuk, hogy

p'-p 35B* 2q (ip'+ m ) . (5.17)

Ez p-re egy elsőrendű differenciálegyenlet, melyből p egy-
szerű integrálással meghatározható, ha q-t már ismerjük.
(5.17)-bői ugyanis

p'v o- pv'
= 2q{<p'+m)

Vo

'= 2 2
o

p = 2\í/|(«p' + m) d-T + B , (5.18)

ahol B integrációs állandó.
A q-ra vonatkozó egyenlet levezetéséhez képezzük

(5.10)-ből a következő egyenleteket

cos fáx' + sinfo"y' = p' - q <p' , (5.19)

-sinfóV + cosfíy' = q' + p f ' . (5.20)

Differenciáljuk (5.20)-at t szerinti Ekkor (5.19) felhasz-
nálásával kapjuk, hogy

-sinfdV + cos^P Sy" = «P' (p'-qf) +q"+p'^'+p(/>" . (5.21)

Ennek az egyenletnek a bal oldala az (5.4) egyenletek, vala-
mint (5.6) és (5.19) alapján így írható:

-sinipJx" + cos<pjy" = - 2m(p'-q<p') + pP + q Q ,(5.22)

ahol
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P = - s i n f
3x 9y 3x3y

2 2 2 ( 5 ' 2 3 )

Q = s i n 2 f Í - § - 2 simP costf 3-2- + cos

( 5 . 2 2 ) - v e i ( 5 . 2 1 ) - b ő i kapjuk, hogy

q" + p(<p"-P) - 2p' (<p'+m)-q[f' [<p' + 2m) + Q ] = 0.

(5.24)

(5.16)-ot szerint differenciálva, és (5.13)-at vala-
mint (5.11)-et figyelembe véve kapjuk, hogy

tf " - P = -2 jP(cp' + m) . (5.25)
o

( 5 . 2 5 ) - ö t (5 .24)-be h e l y e t t e s í t v e

q" - 2(E&'- p ' ) (</>'+m)-q [f (f + 2m) + Q] = 0 .

Végül (5.17) felhasználásával
q" + q[4(«p'+m)2 - f (f + 2m) - Q ] = 0 . (5.26)

Legyen

e = 4(<p' + m ) 2 - ?' (f + 2m) - Q . (5.27)

Ekkor (5.26)-ból

q" + 0q = 0 . (5.28)

Ez a Hill-féle differenciálegyenlet, melyben 6 a t függet-
len változó T periódusú, periodikus függvénye.

(5.27) és (5.23) alapján e így írható:
0 9 9

6 = 3(<p'+m) +m -(sin -p -2-4f - 2sinf cos<p
3x 2

(5.29)

©-t a variációs görbe x , y koordinátáival kell kife-
jezni. Ehhez a következő összefüggések használhatók:

(5.15)-ből és (5.8)-ból

<p' = (y"x'-x"y') (x^ +y' ) . (5.30)

385



(5.11)-bői

(5.31)

U parciális deriváltjait is a variációs görbe koordinátái-
val kell kifejezni.

Hill számításai szerint e a következő sor alakjában ír-
ható:

6 = q 2 + 2q1 cos2T + 2q2 cos 4T + ... , (5.32)

ahol a q. együtthatók az m paraméter függvényei. Hill a q.

együtthatókat az m hatványai szerint haladó sorok formájá-
ban határozta meg

q 2 = 1 + 2m - 1 m 2 + '—- m 4 + ... ,

q1 = - -y- m
2 - ¥- m3. - 11 m4 + ... ,

q2 = 1 T ̂  + •" * (5.33)

Az együtthatókat m numerikus értékével kiszámítva

6 = 1,15884 39395 96583 -
-0,11408 80374 93807 cos 2 T +
+0,00076 64759 95109 cos 4X -
-0,00001 83465 77790 cos 6t +
+ 0,00000 01088 95009 cos 8<t -
-0,00000 00020 98671 cos 10t +
+0,00000 00000 12103 cos 12f -
-0,00000 00000 00211 cos 14t+ ... .

6. A HILL-EGYENLET MEGOLDÁSA

Vizsgáljuk a

q" + 6q = 0, (6.1)
2

0=q + 2q cos2T+ 2q2 cos4t + ... (6.2)
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Hill-féle differenciálegyenlet megoldását, ahol a q. együtt
hatók az m paraméter függvényei. Mivel © periodikus, ̂  pe-
riódussal, a Hill-egyenlet periodikus együtthatójú, homogén
lineáris másodrendű differenciálegyenlet.

A Hill-egyenlet megoldása nem lesz Ti szerint periodi-
kus. Kimutatható ugyanis, hogy valamely q(t) megoldásra

q(T+or) =Vq(t) (6.3)

ahol i> állandó. Ez a következőképpen látható be.
Legyen g(-r) és h(í) (6.1) két lineárisan független

megoldása. Ezekkel bármely megoldás kifejezhető:

qt«) = Ag (?) + Bh(T) , (6.4)

ahol A, B konstans. Nyilván

q (-£+•#) = Ag(f+T) + Bh (T+^T)

Mivel q{-t+t) és h(í+"3í) is megoldása (6.1)-nek, így

/
(6.5)

h í
ahol cf,/3 ,% cf állandók. Ezt felhasználva

qirC + T) = (A<*+ B'j") g {<)• + (A/i + B<f) h (t) . (6.6)

(6.4)-et és (6.6)-ot (6.3)-ba helyettesítve kapjuk, hogy

(A0C+ Bj) g (t:) + (A/3+ B<í) h (t) =

Mivel q(i) és h(-t) lineárisan függetlenek, innen következik,
hogy

A (<* - V ) + B -y = 0.

A /3 + h(é-v) = 0.

Mivel A és B nem nulla, szükségképpen

< - V 1f
= 0,

fi é-V

azaz

' = 0. (6.7)
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A (6.3) összefüggésben szereplő "0 ebből az egyenletből ha-
tározható meg. Kimutatható, hogy (6.7) gyökei függetlenek
a g(Z) , h(tT) alaprendszer megválasztásától, így V meghatá-
rozására tetszőleges két lineárisan független megoldást vá-
laszthatunk.

Legyen g('t) és' h(t7) olyan, hogy tr = 0-ra

g (o) = 1, g'(0) = o,

(6.8)

h (0) = 0, h'(0) = 1.

Ekkor (6.5)-ből

°^ = g (F), /3 = g ' ( iT), Tf=hf3T), <f=h' (ír) .
Kimutatható, hogy<x<f-fl % = 1. (6.1) - b ő i

gh" - hg" = 0 .

Ezt integrálva kapjuk, hogy gh'-hg'=konstans=1. Innen
"Z"=T-re valóbano(é-/3^=1 adódik.

(6*7) gyökeire így fennáll, hogy

A két gyököt ezért célszerűd-vei és V -el jelölni.

A V + V összeg kiszámítására a következő utat választhat-
juk. (6.3)-ból t =0-ra illetve ̂  =-Tf-re kapjuk, hogy

q(!T) =Vq(0), q(-JT) =v>"1 q(0).

Innen

y + v"
1 = q{7r) * q("JT) •

g(0)

Feltéve, hogy g(r) páros, h(r) páratlan függvény, ami meg-
felel a (6.8) kezdőfeltételeknek, (6.4)-ből kapjuk, hogy

q(tf) = Ag (7T) + B h \ir) ,

qí-W) = Ag (ír) - B h (̂")

így g(0)=A figyelembevételével

V " 1 = 2 g (3T) •

(6.7) gyökei így
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V>= g(7T) +-yj g(7T)2 - 1 . (6.9)

A V kiszámítására így elegendő a g(í) függvényt meghatá-
rozni a [0,3TJ intervallumban. 0 jelentését figyelembe véve
(6.1) egy közelítő megoldása

g(-c) = cos(1+m)-C + O(m ).

Látható, hogy |gOO)<1, ha m elegendően kicsi. A Holdnál
ez az eset áll fenn, így (6.9) szerint v komplex.

A Hold esetében célszerű v> helyett a c_valós számot
bevezetni a v = exp Í P T C T T (6.10)

összefüggéssel. Legyen továbbá $ a T változó periodikus, 7C
periódusú függvénye:

Ekkor a

qfC) = %c $(T) = (explpTc-C) §(-C) (6.11)

függvényre teljesül, hogy

q(r+3T) = J> qpC) .

Ugyanis

A ^ ("T) függvény a

b k (6.12)
k=-oo

sor alakjában írható. így

+ o» 2k+c

q = 2 Ü b k£ . (6.13)

A (6.1) egyenlet nem változik meg, ha benne x. helyett
-t-t írunk. így q(-c)-val együtt q(-'C) is megoldás, és ez a
két megoldás lineárisan független egymástól. A Hill-egyen-
let általános megoldása így a

i X
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alakban kereshető, ahol C. és C„ tetszőleges állandók. Meg-

határozandók a b, együtthatók és a c paraméter.
(6.1) a

. £ = exp V^

változó bevezetésével így írható:

-D2q + 6q = 0, (6.15)

ahol

és

ahol

" t^. 2h
0 = 2 _ . e.7 (6.16)

, h 7 ih=o»

' S-h = V

A bk együtthatók és a c paraméter meghatározásához

helyettesítsük (6.13)-at (6.15)-be! Ekkor azt kapjuk, hogy

2k+c T:—i ^-—, 2h+2i+c
b (2k+c)2 + Z _ 2L.©,b.

Kissé átrendezve

k = -oo . ,,

í/k
Ez az egyenlőség jT minden értékére csak úgy állhat fenn,
ha f mindegyik hatványának együtthatója 0-val egyenlő. Így
a b, együtthatók meghatározására a következő végtelen sok
egyenletből álló, végtelen sok ismeretlent tartalmazó homo
gén lineáris egyenletrendszert kapjuk:

+ oo

(2k+c)2]b + ILL ©i^b. = 0. (6.18)

K =: .••/""^/"'1/U|pl| t2|..«.
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Hill a (6.18) egyenletrendszer megoldására a véges ho-
mogén lineáris egyenletrendszerekre vonatkozó tételeket al-
kalmazta, és ennek során ő vezette be a végtelen determi-
náns fogalmát. Hill eljárásának jogosságát később Poincaré
igazolta.

írjuk (6.18)-at a

aki bi = °' k = ••" -2,-1,0,1,2,... (6.19)

alakba, ahol

a = 1 , a = — 5 ^ 5- . (6.20)
X K K 1 qQ - (2k + c)

Az a k i együtthatókból alkotott determinánst normálisnak ne-

vezik, ha a

Y"" i
aki

sor konvergens. Poincaré kimutatta, hogy a (6.19) típusú
egyenletrendszer megoldására normális determináns esetén
ugyanazok a szabályok érvényesek, mint a véges homogén li-
neáris egyenletrendszereknél.

Kimutatható, hogy a Hold esetében a (6.19) egyenletrend
szer determinánsa normális. így (6.19)-nek akkor van nem
triviális megoldása, ha az a együtthatókból képzett de-

termináns nulla. Mivel az a, . együtthatók a c paramétertől

függnek, jelöljük ezt a determinánst A (c)-vel! (6.19)-nek
akkor létezik tehát nem triviális megoldása, ha

A(c) = 0. (6.21)

Ebből az egyenletből lehet c-t meghatározni.
Vizsgáljuk a A determináns tulajdonságait! A c helyett

általánosabban a z komplex változót tekintsük, mellyel

<6-22>aki - 2 : — - • ? •
q o - (2k + z)

Látható, hogy a nevezők zérushelyei a

z = +_ q - 2k (6.23)

értékek. Bármely ezektől különböző z-re A(z) normális lesz.
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A (6.23) pontok kivételével A(z) a z reguláris függvé-
nye. Kimutatható, hogy a (6.23) pontok a A(z) függvény első-
rendű pólusai. írjuk ehhez felA(z) k-ik sorának a k-ik osz-
lopra szimmetrikusan elhelyezkedő néhány elemét! Mivel

1 e
 Í^0 í

o/ • • • (6.24)

Ebben a sorban mindegyik elemnek, a középső 1-es kivételével
a (6.23) pontokban elsőrendű pólusa van. Ugyanezen pontokban
a determináns többi sorának elemei nem szingulárisak. A de-
termináns kifejtésénél viszont az ekkor adódó végtelen sor
minden egyes tagjában a (6.24) sorból egy és csak egy elem
szerepel szorzótényezőként.

Kimutatható, hogy

A(-z) = A(z), A(z + 2) =A(z). (6.25)

A{z) páros volta_ onnan következik, hogy z-nek és k-nak
-z-re illetve -k-ra való egyidejű felcserélésekor (6.24)
nem változik meg. A második tulajdonsághoz úgy juthatunk,
hogy z helyett z+2-t, k helyett k-1-et írva (6.24) nem vál-
tozik, és ugyanakkor (6.19) sem változik.

(6.25)-bői következik, hogy ha c a

A(z) = 0 (6.26)

egyenlet gyöke, akkor a

z = +_ c - 2k (6.27)

értékek, ahol k tetszőleges egész szám, szintén gyökei
(6.26)-nak és a A(z) függvény zérushelyei (6.27) alakban
állíthatók eló\

Legyen z=x+V-Ty, és képezzük a ÜmA(z) határértéket!
y -* + o<»

Ekkor (6.24) összes eleme az ai c k

=1 kivételével nullához

tart. így határértékben az a. . determináns minden eleme 0
lesz, kivéve a főátló elemeit, amelyek mind 1-el egyenlők,
így

lim A(z) = 1. (6.28)
y-*± 00

Tekintsük most az

f { z ) = cpsTz - cosTTc ( 6

cosJTz - cos^q
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függvényt! Látható, hogy f (z) elsőrendű pólusai megegyeznek
(6.23)-al, zérushelyei pedig (6.27)-el. Kimutatható továbbá,
hogy lim f(z)=l. így f (z) ugyanazon tulajdonságokkal rendel-
kezik, mint A(z) . Innen következik, hogy a A(z)/f(z) függ-
vény az egész komplex síkon a z változó reguláris egész
függvénye, melynek határértéke y-*+_<=*> esetén 1. Liouville
egy ismert tétele szerint azonban egy ilyen függvény csak
konstans lehet, s jelen esetben ennek a konstansnak az ér-
téke 1. így A(z)/f (z)=1, azaz

cos'Jr'z -
cosiTz - cos TTq

(6.30)

Legyen z=0. Ekkor

A(0) = 1 -
1 - cos TT q

Innen • 2 T e A / „ . . 2
sin -5— = A(0) sin (6.31)

A c paraméter értékének meghatározását így visszavezettük
AÍO) kiszámítására, A(0) ismeretében ugyanis (6.31)-bői c
egyszerűen megkapható. A feladat így lényegesen leegyszerű-
södött, hiszen nem kell megoldani aA(z)=0 egyenletet, csak
meg kell határozni a A(z) determináns értékét z=0 esetén.

Legyen

1 (6.32)

Ekkor a A(0) determináns így írható

A(0) =

• "Pk+1
(6.33)

A determinánsok kiszámítási szabályát itt célszerű a
következő módon alkalmazni. Vezessünk be egy koordináta-
rendszert a 74. ábrán látható módoní. Ebben a rendszerben
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a determináns minden elemét két egész (i,k) koordinátával
jellemezhetjük úgy, hogy i a sort, k az oszlopot jelenti.
A főátlóban álló elemek szorzatát ekkor így írhatjuk

... (i,-i)(i-1, -i+1)...(1,-1)(0,0)(-1,1)...(-i,i)...
(6.34)

(0,0)

(i.K)

1
' •(-1.1)
74. ábra

A determináns kiszámításához olyan szorzatokat kell képeznünk,
amelyekben szorzótényezőként minden sorból és oszlopból
szerepel egy és csak egy elem. Ezeket a szorzatokat (6.34)-
ből a második koordináták egymás közti felcserélésével kap-
hatjuk meg. Attól függően, hogy hány második koordinátát
cserélünk fel, különféle típusú szorzatokat kapunk. Mivel
e szorzatokban q k~k fognak szerepelni, azok pedig a kis m

paraméterre nézve 2k-ad rendűek, a megfelelő előjelekkel
ellátott szorzatok összegeként képzett sor (amely a A(0)
determináns értékét állítja elő) gyorsan fog konvergálni.

Nyilvánvaló, hogy A(0) e sorfejtésében a fő tag a de-
termináns főátlójában álló elemek szorzata, vagyis 1.

Képezzük (6.34)-ből azokat a szorzatokat, melyeket a
két második koordináta felcserélésével kapunk! Mivel ekkor
(6.34)-ben a többi tényező változatlan marad, és mivel
(6.34)-ben mindegyik tényező 1, azért pl. az (i,-i), és
(i+k,-i-k) tényezők második koordinátáinak felcserélésekor
a (6.34)-ből adódó szorzat értéke -(i,-i-k)(i+k,-i) lesz.
Figyelembe véve a koordináták jelentését, ez a szorzat

3 k

2 , (6.35)

és ennek nagyságrendje m-re nézve 4k.
Nézzük most azt az esetet, amikor (6.34j-ben a r.ásodik

koordináták között két cserét hajtunk végre. Ezt kéti élt ;ép-
pen tehetjük meg.

1. Kiválasztunk három elemet, és először ezek k;zül
kettőnek a második koordinátáját cseréljük fel, majd az így
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adódó elemek egyikének és a harmadik elemnek a második koor-
dinátáját is felcseréljük.

2. Kiválasztunk négy elemet, és közülük két párt képez-
ve az egyes párokon belül cseréljük fel a második koordiná-
tákat.

Az 1. esetben legyenek a kiválasztott elemek

(i,-i), (i+k,-i-k), (i+*, -2.-1) .

A második indexek egy ismertetett lehetséges felcserélésével
a (6.34)-ből adódó szorzat értéke (i,-i-k) (i+k,-i-£) (i+£,-i).
Figyelembe véve a koordináták és a determináns elemei közti
kapcsolatot, ennek a szorzatnak az értéke

h k+k fa+t %%%-t • (6-36)

A 2. esetben nyilván két (6.35) típusú szorzatot kell
képezni és összeszorozni.

Ezt az eljárást folytatva megkaphatjuk a A(0) determi-
náns sorfejtésének egyes tagjait. A q. együtthatókban m ne-
gyedik hatványára szorítkozva (6.35) és (6.36) alapján felír-
hatjuk e sorfejtés első tagjait. (6.35)-ből k=l-re q?,

2 4

k=2-re q_, míg a két cserére vonatkozó 2. esetben k=l-re q1

nagyságrendű tagokat kapunk. (6.36)-ból a k=2, í =l-re adódó

tag nagyságrendje q.q„. így
A(0) = 1+Aq2 + (Bq* + Cq 2 q 2 + Dq 2 ) + ... (6.37)

2
Itt az Aq. tag nagyságrendje m-re nézve 4, a zárójelben ál-
ló kifejezésé 8, és ha figyelembe vettük volna a q. együtt-
hatókban m hatodik hatványait is, akkor (6.37)-ben a követ-
kező csoport nagyságrendjére 12-t kaptunk volna. Kimutatha-
tó, hogy (6.37)-ben a nagyságrend mindig 4-el növekszik.
így a (6.37)-ben kiírt tagok m 1 2-es hibával adják meg A(0)-t.
Az A, B, C, D együtthatók a /3.-k függvényei. Az A együttható

pl. a következőképpen számítható ki. (6.35)-öt k=1-re alkal-
mazva, és figyelembe véve, hogy (6.35) típusú szorzatokat
minden i-re kapunk,

1= - 2I/3/i+1 = -TI
=-« (q2 -4 i 2 )[q| -

Ezen sor összegének kiszámításához fel fogjuk használni a
Mittag-Leffler-féle sorfejtést, amely szerint
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ahol a nem lehet egész szám.
2 7

Legven 4a =q . Ekkor

1 ,
i

1 . 1 1 . _ jTctglfa, 1 _1 >
__^32a(2a-1) l a+i a-i-V 16 a *2a+1 " 2a-V

Tqo
TctgTa _ Tctg 2 . , , Q .

— «— — ^ . l ö • J ? J

8a(1-4a ) 4qQ(1-go )
o

így m nagyságrendű hibával

A(0) = 1 + — % — . (6.40)

Ide beírva q -nak az m hatványai szerinti sorfejtését, A(0)

is előállítható az m hatványai szerint haladó sor alakjában,

m -ig bezárólag. .. ,
Hill A(0) kiszámítását m nagyságrendű hibával végez-

te. Az ő számításai szerint

~- TTqo q? q, q?
A(0) = H i ctg - ^ ( \ + ^ + V> +

4 g 1-q2 4-g2

f T c t g ^ g o 1_ + 2 + 9 1 4 ,L l 1_ + +

32qo(1-q? )
2 L qo q 2 1-g2 2(4-q2)l

SjTctg - ^ 2
 rct<3 I 2

q1 q- + = l(- -ír +[<-i^> H-i M-J " 5 ö
rí 1 2 8 a í1 —a l
O O O ^O

TctgFgo 2 5 1 ^

q o 8q q 1 -q
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o o o 9 2 2 2
(1-q 2) 2 8(4-q2) (4-q 2) 2 9-q2 3q2

]«;
3lctg

20 1 q 4 q - ,
1 2

_1_

g 7F [
-q2)(4-q2) L

2 10 1 2 2 ( 7 - 3 q ^ ^
2 + 2 q1 q2 + 2 2 2~

4-q" 9-q2J 4qQ(1-q
2) (4-q2) (9-q2)

5jrctg 21
i ^ q 316qo(1-q2)(4-q

2)(9-q2)

A q. együtthatók numerikus értékeit ide beírva A(0)

kifejezésében az m-re nézve különböző nagyságrendű tagokra
a következő értékek adódnak

0-ad rendű: 1
4-ed rendű: 0,00180 46110 93422 7
8-ad rendű: 0,00000 01808 63109 9
12-ed rendű: 0,00000 00000 64478 6

Összesen: A(0)=1,00180 47920 21011 2

Ismerve A(0)-nak az m hatványai szerinti sorfejtését,
(6.31)-bői c is előállítható ilyen sor alakjában. Hill szá-

mításai szerint

„ _ ! . m 3 2 201 3 2367 4 , . .c = 1 + m - - j m - ..- m =— m-... . (6.42)

1 2
Hill c-t m -es hibával határozta meg. Az m=0,08084...

értékkel kiszámítható c numerikus értéke is:

c = 1,07158 32774 16016.
A c értékét ismerve a (6.18) egyenletrendszerből megha-

tározhatók a b. együtthatók is. Kimutatható, hogy |i|növeke-
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désével a b. együtthatók értéke gyorsan csökken, és ez lehe-
tőséget ad az együtthatók közelítő módszerekkel való megha-
tározására. Első közelítésben válasszuk ki (6.18)-ból a kö-
vetkező egyenletrendszert:

q1 b1

= 0,

= 0.

A q., c együtthatók ismeretében innen b.. , b -,~re a követ-

kező közelítő megoldás adódik

b1 ' " ll m2 bo

b .= (^ m + - ^ m') b n , (6.43)
—i o J ^ o

ahol b szabadon választható.

Következő lépésben (6.18)-ból egy olyan rendszert vá-

lasztunk ki, amely az eddigieken kívül a b_, b_ 2 ismeret-

leneket is tartalmazza. Ebből az egyenletrendszerből b ?,

b_2~re első közelítést, b., b.-re az előzőnél pontosabb

értékeket kapunk. Az eljárás folytatásával a b. együtthatók

a kívánt pontossággal kiszámíthatók.
A Hill-egyenlet általános megoldását (6.14) adja. £

jelentését figyelembe véve ( §" =exp V-T1-) írjuk ezt a követ-
kező alakba

q = (C.+C,) Z__, b. cos(2k+c)'C+ Z — b , cos(2k-c)T +
1 £ Lk=0 K k=1 ~K J

(6.44)

+"lTT(C1-C ) 2__ b, sin(2k+c)T- 2— h vsin(2k-c)-rl ."
' ^ k=0 K k=1 ~ K

C. és C2 helyett vezessük be tetszőleges állandókként a

(C •'"C ) b = A c o s v
1 2 ° ° ( 6 . 4 5 )

(C.-C-) b =-A simJ1 2 o o
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összefüggésekkel az A , V mennyiségeket. Ezekkel (6.44) íqy
í h t ó °írható

q= ír2 J Z _ , b cos [(2k+c)f +u]+ Z _ b cos [(2k-c)T - y j !
Do ik=0 K k=1 ~ k J

2 (6.46)
(6.43) felhasználásával, m -es pontossággal a Hill-egyenlet
megoldása:

q= - jg A m cos [(c + 2)'t +i>]+ A cos (ct +v) +

+ AQ( ~ m + 121 m 2) cos [(c-2)t + ̂ ] , (6.47)

ahol A Q, l̂  tetszőleges állandók.

7. A HOLD-PÁLYA PERIGEUMÁNAK MOZGÁSA

A Hill-egyenlet megoldását ismerve meghatározhatjuk a
p ismeretlent is. (5.18) szerint

(?' +m)dt + B .

V és u?' a variációs megoldás alapján kiszámítható. Közelítő
° 2
kifejezéseik, m -es pontossággal:

Vo = A(1+ j m cos 2r) ,

(f'= 1 - | m 2 cos 2Z,

(7.1)

ahol A a skálafaktor. Ezen kifejezések felhasználásával kap-
juk p-re, hogy

p=2AQ sin(c-x: +v) - 1$. A Qm sin f(c-2) T + v]+B + O(m
2) .(7.2)

A p és q ismeretében (5.6)-ból meghatározható cfx és éy.
(4.15), (5.11) (7.1) alapján

cos <f = - sin"í+ 0(m ) ,

sin .íp = cos -c + 0 (m ) .

így (5.6)-ból
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í x = - p sint?- q cos "C+ 0(m ) ,

áy = p cos-C - q sin"t + o(m2) .
(7.3)

Innen (4.15), (5.3), (6.47), (7.2) alapján az x, y koordi-
náták közelítő kifejezései:

x = A - B s i n t - Am2(1+ | sin2-£) cos

2~ m cos [(c-2)t cos(C£+ ^) cost: -

- —• m sin [(c-2)t + v]sini:+ 2sin

2 3 2

y = A sin t + B cos t + Am (1 + 4 cos -C) sin -C -

- AQ í-g- m cos [(0-2)* +y]sin'C+ cos (cf+v)

- 2sin (c?+i>) costr|.

m sin

Ezek a kifejezések adják a (4.1) egyenletek négy integrá-
ciós állandót tartalmazó, a variációs görbéhez közeli álta-

2
lános megoldását (m -es pontossággal). Megjegyezzük, hogy a
£x, óy mennyiségek kicsinységére tett feltevés következté-
ben a B, A állandók is kicsik.

•N

75. ábra

Nézzük meg, milyen kapcsolat van az A , V , c paraméte-

rek, és a szokásos pályaelemek közötti Vizsgáljuk először az
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m=0 esetet, vagyis eltekintünk a Nap perturbáló hatásától.
Ekkor (6.42) szerint c=1, és (7.4)-ből kapjuk (az egyszerűség
kedvéért B-t is elhanyagolva)

x = A cos t- j A cos V + -5- A cos (2 < +i>) ,

3 1 <7-5)
y = A sinU + •=• A sin v> + 4- A sin(2 t +V) .

(7.5) értelmezéséhez vezessünk be egy Fx'y' koordináta-
rendszert, melyhez képest Fxy V szöggel el van forgatva
(75. ábra)í A két rendszer közti kapcsolat

x' = x cos V - y sinv,

y' = x sinv + y cosv.

Ezt a transzformációt (7.5)-ön végrehajtva kapjuk, hogy

2 o 2 o
'', (7.6)

y' = A sin (•£+?) + ̂  AQ sin 2 (tr+v) .

Egy perturbálatlan elliptikus mozgást végző testnél a pálya-
menti derékszögű Jf, % koordinátákra érvényesek a következő
összefüggések:

•e 3 e
5 = a ( c o s E - e ) = a ( - j e + c o s M + j c o s 2M + . . . ) ,

\i T e ( 7 ' 7 )

%= a. y i - e s i n E = a ( s i n M + | s i n 2 M + . . . ) ,

ahol a a fél nagytengely, e az excentricitás, E az excent-
rikus anomália, M a középanomália. (7.6) és (7.7) összeha-
sonlításából következik, hogy

A = a, A o = ae, *s+^=M, (7.8)

vagyis m=0 esetén (7.6) elliptikus mozgást ír le. A (4.1)
egyenletek általános megoldása tehát m=0 esetén kis excent-
ricitású (A kicsi) elliptikus mozgásnak felel meg.

o
Vizsgáljuk most a perturbált esetet, azaz amikor m/Oí

Ekkor az M= A -£>középanomália szerepét c T+ ~o fogja játsza-
ni, így

c r + ^ = * - ŐJ . (7.9)
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MiveA •£= X- A., (7.9)-bői t szerinti differenciálással
kapjuk, hogy

|~= n - c <n - n.,) = n (1 - •—) . (7.10)

A Hill-egyenlet megoldásában fellépő c paraméter tehát a
Hold-pálya perigeumának szekuláris mozgását határozza meg.
(6.42) figyelembevételével

HÍf|- a*W- 3

Az m = 0,08084 ... értékkel számítva pedig

n Éf = °' 0 0 8 5 7 25730 04864.

Ez a perigeum szekuláris mozgásának fő része.
A (7.4) megoldást felhasználva kiszámíthatók a Hold

ekliptikái koordinátáiban fellépő perturbációk. Ezek köze-
lítő kifejezései az r távolságban és a w valódi pályamenti
hosszúságban:

r = a [ i - 7 - m - e cos M - —• me cos (A-2A. +c5) -
v ö l

- m 2 cos 2(A-A1)] , (7.12)

w"= A + 2 e sin M + î - me sin (A- 2 A . +w) +

+ —• m2 sin2(X-Ai) . (7.12)
ö • I

Ez a megoldás a fő perturbációk közül tartalmazza az evek-
ciót (A-2A.+W), a variációt (2A-2X1), és elliptikus tagokat

( M ) . •

Megjegyezzük, hogy ez a megoldás, amely m kívánt hat-
ványáig levezethető, az e excentricitásra nézve elsőrendű
perturbációkat adja meg, azzal összefüggésben, hogy a variá-
ciós görbéhez közel levő megoldást kerestünk (feltettük,

hogy (cfx) , (óy) , <fx ó"y elhanyagolható) .
Az excentricitás magasabb kitevőjű hatványaitól függő

perturbációk meghatározására Hill módszerét E. W. Brown ál-
talánosította. Brown a (4.1) egyenleteknek megfelelő (3.27)
egyenletek megoldását az
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+ «, +o» 2k le

u = A J2-, z Z A
k f e e í̂

k=-oc í=-«, ' (7.13)
-1 +00 +00 2k t e

S = A ? Z 2 : A-M
alakban kereste, ahol A a skálafaktor,

?= exp f^

és t* állandó (ami a korábbi megoldásban i?-nek felel meg).
l = 0 esetén ez a megoldás a variációs görbét adja.
l = + 1 esetén a variációs görbéhez közeli megoldást

kapjuk (<Tu, cfs kicsi) .
{7.13)-at, (3.27)-be behelyettesítve az A - együtt-

k,t-
hatókra a (4.7), (4.8) egyenletekkel analóg, de azoknál ál-
talánosabb egyenletrendszer vezethető le. Közelítő módsze-
rekkel ebből az A, . együtthatók kiszámíthatók. Kiinduló kö-
zelítésként A, . -re az A, n=av együtthatók, c-re pedig a

Hill által kapott c érték vehető. Az új egyenletekből meg-
határozható c értéknek a régitől való eltérése a Hold-pálya
perigeuma mozgásának az excentricitástól függő részét tar-
talmazza.

A (7.13) alakú megoldás, melyben l tetszőleges egész
szám, a Hold mozgásának az m paramétertől és a Hold-pálya e
excentricitásától függő összes perturbációját megadja.

8. A HOLD-PÁLYA CSOMÓ VONALÁNAK MOZGÁSA

Az eddigiekben elhanyagoltuk a Hold pályahajlását az
ekliptikához. Vizsgáljuk most a pályahaj lássál kapcsolatos
perturbációkatí A Hold térbeli mozgását a (3.18), illetve az
ennek megfelelő (3.27) egyenletrendszerből lehet meghatároz-
ni. (3.27) harmadik egyenlete

D 2z - zm2 - £ | = 0 , (8.1)

2 2
ahol r =us+z . 2

Első közelítésben r =us vehető, ahol u és s a variációs
megoldás
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]C = -oo k=-°°

Ezzel k i számítva az

M = m2 + • 2 T ~ m 2 + ^ ( u s ) " 3 / 2 (8.2)

r

függvényt, a z t kapjuk, hogy + o o

M = M + 2M 0032^+ 2M0 0 0 3 4 ^ + . . . = /._t VIX ,
X " " ^ (8.3)

t_. I
ahol M.=M_., és mint kimutatható, M.=0(m' ' ) . Például

M = 1 + 2 m + | m 2 + . . . ,

3 2 19 3 ( 8' 4 )

M1 = I m X m + • • • •
(8.1) első közelítésben így a Hill-féle differenciál-

egyenletbe megy át

z" + Mz = 0, (8.5)

vagy -
D z - Mz = 0,

ahol M a ~t periodikus, TC periódusú függvénye.
(8.5) megoldása a már ismert módon határozható meg.

Az általános megoldás

2k+g +oo -2k-g

£ 2Z 5"z = C A_, z £ +C„ 2Zz, 5 (8.6)
k=-o« K ^ k=-c X

alakú, ahol C. és C 2 tetszőleges állandók. A g paramétert

(6.31)-el analóg módon a

^ = ^ ( 0 ) s i n 2 ^ ( 8 . 7 )

egyenletből kaphatjuk meg, melyben a A (0) determináns a

A(0) determinánsból adódik q -nfek M -al, q.-nek M.-vel való

helyettesítésével. Hill számításai szerint
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g = 1 + m + | m 2 - | | m 3 - l | | m 4 - . . . . (8.8)

A z. e g y ü t t h a t ó k a ( 6 . 1 8 ) - a l analóg

[ M Q - ( 2 k + g ) 2 ] z k + S Z M ^ z j_ = 0 , k = . . . , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . .

ÜT
végtelen, homogén lineáris egyenletrendszerből határozhatók
meg. Pl. közelítőleg

Z1 = {T6 m2+ 1 m 3 + - " ) z

o '
3 29 2 (8.10)

z .= (--s-m- -r-Tj- m - . . .) z .

(8.6)-ban C. és C 2 helyett vezessük be tetszőleges ál-
landókként a Z, K mennyiségeket a

(C1 + C2) z Q = Z sinic,

(8.11)
.. - C2) z = Z cos*

összefüggésekkel ! Ekkor (8.6) így í r h a t ó

= 2- \ 2 _ z sin [(2k+g)-£+ «*]- X z, sin [(2k-g)tT- |s]l.
Zo [k=0 k k=1 k (Ő.(8.12)

76. ábra

Innen
z = Z sin(gtr+K>) + 0 (ra) . (8.13)
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Ugyanakkor a 76. ábra alapján

z = r sin/3= r sin i sin(w-í2).

(4.17) és (4.18) felhasználásával

z = A sin i sin (A-ü) + 0(m). (8.14)

(8.13) és (8.14) egybevetéséből egyrészt

Z = A sin i, (8.15)

másfelől
gt + K = A -fl . (8.16)

Mivelí= X-A^ (8.16) idő szerinti differenciálásával kap-
juk, hogy

|£ = n - (n - n i) g = n(1 - y3_). (8.17)

A g paraméter tehát a Hold-pálya felszálló csomójának (és
így csomóvonalának) szekuláris mozgását határozza meg. (8.8)
figyelembevételével:

1 d f i _ 3 2 5 7 3 . . , _ .
E d t " " 4 m + 3 T m - • • • • < 8 - 1 8 )

Az m numerikus értékét behelyettesítve:

£ -f£ = - 0,00399 91645 34949.

Ez az érték a csomóvonal szekuláris mozgására jó első köze-
lítés, pontosabb érték a Hold-pálya excentricitásának, sini
elsőnél magasabb hatványainak, a Nap parallaxisának, és a
Nap-pálya excentricitásának figyelembevételével nyerhető.

A (8.12) megoldás alapján kiszámíthatók a fi ekliptikái
szélességben lévő fő perturbációk. Ezek közelítő kifejezése:

/3= k sin(A-íl) + (| m + i| m2)k sin (A- 2 ^ +&) + "

11 2 ( 8- 1 9 )

+ j± m^ k sin (3A- 2 A. 1 - A ) ,

ahol k=sini. (8.19)-ben a második tag az evekció. Az együtt-
hatók numerikus értékét kiszámítva a második tagban ez
610 76, a harmadikban 83','2. A megfigyelések ugyanerre 618','4-et,
illetve 94','5-et adnak. Látható, hogy bár (8.19) csak az m-től
és k=sini első hatványától származó perturbációkat tartalmaz-
za, már ez is elég jó közelítést ad a Hold szélességi mozgá-
sára.
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9. A HILL-BROWN-ELMÉLET ÁLTALÁNOS MEGOLDÁSA

Az eddigiekben a Hold mozgásának perturbációit a Nap
parallaxisának és a Nap-pálya excentricitásának elhanyago-
lásával vizsgáltuk. Ez utóbbi paraméterekkel kapcsolatos per-
turbációk meghatározásával Brown foglalkozott. Kiszámítá-
sukhoz szükségessé válik az R perturbációs függvény eddig
elhanyagolt tagjainak figyelembevétele. R-et az

R = RQ + R1 (9.1)

alakba írva, ahol R-ot (3.15) adja, a (3.12) egyenletek a

következőképpen írhatók:

y + 2nyy. + ^ y = ^-1 , (9.2)

Az ezeknek megfelelő komplex változós egyenletek:

D u + 2m Du + | m (u + s) - -^ u = ̂  ,
í ó yU

D2s - 2m Ds + 4 m2(u + s) - ~ s = |í? , (9.3)
z j yS

D2z ' m Z " ^ Z = öz •

ahol W az R.-el kifejezhető. Az eddigiekben (9.3) megoldá-

sát W=0-ra vizsgáltuk.
W^O esetén Brown a (9.3) egyenletek megoldásához W-t

az u és s ötödik, z második hatványáig bezárólag fejtette
sorba, a sorfejtés együtthatóiban a Nap-pálya e^ excentri-

citása az ötödik hatványig bezárólag szerepelt. (9.3) megol-
dására szukcesszív approximációs módszert alkalmazott, a ki-
induló közelítést a W=0 eset megoldása szolgáltatta. A meg-
oldást négy argumentumú trigonometrikus sorok formájában
állította elő. Az u változóra kapott sorfejtés alakú megol-
dásban az általános tag:

A Ap'r'q's'
prgj
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I f ^ 1 q FJ}' (9.4)

ahol

j=0, ^1, i 2, + 3, ...
P» q/ r, p', q x, r', s'=0, 1, 2, ...

A a skálafaktor

p'r'q's'
A^ . számegyüttható

e 1 a Nap-pálya excentricitása

e , k,oí = — paraméterek (a1 a Nap-pálya fél nagyten-
1 gelye) '

D, l, I,., F a Delaunay-féle alapargumentumok

1 1 o 1 o '

l =\-Z= c t : + -i?= cín-n^ (t-t.,),

(9.5)
(>.,= M 1 = X ^ w ^ n i (t-t3)=m(n-n1) (t-t3) ,

F = %-fL= g'C + ic = g (n-n4 ) (t-t~ ) .

Ezek Brown által számított numerikus értékeit a 9.2 fejezet-
ben már megadtuk.

Mivel s az u komplex konjugáltja, s sorának általános
tagja (9.4)-bői közvetlenül adódik. A megoldás a z koordi-
nátára is hasonló, a különbség annyi, hogy az exponenciális
függvény argumentuma: 2jD+^ p f ̂ r L ^ qF, és q=1. így z mindig

szorzótényezőül tartalmazza k-t.
A Brown-féle megoldásban hat integrációs állandó van:

e , k, oC, t , t 1, t,. Ezek közül e a Hold-pálya excentrici-
X O I ^ X

tásával, oL a Nap parallaxisával, k a pályahaj lássál kapcso-
latos perturbációk meghatározásakor lép fel. A másik három
állandó a D, t, F alapargumentumok kezdőértékét rögzíti.
Az e , k, oC paraméterek kapcsolata az e, e*,f= s i n \ i a/
a 1 pályaelemekkel:

e% = 2,00054273 e - 0,3668152 e 3 + 0,04873 ee 2 -

- 2,011602 e %2 -0,0342 eot2 + 0,049 e 5 + 0,35 e 3e 2-

- 0,246 e 3f 2 - 0,56 ee 2 f2 + 0,911 e "ff4 , (9.6)
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k = 1 , 0 0 0 1 2 7 6 5 1 " - 0 , 4 9 6 0 9 1 T - 0 , 4 9 9 2 4 3 " J e -

- 0 , 0 0 3 7 | e ^ + 0 , 0 0 4 9 ^ - 0 , 1 2 8 £ 5 + 1 , 0 7 tf3e2 -

- 0,095tfe4 + 0,12 ] (e2ej ,

oC = 0,999093141975298 — ,
a1

«• - mF'mH a
1"

(9.5)-ben szerepelnek az m, c, g paraméterek is. Több
évszázados megfigyelési anyag alapján a Hold és a Nap évi
középmozgása:

n = 17 325 594','06085 ,

n1 = 1 295 977'/41516 .

így n1

m = -^—- = 0,08084 89338 08312. (9.7)

A c és g paraméterek első közelítésben az m paraméter
függvényei. Ezek m szerinti sorfejtését (6.42) és (8.8) ad-
ja. Brown meghatározta c-nek és g-nek az e , e.., k,oC para-
méterektől függő részét is. így c és g pontos értéke:

c = 1,071714156718 ,
(9.7)

g = 1,085195390363 .

Ezek az értékek határozzák meg a perigeum és a felszálló
csomó szekuláris mozgását a

- (1 - -_) nt

(9.9)
Sl= (1 __5_) n t

összefüggések alapján. A számítások szerint a perigeum sze-
kuláris mozgása egy Julián év alatt 146426V97490, a felszál-
ló csomóé -69672^03245.

A derékszögű koordinátákra kapott trigonometrikus so-
rok felhasználásával Brown olyan táblázatokat állított ösz-
sze, amelyekből a Hold w valódi ekliptikái hosszúsága, fi ek-
liptikái szélessége, és sinp parallaxisa a
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w = X+ JL W sin T|/
k K K

= 2,A sin Yv ' (9.10)
k 'k K

sinp = 2L p, cosip.
k K K

összefüggések alapján kiszámíthatók. Itt y, a D, í, £
argumentumok lineáris kombinációja

w, , fi, , p, pedig ívmásodpercekben megadott numerikus együtt-

hatók. A Brown-féle táblázatok a (k. , k_, k3, k.) indexek-

hez tartozó w, , /3 , p együtthatókat tartalmazzák. A pon-

^.tosság w és fí együtthatóinak esetében 0','001, sinp-nél
0';0001. A táblázatokban 312 w , 349/? és 185 p, együttható
szerepel. K i jc K

Brown a Naptól származó perturbációk mellett meghatá-
rozta a bolygók közvetlen és közvetett hatásától, valamint
a Föld és Hold alakjától származó perturbációkat is. Ezek a
perturbációk egyrészt periodikus változásokat jelentenek a
Hold ekliptikái koordinátáiban, másrészt szekuláris és pe-
riodikus változásokat okoznak a D, l, 2 .. , F argumentumokban

és az e 1,% =sxnh paraméterekben. A Brown-féle táblázatok

ezeket a perturbációkat is tartalmazzák. A nem szoláris ere-
detű perturbációk a Hold-pálya perigeumának és felszálló cso-
mójának szekuláris mozgásához évente 8','29-es illetve -7','32-es
értékkel járulnak hozzá.

A nem szoláris perturbációk pontos meghatározása azonban
igen nehéz, így Brown erre vonatkozó számításainak pontossá-
ga - bár többszáz periodikus perturbációt meghatározott -
nem érte el azt a pontosságot, amellyel a Naptól származó
perturbációkat levezette, összességében a Hill-Brown-elmélet
a Hold mozgását az 1625-1720 közötti időszakra 0y6-es, az
1720-1930 közötti intervallumra 0','1-es hibával adta meg a
megfigyelésekhez képest. Ezen egyezés eléréséhez azonban
Brown kénytelen volt a Hold közepes pályamenti hosszúságában
egy empirikus korrekciót alkalmazni:

A?.= 10V71 sin [i40°,0(tc-18,5)+170°,7] ,

ahol t az 1900,0-tól Julián évszázadban eltelt időt jelenti.
c

A Brown-féle táblázatok 1923-tól szolgáltak a Hold efe-
meriseinek kiszámítására a csillagászati évkönyvekben.
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10. MODERN HOLD-ELMÉLETEK

A megfigyelések pontosságának növekedése, valamint a
Föld egyenetlen tengelyforgásának felfedezése szükségessé
tette a Hill-Brown-elmélet továbbfejlesztését. Ezt a mun-
kát W. J. Eckert és munkatársai (1954) végezték el. Az álta-
luk kidolgozott "Improved Lunar Ephemeris 1952-1959", azaz
"Javított Hold Efemerisz", rövidítve ILE 1, a Brown-féle
számításokhoz képest a következő módosításokat tartalmazta.

1. Független változóként a világidő helyett az efeme-
ris időt vezették be. Ez szükségessé tett a közepes pálya-
menti hosszúságban egy

A X = - 8',I72-26';75tc-11
l,l22t^

korrekciót. Ugyanakkor a Brown-féle empirikus tagot elhagy-
ták. Mivel a D, l, F alapargumentumok \-tói függenek, ezt a
A A korrekciót az alapargumentumokban is bevezették.

2. újra kiszámították a w, /3 , sinp ekliptikái koordi-
náták és parallaxis trigonometrikus sorfejtéseinek együtt-
hatóit. A w, , (l, együtthatókban néhány század ívmásodper-

ces, p,-ban néhány ezred ívmásodperces korrekciókat hajtot-

tak végre.

3. A Hold efemeriszeit nem az így módosított Brown-féle
táblázatokból, hanem közvetlenül a derékszögű koordináták
trigonometrikus sorfejtései alapján számították.

1960-tól a Hold efemeriszeit a csillagászati évkönyvek
az ILE 1 alapján közölték.

W. J. Eckert és munkatársai (1966).az ILE 2-ben tovább
pontosították a Brown-elméletet. Új alapkonstansokat ve-
zettek be, pl. m=0,08084 89367 9, és újra számították a koor-
dináták perturbációit. Az ekliptikái hosszúság és szélesség
együtthatóit 0','0001-es, a parallaxis sorfejtésének együtt-
hatóit 0';00001-es pontossággal határozták meg. A csillagá-
szati évkönyvek 1972-től tértek rá az ILE 2 alkalmazására. .

Az utóbbi években jelentős erőfeszítéseket tettek a
Hold mozgáselméletének további pontosítására. A Brown-el-
mélet az Eckert-féle javítások ellenére is tartalmaz még
olyan hibákat, amelyek jelenleg már nem elfogadhatók. Az
ekliptikái szélességben pl. 0J!5-es eltérések vannak az el-
mélet és a megfigyelések között. Ezek az eltérések a pontat-
lanul számított planetáris perturbációk következtében lép-
nek fel. A planetáris perturbációkat Brown óta senki sem
számította újra, egészen a közelmúltig. A modern észlelé-
sek, pl. lézeres távolságmérések pontosságának megfelelő el-
mélet kidolgozása igen fontos feladat, melynek megvalósítá-
sán több kutató is dolgozik. A cél a 0','00001-es pontosság
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elérése a szélességben és hosszúságban, illetve 0','000001 a
parallaxis szinuszában.

Az utóbbi években kifejlesztett elméletekről M. Chap-
ront-Touze (1982) ad összefoglalást. Valamennyi megoldás
közös jellemzője, hogy ezek Fourier-sorfejtések, melyek ar-
gumentumában a D, ly l., F Delaunay-féle alapargumentumok,

és a bolygók közepes pályamenti hosszúságai szerepelnek
(utóbbiak a planetáris perturbációk miatt). A különbségek
az együtthatók előállításában vannak.

1. A tiszta analitikus megoldásokban
a Fourier-sorfejtések együtthatói algebrai kifejezések

az összes paraméterre nézve. Ilyen megoldások csak a fő
problémára léteznek (azaz a szoláris perturbációk kiszámí-
tására) . Ebben az esetben hat paraméter van, ezek pl. a kö-
vetkezők lehetnek: m, e, e.% = sin 4 , ja. = m /m , _yu2=mH/m .

A létező elméletekben az együtthatókat polinomiális sorfej-
tések adják. Ezeket igen magas nagyságrendig kell számíta-
ni a megfelelő pontosság eléréséhez, ugyanis ezek a sorok
az m paraméterre nézve lassan konvergálnak. A tiszta anali-
tikus megoldás előnye az, hogy ez általánosan megadja az
összes lehetséges megoldást, amelyek közül a ténylegesen
megvalósuló megoldást a megfigyelésekkel való összehasonlí-
tás alapján lehet kiválasztani. Másfelől ezek a megoldások
más holdakra is alkalmazhatók, amennyiben ezek kielégítik
a Hold-elmélet feltételeit.

2. A szemi-numerikus megoldásokban
a Fourier-sorfejtések együtthatói numerikusak. A meg-

oldás kiszámítása előtt a paraméterek értékét rögzítik.
Azért, hogy ezen értékek esetleges kis változásait figye-
lembe lehessen venni, és a megoldást a megfigyelésekhez
lehessen igazítani, több szerző is megadta az együtthatók-
nak az m, e, e.., fl , ja , ju~ paraméterek szerinti első deri-
váltjait, de csak a fő probléma esetében. Ezek a deriváltak
a planetáris perturbációk kiszámításakor is hasznosak.

3. A vegyes megoldások
analitikusak bizonyos paraméterekre (e, e.,%) és nu-

merikusak másokra nézve, elsősorban m-re. Ezzel elkerülik
az m szerinti lassú konvergenciát.

4. A szemi-analitikus megoldásokban
a Fourier-sorfejtések együtthatói analitikusak az m,

e, e 1, ")(, ju1, jn2 paraméterekre nézve, de az együtthatókat

nem ezen paraméterek nulla értéke, hanem egy adott névleges
értéke körül fejtik sorba. Ezen sorfejtések rendje (a leg-
magasabb fokú tag a sorfejtésben) sokkal kisebb, mint a
tiszta analitikus megoldásokban, de elég nagy ahhoz, hogy a
paraméterek numerikus értékeinek esetleges változásait köny-
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nyen figyelembe vegyék. A szemi-analitikus megoldásokból
könnyen kaphatók az együtthatókra a paraméterek szerinti
második parciális deriváltak, melyek a planetáris pertur-
bációk igen pontos kiszámításához szükségesek.

A fő probléma megoldására született modern elméletek
a következők.

1. Az Eckert-Smith megoldás.
Szemi-numerikus megoldás, melyet W. J. Eckert és H. F.

Smith (1966) dolgoztak ki, a Brown-féle megoldásból kiindul-
va. Ugyanazokat a konstansokat használták, mint az ILE 2
(ezek 1900-as epochára vonatkoznak).

2. A. Deprit, J. Henrard, A. Rom (1971) megoldása.
Tiszta analitikus megoldás. A kis paraméterek szerinti

sorfejtéseket igen magas hatványokig, mégpedig a 21. hat-
ványig bezárólag számították, természetesen számítógép al-
kalmazásával. (A modern elméletek mind számítógépekkel ké-
szültek) . A paraméterek 1900-as numerikus értékeit helyet-
tesítették az együtthatókba. Ezen megoldás neve: ALE (Ana-
lytical Lunar Ephemeris).

3. J. Henrard (1979) megoldása.
Szemi-analitikus elmélet. Neve: SALE (Semi-Analytical

Lunar Ephemeris). Az együtthatókat a paraméterek névleges
értéke körül a kis növekmények ötödik hatványáig bezárólag
fejtette sorba. Kétféle konstans-rendszert helyettesített a
megoldásba, ezek adják a SALE 1900-at és SALE 2000-et.

4. Az ELE megoldás.
W. J. Eckert és S. Bellesheim kezdte kidolgozni, a ne-

ve ezért Eckert's Lunar Ephemeris (ELE), a befejezés M. C.
Gutzwiller (1979) munkája. Az elmélet analitikus az e, e.,X(

cC=a/a. paraméterekre nézve, és numerikus m-re és a yu1, js-

tömegarányokra. Az együtthatók analitikus sorfejtéseit ha-
todrendig számították. Az aktuális megoldást 190 0-as kons-
tansokkal számították.

5. Az ELP megoldás.
M. Chapront-Touze (1980) szemi-numerikus megoldása,

első deriváltakkal. Két változata van: ELP 1900 és ELP 2000,
utóbbi a pontosabb.

6. D. S. Schmidt (1980) megoldása.
Analitikus e, e 1, ̂ ,o^-ban, szemi-numerikus m-ben. Az

e, e*,*(,o( szerinti sorfejtéseket kilencedrendig számítot-
ta. Az aktuális megoldást 1900-as konstansokkal határozta
meg.

7. A Gutzwiller-Schmidt (1986) megoldás.
A Hill-Brown-elmélet és a Brown-táblázatok eddigi leg-

pontosabban továbbfejlesztett változata. Pontossága 0','00001.
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Az eddigiekben ismertetett elméleteket egymással össze-
hasonlították, oly módon, hogy az egyes Fourier-sorfejtése-
ket tagról tagra összevetették. Az egyezések általában jók.
Pl. az ELP 2000 és a SALE 2000 0'/0008-nél kisebb amplitúdójú
tagokban különbözik csak egymástól (a pályamenti hosszúság-
ban) . A legjobb az egyezés az ELP 2000 és a Schmidt-megol-
dás között, itt csak 0','00005-nél kisebb tagokban van eltérés
a pályamenti hosszúságban, ami 10 cm-en belüli pontosságot
jelent. Az ilyen összehasonlítás csak jelzi, de természete-
sen nem adja meg az elmélet tényleges pontosságát. Biztosabb
jelzést ad a pontosságról a numerikus integrálással való
összehasonlítás. Ilyen vizsgálatot H. Kinoshita (1982) vég-
zett, aki a SALE 1900-at vetette össze egy 1 éves periódust
átfogó numerikus integrálással. Az eltérések időben változ-
nak, az eltérések átlagos félamplitúdója hosszúságban lm,
a szélességben 0,5 m, a távolságban 2m.

Az elméletek igazi pontosságáról csak a megfigyelések-
kel való összehasonlítás alapján lehetne véleményt mondani.
Az új, modern technikák, pl. a lézeres távolságmérés elegen-
dően pontos ahhoz, hogy pl. a SALE és ELP eltérését kimutas-
sák. A probléma azonban az, hogy igen nehéz a megfigyelések-
ből különválasztani a különböző eredetű perturbációkat.

A fö probléma mellett többen foglalkoztak az egyéb per-
turbációk vizsgálatával is.

1. A Föld és Hold alakjának hatása

J. Henrard (1981) a SALE elméleten belül kiszámította
a földi J„, J-,, J. zonális harmonikus együtthatóktól szár-
mazó perturbációkat, J_-ét J_-ig bezárólag (J2 hatása ugyan-
is a legfontosabb) . A J.-től származó perturbációk 0','00001

nagyságrendűek, így a többi zonális együttható hatása
már figyelmen kívül hagyható.

M. Chapront-Touzé (1982) az ELP elméleten belül J», J.,
2 l ó

és részben J 2 hatását számította. A két megoldás J~ és J.,

perturbációira 10 ívmásodperc pontossággal egyezik.
A Hold alakjának hatását a Hold mozgására J. Henrard

(1980) vizsgálta. Ez a pályamenti hosszúságban eléri a
0y00024-et.

A perigeum és a felszálló csomó középmozgásához való
hozzájárulás: -1',"728/100 év illetve -16','983/100 év.

2. planetáris perturbációk

Az összes erre vonatkozó megoldás szemi-numerikus.
D. Standaert (1982) meghatározta a Vénusztól és a Mars-

tól származó összes elsőrendű, és néhány másodrendű direkt
planetáris perturbációt, a Vénusz és Mars pályáját ellipti-
kusnak feltételezve.
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Az ELP megoldáson belül J. Chapront és M. Chapront-
Touzé kiszámították az összes bolygó elsőrendű direkt per-
turbációit, a bolygókra Kepler-féle pályákat feltételezve.
A Vénusz és Mars esetében a kétféle megoldásban számított
elsőrendű perturbációk eltérése nem nagyobb, mint 0','00035,
az ekliptikái hosszúságban.

J. Chapront és M. Chapront-Touzé elsőrendű indirekt
planetáris perturbációkat is számítottak, a Nap mozgását a
Föld-Hold rendszer tömegközéppontja körül P. Bretagnon (1982)
elmélete alapján figyelembe véve.

A Hold-elméletek pontosságának növeléséhez a legfonto-
sabb teendő a planetáris perturbációk megfelelő pontosságú

meghatározása. A pontosságigény néhányszor 10 ívmásodperc,
amelyet a fő problémára már elértek. Ehhez a pontossághoz
már a másodrendű planetáris perturbációkat is figyelembe
kell venni, A planetáris perturbációk pontos meghatározását
igen nehézzé teszi, hogy a sorfejtésekben igen sok tagot
kell figyelembe venni. Másfelől az indirekt planetáris per-
turbációk pontossága a Nap-pálya pontosságától függ, így
először ezt kell pontosítani. P. Bretagnon (1982) modern
megoldása a Nap mozgására jelentősen hozzájárulhat az indi-
rekt planetáris perturbációk kiszámításának pontosításához.

3. Relativisztikus effektusok.

Ezeket V. A. Brumberg (1972) valamint M. Finkelstein
és V. Kreinovich (1976) számította. Brumberg szerint a leg-
nagyobb relativisztikus perturbáció az ekliptikái hosszúság-
ban -0','00055 sin 2D. A perturbációk a perigeum és a felszál-
ló csomó középmozgásában 1','83/100 év, illetve 1','90/100 év.
Ez utóbbi korrekciók azonban vitatottak, mivel ezeket koráb-
ban a precessziós konstansba számították.
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FÜGGELÉK

1. A CSILLAGÁSZATI KONSTANSOK IAU (1976) RENDSZERE

Egységek;

A méter (m), kilogramm (kg), másodperc (s) a hosszúság,
a tömeg, az idő egysége az egységek nemzetközi rendszerében
(Sí) .

Az idő csillagászati egysége 1 nap (D), amely 86400s-
ból áll. 36525 nap 1 Julián évszázad.

A tömeg csillagászati egysége a Nap tömege (S).
A hosszúság csillagászati egysége az a hosszúság (A),

amelyre a Gauss-féle gravitációs konstans (k) értéke:
0,017 202 098 95, ha a mértékegységek a hosszúság, tömeg és

2
idő csillagászati egységei. A k dimenziója megegyezik a gra-
vitációs konstans (G) dimenziójával, azaz [hosszúság3tömeg~1
idő" 2].

Meghatározó konstansok;

1. Gauss-féle gravitációs állandó k=0,017 202 098 95
2. Fénysebesség c=299 792 458 m s~1

Elsődleges konstansok:

3. Fény-idő egységnyi távolságra -í =499,004 782 s
ci.

4. A Föld egyenlítői sugara a =6378 140 m
(IUGG érték. a®=6378 137 m)

5. A Föld dinamikai alak-faktora Jo=0,001 082 63
1 4

6. Geocentrikus gravitációs állandó GE=3,986 005.10

7. Gravitációs állandó G=6,672.10
3, -1 -2

m kg s
8. A Hold/Föld tömegarány ju=0,012 300 02
9. Általános precesszió a hosszú-

ságban 1 Julián évszázad alatt
200 0 standard epochára S>=5029','0966

10. Az ekliptika hajlásszöge, £=23°26'2U'448
2000 standard epochára



Levezetett konstansok:

11. Nutációs konstans, 2000
standard epochára N=9','2O25

12. Távolság egység ctTA=A=1 ,495 978 70.10
n'rn

13. Nap parallaxisa arcsin(ae/A) =5rQ=8';794 148

14. Aberrációs konstans,
2000 standard epochára 7C=20y49 552

15. A Föld lapuitsági faktora f=0,003 352 81
=1/298,257

16. Heliocentrikus gravitációs t

állandó -. 9 ~
AJk /D =GS=1,327 124 38.

. 10 2 0 m 3s- 2

17. A Nap/Föld tömegarány (GS)/(GE)=S/E=332 946,0
18. A Nap/(Föld+Hold) tömegarány (S/E) / (1 +/x) =328 900,5

19. A Nap tömege (GS)/G=S=1,9891.1030 kg
20. A bolygók tömege

(A Nap tömegének a bolygók tömegéhez viszo-
nyított aránya)

Merkúr
Vénusz
Föld+Hold
Mars

6

3

023
408
328
098

600
523,5
900,5
710

Jupiter
Szaturnusz
Uránusz
Neptunusz
Pluto

(1
3
30

1
3
22
19

000
000

047,
498,
869
314
000
000)

355
5

A Plútónál a zárójelben a pontosabb tömegérték sze-
repel, melyet a Plútó holdjának mozgásából számí-
tottak.

Egyéb mennyiségek

melyeket új efemeriszek készítésénél ajánlatos hasz-
nálni
21. Kisbolygók tömege (a Nap tömegével, mint egységgel

kifejezve) 1 n

1 Ceres 5,9.10

2 Pallas 1,1.10~10

4 Vesta 1,2.10~10

22. Holdak tömege (a középponti bolygó tömegével, mint
egységgel kifejezve)
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23,

24,

25,

Jupiter-holdak:

Szaturnusz-hold:

Io
Európa

Ganymedes

Callisto
Titán

Neptunusz-hold: Triton
Egyenlítői sugarak km-ben

Merkúr 2 439 Jupiter

Vénusz

Föld

Mars

Pluto

Hold

6 052 Szaturnusz

6 378,140 Uránusz

3 397,2

2 500

1 738

Neptunusz

4,70.10
2,56.10

7,84.10

5,6 .10
2,41 .10

2.10" 3

71 398

60 000

25 400

24 300

-5

-5
-5

Nap 696 000
Bolygók gravitációs tere

J2

Föld

Mars +0,001964
J u p i t e r +0,014 75
Szaturnusz+0,016 45

Uránusz +0,012
Neptunusz+0,004

+0,001 082 63 -0,254.10

+0,36.10~4

" 5 -0,161.10

,-3

-5"

-0,58.10

-0,10.10-2

(Mars: C 2 2=-0,000 055, S 2 2=+0,000 031,

S 3 1=+0,000 026)

A Hold gravitációs tere
t=(B-A)/C=0,000 2278
0 =(C-A)/B=0,000 6313

9

C/MR =0,392
I = 5552';7 = 1

' 32','7

C2Q=-0,000 2027 C3o=-O,OOO 006 C32=+0,000 0048

C22=+0,000 0223 C31=+O,OOO 029 S32=+0,000 0017

S31=+0,000 004 C33=+0,000 0018

s33=-o,ooo ooi
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2. A BOLYGÓK KÖ*ZEPES PÁLYAELEMEI

A következő összefüggések a bolygók periodikus pertur-
bációk nélküli úgynevezett közepes pályaelemeit adják meg.
Ezek segítségével a.bolygók középhelyzete 1' pontossággal
kiszámítható. Az összefüggésekben t az 1900. január 0,5-től
Julián évszázadban eltelt idő. Kiszámítására a következő
összefüggés alkalmazható:

(J.D.)-(J.D.)
o

36525

ahol (J.D.) a kérdéses időpont Julián dátuma és (J.D.) =

=2415020,0 (=1900. január 0,5). A szögpályaelemek az eklip-
tikára vonatkoznak, 1900-as epochára.

Merkúr:

>. = 178O10'44','68 + 5381 06654', '80t+iy084t 2 ,

w=75°53'58",91+55 99 l, l76t+1 I, l061t2,

n = 4 7 ° 8 ' 4 5 " , 40 + 4266','75t+0';626t2,

e =0,20561421+0,00002046t-0,000000030t2,

i =7°0'10','37 + 6l,l699t-0l;066t2,
a =0,3870984.

Vénusz:

A =342°46'11,139 + 2106691 62 ','88t+1','11 48t 2 ,

£ =130°9'49y8 + 5068i;93t-3',l515t2,

íl =75O46'46','73 + 3239','46t + 1 ','476t2,

e =0,00682069-0,00004774t+0,000000091t2,

i =3O23'37','07 + 3';621t-0y0035t2

a =0,72333015.

Föld:

X=99°41 ' 48 ",04 +12 9602768 ','1 3t+1','089t2 ,

l,l0 + 6189l;03t+1l;63t2

íl=0°,
e =0,01675104-0,00004180t-0,000000126t,

i =0°,
a=1,00000013.
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Mars:
O44'5Í_';46 + 689101l7';33t+1l;i184t2

2

n =48°47'11 I,l19 + 2775';57t-0','005t2-oy0192t3,

e =0,09331 290 + 0,000092064t-0,00000007712,

i =1O51'iy20-2','430t + 0y0454t2,
a =1,52368839.

Jupiter:

X=238O2'57'/32 + 10930687','148t+1 ','20486t2-0','005936t2,

U) = 12°43'15", 34 + 5795','862t+3';80258t2-0'; 01 23613,

íl =99O26'36';i9+36 37y908t+1','2680t2-0','03064t3,

e =0,04833475+0,000164180t-0,0000004676t2-0,0000000017t3,

i =1°18'31 y45-20y506t+0','014t2,
a =5,202561 .

Szaturnusz:

X=266O33'5iy76 + 4404635';5810t + 1 ',' 1 6835t2-0y 02113 ,

oó=91°5'53','38 + 7050','297t+2y 974 9t2 + 0','0166t3,

fi=112O47'25y40+3143y5025t-0y54785t2-0y0191t3,

e =0,05589232-0,00034550t-0,000000728t2+0,00000000074t3,

i =2O29'33y07-14l,l108t-0I,'0557 6t2 + 0','00016t3,
a =9,554747.

Uránusz:

A. = 244°11' 50','89 + 1547508 y765t+1';i3774t2-0y 002176t3,

£> =171O32'55yi4 + 5343';958t+0';8539t2-0y00218t3,

il=7 3°28'37';55 + 17 95/l204t+4y722t2,

e =0,0463444-0,00002658t+0,000000077t2,

a =19,21814.

Neptunusz:

óo=46O4 3'38','37 + 5128';468t+1 ,40694t2-0','00217 6 t 3 ,

n=130O40'52y89 + 3956yi66t + 0';89952t2-0y016984t3

e =0,00899704+0,000006330t-0,000000002t2,

i =1° 46'45y27-34';357t-0y0328t2,
a =30,10957.
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Plútó:

t = 1989. október 0,0344,

a> = 113°31'17' ;72,

Sí = 108°57'16?.18,

e = 0,2486438,

i = 17°8'48 I , l40,

a = 39,517738.
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