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ELÖSZÖ. 

Egy éve lehet, hogy a gond és bizakodás vegyes érzésé­
vel megírtam az «Egyszeregytől az integrálig*) könyvem elő­
szavát. Azóta beigazolódott bizakodásom jogossága, köny­
vem német kiadásának tizennegyedik ezre, magyar fordítá­
sának pedig hetedik ezre fogy. 

De a gond sem hagyott el. Hiába volt a szakértó'k véle­
ménye kedvező, hiába volt tanulmányaim további sora, ma 
éppen olyan kevéssé érzem magam szakembernek, mint ma 
egy éve. S így került sor arra, hogy megint csak élményeket, 
geometriai élményeimet írjam le, még ha magamra vállalom 
is a tudomány terén munkálkodók minden kötelezettségét 
a nélkül, hogy jogaiban is részesülnék. 

Csak egyben volt teljes mértékben igazam. Beigazolódott 
az a véleményem, hogy alapjában véve minden ember okos. 
Sohasem kételkedtem kulturális lehetőségekben és e kétel­
kedés örömeit átengedem azoknak a «szellemi termék» gyá­
rosoknak, akik értéktelen tákolmányaik láttán érzett örömü­
ket összetévesztik a nagyközönség ízlésével. Egy neves 
matematikus, aki már negyven évvel ezelőtt, mint a nagy­
hírű Lampe egyik tanítványa ezeket az elveket vallotta, 
azt írja nekem, hogy könyvem sikerét ő «a matematika hajnal-
hasadásának* tekinti. Sok országból, különböző korosztályok­
ból és minden nóprétegéből érkeztek hozzám megértő és 
bátorító szavak és nem utolsó sorban ezeknek, meg a jóindu­
latú és kedvező kritikának köszönhető, hogy ily hamar követi 
e második könyv : «Amit a geometriából mindenkinek tudnia 
kell», az elsőt. De más balhiedelmek is megdőltek. Éppen a 
pedagógusok, művem leghivatottabb bírálói tekintettek el 
jóindulattal könyvem általam is jól ismert gyengéitől és 
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engedték, hogy érvényre fusson a mindnyájunkban közös 
jószándék. 

Jelen könyvem szándéka ugyanaz, ami az előbbié volt. 
Könyvemnek az a hivatása, hogy mindenkinek, aki geo­
metriával akar foglalkozni, de akinek eddig a szakkönyvek, 
szigorúságuk és ebből következő nehézségük miatt hozzá­
férhetetlenek voltak, legelső vezetője és mintegy tájékozta­
tója legyen. Leibniz mondotta, hogy a filozófia a bölcseség-
nek csak előszobája. Ennek a mondásnak változataként azt 
mondhatnám, hogy e könyv a «geometria előszobája*. Bent, 
a megszentelt termekben tartózkodnak a legnagyobbak : 
Pythagoras, Buklides, Archimedes, Napier, Descartes, Le-
gendre, Poncelet, Lobacsefszkij, Gauss, Eiemann, Beltrami, 
Veronese, Poincaré, Hubert. És a titkár az előszobában taná­
csokat ad, hogy miként közeledhetünk a nagyokhoz a nélkül, 
hogy azonnal kiutasításban legyen részünk. 

De nem ez az egyetlen célja könyvemnek. Másik könyvem 
előszavában említettem már, hogy sokan vannak, akik mate­
matikai alacsonyabbrendűség érzésével küzködnek, mások 
elfelejtett tudásukat akarják felújítani és a geometriát ma­
gasabb szempontból szeretnék megismerni. Lehetnek tanulók 
is, — félve említem — akik könyvemet segédkönyvnek akar­
ják használni. Ezeknek azt akarom a lelkükre kötni, hogy ha 
kétség merül fel, mindenkor hivatott tanáruknak van igaza; 
szerény könyvemnek semmiképpen sem hivatása, hogy az 
ő szavaikat helyesbítse. 

Nem hallgathatom el azt sem, hogy eltérés van e könyvem 
és előző művem szempontjából kezdő és kezdő közt. A mate­
matikát és az algebrát mintegy a semmiből lehetett felépíteni, 
a geometria viszont nem nélkülözhet bizonyos előzetes elemi 
matematikai ismereteket, mert ezek nélkül e könyv túlon­
túl terjedelmes lett volna. De bőven elegendő az a tudás, 
amelyet a középiskola harmadik osztályából kikerült tanuló 
magával hoz és első könyvem olvasói az e könyvemben meg­
kívántakhoz fölös tudással rendelkeznek. A geometria szem­
pontjából azonban semmilyen előzetes tudás sem szükséges, 
így tehát bízom benne, hogy senkit sem tévesztett meg köny­
vem alcíme. 

A geometria a 19. század eleje óta olyan forradalmat ólt 
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át, amilyet talán semmiféle más tudományág. Természetesen 
nem mehettem el szó nélkül e változások mellett, nem enged 
meg ilyent a könyvnek sem címe, sem célja. így azt az 
érzést is fel akartam kelteni az olvasóban, hogy a geometria 
még nem befejezett egész, folyton fejlődik ós halad. Ez pedig 
nagy vigasztalás és jelentó's biztatás az ember számára. 

De most munkára fel! És mindenkor inkább higyjünk a 
bebizonyított igazságnak, mint a szerzó'nek, mert csak így 
lehetünk a geometriának igazi művelői. 

EGMONT COLERUS. 

A rajzokn! Hans Strohofer készítette, a 144—146. képeket 
Hans Mohrmann íEinführtmg in dis nicateuklidisehe Geometriex e. 
müve nyomán. 





ELSŐ FEJEZET. 

Geometr ia mindenüt t . 
Á fiatal, alig tizennyolc éves Herbert a minap tette le az 

érettségi vizsgát. Teljes sikerrel, úgyhogy valóra vált a szülei 
által jutalmul kitűzött utazás. Sajnos már ez is végére járt. 
De nem lett volna igazi tizennyolc éves ifjú Herbert bará­
tunk, ha nem lebegtek volna már most szeme előtt a végére 
járó nyári utazás halványodó körvonalai közt a jövő új fel­
adatai : az egyetem, a tanulmányok, a szabadabb, de fele-
ló'sségesebb élet. 

De ne írjunk most regényt a nagyon rokonszenves, de 
egyáltalán semmilyen különös tulajdonsággal meg nem áldott 
ifjú barátunkról. Éppen az a körülmény teszi személyét szá­
munkra érdekessé és fontossá, hogy átlagdiák, egyszerű, 
szürke átlagember. 

Már említettük, hogy csak néhány nap választotta el a 
hazatéréstől. Azonban derék fiatalember volt és alaposan 
kihasználta a még rendelkezésére álló néhány szabad napot, 
így éppen ma mászott meg egy hegyoldalt. Most piheni ki 
fáradalmait és a házigazda erkélyén most költi el vacsoráját 
az alkonyodó napfényben. 

Szóljunk néhány szót a házigazdáékról is. Jómódú, gyer­
mektelen sok-sok természetes ésszel megáldott paraszt­
ember a két öreg. De mivel egész eddigi életük, vagyonkájuk, 
megrendíthetetlen egészségük mindenkor kiáltó példája volt 
annak, hogy tudomány nélkül is lehet boldogulni, kicsit fél­
vállról néztek minden tudományos igyekezetet, talán káros­
nak is tartották, mint olyasmit, ami megzavarja az egyszerű 
és nyugodalmas életet. 

A másik náluk lakó vendég foglalkozását már értelme-
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sebbnek tartották. Ez festő, gondtalanul járja a vidéket és 
a házukat ábrázoló, szép képpel ajándékozta meg őket. 

De még mielőtt megismernők azt a vitát, amely minket 
témánk kellős közepébe fog vezetni, ismerkedjünk meg rész­
letesen a helyzettel, hogy milyen volt akkor, ama szép nyári 
késő délutánon, ott az erkélyen. 

Matal barátunk éppen vacsoráját költötte el és közben 
mesélt gazdáéknak. Elmesélte kirándulását ós többek között 
megemlítette, hogy kapaszkodás közben zergéket látott. 
A gazda hihetőnek találta a dolgot, hisz ő maga is már ismé­
telten látott távcsövével zergebakokat a hegyoldalban. Csak 
az nem fordult még elő, — mondta — hogy a félónk állatok a 
járt út közelébe tévedtek. «Én magam sem a rendes úton 
kapaszkodtam fel», — felelte Herbert barátunk, «Hol látta 
akkor a zergéket!» — kérdi erre a gazda felesége. Herbert 
egy pillanatig habozva nézte a hegyeket, — jó-jó, ott az a 
hely ahol a zergéket látta, de hogyan mutassa meg a gazdá­
nak? Ebben a világításban nem voltak nagyobb színkülönb­
ségek, — nem igen látszott valamilyen feltűnőbb megkülön­
böztető jel. Ujjal mutogatni — ilyen távolságból már nem 
lenne eléggé pontos. «Csak egy pillanat türelmet kérek* — 
feleli tehát. Elkezdi ide-oda tologatni szókét, mígcsak a 
kívánt dolgot meglelte. «így öregem, — mondja nevetve — 
üljön egy kicsit ide a helyemre. Nézzen el most a templom­
torony bal széle mellett, ott fenn, közvetlenül az eresz mentén. 
Nos, ha tovább néz, a vonal folytatása éppen azt a helyet 
mutatja, ahol a zergéket láttam.* 

((Meglátjuk, meglátjuk* — mormogott magában az öreg, 
de leült s vizsgálódva nézett a megjelölt irányba. Eövid idő 
múlva elégedetten kelt föl. «Nagyon helyes — mondja — 
ott mindig van zerge, hisz ott váltanak. Most már mindent 
elhiszek. De nem lehetett valami egyszerű ott a kapaszkodás!» 

«Nem is volt fontos, hogy egyszerű legyen* — felelte Her­
bert. De egyszerre még jobban ki akarta használni diadalát 
s ezért megjegyezte: «Nos, bebizonyítottam a zergéket, de 
bebizonyosodott a lenézett geometria haszna is*. 

«Mi köze mindennek a geometriához?* — kérdezte tamás-
kodva az öreg. 

«Több mint gondolná* — makacskodik a diák. 
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1. ábra. 
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«Nem értem. De nem innék inkább még egy pohár sört ?»— 
próbálja más témára terelni a beszélgetést. 

«Azt is szívesen, de csak azzal a feltétellel, ha magának 
is hoz egy pohárral és ideül hozzám. Szépen körülnézünk a 
vidéken, csak a vidéket fogjuk nézni, s meglátjuk, mennyi 
geometria rejlik mindenben. Piktor barátunk is ideül mellénk. 
S mindenkinek, aki olyan tárgyat mutat, aminek nincs köze 
a geometriához, fizetek egy pohár sört.» 

«Nem marad útiköltsége, én pedig eladom az egész sörö­
met)), — nevet a gazda, de elindult a sörökért. 

A következő órákban ijesztő beszélgetés folyt, amelynek 
csak egyes részleteit iktatjuk ide, nehogy az olvasó is abba 
a szinte beteges állapotba jusson, mint ez az asztaltársaság. 
A vidám, virágzó környék vonalak, görbék, méretek, szögek, 
arányok és tantételek kusza szövevényévé alakult át. S a 
diáknak nem igen volt alkalma sört fizetni, bár szívesen 
tette, sokszor olyankor is, mikor lehetett volna még vala-
mefyes megjegyzése. 

De lássuk, amint ígértük, a felsorolást. 
Elsősorban itt volt maga a sör. Mit jelent egy liter, fél­

liter, hektoliter? A liter űrmérték. Jelenti annak a kockának 
a térfogatát, amelynek minden éle 1 deciméter hosszú. Vagyis 
10 centiméter. Mennyi egy centiméter? Egy század méter. 
Mi az, hogy méter? Méter a negyed délkör tízmilliomod része. 
Mi a délkör? De hisz ezt mindenki ismeri! Minden földgömbön 
láthatók a vonalak, amelyek az északi és a déli sarkon met­
szik egymást úgy, mint egy narancs gerezdjeinek választó­
vonalai. Egy ilyennek a negyedrésze a negyed délkör, például 
az a vonal, amely az északi sarktól Singapore-ig terjed. 
(Singapore kb. éppen az egyenlítőn fekszik.) A méter tehát 
és vele együtt a liter is, mintegy a természetből vett mérték­
egység. 

Hát még a söröshordó! Itt kezdődik csak igazán a geo­
metria! Bonyolult számításokkal igazolta már Kepler, hogy 
a hordók szokásos alakja alig tér el a legkedvezőbb alaktól. 
Még utalni sem áll módunkban rá, hogy miként, mert ez 
már a legfelsőbb matematika és geometria birodalmába tar­
tozik. 

De hagyjuk az ártalmas alkoholt. Fordítsuk szemünket 
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a templomtorony felé. Egyszerű a torony, sima, dísztelen, 
az a híre, hogy már ezer esztendeje ott áll. Igaz-e nem-e, 
aligha tudjuk ellenőrizni. Minket úgyis csak az alakja érdekel. 
Alul ugyanis éppen olyan széles mint fent. Tehát az élei pár­
huzamosak. De ekérdés tárgyalásába egyelőre bele sem bocsát­
kozunk, ez a kérdés már kétezer éve a geometriának leg­
többet vitatott tárgya. Épp elég bajunk lesz vele tanulmá­
nyaink során is. Vessünk fel inkább egy sokkal egyszerűbb 
kérdést: hogyan sikerült a kőműveseknek a négy élet pon­
tosan párhuzamossá tenni? Függőón segítségével, feleli min­
den gyerek. Azonban merre mutat a függőón? A föld közép­
pontja felé, — vágja rá mindenki. De szörnyű, ismét újabb 
rejtélyre bukkantunk, hisz ilyen körülmények közt a templom­
torony élei nem is teljesen párhuzamosak egymással! A függő­
ón útmutatása szerint épült templom tornya ezek szerint 
fent szélesebb mint lent, a föld színén, hiszen egy olyan 
gúlának része, amelynek a csúcsa a föld középontja. Termé­
szetesen gyakorlatban nem lehet semmilyen eltérést észlelni, 
mert a torony 50 méter magassága teljesen elenyésző a föld 
6,400.000 méteres sugara mellett. Hogy még nagyobb legyen 
a zavar, most a festő jegyzi meg, hogy még senki sem látta 
párhuzamosaknak a torony éleit. Ha a torony aljában állunk 
és felnézünk, a torony fent keskenyebbnek látszik. Fentről 
nézve pedig, mondjuk repülőgépről, a felső része látszik szé­
lesebbnek. De ha kint, körülbelül a torony fél magasságá­
ban foglalunk helyet, akkor némi túlzással azt mondhatjuk, 
hogy a torony hordóalakúnak látszik. Vagyis a néző mind 
felfelé, mind lefelé vékonyodni látja. Milyen hát valóságban 
a torony? és mit jelent ilyen értelemben az, hogy «valóság-
ban?» Hát nem a valóságot látjuk? 

Hagyjuk a tornyot. Pihenjük ki fáradalmainkat, nézzük 
inkább a hegyeket. Ott az egyik csúcson kereszt áll. Nem 
kereszt az, mondja a gazda, hanem valami háromlábú fa­
építmény. Nézzük meg távcsővel. Kár, hogy nem abban 
maradtam a gazdával. — gondolja Herbert barátunk — 
hogy minden geometriai «esemény» egy-egy pohár sört 
ér, mert most egy egész «kör» sört hozhatna. Az a fa­
építmény ugyanis háromszögelési torony. S egyszerre há­
rom kérdés merül fel. Először is, mire jó az a három-
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szögelési torony? A tornyokat hegytetőkön és más ki­
emelkedő pontokon szokták felállítani, segítségükkel készül­
nek a térképek. Hogy miként, az számunkra még egyelőre 
maradjon rejtély. A háromszög, nevéből ítélve feltétlenül 
valami jelentős szerepet játszik az egészben. Itt a térkép, 
tt a hegycsúcs, s rajta kis háromszög jelöli a faépítmény 
helyét. De még valamit látunk a térképen. Ide van írva, a 
háromszög mellé a hegy magassága, 1732 méter. 1732 méter 
a tenger színe fölött. De hogyan mérik meg ezt a magasságot? 
«Geometriai úton», nevet a diák. De nem elégszik meg ezzel 
az egyetlen gonoszkodással, hozzáfűz mindjárt egy másodi­
kat. «A távcső nélkül rá sem jöttünk volna, hogy az ott három­
szögelési pont. De mi a távcső ?» «Műszer», — feleli a gazda — 
de bizonytalanul cseng már a hangja. «Igaz, — feleli a diák — 
műszer. De ez is geometriát rejt, mert a tervei a geometriai 
elvek és számítások alapján készültek. Geometria nélkül 
még optika sem léteznék.)) 

Lement a nap. A hegyek biborszínt öltenek, de a gonosz 
diák itt is megjegyzi, hogy ez sincs geometria nélkül: a vissza­
verődés törvényeinek is a geometria az alapja és a nap suga­
rainak visszaverődése idézi elő közvetve a hegycsúcsok gyö­
nyörű alkonypírját. 

Éjjel lett. A hold és a csillagok megjelentek az égen és 
a diák ez alkalommal megemlíti, hogy időmérésünk is össze­
függ a geometriával, a csillagok pályáit geometriai törvény­
szerűségek alkalmazásával lehet meghatározni. A hajózás, 
a közlekedés a geometria gömbfelszínre vonatkozó ismereteit 
alkalmazza, amikor a tengeren a legrövidebb útirányt keresi, 
a szárazföldön pedig az utakat és a vasúti pályák helyét 
kitűzi. De minden gép is «tartalmaz» geometriát, szerkezeti 
elemei is, de az elkészítéséhez nélkülözhetetlen rajzok is. 
De mindezeken túl, a határok, határjelek, házak, kutak, 
edények, bútorok, a méhek sejtjei, a kristályok, minden ami 
szemünkbe ötlik, sőt szemünk maga is geometriai össze­
függésekre utal. 

Derék vendéglősünkkel együtt érzünk és megértjük, hogy 
zavarban vannak. Egyik pillanatban azt hisszük, hogy a diák 
túlzott, mindent a feje tetejére állított, össze nem tartozó 
dolgokat kapcsolt össze geometria örve alatt, nehogy sört 
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kelljen fizetnie, de a másik pillanatban már neki adunk igazat, 
s magunk is rejtőző geometriai tulajdonságok gyűjteményé­
nek látjuk a világot és különösen az tűnik fel, hogy nem esak 
a tárgyak kapcsolódnak a geometriához, hanem az olyan 
jelenségek is : mint a tükrözés, víztükör, hajnalpír és csillag­
zatok. 

De ne bölcselkedjünk most sokat, lássuk inkább, mi tör­
tént másnap délelőtt ugyanezen az erkélyen. Bőven lesz anya­
gunk a kutatásra és a gondolkodásra. És csak azután fogunk 
gondolkozni, hogyan oldjuk meg azt a csomót, — amelyet 
magunk kötöttünk — lehetőleg egyszerű módon, hogy legalább 
valamelyes előzetes képünk legyen a geometriáról. Majd ha 
ennyire jutottunk, igyekezni fogunk azt a tudást elsajátítani, 
amellyel kínzó kérdéseinkre válaszolni tudunk. 

MÁSODIK FEJEZET. 

A. miletosi Tiiales távolságmérője. 

Másnap délelőttre különös változás mutatkozott társasá­
gunk minden tagjának gondolkodásában. A diák rég elfeledte 
tegnapi geometriai propaganda-beszédét s vitorláscsónak­
kirándulásra készült. De nem úgy a festő ós a vendéglős. 
A festő hamarosan célozgatni kezdett beszélgetésünkre, de 
csak egy allegorikus mesével mert előhozakodni. A vendég­
lősön viszont meglátszott, hogy nem tudta a beszélgetés le­
sújtó hatását olyan könnyen venni, mint a festő, égett a 
vágytól, hogy minél előbb kiszedhessen újból valamit a diák­
ból. Egészen zavarban volt, már nem tudta, mit kérdezzen, 
nem tudta, mire legyen inkább kíváncsi: a mindenütt jelen­
lévőnek látszó tudomány gyakorlati következményeire vagy 
a tegnap hallott rengeteg, érthetetlen szakkifejezés magya­
rázatára, így tehát, amint a diák reggel előkerült, azonnal 
odaült az asztalához, hogy egyik-másik szakkifejezés jelen­
tését megmagyaráztassa magának. 

Nem fogjuk a beszélgetést szószerint feljegyezni, csak a 
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lényegét. Geometria a ge és metrón görög szavak összetétele, 
ge földet, metrón mérést jelent. Geometria tehát a földmérés 
tudományának látszik; pedig még hazájában, Görögország­
ban sem foglalkozott a nevében foglaltakkal. Inkább azokkal 
a tudományos eszközökkel, amelyek segítségével a geodézia 
a földet mérte. Még ma is geodézia annak a tudomány­
nak a neve, amely mérésekkel és a mérési eredmények 
feldolgozásának segítségével a térképrajzoláshoz és a föld 
felszínével kapcsolatos egyéb problémához az adatokat szol­
gáltatja. 

Látjuk tehát, hogy a geometria szó értelmének alig van 
valami köze ahhoz, amivel a «geometria tudománya* fog­
lalkozik. 

Lássuk most, mi történt ezután az erkélyen. Meglehetősen 
messze kint a tavon úszik egy úgynevezett világító bója. 
Nagyon jól látszott az erkélyről. Á vendéglős, aki szemláto­
mást egészen betege lett a geometriának, egyszerre csak 
kijelenti, hogy nem lehet nehéz a bójának a tőlük mórt távol­
ságát geometriai eszközökkel meghatározni. Ugyanazt a 
műveletet kellene csak alkalmazni, amely a hegyek magassá­
gának meghatározására szolgál. 

Sőt könnyebb — feleli a diák. — Tekintve, hogy a víz 
felszíne vízszintes síknak tekinthető, sok nehézségtől meg­
szabadulunk. Csak azt az egy adatot kellene tudnunk, — 
folytatja — milyen magasan van az erkély a víz színe fölött. — 
Megmondhatom — feleli a vendéglős, a házból írásokat hoz 
ki ós megállapítja belőlük, hogy az erkély magassága a tó 
színe fölött pontosan 87 méter és 49 centiméter. Azért tudja 
ezt ilyen pontosan, mert a közelmúltban kutat ásatott és a 
költségvetések éppen ezen az adaton alapultak, hisz a költ­
ségek a kút mélységével növekednek. 

A következő órák bámulattal töltötték el a diák tanít­
ványait. Ugyanaz a tudományos izgalom fűtötte őket, 
mint egykor Miletos lakóit a Kr. e. hetedik században, 
amikor a hét görög bölcs egyike egy magaslaton a kikötő 
közelében a később róla elnevezett távolságmérőt elŐBzőr 
felállította. 

Most lássuk azt a műszert, amelyet a festő és a diák 
«Thales után szabadon* összeállított. Azonnal egész sorozatát 
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fogjuk megismerni a különféle alapvető geometriai felada­
toknak. 

Látjuk, hogy a két művészünk egy fényképezőgép állvá­
nyát használta fel és arra erősítette a szerkezetet. Vágjunk 
kissé elébe a dolgoknak és említsük meg, hogy minden 
műszert vagy tárgyat, amelynek biztosan kell állnia, három 
ponton szabad csak megtámasztanunk. Három pont, ha nem 
esik véletlenül egy egyenesbe, már teljesen meghatároz egy 
síkot, s ezzel egy merev tárgy helyzete is rögzítve lehet. 
Ezért szokás azt mondani, hogy elméletileg is a legbiztosabb 
ülőalkalmatosság a háromlábú varga-szék, mert nem inoghat 
és csak ritkán borul fel. Ha negyedik támaszpontot is alkal­
mazunk, akkor ez is beleeshet az első három által meghatáro­
zott síkba, de nem kell beleesnie. Mindenki tapasztalatból 
tudja, mennyi bosszúságot okozhat az ingó négylábú asztal, 
szék vagy szekrény és hogy az egyik láb alá helyezett papír­
darabkákkal, faforgáccsal kell és lehet a négy láb végét egy 
síkba hozni. 

Lelkiismeretes matematikusok megnyugtatására megem­
lítjük, hogy most még nem tudománnyal foglalkozunk. 
Nem, a szabadban, a vendéglő erkélyén beszélgetünk, az 
eseményeket szemléljük és mindennapi nyelven beszélünk 
róluk. Nem sokat törődünk azzal, hogy mit is jelent az a 
pont, egyenes, sík, szög, mert feltételezzük, hogy mindenki 
csak fog valami nagyjából megfelelőt gondolni, ha ezeket a 
szavakat hallja. Nem fontos, ha számára a pontot egy 
nagyon finom tűszúrás jelenti, az egyenes egy ceruzavonal a 
papíron vagy egy kifeszített cérnaszál, a sík például a padló 
vagy a víz felszíne, a szöget meg csak egy olló két szára meg 
a forgáspontja jelképezi számára. De még minden szándéko­
san nagyon bizonytalan, pontatlan. Nem akarjuk mostani 
tudásunkat pontos meghatározásokkal terhelni, további 
tanulmányaink során e kifejezéseknek és még sok más 
kifejezésnek a helyes értelmét szervesen fogjuk megismerni. 

De térjünk vissza végre távolságmérőnkhöz, hiszen csak 
annyit mondtunk eddig róla, hogy egy fényképezőgép 
állványára szereltük fel. Lássuk inkább most készen, 
rajzban. 

Colerus : Pont. 2 
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2. ábra. 

Szerkezetünk lényege két rúd. Egyik mereven kapcsoló­
dik az alaphoz és mindenkor vízszintesen fekszik, ez a mérő-
rúd ; ezt a vízszintességet a végén lógó függó'ón és egy derék­
szögű fa-rajzháromszög segítségével mindenkor ellenőrizhet­
jük. A másik rúd, az irányrúd mozgatható —• egy tengely 
körül foroghat — és a lőfegyver irányzóberendezéséhez 
hasonló szerkezetet visel. N a nézőke, G a célgömb. Helyette, 
pontosabb kivitelnél, fonálkeresztes távcsövet is alkalmaz­
hatnánk, úgy ahogy a vadászfegyvereken szokásos. De még 
egy igen fontos alkotórész van hátra : az összekötőrúd vagy 
röviden a kapocs. A kapocs két végén egy-egy hüvely van,. 
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a felső a mérőrudat fogja körül csűsztathatőn, a másik az 
irányrudat. A felső hüvely biztosítja, hogy a kapocs minden­
kor merőlegesen álljon a méró'rúdra; így, ha mérni akarunk 
a szerkezettel, nincs egyéb teendőnk, mint az irányrúddal 
gondosan megcélozni a mérendő tárgyat, ebben az esetben 
a bóját. A kapocs miatt az irányrúd nem mozoghat szabadon. 
Tehát az az eljárás, hogy mindaddig mozgatom a kapocs-
rudat oda-vissza, amíg az irányrúd pontosan a célra, ebben 
az esetben a bójára mutat. Ezután már nincs más teendőnk, 
mint a mérőrúdon leolvasnunk, hogy a kapocs hüvelyének 
közepét mutató jel milyen beosztásnál áll. Tegyük fel, hogy 
a leolvasás eredménye 12-4. Ha ezt a 12-4-et a felállítási hely 
tószintfeletti 37*49 méter magasságával megszorzom, akkor 
megkapom a bója távolságát. Ez a távolság tehát 

12-4 X 37-49=464-876 méter, 
vagyis körülbelül 465 méter. 

Barátunk ellenőrizte a számítás eredményét a térképen 
és kiderült, hogy a számított eredmény megfelel a valóság­
nak. A távolságmérő tehát alighanem helyes elven alapul. 
De ne csak utaljunk erre az elvre, hanem vizsgáljuk is meg 
alaposan. 

Lássuk először egy vázlaton az egész helyzetet. 

3. ábra. 

A geometria nyelvén szólva, két hasonló háromszög 
keletkezett. A nagyobbik háromszög részei a műszer helyé­
nek M magassága a tó színe felett, az «irányvonalnak» a 

2* 
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mérőrúd forgáspontja és a bója közötti része és végül a bója 
T távolsága. A kisebbik háromszög a kapocsból, továbbá az 
irányrúdnak és a méró'rúdnak a forgáspont és a kapocs 
közötti részéből áll. Egy pillantásra észrevehetjük, hogy a 
kis háromszög a nagynak mintegy kicsinyített mása, modellje. 
Két vagy több idom alakjának egyenlőségét, ha a méreteik 
különbözők, a geometria hasonlóságnak nevezi. így a nagy 
háromszög és a kicsi hasonló egymáshoz. Ha azonban két 
idom hasonló egymáshoz, akkor megfelelő részeinek viszonya 
is feltétlenül egyenlő. így ha egy kis emberalakot mintázok 
és az ember magassága a fejmagasság hétszerese, akkor a 
modell magassága is feltétlenül a fejmagasságának hétszerese 
lesz. Különben a modell nem hasonlítana az eredetihez, azaz 
nem volna hozzá hasonló. Meg is fordíthatjuk ezt az össze­
függést : akkor hasonló két idom, ha minden megfelelő 
alkotórésze arányosan kisebb vagy nagyobb. Levonhatjuk 
továbbá azt a következtetést is, hogy hasonló idomok alkotó­
részeinek nagyságviszonya teljesen független az alkotórészek 
valódi nagyságától. Ezt a tételt a perspektíva vagy a helyes 
látás törvényének is nevezhetjük. Ha egy mozdony kéménye 
a mozdony magasságának tizedrésze, akkor a kéménynek 
látszó magassága húsz méterről éppenúgy tizede lesz a moz­
dony látszó magasságának, mint két kilométerről, habár a 
mozdony ilyen távolságról már egészen aprónak látszik. 

De erre még lesz alkalmunk visszatérni. Egyelőre álla­
pítsuk meg, hogy két háromszögünk hasonló, tehát a nagy 
háromszög alkotórészeinek a viszonya ugyanaz, mint a kis 
háromszög alkatrészeié. De ha ez igaz, akkor az M magasság 
úgy aránylik a T távolsághoz, mint a kapocs a mérőrúd 
forgástengely és kapocs között levő részéhez. 

Most olyan mesterfogást alkalmazunk, amellyel még 
gyakran fogunk találkozni. A kapoes hosszát egységnek 
tekintjük és ezt használjuk a mérőrúd beosztására. Miért 
tekintjük egységnek? Igaz. centiméterben is mérhetnők, s 
akkor a mérőrúdra is centiméterbeosztás kerülne, tekint­
hetném valamilyen tetszésszerint választott hosszegység 
háromszorosának is, vagy 245-3-szeresének, de, mint azonnal 
kiderül, egységnek venni a legkényelmesebb. 

A mérőrúdról tehát most közvetlenül leolvashatjuk, hogy 
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a kapocsig terjedő része hányszorosa a kapocs hosszának, 
azaz a kapocs hosszát hányszor lehet a rnerőrúdra rámérni. 
Lássuk most a nagy háromszög megfelelő alkotórészeit. 
A mérőrúdnak megfelel a távolság, a kapocsnak a magasság. 
A hasonlóság következtében tehát a távolság, (T) - ugyan­
annyiszorosa a magasságnak, mint a méró'rúd «érvényes» 
része a kapocsnak. Mivel azt, hogy a méró'rúd «érvényes» 
része hányszorosa a kapocsnak, közvetlenül le tudtuk ol­
vasni (12-4), a magasságot (37*49 méter) CBak meg kellett 
szoroznunk ezzel a számmal, hogy a távolságot megkapjuk. 
(12-4 X 37-49=464-876.) 

De arán3ílat alakjában is felírhatjuk állításainkat: 
m(éró'rúd) : fe(apocs) = T(ávolság): M(agasság) 

A kapocs hosszát egységnek vettük, ebben az egységben 
mérve a méró'rúd 12-4 hosszúnak adódott, a magasság pedig 
87-49, tehát 

12-4 :1 = T : 37-49. 

Az ismeretlen T beltagja az aránylatnak, nagyságát meg­
kapjuk, ha a kültagok szorzatát elosztjuk az ismert bel­
taggal. Az eredmény ugyanaz, mint előbb, természetesen, 
de itt is kiderül, hogy mennyire megkönnyítette a számolást, 
tehát milyen előnyös volt a kapocs hosszát a távolságmérőn 
egységnek tekinteni. 

HARMADIK FEJEZET. 

Előzetes megjegyzések a háromszögekről és a 
párhuzamosakról. 

A távolságmérővel kapcsolatban érdekes volna megemlé­
kezni a mérési hibákról és arról is, milyen módon lehet 
hatásukat a lehetőséghez képest csökkenteni. Nem volna 
érdektelen Gauss hibaelmélete sem, de mindez már messze 
túl van tárgykörünk határain. Hagyjuk tehát, hisz a távolság­
mérő tárgyalása során sokkal fontosabb, alapvető geometriai 
probléma bukkant fel. A matematika oldaláról megyünk neki 
a kérdésnek. Felírtunk a távolságmérőn keletkezett két három-
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szög alapján egy aránylatot. Szerencsére egyik tagját meg 
kellett határoznunk és így eleve biztosak lehettünk, hogy a 
kiszámított taggal kiegészített aránylat helyes lesz. Csupán 
az a kérdés, igaz volt-e az a feltevésünk, hogy az m : &=T : M 
aránylat helyes? Hogyne, hisz a két háromszög hasonló! 
De néhány mondattal korábban kijelentettük : a háromszögek 
szemlátomást hasonlók és éppen arról vettük észre a hasonló­
ságot, hogy az oldalak arányosak! Nem, ilyen okoskodással 
semmire sem megyünk! A hasonlóságot más kritérium alap­
ján kell megállapítanunk. Ha az oldalak arányosak, akkor 
a háromszögek bizonyosan hasonlók, de ne akarjuk akkor 
a feltételeket tanulságként levonni! Segítségül hívhatnánk 
perspektíva-törvényeket is, a háromszögeket párhuzamos 
síkokkal metszett gúla síkmetszeteinek tekinthetnők, de 
ilyenre még nem vállalkozhatunk és ilyen bonyolult krité­
riumnak most nem volna sok értelme. Egyszerűbb az az állí­
tás, hogy két háromszög akkor hasonló, ha megfelelő' szögeik 
egyenlők. (Lényegében ez is visszavezethető az előbbi — 
gúlával kapcsolatos — állításunkra.) 

Kutatóútunk mindinkább izgalmassá válik. S megjósolom 
előre a szomorú eredményt: a legközelebbi percekben meg 
mélyebbre süllyedünk az ingoványban. De így helyes, mert 
annál nagyobb örömet fog szerezni, ha az elmúlt évezredek 
geometria tudósainak vezetésével végül megérkeztünk az igaz, 
helyes geometria virányaira. Félig elfelejtett iskolai tanul­
mányainkat felhasználva, nyugodtan kapaszkodjunk, bár­
mennyire veszélyesnek látszik is a mocsár. Először rajzoljuk 
fel ismét távolságmérőnk vázát, de most már csak puszta 
geometriai vonalakkal. 
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A nagy háromszög szögei R, a és ft.1 Az B betűvel jelölt 
szög bizonyosan derékszög, hisz magasságon mindig függőleges 
magasságot értünk. A derékszögnek a kis háromszögben 
ismét derékszög felel meg, a méró'rúd és a kapocs bezárta 
szög. Emlékezzünk vissza, mikor a távolságmérőt építettük, 
éppen erre kellett ügyelnünk. A függőónt azért alkalmaztuk, 
hogy ügyelhessünk arra, hogy a méró'rúd és a mérendő T tá­
volság párhuzamosak legyenek. Az irányrúdnak megfelelő 
vonal metszi ezt a két párhuzamost és ezzel úgynevezett 
váltószögek keletkeznek, amelyek egyenlők egymással. Most 
még higyjük el, lesz alkalmunk igazolásával találkozni. 

így már meghatároztuk háromszögeink két-két szögét; 
harmadik szögük szükségképpen egyenlő, hisz a háromszög 
szögeinek összege — emlékezzünk iskolai tanulmányainkra — 
180°, tehát a harmadik szögre egyik háromszögben ugyan­
annyi marad, mint a másikban. így — bár nehézkesen — 
bebizonyítottuk, hogy a két háromszög megfelelő szögei 

5. ábra-
egyenlők. De ha a két háromszög megfelelő szögeinek egyenlő­
ségéből következtethetünk hasonlóságukra, akkor joggal 
írhatjuk fel az oldalakra alkalmazott, a hasonlóságból követ­
kező arányosságokat. A szögek egyenlősége alapján kimond­
ható hasonlóság valóban igen fontos tótele a geometriának, 
szőg-szög-szög tételnek is nevezhetjük, röviden SSS tételnek. 

1 B a derékszög szokásos jele, a latin reotus angulus kifejezés 
kezdőbetűje. 
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De hova lett az «ingovány», amellyel előbb fenyegetőztünk? 
Türelem, azonnal kiderül, hogy nem szabadultunk meg tőle. 

Ha megint végiggondoljuk eljárásunkat, akkor rájövünk, 
hogy tóteleket alkalmaztunk és egyik tétel szükségszerűen 
következett a másikból. S az egész gondolatmenet két tételen 
alapul. Az egyik párhuzamos egyenesek sajátságait taglalja, 
a másik szerint a háromszög belső szögeinek összege 180°. 
Lássuk először a másodikat. Az iskolában ezt a tételt a követ­
kezőképpen bizonyították be. Húzzunk valamely háromszög 
egyik csúcsán keresztül a szembenfekvő oldallal párhuza­
most. Ezzel a párhuzamosokat metsző egyenesekre vonatkozó 
tétel alapján a háromszögnek mintegy valamennyi szögét 
összegyűjtöttük az egyik csúcspont köré. Azaz a fentemlített 
csúcs körül találhatok olyan szögeket, amelyek a háromszög 
szögeivel azonosak. Az már azután nem szorul bizonyításra, 
hogy a szögek összege 180°, mert a 180° nagyságú szögnek 
éppen azt a szöget nevezzük, amelynek két szára egyetlen 
egyenesnek két része. 

6. ábra. 

Röviden, az « szög helyén marad, a két, /?-val jelölt, szög 
váltószög, tehát egyenlő, a két, ?--val jelölt, szög úgyszintén. 
A fentebb mondottak szerint tehát összegük 180°. 

Másképpen is bizonyíthatjuk, hogy a háromszög belső 
szögeinek az összege 180°. Igaz, ez a bizonyítás egy határ­
esetre vonatkozik, így nem tekinthetjük egyszerűen általános 
érvényűnek. De lássuk legalább ezt a határesetet. Senki sem 
vonja kétségbe, hogy egy téglalap belső szögeinek az összege 
860°. Ez már a téglalap meghatározásából következik, mert 
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azt a négyszöget nevezzük téglalapnak, amelynek mind a 
négy szöge derékszög, azaz 90 fok. Ha téglalapunkat átló­
val ketté vágjuk, két háromszöget kapunk és ez a két három­
szög egybevágó. Egybevágó, vagyis nem csak hasonló, 
hanem még egyforma méretű is. Vagyis nemcsak az alakja, 
hanem a nagysága is egyforma. Egybevágó idomokat kellő­
képpen eltolva, esetleg átfordítva mindenkor egymásra 
helyezhetünk. Ebből az is következik, hogy megfelelő alkotó­
részeik egyenlők, hisz ha a szögek vagy az oldalak közül 
valamelyik nem volna a másik háromszög megfelelő oldalá­
val egyenlő, akkor a két háromszöget nem lehetne egymásra 
fektetni. 

7. ábra. 

így tehát a két háromszög szögeinek az összege is szükség­
képpen egyenlő. De ha a szögek összege egyenlő és a két 
ősszeg együtt 860°, akkor bizonyos, hogy egyre-egyre csak 
180" juthat. De bárhogyan csűröm-csavarom is a bizonyí­
tást, mind az előbbit, mind ezt az utóbbit, valamilyen módon 
feltótlenül párhuzamosakra vonatkozó tételre bukkanok. Ha 
a két háromszög egybevágóságát be akarom bizonyítani, 
akkor például arra kell hivatkoznom, hogy párhuzamosak 
közt párhuzamosak egyenlők. (Bz a tétel téglalap esetén 
szemmel látható.) Tehát az a-val jelölt oldalak egyenlők, 
úgyszintén a £>-vel jelöltek, a két háromszög c-vel jelölt 
oldala pedig közös. Ha két háromszög megfelelő oldalai 
egyenlők, akkor a két háromszög egybevágó. (Mint látni fog­
juk, ez a tétel ama feltételek egyik legfontosabbika, amelyek 
alapján háromszögek egybevágóságát felismerhetjük; oldal-
oldal-oldal tételnek, vagy röviden OOO tételnek is nevez-
hetnők.) Ha nem akarom a párhuzamosokra vonatkozó fen-
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tebbi tételt használni, akkor a szögeket kell szemügyre ven­
nem. Az egyenlő derékszögeken kívül fel kell fedeznem, 
hogy váltószögeket találhatok, de ezzel ismét a párhuzamo­
sokra vonatkozó egyik tételt alkalmaztam. Nem tudom tehát 
a párhuzamos egyenesek tulajdonságait mellőzni. Ezért 
mondják, hogy ha feltételezzük, hogy valamennyi derékszög 
egyenlő, akkor a párhuzamosakra vonatkozó tétel és az az 
állítás, hogy a háromszög belső szögeinek összege 180°, 
egymással egyenlő értékű, ekvivalens. Egyenlő értékűek-
nek, ekvivalenseknek olyan látszólag egymástól különböző 
dolgokat nevezünk, amelyek következményeikben egymást 
teljesen helyettesíthetik. De az egyenlőértékűség jelentésére 
a tapasztalat fog minket legjobban megtanítani. 

Fáradozásunknak egy eredménye bizonyosan volt: be­
láttuk, hogy valamilyen úton-módon mindenkor a párhuza­
mosakra vonatkozó tételre bukkanunk. (Ezt a tételt egyéb­
ként «Euklides postulátuma» néven is említik.) A tétel 
maga, eredeti formájában, körülbelül így hangzanék: «Vala-
mely egyenessel, egy kívüle fekvő ponton keresztül, minden­
kor húzható párhuzamos egyenes, de mindenkor esak egy. 
Párhuzamosak azok az egyenesek, amelyek nem metszik 
egymást, bármennyire meghosszabbítjuk is őket.» 

Ez a tétel teljesen világosnak és magától értetődőnek 
látszik, de bármennyire természetes is, hogy például egy sín­
párt kifektethetünk egy síkban, ameddig csak akarjuk, anél­
kül, hogy a sínszálak egymást messék vagy esak közeledje­
nek is egymáshoz, mégsem sikerült ezt a tételt tökéletesen 
bebizonyítani vagy akár más tételekkel való szükségszerű 
összefüggését kimutatni. 

Az idők folyamán ez a tétel szinte matematikai botránnyá 
dagadt. Ismételten azt hitték, hogy végre sikerült megfogni, 
de mindannyiszor kiderült, hogy nem hibátlan a bizonyítás. 
Míg végre a XIX. század elején egyszerre több lángeszű 
ember rámutatott, hogy az euklidesi posztulátum nem bizo­
nyítható, sőt nem is általános érvényű. 

De túlzottan elébevágnánk tanulmányainknak, ha már 
most foglalkoznánk az úgynevezett nem-euklidesi geometriák­
kal. Mostani fejtegetéseinknek csupán az volt a céljuk, hogy 
a nehézségek egyik oldalát megmutassák. 
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Nagy mértékben zavar minket az is, hogy geometriai 
fogalmaink tisztázatlanok. Nyugodtan mondhatnók, hogy 
eddig kapkodtunk, azt hoztuk fel, hogy állításunk néha 
szemmel látható, másszor bizonyítgattunk s nem tudjuk, 
mi is az a bizonyítás ? Vájjon csak azt szabad elhinnünk, 
aminek a bizonyítása logikai úton sikerült, vagy hitelt adha­
tunk annak, amit látunk ? Mi is az a geometria? hogyan van 
jogunk geometriai tóteleknek általános érvényt tulajdoní­
tani? A geometriai igazságok tapasztalati tények vagy emberi 
kitalálások? a geometriai érzék talán velünk született? 

Alighanem rosszul fogtunk a dologhoz, különben nem 
okozott volna olyan egyszerű szerkezet, mint Thales távolság­
mérője, ilyen bonyodalmakat. S teljes lesz zavarunk, ha 
elgondoljuk, hogy még ennél az igen pontatlan műszernél is 
elvi hibát követtünk el. Megfeledkeztünk ugyanis arról, 
hogy a Föld gömbalakú és így azok a tételek, amelyeket 
alkalmaztunk, nem helytállók. Igaz, ezeket a hibákat számí­
tással ki lehet küszöbölni, de semmi esetre sem egyszerűen 
és a helyes számoláshoz szükséges tudásnak egyáltalán nem 
vagyunk még birtokában. De azt sem szabad elfelejtenünk, 
hogy a tó felszínét, a hullámoktól eltekintve, bízvást tekint­
hetjük síknak, mert nagy a Föld és kis távolságokon nem 
észlelhetnők a sík és gömb eltérését. Egyelőre nyugodjunk 
meg ennyiben, lássuk inkább, eddigi tapasztalatainkon 
okulva, hogy mi a geometria célja, feladata és mik az esz­
közei, hogy azután alapelemeiből kiindulva felépíthessük 
egész tudásunkat. 

NEGYEDIK FEJEZET. 

Helyzetgeometria. Mértékgeometria. Tér. 
Kiterjedés. 

Bizonyára már eleinte is feltűnt, hogy két, egymástól 
alapjukban véve is különböző eljárásmódot használunk 
problémáink tárgyalására. Egyszer teljesen figyelmen kívül 
hagytuk geometriai idomaink méretet, csak alakjuk érdekelt 
és egymáshoz viszonyított helyzetük. Azután egyszerre 
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megint érdekeltek, az alakkal összefüggésben, bizonyos 
idomok méretei, például a szögek nagysága. Vagy a három­
szögek oldalai hosszának viszonya. Egységnyi távolságokat 
jelöltünk ki, ilyen volt a kapocs hossza, vagy a méter, s úgy 
fogalmaztuk meg a kérdést, hogy más távolságok hányszor 
tartalmazzák ezt az egységet, hány ilyen egységből lehet a 
másik távolságot összeállítani. Ezt a műveletet mérésnek 
neveztük. S mérés közben a geometriát ós az aritmetikát 
egymáshoz fűztük, s nem törődve semmivel, különféle számí­
tási eljárásokat, például aránylatokat, alkalmaztunk távolsá­
gokra, tehát geometriai fogalmakra. Eszünkbe sem jutott 
ilyesmi például a párhuzamosság tárgyalásakor. Ott csupán 
a helyzetről volt szó, s legfeljebb még egyenlőséget vagy 
különbözőséget állapítottunk meg (például a váltószögek 
egyenlőségét). Nem mértünk semmit. Ugyanis nem tekint­
hetjük mérésnek azt az állításunkat, hogy az egyenes szög 
180°, mert az egyenes szöget nagyon jól felismerni tudom 
akkor is és kitűnően meghatározhatom, ha mitsem tudok 
arról, hogy szöget fokkal szokás mérni. 

Sejtjük immár, hogy a geometria kétféle feladatcsoporttal 
foglalkozik : az idomok kölcsönös helyzetének megállapításá­
val és vizsgálatával, továbbá az idomok méreteinek meg­
határozásával. 

Ehhez a beosztáshoz szigorúan ragaszkodni akarunk. 
Valóban van úgynevezett «helyzetgeometria» és ((mérték-
geometria)). E két feladatkör összekeverése, majd pedig az 
egyiknek a másik rovására történt fejlesztése sok bajt oko­
zott a geometria története során. S csak Leibniz (1646—1716) 
fejtette ki egyik — kortársaitól alig értett — kis munkájá­
ban 1 teljesen világosan a helyzetgeometria elvét. Több 
mint 100 évbe telt, míg elgondolását valóban követni sike­
rült. De Monge, Poncelet, Grassmann és még sok más tudós 
kellett ahhoz, hogy a geometriának ez az ága fejlődésnek 
induljon. S az ő munkásságukon épült a modern geometria 
büszke épülete. 

De itt is el kell halasztanunk a közelebbi és pontos kuta­
tásokat. Mert egyelőre — más szempontból — nyakig benne 

1 Zur Analysis der Lage (Math. V., 178. köv. 1.) 
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vagyunk az iszapban. Eddig ugyanis szándékosan csak olyan 
homályos és közkeletű kifejezéseket használtunk, mint 
«geometriai dolog», ((geometriai idom» és először itt kell 
valamelyes rendet teremtenünk, hogy tovább juthassunk. 
Mi még bizonyos fokig kedvező helyzetben vagyunk, mert 
csak bevezetést adunk és nem az exakt tudománnyal foglal­
kozunk, így könnyen túltehetjük magunkat a minden oldal­
ról ránk rohanó problémákon, nem kell a finom rendszere­
zésre, szisztematikára ügyelnünk, hanem akárhol hozzáfog­
hatunk. Hogy milyen úton, milyen eszközökkel mászunk ki 
a mocsárból, egyremegy. Hisz ha már túlságosan terhünkre 
van a rendszertelenség és a geometriai pongyolaság, segítségül 
hívhatjuk tudományunk legnagyobb mestereit. 

Nyugodtan beszélhetünk tehát geometriai idomainkról. 
De óvást jelentünk be. Továbbra sem fogunk szigorú meg­
határozásokat alkalmazni, sokkal előnyösebb számunkra, ha 
a dolgokat, amelyekről később még úgyis állandóan szó lesz, 
nyugodtan, minden oldalról szemügyre vesszük. 

Ehhez azonban egy előzetes kérdést kell tisztáznunk. 
Mi az oka, hogy a világot a geometria át- és átszövi? Ennek 
bizonyára mélyebb oka van. S meg is adhatjuk ezt az okot. 
A geometria ugyanis a térrel foglalkozó tudomány. S min­
den, amit ismerünk a térben van, vagy helyesebben minden­
ben, amit csak elképzelünk, benne van a tér. Az már a filo­
zófiára tartozik, hogy mi is tulajdonképpen a helyzet a térrel, 
vájjon a tér csupán szemléletünk következménye-e és mi a 
dolgokat csak a térbe helyezve tudjuk elképzelni, vagypedig 
a tér és a térbeliség (kiterjedés) a természetnek és a dolgok­
nak alapvető tulajdonsága s mi csupán tapasztalat útján 
ismertük meg. Eégi vitakérdése ez az elmúlt évezredek filo­
zófiájának, a régi indusok óta mind a mai napig sokan, 
köztük Haton és Aristoteles, Descartes és Kant, Poincaré és 
Carnap foglalkoztak vele. Minket ez az ismeretelméleti kér 
dós nem foglalkoztat, ha még oly érdekes i s ; megnyug­
szunk abban, hogy tér van. 

Tehát mi az a tér? Nagyon durva szemléltetés, ha azt 
mondjuk : «a kiterjedt)). Nem baj, adjunk neki nevet, jelöljük 
zentúl egyszerűen E-rel. Ezentúl tehát röviden: «nagy B» 

a teret jelöli. Feleslegesnek látszik ez a jelölés, de tudjuk, 
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hogy a matematika, Leibniz szavai szerint, «igaz kabbala*. 
S a benne használt szimbólumok, rövidítések nem kis mérték­
ben segítették elő a matematika diadalútját, jelentőségük 
nem csak a rövidítés, hanem mintegy önálló életre kelve, 
önműködő gondolkodó és számológép alkotórészei lesznek. 
Terünk, az B, ilyenformán a geometria «műkődési köre». 
Minden, ami látható, minden test, minden anyag a térben 
van, s részese a tér tulajdonságainak. S azért van olyan nagy 
szerepe a geometriának az anyagi világban, mert az anyagi 
világ térbeli világ is. 

Most, minthogy már mindezt tudjuk, még egy mindennapi 
elképzeléstől kell szabadulnunk, hogy teljesen szabad kezet 
nyerjünk tudományos vizsgálódásainkban. A mindennapi élet 
a teret szobának, tornateremnek, konyhának vagy valami 
hasonlónak képzeli. Térölelő léptekkel jár az ember, egy nép 
életterében városok, folyók, hegyek vannak. Böviden: meg­
szoktuk, hogy a tér olyan kiterjedt valamit jelent, amelyben 
jobbra-balra, előre-hátra, felfelé és lehetőleg lefelé is szabadon 
mozoghatunk. «Életterünknek» több szabadsági foka van. 
De nagyon jól elképzelhetünk olyan élőlényeket is, amelyek 
teljesen laposak ós egy vastagságnélküli felületen élnek. 
Ezek a lények kevesebb szabadsági fokkal rendelkeznek, 
mint mi. Csak jobbra-balra ós előre-hátra mozoghatnak. 
És ezek a lények, amelyeknek soha sem lenne meg a lehető­
ségük, hogy felfelé vagy lefelé mozoghassanak, térnek — az 
előbbiek mintájára — egy háromszöget, négyszöget vagy kört 
neveznének. Eresszük még jobban szabadjára képzeletünket. 
Tegyük fel, hogy vannak még szerencsétlenebb lények, 
amelyek egy vonalon, mint vonaldarabok tengetik életüket 
és csak oda-vissza mozoghatnak. Ezek szegények a vonal­
darabot tekintenék térnek. 

Most megállapodunk valamiben. Kiterjesztjük az B, tér, 
fogalom értelmét. És a szabadsági fokok számát inxdeként 
jobbra lent odaírjuk az B mellé. így az B0 mozgási lehetőség 
nélküli teret jelent, B2 olyan teret, amelyben két jellegzetes 
mozgási irány lehetséges, Bn pedig egy olyant, melyben a 
szabadsági fokok száma n, ós az n tetszésszerinti egész számot 
jelenthet. 

Szokás a tér szabadsági fokainak számát a dimenziók 
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számának vagy egyszerűen a tér dimenzióinak is nevezni. 
így beszélhetünk «nulldimenziós», egy-, két-, három-, négy-, 
öt-, vagy általában ?i-dimenziós térről. Természetesen egye­
lőre teljesen figyelmen kívül hagyjuk, hogy ilyen terek 
vannak-e. Ezekkel a kérdésekkel, amelyeket végső célunkul 
tűztünk ki, könyvünk végén fogunk alaposan foglalkozni. 
Most sokkal fontosabb, hogy összefüggést találjunk dimen­
zióink és geometriai idomaink közt. Tehát fogjunk hozzá, 
alulról felfelé haladva, s kezdjük a legkevesebb szabadsági 
fokkal. Milyen is az az J?0, amelyben egyáltalán nem lehet­
séges mozgás? Ez, azt hisszük, csak az lehet, amit köznyelven 
pontnak mondanánk. Pont az elképzelhető legkisebb térelem. 
Nem fér el benne egyéb, mint egy másik pont. Mivel pedig 
ez utóbbi pont teljesen kitölti, mozgása és ezzel szabadsági 
foka nem lehet. A pont tehát valóban a B0. Engedjük meg, 
hogy a második pont az elsőből kivándoroljon, akkor vonalon 
fog mozogni, illetve mozgása során nyomként vonalat hagy 
maga után. Tegyük fel továbbá, hogy a világból nem létezik 
más, mint ez a vonal, a pont még akkor is vissza tud vándo­
rolni a helyére. így tehát egy szabadsági foka van, vándorol­
hat, ha csak a vonal mentén is, tehát egy dimenzióban. 
Előre és hátra : pozitív és negatív irányt jelent; természete­
sen nem jelent többlet-dimenziót, épp olyan kevéssé, mint 
ahogy egy sínpár, amelyen egy mozdony előre és hátra 
mehet, nem jelent több sínpárt. Menjünk tovább ; megálla­
pítottuk, hogy az Bv az egyméretű tér, a vonal. Pontunk 
most hirtelen elhagyhatja a vonalat ós jobbra-balra kiléphet 
belőle. Kötöttsége csak annyi már, hogy egy felületet nem 
hagyhat el, tehát egy olyan képződményt, amelyet az egész 
vonal mozgatásával nyerhetünk. Most újabb szabadságfokot 
nyertünk — és bizonyos körülmények közt most lehetséges 
volna, hogy egészen zárt felületrészek, idomok mozoghassa­
nak. Ezzel tehát az i?2-be jutottunk, a kétméretű térbe. 
De pontunknak további igényei is vannak. Nem akar mindig 
a földhöz tapadva élni, kedve kerekedik porszemhez hasonlón 
a levegőbe emelkedni, E2-jét, felületét, elhagyni és ezzel 
harmadik szabadsági fok birtokába jutni. Megválik tehát a 
felülettől és fel vagy le, merőlegesen vagy ferdén elhagyja. 
Ezzel kilép az Bs-ba,, a három szabadságfokú térbe, a három-
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méretű térbe, abba, amelyet gyermekkorunk óta megszok­
tunk, s amelyet röviden térnek szoktunk nevezni, ügy is 
nyerhetjük ezt a teret, hogy valamely felület olyan irányba 
mozdul el, amely eltérő a benne foglalt szabadsági fokokkal 
adott mozgási lehetőségektől. 

Mi a helyzet a többi szabadsági fokkal? amelyek az Bx, 
B5-, B6- s végül az íün-hez vezetnének? Egyelőre erre a kér­
désre nem felelünk, nagyon messzire vezetne, képzelőtehet-
ségünk és tudásunk még ilyen bonyolult dolgok megértésére 
nem képesít. Földi tapasztalat még úgysem tette soha szük­
ségessé, hogy 3-nál több dimenzióval törődjünk. Lássuk 
inkább közben az eddig tárgyalt B0, Bu B2, jR, másik tulaj­
donságát, azt, amelyet nagyon durván és hozzávetőlegesen 
«egyenesség» szóval jellemezhetnénk. 

Világos, hogy ez a tulajdonság az B0-ban, a pontban nem 
lehet meg. Egyik pont olyan, mint a másik. Az Ba-ben már 
más a helyzet. Erről kiderítettük, hogy vonal, s a benne élde­
gélő lény csak nehezen tudná megállapítani, milyen alakú 
vonalban él tulajdonképpen? De az E.,-be, a felületbe emel­
kedve már hamarosan megállapíthatjuk, hogy nem minden 
vonal egyforma. Egyik vonal «egyenes», a másik «görbe». Mi 
is az az egyenes? 

Visszaemlékezve az erkélyre és arra, hogy a diák miként 
mutatta meg a háziaknak a zergék helyét, azt mondhatnók, 
hogy a látósugár és az egyenes egy és ugyanaz. Pontjaik a 
szemből kiindulva «fedezve» sorakoznak, úgyhogy az utolsó 
a célban van. Ezzel a pont az egyenes keresztmetszetekónt is 
bemutatkozott. A pont természetesen minden vonalnak 
keresztmetszete, a vonal minden helyén. De emlékezzünk 
vissza, dereng még, hogy hallottuk : vannak különféle optikai 
csalódások is. A fénytörés néha nagyon is becsaphat. Azt 
hisszük, egyenesen nézünk végig, míg a valóságban tört, 
sőt esetleg görbe vonalon. Ha valami szigonyfélével gondosan 
megcélozzuk a víz alatt úszó halat és a szerszámot egyenesen 
nekivágjuk, akkor rendesen mellé találunk, még akkor is, 
ha a hal nyugton maradt. Mi tehát az egyenes? Évezredek 
óta próbálják ezt a fogalmat egyértelműn meghatározni. 
S a sokféle meghatározásból csak egy maradt érvényben: 
az egyenes a legrövidebb vonal két pont közt. Később még 
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meglátjuk, hogy ez a meghatározás mennyi bajt zúdít a 
nyakunkba. De az is kiderül, hogy a sok baj újabb, általá­
nosabb ismeretek forrásává lesz. De egy érzésünk minden­
képpen megmarad: az egyenes valamiképpen kiemelkedik 
az összes B1 közül ama tulajdonságával, hogy bármely két 
egyenes egymásra helyezhető és egymáson mindenkor elcsúsz­
tatható. Továbbá gyanítjuk, hogy párhuzamosságról csak 
egyenesekkel kapcsolatban beszélhetünk. 

Milyen lehet vájjon az egyenesnek megfelelő' J?2? Mi viseli 
ott magán az egyenesség bélyegét? Aligha tévedünk, ha a 
síkot ruházzuk fel ezzel a tulajdonsággal. Mindjárt megálla­
pítunk valamilyen összefüggést egyenesek és síkok közt. 
Igaz, nagyon sok olyan felület van, amelyen egyenest lehet 
húzni. így például a körkúp palástján vagy a henger felüle­
tén. Sőt, a kúp palástját egy ponton keresztülmenő egyenesek 
nyalábjának is tekinthetjük, a hengerét pedig végtelen sok 
egymás mellé sorakozó párhuzamos egyenes összeségónek. De 
egy görbe felületen nem lehet tetszésszerinti irányban egye­
nest húzni. Síkot viszont olyan módon is keletkeztethetünk, 
hogy egy egyenes egyik pontja körül forogni kezd mind­
addig, míg eredeti helyzetébe vissza nem jut. Az így kelet­
kezett síkot sugársornak is nevezik. Erről később lesz szó. 
Bizonyos csupán annyi, hogy a síkoknak, akárcsak az egye­
neseknek, megvannak a különleges tulajdonságaik. Két vagy 
több síkot mindenkor hézagmentesen egymásra fektethetünk, 
egymáson mindenkor elcsúsztathatunk ós tekintve, hogy az 
Ií2-ben két szabadsági fokkal rendelkezünk, a síkokat el is 
forgathatjuk egymáson. 

Mi felel meg az E3-ban az egyenességnek? A mi tudá­
sunkkal bizony nehezen felelhetünk e kérdésre. Mert amint 
az B1 görbültségót csak az B2-ből szemlélve észlelhettük, az 
B2-ét viszont csak az Eg-ból tekintve állapíthatjuk meg teljes 
bizonyossággal, — hisz például egy gömbfelületen számos 
síkot utánzó dolgot észlelhetnénk — az B3 egyenességének 
kétségtelen megállapítására az B4-be kellene visszavonul­
nunk. De ez egyértelmű volna a negyedik dimenzióval, a 
babona szerint a kísértetek és szellemek hazájával. Nyugod­
junk meg az az Ra, amely az egyenesség kívánalmainak 
megfelel, az euklidesi tér és egyszerű módon felismerhető. 

Coleras: Poct 3 
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Ezt a módszert a nagytudású Bernhard Eiemann írta le 
1854-ben, «Die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde-
liegen» eímű értekezésében. Ha ugyanis egyetlen háromszög 
akad a térben, amelyben pontosan 180° a szögek összege, 
akkor valamennyi háromszög ilyen. Ebben az esetben viszont 
a terünk euklidesi. Ezt âz i?3-at, egyenessége, helyesebben 
euklidesi szerkezete következtében szabadon eltolhatjuk ön­
magában, három szabadsági fokozata következtében szaba­
don forgathatjuk is, s nem következik be elgörbülés vagy 
eltorzulás. Ez az oka ama sok ember számára érthetetlen 
ténynek, hogy a tárgyakat szabadon mozgathatjuk ós for­
gathatjuk. Ha a tárgyak eltorzulnának, akkor bebizonyosod­
nék, hogy terünk nem euklidesi, hanem görbült. De ezt ilyen 
módon nem igen lehetne bebizonyítani. Hiszen minden mérő­
eszközünk is tárgy, tehát szintén torzul, nyúlik, rövidül és 
a tárgyak egymás közötti viszonya változatlan maradna. 
Nem marad egyéb hátra, mint ellenőrzésül a háromszög 
szögeinek összegét használni. De tudjuk, hogy ez a 180 fokos 
összeg nem magában álló tétel, e mögött sokkal bonyolul­
tabb helyzettörvény rejlik. Ez a párhuzamosak tétele. Tehát 
minden pontatlanság nélkül állíthatjuk, hogy egy Bs akkor 
euklidesi, ha a párhuzamosak tétele feltétlenül érvényes benne. 
Vagy megfordítva: a párhuzamosak tételének feltétlen 
érvényessége bizonyítja, hogy euklidesi i?3-ban tartózkodunk. 
Ilyen kísérlet gyakorlati megvalósítása egyáltalán nem egy­
szerű. Hangsúlyoznunk kell, hogy még senki sem mért pon­
tosan 180 fokot a háromszög szögeinek összegeként és esak 
hibaelméleti megfontolások teszik nagymértékben valószí­
nűtlenné, hogy e megfontolások alapján terünknek görbült 
részét fedezhetnők fel. Igaz, még hátra van az a lehetőség, 
hogy a méréshez használt fénysugarak nagyobb vagy igen 
nagy távolságokon már nem egyenesen, hanem görbülten 
haladnak keresztül. De ezzel kicsúszik kezünkből az ellen­
őrzés utolsó lehetősége is. Gauss, aki tudatában volt e körül­
ményeknek és következményeinek, mindenesetre pontosan 
kimérte a Hohenhagen—Brocken—Inselberg háromszöget 
(oldalai 69, 85 és 107 kilométer hosszúk) s ezzel akarta 
terünk euklidesi jellegét megvizsgálni. Es nem tapasztalt 
semmilyen gyanút keltő eltérést, habár, mint később látni 
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fogjuk, a szögek összegének 180 foktól való eltérése okvetle­
nül együtt növekszik a háromszög területével. Azonban 
senki sem vonja kétségbe, hogy a párhuzamosakra vonatkozó 
tételt nem lehet közvetlenül e célra felhasználni. Mert a tétel 
azt kívánja, hogy a párhuzamosak ne messék egymást, bár­
mennyire meghosszabbítjuk is ó'ket. így, akármekkora távol­
ságban figyelem is egymástól való távolságukat, a teljesség­
hez még mindig az egész végtelenség várna vizsgálatra. 

Tehát foglaljuk össze a tanultakat. Itt-ott hozzá fogunk 
még fűzni egyet-mást, mert eddig nem akartuk vizsgálatain­
kat túlságosan sok részlettel terhelni. 

Először egy alapvető' megjegyzés. A pont, a vonal és a 
felület, (tehát az B0, Bx és B2) nagyon légies dolog a mi í?3-hoz 
szokott fogalmaink számára. Pontot, mivel kiterjedése 
nincs, szigorúan véve egyáltalán nem láthatunk. Ezzel 
magyarázható az a diáktréfa, hogy a pont olyan szög, amely­
nek kitéptük két szárát. De a háromszög oldalai és a szög 
szárai is láthatatlanok, hiszen sem az egyenesnek, sem 
semmiféle vonalnak nincs szélessége és vastagsága. Láthatat­
lan összekötése pontoknak, szinte láthatatlan zsinór. Ugyanígy 
vagyunk a felülettel is. A felület csak valamely anyagi test, 
kocka vagy gömb határlapjakónt válik valósággá. De tiszta 
geometriai értelemben a test is csak az i?3-nak képzelt, hatá­
rozott alakú része. 

Ha tehát elmélet-kívánta szigorúsággal vizsgáljuk a dol­
gokat, a «valóságban» «nincs» egyéb, mint test. Mert a leg­
vékonyabb ceruzavonal egy mégoly vékony papírlapon sem 
más, mint festékszemcsék halmaza egy testen. 

A híres geometra, M. Pasch — aki a geometria úgyneve­
zett empirikus irányának egyik kiváló képviselője, tehát 
annak az iránynak, amely szerint minden geometriai igazság 
a tapasztalatból feltétlenül levezethető — mindeme fogalmak 
érzékeltetésére különféle szerszámokat eszelt ki. Elsősorban 
az úgynevezett «pontfogót», azaz olyan fogót, amelynek 
egymásfelé fordított pofái tökéletesen hegyesek. Ha most 
ezzel a fogóval valamilyen képződményt minden oldalról 
végigtapogatok és azt találom, hogy a csúcsok mindenkor 
egymáshoz érnek, anélkül, hogy valami közöttük mutatkoz­
nék, akkor pontot tapogattam végig. Hasonló módon yizS. 

3" 
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gálhatom meg a vonalakat és felületeket. Mi csak a teljesség 
kedvéért említjük itt e szerszámokat, mert szemléltetésre 
igen alkalmasak. 

De ne titkoljuk el, hogy nagyon nyomós okok szólnak 
az ellen, hogy a geometriát tisztán tapasztalat eredményének 
tekintsük. Hogyan vettük magunknak a bátorságot, hogy a 
világot néhány geometriai idommal szinte behálózzuk? Hisz 
senkisem mondhat ellent, ha valaki azt állítja, hogy valódi 
kör, gömb vagy bármilyen geometriai idom nincs is. Valóban, 
mindez idomok csak képzeletünkben élnek és csak a gondola­
tok rögzítésére és a továbbadás lehetővé tételére szolgáló 
szimbólumok. 

Ezekkel a megfontolásokkal még egyáltalán nem jutot­
tunk ki az iszapból. Még nem is sejtjük, milyen rejtélyekkel 
fogunk találkozni. Maga a geometriának mintegy alapfeltétele 
kiindulópontja, a látás is sok érdekességet rejthet; gondol­
junk egyrészt arra, milyen jelentó'sége volt már eddig is a 
szemünkkel észlelt fénysugárnak ós annak a körülménynek, 
hogy két idomot egyforma alakúnak ítéltünk. S a szemmel 
kapcsolatban találkozhatunk először azzal a problémával, 
amellyel most sokat fogunk foglalkozni: a perspektívával, 
amely a projektív geometriának egyik része. De ezek a meg­
fontolások a fiziológia felé terelnék tanulmányainkat, holott 
még a geometriában is annyi a tennivalónk. Éppen ezért 
hagyjuk el e geometriai szempontból irracionális dolgokat és 
lássuk először legközelebbi témánk történetét. 

ÖTÖDIK FEJEZET. 

Projektív geometria. 
Történelmi rejtély, hogy a geometriának perspektív szem­

pontból való tárgyalása miért kezdődött olyan későn. Hisz 
a természetes geometria, amely tehát joggal viseli a «termó-
szetes» jelzőt, feltétlenül perspektív szempontokból indul k i ; 
mivel tudjuk, hogy a látás, a külvilág tárgyainak a szem 
recehártyáján történő fényképezése is perspektív törvények 
szerint történik. Érthető, hogy a festők és az építészek, 
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különösen a renaissance idején, sokat foglalkoztak a perspek­
tíva törvényeivel és mind Lionardo da Vinci, mind Albrecht 
Dürer bizonyíthatón jól ismerte a ma «ábrázoló» geometriá­
nak nevezett tudományt. De azt hiszem, hogy e történelmi 
rejtély sokkal kevésbbé lesz talányos, ha meggondoljuk, 
hogy a festők és építészek tehetségük és mesterségük miatt 
kényszerültek arra, hogy perspektívával foglalkozzanak. A 
világ, még a geometria tudósainak világa sem ismerte a szem 
szerkezetét ós a fény törvényeit. Az út számukra csak Galilei, 
Huygens ós Newton optikai kutatásai, valamint az ana­
tómiai és általános természettudományi kutatások előre­
haladtával vált szabaddá, a tizenhetedik század folyamán. 
Még ezután is majdnem egy évszázadba telt, míg rátértek 
erre a felszabadült útra. Gaspard de Monge (1746—1818), 
a francia hajómérnök — akit változatos sorsa többek közt 
arra is kényszerített, hogy mint tengerészeti miniszter 
XVI. Lajos kivégzése ügyében intézkedjék — vetette meg 
1799-ben az ábrázoló geometria alapját. De éppen olyan 
kiváló eszű ós tehetségű tanítványának, Ponceletnek volt 
fenntartva az érdem, hogy a geometria új alapokra fektetésé­
ben a legnevezetesebb lépést megtehesse. Midőn Poncelet — 
Napóleon Moszkvából visszavonuló seregének egy részével 
együtt — 1812-ben orosz fogságba került, Saratovban nem 
volt semmiféle tudományos eszköze. Képzeletére támaszkodva 
itt alakult ki benne a projektív geometria, amelyet ma is 
ezen a néven, de esetleg helyzetgeometria vagy szintetikus 
geometria néven emlegetünk. A felfedezés lázában tért 
vissza 1814-ben Metzbe. Honfitársai azonban egyáltalán nem 
értették meg teljesítményének jelentőségót és a francia 
akadémia nem vállalta műveinek kiadását. így ezek Német­
országban a Crelle's Journalban jelentek meg. De e körül­
ménynek döntő jelentősége volt a geometria további sorsá­
nak kialakulására. Németországban ugyanis az új felfedezés 
termékeny talajra talált és a német tudósok és kutatók, így 
Pasch és Staudt és még sokan mások, tovább fejlesztették. 
Nem hagyhatjuk említetlenül Grassmannt sem, aki Leibniz 
nyomdokain haladva fejlesztette e tudományt. 

Hát mi is ez a nagy felfedezésként beharangozott projek­
tív geometria? Meg kell még jegyeznünk, hogy. egyes nagyon 
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fontos, de magukban álló tételeket már Desargues és Pascal 
is ismert a XVII. században, s ezekre még visszatérünk. 
De most már hagyjuk a történelmet és haladjunk az alapon 
kezdve előre. Csak azt áruljuk még el, hogy a projektív 
geometria tiszta helyzetgeometria. És nagy mértékben eltér 
attól, amit az iskolákban általában geometriaként tanítani 
szokás. De nem variánsa a geometriának, hanem egyik mód, 
amellyel a geometriát egyáltalán igazolni lehet, így tehát 
ne okoskodjunk tovább, vágjunk neki. 

Már különféleképpen igyekeztünk a geometriai alap­
fogalmakat megismerni; ilyenek a dimenziók, pont, egyenes 
stb. s ha nem határoztuk meg őket, legalább megvilágítottuk. 
Nem fogjuk a tanultakat most sem elfelejteni, sőt alkalmazni 
fogjuk, habár céljaink most kissé mások. 

Még egy legutolsó megjegyzés : A projektív geometriának 
egészen határozott nyelvezete, terminológiája van és hatá­
rozott jelzésmódja, amelytől semmiesetre sem akarunk eltérni, 
Legnagyobb erényei közé tartozik ez és ha akarjuk, ha nem, 
ezt a nyelvet meg kell tanulnunk, hogy mindenkor megértet­
hessük magunkat. Érdemes is, mert mindenkor jó hasznát 
vesszük. Mert éppen a projektív geometria szolgáltat olyan 
algoritmust, gondolkodó gépet, amely akkor is segítségünkre 
lesz, amikor képzeletünk már csődöt mond. És ilyenkor is 
bizonyosan és aránylag egyszerűen vezet. 

HATODIK FEJEZET. 

Projektív alapalakzatok és a végtelenben 
fekvő pont. 

A projektív geometria kizárólag az úgynevezett alap­
alakzatokat alkalmazza és ebből épít fel minden egyebet. 
Az elsőfokú alapalakzatok a következők: 

a) Sugársor. Azon egy síkban fekvő sugarak összesége, 
amelyek egy ponton mennek keresztül. Ezt a pontot, a sorozó 
pontot, és vele együtt a sugársort, S betűvel szokás jelölni. 
A sorozó pont a végtelenben is fekhet, vagyis egymással 
párhuzamos egyenesek is sugársort adnak. 
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b) Pontsor. A második elsőfokú alapalakzat a pontsor, 
egy egyenes valamennyi pontjának összesége. A pontsort 
és vele az egyenest s betűvel szoktuk jelölni. 

8. ábra. 

e) Síhsor. Elsőfokú alapalakzat a síksor is. Jelenti azokat 
a síkokat, amelyek egy egyenesen keresztülmennek. Ügy 
képzelhetjük el, mint egy vízimalom lapátjait. Párhuzamos 
egyenesekből álló sugársorhoz hasonlóan párhuzamos síkok­
ból álló síksor is lehetséges. 

Az elsőfokú alapalakzatokhoz még egy fontos megjegy­
zést kell fűznünk. A sugársorral kapcsolatban említettek 
szerint elképzelhető, hogy egyenesek metszéspontja olyan 
messze van, hogy az abban összefutó sugarak már párhuza­
mosaknak tekinthetők. Közelítésben ismerjük ezt a hely­
zetet a Nap sugaraival kapcsolatban. Képzeljük el, hogy a 
«pont» a Nap középpontja és tegyük fel, hogy a Nap sugarai­
nak csak egy síkban fekvő részével akarunk foglalkozni. 
Ezt elképzelni egyáltalán nem lehetetlen vagy meg nem 
engedett dolog. A Nap ebben a síkban sugarakat szór szét 
minden irányban, sugárzása tehát jellegzetes sugársor. Ez a 
fentemlített sík messen valamilyen nagyon távoli tárgyat, 
mondjuk a Földet. Azt is elképzelhetjük, hogy e síknak a 
helyzetét egészen pontosan ismerjük és így a napsugarakat 
nagyon keskeny nyíláson tudjuk a szobánkba bebocsátani. 
Fedjük el a nyílás közepét, úgyhogy csak a fedő rész alatt 
és felett tudjon egy-egy sugár a szobába bejutni és vizsgál­
juk e két sugár egymáshoz mért helyzetét. A sugarak valójá­
ban széttartók, hisz egy pontból indultak ki és a Nap véges, 
mérhető távolságra van tőlünk. Mégis párhuzamosaknak 
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9. ábra. 

fognak a sugarak látszani, amit mindenki megerősíthet, aki 
már redőnyön keresztülszűrődő napfényt látott, ha a szobá­
ban táncoló porszemek megmutatták a sugarak útját. Ha 
pedig már ezeket a sugarakat is szabad párhuzamosaknak 
tekinteni, — márpedig az optika és a fizika is így tesz — 
akkor ezt a gondolatmenetet joggal folytathatjuk. Gondol­
junk állócsillag-távolságot, vagy annál is nagyobbat, köd-

10. ábra. 
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foltok távolságát, vagy akkorát, hogy mellettük még ezek a 
távolságok is eltörpüljenek, nekünk ez nem elég, mi a pár­
huzamos sugarak metszéspontját a végtelenbe helyezzük. 

De már Poneelet felvetette a kérdést, hogy hol keressük 
ezt a végtelenben fekvő pontot, ha egy papírlapon húzott 
két párhuzamos vonal fekszik előttünk. Kézenfekvő volna a 
gondolat, hogy keressünk két végtelenben fekvő pontot, hisz 
a vonalakat is két irányban tudjuk meghosszabbítani. 

Gondolhatnánk ilyent, hisz nehéz is belátni, hogy miért 
viselkednének a párhuzamosak egyik irányban másképpen, 
mint a másik irányban, ha a végesben valóban párhuzamo­
sak. De ne feledkezzünk meg arról, amiből kiindultunk. Úgy 

A 

11. ábra. 

akarjuk a párhuzamosakat venni, mintha egy, a végtelenben 
levő sugárzó pontból indulnának ki. Le kell mondanunk 
előbbi ötletünkről, mert azt már nemigen lehet elképzelni, 
hogy ugyanaz a sugár két végtelen távolfekvő sugárzó pont­
hoz tartozik. S alapala'kzatainkat is összezavarja az ilyen 
feltevés. De felbukkan még egy nehézség. Nehezünkre esnék 
az egyenes egyik alaptulajdonságát módosítani. Az egyenest 
ugyanis két pontja teljesen meghatározza, két párhuzamo­
sunk mindegyike pedig csupán három ponttal volna tel­
jesen meghatározva : két végtelenben fekvő pontjukon kívül 
még egy végesben fekvő pontjukat is meg kellene adnunk, 
hogy legalább fogalmunk legyen, merre is keressük őket. 
Ez már olyan nehézség, hogy az egész geometriánk megvál­
toztatását kívánná kiküszöbölése, ha a két végtelenben fekvő 
ponthoz ragaszkodunk. 

Kitartunk tehát álláspontunk mellett, minden egyenes­
nek csak egy végtelenben fekvő pontja van. Ez a megoldás 
annál könnyebben elfogadható, mert a napsugarakban 
könnyen érzékelhető példáját láttuk. 
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Nem tudjuk még a végtelenben fekvő pontunkkal együtt 
járó előnyöket teljesen értékelni és áttekinteni. Csak azt 
állapítjuk meg, hogy általuk már így is előnyhöz jutottunk. 
Megszabadultunk a már terhessé váló párhuzamosoktól. 
Most már síkban valamennyi egyenes metszi egymást, kitérő 
egyenesek már esak a térben, az fla-ban, lehetségesek. Bgye-

12. á"bra. 

nest tehát változatlanul két pontja határoz meg, vagy egy 
pontja és az iránya. Irány viszont, a projektív geometria 
nyelvén, adott végtelenben fekvő ponttal való összekötésre 
szóló utasítást jelent. 

Lássuk most a másodfokú alapalakzatokat. 
a) A síkbéli rendszer. Tartalmazza a sík valamennyi 

pontját és sugarát. Eendesen a kis görög y betűvel vagy más 
görög kisbetűvel jelölik.1 

1 Könnyebbség kedvéért i t t adjuk a görög ábécét: 
A a Alfa a I i Iota i P Q Ro r 
B p Béta b K x Kappa k 2 a Szigma sz 
r y Gamma g A }. Lambda 1 T % Tau t 
á S Delta d M fi Mü m Y v Ipszilon y 
E 8 Epszilon e N v Nü n <P <p Fi f 
z 5 Zéta z 3 § Xi x X % Ohi eh 
H r, Éta é 0 o Omikron o W rp Pszi psz 
& & Théta *h n n Pi p £i o) Omega 6 

Jegyezzük meg már itt, hogy később a szögeket is görög kisbetűvel 
fogjuk jelölni. 
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b) A központos nyaláb. Eendesen Z-vel jelölik. A tér 
egy pontján keresztülmenő valamennyi elemet jelenti. 
Jelenti tehát az összes egy pontból kiinduló sugarat (mint 
tehát a Nap valamennyi sugara) és az abból a pontból ki­
induló valamennyi síkot. (Gondoljunk itt egy nagyon soklapú 

13. ábra. 

végtelenbe nyúló gúlát vagy az analitikai geometriából 
ismert térbeli koordinátarendszer egy ponton keresztülmenő 
síkjait.) 

Említsük meg a harmadfokú alapalakzatot, a térbeli 
rendszert, amely a tér valamennyi pontját, síkját és egyenesét 
tartalmazza. 

Most, hogy megismertük a projektív geometria alap­
alakzatait, még az illeszkedés fogalmát kell tisztázni. Illesz­
kedésről a következő esetben beszélünk : 

a) ha egy pont egy egyenesen fekszik, 
b) ha egy pont egy síkban fekszik, 
c) ha két egyenes metszi egymást és 
d) ha egy egyenes egy síkban fekszik, akkor az említett 

idomok kölcsönösen illeszkednek egymásra. 



44 

Ezzel megismertük a projektív geometria tárgyalásához 
szükséges alapalakzatokat és fogalmakat. Ha alaposabban 
meggondoljuk, csodálkozni fogunk, hogy milyen kevésből 
építjük fel az egész tudományt. Pont, egyenes, sík ; illeszke­
dik, nem illeszkedik. Minden további fogalom ezekre vezet­
hető vissza. S tapasztalni fogjuk ezzel azt is, hogy mivel 
minden idom fentiekből nyerhető, rajzoláshoz esak a rajzsík 
és legfeljebb még egy vonalzó lesz feltótlenül szükséges. 
Ezért is nevezték el a geometriának ezt az ágát helyzet­
geometriának, de sokszor a vonalzó geometriájának, vagy 
körzőnólküli geometriának is. 

HETEDIK FEJEZET. 

A dualitás elve. 
Térjünk vissza az 1812. esztendőbe, a volgaparti Sara-

tovba. A már ismert mérnökkari tiszt, Poncelet, mint hadi­
fogoly, a legszörnyűbb nélkülözések közt éppen elérte ezt a 
várost. A tél még orosz viszonyok közt is szokatlanul szigorú 
volt, veszte lett magának Napóleonnak i s ; olyan hideg tél 
volt, — írja maga Poncelet, — hogy a hőmérőben megfagyott 
a higany. A fáradalmaktól ós betegségtől elgyötörve érkezett 
meg Poncelet Saratovba. De szelleme csodálatosképpen 
élénk, nem tört meg. A rendelkezésére álló néhány kopekon 
durva papírt vett, míg tintáját — a takarékosság kedvéért 
valószínűleg koromból — maga készítette. Ezekkel a meg­
döbbentően nagyszerű eszközökkel fedezte fel, dolgozta ki 
részletesen a projektív geometriát, s ennek keretében egy 
elvet, amely egyszerűségében és hatalmas hatásaiban méltán 
felveheti a versenyt a matematika legnagyobb vívmányaival. 
Ezt a tételt 1822-ben hozta nyilvánosságra, Gergonne tőle 
függetlenül ismerte fel és ismertette 1826-ban. Az elv neve 
azóta a dualitás törvénye vagy a kölcsönösség elve. 

Már többször alkalmazott módszerünk szerint először 
nem az általános, hanem egy célszerűen választott különleges 
eseten fogjuk kipróbálni a tételt. Ez a példa egyúttal a geo­
metriának legfontosabb tótelei közül kettőt is bemutat. 
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De előbb még egy megjegyzést. Már beszéltünk előbb vetí­
tésről és metszésről. Megkíséreltük megvilágítani, hogy mi is 
az a projekció. Tisztán a rajzolás szempontjából a projiciálás 
nem más, mint pontok összekötése, bizonyos szabályok szem 
előtt tartásával, projieiáló, más szóval vetítő sugarak segítsé­
gével. A dualitás elve végső eredményben a projiciálás 
műveletének kettősségén alapszik. Ha a metszés és vetítés 
fogalmakat felcseréljük, akkor bizonyos kettősség, dualitás 
nyomára jövünk. Ezt fogjuk a legegyszerűbb módon 
bemutatni. 

Képünkön az s pontsort látjuk, A, B, C, D ennek pontjai. 
E pontok az s pontsornak és az a, b, c, d sugarakból álló 
sugársornak metszésével keletkeztek. De ugyanúgy jogosult 
azt mondanunk, hogy a sugársor vetíti az A, B, C, D pon­
tokat. Ha tehát a metszés és vetítés fogalmát felcseréljük 
egymással, akkor- a pontsor és a sugársor is helyet cserél. 

14. ábra. 

De ez a példa még egyáltalán nem mutatja a dualitás elvé­
nek ós nagyszerűségének igazi «ízét». Éppen ezért, mint, már 
bejelentettük, sokkal meglepőbb és tanulságosabb példát 
mutatunk be, amelynek a matematika történetében is jelen­
tős szorep jutott. Blaise Pascal, a nagy matematikus, 1640-ben, 
tizenhat éves korában hozta nyilvánosságra híres tételét a 
kúpszeletekbe írt hatszögekről, s ennek egyik különleges 
esetét fogjuk mindjárt meglátni. Ha Pascal akkor a dualitás 
tételét ismeri, akkor mindjárt tételének duálját is kimond-
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hattá volna, minden további gondolkodás nélkül. így azon­
ban 166 év telt el, míg ezt a duál-tételt Brianchon 1806-ban 
felfedezte. 

Legyen g és g1 két egymást metsző egyenes (a végtelenben 
fekvő ponttal kapcsolatos megállapításaink következtében a 
párhuzamosak is ide tartoznak). A g± egyenesen fekszik 
három szabadon választott pont, Av B1 ós Cv A g egyenesen 

15. ábra. 

hasonlóképpen: A, B, G. Most «összekötjük» az A és Bv 
valamint az Ax és B pontokat, az összekötő egyenesek 
metszik egymást. így keletkezik a Gs pont. Összekötjük 
azután a B és Gí meg a Bt és C pontokat, a metszéspont AB, 
a G ós Av valamint a, C1 éa A pontokat összekötő egyenesek 
metszéspontja Bs. E pontokat megfigyelve, meglepetten 
látjuk, hogy az As, Bs, Cs metszéspontok egy egyenesen (ga) 
fekszenek. Mellesleg jegyezzük meg, hogy e feladat, vagy 
hasonló felrajzolásához némi ügyesség ós tapasztalat kell. 
Nem kétes, a tétel mindenkor igaz, de gyakorlatban mégis 
megeshetik, hogy rosszul választott adatok esetén egyik, 
másik vagy harmadik metszéspont papírlapunkra már nem 
fér rá, vagy a rajz nagymértékben áttekinthetetlen lesz. Ezt 
a körülményt néha érvként is felhasználták a projektív 
geometria ellen, mondván, hogy az a geometria nyugodtan 
feltételezi, hogy metszés mindenkor létrejön, holott ez a 
«mindenkor» a rajzlap széléig terjed csupán. S ha esetleg 
150 méter hosszú vonalakat kell húznom, akkor a geometria 
elvesztette a gyakorlati fontosságát. 
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De ne ijesszen el ez az önmagában véve nem jogosulatlan 
kritika, s ne csökkenjen csodálatunk akkor sem, amikor a 
dualitás elvének szárnyain 166 évet átugrunk. Cseréljük fel 
egymással az «összekötni» és «metszeni», továbbá a «pont» és 
az «egyenes» fogalmát, s azonnal megkapjuk Pascal tételének 
duálját: Brianchon tótelét. Ne töltsük az időt hiábavaló 
elméleti magyarázatokkal, lássuk állításunkat a gyakorlat­
ban. Az új tételnek ilyennek kell lennie: Most két pontunk 
van, (P1 és P), mert eló'bb, Pascal tételénél két egyenesünk 
volt (Í/J és g). A Pascal-tétel egyenesei három-három pontot 
(Av Bv G1 és A, B, C) kötöttek össze. A «Brianchon» nyelvére 
lefordítva ez annyit tesz, hogy a Px és P pontban három­
három egyenes metszi egymást (av bv cx és a, b, c). Nos 
tovább. A «Pascalnál» a három-három pontot kettesével 
összekötöttük, az összekötő' vonalak metszették egymást. 
A «Brianchonnál» először az egyenesek kettó'nkint metszik 
egymást. Tehát a és bv ax és b ; b ós cv bx és c ; c és av cx és a. 
Ezzel a pontok összekötésének duál szerkesztésével vagyunk 
még csak készen. Mit tettünk ezután a «Pasealnál»? Az össze­
kötő vonalakat hoztuk metszésbe. A «Brianchonnál»? A met­
széspontokat kötjük össze. Az a, bt és av b metszéspontjai 

13. ííbra. 
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a Cg, a b, ÖJ és bv c metszéspontjai az as, végül a c, a2 és Cj, a 
metszéspontjai a bs egyenest adják. Tehát okszerűen jártunk 
el és a «Pascal» három metszéspontja, As, Bs, Cs helyett 
három összekötővonalat as, bs, cs kaptunk a «Brianchonnál». 
Még a végső következtetés van hátra : ha a «Pascal» három 
pontja egy egyenesen fekszik, akkor a «Brianchon» három 
egyenesének egy ponton kell átmennie. És csakugyan, 
végezzük a szerkesztést és meggyőződünk új gondolkodó 
eszközünk csalhatatlan biztosságáról. 

De a dualitás elve sokkal nagyszerűbb, mint amennyire 
itt, ezen a példán bemutathattuk. Mert nemcsak a pont és 
az egyenes van síkban ilymódon egymáshoz fűzve. Szerkeze­
tünk messzebbre nyúlik; erre is látunk hamarosan néhány 
példát. Például a dualitás elméletének egyik fő tétele a 
következő: Minden síkbeli rendszer egy térbeli rendszer 
metszésével, minden térbeli rendszer síkbelinek vetítésével 
keletkezik. Ezt a nagymórtékben tömören és pontosan fogal­
mazott mondatot némiképpen érthetőbbé kell tennünk. Nem 
mond többet és nem mond kevesebbet, mint azt, hogy a sík 
és a nyaláb egymásnak duális megfelelői. De ez az alap­
igazság a szem geometriájának az alapja. Mert a szemben 
találkozó sugárnyaláb (központos nyaláb) mindenütt, ahová 
eljut, metszésbe kerül egy síkkal, az egy síkban «látott» 
világgal. És ha most a sugarak irányát ismét visszafelé, a 
«képvilágtól» a szemhez, tekintem át, akkor a sugárnyaláb, 
a központos nyaláb, ismét a «képvilágnak» a szem felé való 
vetítésével keletkezik. A szem belsejében ugyanennek a 
folyamatnak a «duálja» játszódik le : az ideghártyára vetett 
kép a szemlencse felől jövő nyaláb metszete stb. 

Ezért és csak így lehetséges, hogy tetszésszerinti síkon 
előállíthatjuk a látható világ képét. Mert maga a szem is 
a centrális perspektíva törvényei szerint rajzol, vagyis olyan 
projekció segítségével, amelynek vetítő sugarai a végesben 
fekvő középpontú nyalábhoz tartoznak. Ezért egyezik meg 
a kép azzal, amit a világ képeként szemünkkel látni szoktunk. 
Párhuzamos perspektívával rajzolt tárgyak képe tehát min­
denkor többé-kevésbbé természetellenes. És ez a megoldása 
annak is, hogy miért nem láthatunk «valóságban» soha 
párhuzamosakat. Mert a centrális perspektíva kizárja a pár-
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huzamosságot. Szigorúan véve teljesen. Gyakorlatban csali 
akkor, ha nagyobb hosszúságii párhuzamosakról van szó, 
mint a távolba vesző vasúti sínek vagy a templomtorony 
élei. De ezekkel az elméleti korlátozásokkal szemben meg­
szoktuk, hogy minden műszaki rajzot, metszetet ós végül 
geometriai rajzaink nagy részét is párhuzamos perspektíva 
szerint rajzoljuk. Ez azért van így, mert a térról alkotott 
elképzelésünk párhuzamos perspektíván alapul és szemünk 
véleményétől teljesen eltekintünk. De mindig tudatában kell 
lennünk, hogy közben szándékosan eltérünk egy másik 
«valóságtól-», a látás valóságától, s az absztrakció segítségével 
az utóbbit teljesen kiküszöböljük. Említsünk még valamit, 
ami ehhez hozzájárul. Említsük meg, hogy geometriai ido­
mok esetén még egy véleménnyel támogatjuk ezt az eljárá­
sunkat, habár ez a tapasztalat csak a minket környező világ­
ból származik. Minden geometriai idomot merev testnek 
tekintünk. Ha nem készíthetnénk gömböt, kockát, oktaédert, 
gúlát, kúpot fából, fémből, kőből, ha háromszögeket, négy­
zeteket csak nedves itatóspapírból, testeket pedig csak futó-
homókból készíthetnénk, vagy esetleg csupán folyadékokból, 
akkor aligha jutottunk volna el mai geometriai tudásunkhoz. 
Mert a fénysugarak egyenesvonalú terjedése egyedül aligha 
vezetett volna ilyen hatalmas gondolat-építmény kiépítésé­
hez. Ezek a H. Poincarétól és Hugó Dinglertől származó 
megjegyzések meggondolásra kell hogy késztessenek. De tel­
jesen helytelen, ha velük azt akarjuk bizonyítani, hogy a 
geometria egyesegyedül a tapasztalat alapján keletkezett. 
Szemléletnek és fogalmaknak tapasztalat alapján való kelet­
kezése és tapasztalat kapcsán való keletkezése közt lényeges 
különbség van, mint erre már Kant is rámutatott. Tehát 
legfeljebb azt mondhatjuk jogosan, hogy az a mód, amellyel 
mi a geometriát megalkottuk, a gondolkodás lehetőségeinek 
és a merev testek létezésének hatása alatt állott, s ebből 
valóban következik a párhuzamos perspektivás, a látással 
meg nem egyező elképzelésünk a térről, s a bennelevő tár­
gyakról. 

De kitérésünkkel a dualitás elvének vizsgálatát eléggé 
el nem ítélhető módon elhagytuk. Azt mondtuk, hogy a 
Brianchon-tételt a Pascal-tételből már megkapjuk, ha a duali-

Golorue - i*ant. 4. 
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tás elvét ismerjük. Természetesen ugyanennyi tudással a 
Brianchon-tételből a Pascal-tételt is megkaphattuk volna, 
hisz a dualitás elve kölcsönös és egyértelmű vonatkozás, 
esetünkben pont és egyenes közt. Ilyen duáltételeket plasz­
tikusan tükörtételeknek is szokás nevezni. Természetesen ezt 
a tükrözést nem szabad a szavak szoros értelmében venni, 
hiszen ez a «tükör» bizonyos fokig torzít, minthogy mindent 
ellenkezőjére változtat. Még egy megjegyzés: Magától érte­
tődő, illetve annak kellene lennie, hogyha egy tételnek a 
duálját keressük, akkor az első tétel már bizonyított. Ne 
tekintse magát senki felfedezőnek, ha egy indokolatlan geo­
metriai állításhoz a dualitás elve alapján a megfelelő tükör­
tételt kimondja. A Pascal-tétel bizonyítva volt, Brianchon-
nak tehát nem kellett volna tételét önállóan felfedeznie, sem 
pedig bebizonyítania, ha a dualitás elvét ismeri. Tehát így 
fogalmazzuk meg egyelőre: Ha a projektív geometria vala­
melyik tétele helyes, kellőképpen bebizonyított, akkor a duál 
tétel is azonnal kimondható, külön bizonyításra nincs szük­
ség, feltéve, hogy a dualitás elvét helyesen alkalmazzuk 
és a felcserélések tévedésmentesek. Erre a célra nagyon 
hasznos a helyes, logikus és áttekinthető írásmód. Mi a pon­
tokat mindenkor nagy, latin betűkkel fogjuk jelölni, egye­
neseket kis latin betűkkel, síkok jelölésére pedig kis görög 
betűket fogunk használni. 

Ha homológ, azaz megfelelő alkotórészeket akarunk meg­
jelölni, akkor legcélszerűbben indexeket alkalmazunk. Ha 
tehát a g egyenesen négy pontot az A, B, G, és D betűkkel 
jelöltünk, akkor a megfelelő pontok jele a g1 egyenesen 
Av Bv Gv Dv &g1 egyenesen Av B7, C1, D7 vagy a gn egye­
nesen An, Bn, Gn, Dn. Ily rendszerben már maga a jelölés sok 
összefüggést elárul, képszerűvé teszi a leírtakat és gondolkodó 
gépként is szolgál. És éppen a projektív geometria, a maga 
bonyolult rajzaival, metszéspontjainak, sugár sorainak és 
megfeleléseinek bozótjával lett ezen a réven laikusok számára 
is járhatóvá, még azon a részén is, ahol a szakember iskolá­
zott elképzelése is elakadna. De megfordítva, éppen ezzel a 
tulajdonságával járul hozzá nagy mértékben a képzelő-
tehetség fejlesztéséhez, s ezt mindenki, aki az eddigiek során 
követte előadásunkat, csak megerősítheti. Nagyon kívánatos 
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volna, ha olvasóim nemcsak nézegetnék ennek a könyvnek 
az ábráit, hanem maguk is rajzolgatnának, lehetőleg a 
könyvtől eltérő léptékben. Amit a projektív geometria során 
a képeken nem lehet ábrázolni, az a képekek fejlődési, kelet­
kezési módja. Leghelyesebb, ha a fent említett módon a 
rajzolandókat előbb leírjuk, s emiek nyomán készítjük el a 
rajzot. Ismételten meg fog történni, hogy találkozunk az 
egyenesek már említett ellenállásával, vagyis hogy a metszés­
pontot csak a másik utcában tudnók megtalálni. De ezek 
a nehézségek is javítják, nevelik képzelőtehetségünket. Ez 
annál fontosabb, minthogy az utolsó évtizedekben szokássá 
vált geometriáról értekezéseket, sőt vastag könyveket írni, 
úgyhogy egyetlen ábra sincs bennük. Talán nem tévedünk, 
ha ebben bizonyos sportszerű élvezetet is látunk. És hogy 
ez óriási, már .meglevő képzelőtehetséget feltételez. Mi ter­
mészetesen, tekintve, hogy elemi oktatásról van szó, nem 
fogjuk ezt a módszert alkalmazni, sőt ellenkezőleg azon 
leszünk, hogy a képi ábrázolást mindenkor a magyarázat elé 
bocsássuk. 

Folyton eltérünk a dualitás elvétől. Vigasztalódjék az 
olvasó, ebben az eltóregetésben is van rendszer. Nem akarjak, 
hogy tanácsok, tételek, meghatározások tömege gyűljék 
össze, s hogy azokat hiányos összefüggésük miatt sem meg­
érteni, sem pedig megjegyezni ne tudjuk. Inkább az a szán­
dékunk, hogy mindent a maga helyén tárgyaljunk még akkor 
is, ha miatta a szigorú tudományos sorrend. szenved. Mint 
vándor pajtások együtt szedünk virágokat, megnézzük őket 
s a kék égbolt alatt beszélgetünk róluk, szerkezetükről, szá­
rukról, porzóikról. Ha otthon az egész botanikát bevágtuk 
volna, akkor, talán rájönnénk egyre-másra útközben, de 
sokszor tévednénk is, sokmindenre nem emlékeznénk és 
az éppen látottak számára alighanem kevesebb érdeklődésünk 
maradna. 

Már ismételten rámutattunk arra, hogy nemcsak pont és 
sugár közt van duális összefüggés. Sőt nem is csak sík és 
nyaláb közt, amivel a látással kapcsolatban találkoztunk. 
De nehogy túlságosan ellaposodjék tárgyalásunk, írjuk össze 
szépen és rendszeresen a duális összefüggéseket, de tartsuk 
magunkat közben az alapalakzatok beosztásához. 

*« 
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Tehát dualitás áll fenn : 
A. A térben : 

a) pont (nyaláb) és sík közt, 
i) egyenes (síksor) és egyenes (pontsor) közt. 

B. A síkban: 
a) pont (sugársor) és egyenes (pontsor) közt. 

C A nyalábban: 
a) egyenes (síksor) és sík (sugársor) közt. 

Mint már a Pascal és Brianchon tárgyalásánál megtettük, 
az «összekötés» ós «metszés» kifejezéseket mindenkor fel kell 
cserélni egymással, s ekkor már a legelemibb tételeknél is 
alkalmazhatjuk új varázserejű szerkezetünket, hogy élvez­
zük kiváló működését. Állítsunk össze kis táblázatot ilyen 
tételekből, olyan formában, ahogy ez már szokásas. A lap 
egyik oldalára kerül az arabs számmal jelölt tétel, mellé a 
vesszővel ellátott számmal megkülönböztetett duálja. 

1. Egy sík két pontját egy 
sugár köti össze. 

2. Egy nyaláb két sugarát 
egy sík köti össze. 

8. A sík a tér három pontját 
köti össze. 

4. Egy sík összeköti a tér egy 
egyenesét és egy pontját, 
ha a pont nem illeszkedik 
az egyenesre. 

1'. A pont két sugár met­
szése a síkban. 

2'. Az egyenes a nyaláb két 
síkjának metszésvonala. 

3'. A pont a tér három sík­
jának metszése. 

4'. A pont egy sík és egy 
egyenes metszése a tér­
ben, ha az egyenes nem 
illeszkedik a síkra. 

Ebből a kisszámú, aránylag nagyon egyszerű tételből is 
látjuk, hogy a geometria a dualitás elvének mekkora terjesz­
kedési lehetőséget köszönhet. Minden tétel magában visel egy 
másodikat és a duális összefüggések megsokszorozzák a 
tételek számát a síkban, térben és a nyalábban. 

Szolgáltassa ismét egy történeti visszaemlékezés a tovább­
haladásunkhoz szükséges anyagot. Körülbelül Eichelieu-nek, 



68 

a nagy államférfinak és bíborosnak idejében, tehát a XVII. 
század elején élt Lyonban egy jegyzőnek a fia. Neve Desargues 
volt. A fiú kiváló építész és a geometriának lángeszű művelője 
volt, de megjelenése kissé különc természetre vallott. Erre 
mutatott az is, hogy ellentétben a feltűnést hajhászó törtetők 
szokásaival, legfontosabb műveit is alig látható apró betűk­
kel, különálló lapokra nyomatta ós így is csupán legbizalma­
sabb barátainak osztogatta. Sőt ezekben az alig hozzáférhető 
szövegekben is matematikától nagyon távolálló, a botaniká­
tól kölcsönzött tolvajnyelvet hasznai, mindenkor gyökerekről, 
levelekről, ágakról ír, ha geometriai alakzatokat akar emlí­
teni. Nagyon is megértjük, hogy kortársai miért tartották 
rajongónak ós bolondnak. Csak a legnagyobb matematikusok, 
így Pascal és Fermat voltak más véleménnyel a lyoni bölcs­
ről. S nekik volt igazuk. Mert Desargues volt a projektív 
geometria tulajdonképpeni megalapítója, s a róla elnevezett 
tételnek az új geometria felépítésében akkora a jelentősége, 
hogy alig marad el a Pythagoras-tétel jelentősége mögött. 
Tudunk róla, hogy Poncelet hallott Desargues-ről, de hogy 
tanait alaposan ismerte-e, bizonytalan, mert maga Poncelet 
panaszkodik, hogy Desargues-nak éppen a főműve veszett el. 

A sors azonban úgy akarta, hogy egy másik férfi, aki 
Poncelet után sokat tett a projektív geometria fejlesztése 
terén, a francia Ohasles, egyszer a szajnaparti könyvkeres­
kedők egyikénél kotorászott ós itt éppen ez a hivatott szak­
ember találja meg Desargues-nak elveszett főművét.1 Ma 
tehát többet tudunk Desargues-ről, mint a közben eltelt két 
évszázad matematikusai. 

Desargues alapvető tétele, síkra alkalmazva, a 17. ábra 
jelöléseivel, a következő: 

<JEa két háromszög — csúcsaik Av Bv G1 ós A%, Ba, C2 — 
olyan fekvésű, hogy a megfelelő (egynevű) csúcsaikat össze­
kötő egyenesek egy ponton (S) mennek keresztül, akkor 
megfelelő, kellően meghosszabbított oldalaik metszéspontja 
egy egyenesen van.» 

1 Girard DesargueB (1693—1662) főművének magyar címe ez lehetne: 
•Előzetes vázlata annak, hogy mi történik, ha kúp és sík találkoznak.* 
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17. ábra. 

Bármennyire jelentéktelennek látszik ez a tétel, mégis 
alapvető fontosságú az egész geometria szempontjából. Mert 
csak ennek nyomán lehet, a Pascal-tételen kívül, szigorú 
átmenetet találni a helyzetgeometriából a mértékgeometriába, 
ez pedig a geometria szintetikus, építő tárgyalásmódjának 
alapfeltétele. S ez a tétel nemcsak a síkban érvényes, hanem 
a térben és a nyalábban is. Ezekkel most nem foglalkozunk, 
csak megjegyezzük, hogy Desargues tételének ez a két válto­
zata mind a perspektíva, mind az ábrázoló geometria szem­
pontjából különlegesen lényeges. 

Desargues tétele projektív geometriai tétel, tehát alkal­
mazhatjuk rá a dualitás elvét. Megkíséreljük tehát «kulcsunk», 
«szótárunk» segítségével a duáltételét megtalálni. így okos­
kodunk : két háromszögünk volt, a dualitás értelmében két 
háromoZdaZunk lesz. Csúcsokat összekötő egyenesek ponton 
mentek át, most oldalak metszéspontjai egyenesen fekszenek. 
Ez a feltételre vonatkozott. A következmény: oldalak metszés­
pontjai egyenesen feküdtek, most csúcsok összekötő egyenesei 
ponton mennek át. Tehát Desargues tételének duál-megfordí-
tása így hangzik: 

Ha két háromszög megfelelő oldalainak metszéspontjai 
egy egyenesen fekszenek, akkor a megfelelő csúcsokat össze­
kötő egyenesek egy ponton mennek át. (18. ábra.) 



18. ábra. 

A dualitás hatása itt nem olyan szembeötlő, mint a 
Pascal—Brianchon esetben. A jobb megértés kedvéért fűz­
zük tehát még hozzá, hogy a duális megfelelés magja itt a 
következő: három egyenes megy az S ponton keresztül és 
három pont fekszik a g egyenesen. Ezért a duális megfordí­
tásnál a rajz változatlan marad, csak mintegy a felépítése 
lesz más. A Pascal-tételre a dualitás hatása azért szembe-
ötlőbb, mert a Brianchon-tétellé történő átalakulásnál az 
előbbi két egyenesén fekvő három pontjából az utóbbinak 
két ponton keresztül menő három egyenese lesz ; a szer­
kesztés eredménye az elsőnél egyetlen, három ponton ke­
resztülmenő egyenes, a másodiknál viszont három, egy 
ponton keresztülmenő egyenes. 

NYOLCADIK FEJEZET. 

Teljes geometriai idomok. 
Mielőtt még Pascal, Brianchon és Deaargues tételeinek 

mórtékgeometriai felhasználásához látnánk, fordítsuk figyel­
münket könnyebb és egyszerűbb terület felé. Ez a kis pihenő 
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nagyon jó lesz arra, hogy már megismert alapalakzatokbói 
tervszerűen idomoka.t alkossunk. Egyelőre úgynevezett pro­
jektív idomokat, amelyek feltétlenül a legáltalánosabbak; s 
legkevesebb feltételhez kötöttek, mert, nagyságuktól teljesen 
eltekintünk és semminemű szabályosságot sem keresünk. 
Szem előtt fogjuk azt is tartani, hogy idomaink, a nélkül, 
hogy lényegük megváltoznék, eltorzulhatnak, elfajulhatnak. 

Mielőtt még az idomok vizsgálatához kezdenénk, jegyez­
zük meg: különösen sok gondolkodás nélkül beláthatjuk, 
hogy idomon valamilyen elhatárolt dolgot kell értenünk. 
De ehhez még valami járul. Az elemi alapalakzatok — pont, 
egyenes, sík — nem idomok, csupán az idom építőköveinek 
tekintendők. Csak határesetet jelenthetnek, talán össze­
zsugorodott, elfajult idomokat. De erről majd később. Az 
Sx-ben létezik ugyan valami, ami bizonyos fokig idomnak 
volna tekinthető: a távolság, vagyis egy egyenesnek két 
ponttól határolt darabja. De egyelőre maradjunk abban, 
hogy ezt sem tekintjük idomnak. Tehát az Ea-t kell előven­
nünk, ha idomot akarunk összeállítani. Legalább hány elem 
szükséges tehát ahhoz, hogy fogalmaink szerint idomot ala­
kíthassunk? Egy egyenesből és pontokból nem lesz idom, 
sőt két egyenesből sem. így tehát három egyenessel fogunk 
kísérletezni. 

19. ábrss.. 
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Ez a kísérlet már sikerül. Természetesen csak akkor, ha 
egyeneseink közt nincs két, még kevésbbé három párhuzamos, 
vagy nem megy mind a három egy ponton keresztül. Meg­
találtuk tehát a sík legegyszerűbb idomát, nevezzük három­
oldalnak, mert három egyenesből (oldalból) keletkezett. 
B három oldal három pontban metszi egymást, ezeket ne­
vezzük, mint eddig is, csúcspontoknak, vagy egyszerűen 
csúcsoknak. Idomunkban tehát az oldalak és csúcsok száma 
egyformán három. A háromoldal a háromszög duál meg­
felelője. Az ilyen idomokat egyszerű, vagy simplex idomok­
nak, simplexeknek nevezzük. De vigyázzunk, a projektív 
geometria négyszöge vagy ötszöge egyáltalán nem ugyanaz, 
amit mi az iskolában négyszögnek vagy ötszögnek nevez­
tünk. A projektív geometria mindenkor úgynevezett teljes 
idomokkal foglalkozik, mert bizonyos számú egyenesből 
adódó valamennyi csúcspontot megkeres, illetve a duálja 
bizonyos számú pontnak valamennyi összekötésmódját. 
A projektív geometria négyszögének hat oldala van és a 
négyoldalnak hat csúcspontja. Ezeket az idomokat nevezzük 

20. ábra. 

teljes idomoknak, s megkíséreljük családfájukat Carnot 
nyomán felépíteni. Felhasználjuk majd ezt az alkalmat bizo­
nyos törvényszerűségek megismerésére is. 

Beszéljünk először a sík teljes idomairól. A síkban csak 
kétféle idom lehetséges, mindkettő pontokból ós egyenesek-
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bői áll, egyik az n-szög, a másik az w-oldal; az n szabadon 
választható, kettőnél nagyobb egészszám. A kombinatorika 
szabályai szerint azm-szögnek mindenkor n csúcsa és (2) ol­
dala van, mert egy oldal, egy egyenes, mindenkor két pontot 
köt össze. Megfordítva, n-oldal esetén, mindenkor n egyenes­
sel és lg] csúcsponttal találkozunk. Mivel már megállapí­
tottuk, hogy n legalább három, különben nem keletkezik 
idom, simplexként a háromoldal és a háromszög maradt. 
A háromszögnek, a meghatározás értelmében három csúcsa 

(3-\ 8 2 
o) = T—Ö" = 3 oldala. A háromoldalnak három oldala 

és (2) = T V ~ ^ csúcspontja. A háromszög és a három­
oldal egyenértékű, így is kell lennie, ez kiderül, mihelyt 
ránézünk, hisz simplex idomnál átló meghúzásának lehető­
sége is hiányzik, így az oldalak és csúcsok számának meg kell 
egyeznie. 

Négyszögnél már más a helyzet, hasonlóképpen a többi 
n-szögnél (w>4). A teljes négyszögnek 4 szögpontja ós 
/4\ 4.3 
(9) — TIT = *> oldala van. A teljes négyoldalnak viszont 
W ±-A u\ 4.3 
4 oldala és 12 j = -, 0 ~ ® csúcspontja. A teljes tízszögnek 

10 esúcsa és I g ) = 45 oldala van, a teljes tízoldalnak viszont 

10 oldala és I 2 ) = 45 csúcsa. 

De nem elégszünk meg ezzel az eredménnyel: kibővítjük 
ismereteinket. Eajzoljunk fel tehát egy teljes négyszöget. 
Látjuk a négy csúcsát, Av A2, A&, Ai és a hat oldalát av a2, 
a3, a4, Oj, a6, amelyeket három pár átellenes oldallá csoporto­
síthatunk. Ezek az átellenes oldalak is metszik egymást, 
metszéspontjuk az ú. n. átlópont. A 21. képen Dv Z>2, Ds. 
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21. ábra. 

A duál eset a teljes négyoldal. It t a négy oldalunk (22. kép, 
teljes vonal) van és három átellenes pontpárunk : AXA3, 
A%Ak és AbA6. Ezeknek az összekötéséből adódnak az átlók, 

1* 2 ® 3* 

22. ábra. 

Ezzel a sík teljes idomainak összes lehetó'ségeit kimerí­
tettük. Éppen ezért tovább megyünk, felemelkedünk a 
nyalábba. A nyaláb, tudjuk, egy ponton keresztülmenő 
síkokat vagy sugarakat jelent. A sugarakat, idomok szem­
pontjából éleknek nevezzük, a síkokat lapoknak. Megkülön­
böztetünk tehát n-élűeket és n-lapáakat. Az ilyen idomot 
durva hasonlattal alul nyitott gúlának is mondhatnók. Ha 
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tehát ilyen idomot síkkal metszünk, akkor, ha a metsző sík 
egyik éllel sem párhuzamos, élek képe pontként, oldallapok 
képe pedig egyenesként jelentkezik a metszősíkon. A nyaláb 
idomainak metszete tehát a síkban n-szöget, illetve w-oldalí 
ad. Ebből azonnal következik, hogy az oldalak és élek kö­
zötti összefüggés a nyaláb idomaiban ugyanaz, mint az 
oldalak és csúcsok összefüggése a síkidomokban. Tudjuk, 

hogy az w-élűnek n-óle és (™\ oldala van, az ra-lapúnak pedig 
n lapja és \Z\ éle ; n itt is tetszésszerinti szám, de ?i>2. 
Tudjuk, hogy a háromélű és a háromlapú egyenértékű, duál-
szótárunk segítségével azt is lefordíthatjuk, hogy átellenes 
lapjainak metszés vonalait átlósugarak, átellenes sugarait 
pedig átlósíkok kötik össze. A nyaláb simplex idoma a három­
lapú és a háromólű. 

Tekintve, hogy az i?3-at nem akarjuk elhagyni, már csak 
a térbeli idomok vannak hátra. Természetesen térben sem 
köthetünk másképpen össze pontokat, mint mindenkor 
kettőt-kettőt egy egyenessel. így természetes, hogy a tér­
beli «ra-szög» w-csúcsa közt j ^ j összekötő egyenes van. 
Kissé más a helyzet az oldallapokkal. Tudjuk, hogy három­
három pont határoz meg egy síkot. Következésképpen íz\ 
a térbeli w-szög oldallapjainak a száma és három pont nem 
fekhetik egy egyenesen. A térbeli n-lapnak, mint neve mu­
tatja, n-lapja van. Érthető, hogy az w-lap j^ j metszésvonalat 
és (g | metszéspontot határoz meg. A térbeli simplex a térbeli 
négyszög, a tetraéder. Ennek 4 csúcsa, | ) = 6 éle és (*) = 4 

lapja van. Tükörképe a térbeli négylap, ennek 4 lapja, (*) = 6 
éle és (;:) = 4 csúcsa van. Egy teljes kockának, amely tudva­
levően a térbeli teljes nyolcszög, J^j= 28 éle és j ^) =56 lapja 
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van. Tévedések elkerülésére megjegyezzük, hogy a térbeli 
nyolcszögnek, a kockának egyáltalán nem a térbeli hatlap 
a duál idoma, hanem a térbeli teljes nyolclap, az oktaéder. 
Képleteink szerint ennek 28 éle és 56 csúcsa van.1 

Igazat adunk annak, aki azt mondja, hogy nagyon nehéz 
a térbeli idomokat elképzelni. De nyugodtan megbízhatunk 
algoritmusunkban. És ez egyik nem megvetendő előnye a 
projektív geometriának. 

Most pedig egy pillantást vetünk magasabb dimenziókba, 
amire itt alkalom kínálkozik. Az általunk követett úton 
lehetségessé válik, hogy az JR3-nál magasabb terek teljes 
idomaira következtethessünk. A négydimenziós tér simplexe, 
az úgynevezett ötsejt, egy politop,2 egy több-mint-test, 
amelyet közönséges testek határolnak. A következtetés vilá­
gos. Az B2-ben vonalak határolták az idomokat, az iü3-ban 
síkok. Az Zü4 idomait tehát csak testek határolhatják, az 
B5 idomait pedig előbbi fajtájú politopok. Az fí4-nek az 
flg-nál eggyel több szabadsági foka van, tehát a metszésre 
ós összekötésre is több módozat nyílik. Még soha sem látott 
senki ötsejtet, legalább is a maga testi mivoltában, három 
dimenziós rajzát, modelljét azonban nem nehéz elkészíteni. 

Az ötsejtnek 5 sejtje, jfj) = 10 «lapja», ( I = 10 «óle» és 
j~) = 5 csúcsa van. De ezekről a négydimenziós idomokról 
az egyik későbbi fejezetben lesz bővebben szó. 

* A közönséges geometria idomain, kockáján és oktaéderén látszólag 
hiába keressük ezt a sok alkotórészt. De ne felejtBÜk e l : azokon nagyon 
sokszor fordul elo, hogy a teljes idom oldallapjai, élei vagy csúcsai közű! 
több összeesik. Ahhoz, hogy valamennyi lapot, csúcsot és élet külön 
kapjunk meg, szükséges, hogy négy osúospont soha se feküdjék egy 
síkban vagy négy síknak ne legyen egy közös metszéspontja. 

1 Politopoknak a háromnál több dimenziót, testeket nevezzük. 
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KILENCEDIK FEJEZET. 

A geometriai axiómák. 
Hilbert axiómarendszere. 

Bok szépet és meglepőt tanultunk, s bár reméljük, hogy 
vari némi képünk a projektív geometriáról is, mégis homokra 
építettünk az egész idő alatt. Az úgynevezett axiómákról 
ugyanis még csak nagyon felületesen beszéltünk, pedig azok 
az alappillérei a valóban tudományos geometriának. De ha 
ezzel a végső fokozattal kezdünk foglalkozni, pedig ide kell 
jutnunk, ha minduntalan a «miért?» kérdésekre felelgetünk, 
akkor látszólag elhagyjuk a projektív geometria területét. 
De ez csak látszat. Mert valami módon minduntalan vissza­
térünk. Eleinte új és idegen volt számunkra a projektív 
geometria, hisz alig hallottunk róla valamit az iskolában. 
De felkeltette érdeklődésünket, megkedveltük. És megbarát­
koztunk vele. S akkor fogja csak nagy jelentőségét igazán 
megmutatni, amikor a mértékgeometriára kell róla áttérnünk. 

Mik is azok a rejtélyes axiómák? Néha azt mondják róluk, 
hogy az alapigazságok, alaptételek, amelyek már tovább 
nem bizonyíthatók, a szemlélet következményei és csak a 
szemlélet igazolhatja őket. Ilyen axióma volna például az 
az állítás is, hogy minden egyenes legalább két pontból áll, 
és minden síkon legalább három nem egy egyenesen fekvő 
pont található. Ilyen példák alapján azt mondhatnók, hogy 
az axiómák szemléleti tartalmukon kívül némi logikai elemet 
is tartalmaznak. Hisz a sík képzelt valami, képzeletem ter­
méke. Az axiómával pedig éppen azokat az ismertetőjeleket 
emelem ki újból, amelynek alapján én a fogalmat meg­
alkottam. 

De hagyjuk a bölcselkedést, ne taglaljuk azt a kérdést, 
hogy a matematika csak megállapodás vagy még kevesebb, 
csupán tautológia, tehát mindig önmagába visszatérő, egy 
tengely körül keringő köre különféle okoskodásoknak. Az 
idevágó irodalom eléggé bő felvilágosítást nyújt. Nézzünk 
inkább körül — szokásunk szerint — a történelemben. 

És itt valami egészen csodálatosat, a tudomány történe-
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tében egyedülálló dolgot tapasztalunk : már Kr. e. a harma­
dik században a nagy tudású, kiváló Euklides axiómarend­
szert állított fel «Elemei» («Stoicheia») elején és ez az axióma­
rendszer kiállotta két évezred bírálatát. Feltétlenül voltak 
ismert geometriai elemek Euklides előtt is. De nem lehettek 
olyanok, mint Euklideséi. Mert kevés kivétellel ma is ismer­
jük az ókor valamennyi lényeges művét. Fontos dolog nem 
megy egykönnyen veszendőbe, hisz rendesen még szerzője 
élete folyamán, vagy kevéssel halála után kellő számban 
sokszorosítják munkáját. És Euklides műveit ma is nyom­
tatják. Sőt majdnem változatlan alakban használja az angol 
tanulóifjúság tankönyvül. 

Ha lemondunk arról, hogy Euklides axiomatikáját rész­
letesen ismertessük, akkor erre két nyomós ok késztet. 
Először is kerülni akarjuk, ha egyáltalán lehet, hogy egy 
dolognak többféle rendszerét ismertessük. Különféle rend­
szerek összehasonlítása csak haladottabbaknak való ós már 
a kutatásnak bizonyos fajtája. Tanítás alapja csak «katekiz-
mus» lehet, nem pedig különféle rendszereket ismertető" 
«kompendium». De ez az ok talán még nem késztetne arra, 
hogy Euklides teljesítményével olyen mostohán bánjunk. 
Az a fontos körülmény játszik még szerepet, hogy éppen az 
utolsó évszázad forradalmasította nagymértékben a geo-
~metria számos részét. A projektív geometriában a változás 
fontos fejezetét ismertük meg, de más változásokkal is lesz még 
alkalmunk megismerkedni. De ezzel azok a követelmények 
is megváltoztak, amelyeket egy axiómarendszerrel szemben 
támasztunk. Új tényekkel szemben is meg kell állnia helyét, 
új, eddig ismeretlen területekről származó felfedezések helyét 
is ki kell jelölnie. 

Ezek voltak az okok, amelyek miatt úgy határoztunk, 
hogy az egyik legmodernebb és egyben már klasszikussá 
vált axiómarendszert választjuk további tárgyalásunk alap­
jául : még pedig a kiváló, ma is élő német geometriatudós­
nak, Dávid Hubertnek, a göttíngeni egyetem egykori tanárá­
nak rendszerét, ahogy a «Grundlagen der Geometrie» (A geo­
metria alapjai) című munkájában 1913-ban megírta. 

Természetesen ez a rendszer sem keletkezett önmagából. 
Találunk benne olyan axiómákat is, amelyeket már Euklides 
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is megírt. Mert a «görög csoda», a nagyfokú képzelőtehetség-
nek és kifogástalan logikának remek találkozása sok végleges 
érvényűt alkotott, olyant, hogy nekünk, késői utódoknak 
sem lehet okunk vagy szándékunk megváltoztatni vagy meg­
tagadni. Hubertnek és a többi újkori matematikusnak ered­
ményeit mégis önállóknak kell tekintenünk. Mert csak be­
avatottak tudják megmondani, hogy milyen éles logika, az 
egész matematikának milyen átfogó ismerete kell ahhoz, 
hogy valaki csak félig-meddig használható axiómarendszert 
alkothasson. Az axiómarendszer axiómáinak egymástól füg­
getleneknek kell lenniök, mert különben elvesztik axióma 
jellegüket. Nem lehetnek ellenmondók. Ehhez járul még a 
teljesség súlyos követelménye (szigorúan véve minden 
valaha felállított geometriai tételt meg kellene vizsgálni, 
hogy nem lépi-e túl az axiómarendszer határait). 

Az itt következő, maguktól értetődő tételeket tehát mégis 
valamivel nagyobb megbecsüléssel kell néznünk, mint 
amilyent első pillanatban megérdemelni látszanak. Mert 
éppen ez a «magától értetődés» okozhatja a legnagyobb 
nehézséget. 

Hilbert nem mond semmit az axióma lényegéről. Csupán 
egy előrebocsátott magyarázatban jelenti ki az alábbiakat, 
miután azokról a «dolgokról» beszélt, amelyeket mi pont, 
egyenes és sík néven említünk és amelyek az egyenes, a sík 
ós a tér geometriai elemeinek tekintendők: 

Pontokat, egyeneseket ós síkokat — mondja — egymás­
sal bizonyos összefüggésben levőknek tekintünk és ezeket az 
összefüggéseket «fekszik», «között», «párhuzamos», «egybe-
vágó», «folytonos» szavakkal fejezzük k i ; ezeknek az össze­
függéseknek matematikai használathoz szükséges teljes le­
írását a geometriai axiómák szolgáltatják. 

Hilbert szerint az axiómák öt csoportba oszthatók. 
Minden csoport szemléletünk bizonyos szempontból össze­
tartozó alapvető fogalmait tartalmazza. Az axiomacsoporto-
kat Hilbert a következőképpen nevezi meg (a római számok 
a csoport számát jelölik, az arabs számok az axiómák sor­
számai) : 

I. 1—8. A kapcsolás axiómái. 
II. 1—á. Az elhelyezés axiómái 
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III. 1—5. Az egybevágóság axiómái. 
IV. A párhuzamosak axiómája. 
V. 1—-2. A folytonosság axiómái. 

Tehát Hilbert szerint 20 axióma van. 
Jegyezzük meg itt, hogy más axiómarendszer, például 

Schur vagy Paseh axiómarendszere, nem- három elemből 
építi fel az egész geometriát, hanem egyből, a pontból. Ilyen 
axiómarendszerek azután esetleg nemcsak az euklidesi, ha­
nem a nem-euklidesi geometriákban is a maguk egészében 
érvényesek maradnak. 

TIZEDIK FEJEZET. 

A kapcsolás axiómái és az elhelyezés axiómái. 
Az első axiomaosoport, a kapcsolás axiómái, a pontok, 

egyenesek és síkok közt fennálló kapcsolatokat adják. 
I. 1. «Két egymástól különböző A és B pont mindenkor 

meghatároz egy egyenest.* 
(A «meghatároz» kifejezés helyett más kifejezés is hasz­

nálatos, így: az egyenes keresztülmegy az A ős B ponton, 
összeköti az A és B pontot.) 

I. 2. «Egy egyenesen fekvő két pont meghatározza ezt az 
egyenest.* 

I. 8. «Egy egyenesen mindenkor van legalább két pont, 
síkban mindig van legalább három nem egy egyenesen fekvő 
pont.» 

I. 4. «Egy sík három nem egy egyenesen fekvő pontja 
A, B, C, meghatározza a síkot.» 

I. 5. «Egy sík három pontja, ha nem fekszik egy egye­
nesen, meghatározza a síkot.» 

1.6. <día egy a egyenes két pontja, A és B egy a síkban 
fekszik, akkor az a egyenes minden pontja az a síkban 
fekszik.)) 

(Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy az egyenes a 
síkban fekszik.) 

Oolsms: Fost. 6 
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I. 7. «Ha két sík, a és (}, egy A pontja közös, akkor van 
legalább még egy közös B pontjuk is.» 

I. 8. «Van legalább négy nem egy síkban fekvő pont.» 
Minden axiómából természetesen a tételek egész sora 

következik. De a jobb áttekinthetőség kedvóért az axiómákra 
szorítkozunk és ezért áttérünk a második csoportra. 

E csoport axiómái a «között» fogalmát határozzák meg 
és lehetővé teszik a pontok rendezését egyenesen, síkban, 
térben. 

II. 1. «Ha A, B, C egy egyenesnek pontjai és a B pont 
A és G közt van, akkor a B pont G és A közt is van.» 

A B C 

23. ábra. 

II. 2. <Ba A és 0 egy egyenesnek pontjai, akkor van leg­
alább egy olyan B pont, amely A és G közt fekszik és leg­
alább egy olyan D pont, hogy C feküdjék A ós D közt.» 

A B C D 

24. ábra. 

II. 8. «Egy egyenes három pontja közül egy és csakis egy 
fekszik a másik kettő közt.» 

(Valamely a egyenes két pontját vesszük figyelembe. 
A vonalnak e két pont, A és B, által határolt részét AB 
vagy BA távolságnak nevezzük. Az A és B között fekvő 
pontok a távolság pontjai, vagy a távolságon belül fekvő 
pontok. A ós B a távolság két végpontja. Az egyenes többi 
pontja a távolságon kívül van.) 

II. 4. <dJegyen A, B ós C három nem egy egyenesben fekvő 
pontja egy síknak és a egy olyan egyenese, amely egyik 
ponton sem megy keresztül; ha az a egyenes keresztülmegy 
az AB távolság egyik pontján, akkor feltétlenül keresztül-



87 

megy vagy a BC távolság egy pontján vagy az ÁG távolság 
egy pontján. (Ez az úgynevezett „Pasch-féle axioma".)» 

Az I. és II. axióma-csoportból ismét számos tétel követ­
kezik. Ezek közül csak a számunkra legfontosabbat említjük, 
azt, hogy egy egyenes két pontja között mindenkor végtelen 
sok pont van. Mivel két pont mindenkor meghatároz egy 
egyenest, s mivel továbbá mindenkor található olyan pont, 
amely az egyenes két pontja között van, akkor ennek az 
eljárásnak ismétlése az alábbi elgondoláshoz vezet: 

A B D E F C 
• ui n»ii ii i n - 4 1' I • ii i t ' 

25. ábra. 

Feltétlenül van az A és G pont közt még egy pont, legyen 
az B. De B és C az .á-tól függetlenül is meghatároz egy egye­
nest, így van egy D pont a B és C közt. D és C B-tó'l függet­
lenül határozza meg az egyenest, van tehát köztük egy 
E pont. E és G ugyanilyen elgondolással adja az F pontot. 
Mint látjuk, korlátlanul ismételhető ez az eljárás, anélkül, 
hogy az A és G pont közét el kellene hagynunk. Ezzel tehát 
végtelenül sok ponthoz.jutunk; hasonló eljárással természe­
tesen arra is rájövünk, hogy az AG köz bármelyik részén 
végtelen sok pontot találhatunk. 

TIZENEGYEDIK FEJEZET. 

A.z egybevágóság axiómái. Háromszögek 
egybevágósága. 

Lássunk most hozzá az axiómák harmadik csoportjának 
megismeréséhez; ezek tartalmazzák az egybevágóság és ezzel 
együtt az elmozgatás fogalmát. Kongruens, azaz egybevágó a 
geometria nyelvén az egyenló'ségnek különleges esetét jelenti. 
Egybevágóságról csak akkor beszélhetünk, ha az egyenlő 
geometriai idomok csakugyan egymásra fektethetők, teljes 
fedésbe hozhatók. Ezt a látszólagos ravaszságot már itt meg­
akarjuk világítani. Két kesztyű egyenlő, ha minden méretük 

5* 
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megegyezik. "Vagyis ha a két kesztyű egy pár. A kesztyűi 
mégsem hoz-hatók fedésbe. Csak akkor dughatok egymásba, 
ha az egyiket kifordítjuk. A kifordítás kesztyűknél, véletlenül, 
lehetséges. De ha két lovagi páncélkesztyűvel kísérletezném, 
semmiesetre sem sikerülne a dolog, nem hozhatnám őket 
semmimódon fedésbe. A két kesztyű tehát egyenlő ugyan, 
de nem egybevágó, hanem szimmetrikus. Szimmetria azon­
ban nemcsak térbeli, hanem síkbeli vagy vonalszerű idomok­
nál is lehetséges. Az eredeti és a tükörképe, a nyomóforma 
és a nyomtatvány szimmetrikusak. Egybevágókká csak akkor 
lehetnek a szimmetrikus síkidomok, ha a síkból, az ií2-ből 
kiemelve az 233-ban átfordítjuk őket. A síkban ám tologat­
hatnék és forgathatnék őket, mégsem fednék soha egymást. 
Utaljunk itt arra is, hogy a «bal» és «jobb» problémája is ezzel 
függ össze. S egyelőre jegyezzük meg alapelvként, hogy két 
szimmetrikus n-dimenziós idom csak akkor hozható fedésbe, 
ha az JSn+i további szabadsági foka rendelkezésre áll. De ha 
nem szimmetrikus a két idom, az egybevágóságot akkor is 
csak az idom eltolása segítségével állapíthatjuk meg. Ezen 
alapul az az állítás, hogy az egybevágósággal az eltolás fogal­
mát is meghatároztuk. 

De elhalasztjuk a szimmetria és dimenziók száma közt 
fennálló összefüggés tárgyalását, hogy figyelmünket az 
axiómák harmadik csoportjának tárgyalására fordíthassuk. 

III. 1. «Ha az A és B pont valamely a egyenesen fekszik, 
A' pedig ennek az egyenesnek vagy egy másik a' egyenes­
nek egy pontja, akkor az a' egyenesen, az A' megadott 
oldalán mindenkor egy és csakis egy olyan B' pont található, 
amelyre nézve az AB és A'B' távolság egymással egybe­
vágó, vagyis 

AB=zA'B' 
Minden távolság egybevágó önmagával, vagyis mindenkor 
igaz, hogy 

AB=~AB ós AB~BA.)> 
(Ezt az állítást egyszerűbben úgy fogalmazhatjuk meg, hogy 
valamely távolság egy egyenesre egy adott pont valamelyik 
oldalán mindenkor egyértelműen mérhető fel.) 
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III. 2. «Ha egy távolság, AB, másik két, A'B' és A"B", 

távolsággal egybevágó, vagyis AB===A'B' és AB==A"B", 
akkor A'B'=A"B".i> 

III. 3. «Legyen AB és BC két távolság az a egyenesen és 
ne legyenek közös pontjaik, s A'B', valamint B'C két távol­
ság ugyanazon a? a, vagy valamely más a' egyenesen, s 
ezeknek se legyenek közös pontjaik ; ha most AB==A'B' 
és BCs^B'C, akkor AC=A'C szintén helyes.» 

A B C 
i _ _ _ _ _ — i — 1 — — a 

A' B' C 
i _ , _ ( — _ H — — « — - — a 

26. ábra. 

Mielőtt még további axiómákra áttérnénk, alapvető 
fogalmakat kell megismernünk. Mindeddig csak pontokkal, 
vonalakkal, távolságokkal vagy síkokkal volt dolgunk. Most 
új alakzatot kell bevezetnünk : a szöget. Ennek lehetőleg 
tudományos szempontból kifogástalan módon kell megtör­
ténnie, hisz mi, tekintve, hogy axiómákkal foglalkozunk, 
nem kell, hogy tudjuk, mi is az a szög. Ezt a fogalmat tehát 
lépésről-lépésre kell felépítenünk. 

Legyen előttünk egy tetszésszerinti « sík, induljon ki 
valamely 0 pontjából két különböző félsugár. Ez a két fél-
sugár két különböző egyeneshez tartozik. 

27. ábra. 
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A félsugarak eme rendszerét nevezzük szögnek és (h, h)2^ 
vagy (k, K)<$. jellel jelöljük. A II. 2—4. axiómákból követ­
kezik, hogy a h és k fólsugarak (valamint az 0 pont) az a sík 
többi pontját a következőképpen osztják két tartományra: 
Legyen A az egyik tartománynak, A' pedig a másik tarto­
mánynak pontja, akkor minden vonal, amely az A pontot 
az A' ponttal összeköti vagy keresztül megy az 0 ponton, 
vagy a h, vagypedig a k félsugár egyik pontján. A két tarto­
mány közül egyik kitűnik a másikkal szemben ; a különleges 
tartománynak az a tulajdonsága, hogy bármely két pontját 
összekötő távolság egész terjedelmében benne van e tar­
tományban. Ezt a tartományt nevezzük a (h, k)*$ belsejének, 
megkülönböztetésül a másik tartománytól, amelyet a (h, k)^. 
külsejének nevezünk. A h és k félsugár a szög két szára, az 
0 pont pedig a szög csúcsa. 

Szögek is bizonyos viszonyban vannak egymással, e viszo­
nyok megjelölésére is az «egybevágó» vagy «egyenlő» szavakat 
használjuk. 

III. 4. «Adjunk meg egy (h, k)2$. szöget egy a síkban, 
és egy a' egyenest egy a síkban, jelöljük meg továbbá az 
a síknak ct'-től számítva egyik oldalát. Legyen In! az a' egye­
nesnek 0' pontjából kiinduló egyik félsugara; akkor az «' 
síkban és csakis egy olyan k' félsugár található, amellyel 
a Qi, fc)^f és a (h', fc')-4 egybevágó lesz, ha egyben a (h' fc')-4 
valamennyi belső pontja az a' sík megadott oldalán van. 
Minden szög egybevágó önmagával: (h, k)*$=(h, k)*$. és 
(h, fc)^=(/c, h)*$.. Eöviden azt is mondhatjuk, hogy egy adott 
szög, egy adott síkban egy adott egyenes egyik megjelölt 
oldalára egyértelműen mérhető fel.» 

Ahhoz, hogy a következő tételt felírhassuk, néhány szó 
magyarázatot kell előrebocsátanunk. Legyen ABG egy 
háromszög; jelölje az A pontból kiinduló, B és G ponton 
keresztülmenő félsugarat h és k. A (h, k)*% akkor a három­
szögnek az AB és AG oldalától bezárt, vagy a BC oldalával 
szemben fekvőnek mondott szöge ; belsejében van a három­
szög valamennyi belső pontja és BAG^. vagy A^. jellel 
jelöljük. 



71 

III. S. «Ha két háromszögre (ABO és A'B'C) nézve helye­
sek az alábbi egyenlőségek : 

AB=A'B', AG=A'C és BAC^.=B'A'C'<$ 
akkor mindenkor helyesek az alábbiak is : 

ABG^.=A'B'G,2^ és ACB^.=A'C'B'^..» 
Ezt az utóbbi axiómát a háromszögek egybevágóságának 

tárgyalásakor tudjuk majd jól alkalmazni. De most még 
sürgősen pótolnunk kell a szöggel kapcsolatos néhány foga­
lom ismeretét. Két szög mellékszöge egymásnak, ha egyik 
száruk é? csúcsuk közös, másik száruk pedig egyenes vonal. 

28. ábra. 

A (h, k)<4 és a Qi', &')-4 egymásnak mellékszöge. Ha 
azonban mellékszögek egybevágók, egyenlők, akkor derék­
szögek. Vagy azt is mondhatjuk, hogy egy szög akkor derék­
szög, ha mellékszögével egybevágó. 

29. ábra. 

Azt is mondják, hogy a k egyenes merőleges a h és h' fél­
sugarakból álló g egyenesre. Hubert nyomán a III . 1., III. 4. 



és III. 5. axiómákból következik a derékszögek létezése. Ha 
ugyanis valamely szöget egyik szárára újra felmérünk úgy, 
hogy a két szög csúcsa közös legyen ; ezután a külső szárakra 
egyenlő távolságokat mérünk fel, akkor az ezek végpontjait 
összekötő egyenes merőleges a közös szárra. 

30. ábra. 

Igaz ugyanis, hogy AB=A'B' és AC^A'C. Azonkívül 
(h, k)^==(h', V)^. 

Ezek szerint biztos, hogy az B szög egyenlő B' mellék-
szögével (a III. 5. alapján). De a mellékszögek egyenlősége 
éppen a derékszög definíciója. 

A szögek más fajtái az úgynevezett csúcsszögek. Két szög 
akkor csúcsszöge egj^másnak, ha csúcsuk közös és megfelelő 
száraik együtt egy egyenest adnak. Csúcsszögek mindenkor 
egyenlők, egybevágók. Megjegyezzük, hogy miként a (h, fc)«4 
és Qi', &')«=$ csúcsszögei egymásnak, éppen úgy a (h, k') 2$. ós 
(h', h)2$. szögek is csúcsszögok. 

31. ábra. 
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E megjegyzések után elkezdhetünk a háromszögek 
egybevágóságával foglalkozni. Csak azokat a háromszögeket 
tekintjük egybevágóknak, amelyeknek mind a hat alkotórésze 
(három oldala és három szöge) egybevágó. Tehát 

AB&EA'B', AC==A'C, BC~B'C ; 
és 

A^—A'^; B^~B'^, C^ssC'^ 
Már a III. 5. axióma megállapítja, hogy ha két háromszög­

ben két oldal és a közbenzárt szög kölcsönösen egyenlő, 
akkor a másik két szög is kölcsönösen egyenlő. így csak azt 
kell még bizonyítanunk, hogy a háromszögeknek a harmadik 
oldalai hasonlóképpen egyenlők. 

32. ábra. 

Ha most (mint ilyen bizonyításoknál gyakran szokás) 
feltételezzük, hogy a dolgok ellenkezője igaz, vagyis BC^B'C 
akkor az ilyen feltevés lehetetlenségét kell bebizonyítanunk, 
hogy első feltevésünket igazoljuk. Eredeti feltevésünk szerint 
BAö^.~B'A'G'^.. Mostani (lehetetlen) feltevésünk szerint 
BAC*$. = B'A'D'*>f.. Ez szemlátomást lehetetlen, de ezen­
kívül a III. 4. axióma szerint is helytelen, mert egy szöget 
egy fólsugár valamelyik oldalára csak egyféleképpen mérhe­
tünk fel. Tehát ezek szerint BG==B'C s ezzel az egybevágóság 
mind a hat alkatrészre igazolást nyert. Ebből pedig a három­
szögek egybevágósága következik. Az egybevágóságnak ezt 
a tételét az egyenlőnek felvett alkotórészek helyzete alapján 
Oldal-Szög-Oldal tételnek nevezhetjük, rövidítve 0S0 té­
telnek. 
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Ha most két háromszög más három meghatározó alkat­
részét vesszük egyenlőnek, péládul az egyik oldalt és a rajta 
fekvő két szöget, akkor a második egybevágósági tételt kapjuk, 
az úgynevezett Szög-Oldal-Szög, rövidítve a SOS tételt. 

Ezt és a következő egy bevágósági tételeket már bizonyí­
tás nélkül említjük. SOS tételünket azonban nem használ­
hatjuk minden korlátozás nélkül.1 Mert ha az oldalon fekvő 
két szög mindegyike derékszög vagy tompaszög volna (azaz 
olyan szög, amely nagyobb mint a derékszög), akkor nem 
keletkezik háromszög. (83. ábra.) 

De akkor sem keletkezik háromszög, ha egy hegyesszög 
és egy tompaszög összege nagyobb két derékszögnél. 

A SOS tételből a szögfelezőknek nagyon fontos tulajdon­
ságait vezethetjük le. Világos, hogy az ABC és ABC három­
szög (34. ábra) a SOS tétel alapján egybevágó. Mert az 
AB oldal közös, az a és a' szög feltevésünk szerint egyenlő, 
tekintve, hogy mindegyik a szögnek a fele, a B mellett 

1 Ha három egyenlő alkotórészt tartalmazó két háromszög egybevágó, 
akkor valamennyi olyan háromszög is az, amely ezeket az alkotórészeket 
tartalmazza. Ezek az alkotórészek tehát meghatározzák a háromszöget, 
vagyis ismeretükben a háromszög már mindenkor felrajzolható, de ilyen­
kor figyelni kell, hogy az alkotórészek megfelelők legyenek és a három­
szög létre is jöhessen. (A fordító.) 
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fekvő két derékszög is egyenlő (azért derékszögek, mert a 
GC egyenest úgy húztuk, hogy az AB egyenesre merőleges 
legyen). A háromszögek egybevágóságából következik, hogy 
a szögfelezőre, egyik pontjában, húzott merőlegesek egyen­
lők (BC=BC), hogy ez a merőleges a szögek száraiból 
egyenlő darabokat vág le {AC=AC) és hogy a 0^:=0"«4. 
Ha viszont a szögfelező egyik pontjából húzunk a szög 

34. ábra. 

száraira merőlegest, akkor szintén két egybevágó három­
szöget kapunk. B háromszögek egybevágósága az SOS tétel 
egyik változatából következik: az OSS tételből. (Későbbi 
tanulmányaink során látni fogjuk, hogy ha két háromszög 
megfelelő két szöge egyenlő, akkor a harmadik szögek szük­
ségképpen egyenlők.) 

Tehát utóbbi esetünkben az ABOx és ABG2 valóban 
egybevágó az OSS tétel alapján, mert a két háromszögben 
AC1=AC2, a—a' és a két derékszög, amely a merőlegesek 
húzásával keletkezett, szintén egyenlő. Ebből az következik, 
hogy a szögfelező egyik pontjából a szárakra húzott merőle­
geseknek a hossza egyenlő (BC1==BC2), és ezek a merőlegesek 
a szárakból egyenlő darabokat vágnak le. (AG1=ACS.) 

Ha azonban a szögfelezőt nem az előbb említett merő­
legessel metszem, hanem egy általános helyzetű g egyenes-



85. ábra. 

Bel (84. ábra), akkor ilyen összefüggéseket nem találok. 
Később azonban megismerünk olyan összefüggéseket, ame­
lyek egy szöget, illetve a szögfelezőt metsző két párhuzamos 
egyenes metszékeivel adódnak. 

További egybevágósági tétel az úgynevezett Oldal-Oldal-
Oldal tétel, rövidítve OOO tétel. Ez a tétel azt mondja, 
hogy két háromszög egybevágó, ha a két háromszögben 
három oldal egyenlő. Itt arra kell ügyelnünk, hogy két oldal 
összege mindenkor nagyobb legyen a harmadiknál. E nélkül 
nem szerkeszthető háromszög. 

Utolsó egybevágósági tételként az Oldal-Oldal-Szög tételt 
említjük, rövidítve OOS tételt. E tétel szerint két háromszög 
egybevágó, ha két oldaluk ós a nagyobbik oldallal szemben 
fekvő szögük egyenlő. Ha harmadik alkotórésznek a kisebbik 
oldallal szemben fekvő szöget választanok, akkor a megfelelő 
alkotórészek összeállítása nem volna egyértelmű. Mint a 36. 

86. ábra. 
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ábrából kiderül, az utóbbi feltételnek mind az ABC, mind 
az A'BC háromszög megfelel; az a és b oldaluk egyenlő, 
egyenlő a két háromszögben a @ szög is, a két háromszög 
mégsem egybevágó. 

Tehát foglaljuk össze befejezésül két háromszög egybe­
vágóságának eseteit. Két háromszög egybevágó, ha három 
alkotórészük, köztük legalább egy oldal kölcsönösen egyenlő. 
Tehát egybevágó a két háromszög, ha a következő alkotó­
részek megegyeznek: 

1. Két oldal és a közbezárt szög (080 tétel). 
2. Egy oldal és a rajtafekvő két szög (SOS tétel; ennek 

alesete az OSS tétel). 
3. Mind a három oldal (SSS tétel). 
4. Két oldal ós a nagyobbikkal szemben fekvő szög 

OoS tétel).1 

TIZENKETTEDIK FEJEZET. 

Párhuzamosak axiómája és a folytonosság 
axiómája. 

Megint eltértünk attól, amit tulajdonképpen tanulmá­
nyozni akarunk. Térjünk tehát vissza Hubert axióma­
rendszeréhez, annak is a IV. csoportjához. Ez csak egy axiómát 
tartalmaz. A hírhedt, talányos és veszélyes párhuzamosakra 
vonatkozó axiómát. 

Már ismételten beszéltünk a párhuzamosakról. Azt is 
meglehetősen jól tudjuk már, hogy mit is kell róluk gon­
dolnunk. Már csak az van hátra, hogy ennek az axiómának, 
amelyet euklidesi axiómának is neveznek, megfelelő tudo­
mányos fogalmazást adjunk. 

Függesszük föl egyszer azt az elvünket, hogy az axiómák­
nak csak Hilbert-fóle fogalmazását adjuk, írjuk ide ennek 
azt az alakját is, szószerint, amelyet Euklides adott neki. 
Szerinte: <día két, egy síkban fekvő egyenest egy harmadik 
egyenes metsz, s a metsző egyenes egyik oldalán a belső 

1 A kis o betű jelentse azt, hogy a nagy 0 és nagy 8 betűkkel meg­
jelölt alkotórészek fekszenek egymással szemben. 



szögek összege kisebb két derékszögnél, akkor a kellőképpen 
meghosszabbított két egyenes metszi egymást, még pedig 
azon az oldalon, amelyiken a két, együtt két derékszögnél 
kisebb belső szög fekszik.)) 

37. ábra. 

A.z a és (} szög együttvéve kisebb, s így a y és d szög 
együttvéve nagyobb, mint két derékszög. Tehát a g és gx 
egyenes metszi egymást. Csak akkor nem metszenék egymást, 
ha (a+/9), s ugyanígy (y+d)1 összesen két derékszöget ad. 
Ezekből a megfontolásokból könnyen megkapjuk azokat az 
összefüggéseket, amelyek a párhuzamosokat metsző transz­
verzális mentén fekvő szögek közt fennállnak. 

38. ábra. 

1 A szög jelet (*2f.) egyszerűség kedvéért nem írjuk ki állandóan. 
Ebben a fejezetben a görög betűk mindenkor szögeket jelentenek. 
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Mivel párhuzamosok esetén a+/9—22? és szemmel lát­
ható, hogy (a+y)=2B, biztos, hogy p=y. Továbbá y-\-S—'iB 
ós r-\-a=%B biztos az is, hogy a=/n. Ezeket a szögeket 
nevezzük belső váltószögeknek. De egyenlők a következő 
szögek is: y~s, a—C, §—i}, d=d; mert csúcsszögek. Ezért 
egyenlők még: e=y, £"=#, s ezeket nevezzük külső váltó­
szögeknek. Megfelelő szögeknek nevezik azt a két szöget, 
amelyek közül egyik külső, a másik belső, s a transzverzális­
nak ugyanazon az oldalán fekszenek. Ezek is egyenlők egy­
mással, tehát C=d, f=-q, e=/#, a=§. 

«Posztulátumunkat» («állításunkat», «követelósünket», «fel-
tevésünket*) tehát így fogalmazhatjuk : 

Ha egy egyenes két másikat metsz, oly módon, hogy a 
váltószögek kettőnkint egyenlők, akkor a megfelelő szögek 
is egyenlők és a transzverzális ugyanazon oldalán fekvő két 
külső vagy két belső szög egymásnak mellékszőge (egymást 
két derékszögre egészíti ki). 

E posztulátum megfordításából más tótelek egész sora 
adódik. Ilyen volna például az is, hogy ha a transzverzális 
mentén fenti szög-összefüggések teljesülnek, akkor a két 
egyenes párhuzamos. Ha az ábrába még egy harmadik ̂ '-vona­
lat is húzunk (a 88. ábra szaggatott vonala), s a transzver­
zális ezt is metszi és azt követeljük, hogy fenti szög-össze­
függések erre az egyenesre mind a ífr-gyel, mind a g(a-vel 
kapcsolatban érvényesek legyenek, akkor a g' a jĵ -gyel és 
a gfa-vel is párhuzamos. De ebből az is következik, hogy ha két 
egyenes egy harmadikkal párhuzamos, akkor egymással is 
párhuzamosak. 

A párhuzamosak axiómájának ismeretében arra is fel­
hívjuk a figyelmet, hogy könnyen elképzelhető olyan geo­
metria is, amelyben fennáll valamennyi axióma, csupán a 
párhuzamosak axiómája nem. Hyen például a gömbfelület­
nek egyáltalán nem misztikus vagy titokzatos geometriája. 
Még részletesen fogunk erről beszólni, hisz e könyvnek egyik 
igen fontos célja, hogy megértést keltsen a nem-euklidesi 
geometriák iránt. Tehát, ha azokat a geometriákat, amelyek­
ben a párhuzamosak axiómája nem érvényes, nem-euklidesi 
geometriáknak nevezzük, akkor azt a geometriát, amelyben 
a párhuzamosak tétele érvényes, joggal nevezhetjük, mint az 
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általában szokásos is, euklidesi geometriának. Kezdő meg­
lepetten olvassa ezt. Hisz megszokta eddig, hogy a geometriát 
tartsa a legjobban megalapozott, vitathatatlan tudomány­
nak. S most többféle, egyformán helyes és látszólag egyforma 
értékű geometriáról hall? Bizony, így van, feleljük nyugod­
tan. Nem esak többféle, hanem végtelen sokféle geometria 
van, s mindegyik egyformán helyes és logikai szempontból 
egyaránt zárt. Sőt Poincaré szerint csak szokás vagy meg­
egyezés, hogy melyiket használjuk. De ne merüljünk túlsá­
gosan mólyen a matematika filozófiájába, állapítsuk meg, 
hogy a párhuzamosak tótele nincs bizonyítva, nem is bizo­
nyítható és megszokott geometriánk, amely ezt a tételt el­
fogadja, csak egyike a lehetséges végtelen sok geometriának, 
habár valószínű, hogy szellemünknek szűkebb világunkban 
való használatra ez a legkényelmesebb. 

De még adósak vagyunk a páhuzamosak axiómájának 
Hilbert-féle fogalmazásával. 

IV. «(Buklidesi axióma.) Legyen a tetszésszerinti egyenes, 
A kívüle fekvő pont, akkor az a egyenessel és az A ponttal 
meghatározott síkban legfeljebb egy olyan egyenes van, 
amely keresztül megy az A ponton ós az a egyenest nem 
metszi. Ezt az egyenest nevezzük az a-hoz az A ponton át 
húzható párhuzamosnak.)) 

Ez a párhuzamos-tétel egyenértékű a következő tétellel: 
<ű3a két egyenes, a és b, nem metszi a közös síkjukban 

fekvő c egyenest, akkor egymást sem metszik.* 
Sokat vitatkoztak már arról a kérdésről, amelyet már mi 

is érintettünk, hogy vájjon egyenértékű-e a párhuzamosak 
tétele és az az állítás, hogy a háromszög szögeinek összege 
180 fok. Hubert oly módon dönti el a kérdést, hogy kijelenti: 
ha érvényes az úgynevezett Archimedes-féle axióma (erről 
rögtön lesz szó), akkor a párhuzamosak tétele és a háromszög 
180 fokos szögösszegéről szóló tétel ekvivalens. 

Most tehát a háromszög szögeivel fogunk tudásunk 
bővítésére valamelyest foglalkozni. It t is csak az eddig meg­
ismert tóteleket fogjuk alkalmazni, — amelyekből a szögek 
egyenlősége vagy nagyságuk különbözősége következik — 
továbbá az egybevágósági feltételekből levezetett derékszög 
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meghatározást. Valódi szögmérésről még nem lesz szó, sőt 
nem is lehet mindaddig, amíg axiómákkal foglalkozunk. 

39. ábra. 

Ha, az ABC háromszög AB oldalát a B ponton túl meg­
hoz-/.abbítjuk a D irányában, akkor a CBT>^.=-q szöget 
kapjuk. Ezt nevezzük a háromszög B pontjához tartozó 
külső szögének. Ezt a külső szöget az AG oldallal párhuzamos 
BE egyenessel két részre osztjuk, a két rész a 3 és az e szög. 
Ha most a BC és az AD egyeneseket a párhuzamos AC és 
BE egyenesek transzverzálisának tekintjük, akkor vala­
mennyi nemrég levezetett szögegyenlőség itt is érvényes. 
Tehát 8=y, mert váltószögek és s=a, mert megfelelő szögek. 
Kiderül a szerkesztésből, de szemmel is látható, hogy 
e+8+/S=2E, ezért a+fi+r—ZR szintén igaz, tehát a 
háromszög belső szögeinek az összege két derékszög (180 fok). 
Ebből a szerkesztésből egy másik tétel is következik. Minthogy 
a. illetve y egyenlő az g, illetve 8 szöggel, a háromszög külső 
szöge, yj, pedig éppen e két szög összege, kimondhatjuk, hogy 
a háromszög bármelyik külső szöge egyenlő a vele nem 
szomszédos két szög összegével. 

Most már esak az ötödik axióma-csoport, a folytonosság 
axiómái vannak hátra. Első pillanatban éppen ezek az 
axiómák fognak a legtermészetesebbeknek látszani. Pedig 
csak ezek teszik lehetővé a többi axióma gondtalan használa­
tát, nélkülük egészen különös, nem-archimedesi geometriák­
hoz jutnánk, de ezeknek itt csak a nevét említhetjük meg. 

V. 1. «(A mérés axiómája vagy az Archimedes-féle axióma.) 
Legyen Ax valamely egyenes tetszésszerinti pontja és feküd-

üoleros: Pont. 6 



júk az egyenes ugyancsak tetszésszerinti A és B pontja közt; 
szerkesszük meg az A2, Aa, At... pontokat oly módon, 
hogy A1 az A és A2 közt, Az az A1 és As közt, As az A2 és 
-á4közt stb. feküdjék, továbbá az AAV AXA2, A2AS, AsAi... 
távolságok egymással egyenlők legyenek, akkor az A2, As, 
At, A5, A6... pontok sorozatában bizonyosan van olyan 
An pont, hogy B az A és An között fekszik.» Egyszerűbben 

fogalmazva azt mondja ez a tétel, hogy mindenkor okvet­
lenül sikerül a kisebbik AAX távolságot annyiszor felmérni 
az egyenesre, hogy a felmérés eredménye véges számú ismét­
lés után nagyobb legyen a szintén véges AB távolságnál. 
Vagy még egyszerűbben: Valamely a távolság kisebb egy 
b távolságnál: a<&. Ha megfelelően választunk egy n szá­
mot, akkor bekövetkezik, hogy az a távolság n-szerese 
nagyobb, mint a b távolság : nW>b. 

Ezután már felírhatjuk az utolsó axiómát: 
V. 2. «(A teljesség axiómája.) A geometria elemei (pont, 

egyenes, sík) dolgok olyan rendszerét adják, amely vala­
mennyi előbb említett axióma fennállása esetén tovább nem 
bővülhet, vagyis pontok, egyenesek, síkok rendszeréhez már 
nem kapcsolható más «dolgok» rendszere, oly módon, hogy 
az összetétel által keletkezett rendszerben is érvényesek 
legyenek az I—IV. és V. 1. alatt felsorolt axiomák.» 

Ez az utolsó axióma azt kívánja, hogy a rendszer eset­
leges bővítése esetén valamennyi előbbi axióma ugyanúgy 
érvényes maradjon, mint a rendszer bővítése előtt, hacsak 
az elemek viszonya meg nem változott. Tehát ha egy pont 
két másik között feküdt a «rendszer bővítése előtti), akkor 
ezentúl is a kettő közt kell maradnia ; ha szögek vagy távol­
ságok egybevágók voltak, ezentúl is egybevágóknak kell 
lenniök. 



TIZENHABMADIK FEJEZET. 

Megjegyzések Hubert axiomaíikájához. 
A mértőkgeometria alapjai. 

Most már mögöttünk maradt a Hilbert-féle axiomatika 
hatalmas építménye. Egyelőre még nem tudjuk, mit ér 
számunkra egy ilyen rendszer. De ha érteni akarunk a geo­
metriához, akkor vérünkké kell válniok az axiómáknak, 
nehogy akkor is bizonyításokkal kelljen vesződnünk, ha 
készenálló, bizonyításra nem szoruló alapigazságra, axiómára 
hivatkozhatunk. De már régen tartozunk olvasóinknak azzal, 
hogy a «bizonyításról» néhány szót szóljunk. Bizonyítani: 
számunkra annyit tesz, mint valamilyen geometriai állítást 
azzal megerősíteni, hogy logikai ugrások nélkül addig követ­
keztetünk belőle visszafelé, amíg végül csupa axiómára 
jutunk. Gyakorlatban megelégszünk azzal is, ha geometriai 
tételeket hozhatunk fel állításunk megtámogatására, hisz 
ezek a tételek is csak az axiómákon alapulnak. Állítsuk 
például, hogy egy háromszög bármely külső szöge egyenlő ama 
belső szögek összegével, amelyeknek a szárai nem ugyanazok, 
mint a külső szögé. Ezt bebizonyíthatjuk a háromszög belső 
szögeinek 180 fokos összegével is. De ez a tétel a párhuza­
mosak axiómáján alapul és az ebből következő, párhuza­
mosakat metsző transzverzális mentén található szögegyenlő­
ségeken. És ezek a szögegyenlőségek ismét axiómákból kö­
vetkeznek ; hogy miként, azt már láttuk. 

A bizonyításoknak szigorúaknak és általános érvényűek-
nek kell lenrdök. A szigorúság megköveteli, hogy semmit se 
tételezzünk fel, amit előzőleg be nem bizonyítottunk, vagy 
ami nincs axiómával bizonyítva. Ügyelni kell továbbá, hogy 
hamis okoskodással a bizonyítandót bizonyítéknak ne használ­
juk. Végül általánosságot követelünk, vagyis óvakodnunk kell 
egyes magukban álló, vagy határesetektől. Ezért veszélyesek 
bizonyítás szempontjából például a szabályos idomok, hacsak 
bizonyításunk nem éppen ezekre a szabályos idomokra vonat­
kozik. Őrizkednünk kell attól is, hogy verinkációt bizonyítás­
nak tekintsünk. Ha valamilyen állításunk, mondjuk, bizonyos 
távolságok adott Viszonyára vonatkozik, s felrajzoljuk a 

fi* 
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kérdéses távolságokat, lemérjük, ha ebből kiderül, hogy állí­
tásunk helyes, akkor még csak verifikáltuk ezt az állítást, 
de nem bizonyítottuk. Mert mérni csak egyes esetet tudok, 
tíz, vagy száz esetet, de ezek még mindig csak induktív 
módon igazolják az állítást, s ezért az csak viszonylagos 
értékű. Hisz újabb mérések során előkerülhet olyan eset is, 
amelyen mérésünk már nem szolgáltatja a helyes eredményt. 
A verifikáoió mégsem megvetendő tudományos segédeszköz. 
Ellenkezőjének, a falsifikációnak már nagyobb az ismeret 
elméleti jelentősége. Ha ugyanis méréssel megállapítom, 
hogy valamely hibátlan meggondolással bizonyított állítás 
helytelen, akkor azonnal feltételezhetem, hogy az alapul 
vett tétel nem érvényes, vagy nem általános érvényű. 

De axiomatikai tanulmányaink befejezéséül említsük meg 
azokat a követelményeket, amelyeket egy axiómarendszerrel 
szemben támasztunk. Azt, hogy az axiómarendszer teljes 
legyen, még külön axiómában is hangoztattuk. De legyen 
mentes ellenmondásoktól is, vagyis az axiómák sem részben, 
sem egészben véve ne cáfolják meg egymást. Ha ez a feltétel 
nem teljesül, akkor megeshetnék, hogy két, egymásnak ellen­
mondó állítás bizonyítására éppen a két axiómára hivatko­
zom. Ez természetesen a józan ész ellen való és felborítaná 
az egész geometriát. Harmadszor és végül az axiómák legye­
nek egymástól függetlenek. Hilbert axiómarendszerét vizs­
gálva kiderül, hogy semelyik axiómának lényeges részét nem 
lehet logikus következtetésekkel másik axiómából levezetni. 
Ezzel a függetlenség követelménye teljesült. Különösen 
érvényes ez az állítás a IV. párhuzamosak axiómájára. 

Ezzel munkánk súlyos részén, szinte homoksivatagszerű 
nehézségeken, túljutottunk. Azt hallottuk minduntalan, hogy 
ezután már virágos vidékek következnek. Néha, rövid pilla­
natokra már úgy véltük, hogy a horizonton hatalmas hegy­
láncokat látunk. Nem képzelődés volt ez? Hát mi is tulajdon­
képpen tudományunk végső célja? Mi az a tulajdonsága, 
amely különleges helyzetet biztosított neki a tudományok 
közt? Ha alaposan megfontoljuk ezeket a kérdéseket, be kell 
látnunk, hogy a geometriának nem lehet célja, hogy idomok­
nak légies, majdnem kísértetszerű világát építse fel, ezeknek 
olyan külső tulajdonságait tanulmányozza, mint az élek vagy 
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lapok száma, szögeik nagysága stb. Kétségtelen, ezeket a 
tulajdonságokat is tanulmányoznia kell. De nagyon közel 
jutunk ezzel ahhoz a veszélyhez, hogy kutatásunk játékká 
fajul el, sőt olyan szemlélődési móddá, amelyet a köznyelv 
saját farkába harapó kígyónak nevez. Idomokat kieszelni, s 
ezekbó'l a kieszelt tulajdonságokat ismét levezetni nem más, 
mint circulus vitiosus. De ez a circulus sem áll mindenkor 
fenn. Találhatunk új dolgokat is, ilyen volt Brianchon 
tétele, amelyet a Paseal-tételbó'l a dualitás elvének alkalma­
zásával kaptunk. De mire jó ez? Elárulhatnék, hogy ezek a 
tételek a kúpszeletek (kör, ellipszis, hiperbola, parabola) tár­
gyalásánál igen hasznosak lesznek, de joggal válaszolja egy 
kételkedő, hogy mindez nagyon érdekes, de ebből még nem 
szabad a geometria világuralmára következtetni. Még mindig 
hiányzik e tudományágnak a jogosultsága ahhoz, hogy 
mindenbe beleüsse az orrát. Mert a tett nagyobb értékű az 
emberiség emelkedésében, mint a puszta megismerés. És 
helyzetek és ábrázolásmódok ismeretéből magából tett még 
nem következik. Ez az ellenvetés jogosult. Láttuk már köny­
vünk elején, együttes felfedező utunk kezdetén, hogy mit 
tekintettek az egyszerű emberek a legnagyobb csodának, 
mi volt rájuk a legnagyobb hatással. Azt a lehetőséget cso­
dálták leginkább, hogy olyan dolgokat tudtunk megmérni, 
olyan méreteket tudtunk meghatározni, amelyek addig mérés 
számára hozzáférhetetlennek látszottak. Tehát megcsodálták 
például a, bója távolságának meghatározását, amelyet logikus 
meggondolások alapján készült szerkezet egyszeri alkalma­
zásával, geometriai tételekkel, egyetlen mórt adatból, az 
erkély magasságából nyertünk. 

Azt hiszem, tisztában vagyunk már a lényeggel: a geo­
metriának a csúcsa mindenkor a mérték-geometria. Minden­
kor arra irányul igyekezetünk, hogy a kisszámú hozzáférhető 
adatból, elmélet után nyert geometriai tulajdonságok alkal­
mazásával olyan adatokat határozzunk meg, amelyek isme­
retlenek. de nélkülözhetetlenek és érdekesek. Ezek az adatok 
nemcsak hosszméretek lehetnek, hanem területi vagy térfogati 
méretek is. 

Ezzel teljes lett számunkra a- geometria hatalmas épülete. 
Nem tettünk egyetlen felesleges lépést sem. Először az igész 
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építmény vázát kellett megismernünk. Utána tanulmányoz­
hatjuk méreteit és elrendezését. S végül arra fogunk törekedni, 
hogy ne esak megállapítsuk mindezt, hanem részleteiben is 
megismerjük. Nincs itt kezdet, befejezés, fent, lent, minden 
együtt adja gyönyörű, nagy egységként a geometria épületét. 
Csupán az volt a kérdés, hol kezdjük el kutatásainkat. 
Eendszertelen kapkodásunk mocsárba v i t t ; erre hozzáfog­
tunk, hogy a geometriát alapjától, gyökereitől kezdve építsük 
fel. Közben sok meglepő dologgal találko tünk és sikert 
sikerre halmoztunk. De a legnehezebb lépés még hátra van, 
pedig minden további ettől függ. Hátra van még az eddig 
tanultaknak és az arányok geometriájának, valamint a mére­
tek geometriájának összekapcsolása. 

Elébe vágunk kissé a dolgoknak, amikor most eláruljuk, 
hogy a geometriában tulajdonképpen csak kétfélét kell mér­
nünk, mert minden további ezekből adódik. Mérnünk kell 
távolságot (hosszúságot) és szöget. Már a távolságmérőnél is 
hosszúságról és szögről beszéltünk. így lesz ez mindenütt. 
Mert a további mértékek, a terület- és köbtartalommértékek 
a hosszmértékből levezethetők. Valamely tartály köbtartal­
mát nem térfogategységek felhasználásával mérjük meg, 
hanem hosszmértékkel, habár az eredményt azután térfogat­
egységekben adjuk meg. 

Tehát ismételjük egészen határozottan : a mértékgeometria 
a helyzeten és arányokon kívül a méretviszonyokat is ügye­
lembe veszi, vagyis a távolságoknak és a szögeknek viszonyát 
egységükhöz. 

De még másról is beszéltünk. A számok világának a geo­
metriába való bevonásáról. Ez a probléma, az aritmetiká­
nak és geometriának összekapcsolása sokkal bonyolultabb és 
nehezebb, mint első pillanatban gondolnók. Ha most rövid 
időre a mértékgeometria alapjainak ismeretét feltételezzük, 
azért történik, mert másképpen nem tudjuk a problémát 
kellőképpen megvilágítani. Tegyük fel, hogy előttünk van 
egy derékszögű háromszög, oldalai 5 centiméter, 12 centi­
méter és 13 centiméter hosszúk. Pythagoras tétele szerint 
a kisebb oldalak négyzetének összege egyenlő a legnagyobb 
oldal négyzetével. Vagyis 52+12a=18a, azaz 25+144=169. 
Feledkezzünk meg hirtelen arról, hogy geometriáról van szó, 
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gondoljuk, hogy matematikai feladattal van dolgunk. 
Csábít, hogy matematikai ügyeskedéseket végezzünk egyenlő­
ségünkkel. Elképzeljük, hogy csak kettőt ismerünk számaink 
közül, meghatározhatjuk a harmadikat. Eszünkbe jut, hogy 
a matematika szabályai szerint megszorozzuk az egész 
egyenlőséget 32=9-cel; tudjuk, hogy ez az egyenlőségen 
mitsem változtat, mert ha egyenlőket egyenlőkkel szorzunk, 
ismét egyenlőket kapunk. 

3a.(52+122)=38.182 

32.52+32.12a=32.18s 

152+362=392 

Természetesen sokkal bonyolultabb átalakításokat is 
végezhetnék. 

Most hirtelen eszembe jut Pythagoras tétele, mindent 
visszafordítok és azt állítom egyszerre, hogy az utolsó egyen­
let : 152+362=392 ismét egy derékszögű háromszög oldalaira 
vonatkozik. Természetesen minden helyes, kifogástalan, 
pontos. Mindaz, amit most állítottam, helyes. Néhány vonal­
ból álló rajz erről különösen meggyőzne. Csupán az nem 
természetes, hogy mindez csak helyes lehet. Mert nagyon 
jól elképzelhető volna az is, hogy a matematika szabályai 
önmagukban véve helyesek, de a számítások eredményei 
nem vihetők újból át a geometriára. Egy egyenletet és annak 
átalakításait egy egész világ választja el a derékszögű három­
szögtől és az oldalai közt fennálló összefüggésektől. 

Ezért kell valami módon tisztáznunk az aritmetika és 
geometria közt fennálló párhuzamot. Nem tehetjük, hogy 
eleve helyesnek tartjuk, mint az iskolai geometriában szokás. 
Elárulhatjuk, hogy a geometriának és az aritmetikának ilyen 
kapcsolata sok gondot okozott az elmúlt évezred tudósainak. 
És a probléma megoldása kapcsán szívesen estek túlzásokba ; 
volt, aki az egész geometriát matematikává akarta átalakí­
tani, mások a matematikából akartak geometriát csinálni. 
Úgy vélték, hogy egyetlen dolognak két különböző alakjával 
van dolguk. Voltak olyanok is, akik a két tudományt egymás 
mellett fennállónak akarták meghagyni, a nélkül, hogy bár­
milyen kísérletet tettek volna a kettő egyesítésére. Csak a 
projektív geometria adta meg annak a lehetőségét, hogy 
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erőszak nélkül találjuk meg az utat, amely a tudomány két 
ágát egymással összeköti. 

Itt derül majd ki, hogy milyen előnyt jelent a projektív 
geometriának és az axiómáknak ismerete. És megkíséreljük, 
hogy Hubert nyomán megtaláljuk az utat, amely az arányok 
geometriájához és a mértékgeometriához vezet. 

Vissza kell térnünk ezért Blaise Pascal tételéhez, bár 

Az alappal Valamennyi Egy átellenes Általános, 
párhuzamos alkotót a végesben alkotóval két alkotóval 

metszet: metsző, az alap- párhuzamos párhuzamos 
kör pal szöget b<'7.áró metszet: metszet: 

metszet: parabola hiperbola 
ellipszis 

41. áb r a . Az egyenes k ö r k ú p s íkmetszete i . 

célunk vele most egészen más, mint annakidején volt; hisz 
akkor csak a dualitás elvének működését akartuk megismerni. 
Azóta már utaltunk arra is, hogy Pascal tétele kúpszeletekre 
vonatkozik. De hogy valamelyes képünk legyen a dologról, 
ismerkedjünk meg a kúpszeletekkel. (41. ábra.) 

Pascal tétele tehát úgy szól, hogy ha egy kúpszeleten 
fekvő hat pontot bizonyos szabályok figyelembevételével 
összekötünk, akkor a keletkezett, egyenesek három metszés­
pontja egy egyenesen fekszik. Hogyan kell a, pontokat össze­
kötnünk? így ; Számozzuk meg a pontokat sorban, 1, 2, 3, 



89 

4, 5, 6 és kössük össze őket «Pascal-féle hatszöggé*, úgy, hogy 
egyenes vonalakat húzunk az 1-től a 2-höz, a 2-től a 3-hoz 
és így tovább, végül a 6-tól az l-hez. Ekkor az 1—2 és 4—5, 
2—3 és 5—6, valamint a 3—4 és 6—1 oldalakat egymással, 
átellenes oldalaknak nevezzük. És éppen ezeknek az átelle-

42. ábra. 

nes oldalaknak a metszéspontjai fekszenek egy egyenesen, 
miként a 42. ábra négy különböző kúpszeleten bemutatja. 

De a Pascal-tételt, még emlékszünk, egészen más formá­
ban ismertük meg! Akkor a tétel azt mondta, hogy a hat 
pont két egymást metsző egyenesen van. Tehát egyáltalán 
nem «kúpszeleten». Egy pillanat türelmet kérek. Mi is az a 
két egymást metsző egyenes? A végén még kiderül, hogy az 
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is kúpszelet? Talán a hiperbolának határesete, elfajult alakja? 
Ügy van, kúpszelet az is, mert minden metszősík, amely 
a kúp csúcsát tartalmazza, metszésidomként két sugárból 
álló sugársort ad. Ha tehát Pascal tétele minden kúpszeletre 
érvényes, akkor tengelymetszetekre, elfajult kúpszeletekre is 
feltétlenül érvényesnek kell maradnia. De hogy egészen 
tisztán lássunk, jegyezzük meg azt is, hogy a Pascal-féle 
hatszög pontjai nem fekszenek szükségképpen a hiperbola 

43. ábra. 

egyik ágán, hanem szabadon megoszolhatnak a két ágon. 
Pekhetnek a görbe egy kis szakaszán is, sőt részben össze is 
eshetnek és így a hatszögből látszólag ötszög, esetleg négy­
szög vagy háromszög is lehet. Nem foglalkozhatunk azonban 
ezekkel a különleges esetekkel, nem lehet feladatunk ennyire 
a részletekbe merülni. 

Ezért elvi szempontból sokkal lényegesebb feladatot 
mutatunk be, amelyen a geometriai lehetőségek számtalan 
sokféleségét is láthatjuk. Már régebben beszéltünk arról, 
hogy párhuzamos egyeneseket úgy tekinthetünk, mintha a 
végtelenben fekvő pontban találkoznának. Ha ez igaz, akkor 
két párhuzamos egyenes két sugárból álló sugársornak is 
tekinthető. De ha, mint már mondottuk, két sugárból álló 
sugársor kúpszelet, akkor a két párhuzamos egyenes is az. 
Ez teljes értelmetlenségnek látszik, de nem engedhetünk 
álláspontunkból; a két párhuzamos valóban kúpszelet, hen­
gernek — a henger végeredményben kúp, amelynek a csúcsa 
a végtelenben fekszik —• tengelyével párhuzamos metszete. 
Hogy a henger a kúpnak egyik, elfajult alakja, az is hihetővé 
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teszi, hogy kör és ellipszis metszetét mindenki nagyon jól el 
tudja képzelni. De ha a két párhuzamos egyenes kúpszelet, 
akkor Pascal tételének «terinószetesen» itt is érvényesnek kell 
lennie, vagyis a hat pont két párhuzamos egyenesen 
van. Kíséreljük meg, igaz-e boszorkányos következtetésünk. 

Ü. ábra. 

Sikerült a látszólagos geometriai szörnyűség. Bemek 
Pascal-hatszöget kaptunk és az átellenes oldalak metszés­
pontjai kifogástalan egyenest adtak. 

Ez a geometriai «csoda» felbátorított. Hirtelen másik 
határeset iránt kezdünk érdeklődni. Mi történik, fontolgat­
juk, ha nem sikerül megtalálni az átellenes oldalak metszés­
pontját? Ez is megeshet, ha az átellenes oldalak párhuzamo­
sak, mint például a 45. képen. 

Habár itt is betartottuk a Pascal-féle hatszög rajzolásá­
nak valamennyi szabályát, mégsem találjuk Pascal-féle 
egyenesünket, mert az átellenes oldalak, ABX és A-fi, BC1 
és BjC, valamint GAX és GXA nem hozhatók semmiképpen 
metszésbe. Metszéspont nélkül pedig nincs Paseal-féle egye­
nes, mert ezt éppen a metszéspontok összekötésével kapjuk. 
Megkíséreljük tehát, hogy a projektív geometria elveit alkal­
mazva valamilyen Pascal-féle egyenest mesterkedjünk erre 
az esetre is. Mert ha nem találunk ilyent, akkor azonnal 
romba dől szép szabályunk általános érvénye. Általános 
tételek nem tűrnek egyetlen kivételt sem, mert ha van ilyen, 
akkor vagy hamisak, vagy soha sem voltak általános ér­
vényűek. 

Hát hol metszik egymást egyeneseink? — kérdezzük 
ártatlanul. A morcos Euklides-hívő barátságtalanul felel: 
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«Sehol! Hagyj békén. Látod, hogy az átellenes oldalak pár­
huzamosak. Párhuzamosak azok az egyenesek, amelyeknek 
nincs metszéspontjuk. Ügyelt volna Pascal jobban, akkor 
nem állított volna fel ilyen vad tételeket.* «Nem addig van 
az, — feleli a projektív geometria híve — nem bizony, bará­
tom. Kissé avultak a nézeteid. Én úgy látom, hogy itt nincs 
semmiféle ellenmondás. Párhuzamos egyenesek végtelenben 
fekvő pontban metszik egymást. Itt tehát három, végtelen­
ben fekvő metszésponttal van dolgunk.* «Nos, és?» — morog 
tovább Euklides késői utóda. «Mi hasznunk van az egészből? 

45. ábra. 

Mesterkedéseddel előteremtett pontjaid közül egyik itt, 
másik a másik oldalon van a végtelenben.)) «Az már az én 
dolgom, hogy megállapítsam, melyik oldalon vannak a vég­
telenben fekvő pontok» — vágja vissza Poncelet tanítványa. 
«Itt három pár párhuzamosunk van, s ezzel három végtelen­
ben fekvő pontunk. Egy oldalon tételezzük fel valamennyit, 
mindegyik a végtelenben van, tehát egy végtelenben fekvő 
egyenesen fekszik. Ilyen végtelenben fekvő egyenes elképze­
lése projektív szemléiét szerint jogosult és párhuzamos síkok 
metszésvonalának tekintjük, akárcsak a végtelenben fekvő 
pontot párhuzamot egyenesek metszéspontjának. De ^zzel 
problémánk megoldódott. Határesetünkben a Pascal-féle 
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egyenes a sík végtelenben fekvő egyenese, ezen fekszenek 
az átellenes oldalak végtelenben fekvő metszéspontjai.)) 

Nem folytatjuk a vitát, a modern geometria valóban 
ily módon intézi el ezt a különleges esetet. Osak azt említjük 
meg, hogy a Pascal-tételből általában és ebből az esetéből 
különlegesen, igen fontos következmények adódnak. Minthogy 
két, pont már teljesen meghatároz egy egyenest, elég már 
két metszéspont a Pascal-féle egyenes meghatározásához. 
A Pascal-féle egyenest meghatározottnak tekinthetjük, ha 
az első két átellenes oldalpár metszéspontját megtaláltuk. 
Tisztán látszik ez a 46. képen, ahol a harmadik átellenes 
oldalpárt szakadozottan rajzoltuk meg. 

46. ábra. 

Különleges esetünkben még valaminek kell bekövet­
keznie. Ha ugyanis két oldalpárról megállapítottuk, hogy 
párhuzamos, akkor már két végtelenben fekvő metszés­
pontunk van. Két végtelenben fekvő pont azonban feltétlenül 
végtelenben fekvő egyenest határoz meg. Ebből viszont az 
következik, hogy a harmadik oldalpár metszéspontja is a 
végtelenben van. Vagyis ebben az esetben a harmadik oldal­
pár oldalai is párhuzamosak. Ebben a megváltozott fogalma­
zásban, amely a mérték-geometria alapja lesz számunkra, 
így hangzik Pascal tétele : Legyen A, B, C, illetve Ax, Bv Cx 
három-három pont két egymást metsző g és gx egyenesen 
ós egyik pont se essék össze a két egyenes metszéspontjával. 
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Ha most CB1 és GXB párhuzamosak, párhuzamosak továbbá 
a GA1 és G^A egyenesek is, akkor az ABX ós A-Ji egyenesek 
is párhuzamosak. Ebben az alakjában használja fel Hubert 
a «mérték-Pascal» tételt. Általában azt mondhatjuk, hogy ha 
két átellenes oldalpár párhuzamosakból áll, a harmadik 
oldalpár oldalai is szükségképpen párhuzamosak egymással. 
(Lásd 46. ábra.) 

De mielőtt az aritmetika és a geometria egyesítésére 
irányuló kísérletünket végrehajtanék, még egy körülménnyel 
kell tisztába jönnünk. Az aritmetikában mindenkor számok­
kal van dolgunk. A számok, mint tudjuk, egész, tört, racioná­
lis, irracionális számok lehetnek. Világos, hogy a mérték­
geometriában mindenkor «nagyságokkal» lesz dolgunk. Ha azt 
akarjuk, hogy az aritmetika és a geometria teljesen megfelel­
jenek egymásnak, akkor számnak nagyság, nagyságnak pedig 
mindenkor szám kell, hogy megfeleljen. Önmagában véve ez 
nem túlzott kívánság. Nem lehet nehéz minden számhoz 
valamilyen nagyságot, minden nagysághoz pedig valamilyen 
számértéket rendelni. Hisz ezt teszi minden gyerek, ha 
centiméter beosztással valamilyen vonal hosszát leméri. Ezzel 
ugyan még nagyon keveset értünk el. A mértékgeometriában 
egyáltalán nem a közvetlen, hanem a közvetett mérés érde­
kel, amelyet ismeretlen geometriai méretek kiszámításának 
is nevezhetnénk. De a kiszámítás szóban rejlik az egész 
probléma. Példán, a Pythagoras tételével kapcsolatban, 
nemrég már rámutattunk. Mi jogosít fel, kérdezzük ismét, 
hogy a számítás szabályait a geometriai méretek közt is 
érvényeseknek tekintsük? «Kiszámítás» a gyűjtőneve a 
matematikai műveletek egész sorának, amelyek a számok 
birodalmában érvényesek és amelyet csak ott alkalmazha­
tunk, ha nem akarjuk e birodalom határát nagyon is jogo­
sulatlanul átlépni. De ezek a matematikai műveletek is, 
mint a geometriai tételek, kisszámú axiómára vezethetők 
vissza. 

Vizsgálatunk tehát arra szorítkozhatik, hogy bebizonyul­
jon, hogy a számbirodalom fentemlített alaptörvényei a 
mértékek, esetünkben a. geometriai méretek között fennálló 
viszonylatokban is helytállók. 
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TIZENNEGYEDIK FEJEZET. 

A mér t ékgeome t r i a . 
Ismét Hilbert nyomán fogjuk tehát azokat a szabályokat 

megállapítani, amelyek a valós számok birodalmában érvé­
nyesek. Valós számok, tudjuk, mindazok a számok, amelyek 
képzetes alkatrészt nem tartalmaznak. Céljaink elérésére 
elegendő, ha minket most csak ezek érdekelnek, hisz a geo­
metria számunkra feltétlenül reális «méretek» világa. 

Hilbert a következó'ket fejti k i : A valós számok összesége 
a maga egészében bizonyos tulajdonságokkal rendelkező 
dolgok rendszere, s ezeket a tulajdonságokat, a geometriai 
axiómákhoz hasonló módon foglalhatjuk csoportokba. A cso­
portok a következők: 

A) A kapcsolás tételei (1-—6). 
1. Az a és a b számból «összeadás» útján bizonyos, meg­

határozott szám, c, keletkezik, jelekkel 
a-]-b—c vagy c—a-\-b. 

2. Ha a és b adott számok, akkor egy ós csakis egy olyan 
x szám, hasonlóképpen egy és csakis egy olyan y szám léte­
zik, amellyel az 

a-\-x=b ós y-\-a—b 
egyenlőségek fennállnak. 

3. Létezik egy olyan szám, — neve nulla — hogy minden 
a-ra egyaránt 

a-j-0—a és 0 + a = a . 
4. Az a ós a b számból más módon, szorzás útján is egy 

határozott c szám keletkezik, jelekkel: 
a.b=c vagy b.a=c. 

5. Ha a és b tetszósszerinti számok és a nem 0, akkor 
létezik egy és csakis egy olyan x szám és egy és csakis egy 
olyan y szám, hogy 

a.x—b és y.a—b. 
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6. Létezik egy bizonyos szám, — neve egy — hogy min­
den a-ra egyaránt 

a.l=a és l . a = a . ' 
B) A számolás szabályai (7—12). 
Ha a, b és c tetszésszerinti számok, mindig fennállnak 

a következő számolási törvények : 
7. a + ( 6 + c ) = ( a + 6 ) + e (asszociatív törvény). 
8. a-\-b=b+a (az összeadás kommutatív törvénye). 
9. a.(b.c)—(a.b).c (asszociatív törvény). 

u. fcS&iíi::}(disztritatIv * * » > • 
12. a.b=b.a (a szorzás kommutatív törvénye). 
C) A sorrend törvényei (13—16). 
13. Ha a ós b két különböző szám, akkor egyik a két 

szám közül (mondjuk a) nagyobb a másiknál; az utóbbi 
akkor a kisebb. Jelekkel 

a>b ós 6<a . 
14. Ha a>b és b>c akkor a > c (tranzitív törvény). 
15. Ha a>&, úgy mindenkor 

(a+c)>(b+e). 
16. Ha a > 6 óa c>0 , úgy mindenkor 

a.c>b.c. 
D) A folytonosság törvényei (17—18). 
17. (Archimedes-féle tétel.) Ha a > 0 és fe>0 két tetszés-

szerinti szám, akkor mindenkor lehetséges a-t oly sokszor 
önmagához hozzáadni, hogy a keletkező összegnek a követ­
kező tulajdonsága legyen: 

(a+a+a-\-a+a+... +«)>&. 
18. (A teljességről szóló tétel.) Nem lehetséges a számok 

e rendszeréhez dolgoknak olyan rendszerét hozzáfűzni, hogy az 
összetétel után keletkezett rendszerben, a számok közt fenn­
álló összefüggés fenntartásával, az 1—17. tételek mindegyike 
érvényes maradjon. Másképpen, rövidebben, így mondhat-
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juk : A számok dolgoknak további bővítésre nem alkalmas 
rendszerét alkotják, ha valamennyi összefüggést és a fenti 
tételek mindegyikét fenntartjuk. 

Ezt mondja Hilbert. Tisztában vagyunk azzal, hogy 
kezdőnek ugyanazok a kifogásai lesznek eme felállítás ellen, 
mint voltak a geometriai axiómák ellen. A tételek részben 
maguktól értetődőknek látszanak, másik részük túlzottan 
elvont és messzefekvő. Végül — ezt maga Hilbert se tagadja— 
nem teljesen függetlenek ezek az aritmetikai tételek egymás­
tól. Vannak köztük, amelyek más tételekből következnek. 
Mégis jól teszi a kezdő, ha igyekszik ezeket is megjegyezni 
és a geometriai axiómákkal a lehetőséghez képest össze­
függésbe hozni. Helyes volna, ha egyszerű számokon vagy 
egyenleteken hatásukat kipróbálná. Sok mindenre rájön 
közben, olyan dolgokra, amelyekre példákat felsorolni, bár­
mennyire egyszerűk volnának is, nincs helyünk. 

Most nagy fáradsággal annyira eljutottunk, hogy követ­
kező lépéseinkkel már nagy darabot haladunk kifelé a mocsár­
ból. Mert abban a pillanatban, hogy beláttuk a matematika 
és a geometria összekapcsolásának jogosultságát, már rendel­
kezésünkre áll a matematika teljes fegyvertára. Kétségtelen : 
problémák mindenkor akadnak majd. De akkor már biztos 
alapon állunk : axiómáink alapján! És csak akkor lesz 
módunk az egészben kételkedni, ha axiómáinkat valami ok­
ból el kell vetnünk. De ettől nem kell félnünk. És egyes 
axiómák feláldozása nem jelenti az egész bukását, ellenkező­
leg, új ismeretek szerzését. 

De még messze vannak tőlünk tudományunk forradalmi 
változásai, még nyugodtan állunk valamennyi geometriai 
axiómánk és aritmetikai tételünk alapján, — nem kutatjuk, 
hogy vájjon «természeti szükségszerűségnek*, vagy pedig 
«megegyezésnek» a következtében. De terveink megvaló­
sítása céljából megfordítjuk egyszer a dolgot. Most — ismét 
Hilbert nyomán — új módszert viszünk bele a számolásba, 
csupán nagyságokkal való számolást, távolságokkal való 
számolás formájában. Ehhez hasonló már a régi görögöknél 
is volt. Ott a geometria volt az elsőrendű számolás, a mate­
matika csak másodrendű volt. De mi Árgus-szemekkel fogunk 
arra ügyelni, hogy távolságokkal való számolásunk közben 

Colerufc: Ponfc. 7 
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mindenkor igazoljuk a számokkal való számolás szabályai­
nak alkalmazhatóságát. Itt, a beszéd egyszerűsítésére el­
hagyjuk az egybevágóság állandó jelölését (=) , helyette 
mindenkor csak az aritmetika egyenlőségi jelét (=) fogjuk 
használni. 

Távolságok pontokkal határolt egyenesdarabok. A pon­
tokat, mint eddig, latin nagybetűkkel jelöljük, a távol­
ságokat viszont latin kisbetűkkel fogjuk jelölni. 

47. ábra.. 

Legyen egy egyenesen három pontunk, A, B és C és le­
gyen B az A és a C közt. Ha c=AC jelöli a két, a=AB és 
fe— BG távolság összegét, akkor azonnal érvényes a c=a-\-b 
és a-\-b=c összefüggés, ez pedig a számokkal való számolás 
első tétele. Most a biztosan iisebb, mint c, b szintén kisebb, 
mint c, ezzel megkaptuk a 13. tételt: a < c és £><c vagy for­
dítva c>a és b~>a. Továbbá ha feltesszük, hogy a nagyobb, 
mint b, — egyébként rajzunk is ilyen — akkor bizonyos, 
hogy c>6, mert Oa és a~>b. (14. tétel.) Az asszociatív és a 
kommutatív törvényeknek érvényessége a távolságok össze­
adására a geometriai axiómák III. (1—3) csoportjából azon­
nal következik. Tehát érvényes a számolás 7. és 8. szabálya 
távolságok esetén is. 

Eddig semmilyen nehézségekre sem bukkantunk. Távol­
ságok összeadása mindenben azonosnak mutatkozott a szá­
mok összeadásával. Ezért volt szabad az aritmetikában 
számokat távolságokkal ábrázolni és ezekkel úgy bánni, 
mintha számok volnának. Ennek a törvénynek gyakorlati 
alkalmazása a mindennapi mérés a méterrúddal. 

Más természetű és lényegesen súlyosabb nehézségek merül­
nek fel, ha a szorzásra térünk át. Lehetséges ugyan a szorzás 
bizonyos törvényeit téglalapokkal bemutatni. De ehhez 
ismét axiómák egész sokára volna szükségünk és még így is, 
minél messzebb haladunk, annál nagyobb nehézségekre 



bukkannánk. Ezért hívjuk segítségül, egyelőre ínég láthatat­
lanul, mérték-Pascal tételünket, ez fogja a nehézségekből a 
kivezető utat megmutatni. Egyelőre két egymásra merőleges 
egyenest rajzolunk, metszéspontjukat 0-val jelöljük. 

A 0 ponttól jobbra felmérünk egy távolságot, ez mind­
végig állandó marad, ez az 1, az egység. Ha a 0 ponttól jobbra 
a b távolságot is felmérjük, merőlegesen felfelé az a távolságot, 
akkor a szorzás végrehajtására más teendőnk nem marad, 
mint az 1 végpontját az a végpontjával összekötni ós a 
b távolság végpontján át az előbbi g1 összekötő vonallal 
párhuzamos g2 összekötő vonalat húzni. Ahol a #a a függő­
legest metszi, új metszéspont keletkezik. Ez új távolságot 

48. Ábra. 

határol, ezt nevezzük c távolságnak. Egyelőre kijelentjük, 
hogy c az a és b távolságok szorzata, vagyis c—a.b vagy 
a .6=c (4. tétel). B rajzból közvetlenül leolvasható a 6. tétel 
érvénye, mert ha a 6 távolságot és az 1 távolságot egyenlő­
nek veszem, akkor a két párhuzamos összeesik és o. l távol­
ságokkal való számolásban is a. Azt, hogy 1. a=a a kommu­
tatív törvény segítségével azonnal szintén levezethetem. 

Ez a törvény, amelyet általában a.b=b.a alakban hatá­
rozunk meg, szintén bizonyítandó a távolságokkal végzett 
műveletekre, s ezzel 12. tételünk érvényessége is bizonyítást 
nyer. Először szerkesszük meg az ismert módon az a.b szor­
zatot. (49. ábra.) Mérjük fel továbbá a vízszintesre az a távol-

7* 
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ságot, a függőlegesre a b távolságot is, kössük össze az 1 vég­
pontját a függőleges tengelyen levő b végpontjával, és húzzuk 
meg e g3 egyenessel párhuzamos </4 egyenest a vízszintes a 
végpontján át. Minthogy elvben is teljesen úgy jártunk el, 
mint amikor az a.b szorzatot szerkesztettük, a gt most fel­
tétlenül a b.a értékének megfelelő távolságot metszette ki. 
Most már csak azt kell bebizonyítanunk, hogy a #4 egyenes 

valóban keresztülmegy a c végpontján. Ezt a bizonyítékot 
szolgáltatja a mérték-Pascal tétel. A g5 és g6 segédvonalak 
párhuzamosak, mert olyan pontokat köt össze mindegyik, 
amely a szög csúcsától egyforma távolságra van. Párhuzamos 
még a g1 és g2, továbbá a g3 és gi is, mert így rajzoltuk ezeket. 
Mivel továbbá a gB és gi; a gt és g3, a g2 és g5, a ga és gs, végül 
a gt és g6 metszéspontja a szög szárain, a «kúpszeleten» fekszik, 
ezért a mérték-Pascal alapján e nyilvánvalóan átellenes 
oldalaknak, a gz és </4-nek metszéspontja szintén csak a szög 
szárán fekhet. Mivel azonban feltevésünk szerint a g2 egyenes 
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az a.b=c végpontján ment keresztül, a g^-nek is ugyanezen 
a ponton kell átmennie. De ezzel megvan az a.b=b.a tétel 
teljes bizonyítása. 

Bármennyire érdekes volna a távolságokkal való szá­
molás további fejlődését Hilbert vezetésével megismerni, ez 
az elmerülés részletekbe elterelne eredeti célunktól. Higyjen 
inkább itt az olvasó nekünk, annál inkább, mert Hilbert 
művébó'l bármikor meggyőződhetik állításunk valóságáról. 
Csak azt állapítjuk meg, hogy a mérték-Pascal segítségével 
meglehetősen egyszerűen bebizonyíthatnék mind az a. (6. o) = 
=(a.b).c törvénynek, mind pedig az a(b-^-o)=a.b-\-a.c tör­
vénynek érvényét távolságokkal végzett műveletekre. Kevés 
további feltevés kellene a többi számolási alaptétel bebizo­
nyításához és így az aritmetika és a geometria összefüggését 
eltéphetetlennek tekinthetjük. így tehát jogosult ezentúl 
távolságokból nyert tételeket matematikai úton tovább fel­
dolgozni, s bármikor ismét visszatérhetünk idomokra, s 
minden kiszámított eredménynek helyesnek kell lennie. 
Mert a két birodalom teljesen azonos törvényeknek engedel­
meskedik. 

TIZENÖTÖDIK FEJEZET. 

Az arányok geometriájának alapjai. 

Mielőtt még a most már teljesen rendelkezésünkre álló 
mértékgeometriához fognánk, még egy látszólag kisjelentő-
ségű, valójában azonban nagyfontosságú tanulmányt kell 
elvégeznünk. Ez a viszonyokra, másképpen arányokra vonat­
kozik. Azzal kezdjük, hogy kijelentjük : két háromszög akkor 
hasonló, ha megfelelő szögeik egyenlők. Most pedig azt is 
állítjuk, hogyha két ilyen háromszögnek a, b és a', V meg­
felelő oldalai, akkor a úgy aránylik a 6-hez, mint a' a fo'-höz. 

Fenti állításunk bizonyítására lássunk először egy külön­
leges esetet, amelyben a hasonló háromszögek úgynevezett 
derékszögű háromszögek. Már a párhuzamosak tételével kap­
csolatban megtudtuk, hogy derékszögű háromszögben csak 
egy derékszög lehet, mivel a háromszög belső szögeinek 
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összege 180°, és ha két szög derékszög, nem marad «hely» a 
harmadik szög számára. 

Ábránk a következő gondolatmeneten épült fel: Ha két 
derékszögű háromszöget, úgy rajzolok fel, hogy a két derék­
szög egybeessék, egyik szárukra felmérek egy tetszésszerint 
választott és egységnek tekintett távolságot és ennek végpont­
jából párhuzamost húzok az átfogókkal, akkor ez a párhuza­
mos a másik szárból e távolságot, metsz le. Az előző fejezetben 

60. ábra. 

látott, távolságokkal végzett aritmetikai műveleteink sza­
bályai szerint fennállnak a következő egyenlőségek : b=a.e 

b b' 
és b'=a'.e. Ezekből e = — és e=—T- Ha két mennyiség egy 
harmadikkal egyenlő, akkor egymással is egyenlők, tehát 
— = - 7 - Aránvlatnak írva b:a—b'ia', a beltagokat és a a_ a 
kültagokat feleserélve éppen a bizonyítandó a:b=a':b' 
aránylatot kapjuk. 

Ha az aránylatok geometriájának ezt az alaptételét álta-
'ánosan is be akarjuk bizonyítani, akkor meg kell ismernünk 
a háromszög úgynevezett nevezetes pontjainak egyikét, a 
szögfelezők metszéspontját. 

Azt állítjuk, hogy a háromszög szögeit felező egyeneseknek 
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egy ponton kell keresztülmenniök. Ennek bizonyítása a 
következő módon történhetik: Az A .4 és a B^. felező egye­
nese egymást az 0 pontban metszi. Húzzunk ebből a metszés­
pontból merőlegeseket a háromszög oldalaira (a szögek 
száraira). Az AB-ie ós az ^4C-re bocsátott merőlegeseknek 
a hossza, már ismert okokból (lásd a 11. fejezetben) egyenlő 
hosBzú az OSO tétel alapján ; ugyanebből az okból egyforma 
hosszúak az AB-ve és a B(7-re bocsátott merőlegesek is. 
Ebből az is következik, hogy az 0 pont az AO és a BC egye-

61. ábra. 

nesektől egyforma távolságra van.1 De ha ez áll, akkor 
ugyanebből az okból az 0 pont a G^. felező egyenesén is rajta 
fekszik. Ezt akartuk bizonyítani. 

Tehát nemcsak a három szögfelező metszéspontja az 
0 pont, hanem egyben egyforma távolságra van a háromszög 
oldalaitól is. Ezért a háromszöget most a következő módon 
is rajzolhatom. (52. ábra.) 

Mellé rajzolhatok egy hozzá hasonló háromszöget és azt 
ugyanúgy bontom részeire. A megfelelő alkotórészek egy­
forma betűit melléjük tett vesszővel különböztetjük meg. 
Most már jogom van az előbb bebizonyított különleges 
arányossági tételt a keletkezett kis, derékszögű háromszögek 
mindegyikére alkalmazni. Tehát felírhatjuk : 

ab : r=a'b :r' bc: r=b'0 : r' 
ac : r=a'e :r' ba: r=b'a : r' 

1 Pontnak egyenestől mért távolságán a .pontból az egyenesre húzott 
merőlegesnek a hosszát értjük. 
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Ha az aránylatokat törtek alakjában írjuk és az egymás 
alatt álló aránylatoknak megfelelő törteket összeadjuk, akkor 
a következőt kapjuk : 

ab+aB==a'b+a'c és hc+ba^J}'c+b'a 
r r' r r' 

ez pedig, az ábra jelöléseit figyelembe véve, a következőkkel 
azonos: 

a:r=a' : / és b : r=b' : / . 
Ha most ezt a két aránylatot egymással elosztjuk, az 

eredmény: 
JL-A — sí.JíL 
r ' r / ' / 

Helyes arányi at helyes marad, ha egy kültagját és egy 
beltagját ugyanazzal a számmal szorzóm. Szorozzuk tehát 

52. ábra. 

az első két tagot r-xel, a másik kettőt / -vei és ekkor a bizo­
nyítandó 

a:b=a':b' 
aránylatot kapjuk. 

Ezzel a geometriai arányosságok tanát is vitathatatlanul 
megalapoztuk. Az éppen bebizonyított tételből közvetlenül 
következik az aránygeometriának következő fontos alap­
tétele : 

<űla két párhuzamos egy szög két szárából az a, b és a', V 
darabokat metszi le, akkor helyes a : b=a': V aránylat.» 

Ennek az alaptételnek a megfordítása : «Ha négy távolság, 
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a, b, a', V, kielégíti az a: b=a': b' aránylatot és felmérjük 
az a és a', valamint a b és b' darabokat valamely szög egy-egy 
szárára, akkor az a ós b, illetve a' és V végpontjait összekötő 
egyenesek párhuzamosak.)) E tételek bizonyítása azonnal 
adódik, ha két hasonló háromszöget úgy rajzolunk egymásra, 
hogy egyik szögük összeessék. 

Jegyezzük meg még, hogy ennek a tételnek nagy szerepe 
van nagyítások és kicsinyítések készítésénél, vagy valamely 
rajznak más léptékben való elkészítése alkalmával és még 
sok más, hasonló esetben. 

TIZENHATODIK FEJEZET. 

A. háromszög nevezetes pontjai. 
Feltűnően sokat beszélünk a háromszögről, de ennek 

megvan a maga oka. A háromszög, tudjuk, a sík simplex 
idoma. Mivel pedig egyelőre a síkgeometriával, a plani-
metriával, fogunk foglalkozni, ezért a síknak ezt a legegy­
szerűbb idomát alaposan meg kell ismernünk. Elébe vágunk 
a dolgoknak, ha azt mondjuk, hogy a síkgeometriát szinte 
háromszöggeometriának mondhatnók, annyira megtaláljuk a 
háromszöget a legváratlanabb helyeken is. Mostani tudá­
sunkkal nehezen tudjuk elképzelni, hogy még a körtanban is 
szerep jut neki. Sokszor fogunk nyíltan vagy rejtve három­
szögre vonatkozó tételekre hivatkozni, ezért egyelőre a 
háromszögön tanulmányozzuk az alapfogalmakat, hogy eze­
ket később összerakosgatás vagy szétbontás segítségével más 
idomokra is — egy darabig esak síkidomokra — érvényesít­
hessük. Simplexünk lesz a vezetőnk sokdimenziós vagy nem-
euklidesi geometriára vonatkozó tanulmányaink közben is. 
S miként építve haladtunk keresztül a helyzetgeometrián, 
ugyanúgy a háromszögből építve ismerjük meg a mérték­
geometriát is. De ne bosszantson minket a háromszögnek ez 
a különlegesen előnyös helyzete. Fontoljuk meg; mindenkor 
távolságot és szöget mérünk. Ezek érdekelhetnek minket 
elsősorban a geometriában. S a háromszög a belőlük össze­
állítható legegyszerűbb idom, ezáltal láthatjuk meg rajta a 
kétféle méret közt fennálló összefüggéseket a legtisztábban. 
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S ez teszi lehetővé, hogy vele valamennyi síkidomot kapcso­
latba hozzuk. 

Már említettük egyszer a háromszög nevezetes pontjainak 
egyikét, a szögfelezők metszéspontját. Láttuk akkor külön­
leges tulajdonságait, köztük a legnevezetesebbet, azt, hogy 
a háromszög oldalaitól egyforma távolságra van. Ha a követ­
kező nevezetes pontot akarjuk megismerni, akkor az oldal­
felező merőleges nevét kell először említenünk. Ez az egye­
nes egyben az oldalaknak a szimmetriatengelye is. Valami 
tengelyfélének is képzelhetjük, mert ha körülötte össze­
hajtjuk az idomot, akkor a két félidőm szépen egymásra fog 
feküdni, az előbb még szimmetrikus félidomok egybevágókká 
lesznek. A köznyelv hajtogatásnak, összehajtásnak nevezi 
ezt a műveletet. De nem minden idomot hajthatok össze 
ilymódon. Van idom, amelynek nincs szimmetriatengelye, 
ilyen például valamely szabálytalan négyszög. De távolságok 
ós szögek mindenkor szimmetrikusak. Es az oldal szimmetria 
tengelyének éppen úgy megvannak a határozott tulajdonságai, 
mint a szög szimmetriatengelyének, amelyet már előbb meg­
ismertünk, habár nem neveztük e nevén. 

53. ábra. 
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A szimmetrikusan osztandó AB távolságot a sziim . etria-
tengely az 0 pontban merőlegesen felezi. Ha szimmetria­
tengely bármelyik pontját, 0. C, C", C" egyikét, a távolság 
két végpontjával összekötöm, akkor a szimmetria tengely 
egy pontjából kiinduló egyenesek egyforma hosszúak: 
OA=CB ; C'A—C'B stb. Ez a tulajdonság az egybevágóság 
0S0 tételéből azonnal következik, s ennek alapján azonnal 
igazolhatjuk, hogy a háromszög oldalfelező merőlegesei egy 
ponton mennek át. 

E tételnek az AB oldalra való alkalmazásából következik, 
hogy OA=OB; az AC oldalra alkalmazva az 0^4=00 
egyenlőséget kapjuk. De akkor igaz az is, hogy OB—OG, 

64. ábra. 

vagyis ha két oldalfelező merőleges az 0 pontban metszi 
egymást (ez természetesen feltétlenül bekövetkezik), akkor 
a harmadik, BC, oldalfelezője szintén keresztülmegy ezen a 
ponton. Tehát az oldalfelező merőlegesek is egy ponton 
mennek keresztül, ez a pont a háromszög második nevezetes 
pontja. Ennek az a tulajdonsága, hogy a háromszög csúcs­
pontjaitól egyenlő távolságra van. Ez a pont a háromszögön 
kívül is fekhetik. 

Ha a háromszög harmadik nevezetes pontját meg akarjuk 
ismerj ii, akkor ismét igen fontos új fogalmat kell bevezet-
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nünk : a háromszög magasságának a fogalmát. A háromszög 
magassága valamely csúcspontból a szemben fekvő oldalra 
vagy annak meghosszabbítására bocsátott merőleges. A há­
romszögnek tehát három magassága van. Azt az oldalt, 
amelyre a magasság merőleges, ebből a szempontból alap­
nak nevezzük. Alap és magasság a területszámításnál jut 
lényeges szerephez. Az teljesen közömbös, hogy melyik 
magasság ós melyik alap — ezt már itt is bebizonyíthatjuk. 

Háromszögünkben két magasság, ma ós mb az 0 pontban 
metszi egymást, végpontjaik A és D, illetve B és E. Az ADC 
és a BEC háromszögek hasonlók, mert egyik szögük közös( 

55. ábra. 

másik szögük derékszög, így a <J és s szögük szükségképpen 
egyenlő, tehát érvényes az SSS (Szög-Szög-Szög) hasonlósági 
tétel. Ha felírjuk az oldalak arányosságát: a : mb=b : ma, és 
felírjuk továbbá, hogy a beltagok szorzata egyenlő a kültagok 
szorzatával, végül az a.ma=b.mb egyenlőségre jutunk. De 
minthogy fenti levezetést a harmadik magassággal ós a most 
alkalmazottak közül egyikkel is elvégezhettem volna, azt 
is írhatom, hogy a.ma=b.mb=c.mc. Ennek az a következ­
ménye, hogy ha valaha olyan tételre bukkanok, amelyben a 
háromszög alapja ós a hozzátartozó magasság szorzata sze­
repel, közömbös lesz, hogy melyik alapot és magasságot 
veszem figyelembe. 

De lássuk végre a harmadik nevezetes pontot, a magas­
ságok közös metszéspontját. 
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Tegyük fel, hogy már megrajzoltuk a háromszöget és 
benne a három magasságot. A három magasság csakugyan 
egy ponton megy át, egyelőre nem tudhatjuk, nem valami 
véletlennek következménye ez. Ezután a három — -A , B,G — 
csúcsponton keresztül párhuzamosakat húzunk a szemben 
fekvő oldalakkal. így ismét egy háromszöghöz jutunk, 
csúcsai A', B', C. Mivel párhuzamosak közt fekvő párhuza­
mosak egyenlők, fennállnak az AB'=BC és AC'=BC 
egyenlőségek, tehát AB'=AC szintén igaz. Mivel pedig az 
FŐ merőleges az ^4B-re, merőleges az A'B'-ve is és ezzel 

56. ábra. 

kiderül, hogy míg a kis háromszögnek magassága, addig a 
nagy háromszögnek oldalfelező merőlegese. Mivel ugyanez a 
helyzet a másik két magassággal és oldallal kapcsolatban is, 
bebizonyítottnak tekinthetjük állításunkat, mert ha három 
egyenes egy pontban találkozik, amikor oldalfelező merő­
legesnek nevezzük őket (a nagy háromszögben), akkor ilyen 
helyzetük nem változik meg akkor sem, amikor magasság 
lesz a nevük (a kis háromszögben). 

A negyedik nevezetes pont a mechanika területére viszi 
utunkat. Pontosabban az egyensúlytan, a statika területére 
és szigorúan véve nem is tartoznék a geometriához. Olyan 
dolgok, amelyeknek súlyuk van, nem is igen nevezhetők 
már geometriai idomoknak. A geometriai idomok anyagi 
testeknek csupán súlytalan vázai, teljesen anyagtalan képei. 
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A geometria tudománya mégis, arra kényszerült különböző 
okokból, hogy ezekkel a feladatokkal is foglalkozzék, mert 
idomok egyensúlya bizonyos szempontokat figyelembe véve 
kizárólag geometriai alakjuktól, tehát geometriai törvény­
szerűségektől függ. Hiszen ha tiltakozni akarnánk ilyen fel­
adatok ellen, azt is mondhatnók, hogy a testek köbtartalma 
a fizikára tartozik. Nyugodjunk tehát bele, hogy foglalko­
zunk az idomok bizonyos ideális egyensúlyi viszonyaival, 
mert ha azt fel szabad tételeznünk, hogy az idom belsejét 
teljesen homogén anyag tölti ki, egyensúlyi viszonyai csak 
geometriai alakjától függnek. Síkidomokat tehát mindenütt 
egyforma vastagnak kell képzelnünk, igaz, hogy ez a minden­
hol egyforma vastagság nulla. 

Az említett óvórendszabályok figyelembevételével most 
már megnevezhetjük a háromszög súlyvonalait, azokat az 
egyeneseket, amelyek a csúcsokat összekötik a szemben fekvő 
oldal felezőpontjával. Azt állítjuk továbbá, hogy ezek a 
háromszög negyedik nevezetes pontjában, a súlypontban 
metszik egymást, sőt a metszéspont mindegyiküket 1 :2 
arányú részekre osztja. Jegyezzük még meg, a súlypont 
lényegéből következik az is, hogy súlypontjában csak egy 
tűheggyel kell egy homogén anyagból készült háromszöget 
megtámasztanunk, hogy az ott vízszintes, egyensúlyi helyze­
tében megmaradjon. Más szavakkal: a háromszög anyaga a 
súlypont körül egyenletesen oszlik meg. 

De lássuk már a súlyvonalakat. 

57. ííbra. 
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Tegyük fel, hogy az ABC háromszög B és G csúcsából 
már meghúztuk a BE és CF súlyvonalakat, s ezek egymást 
az 0 pontban metszik. Most az AG és BG oldal felező pontjá­
ból egy-egy párhuzamos egyenest húzok a GF. súlyvonallal 
és ezek is metszeni fogják az AB oldalt. Ezzel egy projektív, 
párhuzamos sugársor keletkezett (HE, FG, GD), amely az 
A2$., a B^ és az ABE25. és BAD^. szögek szárait egyaránt 
metszi. De ismerjük az ilyen metszések projektív következ­
ményeit. Az egyik szár pontviszonyai a másik száron pontosan 
mutatkozni fognak. Tehát a BG felezó'pontjának a BF felező-
pontja, ff, fog megfelelni, az A BE sugársorban pedig a 
BF távolságot felező G pontnak a BO távolságot felező 
I pont. Mivel azonban BF=AF és az előbbieknek mintájára 
a H pont szintén felezőpont, amely az AF távolságot két, 
a BG-vel és a ffi^-fel egyenlő részre osztja. Az AO egyenesen 
a H pontnak megfelelő K pont az AO felezőpontja stb. 
De mivel HF=FG=GB ezért EO=OI=IB; vagyis igaz 
az eleve hangoztatott EO : 0B=1: 2 viszony helyessége. 
Mivel azonban ezeket a meggondolásokat az FG súlyvonal 
helyett az AD súlyvonallal is végezhettük volna, s más, 
mint a BE súlyvonalnak 1 : 2 arányban való eloszlása nem 
adódhatott volna, szükséges, hogy az AD súlyvonal ugyan­
csak keresztülmenjen az 0 ponton és ezzel a háromszög 
negyedik nevezetes pontjának létezése bebizonyult. 

TIZENHETEDIK FEJEZET. 

A háromszögek feloszlása. 
Jó okunk volt, hogy csak most térjünk rá a háromszög 

fajtáinak ismertetésére. Alább egy képen négyféle három­
szöget látunk: általános háromszöget, egyenlőszárú három­
szöget, derékszögű háromszöget és egyenlő oldalú három­
szöget. Hangsúlyozzuk, hogy az egybizonyos idomok közt 
mindenkor a legszabálytalanabb az általános jellegű. Tehát 
amit a fenti legszabálytalanabb idomról (háromszögek közt 
az általános háromszögről) bebizonyítottunk, az valamennyi 
különleges esetre is érvényes. 
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A háromszögeket oldalaik és szögeik szerint csoportosít­
hatjuk. A szögek szerint ismerünk hegyesszögű, derékszögű 
és tompaszögű háromszöget a szerint, hogy minden szöge 
kisebb 90 foknál, egyik szöge 90 fok, vagy egyik szöge na­
gyobb, mint 90 fok. Az 58. kép első rajzán ABC hegyesszögű, 
ABC tompaszögű háromszög, a második rajz viszont derék­
szögű háromszög. Oldalak szempontjából ismerünk külön­
böző oldalú háromszöget (alakját már neve is jellemzi), 
egyenlőszárú háromszöget (két oldala, két «szára» egyenlő) és 

58. ábra. 

egyenlő oldalú háromszöget (mind a három oldala egyenlő). 
Természetesen kevert alakok is lehetségesek, így pl. derék­
szögű vagy tompaszögű egyenlőszárú háromszögről is beszél­
hetünk stb. 

Minthogy eddig érthető okokból csak általános három­
szöggel foglalkoztunk, lássuk most a háromszögek különleges 
fajtáinak a tulajdonságait. 

1. A derékszögű háromszög a geometria egyik legneveze­
tesebb idoma. Oldalai közt fennálló összefüggés, Pythagoras 
tétele, úgyszólván semilyen geometriai szerkesztésnél vagy 
számításnál sem hagyható figyelmen kívül. Ez az idom az 
alapja a szög és oldal közt található összefüggéseknek, az 
úgynevezett goniometriai függvényeknek, amelyek viszont 
a trigonometriának, a háromszögek számításának nélkülöz­
hetetlen kellékei. Kétségtelen, hogy a legismertebb geometriai 
összefüggés Pythagoras tétele, amely szerint a derékszög 
szárát alkotó két oldalnak, az úgynevezett befogóknak, négy­
zetének (második hatványának) összege egyenlő a harmadik 
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oldalnak, az úgynevezett átfogónak négyzetével. Lássuk 
tehát most ennek a háromszögnek nevezetes tulajdonságait. 

59. ábra. 

Bocsássunk a derékszög csúcsából az átfogóra merőlegest. 
Tudjuk, ez magassága a háromszögnek. (A másik két magas­
ság mindenkor egybeesik a befogókkal, így a derékszögű 
háromszögek magasságainak metszéspontja, az ú. n. magas­
sági pont, mindenkor a derékszög csúcspontja.) Az SSS tétel 
szerint az átfogóhoz tartozó magasság meghúzásával kelet­
kező' két kis háromszög (ACD és BOB) hasonló a nagy 
háromszöghöz, ennek alapján a következő oldalarányokat 
írhatjuk fel: 

c : b—b : q 
c : a=a : p 
q : m=m : p 

Ezek alapján a következő összefüggések írhatók fel: b2=c.q, 
a?=c.p és m2=p.q; vagyis b = \/~c7q; a=)fc.p éam=]/~p.q. 
Szavakkal ez azt jelenti, hogy bármelyik befogó mértani 
középarányos az átfogó ós az átfogóra vetett vetülete közt, 
a magasság pedig mértani középarányos az átfogó két része 
közt. (Mértani középarányosnak nevezzük két mennyiség 
szorzatából vont négyzetgyököt.) Ha az a2=c.p és W=c.q 
egyenlőségeket összeadjuk, akkor az a?-{-b2=c.p~\~c.q egyen­
lőséget kapjuk. Ez utóbbit átalakítva: a2+bz=c.(p+q). 

Colerus: Pont. 8 
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De p-{-q—c, mert p ós q éppen az átfogónak két része, így 
a2-f-&2=c.c=c2. Ezzel a képlettel közvetlenül meghatároz­
hatjuk a derékszögű háromszögnek (és csakis ennek) két 
oldalából a harmadik oldal nagyságát. 

Említsük még meg, hogy két derékszögű háromszög egybe­
vágóságának megállapítására, mivel egyik alkatrésze, a 
derékszög állandó, már két (további) alkatrész egyenló'sége is 
elegendő. Két derékszögű háromszög tehát egybevágó : ha 
két oldal egyenlő', vagy ha egy oldal és egyik hegyesszög 
egyenlő. 

2. Áttérve az egyenlőszárú háromszögre, talán azonnal 
az egybevágóság feltételeivel kezdhetjük. E háromszögeknél 
is elegendő egybevágósághoz, ha két alkatrész, köztük leg­
alább egyik oldal, egyenlő. Ennek az az oka, hogy az egyenlő 
hosszú oldalak, szárak metszéspontjából kiinduló magasság 
egyben szögfelező, oldalfelező ós súlyvonal is, sőt szimmetria­
tengelye az egész háromszögnek és azt két egybevágó derék­
szögű háromszögre osztja. Ez utóbbi körülményből az is 
kiderül, hogy egyenlőszárú háromszög oldalaira — igaz, 
mindenkor csak közvetve — alkalmazható a Pythagoras-
tétel. Ilyenkor az alap (a másik kettőtől különböző oldal) 
fele az egyik, a főmagasság (az, amelyik egyben szimmetria­
tengely stb. is) a másik befogó, a háromszög szára pedig az 
átfogó. Az egyenlőszárú háromszög lehet egyben derékszögű 
is, ilyenkor mindkét hegyesszög 45°. 

3. Az egyenlő oldalú háromszögnek a tulajdonságai még 
különlegesebbek. Mindhárom oldala egyforma hosszú, ezért 
valamennyi szöge is egyenlő, tehát 60°. Megszerkesztéséhez 
és egybevágóságához egy adat, az oldal ismerete elegendő. 
Minthogy valamennyi egyenlő oldalú háromszögnek szögei 
egyenlők, valamennyi hasonló is egymáshoz. Ez a háromszög 
az egyenlőszárú háromszög különleges esetének is tekinthető, 
így mindaz, amit arról mondtunk, erre is érvényes. Sőt 
fokozottan érvényes, mert ennek bármelyik magasságát 
tekinthetjük főmagasságnak. Az egyenlőoldalú háromszög­
nek mind a négy nevezetes pontja egybeesik. 
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TIZENNYOLCADIK FEJEZET. 

A k ö r . 

Mindeddig csak pontokról egyenesekről és síkokról 
beszéltünk. Görbültró'l, görbéről még szó sem esett egész 
építő tevékenységünk során. Mi is hát a görbe lényege? És hol 
találkozhatunk görbülttel? Világos, hogy az B„-ban, a pont­

iban, aligha lehet szerepe. Görbe pont: ez még a mindenféle 
fikcióhoz hozzászokott matematikusnak is sok volna. AzB-,-
ben már szó lehet ilyesmiről. Mindenki tudja, milyen a görbe 
vonal. Miben is különbözik az egyenestől? Nem is olyan 
egyszerű erre a kérdésre a felelet, mint amilyennek látszik. 
Mert két pont közt a legrövidebb összekötő vonal nem fel­
tétlenül az egyenes, mint általában hinnők. Gondoljunk pél­
dául a gömb felületére. Ott az egyenes-pótlék éppenséggel 
egy legnagyobb körnek egy része. Gyakran a filozófus Hans 
Corneliusnak a meghatározását tekintjük irányadónak Mohr-
mann1 nyomán, s az egyenest, a görbével szemben, olyan 
vonalalakzatként határozzuk meg, amelynek minden része 
mindig és mindenkor hasonló a bármekkorára meghosz-
szabbított egészhez. Ez az euklidesi egyenes számára olyan 
«kiválasztott», «kitüntetett» helyzetet biztosítana, amelyet 
később magasabb szempontokból el kell ejtenünk. De e 
pillanatban szolgáljon mértékül annak megállapítására, hogy 
mit tekintsünk egyenesnek ós mit ne. 

Az irány fogalmát is belevonhatnék tárgyalásainkba és 
mondhatnók, hogy az a vonal egyenes, amely mindenkor 
megtartja irányát. De ez a fogalom, akármilyen világosnak 
látszik, könnyen circulusokhoz vezet, minthogy «irány» és 
«egyenesség» sok szempontból egymás ismeretét tételezi fel. 
De amíg megmaradunk az euklidesi geometria területén, 
bízvást használhatjuk az irány fogalmat, minthogy ott nem 
vezethet kétértelműséghez. Most még csak arra utalunk, 
hogy görbe fi2 és B3 azaz görbe felület és görbe tér is van. 

1 Hans Mohrmann: Binfuhrung in die niehteuklidische Geometrie, 
Leipzig 1930. 

8* 
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Görbe is megtarthatja esetleg irányát és egyenesbe 
mehet át. Ezért például az analitikus geometria megfordítja 
az okoskodást és minden vonalat görbének tekint. Az egye­
nes ott a görbék egyik különleges esete, olyan görbe, amely­
nek a görbültsége észrevehetetlenül kicsi, vagy amelynek 
nincs görbültsége, ami ugyanaz. Az egyenes éppen úgy 
határeset, amint a párhuzamosak határesetei az egymást 
metsző egyeneseknek és két egymást metsző egyenes a kúp­
szeletek határesete. Ilyen általánosítások lehetővé teszik, 
hogy egyes tantételeket eredeti érvényességi területükön túl 
is alkalmazzunk és formaállandóságukat megállapítsuk és 
ezek alapján új összefüggéseket vegyünk észre. 

De minderről még szó lesz. Most fordítsuk figyelmünket 
a feltótlenül legegyszerűbb és legszabályosabb görbe vonalra, 
a körre vagy máskép cirkulusra (circulus == kör). De előbb 
még meg kell világítanunk a «mértani hely» fogalmát, mint­
hogy a kör tanulmányozása közben nagyon hasznos lesz szá­
munkra. Mértani hely olyan geometriai alakzat, amelynek 
tulajdonsága, hogy mintegy gyűjtőhelye más alakzatok 
közt fennálló geometriai összefüggéseknek. így például a 
szögfelező mértani helye a szög száraitól egyenlő távolságra 
levő pontoknak. Vagy sík a mértani helye mindazoknak 
a pontoknak, amelyek egy másik, vele párhuzamos síktól 
egyenlő távolságra vannak. Mértani helyek lehetnek pontok, 
vonalak, síkok vagy testek. Pont a mértani hely a következő 
esetben: Ha egy sugárnyalábot olyan gömbbel metszünk, 
amelynek a középpontja a sugárnyaláb sorozója, akkor ez a 
sugarakból egyenlő távolságokat metsz ki. E távolságok 
egyik végpontja a gömb felületén van, a másik végpontjuk 
mértani helye éppen a sugárnyaláb sorozó pontja. De ez a példa 
már meghaladja azt, amit mostani tudásunkról feltótelez-
hotünk. Ezért befejezzük előzetes elmélkedéseinket és azt 
állítjuk, hogy a kör mértani helye valamennyi pontnak, 
amelyek egy nem a körön fekvő ponttól, a középponttól, 
egyenlő távolságra vannak. 

Másképpen: a kör középpontja mértani helye a, kör­
kerület két-két lehető legtávolabb fekvő pontját összekötő 
egyenesek metszéspontjainak. De ezzel már meghatároztuk 
a kör több nevezetes tulajdonságát. Fűzzünk ezekhez még 
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néhányat. A kör görbe vonal, mégpedig olyan, amely minden 
helyén görbe és minden helyén egyformán változtatja irá­
nyát. Továbbá zárt, önmagába visszatérő vonal, tehát nem 
határolja végpont, ilyen szempontból tehát «végtelen». 
Tulajdonsága továbbá, hogy a kerületén belül, — kerületen 
a teljes körvonal hosszát értjük, valamely pontjától ugyan­
addig a pontjáig — szóval a kerületén belül van egy pont, a 
középpont, amely a körvonal minden egyes pontjától egyenlő' 
távolságra van. Vannak továbbá legtávolabbi pontokat 

60. ábra. 

összekötő egyenesek, ezek az átmérők, diameterek, s egymást 
a középpontban metszik. Ilyen átmérő fele a sugár, a rádiusz, 
s azonos a már említett, a kör középpontjától a kerületig 
érő állandó távolsággal. 

A sugarat, rádiuszt rendesen r, az átmérőt d, a közép­
pontot 0 betűvel jelöljük. A körnek két pontját összekötő 
egyenest általában húrnak nevezzük és h vagy s betűvel 
szoktuk jelölni. Ha egy átmérőt vagy egy húrt meghosszab-
bítunk a kör kerületén túl is, akkor a kört szelő egyenesről, 
szelőrőh szekánsról beszélhetünk. Tehát általánosabban azt 
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mondhatjuk, hogy a szelőnek a körkerület két pontjával 
határolt része a húr. A húr nagysága különféle lehet. Ha a 
lehető legnagyobb, vagyis ha a kör középpontján megy 
keresztül, akkor átmérő a neve. De ha a húr két végpontjá­
nak egymáshoz történő közeledése következtében mind 
kisebb lesz, akkor a két végpont végül is egyesül és akkor a 
szelőnek a körrel már csak egy közös pontja lesz. Neve ekkor 
érintési pont és a szelőből érintő, tangens lesz. Ha az érintési 
pontot a kör középpontjával összekötjük, akkor fontos 
rádiuszt találunk, mert ez a sugár, mint látni fogjuk, min­
denkor merőleges az érintőre. Ha viszont a középpont egy 

61. ábra. 

húr két végpontjával kötjük össze, akkor a két sugár és a 
húr együtt egyenlőszárú háromszöget ad. Szárai sugarak, 
alapja húr. Végül pedig a körkerületnek két sugárral vagy 
egy húrral levágott részét ívnek, körívnek nevezzük (i). 
De minden ívhez tartozik egy második ív is, amely az elsőt 
teljes körré egészíti ki. Nem tudhatjuk tehát előre, melyik 
ívről lesz szó. Ezért vizsgálatainkat, ahol tehetjük, félkörben 
végezzük vagy megállapodunk abban, hogy közelebbi meg­
jelölés híján mindig a félkörnek kisebb ívre gondolunk. 
Teljes egyértelműséghez csak úgy juthatunk, ha a, körív 
két végpontját betűvel jelöljük meg s megállapodunk egy 
bizonyos forgásirányban, például az óramutató járásával 
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ellenkező irányban. Csakugyan mindenkor így fogunk el­
járni. A 61. ábrán az AB ív kisebb, mint a félkör, a BA 
nagyobb. De ezzel a módszerrel még félköröket is meg lehet 
egymástól különböztetni. Mert így az A'B' a felső, a B'A' 
az alsó félkört jelenti. 

íme, azonnal bizonyíték arra, hogy az érintő merőleges az 
érintési pontban húzott sugárra. Valamennyi sugár egyforma 
hosszú, — eza kör keletkezése alapján természetes. Áz érin­
tési pontban húzott sugár mellett bárhol húzok is még egy 

62. ábra. 

második sugarat, azt feltétlenül meg kell hosszabbítanom 
hogy elérje az érintőt. Ebből már következik, hogy csak egy 
érintési pont, és csak egy, ezen keresztül menő sugár lehet. 
Ez a sugár a fentiek alapján a legrövidebb távolság a közép­
pont és az érintő közt. De mivel pont ós egyenes között a 
legrövidebb távolság a merőlegesen mérhető, bebizonyult, 
hogy az érintő és az érintési ponton keresztül húzott sugár 
merőlegesek egymásra. Bebizonyult továbbá az is, hogy 
csak egy ilyen sugár lehet. Az érintő eme tulajdonsága teszi 
érthetővé a körzőre szerelt kihúzótoll kifogástalan működé­
sét. Ugyanez a geometriai összefüggés teszi egyáltalán 
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lehetővé az esztergályozást, a marást és a körfűrész niűkö^ 
dését. A többi fontos technikai alkalmazást — sín és kerék, 
fogaskerék és fogasrúd — nem is említjük, annyira ismeríek. 

Vegyük inkább szemügyre a kör érintőjének egy másik 
fontos tulajdonságát. Ha ugyanis a körön kívül levő tetszés 
szerint fekvő S pontból meghúzzuk a két érintőt a körhöz, 
akkor az érintőnek az S pont és az érintési pontok (A és B) 

63. ábra. 

közt fekvő részei egyforma hosszúk. Igen egyszerű ennek a 
bizonyítása. Ha az S pontot a kör középpontjával is össze­
kötjük s meghúzzuk továbbá a két érintési ponthoz tartozó 
sugarakat, akkor két derékszögű háromszög, SAO és SBO 
keletkezik. Bennük az AO és BO oldalak egyenlők, mivel 
sugarak. A legnagyobb szöggel szemben fekvő 08 oldaluk 
közös. Legnagyobb szögük, derékszög lévén, szintén egy­
forma. Alkalmazható tehát az OoS szabály. Következés­
képpen SA—SB, s ezt kellett bizonyítanunk. 

De ebből ismét az következik, hogy az SO felezi az S mel­
lett fekvő szöget, valamint az A és B érintési pontokat 
összekötő húrt és hogy e húr merőleges rá. 

Most a két érintőnkkel kapcsolatban kimutatjuk a kör 
egyik, sok feladatban alapvető szerepet játszó harmonikus 
tulajdonságát. Harmonikus tulajdonságon a következőt 
kell értenünk: Legyen egy egyenesen három pontunk, 
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(a 64. ábra A, B, G pontja); ha az A és B pont helyét 
állandónak tekintjük, (ezeket éppen ezért alappontoknak 
nevezzük), akkor a G pont helyét az egyenesen az alap­
pontoktól mért távolságainak viszonya egyértelműen meg-

határozza. Tehát az - ^ tört minden pozitív, vagy ne­
gatív értékéhez az egyenesnek csak egyetlen pontja tar­
tozik. Negatív érték ? A tört negativ csak akkor lehet, 
ha vagy a számlálója, vagy pedig a nevezője negativ. 
De akkor negatív távolságról kell beszélnünk! Igen, meg 
kell állapodnunk az egyenesen egy haladási irányban, 
legyen ez esetünkben ü-tól B felé, s nevezzük ezt pozi­
tívnak. Az ellenkező' irány akkor negativ. Ezek szerint 
AG távolság pozitívnak tekintendő, a GA viszont nega­
tívnak. Egy-két kísérlet hamar meggyőz, hogy ilyen kö­
rülmények közt az ^ p viszony értéke az egyenes min­
den pontjában valóban más és más. 

De kereshetünk az egyenesen az A, B és G pontok­
hoz egy olyan negyedik F pontot, amelynek az a tulaj-

AF AG 
donsága, hogy az ^=5 tört értéke az y^ tört értékétől 

AF AG csak előjelben különbözik, vagyis -^ '•7rő = —*• Ebben 
az esetben az F pontot az A, B és G pontokhoz tartozó 
negyedik harmonikus pontnak nevezzük, a négy pont 
pedig együtt harmonikus pontcsoport. 

I t t még azt kell megjegyeznünk, hogy mit nevezünk 
két mennyiség harmonikus középértékének? Tudjuk, hogy 
az a és b mennyiségek számtani, aritmetikai közepe 

» U = —5—•; mértani, geometriai középértéke ma— y~a.b ; 
2a b harmonikus középértéke pedig mH— ' • Harmonikus 

pontjainknál éppen ez az érték játszik szerepet, mert 
ha az AF=a és AG=b jelölést használjuk, akkor 
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Még csak azt kell megemlítenünk, hogy három pont­
hoz a negyedik harmonikus megszerkesztése sem nehéz. 
(64. ábrán a szaggatott vonalak.) Válasszunk egyene­
sünkön kívül egy tetszésszerinti M pontot. Kössük ezt 
össze a két (A, B) alapponttal, a harmadik Q pontból pedig 
húzzunk egy egyenest, amely fenti két egyenest metszi. 
A metszéspontokat kössük össze, keresztezve, az alap­
pontokkal, a keresztezett egyenesek metszéspontját pedig 
az M ponttal, akkor az így kapott egyenes az eredeti 
egyenesünket a keresett negyedik harmonikus, F, pontban 
metszi. 

Ezek után, ha meghosszabbítjuk a kör egyik átmérőjót 
a körön kívül fekvő tetszésszerinti G pontig, s e pontból 

64. ábra. 

meghúzzuk a körhöz az érintőket, akkor az érintési pontokat 
összekötő TU húr az átmérőt a G ponthoz tartozó negyedik 
harmonikus ponttal osztja két részre. Ez azt jelenti, hogy 

AF AG fennáll az AF: BF=AG: BG, vagy másképpen - ^ = : ^~r= 1 2aj, Btt BG 
vagy még másképpen AB=MH= összefüggés. Itt 
MB a harmonikus közepet, a az AF és b az AG távolságot 
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jelenti. Ellenőrzésként segédszerkesztésül a körhöz tartozó 
szerkesztésünkbe egy harmonikus sugársort is rajzoltunk, 
olyant, amilyent fentebb a harmonikus pontok szerkesztésé­
vel kapcsolatban említettünk. 

Látjuk, hogy állításunkat — bár bizonyítani sem volna 
nehéz — szerkesztéssel valószínűsítettük, verifikáltuk. De ez 
a szerkesztés számos új összefüggés kimutatására nyújtana 
alkalmat. Ezektől azonban el kell tekintenünk, mert a kör 
más, alapvető tulajdonságai inkább érdekelnek. A körben 
egyelőre háromféle szöget különböztetünk meg. A kerületi 
szöget, a középponti szöget és a húr és érintő által bezárt 
szöget, amelyet gyakran sorolnak a kerületi szögekhez. 
Ezekhez fog később csatlakozni a kerületi szög különleges 

65. ábra. 

eseteként a félkörbe rajzolt kerületi szög. A kerületi szög 
csúcsa a kör kerületén van, szárai húrok. Említettük, hogy 
tét az érintőt gyakran elfajult szelőnek tekintjük, így a húr 
is érintő alkotta szög a kerületi szög határesetének tekinthető. 
A középponti szög csúcsa viszont a középpontban van, két 
szára tehát a körnek két sugara. A félkörbe rajzolt kerületi 
szög a kerületi szögek különleges esete, amennyiben szárai 
egy átmérő végpontjain mennek keresztül. Felrajzoljuk mind 
a négy esetet, habár tulajdonképpen két esetté volnának 
összevonhatók. (65. ábra.) 

Állítjuk, hogy e szögek közt a következő összefüggések 
állnak fenn. Ugyanazon az íven, vagy ami ugyanaz, ugyan­
azon a húron fekvő kerületi szögek egyenlők. Ez az egyenlő­
ség érvényes a húr és az érintő közti szögre is, amelynek a 
fentemlített húr az egyik szára. Ha pedig ugyanarra az ívre 
a középponti szöget is megrajzoljuk (vagy ugyanarra a 


