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ELOSZO.

Egy éve lehet, hogy a gond és bizakodds vegyes érzésé-
vel megirtam az «(Egyszeregytdl az integrélign konyvem els-
szavdt. Azota beigazoléodott bizakodédsom jogossdga, kény-
vem német kisddsdnak tizeuvnegyedik ezre, magyar fordité-
sanak pedig hetedik ezre fogy.

De a gond sem hagyott el. Hidba volt a szakért6k véle-
ménye kedvezd, hidba volt tanulminyaim tovabbi sora, ma
éppen olyan kevéssé érzem magam szakembernek, mint ma
ogy 6ve. 8 igy kerillt sor arra, hogy megint csak élményeket,
geometriai élményeimet irjam lo, még ha magamra véllalom
is a tudomény terén munkdlkoddk minden kotelezettségét
a nélkil, hogy jogaiban is részesiilnék.

Csak egyben volt teljes mértékben igazam. Beigazolodott
az a véleményem, hogy alapjdban véve minden ember okos.
Sohagsem kételkedtem kulturdlis lehetdségekben és o kétel
kedés 6romeit dtengedem azoknak a «szellemi termék» gyd-
rosoknak, akik értéktelen tdkolmanyaik 1dttdn érzett oromi-
ket Osszetébvesztik a nagykozonség izlésével. Hgy neves
matematikus, aki mér negyven évvel ezelftt, mint a nagy-
hird Lampe egyik tanitvinya ezeket az olveket vallotta,
azt irja nekem, hogy konyvem sikerét § «a maternatika hajnal-
hasaddsédnak» tekinti. Sok orszdgb6l, killonbdz8 korosztdlyok-
b6l és minden néprétegébll érkeztek hozzdm megértd és
batorité szavak és nem utolsé sorban ezeknek, meg a joindu-
latt és kedvez8 kritikdnak koszonhetd, hogy ily hamar kiveti
e magodik konyv : «Amit a geometridbol mindenkinek tudnia
kelly, az els6t. De més balhiedelmel is megdéltek. Eppen a
pedagégusok, miivem leghivatottabb birdléi tekintettek el
joindulattal konyvem 4ltalam is j6l ismert gyengéit8l és
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engedték, hogy érvényre jusson a mindnydjunkban kézds
joszdndék.

Jolen konyvem szédndéka ugyanaz, ami az el6bbié volt.
Koényvemnek az a hivatdsa, hogy mindenkinek, aki geo-
metrigval akar foglalkozni, de akinek eddig a szakkényvek,
szigorusdguk és ebbll kovetkezd nehézségik miatt hozzd-
férhetetlenek voltak, legels§ vezetSje és mintegy tdjékozta-
tdja legyen. Leibniz mondotta, hogy a filoz6fia a boleseség-
nek csak el@szobdja. Ennek a mondédsnak viltozataként azt
mondhatndm, hogy e konyv a «geometria eldszobsdjay. Bent,
a megszentelt termekben tartézkodnak a legnagyobbak :
Pythagoras, Buklides, Archimedes, Napier, Descartes, Le-
gendre, Poncelet, Lobacsefszkij, Gauss, Riemann, Beltrami,
Veronese, Poincarsd, Hilbert. s a titkdr az elbszobdban tand-
csokat ad, hogy miként kozeledhetiink a nagyokhoz a nélkil,
hogy azonnal kiutasitdsban legyen résziink.

De nem ez az egyetlen célja konyvemnek, Mésik kényvem
el6szavdban emlitettem mér, hogy soksn vannak, akik mate-
matikai alacsonyabbrendfiség érzésével kiizkédnek, mdsek
elfelejtott tuddsukat akarjék feldjitani és a geometridt ma-
gasabb szempontbdl szeretnék megismerni. Lehetnek tanulék
18, — félve emlitem — akik kinyvemet segédkdényvnek akar-
jék haszndlni. Ezeknek azt akarom a lelkitkre kétni, hogy ha
kétség meriil fel, mindenkor hivatott tandruknak van igaza ;
gzerény konyvemnek semmiképpen sem hivatdsa, hogy az
6 szavaikat helyesbitse.

Nem hallgathator el azt sem, hogy eltérés van e kényvem
68 el6z8 miivem szempontjdbol kezdd és kezd§ kozt. A mate-
matik4t és az algebrdt mintegy a semmibd] lehetett felépiteni,
a geometria viszont nem nélkiilozhet bizonyos el8zetes olomi
matematikai ismereteket, mert ezek nélkiil e koényv tilon-
tal terjedelmes lett volna. De bdven elegend8 az a tudas,
amelyet a kozépiskola harmadik osztdlydbol kikerilt tanuld
magaval hoz és els§ kényvem olvaséi az e kényvemben meg-
kivintakhoz {6l6s tuddssal rendelkeznek. A geometria szem-
pontjabodl azonban semmilyen eldzetes tudds sem szlikséges,
igy tehdt bizom benne, hogy senkit sem tévesztett meg kény-
vem aleire.

A geometria a 19. szdzad eleje 6ta olyan forradalmat élt
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4t, amilyet taldn semmiféle mds tudomdnydg. Természetesen
nem mehettem el sz6 nélkiil e valtozdsok mellett, nem enged
meg ilyent a konyvnek sem cime, sem célja. fgy azt az
brzéet is fel akartam kelteni az olvaséban, hogy a geometria
még nem befejezett egész, folyton fejlédik és halad. Bz pedig
nagy vigasztalds és jelentls biztatds az ember szdmdra.

De most munkéra fel! s mindenkor inkdbb higyjiink a
bebizonyitott igazsdgnak, mint a szerzének, mert esak igy
lehetiink a geometridnak igazi mfveldi.

Eaemont ConeRUS.

A rajzokal Hans Strohofer készitette, a 144—146. képeket
Hars Mohrmann <RBinfithrung in die nichbeuklidische Geometries e,
mfiive nyomsn,






ELSO FEJEZET.

Geometria mindenitt,

A fiatal, alig tizennyole éves Herbert a minap tette le az
brottségi vizsgdt. Teljes sikerrel, iigyhogy valora valt a sziilei
ltal jutalmul kitfizott utazds. Sajnos mér ez is végére jart.
De nem lett volna igazi tizennyole éves ifji Herbert bars-
tunk, ha nem lebegtek volna mdr most szeme el6tt & végére
jér6 nydri utazds halvinyodé kérvonalai kozt a jové 6] fel-
adatai: az egyetem, a tanulminyok, a szabadabb, de fele-
18sségosebb élet.

De ne irjunk most regényt a nagyon rokonszenves, de
egyaltaldn semmilyen kiilonds tulajdonsdggal meg nem 4ldott
ifja bardtunkrol. Eppen az a korilmény teszi személyét szd-
munkra érdekessé és fontossd, hogy dtlagdidk, egyszert,
sziirke dtlagember. ,

Mér emlitettiik, hogy csak néhény nap vélasztotta el a
hazatérést@l. Azonban derék fiatalember volt és -alaposan
kihaszndlta a még rendelkezésére 4116 néhdny szabad napof,
fgy éppen ma mészott meg egy hegyoldalt. Most piheni ki
fdradalmait 6 a hédzigazda erkélyén most kolti el vaesordjit
az alkonyoddé napfényben.

Sz6ljunk néhdny sz6t a hézigazdddkrdl is. Joémodua, gyer-
mektelen sok-sok természetes ésszel megdldott paraszt-
ember & két Greg. De mivel egész eddigi életiik, vagyonkéjuk,
megrendithetetlen egészségitk mindenkor kidlto példdja volt
annak, hogy tudomdny nélkiil is lehet boldogulni, kiesit £6l-
véllrél néztek minden tudomdnyos igyekezetet, taldn kdros-
nak is tartottdk, mint olyasmit, ami megzavarja az egyszerd
és nyugodalmas életet. -

A miésik nédluk lakoé vendég foglalkozdsdt mér értelme-
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gobbnek tartottdk. Fz festf, gondtalanul jérja a vidéket és
& hdzukat 4brdzold, szép képpel ajdndékozta meg Bket.

De még miel8tt megismerndk azt a vitdt, amely minket
témdnk kell8s kozepébe fog vezetni, ismerkedjlink meg rész-
letesen a helyzettel, hogy milyen volt akkor, ama szép nyéri
kés8 délutdnon, ott az erkélyen.

Fiatal bardtunk éppen vacsordjét koltotte el és kézben
mesélt gazddéknak. Flmesélte kirdnduldsdt és t6bbek kozott
megemlitette, hogy kapaszkodds koézben szergéket ldtott.
A gazda hihetének taldlta a dolgot, hisz 8 maga is mér ismé-
telten latott tdvesovével zergebakokat a hegyoldalban. Csak
az nem fordult még el8, — mondta — hogy a £6lénk dllatok a
jért at kozelébe tévedtek. «En magam sem a rendes vton
kapaszkodtam fels, — felelte Herbert bardtunk, «Hol ldtta
akkor a zergéket!y — kérdi erre a gazda felesége. Herbert
egy pillanatig habozva nézte a hegyeket, — j6-j6, ott az a
hely ahol a zergéket Idtta, de hogyan mutassa meg a gazdd-
nak? Ebben & vildgitdsban nem voltak nagyobb szinkilénb-
ségek, — nem igen ldtszott valamilyen feltinébb megkiilon-
boztet8 jel. Ujjal mutogatni — ilyen tdvolsdgbél mér nem
lenne oléggé pontos. «Ceak egy pillanat tiirelmet kéreky —
foleli tehdt. Elkezdi ide-oda tologatni székét, migesak a
kivdnt dolgot meglelte. «fgy 6regem, — mondja nevetve —
iljon egy kiosit ide a helyemre. Nézzen el most a templom-
torony bal széle mellett, ott fonn, kézvetlenill az eresz mentén.
Nos, ha tovdbb néz, a vonal folytatésa éppen azt a helyet
mutatja, ahol a zergéket l4ttam.»

Megldtjuk, megldtjuks — mormogott magiban az breg,
de letilt s vizsgdlodva nézett a megjeldlt irdnyba. Rovid id6
mulva elégedetten kelt f8l. «Nagyon helyes — mondja —
ott mindig van zerge, hisz ott véltanak. Most mér mindent
elhiszek. De nem lehetett valami egyszer(i ott a kapaszkodés!»

«Nem is volt fontos, hogy egyszerti legyeny — felelte Her-
bert. De egyszerre még jobban ki akarta haszndlni diadaldt
8 ezért megjegyezto: «Nos, bebizonyitottam a zergéket, de
bebizonyosodott a lenézett geometria haszna is.

Mi kéze mindennek a geometridhoz? — kérdezte tamés-
kodva az oreg.

«T'6bb mint gondolndy — makacskodik a didk.



1. 4bra.

11



12

«Nem értem. Do nem innék inkdbb még egy pohdr sbrt ?» —
prébalja més témdra terelni a beszélgetést.

«Azt is szivesen, de csak azzal a feltétellel, ha magdnak
is hoz egy pohdrral és idetil hozzdm. Szépen kiriilnézink a
vidéken, ecsak a vidéket fogjuk nézni, s meglitjuk, mennyi
geometria rejlik mindenben. Piktor bardtunk is ideiil mellénk.
S mindenkinek, aki olyan tdrgyat mutat, aminek nines koze
a geometridhoz, fizetek egy pohdr sort.

«Nem marad atikoltsége, én pedig eladom az egész s6ro-
mety, — nevet a gazda, de elindult a sérskért.

A kovetkez8 6rdkban ijesztd beszélgetés folyt, amelynek
csak egyes részleteit iktatjuk ide, nehogy az olvasd is abba
a szinte beteges dllapothba jusson, mint ez az asztaltdrsashg.
A viddm, virdgzé kérnyék vonalak, gorbék, méretek, szogek,
ardnyok és tantételek kusza szovevényévé alakult 4t. 8 a
didknak nem igen volt alkalma sort fizetni, bdr szivesen
tette, sokszor olyankor is, mikor lehetett volna még vala-
melyes megjegyzése.

De ldssuk, amint igértiik, a felsorolést.

ElsGsorban itt volt maga a sér. Mit jelent egy liter, fél-
liter, hektoliter? A liter {irmérték. Jelenti annak a kockdnak
a tériogatdt, amelynek minden éle 1 deciméter hosszi. Vagyis
10 centiméter. Mennyi egy centiméter? Kgy szdzad méter.
Mi az, hogy méter? Méter a negyed délkor tizmilliomod része.
Mi a délkor? De hisz ezt mindenki ismeri! Minden f6ldgémbén
lathaték a vonalak, amelyek az északi és a déli sarkon met-
szik egymdst Gigy, mint egy narancs gerezdjeinek vdlasazto-
vonalai. Egy ilyennek a negyedrésze a negyed délkér, példaul
az a vonal, amely az északi sarktél Singapore-ig terjed.
(Singapore kb. éppen az egyenlitén fekszik.) A méter tehdt
és vele egyiitt a liter is, mintegy a természethll vett mérték-
egység.

Hat még a s6roshords! Itt kezdddik csak igazédn a geo-
metria! Bonyolult szdmitdsokkal igazolta mér Kepler, hogy
a hord6k szokdsos alakja alig tér el a legkedvezlbb alaktél.
Még utalni sem 411 moédunkban rd, hogy miként, mert ez
mér a legfels6bb matematika és geometria birodalmdba tar-
tozik.

De hagyjuk az drtalmas alkoholt. Forditsuk szemiinket
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a templomtorony felé. Egyszerl a torony, sima, disztelen,
az & hire, hogy mdr ezer esztendeje ott 41l. Igaz-e nem-e,
aligha tudjuk ellenSrizni. Minket ugyis csak az alakja érdekel.
Alul ugyanis éppen olyan széles mint font. Tehdt az élei pér-
huzamosak. De ekérdés tdrgyaldsdba egyelbre bele sem boesét-
kozunk, ez a kérdés mdr kétezer éve a geometridnak leg-
tobbet vitatott tdrgya. Hpp elég bajunk lesz vele tanulma-
nyaink sordn is. Vessiink fel inkdbb egy sokkal egyszertibb
kérdést : hogyan sikeriilt a kémiiveseknek a négy élet pon-
tosan parhuzamosséd tenni? Fiigglon segitségével, feleli min-
den gyerek. Azonban merre mutat a fiiggbon? A f6ld kézép-
pontja fels, — vigja r4 mindenki. De szérnyfi, ismét djabb
rejtélyre bukkantunk, hisz ilyen kérillmények kozt a teroplom-
torony élei nem is teljesen parhuzamosak egyméssal! A fiiggs-
6n Utmutatdsa szerint épiilt templom tornya ezek szerint
fent szélesebb mint lent, a f6ld szinén, hiszen egy olyan
gildnak része, amelynek a esticsa a f6ld kozépontja. Termsé-
szetesen gyakorlathan nem lehet semmilyen eltérést észlelni,
mert a torony 50 méter magassiga teljesen elenyész6 a fold
6,400.000 méteres sugara mellett. Hogy még nagyobb legyen
a zavar, most a fest§ jegyzi meg, hogy még senki sem latta
prhuzamosaknak a torony éleit. Ha a torony aljaban dllunk
68 felnéziink, a torony fent keskenyebbnek ldtszik. Fentrdl
nézve pedig, mondjuk repiil8géprdl, a felsd része latszik szé-
lesebbnek. De ha kint, kériilbeliil a torony {6l magassigi-
ban foglalunk helyet, akkor némi ttlzdssal azt mondhatjuk,
hogy a torony hordéalakanak l4tszik. Vagyis a néz§ mind
felfels, mind lefelé vékonyodni ldtja. Milyen hét valésdgban
a torony? és mit jelent ilyen értelemben az, hogy «valdsdg-
ban? Hit nem a valégdgot 1dtjuk?

Hagyjuk a tornyot. Pihenjik ki fdradalmainkat, nézzik
inkdbb a hegyeket. Ott az egyik csticson kereszt 41l. Nem
kereszt az, mondja a gazda, hanem valami héromlibua fa-
épitmény. Nézzitk meg tévesdvel. Kér, hogy nem abban
maradtam a gazddval. — gondolja Herbert bardtunk —
hogy minden geometriai «esemény» egy-egy pohdr sort
ér, mert most egy egész «koOr» sdrt hozhatna. Az a fa-
épitmény ugyanis hdromszogelési torony. 8 egyszerre hé.
rom kérdés meriil fol. Ellszér is, mire j6 az a hérom-
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szogelési torony? A tornyokat hegytet6kén &s més ki-
emelked§ pontokon szoktdk feldllitani, segitségiikkel készil-
nek a térképek. Hogy miként, az szdmunkra még egyelfre
maradjon rejtély. A hdromszdg, nevébll itélve feltétleniil
valami jelentls szerepet jatszik az egészben. Itt a térkép,
tt a hegyestes, & rajta kis héromszog jelsli a faépltmény
helyét. De még valamit létunk a térképen. Ide van irva, a
héromszog mellé a hegy magassiga, 1782 méter. 1782 méter
a tenger szine {616tt. De hogyan mérik meg ezt a magassdgot?
«Geometriai itom, nevet a didk. De nem elégszik meg ezzel
az egyetlen gonoszkoddssal, hozzaflz mindjért egy mdsodi-
kat. «A tdvesd nélkiil rd sem jottiink volna, hogy az ott hdrom-
8z0gelési pont. De mi a tdvesd ?» (Miiszers, — feleli a gazda —
de bizonytalanul cseng mér a hangja. Igaz, — feleli a didk —
miiszer. De ez is geometridt rejt, mert a tervei a geometriai
elvek és szdmitdsok alapjdn késziltek. Geometria nélkil
még optika sem léteznék.»

Lement a nap. A hegyek biborszint tltenek, de a gonosz
didk itt is megjegyzi, hogy ez sincs geometria nélkil : a vissza-
ver8dés torvényeinek is a geometria az alapja és a nap suga-
rainak visszaver6dése idézi el§ kozvetve a hegyesiiesok gyo-
nyor alkonypirjét.

Hjjel lett. A hold és a csillagok megjelentek az égen és
a didk ez alkalommal megemliti, hogy idémérésiink is ossze-
figg a geometridval, a csillagok pdlydit geometriai térvény-
szerliségek alkalmazdsdval lehet meghatdrozni. A hajézds,
a kozlekedés a geometria gombfelszinre vonatkozd ismereteit
alkalmazza, amikor a tengeren a legrévidebb utirdnyt keresi,
a szdrazioldon pedig az utakat és a vasuti palysdk helyét
kittizi. De minden gép is «tartalmazs geometridt, szerkezeti
olemei is, de az elkészitéséhez nélkilozhetetlen rajzok is.
De mindezeken t1l, a hatdrok, hatdrjelek, hdzak, kutak,
edények, buatorok, a méhek sejtjel, a kristdlyok, minden ami
szemiinkbe o6tlik, s6t szemiink maga is geometriai Gssze-
fiiggésekre utal.

Derék vendéglsiinkkel egyiitt érziink és megértjilk, hogy
zavarban vannak. Egyik pillanatban azt hissziik, hogy a didk
talzott, mindent a feje tetejére allitott, dssze nem tartozé
dolgokat kapesolt ¢ssze geometria 6rve alatt, nehogy soért
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kelljen fizetnie, de a mésik pillanatban mér neki adunk igazat,
s magunk is rejtéz8 geometriai tulajdonsdgok gyiijteményé-
nek l4tjuk a vildgot és kiilondsen az tlinik fel, hogy nem csak
a térgyak kapesolédnak a geometridhoz, hanem az olyan
jelenségek is : mint a titkrozés, viztitkor, hajnalpir és esillag-
zatok.

De ne béleselkedjiink most sokat, ldssuk inkdbb, mi tor-
tént mésnap délelbtt ugyanezen az erkélyen. Béven lesz anya-
gunk a kutatdsra és a gondolkodésra. His esak azutdn fogunk
gondolkozni, hogyan oldjuk meg azt a csomét, — amelyes
magunk kotoéttiink — lehet&leg egyszert médon, hogy legaldbb
valamelyes el6zotes képiink legyen a geometridrél. Majd ha
ennyire jutottunk, igyekezni fogunk azt a tuddst elsajétitani,
amellyel kinzé kérdéseinkre vélaszolni tudunk.

MASODIK FEJEZET.

A miletosi Thales tavolsagmérdgje.

Mésnap délelftire kiilonos véltozds mutatkozott tdrsasd-
gunk minden tagjdnak gondolkoddsdban. A didk rég elfeledte
tegnapi geometriai propaganda-beszédét s vitorldsesénak-
kirdnduldsra készilt. De nem dgy a festd és a vendéglds.
A festd hamarosan célozgatni kezdett beszélgetésiinkre, de
csak egy allegorikus mesével mert el6hozakodni. A vendég-
18s6n viszont megldtszott, hogy nem tudta a beszélgetéds le-
sujt6 hatdsdt olyan konnyen venni, mint a festl, égett a
végyt6l, hogy minél el6bb kiszedhessen 1jbdl valamit a didk-
bol. Hgészen zavarban volt, mér nem tudta, mit kérdezzen,
nem tudta, mire legyen inkdbb kivdnesi: a mindeniitt jelen-
l6v6nek 14tszé tudomény gyakorlati kévetkezményeire vagy
a tegnap hallott rengeteg, érthetetlen szakkifejezés magya-
rézatdra. Igy tehdt, amint a didk reggel elfkeriilt, azonnal
odatilt az asztaldhoz, hogy egyik-mdsik szakkifejezés jelen-
t686t megmagyardztassa maginak.

Nem fogjuk a beszélgetést szészerint feljegyezni, csak a
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lényegét. Geometria a ge és metron gorog szavak Gsszetétele,
ge f6ldet, metron mérést jelent. Geometria tehdt a f6ldmérés
tudomédnydnak l4tszik ; pedig még hazdjdban, Gorégorszdg-
ban sem foglalkozott a nevében foglaltakkal. Inkdbb azokkal
a tudoményos eszkdzdkkel, amelyek segitségével a geodézia
a foldet mérte. Még ma is geodézia annak a tudomdny-
nak a neve, amely méréselkel é8 a mérési eredmények
teldolgozdsdnak segitsdgével a térképrajzolishoz és a fo6ld
felszinével kapesolatos egyéb problémdhoz sz adatokat szol-
géltatja.

Létjuk tehdt, hogy a geometria sz6 értelmének alig van
valami koze ahhoz, amivel a «geometria tudoményas fog-
lalkozik.

Léssuk most, mi tortént ezutdn az erkélyen. Meglehetfsen
-messze kint a tavon tszik egy tgynevezett vildgité boja.
Nagyon j6l ldtszott az erkélyrdl. A vendéglds, aki szemldto-
mést egbészen betege lett a geometridnak, egyszerre csak
Kijelenti, hogy nem lehet nehéz a b6jdnak a t6lik mért tdvol-
sdgdt geometriai eszkodzokkel meghatdrozni. Ugyanazt a
mfiiveletet kellene esak alkalmazni, amely a hegyek magassd-
génak meghatdrozdséra szolgdl.

86t kénnyebb — {feleli a didk. — Tekintve, hogy a viz
telszine vizmszintes sfknak tekinthetd, sok nehézségtll meg-
szabadulunk. Cesak azt az egy adatot kellene tudnunk, —
folytatja — milyen magasan van az erkély a viz szine f616tt. —
Megmondhatom — feleli a vendéglds, a hézbol irdsokat hoz
ki és megdllapitja belélik, hogy az erkély magassdga a t6
szine f616t5 pontosan 87 méter és 49 centiméter. Azért tudja
ezt ilyen pontosan, mert a kézelmulthan kutat 4dsatott és a
koltsdgvetések éppen ezen az adaton alapultak, hisz a kélt-
ségek a kat mélységével ndvekednek.

A koévetkez8 6rdk bédmulattal t6lt6tték el s didk tanft-
vényait. Ugyanaz a tudomdnyos izgalom {étdite Oket,
mint egykor Miletos lakéit a Kr. e. hetedik szdzadban,
amikor & hét gérég boles egyike egy magaslaton a kiksts
kozelében a késbbb r6la elnevezett tdvolsdgmérbt elGazér
feldllitotta.

Most ldssuk azt a mfiszert, amelyet a fest6 és a didk
«Thales utdn szabadon» dsszedllitott. Azonnal egéez sorozatét
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fogjuk megismerni a kiilénféle alapvet§ geometriai felada-
toknak.

Létjuk, hogy a két miivésziink egy fényképezbgép allvd-
ny4t haszndlta fel és arra erdsitette a szerkezetet. Vigjunk
kissé elébe a dolgoknak és emlitsitk meg, hogy minden
mfiszert vagy térgyat, amelynek biztosan kell dllnia, hdrom
ponton szabad esak megtdmasztanunk. Hérom pont, ha nem
esik véletlontil egy egyenesbe, mdar teljesen meghatéroz egy
gikot, s ezzel egy merev tdrgy helyzete is rogzitve lehet.
Bzért szokds azt mondani, hogy elméletileg is a leghiztosabb
iilfalkalmatossdg a hdromldba varga-szék, mert nem inoghat
és esak ritkén borul fel. Ha negyedik tdmaszpontot ig alkal-
mazunk, akkor ez is beleeshet az elsd harom altal meghatéro-
zott sikba, de nem kell beleesnie. Mindenki tapasztalatbol
tudja, mennyi bossztisdgot okozhat az ingd négyldbd asztal,
sz6k vagy szekrény és hogy az egyik ldb ald helyezett papir-
darabkakkal, faforgdecsal kell és lehet a négy 14b végét egy
sikba hozni.

Lelkiismeretes matematikusok megnyugtatdsdra megem-
litjuk, hogy most még nem tudoménnyal foglalkozunk.
Nem, a szabadban, a vendégll erkélyén beszélgetiink, az
cseményeket szemléljik é3 mindennapi nyelven beszéliink
roluk. Nem sokat torédink azzal, hogy mit is jelent az a
pont, egyenes, sik, szog, mert feltételezzilk, hogy mindenki
csak fog valami nagyjab6l megfelel§t gondolni, ha ezeket a
szavakat hallja. Nem fontos, ha szdmdra a pontot egy
nagyon finom tliszirds jelenti, az egyenes egy ceruzavonal a
papiron vagy egy kifesmitett cérnaszdl, a sik példdul a padls
vagy a viz felszine, a szdget meg csak egy ollé két szdra meg
s forgdspontja jelképezi szdméra. De még minden szdndéko-
san nagyon bizonytalan, pontatlan. Nem akarjuk mostani
tuddsunkat pontos meghatdrozdsokkal terhelni, tov4bbi
tanulményaink sordn e kifejezéseknek és még sok més
kifejezésnek a helyes értelmét szervesen fogjuk megismerni.

De térjunk vissza végre tdvolsdgmérénkhéz, hiszen csak
annyit mondtunk eddig réla, hogy egy fényképezdgép
allvdnydra szereltitk fel. Ldssuk inkdbb most készen,
rajzban.

Colerus : Pont. 2
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Szerkezetiink lényege két rid. Egyik mereven kapesols-
dik az alaphoz é8 mindenkor vizszintesen fekszik, ez a mérd-
rad ; ezt a vizszintességet a végén 16g6 figgbon és egy derék-
8z0gll fa-rajzhdromszog segitségével mindenkor ellendrizhet-
jik. A mdsik rad, az irdnyrad mozgathaté — egy tengely
kérial foroghat — és a l6fegyver irdnyzGberendezésdher
hasonld szerkezetet visel. N a nézéke, € a célgimb. Helyette,
pontosabb kivitelnél, fondlkeresztes tévesdvet is alkalmaz-
hatndnk, gy ahogy a vadaszfegyvereken szokdsos. De még
egy igen fontos alkotérész van hétra : az Gsszekotérad vagy
réviden a kapoes. A kapoos két végén egy-egy hiively van,
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a fels6 a mérérudat fogja koril csfsztathatén, a mésik az
irdnyrudat. A felsd hiively biztositja, hogy a kapocs minden-
kor merdlegesen alljon a mérdridra ; igy, ha mérni akarunk
a szerkezettel, nines egyéb teenddnk, mint az irdnyrtddal
gondosan megcélozni a mérendS tdrgyat, ebben az esetben
a béjat. A kapoces miatt az irdnyrad nem mozoghat szabadon.
Tehdt az az eljirds, hogy mindaddig mozgatom a kapoes-
rudat oda-vissza, amig az irdnyrid pontosan a célra, ebben
az esetben a bdjira mutat. Ezutdn mér nines més teendbnk,
mint a mérériadon leolvasnunk, hogy a kapocs hitvelyének
kozepét mutato jel milyen beosztdsnal 4ll. Tegyik fel, hogy
a leolvasds eredménye 12-4. Ha ezt a 124-et a feldllitdsi hely
tészintfeletti 87°49 méter magassdgdval megszorzom, akkor
megkapom a bdja tdvolsdgdt. Bz a tdvolsdg tehdt
12-4 ¢ 87-49=464-876 méter,

vagyis koriilbelil 465 méter.

Bardtunk ellendrizte a szdmitds eredményét a térképen
és kiderillt, hogy a szdmitott eredmény megfelel a valosdg-
nak. A tdvolsdgmérs tehdt alighanem helyes elven alapul.
De ne esak utaljunk erre az elvre, hanem vizsgdljuk is meg
alaposan. :

Léssuk elészdr egy vézlaton az egész helyzetet.

Mérgrud
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A geometria nyelvén szélva, két hasonlé héromszog

keletkezett. A nagyobbik hdromszog részei a mfiszer helyé-

nek M magassiga a t6 szine felett, az drdnyvonalnaky a
2%
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mérérad forgdspontja és a boja kozdtti része bs végiil a bbja
T t4volsdga. A kisebbik hdromszég a kapoeshdl, tovdbbs az
irdnyradnak és a mér8radnak a forgdspont és a kapoces
kozotti részébdl 4ll. Bgy pillantdsra észrevehetjiilk, hogy a
kis hdromszog a nagynak mintegy kicsinyitett mdsa, modellje.
Két vagy t6bb idom alakjdnak egyenl8ségét, ha a méreteik
kilonb6z6k, a geometria hasonlésdgnak nevezi. lgy a nagy
hdromszog és a kicsi hasonlé egymdshoz. Ha azonban két
idom hasonlé egymdshoz, akkor megfeleld részeinek viszonya
is foltétleniil egyenld. fgy ha egy kis emberalakot mintézok
és az ember magassdga o fejmagassdg hétszerese, akkor a
modell magassdga is feltétlenil a fejmagassdgdnak hétszerese
lesz. Kiilonben a modell nem hasonlitana az eredetihez, azaz
nem volna hozzd hasonlé. Meg is fordithatjuk ezt az ossze-
figgést : akkor hasonlé két idom, ha minden megfelels
alkotérésze ardnyosan kisebb vagy nagyobb. Levonhatjuk
tovdbbd azt a kdvetkeztetést is, hogy hasonld idomok alkoto-
részeinek nagysdgviszonya teljesen fiiggetlen az alkotérészek
valodi nagysagdtol. Kzt a tételt a perspektiva vagy a helyes
latds torvényének is nevezhetjiik. Ha egy mozdony kéménye
a mozdony magassdgdnak tizedrésze, akkor a kéménynek
141326 magassdga hisz méterrbl éppenigy tizede lesz a moz-
dony ldtsz6 magassdgdnak, mint két kilométerrSl, habdr a
mozdony ilyen tévolsdgrél mér egészen aprémak latszik.

De erre még lesz alkalmunk visszatérni. Egyelre dlla-
pitsuk meg, hogy két hdromszdgiink hasonls, tehdt a nagy
héromszog alkotérészeinek a viszonya ugyanaz, mint a kis
héromszog alkatrészeié. De ha ex igaz, akkor az M magassag
gy ardnylik a T tédvolsdghoz, mint a kapoes a mérfrad
forgastengely és kapoes kozdtt levd részéhez.

Most olyan mesterfogdst alkalmazunk, amellyel még
gyakran fogunk taldlkozni. A kapoes hosszdt egységnek
tekintjitk és ezt haszndljuk a mérérad beosztdsdra. Miért
tekintjitk egységnek? Igaz, centiméterben is mérhetndk, s
akkor a mér8radra is centiméterbeosztds keriilne, tekint-
hetném valamilyen tetszésszerint vdalasztott hosszegység
héromszorosdnak is, vagy 245-8-szeresének, de, mint azonnal
kideriil, egységnek venni a legkényelmesebb.

A mérfridré] tehdt most kozvetleniil leolvashatjuk, hogy
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a kapoesig terjed8 része hényszorosa a kapoes hosszdnak,
azaz a kapoes hosszat hényszor lehet a merfradra rédmérni.
Léssuk most a nagy hdromszog megfelels alkotérészeit.
A mérbridnak megfelel a tdvolsdg, a kapoesnak a magasség.
A hasonlésdg kovetkeztében tehat a tdvolsig, (T) ugyan-
annyiszorosa a magassdgnak, mint a mérérad «rvényes»
része a kapocsnak. Mivel azt, hogy a mérlrid @rvényes»
része hdnyszorosa a kapocsnak, koézvetleniil le tudtuk ol-
vasni (124), a magassdgot (3749 méter) csak meg kellett
szoroznunk ezzel a szdmmal, hogy a tdvolsdgot megkapjuk.
(12-4 X 87°49=464-876.)
De ardnylat alakjdban is felirhatjuk 4llit4sainkat :

m(érérad) : k(apocs) = T'(4volsdg) : M(agassig)
A kapoes hosszdt egységnek vettilk, ebben az egységben
mérve a mérSrad 12-4 hosszinak adédott, a magasség pedig

87-49, tehdt
12:4:1 =1T:3749.

Az ismeretlen T' beltagja az ardnylatnak, nagysdgdt meg-
kapjuk, ha a kiltagok szorzatdt elosztjuk az ismert bel-
taggal. Az eredmény ugyanaz, mint el6bb, természetesen,
de itt is kideriil, hogy mennyire megkénnyitette a szdmoldst,
tehdt milyen elfnyés volt a kapoes hosszdt a tdvolsdgmérdn
egységnek tekinteni.

HARMADIK FEJEZET.

Eldzetes megjegyzések a haromszdégekrdl és a
parhuzamosakrol.

A tdvolsdgmérével kapesolatban érdekes volna megemlé-
kezni a mérési hibdkrsl és arr6l is, milyen médon lehet
hatdsukat a lehet@séghez képest csokkenteni. Nem volna
érdektelen Gausg hibaelmélete sem, de mindez mér messze
til van tdrgykoriink hatérain. Hagyjuk tehdt, hisz a tdvolsdg-
mérd targyaldsa sordn sokkal fontosabb, alapvet geometriai
probléma bukkant fel. A matematika oldaldrél megyiink neki
a kérdésnek. Folirtunk a tdvolsdgmérdn keletkezett két héror-
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szog alapjén egy ardnylatot. Szerencsére egyik tagjdt meg
kellett hatdroznunk és igy eleve biztosak lehettiink, hogy a
kiszdmitott taggal kiegészitett ardnylat helyes lesz. Csupan
az a kérdés, igaz volt-e az a feltevésiink, hogy azm : k=T : M
ardnylat helyes? Hogyne, hisz a két hdromszég hasonlo!
De néhdny mondattal kordbban kijelentettiik : a hdromszégek
sremlatomdst hasonlék és éppen arrdl vettiik észre a hasonlé-
gdgot, hogy az oldalak ardnyosak! Nem, ilyen okoskoddssal
semmire sem megyiink! A hasonlésdgot mds kritérium alap-
jén kell megillapitanunk. Ha az oldalak arinyosak, akkor
a héromszogek bizonyosan hasonlék, de ne akarjuk akkor
a feltételeket tanulsagként levonni! Segitségiil hivhatndnk
perspektiva-térvényeket is, a hdromszogeket pdrhuzamos
stkokkal metszett gila sikmetszeteinek tekinthetnfk, de
ilyenre még nem vallalkozhatunk és ilyen bonyolult krité-
riumnak most nem volna sok értelme. Egyszertibb az az 4lli-
t4s, hogy két haromszog akkor hasonlé, ha megfeleld szogeik
egyenl8k. (Liényegében ez is visszavezethetS az el6bbi —
guldval kapesolatos — 4llitdsunkra.)

Kutat6dtunk mindinkdbb izgalmassd valik. 8 megjosolom
olfre a szomort eredményt : a legkozelebbi percekben még
mélyobbre sillyediink az ingovdnyban. De igy helyes, mert
anndl nagyobb 6rémet fog szerezni, ha az elmilt évezredek
geometria tudoésainak vezetésével végiil megérkeztink az igaz,
helyes geometria virdnyaira. Félig elfelejtett iskolai tanul-
ményainkat felhaszndlva, nyugodtan kapaszkodjunk, bar-
mennyire veszélyesnek ldtszik is a mocsdr. Hl8szor rajzoljuk
fol ismét tdvolsdgmérlnk v4zdt, de most mér csak puszta
geometriai vonalakkal.
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A nagy héromszég szogei R, « 6s 8.1 Az R betiivel jelolt
2z0g bizonyosan derékszog, hisz magassigon mindig fiiggbleges
magassdgot értiink. A derékszognek a kis hdromszogben
ismét derékszog felel meg, a mérérid és a kapocs bezérta
sz6g. Fmlékezzink vissza, mikor a tdvolsdgmérGt épitettiik,
éppen erre kellett tigyelniink. A fiigg6ont azért alkalmaztuk,
hogy figyelhessiink arra, hogy a mérérid és a mérendd T' ta-
volgdg pirhuzamosak legyenek. Az irdnyrfidnak megfeleld
vonal metszi ezt a két parhuzamost és ezzel ugynevezett
vélt6szogek keletkeznek, amelyek egyenlSk egymdssal. Most
még higyjik el, lesz alkalmunk igazoldsdval taldlkozni. »

gy mér meghatdroztuk héromszogeink két-két szogét ;
harmadik szogik szitkségképpen egyenld, hisz a hiromszog
szdgeinek Ogszege — emlékezziink iskolai tanulményainkra —
180°, teh4t a harmadik szégre egyik hiromszdghen ugyan-
annyi marad, mint a médsikban. Igy — bér nehézkesen —
bebizonyitottuk, hogy & két hdromszég megfelel§ szdgei

&
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b. 4bra.

egyenlGk. De ha a két hdromszog megfeleld szégeinek egyenls-
56gbbll kovetkestethetiink hasonlésdgukra, akkor joggal
irhatjuk fel az oldalakra alkalmazott, a hasonl6ségbol kovet-
kez8 ardnyossdgokat. A szogek egyenlésége alapjan kimond-
haté hasonlésdg val6ban igen fontos tétele a geometridnak,
820g-820g-520g tételnek is nevezhetjik, roviden 888 téteinek.

1 E a derékszdg smokisos jele, a latin rectus angulus kifejezés
kezdébetiije. :
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De hova lett az «ingovdny», amsellyel el6bb fenyegetSztiink?
Tiirelem, azonnal kideriil, hogy nem szabadultunk meg t4le.

Ha megint végiggondoljuk eljardsunkat, akkor réjoviink,
hogy tételeket alkalmaztunk és egyik tétel szmiikedgszerfien
kovetkezett a mdsikbol. 8 az egbsz gondolatmenet két tételen
alapul. Az egyik parhuzamos egyenesek sajdtasdgait taglalja,
a mdsik szerint a hdromszdg belsS szdgeinek &sszege 180°.
Léssuk el8szér a masodikat. Az iskoldban ezt a tételt a kovet-
kezdképpen bizonyitottdk be. Huzzunk valamely héromszég
egyik cstiesdn keresztill a szembenfekvd oldallal pdrhusza-
most. Bzzel a pirhuzamosokat metsz8 egyenesekre vonatkozé
tétel alapjdn a hdromszognek mintegy valamennyi szdgét
Osszegyiijtottitk az egyik cstcspont koré. Azaz a fentemlitets
estics kortil taldlhatok olyan szigeket, amelyek a hdromszdg
szOgeivel azonosak. Az mér azutdn nem szorul bizonyitdsra,
hogy a szbgek Osszege 180°, mert a 180° nagysdgi szdgnek
éppen azb a szdget nevezzilk, amelynek két szdra egyetlen
egyenesnek két része.

6. 4dbra.

Roéviden, az a szég helyén marad, a két, g-val jolsls, szog
viltoszog, tohdt egyenll, a két, y-val jelolt, szog tgyszintén.
A fentebb mondottak szerint tehdt osszegiik 180°.

M4sképpen is bizonyithatjuk, hogy a héromszog belsd
grOgeinek az Osszege 180°. Igaz, ez a bizonyitds egy hatdr-
esetre vonatkozik, igy nem tekinthetjilk egyszerdien altaldnos
érvényfinek. De ldssuk legaldbb ezt a hatdresetet. Senki sem
vonja kétségbe, hogy egy téglalap bels6 szbgeinek az Osszege
860°. Ez mdr a téglalap meghatarozdsabol kovetkezik, mert
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azt a négyszdget nevezziik téglalapnak, amelynek mind a
négy sz0ge derékszog, azaz 90 fok. Ha téglalapunkat 4t16-
val ketté vdgjuk, két hiromszdget kapunk és ez a két hdrom-
szog egybevigé. Egybevdgd, vagyis nem esak hasonlo,
hanem még egyforma méretl is. Vagyis nemecsak az alakja,
hanem a nagysiga is egyforma. Egybevigd idomokat kells-
képpen eltolva, esetleg 4tforditva mindenkor egymdsra
helyezhetiink. Ebbél az is kivetkezik, hogy megfelels alkoté-
részeik egyenlSk, hisz ha a szogek vagy az oldalak koziil
valamelyik nem volna a médsik hdromszég megfelels oldald-
val egyenld, akkor a két hdromszget nem lehetne egymésra
fektetni,

b
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gy tehdt a két hdromszog szogeinek az Gsszege is saiikség-
képpen egyenlS. De ha a szogek Osszege egyenl6 és a két
dsszeg egyiitt 860°, akkor bizonyos, hogy egyre-egyre csak
180° juthat. De birhogyan esfirém-csavarom is a bizonyi-
tdst, mind az el8bbit, mind ezt az utdbbit, valamilyen médon
feltétloniil pdrhuzamosakra vonatkozo tételre bukkanok. Ha
a két hdromsz6g egybevigésdgit be akarom bizonyitani,
akkor példdul arra kell hivatkoznom, hogy parhuzamosak
kozt pirhuzamosak egyenlk. (Ez a tétel téglalap esetén
szemmel l4that6.) Tehdt az a-val jel6lt oldalak egyenlék,
Ggyszintén a b-vel jeloltek, a két hdromszdég c-vel jelols
oldala pedig kozos. Ha két héromszég megfeleld oldalai
egyenl6k, akkor a két hdromszdg egybevags. (Mint 14tni fog-
juk, ez a tétel ama feltételek egyik legfontosabbika, amelyek
alapjdn héromszdgek egybevdgésdgdt felismerhetjiik ; oldal-
oldal-oldal tételnek, vagy réviden OO0 tételnek is nevez-
hetnék.) Ha nem akarom a pdrhuzamosokra vonatkozé fen-
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tebbi tételt haszndlni, akkor a szdgeket kell szemiigyre ven-
nem. Az egyenl§ derékszégeken kivil fel kell fedeznem,
hogy vélt6észdgeket taldlhatok, de ezzel ismét a pérhuzamo-
sokra vonatkozd egyik tételt alkalmaztam. Nem tudom tehdt
a pirhuzamos egyenesek tulajdonsdgait mellfzni. Kzért
mondjdk, hogy ha feltételezzilk, hogy valamennyi derékszdg
egyenl, akkor a pirhuzamosakra vonatkozo tétel és az az
allitds, hogy a hdromszdég belsd szogeinek Osszege 180°,
egymdssal egyenld értékll, ekvivalens. KEgyenld értékiiek-
nek, ekvivalenseknek olyan ldtszélag egyrméstdl killonbozé
dolgokat neveziink, amelyek kévetkezményeikben egymdst
toljesen helyettesithetik. De az egyenl8értékiiség jelentésébre
a tapasztalat fog minket legjobban megtanitani.

Féradozdsunknak egy eredménye bizonyosan volt: be-
l4ttuk, hogy valamilyen dton-médon mindenkor a pérhuza-
mosakra vonatkozo tételre bukkanunk. (Ezt a tételt egyéb-
ként ¢Fuklides postuldtumas néven is emlitik.) A tétel
maga, eredeti formdjdban, kérialbelil igy hangzanék : «Vala-
mely egyenessel, egy kiviile fekvd ponton keressztiil, minden-
kor hiizhaté pirhuzamos egyenes, de mindenkor esak egy.
Pirhuzamosak azok az egyenesek, amelyek nem metszik
egymast, bdrmennyire meghosszabbitjuk is Sket.»

Ez a tétel teljesen vildgosnak é3 magatol értet8dének
l4tszik, de barmennyire természetes is, hogy példdul egy sin-
part kifektethetiink egy siliban, ameddig esak akarjuk, anél-
kiil, hogy a singzdlak egymdst messék vagy csak kozeledje-
nek is egymdshoz, mégsem sikeriilt ezt a tételt tokéletesen
bebizonyitani vagy akdr mds tételekkel valé sziikségszerd
osszefiiggését kimutatni.

Az id6k folyamdn ez a tétel szinte matematikai botrdnnyd
dagadt. Ismételten azt hitték, hogy végre sikeriilt megfogni,
de mindannyiszor kidertlt, hogy nem hibdtlan a bizonyitds.
Mig végre a XIX. szdzad elején egyszerre tobb ldngeszll
ember rdmutatott, hogy az euklidesi posztuldtum nem bizo-
nyfthat6, s6t nem is dltaldnos érvénydt.

De tulzottan elébevignidnk tanulmdnyainknak, ha mér
most foglalkozndnk az dgynevezett nem-euklidesi geometridk-
kal. Mostani fejtegetéseinknek esupén az volt a eéljuk, hogy
a pehézségek egylk oldaldt megmutassdk.
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Nagy mértékben zavar minket az is, hogy geometriai
fogalmaink tisztdzatlanok. Nyugodtan mondhatnok, hogy
eddig kapkodtunk, azt hoztuk fel, hogy é&llitdsunk néha
szemmel 14thaté, mdsszor bizonyitgattunk s nem tudjuk,
mi is az a bizonyitds ? Vajjon csak agt ssmabad elhinniink,
aminek a bizonyitésa logikai Gton sikeriilt, vagy hitelt adha-
tunk annak, amit ldtunk ? Mi is az a geometria? hogyan van
jogunk geometriai tételeknek dltaldnos érvényt tulajdoni-
tani? A geometriai igazedgok tapasztalati tények vagy emberi
kitaldldsok? a geometriai érzék taldn veliink sziiletett?

Alighanem rosszul fogtunk a dologhoz, kiilénben nem
okozott volna olyan egyszerd szerkezet, mint Thales tdvolsdg-
mér8je, ilyen bonyodalmakat. 8 teljes lesz zavarunk. ha
elgondoljuk, hogy még ennél az igen pontatlan mfiszernél is
elvi hib4t kovettiink el. Megieledkeztiink ugyanis arrdl,
hogy a Fo6ld gémbalakti és igy azok a tételek, amelyeket
alkalmagztunk, nem helyt4llok. Igaz, ezeket a hibdkat szdmi-
téssal ki lehet kiiszo6bolni, de semmi esetre sem egyszerfien
és a helyes szdmoldshoz sziikebges tuddsnak egydltaldn nem
vagyunk még birtokdban. De azt sem szabad elfelejteniink,
hogy a t6 felszinét, a hulldmoktél eltekintve, bizvist tekint-
hetjitk sfknak, mert nagy a Fold és kis tdvolsdgokon nem
észlelhetnfk a sik 63 gémb eltérését. Egyeldre nyugodjunk
meg ennyiben, ldssuk inkdbb, eddigi tapasztalatainkon
okulva, hogy mi a geometria célja, feladata és mik az esz-
kozei, hogy azatdn alapelemeibll kiindulva felépithessiik
egész tuddsunkat.

NEGYEDIK FEJEZET.

Helyzetgeometria. Mértékgeometria. Tér.
Kiterjedés.

Bizonyira mér eleinte is feltfint, hogy két, egymdstdl
alapjukban véve is kiilénboz8 eljdrdsmédot haszndlunk
problémdink tdrgyaldsdra. Egyszer teljesen figyelmen kiviil
hagytuk geometriai idomaink méretet, esak alakjuk érdekels
és egyméshoz viszonyitott helyzetilk. Azutdn egyszerre
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megint érdekeltek, az alakkal Osszefiiggésben, bizonyos
idomok méretei, példdul a szégek nagysdga. Vagy a hdrom-
szogek oldalai hosszdnak viszonya. Egységnyi tdvolsdgokat
jeloltiink ki, ilyen volt a kapoes hossza, vagy a méter, s Ggy
fogalmaztuk meg a kérdést, hogy mds tdvolsdgok hdnyszor
tartalmazzak ezt az egységet, hany ilyen egységhél lehet a
masik tdvolsdgot oOsszedllitani., Bzt a miiveletet mérésnek
neveztiik. 8 mérés kozben a geometridt és az aritmetikét
egyméshoz ftiztiik, s nem t6rdve semmivel, killonféle szdmi-
tasi eljdrasokat, példdul ardnylatokat, alkalmaztunk tdvolsé-
gokra, tehdt geometriai fogalmakra. Hsziinkbe sem jutott
ilyesmi példdul a parhuzamossig térgyaldsakor. Ott csupdn
a helyzetr8l volt sz, s legfeljebb még egyenl@séget vagy
kiulénboz8séget dllapitottunk meg (példdul a vdltdszdgek
egyenlGségét). Nem mértink semmit. Ugyanis nem tekint-
hetjik mérésnek azt az allitdsunkat, hogy az egyenes szdg
180°, mert az egyenes szdget nagyon j6l felismerni tudom
akkor ig és kitlinen meghatdrozhatom, ha mitsem tudok
arr6l, hogy szdget fokkal szokds mérni.

Sejtjuk immdr, hogy a geometria kétféle feladatesoporttal
foglalkozik : az idomok kolesénés helyzetének megéllapitdsd-
val és vizsgdlatdval, tovdbba az idomok méreteinek meg-
hatdrozésdval.

Fhhez a beosztdshoz szigordan ragaszkodni akarunk.
Valéban van tGgynevezett helyzetgeometriay és «mérték-
geometriay. B két feladatkor Osszekeverése, majd pedig az
egyiknek a mdgik rovdsdra tortént fejlesztése sok bajt oko-
zott a geometria térténete sordn. 8 csak Leibniz (1646—1716)
tejtette ki egyik — kortérsait6l alig értett — kis munkéjé-
ban! feljesen wvildgosan a helyzetgeometria elvét. Tobb
mint 100 évbe telt, mig elgondoldsdt valoban kéveini sike-
riilt. De Monge, Poncelet, Grassmann és még sok mds tudods
kellett ahhoz, hogy a geometridnak ez az dga fejlédésnek
induljon. 8 az 6 munkédssdgukon éptlt a modern geometria
biiszke épilete.

De itt is el kell halasztanunk a kozelebbi 63 pontos kuta-
tdsokat. Mert egyelfre — més szempontb6l — nyakig benne

1 Zur Analysis der Lage (Math. V., 178. kév. L.)
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vagyunk az iszapban. Eddig ugyanis szdndékosan esak olyan
homalyos és kozkeletli kifejezésoket hasznéltunk, mint
«geometriai dology, «geometriai idom» és elbszor itt kell
valamelyes rendet teremteniink, hogy tovébb juthassunk.
Mi még bizonyos fokig kedvez§ helyzetben vagyunk, mert
csak bevezetést adunk és nem az exakt tudomdnnyal foglal-
kozunk. fgy kénnyen tultehetjilk magunkat a minden oldal-
r6l rdnk rohané problémékon, nem kell a finom rendszere-
zésre, szisztematikdra tgyelniink, hanem akdrhol hozzéfog-
hatunk. Hogy milyen tton, milyen eszkézokkel mészunk ki
a moesdrbol, egyremegy. Hisz ha mér tilsdgosan terhiinkre
van a rendszertelenség és a geometriai pongyolasdg, segitségiil
hivhatjuk tudoményunk legnagyobb mestereit.

Nyugodtan beszélhetiink tehdt geometriai idomainkrél.
De 6vést jelentiink be. Tovdbbra sem fogunk szigort meg-
hatdrozdsokat alkalmazni, sokkal eldnyosebb szdmunkra; ha
a dolgokat, amelyekrdl kés6bb még tgyis dllanddan szé lesz,
nyugodtan, minden oldalr6l szemiigyre vessziik.

Ehhez azonban egy el6zetes kérdést kell tisztdznunk.
Mi az oka, hogy a vilagot a geometria &t- és 4tszovi? Ennek
bizonydra mélyebb oka van. 8 meg is adhatjuk ezt az okot.
A geometria ugyanis a térrel foglalkozé tudomdny. S min-
den, amit ismeriink a térben van, vagy helyesebben minden-
ben, amit esak elképzelink, benne van a tér. Az mdr a filo-
z6fidra tartozik, hogy mi is tulajdonképpen a helyzet a térrel,
vajjon a tér csupdn szemléletiink kévetkezménye-e és mi a
dolgokat csak a térbe helyezve tudjuk elképzelni, vagypedig
a tér és a térbeliség (kiterjedés) a természetnek és a dolgok-
nak alapvet6 tulajdonsdga s mi csupdn tapasztalat atjén
ismertitk meg. Régi vitakérdése ez az elmult évezredek filo-
zofidjdnak, a régi indusok 6ta mind a mai napig sokan,
koztik Platon és Aristoteles, Descartes és Kant, Poincaré és
Carnap foglalkoztak vele. Minket ez az ismeretelméleti kér
dés nem foglalkoztat, ha még oly érdekes is; megnyug-
szunk abban, hogy tér van.

Tehdt mi az a tér? Nagyon durva szemléltetés, ha azt
mondjuk : « kiterjedts. Nem baj, adjunk neki nevet, jeléljik
-zental egyszertion R-rel. Ezenttl tehdt roviden : @magy Ry
u teret jololi. Feleslegesnek l4tszik ez a jelolés, de tudjuk,
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hogy a matematika, Leibniz szavai szerint, «igaz kabbalasr.
S.a benne hasznélt szimbolumok, roviditések nem kis mérték-
ben segitették ol a matematika diadalatjét, jelentSségiik
nem csak a rovidités, hanem mintegy ©néllo életre kelve,
onmikods gondolkodé és szdmologép alkotorészei lesznek.
Teriink, az B, ilyenformdn a geometria «mitikodési koren.
Minden, ami ldthaté, minden test, minden anyag a térben
van, s részese a tér tulajdonsdgainak. 8 azért van olyan nagy
szerepe a geomsetridnak az anyagi vildgban, mert az anyagi
vildg térbeli vildg is.

Most, minthogy mér mindezt tudjuk, még egy mindennapi
elképzeléstSl kell szabadulnunk, hogy teljesen szabad kezet
nyerjiink tudoményos vizsgiloddsainkban. A mindennapi élet
s teret szobdnak, tornateremnek, konyhdnak vagy valami
hasonlénak képzeli. TérolelS 1éptekkel jar az ember, egy nép
életterében vdrosok, folyok, hegyek vannak. Roviden : meg-
szoktuk, hogy a tér olyan kiterjedt valamit jelent, amelyben
jobbra-balra, elére-hétra, felfelé és lehetfleg lefelé is szabadon
mozoghatunk. «Hletteriinknek» t6bb szabadsdgi foka van.
De nagyon jol elképzelhetiink olyan él6lényeket is, amelyek
teljesen laposak és egy vastagsdgnélkiili feliileten élnek.
Ezek a lények kevesebb szabadsdgi fokkal rendelkeznek,
mint mi. Csak jobbra-balra és el8re-hdtra mozoghatnak.
¥s ezek a lények, amelyeknek soha sem lenne meg & lehets-
ségiik, hogy felfelé vagy lefelé mozoghassanak, térnek — az
el6bbiek mintéjara -— egy hdromszdget, négyszoget vagy kort
neveznének. Bresszitk még jobban szabadjdra képzeletiinket.
Tegyitk fel, hogy vannak még szerencsétlenebb lények,
amelyek egy vonalon, mint vonaldarabok tengetik sletiiket
6s csak oda-vissza mozoghatnak. Ezek szegények a vonal-
darabot tekintendk térnek.

Most megallapodunk valamiben. Kiterjesztjilk az B, tér,
fogalom értelmét. Es a szabadségi fokok szémst inxdeként
jobbra lent odairjuk az B mells. fgy az R, mozgési lehetség
nélkiili teret jelent, B, olyan teret, amelyben két jellegzetes
mozgdsi irdny lehetséges, B, pedig egy olyant, melyben a
szabadsdgi fokok szdma n, é3 az n tetszésszerinti egész szdmot
jelenthet.

Szokds a tér szabadsdgi fokainak szédmdt a dimenziok
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gzdménak vagy egyszerfien a tér dimenzidinak is nevezni.
fgy beszélhetimk @ulldimenziosy, egy-, két-, hdrom-, négy-,
ot-, vagy dltaldban n-dimenziés térrdl. Természetesen egye-
Wre teljesen figyelmen kiviil hagyjuk, hogy ilyen terek
vannak-e. Fzekkel a kérdésekkel, amelyeket végsd oélunkul
tlzttink ki, kényviink végén fogunk alaposan foglalkozni.
Most sokkal fontosabb, hogy Osszefiiggést taldljunk dimen-
zi6ink 6s geometriai idomaink kozt. Tehdt fogjunk hozzé,
alulr6l felfelé haladva, s kezdjik a legkevesebb szabadsdgi
fokkal. Milyen is az az B,, amelyben egydltaldn nem lehet-
géges morgss? Kz, azt hisszilk, csak az lehet, amit kéznyelven
pontnak mondandnk. Pont az elképzelhetd legkisebb térelem.
Nem fér el benne egyéb, mint egy mésik pont. Mivel pedig
ez utébbi pont teljesen kitolti, mozgisa és ezzel szabadsdg:
foka nem lehet. A pont tehdt valéban a Hy. Engedjik meg,
hogy a mésodik pont az els6bdl kivdndoroljon, akkor vonalon
fog mozogni, illetve mozgisa sordn nyomként vonalat hagy
maga utdn. Tegyiik fel tovdbbé, hogy a vildghdl nem létezik
mds, mint ez a vonal, a pont még akkor is vissza tud vindo-
rolni a helyére. Igy tehdt egy szabadsdgi foka van, védndorol-
hat, ha csak a vonal mentén is, tehdt egy dimenzidban.
Eldre és hétra : pozitiv és negativ irdnyt jelent ; természete-
sen nem jelent tobblet-dimenzi6t, épp olyan kevésséd, mint
ahogy egy sinpdr, amelyen egy mozdony elfre és hétra
mehet, nem jelent t6bb sinpdrt. Menjink tovébb ; megslla-
pitottuk, hogy az R;, az egyméreti tér, a vonal. Pontunk
most hirtelen elhagyhatja a vonalat és jobbra-balra kiléphet
belfle. Kotottedge csak annyi mdr, hogy egy feliletet nem
hagyhat el, tehdt egy olyan képz8dményt, amelyet az egész
vonal mozgatdsdval nyerhetiink. Most ujabb szabadsdgfokot
nyertiink - és bizonyos korillmények kozt most lehetséges
volna, hogy egészen zdrt felilletrészek, idomok mozoghassa-
nak. Razzel tehdt az Ry,-be jutottunk, a kétméretli térbe.
De pontunknak tovdbbi igényei is vannak. Nem akar mindig
a £6ldhdz tapadva élni, kedve kerekedik porszemhez hagonién
a leveg6be emelkedni, Ry-jét, felilletét, elhagyni és ezzel
harmadik szabadsdgi fok birtokdba jutni. Megvdlik tehdt a
felulettd] és fel vagy lo, merflegesen vagy ferdén elhagyja.
Ezzel kilép az Ry-ba, a hdrom szabadsdgfokd térbe, a hérom-
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méretli térbe, abba, amelyet gyermekkorunk 4ta megszok-
tunk, & amelyet réviden térnek szoktunk nevezni. Ugy is
nyerhetjiitk ezt a teret, hogy valamely felilet olyan irdnyba
mozdul el, amely eltér8 a benne foglalt szabadsdgi fokoklkal
adott mozgéasi lehetGségektdl.

Mi a helyzet a tobbi szabadsdgi fokkal? amelyek az R,
B.-, B¢ s végil az B,-hez vezetnének? Egyelfre erre a kér-
désre nem feleliink, nagyon messzire vezetne, képzelGtehet~
ségiink és tuddsunk még ilyen bonyolult dolgok megértésére
nem képesit. Foldi tapasztalat még dgysem tette soha sziik-
ségessé, hogy 8-ndl tobb dimenziéval t6r8djink. Léssuk
inkdbb kozben az eddig térgyalt By, B, By, R, mdsik tulaj-
donsdgat, azt, amelyet nagyon durvin és hozzdvetSlegesen
sogyenességy széval jellemezhetnénk.

Vildgos, hogy ez a tulajdonsig az By-ban, a pontban nem
lehet meg. Egyik pont olyan, mint a mdsik. Az R -ben mér
nds a helyzet. Brr8l kideritettiik, hogy vonal, s a benne élde-
géld lény csak nehezen tudnd megéllapitani, milyen alaka
vonalban 6l tulajdonképpen? De az R.-be, a feliilotbe emel-
kedve mér hamarosan megéllapithatjuk, hogy nem minden
vonal egyforma. Egyik vonal wgyenes», a mésik «gérbes. Mi
1s aZ az egyenes? ,

Visszaemlékezve az erkélyre és arra, hogy a didk miként
mutatta meg a hdziaknak a zergék helyét, azt mondhatnék,
hogy a ldtésugdr é3 az egyenes egy é8 ugyanaz. Pontjaik a
szembdl kiindulva «fedezve» sorakoznak, agyhogy az utolsé
a c¢blban van. Buzel a pont az egyenes keresztmetszeteként is
bemutatkozott. A pont természetesen minden vonalnak
keresztmetszete, a vonal minden helyén. De emlékezziink
vissza, dereng még, hogy hallottuk : vannak kilénféle optikai
csaloddsok is. A fénytorés néha nagyon is becsaphat. Azt
hisszitk, egyenesen néziink végig, mig a valosdgban tort,
80t esetleg gérbe vonalon. Ha valami szigonyfélével gondosan
megeélozzuk a viz alatt tiszé halat é8 a szerszdmot egyenesen
nekivagjuk, akkor rendesen mellé taldlunk, még akker is,
ha & hal nyugton maradt. Mi tehdt az egyenes? Evezredek
ota prébiljdk ezt a fogalmat egyértelmiin meghatdrozni.
S a gokféle meghatdrozdsbdl csak egy maradt érvényben :
az egyenes a legrovidebb vonal két pont kozt. Kés6bb még
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meglétjuk, hogy ez a meghatdrozds mennyi bajt zudit a
nyakunkba. De az is kideriil, hogy a sok baj djabb, altald-
nosabb ismeretek forrdsdvd lesz. De egy érzésiink minden-
képpen megmarad : az egyenes valamiképpen kiemelkedik
az osszes B, kozil ama tulajdonsdgdval, hogy bdrmely két
egyenes egymésra helyezhetl és egyméson mindenkor elestsz-
tathatd. Tovdbbd gyanitjuk, hogy parhuzamossdgrol esak
egyenesekkel kapesolatban beszélhetink.

Milyen lehet vajjon az egyenesnek megfeleld B,? Mi viseli
ott magén az egyenesség bélyegét? Aligha tévediink, ha a
sikot rubdzzuk fel ezzel a tulajdonsdggal. Mindjart megdlla-
pitunk valamilyen oOsszefiiggést egyenesek és sikok kozt.
Igaz, nagyon sok olyan felilet van, amelyen egyenest lehet
htzni. fgy példdul a korkap paldstjdn vagy a henger feliile-
tén. 86t, a kdp paldstjét egy ponton keresztiilmend egyenesek
nyaldbjdnak is tekinthetjiik, a hengerét pedig végtelen sok
egymds mellé sorakozé parhuzamos egyenes Osszeségének. De
egy goérbe felilleten nem lohet fefszésszerinti irdnyban egye-
nest htizni. Sikot viszont olyan médon is keletkeztethetiink,
hogy egy egyenes egyik pontja kdril forogni kezd mind-
addig, mig ervedeti helyzetébe vissza nem jut. Az igy kelet-
kezett sikot sugdrsornak is nevezik. Kirr8l kés6bb lesz szb.
Bizonyos esupdn annyi, hogy a sikoknak, akdresak az egye-
neseknek, megvannak a kiilonleges tulajdonsdgaik. Két vagy
tobb sikot mindenkor hézagmentesen egymadsra fektethetiink,
egyméson mindenkor elestsztathatunk és tekintve, hogy az
Byben két szabadségi fokkal rendelkeziink, a sikokat el is
forgathatjuk egyméson.

Mi felel meg az Ryban az egyenességnek? A mi tudé-
sunkkal bizony nehezen felelhetiink e kérdésre. Mert amint
az B; gorbiltségét csak az R,-b6l szemlélve észlelhettiik, az
B,-6t viszont csak az By-bol tekintve dllapithatjuk meg teljes
bizonyossdggal, — hisz példdul egy gdémbielilleten szdmos
sikot utdnzé dolgot észlelhetnénk — az Ry egyenességének
kétségtelen megdllapitdsdra az R,-be kellene vigszavonul-
nunk. De ez egyértelmil volna a negyedik dimenziéval, a
babona szerint a kisértetek és szellemek hazdjdval. Nyugod-
junk meg az az R, amely az egyenesség kivdnalmainak
megfelel, az euklidesi tér és egyszerfi médon felismerhetd.

Qolerus: Pont 3
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Hzt a mddszert a nagytuddst Bernhard Riemann irta le
1854-ben, «Die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde-
liegeny eimf értekezésében. Ha ugyanis egyetlen hdromsaog
akad a térben, amelyben pontosan 180° a szigek Gsszege,
akkor valamennyi hdromszdg ilyen. Ebben az esetben viszont
a teriink euklidesi. Hzt az B,-at, egyenessége, helyesebben
euklidesi szerkezete kivetkeztében szabadon eltolhatjuk 6n-
magédban, hidrom szabadsdgi fokozata kovetkeztében szaba-
don forgathatjuk is, s nem kévetkezik be elgérbiilés vagy
eltorzulds. Kz az oka ama sok ember szdmdra érthetetlen
ténynek, hogy a tdrgyakat szabadon mozgathatjuk és for-
gathatjuk. Ha a tdrgyak eltorzulndnak, akkor bebizonyosod-
nék, hogy teriink nem euklidesi, hanem gérbult. De ozt ilyen
médon nem igen lehetne bebizonyitani. Hiszen minden mérd-
eszkoziink i tdrgy, tehdt szintén torzul, nyalik, révidil és
a tdrgyak egymds koz6iti viszonya vélbtozatlan maradna.
Nom merad egyéb hatra, mint ellenlrzésiil & hdromszidg
szdgeinek 6gszeght haszndlni. De tudjuk, hogy ez a 180 fokos
Osszeg nem magdban 4116 tétel, e mogott sokkal bonyolul-
tabb helyzettdrvény rejlik. Bz a parhuzamosak tétele. Tehdt
minden pontatlansdg nélkil allithatjuk, hogy egy Ry akkor
euklidesi, ha a parhuzamosak tétele feltétienill érvényes benne.
Vagy megiorditva: a parhuzamosak tételének feltétlen
érvényessége bizonyitja, hogy euklidesi Bs-ban tartozkodunk.
Ilyen kisérlet gyakorlati megvaldsitdsa egydltaldn nem egy-
szertl. Hangstlyoznunk kell, hogy még senki sem mért pon-
tosan 180 fokot a hdromszdg szGgeinek Osszegeként és esak
hibaelméleti megfontoldsok teszik nagymértékben valdszi-
nfitlenné, hogy e megfontoldsok alapjdn teriinknek gdrbilt
részét fodezhetnbk fel. Igaz, még hdtra van az a lehetlség,
hogy a méréshez hagzndlt fénysugarak nagyobb vagy igen
nagy tdvolsigokon mdr nem egyenesen, hanem gorbiilten
haladnak keresztiil. De ezzel kicstszik keziinkbdl az ellen-
8rzés utolsd lehetdsége is. Gauss, aki tudataban volt e kériil-
ményeknek és kovetkezményeinek, mindenesetre pontosan
kimérte & Hohenhagen—Brocken—Inselberg héromszdget
(oldalai 69, 85 és 107 kilométer hosszik) s ezzel akarta
teriink euklidesi jellegét megvizsgdlni. Bs nem tapasztalt
gommilyen gyanut keltd oltérést, habdr, mint kés6bb 14tni
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fogjuk, a szbgek Gsszegének 180 fokidl valo eltérése okvetle-
nill egytitt novekszik a hdromszég teriiletével. Azonban
genki sem vonja kétsbgbe, hogy a pdrhuzamosakra vonatkozd
tételt nem lehet kozvetleniil e ¢blra felhaszndlni. Mert a tétel
azt kivdnja, hogy a pirhuzamosak ne messék egymdst, bar-
mennyire meghosszabbitjuk is 6ket. fgy, akdrmelkora tdvol-
sdgban figyelem iz egymdstél val6 tdvolsdgukat, a teljesség-
hez még mindig az egbsz végtelenség vdrna vizsgilatra.

Tehat foglaljuk Gssze a tanultakat. Ttt-ott hozmzd fogunk
még flizni egyet-mist, mert eddig nem akartuk vizsgdlatain-
kat tdlsdgosan sok részlettel terhelni.

Elégzor ogy alapvetf megjegyzés. A pont, a vonal ég a
felillet, (tehdt az R,, R, és R,) nagyon légies dolog ami Ey-hoz
grokott fogalmaink szdméra. Pontot, mivel kiterjedése
pines, szigorfian véve egydltaldn nem ldthatunk. Ezzel
magyardzhat6 az a didktréfa, hogy a pont olyan szég, amely-
nek kitéptilk két szdrdt. De a hdromszdg oldalai és a szog
szérai is l4thatatlanok, hiszen sem az egyenesnek, sem
semmiféle vonalnak nines szélessége és vastagsaga. Lathatat-
lan dsszekitése pontoknak, szinte lathatatlan zeinér. Ugyanigy
vagyunk a feliilettel is, A foliilet csak valamely anyagi test,
kocka vagy gémb hatérlapjaként vélik valésdggd. De tiszta
geometriai értelemben a test is esak az Bgnak képzelt, hatd-
rozott alakii része.

Ha tehdt elmélet-kivinta szigordsdggal vizsgdljuk a dol-
gokat, a «valésdgbany inesy egyéb, mint test. Mert a leg-
vélionyabb ceruzavonal egy mégoly vékony papirlapon sem
més, mint festékszemesék halmaza egy testen.

A hires geometra, M. Pasch — aki a geometria tGgyneve-
zett empirikus irdnydnak egyik kivdlé képviselGje, tehdt
annak az irdnynak, amely szerint minden geometriai igazsdg
a tapasztalatb6l feltétleniil levezethet§ — mindeme fogalmak
érzékeltetésére kiilonféle szerszdmokat eszelt ki. Hls8sorban
az Ugynevezett «pontfogdty, azaz olyan fogdt, amelynek
egymasfelé forditott pofdi tokéletesen hegyesek. Ha most
ezzel a fogbval valamilyen képzddményt minden oldalrsl
végigtapogatok és azt taldlom, hogy a estiesok mindenkor
egyméshoz érnek, anélkiil, hogy valami kézéttitk mutatkoz-
nék, akkor pontot tapogattam végig. Hasonld inédon vizs-

ar
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gilhatom meg a vonalakat és feliileteket. Mi csak a teljesség
kedvéért emlitjitk itt e szerszdmokat, mert szemléltetésre
igen alkalmasak.

De ne titkoljuk el, hogy nagyon nyomés okok sz6lnak
az ellen, hogy a geometridt tisztdn tapasztalat eredményének
tekintsiik. Hogyan vettik magunknak a bdtorsdgot, hogy a
vildgot néhdny geometriai idommal szinte behéldzzuk? Hisz
senkisem mondhat ellent, ha valaki azt 4llitja, hogy valddi
kor, gémb vagy barmilyen geometriai idom nines is. Valoban,
mindez idomok csak képzelettiinkben élnek és csak a gondola-
tok rogzitésére és a tovdbbadds lehetdvé tételére szmolgdls
szimbolumok.

Fzekkel a megfontolasokkal még egyaltalin nem jutot-
tunk ki az iszapbol. Még nem is sejtjik, milyen rejtélyekkel
fogunk taldlkozni. Maga a geometridnak mintegy alapfeltétele
kiindulépontja, a ldtas is sok érdekességet rejthet ; gondol-
junk egyrészt arra, milyen jelent6sége volt mér eddig is a
szemiinkkel észlelt fénysugdrnak és annak a kérillménynek,
hogy két idomot egyforma alaktnak itéltiink. 8 a szemmel
kapesolatban taldlkozhatunk elGszor azzal a probléméval,
amellyel most sokat fogunk foglalkozni: a perspektivéval,
amely a projektiv geometridnak egyik része. De ezek a meg-
fontoldsok a fizioldgia felé terelnék tanulmdnyainkat, holott
még a geometridban is annyi a tennivalénk. Kppen ezért
hagyjuk el e geometriai szempontbol irraciondlis dolgokat és
ldssuk ol8szor legkozelebbi témédnk térténetét.

OTODIK FEJEZET.

Projektiv geometria.

Torténelmi rejtély, hogy a geometridnak perspektiv szem-
ponthsl vald térgyaldsa miért kezd8dott olyan késén. Hisz
a természetes geometria, amely tehdt joggal viseli a «termsé-
szetesy jelzdt, feltétleniil perspektiv szempontokbél indul ki ;
mivel tudjuk, hogy a latds, a kiilvildg tdrgyainak a szem
recehdrtydjén torténé tényképezése is perspektiv torvények
szerint torténik. Hrthet8, hogy a fest6k és az épitészek,
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kilondsen a renaissance idején, sokat foglalkoztak a perspek-
tiva toérvényeivel és mind Lionardo da Vinei, mind Albrecht
Diirer bizonyithat6n j6l ismerte a ma «brézoléy» geometrid-
nak nevezett tudomdnyt. De azt hiszem, hogy e torténelmi-
rejtély sokkal kevésbbé lesz taldnyos, ha meggondoljuk,
hogy a festfk és épitészek tehetségiik és mesterségitk miatt
kényszeriiltek arra, hogy perspektivival foglalkozzanak. A
vildg, még a geometria tudosainak vildga sem ismerte a szem
gzerkezetét és a fény torvényeit. Az ut szdmukra csak Galilei,
Huygens és Newton optikai kutatdsai, valamint az ana-
témial és dltaldnos természettudomdnyi kutatdsok elfre-
haladtdval vdlt szabaddd, a tizenhetedik szédzad folyamédn.
Még ezutdn is majdnem egy évszdzadba telt, mig rétértek
erre a felszabadult ttra. Gaspard de Monge (1746—1818),
a francia hajémérnok — akit véltozatos sorsa t6bbek kozb
arra is kényszeritett, hogy mint tengerészeti miniszter
XVI. Lajos kivégzése tigyében intézkedjék — vetette meg
1799-ben az 4brazolé geometria alapjat. De éppen olyan
kivdlé eszfi és tehetségl tanitvédnydnak, Ponceletnek volt
fenntartva az érdem, hogy a geometria 1j alapokra fektetésé-
ben a legnevezetesebb 16pést megtehesse. Mid6n Poncelet —
Napoleon Moszkv4b6l vigszavonulé seregének egy részével
egylitt — 1812-ben orosz fogsdgba keriilt, Saratovban nem
volt semmiféle tudoményos eszkiéze. Képzeletére tdmaszkodva
itt alakult ki benne a projektiv geometria, amelyet ma is
ezen & néven, de esetleg helyzetgeometria vagy szintétikus
geometria néven emlegetiink. A felfedezés ldzdban - tért
vissza 1814-ben Metzbe. Honfitdrzai azonban egydltaldn nem
értették meg teljesitményének jelentdségét és a francia
akadémia nem véllalta mveinek kiaddsst. fgy ezek Német-
orszdgban a Crelle’s Journalban jelentek meg. De e koriil-
ménynek dontd jelentlzége volt a geometria tovdbbi sorss-
nak kialakuldsdra. Németorszdgban ugyanis az j felfedezés
termékeny talajra taldlt és a német tudésok és kutatok, igy
Pasch és Btaudt és még sokan mdsok, tovibb fejlesztetiék.
Nem hagybatjuk emlitetlenii] Grassmannt sem, aki Leibniz
nyomdokain haladva fejlesztette e tudomdnyt.

Hét mi is ez a nagy felfederésként beharangozott projek-
tiv geometria? Meg kell még jegyezniink, hogy. egyes nagyon



8%

fontos, de magukban 4116 tételeket mdr Desargues és Pascal
ig ismert a XVII. szdzadban, s ezekre még visszatériink.
De most mér hagyjuk a térténelmet és haladjunk az alapon
kezdve ellre. Csak azt druljuk még el, hogy a projektiv
geometria tiszta helyzetgeometria. Ks nagy mértékben eltér
attol, amit az iskoldkban 4ltaldban geometriaként tanitani
szokds. De nem varidnsa a geometridnak, hanem egyik méd,
amellyel a geometridt egyﬁlﬁalé,n igazolni lehet. %gy tehdt
ne okoskodjunk tovdbb, végjunk neki.

Mér lkilonféleképpen igyekeztiink a geometriai alap-
fogalmakat megismerni ; ilyenek a dimenzitk, pont, egyenes
ath. 8 ha nem hatdroztuk meg 8ket, logaldbb megviligitottuk.
Nem fogjuk a tanultakat most sem elfelejteni, s6t alkalmazni
fogjuk, habdr céljaink most kissé mésok.

Még egy legutolsé megjegyzés : A projektiv geometridnak
ogészen hatdrozott nyelvezete, terminolégidja van és hatéd-
rozott jelzésmédja, amelyt6l semamiesetre sem akarunk eltérni,
Legnagyobb erényei kozé tartozik ez és ha akarjuk, ha nem,
ezt a nyelvet meg kell tanulnunk, hogy mindenkor megértet-
hessitk magunkat. Hrdemes is, mert mindenkor j6 hasznét
vessriik. Mert éppen a projektiv geometria szolgdltat olyan
algoritmust, gondolkodé gépet, amely akkor is segitségiinkre
lesz, amikor képzeletiink mér csédot mond. Eg ilyenkor is
bizonyosan és ardnylag egyszertien vezet.

HATODIK FEJEZET,

Projekiiv alapalakzatok és a végtelenben
fekvd pont.

A projektiv geometria kizdrélag az Ggynevezett alap-
alakzatokat alkalmazza és ebbél 6épit fol minden egyebet.
Az olsbfokii alapalakzatok a kovetkezblk :

a) Sugdrsor. Avon egy sikban fekvd sugarak Osszesége,
amelyek egy ponton mennek keresztiil. Bzt a pontot, a soroz6
pontot, és vele egyiitt a sugdrsort, S betfivel szokéds jelolni.
A soroz6 pont a végtelenben is fekhet, vagyis egyméssal
pérhuzamos egyenosek is sugdrsort adnak.
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b) Pontsor. A mdsodik elsffoki salapalakzat a pontsor,
egy egyenes valamennyl pontjdnak oOsszesége. A pontsort
63 vele az egyenest ¢ betfivel smoktuk jelSlni.

e

8. dbra.

¢) Sthsor. ElsGfokid alapalakzat a sfksor is. Jelenti azokat
o stkokat, amelyek egy egyenesen keresztiilmennek. Ugy
képzelhetjiik el, mint egy vizimalom lapétjait. Pédrhuzamos
egyenesekbfl 4116 sugdrsorhoz hasonléan parhuzamos sikok-
bol 4116 siksor is lehetséges. )

Az elsdfokt alapalakzatokhoz még egy fontos megjegy-
zést kell fizniink. A sugdrsorral kapesolatban emlitettek
szerint elképzelhetd, hogy egyenesek metszéspontja olyan
messze van, hogy az abban Gsszefuté sugarak mér pérhuza-
mosaknak tekinthet6k. Kozelitésben ismerjitk ezt a hely-
zotet a Nap sugaraival kapesolatban. Képzeljiik el, hogy a
«ponty a Nap kdézéppontja és tegyiik fel, hogy a Nap sugarai-
nak csak egy sikban fekv8 részével akarunk foglalkozni.
Ezt olképzelni egydltaldn nem lehetetlen vagy meg nem
engedett dolog. A Nap ebben a sikban sugaraket szor szét
minden irdnyban, sugdrzdsa tehdt jellegzetes sugdrsor. Bz a
fentemlitett sik messen valamilyen nagyon tdvoli tdrgyat,
mondjuk a Foldet. Azt is elképzelhetjitk, hogy e siknak a
helyzetét egészen pontosan ismerjilk és igy a napsugarakat
nagyon keskeny nyildson tudjuk a szobdnkba beboesdtani.
Fedjiik el a nyilds kozepét, tgyhogy csak a fedd rész alatt
és felett tudjon egy-egy sugdr a szobdba bejutni és vizsgdl-
juk e két sugdr egymdshoz mért helyzetét. A sugarak valdjs-
ban széttarték, hisz egy pontbél indultak ki és a Nap véges,
mérhet§ tdvolsigra van t6link. Mégis pérhuzamosaknak
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fognak a sugarak l4tszani, amit mindenki megerdsithet, aki
mér redényon keresztiilszfir6d8 napfényt ldtott, ha a szobd-
ban téncol6 porszemek megmutattdk a sugarak Gtjst. Ha
pedig mir ezeket a sugarakat is szabad parhuzamosaknalk
tekinteni, — mérpedig az optika és a fizika is igy tesz —
alkkor ezt a gondolatmenetet joggal folytathatjuk. Gondol-
junk 4lléesillag-tévolsdgot, vagy anndl is nagyobbab, kod-
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10. abra.
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foltok tdvolsdgdt, vagy akkordt, hogy mellettiik még ezek a
tévolsdgok is eltorpiiljenek, nekiink ez nem elég, mi a pér-
huzamos sugarak metszéspontjit a végtelenbe helyezziik.
De mér Ponecelet felvetette a kérdést, hogy hol keressiik
ezt a végtelenben fekv§ pontot, ha egy papirlapon hizott
két parhuzamos vonal fekszik elSitiink. Kézenfekvl volna a
gondolat, hogy keressiink két végtelenben fekvd pontot, bisz
s vonalakat is két irdnyban tudjuk meghosszabbitani.
Gondolhatnédnk ilyent, hisz nehéz is beldtni, hogy miért
viselkednének a pérhuzamosak egyik irdnyban mdsképpen,
mint a mésik irdnyban, ha a végesben valéban pérhuzamo-
sak. Do ne feledkezziink meg arrél, amibél kiindultunk. Ugy
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akarjuk a pérhuzamosakat venni, mintha egy, a végtelenben
lev8 sugdrzé pontb6l indulndnsk ki, Le kell mondanunk
el6bbi otlettinkrdl, mert azt mdr nemigen lehet elképzelni,
hogy ugyanaz a sugér két végtelen tédvolfekvd sugdrzo pont-
hoz tartozik. S alapalakzatainkat is Osszezavarja az ilyen
feltovés. De felbukkan még egy nehézség. Nehestinkre esnék
a% egyenes ogyik alaptulajdonsdgét médositani. Az egyenest
ugyanis két pontja ieljesen rmeghatérozza, két parhuzamo-
sunk mindegyike pedig csupdn hérom ponttal volna tel-
jesen meghatérozva : két végtelenben fekvl pontjukon kiviil
még egy végesben fekv8 pontjukat is meg kellene adnunk,
hogy legalébb fogalmunk legyen, merre is keressiik Sket.
Hz mdr olyan nehézeég, hogy ag egész geometridnk megvdl-
tostatésdt kivdnngd kikiisz6bolése, ha a két végtelenben fokvé
ponthoz ragaszkodunk. -

Kitartunk tehdt 4lldspontunk mellett, minden egyenes-
nek csak egy végtelenben fekvd pontja van. Ez a megoldds
anndl konnyebben elfogadhaté, mert a napsugarakban
koénnyen érzékelhetl példdjét léttuk.
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Nom tudjuk még a végtelenben fekv8 pontunkkal egyfitt
jéré elényoket teljesen értékelni és dttekinteni. Csak azt
dllapitjuk meg, hogy dltaluk mér igy is elényhdz jutottunk.
Megszabadultunk a mér terhessé valé parhuzamosoktol.
Most mér sfkban valamennyi egyenes metszi egymdst, kitérd
egyenesck mdr esak a térben, az Ry-ban, lehetségesek. Higye-

nest tehdt véltoratlanul két pontja hatéroz meg, vagy egy
pontja é8 az irdnya. Irdny viszont, a projektfv geometria
nyelvén, adott végtelenben fokvé ponttal vald Osszekotésre
87016 utasitdst jelent.

Léssuk most a mésodfokt alapalakzatokat.

a) A stkbeli rendszer. Tartalmazza a sik valamennyi
pontjat és sugardt. Rendesen a kis gérog » betilivel vagy mds
gorog kisbetilivel jelslik.

! Kénnyebbség kedvéért itt adjuk a gordg dbéeét:

A o Ala a I .+ Iota i P o Reo r
B B Béta b K » Xappa k 2 o Szigma sz
I' y Gamma g 4 » Lambda 1 T v Tan b
A4 6 Delta d M ¢ Mi m Y v Ipszilon y
E ¢ Epszilon e N » Ni n ® ¢ T f
Z §  Zéta z & Xi x X x OChi ch
H 7 YEta é O o Omikron o ¥ yw Pszi psz
® 9 Theta th I n Pi p £2 o Omega &
Jegyezziik meg mér itt, hogy késbbb a szdgeket is gorog kisbettivel

fogjuk jeldlni.
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b) A kézpontos nyaldb. Rendesen Z-vel jelolik. A tér
egy pontjdn keresztilmend valamennyi elemet jelenti.
Jelenti tehdt az Osszes egy pontbél kiindul6 sugarat (mint
tehdt a Nap valamennyi sugara) és az abbél a pontbdl ki-
indulé valamennyi sfkot. (Gondoljunk itt egy nagyon soklapt

13. abra.

végtolonbe nydlé guldt vagy az anelitikai geometridbél
ismert térbeli koordindtarendszer egy ponton keresztillmend
sikjait.)

Emlitstk meg a harmadfokd alapalakzatot, a tdrbeli
rendszert, amely a tér valamennyi pontjét, sfkjit és egyenesét
tartalmazza.

Most, hogy megismertitk a projekifv geometria alap-
alakzatait, még az illeszkedés fogalmdt kell tisztdzni. Illesz-
kedésrdl a kiovetkezd esetben begzélink :

@) ha egy pont egy egyenesen fekszik,

b) ha egy pont egy sikban fekszik,

¢) ha két egyenes metszi egymést és

d) ha egy egyenes egy sikban fekszik, akkor az emlitets
idomok kolestndsen illeszkednek egymésra.
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Ezzel megismertitk a projektiv geometria tdrgyaldséhoz
sziikséges alapalakzatokat és fogalmakat. Ha alaposabban
meggondoljuk, esodélkozni fogunk, hogy milyen kevésbél
épitjik fol az egész tudomdnyt. Pont, egyenes, sik ; illeszke-
dik, nem illeszkedik. Minden tovdbbi fogalom ezekre vezet-
het6 vissza. 8 tapasztalni fogjuk ezzel azt is, hogy mivel
minden idom fentiekb8l nyerhetd, rajzoldshoz csak a rajzsik
és legfeljebb még egy vonalzé lesz feltétleniil szitkséges.
Ezért is nevezték el a geometridnak ezt az &gét helyzet-
geometridnak, de sokszor a vonalzé geometridjénak, vagy
korzénélkili geometridnak is.

HETEDIK FEJEZET.

A dualitas elve.

Térjink vissza az 1812. esztendbbe, a volgaparti Sara-
tovba. A mér ismert mérnokkari tiszt, Poncelet, mint hadi-
fogoly, a legszérnytibb nélkillozések kozt éppen elérte ezt a
vérost. A t6l még orosz viszonyok koézt is szokatlanul szigora
volt, veszte lett magdnak Napoleonnak is; olyan hideg 8l
volt, — frja maga Poncelet, — hogy a h6mérSben megfagyott
s higany. A fdradalmakiél és betegségtdl elgyotorve érkezett
meg Poncelet Saratovba. De szelleme esoddlatosképpen
élénk, nem t6rt meg. A rendelkezésére 4116 néhdny kopekon
durva papirt vett, mig tintdjadt — o takarékossidg kedvéért
valégzintileg koromb6! — maga készitette. Ezekkel a meg-
débbentSen nagyszerd eszkézokkel fedezte fel, dolgozta ki
részlotesen a projektiv geometridt, s ennek keretében egy
elvet, amely egyszerliségében és hatalmas hatdsaiban méltén
felveheti & versenyt a matematika legnagyobb vivményaival.
Bzt a tételt 1822-ben houta nyilvdnossdgra, Gergonne tdle
figgetleniil ismerte fel és ismertette 1826-ban. Az elv neve
azota a dualitds torvénye vagy a kolesonosség elve.

Mér tobbszor alkalmazott mddszeriink szerint elészor
nem az altaldnos, hanem egy célszerfien valasztott kiilonleges
eseten fogjuk kiprébdlni a tételt. Bz a példa egyittal a geo-
metridnak legfontosabb tételei kozil kettdt is bemutat.
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De elébb még egy megjegyzést. Mér beszéltiink el6bb veti-
tésr8l és metszésrdl. Megkiséreltitk megvildgitani, hogy mi is
az a projekeid. Tisztdn a rajzolds szempontjdbol a projicidlas
nem mas, mint pontok Gsszekotése, bizonyos szabalyok szem
el6tt tartdsédval, projieidlo, més széval vetits sugarak segitsé-
gével. A dualitds elve végs6 ecredményben a projicidlds
miveletének kett@sségén alapszik. Ha a metszés 63 vetités
fogalmakat feleseréljiik, akkor bizonyos kettdsség, dualités
nyomdra jovink. Ezt fogjuk a legegyszeribb mddon
bemutatni.

Képinkdn az s pontsort latjuk, 4, B, C, D ennek pontjai.
E pontok az s pontsornak és az a, b, ¢, d sugarakbél &ll6
sugérsornak metszésével keletkeztek. De ugyantigy jogosult
azt mondanunk, hogy a sugdrsor vetiti az 4, B, C, D pon-
tokat. Ha tehdt a metszés 68 vetités fogalmdt feleseréljitk
egyméassal, akkor a pontsor és a sugérsor is helyet cserél.

S

A B |C D °
VAN
14. é,blja,.

De ez a példa még egysltaldén nem mutatja a dualitds elvé-
nek és nagyszerfisbgének igazi «zétr. Eppen ezért, mint mér
bejelentettiik, sokkal meglep6bb és tanulsdgosabb példds
mutatunk be, amelynek a matematika térténetében is jelen-
tds szerep jutott. Blaise Pascal, a nagy matematikus, 1640-ben,
tizenhat éves kordban hozta nyilvdnossdgra hires tételét a
kiipszeletekbe irt hatszogekr8l, s ennek egyik kiilénleges
esetét fogjuk mindjért megldtni, Ha Pascal akkor a dualitds
tételét ismeri, akkor mindjért tételének dudljdt is kimond-
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hatta volna, minden tovébbi gondolkodds nélkiil. fgy azon-
ban 166 év telt el, mig ezt a dudl-tételt Brianchon 1806-ban
felfedezte.

Legyen g és ¢; két egymdst metsz8 egyenes (a végtelenben
fekvd ponttal kapesolatos megéllapitdsaink kovetkeztében a
parhuzamosak is ide tartoznak). A ¢, egyenesen fekszik
hérom szabadon vélasztott pont, 4;, B; és C;. A ¢ egyenesen

ARG a)Bs ¢ o
BCa, A

B.C

15. 4bra.

hasonloképpen : 4, B, C. Most «sszekotjitks az 4 és By,
valamint az A; é3 B pontokat, az 0sszekotd egyenesek
metszik egymést. fgy keletkezik a C, pomt. Osszekotjik
azutdn a B és 0, meg a By és C pontokat, a metszéspont 4,,
a C és A,, valamint a C; és 4 pontokat 6sszekitd egyenesek
metszéspontja B, E pontokat megfigyelve, meglepetten
latjuk, hogy az 4, B, C, metszéspontok egy egyenesen (g,)
fekszenek. Mellesleg jegyezzik meg, hogy e feladat, vagy
hagonl6 felrajzoldsdhoz némi tigyesség és tapasztalat kell.
Nem kétes, a tétel mindenkor igaz, de gyakorlatban mégis
megeshetik, hogy rosszul vilasztott adatok esetén egyik,
mégik vagy harmadik metszéspont papirlapunkra médr nem
fér vé, vagy a rajz nagymértékben dttekinthetetlen lesz. Ezt
a korilményt néha érvként is felhaszndltdk a projektiv
geometria ellen, mondvén, hogy az a geometria nyugodtan
feltételezi, hogy metszés mindenkor létrején, holott ez a
¢mindenkor» a rajzlap széléig terjed csupdn. 8 ha esetleg
150 méter hosszti vonalakat kell hfiznom, akkor a geometria
elvesztette a gyakorlati fontossdgdt.
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De ne ijesszen el ez az énmagdban véve nem jogosulatlan
kritika, s ne csokkenjen csoddlatunk akkor sem, amikor a
dualitds elvének szdrnyain 166 évet dtugrunk. Cseréljik fel
egyméssal az «Osszekotniy és «metszend, tovdbbd a «ponty és
az wgyenes fogalmdt, s azonnal megkapjuk Pascal tételének
dudljat : Brianchon tételét. Ne tolisiik az id6t hidbavalo
elméleti magyardzatokkal, ldssuk 4llitdsunkat a gyakorlat-
ban. Az 1j tételnek ilyennek kell lennie : Most két pontunk
van, (P; és P), mert el8bb, Pascal tételénél két egyenesiink
volt (g, é8 g). A Pascal-tétel egyenesel hdrom-hdrom pontot
(4,, By, C; és 4, B, ) kotottek ossze. A (Brianchony nyelvére
leforditva ez annyit tesz, hogy a P, és P pontban hérom-
hdrom egyenes metszi egymast (a;, by, ¢ é8 a, b, ¢). Nos
tovdabb. A (Pascalndly a hdrom-hdrom pontot kettesével
Osszekototbik, az Osszekotd vonalak metszették egymést.
A (Brianchonndly el8szér az egyenesek ketténkint metszik
egymisgt. Tehdt a 68 by, a, 6sb;bés ¢, b, 68 ¢3¢ 680, 0, 65 a.
Fzzel a pontok ¢sszekitésének dudl szerkesztésével vagyunk
még esak készen. Mit tettiink ezutdn a «Pascalndly? Az Gssze-
k6t6 vonalakat hoztuk metszésbe. A «Brianchonndly? A met-
széspontokat kotjuk Ossze. Az a, b, és a;, b metszéspontjai

(ca,)

-
-

18. 4bra.
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a ¢s a b, ¢, 88 by, ¢ metszéspontjai az ag, végil a ¢, o, 63 ¢;, @
metszéspontjal & bg egyenest adjik. Tehdt okszerfien jdrtunk
el és a «Pascaly hdrom metszéspontja, A, B, C, helyett
hérom Osszekotdvonalat ag, bg, ¢y kaptunk a (Brianchonndly.
Még a végsl kovetkeztetés van hdtra : ha a «Pascaly hirom
pontja egy egyenesen fekszik, akkor a «Brianchom» hérom
egyenesének egy ponton kell 4tmennie. Ks csakugyan,
végezziik a szerkesztést és meggydzddink @j gondolkodé
eszkoziink csalhatatlan biztossdgarol.

De a dualitds elve sokkal nagyszertibb, mint amennyire
itt, ezen a példdn bemutathattuk. Mert nemesak a pont és
az egyenes van sikban ilymdédon egyméshoz flizve. Szerkeze-
tiink messzebbre nytlik ; erre is latunk hamarosan néhdny
példat. Példdul a dualitds elméletének egyik f§ tétele a
kévetkezl : Minden sikbeli rendszer egy térbeli rendszer
metszésével, minden térbeli rendszer sikbelinek vetitésével
keletkezik. Ezt a nagymértékben témdren és pontosan fogal-
mazott mondatot némiképpen érthetébbé kell tenniink. Nem
mond t6bbet és nem mond kevesebbet, mint azt, hogy a sik
és a nyaldb egymésnak dudlis megfeleldi. De ez az alap-
igazsdg a szem geometridjdnak az alapja. Mert a szemben
taldlkozd sugdrnyaldb (kézpontos nyaldb) mindeniits, ahové
eljut, metszésbe kerill egy sikkal, az egy sikban «dtotts
vildggal. Bs ha most a sugarak irdnydt ismét visszafelé, a
dképvildgtély a szemhez, tekintem &t, akkor a sugdrnyalsb,
a kozpontos nyaldb, ismét a képvildgnaks a szem feld vals
vetitésével keletkezik. A szem belsejében ugyanennek a
folyamatnak a «dudljan jatszodik le: az ideghdriydra vetett
kép a szemlencse feldl-jovl nyaldb metszete stb.

* Bazért és csak igy lehetséges, hogy tetszésszerinti sikon
elGallithatjuk a lathatd vildg képét. Mert maga a szem is
a centrdlis perspektiva torvényei szerint rajzol, vagyis olyan
projekecié segitségével, amelynek vetit§ sugarai a végesben
fekv@ kozépponta nyaldbhoz tartoznak. Ezért egyezik meg
a kép azzal, amit a vildg képeként szemiinkkel 14tni szoktunk.
Pérhuzamos perspektivdval rajzolt tdrgyak képe tehdt min-
denkor t6bbé-kevésbbé természetellenes. Hs ez a megoldésa
annak is, hogy miért nem ldthatunk «valésdgbany scha
pdrlhuzamosakat. Mert a centralis perspektiva kizdrja a par-
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huzamossdgot. SzigorGian véve teljesen. Gyakorlatban csak
akkor, ha.nagyobb hosszasigi pirhuzamosakrol van sz,
mint a tdvolba vesz§ vasiti sinek vagy a templomtcrony
élei. De ezekkel az elméleti korldtozdsokkal szemben meg-
szoktuk, hogy minden miiszaki rajzot, metszetet 6s végil
. geometrial rajzaink nagy részét is parhuzamos perspektiva
szerint rajzoljuk. Ez azért van igy, mert a térrél alkotott
elképzelésink pdrhuzamos perspektivéin alapul és szemiink
véleményétll teljesen eltekintiink. De mindig tudatéban kell
lenniink, hogy kozben szdndékosan eltérink egy mdsik
walosdgtoly, a 14tds valosdgitol, s az absztrakeid segitségével
az utébbit teljesen kikiiszoboljik. Emlitsiink még valamit,
ami ehhez hozzéjérul. Emlitsik meg, hogy geometriai ido-
mok esetén még egy véleménnyel tdmogatjuk ezt az eljéra-
sunkat, habédr ez a tapasztalat csak a minket kérnyezd vildg-
bol szdrmazik. Minden geometriai idomot merev testnek
tekinttink. Ha nem készithetnénk gémbot, koekét, oktaédert,
gtldt, kipot £4bol, f6mbdl, k6b6l, ha hiromszdgeket, négy-
zeteket csak nedves itatospapirbél, testeket pedig esak futo-
homokbél készithetnénk, vagy esetleg csupan folyadékokbél,
akkor aligha jutottunk volna el mai geometriai tuddsunkhoz.
Mert a fénysugarak egyenesvonalt terjedése egyediil aligha
vezetett volna ilyen hatalmas gondolat-épitmény kiépitésé-
hez. Ezek a H. Poincarété] és Hugo Dinglert6l szirmazd
megjegyzések meggondoldsra kell hogy késztessenck. De tel-
jesen helytelen, ha velilk azt akarjuk bizonyitani, hogy a
geometria egyesegyedill a tapasztalat alapjan keletkezett.
Szemléletnek és fogalmaknak tapasztalat alapjdn vald kelet-
kezése és tapasztalat kapcsdn vald keletkezése kozt 1ényeges
kilonbség van, mint erre mdr Kant is rdmutatott. Tehit
legfeljebb azt mondhatjuk jogosan, hogy az a méd, amellyel
mi a geometridt megalkottuk, a gondolkodds lehetdségeinek
63 a merev testek létezésének hatdsa alatt dllott, s ebbdl
valéban kovetkezik a pdrhuzamos perspektivds, a 14tdssal
meg nem egyezd elképzelésiink a térrdl, s a bennelevl t4r-
gyakrol.
De kitérésiinkkel a dualitds elvének vizsgilatdt eléggé
ol nem itélhet6 moédon elhagyluk. Azt mondtuk, hogy a
Brianchon-tételt a Pascal-tételbdl mér megkapjuk, ha a duali-

Colerye . Pons. £
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tds elvét ismerjitk. Természetesen ugyanennyi tuddssal a
Brianchon-tételbdl a Pasecal-tételt is megkaphattuk volna,
hisz a dualitds elve kolesénos és egyértelm(l vonatkozds,
esetiinkben pont és egyenes kozt. Ilyen dudltételeket plasz-
tikusan tukortételeknek is szokds nevezni. Természeteson ezt
a tiikrozést nem szabad a szavak szoros értelmében venni,
hiszen ez a «titkor bizonyos fokig torzit, minthogy mindent
ellenkezljére valtoztat. Még egy megjegyzés : Magdtol érte-
$6d8, illetve annak kellene lennie, hogyha egy tételnek a
dudljat keressiik, akkor az els§ tétel mdr bizonyitott. Ne
tekintse magdt senki felfedezdnek, ha egy indokolatlan geo-
metriai dllitdshoz a dualitds elve alapjdn a megfeleld titkor-
tételt kimondja. A Pascal-tétel bizonyitva volt, Brianchon-
nak tehdt nem kellett volna t6telét ondlléan felfedeznie, sem
pedig bebizonyitania, ha a dualitds elvét ismeri. Tehdt igy
fogalmazzuk meg egyeldre : Ha a projektiv geometria vala-
melyik tétele helyes, kellSképpen bebizonyitott, akkor a dudl
tétel is azonnal kimondhato, killon bizonyitdsra nines saiik-
ség, feltéve, hogy a dualitds elvét helyesen alkalmazzuk
és a feleserélések tévedésmentesek. Erre a célra nagyon
hasznos a helyes, logikus és dttekinthet8 irdsméd. Mi e pon-
tokat mindenkor nagy, latin betlikkel fogjuk jelolni, egye-
neseket kis latin betlkkel, sikok jelolésére pedig kis gorog
bettiket fogunk haszndlni.

Ha homolog, azaz megfelel§ alkotérészeket akarunk meg-
jelolni, akkor legcélszerlibben indexeket alkalmazunk. Ha
tehdt a g egyenesen négy pountot az 4, B, C, és D betiikkel
jeloltink, akkor a megfeleld pontok jele a g, egyenesen
44, By, Oy, Dy, ag, egyenesen 4,, B,, 0y, D, vagy a g, egye-
nesen A,, B, C,, D,. Ily rendszerben mér maga a jel6lés sok
Osszeliiggést eldrul, képszerlivé teszi o lefrtakat és gondolkodd
gépként is szolgdl. Hs éppen a projektiv geometria, a maga
bonyolult rajzaival, metszéspontjainak, sugérsorainak és
megfeleléseinek bozdtjdval lett ezen a réven laikusok szédmdra
is jdrhatovd, még azon a részén ig, ahol a szakember iskol4-
zoth elképzelése 1s clakadna. De megforditva, éppen ezzel a
tulajdonsdgdval jarul hozzd nagy mértékben a képzel-
tehetség fejlesntéséher, s ezt mindenki, aki az eddigiek sordn
kovette elfaddsunkat, esak mmeger8sitheti. Nagyon kivdnatos
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volna, ha olvaséim nemesak nézegetnék ennek a kényvnek
az 4brdit, hanem maguk is rajzolgatndnak, lehetSleg a
konyvtdl eltérd 1éptékben. Amit a projektiv geometria sordn
a képeken nem lehet dbrdzolni, az a képekek fejlédési, kelet-
kezési modja. Leghelyesebb, ha a fent emlitett modon a
rajzolanddkat el6bb lefrjuk, s ennek nyomdn készitjik el a
rajzob. Ismételten meg fog t6rténni, hogy taldlkozunk az
egyenesek mér emlitett ellendlldsdval, vagyis hogy a metszés-
pontet esak a mésik utedban tudndk megtaldlni. De ezek
a nehézségek is javitjdk, nevelik képzelStehetségiinket. Bz
anngl fontosabb, minthogy az utolsé évtizedekben szokdsss
vilt geometridrdl értekezéseket, sdt vastag konyveket frmi,
tgyhogy egyetlen gbra sines bennitk. Taldn nem tévediink,
ha ebben bizonyos sportszerfi élvezetet is ldtunk. Es hogy
ez Oridsi, mar meglevl képzelStehetséget feltételez. Mi ter-
mészetesen, tekintve, hogy elemi oktatésrél van széd, nem
fogjuk ezt a mddszert alkalmazni, 6t ellenkez8leg azon
lesziink, hogy a képi dbrdzoldst mindenkor a magyarizat elé
boesdssuk.

Folyton eltérink a dualitds elvétbl. Vigasztalodjék az
olvas6, ebben az eltéregetésben is van rendszer. Nem akarjuk,
hogy tandcsok, tételek, meghatdrozdsok tomege gytiljék
ossze, 8 hogy azokat hidnyos Osszefuiggésitk miatt sem meg-
érteni, sem pedig megjegyezni ne tudjuk. Inkibb az a szédn-
dékunk, hogy mindent a maga helyén tdrgyaljunk még akkor
is, ha miatta & szigord tudomédnyos sorrend szenved. Mint
véandor pajtdsok egyiitt szediink virdgokat, megnézziik Gket
8 a kék égbolt alatt beszélgettink réluk, szerkezetilkrsl, szd-
rukrél, porzéikrél, Ha otthon az egész botanikdt bevdgtuk
volna, akkor taldn rdjonnénk egyre-mdsra tutkézben, de
sokszor tévednénk is, sokmindenre nem emlékeznénk és
az éppen ldtottak szdméra alighanem kevesebb érdeklfdéstink
maradna. ]

Mér ismételten rdmutattunk arra, hogy nemesak pont és
sugér kozt van dudlis 6sszefiiggés. S6t nem is csak sik és
nyaldb kozt, amivel a l4tdssal kapesolatban taldlkoztunk.
De nehogy tilsdgosan ellaposodjék térgyaldsunk, frjuk 6ssze
szépen és rendszeresen a dudlis Gsszefiiggéseket, de tartsuk
magunkat kézben az alapalakzatok beosztdsdhoz.

42
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Teohdt dualitds 411 fenn :
A. A térben:
a) pont (nyaldb) és sik kézt,
b) egyenes (stksor) és egyenes (pontsor) kozt.

B. A sikban:
a) pont (sugérsor) és egyenes (pontsor) kozt.

C. A nyalédbban:
a) egyenes (siksor) és stk (sugdrsor) koézt.

Mint mér & Pascal és Brianchon tdrgyaldsdndl megtettiik,
a7z «Osszekotésy 68 «metszdsy kifejezéseket windenkor fel kell
eserélni egyméssal s ekkor mdr a legelemibh tételeknél is
alkalmazhatjuk 0j vardzserejli szerkezetiinket, hogy élvez-
sk kivdlo ‘mfikodését. Allitsunk Gssze kis tédblédzatot ilyen
tételekbsl, olyan formaban, ahogy ez mdr szokdsas. A lap
egyik oldalédra keriil az arabs szdmmal jelolt tétel, mellé a
vesszGvel elldtott szdmmal megkillonboztetett dudlja.

1. Bgy sik két pontjdt egy | 1. A pont két sugér met-
sugdr koti Ossze. gzése a sikban.

2. Bgy nyaldb két sugardt | 2'. Az egyenes a nyaldb két
egy sik koti Gssze. sikjdnak metszésvonala.
8. A sik & tér bdrom pontjit | 8’. A pont a tér hdrom sik-

koti Gssze. jénak metszése.

4. Egy sik Osszokoti a tér egy | 4’. A pont egy stk és egy
egyenesét 6s egy pontjat, egyenes metszése a tér-
ha a pont nem illeszkedik ben, ha az egyenes nem
8% egyenesre. ! illeszkedik a sikra.

Ebb6l a kisszdmd, ardnylag nagyon egyszerti tételbdl is
latjuk, hogy a geometria a dualitds elvének mekkora terjesz-
kedési lehetdséget koszonhet. Minden tétel magdban visel egy
mésodikat és a dudlis Osszefiggések megsokszorozzdk a
tételek szdmdt a sikban, térben és a nyaldbban.

Szolgdltassa ismét egy torténeti visszaemlékezés a tovabb-
haladésunkhoz szitkséges anyagot., Kériilbelil Richelieu-nek,
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a nagy dllamférfinak és biborosnak idejében, tehdt a XVIL
szdzad elején élt Lyonban egy jegyzdnek a fia. Neve Desargues
volt. A fiq kival6 épitész és a geometridnak ldngeszi miivel§je
volt, de megjelenése kissé kiilone természetre vallott. Frre
mutatott az is, hogy ellentétben a feltlinést hajhdszo tortetdk
szokdsaival, legfontosabb miiveit is alig 14thaté apréd betiik-
kel, kiilondlls lapokra nyomatta és igy is csupdn leghizalma-
sabb bardtainak osztogatta. 88t ezekben az alig hozzdférhetd
gzovegekben is matematikdt6l nagyon tdvoldlls, a botaniké-
6] koles6nzott tolvajnyelvet hagznal, mindenkor gyskerekrdl,
levelekrsl, dgakrdl ir, ha geometriai alakzatokat aksr emli-
teni. Nagyon is megértjitk, hogy kortdrsai miért tartottdk
rajongonak és bolondnak. Csak a legnagyobb matematikusok,
fgy Pascal és Fermat voltak més véleménnyel & lyoni boles-
r8l. 8 nekik volt igazuk. Mert Desargues volt a projektiv
geometria tulajdonképpeni megalapitéja, s a réla elnevezett
tételnek az 1 geometria felépitésében akkora a jelentésége,
hogy alig marad el a Pythagoras-tétel jelentdsége mogott.
Tudunk réla, hogy Poncelet hallott Desargues-rél, de hogy
tanait alaposan ismerte-e, bizonytalan, mert mags Poncelet
panaszkodik, hogy Desargues-nak éppen a f6mfive veszett el.

‘A sers azonban agy akarta, hogy egy mdsik férfi, aki
Poncelet utédn sokat tett a projektiv geometria fejlesztése
terén, a francia Chasles, egyszer a szajnaparti konyvkeres-
ked6k egyikénél kotordszott és itt éppen ez a hivatott szak-
ember taldlja meg Desargues-nak elveszett f6mfivét.l Ma
tehdt tobbet tudunk Desargues-r6l, mint a kézben eltelt két
bvszdzad matematikusai.

Desargues alapvetd tétels, sikra alkalmazva, a 17. 4bra
jeloléseivel, a kévetkezd :

«Ha két hdromszog — cstiesaik 4y, By, C, és 4,, B,, C, —
olyan fekvésti, hogy a megfelel6 (egynevii) cstesaikat éssze-
kot6 egyenesek egy ponton (S) mennek keresztiil, akkor
megfeleld, kellden meghosszabbitott oldalaik metszéspontja
egy egyenesen van.

! Girard Desargues (1593—1662) f8mfivének magyar cime ez lehetne:
«Elézetes vézlata annak, hogy mi térténik, ha kip és sik taldlkoznak.s
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Bérmennyire jelentéktelennek l4tszik ez & tétel, mégis
alapvetd fontossdgi az egész geometria szempontjdbol. Mert
csak ennek nyomdn lehet, a Pascal-tételen kivil, szigort
atmenetet taldlni a helyzetgeometridbdl a mértékgeometridba,
ez pedig a geometria szintétikus, épitd tdrgyaldsmoédjinak
alapieltétele. 8 oz a tétel nemesak a sikban érvényes, hanem
a térben és a nyaldbban is. Ezekkel most nem foglalkozunk,
csak megjegyezzilk, hogy Desargues tételének ez a két valto-
zata mind a perspektiva, mind az dbrdzolé geometria szem-
pontjabdl kiilonlegesen lényeges.

‘Degargues tétele projektiv geometrlal tétel, tehdt alkal-
mazhatjuk r4 a dualitas elvét. Megkiséreljiik tehdt «kulesunky,
«wzétérunky segitségével a dusltételét megtaldlni. fgy okos-
kodunk : két hdromszigink volt, a dualités értelmében kéb
héromoldalunk lesz. Csticsokat 6sszek6td egyenesek ponton
mentek 4%, most oldalak metszéspontjai egyenesen fekszenek.
Bz a foltételre vonatkozott. A kovetkezmény : oldalak metszés-
pontjai egyenesen fekiidtek, most estiesok 6sszekotd egyenesei
ponton mennek 4t. Tehdt Desargues tételének duil-megfordi-
tdsa gy hangzik :

Ha két héromszég megieleld oldalainak metszéspontjai
ogy egyenesen fekszenek, akkor a megfeleld csticsokat Gssze-
kot8 egyenesek egy ponton mennek 4t. (18. dbra.)
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A dualitds hatdsa itt nem olyan szembettld, mint a
Pascal—Brianchon esethon. A jobb megértés kedvéért ffiz-
ziik teh4t még hozzd, hogy a dudlis megfelelés magja itt a
kovetkezs : hirom egyenes megy az S ponton keresztiil és
hirom pont fekszik a ¢ egyenesen. Ezért a dudlis megfordi-
tdsndl a rajz véltozatlan marad, csak mintegy a felépitése
lesz més. A Pascal-tételre a dualitds hatdsa azért szembe-
6t18bb, mert a Brianchon-tétellé térténd 4dtalakuldsndl az
el6bbi két egyenesén fekvd hdrom pontjabél az utébbinak
két ponton keresztil mend hdrom egyenese lesz; a szer-
kesztés eredménye az elsfnél egyetlen, hédrom ponton ke-
resztiilmend egyenes, a médsodikndl viszont hdrom, egy
ponton keresztiilmend egyenes.

NYOLCADIK FEJRZET.

Teljes geometriai idomok.

Miel6tt még Pascal, Brianchon és Desargues tételeinek
mértékgeometriai felhaszndldsdhioz 14tndnk, forditsuk figyel-
miinket kdnnyebb és egyszertibb teriilet felé. Fiz a kis pihend
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nagyon j6 lesz arra, hogy mér megismert alapalakzatokbdl
tervszerfien idomokat alkossunk. Egyel6re tgynevezett pro-
jektiv idomokat, amelyek feltétleniil a legdltaldnosabbak, s
legkevesebb feltételher kétottek, mert nagysdguktol teljesen
oltekintiink és semminemtl szabdlyossdgot sem keresiink.
Szem el6tt fogjuk azt is tartani, hogy idomaink, a nélkiil,
hogy lényegitk megviltoznék, eltorzulhatnak, elfajulhatnak.

Miel8tt még az idomok vizsgdlatdhoz kezdenénk, jegyez-
ziik meg: kiiléndsen sok gondolkodds nélkiil beldthatjulk,
hogy idomon valamilyen elhatdrolt dolgot kell értenink.
De ehhez még valami jérul. Az elemi alapalakzatok — pont,
egyenes, sik — nem idomok, csupdn az 1dom 6pitSkoveinek
tekintendGk. Csak hatdresetet jelenthetnek, taldn ossze-
zsugorodott, elfajult idomokat. De errfl majd késGbb. Az
R,-ben létezik ugyan valami, ami bizonyos fokig idommnak
volna tekinthetd : a tdvolsdg, vagyis egy egyenesnek két
ponttél hatdrolt darabja. De egyeldre maradjunk abban,
hogy ezt sem tekintjlik idomnak. Tehdt az R,-t kell elGven-
niink, ha idomot akarunk Hsszedllitani. Legalébb hény elem
sziikséges tehdt ahhoz, hogy fogalmamk szerint idomot ala-
kithassunk? Egy egyenech8l és pontokbdl nem lesz idom,
s6t két egyenesbbl sem. Igy tehdt hdrom egyenessel fogunk
kigérleterni.

e

19. dbrs.
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Bz a kisérlet mdr sikertil. Természetesen osak akkor, ha
egyeneseink kozt nines két, még kevésbbé hdrom parhuzamos,
vagy hem megy mind a hérom egy ponton keresztiil. Meg-
talaltuk tehét a sik legegysmerfibb idomét, nevezzitk hirom-
oldalnak, mert hdrom egyenesbél (oldalbol) keletkezett.
B hérom oldal hérom pontban metszi egymdst, ezeket ne-
vezzilk, mint eddig is, esdcspontoknak, vagy egyszerlien
egtesoknak. Idomunkban tehét az oldalak és estiesok szdma
egyformdn hdrom. A héromoldal a héromszdg dudl meg-
feleléje. Az ilyen idomokat egyszerd, vagy simplex idomok-
nak, mmplexeknek nevezzitk. De vigydzzunk, a projektiv
geomstria négyszdge vagy oOtszdge egydltaldn nem ugyanaz,
amit mi az iskoldban négyszégnek vagy oOtszognek nevez-
tiink. A projektiv geometria mindenkor Ggynevezett feljes
idomokkal foglalkozik, mert bizonyos szdmi egyenesbdl
ad6dé valamennyi esicspontot megkeres, illetve a dudlja
bizonyos sz4mfi pontnak valamennyi osszekotesmodjé.t
A projektiv geometria négyszdgének hat oldala van és a
négyoldalnak hat csticspontja. Ezeket az idomokat nevezzik

20. 4bra.

teljes idomoknak, s megkiséreljik ecsalddféjukat Carnot
nyomén felépiteni. Felhagzndljuk majd ezt az alkalmat bizo-
nyos térvényszerlségek megismerésére is.

Beszéljiink el8szér a sik teljes idomairtl. A sikban esak
kéttéle idom lohetséges, mindkett6 pontokbél és egyenesek-
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bél 4ll, egyik az n-szdg, a mésik az n-oldal; az n szabadon
vélaszthato, ketténél nagyobb egészszdm. A kombinatorika

: s " s , . (T
szabdlyai szerint az n-szdgnek mindenkor n cstcsa és (2) ol-

dala van, mert egy oldal, egy egyenes, mindenkor két pontot
ko6t Ossze. Megforditva, n-oldal esetén, mindenkor n egyenes-

sel és (g) estesponttal taldlkozunk. Mivel mdr megédllapi-

tottuk, hogy = legaldbb hdrom, kiilonben nem keletkezik
idom, simplexként a hdromoldal és a hdromszég maradt.

A héromszognek, a meghatdrozds értelmében hirom esiiesa

van és (g) = %—2— = 3 oldala. A hdromoldalnak hdrom oldala

és (g) = 'Ei))'%' =8 ecstespontja. A hdromszég és a hérom-

oldal egyenértékfi, igy is kell lennie, ez kideriil, mihelyt
rénéziink, hisz simplex idomndl 4t16 meghtzdsénak lehets-
sége is hidnyzik, igy az oldalak és csticsok szdménak meg kell
egyeznie.

Négyszognél mér mds a helyzet, hasonléképpen a t6bbi
n-8z6gnél (n=>4). A teljes négyszognek 4 szégpontja 6és

(2 = _4;_3_ =6 oldala van. A teljes négyoldalnak viszont
4 oldala és (;) = %: 6 cstcspontja. A teljes tizszdgnek
10 estiesa és (120) = 45 oldala van, a teljes tizoldalnak viszont

10 oldala és (120) = 45 ecglicsa.

De nem elégsziink meg ezzel az eredménnyel : kibGvitjiik
ismereteinket. Rajzoljunk fel tehdt egy teljes négysziget.
Létjuk anégy cstiesdt, 4;, 4, 43, 4, és a hat oldalit ay, as,
s, Gy, G, G, amelyeket hdrom pér dtellenes oldalld csoporto-
sithatunk. Ezek az dtellenes nldalak is metszik egymdst,
metszéspontjuk az 4. n. &tlopont. A 21. képen D, D,, D,.
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21. dbra.

A dudl eset a teljes négyoldal. 16t a négy oldalunk (22. kép,
teljes vonal) van és hdrom &tellenes pontpirunk: 4,4,
A, A, bs AAq Ezeknek az 6sszekotésébll adodnak az 4610k,
dy, dy 68 da.

22. 4bra.

Bazzel a sik teljes idomainak Osszes lohetSségeit kimerd-
tottitk. Hppen ezért tovdbb megytink, felemelkediink a
nyaldbba. A nyaldb, tudjuk, egy ponton keresztiilmend
sikokat vagy sugarakat jelent. A sugarakat, idomok szem-
pontjdbol éleknek nevezziik, a sikokat lapoknak. Megkiilén-
boztetiink tehdt n-élicket és m-lapiakat. Az ilyen idomot
durva hasonlattal alul nyitott galdnak iz mondhatnék. Ha
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tehdt ilyen idomot sfkkal metsziink, akkor, ha a metsz8 sik
egyik éllel sem parhuzamos, élek képe pontként, oldallapok
képe pedig egyenesként jelentkezik a metsz8sikon. A nyaldh
idomainak metszete tehat a sikban n-szdget, illetve n-oldalt
ad. Ebbd] azonnal kovetkezik, hogy az oldalak és élek ko-
zOtti Osszefiiggés a nyaldb idomaiban ugyanaz, mint az
oldalak és cstesok Osszefiiggése a sikidomokban. Tudjuk,

hogy az n-6lfinek n-6le és [} oldala van, az n-laptmak pedig
n
()
Tudjuk, hogy a hdroméld és a hdromlapl egyenértékd, dusl-
szotdrunk segitségével azt is lefordithatjuk, hogy dtellenes
lapjainak 1etszésvonalait 4tlésugarak, atellenes sugarait
pedig dtlosikok kotik ossze. A nyaldb simplex idoma a hdrom-
lapt és a hdroméld.

Tekintve, hogy az B,-at nem akarjuk elhagyni, mdr esak
a térbeli idomok vannak hdtra. Természetesen térben sem
kothetiink mésképpen Ossze pontokat, mint mindenkor
kettlt-kettdt egy egyenessel. lgy természetes, hogy a tér-
beli. wm-sz0gy m-csiesa kozt (g

Kissé més a belyzet az oldalla,pokkal. Tudjuk, hogy hérom-

n lapja és éle; m itt is tetszésszerinti szdm, de n>2.

) Gsszek6td egyenes van.

hérom pont hatdroz meg egy sikot. Kovetkezésképpen (g)

a térbeli n-szdg oldallapjainak a szdma és hdrom pont nem
fekhetik egy egyenesen. A térbeli n-lappak, mint neve mu--

tatja, n-lapja van. Erthets, hogy az n-lap Z metszésvonalat

3

és (n metszéspontot hatdroz meg. A térbeli simplex a térbeli
négyszog, a tetraéder. Ennek 4 csdesa, (é‘) =6 éleo 6 (4) =4

8
lapja van. Tikorképe a térbeli négylap, ennek 4 lapja, g} =6
éle 65 () =4 csticsa van. Egy teljes kockdnak, amely tudva-

levBen a térbeli teljes nyoleszog, (g)= 28 éle és (583) =56 lapja
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van. Tévedések olkeriilésére megjegyezziik, hogy a térbel
nyoleszognek, a kockdnak egyaltaldn nem a térbeli hatlap
a dudl idoma, hanem a térbeli teljes nyolelap, az oktaéder.
Képleteink szerint ennek 28 éle és 56 cstiesa van.t

Igazat adunk annak, aki azt mondja, hogy nagyon nehéz
& térbeli idomokat elképzelni. De nyugodtan megbizbatunk
a,lgoritmusunkban Bs ez egyik nem megvetendd eldnye a
projektiv geometridnak.

Most pedig egy pillantdst vetiink magasabb dlmenylokba,
amire itt alkalom kindlkozik, Az éltalunk koévetett dton
lehetségessé vdlik, hogy az R,-ndl magasabb terek teljes
idomaira kovetkeztethessiink. A négydimenzids tér simplexe,
az ngynevezett Otsejt, egy politop,? egy t6bb-mint-test,
amelyet kézonséges testek hatdrolnak. A kovetkestetés vild-
wos. Az Ry-ben vonalak hatéroltdk az idomokat, az Es-ban
sukok Az R4 idomait tehdt csak testek hatarolhat;ak az

By idomait pedig el6bbi fajtdjd politopok. Az R,-nek az
R,udl eggyel tobb szabadsigi foka van, tehdt a metszesw
68 Osszekotésre is t6bb mddozat nyilik. Még soha sem ldtott
senki 6tsejtet, legaldbb is a maga testi mivoltdban, hdrom
dimenziés rajzdt, modelljét azonban nem nehéz elkésziteni.
5
3

(Z = b5 cstesa van. De ezekrSl a négydimenziés idomokrol

az ogyik kés6bbi fejezetben lesz bévebben sz6.

Az otsejtnek 5 sejtje, (g = 10 dapjap, ( = 10 «ble» és

* A kozonséges geometria idomain, kockéjén és oktaéderén ldtszdlag
hidba keressiik ezt a sok alkotérészt. De ne felejtsiik el : azokou nagyon
sokszor fordul els, hogy a teljes idom oldallapjai, élei vagy osticsai kéziil
tébb Osszeesik. Ahhoz, hogy valamennyi lapot, csficsot és élet kiilon
kapjunk meg, sziikséges, hogy négy osdospont soha se fekildjék egy
sikban vagy négy sfknak ne legyen egy kozds metszéspontia.

¢ Politopoknak a hdromnél t6by dimenzi6s testeket nevesziik.
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KILENCEDIK FEJEZET.

A geomeiriai axiomak.
Hilbert axiomarendszere,

Hok szédpet és meglepdt tanultunk, s bar reméljik, hogy
ven némi képiink a projektiv geometridrdl is, mégis homokra
épitettiink az egész 1d6 alatt. Az Ggynevezett axiomdkrol
ugyanis még csak nagyon felilletesen beszéltink, pedig azok
az alappillérei a valoban tudomédnyos geometridnak. De ha
ezzel a végsd fokozattal kezdiink foglalkozni, pedig ide kell
jutnunk, ha minduntalan a «iért? kérdésekre felelgetiink,
akkor ldtszolag elhagyjuk a projektiv geometria teriiletét.
De ez esak ldiszat. Mert valami médon minduntalan vissza-
tériink. BEleinte ] és idegen volt szdmunkra a projektiv
geometria, hisz alig hallottunk réla valamit az iskoldban.
Do felkeltotte érdekl6désiinket, megkedveltiik. Hg megbardt-
koztunk vele. S akkor fogja csak nagy jelentlségét igazdn
megnutatni, amikor a mértékgeometridra kell rola dttérntink.

Mik is azok a rejtélyes axiomdk? Néha azt mondjik roluk,
hogy az alapigazségok, alaptételek, amelyek mdr tovdbb
nem bizonyithatok, a szemlélet kovetkezményei és esak a
szemlélet igazolhatja Gket. Ilyen axioma volna példdul az
az allitds is, hogy minden egyenes legaldbb két pontbol &ll,
és minden sikon legaldbb hirom nem egy egyenesen fekvd
pont taldlhatd. Tlyen példék alapjén azt mondhatndk, hogy
az axiomdk szemléleti tartalmukon kiviil némi logikai elemet
is tartalmaznak. Hisz a sfk képzelt valami, képzeletem ter-
méke. Az axiomdval pedig éppen azokat az ismertetjeleket
emelom ki ujbol, amelynek alapjén én a fogalmat meg-
alkottam.

De hagyjuk a boleselkedést, ne taglaljuk azt a kérdést,
hogy a matematika csak megallapodds vagy még kevesebb,
esupdn tautolégia, tehdt mindig onmagdba visszatérs, egy
tengely koriil keringl kore kiilonféle okoskoddsoknak. Az
idevdgé irodalom eléggd b8 felvildgositdst nyujt. Nézzink
inkdbb kériil — szokdsunk szerint — a torténelemben.

Bs it valami cgészen csoddlatosat, & tudomény torténe-
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tében egyediildlld dolgot tapasztalunk : mér Kr. e. a harraa-
dik szdzadban a nagytuddsd, kivdlé Huklides axiomarend-
szert allitott fel «Elemeir («Btoicheian) elején és ez az axioma-
rendszer kidllotta két évezred birdlatdt. Feltétlenil voltak
ismert geometriai elemek Huklides el6tt is. De nem lehettek
olyanok, mint Huklideséi. Mert kevés kivétellel ma is ismer-
jiuk az 6kor valamennyi lényeges mtivét. Fontos dolog nem
megy egykoénnyen veszenddbe, hisz rendesen még szerzlje
élete folyamdn, vagy kevéssel haldla utdn kell6 szdmban
sokszorosftjdl munksjst. Bs Huklides mfveit ma is nyom-
tatjak. 86t majdnem véltozatlan alakban haszndlja az angol
tanuldifjtsdg tankényviil.

Ha lemondunk arrél, hogy Euklides axiomatikdjat rész-
letesen ismertesgilk, akkor erre két nyomés ok késztet.
Elfezor is keriilni akaxjuk, ha egysltaldn lehet, hogy egy
dolognak t6bbféle rendszerét ismertessiikk. Kilonféle rend-
szerek osszehasonlitdsa csak haladottabbaknak vald és mér
a kutatdsnak bizonyos fajtdja. Tanitds alapja csak katekiz-
musy lehet, nem pedig killontéle rendszereket ismertetd
«kompendiviny. De ez az ok taldn még nem késztetne arra,
hogy Euklides teljesitményével olyen mostohdn bénjunk.
Az a fontos korilmény jatszik még szerepet, hogy éppen az
ubolsd 6vszdzad forradalmasitotta nagymértékben a geo-
~metria szdmos részét. A projektiv geometridban a vdltozds
fontos fejezetét ismertitk meg, de mds véltozdzokkal islesz még
alkalmunk megismerkedni. De ezzel azok a kovetelmények
is megvéltoztak, amelyeket egy axiomarendszerrel szemben
tdmasztunk. Uj tényekkel szemben is meg kell 4llnia helyét,
@y, eddig ismeretlen teriiletekrdl szdrmaz6 felfedezések helyét
18 ki kell jeldlnie.

Bzek voltak az okok, amelyek miatt Ggy hatdroztunk,
hogy az egyik legmodernebb és egyben mdr klagszikussé
valt axiomarendszert vélasstjuk tovabbi tdrgyaldsunk alap-
jdul : még pedig a kivdld, ma is 816 német geometriatudos-
nak, David Hilbertnek, a géttingeni sgyetem egykori tandré-
nak rendszerét, ahogy a «Grundlagen der Geometrie» (A geo-
metria alapjai) ciml munkdjdban 1918-ban megirta.

Természetesen oz a rendszer sem keletkezett énmagdhol.
Taldlunk benne olyan axiomdkat is, amelyeket mdr HEuklides
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is megirt. Mert a «gbrég csodas, a nagyfoki képzelGtehetsdg-
nek és kifogastalan logikdnak remek taldlkozdsa sok végleges
érvénylit alkotott, olyant, hogy nekiink, késéi utédoknak
sem lehet okunk vagy szandékunk megvdltoztatni vagy meg-
tagadni. Hilbertnek és a t6bbi ujkori matematikusnak ered-
ményeit mégis ondlloknak kell tekinteniink. Mert csak be-
avatottak tudjak megmondani, hogy milyen éles logika, az
egész matematikdnak milyen 4tfog6é ismerete kell ahhoz,
hogy valaki csak félig-meddig haszndlhaté axiomarendszert
alkothasson. Az axiomarendszer axiomdinak egymistol fiig-
getlencknek kell lennidk, mert kiiléuben elvesztik axioma
jellegiiket. Nem lohetnek ellenmondék. Ehhez jérul még a
teljesség stlyos kovetelménye (szigortian véve minden
valaha feldllitott geometriai tételt meg kellene vizrgdlni,
hogy nem lépi-e til az axiomarendszer hatdrait).

Az itt kovetkezd, maguktol értetddd tételeket tehdt mégis
valamivel nagyobb megbecsiiléssel kell nézniink, mint
amilyent els6 pillanatban megérdemelni ldtszanak. Mert
éppen ez & «magatol értet8désy okozhatja a legnagyobb
nehézséget.

Hilbert nem mond semmit az axioma lényegérdl. Csupdn
egy ellrebocsdtott magyardzatban jelenti ki az aldbbiakat,
miutdn azokrél a «dolgokrély beszélt, amelyeket mi pont,
egyenes s sik néven emlitiink és amelyek az egyenes, a sik
és a tér geometriai elemeinek tekintend8k :

Pontokat, egyeneseket és sfkokat — mondja — egymds-
sal bizonyos Osszefiiggéshben lev8knek tekintink és ezeket az
Osszefiigodseket «eksziky, «kozotly, «pdrhuzamosy, «egybe-
végdy, «folytonosy szavakkal fejezzitk ki; ezeknek az G3sze-
fiiggbseknek matematikai haszndlathoz szitkséges teljes le-
{rasit a geometrial axiomdk szolgdltatjsk.

Hilbert szerint az axiomdk &t csoportba osathaték.
Minden csoport szemléletiink bizonyos szempontb6l Gssze-
tartozé alapvet§ fogalmait tartalmazza. Az axiomacsoporto-
kat Hilbert a kdvetkezbképpen nevezi meg (a rémai szdmok
8 csoport szgmdt jelolik, az arabs szémok az axiomik sor-
szdmai) :

1. 1—8. A kaposolds axiomdi.
II. 1—4. Az elhelyezés axiomdi.
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IIL. 1—5. Az egybevigdsdg axioméi.
Iv. A pérhuzamosak axioméja.
V. 1—2. A folytonossdg axiomdi.

Tehdt Hilbert szerint 20 axioma van.

Jegyezzilk meg itt, hogy mds axiomarendszer, példdul
Schur vagy Paseh axiomarendszere, nem- hdrom elembé!
6piti fel az egész geometridt, hanem egybdl, a pontbsl. Ilyen
axiomarendszerek azutdn esetleg nemecsak az euklidesi, ha-
nem a nem-eguklidesi geometrigkban is a maguk egészében
érvényesek maradnak.

TIZEDIK FEJEZET.

A Kkapesolas axiomadi és az elhelyezés axiomai.

Az els8 axiomacsoport, a kapesolds axiomdi, a pountok,
egyenesek és sikok kozt fenndllé kapesolatokat adjik.

I 1. «Két egymdstol kiilonboz8 4 és B pont mindenkor
meghatéroz egy egyenest.n

(A emeghatirom kifejozés helyett més kifejezés is hasz-
ndlatos. Igy: az egyenes keresztillmegy az A4 és B ponton,
osszekoti az 4 68 B pontot.)

1. 2. gy egyenesen fokvs két pont meghatdrozza ezt az
egyenest.» , '

I 8. (Bgy egyenesen mindenkor van legaldbb két pont,
sfkban mindig van legalébb hdrom nem egy egyenesen fekvs
pont.n ’

I 4. «BEgy sik hirom nem egy egyenesen fekvd pontja
4, B, C, meghatdrozza a sikot.»

L 5. «Bgy sik hdrom pontja, ha nem fekszik egy egye-
negen, meghatdrozza a sikot.»

L 6. (ta egy a egyenes két pontja, 4 és B egy a sikban
gellisz}lli, akkor az o egyenes minden pontja az a sikban
OKSZ1K.»

(Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy az egyenes a
gikban fekszik.)

Colerus: Pons, 1
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I 7. «Ha két sik, a 63 8, egy 4 pontja kdz8s, akkor van
legaldbb még egy koézds B pontjuk isp

I 8. «Van legaldbb négy nem egy sikban fekvd pont.n

Minden axiomdbél természetesen a tételek egész sora
kovetkezik. Do a jobb dttekinthetdség kedvéért az axiomdkra
szoritkozunk és ezért dttériink a mésodik csoportra.

B csoport axiomdi a «kozotty fogalmét hatédrozzdk meg
és lehetdvé teszik a pontok rendezését egyenesen, sikban,
térben.

II. 1. «Ha 4, B, C egy egyenesnek pontjai és a B pont
4 68 € kozt van, akkor a B pont C és 4 kozt is vany

A B ¢

— e m—

23. 4dbra.

i

I1. 2. a 4 63 0 egy egyenesnek pontjai, akkor van leg-
aldbb egy olyan B pont, amely A4 és C kozt fekszik és leg-
aldbb egy olyan D pont, hogy C fekidjék 4 és D kozmts

A__ B C D

8 v o

24. dbra.

IL. 8. «Egy egyenes hdrom pontja koziil egy és esakis egy
fokszik a mdsik kett6 kozb.

(Valamely o egyenes két pontjat vessziik figyelembe.
A vonalnak e két pont, 4 és B, dltal hatdrolt részét AB
vagy BA tdvolsdgnak nevezzik. Az 4 é3 B kozott fekvd
pontok a tdvolsdg pontjai, vagy a tdvolsdgon beliil fekvd
pontok. 4 és B a tdvolsdg két végpontja. Az egyenes tébbi
pountja a tdvolsdgon kiviil van.)

1I. 4. «Liegyen A, B és C hédrom nem egy egyeneshen fekvs
pontja egy siknak és a egy olyan egyenese, amely egyik
ponton sem megy keresztiil ; ha az o egyenes keresztillmegy
az AB tévolsdg egyik pontjan, akkor feltétlentil keresztiil-
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megy vagy & BC tdvolsig egy pontjin vagy az AC tdvolsig
egy pontjdn. (Ez az dgynevezett ,,Pasch-féle axioma‘.)»

Az 1. &g II. axioma-esoportbél ismét szdmos tétel kovet-
kezik. Bzek koztil esak a szdmunkra legfontosabbat emlitjiik,
azb, hogy egy egyenes két pontja kézott mindenkor végtelen
sok pont ven. Mivel két pont mindenkor meghatdroz egy
egyenest, s mivel tovébb4 mindenkor taldlhaté olyan pont,
amely az egyenes két pontja kézdtt van, akkor ennek az
eljérdsnak ismétlése az aldbbi elgondoldshoz vezet :

A B D EF ¢

o
2

e o T ¥

25. dbra.

Feltétleniil van az 4 és C pont kozt még egy pont, legyen
az B. De B é3 C az A-t6l tiggetleniil is meghatdroz egy egye-
nest, igy van egy D pont a B és C kézt. D és C B-t6l fiigget-
leniil hatdrozza meg az egyenest, van tehdt koztik egy
E pont. B és O ugyanilyen elgondoldssal adja az F pontot.
Mint l4tjuk, korldtlanul ismételheté ez az eljérds, anélkiil,
hogy az 4 és C pont kozét el kellene hagynunk. Fzzel tehdt
végteleniil sok ponthoz.jutunk ; hasonlé eljérdssal természe-
tesen arra is r4joviink, hogy az AC koz bérmelyik részén
végtelen sok pontot taldlhatunk.

TIZENEGYEDIK FEJEZET.

Az egybevagdsig axiomdi. Haromszdgek
egybevagdsaga.

Léssunk most hozzd az axiomék barmadik esoportjinak
megismeréséhez ; ezek tartalmazzdk az egybevigbsdg és ezzel
egylitt az elmozgatds fogalmét. Kongruens, azaz egybevégé a
geometria nyelvén az egyenléségnek killonleges esetét jelenti.
Egybevigbsdgrol csak akkor beszélhetiink, ha az egyenld
geometriai idomok csakugyan egymésra fektethetlk, teljes
fedésbe hozhatok. Ezt a ldtszélagos ravaszsdgot mdr itt meg-
akarjuk vildgftani. Két kesztyli egyenld, ha minden méretitk

B¥x
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megegyezik. Vagyis ha a két kesztyl egy pdr. A kessty(ik
mégsem hozhaték fedésbe. Csak akkor dughatok egymésba,
ha az egyiket kiforditjuk. A kiforditds kesztytiknél, véletleniil,
lehetséges. Do ha két lovagi pdncélkesztylivel kisérletezném,
semmiesetre sem sikerfilne a dolog, nem hozhatndm Sket
sommimédon fedésbe. A két kesztyli tehdt egyenld ugyan,
de mem egybevagd, hanem szimmetrikus. Szimmetria azon-
ban nemesak térbeli, hanem sikbeli vagy vonalszerti idomok-
ndal is lehetséges. Az eredeti és a tiikorképe, a nyomoédforma
é8 & nyomtatvdny szimmetrikusak. Egybevdgokks csak akkor
lehetnek a szimmetrikus s{kidomok, ha a sfkbél, az R,-bél
kiomelve az Bj-ban dtforditjuk Sket. A sikban 4m tologat-
hatnék és forgathatndk 6ket, mégsem fednék soha egymdst.
Utaljunk itt axra is, hogy a «baly és «jobby probléméja is ezzel
fiigg ossze. S egyelfre jegyezzitk meg alapelvként, hogy két
szimmetrikus n-dimenziés idom csak akkor hozhaté fedésbe,
ha ag B, .1 tovabbiszabadsdgi foka rendelkezésre 41l. De ha
nem szimmetrikus a két idom, az egybevdgésdgot akkor is
esak az idom eltoldsa segitségével dllapithatjuk meg. Ezen
alapul az az allitds, hogy az egybevigésdggal az eltolas fogal-
mét is meghatdroztuk.

De elhalasztjuk a szimmetria és dimenziék szdma kozt
fonndllé osszefiiggés tdrgyaldsdt, hogy figyelmiinket az
axiomdk harmadik esoportjdnak tdrgyaldsdra fordithassuk.

IIT. 1. «Ha az 4 és B pont valamely a egyenesen fekszik,
A’ pedig ennek az egyenesnek vagy egy mdsik o’ egyenes-
nek egy pontja, akkor az a’ egyenesen, az A4’ megadott
oldalén mindenkor egy és csakis egy olyan B’ pont talélhatd,
amelyre nézve az AB és A'B’ tdvolsdg egymdssal egybe-

végb, vagyis
AB=A'B’

Minden tévolsdg egybevdgé onmagdval, vagyis mindenkor
igaz, hogy
AB=AB é AB=BA»

(Bzt az 4llitdst egyszeriibben tgy fogalmazhatjuk meg, hogy
valamely tédvolsdg egy egyenesre egy adott pont valamelyik
oldalén mindenkor egyértelmfien mérhetd fel.)
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IIL. 2. «Ha egy tdvolsdg, 4B, misik két, 4'B’ és A"'B",
tdvolsdggal egybevigs, vagyis AB=A'B’ és AB=A4"'B",
akkor A’B'=A4""B"»

IT1. 8. dLegyen AB és BC két tdvolsdg az a egyenesen és
ne legyenek kézos pontjaik, s 4’B’, valamint B'C” két t4vol-
gdg ugyanazon az g, vagy valamely mds o’ egyenesen, s
ezoknek se legyenck kozos pontjaik ; ha most 4AB==4'B’
és BC=B'C’, akkor AC=A4"C" szintén helyes.»

A B C
e 4 : a
A B o )
b : a
26. dbra.

Mieltt még tovédbbi axiomdkra 4ttérnénk, alapvetd
fogalmakat kell megismerniink. Mindeddig esak pontokkal,
vonalakkal, tdvolsigokkal vagy sikokkal volt dolgunk. Most
j alakzatot kell bevezetniink : a szdget. Ennek lehetSleg
tudomdnyos szempontbdl kifogéstalan moédon kell megtor-
ténnie, hisz mi, tekintve, hogy axiomakkal foglalkozunk,
nem kell, hogy tudjuk, mi is az a szog. Ezt a fogalmat tehdt
1épésrél-1épésre kell felépitentink.

Legyen elSitiink egy tetszésszerinti a sik, induljon ki
valamely O pontjghél két kiilonbozd félsugér. Bz a két £él-
sugdr két kiilonbizd egyeneshez tartozik.

27. 4bra.
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A félsngarak eme rendszerét nevezzilk szégnek és (h, k).
vagy (k, h)= jellel jeloljik. A II. 2—4. axiomdkbol kovet-
kezik, hogy a h és k félsugarak (valamint az O pont) az a sik
t6bbi pontjét a kiovetkezbképpen osztjdk két tartoményra :
Legyen A az egyik tartomdnynak, 4’ pedig a mdsik tarto-
ménynak pontja, akkor minden vonal, amely az 4 pontot
az A’ ponttal Osszekoti vagy keresztiil megy az O ponton,
vagy a h, vagypedig a k félsugér egyik pontjdn. A két tarto-
mény koziil egyik kitfinik a mdsikkal szemben ; a kiilonleges
tartomdnynak az & tulajdonsiga, hogy bdrmely két pontjdt
Osszekotd tédvolsdg egbsz terjedelmében benne van e tar-
toményban. Kzt a tartomdnyt nevezziik a (h, k). belsejének,
megkillonboztetésill a mdsik tartomdnytol, amelyet a (b, k).
killsejének neveziink. A h és k félsugdr a szog két szdra, az
O pont pedig & szdg esticsa.

Sz6gek is bizonyos viszonyban vannak egyméssal, e viszo-
nyok megjelGlésére is az «egybevigs vagy «egyenldy szavakat
hasznédljuk.

IIL. 4. «Adjunk meg egy (h, k) szdget egy a sikban,
és egy a’ egyenest egy a’ sikban, jeldljik meg tovébbé az
a' stknak a'-t6l szdmitva egyik oldaldt. Legyen k' az o’ egye-
nesnek O’ pontjabol kiindulé egyik félsugara ; akkor az o'
gfkban és csakis egy olyan k' félsugdr taldlhats, amellyel
a (b, k)2 68 a (W', k') egybevdgd lesz, ha egybena (' k')
valamennyi bels§ pontja az a’ stk megadott oldaldn van.
Minden szoég egybevdgd onmagaval; (h, k)x=(h, k)= és
(h, k) 2 =(k, k) 2. Roviden azt is mondhatjuk, hogy egy adott
sz0g, egy adott sikban egy adott egyenes egyik megjelolt
oldaldra egyértelmten mérhetd feln

Ahhoz, hogy a kovetkez§ tételt felirhassuk, néhdny sz
magyardzatot kell el6rebocsdtanunk. Legyen ABC egy
héromszdg ; jelolje az 4 pontbdl kiinduls, B és C ponton
keregztiilmend félsugarat h és k. A (h, k)r akkor a hérom-
szdgnek az AB és AC oldaldtdl bezdrt, vagy a BC oldaldval
szemben fekv&nek mondott szége ; belsejében van a hdrom-
szog valamennyi bels§ pontja és BACx vagy Ao jellel
jeloljik.
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IIT. 5. «Ha két hdromszogre (4 BC és A'B'C") nézve helye-
sek az aldbbi egyenlfségek :
AB=A'B’', AC=A'C" és BACx=BA'0C'x
akkor mindenkor helyesek az aldbbiak is :
ABCx=A'B'C'x és ACBy=A'C'B'zv»
Bzt az utobbi axiomdt a héromszogek egybevégésdginak
térgyaldsakor tudjuk majd j6l alkalmazni. De most még
siirgsen potolnunk kell a szdggel kapesolatos néhdny foga-

lom ismeretét. Két sz6g mellékszoge egymédsnak, ha egyik
szdruk és ostesuk kézos, mdsik szdruk pedig egyenes vonal.

b4

hl
28. 4bra.

AR B 68 a (W, k)= egymdsnak mellékszoge. Ha,
azonban mellékszogek egybevigok, egyenlSk, aklkor derék-
szogek. Vagy azt is mondhatjuk, hogy egy szég akkor derék-
szog, ha mellékszogével egybevigo.

AN

H A h
29. dbra.

Azt is mondjék, hogy a k egyenes merfleges a h és b’ fél-
sugarakhol 4ll6 ¢ egyenesre. Hilbert nyomédn a IIL 1., IIL. 4,
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és ITL. 5. axiomdkbdl kovetkezik a derékszbgek létezése. Ha
ugyanis valamely széget egyik szdrdra Ujra felmériink tgy,
hogy a két sz0g csticsa kozos legyen ; ezutdn a kiils6 szdrakra
egyenl8 tdvolsdgokat mériink fel, akkor az ezek végpontjait
Osazekotl egyenes merbleges a kozds szédrra.

A B
30. 4bra.

Igaz ugyanis, hogy AB=A4'B’ és AC=A'C". Azonkiviil
(b, ) 2x==(h', k)=

Ezek szerint biztos, hogy az B szog egyenl6 B’ mellék-
szogevel (a IIL 5. alapjdn). De a mellékszogek egyenlésége
éppen a derekszog definieidja.

A szogek més fajtdl az igyneveszett csficsszogek. Két szég
akkor cstiesszoge egymésnak, ha cstesuk kozos és megfeleld
szaraik egyiitt egy egyenest adnak. Csuesszogek mindenkor
egyenl6k, egybevagdk. Megjegyezzilk, hogy miként a (b, k)5
és (', k') 2 cstiesszogei egymasnak, éppen gy a (h, k') 2 6s
(h', &) > szogek is estiesszdgek.

k

h—

31. &bra.
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E megjegyzések utdn elkezdhetiink a hdromszogek
egybevigosdgdval foglalkozni. Csak azokat a hdromszégeket
tekintjik egybevagéknak, amelyeknek mind a hat alkotérésze
(hdrom oldala és hérom szdge) egybevigd. Tehdt

AB=A4'B’, AC=4'C’', BC==B'C’ ;
és
Az=A'x; Ba=B'2, Ca=C2.
Mir a III. 5. axioma megéllapitja, hogy ha két hdromszoge
ben két oldal és a kozbenzdrt szog koleséndsen egyenld,
akkor a mdsik két szog is kolcsénosen egyenlS. Igy esak azt

kell még bizonyitanunk, hogy a hdromszégeknek a harmadik
oldalai hasonléképpen egyenldk.

C

A B A B
32. dbra.

Ha most (mint ilyen bizonyitdsoknil gyakran szokds)
feltételezziik, hogy a dolgok ellenkezdjo igaz, vagyis BC == B'C’
akkor az ilyen feltevés lehetetlenségét kell bebizonyitanunk,
hogy elg§ feltevésiinket igazoljuk. Eredeti foltevésiink szerint
BACx = B'A'C’ 5. Mostani (lehetetlen) feltevésiink szerint
BAC=B'A'D’' x. Hz szemldtomést lehetetlen, de ezen-
kividl a ITI. 4. axioma szerint is helytelen, mert egy szbget
ogy félsugdr valamelyik oldaldra csak egyféleképpen mérhe-
tink fel. Tehdt ezek szerint BC==B'C’ s ezzel az egybevigbsdg
mind a hat alkatrészre igazoldst nyert. Ebb8l pedig a hirom-
sz0gek egybevigbsiga kovetkezik. Az egybevigésdgnak ezb
a tételét az egyenlének felvett alkotorészek helyzete alapjan
Oldal-8z6g-Oldal tételnek nevezhetjik, réviditve OSO té-
telnek.
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Ha most két hdromszég més hdrom meghatdrozé alkat-
részét vessziik egyenlének, példdul az egyik oldalt é3 a rajia
fekvs két szoget, akkor a mésodik egybevagdsigi tételt kapjulk,
az ugynevezett Szog-Oldal-Szég, roviditve a SOS tételt.

PR

Tompaszog — Tompaszog.

N

Tompaszog — Hegyesszdg fompasza"y
33. 4bra.

Bzt és a kovetkezd egy bevigosdgi tételeket mér bizonyi-
téds nélkiil emlitjitk. SOS tételinket azonban nem haszndl-
hatjuk minden korldtozds nélkiul.! Mert ha az oldalon fekvd
két szg mindegyike derékszdg vagy tompaszdg volna (azaz
olyan szbg, amely nagyobb mint a derékszdg), akkor nem
keletkezik hdromszdg. (88. dbra.)

De akkor sem keletkezik héromszodg, ha egy hegyesszig
és egy tompaszdg Osszege nagyobb két derékszdgnél.

A 808 tételbll a szogfelezbknek nagyon fontos tulajdon-
sdgait vezethetjilk le. Vildgos, hogy az ABC és ABC’ hirom-
szO0g (84. 4bra) a SOS tétel alapjan egybevdgd. Mert az
AB oldal kozds, az a é8 o’ sz0g feltevésink szerint egyenld,
tekintve, hogy mindegyik a szbgnek a fele, a B mellett

! Ha hérom egyenld alkotérdszt tartalmazé két haromszog egybevigd,
akkor valamennyi olyan hdromszog is az, amely ezeket az alkotdrészeket
tartalmazza. Ezek az alkotérészek tehét meghatdrozzdk a haromszoget,
vagyis ismeretiikben a hdromszdg mar mindenkor felrajzolhato, de ilyen-
kor tigyeln! kell, hogy az alkotérészek megfelelék legyenek és a hérom-
pzog létre is johessen. (4 forditd.)
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tekvd két derékszog is egyenl§ (azért derékszogek, mert a
COC' egyenest figy huztuk, hogy az AB egyenesre meréleges
legyen). A hdromszdogek egybevigésdgdbol kovetkezik, hogy
a szdglelezdre, egyik pontjdban, hizott merblegesek egyen-
16k (BC=B(C'), hogy ez a merlleges a szogek szdraibél
egyenl§ darabokat végle (AC=4C") és hogy a Cax=C'2.
Ha viszont a szdgfelez8 egyik pontjdbél hizunk a szdg

34. 4bra.

szdraira merGlegest, akkor szintén két egybevdgd hérom-
sz0get kapunk. B hdromszbgek egybevigosiga az SOS tétel
ogyik véltozatdbol kovetkezik : az OSS tételbsl. (KésSbbi
tanulmdnyaink soran l4tni fogjuk, hogy ha két héromszog
megfelels két szoge egyenlS, akkor a harmadik szogek sziik-
ségképpen egyenl6k.)

Tehdt utobbi esetiinkben az ABC, és ABC, valéban
ogybevégt az OSS tétel alapjdn, mert a két hdromszégben
AC,=A4C,, a=a' 63 a két derékszdg, amely a merllegesok
hizdsdval keletkozett, szintén egyenld. EbbS] az kovetkeszik,
hogy a szégfelezd egyik pontjabol a szdrakra hizott merdle-
geseknek a hossza egyenld (BC,=BC,), és ezek a merflegesek
a szdrakbol egyenlS darabokat végnak le. (4C;=4C,.)

Ha azonban a szogfelenft nem az el6bb emlitett mer6-
logessel metszem, hanem egy 4ltaldnos helyzetli g egyenes-
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A C c B

85. dbra.

gol (84. 4bra), akkor ilyen Osszefiiggéseket nem taldlok.
Kés6bb azonban megismeriink olyan osszefiiggésoket, ame-
lyek ogy szbget, illetve a szogfelez6t metsz6 két pdrhuzamos
egyenes metszékeivel addédnak.

Tovébbi egybevigosdgi tétel az tgynevezett Oldal-Oldal-
Oldal tétel, roviditve OO0 tétel. Ez a tétel azt mondja,
hogy két héromszog egybevdgd, ha a két hdromszogben
hérom oldal egyenld. Itt arra kell iigyelniink, hogy két oldal
Gsszege mindenkor nagyobb legyen a harmadiknal. E nélkil
nem szerkeszthetd hdromszog.

Utols6 egybevigbsigi tételként az Oldal-Oldal-Szog tételt
emlitjitk, réviditve OOS tételt. E tbtel szerint két hdromszog
egybevigd, ha két oldaluk és a nagyobbik oldallal-szemben
fekv sz6gitk egyenld. Ha harmadik alkotérésznek a kisebbik
oldallal szemben fekvé sziget vdlasztandk, akkor a megfeleld
alkot6részek Osszedllitdsa nem volna egyértelmé. Mint a 86.

A

C = B

86. dbra.
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4brébdl kidertl, az utébbi feltételnek mind az ABC, mind
az A'BC héromszog megfelel ; az a és b oldaluk egyenld,
egyenl6 a két héromszogben a @ szdg is, a két hdromszog
mégsem egybevago.

Tehdt foglaljuk Gssze befejezésiil két hdromszég egybe-
vigosdganak eseteit. Két hdromszdg egybevdgd, ha hirom
alkotérésziik, koztiik legaldbb egy oldal kélesondsen egyenld.
Tohdt egybevdgd a két hdromszdg, ha a kovetkezd alkoto-
részek megegyeznek :

1. Két oldal és a kozbezdrt szog (OSO tétel).

2. Egy oldal és a rajtafekvd két sz6g (SOS tétel ; ennek
alesete az OSS tétel).

8. Mind a hdrom oldal (888 tétel).

4. Két oldal és & nagyobbikkal szemben fekvl szdg

Oo8 tétel).

TIZENKETTEDIK FEJEZET.

Parhuzamosak axiomaja és a folytonossag
axiomaja.

Megint eltértiink att6l, amit tulajdonképpen tanulmé-
nyozni akarunk. Térjink tehdt vissza Hilbert axioma-
rendszeréhez, annak is a IV. esoportjdhoz. Bz csak egy axiomdt
tartalmaz. A hirhedt, taldnyos és veszélyes pérhuzamosakra
vonatkozé axiomdt.

Mér ismételten beszéltéink a pirhuzamosakrél. Azt is
meglehetésen jol tudjuk mdr, hogy mit is kell réluk gon-
dolnunk. Mér csak az van hétra, hogy ennek az axioménak,
amelyet euklidesi axiomdnak is neveznek, megfeleld tudo-
ményos fogalmazdst adjunk.

Fiiggesszitk {61 egyszer azt az elviinket, hogy az axiomdk-
nak egak Hilbert-féle fogalmazdsét adjuk, irjuk ide enmnek
azt az alakjdt is, szésgerint, amelyet Huklides adott neki.
Szerinte : «Ha két, egy sikban fekvé egyenest egy harmadik
egyenes metsz, s a metszd egyenes egyik oldaldn a bels§

1 A kis o betii jelentse azt, hogy a nagy O és nagy S betfikkel meg-
jelolt alkotérészek fekszenek egymdissal szemben.
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szogek Osszege kisebb két derékszdgnél, akkor a kellképpen
meghosszabbitott két egyenes metszi egymést, még pedig
azon az oldalon, amelyiken a két, egyiitt két derbkezignél
kisebb belsb sz6g fokszik.»

Az q és B sz8g egylittvéve kisebb, s igy a y és ¢ sz0g
egylittvéve nagyobb, mint két derékszog. Tehdt a g és g,
egyenes metszi egymdst. Csak akkor nem metszenék egymést,
ha (a-p8), s ugyanigy (y-0) dsszesen két derékezdget ad.
Bzekbdl a megfontoldsokbdl kénnyen megkapjuk azokat az
osszefiiggéseket, amelyek a parhuzamosokat metszd trangze
verzalis mentén fekv8 szogek kozt fennillnak.

88. 4dbra.

1 A szbg jelet (<X) egyszerfiség kedvéért nem irjuk ki 4llandéan.
Ebben a fejenetben a gorég bettik mindenkor szogeket jelentenek.
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Mivel pirhuzamosok esetén a---g=2R & szemmel ldt-
hatd, hogy (a-+7)=2R, biztos, hogy g=y. Tovébbé y-+0=2R
63 y-+a=2R biztos az is, hogy a=p. Ezeket a szogeket
nevezzitk belsd véltészogeknek. De egyenlk a kovetkezd
szogek is: y==e, a==(, f=y, 6=y, mert cstcsszogek. Hzért
egyenl6k még: e=y, {=9, s ezeket nevezziik kils6 vailto-
szogeknek. Megfeleld szogeknek nevezik azt a két szoget,
amelyek kozill egyik kiilsd, a mdsik belsd, s a transzaverzdlis-
nak ugyanazon az oldaldn fekszenek. Ezek is egyenlk egy-
méssal, tehdt {=g, y=y, e=f, a=0.

«Posztuldtumunkaty (Gllitdsunkats, kovetelésiinkety, «el-
tevégtinkets) tehdt igy fogalmazhatjuk :

Ha egy ogyenes két mésikat metsz, oly médon, hogy a
viltészogek kettdnkint egyenlSk, akkor a megfeleld szogek
is egyenlGk és a transzverzdlis ugyanazon oldaldn fekv két
kiils6 vagy két bels§ szog egymésnak mellékszdge (egymést
két derékszogre egésziti ki). .

B posztuldtum megforditdsdbél més tételek egész sora
adédik. Tlyen volna példdul az is, hogy ha a transzverzélis
mentén fenti szog-osszefiiggések teljesiilnek, akkor a két
egyenes pirhuzamos. Ha az abrdba még egy harmadik g'-vona-
lat is hizunk (a 88. 4bra szaggatott vonala), 8 a transzver-
zdlis ozt is metszi és azt koveteljik, hogy fenti szig-Gssze-
fiiggések erre az egyenesre mind a g,-gyel, mind a g,-vel
kapesolatban érvényesek legyenek, akkor a g’ a gy-gyel és
a gg-vel is pdrhuzamos. De ebbdl az is kovetkezik, hogy ha két

- egyenes egy harmadikkal pdrhuzamos, akkor egymdssal is
pérhuzamosak.

A pérhuzamosak axiomdjédnak ismeretében arra is fel-
bivijuk a figyelmet, hogy konnyen elképzelhet§ olyan geo-
metria is, amelyben fenndll valamennyi axtoma, csupin a
pérhuzamosak axioméja nem. Ilyen példdul a gémbfelilet-
nek egyiltaldn nem misztikus vagy titokzatos geometridja.
Még részletesen fogunk errSl beszélni, hisz e konyvnek egyik
igen fontos célja, hogy megértést keltsen a nem-euklidesi
geometridk irdnt. Tehdt, ha azokat a geometridkat, amelyek-
ben a pdrhuzamosak axiomédja nem érvényes, nem-euklidesi
geometridknak nevezziik, akkor azt a geometridt, amelyben
s parhuzamosak tétele érvényes, joggal nevezhetjitk, mint az
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sltalgban szokdsos is, cuklidesi geometridnak. Kezd8 meg-
lepetten olvassa ezt. Hisz megszokta eddig, hogy a geometridt
tartsa a legjobban megalapozott, vitathatatlan tudomdny-
nak. 8 most t6bbible, egyformén helyes és ldtszolag egyforma
értékli geometridrsl hall? Bizony, {gy van, feleljitk nyugod-
tan. Nem esak t6bbféle, hanem végtelen sokféle geomstria
van, 8 mindegyik egyformén helyes és logikai szempontbél
ogyardnt zart. 86t Poincaré szerint csak szokds vagy meg-
egyezés, hogy melyiket haszndljuk. De ne meriljiink talsa-
gosan mélyen a matematika filozofidjaba, dllapitsuk meg,
hogy a pirhuzamosak tétele nines bizonyitva, nem is bizo-
nyithaté é8 megszokott geomstridnk, amely ezt a tételt el-
fogadja, csak egyike a lehetséges végtelen sok geometridnak,
habdr valészinti, hogy szellemiinknek szfikebb vildgunkban
valo haszndlatra ez a legkényelmesebb.

De még adésak vagyunk a pdhuzamosak axiomdjinak
Hilbert-féle fogalmazésdval.

IV. «(Euklidesi axioma.) Legyen a tetszésszerinti egyenes,
A kiviile fekv6 pont, akkor az a egyenessel és az A ponttal
meghatdrozott sikban legfeljebb egy olyan egyenes van,
amely keresztiil megy az A4 ponton és az @ egyenest nem
metyszi. Bzt az egyenest nevezzitk az a-hoz az 4 ponton 4t
htizhaté parhuzamosnak.y

Bz a pirhuzamos-tétel egyenértékt a kdvetkez§ tétellel:

«Ha két egyenes, o és b, nem metszi a kozos sikjukban
fekv8 ¢ egyenest, akkor egymdst sem metszik.y

Sokat vitatkoztak mdr arrél a kérdésrél, amelyet mér mi
is érintettiink, hogy vajjon egyenértékli-e a pdrhuzamosak
tétele 6s az az 4llitds, hogy a hdromswdg szbgeinek Osszege
180 fok. Hilbert oly médon dénti el a kérdést, hogy kijelenti :
ha érvényes az fgynevezett Archimedes-féle axioma (errdl
rdgton lesz 826), akkor a pdrhuzamosak tétele és a hdromszig
180 fokos sz6gdsszegérdl sz6l6 tétel ekvivalens.

Most tehdt a héromszog szdgeive! fogunk tuddsunk
b8vitésére valamelyest foglalkozni. Itt is esak az eddig meg-
ismert tételeket fogjuk alkalmazni, — amelyekbél a szdgek
egyenl6gége vagy nagysdguk kitlénbozbsége kovetkemik —
tovdbbd az egybevdgbsigl feltételekbdl levezetett derdkszog
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meghatdrozést. Valédi szogmérésr8l még nem lesz sz6, 6t
nem is lehet mindaddig, amig axiomakkal foglalkozunk.

Ha az ABC héromszog AB oldaldt a B ponton tdl meg-
hos-cubbitjuk a D irdnydban, akkor a CBD.x =z suoget
kapjuk. Ezt nevezzitk & héromszég B pontjdhoz tartozod
kiils8 szogének. Ezt a kiils§ széget az AC oldallal pdrhuzamos
BE egyenessel két részre osztjuk, a két réez a & 68 az e szdg.
Ha most a BC és az AD egyeneseket a pdrhuzamos AC és
BE egyenesek transzverzdlisdnak tekintjik, akkor vala-
mennyl nemrég levezetett szogegyenl8ség itt is érvényes.
Tehét 0=y, mert véltészogek és e=a, mert megfelelS szdgek.
Kideriil a szerkesztésb6l, de szemmel is ldthaté, hogy
e+3-+B=2R, ezért a+f-+y=2R szintén igaz, tehdt a
hdromezég belsS szogeinek az 6sszege két derbkszog (180 fok).
Ebbdl a szerkesztésbdl egy mésik tétel is kovetkezik. Minthogy
a. illetve y egyenld az g, illetve & sziggel, a hdromszog kils§
szoge, 7, pedig éppen e két szig Gssmege, kimondhatjuk, hogy
a hdromszog bdrmelyik kiils§ szdge egyenld a vele nem
szomsazédos két szdg Gsszegével.

Most mér csak az 6t6dik axioma-csoport, a folytonossdg
axiomdi vannak hétra. Els§ pillanatban éppen ezek az
axiomdk fognak a legtermészetesebbeknek ldtszani. Pedig
csak ezek teszik lehet6vé a t6bbi axioma gondtalan haszndla-
tét, nélkillik egészen kiilonds, nem-archimedesi geometridk-
hoz jutndnk, de ezeknek itt csak a nevét emlithetjitk meg.

V. 1. ¢(A mérés axiomdja vagy az Archimedes-féle axioma.)
Legyen 4, valamely egyenes tetszésszerinti pontja és fekid-

Colerus: Pont. [
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jék az vgyenes ugyanesak tetszésszerinti 4 és B pontja kozt ;
szerkesszilk meg az 4, A, A,... pontokat oly moédon,
hogy 4, az A és A, kozt, A, az A, és Aj kozt, Ag azn 4, 68
A, kozt stb. fekudJek tovabba az AAI, A4 Az, Aq,Adg, AgA,.

bavolsagok egymadssal egyenibk legvenek akkor az A4,, _43,
A, As Ag... pontok sorozatdban bizonyosan van olyan
4, pont, hogy B az 4 és A,, kézott fekszik.n Fgyszerfibben

__é A’ A? As Aqu-. ...-An-‘x ‘An
S B
40. dbra.

fogalmazva azt mondja ez a tétel, hogy mindenkor okvet-
leniil sikeriil a kisebbik 44, tdvolsdgot annyiszor felmérni
az egyenesre, hogy a felmérés eredménye véges szdmil ismét-
lés utédn nagyobb legyen a szintén véges AB tdvolsagnil.
Vagy még egyszertibben : Valamely a tdvolsdg kisebb egy
b tdvolsdgnil : a<cb. Ha megielelfen vilagztunk egy n sza-
mot, akkor bekévetkezik, hogy az a tdvolsdg n-szerese
nagyobb, mint a b tdvolsdg: na>b.
Ezutdn mir felirhatjuk az utolsé axiomét :

V. 2. «(A teljesség axiomdja.) A geometria elemei (pont,
egyenes, sik) dolgok olyan rendszerét adjék, amely vala-
mennyi eldbb emlitett axioma fenndlldsa esetén tovdbb nem
b8viilhet, vagyis pontok, egyenesek, sikok rendszeréhez mér
nem kapcsolhato més «dolgok» rendszere, oly médon, hogy
az Osszetétel 4ltal keletkezett rendszerben is érvényesek
legyenek az I—IV. és V. 1. alatt felsorolt axiomdk.s

Ez az utolgé axioma azt kivinja, hogy a rendszer eset-
leges b8vitése esetén valamennyi el6bbi axiome ugyanigy
érvényes maradjon, mint a rendszer bévitése eltt, hacsak
az elemek viszonya meg nem véltozott. Tehat ha egy pont
két mbsik kozott fekildt a «endszer blvitése el8tty, akkor
ezenttl is a kettd kozt kell maradnia ; ha szogek vagy tdvol-
sdgok egybevdgdék voltak, ezentul is egybevdgéknak kell
lennick.



TIZENHARMADIK FEJEZET.

Megjegyzések Hiibert axiomatikajahoz.
A mértékgeometria alapjai.

Most mér mogottink maradt a Hilbert-féle axiomatika
hatalmas épitménye. Egyelbre még nem tudjuk, mit ér
szamunkra egy ilyen rendszer. De ha érteni akarunk a geo-
metridhoz, akkor vériinkké kell vdlniok az axiomdknak,
nehogy akkor is bizonyitdsokkal kelljen veszldniink, ha
készendllo, bizonyitdsra nem szorul6 alapigazsdgra, axiomara
hivatkozhatunk. De mér régen tartozunk olvaséinknak azzal,
hogy a ¢«bizonyitdsroly néhdny szt széljunk. Bizonyitani:
szémunkra annyit tesz, mint valamilyen geometriai 4llitdst
azzal megerfgiteni, hogy logikai ugrdsok nélkil addig kévet-
keztetiink belble visszafeld, amig végil csupa axiomdra
jutunk. Gyakorlatban megelégsziink azzal ig, ha geometriai
tételeket hozhatunk fel allitdsunk megtdmogatdséra, hisz
ezek a tételek i csak az axiomdkon alapulnak. Allitsuk
példdul, hogy egy hdromszog barmely kiils6 szoge egyenld ama
bels6 sz6gek osszegével, amelyeknek a szarai nem ugyanazok,
mint a kiils§ szdgé. Bzt bebizonyithatjuk a héromszoég bels§
szdgeinek 180 fokos osszegével is. De ez a tétel a parhuza-
mogak axiomdjin alapul és az ebb8l kovetkezd, pérhuza-
mosakat metszd transzverzalis mentén taldlhaté szdgegyenls-
ségeken. His ezek a szogegyenldségek ismét axiomdkbol ko-
vetkeznek ; hogy miként, azt mdr ldttuk.

A bizonyitdscknak szigorfiaknak és 4ltaldnos érvénytiek-
nek kell lenmiok. A szigorusdg megkéveteli, hogy sermit se
tételezziink fol, amit el§zbleg be nem bizonyitottunk, vagy
ami nines axiom4val bizonyitva. Ugyelni kell tovdbbd, hogy
hamis okoskoddssal a bizonyitandét bizonyitéknak ne hagzngl-
Jjuk. Végil dltaldnossdgot koveteliink, vagyis 6vakodnunk kell
egyes magukban 4116, vagy hataresetektdl. Ezért veszélyesek
bizonyitds szempontjdbol példdul a szabdlyos idomok, hacsak
bizonyitdsunk nem éppen ezekre a szabdlyos idomokra vonat-
kozik. Orizkedniink kell attdl is, hogy verifikdci6t bizonyftds-
nak tekintsiink. Ha valamilyen éllitasunk, mondjuk, bizonyos
tdvolsdgok adott ‘vismonydra vonatkozik, s felrajzoljuk a
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kérdéses tdvolsdgokat, lemérjik, ha ebbél kideriil, hogy 4lli-
tésunk helyes, akkor még csak verifikdltuk ezt az &llitdst,
de nem bizonyitottuk. Mert mérni esak egyes esetet tudok,
tiz, vagy szdz esetet, de ezek még mindig csak induktiv
médon igazoljak az Allitdst, s ezért az csak viszonylagos
értékll. Fisz @jabb mérések sordn elSkeriilhet olyan eset is,
amelyen mérésiink mdr nem szolgdltatja a helyes eredményt.
A verifikdei6 mégsem megvetendl tudomdnyos segédeszkoz.
Bllenkezdjének, a falsifikdciénak mér nagyobb az ismeret
elméleti jelentdsége. Ha ugyanis méréssel megdllapitom,
hogy valamely hibdtlan meggondoldssal bizonyitott 4llitds
helytelen, akkor azonnal feltételezhetem, hogy az alapul
vett tétel nem érvényes, vagy nem &ltaldnos érvényti.

De axiomatikai tanulményaink befejezéséiil emlitsitk meg
azokat a kovetelményeket, amelyeket egy axiomarendszerrel
szemben tdmaszbunk. Azt, hogy az axiomarendszer teljes
legyen, még kiillon axiomédban is hangoztattuk. De legyen
mentes ellenmonddsoktol is, vagyls az axiomdk sem részben,
sem egészben véve ne cdfoljak meg egymdst. Ha ez a feltétel
nem teljesiil, akkor megeshetnék, hogy két, egymdsnak ellen-
mondé 4llitds bizonyitdsdra éppen a két axiomdra hivatko-
zom. Bz természetesen a jozar ész ellen vald és felboritand
az ogbsz geometrist. Harmadszor és végiil az axiomik legye-
nek egymdst6l figgetlenek. Hilbert axiomarendszerét vizs-
galva kideriil, hogy semelyik axiomdnak lényeges részét nem
lehet logikus kévetkeztetésekkel mdsik axiomdbol levezetni.
Bzzel a fiiggetlenség Lkovetelménye teljesiilt. Kiul6nosen
érvényes ez az 4llitds a IV. parhuzamosak axiomdjdra.

Bzzel munkdnk stlyos részén, szinte homoksivatagszert:
nehézgégeken, tiljutottunk. Azt hallottuk minduntalan, hogy
ezutén mér virdgos vidékek kivetkeznek. Néha, révid pilla-
natokra mdr gy véltitk, hogy a horizonton hatalmas hegy-
ldncokat l4tunk. Nem képzel6dés volt ez? Hét mi is tulajdon-
képpen tudomdnyunk végsé célja? Mi az a tulajdonsdga,
amely kiilonleges helyzetet biztositott neki a tudomdnyock
kézt? Ha alaposan megfontoljuk ezeket a kérdéseket, be kell
l4tnunk, hogy a geometridnak nem lehet e¢élja, hogy idomok-
nak légies, majdnem kisértetszer( vildgat épitse fel, ezeknek
olyan kitled tulajdonsdgait tanulmdnyozza, mint az élek vagy
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lapok széma, szdgeik nagysdga stb. Kétségtelen, ezeket a
tulajdonsdgokat is tanulményoznia kell. De nagyon kézel
jutunk ezzel ahhoz a veszélyhez, hogy kutatdsunk jatekké
fajul el, 86t olyan szemlélédési moddd, amelyet a koznyelv
sajét farkdba harapd kigyénak nevez. Idomokat kieszelni, s
ezekbdl a kieszelt tulajdonsdgokat ismét levezetni nem més,
mint circulus vitiosus. De ez a circulus sem 41l mindenkor
fenn. Taldlhatunk 4j dolgokat is, ilyen volt Brianchon
tétele, amelyet a Pascal-tételbll a dualitds elvének alkalma-
rdgdval kaptunk. De mire j6 ex? Eldrulhatnék, hogy ezek a
tételek a kipszeletek (kor, ellipszis, hiperbola, parabola) tér-
gyaldsdndl igen hasznosak lesznek, de joggal vdlaszolja egy
kételkeds, hogy mindez nagyon érdekes, de ebb8l még nem
szabad a geometria vildguralmdra kévetkeztetni. Még mindig
hidnyzik e tudoménydgnak a jogosultsdga ahhoz, hogy
mindenbe beletisse az orrdt. Mert a tett nagyobb értéki az
emberiség emelkedésében, mint a puszta megismerés. Hs
helyzetek és dbrdzoldsmédok ismerstéb8l magdbol tett még
nem kovetkezik. Bz az ellenvetés jogosult. Littuk mdr kony-
viink elején, egyiittes felfedezf utunk kezdetén, hogy mit
tekintottok az egyszeri emberek a legnagyobb csodinak,
mi volt rdjuk a legnagyobb hatdssal. Azt a lehet8séget cso-
déltak leginkdbb, hogy olyan dolgokat tudtunk megmérni,
olyan méreteket tudtunk meghatérozni, amelyek addig mérés
szémdra hozzdlérhetetlennek ldtszottak. Tehdt megesoddltik
példdul a boja tdvolsdgdnak meghatdrozdsdt, amelyet logikus
meggondoldsok alapjan készilt szerkezet egyszeri alkalina-
rdsdval, geometriai tételekkel, egyetlen mért adatbdl, az
erkély magassdgdbo] nyertink.

Azt hiszem, tisztdban vagyunk mér a lényeggel : a geo-
metridnak a cs@icsa mindenkor a mérték-geometria. Minden-
kor arra irdnyul igyekezetiink, hogy a kisszdmt hozzéférhetd
adatbél, elmélet utdn nyert geometriai tulajdonsdgok alkal-
mazésival olyan adatokat hatdrozzunk meg, amelyek isme-
retlenek. de nélkiilézhetetlenck és érdekesek. Fzek az adatok
nemesak hosszméretek lehetnek, hanem teriileti vagy térfogati
méretek is.

Hzzel teljes lott szdmunkra a geometria hatalmag épiilete.
Nem tettink cgyetlen felesleges 1épést sem. Blfuzor az «gész
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épitmény vdzdt kellett megismerniink. Utdna tanulményoz-
hatjuk méreteit s elrendezését. S végil arra fogunk torekedni,
hogy ne csak megéllapitsuk mindezt, hanem részleteiben is
megismerjitk. Nines itt kezdet, befejezés, fent, lent, minden
egyttt adja gyonyorti, nagy egységként a geometria épiiletét.
Csupdn az volt a kérdés, hol kezdjikk el kutatdsainkat.
Rendszertelen kapkoddsunk moesdrba vitt ; erre hozzdfog-
tunk, hogy a geometridt alapjatél, gyokereitSl kezdve épitsitk
fol. Kozben sok meglepd dologgal talélko tunk és sikert
gikerre halmoztunk. De a legnehezebb 16pés még hitra van,
pedig minden tovdbbi ett6l fiugg. Hétra van még az eddig
tanultaknak és az ardnyok geometridjdnak, valamint a mére-
tek geometridjdnak Osszekapesoldsa.

Elébe végunk kissé a dolgoknak, amikor most eldruljuk,
hogy a geometridban tulajdonképpen esak kétfélét kell mér-
niink, mert minden tovédbbi ezekbdl adddik. Mérniink kell
tdvolsdgot (hosszhsdgot) és szoget. Mdr a tdvolsdgmérlnél is
hosszlisdgrol és szogrdl beszéltiink. Igy lesz ez mindeniitt.
Mert & tovdbbi mértékek, a teriilet- és kobtartalommértékek
a hosszmértékbdl levezethet8k. Valamely tartdly kobtartal-
mdt nem térfogategységek felhaszndldsdval mérjik meg,
hanem hosszmértékkel, habar az eredményt azutdn térfogat-
egységekben adjuk meg.

Tehat ismételjiitk egészen hatdrozottan : a mértékgeometria
a helyzeten és ardnyokon kivil a méretviszonyokat is figye-
lembe veszi, vagyis a tdvolsdgoknak és a szdgeknek viszonyss
egységitkhoz.

Do még mésrél is beszélttink. A szdmok vildganak a geo-
metrigba vald bevondsdrél. Ez a probléma, az aritmetikd-
nak é3 geometridnak dsszekapesoldsa sokkal bonyolultabb és
nehezebb, mint elsd pillanatban gondolnék. Ha most révid
id6re a mértékgeometria alapjainak ismeretét feltételemziik,
azért torténik, mert mdsképpen nem tudjuk a problémit
kell6képpen megvildgitani. Tegytik fel, hogy elSttink van
egy derékszogli héromszdg, oldalai 5 centiméter, 12 centi-
méter és 18 centiméter hosszik. Pythagoras tétele szerint
a8 kisebb oldalak négyzetének Osszege egyenld a legnagyobb
oldal négyzetével. Vagyis 52-+12°=18%, azaz 25-4-144=169.
Teledkezztink meg hirtelen arrél, hogy geomstridrdl van szo,
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gondoljuk, hogy matematikai feladattal van dolgunk.
Cudbit, hogy minbematikal tigyeskedéseket végezziink egyenld-
ségiinkkel. Elképzeljiik, hogy esak kettdt ismertink szdmaink
kozil, meghatdrozhatjuk a harmadikat. Hsziinkbe jut, hogy
a matematika szabdlyai szerint megszorozzuk az egész
egyenldséget 82==9-cel; tudjuk, hogy ez az egyenllségen
mitsem véltoztat, mert ha egyenlbket egyenl6kkel szorzunk,
ismét egyenlbket kapunk.

82, (5%-12%)=32.18*

82.5%1-3%.122=82%,132

1524-862=3892

Természetesen sokkal bonyolultabb 4talakitdsokat is
végezhetnék.

Most hirtelen eszembe jut Pythagoras tétele, mindent
visszaforditok és azt dllitom egyszerre, hogy az utolsé egyen-
let : 1524-862=89% ismét egy derékszogli hdromszég oldalaira
vonatkozik. Természetesen minden helyes, kifogdstalan,
pontos. Mindaz, amit most allitottam, helyes. Néhdny vonal-
bol 4116 rajz err8l kiilonosen meggylzne. Csupdn az nem
bermészetes, hogy mindez csak helyes lehet. Mert nagyon
jol elképzelhetS volna az iy, hogy a matematika szabalyai
onmagukban véve helyesek, de a szdmitdsok eredményei
nem vihet8k Gjbol 4t a geometridra. Fgy egyenletet és annak
dtalakitdsait egy egész vildg vélasztja el a derékszogl hdrom-
8z0gt8] és az oldalai kozt fenndlls Gsszefiiggésektdl.

Bzért kell valami moédon tisztdznunk az aritmetika ég
geometria kozt fennills pirhuzamot. Nem tehetjiitk, hogy
eleve helyesnek tartjuk, mint az iskolai geometridban szokds.
Bldrulhatjuk, hogy a geometridnak és az aritmetikdnak ilyen
kapesolata sok gondot okozott az elmult évezred tuddsainak.

8 a probléma megolddsa kapesdn szivesen estek tilzdsokba ;
volt, aki az egész geometridt matematikdvs akarta dtalaki-
tani, mdsok a matematikdbdl akartak geometridt esindlni.
Ugy vélték, hogy egyetlen dolognak két kiilonbozd alakjdval
van dolguk. Voltak olyanok is, akik a két tudomdnyt egymés
mellett fenndllénak akartdk meghagyni, a nélkiil, hogy béxr-
milyen kisérletet tettek volna a kettd egyesitésére. Csak a
projektiv geometria adta meg annak a lehet6ségét, hogy
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erfszak nélkiil talfljuk meg az utat, amely a tudomény két
4gat egymdssal Gsszekotbi.

Itt deriil majd ki, hogy milyen elényt jelent a projektiv
geometridnak és az axiomdknak ismerete. Hs megkiséreljiik,
hogy Hilbert nyomdn megtaldljuk az utat, amely az ardnyok
geometridjdhoz és a mértékgeometridhoz vezet.

Vissza kell térniink ezmért Blaise Pascal tételéhez, bir

Az alappal Valamennyi Egy dtellenes Altalénos,
pirhuzamos alkotét a végesben alkotdval két alkotbval

metszets  metszd, az alap- pdrhuzamos pirhuzamos
kér pal szdget bunird metszet ¢ metszed :
metszet : parabola hiperbola

ellipszis

41, 4dbra. Az egyenes kdrkup sfkmetazetel.

cblunk vele most egészen més, mint ennakidején volt ; hisz
akkor csak a dualitds elvének mtikodését akartuk megismerni.
Azéta mdr utaltunk arra is, hogy Pascal tétele kipszeletekre
vonatkozik. De hogy valamelves képink legyen a dologrél,
ismerkedjiink meg a kupszeletekkel. (41. 4bra.)

Pascal tétele tehdt ugy szo6l, hogy ha egy kipszeleten
fekv8 hat pontot bizonyos szabdlyok figyelembevételével
Osszekotiink, akkor a keletkezett egyenesek hdrom metszés-
pontja egy egyenesen fekszik. Hogyan kell a pontokat dssze-
kotnink? Igy : Szdmozzuk meg u pontokat sorban, 1, 2, 8,
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4, 5, 6 és kogsitk dssze Skot «Pascal-féle hatszdggé, Ggy, hogy
egyenes vonalakat hazunk az 1-t6l a 2-hoz, a 2-t6l a 3-hoz
és igy tovdbb, végil a 6-t6] az 1-hez. Ekkor az 1—2 és 435,
2—8 63 5—6, valamint a 8—4 és 6—1 oldalakat egyméssal
dtellenes oldalaknak nevezzitk. Hs éppen ezeknek az dtelle-

42, 4bra.

nes oldalaknak a metszéspontjai fekszenek egy egyenesen,
miként a 49. dbra négy kiilénbsz8 kupszeleten bemutatja

Je a Pascal-tételt, még emléksziink, egészen més formé-
ban ismertitk meg! Akkor a tétel azt mondta, hogy a hat
pont két egymdst metszd egyenesen van. Tehdt egydltaldn
nem «kfipszeletony. Boy pillanat tiirelmet kérek. Mi iz az a
két ogymdst metszd egyenes? A végén még kideriil, hogy az
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is kttpszelet? Taldn a hiperboldnak hatéresete, elfajult alakja?
Ugy van, kupszelet az is, mert minden metsz8sik, amely
a kap estesdt tartalmazza, metszésidomként két sugdrbdl
All6 sugdrsort ad. Ha tehdt Pascal tétele minden kupszeletre
érvényes, akkor tengelymetszetekre, elfajult kapszeletekre is
feltétlontil érvényesnek kell maradnia. De hogy egészen
tisztdn lassunk, jegyezzitk meg azt is, hogy a Pascal-féle
hatszog pontjai nem fekszenek sziikségképpen a hiperbola

43, dbra.

egyik dgdén, hanem szabadon megoszolhatnak a két dgon.
Fekhotnek a gérbe egy kis szakaszdn is, st részben 6ssze ig
eshetnek és igy a hatszoghdl ldtszolag Otszog, esetleg négy-
sz0g vagy hdromszog is lehet. Nem foglalkozhatunk azonban
ezekkel a killonleges esetekkel, nem lehet feladatunk ennyire
a részletekbe merilni.

Hzért elvi szempontbél sokkal lényegesebb feladatot
mutatunk be, amelyen a geometriai lehetéségek szamtalan
gokféleségét is ldthatjuk. Mér régebben beszéltiink arrél,
hogy pérhuzamos egyeneseket Ggy tekinthetiink, mintha a
végtelenben fekv8 pontban taldlkozndnak. Ha ez igaz, akkor
két pdrhuzamos egyenes két sugdrbél 4116 sugdrsornak is
tekinthetd. De ha, mint mdr mondottuk, két sugdrbél 4llo
sugdrsor kipszelet, akkor a két padrhuzamos egyenes is az.
Ez teljes értelmetlenségnek ldtszik, de nem engedhetiink
dllaspontunkbél ; a két pdrhuzamos valdéban kipszelet, hen-
gernek — a henger végeredményben kap, amelynek a csdcsa
a végtelenben fekszik — tengelyével parhuzamos metszete.
Hogy a henger a kipnak egyik, elfajult alakja, az is hihetdvé
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beszj, hogy kér és ellipszis metszetét mindenki nagyon jol el
tudja képzelni. De ha a két pirhuzamos egyenes kitpszelet,
akkor Pasecal tételének «természetesens itt is érvényesnek kell
lennie, vagyis a hat pont két parhuzamos egyenesen
van. Kiséreljitk meg, igaz-e boszorkényos kovetkeztetéstink.

A1 B1 C1

Os

A B c @

44, dbra.

Sikertilt a l4tszélagos geometriai szdrnytiség. Remek
Pascal-hatszdget kaptunk ég az dtellenes oldalak metszés-
pontjai kifogdstalan egyenest adtak.

Bz a geometriai sodas felbdtoritott. Hirtelen mdsik
hatéreset irdnt kezdiink érdekl8dni. Mi torténik, fontolgat-
juk, ha nem sikeriil megtaldlni az dtellenes oldalak metszés-
pontjit? Bz is megeshet, ha az 4tellenes oldalak parhuzamo-
sak, mint példdul a 45. képen.

Habdr itt is betartottuk a Pascal-féle hatszog rajuoldsd-
nak valamennyi szabélyst, mégsem talédljuk Pascal-féle
egyenesiinket, mert az étellenes oldalak, 4B, és 4,B, BC,
6s B,C, valamint 04, és C;4 nem bozhatdk semmiképpen
metszésbe. Metszéspont nélkiil pedig nines Pascal-féle egye-
nes, mert ezt éppen a metszéspontok Gsszekotésével kapjuk.
Megkiséreljik tehat, hogy a projekifv geometria elveit alkal-
mazva valamilyen Pascal-féle egyenest mesterkedjiink erre
az esetre is. Mert ha nem taldlunk ilyent, akkor azonnal
romba d8l szép szabdlyunk 4ltaldnos érvénye. Altaldnos
tételek nem tlirnek egyetlen kivételt sem, mert ha van ilyen,
akkor vagy hamisak, vagy soha sem voltak dltaldnos ér-
vénytek.

H4t hol metszik egymdst egyeneseink? — kérdezzik
4rtatlanul. A morcos Euklides-hivd bardtsdgtalanul felel :
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«Sehol! Hagyj békén. Litod, hogy az 4tellenes oldalak par-
huzamosak. Pérhuzamosak azok az egyenesek, amelyeknek
nines metszéspontjuk. Ugyelt volna Paseal jobban, akkor
nem 4llitott volna fel ilyen vad tételeket.» «Nem addig van
az, — feleli a projektiv geometria hive — nem bizony, baré-
tom. Kissé avultak a nézeteid. Fin tgy I4tom, hogy itt nines
semmiféle ellenmondds. Parhuzamos egyenesek végtelenben
fekv8 pontban metszik egymést. Itt tehdt hdrom, végtelen-
ben fekv8 metszésponttal van dolgunk.» «Nos, 6¢? — morog
tovdbb Euklides késdi utéda. «Mi hasznunk van az egészbdl?

Ga

C B
45, Abra.

Mesterkedéseddel el8teremtett pontjaid kozii! egyik itt,
masik a mésik oldalon van a végtelenben.s «Az mar az én
dolgom, hogy megéllapitsam, melyik oldalon vannak a vég-
telenben fekvl pontoky — végja vissza Poneelet tanitvdnya.
«Itt hdrom pdr pirhugamosunk van, s ezzel hdrom végtelen-
ben fekvl pontunk. HEgy oldalon tételezziik fel valamennyit,
mindegyik a végtelenben van, tehdt egy végtelenben fekv§
egvenesen fekszik. Ilyen végtelenben fekvd egyenes slképze-
lése projektiv szemlélet szerint jogosult és parbuzamos sikok
metszésvonaldnak tekintjik, akdresak a végtelenben fekvd
pontot parhuzamor uvgyenesek metszéspontjdnak. De czmel
probléménk megoldédott. Hatdresetiinkben a Pascal-féle
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egyenes a sik végtelenben fekvl egyenese, ezen fekszenek
az 4tellenes oldalak végtelenben fekv8 metszéspontjaiy
Nem folytatjuk a vitét, a modern geometria valéban
ily médon intézi el ezt a killonleges esetet. Csak azt emlitjik
meg, hogy a Pascal-tételbdl dltaldban és ebbdl az esetébdl
kiilénlegesen, igen fontos kévetkezmények adédnak. Minthogy
két pont mdr teljesen meghatdroz egy egyenest, elég mar
két metszéspont a Pascal-féle egyenes meghatérozdsihoz.
A Pascal-f6le egyenest meghatdrozottnak tekinthetjiik, ha
az elsd két 4dtellenes oldalpidr metszéspontjat megtaldltuk.
Tisztén l4tszik ez a 46. képen, ahol a harmadik dtellenes
oldalpdrt szakadozottan rajzoltuk meg.

46. 4bra.

Kiilonleges esetiinkben 1ég valaminek kell bekévet-
keznie. Ha ugyanis két oldalpdrrél megallapitottuk, hogy
pérhuzamos, akkor mdr két végtelenben fekvd metszés-
pontunk van. Két végtelenben fekv§ pont azonban feltétleniil
végtelenben fekv§ egyenest hatdroz meg. Ebbfl viszont az
kovetkezik, hogy a harmadik oldalpdr metszéspontja is a
végtelenben van. Vagyis ebben az esetben a harmadik oldal-
par oldalai is pdrhuzamosak. Ebben a megvdltozott fogalma-
z4sban, amely a mérték-geometria alapja lesz szdmunkra,
igy hangzik Pascal tétele : Legyen 4, B, C, illetve 4,, By, C,
hérom-hdrom pont két egymést metszé g é8 ¢, egyenesen
68 ogyik pont se essek Ossze a két egyenes metszéspontjdval.
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Ha most OB, és C;B pirhuzamosak, pdrhuzamosak tovébbd
a C4,; és 0,4 egyenesek is, akkor az 4B, és 4B egyenesek
is pdrhuzamosak. Ebben az alakjiban haszndlja fel Hilbert
a «mérték-Pascaly tételt. Altaldban azt mondhatjuk, hogy ha
két 4tellenes oldalpdr péarhuzamosakbé! éll, a harmadik
oldalpdr oldalai is szitkségképpen pdrhuzamosak egyméssal.
(Lasd 46. dbra.)

De miel6tt az aritmetika 63 a geometria egyesitésére
irdnyulé kisérletiinket végrehajtanck, még egy koriilménnyel
kell tisztdba jonniink. Az aritmetikdban mindenkor szdmok-
kal van dolgunk. A szdmok, mint tudjuk, egész, t6rt, raciond-
lis, irraciondlis szdmok lehetnek. Vildgos, hogy a mérték-
geometridban mindenkor magysdgokkaly lesz dolgunk. Ha azt
akarjuk, hogy az aritmetika és a geometria teljesen megfelel-
jenek egymdsnak, akkor szdmnak nagysdg, nagysédgnak pedig
mindenkor szdm kell, hogy megfeleljen. Onmagiban véve ez
nem tulzott kivédnsig. Nem lshet nehéz minden szédmhoz
valamilyen nagysdgot, minden nagysighoz pedig valamilyen
szdmértéket rendelni. Hisz ezt teszi minden gyerek, ha
centiméter beosztdssal valamilyen vonal hosszét leméri. Ezzel
ugyan még nagyon keveset értiink el. A mértékgeometridban
egyaltaldn nem a kozvetlen, hanem a kozvetett mérés érde-
kel, amelyet ismeretlen geometriai méretek kiszdmitdsdnak
iy nevezhetnénk. De a kiszdmitds széban rejlik az egész
probléma. Példdn, a Pythagoras tételével kapesolatban,
nemrég mir ramutattunk. Mi jogosit fel, kérdezzilk ismét,
hogy a szdmitds szabdlyait a goometriai méretek kozt is
érvényeseknek tekintsitk? «Kiszdmitdssy a gyiijténeve a
matematikai miiveletek egész sordnak, amelyek a szdmok
birodalmdban érvényesek és amelyet esak ott alkalmazha-
tunk, ha nem akarjuk e birodalom hatdrdt nagyon is jogo-
sulatlanul 4tlépni. De ezek a matematikai mfiveletek is,
mint a geometriai tételek, kisszdmi axioméra vezethetlk
vigsza.

Vizsgdlatunk tehdt arra szoritkozhatik, hogy bebizonyul-
jon, hogy a szdmbirodalom fentemlitett alaptérvényei a
mértékek, esetiinkben a geometriai méretek kozott fenndlld
viszonylatokban is helytallok.
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TIZENNEGYEDIK FEJEZET.
A mértékgeometria.

Tsmét Hilbert nyomén fogjuk tehdt azokat a szabdlyokat
megdllapitani, amelyek a valés szdmok birodalméban érvé-
nyesek. Valés szdmok, tudjuk, mindazok a szdmok, amelyek
képzetes alkatrészt nem tartalmazmak. Céljaink elérésére
olegendd, ha minket most esak ezek érdekelnek, hisz a geo-
metria szdmunkra feltétlenil redlis «méreteks vildga.

Hilbert a kivetkez8ket fojti ki : A valés szdmok Osszesége
a maga egbszében bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkezd
dolgok rendszere, s ezeket a tulajdonsdgokat, a geometriai
axiomdkhoz hasonlé médon foglalhatjuk csoportokba. A eso-
portok a kévetkezbk :

A4) A kapesolds tételei (1-—6).

1. Az o é3 a b sz4mbél «Gsszeaddsy utjdn bizonyos, meg-
hatdrozott szdm, ¢, keletkezik, jelekkel

a—+b=c vagy c=a-b.

2. Ha a és b adott szdmok, akkor egy és csakis egy olyan
z szam, hasonloképpen egy és csakis egy olyan y szdm léte-
zik, amellyel az
atz=b é8 y-t+a=b

egyenlfségek fenndllnak.
8. Létezik egy olyan szdm, — neve nulla ~— hogy minden
g-ra egyarant
a+0=a é8 O04a=a.

4, Az g 68 a b szdmbél més mobdon, szorzés utjan is egy
hatdrozott ¢ szdm kelethkezik, jolekkel :

a.b=¢ vagy b.a=c.

5. Ha a és b totszésszerinti szdmok és a nem 0, akkor
létezik egy és csakis egy olyan « szdm és egy és csakis egy
olyan y szdm, hogy

a.z=b és y.a=bh



6. Létezik egy bizonyos szdm, — neve egy — hogy min-
den a-ra egyarant

a.l=a é& 1l.a=a.

B) A szdmolds szabédlyai (7—12).

Ha a, b és ¢ tetszésszerinti szdmok, mindig fenndlinak
a kovetkez8 szdmoldsi térvények :

7. a+4-(b+c)=(a-}-b)+¢ (asszoeciativ t6rvény).

8. a-+b=b--a (az Osszeadds kommutativ térvénye).

9. a.(b.c)=(a.b).c (asszociativ térvény).

10. a.(b+-0)=a.b+ta.c T I

11 %aglﬁg;.Z:a.cib.a} (disztributiv térvény).

12. a.b=b.a (a szorzds kommutativ térvénye).
C) A sorrend torvényei (18—16).
18. Ha a és b két killonbozd szdm, akkor egyik a két

grdm kozil (mondjuk a) nagyobb a mdsikndl; az utébbi
akkor a kigebb. Jelekkel

a>b és b<a.

14. Ha a>b é3 b>c¢ akkor a>>¢ (tranzitiv t6rvény).
15. Ha a>b, Ggy mindenkor

(a-+e¢)> (b+o).
16. Ha a>b és ¢>0, gy mindenkor
a.c>b.e

D) A folytonosség torvényei (17--18).

17. (Archimedes-féle tétel.) Ha a>0 és b>>0 két totszds-
gzerinti szdm, akkor mindenkor Iehetséges a-t oly sokszor
onmagdhoz hozzdadni, hogy a keletkezd Gsszegnek a kovet-
kez8 tulajdonsiga legyen :

(at+at+a+tatadt. .. +a)>b.

18. (A teljességrdl sz6l6 tétel.) Nem lehetséges a szdmok
o rendszeréhez dolgoknak olyan rendszerét hozzaflizni, hogy az
osszetétel utdn keletkozett rendszerben, a szdmok kézt fenn-
4116 osszefiiggés fenntartdsdval, az 1-—17. tételek mindegyike
érvényes maradjon. Mdsképpen, rovidebben, {gy mondhat-
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juk: A szdmok dolgoknak tovdbbi bévitésre nem alkalmas
rendszerét alkotjdk, ha valamennyi Osszefiiggést és a fenti
tételek mindegyikét fenntartjuk.

Bzt mondja Hilbert. Tisztdban vagyunk azzal, hogy
kezd8nek ugyanazok a kifogdsai lesznek eme feldllitds ellen,
mint voltak a geometriai axiomdk ellen. A tételek részben
maguktdl értetdd8knek [dtszanak, mdsik részik talzottan
elvont és messzefekv(. Végil — ezt maga Hilbert se tagadja—
nem teljesen fiiggetlenek ezek az aritmetikai tételek egyméds-
$6l. Vannak koztiik, amelyek mds tételekbdl kévetkeznek.
Mégis jol teszi a kezdd, ha igyekszik ezeket is megjegyezni
és a geometriai axiomdkkal a lehetdséghez képest Ossze-
filggésbe hozni. Helyes volna, ha egyszerfi szdmokon vagy
egyenleteken hatdsukat kiprobdlnd. Sok mindenre rdjon
kézben, olyan dolgokra, amelyekre példakat felsorolni, bar-
mennyire egyszertik volndnak is, nines helyiink.

Most nagy fdradsdggal annyira eljutottunk, hogy kovet-
kez8 lépéseinkkel mdr nagy darabot haladunk kifelé a moesér-
bol. Mert abban a pillanatban, hogy beldttuk a matematika
és a geometria Osszekapesoldsdnak jogosultsdgdt, mar rendel-
kezésiinkre 41l a matematika teljes fegyvertdra. Kétségtelen :
problémék mindenkor akadnak majd. De akkor mér biztos
alapon 4llunk : axiomdink alapjin! Hs esak akkor lesz
médunk az egészben kételkedni, ha axiomdinkat valami ok-
b6l el kell vetniink. De etté] nem kell félniink. Hs egyes
axiomdk feldldozdsa nem jelenti az egész bukdsit, ellenkezd-
leg, j ismeretek szerzését.

De még messze vannak t8liink tudomdnyunk forradalmi
valtozdsal, még nyugodtan 4llunk valamennyi geometriai
axiomdnk és aribmetikai tételiink alapjdn, — nem kutatjuk,
hogy wvajjon «természeti sziikségszeriiségneky, vagy pedig
«amegegyezésneky a Lkovetkeztében. De terveink megvalé-
sitdsa céljdbs! meglorditjuk egyszer a dolgot. Most — ismét
Hilbert nyomdn — #j médszert visziink bele a szédmoldsba,
csupdn nagysdgokkal valé szdmoldst, tdvolsdgokkal vald
szdmolds forméjdban. Bhhez hasonlé mér a régi gorogdknél
is volt. Ott a geometria volt az elsérendfl szdmolds, a mate-
matika esak mdsodrendi volt. De mi Argus-szemekkel fogunk
arra iigyelni, hogy tdvolsdgokkal valé szédmoldsunk kézben

Colerus : Pont, 7
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mindenkor igazoljuk a szdmokkal valé szdmolds szabélyai-
nak alkalmazhatosdgat. Itt, a beszéd egyszertisitésére el-
hagyjuk az egybevdgésdg dllandé jelolését (=), helyette
mindenkor csak az aritmetika egyenldségi jelét (=) fogjuk
hasznélni.

Tédvolsdgok pontokkal hatérolt egyenesdarabok. A pon-
tokat, mint eddig, latin nagybetiikke! jeloljik, a tdvol-
sdgokat viszont latin kishetlikkel fogjuk jeldlni.

A B C
N a Y ’ 57
C
47. dbra.

Legyen egy egyenesen hdrom pontunk, 4, B és C ég le-
gyeu B az A és a C kozt. Ha ¢=4C jeloli a két, u=4B és
b=BC( tévolsig Osszegbt, akkor azonnal érvényes a c=a-b
és a--b=c Osszefiggés, ez pedig a szdmokkal vald szdmolds
els8 tétele. Most a biztosan kisebb, mint ¢, b szintén kisebb,
mint ¢, ezzel megkaptuk a 18. tételt : a<Cc és b<Ce vagy for-
ditva ¢>a és b>a. Tovdbbé ha feltesszilk, hogy a nagyobb,
mint b, — egyébként rajzunk is ilyen — akkor bizonyos,
hogy ¢>b, mert ¢>a 68 a>b. (14. tétel.) Az asszociativ és a
kommutativ térvényeknek érvényessége a tdvolsdgok Gusze-
addsdra a geometriai axiomdk III. (1—8) esoportjabél azon-
nal kovetkezik. Tehdt érvényes a szdmolds 7. és 8. szabdlya
tdvolsdgok esetén is.

Eddig semmilyen nehézségekre sem bukkantunk. Tavol-
sdgok Gssmeaddsa mindenben azonosmak mutatkozott a szd-
mok Osszeaddsdval. Bzért volt szabad az aritmetikdban
szdmokat tdvolsdgokkal dbrdzolni és ezekkel tgy bénni,
mintha szdmok volndnak. Ennek a torvénynek gyakorlati
alkalmazdsa a mindennapi mérés a méterruddal.

Més természettl és lényegesen silyosabb nehézségek meriil-
nek fel, ha a szorzdsra térimk 4t. Lehetséges ugyan a szorzés
bizonyos torvényeit téglalapokkal bemutatnl. De ehhez
ismét axiomdk egész sovdra volna szitkségiink és még igy is,
minél megszebb haladunk, anndl nagyobb nehézségekre



bukkanndnk. Bzért hivjuk segitségiil, sgyel@re még ldthatat-
lanul, mérték-Pascal tételinket, ez fogja a nehézségelbd! a
kivezeté utat megmutatni. Egyelfre két egymdsra merSleges
egycenest rajzolunk, metszéspontjukat 0-val jeloljik. .

A 0 ponttol jobbra felmériink egy tdvolsigot, ez mind-
végig 4lland6 marad, ez az 1, az egység. Ha a 0 ponttol jobbra
a b tdvolsdgot is felmérjitk, merélegesen felfelé az a tdvolsdgot,
akkor a szorzds végrehajtisdra mds teenddnk nem marad,
mint az 1 végpontjit az a végpontjidval Osszekétni és a
b tévolsdg végpontjdn &t az el6bbi ¢; Osszekotd volnallél
pérhuzamos g, Osszekoté vonalat hizni. Ahol a go a Liggl-
legest metszi, 6j metszéspout keletkezik. Faz 4j tédvolsdgot
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48. ibra.

hatdrol, ezt nevezzitk ¢ tévolsdgnak. Hgyeldre kijelentjiik,
hogy ¢ az a és b tdvolsdgok szorzata, vagyis ¢==a.b vagy
a.b=c¢ (4. tétel). B rajzbol kozvetleniil leolvashat6 a 6. tétel
érvénye, mert ha a b tdvolsdgot és az 1 tdvolsdgot egyenld-
nek veszem, akkor a két padrhuzamos dsszeesik és a.1 tdvol-
ségokkal valé szdmoldsban is a. Azt, hogy 1.a=a a kommu-
tatlv torvény segitségével azonnal szintén levezethetem.

Bz a torvény, amelyet dltaldban a.b==b.q alakban hatd-
rozunk meg, szintén bizonyitandé a tdvolsdgokkal végzett
mtveletekre, s ezzel 12. tételink érvényessége is bizonyitést
nyer. Bl8szor szerkessziik meg az ismert médon az a.b szor-
zatot. (49. dbra.) Mérjiik fel tovdbbé a vizszintesre az a tdvol-

Vi
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sdgot, a fuggllegesre a b tivolsdgot is, kossik Ossze az 1 vég-
pontjdt a fuggdleges tengelyen levd b végpontjdval, és hiazzuk
meg e gy egyensssel parhuzamos g, egyenest a vizszintes a
végpontjdn at. Minthogy elvben is teljesen Ggy jdrtunk el,
mint amikor az a.b szorzatot szerkeszbettik, a g, most fel-
tétlentl a b.a értékének megfeleld tdvolsdgot metszette ki.
Most mdr esak azt kell bebizonyitanunk, hogy a g, egyenes

A\

QD=0

49. Abra.

valéban keresztillmegy a ¢ végpontjan. Bzt a bizonyitékot
szolgaltatja a mértek-Paseal tétel. A g; és g; segédvonalak
parhuzamosak, mert olyan pontokat kot Ossze mindegyik,
amely a sz0g esticsdtol egyforma tdvolsdgra van. Parhuzamos
még a gy 68 g, tovabbd a gy és g, is, mert igy rajzoltuk ezeket.
Mivel tovabbé a g5 é3 gy, 8 9, 63 g5, & g3 68 g5, & g5 88 g5, végiil
a ¢y 68 g metszéspontja a szog szarain, a «kipszeleteny fekszik,
ezért & mérték-Pagscal alapjdn e nyilvanvaléan atellenes
oldalaknak, a g, és g,-nek metszéspontja szintén csak a szig
szdrdn fekhet. Mivel azonban feltevésink szerint a g, egyenes
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az a.b=c végpontjin ment keresztil, a g,-nek is ugyanezen
a ponton kell 4tmennie. De ezzel megvan az a.b==b.a tétel
teljes bizonyitdsa.

Bérmennyire érdekes volna a tavolsigokkal valo szé-
molés tovdbbi fejlédését Hilbert vezetésével megismerni, ez
az elmeriilés részletekbo elterelne eredeti célunktél. Higyjen
inkdbb itt az olvasd nekiink, annsal inkdbb, mert Hilbert
miivéb6l bdrmikor meggy§zddhetik dllitdsunk valdsdgdrol.
Csak azt dllapitjuk meg, hogy a mérték-Pascal segitségével
meglehet8sen egyszerien bebizonyithatnék mind az ¢.(b.¢)=
=(a.b).¢ torvénynek, mind pedig az a(b+¢)=a.b+t-a.c t6r-
vénynek érvényét tdvolsdgokkal véguett miiveletekre. Kevés
tovabbi feltevés kellene a t6bbi szédmoldsi alaptétel bebizo-
nyitdsdhoz és igy az aritmetika és a geometria Osszefiiggését
eltéphetetlennek tekinthetjilk. Igy tehdt jogosult ezentdl
t4volsdgokbél nyert tételeket matematikai Gton tovabb fel-
dolgozni, s barmikor ismét visszatérhetink idomokra, s
minden kiszdmitott eredménynek helyesnek kell lennie.
Mert a két birodalom teljesen azonos torvényeknek engedel-
meskedik.

TIZENOTODIK FEJEZET.
Az aranyok geometridjanak alapjai.

Miel§it még a most mdr teljesen rendelkezésiinkre 4116
mértékgeometridhoz fognink, még egy litszélag kisjelentd-
ségll, valdjaban azonban nagyfontossagld tanulmanyt kell
olvégezniink, Ez a viszonyokra, mésképpen ardnyokra vonat-
kozik. Azzal kezdjik, hogy kijelentjitk : két haromszog akkor
hasonl$, ha megfelel§ szdgeik egyenlk. Most pedig azt is
allitjuk, hogyha két ilyen hdromszdgnek a, b és o, b’ meg-
felel8 oldalai, akkor & Ggy ardnylik a b-hez, mint o’ a b'-hdz.

Fenti 4llitdsunk bizonyitdsdra ldssunk elfszor egy kiilon-
leges esetet, amelyben a hasonlé hdromszégek tgynevezett
derékszogti hdromszogek. Mér a pdrhuzamosak tételével kap-
csolatban megtudtuk, hogy derékszogl hdromszigben csak
ogy derékszog lehet, mivel a hdromszdg bels§ szdgeinek
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osszege 180°, 63 ha két szog derékszdg, nem marad «hely» a
harmadik szdg szdméara.

Abrénk a kovetkez8 gondolatmeneten épiilt fel : Ha két
‘derékszogli hdromszoget Ggy rajzolok fel, hogy a két derék--
szdg egybeessék, egyik szdrukra felmérek egy tetszésszerint
vélasztott é3 egységnek tekintett tdvolsdgot és ennek végpont-
jabol pdrhuzamost hizok az dtfogdkkal, akkor ez a pirhuza-
mos a mésik azdrbol e tdvolsdgot metsz le. Az el8z8 fejezctben

TN

/

~

/

(

S N
N :_\:-f;:f> \>
g

[9)

60. 4bra.

13tott, tdvolsdgokkal végrett aritmetikai mfiveleteink sza-
bélyai szerint fenndllnak a kovetkezd ogyenl@ségek : b=a.e

68 b'=a’.e. Ezekbd] e:——% és o=—_7 Ha két mennyiség egy

harmadikkal egyenll, akkor egymdssal is egyenl8k, tehdt
b 17

0 A . ‘ ,
= Ardnylatnek irva b:a=b':a’, a beltagokat és a

Iriiltagokat feleserélve éppen a bizonyitandd a:b=a’:b’
ardnylatot kapjuk.

Ha az ardnylatok geometridjdnak ezt az alaptételét dlta-
'dnogan is be akarjuk bizonyitani, akkor meg kell ismerniink
a hdromszog Ggynevezett nevezetes pontjainak egyikét, a
széglolozdk metszéspontiit.

Azt gllitjuk, hogy a hdromszog szogeit felezd egyeneseknek
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egy ponton kell keresztilmennisk. Hnnek bizonyitdsa a
kovetkezd modon térténhetik: Az Ay 63 a By felezd egye-
nese egymést az O ponthan metszi. Hazzunk ebbdl a metszés-
pontbdl merblegeseket a hdromszdg oldalaira (a szdgek
szdraira). Az AB-re és az AC-re bocsdtott merSlegeseknek
a hossza, mér ismert okokbol (l4sd a 11. fejezetben) egyenls
hossztl az O8O tétel alapjdn ; ugyanebbdl az okbél egyforma
hossziak azn AB-re és a BC-re bocsdtott merSlegesek is.
Ebbdl az ig kovetkezik, hogy az O pont az AC és a BC ogye-

B1. dbra.

nesektl egyforma tédvolsdgra van! De ha ez 4ll, akkor
ugyanebbdl az okbol az O pont a Cx felezl egyenssén is rajtu
fokszik. Bzt akartuk bizonyitani.

Teh4t nemcsak a hérom szdgfelezd metszéspontja az
O pont, hanem egyben egyforma tdvolsdgra van a haromszog
oldalaitél is. Fzért a hiromszoget most a kévetkez8 médon
is rajzolhatom. (52. dbra.)

Mellé rajzolhatok egy hozzé hasonlé hiromszéget és azt
ugyanigy bontom részeire. A megfeleld alkotérészek ogy-
forma bebliit melléjitk tett vesszbvel kilénboztetjik meg.
Most mdr jogom van az el6bb bebizonyitott kilénleges
ardnyossdgi tételt a keletkezett kis, derékszogli hdromszdgek
mindegyikére alkalmazni. Tehdt felirhatjulk :

Gy 2 r=a} 7’ by s r=by 7’
Op 2 =0, 3 7 bgir==by:?'

1 Pontnak egyenestél mért thvolsdghn a ponthél az egyencsre hézott
merSlegesnek a hosszat értjik.
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Ha az ardnylatokat tortek alakjiban irjuk és az egymés
alatt 4116 ardnylatoknak megfelel§ torteket 6sszeadjulk, akkor
a kovetkezbt kapjuk :

ay+-a, oyFae 68 btb, b4
r 7 r 7
ez pedig, az dbra jeloléseit figyelembe véve, a kivetkenbklkel
azonos :

a:r=a’:r" és b:r=b':r.
Ha most ezt a két ardnylatot egymdssal elosztjuk, az
eredmény :
a_ b o b
: T e
Helyes ardnylat helyes marad, ha egy kiiltagjit és egy
beltagjdt ugyanazzal a szdmmal szorzom. Szorozzuk behdt

Cyo
62, dbra.

az elsb két tagot r-rel, a masik kettdt »'-vel g ekkor a bizo-
nyitandd

a:b=a':b'
ardnylatot kapjuk.

BEzzel a geometriai ardnyossdgok tandt is vitathatatlanal
megalapoztuk. Az éppen bebizonyitott tételbsl kozvetlenil
kovetkezik az arénygeometridnak kévetkez§ fontos alap-
tétele :

«Ha két parhuzamos egy szog két szdrdbol az a, b és a’, b’
darabokat metszi le, akkor helyes a:b=a": b’ ardnylat.»

Ennek az alaptételnek a megforditdsa : «Ha négy tdvolsig,
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a, b, o, V', kielégiti az a:b=a":b" ardnylatot és felmérjik
az o és a’, valamint a b és b’ darabokat valamely szog egy-egy
szdrdra, akkor az a 68 b, illetve o’ 68 b’ végpontjail Gsszekotd
egyenesek pdrhuzamosak.s B tételek bizonyitdsa azonnal
adddik, ha két hasonld hdromszoget gy rajzolunk egymdsra,
hogy egyik szogik Osszeessék.

Jegyezzilk meg még, hogy ennek a tételnek nagy szerepe
van nagyitdsok és kicsinyitések készitésénél, vagy valamely
rajznak mds léptékben valo elkészitése alkalmdval és még
sok mds, hasonlé esetben.

TIZENHATODIK FEJEZET.

A haromszdég nevezetes pontjai.

Felttinfen sokat beszélink a hdromszogrél, de ennek
megvan a maga oka. A hdromszog, tudjuk, a sik simplex
idoma. Mivel pedig egyel6re a sikgeometridval, a plani-
metridval, fogunk foglalkozni, ezért a siknak ezt a legegy-
szerfibb idomdt alaposan meg kell ismerniink. Elébe vdgunk
a dolgoknak, ha azt mondjuk, hogy a sikgeometridt szinte
héromszdggeometridnak mondhatnék, annyira megtalaljuk a
hiromszoget a legvdratlanabb helyeken is. Mostani tuda-
sunkkal nehezen tudjuk elképzelni, hogy még a kértanban iz
szerep jut neki. Sokszor fogunk nyiltan vagy rejtve hirom-
szogre vonatkozd tételekre hivatkozni, ezért egyelére a
héromszégén tanulmdnyozzuk az alapfogalmakat, hogy eze-
ket kés6bb Gsszerakosgatds vagy szétbontds segitségével mds
idomokra is — egy darabig esak sikidomokra — érvényesit-
hessiik. Simplexiink lesz a vereténk sokdimenzi6és vagy nem-
euklidesi geometridra vonatkoz6 tanulmdnyaink kozben is.
S miként épitve haladtunk keresztil a helyzetgeometrisn,
ugyantgy a hdromszighll épitve ismerjik meg a mérték-
geometridt is. De ne bosszantson minket a hiromszégnek ez
a killonlegesen eldnyds helyzete. Fontoljuk meg ; mindenkor
tdvolsdgot és szoget mériink. Ezek érdekelhetnek minket
els6sorban a geometridban. S a hdromszdg a belSlik 6ssze-
allithaté legegyszertibb idom, ezdltal ldthatjuk meg rajta a
kétféle méret kozt fenndlld Gsszefiiggéseket a legtisztabban.
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3 ez teszi lehetdvé, hogy vele valamennyi sikidomot kapeso-
latba hozzuk.

Mér emlitettiik egyszer a hdromszog nevezetes pontjainak
ogyikét, a szbgfelezbk metszéspontjit. Lattuk akkor kiilon-
leges tulajdonsdgait, kozttk a legnevezetesebbet, azt, hogy
a hdromszog oldalaitd] egyforma tdvolsdgra van. Ha a kivet-
kez8 nevezetes pontot akarjuk megismerni, akkor az oldal-
felez8 meréloges nevét kell elGszér emlitentink. Hz az egye-
nes egyben az oldalaknak a szimmetriatengelye is. Valami
tengelyfélének is képzelhetjitk, mert ha kortlotte ossze-
hajtjuk az idomot, akkor a két f6lidom szépen egymdsra fog
fekiidni, az el6bb még szimmetrikus félidomok egybevigokkd
lesznek. A koznyelv hajbogatdsnak, Osszehajtésnak neveszi
ezt a mfiveletet. De nem minden idomot hajthatok Ossze
ilymédon. Van idom, amelynek nines szimmetriatengelye,
11yen példdul valamely szabdlytalan n gyszog De tévolsdgok
63 szdgek mindenkor szimmetrikusak. Bis az oldal szimmetria
tengelyének éppen tigy megvannak a hatdrozott tulajdonsigal,
mint a szég szimmetriatengelyének, amelyet mér el6bb meg-
ismertiink, habdr nem neveztitk e nevén.
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A szimmetrikusan osztandd AB tdvolsdgot a szim.. etria-
tengely az O pontban merSlegesen folezi. Ha szimiuetria-
tengely bérmelyik pontjét, C. C’, C"', 0'"' egyikét, a tdvolsdg
két végpontjdval Osszekotom, akkor a szimmetria tengely
egy pontjabdl kiindulé egyenesek egyforma hossztak :
CA=CB; 0'4=C'B sth. Bz a tulajdonsig az egybevigosig
080 tételébd] aronnal kovetkezik, s ennek alapjén azonnal
igazolhatjuk, hogy a héromszdg oldalfelezd merSlegesei egy
ponton mennek Aat.

E tételnek az 4B oldalra valé alkalmazdsdbol kovetkezik,
hogy O0A=0B; az AC oldalra alkalmazva az 04=0C
egyenlfséget kapjuk. De akkor igaz az is, hogy OB=00,

54. 4dbra.

vagyis ha két oldalfelezd mer8leges az O pontban metszi
egymdst (ez természetesen feltétleniil bekdvetkenik), alkor
a harmadik, BC, oldalfelezdje szintén keresztillmegy ezen a
ponton. Tehdt az oldalfelezd merSlegesek is egy ponton
mennek keresztill, ez a pont a hdromszég masodik nevezetes
pontja. Ennek az a tulajdonsdga, hogy a héromszoég estics-
pontjaitél egyenld tdvolsdgra van. Ez a pont a hdromszégdén
kivil is fekhetik.

Ha a hdromszog harmadik nevezetes pontjat meg akarjuk
ismerni, akkor ismét igen fontos 4j fogalmat kell bevezet-
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niink : & haromsz6g magassdgdnak a fogahnat. A hiromszdg
magassiga valamely csacspontbél a szemben fekvd oldalra
vagy annak meghosszabbitdsira bocsatott merSleges. A hé-
romszognek tehdt hirom magassiga van. Azt az oldalt,
amelyre a magassdg merdleges, ebbdl a szempontbol alap-
nak nevezzitk. Alap és magassdg a tertiletszédmitdsndl jut
lényeges szerephez. Az teljesen kozombds, hogy melyik
magassdg 6s melyik alap — ezt mér itt is bebizonyithatjuk.

Héromszogiinkben két magassdg, m, és my, az O ponthan
metszl egymdst, végpontjaik 4 és D, illetve B és I. Az ADC
és a BEC héromszogek hasonldk, mert egyik szogik kozos,

Z tf\}§\
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55. abra.

mésik szogiik derékszog, igy a & és e szogik szikségképpen
egyenls, tehdt érvényes az SSS (Sz0g-Sz6g-Sz6g) hasonlosigi
tétel. Ha felirjuk az oldalak ardnyossdgdt : a: my=b: m,, és
felirjuk tovabbd, hogy a beltagok szorzata egyenld a kiiltagok
szorzatdval, végil az a.mg=b.m; egyenléségre jutunk. De
minthogy fenti levezetést a harmadik magassédggal és a most
alkalmazottak kozil egyikkel is elvégezhettem volna, azt
is frhatom, hogy a.m,=b.m,=c.m, Fnnek az a kovetkez-
ménye, hogy ha valaha olyan tételre bukkanok, amelyben a
hdromszog alapja és a hozzdtartozé magassdg szorzata sze-
repel, kézombos lesz, hogy melyik alapot és magassdgot
veszem figyelembe.

De ldssuk végre a harmadik nevezetes pontot, a magas-
sdgok kozds metszéspontjit:
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Tegyk fel, hogy mdr megrajzoltuk a hiromszoget és
benne a hérom magassdgot. A hdrom magassdg esakugyan
egy ponton megy 4t, egyelfre nem tudhatjuk, nem valami
véletlennek kovetkezménye ez. Ezutdn a hdrom — 4, B, C —
csticsponton keresztiill pdrhuzamosakat hizunk a szemben
felcvd oldalakkal. fgy ismét egy hdromszéghéz jutunk,
estiesai 4’, B’, C'. Mivel parhuzamosak kézt fekvd parhuza-
mosak egyenlk, fenndllnak az AB'=BC é AC'=BC
egyenlBségek, tehét AB'=AC’ szintén igaz. Mivel pedig az
FC merbleges az AB-re, merfleges az A'B'-re i3 és ezzel
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56. dbra.

kideriil, hogy mig a kis hdromszégnek magassiga, addig a
nagy hdromszdgnek oldalfelezd merlegese. Mivel ugyanez a
helyzet a mésik két magassdggal és oldallal kapesolatban is,
bebizonyitottnak tekinthetjiik &llitdsunkat, mert ha hdrom
egyenes egy pontban taldlkozik, amikor oldalfelez8 merd-
legesnek nevezzitk Sket (a nagy hiromszdghen), akkor ilyen
helyzetitk nem vdltozik meg akkor sem, amikor magassdg
lesz 8 nevik (a kis hdromszégben). .
A negyedik nevezctes pont a mechanika teriiletére viszi
utunkat. Pontosabban az egyenstlytan, a statika teriiletére
6 szigortian véve nem is tartoznék a geometridhoz. Olyan
dolgok, amelyeknek silyuk van, nem is igen nevezhetdk
mdr geometrial idomoknak. A geometriai idomok anyagi
testeknek esupdn stlytalan vézai, teljesen anyagtalan képei.
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A geometria tudomédnya mégis arra kényszertilt kilonbozd
okokbol, hogy ezekkel a feladatokkal is foglalkozzék, mert
idomok egyenstilya bizonyos szempontokat figyelembe véve
kizdrolag geometriai alakjuktol, tehdt geometriai tdrvény-
szeriségektd] fiige. Hiszen ha tiltakozni akarndnk ilyen fel-
adatok ellen, azt i3 mondhatnék, hogy a testek kébtartalma
a fizikdra tartozik. Nyugodjunk tehdt bele, hogy foglalko-
zunk az idomok bizonyos idedlis egyensilyi viszonyaival,
mert ha azt fel szabad tételezniink, hogy az idom belsejét
teljesen homogén anyag tolti ki, egyensﬁlyi viszonyai esak
geometriai alakjétol fuggnek. Sikidomokat tehdt mindeniitt
egyforma vastagnak kell képzelniink, igaz, hogy ez a minden-
hol egyforma vastagsdg nulla.

Az emlitett 6vorendszabdlyok figyelembevételével most
mdr megnevezhetjitk a bdromszég sulyvonalait, azokat az
egyeneseket, amelyek a csticsokat Osszekotik a szemben fekvl
oldal felezfpontjdval. Azt &llitjuk tovdbbs, hogy ezek a
hiromszdg negyedik nevezetes pontjdban, a salypontban
metszik egymdbst, s6t a metszéspont mindegyikitket 1:2
ardnyd részekre osztja. Jegyerzitk még meg, a stlypont
lényegébll kivetkezik az is, hogy sdlypontjéban csak egy
tlheggyel kell egy homogén anyagb6l késziilt hdromszoget
megtamasztanunk, hogy az ott vizszintes, egyensilyi helyze-
tében megmaradjon. Mds szavakkal : a hdromszog anyaga a
gllypont kériil egyenletesen oszlik meg.

De ldssuk mdr a stlyvonalakat.

57 LA bhra.
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Tegyiik fel, hogy az ABC hiromszég B &3 C estiesabdl
mdr meghtztuk a BE és OF stlyvonalakat, 8 ezek egymdst
az O pontban metszik. Most az AC és BC oldal felez§ pontja-
b6l egy-egy pdrhuzamos egyenest hizok a COF stlyvonallal
6s ezek is metszeni fogjak az 4B oldalt. Ezzel egy projektiv,
parhuzamos sugdrsor keletkezett (HE, FC, GD), amely az
Azx, a B és az ABE > 6s BAD 2y szogek szdrait egyarant
metszi. De ismerjik az ilyen metszések projektiv kovetkez-
ményeit. Az egyik szdr pontviszonyai a masik szdron pontosan
mutatkozni fognak. Tehdt a BC felezdpontjdnak a BF felezl-
pontja, &, fog meglelelni, az ABE sugérsorban pedig a
BF tévolsdgot felez6 G pontnak a BO tdvolsdgot felezd
I pont. Mivel azonban BF=AUF és az el§bbicknek mintdjira
a H pont szintén felez8pont, amely az AF tévolsdgot két,
a BG-vel és a GF-fel ogyenld részre osztja. Az A0 egyenesen
a H pontnak megfelold K pont az A0 felezdpontja stb.
De mivel HF =FG@=GB ezért EO=0I=IB; vagyis igax
az eleve hangosztatott EQ:0B=1:2 viszony helyessége.
Mivel azonban ezeket a meggondoldsokat az FC stlyvonal
helyett az AD stlyvonallal is végezhettiik volna, s mds,
mint a BE stlyvonalnak 1:2 ardnyban val6 eloszldsa nem
adédhatott volna, sziikséges, hogy az AD sdlyvonal ugyan-
nsak keresztiilmenjen az O ponton és ezzel a hdromszog
negyedik nevezetes pontjdnak létezése bebizonyult.

TIZENHETEDIK FEJEZET.

A haromszogek felosziasa.

J6 okunk volt, hogy csak most térjink rd a héromsz0g
fajtdinak ismertetésére. Aldbb egy képen négyféle hdrom-
szoget ldtunk : dltaldnos hdromszéget, egyenlészdrt hdrom-
szoget, derékszogl hdromszoget és egyenlé ocldald hdrom-
szoget. Hangstlyozzuk, hogy az egybizonyos idomok kozt
mindenkor a legszabélytalanabb az 4ltaldnos jellegfi. Tehét
amit a fenti legszabdlytalanabb idomrél (hdromszégek kozb
az ltaldnos hdromszogrél) bebizonyitottunk, az valamennyi
kiilénleges esetre is érvényes.
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A héromszégeket oldalaik s szdgeik szerint csoportosit-
hatjuk. A sz0gek szerint ismeriink hegyesszogll, derékszogfi
és tompaszdgli hdromszoget a szerint, hogy minden szége
kisebh 90 fokndl, egyik szdge 90 fok, vagy egyik szoge na-
gyobb, mint 90 fok. Az 58. kép elsl rajzdn 4 BC hegyesszogl,
ABC' tompaszogli hdromszog, a mdsodik rajz viszont derék-
sz6gfl hdromszog. Oldalak szempontjdbol ismeriink kiilén-
boz8 oldald hiromszoget (alakjdt mdr neve is jellemzi),
egyenlészdri haromszoget (két oldala, két «szdray egyenld) és

A ¢ B C b A C o B
58. 4bra.

egyenl§ oldald héromszéget (mind a hdrom oldala egyenlé).
Természetesen kevert alakok is lehetségesek, {gy pl. derék-
szogll vagy tompaszogll egyenldszdrd hdromszogrdl is beszél-
hetiink stb. '

Minthogy eddig érthet8 okokbél esak dltalénos hdrom-
szoggel foglalkoztunk, ldssuk most a haromszégek kiilénleges
fajtdinak a tulajdonsdgait.

1. A derékszogll hiromszog a geometria egyik legneveze-
tesebb idoma. Oldalai kozt fenndlld 6sszefiiggés, Pythagoras
tétele, Ugyszdlvdn semilyen geometriai szerkesztésnél vagy
szdmitdsndl sem hagyhaté figyelmen kiviil. Kz az idom az
alapja a sz6g és oldal kozt taldlhaté Osszefiiggéseknek, az
agynevezett goniometrial fiiggvényeknek, amelyek viszont
a trigonometridnak, a hdromszégek szdmitdsdnak nélkiloz-
hetetlen kellékei. Kétségtelen, hogy a legismertebb geometriai
Osszefiiggés Pythagoras tétele, amely szerint a derékszog
srarat alkoté két oldalnak, az Ggynevezett befogdknak, négy-
zetének (méasodik hatvénydnak) Osszege egyenld a harmadik
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oldalnak, az dgynevezett atfogénak négyzetével. Lidssuk
tehdt most ennek a hédromszognek nevezetes tulajdonsdgait.

—

59. 4bra.

Boesdssunk a derékszog cstesdbol az dtfogéra merdlegest.
Tudjuk, ez magassdga a hdromszognek. (A mdsik két magas-
. s4g mindenkor egybeesik a befog6kkal, igy a derékszogli
hdromszégek magassdgainak metszéspontja, az . n. magas-
sdgi pont, mindenkor a derékszdg cstespontja.) Az 5SS tétel
szerint az 4ifogéhoz tartozd magassdg meghtizdsdval kelet-
kez§ két kis hdromszog (ACD és BCD) hasonlé a nagy
hdromszighoz, ennck alapjdn a kovetkezd oldalardnyokat
irhatjuk fel:

c: b=b :¢
6: a=a :p
g:m=m:p

Bzek alapjdn a kivetkez8 dsszeftiggések irhaték fel : b2=c.q,
a*=c.p és mE=p.q; vagyisb=9'c.q; a=yc.pésm=1p.q.
Szavakkal ez azt jelenti, hogy bérmelyik befogé mértani
korépardnyos az dtfogd &s az dtfogdra vetett vetilete kézt,
a magassdg pedig mértani kozéparényos az 4tfogd két része
kozt. (Mértani kozépardnyosnak nevezzitk két mennyiség
szorzatdbol vont négyzetgyokot.) Ha az a?=c.p és b®=c.q
egyenlfségeket dsszeadjuk, akkor az a?--l2=c.p--¢c.q egyen-
16s6get kapjuk. Ez utébbit 4talakitva : a2-fb2=c.(p+q).

Colerns: Pont. R
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Do p-f-g=¢, mert p és ¢ éppen az 4tfogénak két része, igy
a?-b2=c¢.c=c? Hzzel a képlettel kozvetlenil meghatdroz-
hatjuk a derékszégll haromszdgnek (63 esakis ennek) két
oldaldbdl a harmadik oldal nagysdgét.

Emlitsitk még meg, hogy két derékszogl hdromszog egybe-
vigbsaganak megdllapitasdra, mivel egyik alkatrésze, a
derékszog 4llandd, mar két (tovabbi) alkatrész egyenifsége is
elegend§. Két derékszogli hdromszog tehdt egybevagd : ha
két oldal egyenld, vagy ha egy oldal és egyik hegyesszog
egyenld.

2. Attérve az egyenlfszdri héromszdgre, talén azonnal
az egybevigosdg feltételeivel kezdhetjik. E héromszogeknsl
i elegendd egybevdgésdghoz, ha két alkatrész, koztik leg-
aldbb egyik oldal, egyenlS. Ennek az az oka, hogy az egyenld
hosszii oldalak, szdrak metszéspontjdbol kiindulé magassig
egyben szogfelezl, oldalfelezd és stlyvonal is, 86t szimmetria-
tengelye az egész hdromszdgnek és azt két egybevagd derék-
sz0gll hdromszogre osztja. Bz utdbbi kérilménybll az is

kideriil, hogy egyeniSszdrd héromszég oldalaira — igaz,
mindenkor csak kozvetve — alkalmazhaté a Pythagoras-

tétel. Ilyenkor az alap (2 mdsik kett6tdl kulonbozd oldal)
fele az egyik, a fmagassag (az, amelyik egyben szimmetria-
tengely sth. is) a mdsik befogé, a hdromszég széra pedig az
atfogd. Az egyenlfszdra hdromszog lehet egyben deréksztgli
is, ilyenkor mindkét hegyesszog 45°.

8. Az egyenld oldalt hiromszégnek a tulajdonsdgai még
kiilonlegesebbek. Mindhdrom oldala egyforma hogszt, emért
valamennyi szoge is egyenlf, tehdt 60°. Megsrerkesztéséhez
és egybevdgésdgdhoz egy adat, az oldal ismereto elegendd.
Minthogy valamennyi egyenl§ oldald héromsziognek szogei
egyenl8k, valamennyi hasonld is egymashoz. Ez a hdromszog
az egyenlfszara hdromszég kitlonleges esetének is tekinthets,
fgy mindaz, emit arr6l mondtunk, erre iz érvényes. 85t
fokezottan érvényes, mert ennek bdrmelyik magassdgét
tekinthetjik fémagassignak. Az egyenl8oldalt hdromszog-
nek mind a négy nevezetes pontja egybeesik.
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TIZENNYOLCADIK FEJEZET.

A kor.

Mindeddig csak pontokrél egyenesekr§l és sikokrol
beszéltiink. Gorbiltrdl, gérbérdl még 526 sem esett eogész
6pité tevékenységiink sordn. Mi is hdt a gorbe lényege? Hs hol
taldlkozhatunk gérbilttel? Vildgos, hogy az B,-ban, a pont-
-ban, aligha lehet szerepe. Gorbe pont : ez még a mindenféle
fikeiohoz hozzdszokott matematikusnak is sok volna. Az R,-
ben mér 76 lehet ilyesmirdl. Mindenki tudja, milyen a gorbe
vonal. Miben is kiillonbozik az egyenest8l? Nem is olyan
egyszerti erre a kérdésre a felelet, mint amilyennek ldtszik.
Mert két pont koézt a legrovidebb Gsszekotd vonal nem fel-
tétlentil az egyenes, mint dltaldban hinndk. Gondoljunk pél-
déul a gomb feliletére. Ott az egyenes-p6tlék éppenséggel
egy legnagyobb kérnek egy része. Gyakran a filozéfus Hans
Corneliugnak a meghatdrozdsat tekintjitk irdnyadénak Mohr-
mann' nyomdn, s az egyenest, a gorbével szemben, olyan
vonalalakzatként hatdrozzuk meg, amelynek minden része
mindig é8 mindenkor hasonlé a birmekkordra meghosz-
szabbitott egészhez. Ez az euklidesi egyenes szdmdéra olyan
dkivdlagztotts, kitiintetettsy helyzetet biztositana, amelyet
kés6bb magasabb szempontokbél el kell ejteniink. De o
pillanatban szolgdljon mértékiil annak megdllapitdsdra, hogy
mit tekintsiink egyenesnek és mit ne.

Az irdny fogalmét is belevonhatnék tdrgyaldsainkba és
mondhatnék, hogy az a vonal egyenes, amely mindenkor
megtartja irdnydt. De ez a fogalom, akdrmilyen vildgosnak
ldtszik, koénnyen circulusokhoz vezet, minthogy «riny» és
«wgyenességy sok szempontbdl egymds ismeretét tételezi fsl.
De amig megmaradunk az euklidesi geometria teritletén,
bizvést haszndlhatjuk az irdny fogalmat, minthogy ott nem
vezethet kétértelmfiséghez. Most még csak arra utalunk,
hogy gorbe R, és R; azaz gbrbe feliilet és gérbe tér is van.

! Fans Mohrmann: Einfihrung in die nichteuklidische Geometrie,
" Leipzig 1930, -

8*
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Gorbe is megtarthatja esetleg irdnydt 63 egyenesbe
mehet 4t. Bzért példdul az analitikus geometria megforditja
az okoskodédst és minden vonalat gérbének tekint. Az egye-
nes ott a gbrbék egyik kiilonleges esete, olyan gdrbe, amely-
nelk a gorbilltsége észrevehetetlentil kiesi, vagy amelynek
nines gorbiiltsége, ami ugyanaz. Az egyenes éppen Ggy
hatareset, amint a pdrhuzamosak hatdresetei az egymdst
metsz8 egyeneseknek és két egymdst metsz8 egyenes a kip-
szeletek hatdresete. Ilyen dltaldnositdsok lehetévé teszik,
hogy egyes tantételeket eredeti érvényességi teriletiikon tul
is alkalmazzunk és formadllandésdgukat megdllapitsuk és
ezek alapjén 4j Osszefiiggéseket vegyiink észre.

De minderr8l még sz6 lesz. Most forditsuk figyelmiinket
a feltétlentil legegyszerlibb és legszabdlyosabb gorbe vonalra,
a korre vagy mdskép cirkulusra (cireulus = kér). De el6bb
még meg kell vildgitanunk a «mértani hely» fogalmét, mint-
hogy a kér tanulmdnyozdsa kozben nagyon hasznos lesz szd-
munkra. Mértani hely olyan geometriai alakzat, amelynek
tulajdonsdga, hogy mintegy gyiijtéhelye mds alakzatok
kozt fennalls geometriai Osszefiiggéseknek. fgy példdul a
szogfelerd mértani helye a szog szdraitdl egyenl tdvolsdgra
levd pontoknak. Vagy sik a mértani helye mindazoknak
a pontoknak, amelyek egy mésik, vele pdrhuzamos siktél
egyenl§ tdvolsdgra vannak. Mértani helyek lehetnek pontok,
vonalak, sikok vagy testek. Pont a mértani hely a kévetkezd
esothen : Ha egy sugdrnyaldbot olyan gombbel metsziink,
amelynek a kézéppontja a sugdrnyaldb sorozéja, akkor ez a
sugarakbél egyenld tdvolsdgokat metsz ki. E tdvolsdgok
egylk vegpont,]a a gémb feliletén van, a masik végpontjuk
mértani helye éppen a sugdrnyaldb sorozé pontja. De ez a példa
mér meghaladja azt, amit mostani tuddsunkrél feltételez-
hetiink, Hzért befeJevzuk el6zetes elmélkedéseinket és azt
allitjuk, hogy a kor mértani helye valamennyi pontnak,
amelyek egy nem a kérén fekvd ponttdl, a koézéppontiol,
egyenl§ tdvolsdgra vannak.

Mésképpen : a kor kozéppontja mértani helye a kor-
koriilet két-két lehet§ legtdvolabb fekvd pontjét Gaszekotl
egyenesek metszéspontjainak. De ezzel mar meghatdroztuk

a kor tébb nevezetes tulajdonsigét. I'izzéink emekhez még
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néhényat. A kér gorbe vonal, mégpedig olyan, amely minden
helyén gorbe és minden helyén egyformén véltoztatja ird-
ny4t. Tovdbbé zdrt, Snmagaba visszatérd vonal, tehat nem
hatérolja végpont, ilyen szempontbél tehdt «végtelens.
Tulajdonséga tovdbba, hogy a keriiletén belil, — keriileten
a teljes korvonal hosszdt értjik, valamely pontjitél ugyan-
addig a pontjéig — szdval a kerfiletén beliil van egy pont, a
kézéppont, amely a kérvonal minden egyes pontjatol egyenld
tdvolsagra van. Vannak tovdbbad legtdvolabbi pontokat

b

80. 4bra.

Osszekotd egyenesek, ezek az 4tmér8k, diameterck, s egymdst
a kozéppontban metszik. Ilyen dtmérd fele a sugdr, a rédiusz,
8 azonos a mdr emlitett, a kor kézéppontjitél a keriiletig
éré dllandd tévolsdggal.

A sugarat, rddiuszt rendesen 7, az dtmérdt d, a kozép-
ponfot O betlivel jeloljik. A kornek két pontjét osszekdtd
egyenest dltaldban hirnak nevezzitk és h vagy s betfivel
szoktuk jeloini. Ha egy dtmérst vagy egy hirt meghosszab-
bitunk a kér keriiletén tal is, akkor a kort szel§ egyenesrSl,
szel0r6l, szekdnsrol beszélhetink. Tehdt dltaldnosabban azt
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mondhatjuk, hogy a szelfnek a koérkerilet két pontjdval
hatérolt része a hir. A hir nagysiga kiilonféle lehet. Ha a
lehet8 legnagyobb, vagyis ha a kor kozéppontjdn megy
keresztiil, akkor 4tmér6 a neve. De ha a hir két végpontja-
nak egymiéshozr torténd kozeledése kévetkeztében mind
kisebb lesz, akkor a két végpont végill is egyesiil és akkor a
szelének a korrel mér esak egy kouzos pontja lesz. Neve skikor
érintési pont és a srel8bél érintd, tangens lesz, Ha az érintési
pontot a kor kozéppontjdval Osszekdtjiik, akkor fontos
rddingzt taldlunk, mert ez o sugdr, mint ldtni fogjuk, min-
denkor merfleges az érintlre. Ha viszont a kozéppont egy

AB

héir két végpontjaval kotjitk Ossze, akkor a két sugdr és a
hir egyiitt egyenl@szdrd héromszoget ad. Szdrai sugarak,
alapja har. Végiil pedig & korkeriletnek két sugdrral vagy
egy hiurral levdgott részét ivnek, kérivnek neveszziik (7).
De minden fvhez tartozik egy madsodik iv is, amely az elsGt
teljos korré egésziti ki. Nem tudhatjuk tehdt el6re, melyik
ivr8l lesz sz6. Ezért vizsgalatainkat, ahol tehetjik, félkorben
végerziilk vagy megédllapodunk abban, hogy kozelebbi meg-
jelélés hijdn mindig a félkoérnek kisebb ivre gondolunk.
Teljes egyértelmiiséghez csak gy juthatunk, ha a koriv
két végpontjst betlivel jeloljuk meg s megdllapodunk egy
bizonyos forgdsirdnyban, példdul az Oramutaté jardsdval
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éllonkezd irdnyban. Csakugyan mindenkor igy fogunk el-
jdmi. A 61. dbrdn az AB iv kisebb, mint a félkér, a B4
nagyobb. De ezzel a mddszerrel még f6lkoroket is meg lehet
egymdstol killonboztetni. Mert igy az A'B’ a fels6, a B'A4’
az alsg félkort jelenti.

Ime, azonnal bizonyiték arra, hogy az érintd merdleges az
érintési pontban huzott sugdrra. Valamennyi sugdr egyforma
hosszti, — ez a kor keletkezése alapjén természetes. Az érin-
tési pontban hiizott sugdr mellett bérhol hizck is még egy

82. dbra.

mésodik sugarat, azt feltétleniil meg kell hosszabbitanom
hogy elérje az érint6t. bbbl mdr kovetkezik, hogy csak egy
érintési pont, és esak egy, ezen keresztill mend sugér lehet.
Ez a sugdr a fentiek alapjin a legrévidebb tdvolsdg a kozép-
pont és az érintd kozt. De mivel pont és egyenes kozott a
legrovidebb tdvolsdg a merSlegesen mérhetd, bebizonyult,
hogy az érint6 és az érintési ponton keresztiil hiizott sugdr
merSlegeselk egymésra. Bebizonyult tovdbbé az is, hogy
csak egy ilyen sugér lehet. Az érint6 eme tulajdonséga tesszi
érthet6vé a korzére szerelt kihtzétoll kifogdstalan mfikods-
sét. Ugyanez a geometriai Osszefiiggés teszi egydltaldn
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lehet8vé az esztergdlyozdst, a mardst és a korflirész maks-
dés6t. A t6bbi fontos technikai alkalmazdst — sin és kerék,
fogaskerék és fogasrid — nem is emlitjik, annyira ismertek.

Vegyiik inkdbb szemiigyre a koér érintdjénck egy mésik
fontos tulajdonsdgdt. Ha ugyanis a kordn kivil levl tetszés
szerint fekvd S ponthdl meghtzzuk a két érintlt a kérhoz,
akkor az érintdnek az S pont és az érintési pontok (4 és B)

63. dbra.

kozt fekvd részei egyforma hosszik. Igen egyszerl ennck &
bizonyitdsa. Ha az S pontot a kor kozéppontjival is 6ssze-
kotjitk 8 meghtzzuk tovdbbd a két érintési ponthoz tartozd
sugarakat, akkor két derékszogl hdromszdg, SA0 és SBO
kelotkezik. Benniik az 40 és BO oldalak egyenl6k, mivel
sugarak. A legnagyobb szdggel szemben fekvs OS oldaluk
kozos. Legnagyobb szdgik, derékszog 16vén, szintén egy-
forma. Alkalmazhaté tehdt az OoS szabdly. Koévetkezés-
képpen S4 =8B, s ezt kellett bizonyitanunk.

De ebbdl ismét az kovetkezik, hogy az SO felezi az S mel-
lett fokv8 széget, valamint az 4 és B érintési pontokat
Osszekotd hirt ég hogy e hur merdleges ré.

Most a két érinténkkel kapesolatban kimutatjuk a kor
egyik, sok feladatban alapvetd szerepet jatsz6 harmonikus
tulajdonsggdt. Harmonikus tulajdonsigon a kovetkezdt
kell értentink: Legyen egy egyenesen hirom pontunk,
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(» 64. 4bra 4, B, @ pontja); ha az 4 és B pont helyés
dllandémak tekintjil, (ezeket éppen ezért alappontoknak
nevezziik), akkor a G pont helyét az egyenesen az alap-
pontoktél mért tdvolsdgainak viszonya egyértelmtien meg-

hatdrozza. Tehdt az t6rt minden pozitiv, vagy ne-

4G
GB
gativ értékéhez az egyenesnek csak egyetlen pontja tar-
tozik. Negativ érték? A t6rt negativ csak akkor lehet,
ha vagy a szdmldléja, vagy pedig a nevez8je negativ.
De akkor negativ tdvolsigrol kell beszélniink! Igen, meg
kell 4llapodnunk az egycnesen egy haladdsi irdnyban,
legyen ez esetiinkben A-t6l B felé, s nevezzitk ezt pozi-
tivnak. Az ellenkez8 irdny akkor negativ. Ezek szerint
AG tdvolsdg pozitivnak tekintends, a GA viszont nega-
tivnak. Egy-két kisérlet hamar meggy6z, hogy ilyen kg-
—g% viszony értéke az egyenes min-
den pontjdban valéban més és mds.

De kereshetiink az egyenesen az 4, B és G pontok-
hoz egy olyan negyedik F' pontot, amelynek az a tulaj-

rillmények kozt az

donsdga, hogy az —E tort értéke az é—q tort értékétésl

7B GB
csak elfjelben kiflonbosik, vagyis % :E.‘;‘;_‘g — —1. Ebben

az esethen az F pontot az 4, B és G pontokhoz tartozd
negyedik harmoénikus pontnak nevezziik, a négy pont
pedig egytitt harménikus pontesoport.

Itt még azt kell megjegyezniink, hogy mit neveziink
két mennyiség harménikus kozépértékének? Tudjuk, hogy
az @ és b mennyiségek szdmtani, aritmetikai kdzepe

b . - —
My == _aé—}—__ mértani, geometriai kozépértéke mg= 1 a.b ;
harménikus kozépértéke pedig mH:a—j—LF' Harmoénikus

pontjainkndl éppen ez az érték jdtszik szmerepet, mert
ha az AF=a és AG@=Db jelolést haszndljuk, akkor

.
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Még esak azt kell megemliteniink, hogy hdrom pont-
hoz a negyedik harmoénikus megszerkesztése sem nehéz.
(64. 4brdn a szaggatott vonalak.) Vdlasszunk egyene-
siinkon kivil egy tetszésszerinti M pontot. Késsik ezt
ossze a két (4, B) alapponttal, a harmadik G pontbél pedig
hiozzunk egy egyenest, amely fenti két egyenest metszi.
A metszéspontokat kossiik Ossze, keresztezve, az alap-
pontokkal, a keresztezett egyenesek metszéspontjat pedig
az M ponttal, akkor az igy kapolt egyenes az eredeti
egyenesinket a keresett negyedik harmoénikus, F, pontban
metszi.

Ezek utédn, ha meghosszabbitjuk a kér egyik 4tmérsjsét
a koron kiviil fekv8 tetszésszerinti G pontig, 8 e pontbdl

64. dbra.

meghtizzuk a kérhoz az érintéket, akkor az érintési pontokat
osszekotd TU hiar az 4tmérdt a G ponthoz tartozé negyedik
harmonikus pounttal osztja két részre. Hz azt jelenti, hogy

fennall az AF: BF=AGQG: B@, vagy mésképpen % : %%: 1
Osszefiiggés. Ttt

vagy még misképpen AB=My= a—T—b
Mg a barmonikus kozepet, @ az AF és b azn AQG tdvolsdgot
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jelenti. Ellendrzésként segédszerkesztésil a korhoz tartozo
szerkesztésiinkbe egy harmonikus sugarsort is rajzoltunk,
olyant, amilyent fentebb a harmonikus pontok szerkesztésé-
vel kapcsolatban emlitettiink.

Latjuk, hogy allitdsunkat — bar bizonyitani sem volna
nehéz — szerkesztéssel valdszindsitettik, verifikaltuk. De ez
a szerkesztés szamos Uj Osszefliggés kimutatasara nyUjtana
alkalmat. Ezekt6l azonban el kell tekinteniink, mert a kor
mas, alapvetd tulajdonsagai inkdbb érdekelnek. A korben
egyelére haromféle szoget kilonboztetliink meg. A kerileti
szoget, a kozépponti szoget és a har és érint6 altal bezart
sz0get, amelyet gyakran sorolnak a kerileti szdgekhez.
Ezekhez fog kés6bb csatlakozni a kerileti szdg kilonleges

65. abra.

eseteként a félkdrbe rajzolt kerlleti szdg. A kerlleti szdg
csicsa a kor keriletén van, szarai harok. Emlitettik, hogy
tét az érint6t gyakran elfajult szel6nek tekintjik, igy a har
is érint6 alkotta szog a kerlleti szog hataresetének tekinthetd.
A kozépponti szdg cslcsa viszont a kdzéppontban van, két
szara tehat a kornek két sugara. A félkorbe rajzolt kerileti
sz0g a kerileti szogek kiildonleges esete, amennyiben szarai
egy atmérd végpontjain mennek keresztil. Felrajzoljuk mind
a négy esetet, habar tulajdonképpen két esetté volnanak
dsszevonhatdk. (65. abra.)

Allitjuk, hogy e szogek kozt a kovetkezd Osszefiiggések
allnak fenn. Ugyanazon az iven, vagy ami ugyanaz, ugyan-
azon a haron fekvd keriileti szogek egyenlék. Ez az egyenl6-
ség érvényes a har és az érint6 kozti szogre is, amelynek a
fentemlitett har az egyik szara. Ha pedig ugyanarra az ivre
a kozépponti szbget is megrajzoljuk (vagy ugyanarra a



