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Tizenegyedik konyv

Definicidok

. Test az, aminek hosszisdga, szélessége és magassdga is van.
. Test vége feliilet.

Egy egyenes merdSleges egy sikra, ha valamennyi 6t metszd sik-
beli egyenesre merGleges.*

. Két sik merGleges egymdsra, ha az egyik sikban a sikok kozos

részére* bocsatott merSlegesek merdlegesek a masik sikra.

. Ha egy szakasz kiils6 végpontjabol merdlegest bocsatunk egy

sikra, és a kapott (metszés)pontot Osszekotjitk a szakasz sikbeli
végével, akkor a szakasznak a sikhoz val6 hajlata az 6sszekodtd és
az eredeti szakasz 4ltal kozrefogott szog.

. Két sik hajlata az a hegyesszog, melyet a sikok kozos részére

ugyanabban a pontban az egyes sikokban Aallitott mer6legesek
fognak kozre.

Azt mondjuk, hogy két sik hasonloképp hajlik egymdashoz, mint
masik kett8, ha a mondott hajlasszégek egyenlGk egymassal.

. Sikok parhuzamosak, ha nem taldlkoznak.
. Téridomok* hasonl6k, ha ugyanannyi, (paronként) hasonlé sik-

idom fogja Gket kozre.

Téridomok* egyenlSk és hasonlok, ha ugyanannyi, (paronként)
egyenld nagysdgi és hasonl6 sikidom fogja Sket kozre.

A térszog tobb mint két, egymast metsz8 és nem ugyanazon a
feliileten fekvS vonal egyméshoz val6 hajlata. Méasképp: térszog
az, amit t6bb mint két, nem egy sikban fekvé kozos csticst sik-
szog fog kozre.
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Guila az olyan téridom, melyet egy sikbé6l indulé egy pontban tal4l-
kozé siklapok fognak kozre.

Haséb az olyan siklapok éltal kozrefogott téridom, melynek két
szemkozti lapja egyenl§ (teriilet(i), hasonlé és parhuzamos, a
tobbi pedig paralelogramma.

Ha egy félkort rogzitett atmérdje koriil addig forgatunk, mig ere-
deti helyzetét tijra el nem éri, a kozrefogott idom gdomb.*

A gomb tengelye az a rogzitett szakasz, mely koriil a félkér forog.
A gomb kozéppontja ugyanaz, mint a félkoré.

A gombnek atmérGje barmely a kézépponton 4t haladé és mind-
kétoldalt a gomb felszinén végz8dE szakasz.

Ha egy derékszogii hdromszoget egyik derékszog melletti oldalat
rogzitve addig forgatunk, mig eredeti helyzetét tGjra el nem éri,
a kozrefogott idom kip. Ha a régzitett oldal egyenld a krbefor-
gatott masik derékszog melletti oldallal, akkor a kip derékszdgii,
ha kisebb, akkor tompaszogili, ha pedig nagyobb, akkor hegyes-
szogll.*

A kup tengelye a rogzitett szakasz, mely koriil a hAromszog forog.
Alapja pedig az a kor, melyet a kérbeforgatott oldal strol.

Ha egy téglalapot egyik derékszog melletti oldalét rogzitve addig
forgatunk, mig eredeti helyzetét tijra el nem éri, a kozrefogott
idom henger.

A henger tengelye a rogzitett szakasz, mely koriil a téglalap forog.
Alapjai pedig azok a korok, melyeket a két, egymdssal szemkozt
korbeforgatott oldal stirol.

Kipok és hengerek hasonldk, ha tengelyeik és alapjaik atmérdi
aranyosak.

Kocka a hat egyenl8 négyzet altal kozrefogott téridom.

Oktaéder a nyolc egyenld (teriilet(i), egyenl8 oldali hiromszdg
altal kozrefogott téridom.

Ikozaéder a hisz egyenld, egyenlS oldali haromszog altal kozre-
fogott téridom.

Dodekaéder a tizenkett§ egyenld, egyenlo oldald és szdgii Otszog
altal kozrefogott téridom.
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X1 L. Tétel
Nem lehetséges, hogy egy szakasz egy vésze az alapsikban, mds része
pedig egy rd ferde sikban legyen.
Tegyiik f6l ugyanis, hogy az ABC szakasz egy része, AB, az alap-
sikban, mas része pedig, BC, egy arra ferde sikban van.
Az AB szakasznak van egy egyenes menti
C folytatdsa az alapsikban. Legyen ez BD. Ekkor
@\é az ABC, ABD egyeneseknek kozos része AB,
Bl ami nem lehetséges, minthogy ha B kozéppont-
tal és AB sugarral egy kort rajzolunk, abban az
atmérdk kiilonbozd koriveket metszenek ki (1. 17. D.).
Nem lehetséges tehat, hogy egy szakasz egy része az alapsikban,
mas része pedig egy arra ferde sikban legyen.
B X1.2.:16;

—

XI. 2. Tétel

Ha két egyenes metszi egymadst, akkor egy sikban fekszenek, és min-
den hdromszog egy sikban fekszik.

Messe ugyanis két egyenes, AB és CD egymdst az E pontban. Azt
allitom, hogy AB ¢és CD egy sikban fekszenek, és minden haromszog
egy sikban fekszik.

Legyen F és G az EC, EB szakaszokon tetszélegesen valasztott pont,
kossiik Ossze CB-t és FG-t, és htizzunk FH és
G K metsz§ egyeneseket. El6szor is azt allitom,
hogy az ECB haromszog egy sikban fekszik.
Ha ugyanis az ECB héaromszog FHC vagy E
GBK része az alapsikban van, a maradék
pedig egy mésikban, akkor az EC, EB szaka-
szok koziil is az egyiknek egy része az alapsik-
ban, més része pedig egy masikban van. Ha H
az ECB hiromsz6g FCBG része fekszik az K B
alapsikban, a maradék pedig egy mésikban,
akkor mind az EC, mind az EB szakasz egy része az alapsikban, mas
része pedig egy masikban van. Err6l megmutattuk, hogy nem lehet-
séges (XI. 1.), az ECB haromszdg tehat egy sikban fekszik. Amely
sikban fekszik az ECB haromszdg, abban fekszik EC és EB is, s
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amelyben EC és EB, abban AC és CD is (XI. 1.). Az AB, CD egye-
nesek tehdt egy sikban fekszenek, és minden hdromszég egy sikban
fekszik. Eppen ezt kellett megmutatni.

B X268 147

XI. 3. Tétel

Ha két sik metszi egymdst, a kozos résziik egyenes.

Messe ugyanis egymast két sik, AB és BC, és legyen a DB vonal a
kozos résziik. Azt allitom, hogy a DB vonal egyenes. B

Tegyiik 6l ugyanis, hogy nem, és illessziink D-re és ’
B-re az AB sikban egy DEB, a BC sikban pedig egy
DFB egyenest. Ekkor DEB-nek és DFB-nek ugyan-
azok a végpontjai, €s nyilvan teriiletet fognak kozre,
ami nem lehetséges (9. Ax.). DEB és DFB tehdt nem
egyenesek. Hasonl6képp mutathaté meg, hogy egyet-
len mas D-re és B-re illesztett vonal sem egyenes, C
kivéve az AB és BC sik DC kozos részét.

Ha tehat két sik metszi egymdst, a kozos résziik egyenes. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F::: XI5, 7., 13=14;

XI. 4. Tétel

Ha két metszd egyenesre a metszéspontjukban merdlegest dllitunk,
akkor ez a merdleges a két egyenes sikjdra is meréleges.

Allitsunk ugyanis két, egymdast metsz5 egyenesre, AB-re és CD-re,
az E metszéspontjukban egy EF merSlegest. Azt allitom, hogy EF az
AB-n és CD-n atmend sikra is merdleges.

Messiik ki az egymassal egyenl8 AE, EB, CE, ED szakaszokat,
huzzunk E-n at egy tetszleges GEH egye-
nest, kossiik ossze AD-t és CB-t, és hlizzuk
meg atetszbleges F-bll FA-t, FG-t, FD-t, FC-t,
FH-t és FB-t. Minthogy e két-két szakasz,
AE, ED és CE, EB paronként egyenlG és
egyenlS szogeket fognak kozre (I. 15.), az
AD alap egyenl a CB alappal és az AED ha-
romszog egyenlS a CEB haromszoggel (1. 4.),
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ugyhogy a DAE sz6g is egyenlS az EBC szoggel. Az AEG szog egyenls
BEH-val (1. 15.), két haromszGgnek tehat, AGE-nek és BEH-nak két-
két szoge és egy-egy oldala, az egyenl§ szogek melletti AE és EB pa-
ronként egyenld, tehat a tobbi oldal is paronként egyenl (I. 26.).
GE tehat egyenl8 EH-val, AG pedig BH-val. Minthogy AE egyenl
EB-vel, FE kozos oldal és derékszogeket zar be veliik, az FA alap
egyenlG az FB alappal (I. 4.). Ugyanigy FC is egyenlé FD-vel. Mint-
hogy AD egyenl6 CB-vel, FA egyenl8 FB-vel, két-két oldal, FA, AD
és FB, BC paronként egyenld. S megmutattuk, hogy az FD alap egyenld
az FC alappal, az FAD szbg is egyenl$ tehat az FBC szbggel. Mint-
hogy tovabba megmutattuk, hogy AG egyenlG BH-val, és FA egyenld
FB-vel, két-két oldal, FA, AG és FB, BH péaronként egyenl. Mint
megmutattuk az FAG szog egyenld FBH-val, az FG alap tehat egyenld
az FH alappal (1. 4.). Mint megmutattuk GE egyenld EH-val, EF k6z0s
oldal, igy két-két oldal, GE, EF és HE, EF paronként egyenlS. Az FG
alap egyenl$ az FH alappal, a GEF szog tehét egyenlé HEF-fel (1. 8.),
GEF ¢és HEF tehat derékszogek (I. 10. D.). FE tehat merlleges az
E ponton at haladé tetsz8leges GH egyenesre. Hasonloképp mutat-
hatndnk meg, hogy FE béarmely 6t metsz6 ¢és az alapsikban fekvd
egyenesre merSleges. Egy egyenes viszont merdleges egy sikra, ha vala-
mennyi 6t metsz6 sikbeli egyenesre meréleges (XI. 3. D.), FE tehét
merdleges az alapsikra. Az alapsik az AB és CD egyeneseken Atmend
sik, FE tehat mer6leges az AB-n és CD-n dtmend sikra.

Ha tehat két metsz8 egyenesre a metszéspontjukban merdlegest
allitunk, akkor ez a merdleges a két egyenes sikjara is merdleges.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XI. 5., 8-9., 11.; XIIL. -15.

XI. 5. Tétel

Ha hdrom, egy ponton dimend egyenesre egy egyenes a melszéspont-
jukban merdleges, akkor a hdrom egyenes egy sikban fekszik.

Legyen ugyanis valamely 4B egyenes hdrom egyenesre, BC-re,
BD-re és BE-re a B metszéspontjukban merdleges. Azt allitom, hogy
BC, BD és BE egy sikban fekszik.

Tegyiik 0l ugyanis, hogy BD és BE az alapsikban, BC pedig egy
ferde sikban fekszik. Vegyiik az AB-n és BC-n 4tmend sikot (XI. 2.).
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Ennek €s az alapsiknak a k6zos része egy egyenes lesz (XI. 3.). Legyen
ez BF. Az AB-n és BC-n atmend egy sikban fekszik tehat e hdrom
egyenes, AB, BC és BF. Minthogy AB merGleges BD-re és BE-re,
a BD-n és BE-n dtmenG sikra is merGleges
(XI. 4). A BD-n és BE-n atmen§ sik az A
alapsik, tigyhogy 4B valamennyi 6t metsz6 C
alapsikbeli egyenesre mer6leges (XI. 3. D.). Lt
Az alapsikbeli BF egyenes metszi, az ABF /; LT ?
szOg tehat derékszog. Feltétel szerint ABC
is derékszdg, ABF tehét egyenld az ABC TR
szoggel (4. P.), és egy sikban fekszenek (a
szogszarak). Ez nem lehetséges (8. Ax.), a BC egyenes tehat nem egy
ferde sikban fekszik, e hirom egyenes tehat, BC, BD és BE egy sik-
ban fekszik.

Ha tehdt hdrom, egy ponton 4tmend egyenesre egy egyenes a met-
széspontjukban merdleges, akkor a harom egyenes egy sikban fek-

szik. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: XI. 6.

XI. 6. Tétel
Ha két egyenes merdleges ugyanarra a sikra, akkor az egyenesek
pdrhuzamosak.

Legyen ugyanis két egyenes, AB és CD merdleges az alapsikra, Azt

allitom, hogy 4B parhuzamos CD-vel.
Legyenek ugyanis az alapsikkal valé metszéspontjaik B és D, kossiik
Ossze BD-t, emeljiink az alapsikban BD-re
¢ A egy DE merBlegest (I 11.), legyen DE
egyenlS AB-vel (1. 3.), és kossiik Ossze BE-t,
AE-t és AD-t. Minthogy AB mer6leges az

alapsikra, valamennyi 8t metsz8 alapsikbeli
4 B egycnesre merdleges. AB metszi az alapsik-
£ beli BD-t és BE-t, ABD és ABE tehit derék-

szog. Ugyanigy CDB €s CDE is derékszog.
Minthogy 4B egyenl6 DE-vel és BD kozos oldal, AB, BD és ED, DB
paronkeént egyenlS; s egyenls szoget fognak kdzre, az AD alap tehat
egyenl§ a BE alappal (I. 4.). Minthogy 4B egyenlS DE-vel é AD a
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BE-vel, AB, BE é ED, DA paronként egyenld; s AE kozos alapjuk,
az ABE szog tehat egyenlS az EDA szoggel (1. 8.). ABE derékszog,
tehat EDA is derékszog, ED tehat mer6leges DA-ra. BD-re és DC-re is
merdleges, ED tehat merdleges harom, egy ponton atmend egyenesre,
BD-re, DA-ra és DC-re, a hirom egyenes tehat, BD, DA és DC egy
sikban fekszik (XI. 5.). 4B abban a sikban fekszik, amelyikben DB és
DA - hiszen minden hdromszog egy sikban fekszik (XI. 2.) —, AB, BD
és DC tehat egy sikban fekszik. ABD és BDC derékszog, AB tehat
parhuzamos CD-vel (I. 28.).

Ha tehat két egyenes merSleges ugyanarra a sikra, akkor az egye-
nesek parhuzamosak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XI. 9.; XII. 17.; XIII. 16-17.

XI. 7. Tétel

Ha van két pdrhuzamos egyenes, és mindegyiken letszdlegesen
vesziink egy pontot, akkor a pontokra illeszkedd egyenes ugyanabban
a sikban fekszilk, mint a parhuzamosok.™* _
Legyen AB és CD két parhuzamos egyenes, €s vegyiink mindegyiken
tetszGlegesen egy-egy pontot, E-t, illetve I-et. Azt dllitom, hogy az
E, F pontokra illeszked6 egyenes ugyanabban a sikban fekszik, mint

a parhuzamosok.
Tegyiik fol ugyanis, hogy egy ferde sikban van, mint EGF, és fek-
tessiink EGF-en at sikot. Ennek az

q E alapsikkal vett metszete egyenes

G B lesz (XI. 3.), ez legyen EF. Ekkor
c két szakasz, EGF és EF teriiletet fog
D kozre, ami lehetetlen (9. Ax.). Az

. E-b8l F-re illesztett egyenes tehat
nem egy ferde sikban fekszik, az AB, CD parhuzamosokon atmené
sikban fekszik tehat az E-b8l F-re illesztett egyenes.

Ha tehat van két parhuzamos egyenes, és mindegyiken tetsz6legesen
vesziink egy pontot, akkor a pontokra illeszked6 egyenes ugyanabban
a sikban fekszik, mint a parhuzamosok. Eppen ezt kellett megmutatni.

E o oadhon Gl o
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XI. 8. Tétel

Ha van két parhuzamos egyenes, és az egyikiik merdleges valamely
sikra, akkor a masik is merdleges arra a sikra.

Legyen AB és CD két parhuzamos egyenes, és legyen az egyikiik,
AB merdleges az alapsikra. Azt 4llitom, hogy a masik, CD is merGleges
erre a sikra.

Legyen ugyanis AB és CD metszéspontja az alapsikkal B, illetve
D, és htizzuk meg BD-t. AB, CD és BD
egy sikban fekszenek (XI. 7.). Emeljiink az
alapsikban BD-re egy DE merdlegest (I.
11.), legyen DE egyenlé AB-vel (1. 3.), és
hizzuk meg BE-t, AE-t, AD-t. Minthogy
AB merdleges az alapsikra, valamennyi 6t
metsz6 alapsikbeli egyenesre is merdleges,
ABD és ABE tehat derékszog. Minthogy
a parhuzamos AB-t és CD-t metszi a BD
egyenes, az ABD, CDB szogek 0Osszege két derékszoggel egyenld
(I. 29.). ABD derékszog, tehat CDB is derékszog, CD tehdt mer6-
leges BD-re. Minthogy AB egyenlé DE-vel és BD kozos oldal, két-
két oldal, 4B, BD és ED, DB paronként egyenlS; s az ABD szbg
egyenl6 az EDB szoggel — derékszog ugyanis mind a kett6 -, az
AD alap egyenl§ tehat a BE alappal (I. 4.). Minthogy 4B egyenld DE-
vel, BE pedig AD-vel, két-két oldal, AB, BE és ED, DA paronként
egyenlS; s AE kozds alapjuk, az ABE szog tehat egyenl6 az EDA sz0g-
gel (I. 8.). ABE derékszog, tehat EDA is derékszog, ED tehat merGle-
ges AD-re. DB-re is mer6leges, tehat a BD-n és DA-n atmend sikra is
merGleges (XI. 4.), tehat valamennyi 6t metszs8, és a BD-n és DA-n
atmend sikban fekvS egyenesre merSleges. DC a BD-n és DA-n at-
mend sikban fekszik, minthogy AB és BD a BD-n és DA-n 4tmend
sikban fekszik (XI. 2.), és amelyik sikban AB és BD, abban fekszik
DC is. ED tehat merdleges DC-re, igyhogy CD is merSleges DE-re.
CD a BD-re is merSleges, CD tehéat két metsz8 egyenesre, DE-re és
DB-re mer6leges a D metszéspontjukban, tgyhogy CD a DE-n és
DB-n atmen@ sikra is mer6leges (XI. 4.). A DE-n és DB-n atmend sik
az alapsik, CD tehat merSleges az alapsikra.

Ha tehat van két parhuzamos egyenes, és az egyikiik merdleges va-
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lamely sikra, akkor a mésik is mer&leges arra a sikra. Eppen ezt kellett
megmutatni.

B XE Ol 120 1835,

XI. 9. Tétel
Az ugyanazzal az egyenessel pdrhuzamos és vele nem egy sikban fekvd
egyenesek egymdssal is pdrhuzamosak.
Legyen ugyanis EF-fel parhuzamos a vele nem egy sikban fekvl
AB és CD. Azt allitom, hogy AB parhuzamos CD-vel.
Vegyiik ugyanis EF-en a tetsz6leges G pontot, és emeljiink belSle az
EF-en és AB-n 4&tmend sikban egy GH,
H az FE-n és CD-n dtmen@ sikban pedig
B A egy GK mer§legest (I. 11.). Minthogy

EF merGleges GH-ra és GK-ra, a GH-n

G és GK-n 4tmend sikra is merdleges (XI.

D c 4.). EF parhuzamos AB-vel, tehat 4B is
I merdleges a HG-n és GK-n atmend

sikra (XI. 8.). Ugyanigy CD is mer§le-

ges a HG-n és GK-n atmend sikra, AB és CD tehit mindketten

merdBlegesek a HG-n és GK-n atmend sikra, ha viszont két egyenes

merSleges ugyanarra a sikra, akkor az egyenesek parhuzamosak

(XI. 6.), AB tehat pArhuzamos CD-vel. Eppen ezt kellett megmutatni.
Boo X050 5 0380 XTI 17,

XI. 10. Tétel

Ha két, egymdst metszé egyenes pdrhuzamos két, nem ugyanabban
a sikban fekvd, egymdst metszd egyenessel, akkor egyenld sziget fog-
nak kozre.

Legyen ugyanis két, egymdést metsz6 egyenes, AR és BC parhuza-
mos két, nem ugyanabban a sikban fekvs, egymést metsz8 egyenes-
sel, DE-vel, illetve EF-fel. Azt 4llitom, hogy az ABC szbg egyenld
DEF-fel.

Messiik ugyanis le az egymassal egyenlé B4, BC, ED, EF szakaszo-
kat (I. 3.), és hiizzuk meg AD-t, CF-et, BE-t, AC-t és DF-et. Mint-
hogy BA egyenl§ és parhuzamos ED-vel, AD is parhuzamos és egyenld
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BE-vel (1. 33.). Ugyanigy CF egyenl8 és parhuzamos BE-vel, AD és
CF tehat mindketten egyenl6k és padrhuzamosak BE-vel. Az ugyan-
azzal az egyenessel parhuzamos és vele
nem egy sikban fekv6 egyenesek viszont
egymdssal is parhuzamosak (XI. 9.), 4D
tehat parhuzamos CF-fel, és egyenld vele.
AC és DF kotik Ossze GOket, tehat AC is
egyenl8 és parhuzamos DF-fel (I. 33.).
Minthogy két-két oldal, 4B, BC és DE,
EF paronként egyenlS, és az AC alap
egyenlS a DF alappal, az ABC szbg egyen-
16 a DEF szoggel (1. 8.).

Ha tehat két, egymdst metsz8 egyenes
parhuzamos két, nem ugyanabban a sik-
ban fekv8, egymdst metsz6 egyenessel, akkor egyenls szoget fognak
kozre. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XI. 24.; XII. 3.

XI. 11. Tétel
Bocsdssunk adott sikra adott kiilsé pontbdl merdlegest!
Legyen A4 az adott kiils6 pont, és az alapsik az adott sik. Az 4
pontbdl az alapsikra kell teh4t mer&legest bocsatani.
Vegyiink ugyanis az alapsikban egy tetsz6leges BC egyenest, és
bocsdssunk az 4 pontb6l BC-re egy AD
A merdlegest (XI. 2., 1. 12). Ha 4D az
alapsikra is merd&leges, készen vagyunk a
feladattal. Ha nem, emeljiink a D pont-
bdl az alapsikban BC-re egy DE merdle-
ﬁ CH gest (I. 11.), bocsassunk A4-bol DE-re egy
5 C AF mer8legest (XI. 2., 1. 12.), és haz-
=4 D zuk F-en 4t BC-vel parhuzamosan GH-t
(=31
Minthogy BC mind DA-ra, mind DE-re mer8leges, az ED-n és
DA-n 4tmend sikra is mer8leges (XI. 4.). GH pirhuzamos BC-vel,
ha viszont van két parhuzamos egyenes, és az egyikiik merdleges
valamely sikra, akkor a mésik is mer&leges arra a sikra (XI. 8.), tehat
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GH is merdleges az ED-n és DA-n atmend sikra, igy valamennyi &t
metsz0, és az ED-n és DA-n dtmend sikban fekvo egyenesre meréleges,
Az ED-n és DA-n atmend sikban fekv6 AF metszi, GH tehat merdleges
FA-ra, igyhogy FA is merSleges HG-re. AF a DE-re is mer&leges, AF
tehat mind GH-ra, mind DE-re merSleges. Ha viszont egy egyenes
két metsz6 egyenesre a metszéspontjukban meréleges, akkor a rajtuk
4atmend sikra is mersleges (XI. 4.), FA tehat merGleges az ED-n és
GH-n atmend sikra. Az ED-n és GH-n itmend sik az alapsik, AF
tehat merGleges az alapsikra.

Az adott A kiilsé pontbdl tehat egy AF merdlegesi bocsatottunk
az alapsikra. Eppen ezt kellett megtenni.

B XTI 05.,26. 31 XIIL. 17

XI. 12. Tétel
Allitsunk adott sikra adott pontjdban merélegest!

Legyen az alapsik az adott sik és 4 az adott pontja. Az 4 pontban

az alapsikra kell tehat merd&legest allitani.
Tekintsiink valamely B kiils6 pontot, bocsdssunk B-bdl az alapsikra
egy BC merGlegest (XI. 11.), és hiizzuk az
D A ponton at BC-vel parhuzamosan AD-t

B (XL 2, I 31.).
Minthogy AD és CB két parhuzamos

—_— egyenes, €s az egyikiik, BC merdleges az

@ alapsikra, a masik, AD is merdleges az
C alapsikra (XI. 8.).

Az adott sikra tehat adott 4 pontjaban

egy AD mer6legest allitottunk. Eppen ezt kellett megtenni.
F.: XI. 23., 26.; XIII. 14.

XI. 13. Tétel

Ugyanarra a sikra ugyanabban a pontban ugyanazon az oldalon nem
dllithato két (kiilonbozé) merdleges.

Tegyiik fol ugyanis, hogy ugyanabban az A4 pontban ugyanazon
az oldalon az alapsikra két egyenes, AB és AC mer6leges. Fektessiink
4t BA-n és AC-n sikot (XI. 2.). Ennek az alapsikkal vett metszete egy
A-n 4tmend egyenes lesz (XI. 3.). Ez legyen DAE. AB, AC és DAE
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egy sikban fekszenek. Minthogy C A merdleges az alapra, valamennyi
6t metsz§ alapsikbeli egyenesre merdleges. Az alapsikban fekvé DAE
metszi, CAE tehat derékszog. Ugyanigy BAE is derékszog, C AE tehat
egyenl6 BAE-vel (4. P.). S egy sikban
fekszenek, ami lehetetlen (8. Ax.). B C

Nem 4llithaté tehat ugyanarra a sikra
ugyanabban a pontban ugyanazon az ol-
dalon két (kiilonboz8) meréleges. Eppen 7
ezt kellett megmutatni. E

F.: XI. 19, D 4

XI. 14. Tétel
Amely sikokra ugyanaz az egyenes meroleges, azon sikok pdrhuza-
mosalk.
Legyen ugyanis valamely AB egyenes mind a CD, mind az EF sikra
merdleges. Azt allitom, hogy a sikok parhuzamosak.
Ellenkez8 esetben ugyanis meghosszabbitva talalkoznak. Talal-
kozzanak: a k6zos résziik egy egye-

C nes lesz (XI. 3.). Legyen ez GH,

D G vegyink GH-n egy tetszlleges K
= % pontot, és htizzuk meg 4AK-t, BK-t.

B Minthogy AB merdleges az EF sik-

E H ra, az EF sik meghosszabbitasaban

fekvé BK egyenesre is mersleges,
ABK tehat derékszog. Ugyanigy BAK is derékszog. Igy az ABK ha-
romszog két szogének, ABK-nak és BAK-nak az Gsszege két derék-
szoggel egyenld, ami lehetetlen (I. 17.). Nem taldlkoznak tehat a CD,
EF sikok meghosszabbitdsai, parhuzamosak tehat a CD, EF sikok.
Amely sikokra tehit ugyanaz az egyenes merdleges, azon sikok par-
huzamosak. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: XI. 15.

XI. 15. Tétel
Ha két, egymdst metszG egyenes pdrhuzamos két, nem ugyanabban
a sikban fekvd, egymdst metszé egyenessel, akkor a rajtuk dtmend
sikok pdrhuzamosak, '
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Legyen ugyanis két, egymast metsz8 egyenes, AB és BC parhuzamos
két, nem ugyanabban a sikban fekvS, egymast metszd egyenessel,
DE-vel, illetve EF-fel. Azt &llitom, hogy az 4B-n és BC-n, illetve DE-n
és EF-en atmend sikok nem talalkoznak egymassal.

Bocsassuk ugyanis a B pontbdl DE és EF sikjara a BG mer6Glegest

(XI. 11.), mely messe a sikot a G pontban,
B és hizzuk a G ponton 4t parhuzamosan
A—~C ED-vel GH-t, EF-fel pedig GK-t (I. 31.).

Minthogy BG meréleges DE és EF sikjara,

—F valamennyi 6t metsz6 DE és EF sikjaban
Q_-— LS F fekvd egyenesre merGleges. A DE és EF sik-
H K jaban fekv8 GH és GK metszi, tehdt mind

BGH, mind BGK derékszog. Minthogy BA
parhuzamos GH-val, a GBA, BGH szbgek Osszege két derékszoggel
egyenld (1. 29.). GBA derékszog, tehat GB merbleges BA-ra. Ugyanigy
GB a BC-re is merdleges. Minthogy a GB egyenes két, egymast metszd
egyenesre, BA-ra és BC-re merbleges, BA és BC sikjara is merdleges
(XI. 4.). [BG ugyanigy GH és GK sikjara is merGleges. GH és GK sikja
DE és EF sikja, BG tehat merdleges DE és EF sikjara. Megmutattuk,
hogy AB és BC sikjara is mer6leges.] Amely sikokra viszont ugyanaz
az egyenes mer6leges, azon sikok parhuzamosak (XI. 14.), 4B és BC
sikja tehat parhuzamos DE és EF sikjaval.

Ha tehat két, egymast metszs egyenes parhuzamos két, nem ugyan-
abban a sikban fekvl, egymdst metszé egyenessel, akkor a rajtuk
dtmend sikok parhuzamosak. Eppen ezt kellett megmutatni.

XI. 16. Tétel

Ha két pdrhuzamos sikot metsz egy sik, akkor a metszetek pdrhuza-
mosak.

Messen ugyanis az EFGH sik két parhuzamos sikot, AB-t és CD-t,
és legyen EF, illetve GH a met-
szet (XI. 3.). Azt allitom, hogy
EF parhuzamos GH-val.

Ellenkez8 esetben ugyanis EF
és GH vagy F és H, vagy E és
G oldalan taldlkozik. Hosszab-

414




bitsuk meg el6szor 6ket F és H oldalan, és taldlkozzanak K-ban.
Minthogy EFK az AB sikban fekszik, minden EFK-n levé pont
az AB sikban fekszik (XI. 1.). K az EFK egyenesen lev6 pon-
tok egyike, K tehat az AB sikban fekszik. Ugyanigy K a CD
sikban is fekszik, az AB, CD sikok meghosszabbitdsai tehdt talal-
koznak. A parhuzamossdgi feltétel miatt azonban nem talalkoznak,
EF és GH tehat nem taldlkozik meghosszabbitva F és H oldalan.
Hasonl6képp mutathatnidnk meg, hogy E és G oldalan meghosszabbit-
va sem taldlkoznak. Az egyik oldalon sem talalkozé egyenesek pér-
thuzamosak, EF tehat parhuzamos GH-val.

Ha tehat két parhuzamos sikot metsz egy sik, akkor a metszetek
parhuzamosak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XI. 17., 24

XI. 17. Tétel

Ha két egyenest pdrhuzamos sikok metszenek, akkor ugyanazon
ardnyban osztjdk dket.

Messenek ugyanis a GH, KL, MN parhuzamos sikok két egyenest,
AB-t és CD-t az A, E, B, illetve C, F, D pontokban. Azt allitom, hogy
AE tgy ardnylik EB-hez, mint CF az FD-hez.

Huizzuk meg ugyanis AC-t, BD-t és AD-t, legyen AD-nek a KL
sikkal vett metszéspontja O, és huz-
zuk meg EO-t, OF-et. Minthogy két
parhuzamos sikot, KIL-t és MN-et
metsz az EBDO sik (XI. 2.), a metsze-
tek, EO és BD pérhuzamosak (XI.
16.). Ugyanigy, minthogy két parhu-
zamos sikot, GH-t és KL-et metsz az
AOFC sik, a metszetek, AC és OF

parhuzamosak. Minthogy az ABD /--— —N
M D

héromszog egyik oldalaval, BD-vel
parhuzamos EOQ, AE ugy aranylik EB-
hez, mint 40 az OD-hez (V1. 2.). Is-
mét, minthogy az ADC hiromszdg egyik oldaldval, AC-vel parhuza-
mos OF, AO ugy ardnylik OD-hez, mint CF az FD-hez., Megmu-
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tattuk, hogy amint A0 az OD-hez, tigy aranylik AE az EB-hez,
amint tehat AE az EB-hez, ugy CF az FD-hez (V. 11.).

Ha tehat két egyenest parhuzamos sikok metszenek, akkor ugyan-
azon aranyban osztjak Sket. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XII. 4. L.

XI. 18. Tétel

Ha egy egyenes merdleges egy sikra, akkor valamennyi rajta dtmend

sik is merdleges arra a sikra.
Legyen ugyanis valamely AB egyenes mer@leges az alapsikra. Azt
allitom, hogy valamennyi 4B-n atmend sik is meréleges az alapsikra.
Fektessiink 4t ugyanis AB-n egy DE sikot, legyen a DFE sik €s az
alapsik metszete CE (XI. 3.), vegyiink
D, CE-n egy tetsz8leges F pontot, és emeljiink
G A a DE sikban CE-re az I pontban egy FG
merdlegest (1. 11.). Minthogy AB merGle-
ges az alapsikra, valamennyi 8t metszé
alapsikbeli egyenesre merdleges, tigyhogy

c Al > CE-re is merdleges, ABF tehat derékszog.
F B E GFB is derékszdg, AB tehat pirhuzamos

FG-vel (1. 28.). AB merdleges az alapsikra,
tehat FG is merSleges az alapsikra (XL
8.). S két sik merbleges egymasra, ha az egyik sikban a sikok
kozos részére bocsatott merblegesek merGlegesek a masik sikra
(XI. 4. D.). Megmutattuk, hogy a sikok CE kozos részére az egyik
sikban, DE-ben éllitott FG mer&leges merGleges az alapsikra, a DE sik
tehat merdéleges az alapsikra. Hasonloképp mutathaté meg, hogy vala-
mennyi AB-n atmend sik merdleges az alapsikra.
Ha tehat egy egyenes merdleges egy sikra, akkor valamennyi rajta
dtmend sik is merGleges arra a sikra. Eppen ezt kellett megmutatni.
F. . 0T 17,

XI. 19. Tétel
Ha két, egymast metszd sik merdleges valamely sikra, akkor a kozos
résziik is merdleges arra a sikra.
Legyen ugyanis két sik, 4B és BC merdleges az alapsikra, és legyen
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BD a ko6z0s résziik (XI. 3.). Azt dllitom, hogy BD merdleges az alap-
sikra.

Tegyiik f6l ugyanis hogy nem, és allitsunk az 4B sikban az AD egye-
nesre a D pontban egy DE, a BC sikban
pedig CD-re egy DF merGlegest (I. 11.).
Minthogy az 4B sik mer6leges az alap-
sikra és az AD kozos résziikre az AB sik-
ban egy DE merdlegest emeltiink, DE me-
rGleges az alapsikra. Hasonloképp mutat-
hatnidnk meg, hogy DF is merdleges az
alapsikra. Ugyanabban a D pontban teh4t %
az alapsikra két (kiilonboz8: XI. 4.) egye- A
nes merdleges ugyanazon az oldalon. Ez C
nem lehetséges (XI. 13.). Nem allithaté
tehat az alapsikra a D pontban mas merdleges, csak az AB és BC
sik kozos része, DB.

Ha tehat két, egymast metszG sik mer6leges valamely sikra, akkor
a kozOs résziik is mer6leges arra a sikra. Eppen ezt kellett megmu-
tatni.

XI. 20. Tétel
Ha egy térszoget hdrom sikszog fog kozre, akkor bdrmely kettd
dsszege nagyobb a harmadikndl, akdrhogy vdlasztjuk is 6ket.
Fogja kozre ugyanis az A-nél levd térszoget hidrom sikszog, BAC,
CAD és DAB. Azt éllitom, hogy a BAC, CAD és DAB szbgek koziil
béarmely kett§ Osszege nagyobb a harmadik-

D nél, akarhogy valasztjuk is 8ket.
Ha a BAC, CAD, DAB szogek egyenl6k
A egymassal, nyilvdnvalo, hogy barmely kettd
Osszege nagyobb a harmadiknidl. Ha nem

B \ egyenlOk, legyen BAC nagyobb (DAB-nél), és
E ¢  Szerkessziink B4 és AC sikjaban (XI.2.) az AB

egyeneshez, a rajta levé A ponthoz egy DAB-

vel egyenlé BAE szoget (1. 23.), legyen AE egyenld AD-vel, messe egy
E-n 4t hizott BEC egyenes az AB, AC egyeneseket a B, illetve C pont-
ban, és kossiik 0ssze DB-t, DC-t. Minthogy DA egyenlé AE-vel és
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AB ko6z0s oldal, két-két oldal egyenld; s a DAB szog egyenlG a BAE
szoggel, a DB alap tehat egyenlS a BE alappal (1. 4.). Minthogy BD
¢s DC 0sszege nagyobb BC-nél (1. 20.) s a DB tag, mint megmutattuk,
egyenlé BE-vel, a maradék DC nagyobb a maradék EC-nél. Minthogy
DA egyenl6 AE-vel, AC koz6s oldal, és a DC alap nagyobb az EC
alapnal, a DAC sz6g nagyobb az EAC szdgnél (1. 25.). Megmutattuk,
hogy a DAB sz6g egyenlS BAE-vel, DAB és DAC bsszege tehat na-
gyobb BAC-nél. Hasonloképp mutathatniank meg, hogy a tobbi két
szOg Osszege is nagyobb a harmadiknal.

Ha tehét egy térszoget harom sikszog fog kozre, akkor barmely
kett& Osszege nagyobb a harmadikndl, akdrhogy vdlasztjuk is Bket.
Fppen ezt kellett megmutatni.

R 01 8

' XI. 21. Tétel

Valamennyi térszoget dsszegben négy derékszignél kisebb sikszogek
fognak kozre.

Fogja kozre ugyanis az 4-nal lev6 térszoget a BAC, CAD és DAB
sikszdg. Azt allitom, hogy BAC, CAD é DAB 0sszege kisebb négy
derékszognél.

Vegyiink ugyanis AB, AC és AD mindegyikén egy tetszSleges B,
C, illetve D pontot, és kossiik dssze BC-t,
CD-t és DB-t. Minthogy a B-nél levé térszo-
get harom sikszog, CBA, ABD és CBD fogja
kozre, barmely kett6 6sszege nagyobb a har-
madikndl (XI. 20.), CBA és ABD 0Gsszege
tehdt nagyobb CBD-nél. Ugyanigy BCA és
ACD ©sszege nagyobb BCD-nél, CDA és
; ADB o6sszege pedig nagyobb CDB-nél. E hat

D szdg, CBA, ABD, BCA4, ACD, CDA és ADB
Osszege tehat nagyobb e harom, CBD, BCD

és CDB osszegénél. E harom szog, CBD, BDC és BCD osszege két
derékszoggel egyenld (I. 32.), e hat szog, CBA, ABD, BCA, ACD,
CDA és ADB 06sszege nagyobb két derékszognél. Minthogy az ABC,
ACD és ADB haromszdgek mindegyikének szdgdsszege két derék-
szOggel egyenld, a harom hdromszog kilenc szége, CBA, ACB, BAC,
ACD, CDA, CAD, ADB, DBA és BAD egyiitt hat derékszdggel egyen-
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16. E hat tag, ABC, BCA, ACD, CDA, ADB és DBA 0sszege nagyobb
két derékszognél, a maradék hiarom szog tehdt, BAC, CAD és DAB,
mely kozrefogja a térszoget, egyiitt kisebb négy derékszognél.

Tehat valamennyi térszoget Osszegben négy derékszognél kisebb
sikszogek fognak kozre. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 18,

XI. 22. Tétel

Ha van hdrom sikszog, melyek koziil kettd osszege nagyobb a har-
madikndl, akdrhogy vdlasztjuk is Oket, és egyenld szakaszok zdrjdk
kozre 8ket, akkor az egyenlé szakaszokat osszekotd szakaszokbdl lehet
hdromszdget szerkeszteni.

Legyen ABC, DEF és GHK harom sikszog, melyek kozul kett6
Osszege nagyobb a harmadikndl, akdrhogy vélasztjuk is Gket, ABC
meg DEF a GHK-nél, DEF meg GHK az ABC-nél, s végiil GHK meg
ABC DEF-nél, legyenek egyenl6k az AB, BC, DE, EF, GH és HK
szakaszok, és kossiik ossze AC-t, DF-et és GK-t. Azt allitom, hogy
AC-vel, DF-fel, illetve GK-val egyenl§ szakaszokbol lehet haromszoget
szerkeszteni, azaz hogy AC, DF és GK koziil barmely kett8 Gsszege
nagyobb a harmadiknal (I. 22.).

Ha az ABC, DEF, GHK szogek egyenlGk egymassal, nyilvanvalo,
hogy AC, DF és GK egyenld lévén,
chetséges AC-vel, DF-fel, illetve GK- B E H
val egyenl§ szakaszokbél haromszo- /4
get szerkeszteni (I. 1.). Ellenkez8 eset-
ben legyenek nem egyenlk, szerkesz- 4 CD FG K
sziink a HK egyeneshez, a rajta levd
H ponthoz egy ABC-vel egyenl6 KHL széget (I. 23.), legyen AB,
BC, DE, EF, GH és HK egyikével egyenl6 HL, és kossiik Ossze
KIL-t, GL-t. Minthogy két-két oldal, 4B, BC és KH, HL egyenld,
s a B-nél levé szog egyenld KHI-lel, az AC alap egyenlS a KL alappal
(I. 4.). Minthogy ABC meg GHK nagyobb DEF-nél és ABC egyenl8
a KHL szdggel, GHL nagyobb DEF-nél. Minthogy két-két oldal,
GH, HL és DE, EF egyenlS, s a GHL szog nagyobb a DEF szdgnél,
a GL alap nagyobb a DF alapnal (I. 24.). GK meg KL nagyobb GL-nél
(I. 20.), GK meg KL tehét anndl nagyobb DF-nél. KL egyenl8 AC-vel,
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AC meg GK tehat nagyobb a harmadik szakasznal, DF-nél. Hasonl6-
képp mutathatnank meg, hogy AC meg DF is nagyobb GK-ndl, és
végiil DF meg GK AC-nél. Lehetséges tehdt AC-vel, DF-fel, illetve
GK-val egyenlS szakaszokbdl hdromszoget szerkeszteni. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.: XI. 23.

XI. 23. Tétel

Szerkesszimk hdarom sikszoghdl, melyek koziil kettd dsszege nagyobb

a harmadikndl, akdrhogy vdlasztjuk is oket, térszoget!
Sziikséges, hogy a hirom szdg Osszege négy derékszognél kisebb

legyen.(XI. 21.).

Legyen a harom adott sikszog, melyek koziil kettd sszege nagyobb
a harmadiknal, akarhogy valasztjuk is 8ket, a harom Osszege pedig
kisebb négy derékszognél, 4BC, DEF és GHK. ABC-vel, DEF-fel,
illetve GHK-val egyenl8 szogekbdl kell tehat térszoget szerkeszteni.
Messiink le egyenlé AB, BC,
B E DE, EF, GH és HK szakaszokat
(I. 3.) és kossitk Ossze AC-t,
DF-et, GK-t. Ekkor lehetséges
AC-vel, DF-fel, illetve GK-val
egyenld szakaszokbol haromszo-
get szerkeszteni (XI. 22.). Szer-
kessziink egy LMN haromszdget
tgy, hogy AC egyenl§ LM-mel,
DF az MN-nel, s végiil 'GK az
NL-lel, irjunk az LMN hérom-
szog koré egy LMN kort (IV.
5.), vegyiik a kdzéppontjat, O-t,
és kossiik Ossze LO-t, MO-t,
NO-t. Azt éllitom, hogy AB nagyobb LO-nal. Ellenkezd esetben
ugyanis 4B vagy egyenlé LO-val, vagy kisebb nala. Legyen elGszor
egyenld. Minthogy 4B egyenlé LO-val, mésrészt AB egyenld BC-vel
és OL egyenlG OM-mel, két-két oldal, 4B, BC é LO, OM paron-
ként egyenlS; s feltétel szerint az AC alap egyeni6 az LM alappal,
az ABC szog tehédt egyenl6 az LOM szdggel (I. 8.). Ugyanigy a
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DEF sz6g egyenl6 MON-nel, s GHK az NOL-lel, e hirom szdg,
ABC, DEF és GHK osszege tehat egyenl6 e masik harom, LOM,
MON és NOL Gsszegével. LOM, MON és NOL 0sszege viszont négy
derékszoggel egyenl (1. 13.), tehat ABC, DEF és GHK Osszege is négy
derékszoggel egyenld. A feltétel szerint az Gsszeg kisebb négy derék-
szognél. Bz ellentmondas, 4B tehat nem egyenlé LO-val. Azt 4llitom,
hogy AB nem is kisebb LO-nal. Tegyiik fol ugyanis, hogy az, és mér-
jiink f6l egy AB-vel egyenlS OP és egy BC-vel egyenl6 OQ szakaszt
(I. 3.), és kossiik Ossze PQO-t. Minthogy 4B egyenlé BC-vel, OP is
egyenlS OQ-val, ugyhogy a maradék LP is egyenlé QM-mel. LM tehat
parhuzamos PQ-val (VI. 2.), és az LM O hiromszog szdgei egyenlSk
PQO-éivel (1. 29.), amint tehat OL az LM-hez, gy aranylik OP a
PQ-hoz (VI. 4.), folcserélve tehat amint LO az OP-hez, ugy LM a
PQ-hoz (V. 16.). LO nagyobb OP-nél, tehat LM is nagyobb PQ-nal
(V. 14.). LM feltétel szerint egyenld AC-vel, tehat AC is nagyobb
PQ-nal. Minthogy két-két oldal, AB, BC és PO, OQ egyenld, s az
AC alap nagyobb a PQ alapndl, az ABC sz6g nagyobb a POQ szdgnél
(I. 25.). Hasonléképp mutathatnank meg, hogy a DEF szdg nagyobb
MON-nél, GHK pedig NOL-nél. ABC, DEF és GHK 06sszege tehat
nagyobb LOM, MON és NOL osszegénél. ABC, DEF és GHK Osszege
feltétel szerint kisebb négy derékszognél, LOM, MON és NOL osszege
tehat anndl kisebb négy derékszognél. Viszont egyenld is, ami ellent-
mondas. 4B tehat nem kisebb LO-nal. Megmutattuk, hogy nem is
egyenlS vele, nagyobb tehit 4B az LO-nal. Allitsunk az O pontban
az LMN koér sikjara egy OR mer6legest (XI. 12.), legyen OR négyzete
azzal egyenl6, amivel AB négyzete nagyobb LO négyzeténél (L.),
és kossiik Ossze RL-t, RM-et, RN-et. Minthogy RO merGleges az
LMN kor sikjara, LO, MO és NO mindegyikére is merGleges. Minthogy
LO egyenld OM-mel, s OR kozos oldal és merGleges, az RL alap
egyenl$ az RM alappal (1. 4.). Ugyanigy RN egyenl§ RL-lel és RM-mel,
RL, RM és RN tehat egyenlGk egymassal. Minthogy feltétel szerint
OR négyzete azzal egyenl6, amivel AB négyzete nagyobb LO négyze-
ténél, AB négyzete egyenlé LO és OR négyzetdsszegével. Masrészt
LO és OR négyzetosszegével egyenlé LR négyzete (1. 47.) — LOR
ugyanis derékszog —, AB négyzete tehdt egyenlé RL négyzetével,
AB tehat egyenl6 RL-lel. AB-vel egyenl6 BC, DE, EF, GH, illetve
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HK, RIL-lel pedig egyenl6 RM és RN, AB, BC, DE, EF, GH é HK
tehat egyenl6 RL, RM és RN barmelyikével. Minthogy két-két oldal,
LR, RM és AB, BC egyenld, s feltétel szerint az LM alap egyenld az
AC alappal, az LRM szbg egyenl8 az ABC szdggel (1. 8.). Ugyanigy
az MRN szog egyenl6 DEF-fel, LRN pedig GHK-val.

Harom sikszogbdl tehat, LRM-bSl, MRN-bGl és LRN-bdl, melyek
egyenlSk a hdrom adott szoggel, ABC-vel, DEF-fel, illetve GHK-val,
térszoget szerkesztettiink, az R-nél levSt, melyet LRM, MRN és LRN
fog kozre. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: XI.36.

XI. 23. Lemma

Hogy hogyan lehet OR négyzetét azzal egyenl6nek venni, amivel
nagyobb 4B négyzete LO négyzeténél, igy mutatjuk meg: Vegyiik
az AB, LO szakaszokat, legyen AB a nagyobb, irjunk folé¢ egy ACB
félkort (I. 10.), illessziink az ACB félkorbe egy, az AB atmérdnél nem
nagyobb LO-val egyenlS AC szakaszt (IV. 1.), és hiizzuk meg CB-t.
Minthogy az ACB $z6g egy ACB félkorben fekszik, ACB derékszog
(ITIL. 31.). AB négyzete tehat egyenld AC és CB négyzetdsszegével
(1. 47.), tigyhogy AB négyzete CB négyzetével nagyobb AC négyzeté-
nél. AC egyenl6 LO-val, AB négyzete tehat CB négyzetével nagyobb
LO négyzeténél. Ha tehiat OR-t BC-vel egyenl6nek vessziik (1. 3.),
akkor AB négyzete OR négyzetével lesz nagyobb LO négyzeténél.
Eppen ez volt a feladat.

XI. 24. Tétel

Ha egy téridomot (hat pdronként) pdrhuzamos lap fog kozre, aklkor
a szemkozti lapok egybevdgdk és paralelogrammdk.

Fogjak kozre ugyanis a CDHG téridomot a (paronként) parhuzamos
AC, GF, AH, DF, BF é AE lapok. Azt
allitom, hogy a szemkozti lapok egybeva-
26k és paralelogrammak.

Minthogy két parhuzamos sikot, BG-t és
CE-t metsz az AC sik, a metszetek parhu-
zamosak (XI. 16.). AB tehat parhuzamos
DC-vel. Ismét, minthogy két parhuzamos




sikot, BF-et és AF-t metsz az AC sik, a metszetek parhuzamosak.
BC tehat parhuzamos AD-vel. Megmutattuk, hogy 4B is parhuza-
mos DC-vel, AC tehat paralelogramma. Hasonloképp mutathatnank
meg, hogy DF, I'G, GB, BF és AE is paralelogramma.

Huzzuk meg AH-t és DF-et. Minthogy AB péarhuzamos DC-vel,
BH pedig CF-fel, két, egymast metsz§ egyenes, AB és BH parhuzamos
két, nem ugyanabban a sikban fekvS, egymast metsz6 egyenessel
DC-vel és CF-fel, egyenls szoget fognak tehat kozre (XI. 10.), az ABH
sz0g tehat egyenlé DCF-fel. Minthogy két-két oldal, 4B, BH és DC,
CF egyenlS (I. 34.), s az ABH sz5g egyenl8 DCF-fel, az AH alap
egyenlS a DF alappal, és az ABH hiromszog egyenl§ a DCF hirom-
szoggel (I. 4.). ABH-nak kétszerese a BG paralelogramma, DCF-nek
pedig kétszerese a CE paralelogramma (I. 34.), a BG paralelogramma
tehat egyenlS a CE paralelogrammaval. Hasonloképp mutathatndnk
meg, hogy AC is egyenl6 GF-fel, AE pedig BF-fel.

Ha tehat egy téridomot (hat paronként) parhuzamos lap fog kozre,
akkor a szemkozti lapok egybevégdk és paralelogrammék. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F::i X125, 27 29 815330 XI]. 8.

XI. 25. Tétel

Ha egy paralelepipedont™ egy (két) szemkézti lappal pdrhuzamos
stkkal metsziink, akkor amint az alaplapok, uigy ardnylanak a téridomok.

Messiik el ugyanis az ABCD paralelepipedont a szemkdzti RA,
DH lapokkal parhuzamos FG sikkal. Azt allitom, hogy amint az
AEFV alaplap az EHCF alaplaphoz,
gy aranylik az ABFU téridom az Y Q R U D Z T
EGCD téridomhoz. :

Hosszabbitsuk meg ugyanis 4H-t
mindkétfelé, legyen 4K, KL tetszo- ;
leges sok AE-vel egyenl6, HM, MN i K A E H M N
pedig tetszSleges sok EH-val egyen-

16 szakasz, s egészitsiitk ki az LP, KV, HX, MS paralelogramma-
kat és az LQ, KR, DM, MT téridomokat. Minthogy az LK, KA, AE
szakaszok egyenl8k egymdssal, az LP, KV, AF paralelogrammak
egyenl6k egymassal, és KO, KB, AG is egymadssal, s végiil LY, KO és
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AR is egyméssal — szemkozti lapok ugyanis (XI. 24.). Ugyanigy EC,
HX és MS is egyenlOk egymassal, s HG, HI és IN egyenlSk egymadssal,
s végiil DH, MZ és NT. Az LQ, KR, AU téridomoknak tehat hirom-
hérom lapja egyenlS. E harom lap viszont egyenl6 a szemkoézti ma-
sik harommal (XI. 24.), e hdrom téridom tehat, LQO, KR és AU egyenld
egymassal. Ugyanigy a mdasik hirom téridom, ED, DM és MT is
egyenlS egymdssal, ahdnyszorosa tehat az LI alap az AF alapnak,
annyiszorosa az LU téridom az AU téridomnak. Ugyanigy ahany-
szorosa az NF alap az FH alapnak, annyiszorosa az NU téridom a HU
téridomnak. S ha az LF alap egyenl6 az NF alappal, akkor az LU tér-
idom is egyenl§ az NU téridommal, s ha az LF alap nagyobb az NF
alapnal, akkor az LU téridom is nagyobb az NU téridomnal, s ha ki-
sebb, akkor kisebb. Van tehat négy mennyiség, két alap, AF és FH,
s két téridom, AU és UH, vettiik ugyanannyiszorosat mind az AF
alapnak és az AU téridomnak — ti. az LF alapot és az LU téridomot —,
mind a HF alapnak és a HU téridomnak — ti. az NF alapot és az NU
téridomot —, és megmutattuk, hogy ha az LF alap nagyobb az FN
alapnal, akkor az LU téridom is nagyobb NU-ndl, s ha egyenl6, akkor
egyenld, s ha kisebb, akkor kisebb. Az AU téridom tehat tigy aranylik
az UH téridomhoz, mint az AF alap az FH alaphoz. Eppen ezt kellett
megmutatni.
F.: XI. 31-32., 34.

XI. 26. Tétel

Szerkessziink adott egyeneshez, rajta levd adott ponthoz, adott
térszoggel egyenld térszoget!

Legyen AB az adott egyenes, A a rajta levé adott pont, a D-nél
levé és az EDC, EDF, FDC sikszogek altal kozrefogott szog pedig az
adott térszog. Az AB egyeneshez,
a rajta levé adott ponthoz a D-nél
levé térszoggel egyenld térszoget kell
tehat szerkeszteni.

Vegyiink DF-en egy tetszOleges
F pontot, bocsassunk F-b6l ED és
DC sikjara egy FG mer6legest (XI.
11.), ennek a sikkal val6 metszés-




pontja legyen G, huzzuk meg DG-t, szerkessziink az 4B egyeneshez, a
rajta levé 4 ponthoz egy EDC-vel egyenlé BAL és egy EDG-vel egyenld
BAK szoget (1. 23.), mérjiink 6l egy DG-vel egyenld AK szakaszt
(I. 3.), allitsunk BA és AL sikjara K-ban egy KH mer6legest (XI. 12.),
mérjiink 14 egy GF-fel egyenlé KH szakaszt, és hizzuk meg HA-t.
Azt éllitom, hogy az A-ndl levs, a BAL, BAH, HAL sikszogek 4ltal
kozrefogott térszog egyenls a D-nél levd, az EDC, EDF, FDC szbgek
altal kozrefogott térszoggel.

Messiink le ugyanis egyenlé 4B, DE szakaszokat (I. 3.), és htizzuk
meg HB-t, KB-t, FE-t, GE-t. Minthogy FG merGleges az alapsikra,
valamennyi 6t metsz6 és az alapsikban fekvG egyenesre merdleges,
FGD és FGE tehat derékszog. Ugyanigy HKA és HKB is derékszog.
Minthogy két-két oldal, KA, AB és GD, DE paronként egyenls, és
egyenlS szoget zarnak be, a KB alap egyenlS a GE alappal (I. 4.).
KH és GF is egyenld, s egyenlS szoget zarnak be, tehat HB és FE is
egyenld (ua.). Ismét, minthogy két-két oldal, 4K, KH és DG, GF
egyenld, s derékszoget fognak kozre, az AH alap egyenld az FD alap-
pal. AB és DE is egyenld, tehat két-két oldal, HA, AB és DF, DE
egyenl6. S a HB alap egyenl6 az FE alappal, a BAH szog tehat egyenld
az EDF szoggel (I. 8.). Ugyanigy a HAL szbg is egyenlG FDC-vel
[minthogy ha egyenlS AL, DC szakaszokat metsziink le, és meghtizzuk
KL-t, HL-t, GC-t, FC-t, akkor minthogy a teljes BAL sz6g egyenld a
teljes EDC-vel és belGliik BAK feltétel szerint egyenlé EDG-vel, a
maradék KAL egyenlS a maradék GDC-vel. Minthogy két-két oldal,
KA, AL és GD, DC egyenld, s egyenl§ szdget zarnak be, a KL alap
egyenl6 a GC alappal. KH és GF is egyenls, tehat két-két oldal, LK,
KH és CG, GF egyenld; s egyenlS szoget zdrnak be, a HL alap tehat
egyenl$ az FC alappal. Minthogy két-két oldal HA, AL és FD, DC
egyenls, s a HL alap egyenl6 az FC alappal, a HAL sz6g egyenll az
FDC szoggel]. A BAL és az EDC sz6g is egyenlo.

Az adott AB egyeneshez tehat, a rajta levé adott 4 ponthoz, a
D-nél lev adott térszoggel egyenl térszoget szerkesztettiink. Eppen
ezt kellett megtenni.

F.: XI.27.
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XI. 27, Tétel

Emeljiink adoti szakaszra adott paralelepipedonhoz hasonlo  és
hasonléan fekvd paralelepipedont!

Legyen AB az adott szakasz és CD az adott paralelepipedon.
Az adott 4B szakaszra az adott CD paralelepipedonhoz hasonlo és
hasonlban fekvS paralelepipedont kell te-
hat emelni.

Szerkessziink az 4B egyeneshez, a rajta
levé A ponthoz egy, a C-nél levGvel egyen-
16, a BAH, HAK, KAB sikszogek A4ltal
kozrefogott térszoget tigy, hogy a BAH
szog egyenlé legyen ECI-fel, BAK az
ECG-vel, KAH pedig GCF-fel (XI. 26.),
¢és aranyuljék amint EC a CG-hez, igy BA
az AK-hoz, amint pedig GC a CF-hez, ugy
KA az AH-hoz (V1. 12.). Egyenl6 sok ta-
gon 4t tehat amint EC a CF-hez, Ggy BA
az AH-hoz (V. 22.). Bgészitsiik ki a HB paralelogrammat és az AL
téridomot.

Minthogy BA tigy ardnylik AK-hoz, mint EC a CG-hez, s igy az
egyenlé ECG, BAK szbgek melletti oldalak aranyosak, a GE parale-
logramma hasonl6é a KB paralelogramméahoz. Ugyanigy a KH para-
lelogramma is hasonlé a GF paralelogrammahoz, s végiil FE HB-hez, a
CD téridom harom paralelogrammaéja tehat hasonlé az AL téridom
hdrom paralelogrammadjahoz. Az egyik hiarom viszont egyenlG €s
hasonl6 a vele szemkdzti hdrommal, a mdsik harom pedig egyenls
és hasonl6 a vele szemkozti harommal (XI. 24.), a teljes CD téridom
tehét hasonl6 a teljes AL téridomhoz.

Az adott AB szakaszra tehit az adott CD paralelepipedonhoz
hasonlé és hasonléan fekvd AL paralelepipedont emeltiink. Eppen ezt
kellett megtenni.

X1, 28. Tétel
Ha egy sik egy paralelepipedont két szemkézti lapjdnak dtléja mentén
metsz, akkor a sik felezi a téridomot.
Messe ugyanis a CDEF sik az AB paralelepipedont két szemkozti
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lapjanak 4tldja, CF és DE mentén. Azt allitom, hogy a CDEF sik
felezi az AB téridomot.

Minthogy ugyanis a CGF haromszog egyenl6é a CFB haromszoggel,
ADE pedig DEH-val (1. 34.), és a CA paralelogramma egyenl8 EB-vel
— hiszen szemkoztiek —, GE pedig CH-val
(XI. 24.), a két haromszog, CGF és ADE,
és harom paralelogramma, GE, AC és CE
altal kozrefogott hasab is egyenldé a CFB
és DEH héromszogek és a CH, BE, CE
paralelogrammak altal kozrefogott hasab-
bal, hiszen ugyanannyi ¢és (paronként)
egyenl6 nagysdgu lap fogja Oket kozre,
tgyhogy a CDEF sik feleziaz AB téridomot
mint egészet. Eppen ezt kellett megmutatni.

B, X139 XS4 P8

XI. 29. Tétel

Azok a paralelepipedonok, melyek alapja és magassdga ugyanaz, és
dilé éleik ugyanazokon az egyeneseken végzddnek, egyenldk egymdssal.
Legyen az ugyanazon AB alapon fekv8 CM és CN paralelepipedo-
nok magassiga ugyanaz, és végzédjenek AF, AG, LM és LN, illetve
CD, CE, BH és BK éleik ugyanazon az egyenesen, FN-en, illetve
DK-n. Azt allitom, hogy a CM téridom egyenl6 a CN téridommal.
Minthogy CH és CK paralelogramma,

D Eit K CB egyenld DH-val és EK-val (1. 34.),
tgyhogy DH isegyenlé EK-val. Vonjuk
le a kézos EH-t, ekkor a maradék DE
egyenl6 a maradék HK-val, igyhogy a
DCE haromszog is egyenl8 a HBK ha-
romszoggel (I. 8. és 4.), a DG parale-
logramma pediga HN paralelogramma-
val (I. 34., 29., 4.). Ugyanigy az AFG
héromszog is egyenl6 az MLN haromszoggel. A CF paralelog-
ramma is egyenlé a BM paralelogrammaéaval, CG pedig BN-nel — hi-
szen szemkoztiek (XI. 24.) —, tehat a két haromszdg, AFG és DCE, és
hdrom paralelogramma, AD, DG és CG altal kozrefogott hasab egyen-
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16 az MLN és HBK haromszogek és a BM, HN és BN paralelogrammék
altal kozrefogott hasabbal. Adjuk hozzijuk azt a téridomot, melynek
alapja az AB paralelogramma, szemkozti lapja pedig GEHM. Ekkor a
teljes CM téridom egyenld a teljes CN téridommal.

Azok a paralelepipedonok tehat, melyek alapja és magassiga
ugyanaz, és 4llo éleik ugyanazokon az egyeneseken végz8dnek, egyen-
18k egymassal. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fe: XT. 30, 31.. 34

XI. 30. Tétel

Azok a paralelepipedonok, melyek alapja és magassdga ugyanaz,
és dllo éleik nem végzédnek ugyanazokon az egyeneseken, egyenlék
egymadssal.

Legyen az ugyanazon AB alapon fekvé CM és CN paralelepipedo-
nok magasséga ugyanaz, és ne végzédjenek AF, AG, LM és LN, illetve
CD, CE, BH ¢és BK éleik ugyanazon az egyenesen. Azt allitom, hogy a
CM téridom egyenld a CN téridommal.

Hosszabbitsuk meg ugyanis NK-t és DH-t, taldlkozzanak egymassal

R-ben, hosszabbitsuk meg FM-et és
K R GE-t P-ig, illetve Q-ig, és huzzuk
meg AO-t, LP-t, CQ-t és BR-t.
Ekkor a CM téridom, melynek
alapja az ACBL paralelogramma,
szemkozti lapja pedig FDHM,
egyenldé a CP téridommal, melynek
alapja az ACBL paralelogramma,
szemkoztilapja pedig OQRP, hiszen
ugyanazon az ACBL alapon feksze-
nek, ugyanaz a magassaguk, és allo
éleik, AF, AO, LM és LP, illetve
CD, CQ, BH é BR ugyanazon az egyenesen, FP-n, illetve DR-¢cn vég-
z6dnek (XI. 29.). Mésrészt a CP téridom, melynek alapja az ACBL
paralelogramma, szemkozti lapja pedig OQRP, egyenl8 a CN tér-
idommal, melynek alapja az ACBL paralelogramma, szemkozti
lapja pedig GEKN, hiszen ismét ugyanazon az ACBL alapon feksze-
nek, ugyanaz a magassaguk, és 4llo éleik, AG, A0, CE és CQ, illetve
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LN, LP, BK és BR ugyanazon az egyenesen, GQ-n, illetve NR-en
végz8dnek, ugyhogy a CM téridom is egyenlé a CN téridommal.
Azok a paralelepipedonok tehat, melyek alapja és magassiga
ugyanaz, és all6 éleik nem végzddnek ugyanazokon az egyeneseken,
egyenl8k egymdssal. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: XL 31.,34.

Xl 311 Tétel

Azok a paralelepipedonok, melyek alapja egyenld, magassdga pedig
ugyanaz, egyenlok egymdssal.

Fekiidjenek az AF, CF paralelepipedonok az egyenlé 4B, CD ala-
pokon, és legyen ugyanaz a magassaguk. Azt 4llitom, hogy az AE
téridom egyenld a CF téridommal.

Legyenek elGszor az all6 élek, HK, BE, AG és LM, illetve PQ, DF,
CO és RS merdGlegesek az 4B, illetve 0 E J)

a CD alapra, legyen RT a CR egyenes
menti meghosszabbitisa, szerkessziink
az RT egyeneshez, a rajta levS R pont-
hoz egy ALB-vel egyenl6 TRU szoget
(L. 23.), mérjiink fol egy 4L-lel egyenld
RT és egy LB-vel egyenlé RU szakaszt
(1. 3.), és egészitsiik ki az RX alapot
és az YU téridomot. Minthogy két-
két oldal, TR, RU és AL, LB egyenld,
és egyenl6 szoget zarnak be, az RX '
paralelogramma egyenl§ és hasonl6 a H

HL paralelogrammaval (1. 4., 34.). Is- “ M

mét, minthogy AL egyenlé RT-vel, A 1

LM pedig RS-sel, és derékszoget zar-

nak be, az RY paralelogramma egyenlé €s hasonlé az AM para-
lelogrammaval. Ugyanigy LE is egyenl§ és hasonlé SU-val. Az AE
téridom harom paralelogrammadja tehat egyenld és hasonlé az YU
téridom harom paralelogrammaéjival. Viszont az egyik harom is
egyenl§ a vele szemkozti hirommal, meg a mdasik harom is egyenld
a vele szemkozti harommal (X1. 24.), a teljes AE paralelepipedon tehat
egyenld a teljes YU paralelepipedonnal. Hosszabbitsuk meg DR-t €s
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XU-t, taldlkozzanak egymdssal Z-ben, htizzuk T-n 4t DZ-vel parhuza-
mosan A'TE’-t (I. 31.), hosszabbitsuk meg PD-t A™-ig, és egészitsiik kia
ZY, RI téridomokat. Ekkor a Z¥ téridom, melynek alapja az RY
paralelogramma, szemkozti lapja pedig ZD’, egyenl6 az YU téridom-
mal, melynek alapja az RY paralelogramma, szemkozti lapja pedig
UV, hiszen ugyanazon az RY alapon fekszenek, ugyanaz a magas-
saguk, &s 4ll6 éleik, RZ, RU, TE’ és T, illetve SB’, SC’, YD" és YV
ugyanazon az egyenesen, ZX-en, illetve B'V-n végzddnek (XI. 29.).
Az YU téridom viszont egyenl§ AE-vel, tehat az YZ téridom is egyenld
az AE téridommal. Minthogy az RUXT paralelogramma egyenl$ a
ZT paralelogrammaval — hiszen ugyanazon az RT alapon és ugyan-
azon RT, ZX parhuzamosok kozott fekszenek (I. 35.), és RUXT
egyenl8 CD-vel, minthogy AB-vel is, a ZT paralelogramma is egyenld
CD-vel. DT egy masik sikidom, a CD alap tehat ugy arédnylik DT-hez,
mint ZT a DT-hez (V. 7.). Minthogy a CI paralelepipedont egy (két)
szemkozti lappal padrhuzamos RF sik metsz, amint a CD alap a DT
alaphoz, tigy aranylik a CF téridom az RI téridomhoz (XI. 25.).
Ugyanigy, minthogy a ZI paralelepipedont egy szemkdzti oldalakkal
parhuzamos RY sik metsz, amint a ZT alap a T'D alaphoz, tgy ariny-
lik a ZY téridom RI-hez. Amint viszont a CD alap DT-hez, tigy arany-
lik ZT a DT-hez, amint tehat a CF téridom az RI téridomhoz, gy a
ZY téridom RI-hez (V. 11.). A CF és ZY téridomok tehét ugyanigy
aranylanak RI-hez, a CF téridom tehat egyenlé a ZY téridommal
(V. 9.). ZY viszont, mint megmutattuk,
egyenl8 AE-vel, AE is egyenl$ tehat CF-
fel. [Eppen ezt kellett megmutatni.]

Ne legyenek most az 8116 élek, AG, HK,
BE és LM, illetve CN, PQ, DF és RS me-
rélegesek az AB, illetve CD alapra. Ismét
azt 4llitom, hogy az AE téridom egyenld
a CF téridommal. Bocsdssuk ugyanis az
alapsikra a K, E, G és M, illetve Q, F, N
és S pontbdl a KO, ET, GU és MV, illet-
ve OX, FY, NZ és SI merSlegeseket (XI.
11.), ezeknek a sikkal valé metszéspontja
legyen O, T, U és V,illetve X, Y, Z és I, és




htizzuk meg az OT, OU, UV és TV, illetve XY, XZ, ZI és 1Y szakaszo-
kat. Ekkor a KV téridom egyenl6 a OI téridommal, hiszen az egyenld
KM, OS alapokon fekszenek, ugyanaz a magassaguk, és allo éleik
merdlegesek az alapra. A KV téridom viszont egyenl6 az AE téridom-
mal, QI pedig CF-fel — hiszen alapjuk és magassdguk ugyanaz, és 4ll6
éleik nem végz&dnek ugyanazokon az egyeneseken (XI. 30.) —, az AE
téridom is egyenld tehat a CF téridommal.

Azok a paralelepipedonok tehét, melyek alapja egyenld, magasséga
pedig ugyanaz, egyenl8k egyméssal. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XI. 32., 34., 36., 39.

XI. 32. Tétel

Azok a paralelepzpedonok melyek magassdga ugyanaz, ugy ardny-
lanak egymdshoz, mint az alapjaik.

Legyen az AB, CD paralelepipedonok magassaga ugyanaz. Azt al-
litom, hogy az AB, CD paralelepipedonok tigy ardnylanak egymashoz,
mint az alapjaik, azaz amint az AF alap a CF alaphoz, tigy aranylik
az AB téridom a CD téridomhoz.

Illessziink ugyanis FG-hez egy
AE-vel egyenld FH paralelogrammat
(1. 44.), és egészitsiik ki az FH ala-
pd, CD-vel azonos magassagii GK
paralelepipedont. Ekkor az AB tér-
idom egyenl6 a GK téridommal,
hiszen az egyenl6 AE, FH alapokon
fekszenek és ugyanaz a magassa-
guk (XI. 31.). Minthogy a CK
paralelepipedont metszi a lapokkal
szemkozti pArhuzamos DG sik, amint a CF alap az FH alaphoz, tGgy
ardnylik a CD téridom a DH téridomhoz (XI. 25.). Az FH alap viszont
egyenld az AE alappal, a GK téridom pedig az AB téridommal, amint
tehit az AE alap a CF alaphoz, ugy aranylik az 4B téridom a CD
téridomhoz (V. 7. és 11.).

Azok a paralelepipedonok tehat, melyek magassdga ugyanaz, ugy
ardnylanak egyméshoz, mint az alapjaik. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XI.33.,34.; X1I.4. L., 10,
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X33 etel

Hasonlé paralelepipedonok egymdssal a megfeleld éleikhez viszonyitva
hdromszoros ardnyban (V. 10, D.) dllnak.

Legyenek AB és CD hasonld paralelepipedonok, és feleljen meg
AE a CF-nek. Azt allitom, hogy az 4B téridomnak a CD téridomhoz
val$ aranya haromszorosa AE CF-hez val6 ardnyanak.

Legyen AE, GE, illetve HE egyenes menti meghosszabbitdsa EK, EL,
illetve EM, mérjiink fol egy CF-fel egyenlS EK, egy FN-nel egyenld
EL, s végiil egy FR-rel egyenl6 EM szakaszt (1. 3.), és egészitsiik ki a
KL paralelogrammat és a KP téridomot.

Minthogy két-két oldal, KE, EL és CF, FN egyenld, és a KEL sz6g
egyenl6 a CFN szOggel — hiszen az AEG
szdg egyenld CFN-nel az AB, CD tér-
idomok hasonldsdga miatt — (I. 15.),
a KL paralelogramma egyenlSé és ha-
sonlé a CN paralelogrammaval (. 4.,
34.). Ugyanigy a KM paralelogramma
is egyenld és hasonlé CR-rel, EP pedig
DF-fel. A KP é a CD téridomnak
tehdt harom-hiarom paralelogrammaéja
paronként egyenld és hasonld. Viszont
az egyik harom is egyenlé és hasonlé
a vele szemkozti hArommal, meg a ma-
sik hdrom is egyenld és hasonld a vele
szemkozti hirommal (XI. 24.), a teljes
KP téridom tehat egyenld és hasonld a teljes CD téridommal. Egészit-
siik ki a GK paralelogrammat, majd a GK, illetve KL alapti és 4AB-vel
azonos magassagu EO és LQ téridomot. Minthogy az 4B, CD térido-
mok hasonlésdga miatt AF Ggy aranylik CF-hez, mint EG az FN-hez és
EH az FR-hez, s CF egyenl8 EK-val, FN az EL-lel, FR pedig EM-mel,
AE gy aranylik EK-hoz, mint GE az EL-hez és HE az EM-hez (V. 7.,
11.). Amint viszont AE az EK-hoz, tigy ardnylik az AG paralelogramma
a GK paralelogrammahoz, amint GE az EL-hez, ugy GK a KL-hez,
amint pedig HE az EM-hez, Ggy QF a KM-hez (VL. 1.), amint tehét az
AG paralelogramma GK-hoz, tigy GK a KL-hez és QFE a KM-hez (V.
11.). Amint viszont AG a GK-hoz, tigy az AB téridom az EO tér-
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idomhoz, amint GK a KL-hez, tigy az OFE téridom a QL téridom-
hoz, amint pedig QF a KM-hez, gy a OL téridom a KP téridomhoz
(X1. 32.), amint tehat az AB téridom EO-hoz, igy FO a OL-hez és QL
a KP-hez. Ha viszont négy mennyiség folytonosan arinyos, akkor
az els@ a negyedikkel a masodikhoz viszonyitva hiromszoros ardny-
ban all, az AB téridomnak KP-hez val6é ardnya tehit hiaromszorosa
AB-nek EO-hoz val6 ardnyénak. Amint viszont AB az EO-hoz, figy
ardnylik az AG paralelogramma GK-hoz és az AE szakasz EK-hoz,
tgyhogy az AB téridomnak KP-hez valé ardnya hiromszorosa
AE-nek EK-hoz valé arinyanak. A KPtéridom egyenl§ a CD téridom-
mal, az EK szakasz CF-fel, az AB téridomnak a CD téridomhoz valé
aranya tehat haromszorosa a megfelel§ oldalak, AE és CF ardnyanak.

Hasonl6 paralelepipedonok tehat egymaéssal a megfelel§ oldalaikhoz
viszonyitva hdromszoros ardnyban 4allnak. Eppen ezt kellett megmu-
tatni.

F.: XI: 375 X3 &

Kévetkezmény

Ebbd6l mér nyilvanvald, hogy ha négy szakasz aranyos, akkor amint
az els@ a negyedikhez, tigy aranylik az elsére emelt paralelepipedon a
masodikra emelt hasonlé és hasonl6an elhelyezett paralelepipedon-
hoz, minthogy az elsd szakasz a negyedikkel a masodikhoz viszonyitva
haromszoros ardnyban 4ll.

XI. 34. Tétel

Az egyenld (térfogatii) paralelepipedonoknak forditva ardnyosak
az alapjaik a magassdggal; s amely paralelepipedonoknak forditva
ardnyosak az alapjaik a magassdggal, azok egyenldk.

Legyenek AB és CD egyenld paralelepipedonok. Azt allitom, hogy
az AB, CD paralelepipedonoknak forditva ardnyosak az alapjaik a
magassaggal : amint az EH alap az NQ alaphoz, ugy aranylik a CD tér-
idom magassdga az AB téridom magassigahoz.

Legyenek ugyanis el&szor az 4116 élek, AG, EF, LB és HK, illetve
CM, NO, PD és OR mer8legesek az alapjukra. Azt 4llitom, hogy amint
az EH alap az NQ alaphoz, gy ardnylik CM az AG-hez.

Ha az EH alap egyenl6 az NQ alappal és az AB téridom egyenld
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a CD téridommal, akkor CM is egyenl8 AG-vel, hiszen a megegyez6
magassagh paralelepipedonok tgy ardnylanak egyméshoz, mint az
alapjaik (XI. 32.). [Ha ugyanis —
noha az EH, NQ alapok egyenl8k
D _ az AG és a CM magassag nem
lenne egyenl8, akkor az AB
V  téridom sem lenne egyenl§ CD-
vel. Feltétel szerint egyenl§ vele,
nem igaz tehat hogy a CM magas-
sdg nem egyenld az AG magassig-
gal: egyenl6 tehat vele.] Ekkor
amint az EH alap az NQ alaphoz,
tgy ardnylik CM az AG-hez, és nyilvdnvald, hogy az AB, CD para-
lelepipedonoknak forditva ardnyosak az alapjaik a magassaggal.

Ne legyen most egyenls az EH alap az NQ alappal, hanem legyen
nagyobb EH. Az AB téridom egyenlS a CD téridommal, CM tehit
nagyobb AG-nél. [Ellenkez$ esetben ugyanis az AB, CD téridomok
ismét nem lennének egyenldk, feltétel szerint viszont egyenldk.]
Mérjiink fol egy AG-vel egyenl8 CT szakaszt (1. 3.), és egészitsiik ki az
NQ alapt, CT magassdgi VC paralelepipedont. Minthogy az 4B tér-
idom egyenl8 a CD téridommal, CV egy tovabbi mennyiség, és egyenld
mennyiségeknek ugyanahhoz a mennyiséghez valé ardnya ugyanaz
(V. 1), az AB téridom gy aranylik a CV téridomhoz, mint a CD
téridom a CV téridomhoz. Amint viszont az AB téridom a CV tér-
idomhoz, ugy aranylik az EH alap az NQ alaphoz — hiszen egyenld
magassagl az AB és a CV téridom - (XI. 32.), amint pedig a CD
téridom a CV téridomhoz, ligy az MQ alap a TQ alaphoz és CM a
CT-hez (V1. 1.), amint tehat az EH alap az NQ alaphoz, tigy MC a
CT-hez (V. 11.). CT egyenl8 AG-vel, amint tehdt az EH alap az NO
alaphoz, gy aranylik MC az AG-hez. Az AB, CD téridomoknak
tehat forditva ardnyosak az alapjaik a magassaggal.

Megforditva, legyenek most az 4B, CD paralelepipedonok alapjai
forditva ardnyosak a magassdggal: ardnyuljék amint az EH alap az
NQ alaphoz, igy a CD téridom magassiga az AB téridom magassaga-
hoz. Azt allitom, hogy az AB téridom egyenl8 a CD téridommal.

Legyenek az 4ll6 élek ismét merdlegesek az alapjukra. Ha az EH
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alap egyenl6 az NQ alappal és a CD téridom magassiga ligy ardnylik
az AB téridom magassidgahoz, mint az EH alap az NQ alaphoz, akkor
a CD téridom magassaga is egyenls az 4B téridom magassidgaval. Az
egyenld alapokon fekvS és azonos magassagi paralelepipedonok
viszont egyenl6k (XI. 31.), az AB téridom tehat egyenl§ a CD tér-
idommal.

Ne legyen most egyenl8 az EH alap az NQ alappal, hanem legyen
nagyobb EH. Ekkor a CD téridom magassdga nagyobb az 4B tér-
idom magassagéndl, azaz CM az AG-nél. Mérjiink ismét ol egy AG-
vel egyenld CT szakaszt, és hasonloképp egészitsiik kia CV téridomot.
Minthogy MC tugy ardnylik AG-hez, mint az EH alap az NQ alaphoz
és AG egyenl8 CT-vel, CM tigy aranylik CT-hez, mint az EH alap az
NQ alaphoz. Amint viszont az EH alap az NQ alaphoz, tigy aranylik
az AB téridom a CV téridomhoz — egyenl8 magassagu ugyanis az AB
és a CV téridom — (XI. 32.), amint pedig CM a CT-hez, tigy az MQ
alap a OT alaphoz (VI. 1.) és a CD téridom a CV téridomhoz, amint
tehat az AB téridom a CV téridomhoz, tigy a CD téridom a CV tér-
idomhoz (V. 11.), AB-nek és CD-nek CV-hez val6 ardnya tehat ugyan-
az, az AB téridom tehit egyenld
a CD téridommal (V. 9.). [Eppen
ezt kellett megmutatni.]

Ne legyenek most az 4116 élek,
FE, BL, GA és HK, illetve ON,
DP, MC és RQ mer6legesek az
alapjukra, bocsassunk EH, illetve
NQ sikjira az F, G, B és K, illet-
ve O, M, D és R pontbdl mer6le-
geseket (XI. 11.), ezeknek a si-
kokkal valé metszéspontjai le-
gyenek S, T, U és V, illetve X, Y, Z és A’, és egészitsitk ki az IV,
OZ téridomokat. Azt 4llitom, hogy ha az AB, CD téridomok egyen-
18k, akkor az alapok ezesetben is forditva ardnyosak a magassaggal:
amint az EH alap az NQ alaphoz, tigy aranylik a CD téridom ma-
gassdga az AB téridom magassigihoz.

Minthogy az AB téridom egyenl§ a CD téridommal, AB viszont
egyenld BT-vel — hiszen ugyanazon az FK alapon fekszenek és ugyanaz

435




a magassaguk —, és a CD téridom egyenlG DY-nal — hiszen ismét
ugyanazon az alapon fekszenek, RO-n, és ugyanaz a magassaguk
(XI.29-30.) — a BT téridom is egyenld tehat a DY téridommal. Az FK
alap tehat tigy aranylik az OR alaphoz, mint a DY téridom magassiga
a BT téridom magassidgahoz. Az FK alap egyenl6 az EH alappal, az
OR alap pedig az NQ alappal, az EH alap tehat tigy ardnylik az NO
alaphoz, mint a DY téridom magassaga a BT téridom magassdgahoz.
A DY, illetve BT és DC, illetve BA téridomoknak ugyanaz a magassa-
guk, az EH alap tehat Gigy ardnylik az NQ alaphoz, mint a DC tér-
idom magassdga az AB téridom magassagahoz. Az AB, CD paralele-
pipedonoknak tehat forditva ardnyosak az alapjaik a magassaggal.

Megforditva, legyenek most az 4B, CD paralelepipedonok alapjai
forditva ardnyosak a magassdggal: aranyuljék amint az EH alap az
NQ alaphoz, tigy a CD téridom magassdga az 4B téridom magassaga-
hoz. Azt 4llitom, hogy az AB téridom egyenl8 a CD téridommal.

Ha ugyanis elvégezziik ugyanazokat a Iépéseket, mint az el8bb,
akkor minthogy a CD téridom magassaga ugy aranylik az AB téridom
magassagahoz, mint az EH alap az NQ alaphoz és az EH alap egyenl8
az FK alappal, NQ pedig OR-rel, a CD téridom magassdga igy arany-
lik az AB téridom magassdgdhoz, mint az FK alap az OR alaphoz.
Az AB, illetve CD és BT, illetve DY téridomoknak ugyanaz a magas-
saguk, az FK alap tehat ugy aranylik az OR alaphoz, mint a DY tér-
idom magassaga a BT téridom magassdgéhoz, a BT, DY paralelepipe-
donoknak tehat forditva ardnyosak az alapjaik a magassiggal, a BT
téridom tehat egyenlS a DY téridommal. BT viszont egyenl§ BA-val
— hiszen ugyanazon az FK alapon fekszenek és ugyanaz a magassa-
guk —, a DY téridom pedig egyenl8 a DC téridommal, az AB téridom
is egyenld tehat a CD téridommal. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XII. 9.

XI. 35. Tétel
Ha van két egyenld sikszég, vesziink egy-egy, a csiicsukon dtmend
olyan nem sikbeli egyenest, mely pdronként egyenld szogeket zdr be az
eredeti szogek szdraival, a nem sikbeli egyeneseken vesziink egy-egy
tetszéleges pontot, azokbol merdlegeseket bocsdatunk az eredeti szogek
sikjaira, és a sikokkal valé metszéspontokbdl egyeneseket hiizunk az
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eredeti szogek csicsaiba, akkor ezek az egyenesek egyenld szégeket
zdrnak be a nem sikbeli egyenesekkel.

Legyen BAC ¢és EDF két egyenl§ sikszog, vegyiink egy-egy, A-n és
D-n 4tmend, olyan nem sikbeli egyenest, AG-t és DM-et, mely paron-
ként egyenlS szogeket, MDE-t és GAB-t, illetve MDF-et és GAC-t,
zéar be (XI. 26.), vegyiink AG-n és DM-en egy-egy tetszGleges pontot,
G-t és M-et, bocsassunk G-bdl és M-b6l egy GL, illetve MN merdlegest
BAC, illetve EDF sikjara (XI. 11.), ezeknek a sikokkal valé metszés-
pontjai legyenek N és L, és hlizzuk meg LA-t és ND-t. Azt allitom,
hogy a GAL szbg egyenl6 az MDN szoggel.

Meérjiink f6l egy DM-mel egyenlS AH szakaszt (1. 3.), és hlizzunk a
H ponton at GL-lel egy HK parhu-

zamost (I. 31.). GL mer8leges BAC G M
sikjara, HK is merdleges tehat BAC H /
sikjara (XI. 8.). Bocsassuk a K, N

pontokbél az AB, AC, DF, DE egye- £ /
nesekre a KC, NF, KB, NE mer6- 0 7 F
legeseket (I. 12.) és htizzuk meg A K\LD/
HC-t, CB-t, MF-et, FE-t. Minthogy C

HA négyzete egyenlé HK meg KA

négyzetével, KA négyzete pedig egyenl8 KC és CA négyzetissze-
gével (1. 47.), HA négyzete egyenl§ HK, KC és CA négyzetOssze-
gével. HK és KC négyzetosszegével egyenl8 HC négyzete, HA
négyzete tehdt egyenlé HC és CA négyzetdsszegével, HCA tehat
derékszog (I. 48.). Ugyanigy DFM is derékszog, az ACH szig
tehat egyenl6 DFM-mel. A HAC szog egyenlé MDF-fel, igy MDF
és HAC két olyan haromszog, melyben két-két szog péaronként
egyenl8 és egy-egy oldal, az egyenl§ szogek egyikével szemkozti
HA és MD egyenld, a tobbi oldal is paronként egyenld tehat
(I. 26.), AC tehat egyenlG DF-fel. Hasonloképp mutathatnank meg,
hogy AB és DE is egyenlS. Minthogy AC egyenld DF-fel, AB pedig
DE-vel, két-két oldal, CA, AB és FD, DE egyenls. A CAB szog is
egyenl§ az FDE szoggel, a BC alap tehat egyenlS az EF alappal, €s a
két hdromszog egyenld és a tobbi szog is paronként (I. 4.), az ACB
szOg tehat egyenlé a DFE szoggel. Az ACK derékszog is egyenlS a
DFN derékszdggel, a maradék BCK is egyenl tehat a maradék EFN-
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nel. Ugyanigy a CBK szg is egyenlé FEN-nel, igy BCK és EFN két
olyan haromszog, melyben két-két szog paronként egyenld és egy-egy
oldal, az egyenl6 szogek melletti BC és EF egyenld, a tobbi oldal is
paronként egyenlS tehat (I. 26.), CK tehat egyenld FN-nel. AC is
egyenl6 DF-fel, igy két-két oldal, AC, CK és DF, FN egyenlG; s derék-
szoget zarnak be, az AK alap tehat egyenl6 a DN alappal (1. 4.). Mint-
hogy AH egyenl8 DM-mel, AH négyzete is egyenl6 DM négyzetével.
AH négyzetével viszont egyenlé AK és KH négyzetdsszege — hiszen
AKH derékszog —, DM négyzetével pedig egyenld DN és NM négyzet-
Gsszege — hiszen DNM derékszog —, AK és KH négyzetdsszege tehat
egyenlé DN és NM négyzetosszegével. EbbGl AK négyzete egyenld
DN négyzetével, a maradék tehat, KH négyzete, egyenlé NM négyzeté-
vel, HK tehat egyenlé MN-nel. Minthogy két-két oldal, HA4, AK és
MD, DN péronként egyenl6, és megmutattuk hogy a HK alap egyenld
az MN alappal, a HAK szog egyenl6 az MDN szoggel.

Ha tehat van két egyenld sikszog. . . és igy tovabb a tétel. Eppen ezt
kellett megmutatni.

Kovetkezmény

Ebbdl mér nyilvanvald, hogy ha van két egyenld sikszdg, és vesziink
a csticsaikbdl indulé olyan egyenls, nem sikbeli szakaszokat, melyek
paronként egyenlé szogeket zdrnak be az eredeti szbgek szaraival,
akkor a szakaszok végpontjabdl az eredeti szogek sikjara bocsatott
merSlegesek egyenlSk. Eppen ezt kellett megmutatni.

X130,

XI. 36. Tétel

Ha harom szakasz ardnyos, akkor a hdrom szakaszbol szerkesztett
paralelepipedon egyenld a kozépsé szakaszra emelt egyenld oldali és az
elébbivel egyenld szogti paralelepipedonnal.

Legyen a, b és ¢ harom ardnyos szakasz: amint a a b-hez, tigy b a
c-hez. Azt allitom, hogy az a-bél, b-bdl és ¢-bll szerkesztett téridom
egyenld a b-re emelt egyenl oldali és az el6bbivel egyenld szogii tér-
idommal.

Vegyiink egy E-nél fekv§ térszoget, melyet DEG, GEF és FED fog
kozre, mérjiink fol b-vel egyenl8 DE, GE és EF szakaszokat (1. 3.), és
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egészitsiik ki az EK paralelepipedont. Mérjiink fél egy a-val egyenld
LM szakaszt, szerkessziink az LM egyeneshez, a rajta levs L ponthoz
egy, az E-nél fekvovel egyenld térszéget, melyet NLO, OLM és MLN
fog kozre (XI. 26.), s mérjiink fol
egy b-vel egyenl6 LO és egy c-vel
egyenl6 LN szakaszt. Minthogy 'a
igy ardnylik b-hez, mint b a c-hez
és a egyenl6 LM-mel, b LO-val és
ED-vel, ¢ pedig LN-nel, LM ugy
aranylik EF-hez, mint DE az LN-
hez (V. 7.). Az egyenl6 NLM, DEF
szogek melletti oldalak forditva ara-
nyosak, az MN paralelogramma te-
héat egyenlS a DF paralelogramméval
(VL 14.). Minthogy két egyenes vo-
nalu sikszég, DEF és NLM egyenld,
LO és EG a csucsaikbol indul6 olyan,
egymadssal egyenld, nem sikbeli sza-
kaszok, melyek paronként egyenls szogeket zarnak be az eredeti sz6-
gek szaraival, a G és O pontb6l NLM, illetve DEF sikjara bocsétott
merd&legesek egyenlSk egyméssal (XI. 35. K.), Gigyhogy az LH ésaz EK
téridom magassdga ugyanaz. Az egyenlS alapokon fekv8 azonos ma-
gassagu paralelepipedonok viszont egyenlSk egymassal (XI. 31.),a HL
téridom tehat egyenld az EK téridommal. LH az a-bél, b-bdl és ¢-bol
szerkesztett, EK pedig a b-re emelt téridom, az a-bol, b-bél és ¢-bdl
szerkesztett paralelepipedon tehét egyenld a b-re emelt egyenl6 oldali
és az el8bbivel egyenlS szogli téridommal. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

XI. 37. Tétel
Ha négy szakasz ardnyos, akkor a rdjuk emelt hasonld és hasonldan
elhelyezett paralelepipedonok is ardnyosak; s ha a négy szakaszra emelt
hasonlé és hasonldan elhelyezett paralelepipedonok ardnyosak, akkor
maguk a szakaszok is ardnyosak.
Legyen AB, CD, EF és GH négy aranyos szakasz: amint 4B a CD-
hez, gy EF a GH-hoz, s emeljiik az AB, CD, EF, GH szakaszokra a
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hasonlé és hasonléan fekvé KA, LC, ME, NG paralelepipedonokat.
Azt allitom, hogy K4 tgy ardnylik LC-hez, mint ME az NG-hez.
Minthogy ugyanis a KA paralelepipedon hasonlé LC-hez, KA-nak
LC-hez valé ardnya haromszorosa
L  AB-nek CD-hez val6 arinyénak
(XI. 33.). Ugyanigy ME-nek NG-
hez valé aranya is hdromszorosa
EF-nek GH-hoz valé arinydnak.
AB gy aranylik CD-hez, mint EF
a GH-hoz, AK tehat tigy aranylik
LC-hez,§ mint ME az NG-hez (V.
22:511.):
Aranyuljék most az AK téridom
G H ugy az LC téridomhoz, mint az
ME téridom NG-hez. Azt allitom,
hogy az AB szakasz Gigy aranylik CD-hez, mint EF a GH-hoz.
MinthogyEKA-nak LC-hez val aranya ismét hdromszorosa AB-nek
CD-hez val6 arzinyénak,géngE-nek NG-hez valé aranya is harom-
szorosa EF-nek GH-hoz val6 ardnyanak, és K4 Ggy ardnylik LC-hez,
mint ME az NG-hez, AB tgy arinylik CD-hez, mint EF a GH-hoz.
ff Ha teht négy szakasz ardnyos. .. €s igy tovabb a tétel. Eppen ezt
kellett megmutatni.

XI. 38. Tétel

Ha egy kocka* két szemkizti lapjanak oldalait megfelezziik és az
osztdspontokon sikokat fektetiink dt, akkor a sikok metszete és a kocka
dtldja felezi egymadst.

Felezziik meg ugyanis az AF kocka két szemkozti lapjdnak, CF-nek
és AH-nak az oldalait a K, L, M, N, O, Q, P és R pontokban, fektessiik
it az osztaspontokon a KN és OR sikot, a sikok metszete legyen US
(XI. 3.) és az AF kocka atléja DG. Azt allitom, hogy UT egyenld T'S-
sel, DT pedig TG-vel.

Huzzuk meg ugyanis DU-t, UE-t, BS-et és SG-t. Minthogy DO par-
huzamos PE-vel, a DOU, UPE valt6szdgek egyenlSk egymassal (1. 29.).
Minthogy DO egyenl§ PE-vel, OU pedig UP-vel, és egyenld szoget
fognak kozre, a DU alap egyenl6 az UE alappal, a DOU héromszog
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egyenld a PUE haromszoggel, és a tobbi szég is paronként egyenld
(L. 4.), egyenld tehat az OUD szog a PUE szbggel. Ezért DUE egyenes
(I. 14.). Ugyanigy BSG is egyenes ¢s BS egyenl§ SG-vel. Minthogy
CA parhuzamos és egyenlé DB-vel
és CA az EG-vel is egyenld és par-
huzamos (I. 34.), DB egyenl@ és par-
huzamos EG-vel (X1. 9.). A DEésa
BG szakasz koti ossze Gket, DE tehat
parhuzamos BG-vel (1. 33.), az EDT
szOg tehat egyenlé BGT-vel — hiszen
valtészogek (XI. 7., 1. 29.) -, DTU
pedig egyenlé GTS-sel (I. 15.). DTU
és GTS tehat két olyan haromszog,
melynek két-két szoge péronként
egyenld, és egy-egy oldala, azegyen-
16 szogek egyikével szemkozti DU
és GS egyenlS — hiszen fele részei DE-nek és BG-nek —, tehét a tébbi
oldal is paronként egyenlé (I. 26.). DT tehat egyenlé TG-vel, UT
pedig TS-sel.

Ha tehéat egy kocka két szemkozti lapjanak oldalait megfelezziik
és az osztaspontokon sikokat fektetiink at, akkor a sikok metszete és
a kocka 4tl6ja felezik egymdst. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 17.

XI. 39. Tétel

Ha van két (hdromoldalii) hasdb, az egyik egy paralelogrammdjdn
fekszik, a mdsik egy hdromszégén, igy egyenlé magasak, és a parale-
logramma kétszerese a hdromszognek, akkor a két hasab egyenld.

Legyen ABCDEF és GHKLMN két hasab, az egyik fekiidjék az AF
paralelogrammadn, a masik a GHK haromsz6gon, legyenek egyenld
magasak, és legyen az AF paralelogramma kétszerese a GHK harom-
szognek. Azt dllitom, hogy az ABCDEF hasib egyenl6 a GHKLMN
hasébbal.

Egészitsiik ki ugyanis az 40, GP téridomokat. Minthogy az AF
paralelogramma kétszerese a GHK hiromszdgnek és a HK paralelog-
ramma is kétszerese a GHK hiromszognek (I. 34.), az AF paralelog-
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ramma egyenl$ a HK paralelogrammaval. Az egyenl6 alapokon fekv6
és azonos magassagu paralelepipedonok viszont egyenlék egymadssal
(XI. 31.), az A0 téridom tehat egyenld

B p 2 GP téridommal. Az A0 téridomnak

D M
' fele része az ABCDEF hasiab, a GP
J L' téridomnak fele része a GHKLMN

haséab, az ABCDEF hasab tehat egyen-
C 16 a GHKLMN hasébbal.
Ha tehat van két hasib, az egyik

E F G K egy paralelogramméjin fekszik, a ma-
sik egy haromszogén, igy egyenlé ma-
gasak, és a paralelogramma kétszerese a haromszognek, akkor a két
has4b egyenld. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: XII. 3-4.
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Tizenkettedik konyv

DOHL 1 (Tétel

A korokbe irt hasonlo sokszogek gy ardnylanak egymdshoz, mint
az dtmeérk négyzetei.

Legyenek ABC és FGH korok, ABCDE és FGHKL beléjiik irt
hasonlé sokszogek, és legyenek a korok atmérdi BM és GN. Azt alli-
tom, hogy az ABCDE sokszog tgy aranylik az FGHKL sokszbghoz,
mint BM négyzete GN négyzetéhez.

Huzzuk meg ugyanis BE-t, AM-et, GL-t és FN-t. Minthogy az
ABCDEF sokszég hasonlé az
FGHKL sokszoghdz, a BAE szdg A
egyenld GFL-lel, és BA tugy E
aranylik AE-hez, mint GF az FL- M FE
hez. fgy BAE és GFL két olyan 5 L
haromszog, melynek egy-egy sz0- D N
ge, BAE és GFL egyenld és az G K
egyenlS szogek melletti oldalaik C
aranyosak, az ABE héiromszog H
szogei tehat egyenl6k FGL szo-
geivel (VL. 6.). Az AEB szog tehat egyenl$ az FLG szoggel. AEB
viszont egyenlé 4MB-vel — hiszen ugyanazon az iven nyugszanak —,
FLG pedig FNG-vel (111. 27.), AMB is egyenl$ tehiat FNG-vel. A
BAM derékszog is egyenl8 a GEN derékszoggel (I11. 31.), tehat a két
féonnmaradé szog is egyenl§ (1. 32.). EgyenlSk tehat az ABM héarom-
szog szbgei FGN szdgeivel, BM tehat ugy ardanylik GN-hez, mint BA
a GrF-hez (VI. 4.). BM-nek GN-hez val6 ardnyanak kétszerese BM
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négyzetének GN négyzetéhez valé ardnya, BA-nak GF-hez val6 ara-
nyanak kétszerese az ABCDE sokszognek az FGHKL sokszéghoz vald
aranya (VL. 20.), az ABCDEF sokszog tehat ugy aranylik az FGHKL
sokszoghoz, mint BM négyzete GN négyzetéhez (V. 22., 11.).
A korokbe irt hasonlé sokszogek tehat tigy aranylanak egymashoz,
mint az 4tmér6k négyzetei. Eppen ezt kellett megmutatni.
Eixll2 11

XII. 2. Tétel

A korok (teriiletei) ugy ardnylanak egymdshoz, mint az dtmérdik
négyzetei.*

Legyenek ABCD és EFGH korok, BD és FH dtmérdik. Azt allitom,

hogy az ABCD koér gy ardnylik az EFGH korhoz, mint BD négyzete

FH négyzetéhez.

E Ha ugyanis az ABCD koér nem

K N ugyaréanylik az EFGH kérhdz, mint

BD négyzete FH négyzetéhez, ak-

A F kor BD négyzete ugy aranylik FH

0 RL ‘M négyzetéhez, mint az ABCD kor

G valamely, az EFGH kornél kisebb

vagy nagyobb idomhoz. Legyen ez

B D eldszor a kisebb S idom. Irjunk

be az EFGH korbe egy EFGH négy-

P Q S zetet (IV. 6.). A beirt négyzet na-

€ gyobb, mint az EFGH kor fele,

mert ha az E, F, G és H ponton at

érint6t hiizunk a korhoz (111. 16. K.), akkor a nyert kor koré irt négy-

zetnek fele az EFGH négyzet, €s a koriilirt négyzetnél kisebb a kor,

ugyhogy a beirt EFGH négyzet nagyobb az EFGH kor felénél. Felez-

zitkk meg az EF, FG, GH, HE iveket a K, L, M, N pontokban (II1. 30.),

és huzzuk meg az EK, KF, FL, LG, GM, MH, HN, NE szakaszokat.

Ekkor az EKF, FLG, GMH, HNE hiromszogek mindegyike nagyobb

a megfeleld korszelet felénél, mert ha a K, L, M és N ponton 4t érint6t

hizunk a koérhoz és kiegészitjiik az EF, FG, GH, HE szakaszokon

fekv6 paralelogrammaékat, akkor az EKF, FLG, GMH, HNE hirom-

szogek mindegyike fele a megfelel paralelogramménak (I. 41.), a

444




megfelel§ korszelet viszont kisebb a paralelogrammadnal, tigyhogy az
EKF, FLG, GMH, HNE hiromszégek mindegyike nagyobb a meg-
felel§ korszelet felénél. Ha a nyert iveket megfelezziik, az osztdsponto-
kat 8sszekotjitk és mindig igy tovabb, akkor egyszer olyan korszele-
tek maradnak, melyek Gsszege kisebb annél a kiilonbségnél, mellyel az
EFGH kor nagyobb az S idomndl. Megmutattuk ugyanis a tizedik
konyv els6 tételében, hogy ha adva van két nem egyenl§ mennyiség,
és a nagyobbdl levonunk a felénél tébbet, és a maradékbél a felénél
tdbbet, és igy tovabb, akkor egy olyan mennyiség fog maradni, mely
kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél. Maradjon héat: legyen az
FEFGH kornek az EK, KF, FL, LG, GM, MH, HN, NE szakaszon fekv6é
szeleteinek az Osszege kisebb annal a tobbletnél, mellyel az EFGH kor
nagyobb az S idomnal. A maradék EKFLGMHN sokszog tehat na-
gyobb az S idomnal. rjunk az ABCD korbe egy, az EKFLGMHN
sokszoghoz hasonlé AOBPCQODR sokszdget. Ekkor az AOBPCQDR
sokszog agy ardnylik az EKFLGMHN soksz6gh6z, mint BD négyzete
FH négyzetéhez (XII. 1.). BD négyzete viszont ugy aranylik FH négy-
zetéhez, mint az ABCD kor az S idomhoz, az ABCD kor tehat ugy
az S idomhoz, mint az AOBPCODR sokszog az EKFLGMHN sok-
szdoghdz (V. 11.), folcserélve tehat amint az ABCD kor a benne levd
sokszoghoz, Ggy az S idom az EKFLGMHN sokszoghoz (V. 16.). Az
ABCD kor nagyobb a beleirt sokszégnél, az S idom is nagyobb tehat
az EKFLGMHN sokszdgnél (V. 14.). Viszont kisebb is nala, ami nem
lehetséges. Nem ardnylik tehat gy BD négyzete FH négyzetéhez,
mint az ABCD kor valamely, az EFGH kornél kisebb idomhoz. Ha-
sonléképp mutathatndnk meg, hogy FH négyzete nem ugy aranylik
BD négyzetéhez, mint az EFGH kor valamely, az ABCD kornél kisebb
idomhoz.

Azt 4llitom, hogy BD négyzete nem tgy aranylik FH négyzetéhez,
mint az ABCD kor valamely, az EFGH kornél nagyobb idomhoz.

Tegyiik f6l ugyanis, hogy mint a nagyobb S idomhoz. Forditva tehét
amint FH négyzete’ DB négyzetéhez, ugy aranylik az S idom az ABCD
korhoz (V. 7. K.). Amint viszont az S idom az ABCD koérhoz, tgy
ardnylik az EFGH kor valamely, az ABCD kornél kisebb idomhoz
(L.), amint tehat FH négyzete BD négyzetéhez, tgy az EFGH kor vala-
mely, az ABCD koérnél kisebb idomhoz. Err6l megmutattuk, hogy
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nem lehetséges, BD négyzete tehat nem ugy ardnylik FH négyzetéhez,
mint az ABCD kor valamely, az EFGH kornél nagyobb idomhoz.
Megmutattuk azt is, hogy kisebbhez sem, BD négyzete tehat tigy ardny-
lik FH négyzetéhez, mint az ABCD kor az EFGH korhoz.

A koOrok tehdt ugy ardnylanak egymdéshoz, mint az AatmérSik
négyzetei. Eppen ezt kellett megmutatni.

FooXidle: 11,

XII. 2. Lemma

Azt éllitom, hogy ha az S idom nagyobb az EFG H kornél, akkor az
S idom ugy ardnylik az ABC D k6rhoz, mint az EFGH kor valamely, az
ABCD koérnél kisebb idomhoz.

Arédnyuljék ugyanis amint az S idom az ABCD koérhoz, ugy az
EFGH koér a T idomhoz. Azt dllitom, hogy a T idom kisebb az ABCD
kornél. Minthogy ugyanis az S idom 1igy ardnylik az ABCD kérhoz,
mint az EFGH kor a T idomhoz, folcserélve az S idom tgy ardnylik
az EFGH korhoz, mint az ABCD kér a T idomhoz (V. 16.). Az S idom
nagyobb az EFGH kornél, tehat az ABCD kor is nagyobb a T idomnal
(V. 14.), ugyhogy az S idom 1gy ardanylik az ABCD koérh6z, mint az
EFGH kor valamely, az ABCD kornél kisebb idomhoz. Eppen ezt
kellett megmutatni.

Fa Xl 26551112 18,

XII. 3. Tétel

Minden hdromszog alapi giila szétesik két egyenld, egymdshoz és a
teljes guldhoz hasonlé hdromszég alapi gildra és két egyenld hasdbra.
A két hasdb dsszege nagyobb a teljes gila felénél.

Vegyiink egy gulat, melynek alapja az ABC haromszdg, csiicsa
pedig a D pont. Azt dllitom, hogy az ABCD gula szétesik két, egy-
massal egyenlG €s a teljes giilahoz hasonlé haromszog alapt gilara és
két egyenl6 hasébra, s hogy a két hasib Gsszege nagyobb a teljes giila
felénél.

Felezziik ugyanis meg az AB, BC, CA, AD, DB, DC szakaszokat
az E, F, G, H, K, illetve L pontban (I. 10.), és hizzuk meg a HE,
EG, GH, HK, KL, LH, KF és FG szakaszokat. Minthogy AE egyenld
EB-vel, AH pedig DH-val, EH parhuzamos DB-vel (VI. 2.). Ugyanigy

446



HK is parhuzamos AB-vel. HEBK tehit paralelogramma, HK tehét
egyenl6 EB-vel (1. 34.). EB egyenl8 EA4-val, tehit AE egyenl8 HK-val.
AH egyenlS HD-vel, tehat két-két oldal, EA, AH és KH, HD péronként
egyenlS, és az EAH szog egyenl8 a KHD
szoggel (1. 29.), az EH alap tehit egyenls a
KD alappal (I. 4.), az AEH hiromszdg tehat
egyenl6 és hasonlé a HKD hiromszdggel.
Ugyanigy az AHG haromszdg is egyenld és
hasonlé a HLD hiromszoggel. Minthogy két,
egymaést metsz8 egyenes, EH és HG parhuza-
mos két, nem ugyanabban a sikban fekvé,
egymast metsz6 egyenessel, KD-vel és DL-
lel, egyenl8 szdget zérnak be (XI. 10.), az
EHG szog tehat egyenl6 a KDL szoggel.
Minthogy két-két oldal, EH, HG és KD, DL paronként egyenld, és az
EHG szbg egyenl8 a KDL szdggel, az EG alap egyenl6 a KL alappal,
az EHG hiromszog tehit egyenlS és hasonlé a KDL haromszoggel
(I. 4.). Ugyanigy az AEG haromszdg is egyenlS és hasonlé a HKL
haromszdggel. A giila tehat, melynek alapja az AEG haromszog s cst-
csa a H pont, egyenl8 és hasonl6 azzal a gilaval, melynek alapja a
HKL héromszdg s csticsa a D pont. Minthogy HK parhuzamos az
ADB héromszog egyik oldaldval, AB-vel, az ADB hiromszog szogei
egyenl6k DHK szogeivel (I. 29.), és az oldalaik ardnyosak (VI. 4.),
az ADB haromszdg tehat hasonlé a DHK haromszdghdz. Ugyanigy
a DBC haromszog is hasonlé DKL-hez, ADC pedig DLH-hoz. Mint-
hogy két, egymést metsz8 egyenes, BA és AC parhuzamos két, nem
ugyanabban a sikban fekvs, egymdést metsz8 egyenessel, KH-val és
HI -lel, egyenlS szoget zdrnak be, a BAC szog tehat egyenlé KHL-lel.
BA 1igy aranylik AC-hez, mint KH HL-hez (V. 16.), az ABC harom-
szog tehat hasonlé a HKL haromszoghoz (VI. 6.). Az a gula tehat,
melynek alapja az ABC haromszog s csticsa a D pont, hasonl6 ahhoz a
gildhoz, melynek alapja a HKL haromszog s csticsa a D pont. Arrél a
gulardl viszont, melynek alapja a HKL hiromszog s csticsa a D pont,
megmutattuk, hogy hasonlé ahhoz a galdhoz, melynek alapja az
AEG hiromszog s csticsa a H pont [tigyhogy az a gila, melynek alapja
az ABC haromszdg s csticsa a D pont, hasonlé ahhoz a guldhoz,
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melynek alapja az AEG haromszdg s csticsa a H pont (vo. VI. 21.)].
Az AEGH és a HKLD gila tehat hasonld a teljes ABCD gulahoz.

Minthogy BF egyenl6 FC-vel, az EBFG paralelogramma kétszerese
a GFC haromszognek (I. 41. és 36.). Minthogy ha van két (harom-
oldali) hasab, az egyik egy paralelogramméjan fekszik, a masik egy
haromszdgén, igy egyenlS magasak, és a paralelogramma kétszerese
a haromszognek, akkor a két hasib egyenld (XI. 39.), a BKF, EHG
hiromszogek és az EBFG, EBKH, HKFG paralelogrammdik 4ltal
kozrefogott hasdb egyenl6 a GFC, HKL hiromszdgek é a KFCL,
LCGH, HKFG paralelogrammak altal kozrefogott hasédbbal. S nyil-
véanvald, hogy a két hasadb barmelyike — amelyik az EBFG paralelog-
ramman fekszik s szemkozti éle HK, meg amelyik a GFC hiromszogon
fekszik s szemkdzti lapja a HKL, haromszdg — nagyobb a két gila
barmelyikénél — melyek alapja az AEG, illetve HKL hiromszog s cst-
csa a H, illetve D pont —, minthogy ha meghtizzuk az EF és EK sza-
kaszt, akkor az a hasib, mely az EBFG paralelogramman fekszik s
szemkozti éle HK, nagyobb annil a gilanél, melynek alapja az EBF
hiromszdg s csticsa a K pont, e gila viszont, melynek alapja az EBF
haromszég s csticsa a K pont, egyenl§ azzal a gtilaval, melynek alapja
az AEG haromszog s csiicsa a H pont — hiszen egyenld és hasonld
lapok fogjak Sket kozre —; Ggyhogy az a hasab, mely az EBFG para-
lelogrammén fekszik s szemkozti éle HK, nagyobb annal a giildnal,
melynek alapja az AEG haromszog s csticsa a H pont. A hasab viszont,
mely az EBFG paralelogramman fekszik s szemkdzti éle HK, egyenld
azzal a hasdbbal, melynek alapja a GFC haromszog s szemkozti lapja a
HKL hiromszdg, a gila pedig, melynek alapja az AEG haromszog s
csuicsa a H pont, egyenld azzal a guldval, melynek alapja a HKL hé-
romszog s csicsa a D pont. A mondott két hasab Osszege tehit na-
gyobb a mondott két giila — melyek alapja az AEG, illetve a HKL
hiromszdg s csticsa a H, illetve D pont — Gsszegénél.

A teljes gula teh4t, melynek alapja a ABC hiromszog s csticsa a
D pont, szétesik két, egymadssal egyenls [és a teljes giildhoz hasonld]
glldra és két egyenlS hasabra; s a két hasdb Gsszege nagyobb a teljes
gtila felénél. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XII. 4-5.
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XII. 4. Tétel

Ha van két azonos magassdgu hdromszog alapu giila, és mindegyiket
folbontjuk két, egymdssal egyenld és a teljes giildhoz hasonlo guldra és
két egyenld hasdbra [és a keletkezett gildkat ugyanigy és igy tovdbb ],
akkor az egyik gula alapja gy ardnylik a masik gila alapjihoz, mint
az egyik giuldban levd valahdny hasdb dsszege a mdsik gildban levé
ugyanannyi hasab osszegéhez.

Vegyiink ugyanis két azonos magassagi gualat, melyek alapja az
ABC, illetve DEF haromszog s csticsa a G, illetve H pont, és bontsuk
fol mindegyiket két, egymassal egyenl6 ¢és a teljes guldhoz hasonld
glldra és két egyenl hasdbra [a keletkezett guldkat ugyanigy fol-
bontottaknak kell gondolni, és igy tovabb] (XII. 3.). Azt allitom,
hogy az ABC alap tGgy aranylik a DEF alaphoz, mint az ABCG gula-
ban levé valahdny hasab Osszege a DEFH gilaban levé ugyanannyi
hasab Gsszegéhez.

Minthogy ugyanis BO egyenlé OC-vel és AL az LC-vel, LO parhu-
zamos AB-vel (VI. 2.) és az ABC
haromszog hasonldé az LOC ha-
romszoghoz (I. 29., VL 4.).
Ugyanigy a DEF haromszog is
hasonlé az RVF haromszoghoz.
Minthogy BC kétszerese CO-nak
és EF az FV-nek, BC ugy arany-
lik CO-hoz, mint EF az FV-hez.
ABC és LCO a BC, illetve CO
szakaszra emelt hasonldé és ha-
sonléan fekv8 sokszogek, DEF
és RVF pedig az EF, illetve FV szakaszra emelt hasonlé és ha-
sonléan fekvS sokszogek, az ABC héromszog tehdt Ugy ardnylik
az LOC haromszoghoz, mint a DEF haromszog az RVF haromszog-
hoz (VI. 22.); folcserélve tehat amint az ABC haromszdg a DEF ha-
romszdghdz, gy LOC az RVF-hez (V. 16.). Amint viszont az LOC
hiromszég az RVF hiromszoghtz, tgy az a hasidb, melynek alapja
az LOC hiromszog s szemkozti lapja PMN, ahhoz a hasibhoz,
melynek alapja az RVF haromszég s szemkozti lapja STU (L.),
amint tehat az ABC haromszog a DEF hiromszoghoz, Uigy az a hasab,
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melynek alapja az LOC hiromszog s szemkozti lapja PMN, ahhoz a
hasdbhoz, melynek alapja az RVF haromszog s szemkozti lapja STU
(V. 11.). Amint viszont a mondott hasdbok ardnylanak egyméshoz,
ugy ardnylik az a hasab, mely a KBOL paralelogramman fekszik s
szemkozti €le PM, ahhoz a hasdbhoz, mely a QEV R paralelogrammén
fekszik s szemkozti éle ST (vo. XII. 3., V. 7.), ugyanigy aranylik
tehit annak a két hasdbnak az Gsszege, mely a KBOL paralelogram-
mén fekszik s szemkozti éle PM és amelynek alapja LOC s szemko6zti
lapja PMN, annak a két hasdbnak az Osszegéhez, mely QFEV R-en
. fekszik s szemkozti éle ST és amelynek alapja az RVF haromszog s
szemkozti lapja STU (V. 12.). Amint tehat az ABC alap a DEF alap-
hoz, igy a mondott két hasab Osszege a mondott masik két hasib
Ssszegéhez (V. 11.).

Hasonléképp, ha a PMNG és az STUH gulat folbontjuk két hasabra
és két ghilara, akkor a PMN alap tgy aranylik az STU alaphoz, mint
a PMNG gilaban levS két hasib Osszege az STUH gtildban levS két
hasib odsszegéhez. Amint viszont a PMN alap az STU alaphoz, Ggy
aranylik az ABC alap a DEF alaphoz, hiszen a PMN, STU és LOC,
RV'F haromszdgek paronként egyenlGek. Amint tehat az ABC alap a
DEF alaphoz, gy aranylik az egyik négy hasidb Osszege a mdsik
négy hasib Gsszegéhez (V. 12.). Hasonléképp, ha a nyert ghldkat
félbontjuk két giilira és két hasdbra, akkor az ABC alap (igy ardnylik a
DEF alaphoz, mint az ABCG guldban lev8 hasidbok Gsszege a DEFH
giildban lev8 ugyanannyi hasib Osszegéhez. Eppen ezt kellett meg-
mutatni. :

F.: XIS

XII. 4. Lemma

Azt pedig, hogy az LOC hiromszog ugy aranylik az RVF hiarom-
szO0ghoz, mint az a hasab, melynek alapja az LOC hiromszdg s szem-
kozti lapja PMN, ahhoz a hasidbhoz, melynek alapja RVF s szemkozti
lapja'STU, igy kell megmutatni:

Képzeljiik el, hogy ugyanezen az 4brdn a G, illetve H pontbdl
merdblegest bocsatottunk az ABC, illetve a DEF sikra (XI.11.). Ezek
nyilvin egyenlSk, mert a gildk feltétel szerint egyenl§ magassdgiiak.
Minthogy két egyenest, GC-t és a G-b8l bocsatott merSlegest, a
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parhuzamos ABC, PMN sikok metszenek, az egyeneseket ugyan-
olyan ardnyban osztjak (XI. 17.). GC-t az N pontban felezi a PMN sik,
a G-b6l az ABC sikra bocsatott merGlegest is felezi tehat a PMN sik.
Ugyanigy a H-b6l a DEF sikra bocsétott merdlegest is felezi az STU
sik. A G, illetve H pontbdl az ABC, illetve DEF sikra bocsatott mer6-
legesek egyenlSk, tehat a PMN, illetve STU haromszogt6l ABC-ig,
illetve DEF-ig vezet6 mer6legesek is egyenl6k. A hasidbok tehét,
melyek alapja az LOC, illetve az RVF haromszog s szemkozti lapja
PMN, illetve STU, egyenl6 magassdguiak, tigyhogy a mondott hasé-
bokbdl kiegészitett paralelepipedonok is egyenl§ magassigliak, és
ugy ardnylanak egymdashoz, mint az alapjaik (XI. 32.), tehit a fele
részek is, a mondott hasabok (XI. 28.), gy ardnylanak egymaéshoz,
mint az LOC alap az RVF alaphoz. Eppen ezt kellett megmutatni.

XII. 5. Tétel

Az azonos magassdgi hdromszég alapi guldk dgy ardnylanak
egymdshoz, mint az alapjuk.

Vegyiink két azonos magassigi gulat, melyek alapja az ABC,
illetve a DEF hdromszog s csticsa a G, illetve H pont. Azt allitom,
hogy az ABC alap 1igy ardnylik a DEF alaphoz, mint az ABCG gila
a DEFH gtlahoz.

Ha ugyanis az ABC alap nem ugy
aranylik a DEF alaphoz, mint az
ABCG gula a DEFH giléhoz, ak-
kor az ABC alap 1gy ardnylik a
DEF alaphoz, mint az ABCG gula
valamely, a DEFH gulindl kisebb
vagy nagyobb téridomhoz. Legyen
ez el8szor a kisebb X idom. Bont-
suk fol a DEFH galat két, egymads-
sal egyenl6 és a teljes guldhoz
hasonl6 gulara és két egyenlé ha-
sibra. Ekkor a két hasib &sszege
nagyobb a teljes guila felénél (XII. 3.). A f6lbontés soran keletkezett
guldkat ismét bontsuk fol, és igy tovabb, mig olyan guldk nem marad-
nak a DEFH galab6l, melyek &sszege kisebb anndl a kiilonbségnél,
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mellyel a DEFH gila nagyobb az X téridomnal (X. 1.). Maradjanak
meg igy egyszeriiség kedvéért a DORS, STUH gualdk. A maradék
tehat, a DEFH gulaban levé hasabok 6sszege nagyobb az X téridom-
nal. Bontsuk fol az ABCG gulat is hasonléképp, ugyanannyi tagra.
Ekkor az ABC alap ugy aranylik a DEF alaphoz, mint az ABCG
gulabeli hasdbok Osszege a DEFH gialabeli hasabok 0Osszegéhez
(XII. 4.). Amint viszont az ABC alap a DEF alaphoz, tigy az ABCG
gila az X téridomhoz, amint tehat az ABCG gila az X téridomhoz,
ugy az ABCG gulabeli hasibok Osszege a DEFH gulabeli hasabok
dsszegéhez (V. 11.), folcserélve tehat amint az ABCG gula a benne
levS hasdbok osszegéhez, ugy az X téridom a DEFH gulabeli hasabok
osszegéhez (V. 16.). Az ABCG gula nagyobb a benne levd hasidbok
Osszegénél, az X téridom is nagyobb tehat a DEFH gulabeli hasabok
Osszegénél (V. 14.). Viszont kisebb is, ami nem lehetséges. Az ABC
alap tehdt nem ugy aranylik a DEF alaphoz, mint az ABCG gila
valamely, a DEFH gildnal kisebb téridomhoz. Hasonléképp mutat-
hatnink meg, hogy a DEF alap sem tgy aranylik az ABC alaphoz,
mint a DEFH gila valamely, az ABCG gildnal kisebb téridomhoz.
Azt éllitom, hogy az ABC alap nem is ugy aranylik a DEF alaphoz,
mint az ABCG gula valamely, a DEFH guldndl nagyobb téridomhoz.
Tegyiik fol ugyanis, hogy mint a nagyobb X idomhoz. Megfcrditva
tehat amint a DEF alap az ABC alaphoz, Gigy az X téridom az ABCG
guldhoz (V. 7. K.). Amint viszont az X téridom az ABCG guldhoz,
gy a DEFH gila valamely, az ABCG galinal kisebb téridomhoz,
amint fontebb megmutattuk (XII. 2. L.); amint tehat a DEF alap az
ABC alaphoz, tgy a DEFH gula valamely, az ABCG gulandl kisebb
téridomhoz; errdl viszont megmutattuk, hogy ellentmondas. Az ABC
alap tehat nem ugy ardnylik a DEF alaphoz, mint az ABCG gila
valamely, a DEFH gtlanal nagyobb téridomhoz. Megmutattuk azt is,
hogy kisebbhez sem, az ABC alap tehat tgy aranylik a DEF alaphoz,
mint az ABCG giila a DEFH giilahoz. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: XII 6-7.

XII. 6. Tétel
Az azonos magassdgu sokszog alapu guldk ugy ardnylanak egy-
mdshoz, mint az alapjuk.
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Vegytink két azonos magassagi galat, melyek alapja az ABCDE,
illetve az FGHKL sokszog, s csucsa az M, illetve N pont. Azt 4llitom,
hogy az ABCDE alap ugy ardnylik az FGHKL alaphoz, mint az
ABCDEM gula az FGHKLN gtldhoz.

Huzzuk meg ugyanis az AC, AD, FH, FK szakaszokat. Minthogy
ABCM és ACDM két egyenl6 ma-
gassagl hdromszog alapu gula, gy M N
aranylanak egymashoz, mint az
alapjaik (XII. 5.), az ABC alap tehat
ugy aranylik az ACD alaphoz, mint H
az ABCM gila az ACDM guildhoz. D
Osszetéve teh4t amint az ABCD G
alap az ACD alaphoz, ugy az E A F
ABCDM gala az ACDM gialahoz
(V. 18.). Amint viszont az ACD alap az ADE alaphoz, ugy az
ACDM gila az ADEM gildhoz (XII. 5.), egyenl§ sok tagon 4t
tehat amint az ABCD alap az ADE alaphoz, ugy az ABCDM gila
az ADEM guldhoz (V. 22.). Ismét Osszetéve, amint az ABCDE
alap az ADE alaphoz, ugy az ABCDEM gula az ADEM gulahoz.
Hasonl6képp mutathaté meg az is, hogy amint az FGHKL alap az
FGH alaphoz, ugy az FGHKLN gila az FGHN gtldhoz. Mint-
hogy ADEM és FGHN két egyenlé magassagi hdromszog alapt gu-
la, az ADE alap tgy aranylik az FGH alaphoz, mint az ADEM
gila az FGHN ghldhoz. Amint viszont az ADE alap az ABCDE
alaphoz, Ugy az ADEM gila az ABCDEM guldhoz, egyenl§ sok
tagon 4t tehdt amint az ABCDE alap az FGH alaphoz, ugy az
ABCDEM gula az FGHN gulahoz (V. 7. K.). Amint viszont az FGH
alap az FGHKL alaphoz, gy az FGHN gila az FGHKLN gtlahoz,
egyenld sok tagon at tehat amint az ABCDE alap az FGHKL alap-
hoz, Ggy az ABCDEM gula az FGHKLN gilahoz. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.: XII. 11.

~

XIL. 7. Tétel
Minden hdromszog alapii hasdab szétesik hdrom, egymdssal egyenlo
hdromszog alapu guldra.™
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Vegylink egy hasdbot, melynek alapja az ABC haromszog s szem-
kozti lapja DEF. Azt allitom, hogy az ABCDEF hasab szétesik harom,
egymassal egyenlG hiromszog alapu guléra.

Huzzuk meg ugyanis a BD, EC, CD szakaszokat. Minthogy ABED

paralelogramma és BD 4tléja, az ABD harom-
szog egyenl§ az EBD haromszoggel (I. 34.), a
gula tehat, melynek alapja az ABD hiromszog
s csucsa a C pont, egyenl§ azzal a gildval,
melynek alapja a DEB haromszig s csucsa a

C pont (XII. 5.). A gila viszont, melynek alap-
- jaa DEB haromszog s csticsa a C pont, azo-

nos azzal a gulaval, melynek alapja az EBC

héromszdg s cstucsa a D pont, hiszen ugyan-
azok a lapok fogjak 8ket kozre. Az a gula tehat, melynek alapja az
ABD héromszog s cstcsa a C pont, egyenld azzal a gulaval, melynek
alapja az EBC haromszog s csucsa a D pont. Ismét, minthogy FCBE
paralelogramma és CE atldja, a CEF haromszog egyenlG a CBE
haromszoggel, a gila tehat, melynek alapja a BCE hiromszog s csticsa
a D pont, egyenld azzal a gulaval, melynek alapja az ECF haromszog
s csticsa a D pont. Arrdl a galardl, melynek alapja a BCE hiromszog
s csticsa a D pont, megmutattuk, hogy egyenlé azzal a gulaval,
melynek alapja az ABD haromszog s csucsa a C pont, az a giila tehat,
melynek alapja a CEF haromszog s csticsa a D pont, egyenld azzal a
gildval, melynek alapja az ABD haromszdg s csticsa a C pont.
Az ABCDEF hasab tehat szétesik harom, egymadssal egyenlé harom-
szOg alapt gulara.

Minthogy az a gila, melynek alapja az ABD hiromszog s cstcsa a
C pont, azonos azzal a gulaval, melynek alapja a CAB héromszog s
csticsa a D pont — hiszen ugyanazok a lapok fogjak 6ket kozre —, €s
megmutattuk, hogy az a gila, melynek alapja az ABC haromszog s
csticsa a C pont, harmadrésze a hasdbnak, melynek alapja az ABC
haromsz6g s szemkozti lapja DEF, az a gula is, melynek alapja az
ABC héromszog s csticsa a D pont, harmadrésze a hasabnak, melynek
alapja az ABC hiromszog s szemkozti lapja DEF.

F.: XII. 8.
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Kovetkezmény i

Ebbd8l mar nyilvanvalé, hogy minden gila harmadrésze az ugyan-
azon az alapon fekvl egyenl6 magassagi hasabnak [minthogy ha a
gila alapja valamilyen mas sokszog, akkor ilyen a szemkozti lap is,
és a gula félbomlik olyan galdkra, melyek alap- és fed6lapja harom-
szog]. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIL. 10.

XII. 8. Tétel

Hasonld hdromszdg alapi gildk a megfelelG éleikhez viszonyitva
hdromszoros ardnyban (V. 10. D.) dlinak.

Vegyiink két hasonl6 és hasonléan elhelyezett gilat, melyek alapja
az ABC, illetve DEF haromszog s csucsa a G, illetve H pont. Azt 4l-
litom, hogy az ABCG gilanak a DEFH gtladhoz val6 ardnya harom-
szorosa BC-nek EF-hez valé aranyanak.

Egészitsitk ki ugyanis a BGML, EHQP paralelepipedonokat.
Minthogy az ABCG gila hasonld
a DEFH guldhoz, az ABC szog
egyenlé a DEF szoggel, GBC a
HEF-fel, ABG pedig DEH-val, és
AB gy ardnylik DE-hez, mint BC
az EF-hez és BG az EH-hoz. Mint-
hogy AB 1gy aranylik DE-hez,
mint BC az EF-hez, igy az egyenld
szogek melletti oldalak aranyosak,
a BM paralelogramma hasonl6 az
EQ paralelogrammahoz (I. 34.). Ugyanigy ajBN paralelogramma
hasonlé ER-hez, BK pedig EO-hoz. Hasonlé tehdt harom-harom
paralelogramma, MB, BK és BN, illetve EQ, EO és ER. MB, BK és
BN egyenl§ és hasonlé a vele szemkozti hirommal, EQ, EO és ER pe-
dig egyenld és hasonlé a vele szemkozti hdrommal (X1. 24.), a BGML
és az EHQP téridomot tehdt ugyanannyi, (paronként) hasonlé lap
fogja kozre, a BGML téridom tehat hasonlé az EHQP téridomhoz.
A hasonl6 paralelepipedonok viszont a megfelelS éleikhez viszonyitva
héromszoros ardnyban allnak (XI. 33.), a BGML téridomnak az
EHQP téridomhoz valé ardnya tehdt a hiromszorosa a megfelel6
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élek, BC és EF aranyanak. Amint viszont a BGML téridom az EHQP
téridomhoz, ugy ardnylik az ABCG gula a DEFH guldhoz, minthogy a
gula hatodrésze a paralelepipedennak, mivel a hasab, mely fele a
paralelepipedonnak (XI. 28.), hdromszorosa a gulanak (XII. 7.,
V. 15.). Az ABCG gulanak a DEFH giilahoz valé ardnya tehat hirom-
szorosa BC-nek EF-hez valé ardnyanak (V. 11.). Eppen ezt kellett
megmutatni.
| S e R n

Kovetkezmény

Ebbdl mar nyilvdnvald, hogy a sokszog alapt hasonld guldk is a
megfelel§ éleikhez viszonyitva haromszoros aranyban allnak. Ha
ugyanis folbontjuk Gket a benniik levé haromszog alapu gulakra, ak-
kor — mivel az alapok hasonlé sokszogek lévén hasonld, ugyanolyan
sok és a teljes sokszogekével megegyezd ardnyt hdromszdgekre esnek
szét (VI. 20.) — az egyikben levé valamelyik haromszog alapt gula
gy ardnylik a masikban levd megfelel§ haromszog alapti guldhoz,
mint az egyikben levé hiromszog alapu gulak Gsszege a masikban
lev6 haromszog alapu gilak osszegéhez (XII. 5., V. 11-12.), azaz mint
maga az egyik sokszog alapt gila a masik sokszog alapu gulahoz.
A héaromszdg alapu gulak viszont a megfelel§ éleikhez viszonyitva
hidromszoros aranyban dllnak, tehdt a sokszog alapliak is hdrom-
szoros aranyban allnak a megfelels éleikhez viszonyitva.

XI1I. 9. Tétel
Az egyenlé hdromszég alapi guldknak forditva ardnyos az alap-
juk a magassdaggal ; s amely hdromszog alapu guldknak forditva ard-
nyosak az alapjaik a magassdaggal, azok egyenldk.
Vegyiink ugyanis két egyenl§ gulat, melyek alapja az ABC, illetve
a DEF haromszdg s csucsa a G, illetve H pont. Azt allitom, hogy az
ABCG, DEFH gualaknak forditva aranyosak az alapjaik a magassag-
gal: amint az ABC alap a DEF alaphoz, ugy aranylik a DEFH gula
magassaga az ABCG gula magassagahoz.
Egészitsiik ki ugyanis a BGML, EHQP paralelepipedonokat.
Minthogy az ABCG gula egyenl8 a DEFH gulaval és az ABCG gulanak
hatszorosa a BGML téridom, a DEFH gulanak pedig az EHQP tér-
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idom (v6. XII. 8.), a BGML téridom egyenl8 az EHOP téridommal.
Az egyenld paralelepipedonoknak viszont forditva aranyosak az
alapjaik a magassiaggal (XI. 34.), a BM alap tehat Ggy aranylik az
EQ alaphoz, mint az EHQP téridom
magassidga a BGML téridom magassa-
gahoz. Amint viszont a BM alap az EQ
alaphoz, tgy ardnylik az ABC harom-
sz0g a DEF haromszoghoz (1. 34., V.
15.), amint tehat az ABC haromszog a
DEF haromszoghoz, tgy az EHOP tér-
idom magassiaga a BGML téridom ma-
gassdgdhoz (V. 11.). Az EHOP téridom magassaga ugyanaz, mint
a DEFH gula magassaga, a BGML téridom magassaga pedig ugyan-
az, mint az ABCG gula magassiga, az ABC alap tehat gy aranylik
a DEF alaphoz, mint a DEFH gula magassdga az ABCG gula ma-
gassagahoz. Az ABCG, DEFH galaknak tehat forditva aranyosak az
alapjaik a magassaggal.

Legyenek most az ABCG, DEFH galak alapjai forditva aranyosak
a magassdggal: amint az ABC alap a DEF alaphoz, Gigy a DEFH
glla magassaga az ABCG gila magassdagdahoz. Azt allitom, hogy az
ABCG gula egyenl6 a DEFH gilaval.

Ha ugyanis elvégezziik ugyanazokat a l1épéseket, mint az elGbb,
akkor minthogy az ABC alap gy ardnylik a DEF alaphoz, mint a
DEFH gila magassidga az ABCG gula magassidgihoz, amint viszont
az ABC alap a DEF alaphoz, igy a BM paralelogramma az EQ para-
lelogramméhoz, a BM paralelogramma tGgy aranylik az EQ paralelog-
rammadhoz, mint a DEFH gila magassaga az ABCG gila magassé-
gahoz. A DEFH giila magassdga ugyanaz, mint az EHQP paralelepipe-
don magassiaga, az ABCG gula magassidga pedig ugyanaz, mint a
BGML paralelepipedon magassdga, a BM alap tehat tigy ardnylik az
EQ alaphoz, mint az EHQP paralelepipedon magassiga a BGML
paralelepipedon magassagdhoz. Amely paralelepipedonoknak viszont
forditva aranyosak az alapjaik a magassaggal, azok egyenlSk (XI. 34.),
a BGML paralelepipedon tehét egyenl8 az EHQP paralelepipedonnal.
BGML-nek hatodrésze az ABCG gula, EHQP-nek hatodrésze a
DEFH giila, az ABCG gula tehit egyenlé a DEFH galaval.
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Az egyenl8 hiromszog alapt ghldknak tehat forditva ardnyosak
az alapjaik a magassdggal; s amely haromszog alapt galdknak for-
ditva aranyosak az alapjaik a magassaggal, azok egyenlSk. Eppen ezt
kellett megmutatni.

XII. 10. Tétel

Minden kip harmadrésze az egyenlé magassdgu és ugyanazon alapon
fekvé hengernek.

Fekiidjék ugyanis egy kup és egy henger ugyanazon az ABCD
korén, és legyen egyenlS a magassdguk. Azt 4llitom, hogy a kip
harmadrésze a hengernek, azaz hogy a henger hdromszorosa a kipnak.

Ha ugyanis a henger nem hidromszorosa a

A kipnak, akkor a henger a kip hiaromszoro-
H sandl vagy nagyobb, vagy kisebb. Legyen

el8szor nagyobb a haromszorosanal. rjunk

D az ABCD korbe egy ABCD négyzetet (IV.

B 6.). Ekkor az ABCD négyzet nagyobb az
ABCD kor felénél (vo. XII. 2.). Emeljiink az

/= G 4BcD négyzetre egy, a hengerrel egyenl6

G magassagli hasibot. Ez a hasib nagyobb,

mint a henger fele, minthogy ha az ABCD

kor koré is négyzertet jirunk (IV. 7.), akkor az ABCD korbe irt
négyzet fele a[koréirtynégyzetnek, és a rajuk emelt hasabok egyenld
magassdgil paralelepipedonok. Az azonos magassdgl paralelepi-
pedonok viszont ugy aranylanak egyméshoz, mint az alapjaik
(XI. 32)), az ABCD négyzetre emelt hasab tehat fele az ABCD
kor koré irt négyzetre emelt hasdbnak. A henger kisebb az ABCD
kor koré irt négyzetre emelt hasidbnil, az ABCD négyzetre emelt,
a hengerrel egyenl6 magassagi hasdb tehat nagyobb a henger felé-
nél. Felezziik meg az AB, BC, CD, DA iveket az E, F, G, H pontok-
ban (III. 30.), és huizzuk meg az AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA
szakaszokat. Ekkor az AEB, BFC, CGD, DHA hiromszdgek mind-
egyike nagyobb az ABCD kor megfelel6 szeletének felénél, mint
fontebb (XII. 2.) megmutattuk. Emeljiink az AEB, BFC, CGD, DHA
héromszogek mindegyikére a hengerrel egyenlé magassdgi hasabot.
Ezen hasibok mindegyike nagyobb a megfelel6 hengerszelet felénél,
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minthogy ha az E, F, G és H ponton 4t parhuzamost hiizunk 48-
vel, BC-vel, CD-vel, illetve DA-val (L. 31.), kiegészitjiik az AB, BC,
CD, illetve DA melletti paralelogrammat és a hengerrel egyenld
magassagl paralelepipedont emeliink rajuk, akkor ezeknek a paralele-
pipedonoknak fele az AEB, BFC, CGA, illetve DHA haromszdgre
emelt hasab (XI. 28.). A hengerszeletek kisebbek ezeknél a paralele-
pipedonoknal (IIL 3., 1. 29., I11. 16.), ugyhogy az AEB, BFC, CGD,
DHA hiaromszogekre emelt hasabok nagyobbak a megfelel6 henger-
szelet felénél. Ha a nyert iveket megfelezziik, az osztdspontokat
Osszekotjiik, mindegyik hdromszdgre a hengerrel egyenlé magassagi
hasabot emeliink és mindig igy tovabb, akkor egyszer olyan henger-
szeletek maradnak, melyek Osszege kisebb anndl a kiilonbségnél,
mellyel a henger nagyobb a kip hdromszorosanal (X. 1.). Marad-
janak hat, és legyenek e szeletek az AFE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA
szakaszokbdl kaphatéak. Ekkor a maradék haséb, melynek alapja az
AEBFCGDH soksz0g és magassiga ugyanaz, mint a hengeré, nagyobb
a kap hédromszorosdndl. Az a hasib viszont, melynek alapja az
AEBFCGDH sokszog és magassaga ugyanaz, mint a hengeré, harom-
szorosa annak a gulanak, melynek alapja az AEBFCGDH sokszog
és a csuicsa ugyanaz, mint a kapé (XIIL. 7. K.), a gila tehat, melynek
alapja az AEBFCGDH sokszog s csucsa ugyanaz, mint a kupé,
nagyobb a kiapnal, melynek alapja az ABCD kor. Viszont kisebb is
nala — hiszen az tartalmazza, ami ellentmondés. A henger tehat nem

nagyobb a kap haromszorosanal.
Azt éllitom, hogy a henger nem is kisebb a kiip hadromszorosdnal.
Tegyiik fol ugyanis, hogy a henger kisebb a kiip hadromszorosinal.
Megforditva tehat a kup nagyobb a henger harmadrészénél. irjunk
az ABCD korbe egy ABCD négyzetet. Az ABCD négyzet nagyobb
az ABCD kor felénél. Emeljiink az 4ABCD négyzetre egy, a kuppal
azonos csucsu guldt. Ez a gula nagyobb a kiap felénél, mivel mint
fontebb megmutattuk, ha a kor koré négyzetet irunk, akkor az ABCD
négyzet fele a kor koré irt négyzetnek, €s ha a négyzetekre a kiippal
egyenl6 magassdgii paralelepipedonokat emeliink — hasdboknak is
nevezhetjiik 6ket —, akkor az ABCD négyzetre emelt paralelepipedon
fele a kor koré irt négyzetre emelt paralelepipedonnak, hiszen dgy
aranylanak egymdashoz, mint az alapjaik, ugyhogy a harmadrészeik is
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(V. 15.), az ABCD négyzeten fekvs gula tehat fele a kor koré irt
négyzetre emelt guldnak. A kor koré irt négyzetre emelt gula nagyobb
a kapnal — hiszen tartalmazza azt —, az a gula tehat, melynek alapja az
ABCD négyzet s csticsa ugyanaz, mint a kapé, nagyobb a kup felénél.
Felezziik meg az AB, BC, CD, DA iveket az E, F, G, H pontokban,
és hiizzuk meg az AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA szakaszokat.
Ekkor az AEB, BFC, CGD, DHA haromszogek mindegyike nagyobb
az ABCD kor megfelelS szeletének a felénél. Emeljiink az AEB, BFC,
CGD, DHA haromszogek mindegyikére a kuppal azonos csicsa
galat. Ezen guldk mindegyike ugyantgy nagyobb a megfelel6 kup-
szelet felénél. Ha a nyert iveket megfelezziik, az osztaspontokat
Osszekotjitk, mindegyik haromszogre a kippal azonos cstcsu gulat
emeliink, és mindig igy tovabb, akkor a kiipnak egyszer olyan szeletei
maradnak, melyek 6sszege kisebb anndl a kiilénbségnél, mellyel a kiap
nagyobb a henger harmadrészénél. Maradjanak hat, és legyenek e
szeletek az AE, EB, BF, FC, CG, GD, DH, HA szakaszokbdl kapha-
tok. Ekkor a maradék gula, melynek alapja az AEBFCGDH sokszog
$ csucsa ugyanaz, mint a kapé, nagyobb a henger harmadrészénél.
Az a gula viszont, melynek alapja az AEBFCGDH sokszog s csticsa
ugyanaz, mint a kdpnak, harmadrésze annak a hasdbnak, melynek
alapja az AEBFCGDHA sokszdg s magassiga ugyanaz, mint a hen-
geré, a hasdb tehat, melynek alapja az AEBFCGDHA sokszog s
magassaga ugyanaz, mint a hengeré, nagyobb a hengernél, melynek
alapja az ABCD kor. Viszont kisebb is ndla — hiszen az tartalmazza —,
ami ellentmondas. A henger tehat nem kisebb a kiip haromszorosa-
nal. Megmutattuk, hogy nem is nagyobb a haromszorosdnal, a henger
tehdt haromszorosa a kapnak, tgyhogy a kip harmadrésze a henger-
nek.

Minden kip harmadrésze tehat az ugyanazon az alapon fekvd
egyenl6 magassagi hengernek. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XII. 11-12,, 14.

XII. 11. Tétel
Az azonos magassdgit kipok és hengerek gy ardnylanak egymds-
hoz, mint az alapjuk.
Vegyiink két azonos magassdgi kupot, illetve hengert, melyek
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alapjai az ABCD és EFGH korok, tengelyei KL és MN, az alapok
4tmérdi pedig AC és EG. Azt allitom, hogy az ABCD kor ugy ardanylik
az EFGH kérhoz, mint az AL kup az EN kuphoz.

Ellenkezd esetben ugyanis az ABCD kor gy ardnylik az EFGH
kérhéz, mint az AL kup vala-
mely, az EN kuapnal kisebb vagy
nagyobb téridomhoz. Legyen ez
elfszor a kisebb O idom, és le-
gyen az Y téridom egyenld azzal
a mennyiséggel, amivel az O tér-
idom kisebb az EN kipnél. Ek-
kor az EN kup egyenlG az Oés az
Y téridom Osszegével. frjunk az
EFGH korbe egy EFGH négyze-
tet (IV. 6.). Anégyzet tehat na-
gyobb a kor felénél (vo. XI1. 2.).
Emeljiink az EFGH négyzetre
egy, a kuppal egyenlé magassagt
gulat. Ez a gala tehat nagyobb
a kup felénél, minthogy ha a kor koré négyzetet irunk (IV. 7.)
és ra egy, a kuppal egyenl6 magassdgi gulat emeliink, akkor a
beirt gula fele a koriilirtnak — hiszen tgy ardnylanak egymas-
hoz, mint az alapjaik (XII. 6.) —, és a kup kisebb a koriilirt ga-
lanal. Felezziik meg az EF, FG, GH, HE iveket a P, Q, R, S pon-
tokban (III. 30.), és huzzuk meg a HP, PE, EQ, QF, FR, RG,
GS, SH szakaszkat. A HPE, EQF, FRG, GSH hiromszégek mind-
egyike nagyobb a megfelel6 korszelet felénél. Emeljiink a HPE,
EQF, FRG, GSH haromszogek mindegyikére egy, a kiippal egyenld
magassagu gulat. Ezeknek a guldknak mindegyike nagyobb a kup
megfelelS szeletének felénél. Ha a nyert iveket megfelezziik, az osz-
taspontokat Gsszekotjitk, mindegyik haromszdgre a kuppal egyenld
magassagi gulat emeliink és mindig igy tovdbb, akkor a kupnak
egyszer olyan szeletei maradnak, melyek Osszege kisebb az Y tér-
idomnal (X. 1.). Maradjanak hat, és legyenek e szeletek a HPE,
EQF, FRG, GSH haromszogeken fekv6k. Ekkor a maradék gila,
melynek alapja a HPEQFRGS sokszég s magassiga ugyanaz, mint
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a kiipé, nagyobb az O téridomnAl. frjunk be az ABCD kérbe egy,
a HPEQFRGS sokszdgh6z hasonl6 €s hasonléan fekv6 DTAUBVCX
sokszoget és emeljiink rd egy, a kippal egyenl6 magassagi gilat.
Minthogy AC négyzete tigy ardnylik EG négyzetéhez, mint a
DTAUBVCX sokszog a HPEQFRGS sokszoghtz (XII. 1.) és amint
AG négyzete EG négyzetéhez, igy az ABCD kor az EFGH kérhoz
(XII. 2.), az ABCD négyzet ligy a aranylik az EFGH négyzethez,
mint a DTAUBVCX sokszbg a HPEQFRGS sokszoghoz (V. 11.).
Amint viszont az ABCD kor az EFGH korhéz, gy ardnylik az AL
kiip az O téridomhoz, amint pedig a DTAUBVCX sokszdg a
HPEQFRGS sokszoghoz, tigy az a gula, melynek alapja a DTAUBVCX
sokszOg s csticsa az L pont, ahhoz a gildhoz, melynek alapja a
HPEQFRGS sokszog s csucsa az N pont (XII. 6.), amint tehit az
AL kip az O téridomhoz, Gigy az a gtila, melynek alapja a DTAUBVCX
sokszOg s csticsa az L pont, ahhoz a guldhoz, melynek alapja a
HPEQFRGS sokszog s cstcsa az N pont. Folcserélve tehat amint az
AL kap a benne levd giildhoz, tigy az O téridom az EN kupbeli gtilihoz
(V. 16.). Az AL kup nagyobb a benne lev8 giilinél, az O idom is
nagyobb tehit az EN kupbeli galdnal (V. 14.). Viszont kisebb is
néla, ami ellentmond4s. Az ABCD kor tehit nem tgy arinylik az
EFGH ko6rhoz, mint az AL kip valamely, az EN kipnal kisebb tér-
idomhoz. Hasonléképp mutathaté meg az is, hogy az EFGH kor
nem Ugy ardnylik az ABCD korhoz, mint az EN kip valamely, az
AL kapnél kisebb téridomhoz.

Azt allitom, hogy az ABCD koér nem is gy aranylik az EFGH
korhoz, mint az AL kip valamely, az EN kiipnal nagyobb téridomhoz.

Tegyiik f6l ugyanis, hogy mint egy nagyobb O idomhoz. Megfor-
ditva tehat amint az EFGH kér az ABCD korhoz, figy az O téridom
az AL kiphoz (V. 7. K.). Amint viszont az O téridom az AL kiphoz,
tgy az EN kiip valamely, az AL kipnal kisebb téridomhoz (XII. 2. L.);
amint tehit az EFGH kor az ABCD korhoz, Ggy az EN kip valamely,
az AL kiapnal kisebb téridomhoz, amir6l megmutattuk, hogy nem
lehetséges. Az ABCD kér tehdt nem ugy arinylik az EFGH kérhoz,
mint az AL kip valamely, az EN kiipnil nagyobb téridomhoz. Meg-
mutattuk azt®is, hogy mint kisebbhez sem, az ABCD kor teh4t tgy
ardnylik az EFGH korhoz, mint az AL kup az EN kaphoz.
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Amint viszont a kapok, Uigy ardnylanak a hengerek egymdshoz,
hiszen hdromszorosai azoknak (XIL 10., V. 15.), amint tehit az
ABCD kér az EFGH korh6z, ugy ardnylanak a rajtuk fekvé [a
kupokkal] egyenl6 magassdgi hengerek.

Az azonos magassagu kupok és hengerek tehdt tigy aranylanak
egyméashoz, mint az alapjaik. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XII. 13-15.

XII. 12. Tétel

Hasonld kipok és hengerek egymdssal az alapjaik dtmérdihez viszo-
nyitva hdromszoros ardnyban dllnak.

Vegyiink két hasonlé kipot, illetve hengert, melyek alapja az
ABCD és az EFGH kor, az alapok atmér6i BD és FH, a kapok, illetve
hengerek tengelye pedig KL és MN. Azt éllitom, hogy a kupnak,
melynek alapja az ABCD kor s csicsa az L pont, ahhoz a kiuphoz
valé aranya, melynek alapja az EFGH kor s csticsa az N pont, hdrom-
szorosa BD-nek FH-hoz valé aranyanak.

Ha ugyanis az ABCDL kupnak az EFGHN ktiphoz valé aranya
nem hdromszorosa BD-nek FH-hoz valé aranyanak, akkor ennek
az ardnynak az ABCDL kipnak
valamely, az EFGHN kupnal ki-
sebb vagy nagyobb téridomhoz
valé aranya lesz hiromszorosa.
E téridom legyen el8szor egy ki-
sebb O. frjunk az EFGH kérbe
egy EFGH négyzetet (IV. 6.). Az
EFGH négyzet nagyobb a kor
felénél (vo. XII. 2.). Emeljiink
az EFGH négyzetre egy, a kiippal
azonos csucsu gulat. Ez a gila
nagyobb a kip felénél. Felezziik
meg az EF, FG, GH, HE iveket a P, Q, R, S pontokban (IIL
30.), és hizzuk meg az EP, PF, FQ, QG, GR, RH, HS, SE
szakaszokat. Az EPF, FOG, GRH, HSE hiromszdgek mindegyike
nagyobb az EFGH kor megfelel szeletének felénél. Emeljiink az
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EPF, FOG, GRH, HSE haromszogek mindegyikére egy, a kip-
pal azonos csucsu gulat. Ezen guldk mindegyike nagyobb a kup
megfelel§ szeletének felénél. Ha a nyert iveket megfelezziik, az osz-
taspontokat Gsszekotjiik, mindegyik haromszogre a kiappal azonos
csticsi gulat emeliink és mindig igy tovdbb, akkor a kupnak egy-
szer olyan szeletei maradnak, melyek Gsszege kisebb annal a Kkii-
I6nbségnél, mellyel az EFGHN kip nagyobb az O téridomnal (X.
1.). Maradjanak igy meg az EP, PF, FQ, OG, GR, RH, HS, SE
szakaszokbdl kaphato szeletek. Ekkor a maradék gula, melynek
alapja az EPFOGRHS sokszbg s csticsa az N pont, nagyobb az O
téridomnal. Irjunk az ABCD korbe egy, az EPFQGRHS sokszoghdz
hasonl6 és hasonléan fekvé ATBUCV DX sokszbget, és emeljiink
az ATBUCV DX sokszbgre egy, a kuppal azonos csticsu sokszoget.
Az ATBUCV DX sokszogon fekv8 L csticst guldt kozrefogd harom-
szogek egyike legyen LBT, az EPFOGRHS sokszogon fekvl N cstcsu
gulat kozrefogd haromszogek egyike pedig legyen NFP, és huzzuk
meg a KT, MP szakaszokat. Minthogy az ABCDL kuap hasonlé az
EFGHN kuphoz, BD ugy aranylik FH-hoz, mint a KL tengely az
MN tengelyhez. Amint viszont BD az FH-hoz, gy ardnylik BK az
FM-hez (V. 15.), amint tehat BK az FM-hez, ugy KL az MN-hez
(V. 11.). Foleserélve tehat amint BK a KL-hez, ugy FM az MN-hez
(V. 16.). Az egyenl6 BKL, FMN szdgek melletti oldalak aranyosak,
a BKL haromszog tehat hasonlé az FMN hiromszéghoz (VI. 6.).
Ismét, minthogy BK tigy arénylik KT-hez, mint FM az MP-hez és az
egyenl6 BKT, FMP szdgek mellett — hiszen ahdnyad része a BKT
szog a K kézéppontnal fekvS négy derékszognek (I. 15. K.), ugyan-
annyiad része az FMP sz6g az M kozéppontnal lev6 négy derék-
szognek — mivel tehat egyenld szdgek mellett az oldalak ardnyosak,
a BKT haromszog hasonld az FMP hiaromszoghoz. Ismét, minthogy
megmutattuk, hogy BK tgy aranylik KL-hez, mint FM az MN-hez
és BK egyenl6 KT-vel, FM pedig PM-mel, TK 0gy aranylik KL-hez,
mint PM az MN-hez (V. 7.). Az egyenlé TKL, PMN szogek — derék-
szogek — melletti oldalak ardnyosak, az LKT hiromszdg tehat hasonld
az NMP hiromszogh6z. Minthogy az LKB és az NMF hiromszog
hasonlésiga miatt LB tgy aranylik BK-hoz, mint NF az FM-hez,
a BKT és az FMP hiromszog hasonlésiga miatt pedig KB ugy BT-hez,
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mint MF az FP-hez, egyenlS sok tagon at LB gy ardnylik BT-hez,
mint NF az FP-hez (V. 22.). Ismét, minthogy az LTK és az NPM
hiromszég hasonlésdga miatt LT tigy aranylik TK-hoz, mint NP a
PM-hez, a TKB és a PMF haromszog hasonldsdga miatt pedig KT
ugy TB-hez, mint MP a PF-hez, egyenl§ sok tagon 4t LT 1igy aranylik
TB-hez, mint NP a PF-hez. Megmutattuk, hogy amint 7B a BL-hez,
ugy PF az FN-hez, egyenld sok tagon 4t tehat amint TL az LB-hez,
tgy PN az NF-hez. Az LTB, NPF hiromszdgeknek tehat ardnyosak az
oldalaik, az LTB és az NPF hiromszognek tehat egyenlSk a szdgeik
(VI. 5.), tigyhogy hasonlék is. A BKT hiromszogon fekvS L cstcsu
gila is hasonlé tehat az FMP haromszogon fekv8 N cstcsti gilahoz,
hiszen ugyanannyi (paronként) hasonlé lap fogja ket kozre. Ha-
sonl6 haromszog alapt giilak viszont a megfelels éleikhez viszonyitva
hiromszoros aranyban 4llnak (XII. 8.), a BKTL gulinak az FMPN
gtldhoz valé ardnya tehdat hiromszorosa BK-nak FM-hez vald
aranydnak. Hasonloképp, ha osszekotjitk az 4, X, D, V, C, U pon-
tokat a K, az E, S, H, R, G, O pontokat pedig az M kozépponttal, és
mindegyik hdromszogre az illet6 kippal azonos csticst galat emeliink,
akkor megmutathaté, hogy barmely két megfelel6 giila ardnya harom-
szorosa a megfeleld élek, BK és FM, azaz BD és FH (V. 15.) arAnyanak.
Az el8tagok Osszege viszont tgy ardnylik az utétagok Gsszegéhez,
mint barmelyik elStag az utétagjahoz (V. 12.), a teljes gula tehat,
melynek alapja az ATBUCVDX sokszég s csicsa az L pont, tigy
aranylik a masik teljes guldhoz, melynek alapja az EPFOGRHS sok-
szOg s csucsa az N pont, mint a BKTL gala az FMPN guldhoz, ugy-
hogy az ATBUCV DX-en fekvs L csiicsti gildnak az EPFOGRHS-en
fekv8 N csucsu ghlahoz val6é ardnya hdromszorosa BD-nek FH-hoz
val6 ardnydnak. Feltétel szerint annak a kipnak, melynek alapja az
ABCD kor s cstcsa az L pont, az O téridomhoz valé ardnya hirom-
szorosa BD és FH aranyénak, a kap tehat, melynek alapja az ABCD
kor s csticsa L, gy aranylik az Q téridomhoz, mint az ATBUCV DX
sokszogén fekv8 L csticst giila az EPFOGRHS sokszdgon fekvG N
csucst guldhoz. Folcserélve tehat a kap, melynek alapja az ABCD
kor s cstcsa L, gy ardnylik a benne levé az ATBUCV DX sokszdgon
fekvé L cstiest glildhoz, mint az O téridom az EPFOGRHS sokszogon
fekvé N cstcsi giildhoz (V. 16.). A mondott kiip nagyobb a benne
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lev8 glilanal — hiszen tartalmazza azt —, az O téridom is nagyobb tehat
EPFQGRHS sokszogon fekv6é N cstcsu gulanal (V. 14.). Viszont
kisebb is nala, ami ellentmondas. Az ABCD koron fekv8 L csucsi
kupnak tehat nem valamely, az EFGH koron fekvé N csticstt kupnal
kisebb téridomhoz valé ardnya hiaromszorosa BD-nek FH-hoz valé
aranyanak. Hasonldképp mutathaté meg, hogy az EFGHN kupnak
sem valamely, az ABCDL kipnél kisebb téridomhoz valé ardnya
haromszorosa FH-nak BD-hez valé aranyanak.

Azt allitom, hogy az ABCDL kupnak nem is valamely, az EFGHN
kiipnal nagyobb téridomhoz valé aranya haromszorosa BD-nek
FH-hoz val6 ardnyanak.

Tegyiik fol ugyanis, hogy mint egy nagyobb O idomhoz. Megfor-
ditva tehat az O téridomnak az ABCDL ktiphoz val6 ardnya harom-
szorosa FH és BD aranyanak (V. 7. K.). Amint viszont az O téridom
az ABCDL kuphoz, Ggy aranylik az EFGHN kup valamely, az ABCDL
kupnal kisebb téridomhoz (XII. 2. L.). Az EFGHN kiapnak valamely,
az ABCDL kupndl kisebb téridomhoz valé ardnya tehat haromszorosa
FH és BD ar4nyénak. Err8l megmutattuk, hogy nem lehetséges, az
ABCDL kipnak tehat nem valamely, az EFGHN kapnal nagyobb
téridomhoz valé ardnya hiaromszorosa BD és FH aranyanak. Meg-
mutattuk, hogy nem is egy nagyobbhoz valé, az ABCDL ktpnak
tehat az EFGHN kuaphoz valé ardnya haromszorosa BD-nek FH-hoz
valé ardnyéanak.

A hengerek tigy aranylanak, mint a kiipok, hiszen a kappal azonos
alapon fekvé és azzal egyenl6 magassagti henger hdromszorosa a
kipnak (XIL%10.), a hengerek ardnya is hiromszorosa tehit BD és
FH aranyénak.

Hasonlé ktpok és hengerek tehat egymaéssal az alapjaik atmérGihez
viszonyitva haromszoros ardnyban 4llnak. Eppen ezt kellett megmu-
tatni.

XII. 13. Tétel
Ha egy hengert a szemkozti lapokkal pdrhuzamos sikkal metsziink,
akkor a nyert hengerek ugy ardnylanak egymdshoz, mint a tengelyeik.
Messiik el ugyanis az AD hengert a szemkozti 4B, CD lapokkal
parhuzamos GH sikkal, és legyen a GH sik és a tengely met-
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széspontja K. Azt allitom, hogy a BG henger ugy aranylik a

GD hengerhez, mint az EK tengely a KF tengelyhez.
Hosszabbitsuk meg ugyanis az t

EF tengelyt mindkétfelé, az L, illet- P R A

ve az M pont felé, mérjiink fol tet- L 0.C Ty
szGleges sok, az EK tengellyel egyen-

16 EN, NL és tetszlleges sok, FK- g

val egyenl§ FO, OM szakaszt (I.

3.), és gondoljunk el az LM ten- a s

gely koriil egy PX hengert, mely- B HD Ux

nek alap- és fedGlapja a PQ és a

VX kor. Fektessiink az N, O pontokon at AB-vel, CD-vel és a
PX henger alaplapjaival parhuzamos sikokat (I. 31., XI. 15)).
Ezek messék ki az N, illetve O kdzéppont koriili RS és TU kort.
Minthogy az LN, NE, EK tengelyek egyenlSk egymdssal, a QOR,
RB, BG hengerek tigy ardnylanak egymashoz, mint az alapjaik
(X1L. 11.). Az alapjaik egyenlSk, tehat a QR, RB, BG hengerek
is egyenl6k. Minthogy az LN, NE, EK tengelyek egyenlGk egy-
massal, a OR, RB, BG hengerek egyenlGk egymadssal, €s a tengelyek
meg a hengerek szdma egyenld, a QG henger annyiszorosa a GB
hengernek, mint a KL tengely az EK tengelynek. Ugyanigy az XG
henger annyiszorosa a GD hengernek, mint az MK tengely a KF
tengelynek. Ha a KL tengely egyenlG a KM tengellyel, akkor a QG
henger is egyenld a GX hengerrel, ha az egyik tengely nagyobb a
masik tengelynél, akkor az egyik henger is nagyobb a masik hengernél,
s ha kisebb, akkor kisebb. Van tehdt négy mennyiség, az EK, KF
tengelyek és a BG, GD hengerek, ugyanannyiszorosat vettilkk az EK
tengelynek és a BG hengernek — az LK tengelyt és a QG hengert —,
illetve a KF tengelynek és a GD hengernek — a KM tengelyt és a GX
hengert —, és megmutattuk, hogy ha a KL tengely nagyobb a KM
tengelynél, akkor a QG henger is nagyobb a GX tengelynél, ha egyenld,
egyenld, s ha kisebb, kisebb. Az EK tengely tehat gy aranylik a KF
tengelyhez, mint a BG henger a GD hengerhez. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.: XII. 14-15.
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XII. 14. Tétel

Az egyenld alapokon fekvd kipok és hengerek gy ardnylanak egy-
mdshoz, mint a mogassdgaik.

Fekiidjenek ugyanis az egyenl6 4B, CD korokén az EB, FD hen-
gerek. Azt allitom, hogy az EB henger gy aranylik az FD henger-
hez, mint a GH tengely a KL
tengelyhez.

Hosszabbitsuk meg ugyanis a
KL tengelyt az N pontig, mér-
jiink f6l egy GH-val egyenlé LN
szakaszt (I. 3.) és gondoljunk az
LN tengely koré egy CM hen-
gert. Minthogy az EB és a CM
henger magassdga ugyanaz, gy
aranylanak egyméashoz, mint az
alapjaik (XII. 11.). Az alapok
cgyenlSk egymdssal, az EB és a CM henger is egyenl6 tehat (V.
14.). Minthogy az FM hengert metszi a szemkozti lapokkal parhu-
zamos CD sik, a CM henger ugy aranylik az FD hengerhez, mint
az LN tengely a KL tengelyhez (XII. 13.). A CM henger egyenlG
az EB hengerrel, az LN tengely pedig a GH tengellyel, az EB henger
tehdt gy aranylik az FD hengerhez, mint a GH tengely a KL tengely-
hez (V. 7.). Amint viszont az EB henger az FD hengerhez, tigy arany-
lik az ABG kup a CDK kuphoz (XII. 10., V. 15.), amint tehat a GH
tengely a KL tengelyhez, igy az ABG kup a CDK kiiphoz (V. 11.) és az
EB henger az FD hengerhez. Eppen ezt kellett megmutatni.

XII. 15. Tétel

Az egyenld kipoknak és hengereknek forditva ardnyos az alapjuk
a magassdggal; s amely kupoknak és hengereknek forditva ardnyos
az alapja a magassdggal, azok egyenldek.

Vegyiink két egyenlé kupot, illetve hengert, melyek alapjai az
ABCD, EFGH korok, azok atmérdi AC és EG, tengelyeik KL és MN
— ezek egytttal magassigai is a kipoknak, illetve hengereknek —,
és egészitsiik ki az A0 és az EP hengert. Azt allitom, hogy az A0
és az EP hengernek forditva ardnyos az alapjuk a%¥magassig-
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cal: amint az ABCD alap az EFGH alaphoz, tigy az MN ma-
gassag a KL magassiaghoz.

Az LK magassig ugyanis vagy egyenl6 az MN magassdggal, vagy
nem. Legyen el8szor egyenlS. Az AO
henger is egyenlé az EP hengerrel
(XIIL. 10.), s az azonos magassagi ki-
pok és hengerek tigy ardnylanak egy-
mashoz, mint az alapjaik (XII. 11.),
az ABCD alap tehét egyenl az EFGH
alappal (V. 14.), tgyhogy forditva is
ardnyosak: amint az ABCD alap az
EFGH alaphoz, igy az MN magassig
a KL magassdghoz. Ne legyen most
egyenl6 az LK magassag MN-nel, ha-
nem legyen nagyobb MN. Vonjunk le az MN magassdgbdl egy
KIL-lel egyenld QN szakaszt (I. 3.). Messiik el az EP hengert egy, a Q
ponton at az EFGH és az RP kor sikjaval pirhuzamosan fektetett
TUS sikkal (I. 31., XI. 15.), és tekintsitk az EFGH ko6ron fekvé NQ
magassagi ES hengert. Minthogy az A0 henger egyenlé az EP hen-
gerrel, az AO henger tgy ardnylik az ES hengerhez, mint az EP henger
az ES hengerhez (V. 7.). Amint viszont az A0 henger az ES hengerhez,
gy az ABCD alap az EFGH alaphoz — hiszen ugyanaz az AO és az
ES henger magassaga (XII. 11.) —, amint pedig az EP henger az ES
hengerhez, Ggy az MN magassdg a QN magassighoz — hiszen az EP
hengert a szemkozti lapokkal parhuzamos sik metszi (XII. 13., V. 18.),
amint tehat az ABCD alap az EFGH alaphoz, ugy az MN magassag
a ON magassaghoz (V. 11.). A ON magassag egyenl$ a KL magassag-
gal, amint tehat az ABCD alap az EFGH alaphoz, Ugy ardnylik az
MN magassdg a KL magassaghoz (V. 7.). Az AO, EP hengereknek
tehat forditva ardnyosak az alapjaik a magassdggal.

Legyenek most az 40, EP hengerek alapjai forditva aranyosak
a magassaggal: amint az ABCD alap az EFGH alaphoz, ugy az MN
magassag a KL magassaghoz. Azt llitom, hogy az A0 henger egyenlS
az EP hengerrel.

Ha ugyanis elvégezziik ugyanazokat a lépéseket, mint az el6bb,
akkor minthogy az ABCD alap gy aranylik az EFGH alaphoz, mint

469



http://az.ES

az MN magassig a KL magassighoz és a KL magassig egyenlS a QN
magassaggal, az ABCD alap tigy aranylik az EFGH alaphoz, mint az
MN magassag a ON magassaghoz. Amint viszont az ABCD alap az
EFGH alaphoz, tigy az AO henger az ES hengerhez — hiszen ugyanaz
a magassaguk — (XII. 11.), amint pedig az MN magassig a QN magas-
saghoz, tigy az EP henger az ES hengerhez (XII. 13., V. 18.), amint
tehdt az A0 henger az ES hengerhez, gy az EP henger ES-hez (V. 11.),
az AO henger tehat egyenlS az EP hengerrel (V. 9.). Kupok esetén
ugyanigy. Eppen ezt kellett megmutatni.

XII. 16. Tétel

Irjunk két koncentrikus kir nagyobbikdba egy olyan pdros oldal-
szdmil, egyenld oldali sokszéget, mely diszjunkt a kisebb kortél!

Legyen a kozos K kozéppontu adott két kér ABCD és EFGH.
A nagyobb ABCD korbe tehat egy olyan paros oldalszamu, egyenl§
oldali sokszoget kell beirni, mely diszjunkt az EFGH kortél.

Huzzunk a K kozépponton 4t egy BKD
egyenest, hiizzuk a G pontbdl a BD egye-
nesre merSlegesen GA-t (I. 11.), és hosz-
szabbitsuk meg C-ig. Ekkor AC érinti az
EFGH kort (III. 16. K.). Ha a BAD ivet
megfelezziik (III. 30.), a felét megfelezziik
¢s mindig igy tovabb, akkor egyszer egy
AD-nél kisebb ivet kapunk (X. 1.). Kap-
juk meg igy az LD ivet, bocsiassunk L-
b8l BD-re egy LM merdlegest (I. 12.), hizzuk meg N-ig, s kossiik
Ossze LD-t és DN-t. Ekkor LD egyenl6 DN-nel (III. 3., I. 4.). Mint-
hogy LN parhuzamos AC-vel (L. 28.) és AC érinti az EFGH kort,
LN nem érinti az EFGH kort, LD és DN tehat anndal kevésbé érinti az
EFGH kort. Ha marmost az ABCD korre Osszefiigglen LD-vel egyen-
16 szakaszokat illesztiink (IV. 1.), akkor az ABCD korbe olyan paros
oldalszami, egyenl§ oldalu sokszoget irunk, mely diszjunkt a kisebb
kort6l, EFGH-t6l. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: XII. 17.
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: XII. 17. Tétel

Irjunk két koncentrikus gomb nagyobbikdba olyan poliédert, mely
diszjunkt a kisebb gomb feliiletétol!

Gondoljunk el két, kozos 4 kozépponti gémbdt. A nagyobbik
gombbe tehét olyan poliédert kell irni, mely diszjunkt a kisebb gémb
feliiletétdl.

Messiik a gomboket egy, a
kozépponton dtmend sikkal. Ek-
kor a metszetek korok, minthogy
a gomb egy félkérnek rogzitett
atmérgje koriili forgatasakor ke-
letkezik, igyhogy barmilyen hely-
zet{inek vessziik a félkort, a rajta
atfektetett sik a gomb feliiletét
korben metszi.* Nyilvanvaldé az
is, hogy e kor maximélis, mint-
hogy a gomb Aatmérdje, mely
nyilvin mind a félkornek, mind a kornek atmérdje, nagyobb a kor
vagy a gébmb barmely hirjanal (XI. 2., III. 15.). Legyen tehdt a
nagyobb gémbbeli metszet a BCDE kor, a kisebb gombbeli az FGH
kor, hizzuk meg két, egymasra mer6leges atmérdjiiket, BD-t és CE-t
(I. 11.), irjunk két koncentrikus kor, BCDE és FGH nagyobbikéba,
BCDE-be egy olyan paros oldalszimu, egyenld oldali sokszdget, mely
diszjunkt a kisebb kért6l, FGH-t6l (XII. 16.), ennek a BE negyedbeli
oldalai legyenek BK, KL, LM és ME, htizzuk meg KA-t és hosszabbit-
suk meg N-ig, emeljiink az A pontban a BCDE kor sikjara egy A0
merdlegest (XI. 12.), a gomb feliiletével valé metszete legyen O és
fektessiink 40-n és BD-n, illetve KN-en 4t sikot (XI. 2.). Ezek a
mondottak miatt a gombfelilletet maximélis korokben metszik.
Messék, s a BD, illetve KN atmérdn fekvo félkoreik legyenek BOD,
illetve KON. Minthogy OA merGleges a BCDE kor sikjara, vala-
mennyi OA4-n atmen§ sik merGleges a BCDE kor sikjara (XI. 18.),
tugyhogy a BOD, KON félkorok is merdlegesek a BCDE kor sikjara.
Minthogy a BED, a BOD és a KON félkorok egyenlSk — hiszen az
egyenld BD, KN atmér6kon fekszenek —, a BE, BO, KO negyedek is
egyenlSk egyméssal. Ahdny sokszbgoldal van tehat a BE negyedkor-
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ben, annyi, a BK, KL, LM és ME szakaszokkal egyenlS oldal fér a
BO és a KO negyedbe is (I11. 28.). Irjuk be ezeket, legyenck a BP, PQ,
OR, RO, KS, ST, TU és UO szakaszok, hiizzuk meg SP-t, TO-t és
UR-t, és bocsassunk a P és S pontbdl a BCDE kor sikjara mer6legese-
ket (XI. 11.). Ezek a sikok metszeteire, BD-re, illetve KN-re fognak
esni, minthogy BOD és KON sikja is mer6leges a BCDE kor sikjara
(XI. 6.). Essenek, s legyenek PV, illetve SX, és htizzuk meg XV-t.
Minthogy az egyenlé BOD, KON f{élkorokben BP és KS egyenld hurok,
s PV-t és SX-et mer6legesen huztuk, PV egyenlé SX-szel, BV pedig
KX-szel (III. 28., 27., 1. 26.). A teljes BA egyenl$ a teljes KA-val, a
maradék V' A is egyenl6 tehat a maradék XA-val, BV tehat agy arany-
lik ¥ 4-hoz, mint KX XA4-hoz, XV tehat pirhuzamos KB-vel (VL. 2.).
Minthogy PV ¢és SX merGleges a BCDE kor sikjara, PV parhuzamos
SX-szel (XI. 6.). Megmutattuk azt is, hogy egyenld vele, tehat XV és
SP is egyenl§ és parhuzamos szakaszok (I. 33.). Minthogy XV pér-
huzamos SP-vel és XV parhuzamos KB-vel, SP is parhuzamos KB-vel
(XI. 9.). BP és KS kotik ossze Gket, a KBPS négyszog tehat sikbeli,
minthogy ha van két parhuzamos egyenes, és mindegyiken tetszGlege-
sen vesziink egy pontot, akkor a pontokra illeszkedd egyenes ugyan-
abban a sikban fekszik, mint a parhuzamosok (XI. 7.). Ugyanigy az
SPQT ¢és a TORU négyszog is sikbeli. Az URO haromszog is sikbeli
(XI. 2.), ha tehat tekintjiikk a P, S, O, T, R, U pontokat A4-val sszekotd
szakaszokat, akkor a BO és a KO iv kozott egy poliéder 4ll elS, mely
gulakbdl tevodik Ossze, s ezek alapjai a KBPS, SPOT, TORU négy-
szogek, illetve az URO haromszog, csucsa pedig az 4 pont. Ha pedig a
KL, LM, ME oldalak mindegyikére is elvégezziik ugyanazt a szerkesz-
tést, mint BK-ra meg a tobbi harom negyedkorre is [és a masik [€l-
gombre], akkor egy, a gombbe beirt poliéder all el6, mely gulakbol
tevodik Gssze, s ezek alapjai a mondott négyszogek, az URO harom-
szog, illetve a nekik megfelelGk, csucsa pedig az A pont.

Azt allitom, hogy a mondott poliéder nem érinti a kisebb gomb felii-
letét, melyen az FGH kor fekszik.

Bocsassunk az 4 pontbol a KBPS négyszog sikjara egy AY merdle-
gest (XI. 11.), a sikkal valé metszéspontja legyen Y, és hiizzuk meg
YB-t, YK-t. Minthogy AY mersleges a KBPS négyszog sikjara, vala-
mennyi 6t metszd és a négyszog sikjiban fekvS egyenesre merdleges,
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AY tehat merdleges BY-ra és YK-ra. Minthogy AB egyenl$ AK-val,
AB négyzete is egyenlé AK négyzetével. AB négyzetével egyenld
AY és YB négyzetosszege — hiszen az Y-nal levd szog derékszog —
(1. 47.), AK négyzetével pedig egyenlé AY és YK négyzetosszege, AY és
Y B négyzetosszege tehat egyenlé AY és YK négyzetdsszegével. Vonjuk
le a kozos AY négyzetet, ekkor a maradék BY négyzet egyenlS a ma-
radék YK négyzettel, BY tehat egyenlé YK-val. Hasonloképp mutat-
hatnank meg, hogy az Y-t P-vel és S-sel 0sszeko6t6 szakaszok is egyen-
I6ek BY-nal és YK-val. Az ¥ kozéppontu és az YB, YK tavolsiagok
egyikével rajzolt kor tehat a P és az S ponton is atmegy, KBPS
tehat hurnégyszog.

Minthogy KB nagyobb X¥-nél és XV egyenlé SP-vel, KB nagyobb
SP-nél. KB egyenlé KS-sel és BP-vel, tehat KS és BP is nagyobb SP-
nél. Minthogy KBPS hurnégyszog, KB, BP ¢és KS egyenl6 és PS
kisebb naluk, és BY a (négyszog koré irt) kor sugara, KB négyzete
tobb mint kétszerese BY négyzetének (I. 8., 25., 1I. 12.). Bocsassunk
K-bol BV-re egy KZ** mer6legest (I. 12.). Minthogy BD kisebb DZ
kétszeresénél és a DB és BZ kozotti téglalap ugy ardnylik a DZ és ZB
kozottihez, mint BD a DZ-hez (VI. 1.) — szerkessziik meg a BZ oldalu
négyzetet (I. 46.) és egészitsiik ki a ZD-n fekve paralelogrammat —, a
DB ¢és BZ kozotti téglalap is kisebb a DZ és ZB kozotti téglalap
kétszeresénél. Huzzuk meg KD-t! A DB és BZ kozotti téglalap
egyenlG BK négyzetével, a DZ és ZB kozotti téglalap pedig egyenld
KZ négyzetével (I1I. 31., VL. 8. K., 17.), KB négyzete tehat kisebb
KZ négyzetének kétszeresénél. Masrészt KB négyzete nagyobb BY
négyzetének kétszeresénél, KZ négyzete tehat nagyobb BY négyzeté-
nél. Minthogy BA egyenl§ KA-val, BA négyzete egyenlé AK négyzeté-
vel. BA négyzetével egyenld BY és Y A négyzettsszege, KA négyzetével
pedig egyenld KZ és ZA négyzetosszege (1. 47.), BY és Y A négyzet-
Osszege tehat egyenld KZ és ZA négyzetosszegével. Ezek kozill KZ
négyzete nagyobb BY négyzeténél, a maradék Z A négyzet tehat kisebb
YA négyzeténél, AY tehat nagyobb A4Z-nél, annal inkabb nagyobb
tehat AY az AG-nél. AY-t a poliéder egyik lapjara bocsatottuk, AG-t
pedig a kisebb g&mb feliiletére, tigyhogy a poliéder diszjunkt a kisebb
gomb feliiletétél.

Olyan poliédert irtunk tehdt két koncentrikus gédmb nagyobbi-
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kéba, mely diszjunkt a kisebb gomb feliiletétsl. Eppen ezt kellett
megtenni.
F.: XII. 18.

Kovetkezmény

Ha a mésik gémbbe is beirunk egy, a BCDE gémbbelihez hasonl6é
poliédert, akkor a BCDE gombbeli poliédernek a mésik gémbbe irt
poliéderhez valé ardnya haromszorosa a BCDE gomb atmérSjének
a masik gomb atmérdjéhez valé ardnyanak. Ha ugyanis a poliédere-
ket folbontjuk az egyenld szamni, egymdasnak megfeleld guldkra, akkor
hasonlé guldkat kapunk. A hasonlé guldk ardnya viszont harom-
szorosa a megfelel élek aranyanak (XII. 8. K.), a KBPS négyszdgon
fekv6 A csucspontu gulanak a masik gombbeli megfelel gildhoz vald
aranya tehat haromszorosa a megfeleld élek, azaz az 4 kozéppontu
gomb 4B sugara és a masik gomb sugara aranyanak. Hasonloképp az
A kozépponti minden egyes guldnak a masik gombbeli megfeleld
glldhoz val6é ardnya hidromszorosa 4B és a masik gomb sugara ara-
nydnak. Az elStagok Osszege ligy ardnylik az utétagok Osszegéhez,
mint barmely elStag az utétagjadhoz (V. 12.), tgyhogy az 4 kozép-
ponti gémbben lev§ teljes poliédernek a méasik gombben levé teljes
poliéderhez val6é ardanya haromszorosa AB és a masik gomb sugara
ardnyanak (V. 11.), azaz a BD 4tmérsS és a masik gémb &tmérGje
ardnyanak (V. 15.). Eppen ezt kellett megmutatni.

BE.: X118

XII. 18. Tétel

A gombik az dtmérbikhez viszonyitva hdromszoros ardnyban dllnak
egymdssal.

Tekintsiik az ABC, DEF gomboket és BC, EF dtméréiket. Azt lli-
tom, hogy az ABC gémbnek a DEF gémbhoz valé ardanya hirom-
szorosa BC és EF ardnyéanak.

Ha ugyanis az ABC gémbnek a DEF gombhoz val6é ardnya nem
haromszorosa BC és EF aranyanak, akkor az ABC gdombnek vala-
mely DEF-nél kisebb vagy nagyobb gémbhoz valé ardnya hérom-
szorosa BC és EF ardnyanak. Legyen ez elGszor egy kisebb GHK
gbmb, tekintsiik DEF-et és GHK-t koncentrikus gombdkként, irjunk
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a nagyobb gdémbbe, DEI-be egy a kisebb gomb, GHK feliiletétSl
diszjunkt poliédert (XII. 17.), és irjunk az ABC gdmbbe is egy, a
DEF gombbeli poliéderhez hasonlé poliédert. Ekkor az ABC-beli
poliédernek a DEF-beli poliéderhez

valé ardnya hdromszorosa BC és
EF st Gl L D A
ABC gémbnek a GHK gdémbhéz w

valé aranya is haromszorosa BC ¢s
EF ardnydnak, az ABC gémb tehat D

gy aranylik a GHK gombhoz,

mint az ABC gbémbbeli poliéder a

DEF gombbeli poliéderhez (V. 11.), l\

folcserélve teh4t amint az ABC E '

gomb a beleirt poliéderhez, ugy a \’

GHK gomb a DEF gombbe irt

poliéderhez (V. 16.). Az ABC gémb

nagyobb a beleirt poliédernél, a GHK gémb is nagyobb tehat a DEF

gdmbbe irt poliédernél (V. 14.). Viszont kisebb is nala, hiszen az tartal-

mazza. Az ABC gbmbnek tehat nem valamely DEF-nél kisebb gomb-

hoz valé aranya hdromszorosa a BC és EF atmérSk aranyanak. Hason-

16képp mutathaté meg, hogy a DEF gdmbnek sem valamely ABC-

nél kisebb gombhoz valé aranya haromszorosa EF és BC ardnyanak.
Azt dllitom, hogy az ABC gombnek nem is valamely, a DEF gémb-

nél nagyobb gémbhoz vald aranya hiromszorosa BC és EF aranyanak.
Tegyiik fol ugyanis, hogy ilyen a nagyobb LMN gémb. Megforditva,

az LMN gémbnek az ABC gombhoz valé aranya ekkor hdromszorosa

az EF és a BC &4tmérG ardnyanak (V. 7. K.). Amint viszont az LMN

gomb az ABC gombhoz, ugy ardanylik a DEF gémb valamely ABC-nél

kisebb gémbhoz — minthogy LMN nagyobb DEF-nél —, mint féntebb

(XIL 2. L.) megmutattuk. A DEF gémbnek valamely 4BC-nél kisebb

gombhoz valé ardnya tehdt hdromszorosa EF és BC aranyénak,

amir8l megmutattuk, hogy nem lehetséges. Az ABC g&mbnek tehét

nem valamely DEF-nél nagyobb gombhoz valo aranya haromszorosa

BC és EF aranyanak. Megmutattuk, hogy nem is egy kisebbhez valé

aranya, az ABC gombnek tehat a DEF gdmbhoz vald ardnya harom-

szorosa BC és EF ardnyanak. Eppen ezt kellett megmutatni.
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Tizenharmadik konyv

XIII. 1. Tétel

Ha egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor a nagyobb darab
és a teljes szakasz fele dsszegének a négyzetértéke otszérose a fél sza-
kasz négyzetének.

Osszuk fol ugyanis az AB szakaszt folytonos ardnyban a C pontban
(VL. 30.), legyen AC a nagyobb darab, 4D az AC egyenes menti meg-
hosszabbitdsa, és mérjiink rd egy AB felével egyenld AD szakaszt
(I. 10.). Azt éllitom, hogy CD négyzete 6tszorose DA négyzetének.

Szerkesszilk meg ugyanis az 4B és a

L '3 DC szakaszra az AE, illetve DF négyzetet
(I. 46.), rajzoljuk meg a DF négyzetben
AN az abrat, és hosszabbitsuk meg FC-t G-ig.

P ﬁ,} H /' Minthogy A4B-t C folytonos ardanyban
o) osztja, az AB és BC kozotti téglalap
D B egyenl8 AC négyzetével (VL. 17.). Az AB
A ¢ és BC kozotti téglalap CE, AC négyzete
pedig FH, CE tehat egyenld FH-val.
Minthogy BA kétszerese AD-nek és BA
egyenl6 KA-val, AD pedig AH-val, KA
K G £ Kétszerese AH-nak. Amint viszont K4 az
AH-hoz, gy aranylik CK a CH-hoz (VL

1.), CK tehat kétszerese CH-nak. LH meg HC is kétszerese CH-nak
(I. 43.), KC tehat egyenl6 LH meg HC-vel. Megmutattuk, hogy CE
egyenld HF-fel, a teljes AE négyzet tehdt egyenl8 az MNO gné-
moénnal. Minthogy BA kétszerese AD-nek, BA négyzete négyszerese
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AD négyzetének (1I. 4.), azaz AE négyszerese DH-nak. AE egyenl6
az MNO gnémonnal, az MNO gnémon is négyszerese tehat 4P-nek,
a teljes DF Otszorose tehat AP-nek. DF a DC négyzete, AP a DA
négyzete, CD négyzete tehat 6tszordse DA négyzetének.

Ha tehdt egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor a nagyobb
darab és a teljes szakasz fele Osszegének a négyzetértéke 6tszorose a fél
szakasz négyzetének. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fo: XILLE 6211

XIII. 8. Fiiggelék*

Mi az analizis és mi a szintézis?

Analizis az, ha az allitast bizonyitottnak véve abbdl kovetkeztetiink,
mig valamely elfogadott igazsdghoz jutunk.

Szintézis az, ha ebbdl az elfogadott igazsigbhdl kdvetkeztetiink, mig
az 4llitds teljességéhez vagy megragaddsihoz jutunk.

Az elsG tétel analizise és szintézise dbra nélkiil:

Ossza C az AB szakaszt folytonos ardnyban, legyen AC a nagyobb
darab, és mérjiink f6l egy AB felével egyenld AD szakaszt, Azt alli-
tom, hogy CD négyzete 6tszorose AD négyzetének.

Minthogy ugyanis CD négyzete Otszorose DA négyzetének és CD
négyzete egyenld CA és AD négyzeteinek és a CA és AD kozotti tégla-
lap kétszeresének az Osszegével (II. 4.), CA és AD négyzeteinek és a
CA és AD kozotti téglalap kétszeresének az Osszege 6tszorose AD
négyzetének. Folbontva tehat, CA4 négy-
zetének és a CA és AD kozotti téglalap A C
kétszeresének az Osszege négyszerese AD D' = — B
négyzetének. A CA és AD kozotti tégla-
lap kétszeresével viszont egyenl6 a BA és AC kozotti téglalap —
hiszen BA kétszerese AD-nek —, AC négyzetével pedig egyenlS az
AB és BC kozotti téglalap — hiszen AB-t folytonos ardnyban osztot-
tuk f61 — (VI. 17.), a B4 és AC meg az AB és BC kozotti tégla-
lap Gsszege tehat négyszerese AD négyzetének. A BA és AC meg az
AB és BC kozotti téglalap Osszege viszont AB négyzete (I1. 2.), AB
négyzete tehat négyszerese AD négyzetének. Valdban az, hiszen AB
kétszerese AD-nek.
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Szintézis

Minthogy AB négyzete négyszerese AD négyzetének és BA négyzete
a BA és AC meg az AB és BC kozotti téglalap Gsszege, a BA és AC
meg az AB és BC kozotti téglalap Osszege négyszerese AD négyzeté-
nek. A BA és AC kozbtti téglalap viszont egyenl8 a DA és AC kozotti
téglalap kétszeresével, az AB és BC kozotti téglalap pedig egyenlé AC
négyzetével, AC négyzetének és a DA és AC kdzotti téglalap kétszere-
sének az Osszege tehat négyszerese DA négyzetének, tigyhogy DA ¢s
AC négyzeteinek és a DA és AC kozotti téglalap kétszeresének az
Osszege Otszorose DA négyzetének. DA és AC négyzeteinek és a DA
€s AC kozotti téglalap kétszeresének az Gsszege CD négyzete, CD
négyzete tehdt Otszorose DA négyzetének. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

XIII. 2. Tétel

Ha egy szakasz négyzetértéke otszorose valamely darabjdénak,
akkor a mondott darab kétszeresét folytonos aranyban osztva a nagyobb
darab épp az eredeti szakasz mdsik része.

Legyen ugyanis az AB szakasz négyzetértéke 6tszordse az AC da-
rabjaénak, és legyen AC kétszerese CD. Azt 4llitom, hogy CD-t folyto-
nos ardnyban osztva a nagyobb darab CB.

Szerkessziik meg ugyanis az 4B és a

i F CD szakaszra az AF, illetve a CG négy-
zetet (I. 46.), rajzoljuk meg az AF négy-

bl ol zetben az 4brat, és legyen BE a meghosz-
ﬁ:f o7 szabbitds. Minthogy BA négyzete O6tszo-

0 rose AC négyzetének, AF otszorose AH-
D nak, az MNO gnémén tehat négyszerese
A C B AH-nak. Minthogy DC kétszerese C A-nak,
négyszerese DC négyzete C A négyzetének
(IL. 4.), azaz CG az AH-nak. Az MNO
Jod enéménrol is megmutattuk, hogy négysze-

K G rese AH-nak, az MNO gnémoén tehéat
egyenl§ CG-vel. Minthogy DC kétszerese

CA-nak és DC egyenl6é CK-val, AC pedig CH-val, [KC is kétszerese
CH-nak,] KB is kétszerese tehat BH-nak (VI. 1.). LH és HB Gsszege is
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kétszerese HB-nek (I. 43.), KB tehat egyenl6 LH meg HB-vel. Meg-
mutattuk azt is, hogy a teljes MNO gnémén egyenld a teljes CH négy-
zettel, a maradék HF tehat egyenl6 BG-vel. BG a CD és DB kozotti
téglalap — hiszen CD egyenld DG-vel —, HF pedig CB négyzete, a
CD és DG kozotti téglalap tehat egyenld CB négyzetével, DC tehét
gy ardnylik CB-hez, mint CB a BD-hez. DC nagyobb CB-nél, tehat
CB is nagyobb BD-nél (V. 14.). A CD szakaszt folytonos ardnyban
osztva a nagyobb darab teh4t CB. Eppen ezt kellett megmutatni.

XIII. 3. Tétel

Ha egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor a kisebb darab
és a nagyobb darab fele dsszegének a négyzetértéke dtszirdse a nagyobb
szakasz fele négyzetének. ‘

Osszunk f6l ugyanis valamely AB szakaszt folytonos aranyban a
C pontban (VI. 30.), legyen AC a nagyobb darab és AC felezGpontja
D (1. 10.). Azt éllitom, hogy BD négyzete 6tszorose DC négyzetének.

Szerkessziik meg ugyanis AB-re az AE négy-
zetet (I. 46.), és rajzoljuk meg ezt a kettzott A D C B
abrat. Minthogy AC kétszerese DC-nek, AC
négyzete négyszerese DC négyzetének, azaz RS R G| AP M

N

az FG-nek (II. 4.). Minthogy az AB é BC 0Kl
kozotti téglalap egyenl6 AC négyzetével (VI. H rars
17.)) és az AB és BC kozotti téglalap CE, CE
egyenlé RS-sel. RS négyszerese FG-nek, tehat L § E
CE is négyszerese FG-nek. Tovabba, minthogy
AD egyenl8 DC-vel, HK is egyenlS KF-fel (1. 34.), igyhogy a GF négy-
zet is egyenlG a HL négyzettel. GK tehat egyenlé KL-lel, azaz MN az
NE-vel, tigyhogy MF is egyenlS FE-vel (I. 36.). MF egyenl6 CG-vel
(1. 43.), tehat CG is egyenlS FE-vel. Adjuk hozz4 mindkett6hoz CN-t,
igy az OPQ gnémén egyenl6 CE-vel. Megmutattuk, hogy CE négy-
szerese GF-nek, tehat az OPQ gnémén is négyszerese az FG négyzet-
nek, az OPQ gnémén és az FG négyzet Gsszege tehat 6tszérose FG-nek.
Az OPQ gnémén és az FG négyzet 6sszege DN. DN a DB négyzete,
GF pedig DC négyzete, DB négyzete tehat 6tszorose DC négyzetének.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 16.
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XIII. 4. Tétel

Ha egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor a teljes szakasz
és a kisebb darab négyzetisszege hdromszorosa a nagyobb darab négy-
zetének.

Legyen AB egy szakasz, osszuk fol folytonos ardnyban a C pont-
ban, és legyen AC a nagyobb darab. Azt allitom, hogy AB és BC négy-
zetosszege hadromszorosa CA négyzetének.

Szerkessziik meg ugyanis AB-re az ADEB négyzetet (1. 46.), és raj-

zoljuk meg az abriat. Minthogy C folytonos
A C B arinyban osztja AB-t és AC a nagyobb darab,
az AB és BC kozotti téglalap egyenl AC négy-
H M K zetével (VI., 17.). Az AB és BC k(’jzf:itt’i téglala]?’
L AFE AK, AC négyzete pedig HG, AK tehat egyenls
HG-vel. Minthogy AF egyenlé FE-vel (1. 43.),
. ha mindkett6hoz hozzdadjuk CK-t, akkor a tel-
D G E jes AK egyenld a teljes CE-vel, AK meg CE
tehat kétszerese AK-nak. AK meg CE az LMN
gnémon és a CK négyzet Gsszege, az LMN gnémon meg a CK négy-
zet tehat kétszerese AK-nak. Viszont megmutattuk azt is, hogy AK
egyenlé HG-vel, az LMN gnémén meg [a CK négyzet kétszerese HG-
nek, ugyhogy az LMN gnémén meg] a CK, HG négyzetek Osszege
hiromszorosa a HG négyzetnek. Az LMN gnémén meg a CK, HG
négyzetek Osszege a teljes AE meg CK, melyek AB, illetve BC négy-
zete, GH pedig AC négyzete, AB és BC négyzetosszege tehat négy-
szerese AC négyzetének. Eppen ezt kellett megmutatni.
| D A 1

XIIIL. 5. Tétel

Ha egy szakaszt folytonos ardnyban osztunk és hozzdadunk egy,
a nagyobb darabbal egyenlé szakaszt, akkor a teljes szakasz foly-
tonos ardnyban osztatik, mégpedig az eredeti szakasz a nagyobb
darabja.

Osszuk f6l ugyanis az 4B szakaszt folytonos aranyban a C pontban
(VI 30.), legyen AC a nagyobb darab és AC-vel egyenlé AD. Azt alli-
tom, hogy A folytonos ardnyban osztja a DB szakaszt és a nagyobb
darab az eredeti AB szakasz.
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Szerkessziik meg ugyanis 4AB-re az AE négyzetet (1. 46.), és rajzoljuk
meg az abrat. Minthogy C folytonos ardnyban osztja AB-t, az AB és
BC kozotti téglalap egyenld AC négyzetével (VI. 17.). Az AB és BC
kozotti téglalap CE, AC négyzete pedig
CH, CE tehét egyenl6 HC-vel. CE-vel vi- ) A csi g
szont egyenlé HE (I. 43.), HC-vel pedig
egyenld DH (I. 36.), DH tehat egyenld
HE-vel. Adjuk hozza mindkett6hoz HB-t.
A teljes DK tehét egyenld a teljes AE-vel. [ H
DK a BD és DA kozotti téglalap — hiszen
AD egyenl§ DL-lel —, AE pedig AB négy- E
zete, a BD és DA kozotti téglalap tehat
egyenl§ AB négyzetével, DB tehat ugy arénylik BA-hoz, mint BA
az AD-hez (VI. 17.). DB nagyobb BA-nil, tehat BA is nagyobb
AD-nél (V. 14.).

A tehét folytonos aranyban osztja DB-t, és AB a nagyobb darab.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 17.

K

XIII. 6. Tétel
Ha egy raciondlis szakaszt folytonos ardnyban osztunk, akkor mind
a két darab irraciondlis, vigynevezett apotomé.™*

Legyen AB egy raciondlis szakasz, osszuk fol folytonos aranyban a
C pontban és legyen AC a nagyobb darab. Azt dllitom, hogy AC és

CB is irracionalis, Gigynevezett apotomé.
A G Hosszabbitsuk meg ugyanis BA-t, és
D E t —— B mérjiink ra egy BA felével (1. 10.) egyenld
AD szakaszt. Minthogy C folytonos arany-
ban osztja 4B-t, és a nagyobb darabhoz hozzdadtuk AD-t, ami fele
AB-nek, CD négyzete 6tszorose DA négyzetének (XIII. 1.), CD négy-
zete tehat tigy ardnylik DA négyzetéhez, mint szam szamhoz, CD négy-
zete tehat sszemérhet DA négyzetével (X. 6.). DA négyzete raciond-
lis — hiszen DA raciondlis, mivel fele a racionalis AB-nek —, tehat CD
négyzete is raciondlis, tehat CD is raciondlis. Minthogy CD négyzete
nem 1igy aranylik D4 négyzetéhez, mint négyzetszdm négyzetszdimhoz
(VIIL 24.), CD lineérisan 6sszemérhetetlen DA-val (X.9.), CD és DA
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tehat csak négyzetesen 6sszemérhets racionélisok, AC tehit apotomé
(X. 73.). Ismét, minthogy AB-t folytonos ardnyban osztottuk fol és
AC a nagyobb darab, az AB és BC kozotti téglalap egyenlS AC négy-
zetével (V1. 17.), ha tehét az AC apotomé négyzetét az 4B racionélis-
hoz illesztjiik, akkor a keletkez6 téglalap szélessége BC. Ha viszont
egy apotomé négyzetét egy raciondlishoz illesz(jiik, akkor a keletkez&
téglalap szélessége els6 apotomé (X. 97.), CB tehét els§ apotomé.
CA-16l is megmutattuk, hogy apotomé.

Ha tehat egy racionalis szakaszt folytonos aranyban osztunk, akkor
mind a két darab irraciondlis, tigynevezett apotomé.

By XIIL-14;

XIII. 7. Tétel

Ha egy egyenld oldalii 6tszég hdrom akdr egymds melletti, akdr nem
egymds melletti szoge egyenld, akkor az dtszog egyenld szogil.

Legyen ugyanis az ABCDE egyenld oldal 6tszognek el8szor ha-
rom egymas melletti szoge, az 4-nél, a B-nél és a C-nél levs egyenld
egymassal. Azt allitom, hogy az ABCDE 6tszdg egyenls szogli.

Hutzzuk meg ugyanis AC-t, BE-t és

A FD-t. Minthogy két-két oldal, CB, BA és
BA, AE péronként egyenlS, és a CBA

5 szOg egyenlé a BAE szoggel, az AC alap
3 egyenlS a BE alappal, az ABC haromszog
egyenl az ABE héaromszidggel, és a tobbi
szO0g is paronként egyenlG, amelyek az
egyenld oldalakkal szemben fekszenek,

' D BCA a BEA-val, ABE pedig CAB-vel (I

4.), igyhogy az AF oldal is egyenl6 a BF

oldallal (I. 6.). Megmutattuk azt is, hogy a teljes AC egyenl§ a teljes
BE-vel, tehat a maradék FC is egyenl8 a maradék FE-vel. CD egyen-
16 DE-vel, tehat két-két oldal, FC, CD és FE, ED egyenlG; s az alap-
juk, FD, kozos, az FCD szbg tehat egyenlS az FED szoggel (1. 8.).
Megmutattuk, hogy a BCA szdg egyenlé AEB-vel, a teljes BCD szog
tehat egyenld a teljes AED szoggel. BCD viszont feltétel szerint
egyenl6 az A-nal és a B-nél levl szdggel, AED is egyenlS tehit az
A-nél és a B-nél lev6 szoggel. Hasonloképp mutathatndnk meg, hogy
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a CDE sz0g is egyenl$ az A-nal, a B-nél és a C-nél levs szoggel, az
ABCDE otszog tehat egyenls szogi.

Ne egymés melletti szogek legyenek most egyenlSk, hanem legyenek
egyenl6k az 4-nél, C-nél, illetve D-nél levs szogek. Azt allitom, hogy
az ABCDE 6tszog ekkor is egyenlG szogfi.

Hizzuk meg ugyanis BD-t. Minthogy két-két oldal, B4, AE és BC,
CD egyenld és egyenlS szoget zarnak be, a BE alap egyenl$ a BD
alappal, az ABE haromszog egyenlé a BCD haromszoggel, és a tobbi
szog is paronként egyenlS, amelyek az egyenlé oldalakkal szemben
fekszenek, az AEB szog tehit egyenl6 a CDB szdggel (1. 4.). A BED
szog egyenld a BDE szoggel, hiszen a BE oldal is egyenlS a BD oldallal
(1. 6.), tehat a teljes AED szog egyenld a teljes CDE szoggel. CDE
viszont feltétel szerint egyenlS az A-ndl és a C-nél lev§ szdggel, AED
is egyenld tehit az A4-nal és a C-nél levl szoggel. Ugyanigy ABC is
egyenl§ az A-nal, a C-nél és a D-nél levd szoggel. Egyenld szdgii tehat
az ABCDE 6tsz6g. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 17.

XIII. 8. Tétel
Ha egy egyenld oldalil és egyenld szogii dtszog két szomszédos szog-
gel szemkozti atldit meghuzzuk, akkor azok folytonos ardnyban osztjdk
egymdast, és a nagyobb darabjaik egyenldk az étszég oldaldval.
Huzzuk meg ugyanis az ABCDE egyenld oldalu és egyenlG szogli
Otszog két szomszédos szbggel szemkozti atldit, AC-t és BE-t, és ezek
messék egymast a H pontban. Azt alli-

tom, hogy a H pont mind a kett6t foly- A
tonos ardnyban osztja, és a nagyobb da-
rabjaik egyenlSk az 6tszog oldalaval.
frjunk ugyanis az ABCDE &tszog koré & O B

egy ABCDE kort (IV. 14.). Minthogy két-

két oldal, EA, AB és AB, BC egyenlG ¢s

egyenl6 szogeket zarnak be, a BE alap

egyenl az AC alappal, az ABE hirom- D (ia
sz0g egyenlé az ABC haromszoggel, €s

a tobbi szog is paronként egyenld, amelyek az egyenld oldalak-
kal szemben fekszenek (I. 4.), a BAC szbg tehat egyenld ABE-vel,*
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az AHE szog tehit kétszerese BAH-nak (I. 32.). Az EAC szdg is
kétszerese BAC-nek, minthogy az EDC iv is kétszerese a CB ivnek
(III. 28., 27.), a HAE szog tehat egyenl6 az AHE szoggel, tigy-
hogy a HE szakasz is egyenl§ EA-val (1. 6.), azaz AB-vel. S mint-
hogy BA egyenl8 AE-vel, az ABE szog is egyenl6 AEB-vel (I. 5.).
ABE-r6l viszont megmutattuk, hogy egyenl6 BAH-val, tehat a BEA
szog is egyenl86 BAH-val. Az ABE és az ABH haromszdgnek kozos
az ABE szoge, tehat a fonnmaradt szégek, BAE és AHB is egyenl8k
(I. 32.), az ABE haromszog szogei tehat egyenlSk az ABH haromszog
szogeivel. EB tehat tigy aranylik BA4-hoz, mint 4B a BH-hoz (V1. 4.).
BA egyenl6 EH-val, BE tehat tigy aranylik EH-hoz, mint EH a HB-hez
(V. 7., 11.). BE nagyobb EH-nél, EH is nagyobb tehat HB-nél (V. 14.).
BE-t tehat folytonos ardnyban osztja H, és a nagyobb darab, CH,
egyenl8 az 6tszdg oldaldval. Eppen ezt kellett megmutatni.
| BRI 1

XIII. 9. Tétel

Ha az ugyanabba a korbe irt hatszog és tizszog oldaldt osszeadjuk,
akkor a teljes szakasz folytonos ardnyban osztott, és a nagyobb darabja
a hatszog oldala.

Legyen ABC egy kor, az ABC korbe beirt tizszog oldala legyen BC
(1V. 11., II1. 30.), a hatszogé pedig CD (IV. 15.), és ezek fekiidjenek
egy egyenesen. Azt allitom, hogy a teljes BD szakasz folytonos arany-
ban osztott, és a nagyobb darabja CD.

Vegyiik ugyanis a kor E kézéppontjat (I11. 1.), hizzuk meg EB-t,

EC-t és ED-t, és hosszabbitsuk meg BE-t

A-ig. Minthogy BC az egyenld oldald tiz-

szog oldala, az ACB iv Otszbrose a BC

P ivnek (I11. 28.), az AC iv tehat négyszerese

B A a CB ivnek. Amint viszont az AC iv a CB
ivhez, tgy ardnylik az AEC szog a CEB

C sz0ghoz (V1. 33.), az AEC szog tehat négy-

o szerese a CEB szdgnek. Minthogy az EBC
sz0g egyenl8 az ECB szoggel (1. 5.), ‘az

AEC sz0g kétszerese az ECB szognek (L.

0D 32.). Minthogy az EC szakasz egyenl8




CD-vel - hiszen mind a kett§ egyenlS az ABC korbe beirt hatszdg
oldaldval (IV. 15. K.) —, a CED szog is egyenl6 a CDE szoggel
(I 5.), az ECB szbg tehit kétszerese az EDC szognek (I. 32.).
Megmutattuk, hogy ECB-nek kétszerese az AEC szdg, AEC tehat
négyszerese az EDC szognek. Megmutattuk, hogy BEC-nek is négy-
szerese az AEC szog, EDC tehét egyenl a BEC szoggel. Két ha-
romszognek, BEC-nek és BED-nek ko6zOs az EBD szoge, tehat a
fonnmaradt szogek, BED és ECB is egyenlSk (I. 32.), az EBD
hiromszog szogei tehdt egyenl6k az EBC haromszog szdgeivel. DB
tehat gy ardnylik BE-hez, mint EB a BC-hez (V1. 4.). EB egyenl§
CD-vel, BD tehat ugy aranylik DC-hez, mint DC a CB-hez (V. 7.,
11.). BD nagyobb DC-nél, DC is nagyobb tehit CB-nél (V. 14.). A BD
szakasz tehat folytonos ardnyban osztott [C-ben], és a nagyobb da-
rabja DC. Eppen ezt kellett megmutatni.
F. XIIL 16., 18

XIIL. 10. Tétel

Ha egy korbe egyenld oldali otszoget irunk, akkor az étszdg oldala
négyzetértékben egyenlé az ugyanabba a korbe irt hatszog és tizszog
oldaldnak osszegével.

Legyen ABCDE egy kor, és irjunk az ABCDE korbe egy egyenl6
oldalu otszoget (IV. 11.). Azt allitom, hogy az ABCDE 6tszog oldala
négyzetértékben egyenlé az ABCDE korbe irt hatszog és tizszog olda-
lanak (négyzet) Osszegével.

Vegyiik ugyanis a kor F kozép- M A
pontjat (I1L. 1.), hiizzuk meg AF-et K
és hosszabbitsuk meg a G pontig,
hizzuk meg FB-t, bocsdssunk F-b&l
AB-re egy FH merSlegest (I. 12.) B E
és hosszabbitsuk meg K-ig, hizzuk I
meg AK-t és KB-t, bocsassunk is-
mét F-bbl AK-ra egy FL merGlegest
és hosszabbitsuk meg M-ig, és hiiz-
zuk meg KN-t. Minthogy az ABCG

iv egyenl6 az AEDG ivvel, s ezek- C il
bdl az ABC iv egyenl6 AED-vel, a G

485



maradék CG iv egyenl6 a maradék GD ivvel. CD az 6tszog oldala,
CG tehat a tizszog oldala. Minthogy FA egyenlé FB-vel és FH merG-
leges, az AFK szog egyenlé KFB-vel (1. 5., 32.), Ggyhogy az AK iv is
egyenlS a KB ivvel (IIL. 26.), az AB iv tehat kétszerese a BK ivnek, az
AK szakasz tehat a tizszog oldala. Ugyanigy az AK iv is kétszerese a
KM ivnek. Minthogy az 4B iv kétszerese a BK ivnek és a CD iv egyenld
az AB ivvel, a CD iv is kétszerese a BK ivnek. A CD iv a CG ivnek is
kétszerese, a CG iv tehit egyenl6 a BK ivvel. A BK iv viszont kétszerese
a KM ivnek — hiszen KA is az —, a CG iv is kétszerese tehit a KM iv-
nek. A CB iv is kétszerese a BK ivnek, a CB iv ugyanis egyenld a BA
ivvel. A teljes GB iv is kétszerese tehit a BM ivnek, ugyhogy a GFB
szog is kétszerese a BFM szognek (VI. 33.). A GFB szog az FAB
szognek is kétszerese — hiszen az FAB sz0g egyenls az ABF szoggel —
(L. 32.), a BEN szog is egyenl6 tehat az FAB szoggel. Két haromszog-
nek, ABF-nek és BFN-nek k6zos az ABF szoge, tehat a fonnmaradt
szogek, AFB és BNF is egyenlSk (I. 32.), az ABF haromszog szdgei
tehat egyenl6k a BFN haromszog szogeivel. Az AB szakasz tehdt
tgy aranylik BF-hez, mint FB a BN-hez (V1. 4.), az AB és BN kozotti
téglalap tehit egyenld BF négyzetével (V1. 17.). Ismét, minthogy AL
egyenld LK-val és LN merdleges és kozos oldal, a KN alap egyenld az
AN alappal (I. 4.) és az LKN sz6g egyenl$ az LAN szoggel. Az LAN
szOg viszont egyenlé a KBN szoggel (111. 29., 1. 5.), az LKN szog is
egyenlS tehat a KBN szoggel. Két haromszognek, AKB-nek és AKN-
nek kozos az A-nal levG szbge, tehat a fonnmaradt szégek, AKB és
KNA is egyenlok, a KBA haromszog szogel tehat egyenlék a KNA
haromszog szogeivel. A BA szakasz tehat Ggy ardnylik 4K-hoz, mint
KA az AN-hez (VI. 4.), a BA és AN kozotti téglalap tehat egyenl6 AK
négyzetével. Azt is megmutattuk, hogy az 4B és BN kozotti téglalap
egyenlS BF négyzetével, az AB és BN kozotti és a BA és AN kozotti
téglalap Osszege tehat, ami BA négyzete (II. 2.), egyenlé BF és AK
négyzetosszegével. S BA az 6tszog oldala, BF a hatszogé (IV. 15, K.),
AK pedig a tizszogé.

Az Otszog oldala négyzetértékben tehat egyenlS az ugyanabba a
korbe irt hatszog és tizszog oldaldnak (négyzet)dsszegével. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.: XIII. 16., 18.
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XIII. 11. Tétel

Ha egy raciondlis datmérdjii korbe egyenlé oldalii dtszoget irunk,
akkor az étszég oldala irraciondlis, vigynevezett minor.*

Irjunk be ugyanis a racionalis 4tmérSjii ABCDE korbe egy ABCDE
egyenl$ oldalt 6tszoget (IV. 11.). Azt allitom, hogy az [ABCDE] 6t-
szOg oldala irraciondlis, ligynevezett minor.

Vegyiik ugyanis a kor F kozéppontjat (III. 1.), htizzuk meg AF-et
és FB-t, és hosszabbitsuk meg a G, illet-
ve H pontig, hlizzuk meg AC-t, és le- A
gyen FK negyedrésze AF-nek (I. 10.).
AF raciondlis, tehdt FK is racionalis
(X. 6.). BF is racionalis, a telies BK B K M &
is raciondlis teh4t (X. 15.). Minthogy K
az ACG iv egyenlé az ADG ivvel, s F H
ezekb8l az ABC iv egyenl6 az AED N L
ivvel (I1I. 28.), a maradék CG iv egyen- C D
16 a maradék GD ivvel. Ha meghtizzuk G
AD-t, akkor az adédik, hogy az L-nél
lev8 szbgek derékszogek (III. 27., 1. 32.) és CD kétszerese CL-nek
(I. 26.). Ugyanigy az M-nél levs szdgek is derékszogek, és AC két-
szerese CM-nek. Minthogy tehét az ALC sz0g egyenl6 az AMF szdg-
gel, és két haromszognek, ACL-nek és AMF-nek kozos az LAC szbge,
a fonnmaradt szogek, ACL és MFA egyenl6k (1. 32.), az ACL hirom-
sz8g szbgel tehat egyenlGk az AMF haromszog szogeivel, LC tehat
tgy aranylik CA-hoz, mint MF az FA-hoz (V1. 4.), és az elGtagok
kétszeresét véve LC kétszerese Ugy aranylik CA4-hoz, mint MF két-
szerese FA-hoz (V. 24.). Amint viszont MF kétszerese FA-hoz, ugy
MF az FA feléhez (V. 15.), amint tehat LC kétszerese CA-hoz, tigy
MF az FA feléhez (V. 11.), és az utdtagok felét véve amint LC két-
szerese C A feléhez, gy MF az FA negyedrészéhez (V. 16., 15.). LC két-
szerese DC, C A fele CM, FA negyedrésze pedig FK, amint tehit DC a
CM-hez, 1igy MF az FK-hoz, és Osszetéve amint DC és CM Osszege
CM-hez, gy MK a KF-hez (V. 18.), amint tehat DC és CM osszegé-
nek a négyzete CM négyzetéhez, tigy MK négyzete KF négyzetéhez
(VI. 22.). S minthogy ha az 6tsz6g két oldalat 6sszekots atlot, vagyis
AC-t, folytonos ardnyban osztjuk, akkor a nagyobb darab egyenld
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az OtszOg oldalaval, azaz DC-vel (XIIL. 8.), és a nagyobb darab és a
teljes szakasz fele 0sszegének a négyzetértéke 6tszorose a teljes szakasz
fele négyzetének (XIII. 1.), és a teljes AC szakasz fele CM, DC és CM
Osszegének a négyzete Otszorose CM négyzetének. Megmutattuk
viszont, hogy MK négyzete Ggy ardnylik KF négyzetéhez, mint DC és
CM osszegének a négyzete CM négyzetéhez, MK négyzete tehat
otszorose KF négyzetének. KF négyzetegracmnahs, hiszen az atmér@
racionalis (X. 6., 12.), MK négyzete is racionalis tehat, MK tehat racio-
nalis szakasz. Mmthogy BF négyszerese FK-nak, BK otszérose KF-
nek, BK négyzete tehat huszonotszorose KF négyzetének. MK négy-
zete Otszorose KF négyzetének, BK négyzete tehat 6tszordse KM négy-
zetének, BK négyzete tehdt nem ugy ardnylik KM négyzetéhez, mint
négyzetszam négyzetszamhoz (VIIL. 24.), BK linearisan Gsszemérhe-
tetlen KM-mel (X. 9.). Mind a kett§ racionalis, BK és KM tehat csak
négyzetesen OsszemérhetS raciondlisok. Ha viszont egy racionilis
szakaszbol kivonunk egy vele csak négyzetesen Gsszemérhet§ racio-
nalist, akkor a maradék irracionalis, apotomé (X. 73.). MB tehat
apotomé és MK illeszkedik hozza. Azt is allitom, hogy negyedik.
Legyen n négyzete egyenl6 azzal, amivel BK négyzete nagyobb KM
négyzeténél (X. 14. L.). BK négyzetértéke tehat n-ével nagyobb KM-
énél. Minthogy KF Gsszemérhet§ FB-vel, Gsszetéve KB Osszemérhet§
EB-vel (X. 15.). BF 6sszemérhet8 BH-val, BK is sszemérhetd tehat
BH-val (X. 12.). Minthogy BK négyzete Otszorose KM négyzetének,
BK négyzete tigy aranylik KM négyzetéhez, mint 6t az egyhez, fol-
forgatva tehat BK négyzete ugy aranylik n négyzetéhez, mint 6t a
négyhez (V. 19. K.), és nem mint négyzetszdm négyzetszdmhoz
(VIIL. 24.)), BK tehat (linedrisan) Osszemérhetetlen n-nel (X. 9.),
BK négyzetériéke tehat egy vele osszemérhetetlen szakasz négyzetével
nagyobb KM-énél. Minthogy tehit a teljes BK szakasz négyzet-
értéke egy vele Osszemérhetetlen szakasz négyzetével nagyobb a
hozz4 illeszked6 KM-énél, és a teljes BK Osszemérhet§ az adott racio-
nalissal, BH-val, MB negyedik apotomé. A raciondlis és negyedik
apotomé 4ltal kozrefogott téglalap viszont irracionalis, és a szakasz,
melynek négyzetértéke, irracionalis, mégpedig minor a neve (X. 94.).
A HB és BM kozotti téglalap AB négyzetértéke, mivel ha meghtzzuk
AH-t, akkor az ABH haromszdg szogei egyenlGk az ABM hiromszog
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szogeivel (IIL. 31., VL. 8.), és HB tgy aranylik BA-hoz, mint AB BM-
hez (V1. 4., 17.).

Az otszog AB oldala tehét irraciondlis, Gigynevezett minor. Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: XIIL 16.

XIII. 12. Tétel

Ha egy korbe egyenld oldalti haromszoget irunk, akkor a hdromszég
oldala négyzetértékben hdaromszorosa a kor sugaranak.*

Legyen ABC egy kor, €s irjunk bele egy ABC egyenld oldali harom-
szoget (IV. 2.). Azt éllitom, hogy az ABC hiromszog egy oldala négy-
zetértékben haromszorosa az ABC kor sugardnak.

Vegyiik ugyanis az ABC kor D kozéppontjat (1II. 1.), huzzuk meg
AD-t, és hosszabbitsuk meg E-ig, és hdzzuk = _
meg BE-t. Minthogy az ABC héaromszog A
egyenl6 oldali, a BEC iv harmadrésze az
ABC kor keriiletének (IIL. 28.). A BE iv te-
hét hatodrésze a kor keriiletének, BE tehat

a (beirt) hatszog oldala, igy egyenlé a DE 10
sugdrral (IV. 15. K.). Minthogy AE kétsze-

rese DE-nek, AE négyzete négyszerese ED B c
négyzetének (vo. VI. 22.), azaz BE négyzeté-

nek. AE négyzete egyenlS 4B és BE négyzet- E

Osszegével (I11. 31., 1. 47.), AB és BE négyzet-
Osszege tehat négyszerese BE négyzetének, szétbontva tehit 4B
négyzete haromszorosa BE négyzetének. BE egyenlS6 DE-vel, AB
négyzete tehat hidromszorosa DE négyzetének.

A haromszog oldala tehit négyzetértékben haromszorosa a [kor]
sugardnak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 13.

XII1. 13. Tétel
Szerkessziink (szabdlyos) guldt, vegyiik kériil adott gombbel, és
mutassuk meg, hogy a gémb dtmérdje négyzetértékben mdsfélszerese a
gula élének.*
Vegyiik az adott gémb AB atmérdjét, osszuk fol gy a C pontban,
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hogy AC kétszerese legyen CB-nek (V1. 9.), irjunk 4B folé egy ADB
félkort, emeljiink a C pontban A4B-re egy CD merdlegest (I. 11.),
htzzuk meg DA-t, vegyiink egy DC-vel egyenlS sugaru EFG kort,
irjunk az EFG korbe egy EFG egyenl§ oldali haromszdget (IV. 2.),
vegyiik a kor H kozéppontjat, huzzuk meg EH-t, HF-et és HG-t,
emeljiink a H pontban az EFG kor sikjara egy HK merdlegest (X1. 12.),
vonjunk le a HK félegyenesbsl egy AC-vel egyenlé HK szakaszt
(I. 3.), és huzzuk meg KE-t, KF-et és KG-t. Minthogy KH mer6leges
az EFG kor sikjara, valamennyi 6t metszs és az EFG kor sikjaban levd
egyenesre merdleges. HE, HF és HG mindegyike metszi, HK tehat me-
r6leges HE, HF és HG mindegyikére. Minthogy AC egyenlé HK-val,
CD pedig HE-vel, és derékszogeket zarnak be, a DA alap egyenls a
KE alappal (I. 4.). Ugyanigy KF és KG is egyenl6 DA-val, e harom
szakasz tehat, KE, KF és KG egyenlG egy-
massal. Minthogy AC kétszerese CB-nek,
AB haromszorosa BC-nek. Amint viszont
AB a BC-hez, ugy aranylik 4D négyzete
DC négyzetéhez, amint alant megmutatjuk
(L.). AD négyzete tehat haromszorosa DC
négyzetének. FE négyzete EH négyzetének
szintén héromszorosa (XIII. 12.) é DC
egyenlé EH-val, DA is egyenl§ tehat EF-
fel. Megmutattuk, hogy DA egyenl6 KE, KF
és KG mindegyikével, egyenls tehat EF, I'G
és GE mindegyike KE, KF és KG mindegyi-
kével, e négy haromszdg tehat, EFG, KEF,
KFG és KEG egyenlS oldali. Gulat szerkesztettiink tehat négy
egyenld oldali haromszogbdl, melynek alapja az EFG haromszog,
csticsa pedig a K pont.

Meég koriil kell venni az adott gombbel, és megmutatni, hogy a
gémb Atmérje négyzetértékben masfélszerese a gula élének.

Legyen ugyanis KH egyenes menti meghosszabbitasa HL, és mér-
jink 14 egy CB-vel egyenlé HL szakaszt (I. 3.). Minthogy AC tgy
aranylik CD-hez, mint CD a CB-hez (V1. 8. K.) és AC egyenl§ KH-val,
CD a HE-vel, CB pedig HL-lel, KH tigy aranylik HE-hez, mint EH a
HL-hez (V. 7., 11.), a KH és HL kozotti téglalap tehat egyenl6 EH
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négyzetével (V1. 17.). KHE és EHL derékszogek, a KL folé irt félkor
teh4t az E ponton is 4tmegy. Ha tehat a félkort a rogzitett KL koriil
addig forgatjuk, mig eredeti helyzetét tijra el nem éri (XI. 14. D.),
akkor az F és a G ponton is Atmegy, és a gulat koriilvettiik az adott
gombbel. A gomb KL atmérSje ugyanis egyenld az adott gomb 4B
4atmérdjével, minthogy KH egyenld AC-vel, HL pedig CB-vel.

Azt allitom, hogy a gomb atmérdje négyzetértékben masfélszerese a
gula élének.

Minthogy ugyanis AC kétszerese CB-nek, AB haromszorosa BC-
nek, félforgatva tehat BA masfélszerese AC-nek. Amint viszont BA az
AC-hez, ugy ardnylik BA négyzete 4D négyzetéhez (VI. 8. K., 20. 2.
K.), BA négyzete is masfélszerese tehat 4D négyzetének. S BA az
adott gomb atmérdje, AD pedig egyenld a gula élével. A gdmb atmérs-
je tehat (négyzetértékben) masfélszerese a gila élének. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.: XIII. 18.

XIII. 13. Lemma

Azt kell megmutatni, hogy amint 4B a BC-hez, tigy ardnylik AD
négyzete DC négyzetéhez.

Vegyiik ugyanis a félkor dbrajat, hizzuk meg DB-t, szerkessziink
AC-re egy EC négyzetet (1. 46.), és egészitsiik
ki az FB paralelogrammat. Minthogy a DAB D
és DAC haromszogek szogeinek egyenlGsége
(III. 31., I. 32.) miatt BA tgy aranylik AD-
hez, mint DA az AC-hez (V1. 4.), a BA és A
AC kozotti téglalap egyenld 4D négyzetével. c
Minthogy 4B tgy ardnylik BC-hez, mint EB
a BF-hez (VI. 1.), és EB a BA és AC kozotti
téglalap — hiszen EA egyenlé AC-vel —, BF
pedig az AC és CB kozotti téglalap, AB E F
ugy aranylik BC-hez, mint a B4 és AC ko-
zotti téglalap az AC és CB kozotti téglalaphoz. A BA és AC kozotti
téglalap egyenl8 AD négyzetével, az AC és CB kozotti pedig egyenld
DC négyzetével — hiszen a DC merdleges kozépardnyosa az alap
darabjainak, AC-nek és CB-nek, ADB derékszdg volta miatt (VI. 8.
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K.) — amint tehat 4B a BC-hez, Uigy ardnylik AD négyzete DC négy-
zetéhez, Eppen ezt kellett megmutatni.

XI11I. 15. Tétel

Szerkessziink kockat, vegyiik koriil a gémbbel, amellyel a guldt is,
és mutassuk meg, hogy a gomb dtmérdje négyzetértékben hdaromszorosa
a kocka élének.*

Vegyiik az adott gomb AB 4tmérdjét, osszuk {6l tigy a C pontban,
hogy AC kétszerese legyen CB-nek (VI. 9.), irjunk 4B {olé egy ADB
félkort, emeljiink a C pontban AB-re egy CD mer6legest (I. 11.),
htzzuk meg DB-t, vegyiink egy DB-vel egyenl oldalu EFGH négyze-
tet (I. 46.), emeljiink az E, F, G és H pontban merGlegeseket az EFGH
négyzet sikjara (XI. 12.), vonjunk le az EK, FL, GM és HN félegyene-
sek mindegyikébdl egy EF, FG, GH és HE egyikével egyenld EK, FL,
GM, illetve HN szakaszt (1. 3.), és hiizzuk meg KL-t, LM-et, MN-t és
NK-t. Szerkesztettiink tehat egy hat egyenld négyzet 4ltal kozrefogott
FN kockat.

Még koriil kell venni az adott gombbel, és megmutatni, hogy a
gomb 4tmérdje négyzetértékben haromszorosa a kocka élének.

Huzzuk meg ugyanis KG-t és EG-t. Minthogy KEG derékszég — mi-
vel KE is merGleges az EG sikra és nyilvan az EG egyenesre is —, a KG
folé irt félkor az E ponton is dtmegy (III. 31.). Ismét, minthogy GF
merdleges FL-re és FE-re, az FK sikra is merdleges (XI. 4.), igyhogy

ha meghtizzuk FK-t, akkor GF az FK-ra is

D merGleges lesz, és ezért a GK folé irt félkor

F-en is atmegy. Ugyanigy a kocka tobbi csi-
csan is Atmegy. Ha tehat a félkort a rogzitett
KG koriil addig forgatjuk, mig eredeti hely-
zetét Gjra el nem éri, akkor a kockat gémbbel
vettitk koriil. Azt allitom, hogy az adottal.
Minthogy ugyanis GF egyenl6 FE-vel és az
F-nél levo szog derékszog, EG négyzete két-
szerese EF négyzetének (I. 47.). EF egyenl§
EK-val, EG négyzete tehat kétszerese EK
négyzetének, tgyhogy GE és EK négyzet-
Osszege, azaz GK négyzete, haromszorosa




EK négyzetének. S minthogy AB héromszorosa BC-nek és amint
AB a BC-hez, Gigy ardnylik AB négyzete BD négyzetéhez (VI. 8.
K., 19. K.), 4B négyzete haromszorosa BD négyzetének. Meg-
mutattuk, hogy GK négyzete szintén hiromszorosa KE négyzeté-
nek; és KE egyenl6 DB-vel, KG is egyenl6 tehat 4B-vel. AB az adott
gdmb atmérbje, KG is egyenlS tehat az adott gomb atmérgjével.

Koriilvettiik tehat a kockét az adott gombbel, és egytttal megmu-
tattuk, hogy a gomb 4tmérdje négyzetértékben haromszorosa a kocka
élének. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 17-18.

XIII. 14. Tétel

Szerkessziink (szabdlyos) oktaédert, vegyiik kérill a gombbel,
amellyel az eldzd testeket is, és mutassuk meg, hogy a gomb dtmérdje
négyzetértékben kétszerese az oktaéder élének.*

Vegyiik az adott gobmb AB atmérgjét, felezziik meg a C pontban
(I. 10.), irjunk AB folé egy ADB félkort, emeljiink C-ben AB-re egy
CD mer6legest (I. 11.), htizzuk meg DB-t, vegyiink egy EFGH négy-
zetet, melynek minden oldala egyenlé DB- '
vel (I. 46.), hizzuk meg HF-et és EG-t,
emeljiink a K pontban az EFGH négyzet sik-
jara egy KL merdlegest (XI. 12.), ennek a sik
masik oldalan valé meghosszabbitdsa legyen
KM, vonjunk le a KL és a KM félegyenesbol
egy EK, FK, GK és HK egyikével egyenlG
KL, illetve KM szakaszt (I. 3.), és huzzuk
meg az LE, LF, LG, LH, ME, MF, MG,
MH szakaszokat. Minthogy KE egyenl6
KH-val (IV. 9.) és EKH derékszog, HE
négyzete kétszerese EK négyzetének (1. 47.).
Ismét, minthogy LK egyenlé KE-vel és LKE
derékszog, EL négyzete kétszerese EK négyzetének. Megmutattuk,
hogy HE négyzete is kétszerese EK négyzetének, LE négyzete tehat
egyenl8 EH négyzetével, LE tehat egyenl6 EH-val. Ugyanigy LH is
egyenld HE-vel, az LEH hiromszog tehit egyenld oldali. Hasonld-
képp mutathatnidnk meg, hogy az sszes tobbi haromszdg is, melyek-
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nek alapjai az EFGH négyzet oldalai, csucsai pedig az L, M pontok,
egyenl6 oldalt. Nyolc egyenld oldali hiromszog 4ltal kdzrefogott
oktaédert szerkesztettiink tehat.

Még koriil kell venni az adott gombbel, és megmutatni, hogy a
gbmb atmérGje négyzetértékben kétszerese az oktaéder élének.

Minthogy LK, KM és KE egyenlS egymassal, az LM f6lé irt félkor
E-n is atmegy. S ugyanigy, ha a félkort a rogzitett LM koriil addig
forgatjuk, mig eredeti helyzetét tijra el nem éri, akkor az F,a G ésa H
ponton is dtmegy, €és az oktaédert gombbel vettiik koriil. Azt 4llitom,
hogy az adottal. Minthogy ugyanis LK egyenl6 KM-mel, KE kozds
oldal, és egyenl6 szogeket zarnak be, az LE alap egyenld az EM alap-
pal (I. 4.). S minthogy LEM deréksz6g — hiszen fékorbeli (I11. 31.) —,
LM négyzete kétszerese LE négyzetének (1. 47.). Ismét, minthogy AC
egyenlS CB-vel, AB kétszerese BC-nek. Amint viszont AB a BC-hez,
ugy aranylik 4B négyzete BD négyzetéhez (VI. 8. K., 19. K.), 4B
négyzete tehat kétszerese BD négyzetének. Megmutattuk, hogy LM
négyzete kétszerese LE négyzetének, és DB négyzete egyenl§ LE
négyzetével — hiszen EH-t DB-vel egyenlGnek vettiik —, 4B négyzete is
egyenl$ tehat LM négyzetével, AB tehat egyenld LM-mel. AB az
adott gomb atmérGje, LM tehit egyenlS az adott gdmb atmérdGjével.

Koriilvettitk tehat az oktaédert az adott gémbbel, és egytttal
megmutattuk, hogy a gomb atmérGje négyzetértékben kétszerese az
oktaéder élének. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 18.

XIII. 16. Tétel

Szerkesszimk (szabdlyos) ikozaédert, vegyiik kérill a gémbbel,
amellyel a font emlitett testeket is, és mutassuk meg, hogy az ikozaéder
éle irraciondlis, vigynevezett minor.*

Vegyiik az adott gbmb AB atmérdjét, osszuk fol ugy a C pontban,
hogy AC négyszerese legyen CB-nek (VI. 9.), irjunk 4B folé egy ADB
félkort, emeljiink C-ben AB-re egy CD mer6legest (I. 11.), hizzuk meg
DB-t, vegylink egy EFGHK kort, melynek sugara egyenlG DB-vel,
irjunk az EFGHK korbe egy egyenl§ oldali és egyenld szogii EFGHK
otszoget (IV. 11.), felezziik meg az EF, FG, GH, HK és KE iveket az
L, M, N, O, illetve P pontban (III. 30.), és huzzuk meg az LM, MN,
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NO, OP, PL, EP szakaszokat. Ekkor az LMNOP otszog is egyenld
oldald, és EP a tizszog oldala. Emeljiik a E, F, G, H és K pontban a kor
sikjira az EFGHK kor sugarédval egyenl§ EQ, FR, GS, HT, illetve KU

merGlegeseket (XI. 12., L. 3.), és hizzuk meg a QR, RS, ST, TU, UQ,
QL, LR, RM, MS, SN, NT, TO, OU, UP, PQ szakaszokat. Minthogy
EQ és KU merdleges ugyanarra a sikra, EQ parhuzamos KU-val
(XI. 6.). Egyenl6 is vele, az egyenl§ és parhuzamos szakaszokat
ugyanazon az oldalon Osszekotd szakaszok viszont egyenlSk és
parhuzamosak (I. 33.), QU tehat egyenlS és parhuzamos EK-val.
EK az egyenl$ oldala 6tszog oldala, tehat QU is az EFGHK korbe irt
egyenlS oldalu 6tszog oldala. Ugyanigy OR, RS, ST és TU mindegyike
is az EFGHK korbe irt egyenld oldalu 6tszég oldala, a QRSTU Ot-
szOg tehat egyenld oldali. Minthogy QF a hatszog oldala (IV. 15. K.),
EP pedig a tizszogé, és QEP derékszog, OP az 6tszog oldala, hiszen az
Otszog oldala négyzetértékben egyenlé az ugyanabba a korbe irt
hatszog és tizszog oldalanak (négyzet)osszegével (XIII. 10., 1. 47.).
Ugyanigy PU is az 6tszbg oldala. QU is az 6tszog oldala, a QPU harom-
szOg tehat egyenl6 oldali. Ugyanigy QLR, RMS, SNT és TOU
mindegyike egyenl6 oldali haromszég. Minthogy megmutattuk, hogy
QL és QP az 6tszog oldala, és LP is az 6tszog oldala, a QLP haromszog
egyenlS oldali. Ugyanigy az LRM, MSN, NTO, OUP hiromszogek
mindegyike is egyenl§ oldalu. Vegyiik az EFGHK kor V' kozéppontjat
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(IIL. 1.), emeljiink ¥-ben a kor sikjara egy ¥Z merélegest (XI. 12.),
legyen VY a masik oldalon valé meghosszabbitasa, vonjunk le belGle
egy VX hatszogoldalt és VY, XZ tizszgoldalakat (I. 3.), és huzzuk
meg a OZ, OX, UZ, EV, LV, LY, YM szakaszokat. Minthogy VX és
QF merdleges a kor sikjara, VX parhuzamos QFE-vel (XI. 6.). Egyen-
18k is, EV és QX is egyenl§ €s parhuzamos szakaszok tehat (I. 33.).
EV a hatszog oldala, QX is a hatszog oldala tehit. Minthogy QX a
hatszog oldala, XZ pedig a tizszogé, és QXZ derékszog (1. 29.), QZ az
Otszog oldala (XIII. 10., I. 47.). Ugyanigy UZ is az 6tszog oldala.**
QU is az Otszog oldala, a QUZ haromszog tehat egyenld oldald.
Ugyanigy az Osszes tobbi haromszog is, melyek alapja a QR, RS, ST,
illetve TU szakasz, csticsa pedig a Z pont, egyenlé oldali. Ismét,
minthogy VL a hatszog oldala, V'Y pedig a tizszdgé, és LVY derékszog,
LY az 6tszog oldala. Ugyanigy meghtizva az MV hatszogoldalt azt
kapjuk, hogy MY is az 6tszog oldala. LM is az 6tszdg oldala, az LMY
héromszog tehédt egyenlS oldali. Hasonléképp mutathaté meg, hogy
az Osszes tobbi haromszog is, melyek alapja MN, NO, OP, illetve PL
csticsa pedig az ¥ pont, egyenld oldald. Hisz egyenlS oldalii harom-
szog altal kozrefogott ikozaédert szerkesztettiink tehat.

Meég koriil kell venni az adott gébmbbel, és megmutatni, hogy az
ikozaéder éle irraciondlis, ligynevezett minor.

Minthogy ugyanis VX a hatszog oldala, XZ pedig a tizszogé, X foly-
tonos aranyban osztja VZ-t, és a nagyobb darabja VX (XIII. 9.), ZV
tehat tgy ardnylik ¥V X-hez, mint VX az XZ-hez. VX egyenl6 VE-vel,
XZ pedig VY-nal, ZV tehat Ggy aranylik VE-hez, mint EV VY-hoz
(V. 7., 11.). ZVE és EVY derékszdg, ha tehat meghtzzuk az EZ sza-
kaszt, akkor az YEZ, VEZ haromszogek hasonlésiga (VI. 6., 4.,
V. 16.) miatt YEZ derékszdg. Ugyanigy minthogy ZV tgy aranylik
VX-hez, mint VX az XZ-hez és ZV egyenl8 ¥ X-szel, VX pedig XQ-val,
YX ugy aranylik X0-hoz, mint QX az XZ-hez, és ezért ismét ha meg-
hazzuk QY-t, akkor a Q-ndl levS szog derékszog. Az YZ folé irt fél-
kor tehdt Q-n is atmegy, €és ha a félkort a rogzitett YZ koriil addig for-
gatjuk, mig eredeti helyzetét tjra el nem éri, akkor Q-n és az ikozaéder
tobbi csticsdn is dtmegy, és koriilvettiilk gdmbbel az ikozaédert. Azt
allitom, hogy az adottal. Legyen ugyanis VX felezGpontja 4" (I. 10.).
Minthogy a VZ szakaszt X folytonos ardnyban osztja, és ZX a kisebb
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darabja, ZX-nek és a nagyobb darab felének, X'A’-nek az dsszegének a
négyzetértéke 6tszordse a nagyobb darab felének a négyzetének (XIII.
3.), ZA’ négyzete tehét 6tszorose A’ X négyzetének. ZA-nak kétszerese
ZY, AX-nek kétszerese VX, ZY négyzete tehat 6tszorose XV négyzeté-
nek. Minthogy AC négyszerese CB-nek, AB 6tszorose BC-nek. Amint
viszont AB a BC-hez., ugy aranylik AB négyzete BD négyzetéhez
(111. 31., VL. 8. K., 19. K.), AB négyzete tehat otszorose BD négy-
zetének. Megmutattuk azt is, hogy ZY négyzete 6tszordse VX négy-
zetének, és DB egyenlS VX-szel — hiszen mind a kett§ egyenl8 az
EFGHK koér sugardval —, 4B is egyenlS tehat YZ-vel. 4B az adott
gdmb atmérGje, YZ is egyenld tehat az adott gomb atmér&jével. Az
adott gombbel vettiik tehat koriil az ikozaédert.

Azt allitom, hogy az ikozaéder éle irracionalis, Gigynevezett minor.

Minthogy a gémb atmér&je raciondlis és négyzetértékben Gtszorose
az EFGHK kor sugaranak, az EFGHK kor sugara racionalis, ugyhogy
az 4tmérGje is raciondlis. Ha viszont egy raciondlis atmér&jii korbe
egyenl§ oldalt o6tszoget irunk, akkor az 6tszOg oldala irraciondlis,
tgynevezett minor (XII. 11.). Az EFGHK 6tszog oldala az ikozaéder
éle, az ikozaéder éle tehat irracionalis, igynevezett minor.

B Xl ls:

Kovetkezmény

Ebb8l mar nyilvanvald, hogy a gémb atmérSje négyzetértékben
OtszOrose annak a kornek a sugardnak, amelyre az ikozaédert emeltiik,
és hogy a gomb atmérdje az ugyanebbe a koérbe irt hatszog egy meg a
tizszOg két oldaldnak az Osszege. Eppen ezt kellett megmutatni.

E.: XI5

XIIIL. 17. Tétel

Szerkessziink (szabdlyos) dodekaédert, vegyiik koriil a gombbel,
amellyel a font emlitett testeket is, és mutassuk meg, hogy a dodekaéder
éle irraciondlis, ugynevezett apotomé.*

Vegyiik a font emlitett kocka két, egymasra merdleges lapjat,
ABCD-t és CBEF-et (XI1I. 15.), felezziik meg az AB, BC, CD, DA, EF,
EB, FC oldalak mindegyikét a G, H, K, L, M, N, illetve O pontban
(I. 10.), hlizzuk meg GK-t, HL-t, MH-t és NO-t, ossza NP-t, PO-t és
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HQ-t folytonos ardnyban az R, az S, illetve a T pont (V1. 30.), legye-
nek RP, PS és TO a nagyobb darabjaik, emeljiik a kocka lapjaira a
kocka kiilsé oldalan az RU, SV, TX mer6legeseket (XI. 12.), vegyiik

Y Gket RP-vel, PS-sel, illetve TQ-val
4 egyenlBnek (I. 3.), és hiizzuk meg az
™ UB, BX, XC, CV, VU szakaszokat.
Azt allitom, hogy az UBXCV 6t-
szog egyenld oldaly, egy sikban fek-
szik és egyenld szdgli. Hiazzuk meg
ugyanis RB-t, SB-t és VB-t. Mint-
hogy R folytonos arényban osztja
NP-t és RP a nagyobb darabja, PN
és NR négyzetosszege haromszo-

) / rosa RP négyzetének (XIII. 4.). PN
A L _~D egyenl6 NB-vel, PR pedig RU-val,
B g st BN és NR négyzetosszege tehat ha-

romszorosa RU négyzetének. BN és NR négyzetOsszegével egyenld
BR négyzete (I. 47.), BR négyzete tehat haromszorosa RU négy-
zetének, tgyhogy BR és RU négyzetOsszege négyszerese RU négy-
zetének. BR és RU négyzetdsszegével egyenld BU négyzete (L. 47.),
BU négyzete tehat négyszerese UR négyzetének BU tehit kétsze-
rese RU-nak (vd. VI. 22.). VU is kétszerese UR-nek, minthogy
SR is kétszerese PR-nek, azaz RU-nak (XI. 6., 1. 33.), BU tehat
egyenl8 UV-vel. Hasonloképp mutathaté meg, hogy BX, XC és
CV mindegyike egyenl6 BU-val és UV-vel. A BUVCX otszog tehat
egyenlS oldali. Azt éllitom, hogy egy sikban fekszik. Hizzuk meg
ugyanis a P pontbél RU-val és SV-vel parhuzamosan a kocka kiils&
oldalan PY-t (I. 31., 30.), és kossiik 0ssze YH-t, HX-et. Azt allitom,
hogy YHX egyenes. Minthogy ugyanis T folytonos ardnyban osztja
HQ-t és a nagyobb darabja QT, HQ tgy®aranylik OT-hez, mint OT a
TH-hoz. HQ egyenld HP-vel, QT pedig TX-szel és PY-nal, HP tehat
tgy aranylik PY-hoz, mint X7 a TH-hoz. HP péarhuzamos TX-szel,
mert mind’a kett8 mer6leges a BD sikra (XI. 6.), TH pedig PY-nal,
mert mind a kett6 merSleges a BF sikra. Ha viszont kétthadromszoget
— YPH-t és HT X-et —, melynek két-két oldala ardnyos, tigy illesztiink
egy csticsnal Ossze, hogy a megfelel§ oldalaik parhuzamosak is, akkor
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a fonnmaradé oldalak egy egyenesen fekszenek (VI. 32.), YH és HX
tehat egy egyenesen fekszik. Minden egyenes egy sikban fekszik (XI. 1.),
az UBXCYV 6tsz6g tehat egy sikban fekszik (XI. 2., 7.).

Azt allitom, hogy egyenl8 szogfi.

Minthogy ugyanis R folytonos aranyban osztja az NP szakaszt,
a nagyobb darab PR, és PR egyenld PS-sel, P folytonos arinyban
osztja NS-t és NP a nagyobb darabja (XIII. 5.), NS és SP négyzet-
Osszege tehdt haromszorosa NP négyzeténck (XIII. 4.). NP egyenld
NB-vel, PS pedig S¥V-vel, NS és SV négyzetosszege tehat hdromszorosa
NB négyzetének, tigyhogy VS, SN és NB négyzetisszege négyszerese
NB négyzetének. SN és NB négyzetosszegével egyenlS SB négyzete
(I. 47.), BS és SV négyzetisszege tehat, azaz BV négyzete — hiszen
VSB derékszog —, négyszerese NB négyzetének, VB tehat kétszerese
BN-nek (vo. VI. 22)). BC is kétszerese BN-nek, BV tehat egyenlS BC-
vel. Minthogy két-két oldal, BU, UV és BX, XC egyenl8, és a BV alap
egyenlS a BC alappal, a BUV szbg egyenl a BXC szoggel (1. 8.).
Hasonléképp mutathaté meg, hogy UVC és BXC is egyenl§ szdgek,
a BXC, BUV, UVC szbgek tehit egyenlSk egymassal. Ha viszont egy
egyenld oldalt 6tszog hdrom szige egyenlS egymdssal, akkor az 6tszog
egyenl6 szogli (XIII. 7.), a BUVCX 6tszog tehét egyenld szogli. Azt is
megmutattuk, hogy egyenl§ oldali, a BUVCX 6tszog tehéat egyenld
oldald és egyenl§ szogfi, és a kocka egyik élén, BC-n fekszik. Ha tehat
a kocka mind a tizenkét élére elvégezziik ugyanezt a szerkesztést,
akkor egy tizenkét egyenl§ oldalti és egyenld szdgii 6tszog altal kdzre-
fogott testet kapunk, s ennek a neve dodekaéder. &

Még koriil kell venni az adott gémbbel, és megmutatni, hogy a
dodekaéder éle irraciondlis, igynevezett apotomé.

Legyen ugyanis YZ az YP meghosszabbitisa. PZ taldlkozik a kocka
atl6javal, és felezik egymast, hiszen megmutattuk ezt a tizenegyedik
konyv utolsé el6tti tételében (X1, 38.). Messék egymést Z-ben. Ekkor
Z a kockét koriilvev8 gomb kézéppontja és ZP a kocka élének fele.
Hzzuk meg UZ-t. Minthogy P folytonos ardnyban osztja az NS sza-
kaszt és NP a nagyobb darabja, NS és SP négyzetdsszege hdrom-
szorosa NP négyzetének (XIII. 4.). NS egyenld YZ-vel, minthogy
NP is egyenl8 PZ-vel, YP pedig PS-sel, és PS egyenl6 YU-val, mint-
hogy RP-vel is egyenld. ZY és YU négyzetosszege tehat hiromszorosa
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NP négyzetének. ZY és YU négyzetdsszegével viszont egyenl8 UZ
négyzete (1. 47.), UZ négyzete tehat haromszorosa NP négyzetének.
A kockat koriilvevd gomb sugara is hdromszorosa négyzetértékben a
kocka éle felének. Fontebb megmutattuk ugyanis, hogyan kell kockat
szerkeszteni, gémbbel koriillvenni és megmutatni, hogy a gémb 4t-
mérfje négyzetértékben haromszorosa a kocka élének (XIII. 15.).
Amint viszont az egészek, tgy a fele részek: NP fele része a kocka élé-
nek, UZ tehat egyenld a kockat koriilvevs gomb sugaraval. Z a koc-
kat korillvevd gomb kozéppontja, az U pont tehat a gémb feliiletén
fekszik. Hasonléképp mutathatnank meg, hogy a dodekaéder 6sszes
tobbi (tér)szoge is a gomb felilletén nyugszik. Koriilvettiik tehat a
dodekaédert az adott gombbel.

Azt 4llitom, hogy a dodekaéder éle irracionalis, ugynevezett apo-
tomé.

Minthogy ugyanis NP-t folytonos ardnyban osztva a nagyobb darab
RP, PO-t folytonos aranyban osztva pedig a nagyobb darab PS, a tel-
jes NO-t folytonos ardnyban osztva a nagyobb darab RS: minthogy
NP tugy aranylik PR-hez, mint PR az RN-hez, igy a kétszereseik is,
a részek ardnya ugyanis ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké
(V. 15.), NO tehat ugy ardnylik RS-hez, mint RS az NR és SO ssze-
géhez. NO nagyobb RS-nél, RS is nagyobb tehat NR és SO Gsszegé-
nél (V. 14.). NO tehat folytonos aranyban osztott, és a nagyobb da-
rabja RS. RS egyenl8 UV-vel, ha tehat NO-t folytonos ardnyban oszt-
juk, akkor a nagyobb darab UV. Minthogy a gémb atmér&je raciona-
lis és négyzetértékben haromszorosa a kocka élének (XIII. 15.), NO,
mint kockaél, racionalis. Ha viszont egy raciondlis szakaszt folytonos
aranyban osztunk, akkor mind a két darab irracionalis, apotomé
(XI11. 6.).

Az UV szakasz tehat, mely éle a dodekaédernek, irracionalis, apo-
tomé.

F.: XIII. 18.

Kovetkezmény

Ebbdl mér nyilvanvals, hogy a kocka élét folytonos aranyban oszt-
va a nagyobb darab a dodekaéder éle. Eppen ezt kellett megmutatni.

P XTIk 18
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: XIII. 18. Tétel

Allitsuk eld az ot test élét, és hasonlitsuk dssze egymdssal [*

Vegyiik az adott gomb AB dtmérGjét, osszuk fol C-ben gy, hogy
AC egyenld legyen CB-vel, D-ben pedig ugy, hogy AD kétszerese
legyen DB-nek (VI. 9.), irjunk AB folé egy AEB félkort, emeljiink
C-ben és D-ben AB-re egy CE, illetve DF merdlegest (1. 11.), és htizzuk
meg AF-et, FB-t és EB-t. Minthogy AD kétszerese DB-nek, AB ha-
romszorosa BD-nek. Folforgatva tehat BA maésfélszerese AD-nek.
Amint viszont B4 az AD-hez, tigy aranylik BA négyzete A’ négyzeté-
hez — hiszen egyenl6k az AFB haromszog szogei az AFD hiromszog
szogeivel (1II.31., VI. 8. K., 19. K.) —, BA négyzete tehat masfélszerese
AF négyzetének. A gomb dtmérgje a gula élének négyzetértékben szin-
tén masfélszerese (XIII. 13.), és AB a gbmb atmérdje, AF tehat egyenld
a gula élével.

Ismét, minthogy AD kétszerese (G
DB-nek, AB haromszorosa BD-
nek. Amint viszont AB a BD-hez,
ugy aranylik 4B négyzete BF
négyzetéhez, AB négyzete tehdt
hiromszorosa BF négyzetének. A
gdmb atmér8je négyzetértékben
szintén haromszorosa a kocka élé-
nek (XIIL. 15.), és AB a gbmb At-
mérGje, BF tehat a kocka éle. -

Minthogy AC egyenlé CB-vel,
AB kétszerese BC-nek. Amint vi- y
szont AB a BC-hez, ngy aranylik A K C DL B
AB négyzete BE négyzetéhez, AB
négyzete tehat kétszerese BE négyzetének. A gdmb atmérdje négyzet-
értékben szintén kétszerese az oktaéder élének (XIII. 14.), és AB az
adott gomb atmérdje, BE tehat az oktaéder éle.

Emeljiink most az 4 pontban az AB egyenesre egy AG merSlegest,
mérjiik rd az AB-vel egyenld AG szakaszt, htizzuk meg GC-t, és bo-
csassuk H-bdl AB-re a HK merdlegest (1. 12.). Minthogy G 4 kétszerese
AC-nek — hiszen GA egyenlé AB-vel — és GA gy aranylik AC-hez,
mint HK a KC-hez (V1. 4.), HK kétszerese KC-nek. HK négyzete tehit
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négyszerese KC négyzetének (vo. VI. 22.), HK és KC négyzetdsszege
tehat, ami HC négyzete (I. 47.), otszorose KC négyzetének. HC
egyenl6 CB-vel, BC négyzete tehat otszorose CK négyzetének. Mint-
hogy AB kétszerese CB-nek €s ezekbbl AD kétszerese DB-nek, a mara-
dék BD kétszerese a maradék DC-nek (V. 19.). BC tehat hirom-
szorosa CD-nek, BC négyzete tehit kilencszerese CD négyzetének.
BC négyzete Otszorose CK négyzetének, CK négyzete tehat nagyobb
CD négyzeténél, CK tehat nagyobb CD-nél. Mérjitk f6l a CK-val
egyenl CL-t, emeljiik L-ben AB-re az LM merGlegest, és hlizzuk meg
MB-t. Minthogy BC négyzete otszorése CK négyzetének, és BC-nek
kétszerese AB, CK-nak pedig kétszerese KL, AB négyzete Otszoriose KL
négyzetének. A gdomb AtmérSje négyzetértékben szintén Otszordse
azon kor sugaranak, melyre az ikozaédert emeltiik (XIII. 16. K.),
és AB a gomb atmérdje, KL tehat annak a kornek a sugara, melyre az
ikozaédert emeltiik, KL tehdt a mondott korbe irt hatszog oldala
(IV. 15. K.). Minthogy a gomb 4tmérdje a mondott korbe irt hatszog
egy, meg a tizszog két oldalanak az Gsszege (XII1. 16. K.)és AB a gbmb
dtmérdje, KL a hatszog oldala, AK pedig egyenl8 LB-vel, AK és LB
az ama korbe irt tizszog oldala, melyre az ikozaédert emeltiik. Mint-
hogy LB a tizszig oldala, ML pedig a hatszogé — hiszen egyenl6é KL-
lel, minthogy egyenld HK-val, mert egyenld tdvol vannak a kozép-
ponttél (I1I. 14., 3.), és HK meg KL is kétszerese KC-nek —, MB az
Otszog oldala (XIII. 10.). Az 6tszog oldala viszont az ikozaéder éle
(XIII. 16.), MB tehat az ikozaéder éle.

Minthogy FB a kocka éle, ha N-ben folytonos ardnyban osztjuk
(VL 30.) és NB a nagyobb darabja, akkor NB a dodekaéder éle (XIII.
17 K.

Minthogy megmutattuk, hogy a gomb atmérdje az AF gulaélnek
négyzetértékben masfélszerese, a BE oktaéderélnek négyzetértékben
kétszerese, az FB kockaélnek pedig négyzetértékben hdromszorosa,
amibdl a gomb atmérdje négyzetértékben hat egység, abbdl a gila éle
négy, az oktaéder éle harom, a kocka éle pedig két egység. A gila éle
tehat négyzetértékben az oktaéder élének négyharmada, a kocka élé-
nek kétszerese, az oktaéder éle pedig a kockaénak mésfélszerese. A ha-
rom test emlitett élei tehat — ti. a gulaé, az oktaéderé és a kockaé —
raciondlis arinyban allnak egymdssal. A tobbi kettd viszont, ti. az
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ikozaéderé?és a dodekaéderé, sem egymassal (X. 6., 105, 11. K.),
sem az el6bb emlitettekkel nem 4ll raciondlis ardnyban, hiszen irra-
cionélisok, az egyik minor (XIIL 16.), a masik apotomé (XIII. 17.).

Hogy az MB ikozaéderél nagyobb az NB dodekaéderélnél, igy
mutathaté meg:

Minthogy az FDB hiromszog szogei egyenlSk az FAB hiromszdg
szogeivel, DB tGgy aranylik BF-hez, mint BF a BA-hoz (VI. 8.). Mint-
hogy hérom szakasz ardnyos, az els§ gy ardnylik a harmadikhoz,
mint az elsé négyzete a masodik négyzetéhez (VL. 20. 2. K.), DB tehat
ugy ardnylik BA4-hoz, mint DB négyzete BF négyzetéhez, megforditva
tehat AB tgy aranylik BD-hez, mint FB négyzete BD négyzetéhez
(V. 7. K.). AB haromszorosa BD-nek, FB négyzete is haromszorosa
tehat BD négyzetének. AD négyzete négyszerese DB négyzetének
— hiszen AD kétszerese DB-nek —, AD négyzete tehat nagyobb FB
négyzeténél, AD tehit nagyobb FB-nél, még inkdbb nagyobb tehat
AL az FB-nél. AL-t folytonos ardnyban osztva KL a nagyobb darab,
minthogy LK a hatszog oldala, K4 pedig a tizszogé (XIII. 9.), FB-t
folytonos ardnyban osztva NB a nagyobb darab, KL teh4t nagyobb
NB-nél. KL egyenl6 LM-mel, LM tehat nagyobb NB-nél. LM-n¢l
nagyobb MB (1. 19.), MB tehit, az ikozaéder éle, még inkdbb nagyobb
NB-nél, a dodekaéder élénél. Eppen ezt kellett megmutatni.

Azt allitom, hogy az emlitett 6t testen kiviil nem szerkeszthet§ mas
egyenls oldalt, egyenld szogli és egymadssal egyenld lapok altal kozre-
fogott test.

Két haromszogbdl vagy egyéltalan lapbol nem szerkeszthet ugyanis
térszég. Harom hdromszogb8l a gula, négybdl az oktaéder, 6tbdl
pedig az ikozaéder térszoge szerkeszthetd. Hat, egy ponthoz (mint
k6zos csticshoz) szerkesztett egyenlS oldalu és egyenld szogii harom-
sz0gbdl nem lesz térszog, hiszen mivel az egyenld oldalii hdromszdg
egy szoge kétharmad derékszog, a hat négy derékszoggel egyenld, ami
nem lehetséges, mert valamennyi térszoget Osszegben négy derék-
szognél kisebb szogek fognak kozre (XI. 21.). Ugyanigy hatnél t6bb
(ilyen) sikszogbdl sem szerkeszthet$ térszég. Harom négyzet a kocka
térszogét fogja kozre. Négybdl nem lehet, mert ismét négy derékszog
az Osszeg. Az egyenl6 oldalu és egyenld szogli 6tsz6gekbdl: harombol
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a dodekaéder térszoge szerkeszthetd, négybdl viszont nem lehet,
hiszen mivel az egyenl6 oldalt 6tszdg egy szoge egy egész egyotod
derékszog, a négy nagyobb négy derékszognél, ami nem lchetséges.
Ugyanezen ellentmondas miatt mas sokszogek sem fognak kozre tér-
szoget. Eppen ezt kellett megmutatni.

XIII. 18. Lemma

Hogy pedig az egyenls oldali és egyenld szogli 6tszog egy szoge
egy egész egyotod derékszog, azt igy kell megmutatni:

Legyen ugyanis ABCDE egy egyenld oldalu és egyenld szogii ot-
sz0g, irjunk koré egy ABCDE kort (IV. 14.), vegyiik az F kézéppont-
jat, és huzzuk meg az FA, FB, FC, FD, FE szakaszokat. Ezek felezik
az o6tszog A-nal, B-nél, C-nél, D-nél, illetve E-nél levd szogét (I. 8.).
Minthogy az F-nél levg 6t szog Osszege négy derékszoggel egyenld
(vo. 1. 15. K.) és egyenlSk, az egyikiik, pl. AFB, egyo6tod hijan egy
derékszog. A masik kettd, FAB és ABF Osszege tehat egy egész egy-
otod derékszog (1. 32.). FAB egyenld FBC-vel, az 6tszog teljes ABC
szoge tehat egy egész egyotod derékszog. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.
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A roviditések feloldasa,
jelmagyarazat ¢és utmutatd a kereséshez

. jelentése: definicio (példaul: III. 6. D. a harmadik konyv 6. defini-
cioja); a definiciok helyérdl 1. a Forditoi jegyzeteket, az 509. oldalon.
jelentése: posztulatum (példdul: 5. P. az 6tédik posztulatum); posz-
tulatumok csak az I. konyvben fordulnak eld.

Ax. jelentése: axioma (példaul: 6. Ax. a hatodik axioma); axiomak csak az
I. kényvben fordulnak elo.
jelentése: lemma (példaul X. 54. L. a X. 54. Tétel el6tti lemma; X. 29.
2. L. a X. 29. Tétel el6tti masodik lemma; a tobbi — VI., XI— XIII.
— konyvben a lemmadk az illeté tétel utan allnak).

. Jelentése: kovetkezmény (példaul: I. 15. K. az I. 15. Tételbdl folyd
kovetkezmény, VI. 20. 2. K. a VI. 20. Tételbsl adodoé masodik kovet-
kezmény).
jelentése: felhasznalas (példaul a 11. 6. Tétel utani 11. 11; 111, 36.; X. 28.
1—2. L. felsorolas azt jelenti, hogy a II. 6. Tétel felhasznaltatik ezek-
nek a tételeknek, ill. lemmaknak a bizonyitdsaban); a felhasznalasokra
nézve 1. még a Forditoi jegyzeteket, az 510. oldalon.
jelentése: az allitashoz vagy kifejezéshez forditoi jegyzet tartozik (ha
egy tételhez tobb megjegyzés is flizddik, akkor szerepel a ** jel is). Ha
a csillag szammal vald hivatkozas utan all (példaul: 1. 9.%), akkor ez
magat a jegyzetet jeloli.

jelentésiiket 1. a Forditoi jegyzetekben, az 509. oldalon.

i " S

A tételszimozds rendjérdl és a definiciok elhelyezésérdl, valamint a rend-
hagyo esetekrdl . a Forditoi jegyzeteket, az 509. oldalon.
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Fordit6i jegyzetek

Az Elemek hagyomdnyozdsa. A mii a gbrog vilagban igen kedvelt felss-
oktatdsi tankényv volt, annyira, hogy a kordbban irt hasonlo targyi konyve-
ket ki is szoritotta a hasznalatbol. Erthetd, hogy idénként némileg 4tdolgo-
zott kiaddsai jelentek meg. Tudjuk, hogy 60 kériil (?) Hérén, 370 koriil
pedig alexandriai The6n gondozott egy-egy 0j kiadast. A fonnmaradt gorog
kéziratok mind 700 utdn irodtak, és a Thedn-kiadds szovegét tartalmazzak,
kivéve egyetlenegyet, mely egy szemeélyhez nem kothetd el6zd valtozatot
tartalmaz. Az Euklidész szbvegén végrehajtott modositasok kozott nyilvan
vannak, amelyek matematikai szempontbél javitottak rajta, de gyakran
megtortént, hogy Euklidész altal joggal trividlisnak tartott allitisok bizonyi-
tasat potoltak pl. lemmék formdjaban. Tébb kommentar is sziiletett, de
gorogiil Proklosznak (412—485) az elsé konyvhéz irt kommentdarjan kiviil
csupdn névtelen, a kéziratlapok szélére irt magyarazatok (szkholionok)
maradtak fonn. _

A roémaiak nem tanusitottak nagy érdeklédést és tehetséget a matematika
irant. A korabbi id6kbél az Elemek forditdsinak csupan néhdny részlete
ismert. Fonnmaradt még egy rovid toredék, mely esetleg Marcus Terentius
Varrétol (i.e. 116—27) szarmazik. Az okor vége felé, 505 koriil, Anicius
Manlius Severinus Boethius (480 k.—524) készitett egy latin forditast,
azonban ebbél is csak toredékek maradtak rank (az elsé 6t konyv definicioi,
az els6 négy konyv tételei, és 1. 1—3. bizonyitasa, illetve szerkesztése).
Ennél tobb valdszinlileg méar a IX—X. szdzadban sem volt meg a forditds-
bol.

Behatoan foglalkoztak viszont a gérog matematikusok munkadival, koz-
tiik az Elemekkel is, a (szir és) arab tudosok. El6szor Haddzsadzs forditotta
le 810 koriil, majd még ugyanebben a szizadban késziilt (szirb61?) egy mésik
forditas, melyet Szabit ibn Kurra (megh. 901) dolgozott at. Az arabok az
Elemekhez irt gorog kommentérokat is leforditottak, és ezeket folhaszndlva
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maguk is magyaraztdk a miivet. Papposznak (300 k.) a X. konyvhoz irt
kommentérja csak arab forditasban (X. szazad elsé negyede) maradt fénn,
s megbrzott Héron, Szimplikiosz (V1. szdzad els6 fele) és egy bizonyos Aga-
nis vagy Agafius (=? Agapiosz) kommentarjabél néhany gondolatot an-
Nairizié (megh. 922 k.), melynek arabul csak az els6é hat konyvre vonatkozé
részei maradtak fonn.

Boethius elveszett Geometriajat aurillaci Gerbert bencés szerzetes, a ké-
s6bbi II. Szilveszter papa (f 1003)* igyekezett pétolni. ir4sa az eurdpai
tudomdanynak abban a korszakdban a legmagasabb szinvonal( volt. Forra-
sul — miive rdnk maradt elsé fejezetei alapjan itélve — valésziniileg csak
az akkor rendelkezésre 4ll6 latin nyelvli munkék szolgiltak, noha Gerbert
967—970 koz6tt Spanyolorszégban jart, és arab tudosoktol is tanult. A XTI,
szdzadban viszont mar nagyon sokat meritettek az eurépaiak arab forrdsok-
bdl, s az emlitett kiillonbdzé arab Elemek-forditasokbdl legalabb harom
latin Atiiltetés késziilt: bathi Adelardé, cremonai Gherarddé, és karinthiai
Hermanné. Gherardo tobbek kozott an-Nairizi — latinosan Anaritius —
kommentarjat is leforditotta, s az els6 tiz konyvre vonatkozd részek fonn is
maradtak. Novarai Campano a XIII. szdzad kdzepén Adelard szovege alap-
jan készitette el a maga atdolgozasat, s az ove terjedt el a kovetkez6 szaza-
dokban a legjobban, az Elemek elsé nyomtatott kiadasa (Velence, 1482) is
ezt tartalmazza. A XV. szdzadban a gorog szoveg ismerete is kezdett széle-
sebb korlivé vilni, s nemsokara nyomtatisban is megjelent (Velence, 1505)
Bartholomeo Zamberti (1472—megh. 1539 utdn) immaér eredetibl késziilt
forditdsa. Magat a gorog szoveget eldszor Melanchthon egyik baratja,
Simon Grynaeus (1493—1541) adta ki (Basel, 1533), aki 1521 —22 kdriil
jart és tanitott Budan is. Az Elemeket nyilvin Magyarorszagon is ismerték a
kézépkorban, ha nem is sokan. Tudni lehet pl., hogy a Boethius-forditas
tormelékeinek egyik kézirata a XV. szazadban a domonkosck budai kolos-
toraé volt. A mifi (legaldbbis a konnyebben emészthetd részek) a legtobb
egyetemen tananyag volt. Rendkiviili elterjedtségét mutatja, hogy — még ha
talan tulzas is az a kozkelet( allitds, hogy a Biblia utdn a méasodik legtobb
kiadast érte meg — 150 év alatt, 1482-t51 1632-ig, tobb mint 150-szer adtak
ki, a latinon és arabon (1594) kiviil beleértve a német (1532 stb.), olasz
(1543), francia (1564), angol (1570), spanyol (1576), kinai (1595) és holland
(1606) nyelvii forditasokat és atdolgozasokat is. Magyarul el6szor Apaczai
Csere Janos, a gyulafehérvari reforméatus kollégium tanira szélaltatott meg
néhany részletet Euklidészbdl 1655-ben megjelent Enciklopédiajaban. E mii

* O kiildte Szt. Tstvannak a korondt.
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geometriai részének forrasa egy parizsi egyetemi tanar latin nyelv(l tan-
konyve volt. Apdczai irdsa valosziniileg nem vitte sokkal elébbre a geometria
iigyét hazankban.

Az 1599-ben megjelent nemzetk6zi érvényli jezsuita tantigyi szabalyzat is
eldirta — az 1548 ota kialakult gyakorlatnak megfeleléen — az Elemek
tanulmédnyozasat az akadémidk hallgatoi szimdra. 1581-ben Béathory Istvan
lengyel kiraly és erdélyi fejedelem egyetemet alapitott Kolozsvarott, de az a
jezsuitak tobbszori kilizése miatt nem miikédott folyamatosan. Pazmany
Péter 1635-ben megalapitotta a nagyszombati egyetemet. Magyarorszdgon
itt jelent meg az elsd geometriai targyu konyv, egy szogfliggvény-tablazat®
(1694). Kiilonben a hazai egyetemeken és akadémiakon kiilfsldi tankdnyve-
ket hasznaltak. Tosch Kéaroly (1687—1737), aki Nagyszombatban is adott
el6 matematikat, grazi tartézkodasa idején (1730) adta ki rovid kivonatat
Euklidészb6l. Az elsé hazai geometriai tankonyv a kolozsvari jezsuita aka-
démia kiadasadban jelent meg. Janosi Miklos** (1700—1741) rendezte sajto
ala 1737-ben J. Gooden (1670—1730) angol jezsuita trigonometriai tan-
konyvét (Liége, 1704), mely fiiggelék ben a szitkséges elemi geometriai tudni-
valokat is kozolte Euklidész nyoman.*** A kovetkezd évben ismét Graz-
ban jelenik meg magyar vonatkozasu geometria-tankényv, lIgnace Gaston
Pardies (1636—1673) francia jezsuitaé. E mi eredetileg francidul irédott
(megj. Parizs, 1671), de a szerz6 halala utan leforditottak latin (Jena, 1684,
1685 és 1693), holland (1690) és angol (1746) nyelvre is. A grazi latin kiadds
gondozdja Faludi Ferenc (1704—1779) volt, aki nalunk magyar nyelvii
kolteményei révén ismert, és 1746 —47-ben a Pazmany alapitotta egyetemen
is professzorkodott. Ugyanezt a miivet 1749-ben a kolozsvari akadémia is
kiadta, Pongracz Istvinnak, a hasonnevii kassai vértanu rendtirsanak a
gondozasaban. Négy évvel késObb a kassai egyetem is megjelentetett geo-
metria-tankonyvet, André Tacquet (1612—1660) S. J. joggal kedvelt, leg-
alabb tiz kiad4st® megért munkajat, mely az Elemek els6 négy kényvét tar-
talmazza kisebb modositasokkal és gondolatébresztéen Osszeallitott magya-
razatokkal. Még 1746-ban Corver Elek, a pesti piarista akadémia tanara is
irt tankonyvet, mely az Elemekbdl csak a szerkesziési feladatokat tartal-
mazza, valamint pl. teriiletszamitasokat. Mako Pal (1724—1793) S. J.

* 6’-enként kozli a sin, tg és secans fliggvény értekét 10~ 2 pontossaggal. A ha-
romszog-szamitasok elméleti indoklasdban természetesen Euklidész tételeire hivat-
kozik,

*# () késziteite az akadémia csillagvizsgilojanak elsd terveit.
*** BEgy masik fuggelék: hétjegy(i fliggvénytibla (sin, tg, lg sin, lg tg, lg stb.).

© Az elsé: Antwerpen, 1654.
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1763-6ta Bécsben tanitott, tankonyvei is itt jelentek meg (1764-t61), de eze-
ket Nagyszombatban is hasznaltik. A Pazmany-Egyetem Budara koéltozése
utan, 1777-ben, 6 lett a bolcsészeti kar igazgatoja, s a kovetkezd évben
Budan is megjelent két matematika-tankdnyve. A szazad legjelent6sebb
magyar matematikusa, Segner Janos Andras (1704—1777) mar 1732-ben
elhagyta az orszagot, Németorszagban jelentek meg kinyvei, elébb latinul,
majd — fia forditdsaban — németiil is. Az 6 el6szavaval jelent meg elszor
(1773-ban) a legtobbszor kinyomtatott német Elemek-forditas. Ebben a
korban a geometria-tankonyvek mar egyre jobban elszakadtak az antik elo-
képtdl.

Magyarra el6szor Brassai Samuel (1797 —1897) forditotta le az Eleme-
ket (1865)*, masodszor Baumgartner Alajos (1865—1930), de csak az els6
hat konyvet (Kozépisk. Mat. Lapok, 1903 —05).

Jelen forditas a kivald dan filologus, J. L. Heiberg (1854 —1928)** 4ltal
gondozott gorog szoveg (Lipcse, 1883 —88) tjabb lenyomata (uo. 1969—77)
alapjan késziilt.

Az abrak nem a gorog kiadas, hanem a Clemens Thaer német forditdsa-
ban (Lipcse, 1933—37) levok alapjan késziiltek, igy elmaradtak az altala
nem hiteleseknek tartott tételek és lemmak abrai.

Nem tartalmazza a forditas azon részeket (ketté kivételével), melyeket
Heiberg a kotetek végén, fiiggelékkeént helyezett el, mert késébbi betolda-
soknak itélte 6ket. Ezek tulnyomorészt egy-egy tétel masfajta bizonyitdsat
adjak.

A tételek a szamozas sorrendjében kovetik egymast, a definiciok pedig az
illeté konyv elején vannak, kivéve a XIIT. 15— 14. tételeket (492—94. o.),
a X. konyv definicidinak masodik (325. 0.) és harmadik (363. 0.) csoportjat,
tovabba a X. 27. (400. o.) és XIII. 8. (477. o0.) szamu fiiggelékeket.

A forditdsban harom fajta zarojelet alkalmaztam. Ami szogletes zardjel-
ben van, az a gorog kéziratokban ugyanott 4ll, de Euklidész utdni betoldas-
nak itélhets. Hegyes zardjelek kozott olyan szavak allnak, melyek a kéz-
iratokban nincsenek ott, de foltételezhetd, hogy Euklidész szandéka szerint
ott kellene allniuk. Végiil minden, ami kerek zarojelben all, csupdn a kony-
nyebb megértést segitd forditoi kiegészités vagy magyardazat, mint pl. a
korabbi tételekre szdimmal vald hivatkozdsok. Maga Euklidész a félhasz-
nalt tétel szovegét szokta idézni, csak X. 10. L.-ben, XII. 2.-ben és XIII.

* Ami a szomszéd népeket illeti, pl. az elsé lengyel forditas 1807-ben jelent meg
(I-VI., XI—-XII. kényv).
** Ugyancsak 6 adta ki pl. Arkhimédész, Apolloniosz és Ptolemaiosz miiveit, de
az dltala igen becsiilt Kierkegaard miiveinek kritikai kiaddsaban is részt vallalt.
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17.-ben utal a tétel helyére. Szintén forditoi kiegészités, hogy a posztulatu-
mok, axiomék és tételek utan F. jelzi az Elemek-beli folhasznalasukat
(a 44. o.-on idézett olasz munka nyomdan, néhany modositdssal). Ezekbdl a
legegyszeriibb allitisoknal csupan valogatast adunk.

Euklidész a bizonyitds utin tébbnyire megismétli a tételt. Ezt az ismétlést
az V—XI. konyvben leroviditettem. A tébbi helyen (X—XI. konyv) az
eredeti szoveg is rovidit.

A jegyzetekben dolt betiikkel szedett szavak cimszavak a mutatéban.

I. 1. D. V6. a 8. axidmaval.

1. 4. D. Egyenes vonal: a tovibbiakban a gbrogben roviden csak ,,egye-
nes” (eutheia), de ez a sz6 barmilyen Osszefiiggd linedris alakzatot jelslhet,
s igy gyakran ,,szakasz’-nak forditom. Euklidész csak kiilondsen fontos
esetben irja koriil a szakasz (2. P., I. 1. és 10.) és a félegyenes (1. 22.) fogal-
mat. E definicié értelme homélyos; Proklosz szerint az, amit Arkhimédész
posztuldl egyik miivében, ti. hogy a két pontot Gsszekotd vonalak koziil az
egyenes a legrévidebb.

I. 7. D. Sikfeliilet: a tovabbiakban réviden csak ,,sik™. A definicio Prok-
losz szerint szintén a minimalitasra utal. _

1. 9. D. Gordg felfogas szerint szoget kiilonbozé gérbék is kozrezarhat-
nak, mint pl. IIL. 7. D. értelmében.

1. 18. D. A hegyes zardjelben levd szavak csak Prokloszndl olvashatok.
A 18. D. utdn a kédexekben a I11. 6. D. is ott all.

1. 19. D. A ,sokszdg’ jelentésii szavak koziil az Elemekben régies a ,,sok-
oldali”, ujabb az ,,egyenes vonali”, és gy latszik, még késébbi réteghez
tartozik a ,,sokszdgli” (polygénon) kifejezés. Szintén elavult a ,,harom-
oldala”, de a ,,négyoldalid” megmaradt, mert ,,négyszogli” (tetragénon)
jelentése ,négyzet’-té szlikiilt.

I. 22. D. Lasd a 26. o.-t. A paralelogramma csak 1. 34.-ben bukkan fol.

4. P. A geometria Hilbert-féle folépitése 1. 4.-et axiomanak veszi, s ekkor
a 4. P. kénnyen bizonyithaté (mint azt Proklosz is teszi). Az Elemekben
viszont 4. P.-ra mar itt sziikség van ahhoz, hogy értelmes legyen az 5. P.-ban
a ,,két derékszognél kisebb” kifejezés, és a tovabbiakban ahhoz, hogy a
derékszog (R) a szogmérés alapja lehessen (nemcsak a 2R = 180° esetben):
pl. + R=45° (IL. 9.), 3 R=60° (IV. 15.), 14 R = 108° (XIII. 18. és
XTEL 1B, L)

4. Ax. Ez utan a legtobb kodexben még egy axioma 4ll: ,,Ha nem egyen-
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16kbdl egyenltket vesziink el, a maradékok nem egyenl8k.”, és az 5. P. az
utolsé axiémakeént szerepel (lasd a 27. o. labjegyzetét).

9. Ax. Ma4s szoval az 1 —2. P.-beli egyenesek unicitasat mondja ki.

I. 1. A szerkesztési feladatok a kérdéses alakzat egzisztencidjat is hivatva
vannak biztositani.

1. 2. G értelemszertiien éppen BF és a CGH kor metszéspontja.

1. 3. Adott szakasznak tetsz6leges félegyenesre valo folmérhetdségét biz-
tositja. Néhany I. 3.-at haszndl6 tételben (pl. I. 5., 9., 11., 16., 18., 20.) elég
lenne helyette a 3. P., a fogalmazas azonban erre a tételre utal. Mésrészt,
kiilén bizonyitas nélkiil hasznalja térbeli Altalanositasat is (XI. 6.).

I. 4.% Az egyenld (iszosz) sz6 a gorogben nemcsak szakaszok és szogek,
hanem teriiletek és térfogatok egyenlBségének jelolésére is hasznilatos. Az
egybevagdsag fogalmit — a hasonldsdg bevezetése utin — az ,.egyenld és
hasonl6” kifejezés irja koriil, igy atalakitva idézi I. 4.-et XII. 3.-ban. Ez a
szohasznalat foltételezi azt a tételt, hogy hasonlé sikidomok és testek pon-
tosan akkor egyenld (mértékiiek, ha a megfeleld szakaszok egyenlék. Eukli-
dész taldn a 7. és 8. Ax.-bdl taldlta ezt konnyen levezethet8nek. Négyzetekre
mar I. 48.-ban haszndlja. A VI. 22. L. val6sziniileg még Theon el6tti betol-
das.

** E tétel csupan a 7. Ax.-ba implikalt mozgatdas (méghozza
ellenkezd koriiljarast haromszogek esetében térbeli mozgatds) segitségével
igazolhat6. Ha a mozgathatosagot pontosan meg akarnank hatarozni vagy
el akarndnk keriilni, akkor f6l kellene venniink az I. 3. és 23.-beli alakzatok
egzisztencidjat és I. 4.-et kongruencia-axiomdakként, amint azt Hilbert tette.
1. 5. bizonyitasaban lathatolag Euklidész is tartézkodik a mozgatastol.

1. 7. Sz6 szerint ,,sokkal nagyobb” — mindig ezt a kifejezést taldljuk, haa
tranzitivitasbol kovetkezik egy egyenlStlenség.

I. 11. Euklidész itt nem hasznalja a ,,merdleges’ (kathetosz) szot: annak

eredeti jelentése ,,lebocsatott”.
L e g SR,
1. 13. Vagyis adjuk a CBE = CBA+ ABE egyenlet mindkét oldaldhoz

i

hozza EBD-t.

I. 15. K. Némely kodexben tetszbleges sok egyenesre mondatik ki az
allitas. Ez kell XIII. 18. L.-ben.

I. 24. Euklidész a bizonyitas egy részét gyakran az olvasora hagyja. Ha
EFGD konkav, akkor I. 21. miatt DF4-FE < DG--GE, tehat FG < GE.

1. 26. A tételnek ez a mdsodik fele 1. 32.-b8l rogtdn kovetkeznék. Eukli-
dész nyilvén el akarta keriilni, hogy az 5. P.-ra ott is tdimaszkodjék, ahol ez
nem feltétleniil sziikséges, vagyis abszolit geometriai szemlélete volt.
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1. 29. Ezzel a tétellel kezdbdik meg a nem abszolut geometriai része az elsd
konyvnek.

e i e e TN R

I..32.. AGD — CAB+ABC 2R = ACD-+BCA = ABC+BCA+CAB
A levezetéseket szoveges formaban roppant nehéz kodvetni, célszer(i tehat
az olvasas soran modern formulakra atirni.

I. 33. Ugyanis AD és BC szintén Gsszekotik dket, de nem az ugyanazon az
oldalon levé végpontokat. Kiilonben annyi az abszoliut geometriaban is
igaz, hogy egy ACDB (konvex) négyszog szemkozti szogei pontosan akkor
egyenldk, ha a szemkozti oldalai azok, ¢s az ilyen négyszoget barmely atloja
két egybevago haromszigre bontja.

I. 34. , Parhuzamos vonali” gorogiil parallélogrammon: e szot kiilon
definicio nélkiil alkalmazza Euklidész.

1. 35. * Ertsd: adjuk mindkettéhoz hozza DE-t.

#* Frtsd: az AE Osszeg.

1. 40. Valosziniileg az egész tétel csupan Theon el6tti okoskodo betoldas.
Az abran BC és CE egy egyenes két érintkezd szakasza kell legyen.

I. 43. * A paralelogrammadk roviden csak két szemkozti csticesal jelol-
tetnek.

** Magyarul ,.toltelék. A II. 2. D.-ban mint a gnémoén alkoté-
részei szerepelnek.

I.44. * Hozzaillesztés gorogiil parabolé, a tétel tehat a parabolikus terii-
letillesztést targyalja. Magyarazatat Proklosz igy kezdi: ,,Mint Eudémosz
nyoman mondjak, a pythagoreusok muzsdjanak régi leleményei ezek, a
teriiletek paraboléja, hyperboléja (illesztés tobblettel — VI. 29.) és ellip-
szisze (illesztés hidnnyal — VI. 28.). Az ujabb szerzdk (ti. Apolléniosz ota)
innen kolcséndzve az elnevezéseket, atvitték azokat az ugynevezett kip-
szeletekre, s ezek koziil is az egyiket parabolénak, a masikat hyperbolénak,
a harmadikat pedig ellipszisznek nevezték el, mig ama régi, isteni férfiak
ezen elnevezések jelentését idomoknak meghatarozott szakaszhoz valo sik-
beli illesztésében lattak.” Apolloniosz azért vette it az elnevezéseket, mert
a kupszeletek — természetesen szintén teriiletegyenléséget kimondd —
egyenlete kapcsolatba hozhat6 az 1. 44. és VI. 28—29. tételekben megkdve-
telt teriiletegyenldséggel.

*#* Most mar megvannak az eszkozok a paralelogramma mozga-
tasahoz.

1. 45. A négynél tobb oldalu sokszog esete ugyanigy (szigoruan véve teljes
indukcioval) intézhetd el. Ez a tétel és 1. 41. biztositja, hogy 1. 44. harom-
szog helyett barmely sokszogre alkalmazhato legyen.
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II. 2. D. Az 1. 43. dbran levs helyzetet foltételezi a definicio. Ezen gnémon
vagy a HKEBCD vagy az FDABGK konkav hatszog. A gnémon eredetileg
két kozos csticsu négyzet kiilonbsége — ekkor hasonlit a csillagaszati gno-
monhoz, mely merdleges a horizontra —, majd altalanosabban két hasonlo
paralelogrammaé (V1. 24.). Az abrakon (I1. 5. stb.) 270°-0s szaggatoit koriv
jeldli, a korivet pedig harom bet(.

II. 1. Algebrailag: a(X b;) = 2'ab;. Ez a tétel az Elemekben foldsleges,
II. 2—3. altalanositasa, valoszinlileg még Theon el6tti betoldas.

I1.2. AB = AC+CB esetén AB* = AB-AC+AB-CB. Mar 1. 47.-ben is
félhasznaltatik.

I1. 3. AB = AC+CB esetén AB-CB = AC-CB+CB?

A masodik konyv némely tételének (3—4., 6., 8.%) szimokra érvényes meg-
felelGjét is hasznalni latszik Euklidész, anélkiil, hogy bizonyitotia volna
azokat. Bizonyitasuk szamolokavicsok (pszéphosz) kirakasdaval konnyen
elvégezhets. Az V. konyv némely tételét kés6bb szintén hallgatolagosan
alkalmazza szamokra.

I1, 4, (AC+CB)? = AC*+-CB*+2 AC-CB
Az utdbbi harom tétel a feliiletdarabokkal végzett miiveletek legegyszeriibb
eseteit targyalja. Attol persze, hogy a II. kényvben miiveletek végezteinek,
e kinyv nem valik algebrivd, hacsak nem akarja valaki a I1. 12—14., 111.
35-36., 1V. 10, teteleket is algebraiaknak nevezni.

[1.5. 4B =2AC = AD+DB= AD-DB+CD? = AC? (CD = AC—DB)
Alighanem 11, 14. lemmajaként sziiletett.

1. 6. AB=2 AC= (AB+BD)-BD+ AC? = (AC+ BD)?

Alighanem I1. 11. lemmajaként sziiletett.

II. 7. AB = AC+CB esetén AB*4-CB?> = 2AB-BC+ AC*

II. 8, AB = AC+ CB esetén 4 AB‘_BC"}'AC:! = (4B+BC)*

Nyilvan XIII. 1-—5. testvére, és az AB-BC = AC? esetre alkalmaztak,
vagyvis amikor a szakasz az aranymetszés szerint van folosztva. Ekkor
5 AC? = (AB+BC)*, tehiat (AB+BC)*: AC*=5:1, amibdl kénnyen
ellentmondésra lehet jutni X, 15., 9. és VIII. 24, révén, ha indirekte foltesz-
sziik, hogy valamelyik két szakasz dsszemérhetd. X111, 6. sokkalta mélyebb
apparatussal targyalja az aranymetszés irracionalitasat, igy I1. 8.-ra ott mar
nincs sziikség.

I1. 9, AB=2 AC = AD+DB= AD®}+ DB = 2(AC2+4CD?)

Ezt a tételt a kovetkezOképpen lehet folhasznalni a négyzetatlo és -oldal
osszemérhetetlenségének bizonyitdsara: Legyen AF = AC = CB. A fonti
" azonossagbol AD? = 2 AC%et kivonva DB? = 2 CD?, tehat szerkeszthetd
egy DCE egyenl6 szard derékszogli haromszog a DE = DB = 2 AF—AD
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A F

atfogoval és a CD = AD— AF befogokkal, és ez az eljaras a végtelenségig
folytathato, X. 2.-bél tehat kdvetkezik, hogy a négyzet oldala és atloja Ossze-
mérhetetlen. Hasonlo regresszids bizonyitdsa az aranymetszés irracionalitd-
sanak még konnyebben adhatd, s valdszin(ileg ilyen uton ismerték fol elé-
szor. Az Elemekben viszont mar csak szamelméleti eszkozokkel végzett
irracionalitds-bizonyitdsokat 6rzoétt meg Euklidész.
II. 10. AB =2 AC esetén AD?+DB? = 2(AC?+CD?)

Az el6z6 tételhez képest csupdan a D pont helyzete véltozott meg. Ez azi ered-
ményezi, hogy segitségével a négyzetoldalaknak és -dtloknak nem csdkkend,
hanem névekv sorozata dllithaté eld. Legyenti. d = AE= BD ésa = AC =
= CB = EF. A f5nti azonossaghol DB = 2 AC?-et kivonva AD? =2 CD?* =
=2A4F? azaz (2a+d)? = 2(a-+d)% Ez a levezetés megvan Proklosznil. Szam-

F
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példakat folsorolva bemutatja a hasonlo eljarast (egész) szimok esetében is,
ahol az un. oldal- és atlészamokra (28—29. 0.) d> = 2a2+1 érhet6 el (az
elsé érték lehet ay = dy = 1. és indl.lkci(jval ad, 1= 2a,+d, a,.1= a,+d,

1
V;i—.—z novekvo n-re egyre jobban ko-

5 R
szamokrad?, | = 2a; ., F1). a—" =
n

zeliti }2-t.
IL. 11. Ennek a tételnek a segitségével mar az arany fogalmanak beveze-
tése el6tt elvégezhetd az aranymetszés €s a szabilyos Gtszog szerkesztése.
N
II. 12. BC2 = AB?>+ AC%2+2 AC-AD, AD = AB-cos DAB

L

1. 13. AC? = AB?4+-BC%?—2 BC-BD, BD = AB-cos ABC
Ez a két tétel a Pythagorasz-tétel altalanositasa, €s a cosinus-tétel Gse. Mar
egy régi szkholion is folhivja a figyelmet arra, amit persze Euklidész is tu-

Eeraad
dott, hogy II. 13.-ban elég, ha ABC hegyesszig.
II. 14. A sokszdg ,.négyszogesitése”. EH a BD téglalap két oldalanak
kdzépardnyosa.

III. 1. D. Hogy az egyenld korok teriilete egyenld, arra nincs sziikség az
Elemekben; belathaté mozgatéssal vagy XII. 2.-bél.

IiL. 2. D. Azaz a metszetiik nem 0.

I11. 4. D. Huar gorogiil szintén csak eutheia: ,.egyenes” (egy kdrben), vo.
I. 4. D*,

III. 7. D. Ehelyett ma — elkeriilve a gérbe szaru szog fogalmat — érinto-
szari keriileti sz6gr6l beszéliink. A gorog felfogds, mint 1. 9. D.-bol latszik,
megenged gorbe szara szogeket. Ezek egyenlk a metszéspontbeli érintdk
szogével.

I11. 8. D. Azaz a korszelet alapjanak nevezett hiron nyugvé keriileti szog.
Vo. 11. D.

ITI. 9. D. Vonatkozik a keriileti és a kozépponti szogekre is.

I11. 10. D. Euklidész csak itt emliti a kdrcikket.

III. 11. D. Foltételezi I11. 21.-et. A hason/dsdgrdl dltalanos meghatarozést
természetesen nem taldlhatunk az Elemekben.

I11. 1. Ennek a konyvnek az elején (mint az elséén) szintén hosszabb soro-
zat abszolut geometriai tétel van (1—19.).

IMI. 1. K. E mondat magira a tételre vonatkozik.
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I11. 12. E tételre sziikség a tovdbbiakban nincs, s an-Nairizi szerint Hérén
kiegészitése.

I11. 14. Ez a tétel is abszolut, a nem abszolat geometriai 1. 47.-re csupan
azért van sziiksége Euklidésznek, mert a hdromszogek két-két oldal és a
nagyobbikkal szemkozti szog egyenldségét megkivano egybevagosagi krité-
riumat (de vo. VI. 7.) nem vette fol.

1. 17. Az AE-re Thalész-kiort emeld egyszeriibb, de nem abszolut geo-
metriai szerkesztést Dedomena ¢. mfivében emliti Euklidész.

11, 20.% A harmadik konyv elsé nem abszolit tétele : az 5. P. nélkiil csak

e
2BAC = BEC Aallithato.
** Ti. BDC. Szokatlan kifejezés, talin az egész bekezdés késdbbi
(Hérén) betoldas.
III. 21. Vagyis az ugyanazon az iven nyugvo keriileti szogek.

SR T ey
111. 30. ACD = BCD kbzvetleniil az 1. 10. D. szerint.

I11. 35. Ha F £ BD, akkor ez kozvetleniil kovetkezik II. 5.-b6l.

IV. 4. Ez mégis abszolat geometriai tétel, mert (t6bbek kozott a Pasch-
axiomdra tdmaszkodva) beldathato, hogy a szogfelezd metszi a szemkozti
oldalt, tehat a két szogfelez6 metszi egymdst (a hdromszdg belsejében).
1V. 5.-ben viszont a két oldalfelez6 merdleges a hiperbolikus geometridban
nem foltétleniil metszi egymast.

V. 5. Ertelemszerfien a haromszog legnagyobb szogének cstcsat kell A-val
jeldlni.

IV. 12. Mint III. 14.-ben, ismét a megfeleld kongruencia-tétel hidnya
miatt sziikséges e kdriilményes eljaras.

V. 1—2. D. Ti. maradék nélkiil osztja, azaz a nagyobb a kisebbnek egész-
szamu tobbszorose. V. VII. 3. és 5. D.

V. 3. D. Vagyis egyenl6é dimenzidju.

V. 4. D. Euklidész — ellentétben Arkhimédésszel — nem mondja ki ko-
velelményként, hogy egynemli mennyiségek kielégitik ezt a foltételt, de
(tébbnyire hallgatolagosan, X. 1.-ben ki is mondva) mégis €l vele.

V. 5. D. A tovabbi jegyzetekben i, j, k, m, n £ IN természetes egészek,
g, r, s stb. £ Q pozitiv tortek, a. b, ¢ stb. pedig mennyiségek (kivéve ha az
eredeti jeldlést kovetjiik).
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a:b=c:d, ha Ym, ncIN-re (ma=nb< mc=nd) é (ma=
= nb < mc = nd) és (ma < nb < mc < nd). Azt, hogy ma =nb és m'a<n'b
valoban fonn is alljon bizonyos egészekre, az el6zd definicid biztositja. Mo-
; a :
dernizalva, T %}ha 'V g € Q-ra g egyszerre vagy kisebb, vagy egyenld vagy
nagyobb mindkettdnél, vagyis az irracionalis szimokat meghatarozza a
naluk kisebb (vagy nagyobb) racionalisok halmaza.
V.7.D. c:d—=a:b, ha Am, n€ IN: ma = nb és mc = nd, azaz ha
c a
1 —= —
9€Q:==d=0

V. 8. D. Egyes kéziratokban az ardnyossag (analogia) meghatirozasa is
olvashato, vagy a 3. D. utidn ,,Az aranyossag az aranyok azonossaga.”’,
vagy a 8. D. el6tt ,,Az aranyossag az ardnyok hasonldsaga.” alakban.

V.9.D. Ha a:b = b:c, akkor a: c kétszeres arany (logosz) a: b-hez
képest; a 2: 1 ardny neve viszont kétszeres aranyossag (analodgia: pl. IX.
36.).

V.10.D.Haa:b = b:c = c:d akkor a: dharomszoros arany a : b-hez
képest. Az arany négyzetének vagy kobének fogalma idegen ettdl a felépités-
tol.

V.12.D. Az a: b = c: d-hez tartozo folcserélt ardny a : ¢ = b : d, vagyis
a beltagokat kell folcserélni. Sziikséges, hogy mind a négy mennyiség egy-
nemii legyen.

V.13.D.a:b—b:a

V.14.D. a: b5 (aLb): b (vagyis -;iH)

V.15.D.a:b— (a—b): b (vagyis %— 1)

V.16.D.a:b— a:(a—b)
V. 17. D. Mas kifejezéssel: egyenld sok tagon at valo aranyok a;:a;p 1=
= b;:bi11,1 =i < n esetén az a1 :a, = by: b, aranyok (V. 22.). Ekkor

n—1

kiilonben a; : a, = [] (a:: ais1).
i=1
V.18.D.a:b = a:b
=a:ec=c:b" (V. 23)
bl ghe=rpladl
V.1.AB=ne, CD =nf, ... = AB+CD+ ... =nle+f+ ...)

** S76 szerint sokasidga (modernizalva szimossiga) nem azonos a
(természetes) szam (arithmosz) szoval.
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V.2.IN>(4AB:¢c)=DE: [

INS(BG:c)=EH:f }:*INE [(AB+BG): ¢] = (DE+EH): f

V.3.IN> (a:b) = cod
=IN>(EF:b)=GH:d
IN S (EFa) = GHe e
V. 4. a:b:c:d,kzizi,m:;g-:ﬁa—-(a gh)=—g ; gi==
a C b’nﬁ.d
=f:k=£(c:d)
m

V. 5. IN3(AB:CD) = AE:CF= (AB—AE):(CD—CF)= AB:CD
** A 6. Ax. altalanositasabodl kovetkezhetne.
V.6.IN3(AB:e)=CD: f

IN3(4G:e)=CH:f
** Az 5. AX. altaldnositasabdl kovetkezhetne. V6. VII. 1.*-ben az

V. 9.-r61 mondottakkal.

V. 7. K. Theon a 4. tétel utan helyezte el.

V.12.a:b=cid=e:f=...2a:b=(atctet+ ...):(b+d+/+ ...)

NAS: ieiifis amis=leesilf? . o

V. 17. AB:BE = CD:DF= (AB—BE): BE = (CD—DF): DF

V. 18. Az el6bbi megforditasa.

V.19. AB:CD = AE: CF= (AB—BE):(CD—CF)= AB: CD

V. 19. K. Az (A4B:BE = CD: FD = AB: AE = CD : CF) implikéacio6t
kell bizonyitani. V. 16. miatt AB: CD = BE: FD= AB:CD = AE: CF
(V. 19)= AB: AE = CD: CF.

V.20.a:b:c=d:e:fésa=c =d= fsth.

V.2l.a:b=e:f,b:c=d:eésa=c =d=fsth.

V.22, a:b:c=d:e:f=a:c=d:f
Indukcioval bizonyithato tetszbleges tagszamra.

V.23 a:b=¢ce:fésb:c=d:e >a:c=d:f

Vi 2 BipressDEif AB-+BG) DELEH): f

BG:c:EH:f}ﬁ( e '

V. 25. CD = e esetén azt kapjuk, hogy a szamtani kozép nagyobb a mér-

taninal.

=IN35 [(AB—A4G):e] = (CD—CH):f

VI. 2. D. A definici6 szovege homalyos. Feltehet6 értelme kivilaglik a for-
ditott aranyossdgor kimondo tételekbal.

VI. 3. D. Ez az aranymetszés.

VI. 5. D. Szintén szokatlan fogalmazast. V6. ardnyok szorzata.
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VI. 2. Az abszolit geometriaban is igaz pl., hogy a haromszog kozép-
vonala parhuzamos (I. 23. D. értelmében) a megfelel6 alappal, s az alap
felez6 merdlegese red is merdleges.

1
V1. 9. Rész vagy hdanyad az = -ed rész.

VI.14. DB:BE=a:a'=b":b= GB: BF

VI. 19. t(4BC) : t(DEF) = (AB : DE)*

VI. 19. K. A 19. és 20. tétel kovetkezményei felcseréltdotteknek tlinnek.
Lehetséges, hogy a szdveg eredeti dllapotdban a sorrend VI. 19., VI. 20. K.,
VI. 19. K. volt — igy logikus —, és csak egy késObbi atdolgozd illesztette
be 20. K. bizonyitasat, azaz a 20. tételt. A zavart Theén ugy simitotta el,
hogy a 19. K.-ben alakzat helyett csak haromszogrél beszél, és potlolag be-
illesztette az altalanos 20. 2. K.-t.

VI. 28-29. Teriiletillesztéseket targyalnak.

VI. 31. A Pythagorasz-tétel altalinositiasa négyzet helyett tetsz6leges alak-
zatra (eidosz), mely szén azonban itt nyilvin csak sokszoget kell érteni
(vo. XI. 9. D.). Ugyan definialva van mar a korszeletek hasonlésaga is,
de ezek esetében a bizonyitdshoz XII. 2.-n kiviil VI. 33. Theon-féle kiegé-
szitésére is sziikség van. ’

VI. 33. The6n kiegészitette e tételt azzal, hogy a szogek €s ivek ardnya
egyenl6 a korcikkek ardnydval is. Ebbol, és Arkhimédésznek abbol a tételé-
b6l, hogy ,.minden kor egyenld azzal a derékszogli haromszdggel, melynek
egyik befogoja a kér sugaraval egyenld, a masik pedig a keriiletével”, kovet-

ir
kezik, hogy a korcikk teriilete B amint azt pl. Héron is kozli egyik miivé-

ben.

VII. 2. D. Arisztotelész is emliti a Metafizikaban, hogy az egység nem
szam, itt azonban ez a (foléslegesen bonyolitd) megkiilonboztetés nem
mindeniitt vitetik kovetkezetesen veégig.

VII. 3. D. Sz6 szerint ,,része”, v6. V. 1. D.

k
VII. 4. D. Sz6 szerint ,,részei”, azaz = -ed része, ahol (k, n) = 1.

VII. 10. D. Valoszintileg betoldas a Nikomakhosz-féle osztalyozas nyo-
man. Vo. VIL 16. és IX. 33.

VII. 21. D. Ha a 2—5. D.-kat szigorian venné, nem lenne ardny sem
1:1,sem pl. 3:2.

VII. 23. D. Az osztok (,,részek’) kozé értendd 1, de maga a szam nem.
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VII. 1. A VII—IX. kdnyvben Euklidész a szamokat szakaszokkal dbra-
zolja, Thaer ezek helyett a négyet pl. négy vonalkaval (szamolokavics
helyett) szemlélteti, s ha tal sok vonalkat kellene rajzolni, arab szimmal
jelzi szimukat. Euklidész nyilvan tudatosan valasztotta a kevésbé szemléle-
tes, de altalanos abrazolasmoédot. Elére tudottnak tétetik fol az oszthatosag
harom elemi tulajdonsaga:

1.E.albésa|lc=al|b+c

2.E.albésalc=alc—b (c=b)

3. E.a|lbés bjc=alc,
valamint V. 7., 9. (pl. VIL. 19.) és 11. (pl. VIL 14.) arithmetikai megfeleldje.

VII. 2. Az algoritmus valdsziniileg szdzadokkal korabbi Euklidésznél.

i
VII. 5. IN 2 BC EF:::» Bt EF: EV V. 2.8 12..VIL 6. és 12.
d atd a

CD CF CD—CF CD
_— Vo. V. 5. V 1
VIiI.7.IN 3 B AE “B—4E — 4B 0. €519, VIL. 8.és 11.

VIL.9.a: BC=d:EF=>a:d= BC:EF V5. V. 16. es VIL 10., 13.
65 154

VII. 14. Lasd V. 17. D.®

VII. 17-18. V6. V. 15. és VL. 1.

VII. 19. V. VI. 16—17.

VII. 20. E tétel utin Thedn beszarta V. 23. arithmetikai valtozatat.

VIL. 22. V. 14. arithmetikai megfelel6jébdl kovetkeznék, hogy a legkiseb-
bek egyértelmiiek, tehat VIIL. 21. miatt relativ primek.

VII. 34. A konstrukcio ¢ = [a, b] = ab: (a, b).

VII. 39. Olyan szamot kell talilni, melynek — a tétel jeloléseivel — léte-

1

. 1 1
zik ? 3 ? 3 ? stb. hé.nyada

VIIIL. 2. A hiromtagi sorozat aZ, ab, b%, a négytaga a®, a®h, ab?, b° stb.
i ; ac c d

VIIT, 4.% A keresett szamok tehatn = — m,o = —m,m=|e,—[b, c]|,
bd d ¢

i

P =—n.
€

** A7 ab jel, a modern a: b megfelelje, a zeneelméletbdl szarma-
zik, ahol a és b a zenei intervallum (,,szakasz”) két végpontja.

b
VIIL. 7. a; = a|ag"~! azaz q”_lémﬁ;:qeﬂ\l
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VIII. 11—12. Fuggetlen altalanositasuk VIII. 18—19.
Vo. VIL 21. D* Nem hasznalja e tételeket 1X. 2., 5. és 6.-ban.

: 5wl
o -(a, ¢), illetve b = m b, ¢);

VIIL. 20. A taldlt folbontds a = (aa
a b alb,c) (ab,ac) (ac) cla, c)

ahiol G0 e R G v oo O
VIEE. 21. A konstrualt félbontids: a = ekt ﬁ'---f-)— -(a, c, d),
(a, ¢) (a,c,d)
%o h G e 950, ),

~(.d) (B¢, d) e.d) (@cd d
VIIL. 22—23. Ilyen tételt Euklidész nem bizonyitott, de konnyen belat-
hato.

IX. 8—9. * Vilagos peldai a teljes indukcio alkalmazasanak. Szintén sziik-
ség lenne teljes indukciora V. 22. és VII. 14. bizonyitasahoz.

** E mondat vagy torlendé, vagy ,.Ismét, minthogy ¢, d, ¢ mér-
tani sorozat, s ¢ négyzetszam, e is négyzetszam.”-ra javitando.

IX. 19. Ez az 4llitas téves (pl. 3:6 = 7:14; — az a{b pétfeltétellel
viszont mar igaz lenne), bizonyitdsdban e létezésének foltételezése a hiba.
Ezt természetesen régen észrevették, és a kodexekben kiilonféle modon
gyogyitottdk. Talan Euklidész szovegének okoskodo kiegészitése soran
keletkezett a hiba, s Euklidész a 7] (a. b, ¢ mértani sorozat és (a, ¢) = 1)
esetet egységesen targyalta: 3 negyedik ardanyos < a | be.

IX. 21—36. Lasd a 39. o.-t. Ezen igen régi tételek bizonyitasat Euklidész
itt-ott (IX. 32., IX. 35—36.) feltehet6leg modernizalta.

IX. 31. VII. 24. specialis esete.

IX. 32. A kett6 kitiintetett helyzetének a szamelmeéletben kiilon elnevezés
felel meg: amint az egy mellett van egység (monasz), ugy a ketté mellett is
van ,,kett6ség’ (dyasz). Neoplatonikus matematikusok szerint még a kett6
sem szam, hanem csak a harom az els¢ szam.

IX. 35.Ha (a;)]_; asorozat,akkor (ay—a;): @1 = (a,—a1): (a1 +as+. ..+

: a(a,—a1)  a,—ai a;
+an-l)s vagyss s,_1 = e e
ar—a; q—1

IX. 36. * Lasd V. 9. D.*

k% 2n+l 1 prim = 2#(27+1— 1) tokéletes. A gorogok négy tokéletes
szamot ismertek (n' = 1, 2, 4, 6), és tudtak, hogy 6-ra vagy 8-ra végzédnek.
Helyesen el6szér Regiomontanus hatarozta meg az otodiket (n = 12), ma
két tucat ismeretes. Euler bebizonyitotta, hogy IX. 36. a paros tokéletes

ai_1
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szamokat kimeriti, de ma sem tudjuk, létezik-e paratlan tokéletes szim (t5bb
persze lehet egy paratlan szam osztdinak Osszege is magénal a szdmnal, pl.
315 osztdinak Osszege 325).

X.2.D. A jegyzetekben attekinthetOség kedvéért algebrai formuldkat is al-

kalmazunk a tételek és definiciok atirasiara. Bevezetiink néhdny tjabb jels-
nf——= 1, n,

test: 1" = {w:h < 1}, Y = {{h:he 1}, @ =@Q\Q% @ nilvan

részcsoportja az (algebrai) szamok multiplikativ csoportjanak. A szakaszok

négyzetes Osszemérhetdsége ekvivalenciareldcio, atvive a mérdszamaikra:

kongruencia-relacio, és magja VQ.

X. 3. D. * Sokkal erdsebb allitast mond majd ki X. 115.

** Lasd a X. 19. Lemmat is.

X. 4. D. Az illetd soksziggel egyenld teriileti négyzet oldalat II. 14. alap-
jan lehet megkapni.

X. 5. A bizonyitas a VII. 21. D.-n alapszik, anélkiil, hogy (pl. VI. 16. és
VII. 19. segitségével) explicite megteremtette volna Euklidész az V. és a VIL.
kényv ardnyelmélete kozotti kapesolatot. A X. kényvben vegyes (mennyisé-
gek — szamok) aranyparokra is szabadon alkalmazza az V. (és VIL.) konyv
tételeit. :

X. 6. Ha aszakasz — mint a K.-ben — akkor a szerkesztés VI. 9. segitségé-
vel elvégezhetd.

X. 10. L. Ezt nem mondta ki sehol, de IX. 10.-ben is hasznalja. Rogton
kovetkezik a VIII. 11., 8. és 20. tetelekbol

X.I?.(a‘:BCesBD-DC—T) (BD DCE Q< BC:YBC—a’ < Q,

ahol YBC?®—a®> = BD—DC = FD)
X. 18. Kozvetleniil kovetkezik X. 17.-b6l.
X. 21. Maga a tétel kozvetleniil kovetkezik X. 20.-bol. Medialis szakasz

4
mérdszama ) g, medialis teriileté pedig I/E, ahol g € Q.
X. 23. Elegendd a négyzetes Gsszemérhetbség. Ha az 6sszemérhetd media-
lisokat nem lényegesen kiilonbdz6knek tekintjiik, folvethetd6 a kérdés,

melyek a lényegesen kiilonbozd medialisok, azaz mik ]/_ / Q elemei. Valasz:

minden osztaly reprezentilhatd ]/m alaku elemmel, és {m = H Pip k.,
=1

522



i € IN és p;, i € IN az 6sszes kiilonbdzd prim ; a (nem egység) osztalyok

teljes reprezentans-rendszerét szolgiltatja.
X. 24. A szogletes zargjelbe tett szavak értelemzavaroak.

44— 4 a— 4
X.25.PL }2-V8 = 2. ¥3-¥12 = V6.
X.27.c=Vab,d=b |/ —Z-, cd=b¢Q
A konstrukcié kimeriti az dsszes ilyen medidlis-part.

X.28.d=}ab, e=c l/ % , de = ac € }/Q'. E konstrukci6 szintén ki-

meritd.

X.29-35. A X. 39—41. és 76—7T8. tételek szamara hivatottak az egzisz-
tenciat biztositani.

X. 36. Pl. l—f—VE. Az osszes lényegesen kiilonbdzd binomidlist megadja a
{k+m }/E: (k, m) =1, 1 = n négyzetmentes, és valamely p|n-re pf k}
reprezentansrendszer.

X. 37. Pl V+ Vé Az Osszes lényegesen kiilonbozo elsd bimedialist meg-
adja az {a+a®:a medlahs} reprezentansrendszer.

X. 38. PL {3+ V12,

X. 39. AB2+BC%? =g, (AB-BC)®> = r € Q" esetén AB? illetve BC? =

:i:V’——urqu—GJ_ZAC V3+V7+}/3 V7 (——I{Q2)

X. 40. Ha (AB2+BC2? = q € Q’, AB-BC = r, akkor AB?, illetve BC2 =

= '?12“ (V‘;'F'q—“-"?‘)- Pl.g=20,r=2, AC=)V5+1+VV5—-

Ez az elnevezés nem zarja ki, hogy mas irracionalisok négyzetértéke is lehet
racionalis plusz medidlis — lasd X. 71. —, hanem arra utal, hogy a most tar-

gyalt forma a nem specialis.
X. 41. Ha (AB%+BC?2 = g € Q’, (AB-BC)® = r € Q’, akkor AB?, illetve

BC? = %(]/Eii Vga—4r).Pl.q = 40,r = 8, AC = Y }10 +V2+}/ Y10 - 2.

AB
X148, A GBI =ik mz, s &Qz, EFc Q feltételekkel EG =

= EF+FG = EF (H—V ) Ha (k,m) =(AC, AB) = 1,akkor AB = k2,
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BC = m?, AC = I?—m? § Q> A X. 54—65. tételek foltarjak a binomialis
alfajai és a medialis utani hat irracionalis-féfajta kapcsolatat. A binomiali-
sok alfajaira a X. 36 —41.%-beli szampéldakhoz rendelend6 példakat hozom,

vagyis az ottani kifejezések négyzetét. Elsé binomialis tehat pl. 3+}/3.

] ¥
AC‘) p 44118
d (1/4B 1/ AC
2 2 - i e 1
X. 50. AC, 4B, EF ua., d § IN, —, ACQQ FH = ew d+|! d),
pl. Y27+ /24.

AB AB AC
X. 51. S 2 EF11 ) -
SL.2cés— -4 @ EF € Q,EG = (+V pl. 6+1/8

AB
X. 49. AC, AB, EF va., EG = EF (1 + V

X. 52. AC, AB, EF va., EG = EF (1 + ]/jg) pl. 4+]120

X. 53. AC és AB ua., ftEIN2 es —_ {{Q", ecQ, FH=

BT IR
—e{ 7t d),pl-l40+P3—-

X. 54-65. E tételek tartalma a
= e r ——
o . a—b o Va—b
VVa+Vb = i/”a+2M +V}a _fa

formulaval algebraizalhato, de az Elemekben az Gsszes aleset gondosan
részleteztetik, ti. hogy mikor lehet kevesebb gyokijellel kijonni.

X. 63. Itt pl. X. 39.* jeloléseivel AC? = q+2]/;, szampélda a X. 51.*-ben

X. 64. X. 40.* jeldléseivel AC2 = 2r+) g, példa X. 52.%-ben.

X. 65. X. 41.* jeloléseivel AC? =} g+ 2)/r, példa X. 53.%-ben.

X. 66. V6. X. 23. Az irracionalisok f6fajtai invariansak a négyzetes Gssze-
mérhetdséggel, vagyis algebrailag a ]/ﬁ-beli elemmel valo szorzéassal szem-
ben. Csupan a binomialis (és majd az apotomé) alfajainal kell linedris Gssze-
mérhetdségre szoritkozni.

X. 67. A linearis osszemérhetGség megkovetelése folsleges, talan egy
atdolgozo kovette el, aki nem volt teljesen tisztaban a fofajtak (ilyen az elsé
és a masodik bimedialis is) és az alfajtak (elsé —hatodik binomidlis) kdzotti
kiilonbséggel.
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X. 72. X. 42. és a X. 2.1—6. D.-k miatt.
X. 73-110. Megfelelnek a 36—72. tételeknek, a megfeleld helyen min-
deniitt osszeadas helyett kivonas irando.

X. 112-114. (Va+Vb)-a(Va—Vb) = a(a—b) (4 € Q)

binomialis apotomé racionalis
négyzete

X. lls.azﬁ,c:%,dzlf/;stb.

X. 27. Fiigg. Vo. 17—18., 39. o. és II. 9.

XI. 3. D. E definicio értelmes volta XI. 4.-ben bizonyittatik.

XI. 4. D. Két sik metszete XI. 3. szerint egyenes.

XI. 9-10. D. Téridomon (konvex) poliéder (e szot hasznalja is majd XII.
17—18.-ban, jelentése .,sokiil6kéjii’”) értends. Pl. XIII. 18. is egyszeriien
csak az ot testrdl beszél.

XI. 14. D. Egy szkholion szerint ,,a keletkezését hatarozta meg a gomb-
nek, ugyanis a tovabbiakban erre van sziiksége; Theodosziosz megadja a
meghatarozasat”.

XI. 18. D. Ennek a kupszeletek tanaban van jelent6sége. Ha ti. valamely
alkotora merdleges metszetekre szoritkozunk, akkor az ellipszis hegyes-
szogli kiap metszete stb. Apolloniosz el6tt éppen ezeket a terminusokat
hasznaltak ellipszis stb. helyett.

XI. 7. A kovetkezo tétel mar nem abszolut: a térgeometria folépitése,
axiomatizalasa lathatolag nem ért el olyan szintet, mint a sikgeometriaé
(vo. Platon, Az allam, 528). Abszolat tétel még pl. 11—14., 16., 18—19.,
de ezek koziil is 11—12. és 18. bizonyitasa mar nem abszolut.

XI. 25. A paralelepipedont épptigy nem definialja Euklidész, mint a para-
lelogrammat.

XI. 38. Theon paralelepipedonra altalanositotta.

XII. 2. Szimplikiosz (Eudémosz nyoman) arrél tudosit, hogy mar a khio-
szi Hippokratész is bizonyitotta e tételt.

XTI1. 7. Arkhimédész szerint ,,azokban a tételekben — melyeknek el6szor
Eudoxosz talalta meg a bizonyitasit —, hogy a kup harmadrésze a henger-
nek, a gula pedig a hasdbnak, ha ugyanaz az alapjuk €s egyenl6 a magassa-
guk, nem csekély része volt Démokritosznak, aki a fonti idomokrol — bizo-
nyitas nélkiill — els6ként mondta ki e tételt”.

XII. 17.* ,.Theodosziosz Szphairika c. miivében altalinosabban azt is
megmutatja, hogy ha a metsz6 sik nem megy at a gémb kozéppontjan, a
metszet akkor is kor.” (szkholion).
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**EBuklidész nem mutat rd, hogy ¥ és Z ugyanaz a pont; nincs is ra sziik-
sége.
XIII. 8. Fiiggelék A kéziratok XIII. 7. el6tt hozzik, s hasonld elemzését
adjak a 2—5. tételnek is.
AB AB AB
XIIL. 6. AC =7(]/§—1), C =3-(3#V5') = T(]/5_1)2

5todik apotomé ~ els5 apotomé
XIII. 8. Ez rogton kovetkezik a késébb fol is hasznalt II1. 27 —28. tételek-

bol. Euklidész tehat egy igen régi bizonyitast vett alapul, de helyenként le-
roviditette és atdolgozta. ;

XII. 11. a5 = %]/10—2%5' ~ 1,187

XII. 12. a5 = r 3
XIII. 13. Gula gorogiil pyramisz, ezért is hoztdk az Gselemek tanaban

kapcsolatba a tlizzel, ami gorogiil pyr (Platon, Timaiosz 56B). d = VT ey;

e, a szabalyos n-éder éle.
XIII. 15. A 14—15. tétel szovege megkivanja a sorrendcserét. d = eg }/3

XII. 14. d = e V2.

XIIL. 16. eso = ];—'gym—zﬁ

** Ennek néhany soros folosleges indokolasat, mely valoszi-
niileg betoldas, kihagytam.

XIIL 17. €32 = l‘% -(¥5-1)
XIII. 18. €12 = €30 = € = €3 = €3
Il il [l Il Il
NB MB BF  BE AF
it ) I I
—_" ~ 0,71 1,05 1,15 1,41 1,63




Betlirendes mutato

Szamok ha déltek, akkor az eldszo oldalaira utalnak, kiilonben a téte-
lekre. A csillag az illeté tételhez flizott jegyzetre utal. Olyan modern
fogalmakat is folvettiink, melyeknek az antik esetleg csak tavoli eldde
vagy rokona. Osszetett kifejezések nem fGltétleniil az els tag alatt ta-

lalhatok.

Abszolut geometria 27, 1. 26.%, 29 %,
BB f sl 1 B P B B R R
NS

alakzat, sikbeli 1. 14. D.

alapvonal, haromszogé 1. 4-6., 8.,
24,

—, korszeleté III. 8. D.

—, paralelogrammae 1. 35-36., 41.

alaplap, hasabé XII. 7.

—, galaé XII. 3-9.

—, hengeré XI. 23. D.

—, kupé XI. 20. D.

—, paralelepipedoné XI. 25., 29-32.,
34.

analizis XIII. 8. Fiiggelék

apotomé X. 73., 79., 91., 97., 103.,
108., 111-114., XIII. 6., 17.

—elsé X. 3.1. D., 85.,91., 97.

-, masodik X. 3.2. D., 86., 92., 98.

-, harmadik X. 3.3. D., 87., 93.,
99.

-, negyedik X. 3.4. D., 88., 94.,
100.

-, 6todik X. 3.5. D., 89., 95., 101.

-, hatodik X. 3.6. D., 90., 96., 102.

arany, mennyiségeké V. 3. D., 5. D.

-, szamoké VII. 21. D.

—, egyenlség révén vald vagy
egyenld sok tagon at V. 17. D.,
20-23., VII. 14.

—, folcserélt V. 12. D, 16., VII. 13.,
15.

—, folforgatasa V. 16. D., 19, K.

—, folytonos 1. aranymetszeés

-, forditott vagy invertalt V. 13. D.,
7. K.

-, haromszoros V. 10. D., VIII. 12.,
19., X11, 8., 12., 17. K., 18.

—, keresztez6do V. 18. D., 21., 23.,
VIL. 20.*

—, kétszeres V. 9. D., VI. 19-20.,
VIIL 11., 18.
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—, Osszetétele V. 14. D., 18.

-, szétbontasa V. 15. D., 17.

— -okszorzata V. 17. D.*, VL. 5. D.,
23., VIIIL. 4-5.

aranymetszés II. 8.%, 11., VI. 3. D.,
30., XIII. 1-6., 8-9.

aranyos, harmadik, szam IX. 16.,
18.

—, — szakasz VL 11.

-, negyedik, szam IX. 19.

—, —, szakasz L. 44., V1. 12.

-, sokadik, szam IX. 17.

aranyossag V. 8. D.

-, forditott V1. 2. D., 14-15., XI.
A X392, .05,

Arkhimédész-féle axioma 42, V.
4. D

atlo, paralelogrammaé 1. 34., 43.,
XI. 28.

—. kockae XI. 38.

-, otszoge XIII. 8.

atméro, gombé XI. 17. D,

—, kore 1. 17. D.

bimedialis, elso X. 37., 43., 35., 61.,
67 T, 11K

—, masodik X. 38., 44., 56., 62., 67.,
12 TR G

binomidlis X. 36., 42., 54., 60., 66.,
71., 111-114.

— elsé X, 2.1. D., 48., 54., 60.

-, masodik X. 2.2. D., 49., 55., 61.

—, harmadik X. 2.3. D, 50., 56., 62.

-, negyedik X. 2.4. D., 51., 57., 63.

—, otodik X. 2.5. D., 52., 58., 64.

—, hatodik X. 2.6. D., 53., 59., 65.

cosinus-tétel II. 12-13.
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Dedekind-szeletek V. 5. D.

derékszog 1. 10. D., 4. P, 11, 1II.
1htas s

diad IX. 32.

dodekaéder XI. 28. D., XIII. 17-18.

egybevagdsag, haromszogeké 1. 4.,
8., 26., I11. 14.%

—, koroké III. 1. D.

—, korszeleteke 111, 24,

—, paralelogrammaké XI. 31., 33.

—, poliédereké XI1. 10. D., 33.

—, sokszogeké XI. 13. D.

egyenes I. 4. D., 1-2, P, XL 1.

egyenesvonalt sikidom I. 19, D,

—szog 1. 9. D.

egyenléGség 1-7. Ax.

—, koroke I11. 1. D., 26., 28-29.

—, mértéké I. 4.*

egység VII. 1. D.

érinté, koré III. 2. D.,
36-37.

- korok IIL 3. D., 11-13.

euklidészi algoritmus VIL 1-3., X.
2-4.

17-19.,

félkor 1. 18. D.
feliilet 1. 5-6. D., XI1. 2. D.
fokor, gombi XII. 17.

gnoémon 30, 36, 1I. 2. D., 5-8., VL.
27-29., X. 91-96., XIII. 1-4,

gimb XI. 14-17. D., XII. 17-18.,
XIII. 13-18.

enla XI. 12. D, X1L 3-9, XIII. 13.,
18.

hanyad VII. 3. D.
haromszog 1. 20-21. D.



hiaromszog-egyenlétlenség 1. 20.,
XI. 20.

hasib XI. 13. D., 39., XII. 3-4,,
7-7. K.

hasonlosag, aranyoké V. 8. D.*

-, guldké XII. 8.

—, haromszégeké VI. 4-8., 19-20.,
320 8 i [0

—, hengereké és kupoké XI. 24, D,
XIIL. 12.

—, korszeleteke III. 11. D., 24.

—, paralelepipedonoké XI. 27., 33.,
37

-, poliédereké XI. 9. D.

—, sokszogeké VI. 1. D., 18...31.,
XII. 12.

— 1. még sikszdm, térszam

hatar I, 13-14. D., . még vég

hatvany, ponté, korre vonatkozo
III. 35-37.

hegyesszog 1. 12. D.

henger XI. 21-23. D., XII. 10-15.

har 111 4. D.*

hiirnégyszog III. 22.

ikozaéder XI. 27. D., XIIL 16., 18.

indukcio, teljes II. 9.%, V. 22.% IX.
8-9.*

irracionalis X. 3-4. D.

irracionalitis-bizonyitas, Euklidész
elstti I1. 9.*, X. 27. Flggelék

kocka XI. 25. D., 38., XIIIL 15.,
17K 18.

kommutativitds, szdmok szorzasaé
VIL 16.

kor: L1580y, 35k

— -cikk L 10. D., VI, 33.*

— -szelet II1. 6-8. és 11. D., 21., 24.

—, beirt IV. 5. D., 4., 8., 13.

—, kordilirt IV. 6. D., 5., 9., 14.

— teriilete XII. 2.

kdzéparanyos, szam VIIL. 11-12.,
18-21. 1. még mértani sorozat

—, szakasz II. 14., VI. 13.

kozéppont, félkoré 1. 18. D.

-, gombé XI. 16, D.

—, koré 1. 16. D.

kap XI. 18-20. D., XII. 10-12,,
14-15.

latokor szerkesztése III. 33.

magassag, sikban VI. 4. D, 1.

—, térben XI. 29-32,, XII. 4-6., 9-11.

maior X. 39., 45., 57., 63., 68., 71.,
111. K.

medialapotomé, elsé X. 74., 80., 92.,
98., 104., 109., 111. K.

-, masodik X. 75., 81., 93., 99., 104.,
110., 111. K.

medialis X. 21-28., 31-35., 71-72.,
74-78., 80-84., 108-111. K., 115.

meroleges egyenes 1. 10. D., 11-12,,
XI. 3. D., XI. 11-12.

- sikok XI. 4. D., 18-19.

mértani sorozat VIII. 1-3., 6-10.,
13.,22-23.,I1X. 8-13.,15.,17., 32.,
35-36.

merték X. 1-2. D., 3-4. 1. még osztd

minor X. 76., 82., 94., 100., 105.,
108., 111. K., XIIIL. 11., 16.

mozgatas 7. Ax., I. 2-4., 8., 23., 44.,
IIL. 24., VI 4.

négyszog 1. 22. D.
négyzet 1. 22. D., 46.
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négyzetértékben két medidilis Gsszege
X. 41., 47., 59., 65,, 70., 72., 111.
K.

— medidlis minusz racionalis X. 77.,
83.; 95011015106, 40901k

- medidlis minusz medislis X. 78.,
84., 96., 102., 107., 110., 111. K.

— raciondlis plusz medidlis X. 40.,
46., 58, 64 69,71 1111

negyzetesités, sokszogé 33, 11. 14.

oktaéder XI. 26. D., XIII. 14., 18.

oszto VIL 3. D. 1. még hdnyad, rész,
mérték

—, legnagyobb kozos VII. 2-3.

oOsszemérhetetlenség X, 1-4. D.
osszemerhetdség X. 1. D.

—, szakaszoké, linearis X. 3. D.
—, —, négyzetes X. 2. D.

paralelepipedon XI. 24-25., 27-34,,
36-38.

paralelogramma 1. 34-36., 41-45.,
VIR X024,

parapléroma 1. 43-44,, 11. 2. D.

L mégl 43. F.

parhuzamos egyenesek 1. 23. D.,
il el )

- sikok XI. 8. D., 14-17.

— szel6k tétele VI, 2., 32., XI. 17.

parhuzamossagi axioma 27, 5. P.

poliéder XI. 9-10. D., XII. 17-18.

—, szabalyos XI. 25-28. D., XIIL
13-18.

pont I. 1, és 3. D.

prim VII. 12. D., 29-32,, IX. 12-14.,
20.
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—-ek, relativ VII. 13. D.,
21-29., IX. 15-17., 31.

Pythagorasz-tétel 1. 47.

— altalanositdsa II. 12-13., VI. 31.

— megforditasa 1. 48.

pythagoraszi szamharmasok X. 29.
1.5

HEGH

racionalis X. 3-4. D., 19. L.
részV.1.D., 15., VL. 9., VIL. 3-4. D,
romboid és rombusz 26, I. 22. D.

sik 1. 7. D.

sikszam VII. 17. D.

— -0k, hasonlo VII. 22. D., VIII. 18.,
20., 26., IX. 1-2.

sokszog 1. 19. D, 45, 1L 14.

—, beirt IV. 3. D,, 2., 6., 11., 15-16.

—, koriilirt IV. 4. D., 3., 7., 12

—, szabdlyos 1. 1., IV. 6-16., XII.
10., XIII. 7-18.

sorozat, mértani VIII. 1-3., 6-10.,
13., 22-23,, IX. 8-13., 15, 17,
35-26., 1. még kozéparanyos

szam, Osszetett VII. 14. D,

—, paratlan VII. 7. D,, IX. 22...33,

—, paratlanszor paratlan VII, 11. D.

—, paratlanszor paros VII. 10. D.

—, paros VIL 6. D., IX. 21...34,

—, parosszor paratlan VII. 9. D,, IX.
33-34.

—, parosszor paros VII. 8. D., IX.
32., 34.

—, négyzet- VII. 19, D, VIIL. 2. K.,
11...26,, IX. 1-2, 8-10., X. 9-10.
1Ly

-, kéb- VIL. 20. D., VIIL 2. K.,
12...27., IX. 3-6., 8-10.



—, tokéletes VIIL. 23. D., IX. 36.

—, 1. még prim, kozeéparanyos, sik-
szam, térszam

szintézis 20-23, XIII. 8. Fiiggelék

szOg, belsé 1. 16., 32.

—, cstics- 1. 15.

—, egyallasu XI. 10.

—, egyenesé és siké XI. 5. D.

—, egyenes vonall és nem egyenes
vonalu I. 9. D.

-, keriileti III. 8. D., 20-21.

-, —, erintészarn II1. 7, D, 16.,
31-32.

—, kozépponti III. 20.

—, kitlsg A5 ans

—, sik- I, 8. D.

—, sikoké XI. 6. D.

— tér- XL 11. D.,

-, valto 1. 27., 29,

—, 1. még hegyesszog, derékszog,
tompaszog

20-21., 23., 26.

tavolsdg, ponté egyenestdl
III. 4-5. D.

téglalap 1. 22. D., II. 1. D.

tengely, gombé XI. 15. D.

—, hengeré XI, 22, D.

—, kapé XI. 19, D.

térszam VII. 18. D,, IX. 7.

— -0k, hasonlé VIL. 22, D., VIIIL
) LR

teriiletillesztés, elliptikus VI. 29,

-, hiperbolikus VI. 27-28.

—, parabolikus 1. 44.

test XI. 1. D.

Thalész-tétel I11. 31,

tompaszog 1. 11. D.

tobbszoros V. 2. D., VIL 5. D.

—, legkisebb kozos VIL. 34-36., IX,
14.

tortrész VII. 4, D.

tranzitivitds, egyenldségé 1. Ax.

—, ardnyok egyenl@ségéé V. 11.

—, hasonlésagé VI. 21.

—, oszthatésagé VII. 1.* (3. E.)

-, OsszemérhetGségé X. 12

-, kisebb reldciéé, szogek kozott
1. 7.

—, parhuzamossagé 1. 30., XI. 9.

trapéz 1. 22, D., 35.

vég I, 3., 951? D., 7., 1IL. 8. D.,
XI. 2.

vonal 1. 2 6.¢513. D, X1. 11. D.
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