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Eloszo

Az 1970-es évek elején egy szaz egynéhany egyenldtlenségbdl és szaz valahdny ismeretlenbdl allo6 mezo-
gazdasagi alkalmazasi, linearis programozasi modellt vittem el Debrecenbdl Budapestre, mert akkor még
csak ott volt olyan szamitogép, amely ilyen, ,,nagyméretiinek szamitd” modell, megoldasara képes volt.

Tobb mint kétorai gépi munka utdn sem sikeriilt a megoldds. Mint késébb kideriilt, egy adat elirasa
miatt. A géporaért fizetni kellett, s erre nem volt tovabbi pénzkeretem, tehat nem tudtam az adat kijavitasa
utan Ujra gépre vinni a modellt. A feladat megoldasa is siirgds volt, tekintve, hogy hataridds, gyakorlati
problémat kellett megoldani.

Gondoltam egy merészet!

Tekintve, hogy a modell specidlis felépitésii és viszonylag iires volt, azaz viszonylag kevés nullatol kii-
16nb6z06 adata volt, s az adatok nagyobb része is egyes €s minusz egyes, Ugy véltem, hogy megprobalom
megoldani a modellt szamitogép nélkiil.

Az akkori szokasok ¢€s lehetdségek szerint a modell kockés papiron (kockas papirtekercsbdl levagott
darabon) volt megszerkesztve. A modellt kifliggesztettem a szoba falara. Egy munkatarsam az irdasztalhoz
iiltettem, s diktaltam, hogy milyen miiveleteket végezzen, (az akkor még kézi tekerds eszkodzzel), milyen
szamokkal, s azokat milyen rendben irja le. Alig tobb mint egy ora alatt sikeriilt a modellt megoldani!

Nem a gyors szamoldképességiink tette ezt lehetdveé, hanem az, hogy a modell — mint emlitettem — egy
specialis matrixot foglalt magaba, ami lehetdséget adott, egy 0j megoldasi mod alkalmazésara.

Mar akkor gondoltam arra, hogy taldn érdemes lenne részletesebben megvizsgalni bizonyos specialis
modelleket, illetve e modelleket reprezentadld specidlis matrixokat, matrixsorozatokat kiilonosen azok
inverzének eldallitasi lehetdségét.

Ezt anndl inkabb sziikségesnek tartottam, mert késobb még nagyobb méretli modelleket is meg kellett
oldanom szamitogép nélkiil, amelyek mérete megkdzelitette az 1000 ismeretlent és 1000 egyenldtlenséget.

Felvetetddott tehat bennem annak a lehetdsége, hogy az inverzek természetének ismeretében, esetleg
mod lenne olyan szamitogép program megirasara is, amely az adatok beolvasasaval egyidejlleg eldalli-
tand a modellben meghatarozott matrix inverzEt, vagy a matrix particionalasaval eldallitott minormatrixok
inverzét, stb. Masként, arra is volna lehetdség, hogy adott lineéris programozasi feladatot, vagy linearis
programozasra visszavezethetd nemlinearis, egészértékii, vagy vegyes egészértekii feladatot, eleve ugy
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fogalmazzunk meg, hogy a modellben meghatarozott matrix particionalasaval eléallitott minormatrix
inverzét eleve megadjuk.

Aztan ismét vissza-visszatértem a kérdésre, s 1978-ban jutottam el oda, hogy egy cikket irtam ,,Egy
specialis elrendezésti modell koltségmegtakaritd6 megoldasa” cimmel, amely megjelent a Statisztikai
Szemle 1978. évi 10. szamaban. Késébb, a Statisztikai Szemle 1987. évi 2-3. szdmaban megjelent ,,Egy
specialis matrix és néhany tulajdonsaga.” ciml cikkem, s végiil ugyancsak foglalkoztam a témaval a
,Mezogazdasagi vallalatok automatizalt tervezése” Mezdgazdasagi Kiadd, 1981. az interneten a Magyar
Elektronikus Konyvtarban is megtalalhaté (http://mek.oszk.hu/05200/05296) kényvemben.

Fenti munkdimban csak részben fejtettem ki a problémat, egyrészt a terjedelmi korlatok miatt, mas-
részt azért, mert példaul konyvemben ez a kérdés csupan apré6 motivumként szerepelt egy tagabb, komp-
lexebb témakdrben.

A tovabbiakban részletesebben kivanok a problémaval foglalkozni. A kérdés sokrétlisége miatt a
teljességre most sem torekedhetek, de az eddigiektdl részletesebb, sokoldaluibb kifejtésre mindenképpen.

A téma véleményem szerint 6nmagadban is érdekes, de mint fentebb emlitett cikkeimbdl és kony-
vembdl, valamint egyetemi jegyzeteimbdl is kitlinik, a matrixok invertalasa részletesebb megismerésének
gyakorlati haszna is lehetséges. Igaz, konyvemben csak két specialis matrixalkalmazas lehetdségét
vettetem fel, de egyéltalan nem kizart, s6t — véleményem szerint — bizonyos, hogy mas specialis matrixok
is el6fordulhatnak, vagy képezhetdk a gyakorlatban, amelyeknél hasznos lehet, ha minden szamitas nélkiil
is ismerjiik, vagy fel tudjuk irni egy specidlis matrix inverzét. De a gyakorlati alkalmazés lehetdségétol
fliggetleniil is érdekes lehet szamunkra, hogy milyen eredményhez jutunk a kiilonb6zd specialis matrixok
¢€s matrixsorozatok invertalasa soran.

Konyvem elején kénytelen vagyok olyan matematikai apparatust is felvonultatni, amely a matema-
tikdban nem jaratos olvasd szdmdra nehezen emészthetd, vagy érdektelen. A késdbbiekben azonban
megkisérelem a problémadt egyszerii, hétkdznapi nyelven leirni, amelynek megértéséhez nem sziikséges
magasabb matematikai ismeret, annal inkédbb, mert a leirtakat egyszerli szampéldakkal illusztralom.




1. Matrixok, matrixsorozatok inverze, jellegzetessége és szerepe a gyakorlati
modellezés soran

Ismeretes, hogy az

1. y=ax

egyenletbdl az x kifejezhetd az

2. x=yl/a

formdban, ami viszont egyenértékii az

3. x=y*l/a
szorzattal, vagyis mindegy, hogy az a-val osztunk, vagy annak reciprok értékével szorzunk.

Ismeretes az is, hogy ha valamely szamot reciprok értékével megszorzunk, eredményiil 1-et kapunk,
azaz

4. a*l/a=1

Az 1/a szamot az a inverzének is nevezziik és jelolésére az a” szimbolumot is hasznaljuk.
Kvadratikus matrixok esetén is beszelhetiink inverzrdl, és azt, (ha létezik) az

5. A’

szimbolummal jeloljiik.



Ha az A matrixot inverzével szorozzuk, (s tekintve, hogy a szorzat kommutativ, jobbrol, vagy balrol
szorozhatunk), egységmatrixot kapunk eredménytil, azaz

6. AA'=ATA=E

Vagyis a kvadratikus A matrix inverzén olyan n-ed-rendli matrixot értiink, amelynek az A-val alkotott
szorzata n-ed rendii egységmatrixot ad eredményiil.

Ha az A kvadratikus matrix és van inverze, akkor az
7. Ax=b
egyenlet az inverz matrix ismeretében az
_a-1
8. x=A"b

Formaban is felirhatd. Az inverz matrix tehat felhasznalhat6 lineéris egyenletrendszerek (€s egyenlot-
lenségrendszerek) megoldasara.

Ha az
9. Ax=b

linearis inhomogén regularis egyenletrendszerben az A matrix kvadratikus és nem szingularis, akkor
az egyenletrendszert megoldani annyit jelent, mint meghatarozni azt az x vektort, amely az adott egyen-
letrendszert kielégiti.

A megoldas sziikséges ¢és elégséges feltétele, hogy a b vektor benne fekiidjék az A matrix oszlopvektor
terében, azaz, hogy a b vektor kifejezhetd legyen az A matrix oszlopvektorainak linearis kombina-
ciojaként, vagyis

10. a;x; +aX; +...tax, = b



A b vektornak az a;, a,, ... a; bazisvektorokra vonatkozé koordinatai éppen a keresett ismeretleneket
adjak.

Tekintve, hogy célom a matrixok €s matrixsorozatok inverzének a vizsgalata nem térek ki az inhomogén
irregularis, a homogén regularis, homogén irreguléris linearis egyenletrendszerek és a linearis egyenlot-
lenségrendszerek vizsgalatara, sem pedig a matrixok egyéb teriiletének (rang, rend, faktorizacid, dimenzid
¢s bazis, stb.) vizsgalatara, s nem térek ki az inverz numerikus meghatarozasara sem, ezek ismeretét
feltételezem.

Szamunkra most a specidlis matrixok inverzének vizsgalata, valamint matrixsorozatok inverzében
talalhato torvényszertiségek vizsgalata 1ényeges, azaz féleg olyan matrixok és matrixsorozatok inverzének
a vizsgalata érdekes, amilyeneket, — tudomdsom szerint, — eddig még nem vizsgaltak, s rendszerbe nem
foglaltak.

A mar hivatkozott konyvem 5. pontjdban a mezOgazdasagi vallalatok termelési szerkezetének, terme-
1ési technoldgiainak és a termelési forrasainak egyidejii optimalizalasa, a 6. pontjaban pedig a termelési
szerkezet, az atlaghozamok, a termelési technologiak és a termelési forrasok egyidejli optimalizalasa mo-
delljét ismertettem, a mezOgazdasagi vallalatok komplex dontésmegalapozésa €s tervezése témakorében.

Fontosnak tartom annak a megjegyzését, hogy hasonlé modellek, illetve a késdbbiekben ismertetésre
keriilé specialis matrixok, nem csak a mezdgazdasagban, hanem altalaban a kézgazdasagi modellezésben,
valamint az élet sok mas teriiletein is el6fordulhatnak, illetve el6fordulnak.

E modellek jellemzdje, hogy altalaban nagyméretiick, megoldasuk id6- és koltségigényes. Nem érdek-
telen tehat olyan megoldasi lehetdségek keresése, amelyek gyorsabban, kevesebb koltséggel vezetnek
eredményhez, illetve lehetdvé teszik, hogy betekintsilink az ilyen jellegli feladatok belsé osszefliggéseibe.

Jellemzdjiik még e modelleknek a specialis elrendezés is. Ezt vizsgalva olyan eljarashoz jutunk, amely
a modell megoldasahoz sziikséges gépiddt is csokkentheti. E jelzett modellek is lehetnek kiilonbozd
elrendezésiiek, célszerli azonban azokat a kovetkezdkben targyalt blokkos elrendezésben szerkeszteni,
vagy ennek megfeleléen rendezni, nemcsak azért, mert ez az elrendezési mdd teszi legegyszeriibben
lehetdvé a modellszerkesztés és az inverz meghatarozasanak az automatizalasat, hanem szakmai megfon-
tolasok miatt is. Ez a felépités biztositja példaul, az egyes termékek optimalis technologiai folyamatanak
rendszerbe foglalt leirdsat, a modell megoldasanak eredményeként.



Az alapmodell a kovetkezd:

X* y*
|15 A 0 = 0
[15) B F < 0
us D G < b
p* c* 0

1. Tablazat. Alapmodell

Ahol:

A — a termelési tevékenységek €s a munkamiiveletek Osszefiiggését eldird matrix;

B — a termelési tevékenységek ¢s munkamiiveletek fajlagos eréforrasigényeinek matrixa (B> 0);

D, G — egyéb feltételekre (munkaerd, eszkoz, takarmany, termelési korlatok, anyagkorlatok, beruha-
zasi korlatok, stb.) vonatkozé fajlagos tényezOk matrixa;

F — a forrasvaltozok fajlagos kapacitdsara vonatkozd matrix (F<0) ;

b — az egy¢b feltételekre vonatkozo korlatok (b> o)

p* — a termelési tevékenységek hozamait (pozitiv eldjelii elemek) €s a munkamiiveletek koltségeit
(negativ eldjelli elemek) tartalmazd vektor;

c* — a forrasvaltozok fix koltségeinek vektora (c*<o*);

X — a termelési és muveleti valtozok vektora;

y — a forrasvaltozok vektora.

Meéretét tekintve legnagyobb az A hipermatrix, minthogy a mezdégazdasagi vallalatoknal sokféle
termék termelése johet szoba, sokféle munkamiveletet kell elvégezni, s ezek megoldasi modja és ideje is
véltozatos. Altalaban az A hipermétrixhoz kapcsolodik a modellvaltozoknak és a feltételeknek koriilbeliil
kétharmada — haromnegyede, a modellben a valtozok szama 800—-1500 kozott van, s e koriil talalhatod a
sziikséges feltételek szama is.



Az A matrix jellemzdje, hogy kvazi-diagonalisan elhelyezkedd blokkokbol épiil fel:

All

A22

AIIII

2. Tablazat. Kvazi — diagonalisan elhelyezkedé blokkokbal allo hipermatrix.

Az A matrix blokkjaiban az elemek elrendezddése specialis. E modellblokkban azt irjuk eld, hogy
amennyiben példdul adott terméket meghatarozott mennyiségben termeliink (xj;), ennek megfeleld
mennyiségben el kell végezni a termék termeléséhez sziikséges elsé milveletet (xjj), illetve az els6 miive-
let elvégzése maga utan vonja a masodik miivelet elvégzését, és igy tovabb a k-adik miivelet elvégzését.

A gyakorlati tervezés soran a modellblokkok nem mindig ilyen egyszerliek. A munka miiveletek
kiilonb6z6 mddokon (pl. kiilonbozd eszkdzok felhasznalasaval, kiilonbozd erd — és munkagépkapcsola-
tokkal) ¢és kiilonb6z6 i1dészakokban (dekadokban vagy honapokban) végezhetdk, valamint egymashoz
viszonyitott aranyaikban is valtozdak lehetnek. Ebbdl adoddan adott miivelet tobb valtozoval képviseltet-
hetd, és ezek kdzott minden esetben meghatarozott (azonos, vagy eltérd aranyt1) kapcsolatot kell teremteni
a feltételekben.

Fontos még megjegyezni, hogy a modell oszlopainak €s sorainak sorrendje tetszélegesen atrendezhetd,
ami nem befolyasolja a modell megoldasanak az eredményét. igy példaul ha egy mezdgazdasagi vallalat
buzat, kukoricat, napraforgot, burgonyat, stb. termel, e termelési valtozok sorrendje barmikor tetszés
szerint megvaltoztathato, ami az eredményt nem befolyasolja. Ugyancsak nem befolyasolja az eredményt,
hogy a munkaerd (szak- €s segédmunkas), az erd és a munkagépek stb. milyen sorrendben szerepelnek a
modellben, vagyis ezek (a modell feltételeinek) sorrendje is tetszés szerint atrendezhetdk.



A problémat itt leegyszeriisitve targyaljuk, az ismertetésre keriild eljards azonban — erre utalni fogunk
— bonyolultabb esetekben is alkalmazhatd. Az A;; blokk fontos jellemzdje, hogy k szamu valtozot és k-1
szamu feltételt tartalmazo irregularis matrix. Az A; matrix utolsé oszlopanak elhagyasaval képzett Aj;
matrix viszont kvadratikus, nem szingularis matrix, s vektorai egymastdl fiiggetlenek, tehat lehetséges az
inverziik. (3. Téblazat)

Xij1 Xjj2 Xij3 Xij4 e Xijk-1 Xijk
1 -1
1 -1
-1
1 -1

3. Tablazat. Kvadratikus, nem szingularis matrixblokk

ahol a konyvemben kifejtett mez6gazdasagi modellt tekintve

Xij1 az 1j-edik blokk, termelési valtozoja, (j-edik termelési tevékenység mérete);

Xij2, Xij3,- - -»Xijk a J-edik termelési valtozohoz sziikséges munkamiiveletek valtozoi.

Egyszerlien megallapithato, hogy az A matrix utolso oszlopanak elhagyasaval képzett sziikitett A’;
matrix diagonalis elemei egységek, a diagonalis feletti (illetve a diagonalistdl jobbra 1€évd) elemei minusz
eldjelii egységek, s a tobbi elemei, igy a diagonalis alatti elemei is mind zérusok. (A zérus elemeket nem
jeloltem, ezeket a cellakat liresen hagytam.) E matrix inverze olyan felsé trianguldris matrix, amelynek
diagonalis elemei és a diagonalis feletti elemei egységek, a diagonalis alatti elemei nulldk. Ezek szerint
tehat az A’; matrix inverze, az A’;' minden szdmolas nélkiil felirhat6. Ha példaul az A’; az aldbbi
szukitett matrix,
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Xijj1 Xij2 Xij3 Xij4 Xijk-1 Xijk
1 -1
1 -1
1 -1
-1
1 -1
4. Tablazat. Sziikitett A’; matrix
akkor ennek az inverze A’ij'l
Xij1 Xii2 Xii3 Xiik-1
1 1 1 1
1 1 1
1 1
1

5. Tablazat. A’ inverzmatrix




Térjlink vissza az eredetileg megfogalmazott alapmodellre, amikor a termelési szerkezet, a termelési
technologidk, a fajlagos hozamok és a termelési er6forrasok, (munkaerd, termelési eszkozok) egyideji,
egymassal kolcsOnhatasban torténd optimalizaldsara alkalmazhato linearis programozasi modellt vizsgal-
juk. Particionaljuk modelliinket a kovetkezOképpen:

X * X ¥ y*

U, A’ A” 0 = 0

U, B’ B” F < 0

U; D’ D’ G < b
>

p’* p”* c* 0

6. Tablazat. Matematikai modell

Ahol:

x— a termelési €s a miiveleti valtozok vektora, mely vektort az x* és az x”” vektorokra particionaltuk,
ahol x’ vektorhoz rendeltiik a termelési valtozokat és minden miveletbdl a legkedvezObbnek tiind
miveleti valtozokat. (Itt a legkedvezdbb jelzd még csupadn miiveleti szintli és a miiveleteket Ossze-
fliggéseibdl kiragadd megitélés alapjan adhatdo meg, azaz a modellbeli célfiiggvény koefficiensek
alapjan, mely megitélést a c* koltségvektor mdodosithatja). Az x*” vektorhoz rendeljiik valamennyi
mas, a legolcsobbnal dragabbnak tiind miiveletet.

A — a termelési tevékenységek és a munkamiiveletek kapcsolatait eldird matrix, az el6zd értelemben
A’ és A’’ matrixokra particiondlva.

B — a termelési tevékenységek és a munkamiiveletek fajlagos eréforrasigényeinek (szintén particionalt
B’, B’’) matrixa
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D,G — az egyéb feltételekre (munkaerd, takarmadnymérleg, termelési, anyagi, pénziigyi és beruhazasi
korlatok, stb.) vonatkozé tényezdk particiondlt matrixa. (D’, D”’, G)

F — a forrasvaltozok fajlagos kapacitasara vonatkoz6 matrix

b — az egyéb feltételekre vonatkozd korlatok

p* — a termelési és a miiveleti valtozok célfiiggvény értékei (p’*, p’’*)

y* — forrasvaltozok vektora

c* — forrasvaltozok célfiiggvény értékeinek vektora

Végrehajtva a bazis-transzformaciot az A’ generalo blokkal a kovetkezdket kapjuk:

u* X% y*

X’ Al A7TA” 0 = 0

u -B’A’"! B”-B’ A’ A” F < 0

u; -D’A”"! D”-D’ A’ A” G < b
>

_p,*As-l p”*-p’*A"l A’ c¥ 0

7. Tablazat. A bazis-transzformacio utan kapott eredmény

A fentiekbdl latjuk, hogy a bazis-transzformacié csak az x’* és az x’* — hoz tartozd blokkokat
valtoztatta meg, ami természetes, tekintve, hogy a feladat els6 blokksordban A matrix kivételével zérus-
blokkok szerepelnek.

Lattuk, hogy az A’ matrix inverze (A’ olyan kvazi-diagonalisan elhelyezkedé fels§ triangularis
matrixblokkokbdl all (5 Téblazat), amelyeknek zérustdl kiilonbozo elemei egységek. Ha példaul egy B
matrixot ilyen matrixblokkal szorzunk, a B matrixoszlop vektorainak kommulaciojat kapjuk. Péld4ul ha a
B matrixot
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Xij1 Xij2 Xijk-1
bll b12 blk 1
b21 b22 b2k 1
bk-ll bk-12 < .. b(k-l)(k-l)

8. Tablazat. B matrix

szorozzuk jobbrdl olyan felsd triangularis matrixszal, amelynek a diagonalis és a feletti elemei egységek,
azaz

Xijl Xjj2 .. Xijk-1
1 1 1
1 1
1

9. Tablazat. Felsotriangularis eredménymatrix

akkor tehat a B matrix oszlopvektorainak kommuléciojat kapjuk, azaz
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Xiil Xii2 ‘.- Xiik-1

by, by tby, byt by b

by b, +bas b1+ baos 4bos

bi11 bi.11bi12 Ce b1+ biio+ . baciyke1

10. Tablazat. Kommulalt matrix

Hasonloképpen nyerjiik a — B’A’™" -D’A”", -p’* A’ szorzatokat, utobbi esetben természetesen a sor-
vektor elemeinek halmozasaként.

Egyszerii példa segitségével konnyen ellendrizhetd, hogy az 7. Tablazat szerinti A" A’’ olyan matrixot
eredményez, amelynek diagonalisan elhelyezkedd matrixai olyan oszlopvektorok, amelyek az eredeti A;
matrix sorainak szdmaval megegyez6 elemet tartalmaznak.

Az elemek mindegyike -1AB’’- B’(A’'A") és D*’-D’(A’'A’’) a B matrix A;; matrixhoz kapcsolodo
elemeinek soronkénti 6sszege. Ugyanez vonatkozik értelemszerlien a célfiiggvényekre is.

Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy a 7. Tablazat szerinti helyzet minden kiilondsebb szamitas nélkiil
felirhato, illetve csupan a vektorok elemeinek halmozott 6sszeadéasara szoritkozik (ez a szamitogépbe tor-
ténd beolvasas folyaman elvégezhetd); természetesen az eldjeleket ellenkezdre valtoztatjuk.

Ezaltal viszont eldéllitottunk egy olyan kdzbensd bazismegoldast, amikor a modellvaltozok nagyobb
részét, bevontuk a bazisba. Igaz, hogy a béazisba vont valtozok értéke egyeldre nulla, de eljutottunk a
feladat jelentds atrendezéséhez.

A —p”’A’" elemei altalaban negativ, viszont a p’’*-p’*(A’"'A”’) elemei altaliban pozitiv el6jeliiek.
(Ellenkezd esetben olyan tevékenység szerepel a modellben, amely biztosan nem jovedelmezd, hiszen a
termék termelési értéke a kozvetlen miiveleti koltségeket sem fedezi, nem is beszélve a gépek fix kolt-
ségeirdl.
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Ha a modellben ilyen tevékenység van, az természetesen akkor szerepelhet a megoldasban, ha azt
egyenlettel, vagy also korlattal eléirjuk. A megoldés tehat a p’**-p>* (A’ A’*) szerint folytathato, az x*’
valamely eleme a bazisba bevonhato. (Erdekesség viszont, hogy a bazisba vont valtozok egy ideig még
tovabbra is nulla értéket vehetnek fel. K6zben azonban ¢* elemei eldjelet valtanak és y* elemei is a bazis-
ba keriilnek, majd az x’*, x* és y* tobb bazisba vont eleme vesz fel egyszerre nullatol kiillonb6zo pozitiv
értéket.)

Osszefoglalva tehat egy nagyméretli modell megoldasat egy olyan kdzbensd bazismegoldasbol
kiindulva kezdhetjik el, amikor a valtozoknak koriilbeliil 60-75 %-at mar bevontuk a bazisba, tehat a
szamitasoknal igen jelentds gépidodt takarithatunk meg.

Az eddigiek soran a problémat 1ényegesen leegyszertisitettiik. A gyakorlati tervezés ilyen egyszertisi-
téseket nem tesz lehetdvé, azonban az ismertetett eljaras, bonyolultabb esetekben is jol alkalmazhaté és
jelentds segitséget nyujthat.

Nem célom e helyiitt a szakmai alkalmazasokba mélyedni, s ennek sordn a megalkotandé matematikai
modellt részletesen taglalni, ezt az olvas6 a MEK-ben megjelent konyvemben részben megtalalhatja.
Jelenleg csak egy igen leegyszerusitett gyakorlati feladat megoldasat fogom a 3. fejezetben bemutatni.
Most csak annyit jegyzek meg, hogy a gyakorlatban eléforduld bonyolult modellek esetében is megvan a
lehetdsége annak, hogy a modell megfeleld rendezésével és particionalasaval az A;;, matrixblokkal és az
x* vektorral eldallitsunk olyan modellblokkot, amely invertalhato, s az elébbiekben kifejtettek alkalmaz-
hatok, tehat a szdmitasok ilyenkor is célszerlien elvégezhetok. A tovabbiakban foglalkozzunk a specialis
matrixok és matrixsorozatok inverzének megismerésével.
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2. Specialis matrixok és matrixsorozatok inverze

Tegyiik tehat vizsgalat targyava az emlitett specialis matrixokat €s matrixsorozatokat és azok inverzeit.
Az egységesség kedvéért a szemléltetés céljabol mindvégig 10x10-es diagonalis matrixokat hasznalok.

A specialis matrixokat S-el fogom jeldlni, az egységmatrixot is, kifejezve ezzel, hogy az egységmatrix
1s egy specialis matrix, s ismerjiik, hogy kitiintetett jelentdsége miatt azt kiilon jeldléssel (E) szoktuk
megkiilonboztetni, de ettdl jelen esetben eltekintek.

Annak érdekében, hogy az egyes specialis matrixokat egymastdl egyszerlien meg tudjuk kiilonboz-
tetni, als6 indexként jelolni fogom jellemzdjiiket.

Vegyiik tehat eldszor az egységmatrixot, mint specialis matrixot, azaz

11. SIZE

Az S; olyan matrix, amelynek diagonalis elemei egységek, a tobbi eleme nulla. Ennek a specidlis
matrixnak az inverze

12. S=E=S'=E’
Vagyis
1. Tétel: Az egységmatrix €s inverze megegyezik, vagyis S;, (azaz E) egységmatrix inverze maga az

egységmatrix, mint ahogyan az 1 reciprok értéke, azaz inverze is 1, azaz 1/1=1. Tehat S;= S az
alabbiak szerint:
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11. Tablazat. S; matrix és annak inverze

Abrazolva a matrixot a kovetkezoket kapjuk:

érték

Inverz

o x1
| x2
0 x3
O x4
W x5
O x6
| x7
0O x8
Hx9
= x10

1. Abra. S; matrixnak és inverzének abraja
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Az abrabdl is jol érzékelhetd, hogy a diagondlis elemek 1, a diagondlistol kiillonbozo elemek 0 értéket
vesznek fel.

Azonnal felvethetd a kérdés, hogy mi torténik akkor, ha az egységmatrixban a diagondlis elemeket
kicseréljiik, s egy sorozatot képeziink, vagyis a diagonalis elemekként 1 helyett 2, 3, stb., azaz h értékeket
szerepeltetiink, s a diagonalistol eltérd elemek tovabbra is nulldk?

Vegylik tehat az S, matrixot, azaz olyan matrixot, amelynek diagonalis elemei kiillonb6z6 h értékeket
vehetnek fel, (a szamegyenes barmely értékét felvehetik, tehat végtelen szamu matrixbol alldé sorozatot
képezhetiink), a tobbi eleme nulla és hatarozzuk meg annak inverzét. Tegylk fel, hogy h=-3.

Az S_; tehat a kovetkezo:
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12. Tablazat. S_; matrix

19




Ennek abréja:

és inverze (S3)”

ox1
| x2
Ox3
O x4
mx5
O x6
| x7
ox8
mx9
mx10

2. Abra. S; matrix abraja

el e2 e3 c4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 -0,3333 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x2 0 -0,3333 0 0 0 0 0 0 0 0
x3 0 0| -0,3333 0 0 0 0 0 0 0
x4 0 0 0] -0,3333 0 0 0 0 0 0
x5 0 0 0 0| -0,3333 0 0 0 0 0
x6 0 0 0 0 0] -0,3333 0 0 0 0
x7 0 0 0 0 0 0 -0,3333 0 0 0
x8 0 0 0 0 0 0 0 -0,3333 0 0
x9 0 0 0 0 0 0 0 0] -0,3333 0
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0| -0,3333

13. Tablazat. (S;)"' matrix
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Az inverz &braja:

ax1
B
Ox3
Ox4
x5
Ox
Bx7
Oxs
L B%]
@ x10]

3. Abra. (S.;)" matrix abraja

Latjuk tehat, hogy ha h=-3, akkor az inverz matrix diagonalis elemei 1/3, azaz 0,33333” azaz egy-
harmad, s mint tudjuk a diagonalistdl kiilonb6zd elemek nullék.
Tegyiik fel, hogy h=-2 Az S, tehat a kdvetkezo:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 -2 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 -2 0 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 -2 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 -2 0 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 -2 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 -2 0 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 0
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2

16. Tablazat. (S,) matrix
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Ennek abrgja:

és inverze

érték -

Oel
me2
Oe3
Oed
me5
Oe6
me7
Oe8
med
mel0

4. Abra. (S,) matrix dbraja
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17. Tablazat. (S,)" matrix
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Az inverz &braja:

O x1
B2
Ox3
O x4
B x5
Ox6
B x7
O x8
Hx
B x10

A O O

1
o 8 e o0

5. Abra. (S;)" matrix abraja

E szerint tehat (S,)” olyan métrix, amelynek diagonalis elemei 1/2, azaz 0,5 értéket vesznek fel, vagyis
az eredeti értékeknek a reciprok értekei.

2. Tétel: Ha az egységmatrix diagondlis értékeit 1 helyett barmely értékre cseréljiik, s egy sorozatot
képeziink, a matrix inverze azoknak az értékeknek a reciprok értékeit (inverzeit) fogjak tartalmazni.
Ezt az eddigiek alapjan konnyli belatni, ezért nem tartom sziikségesnek tovabbi szdmszerii példaval

torténo szemléltetését.
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Ha a diagonalis értékek negativ eldjeliiek, akkor természetesen az inverz matrix elemei is negativ eld-
jeliiek lesznek.

Az viszont természetes, hogy a zérus matrixnak nincs inverze, mint ahogyan a nulla értéknek sincs
reciprok értéke.

Erdekes lehet, hogy milyen modon lehet adott matrixokat tobb matrixként szétbontani azok inverzét
eldallitani, majd az igy eldallitott matrixbdl lehetséges-e az eredeti matrix inverzét megkapni.

Legyen a vizsgalt matrixunk ismét S;, azaz

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

18. Tablazat. (S;) matrix

Bontsuk ezt harom S¢ matrixra, azaz harom darab alabbi matrixra
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x10

x9

x8

x7

x6

x5

x4

x3

x2

x1

el

e2
e3
e4
[h)
eb
e’
e8
e9

el0

1111111111
eeeeeeeeee

19. Tablazat. (Sy) matrix

6. Abra. (Sy) matrix dbraja
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Es inverze (Sy)”

el e2 e3 e4 e5 6 e7 e8 9
x1 0,111 0 0 0 0 0 0 0 0
x2 0] 0,111 0 0 0 0 0 0 0
x3 0 0| 0,111 0 0 0 0 0 0 0
x4 0 0 0 0,111 0 0 0 0 0 0
x5 0 0 0 0] 0,111 0 0 0 0 0
x6 0 0 0 0 0| 0,111 0 0 0 0
x7 0 0 0 0 0 0] 0,111 0 0 0
x8 0 0 0 0 0 0 0] 0,111 0 0
x9 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,111 0
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0/ 0,111

20. Tablazat. (So)” inverz matrix
Az inverz abraja

Bx1
B
Ox3
O x4
B x5
Ox6
B x7
Oxs
Hx
xi H x10

7. Abra. (Sy)” matrix abraja
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Képezziik az So*1/3 szorzatot. Eredményiil az Sy matrixot kapjuk.
Képezziik most az inverz matrixbol az alabbi szorzatot 3*(Se)™". Megkapjuk az (S;)" inverz matrixot.

3. Tétel: Ha valamely méatrix minden elemét egy altalunk valasztott szdmmal osztunk, (vagy ami
ugyanaz, az adott szam reciprok értékével szorzunk), majd meghatarozzuk az igy nyert matrix inverzét, az
inverz matrixnak az adott szdmmal képzett szorzata az eredeti matrix inverzét adja.

Hasonldképpen lehet bontani matrixokat természetesen nem csak azonos, de egymastdl kiilonbozd
matrixokra is. Ennek vizsgalatat az olvasora bizom.

Ezek az egyszerlibb esetek, de 1épjiink tovabb a specialis matrixok vizsgalataban.

Jeloljik Sy — el az olyan matrixot, amelynek diagonalis elemei egységek, a diagonalistol jobbra 1€vo
elemek pedig -1 értékiiek, kivéve természetesen a matrix utols6 oszlopvektorat, amely utdn mar nincs mas
elem. (Ez a specidlis matrix szerepelt kiindulasként hivatkozott konyvemben és cikkeimben)

>
N
bel
98]
>
~
>
N
bel
~
b
>
\O
bel
p—
S

X X

el
e2
e3
e4

e5

eb

e’

el

€9

(=) el fev) fau) fan ) L3 L Jeul fan

=) el el fan) L Ll er) fanj Kan ) R0 |

el0

(=) e} fer] feu)l fen ) e )l few) Jaul Fan B L

(=) ) fer) fer) fen ) e ) e ) Raw ) 1l

(=) e} fer] fer) fen ) er ) e ) 1o Ll Kan)

O

S

(=) el fe) fau) Sl (o] fau] fan ) an)

(=) el fel ) e (el fer) fan) fan ) Kan)

OO~ |—|IOIC oo |Io|O |

=yl ] [ fer ) e} fan] fan ) Kan)

= el {e] feu] fen ) er )} fen ) Jan) fan ) Kan)

21. tablazat. S;; matrix

Az abra jol jellemzi a matrixot pozitiv €s negativ értékeivel
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Ennek inverze (Sy.1)"

érték of

Alap matrix

oel
me2
Oe3
Oe4
me5
O e6
me7/
Oe8
me9
mell

10. Abra. S,.; matrix abraja
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22. Tablazat. (Si;)" inverz matrix

28




Az inverz abraja mutatja, hogy felsd trianguldris matrixrél van szo, nem zérus elemei 1 értéket vesznek
fel.

Inverz

@ x1
mx2
ox3
O x4
H x5
O x6
W X7
ei |Ox8
[ P
mx10

érték o

11. Abra. (S;.1)" inverz matrix abraja.

4. Tétel: Ha egy matrix diagonalis elemei pozitiv eldjelli egységek, a toliik jobbra 1évd elemek negativ
eldjelii egységek, a tobbi eleme nulla, annak inverze olyan fels6 trianguldris matrix, amelynek diagonalis
elemei ¢€s a felett 1€vo elemei egységek, a diagonalis alatti elemek zérusok.

Konnyti belatni, hogy ennek a matrixnak az inverze, azaz ((Sl_l)'l)'1 = S1.1, azaz az eredeti matrix.

Felmeriil rogton az a kérdés, hogy milyen lehet annak a matrixnak az inverze, amelynek diagondlis
elemei egységek, a toliik jobbra 1évo elemek pedig -2 értéket vesznek fel? Legyen tehat Sy, matrix a
kovetkezd:
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el | -2 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1 -2 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 1 -2 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 1 -2 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 1 -2 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 1 -2 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 1 -2 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

23. Tablazat. S;, matrix.

Abrazolasatol eltekinthetiink, hiszen ugyanazt kapnank, mint az S,.; lattuk, annyi kiilonbséggel, hogy a
negativ iranyu oszlopok kétszer akkordk, mint a pozitiv iranyuakeé.
Ennek inverze azaz (Si)™

el e2 e3 c4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
x2 0 1 2 4 8 16 32 64 128 256
x3 0 0 1 2 4 8 16 32 64 128
x4 0 0 0 1 2 4 8 16 32 64
x5 0 0 0 0 1 2 4 8 16 32
x6 0 0 0 0 0 1 2 4 8 16
X7 0 0 0 0 0 0 1 2 4 8
x8 0 0 0 0 0 0 0 1 2 4
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

24. Tablazat. (S;»)" inverz matrix.
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Az inverz abraja érdekes triangularis matrixot szemléltet, amelynél az inverz matrix elemei az x;
csokkenése, €s az e; ndvekedése nyoman exponencialisan ndvekvo értékeket mutat.

Inverz

ox1
H X2
ox3
O x4
H x5
O x6
W X7
ei |Ox8
[ P
mx10

GOOW
500
400
érték ;o

200

100

12. Abra. (S;,)" inverz matrix abraja.

5. Tétel: Ha egy matrix diagonalis elemei pozitiv eldjelll egységek, a toliik jobbra 1évé elemek pedig
negativ eldjeltiek és értékiik 2, akkor a matrix inverzének elemei soronként balrol jobbra haladva és egy-
egy elemmel (elsé elemmel) roviditve, az elsé eleme 1, majd az elemek exponencidlisan ndvekednek.
Ugyanezt tapasztaljuk, ha alulrél felfelé haladunk, s az utolsé oszlopbdl indulunk ki. Ez esetben a legalso
elem 1, s az oszlopok hosszanak az utolsé elem elhagyasaval torténd roviditése és minden oszlopot 1-el
kezdve az elemek exponencialisan novekednek.

Vagyis most egy olyan felsd triangularis matrixot kaptunk, amelynek elemei sorok szerint tekintve 1-el
kezdddnek ¢s minden 1épésben megkétszerezddnek, illetve ugyanezt tapasztaljuk, ha a matrixot oszlopon-
ként szemléljik, alulrdl felfelé. Természetesen az ellenkezd iranybol szemlélve az adatokat, azok 1épésen-
ként felezOdnek.

Fentiekbdl az kovetkezik, hogy az ilyen matrix inverze, barmilyen nagyméreti legyen is, minden sza-
mitas nélkiil felirhato.
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Ha viszont a diagonalistol jobbra 1év6 elemeket -2-r6l -3-ra valtjuk 4t, azaz a Sy_; matrixot vizsgaljuk, tehat

x1 x2 x3 x4 x5 X6 x7 x8 x9 x10
el 1 -3 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1 -3 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 | -3 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 1 -3 0 0 0 0 0
es 0 0 0 0 1 -3 0 0 0 0
€6 0 0 0 0 0 1 -3 0 0 0
e’ 0 0 0 0 0 0 1 -3 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1 -3 0
€9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -3
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

25. Tablazat. S;; matrix
majd meghatarozzuk ennek inverzét, az alabbi matrixhoz jutunk:

el e2 e3 e4 es e6 e’ e8 e9 el0
x1 1 3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683
x2 0 1 3 9 27 81 243 729 2187| 6561
x3 0 0 1 3 9 27 81 243 729 2187
x4 0 0 0 1 3 9 27 81 243 729
x5 0 0 0 0 1 3 9 27 81 243
X6 0 0 0 0 0 1 3 9 27 81
X7 0 0 0 0 0 0 1 3 9 27
X8 0 0 0 0 0 0 0 1 3 9
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

26. Tablazat. (S;3)" matrix
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Most tehat az eldbbi kétszerezddés helyett az adatok meghdromszorozodésat tapasztaljuk. Konnyt
belatni, hogy sorozatot képezve -4 esetén négyszerezédnek, -5 esetén 6tszorozédnek az adatok, stb. Abra-
zolasatol eltekinthetiink, az elébbiekhez hasonld dbraképet kapunk, de a diagramok még meredekebb
emelkedést mutatnak.

6. Tétel: Ha adott matrix diagonalis elemei pozitiv eldjelli egységek, a téliik jobbra 1év6 elemek pedig
negativ eldjeliiek és értékiik h=2,...,n, akkor az adott matrix inverzének diagonalis elemei egységek, a
diagonadlistdl jobbra 1évd elemek pedig, soronként balrdl egy elemmel rovidebbek, és 1-el kezdddnek, s az
elemek az Oket megel6zd elemek h szorosai. Ugyanezt tapasztaljuk, ha az oszlopokat alulrol felfelé vizs-
galjuk, az utolsé oszloppal kezdve.

Természetesen a vizsgalatot meg is fordithatjuk, s jobbrol, balra, vagy feliilrdl lefelé¢ haladhatunk, stb.

Az igy megfogalmazott tétel, illetve torvényszerliség alapjan az olyan matrixok inverzét, amelyek
diagonalis elemei pozitiv eldjelii egységek, s a tdliik jobbra 1év6 elemek negativ eldjeliiek és értékiik h,
minden szamitas nélkiil felirhatjuk.

Most forditsuk meg a problémat, ugy, hogy a diagonalis elemek értéke legyen 2, a toliik jobbra 1évo
elemek értéke pedig -1, azaz vizsgaljuk a S, ; matrixot, tehat:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 2 -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 2 -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 2 -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 2 -1 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

27. Tablazat. S,_; matrix
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Abrazolva a matrixot a kovetkezé képet kapjuk:

mel
me2
Oe3
Oe4

med5
o eb6
me7
oe8
med
mel0
13. Abra. S,.; matrix
Most tehat a negativ iranyt oszlopok révidebbek.
Ennek inverze (Sz_l)'lz
el e2 e3 e4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 0,5 0,25 0,125] 0,0625| 0,0313| 0,0156| 0,0078| 0,0039| 0,0020| 0,0010
x2 0 0,5 0,25| 0,125] 0,0625| 0,0313| 0,0156| 0,0078| 0,0039| 0,0020
x3 0 0 0,5 0,25 0,125] 0,0625| 0,0313| 0,0156| 0,0078| 0,0039
x4 0 0 0 0,5 0,25| 0,125] 0,0625| 0,0313| 0,0156| 0,0078
x5 0 0 0 0 0,5 0,25 0,125] 0,0625| 0,0313| 0,0156
x6 0 0 0 0 0 0,5 0,251 0,1250| 0,0625| 0,0313
x7 0 0 0 0 0 0 0,5] 0,2500| 0,1250| 0,0625
x8 0 0 0 0 0 0 0} 0,5000( 0,2500( 0,1250
x9 0 0 0 0 0 0 0 0] 0,5000| 0,2500
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,5000

28. Tablazat. (S,.)" inverz
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Az inverz &braja:

Inverz

Oxl
mx2
Ox3
Ox4
W x5
O x6
ooosl ;m | x7
Tox8
Hx9
L Ex10]

0,5
0,45

0,4

0,35

0,3

érték oo
0,2

0,15

1 I I S A — |

14. Abra. (Sz_l)'1 inverz matrix abraja

Az abra szemlélteti, hogy a diagonalis elemek értéke a legmagasabb (0,5), s az e; értékek novekedése-
vel, s az x; értékek csokkenésével az inverz elemeinek értéke lassulo titemben csokken, vagy masként az
x;j elemek novekedésével, s az e; értekek csokkenésével az inverz értekek gyorsulod titemben novekednek.

7. Tétel: Ha olyan matrixszal van dolgunk, amelynek diagondlis elemei pozitiv eldjelliiek €s értékiik 2,
a diagonalistdl jobbra 1évd elemek negativ eldjelll egységek, akkor ennek invertalasa olyan matrixot ered-
ményez, amelynek soraiban, balrél jobbra, vagy oszlopaiban alulrdl felfelé haladva az elemek 0,5-el kiin-
dulva, Iépésenként felezOdnek. Az ilyen matrix inverze tehat — barmilyen méretli matrix legyen is az —
minden szadmitas nélkiil felirhato.

Legyen most matrixunk olyan, hogy a diagonalis elemei pozitiv értékiiek és értékiil 3, a tdliik jobbra
1év6 elemek pedig negativ eldjeli egységek, azaz S; 4
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29. Tablazat. S;_; matrix

Matrix

Oe8
me9

mell

ei me7

II...
L 1 lr 74

uuuuuam, %

L[ L
I

AT —
ﬂ"”!ﬂ ~ o

555555555

15. Abra. S;.; matrix

A matrix inverze:
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el e2 e3 c4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 0,3333| 0,1111| 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,0014| 0,0005| 0,0002 0,0001| 0,00002
x2 0 0,3333| 0,1111| 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,0014| 0,0005 0,0002| 0,00005
x3 0 0l 0,3333| O,1111| 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,0014 0,0005| 0,00015
x4 0 0 0 0,3333| 0,1111| 0,0370| 0,0123| 0,0041 0,0014| 0,00046
x5 0 0 0 0 0,3333| O,1111| 0,0370| 0,0123 0,0041| 0,00137
x6 0 0 0 0 0 0,3333| 0,1111| 0,0370 0,0123| 0,00411
X7 0 0 0 0 0 0l 0,3333| 0,1111 0,0370| 0,01233
x8 0 0 0 0 0 0 0| 0,3333 0,1110, 0,03700
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0,3330| 0,11100
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,33333

érték

0,3500“

0,3000-

0,2500

0,2000

0,1500

0,1000

0,05007

0,0000

Inverz

ax1
B x2
Ox3
O x4
H x5
O x6
B x7
Ox8
W x9
B x10

16. Az inverz abraja.
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Konnyl belatni, (ezért a tovabbiak szdmszerli bemutatastol eltekinthetiink), hogy ha a 2 helyett 3, 4,
stb. szdmokat szerepeltetiink egy sorozatban, akkor az elemek harmadolodnak, negyedelddnek, stb. Ennek
alapjan az eldbbi tételt altalanosithatjuk az alabbiak szerint:

8. Tétel. Ha olyan matrixszal van dolgunk, amelynek diagonalis elemei pozitiv eldjeliiek €s értékiik h,
a diagonalistdl jobbra 1év0 elemek negativ eldjelii egységek, akkor ennek invertdlasa olyan matrixot
eredményez, amelynek soraiban, balrdl jobbra, vagy oszlopaiban alulrol felfelé haladva az elemek 1/h-val
kiindulva, Iépésenként h-val osztodnak. Az ilyen matrix inverze tehat — barmilyen méretli matrix legyen is
az — minden szamitéas nélkiil felirhato.

Vizsgaljuk most meg az (S,.,) matrixot, azaz amikor a diagonalis elemek értéke 2, az attol jobbra 1€vo
elemek értéke -2, azaz:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 2 -2 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 2 -2 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 2 -2 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 2 -2 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 2 -2 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 2 -2 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 2 -2 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

31. Tablazat. S,, matrix

38




Ennek (S;)" inverze olyan felsd triangularis matrix, amelynek minden zérustol kiilonbozd eleme
egyketted, azaz 0,5, tehat:

el e2 e3 c4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
x2 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
x3 0 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
x4 0 0 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
x5 0 0 0 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
x6 0 0 0 0 0 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
X7 0 0 0 0 0 0 0,5 0,5 0,5 0,5
x8 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0,5 0,5
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 0,5
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5

32. Tablazat. (S,.)" inverzmatrix

Konnyen ellendrizhetd, hogy S;3.3 inverze esetén 1/3, illetve S44 inverze esetén 1/4 értékeket kapunk.
Abrazolésatol eltekinthetiink.

9. Tétel: Ha egy matrix diagondlis elemei pozitivek €s értékiik h, a téliikk jobbra 1év6 elemek eldjele
negativ és értékiik szintén h, akkor ennek inverze olyan felsd triangularis matrix, amelynek diagonalis
elemei €s attol jobbra 1év6 elemei pozitiv eldjeliiek €s értékiik 1/h a diagondlis alatti elemeik, természe-
tesen zérusok.

Vegyiik most a S3.; matrixot, amikor a diagonalis elemek értéke 3, az attol jobbra esé elemek értéke -1,
azaz
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 3 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 3 -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 3 -1 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 3 -1 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 3 -1 0 0 0 0
) 0 0 0 0 0 3 -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 3 -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -1 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
33. Tablazat. S;_; matrix
A matrix inverze (Ss.1)"
el e2 e3 e4 e5 eb e’ e8 e9 el0
x1 | 0,3333| 0,1111| 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,0014| 0,0005| 0,0002| 0,0001| 0,00002
X2 00,3333 0,1111| 0,0370( 0,0123| 0,0041| 0,0014| 0,0005| 0,0002| 0,00005
x3 0 0] 0,3333| 0,1111] 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,0014| 0,0005| 0,00015
x4 0 0 0( 0,3333| 0,1111] 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,0014| 0,00046
x5 0 0 0 00,3333 0,1111]| 0,0370| 0,0123| 0,0041| 0,00137
x6 0 0 0 0 00,3333 0,1111| 0,0370| 0,0123| 0,00411
x7 0 0 0 0 0 0 0,3333| O,1111] 0,0370, 0,01233
x8 0 0 0 0 0 0 0| 0,3333| 0,1110, 0,03700
x9 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,3330, 0,11100
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,33333
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34. Tablazat. (S;.;," inverzmatrix




Eredményiil olyan matrixot kapunk, ahol a soronként jobbra 1évd és oszloponként felfelé 1€v6 elemek
az 6ket megeldzo elemek 1/3 értékét veszik fel.

10. Tétel. Ha egy matrix diagonalis elemei pozitivok és értékiik 3, az attdl jobbra esd elemek értéke -1,

akkor ennek inverze olyan matrix, amelyben a soronként jobbra 1évd, illetve oszloponként felfelé 1€vo
elemek az el6zd elemek 1/3 értéket veszik fel.

Abrazoljuk ezeket a matrixokat:

mel
me2
Ooe3
Oe4
meb
© meb

ei me7
Oe8
med
mell

=\

L N\ O\ O\
/MY T N W WA

v ow

;r\““‘

S

®
=
@
k3

2
5
1
0,5
0
5
-

S

17. Abra. S;; matrix abraja
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Legyen most matrixunk S;, azaz olyan matrix, amelyben a diagondlis elemek értéke 3, s a toliik

jobbra 1év6 elemek értéke -2.

Inverz

L
X

Ox1
= 5%
ox3
O x4
H x5
O
B x7
Ox8

B x10

18. Abra. (S3.1)'1 inverzmatrix abraja
Az eldbbihez hasonl6 képet kapunk

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 X8 x9 x10
el 3 -2 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 3 -2 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 3 -2 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 3 -2 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 3 -2 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 3 -2 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 3 -2 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -2 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

35. Tablazat. S;, matrix
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A matrix inverze (S3_2)'1

el e2 e3 c4 e5 eb e7 e8 e9 el0
x1 0,3333| 0,2222| 0,1481| 0,0988| 0,0658 | 0,0439| 0,0293| 0,0195| 0,0130| 0,0087
x2 0| 0,3333] 0,2222| 0,1481| 0,0988| 0,0658| 0,0439| 0,0293| 0,0195| 0,0130
x3 0 0( 0,3333| 0,2222| 0,1481| 0,0988| 0,0658| 0,0439| 0,0293| 0,0195
x4 0 0 0( 0,3333] 0,2222| 0,1481| 0,0988| 0,0658| 0,0439| 0,0293
x5 0 0 0 0| 0,3333| 0,2222| 0,1481| 0,0988| 0,0658| 0,0439
x6 0 0 0 0 0] 0,3333| 0,2222| 0,1481| 0,0988| 0,0658
X7 0 0 0 0 0 0( 0,3333] 0,2222] 0,1481| 0,0988
x8 0 0 0 0 0 0 0| 0,3333] 0,2222| 0,1481
x9 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,3333| 0,2222
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0( 0,3333

11. Tétel. Ha egy matrix diagonalis elemei pozitiv eldjeliiek €s értékiik 3, mig a toliik jobbra 1évo elemek
értéke -2, ennek inverze olyan matrix, ahol a sorok tekintetében balrol jobbra, illetve az oszlopok tekinte-
tében alulrdl felfelé haladva az elemek az dket megel6zd elem 2/3-ad értékének felelnek meg. Hasonlo-
képpen amennyiben 3 helyett 4 értéket irunk a diagonalisba, akkor az egymast kdvetd elemek az dket
megel6z6 elem 2/4 értékét adjak, ha 5 értéket irunk, akkor 2/5 értéket, ha 6-ot irunk akkor 2/6 értéket
kapunk ¢€s igy tovabb, vagyis a hanyados megfelel a diagonalisba irt értéktdl jobbra 1évo elem ¢€s a diago-

nalis elem hanyadoséanak.

36. Tablazat. (S;.,)" matrix inverze

Abrazoljuk a matrixot és inverzét
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Matrix

el
me2
Oe3
Oe4
érték

me5
O eb
ei \me7

oOe8

me9
mell

19. Abra. (S;., matrix

inverz

o x1
| x2
O x3
O x4
m x5
o x6
. | X7
d O x8
2 mx9
mx10

érték

—| N
— .

o7 o]
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Legyen matrixunk S;_3, azaz

20. Abra. (S;.)™ inverz abraja

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 X8 x9 x10

el 3 -3 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 3 -3 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 3 -3 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 3 -3 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 3 -3 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 3 -3 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 3 -3 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -3
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3

37. Tablazat. S;; matrix
Ennek inverze (S3_3)'1

el e2 e3 c4 e5 eb e7 e8 e9 el0

x1 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x2 0( 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x3 0 0] 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x4 0 0 0| 0,3333] 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x5 0 0 0 0( 0,3333] 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x6 0 0 0 0 0] 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x7 0 0 0 0 0 0] 0,3333| 0,3333| 0,3333| 0,3333
x8 0 0 0 0 0 0 0 0,3333| 0,3333| 0,3333
x9 0 0 0 0 0 0 0 0( 0,3333| 0,3333
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0,3333
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38. Tablazat. (S;;)” inverzmatrix
13. Tétel. Ha adott matrix diagonalis elemei pozitivak és értékiik 3, a tdliik jobbra 1év6 elemek negati-
vak ¢és értekiik szintén 3, akkor a matrix inverze olyan felsé trianguldris matrix, amelynek diagonalis
elemei és a folott 16vo elemei 1/3 értéket vesznek fel.
Abréazoljuk a matrixot és inverzét:

Matrix

mel
me2
oe3
Oe4
med
meb6
me7
oe8
med
mel0

érték

21. Abra. S;; matrix abraja

Inverzmatrix

Bx
- B7]
0x3
O x4
B x5
érték |Os
B x7
Ox8
L]
H x10




22. Abra. (S3_3)'1 inverzmatrix abraja

Az eddigiek soran 13 tételt fogalmaztunk meg. Hasonldan jarhatnank el a tovabbiakban is, bar eseten-
ként bonyolultabb helyzettel allunk szembe. A terjedelmességet keriilve a tovdbbiakban az eredmények
tételként torténd megfogalmazasat az olvasora bizzuk.

Most vizsgéljunk meg egy olyan S;_; tipusi matrixot, amely azonban egyes elemeiben renitensen eltér
az eddig targyalttol.

Tegyiik fel, hogy az S matrix elsé 4 vektora az Sy, szerint alakul, a negyedik és az 6todik vektora
viszont 1:2 aranyban viszonyul egymashoz, tehat Sy, és a tovabbiakban szintén az S;.; arany adodik, azaz

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 1 -2 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
e’ 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

39. Tablazat. Sl-l, SI-Z’ Sl-la matrix
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23. Abra. Sy, S1.2, S1.1, matrix abraja

Az abra j6l mutatja a kiugro értéket.

Ennek inverze:
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40. Tablazat. S, Si.2, S1.1, matrix inverze
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1,
érték

ei

O x1
X2
Ox3
O x4
H x5
O x6
W X7
O x8
X9
mx10

24. Abra. Sy, S, Si.1, matrix inverz dbraja
Latjuk, hogy a matrixot harom blokk abrazolja. Ebbdl két blokk olyan felsd triangularis matrixblokk,
amely elemeinek értékei egységek, egy blokk pedig olyan téglalap alaki, amely elemeinek értékei
kettesek. Természetesen valamennyi elem pozitiv.
Most tegyiik fel, hogy az 6todik vektor utdn visszadll az azt megel6z6 vektorokhoz valo 1:1 arany,
tehat csak az 5 vektor renitens, azaz matrixunk a kovetkezo:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 X8 x9 x10
el 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 1 -2 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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41. Tablazat. Visszaallitott aranyu Sy, S, Sz.1, S1.1, matrix




Ennek abréja:

A matrix inverze:

Matrix

' @et0

25. Abra. Visszasllitott aranyt matrix abraja
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42. Tablazat. Az (Si.1, S12, S2.1, S1.1) ™' inverz matrix
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Az inverz &braja:

oxi
B
ox3
ox
x5
o6
| X7
o8
)9
= x10

26. Abra. Az (S1.1,S12, S2.1, S1.1) ™' inverz matrix abraja

Most azt észleljiik, hogy az oszlopok magassaga, egy oszlopsor kivételével azonos. Egy oszlop magas-
sadga a tObbi magassaganak a fele.

Ez utébbi két matrix tipusa biztosan eléfordul a gyakorlatban, példaul a mar hivatkozott konyvemben
az 56 oldal, valamint a 64 oldal utan kovetkezo tablazatokban.

Vegyiink most egy olyan matrixot, amelynek diagonélis elemei a bal felsd cellatol jobb also celldig
valtozo pozitiv szamok, a tdliik jobbra 1évo elemek pedig valtozo negativ szdmok. Jeldljiik ezt Sy szim-
bolummal, arra utalva, hogy az elsé érték pozitiv, a masodik negativ, s ezek kiilonbozo értéket vehetnek
fel.

Vizsgaljunk meg els6ként egy olyan matrixot, amelynek diagonalis elemei a bal felsd saroktol a jobb
also sarokig 1-t6l 10-ig, a t6liik jobbra 1évo elemek pedig -1-t61 -9-ig valtoznak, a kdvetkezd tablazatban
foglaltak szerint:
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x10

10

x9
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x7

x6
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x4
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el

e2
e3
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[h)
eb
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e8
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el0

10, k=-1,-2,...,-9)

1,2,..

43. Tablazat. Sy, matrix (h

Ennek abrgja:

27. Abra. S, matrix (h

.,-9) abraja

10, k=-1,-2,..

1,2,..

A matrix inverze:

52



1 e2 e3 e4 e5 ) e’ e8 e9 el0
x1 1 0,5] 0,333333 0,25 0,2 0,166667| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x2 0 0,5] 0,333333 0,25 0,2 0,166667| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x3 0 0| 0,333333 0,25 0,2 0,166667| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x4 0 0 0 0,25 0,2 0,166667| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x5 0 0 0 0 0,2 0,166667| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x6 0 0 0 0 0| 0,166667| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x7 0 0 0 0 0 0| 0,142857| 0,125| 0,111111 0,1
x8 0 0 0 0 0 0 0| 0,125] 0,111111 0,1
x9 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,111111 0,1
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,1

44. Tablazat. S, matrix (h=1,2,...,10, k=-1,-2,...,-9) inverze

Latjuk, hogy az inverz matrixsorai balrdl jobbra haladva az adott oszlopban 1évd diagonalis elem
reciprok értékét veszi fel. Az inverz matrix oszlopainak értéke végig azonos, megegyezik a diagonalis
elem reciprok értékével.

Az inverz abrija:

érték

o x1
| x2
O x3
O x4
W x5
o x6
| x7
0o x8
mx9
mx10

28. Abra. S matrix (h=1,2,...,10, k=-1,-2,...,-9) inverzének abraja

53




Forditsuk meg most az elemek sorrendjét, s legyen matrixunk olyan, hogy a diagonalis elemek a bal

felsd saroktol a jobb also sarokig 10-t61 1-ig, a toliik balra 1évd elemek pedig -10-tdl -2-ig valtoznak.
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Ennek abrgja:

45. Tablazat

. Sp matrix (h=10, 9,...,1, k=-9,-8,...,-2)

érték

Oel
me2
oe3
Oe4
me5
Oeb
me7
Oe8
med

i |@mel0
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29. Abra. S, matrix (h=10,9....,1, k=-9,-8....,-2) abraja




A matrix inverze:

el e2 e3 e4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 0,1 0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 1
x2 O 0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 1
x3 0 0 0,125] 0,142857| 0,166667 0,2 0,25( 0,333333 0,5 1
x4 0 0 0| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25( 0,333333 0,5 1
x5 0 0 0 0| 0,166667 0,2 0,25( 0,333333 0,5 1
x6 0 0 0 0 0 0,2 0,25( 0,333333 0,5 1
x7 0 0 0 0 0 0 0,25( 0,333333 0,5 1
x8 0 0 0 0 0 0 0] 0,333333 0,5 1
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 1
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

46. Tablazat. S, matrix inverze (h=10, 9,...,1, k=-9,-8....,-2)

Most tulajdonképpen az eldbbi inverzmatrix forditottjat kapjuk.
Az inverz &braja:

30. Abra. S, matrix (h=10,9....,1, k=-9,-8,...,-2) inverzének abraja

Ox1
B0
Ox3
Ox4
LB
Ox6
B 7
Ox8
u9
=10
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Erdekes képet kapunk, ha a diagonalis elemeket és a tSliik jobbra 1évé elemeket véletlenszertien
valasztjuk meg. Egy ilyen matrixot latunk a kdvetkezdkben:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 5 -8 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 3 -9 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 7 -5 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 9 -7 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 4 -6 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 3 -2 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 2 -4 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1 -3 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 8 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

47. Tablazat. Sy, matrix (h és k véletlenszerii megvalasztasaval)

Ennek abréja:
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Oel
me2
oe3
Oed
me5
Oeb
me7
Oe8
med
mell

31. Abra. S, matrix abraja (h és k véletlenszerii megvalasztasaval)
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A matrix inverze:

el e2 e3 e4 e5 eb e7 e8 e9 el0
x1 0,2] 0,5333] 0,6857| 0,3809| 0,6666| 1,3333| 1,3333| 5,3333 21 0,3333
x2 0] 0,3333| 0,4285| 0,2380| 0,4166| 0,8333| 0,8333| 3,3333 1,25] 0,2083
x3 0 0] 0,1428| 0,0793| 0,1388| 0,2777| 0,2777| 1,1111| 0,4166| 0,0694
x4 0 0 0| O,1111] 0,1944| 0,3888| 0,3888| 1,5555| 0,5833| 0,0972
x5 0 0 0 0 0,25 0,5 0,5 2 0,75| 0,125
x6 0 0 0 0 0] 0,3333| 0,3333| 1,3333 0,5] 0,0833
x7 0 0 0 0 0 0 0,5 2 0,75| 0,125
x8 0 0 0 0 0 0 0 1| 0,375] 0,0625
x9 0 0 0 0 0 0 0 0| 0,125] 0,0208
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0,1666

48. Tablazat. Sy, matrix inverze (h és k véletlenszeri megvalasztasaval)

Célszerlinek tartom felhivni a figyelmet, hogy az inverz matrixok elemei k6zott nem talalunk negativ eld-
jelt elemet, bar a kiindulé matrix elemei kozott (a diagonalistdl eltérd elemek) negativ eldjelii elemek voltak.
Az inverz &braja:

Ox1
L EY]
Ox3
O x4
LB
Ox6
By7
Ox8
L]
B x10

32. Abra. S, matrix inverzének abraja (h és k véletlenszerii megvalasztasaval)
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Az eddigiek soran olyan matrixokat vizsgaltunk, amelyekben a diagondlis elemek pozitiv, a toliikk
jobbra (illetve felettiik) 1évd elemek negativ eldjeliiek voltak. Most forditsuk meg a problémat, s tegyiik
fel, hogy a diagonalis elemek tovabbra is pozitiv eldjelliek, a toliik balra, illetve alattuk 1évé elemek nega-
tiv eléjeltiek, s természetesen a tobbi elemek most is zérus elemek.

Vegylink el6szor egy olyan matrixot, amelynek diagonalis elemei pozitiv eldjelli egységek, a diago-
nalistol balra, illetve alattuk 1év6 elemek negativ eldjelli egységek, azaz S_;4;.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1

49. Tablazat. S_;,; matrix
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Ennek abréja:
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33. Abra. S_;,; matrix abraja

és inverze:

el0

€9

el

e/

e6

e5

e4

e3

e2

el

x1

x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

x10

50. Tablazat. S_i,; matrix inverze
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Inverz

O x1
B2
Ox3
O x4
LS
Ox6
B x7
Oxs
Hx
Ox10

érték

34. Abra. S_1;; matrix inverzének abraja

Ha ezt 6sszehasonlitjuk a 21. és a 22. tdblazatokkal és az azokat szemléltetd abrakkal, akkor azt latjuk,
hogy most a 21. és 22. tablak és a hozzatartozo abrak tiikorképét kaptuk. Amig ott az inverzmatrix felsd
triangularis, most als6 triangularis matrixot kaptunk.

Ugy vélem nem kell példakkal illusztralnom, hogy a fentick értelemszertien alkalmazhatok az dsszes
eddig targyalt matrixra.

Ismert az is, hogy az A matrix inverzének inverze, azaz (A™")" maga az A matrix, azaz (A™")'=A

Egyes esetekben egyébként érdekes nyomon kdvetni az inverz meghatarozasanak Iépéseit is.

Lassunk még egy érdekes esetet. Itt a bazis transzformacid egyes 1€pései soran keletkezett tablazatokat
is célszerlinek latom k6zoIni.

Az els6 1épésben tehat vegyiik a 45. tablazatban mar megismert matrixot és hatdrozzuk meg ennek
inverzét, kozolve 1épésrdl 1épésre a bazis transzformacid soran keletkezett tdblazatokat, azaz
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x10

x9

x10

x8

x9

x7

x8

x6

x7

x5

x6

x4

x5

x3

-1
-1

x4

1
1
1

e2

0,111111

e3
0,125
0,125

el
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0| 0,111111

e2

0,111111

0] 0,125

x1
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el0

el
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0| 0,111111

x1

x2
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e4
es
)
e’
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el0
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el e2 e3 e4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
x1 0,1 0,111111| 0,125| 0,142857 -1 0 0 0 0 0
x2 Of 0,111111| 0,125| 0,142857 -1 0 0 0 0 0
x3 0 0| 0,125] 0,142857 -1 0 0 0 0 0
x4 0 0 0| 0,142857 -1 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 6 -6 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 5 -5 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 4 -4 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0
€9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
el e2 e3 e4 e5 x6 x7 x8 x9 x10
x1 0,1 0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 -1 0 0 0 0
x2 0 O,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 -1 0 0 0 0
x3 0 0| 0,125| 0,142857| 0,166667 -1 0 0 0 0
x4 0 0 0| 0,142857| 0,166667 -1 0 0 0 0
x5 0 0 0 0| 0,166667 -1 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 5 -5 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 4 -4 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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el e2 e3 c4 e5 eb x7 x8 x9 x10
x1 0,1 0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 -1 0 0 0
x2 0 O,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 -1 0 0 0
x3 0 0 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 -1 0 0 0
x4 0 0 0| 0,142857| 0,166667 0,2 -1 0 0 0
x5 0 0 0 0| 0,166667 0,2 -1 0 0 0
x6 0 0 0 0 0 0,2 -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 4 -4 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

el e2 e3 c4 e5 eb e7 x8 x9 x10
x1 0,1 O0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25 -1 0 0
x2 0 O,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25 -1 0 0
x3 0 0 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25 -1 0 0
x4 0 0 0| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25 -1 0 0
x5 0 0 0 0 0,166667 0,2 0,25 -1 0 0
x6 0 0 0 0 0 0,2 0,25 -1 0 0
X7 0 0 0 0 0 0 0,25 -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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el e2 e3 e4 e5 ) e7 e8 x9 x10
x1 0,1 0,111111] 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 -1 0
x2 0 0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 -1 0
x3 0 0| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 -1 0
x4 0 0 0] 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 -1 0
x5 0 0 0 0 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 -1 0
x6 0 0 0 0 0 0,2 0,25| 0,333333 -1 0
x7 0 0 0 0 0 0 0,25| 0,333333 -1 0
x8 0 0 0 0 0 0 0 0,333333 -1 0
€9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

el e2 e3 e4 e5 ) e7 e8 e9 x10
x1 0,1 0,111111] 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 -1
x2 0 0,111111| 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 -1
x3 0 0 0,125| 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 -1
x4 0 0 0] 0,142857| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 -1
x5 0 0 0 0| 0,166667 0,2 0,25| 0,333333 0,5 -1
x6 0 0 0 0 0 0,2 0,25| 0,333333 0,5 -1
x7 0 0 0 0 0 0 0,25| 0,333333 0,5 -1
x8 0 0 0 0 0 0 0| 0,333333 0,5 -1
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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el e2 e3 c4 e5 ) e7 e8 e9 el0
x1 0,1 O,1111 0,125 0,1429| 0,1667 0,2 0,25 0,3333 0,5 1
X2 O O,1111| 0,125 0,1429| 0,1667 0,2 0,25 0,3333 0,5 1
x3 0 0 0,125 0,1429| 0,1667 0,2 0,25 0,3333 0,5 1
x4 0 0 0| 0,1429| 0,1667 0,2 0,25 0,3333 0,5 1
x5 0 0 0 0| 0,1667 0,2 0,25 0,3333 0,5 1
x6 0 0 0 0 0 0,2 0,25 0,3333 0,5 1
X7 0 0 0 0 0 0 0,25 0,3333 0,5 1
x8 0 0 0 0 0 0 0| 0,3333 0,5 1
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0,5 1
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

51. Tablazat. Sy, matrix (h=10, 9,...,1, k=-9,-8....,-2) és invertalasa

Mint mar el6bb is lattuk most tehat egy felso trianguldris matrixot kaptunk, amelynek oszlopai azonosak, s
az inverz matrix sorai balrol jobbra haladva az adott oszlopban 1évé diagonalis elem reciprok értékét veszik
fel. Az inverz matrix oszlopainak értéke végig azonos, megegyezik a diagonalis elem reciprok értékével.

Most tekintsiik Ujra a kiinduld matrixot:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 10 -10 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 9 -9 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 8 -8 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 7 -7 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 6 -6 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 5 -5 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 4 -4 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 3 -3 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 2 -2
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

52. Tablazat. Kiindulé Sy matrix (h=10, 9....,1, k=-9,-8....,-2)
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Most képezziink ebbdl egy olyan matrixot, amelyben a matrix elemei a kiindulé matrix elemeit eggyel

csOokkentik, azaz Sy.x — Sh-17k-1

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
el 9 -9 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 8 -8 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 7 -7 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 6 -6 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 5 -5 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 4 -4 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 3 -3 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 2 -2 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Most vonjuk ki a kiinduldé matrixbdl az elébbi matrixot, s az eredmény, (amelyet nevezziink redukalt,
matrixnak ¢és szimbolizaljuk R;-el, illetve a tovabbiakban Rj-vel /j=1,2,...n/) a kovetkezo lesz:

53. Tablazat. Sh-k — Sh-l'k—l matrix

x1| x2| x3| x4| x5| x6| x7| x8| x9| x10
el 1| -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1| -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 1] -1 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 1| -1 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 1| -1 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 1| -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 1| -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1| -1 0
€9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

54. Tablazat. R; matrix
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Most ismételjiik meg az el6bbi folyamatot az eldbbi Sy — Sy.q-.1 matrixszal, €s ezt folytassuk 1€pésrol-
1épésre mindaddig, amig zérus-matrixhoz nem jutunk. Nevezziik az igy nyert matrixokat tovabbra is redukalt
matrixoknak, indexben jelezve, hogy hanyadik 1épést hajtottuk végre, azaz hanyadik redukalt matrixndl tartunk:

x| x2| x3| x4| x5| x6| x7| x8| x9|x10
el 1| -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1] -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 1] -1 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 1| -1 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 1] -1 0 0 0 0
4) 0 0 0 0 0 1] -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 1| -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1] -1 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

55. Tablazat. R, matrix

x| x2| x3| x4| x5| x6| x7| x8| x9|x10
el 1| -1 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 1] -1 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
c4 0 0 0 1| -1 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 1] -1 0 0 0 0
4) 0 0 0 0 0 1] -1 0 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 1| -1 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
e9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

56. Tablazat. R; matrix
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57. Tablazat. R, matrix
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58. Tablazat. Rs matrix
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59. Tablazat. R; matrix
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60. Tablazat. R; matrix
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61. Tablazat. Rg matrix

x9| x10
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x3
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x1

el
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e9

el0

62. Tablazat. Ry matrix

71



x| x2| x3| x4| x5| x6| x7| x8| x9|x10
el 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
eb 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e’ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
€9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
el0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

63. Tablazat. R,y matrix
A kovetkez0 tablazat a zérus-matrix lenne, tehat a szamolast befejezettnek tekinthetjiik.
Ha most a redukalt matrixokat 6sszeadjuk, eredménytil természetesen a kiinduld matrixot kapjuk.
Képezziik most az R; matrixok inverzét. Az eldbbiekbol mar tudjuk, hogy az ilyen A, jellegl

matrixok inverzét nem kell szdmitassal meghatarozni, hanem azt egyszeriien fel tudjuk irni, hiszen ezek
inverze olyan felsé triangularis matrix, amelynek elemei egységek, azaz
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64. Tablazat. (R,)" matrix
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65. Tablazat. (R,)" matrix
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66. Tablazat. (R;)" matrix
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67. Tablazat. (Ry)" matrix
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68. Tablazat. (Rs)" matrix
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69. Tablazat. (R)" matrix
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70. Tablazat. (R,)" matrix
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X6

x5

x4

x3

x2

x1

el

e2
e3
ed
[h)
eb
e’
e8
e9

el0

71. Tablazat. (Rs)" matrix
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x9| x10

x8

x7

x6

x5

x4

x3

x2

x1

el

e2
e3
e4
es
eb
e’
e8
e9

el0

72. Tablazat. (Ro)™" matrix

x9| x10

x8

x7

X6

x5

x4

x3

x2

x1

el

e2
e3
ed
[h)
eb
e’
e8
e9

el0

73. Tablazat. (Ryo)" matrix
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Ha most az inverz matrixokat dsszeadjuk a kovetkezd matrixhoz jutunk.

el 1
e2
e3
e4
[h)
eb
e’
e8
e9
el0

(=) el lev) fer] fen ) fen ) far ) Jan) fan ) Kan)
(=) el {er) feu] fen ) e ) far ) Jan) iX ) o)
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=) el fer) fer) fen R EenJ N EENEENEEN|
SOOI N[NV
O IO | |D|Nn|n[h|h|n|n
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e e i e i Y Y Y I

74. Tablazat. Az inverz matrixok 0sszegzése

Olyan matrixot kaptunk tehat, amelynek elemei az oszlopokban azonosak, megegyeznek a kiindulo
matrix diagondlis elemeivel.

Erdekes, hogy ezeknek az elemeknek a reciprok értéke a kiindulé matrix inverze elemeivel egye-
zik meg. Vajon miért?
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3. Egyszerisitett gyakorlati alkalmazasi példa

A tovabbiakban egyszerlsitett linearis programozasi, gyakorlati példat mutatok be, ezen keresztiil
szemléltetve a fentiekben kifejtetteket. Az egyszertsitésre az kényszerit, hogy a gyakorlatban eléfordulo
linearis programozasi modellek bemutatasara, azok nagy mérete miatt e konyvben nincs lehetdség.

Legyen tehat feladatunk a kovetkezd:

Mivl | MGv2 | Miv3 | Miv4 | Miv5 | Miv6e| Eszl| Esz2 b
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-8 0 0
0 -9 0
0 0 1000

-25 -30 0

75. Tablazat. Egyszerusitett linearis programozasi modell
A modell a kovetkezoket fejezi ki:
Egy terméket termeliink (Term), amelynek eldallitasdhoz 6-féle miiveletet kell elvégezni (Miivl,
Miv2, ..., Miiv6). A miiveletek elvégzéséhez kétféle eszkozt hasznalunk (Eszl, Esz2)

Az adott munkadarabon (a teljes munkadarabon), minden miiveletet el kell végezni, tehat a munka-
darab ¢és a miiveletek méretiiket (mennyiségiiket) tekintve megegyeznek.
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Az els6 eszkozt (Eszl) az elsd miiveletnél 0,3 a harmadiknal 0,5 az 6todiknél 0,1 o6raig hasznaljuk,
hogy a sziikséges munkafolyamatot, megmunkalast elvégezziik.

A masodik eszkozt (Esz2) a masodik munkamiiveletnél 0,4 a negyedik miiveletnél 0,2 a hatodik miive-
letnél 0,4 6rdig hasznaljuk, hogy a sziikséges munkafolyamatot, megmunkalast elvégezziik.

Az els6 gép napi 8 ora kapacitassal, a masodik napi 9 ora kapacitassal dolgozhat, a napi gépkoltség (pl.
gépbérlet, vagy amortizacid) az elsd gépnél 25, a masodiknal 30 pénzegység.

Ismerjiik még a miveleteknél felmerild egyéb koltségeket, pl. lizemanyag, kendéanyag, munkabér,
stb.) Ezt talaljuk a miiveleteknél az utolso sorban.

Természetesen a koltségek negativ eldjellel szerepelnek.

Ismerjiilk még, hogy a terméket darabonként 5000 Ft-ért tudjuk értékesiteni, azonban ezekbdl leg-
feljebb 1000 darab adhat¢ el.

A relaciokat helykimélés miatt nem jeloltem, nem képeztem e célbdl kiillon oszlopot, vegylik ugy,
hogy a relaciok kisebb-egyenld, vagy egyenld (esetiinkben mindegy) formaban vannak megadva.

A modell egyes részeit szdndékosan szineztem ki, annak megfelel6en, ahogyan az 1. fejezetben a
modellt a 6. Téablazatban blokkokra bontottam és a 7. kijeloltem az elvégzendé miiveleteket, tehat

u* X, 2%k y*
X’ At ATA” 0 = 0
u -B’A’"! B”-B’ A’ A” F < 0
u; D’A’! D”’-D’ A A G = B
>
_p,*Aa-l p”*_p’*Aa-l A’ C* 0

7. Tablazat. A bazis-transzformacio utan kapott eredmény

Kényelmi okokbol a miveletek elvégzését két matrix szorzataként fogom végezni, tehat a vektorral
valo szorzasokat, sot s skaldrral valo szorzast is matrixként fogom fel.

Az elsd 1épésben vegylik a piros szinnel jellt 6 sorbol €s 6 oszlopbdl all6 A’ matrixot €s hatarozzuk
meg annak inverzét, azaz A" inverz matrixot. Mint tudjuk, ennek inverze olyan felsd triangularis matrix,
amelynek diagonalis elemei €s a diagonalis feletti elemek egységek, a diagonalis alatti elemek nullak,
ezért ennek az inverzét minden szamitas nélkiil felirhatjuk, azaz:
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76. Tablazat. Az A’ matrix inverze

A kovetkez6 1épésben hatarozzuk meg a -B’A’" matrixszorzatot, azaz:

B
o |03, 0 [-0,5] 0 |-0,1
0 0O [-04] O |[-02] O
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
X
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A
1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1
-B’A”"!
0/ -0,3] -0,3] -0,8] -0,8] -0,9
0 0| -04| -04] -0,6] -0,6
-1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Az u; sorban 16v6 -D’A’" és D”-D’ A’ A” értékek meghatarozasaval nem kell foglalkoznunk,
mivel egyszerisitett modelliinkben azok nem szerepelnek.

Hatarozzuk meg most a A’ matrixhoz tartozd célfiiggvény egyiitthatok értékét, azaz -p’*A’™" értékeit.
Matrixszorzatként ezt a kvetkezoképpen irhatjuk fel:

9

5000 -4| -

(=) e} fer )l few ) e
(=) e} e}l e} e
(=) e} fer )l fer) Fan )
OO IO O |W
(=) [e) fen )l e} e}
(=] o) e} e} fan)
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_pa*Aa-l

5000| 4996 | 4991 | 4988 | 4984 | 4982
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Hatarozzuk meg most a A’"A”’ értékét




’_IA”

>

il =l =] ==} fen) fan)

k=l ==l ) fan

k=l ==l e} fan

k=l ==l e} fan’

i =l =] == fen) fan)

i =l =] == fen} fan)

A kovetkezd feladat a B’-B’ A A’’ meghatarozasa
B’ b




A -B’ A’ mar az elébbiekbdl ismert, azaz

0| -0,3] -0,3| -0,8| -0,8| -0,9
0 0| -04| -04| -0,6| -0,6
-1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Ugyancsak ismert a A”’

A miiveletek elvégzésének eredménye
B’’-B’ A9-1 A’
0,9

1
1
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Végiill még a p’*-p’*A>"' A’ kiszamitisa maradt. Tekintve, hogy mar a szamitasok nagy részét

elvégeztiik, ez nem jelent problémat, igy ismertetésétdl eltekinthetiink.

Ha most az igy kiszdmitott matrixokat a modellbe behelyettesitjiik a kovetkezoket kapjuk:

M1 M2 M3 M4 M5 M6| Muv6| Eszl| Esz2 b
Term -1 0 0 0
Miuvl -1 0 0 0
Miv2 -1 0 0 0
Miv3 -1 0 0 0
Miuiv4 -1 0 0 0
Miv5 -1 0 0 0
El 0 -0,3 -0,3 -0,8 -0,8 -0,9 0,9 -8 0 0
E2 0 0 -0.4 -0,4 -0,6 -0,6 1 0 -9 0
Ter -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 0 0 1000
Cf -5000| -4996| -4991| -4988| -4984| -4982| 4981 -25 -30 0

Most tehat egy olyan kozbensd bazismegoldashoz jutottunk, amely képletesen szolva, azaz vulgarisan
fogalmazva azt mutatja, hogy amennyiben az adott termékbdl 1000 egységet kivannank eldallitani, de még
nem végeznénk el miiveletet és nem hasznalnank fel eszk6zt, akkor a jovedelmiink nulla pénzegység lenne,
s felmeriilne egy sor elvégzendd miivelet €s eszkOzigény, ami jelenleg, mint varhato koltség jelentkezik.
Latjuk azonban, hogy van olyan modellvaltozo, a Miiv6, amelynek célfiiggvény értéke pozitiv, tehat a
bazis-transzformacié folytathatd, a Mlivé bevonhatd a bazisba. (Megjegyezném, hogy — mint tudjuk — a
piros szinnel jelolt adatok — mint ismerjiik — minden szamolas nélkiil felirhatdk voltak.)

A tovabbiakban tehat folytathatnank a bazis-transzformaciot. E helyett azonban végezziik el a modell
megoldasat az elemi bazis-transzformacié alkalmazéasaval. Most a teljes tablazatsorozatot kézreadom, s
latni fogjuk, hogy a fenti tdblazat — mint természetes — itt is szerepelni fog, s ott folytatjuk tovabb a sza-
molast.
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Nézziik tehat a modell megoldasat elemi bazis-transzformacioval, 1épésrdl 1épésre: (A generdld elemeket
piros szinnel jeldltem.)

Esz1 Esz2 b

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

-8 0 0

0 -9 0

0 0 1000

-25 -30 0

M1 Miuvl Muv2| Muv3 Miav4| MivSs Miv6 Esz1 Esz2 b

Term 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
M2 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0
M3 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
M4 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0
M5 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0
M6 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
El 0 0,3 0 0,5 0 0,1 0 -8 0 0
E2 0 0 0,4 0 0,2 0 0.4 0 -9 0
Ter -1 1 0 0 0 0 0 0 0 1000
Cf -5000 4996 -5 -3 -4 -2 -1 -25 -30 0
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M1 Miuv4 Miv6 Esz1 Esz2 b
Term 1 -1 0 0 0 0
Mivl 0 -1 0 0 0 0
Miuv2 0 -1 0 0 0 0
Muv3 0 -1 0 0 0 0
M5 0 1 0 0 0 0
M6 0 0 -1 0 0 0
El 0 0,8 0 -8 0 0
E2 0 0,6 0,4 0 -9 0
Ter 1 1 0 0 0 1000
Cf 4984 -1 -25 -30 0

M1 M5 Miv6 Esz1 Esz2 b
Term 1 1 0 0 0 0
Mivl 0 1 0 0 0 0
Miuv2 0 1 0 0 0 0
Muv3 0 1 0 0 0 0
Miuv4 0 1 0 0 0 0
M6 0 0 -1 0 0 0
El 0 -0,8 0 -8 0 0
E2 0 -0,6 0,4 0 -9 0
Ter 1 -1 0 0 0 1000
Cf -4984 -1 -25 -30 0
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M1 M2 M3 M4 M5 M6| Miv6o Eszl Esz2 b
Term -1 0 0 0
Miuivl -1 0 0 0
Miuv2 -1 0 0 0
Muv3 -1 0 0 0
Muv4 -1 0 0 0
Miuv5 -1 0 0 0
El 0 -0,3 -0,3 -0,8 -0,8 -0,9 0,9 -8 0 0
E2 0 0 -0,4 -0,4 -0,6 -0,6 1 0 -9 0
Ter -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 0 0 1000
Cf -5000 -4996 -4991 -4988 -4984 -4982 4981 -25 -30 0

M1 M2 M3 M4 M5 M6 El Eszl Esz2 b
Term 1,0 0,7 0,7 0,1 0,1 0,0 1,1 -8.9 0,0 0
Mivl 0,0 0,7 0,7 0,1 0,1 0,0 1,1 -8.9 0,0 0
Miuv2 0,0 -0,3 0,7 0,1 0,1 0,0 1,1 -8.9 0,0 0
Muv3 0,0 -0,3 -0,3 0,1 0,1 0,0 1,1 -8.9 0,0 0
Miuv4 0,0 -0,3 -0,3 -0,9 0,1 0,0 1,1 -8,9 0,0 0
Miuv5 0,0 -0,3 -0,3 -0,9 -0,9 0,0 1,1 -8.9 0,0 0
Miuv6o 0,0 -0,3 -0,3 -0,9 -0,9 -1,0 1,1 -8.9 0,0 0
E2 0,0 0,3 -0,1 0,5 0,3 0.4 -1,1 8,9 -9,0 0
Ter -1,0 -0,7 -0,7 -0,1 -0,1 0,0 -1,1 8,9 0,0 1000
Cf -5000,0| -3335,7| -3330,7| -560,4| -556,4 -1,0| -5534,4| 44250,6 -30,0 0
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MI M2 M3 M4 M5 M6 El Esz1 Esz2 b
Term 1 1 0,6 0,6 0,4 0,4 0 1 -9 0
Mivl 0 1 0,6 0,6 0,4 0,4 0 1 -9 0
Miuiv2 0 0 0,6 0,6 0,4 0,4 0 1 -9 0
Miuv3 0 0 -0,4 0,6 0,4 0,4 0 1 -9 0
Muav4 0 0 -0,4 -0,4 0,4 0,4 0 1 -9 0
Miv5 0 0 -0,4 -0,4 -0,6 0,4 0 1 -9 0
Miv6 0 0 -0,4 -0,4 -0,6 -0,6 0 1 -9 0
E2 0,0 0,0 0,0 0,1 0,0 0,0 -0,1 0,1 -1,0 0
Ter -1 -1 -0,6 -0,6 -0,4 -0,4 0 -1 9 1000
Cf -5000,0| -4995,1| -2998,8| -2994,2| -1994,6| -1992,3 -3,1|  -4978,2| 447737 0

MI M2 M3 M4 M5 M6 El E2 Ter b
Term 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1000
Miuivl -1 0 0 0 0 0 0 0 1 1000
Miuiv2 -1 -1 0 0 0 0 0 0 1 1000
Miuv3 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 1 1000
Miv4 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 1 1000
MivS5 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 1 1000
Miiv6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 1 1000
El -0,1 -0,1 -0,1 0,0 0,0 0,0 -0,1 0,0 0,1 112,5
E2 -0,1 -0,1 -0,1 -0,1 0,0 0,0 0,0 -0,1 0,1 111,1
Cf -25,1 -20,2 -13,9 -9,3 -4,6 -2,3 -3,1 -3,31  -4974,9| -4974854

Lathatjuk, hogy a hetedik tabldzatnal jutottunk el az elébbi bazismegoldashoz, s innen folytatva a

bazis-transzformaciot, a tizedik tablazat adta az optimalis megoldast.
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Az optimalis megoldas szerint 1000 egységnyi terméket allitunk eld, minden miiveletbdl elvégezziik
(megmunkaljuk) az 1000 egységet, az elsd eszkdzbdl 112,5 orat, a masodikbol 111,1 o6rat forditunk a
termék eldallitdsara, s Osszesen 4 974 854 Ft jovedelmet ériink el. A tadbldzat utolsé sora tartalmazza a
dualis megoldast, vagy arnyékarakat, megmutatva, hogy tovabbi egységnyi termelés, illetve egységnyi
miiveletek, vagy eszkozfelhasznéalas esetén mennyivel lehetne novelni a jovedelmet.

sHekosk

Az eddigiek soran csak néhany lehetdséget villantottam fel a matrixok inverzével kapcsolatban.

Lattuk, hogy specialis matrixok inverze minden szamitas nélkiil felirhaté, s ez fiiggetlen a matrix
méretétol. Az vizsgalt 10x10-es matrixok eredménye tehat kiterjeszthetd tetszéleges méretli matrixokra,
illetve adott matrixbdl olyan méretet hasznalhatunk fel, amilyenre sziikségiink van.

Lattuk azt is, hogy az elemek értékeinek valtoztatasaval matrix sorozatokat képezhetiink, s ezek
inverzét is felirhatjuk, minden szamitas nélkiil.

Megallapitottunk ennek soran néhany tételt is, s tovabbi tételek megallapitasat az olvasokra bizom.

Megismerhettiik azt is, hogy specialis matrixok, tobbek kozott a bemutatott matrixok koziil egyik-masik a
gyakorlati feladatok vizsgalatanal is szoba johet. Erre a 3. pontban egyszerUsitett gyakorlati példat is lattunk.

Az, hogy a vizsgalt, valamint altalunk képezhetd végtelen sok lehetdség koziil barmely matrixnak és
inverzének lehet-e gyakorlati haszna, az tovabbi vizsgalatok targya lehet. Véleményem szerint e
tekintetben igen sok lehetdség van arra, hogy fiatal szakemberek 1j eredményekhez jussanak.

Kérdés, hogy milyen modon lehet, vagy lehet-e altalaban matrixokat, s milyen matrixokat, olyan
specialis matrixokka alakitani, amelyek inverze szamolas nélkiil felirhat6?

A specialis matrixoknak és inverziiknek a vizsgalata lehet érdekes €s lehet hasznos is. Az is lehet, hogy
csak érdekes, hasznossag nélkiil, vagy nem érdekes ugyan, de hasznos. Hogy melyik vizsgalatra milyen
megallapitast tehetiink, ahhoz el kellene végezni ezeket a vizsgalatokat, illetve azokat, amelyek az olvaso-
ban a végtelen sok lehetdség koziil felvetddnek. Azt hiszem ezek a vizsgalatok a tudomanyok irant
érdeklodo fiatalokra varnak.

Nosza rajta!

Akit érdekel, a végtelen sok lehetdség, vizsgalodjon tovabb!

En most csak ennyire jutottam.
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