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Jo szerszammal orom a munka.

Bevezetés

A multilinedris és homologikus algebra a modern matematika egyik alapvet6 nagy hatoé-
tavolsagu eszkoze, amely sok matematikus eszkoztarahoz hozzatartozik. A jelen jegyzet
ebbe a témakorbe ad egy egyszerli bevezetést, nem torekedve a teljességre, viszont alkal-
mazkodva a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem matematikusképzésének
a sajatossagaihoz.

Példanak okaért a homologikus algebréanak az alkalmazasok szempontjabol igen fon-
tos haladdobb fejezeteirdl, mint példaul a spektralis sorozatok vagy a derivalt kategoériak
elmélete, itt nem ejtiink szot, cserében az ismeretett irodalomban tobb helyen is eloke-
riilnek.

A jegyzet a szerzonek a BME Természettudomanyi Karan tartott ,Kommutativ al-
gebra és algebrai geometria”,  Bevezetés az algebrai topolégiaba”, és ,,Homologikus algeb-
ra” cimmel tartott el6addsaira, illetve az Albert-Ludwigs-Universitéat Freiburg egyetemen
»,Algebra und Geometrie vollstindig integrabler Systeme” cimel tartott el6adasaira ala-
pul, ezenkiviil hattérként szolgal BME TTK-n tartott ,Multilinedris algebra” és ,,Haladé
linedris algebra” targyakhoz is.

Az ismertetett matematikai anyag mara lényegében kanonikussa vélt, ami egyre in-
kabb a prezentaciora is vonatkozik, igy a szerzo hozzajarulasa a létezo irodalomhoz nem
jelentGs.

Célkozonség és sziikséges elbismeretek

Noha az alapképzésbe nem szokott beleférni, a multilinearis és homologikus algebra helye
rogton ott lenne a Linedaris Algebra és Algebra I. tantargyak utan. Ennek megfelel6en
az algebrai anyagot olyan részletességgel targyaljuk, hogy az alapképzés egy érdklédo
masodéves matematikus hallgatdja szamara onalléan is megemésztheto legyen.

A multilinearis algebra fizikus hallgaték szamara megkeriilhetetlen, a tenzorkalkulus
majd mindegyik elméleti fizikai targy szerves része. Ugyan a bevett jelolésrendszereke
erosen eltérnek az altalunk alkalmazottaktdl, ez némi kezdeti atallasi befektetés utan
nem szabadna, hogy problmémat jelentsen. A jegyzet jelenlegi forméajaban a fizikdban
felmeriil6 igényeknek egyeldére csak egy kisebb részével foglalkozik, azt azonban olyan
részletességgel, hogy remélhetdleg egyéni tanulasra is alkalmas.

Az algebrai anyag szempontjabdl idealis esetben el6ismeretként a BME TTK-n okta-
tott 'Linedris algebra’ és "Algebra I.” targyak elvégzését, és a kommutativ gytrik feletti
modulusok elméletében valé enyhe jartassagot tesziink fel. A szinguldris homoldgia-
elmélettel, illetve a szimplektikus geometriaval foglalkozd részek emellett feltételeznek
topoldgiai, illetve sokasagelméleti alapismereteket.



Egyes alkalmazasokhoz, példakhoz, megjegyzésekhez sziikség lehet komolyabb mate-
matikai érettségre, vagy méas szakteriileteknek (tipikusan a geometria valamilyen forma-
janak) az ismeretére. Ez a tananyag f6sodrat nem érinti.

Ezzel egyiitt — foleg a fizikai alkalmazasok esetében — batran neki lehet vagni a
jegyzetnek pusztan a valds és komplex szamtestek feletti linearis algebra ismeretében.

A jegyzet irasa soran fontos cél volt, hogy 6nallé tanuldsra alkalmas legyen.

Irodalom

A multilinearis és homologikus algebranak tankonyvszinten is kiterjedt irodalma van, en-
nek attekintésével nem is probalkozunk. Fontosnak tartjuk ugyanakkor, hogy fogddzdkat
adjunk a tovabbi tanulményokhoz, illetve més megkozelitéseket is elérhetové tegyiink.
Igyekeztiink minél tébb téméaban ingyenesen hozzaférheté anyagokat is ismertetni.

Az aldbb ismertetett miivek mindegyike jéval tovabb eljut a multilinedris és/vagy
homologikus algebra targyaldasaban, mint azt a jelen jegyzet keretei lehetové teszik. A
lista természetszertileg tavolrdl sem teljes, és inkdbb a szerzo6 izlését tiikkrézi mint barmi
mast.

MULTILINEARIS ALGEBRA:

e Valter Moretti: Multi-linear algebra, tensors, and spinors in mathematical physics,
www.science.unitn.it/~moretti/tensori.pdf, 2012.

e D. G. Northcott: Multilinear algebra | ]

e Scheja—Storch: Lehrbuch der Algebra. Teil 2. (German) | .

e Tin-Yau Tam: Multilinear Algebra,

http://www.auburn.edu/ tamtiny /Multilinear Algebra.pdf, 2011.

HOMOLOGIKUS ALGEBRA:

e Glen Bredon: Topology and geometry | ]

e Brian M. Osborne: Basic homological algebra | ]

e J. J. Rotman: An introduction to homological algebra | ]

e Charles Weibel: An introduction to homological algebra | ]

SPEKTRALIS SOROZATOK ES DERIVALT KATEGORIAK:

e Sergei I. Gelfand, Yuri I. Manin: Methods of homological algebra | ].
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http://www.auburn.edu/~tamtiny/Multilinear Algebra.pdf

e Joseph Lipman: Notes on derived functors and Grothendieck duality,
http://www.math.purdue.edu/~lipman/Duality.pdf.

e Dragan Milicic: Lecture notes on derived categories,
http://www.math.utah.edu/~milicic/Eprints/dercat.pdf.

e John McCleary: User’s guide to spectral sequences [McCO1].

ALGEBRAI TOPOLOGIA:
e Glen Bredon: Topology and geometry [Bred3].

William Fulton: Algebraic topology. A first course [Ful9s].

Allen Hatcher: Algebraic topology [Hat02], letolthet6 a szerz6 honlapjardl:
http://www.math.cornell.edu/~hatcher /AT /ATpage.html.

William S. Massey: A basic course in algebraic topology [MasO1].

Ralph Stécker, Heiner Zieschang: Algebraische Topologie [S794].

ALGEBRAI GEOMETRIAI ALKALMAZASOK:
e Donu Arapura: Algebraic geomety over the complex numbers [Aral?2].

e Andreas Gathmann: Algebraic geometry,
http://www.mathematik.uni-kl.de/~gathmann /class/alggeom-2002/main.pdf,
2012.

e Giinter Harder: Lectures on algebraic geometry I. [Har0g].

e Robin Hartshorne: Algebraic geometry [Har77].

DIFFERENCIALGEOMETRIAI ALKALMAZASOK:

e Brian Conrad: Differential geometry handouts,
http://math.stanford.edu/~conrad/diffgeomPage /handouts.html.

e Daniel Huybrechts: Complex geometry [Huyv05].

e Joel W. Robbins, Dietmar A. Salamon: Introduction to differential geometry,
http://www.math.ethz.ch/~salamon/PREPRINTS /diffgeo.pdf, 2013.

o Wulf Rossmann: Lectures on differential geometry,
http://www.courseweb.uottawa.ca/Mat4183 /Rossmann_DiffGeo.pdf, 2003.
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e Theodore Frankel: The geometry of physics [ ]

SZIMPLEKTIKUS GEOMETRIA:

e Ana Cannas da Silva: Lectures on symplectic geometry | |, letolthetd a szerzd
honlapjardl is: http://www.math.ethz.ch/~acannas/Papers/lsg.pdf

e Dusa McDuff, Dietmar A. Salamon: Introduction to symplectic topology | ]

e Eckhard Meinrenken: Symplectic Geometry
http://www.math.toronto.edu/mein/teaching/sympl.pdf

Ko6szonetnyilvanitas

Koszonet illeti a BME TTK Matematika Intézetét és Ronyai Lajost, illetve az Albert-
Ludwigs-Universitédt Freiburg Matematika Intézetét és Stefan Kebekus-t a munkam téa-
mogatasért, és amiért lehetévé tették, hogy a fent emlitett eloadasok létrejojjenek, tovab-
ba Oliver Fabert-et a kozos munkéért az ,Algebra und Geometrie vollsténdig integrabler
Systeme” cimi targy soran.

Legféképpen pedig szeretném megkoszonni a jegyzet lektoranak, Mészaros Tamésnak
a rendkiviil lelkiismeretes munkajat’

LA jegyzetben maradt esetleges hibdkért kizardlag a szerzd felelds.
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I. rész

Multilinearis algebra



1. fejezet

Alapveto fogalmak

A multilinearis algebra a nevébodl is lathatéan vektorterek vagy altalanosabban gytirik
feletti modulusok kozotti multilinearis leképezésekkel foglalkozik. Mivel az alkalmazasok
soran a szinguldris homolégiaelméletet is szeretnénk targyalni, mi itt kommutativ gytriik
feletti modulusokkal fogunk dolgozni. Ezzel egyiitt fontos megjegyezni, hogy a legtobb
itt ismertetésre keriilé eredmény valamilyen formaban nemkommutativ gytriik feletti
modulusokra is altaldnosithato.

A tovabbiakban tehat egy R kommutativ gytirt feletti modulusokkal fogunk foglal-
kozni.

1.1. Megjegyzés (Multilinearis algebra testek felett) Abban az esetben, ha a kom-
mutativ algebra feletti munka tilzott dltaldnossagnak tinik (mint példdul legtobb fizikai
alkalmazds esetén), a mindenféle veszteséq nélkiil feltehetd, hogy R egy test (akdr a valds
vagy komplex szamtest). Fontos tudnivald, hogy ekkor minden R-modulus szabad lesz
(hiszen minden vektortérnek van bdzisa).

Tovabbi egyszerisitést jelent, ha feltessziik, hogy minden vektortér véges dimenzids,
dm ekkor madr bizonyos alkalmazdsok (példaul a kvantumszdmitogépes algoritmusok ird-
nydban) kiesnek a tdrgyalt korbdl.

1.2. Definicié (Multilinearis leképezés) Legyen m egy pozitiv egész szam, N, illetve
My, ..., M, pedig R-modulusok. Eqy

¢o:M x...x M, — N

fiigguényt m-multilinearisnak (vagy csak egyszeriien multilinearisnak) hivunk, ha min-
den 1 < 1 < m esetén ¢-nek az i-edik koordindtdra tortnénd megszoritdsa eqy line-
aris leképezést ad. Részletesebben: minden 1 < 1 < m esetén igaz, hogy tetszioleges
vy € My, ..., € M;_y,v;,v) € My, vip1 € Miyq, ..., 0, € M, elemekre és r,r’ € R
gyurielemekre teljestil, hogy

1y Ui—1, 7 /27 i+1y: -y Um)—
o(v Vim1, TV + 10,0 Upm)

7 QUL Vi1, Vi Vigdy - Um) 17 G010 01, U, Vi, Um)

6



Az My X ... X M,, — N multilinedris leképezések R-modulusdt L(M, ..., M,,;N) jeldli.
1.1 Feladat Ellendrizzik, hogy L(Mj, ..., My; N) valdban egy R-modulus.

1.3. Megjegyzés Fontos tudnivalo, hogy az My X ... x M,, — N R-linedris leképe-
zések Hompg(M; X ... X M, N) R-modulusa nem azonos L(My, ..., My; N)-nel. Erre
tobbféleképpen is rd lehet vildgitansi.

A legegyszeriibb talan egy konkrét példa: leqgyen R =7, My = My = Z ® Z, N = 7.
Ekkor a

¢ZM1XMQ — N

b
(o] ]) = abon

leképezés 2-multilinedris, de nem linedris.
Kicsit dltaldnosabban, legyen ¢ € L(My, My; N) és ¢ € Homp(M; x My, N). Ekkor

tetszbleges v1, v, € My €s vy, v, € My elemekre
s Y1 » Y2

P(vr + 0], v +vy) = (1 + vy, va) + Bvr + vy.vy)
= ¢(Ulu U2) + gb(”i? UQ) + qb(vla Ué) + d)(viu Ué) )

illetve

V(v 4+ v, 02 +vy) = P(v1,v2) + (v, v3)
= P(v1,0) +1(0,v2) + (v, 0) +¥(0,v5) .

Eqgy fontos kilonbség azonnal ldtszik: mivel ¢p(vy,*) linedris leképezés a mdsodik koordi-
ndtaban, ¢p(v1,0) = 0, hasonloképpen ¢(0,ve) = 0. Mdsrészt 1(vy,0) = 0 nem kovetkezik,
sot, dltalaban nem s igaz.

1.2 Feladat Mutassunk olyan v € Homg(M; X M, N) és vy € My elemeket, amelyekre
w(vb 0) % 0.

1.4. Példa (Példak multilinedris leképezésekre) Az aldbbiakban jol ismert példd-
kat hozunk multilinedris leképezésekre. Minden esetben igazoljuk, hogy az adott leképezés
valoban multilinedris.

1. w: Rx R— R, ahol u(r,s) =rs.
2. Legyen A € M, ,(R) rdgzitett m x n-es mdtriz, My = R™, My = R™. Ekkor a
d(v, w) = v’ Aw

hozzdrendelés multilinedris.



3. Legyen M tetszoleges R-modulus, ev: M* x M — R a kiértékelés, vagyis ¢ € M*
és v € M esetén ev(p,v) = ¢(v).

4. Tetszoleges M végesen generdlt R-modulus esetén a determindns mint
det: M x...x M — R

leképezés multilinedris.

1.5. Jeldlés Amennyiben My = My = ... = M,,, akkor L(M, ..., M; N) helyett gyakran
irunk L(M™); N)-et. Hasonloképpen, ha ¢ € L(M™): N), v € M, akkor

o™ (v, v) .

1.6. Definicié (Szimmetrikus és alternalé leképezések) Legyen ¢ € L(M™); N)
eqy multilinedris leképezés. Azt mondjuk, hogy ¢ szimmetrikus, ha minden ¢ € Sym™
permutdcio és minden vy,...,v, € M esetén

P(Vo(1)s - - s Vo(m)) = P(V1, . .., Um)
A ¢ leképezést alternalonak nevezzik, ha tetszéleges vy, ..., v, € M elemekre
d(v1, .. Uy) =0,
amennyiben v; = v; valamely 1 <1 < j < m indexpdrra.

1.3 Feladat Tegyiik fel, hogy char R # 2. Mutassuk meg, hogy eqy ¢ € L(M™;N)
leképezés pontosan akkor alterndlo, ha minden o € Sym™ permutdciora és tetszdleges
V1, ...y U € M elemekre

A(Vo(1)s - -+ Vo(m)) = 580(0) - G(V1, ..., Um) .

1.7. Megjegyzés Legyenek My, ..., M,, szabad R-modulusok, E; = {e;, | 1 < a <d;}
az M; szabad modulus egy bézisa, ahol d; jeloli M; rangjat.
Legyen tovabba

T€T(dy, . d) S,y o x {1, d )

Tetszoleges v; € M; elemek egyértelmiien irhaték

d;
Vi = E Q4,5;€i5;

Ji=1



alakba, ahonnan egy tetsz6legesen valasztott ¢ : L(Mj, ..., M,,; N) multilinearis leképe-

zésre

dy dm
¢(v1,...,vm) = w<z aleele,..., Z am,jmei,jm)

Ji=1 Im=1

dy dm
= Z Z(G’le et am,jm> 'w(el,jlf"

A=l jm=1
a 1 leképezés multilinearitdasa miatt. Tovabbmenve

= Z aJ¢(€J> 5

JEI(dy,..,dm)

ahol

def

J - (]1 ,]m)EI(dl,,dm),

y .
def ,

ay = H Q; 4, 5 €5

1

def

€; = (617j17 s 7€m7jm) :

9 €m7,]m )

Lathatd, hogy a v fiiggvényt az {e; | J € I(dy,...,d,)} elemrendszeren felvett értékei
egyértelmiien meghatarozzak. A kovetkezo 1épésben igazolni fogjuk, hogy az elobb em-
litett {e; | J € I(dy,...,dn)} elemrendszeren tetsz6legesen megadott hozzarendeléshez

létezik (pontosan egy) multilinedris kiterjesztés.

Jelolje az e; elem kivant képét w;. Ekkor a multilinearitds miatt egy (vq,...,Un)

elemhez, amelyre
d;
Ui = § :ai,jieiﬂji )
Ji=1

sziikségképpen a

def
z/z(vl,...,vm):e Z ajwy

Jel(di,..,dm)

elemet kell hozzérendelni. Ez a fiiggvény multilinedris, hiszen ha v) = >

d; /

ji=1 %i5;€ig; ©8



r € R, akkor

/ /
(o1, .. v T V) = E gy + - (Qig, +7a55) s A, Wy

JEI(d1yeydm)

- Z alvjl et aivji et amajm : wJ
Jel(dy,....dm)

/
+ r- g gyt et Ayt et Ay, Wy
Jel(d,....dm)

= Y1, Uy) F T (U, U U)

Koénnyen lathaté tovdbba, hogy minden J € I(dy,...,d,,) esetén
Y(es)=wy .
Ezzel a 1 fliggvény létezését igazoltuk.

1.4 Feladat (Multilinearis leképezések és iterdlt Hom) Legyenek N, illetve My,
.oy M, R-modulusok. Igazoljuk, hogy létezik eqy természetes

¢ : Hompg(M;, Homg(My, Homg(Ms, ..., Homg(M,,,N)...))) ~ L(M,..., M,; N)
R-modulusizomorfizmus.

Az alabbiak soran egy par feladatban korvanalazzuk a multilinearis leképezések és a
véges-dimenzids normalt terek leképezésinek a totalis derivaltja kozti kapcsolatot. Az
egyszeriiség kedvéert a valds esetre szoritkozunk. Emlékeztetének eloszor a definicio.

1.8. Definicidé Legyenek X és Y véges-dimenzios valos vektorterek, U C X egy nyilt
halmaz. Azt mondjuk, hogy eqy f : U — Y fiigguény differencidlhaté egy x € U pontban,
ha létezik eqgy (Df)(x) : X = Y linedris leképezés, amelyre

1f(z+h) = f(h) = (Df)(x))(h)
17l
1.9. Megjegyzés Mivel mind X, mind Y véges dimenziosak, a norma vdlasztdsa lé-

nyegtelen (bdrmely két norma ekvivalens egymdssal). Amennyiben létezik, (D f)(z) egy-
értelmiien meghatdrozott.

| — 0 amennyiben h — 0 X -ben.

Amennyiben f differencidlhaté az U halmazon, a T, U = X és Ty,)Y =Y kanonikus
azonositasok utan egy
Df:U — Homg(X,Y)

fiiggvényt kapunk. Eszrevehetd, hogy Df szintén véges-dimenzios normalt terek kozti
fiiggvény, igy értelmes kérdés, hogy differencialhaté-e. Ha igen, akkor képezhetjiik a

D(Df)): U — Homg(X, Homg(X,Y))

fiiggvényt, ami a masodik totdlis derivaltnak egy koordinatafiiggetlen leirasa.
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1.5 Feladat Mutassuk meg, hogy

1. Df pontosan akkor folytonos, ha f C' (vagyis minden elsérendi parcidlis derivdltja
létezik és folytonos);

2. f pontosan akkor C?, ha differencidlhato, és Df a C' osztdlyba tartozik.

3. Altaldban, az [ figguény CP valamely p > 1 egész szamra, ha differencidlhato, és

Df Crt,

Vegyiik észre, hogy a 1.4 Feladat azonositasa segitségével tekinthetiink a DP f totalis
derivaltra gy, mint egy L(X,...,X;Y) multilinedris leképezésre. A magasabbrendii
totdlis derivaltaknak taldan ez a legjobban hasznalhato leirasa.

1.6 Feladat Legyen f:U — Y eqy CP leképezés, DP f a p-edik totdlis derivdlt leképezés.
Ekkor DP f mint multilinedris leképezés szimmetrikus.

1.10. Megjegyzés (Hesse-forma) Tekintsik azY =R és p = 2 esetet, vagyis legyen
f: X — R eqy C?-leképezés. Régzitsiink eqy vn, ..., v, bdzist X-ben, és a hozzd tar-
t026 w1, ..., x, koordindtdikat X -en. Ekkor egy xo € U pontban D?f(x¢) € L(X, X;R)
eqy szimmetrikus bilinedris forma, amit az f fiigguény xo-beli Hesse-formdjanak szokds
nevezni és H(xo)-fel jeloljiik.

Az xq, ..., x, koordindtdkban a Hy bilinedris leképezés mdtriza

TI_(20)
6@89@ 0 1,<i,j<n ’

1.11. Megjegyzés (Tobbdimenziés Taylor-formula) A magasabbrendi derivaltak
mint multilinedris leképezések leirdsdt felhaszndlhatjuk a tébbdimenzios Taylor-formula
eqgy jol kezelhetd (koordindtamentes) formdjdnak megaddsdra. Az eddigi jelélések megtar-
tasaval legyen f: U — Y eqy CP leképezés,xy € U, és p > 0 1gy, hogy az xog kizépponti
p-sugary nyilt gomb U-ba esik. Ekkor

oo+ 1= 0 PO

(hD) + Ry, (h)

i=0
ahol
1 -0 P P (p)
Ry o (h) = i W<<D )(@o +th) — (DP f)(xo))(R*)dl
amelyre
HRP,xo(h)“ < Opah,ﬂfo ) “h“p ) }111{)% vahﬁro =0
és

P —_(Dp
Cophoy = SUD | (DP f)(xo + th) — (DP f)(z0)|| |
t€l0,1] p!

Az allitds bizonyitdsa sok standard tankonyvben szerepel, ezen til ld. példaul [Con].
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2. fejezet

Tenzorszorzat

A fejezet célja egy alapvetd fontossagu linedris algebrai konstrukeid, a tenzorszorzat meg-
ismerése. Lényegét tekintve a tenzorszorzat egy olyan R-modulus, amely multilineéaris
leképezéseket parametrizal bijektiven.

A multilinearis algebra alkalmazasai szempontjabdl a tenzorszorzat szerepe felbecsiil-
hetetlen: kitiintetett szerepet jatszik joforman minden algebrai diszciplindban, igy példa-
ul az aritmetrikai és algebra geometridban és a reprezentaciéelméletben is. Ennek egyik
oka, hogy sok geometria operacio, pl. terek szorzata, részvarietasok metszete, morfizmus
inverz képe, visszahuzas, stb. leirhaté a tenzorszorzat nyelvén.

2.1. A tenzorszorzat alaptulajdonsagai

2.1. Tétel (A tenzorszorzat létezése és egyértelmiisége) Legyenek M és N tet-
szoleges R-modulusok. Ekkor létezik eqgy V' R-modulus és eqy m : M x N — V R-
bilinearis leképezés, amely rendelkezik az aldbbi tulajdonsaggal: adott T R-modulus és
Vv : M x N — T R-bilinedris leképezés esetén létezik pontosan eqy ¢ : V — T R-linedris
leképezés, amelyre a

M x N T—

Ny 2

T

diagramm kommutativ, vagyis
pom=1 .

A (V,m) par kanonikus izomorfizmus erejéig egyértelmi, vagyis ha (V' ') eqy mdsik par
a fenti tulajdonsaggal, akkor létezik pontosan eqy v : V — V' izomorfizmus, amelyre

vor=n.
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2.2. Megjegyzés A tételben szerepld tulajdonsdgot a ’‘tenzorszorzat univerzdlis tulaj-
donaga’ néven tartja szimon a matematikai irodalom, sziikség esetén a TUT roviditést
hasznaljuk ra.

2.3. Definicié Az iménti tételben szerepld V. modulus neve az M és N modulusok R
feletti tenzorszorzata, jele M ®gr N, amennyiben R a kontextusbol nyilvanvalo, csak
M ® N-t irunk.

Bizonyitds. Elészor az egyértelmiiséget latjuk be. Az egyértelmiiség bizonyitdsa nagyon
jellemzo6 abban az értelemben, hogy sok mas univerzalis tulajdonsaggal definialt objek-
tum unicitasa is nagyon hasonlé médon lathaté be. Legyen tehat (V) és (V' 7’) két
par, amelyek rendelkeznek a tenzorszorzatok univerzalis tulajdonsidgéaval.

Legyen elOszor T' Ly és wd:efﬂ’ a tétel szereposztasaval. Ekkor a TUT alapjan létezik
pontosan egy « : V — V' linedris leképezés, amelyre

/
oM =T .

Megcserélve V' és V' szerepét, legyen most T’ Ly és wd:efﬂ’ , ismét csak a TUT-at alkal-
mazva kapjuk, hogy van pontosan egy 3 : V' — V linedris leképezés, amelyre

Born'=7.
Rakjuk 6ssze az imént kapott két kommutativ diagramot:

MxN-Z—=V
LB

V.

Kovetkezoként ismét csak a (V, 7) parra alkalmazzuk a TUT-t, de most a T’ Ly ¢s wd:efw

felallasban:
MxN-I—V

|
\I
g ¥
V.

Hangsuilyozzuk, hogy az « és [ R-lineéris leképezések egyértelmiilen meghatérozottak.
Két olyan leképezést is ismeriink, amely a fenti diagramot kommutativva teszi:

idy:V—V é pfoa,
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amibol a TUT-ban szereplo unicitas miatt
Boa=idy .
AV és V' modulusok szerepét felcserélve kapjuk, hogy
aof=idy ,

amibol kovetkezi, hogy a és [ egymas inverzei. Ezzel a tenzorszorzat egyértelmiiségét
belattuk.

A tenzorszorzat 1étezését az aldbbi konstrukcioval mutatjuk meg: legyen F' az M x N
halmazon mint béazison definialt szabad modulus. Amint az jol ismert, F' elemei

Z a(mﬂl)(m? n)

(m,n)eMxN

formalis linedris kombindciok, ahol m € M, n € N, tovabba a(,, € R és véges sok
(m, n) partdl eltekintve mindig 0.
Legyen most K < F' az a részmodulus, amelyet az aldbbi elemek generalnak:

(m+m',n)— (m,n) — (m, minden m,m’ € M ésn € N esetén,

minden m € Mn € N és r € R esetén,

minden m € Mn € N és r € R esetén.

m,n')
(m,n+n') — (m,n) — (m,n’)  minden m € M és n,n’ € N esetén,

(Tm, n) - )

)

(m,rn) —r-
Legyen VEF/K, és jelolie m ® n az (m,n) F-beli baziselem képét V-ben. Egyfels] az
{m®&n|meMneN}

halmaz generalja V-t, hiszen az F-beli 6sképeik generaltdk F'-et, masrészt a K részmo-
dulus definici6ja alapjén tetszoleges m,m’ € M, n,n’ € N és r € R elemekre

(m+m)en = mn+m @n,
menm+n) = mOn+men,
(rm)®@n = r-(m®n),
m® (rn) = r-(m®n).

Az iméntiek alapjan a

T MxN —V
(m,n) —»men

14



fiiggvény R-bilinedris.

Tekintsiink egy tetszoleges ¢ : M x N — T R-bilinearis leképezést, ahol T egy
szabadon valasztott R-modulus. Ekkor a szabad modulusok univerzalis tulajdonsaga
alapjan létezik pontosan egy olyan p : F' — T'" R-homomorfizmus, amelyre a

M x N——F

N

T

diagram kommutativ. Mivel ¢ feltevés szerint R-bilinearis, eltlinik a K részmodulus fent
lefrt generatorrendszerének minden elemén, ily médon K C ker .

Most a mag univerzalis tulajdonsagat felhasznédlva létezik pontosan egy p : V =
F/K — T R-homomorfizmus, amelyre

F——=V=F/K,

\lp

T

kommutativ, és ahol a vizszintes nyil a faktormodulusra torténé természetes vetitést
jeloli. Az iménti diagramok konkatenacidjaval kapjuk, hogy létezik egy egyértelmiien

(univerzalis tulajdonsdgok segitségével) meghatarozott gbd:efﬁ R-homomorfizmus, amelyre

pom=1,

amint azt bizonyitani kellett. O]

2.4. Megjegyzés (Szabad modulusok univerzdlis tulajdonsiaga) A szabad modu-
lusok univerzdlis tulajdonsdga alatt az aldbbit értyik. Legyen A eqy halmaz, F az A hal-
mazon értelmezett szabad modulus, és 1 : A — F a kanonikus bedgyazds, amely minden
a € A elemhez a neki megfeleld F'-beli baziselemet rendeli. A szabad modulusok univer-
zdlis tulajdonsdga alatt az alabbi kévetelményt értyik: ekkor minden M R-modulushoz
és f: A— M figguényhez létezik pontosan egy olyan ¢ : F' — M R-linedris leképezés,
amelyre

f=¢our.

2.1 Feladat Igazoljuk, hogy az A halmazon definidlt szabad modulus rendelkezik a meg-
felelo univerzalis tulajdonsdggal.

2.5. Megjegyzés Ha R eqy test, akkor minden R-modulus szabad.
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2.6. Megjegyzés Az M ®r N tenzorszorzat elemei

Z Q(mpn) "M ON

(m,n)eMxN

alakba irhatok, ahol ain )y € R, és véges sok kivételtol eltekintve minden egyiitthatd nulla.
Nagyon fontos tudnivalo, hogy a fenti eloallitas tavolre sem eqyértelmi a generdtorelemek
kozti bilinedris reldciok miatt.

Az M ®r N tenzorszorzatot mint R-modulust generdlja az dsszes m®@n tipusi eleme.
Ha {m; | i€ I} és{n;|je J} az M illetve N modulusok egy-eqy R feletti generdtor-
rendszere, akkor mdr a

{mi@mn; | (i,j) € I xJ}

halmaz generdalja M ®gr N-t.
Fontos kévetkezmény, hogy amennyiben M és N végesen generdlt R-modulusok, akkor
M ®g N is az.

2.7. Megjegyzés FEqy nagyon fontos bizonitdsi technika, hogy elfelejtjik a tenzorszorzat
konkrét konstrukciojat, és kizdardlag az univerzdlis tulajdonsdgdt haszndljuk. FEzzel (a
létezésen kivil) minden tulajdonsdgdt be lehet ldtni, mégha elsére kissé szokatlannak is
tiinhet. A maodszert az alabbiakban sok példdn és bizonyitason keresztil illusztrdljuk.

2.8. Példa FEisdként hatdrozzuk meg tetszéleges R gytri esetén eqy M R-modulusnak
a 0 modulussal vett tenzorszorzatdat. Ehhez vegyiik észre, hogy tetszoleges T R-modulus

esetén az egyetlen
Mx0-—T

bilinedris leképezés a nulla leképezés: ti. minden m € M-re
f(m,0)=f(m,0-0)=0- f(m,0)=0.
Ez alapjan az M ® 0 tenzorszorzat definiciojaban szerepld
T Mx0— M®®g0

természetes bilinedris leképezésre m = 0. Mivel © képe generdlja M ®g 0-t mint R-
modulust, sziikségképpen M Qr 0 = 0.

2.2 Feladat Mutassuk meg, hogy tetszéleges R gyiri, M R-modulus, és m € M elem
esetén m®0 = 0. Keressiink példat arra, hogy az m®@n = 0 egyenloségbol nem kiovetkezik,
hogy m = 0 vagy n = 0 lenne.
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2.9. Példa A tenzorszorzat univerzdlis tulajdonsdga segitségével igazoljuk, hogy minden
R gyirire

Azt dllitjuk, hogy a

7. RxR —R
(r,r") = rr'

R-bilinearis leképezés teljesitit a TUT-dt.

Legyen tehat M tetszoleges R-modulus, és v : R X R — M eqy bilinedris leképe-
zés. A TUT szerint igazolnunk kell, hogy létezik pontosan egqy olyan ¢ : R — M R-
homomorfizmus, amelyre

Yv=¢om .
Az egyértelmiiség adott, hiszen az iménti reldcio tetszéleges v € R elemre megmondja,

hogy
¢(T) :¢(T7 1) .

A kérdés annyi, hogy ez a hozzdrendelés joldefinidlt-e, illetve, hogy eqy R-homomorfizmust
ad-e; ennek ellendrzését az olvasora hagyjuk.

2.10. Allitds A szokdsos jeléléseinkkel R @ M ~ M.

Bizonyitds. A tenzorszorzat univerzalis tulajdonsdgat felhasznalva megadunk egy ¢: R®pg
M — R R-izomorfizmust, amelyre ¢(r ® m) = rm minden r € R és m € M esetén.
Ecélbdl tekintsiik a

p:RxM — M

(r,m) — rm

R-bilinearis hozzarendelést. A TUT miatt 1étezik pontosan egy ¢: R ®gp M — M R-
homomorfizmus, amelyre a
RxM—R®r M

\\\Z>\\\& l¢

M

diagram kommutativ, vagyis egyebek kozott
d(r@m)=rm

minden r € R és m € M esetén.
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Igazoljuk, hogy ¢ valéban izomorfizmus, amelynek

v M — RQrM
m — 1®m

az inverze.
Egyrészt minden m € M esetén

(@ov)(m)=0(l@m)=m,
vagyis ¢ o ¢ = idys; masrészt minden r € R és m € M esetén
(Yo @)(r@m)=1(rm)=1® (rm)=r&m,

ezért 1 o ¢ és idpg i megegyeznek az r ® m alaku elemeken. Mivel ez utébbiak R ®p M
egy generatorrendszerét alkotjak, igy 1 o ¢ = idpg,m, ahogy allitottuk. [

2.3 Feladat Szamoljuk ki az aldbbi konkrét esetet a tenzorszorzat definiciojanak segit-
ségével. Leqyen R = Z, M = Z/kZ és N = ZJIZ, ahol m,l egész szamok. Mutassuk
meg, hogy

LZIK7 @7, 217 ~ 7] (k,))Z ,

ahol szokdsos médon (k,1) a két egész szam legnagyobb kozds osztdjat jelili.

2.4 Feladat Mutassuk meg, hogy Q @7 Q/Z =0 és Q/Z @4 Q/Z = 0. Igazoljuk azt is,
hogy a

Q®zQ —Q

kanonikus homomorfizmus izomorfizmus is eqyben.
2.11. Megjegyzés Fontos odafigyelni arra, hogy az m®n jeldlés nem egyértelmid, mivel
nem tinteti fel, hogy m-re és n-re mint mely modulusok elemére tekintink. FElofordulhat
ugyanis az alabbi kellemetlen szitudcio: legyenek M’ < M, N' < N részmodulusok,
m € M’ ésn € N'. Megfelelé valasztdssal elérhetd, hogy m @n mint M’ @z N'-beli elem
nem nulla, viszont mint M ®gr N-beli elem viszont 0.

Erre a legegyszeriibb példa taldn az alabbi: R = 7Z, M = Z, M' = 27, N = N' =
Z]27. Tekintsiik most a ,2® 17 elemet. Ha 7 Qg 7./27-beli elemként nézink rd, akkor

201=2-1)®1=1®((2-1)=1®0=0.
Ha viszont 2 ® 1-et mint 27, Qg L] 27-beli elemet vesszik, akkor nem egyenld 0-val.

2.5 Feladat FEllendrizziik az eloz6 megjeqyzés utolso kijelentését.
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2.12. Lemma Legyenek {m;|i€ I} C M és {n;|i €1} C N véges elemrendszerek,
amelyekre Y .., m; @n; = 0 az M ®r N R-modulusban. Ekkor léteznek olyan végesen
generdlt M' < M és N' < N részmodulusok, hogy {m; |i € I} CM', {n;|iel} C N,
és

Y mi@n=0 € M @pN' .

icl
Bizonyitds. Legyenek tehat {m; | i € [} C M és {n; | i € I} C N olyan véges halmazok,

amelyekre
> mi@n=0 € M@zN .

iel
Ekkor a 2.1. Tétel bizonyitasanak a jelolésével
Z(mi, nl) € K s
iel

ily médon . ,;(m;,n;) a K modulus a 2.1. Tételben mutatott generdtorainak véges
R-linearis kombinécidja, legyen H C M x N egy ilyen generatorhalmaz. Jelolje M’
a H-beli elemek elsé koordindtai, N’ pedig a H-beli elemek méasodik koordinatdi altal
generalt részmodulust M-ben, illetve N-ben. Ekkor automatikusan

> mi@n=0 € M @zN .
iel O

2.6 Feladat Legyen R lokalis gytirid, M és N végesen generdlt R-modulusok. Mutassuk
meg, hogy ha M @r N =0, akkor vagy M = 0 vagy N = 0.

A tenzorszorzat konstrukcidja természetesen nem csak két, hanem tetszoleges véges
sok tényez6 esetén definialhatd, és rendelkezik az analég univerzalis tulajdonsaggal.

2.13. Tétel (Tenzorszorzat létezése és egyértelmiisége) Legyen {M; |i € I} R-mo-
dulusok egy véges halmaza. Ekkor létezik eqy V' R-modulus, és eqy m : XjefM; — V
R-multilinearis leképezés, amelyre teljesil az alabbi univerzdlis tulajdonsag: minden T
R-modulusra és

Y Xier My — T

R-multilinedris leképezésre létezik pontosan eqy ¢ : V — T R-homomorfizmus, amelyre

Y=¢om.

A (V,7) pdar kanonikus izomorfizmus erejéig egyértelmd.
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2.14. Megjegyzés Az {M, | i € 1} modulusok tenzorszorzatanak jele

vagy (amennyiben az 1,...,n szamokkal indexeliink), My @ My Qg ... @r M,.

2.15. Megjegyzés A m : XjefM; — ®i€IR M; természetes leképezés képének elemeit
felbonthaté tenzoroknak hivjuk. Mivel 6k (ismét csak a 2.1. Tétel bizonyitdasinak a jelo-
lését haszndlva) az F szabad modulus egqy bazisinak a képei, az R M; tenzorszorzat
eqy generdtorrendszerét alkotjdk.

Fontos emlékezni ra, hogy dltaldban a felbonthato tenzorok nem alkotnak bdzist, nem-
trividlis linedris reldciok dlinak fenn koztik.

i€l R

2.16. Megjegyzés Amennyiben az I inderhalmaz 1ires, akkor a tenzorszorzatot R-nek

definidljuk.

A kovetkezd eredmény azt mutatja, hogy R-modulusok tenzorszorzata az indexelés
mikéntjétol kanonikus izomorfizmus erejéig fiiggetlen.

2.17. Allit4s (A tenzorszorzat kommutativitasa) Legyen I egy véges indexhalmaz,
{M; |i € I} R-modulusok egy csalddja, o : I — I egy dénmagdra vett bijekcid. Ekkor
létezik eqy

R-modulus-izomorfizmus, amelyre
(M1 @ ... @My) =Mg(1) @ ... A Me(y)
minden felbonthato tenzorra.

Bizonyitdas. Az allitas gyorsan kovetkezik a tenzorszorzat univerzalis tulajdonsagabol.
Ti. vegyiik észre, hogy a

To: Xier My — ® Mo
iel
Xierm; = QicrMe(i)

par szintén kielégiti a TUT-at, igy 1étezik egy egyértelmii
® M—@ M)
icl p icl g
R-modulus-izomorfizmus, amely definicié szerint teljesiti a tételben el6irt kvetelménye-

ket. O
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2.18. Megjegyzés Nagyon fontos emlékezni arra, hogy a tenzorszorzat kommutativitdsa
nem jelenti azt, hogy az a ® b és b ® a elemek megegyeznek. Ez dltalaban nem igaz, még
akkor sem, ha R eqy vektortér.

2.19. Megjegyzés (Modulusok tenzorhatvanyai) Fontos szerepet jatszik az a spe-
cialis eset, amikor az My, ..., M, modulusok mind eqy M modulussal eqyenlok. Ekkor az
M®" jelolést haszndljuk.

2.20. Allitas Legyen I egy véges indexhalmaz, {M; | i € I} R-modulusok egy csalddja,
T egy R-modulus. Ekkor az alabbi kanonikus leképezés

Homp((Q) M;, T) — L(M; | i€ I;T)
i€l
10) —¢om

eqy R-modulusok kozti izomorfizmus.

Bizonyitds. A tenzorszorzat univerzalis tulajdonsdga alapjan a fenti leképezés bijektiv.
Mivel konnyen lathatéan R-linedris is, igy definici6 szerint R-modulusok kozti izomorfiz-
mus lesz. O

2.21. Allitas Legyenek M, N, P R-modulusok. Ekkor léteznek olyan egyértelmiien meg-
hatdarozott R-izomorfizmusok, amelyekre

Homp(M ®@g N, P)— Homg(M, Homg(N, P)) ,

illetve
Hompg(M ®g N, P)—~s Homg(N, Homg(M, P)) ,
amelyekre
¢ = (m— (n— d(men))),
illetve
¢ (n= (m— d(men))),
teljestil.

Bizonyitds. Az els6 allitast latjuk be, a masodik ezzel teljesen azonos moédon bizonyit-
hat6. Ehhez tekintsiik a

Lr(M,N;P) — Hompg(M,Hompg(N, P))
kanonikus izomorfizmust, amelyre
O — (m— (n— ®(m,n))) ,

és alkalmazzuk az 2.20. Allitést. O
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2.22. Allitas Legyen M eqy tetszdleges, F' egy szabad R-modulus {x;|i € I} bdzissal.
Ekkor a

EB M — M®pF
el
(myi)ier  +— Z m; Q x;
el

leképezés eqy R-modulus-izomorfizmus.

Bizonyitds. A direkt 6sszeg univerzélis tulajdonsdgabdl adédik, hogy a fenti ¢ hozzéren-
delés valéban jéldefinialt; most megkonstrualjuk az inverzét. Ehhez tekintsiik a

p: M x F — P m
i€l
(m, Z rii) = (rim)ier

icl

R-bilinearis leképezést. A TUT alapjan ekkér 1étezik pontosan egy vv: M ®@rF — ®;e M
R-homomorfizmus, amelyre az

MxF—M®®grF

b

Dicr M
diagram kommutativ, specidlisan

P(m® Z i) = (rim)ier

el

minden m € M és )., rixz; € F elemre.
El6szor igazoljuk, hogy 1 o ¢ = id. Ecélbdl legyen (m;);e; € GierM tetszéleges elem.
Ekkor

(Yo d)((Mmi)ier) = w(z m; @ x;)
— Z Y(m; @ ;)
= Z(%‘mi)jel

= (mi>i€I )



amint azt allitottuk.

A masik irdnyt a kordbban méar latott modszerrel bizonyitjuk be, mégpedig gy, hogy
igazoljuk, hogy a ¢ o v és az id leképezések megegyeznek az M ®p F' modulusnak az
m ® Y .., rv; alaki elemekbdl all6 generatorrendszerén. Legyenek tehat m € M és
Y icr Ti%i € F tetszéleges elemek. Ekkor

(o) mey ra) = () mi@ra))

i€l el

= oD v(m @)

iel

= QS(Z(éijrjm)jeI)

= ((rimi)ier)

= Z(T,m) Q x;

i€l

= m®Zriwi.

icl
Ezzel az allitast belattuk. O

2.23. Kovetkezmény Legyenek F és G szabad R-modulusok az {z; |i € I}, illetve
{y; | 7 € J} bdzisokon. Ekkor F&grG is szabad R-modulus lesz az {(x;,y;) | (i,7) € I x J}
bdzison.

Bizonyitds. Az, hogy F és G szabad modulusok, ekvivalens azzal, hogy 1éteznek olyan I
és J indexhalmazok, amelyekre

F:@R és GE@R.

iel jeJ

Alkalmazva az 2.22. Allitdst az M = F , ' = GG szereposztasban, azt kapjuk, hogy

FeorG~@PF=PEn .

jeJ jeJ el
ami lathatéan szintén szabad. A béazisokra vonatkozoé allitast az olvaséra hagyjuk. [

A kovetkezékben definialjuk R-modulus-homomorfizmusok tenzorszorzatat, és meg-
vizsgéaljuk egyszertibb tulajdonsdgaikat.
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2.24. Megjegyzés Legyen f; : M; — N; R-linedris leképezések egy véges halmaza. Ek-
kor a

Py — QN

icl icl
(Mi)ier = ®Rierfi(my)

fiigguény konnyen ellendrizhetoen R-multilinedris, igy a TUT miatt eqy
Q) fi: QM — QN
iel iel iel

R-homomorfizmust indukdl. Ez utobbit az f; homomorfizmusok tenzorszorzatanak ne-
vezziik. A konstrukciobol kovetkezik, hogy tetszdleges ®;crm; felbonthato tenzor esetén

(® [i)(®icrm;) = ®ier fi(my) . (2.1)

il

2.25. Lemma Legyenek f; : M; — N;, g; : N; — P; R-linedris leképezések véges csaldd-
jai az I indexhalmaz felett. Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:

1. ®1€Ilsz = id@ieIMi, és
2. (®icr9i) o (Rierfi) = Qicr gio fi -

Bizonyitdas. A (2.1) egyenléség direkt kovetkezménye, mivel egy tenzorszorzatb6l mend
R-homomorfizmust a felbonthaté tenzorok képei egyértelmiien meghataroznak. O]

2.26. Megjegyzés Tekintsiik az R-modulusok Modg kategoridjdt, és rogzitsiink eqy M
objektumot benne. FEkkor az a hozzdrendelés, amely eqy N R-modulushoz a M @ N
modulust, eqy ¢ : N — P morfizmushoz pedig a idy; ®p: M @r N — M Qg P morfizmust
rendeli, az 2.25. Lemma alapjan eqy (kovaridns) funktor.

A modern algebra kilonbozo dgaiban a most definialt M®pg : Modg — Modg funktor
nagyon fontos szerepet jdtszik.

2.27. Allitas Legyen f;: M; — N; R-linedris leképezések egy véges csaladja,

def
= ®Qier i -

Ekkor
1. Ha f; izomorfizmus minden i € I esetén, akkor f is izomorfizmus.

2. Ha f; sziirjektiv minden @ € I esetén, akkor f is sziirjektiv.
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3. Ha minden egyes v € I esetén f; az M; modulust N; eqy direkt dsszeadanddja-
ra képezi le, akkor f is az ®;erN; eqy direkt Osszeadanddjdra képezi le a ®;erM;
modulust.

4. Ha R egy test és f; injektiv minden i € I esetén, akkor [ is injektiv lesz.

Bizonyitds. (1) Ha minden f; izomorfizmus, akkor a 2.25. Lemma segitségével gyorsan
igazolhatd, hogy

fo ®ielf@'_l =id ¢és  Qier f@'_l of=id,
azaz [ egy izomorfizmus.
(2) Ha az f; homomorfizmus sziirjektiv minden ¢ € I-re, akkor im f; = N; minden i € [
esetén, amibol adodik, hogy minden ®;c;N;-beli felbonthaté tenzor f képében van. Mi-
vel ez utébbiak generaljak ®;c;N;-t, igy ez megegyezik f képével.
(3) Egy fi : M; — N; homomorfizmus pontosan akkor képezi M;-t N; egy direkt Gssze-
adanddéjara, ha létezik olyan g; : N; — M; R-homomorfizmus, amelyre

gio fi=1idy;, .

Feltevés szerint ez minden ¢ € I esetén teljesiil, ahonnan a 2.25. Lemma miatt adodik a
keresett allités.

(4) Kozvetlen kovetkezménye (3)-nak, mivel minden test feletti vektortér minden alteré-
nek van direkt kiegészitoje. O

2.7 Feladat Mutassunk ellenpélddt az Osszes olyan implikdciora, ami nem szerepel a
fenti allitasban.

2.28. Allitas (A tenzorszorzat asszociativitasa) Legyen {M; |i € I} R-modulusok
eqy véges csalddja,
I=Jy
jeJ

az I indexhalmaz eqy particioja.
Ekkor létezik eqy egyértelmiien meghatarozott

QM= Q) | QM.
il jed \iel;

R-izomorfizmus, amelyre
Ricrmi ®jeJ(®i€I]-mi)

minden felbonthato tenzorra.
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Bizonyitds. A bizonyitas most is ugy zajlik, hogy észrevessziik, hogy a

Ve (@),

jeJ \iel;
T = xie[mi'_>®jej(®ieljmi)

par is rendelkezik a tenzorszorzat univerzalis tulajdonsagaval, tehat a szokasos tenzor-
szorzattal kanonikusan izomorf. ]

2.29. Kovetkezmény Legyen {F; |i € I} szabad R-modulusok eqy véges csalddja. Ek-
kor ®;crF; szintén szabad R-modulus.
Ha minden i € I indexre {e;j, | j; € J;} az F; szabad modulus egy bdzisa, akkor

®Ricreij;,  ahol (J;:)icr € H Ji
iel
pedig a ;1 F; szabad R-modulusnak lesz egy bazisa.

Bizonyitds. Azonnal kovetkezik a tenzorszorzat asszociativitdasabod, és a ténybol, hogy
szabad modulusok tenzorszorzata is szabad. O

2.30. Kovetkezmény Az el6z6 Kovetkezmény jeliléseivel

rank ®;cr F; = H rank F; .

i€l

2.31. Megjegyzés (Behelyettesités mint homomorfizmus) Tetszdleges M és N R-
modulusok esetén automatikusan kapjuk a

HomR(M,N)®RM — N
fem = f(m)

un. behelyettesités-homomorfizmust.

2.8 Feladat Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy eqy M R-modulus esetén
az

M*®RM—>R

behelyettesités-homomorfizmus sziirjektiv legyen.

Egy alapveté fontossdgi megfigyelés, hogy a tenzorszorzat tetszoleges direkt Gssze-
gekkel felcserélheto.
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2.32. Allitas Legyen {M; € i € I} R-modulusok egy tetszbleges (nem feltétleniil véges)
csalddja, N eqy R-modulus. Ekkor létezik eqy természetes

(@ M;) ®p N— @(MZ ®r N)
iel iel

izomorfizmus, amelyre
((m4)ier) @ n = (M @ n)ier

minden 1 € I,m; € M; ésn € N esetén.

Bizonyitds. Tekintsiik a

b (@Mi) XN —» @(Mi ®r N)
(((mi)ier);n) = (m; ®n)ier

leképezést. A tenzorszorzat bilinearitdsa miatt ¢ is bilinedris, ezért a TUT alapjan
indukdl egy egyértelmiien meghatarozott

o (P M) @r N — (M @r N)

i€l i€l
R-linearis leképezést, amelyre
((mi)ier) @n = (m; @ n)ier -

Megkonstrualjuk ¢ inverzét, amit ¢-vel jeloliink. Ehhez tetszéleges i € I esetén tekintsiik
a

Vit My x N — (P M) @ N
el

(my;,n) — (0...,0,m;,0,...,0)®@n
hozzarendelést, amely nem mas, mint a

M; x N = (M) x N — (P M) @ N

icl i€l

természetes leképezések kompoziciéja. Mivel ¢; lathatéan R-bilinearis, a TUT alapjan
indukal egy jol meghatarozott

ﬂ;: A4;Q§R N — (€}>.A4Q)Q§R N

el
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R-homomorfizmust, amelyre
m; @n— (0...,0,m;,0,...,0)®@n .

A direkt dsszeg univerzalis tulajdonséga alapjan (1d. 3.49. Allités) a {i i€} csaldd
egyértelmiien meghataroz egy

0 PM; ®r N) — (P M) @ N

iel iel
R-linearis leképezést, amelyre
(mi @n)ier = ((Mi)icr) @ n

minden ¢ € I,m; € M; ésn € N eset_én. _
A képletekbdl leolvashatd, hogy ¥ és ¢ egymas inverzei. O]

2.33. Megjegyzés Ha {M;|i€ I} és {N;|i € I} R-modulusok véges halmazai, ¢; €
Hompg(M;, N;), akkor a
(Pi)ier = Ric1di

hozzdrendelés eqy R-multilinedris

[ [ Homp(M;, Ni) — Homp (e, M;, @icrN:)

iel
leképezést ad meg.

2.34. Allitas Legyenek {M;|i e I} és {N;|i e I} R-modulusok véges csalddjai, ¢; €
Hompg(M;, N;) minden i € I esetén. Ekkor a

(Gi)icr — Ricrdi

hozzdrendelés egqy

® Homp(M;, N;)— HomR(® M;, ® N;)

el R R

homomorfizmust létesit, amely bijektiv lesz, amennyiben az dssze szereplé R-modulus
végesen generdlt és szabad.

Bizonyitas. Kovetkezik az 2.33. Megjegyzéshol, a tenzorszorzat univerzélis tulajdonsa-
gabdl és a tenzorszorzat associativitasabdl. O]
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2.35. Kovetkezmény Ha M szabad R-modulus, akkor a kanonikus
M* Kr M — EIldR<M)
homomorfizmus, amelyre m* @ m +— (m’ — m*(m’)m), izomorfizmus.

2.36. Kovetkezmény Legyen {F; |i € I} szabad R-modulusok egy csalddja, ekkor a

RE — (QRF)

icl iel
Ricrdi H O
icl

kanonikus R-linedris leképezés bijektiv.

2.2. Tenzorszorzat és matrixok

Konkrét szamolasokhoz és szamitogépes algoritmusok irasahoz hasznos tudni, hogy mi-
képpen miikodik a tenzorszorzat rogzitett bazisban megadott linearis leképezésekre. Ecél-

bol legyenek
f:Fi—Fy, é g: G — Gy

véges rangu szabad modulusok kozti R-linearis leképezések. Rogzitsiink bazisokat a fenti
szabad modulusokban:

Fo fi, fml
Fy © fiooo o,
Gi g1, 9
Gas @ g1y, s
és legyenek
A= (ai)1<i<ms1<j<mi € Mmgm,

illetve
B= (brs>1§r§n2,1§s§n1 € Mng,ru 5

az f, illetve g R-linearis leképezések matrixai a fenti bazisokban.
Ekkor az F; @ G és Fy @p G5 modulusok is szabadok az alabbi bazisokkal:

FieG  fj®gs ahol1 <j<m;ésl<s<mny,
oG, @ fleg. ahol1<i<mgés1<r<ns.
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2.37. Allitas A fenti jeldlésekkel az f ® g homomorfizmus mdtriza az
FiroGy @ fj®gs aholl1 <j<my és1<s<ny,
FR,0Gy @ flog. aholl <i<myés1<r<mny.

bazisokban

(ijbrs)1<i<mai<j<mii<r<nzi<s<ni € Mmynymini () .

Bizonyitds. A bizonyitas egyszeri szamolas.

1<i<mg 1<r<ng

= Y. abu(fieg).

1<i<ma,1<r<nz

A leképezések tenzorszorzatanak a matrixa eszerint megegyezik a leképezéseket rep-
rezentalol matrixok in. Kronecker-szorzataval.

2.38. Definici6 (Matrixok Kronecker-szorzata) Az
A€ Mpym(R) és B € M, (R)
matrizok Kronecker-szorzata az
A @ BE(jbrs) € Myyy mym,
matriz, ahol 1 < i <mg, 1 <7 <my,1 <r<ng 1< s<ny.

Matrixok esetén a Kronecker-szorzat a definicié, ami (nem véletleniil) megfelel a
hozzajuk tartozo linearis leképezések tenzorszorzatanak a matrixaval.

2.9 Feladat Igazoljuk, hogy a Kronecker-szorzat eqy
Mm2,m1 (R) QR an,nl (R) — Mmznz,mlnl (R)
R-modulus-homomorfizmust indukdl, ami izomorfizmus.

2.39. Példa Az illusztracio kedvéért vizsgdaljuk meg két darab 2 x 2-es mdtrixz Kronecker-
szorzatdt. Legyenek
A— ai; Qa2 és B— bir bio ‘
ao1 A99 b21 b22

a11b11  a12bin  aiibia ajebio

FEkkor

. a21bi1  ag2bin agibiz  agebio
AR B=
a11ba1  a12bar  ainbae  aigba
a21021  a2ba1  ag1bay  ageba
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2.40. Megjegyzés FEllentétben a szokdsos mdtrixszorzassal barmely két mdtriznak defi-
nidaltuk a Kronecker-szorzatdt, fiiggetleniil a méreteiktol.

2.10 Feladat Hatdarozzuk meg az alabbi mdtrixok Kronecker-szorzatait.

J.A:<?) és B=(2 3)

a a® ) a a

2.11 Feladat Dontsiik el, hogy a Kronecker-szorzat kommutativ-e.

2.41. Megjegyzés Az iménti jelolésekkel az A® B mdtriz kétféleképpen is blokkmdtriz-
alakba irhato. Eqyrészt

A® B=(aijB)i<icmya<j<m
masrészt

A® B= (brsA)ISrém,lSSSM :

2.12 Feladat Hatdrozzuk meg tetszéleges A € M,,(R) matrix és n pozitiv egész esetén
az A ® idgn mdtrizot. Adjuk meg a nyomdt és a determindnsdt.

2.42. Allitas (Nyom és determinans) Legyenek F és G m, illetve n-rangi szabad
modulusok, f € Endg(F), g € Endg(G). Ekkor

Tr(f @ g)=Tr(f) - Tr(g) ,

det(f @ g) = det(f)" - det(g)™ .

Bizonyitds. A nyomra vonaktozd eredmény gyorsan latszik a 2.41. Megjegyzésbol. Rog-
zitsiink tetszOleges béazisokat az F' és G modulusokban, legyenek az f és g leképezések
matrixai A, illetve B. Ekkor a 2.41. az A ® B Kronecker-szorzat nyomara az alabbit
adja:

Tr(A® B) = Zm: a; Tr(B) = Tr(A) - Tr(B) .

A determinansokra vonatkozé allitast az alabbi mddon igazolhatjuk. Mivel két endo-
morfizmus kompoziciéjanak a determinansa megegyezik a két determinédns szorzataval,
tovabba
(f®g)=(f ®idg) o (idp ®g) ,

ezért elég azt a specidlis esetet belatni, amikor f és g koziil az egyik endomorfizmus az
identitas. Ebben az esetben az 2.41. Megjegyzés szerint A ® idg és idp ® B csupa azo-
nos matrixbol allo blokkdiagondlis matrix. A blokkdiagonalis métrixok determinansara
vonatkozo tétel adja a keresett allitast. O]
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2.3. Algebrak tenzorszorzata

Egy R kommutativ gytiri feletti algebrak az R-modulusoknak specidlis esetei, ahol ma-
gan a moduluson még egy multiplikativ miveletet is értelmeziink. Igen nagy szerepet
jatszanak az algebrai és aritmetikai geometriaban, igy a tenzorszorzatuk is kitiintetett je-
lent6ségli. Az R-algebrakkal kapcsolatos elemi ismeretekért 1d. példaul | , Chapter
2].

El6szor idézziik fel a definiciét.

2.43. Definicié Egy A R-modulust R-algebréanak hivunk, ha adott rajta eqy R-bilinedris
w:Ax A — A mivelet, amely a modulus-struktira additiv komponensével eqyiitt egy
gyurit alkot.

Ha A és B R-algebrdk, akkor eqy ¢ : A — B fiiggvény R-algebra-homomorfizmus, ha
R-modulus-homomorfizmus és gylrihomomorfizmus is egqyben.

2.44. Példa Egyszert, de igen hasznos példa eqy R-algebrdra az n-vdltozds R|xy, . . ., x,]
polinomgyiri, vagy annak tetszoleges faktorgyiirije.

Egy mdsik gyakran eléfordulo példa eqy X halmazon (topologikus téren, differenci-
dlhatd vagy algebrai sokasdgon) értelmezett R-értéki figgvények (folytonos figguények,
sima fligguények, ill. reguldris figgvények) halmaza a pontonkénti miveletekkel.

Az el6z6 két példatipusba egyardant beletartoznak eqy K test feletti affin algebrai vari-
etdsok koordindtagytiria.

2.45. Megjegyzés Kicsit mdsképpen fogalmazva eqy A R-algebra nem mds, mint eqy
f R — A gyirihomomorfizmus, ahol az R-modulusstruktirdat A-n az

a- bd:eff(a)b

hozzdarendeléssel értelmezziik. Ebben a kontextusban az f homomorfizmust az A-algebrad-
hoz tartozo struktirahomomorfizmusnak nevezziik.

Amennyiben R = K test, akkor az f homomorfizmus szikségképpen injektiv, igy
azonosithatjuk K-t az A-beli képével.

2.46. Megjegyzés Legyenek f: R — A és g : R — B R-algebrdk az 2.45. Megjegqyzés
értelmében. Ekkor régton adodik, hogy eqy h : A — B gytirdhomomorfizmus pontosan
akkor lesz R-algebra-homomorfizmus, ha az

R
N
A h B

diagram kommutativ.

32



2.13 Feladat Mutassuk meg, hogy miként tekinthetink minden gyidrire mint Z-modu-
lusra.

2.47. Megjegyzés Az R-algebrdk fogalmdt a tenzorszorzat segitségével is dtfogalmhaz-
hatjuk. Ha A eqy R-algebra, akkor az A-beli szorzdas nem mds, mint eqy

i Ax A—s A

R-homomorfizmus, amire teljesiil az asszociativitdas, és a multiplikativ eqyséqg létezése.
Legyen
i ARA— A

a tenzorszorzat univerzalis tulajdonsdgabol kapott R-homomorfizmus.
A p szorzais asszociativitdsa ekvivalens az alabbi diagram kommutativitdsdval:

A@ (AR A) (A2 A) @A |
idA®ﬁl lﬁ@idA

AR A - A

ahol a vizszintes felsd nyil az adott tenzorszorzatok kozti természetes izomorfizmus (amely
az a ® (b® c) tenzorhoz az (a ® b) ® ¢ elemet rendeli).

A p-re vonatkozo multiplikativ egységelem létezése a szorzasnak az R strukiraleképe-
zésével valo felcserélhetdségét jelenti, precizebben az aldbbi diagram kommutativitdsdt:

RopA~ A~ Ay R——2a®/a Aop A
fA®idAl L,E
A®p A a A,

ahol fa a struktiraleképezés, a bal felsé sarokban pedig szintén a megfeleld kanonikus
1zomorfizmusok talalhatok.

2.48. Allitas (Algebrak tenzorszorzata) Legyenek fa : R — A, fp : R — B R-
algebrak.

1. Az A®gr B R-moduluson az alabbi hozzdrendelés:
(a®b)-(d ® b’)d:ef(aa') ® (b))  minden a,a’ € A és bl € B esetén
eqy R-algebra-struktirdt létesit.

2. Léteznek kanonikus 1y : A — AQRr B és1p: B — A®g B R-algebra-homomorfiz-
musok, amelyekre

ta(a)=a®1p illetve 1p(b)=14®b

minden a € A és b € B esetén.
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3. Az imént definidlt R-algebra-struktira A @p B-n rendelkezik az alabbi univerzalis
tulajdonsdggal: tetszdleges fo : R — C R-algebrdara és tetszbleges ¢ : A — C és
v : B — C R-algebra-homomorfizmusokra létezik pontosan eqgy o : A ®r B — C
R-algebra-homomorfizmus, amelyre az aldbbi diagram kommutativ:

A—“2 A2 BL—B .

RN

C

Bizonyitds. (1) TetszOleges a € A elem esetén jelolje

7. A — A

r =  ax

az a-val valo szorzast mint R-linearis endomorfizmust, hasonloképpen B elemeire. Amint
azt kordbban lattuk, tetszolegesen véalasztott a € A ésb € B esetén 7,87, egy R-modulus-
homomorfizmus A ®p B-n.

Konnyen ellenorizhetd, hogy az

AxB — EndR(A®RB)
(a,b) = 71,1

hozzarendelés R-bilinearis, igy egy
7: A®pr B — Endgr(A ®r B)
R-homomorfizmust indukal, amelyre teljesiil, hogy
T(a®b)=7,®7, minden a € A, b € B esetén.

Egy pillanatra tekintsiik az a ® 1 és '’ ® 1 tenzorokat. Amennyiben azt szeretnénk, hogy
az A ®g B-beli szorzas az A- illetve B-belinek kiterjesztése legyen, akkor sziikségképpen

(a®1)®(d®@1)=(ad)®1

kell, hogy legyen (analég médon B-beli elemekre és 1 ® b alakd tenzorokra), amit a 7
leképezés segitségével gy irhatunk le, hogy

(a®1)®@(d®1l)=1(a®1)(d®1) .

Ez alapjan definidljuk az A ® g B-beli szorzast az alabbi médon: minden x,y € A ®r B

esetén
def

z-y=T1(7)(y) -
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A kapott miivelet a konstrukcié alapjan R-bilinedris, rogton latszik, hogy 14 ® 1 mul-
tiplikativ egységelem. Az asszociativitast a miivelet R-bilinedris volta miatt elegend6
felbonthat6 tenzorokra igazolni, ott viszont azonnal adédik az A-beli, illetve B-beli szor-

s, 2 2

Hamost x =a®b és 2’ = d’ ® b felbonthaté tenzorokat tekintiink, akkor
z-y=7(x)(y)=7(a®b)(d V) =7, @ 7(a’ @ V) = (ad’) @ (bV) ,

vagyis teljesiil a kivant tulajdonsag. Ebbol viszont az R-bilinearitds miatt minden x,y €
A ®p B-re kovetkezik.
(2) A keresett A - A ®p B R-algebra-homomorfizmust az

ida ®fB

LAIA%A@RR A@RB

kompozicié adja meg, ahol fp a B R-algebra struktiuraleképezése. Az 2.50. Lemma
alapjan id4 ® fp szintén R-algebra-homomorfizmus, igy ¢4 is az lesz. A

tala)=a® 1p

tulajdonsag definicié szerint teljesiil. Az 1g-re vonaktozd kijelentés analég médon ellen-
Orizheto.

(3) Amennyiben egy a: A ®g B — B R-algebra-homomorfizmus rendelkezik az el6irt
tulajdonsagokkal, akkor a bilinearitds és

ala®@b)=a((a®1)- (1®b)=a(a® 1) - a(l®@b)=7¢(a) - (b)

miatt egyértelmiien meghatarozott.
Az a leképezést az alabbi modon konstrualjuk meg. Vegyiik észre, hogy a

AxB — (C
(a,b) = o(a)-(b)

hozzarendelés R-bilinedris, igy egy
a: ARpr B — C
R-homomorfizmust indukal, amelyre
ala®@b)=d¢(a)-1¥(b) minden a € A és b € B esetén.

Megmutatjuk, hogy « rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal.
El6szor is,
aoLy=¢ és aoip=1
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a definicié és o R-linearitdsa miatt. Szintén a definiciébol kovetkezik, hogy

Oé(1A® 13):10 .

Hétra van még, annak igazolasa, hogy a multiplikativ. Ezt ismét csak elég felbonthato
tenzorokra belatni « linearitdsa miatt. Legyenek tehat a ® b,a’ ® b/ € A ®p B. Ekkor

a((a®b)- (' @V)) = a(ad) @ (b))
= ¢aa’) - P(bb)
= o(a)- ¢(d) - ¥(b) - (V)
= o(a) - p(b) - o(a’) - (V)
(a®b) - ald @),

e

amint azt allitottuk. Ezzel a tételt belattuk. O
2.49. Megjegyzés Ha ay,...,a,,a},...,a, € A ésby,... b, by, ... U, € B tetszdleges
elemek, akkor a bilinearitas miatt

T S

QO (a@b)-Q (@eth)= > () b)) .

i=1 j=1 1<i<r,1<j<s

i/ >

Az A ®g B R-algebra struktirahomomorfizmusa az

R-SRon R A0, B

kompozicio.

s,

2.50. Lemma Legyenek a: A — A’ és : B — B’ R-algebra-homomorfizmusok. Ekkor
az

a®pB: Ar B — A @ B’
R-modulus-homomorfizmus az imént definidlt R-algebra-struktirdkra nézve R-algebra-

homomorfizmus is egyben.

Bizonyitds. Mivel a ® [ R-bilinearis, az allitast elég felbonthaté tenzorokra belatni.
Ebben az esetben viszont

(@@ B)((a1®b) (a2 ®@b2)) = (a® B)((a1a2) @ (bibs))
= a(aaz) @ B(bibs)
= (afar)a(az)) ® (B(b1)B(b2))
= (ala) @ B(b1)) - (a(az) ® B(b2))
= (a®PB) (a1 ®b1) - (a® B)(az @ by) ,

ahogy allitottuk. |
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2.51. Megjegyzés Legyenek A, B R-algebrdk, jeldljék
pa: ARr A — A illetve pup: BQr B — B

az adott algebrabeli szorzdst (egész pontosan az dltaluk a TUT-dn keresztilt indukalt
leképezéseket). Ekkor

HARB : (A ®R B) ®R (A ®R B)%(A ®R A) ®R (B ®R B)MﬂBA ®R B

az A®p B algebrdn a 2.48. Allitds bizonyitdsa sordn definidlt szorzat.
Ezt a megfigyelést a mdsik iranyban is felhaszndlhatjuk, lehetséges a szorzatot a fenti
kompozicioval definidlna.

2.52. Példa Geometriai szemszogbol nézve R-algebradk tenzorszorzata egész pontosan af-
fin R-sémdk vagy varietdsok szorzatdnak felel meg (ld. | , Section I1.3]).

Kicsit pontosabban, ha X és'Y eqy K test feletti affin varietasok, akkor X, Y és
X XY koordindtagyiirii kozott az aldbbi dsszefiiggés dll fenn:

KX xY]~K[X]®g K[Y] .
2.14 Feladat Ha V tetszoleges halmaz, X1, Xo C V', akkor

leXQE(X1XX2)mAv,

ahol Avdzef{(v, v) |v eV} aV x V-beli dtlo, és a keresett bijekciot a

ji V — AV
r — (x,z)
fiigguény létesiti.

Legyen most V' affin algebrai varietas, X1, Xo C V algebrai részhalmazok. Az iménti
észrevétel segitségével hatarozzuk meg X1 N Xy koordindtagyiriyjét.

2.53. Allitas (Polinom- és félcsoportalgebrik tenzorszorzata) Legyenck S és T
(additivan jeldlt) félcsoportok, ahol a félcsoport definicidjaba most beleértjiik a félcso-
portmiveletre nézve neutrdlis elem létezését. Jelilje Ad:efR[S] és Bd:efR[T] a megfeleld
félcsoportalgebakat. Ekkor létezik egy kanonikus

R[S] ®r RT)R[S x T

R-algebra-izomorfizmus.
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Bizonyitds. Jeloljék {e, | o € S} és {e, | 7 € T} az R[S], illetve R[T] félcsoportalgebrik
standard bazisait. Ekkor
{en | (0,7) € SxT}

az R[S x T félcsoportalgebra standard béazisa lesz.
A
Jg: S = ST, s+ (s,1r)

és
Jjr: T — ST, t— (lg,t)
kanonikus bedgyazasok

da: RIS] — R[S x T és ¢p: R[T) — R[S x T]

R-algebra-homomorfizmusokat indukalnak. Az algebrdk tenzorszorzatanak univerzalis
tulajdonsagabol kovetkezik, hogy 1étezik pontosan egy olyan

a: R[S @ R[T] — R[S x T

R-algebra-homomorfizmus, amelyre a

RI[S] “ -~ R[S] ®f R[T] <= R[T]
I
R[S x T]

diagram kommutativ, és a(e, ® e;) =e(y ). Mivel eszerint o az R[S] ®p R[T| szabad
modulus egy R-bézisat az R[S x T szabad modulus egy bazisaba viszi, « sziikségképpen
egy izomorfizmus. O

2.4. Tenzorszorzat testek felett

Ebben a fejezetben azt a specidlis esetet vizsgédljuk, amikor az R gytrd egy test, ennek
megfeleléen K-val is fogjuk jelolni. Ez a feltétel kiilonboz6 kovetkezményeket von maga
utdn: példdul K nullosztomentes (vagyis integritdsi tartomany), tovdbba minden K-
modulus szabad.

2.54. Megjegyzés Nem tessziik fel dltaldnossdagban, hogy az eléfordulo vektorterek véges-
dimenziosak.

2.55. Megjegyzés Sok esetben elegendd feltenni, hogy R egy integritdsi tartomdny, és
M egy (véges rangi) szabad R-modulus.
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Az aldbbi allitas igaz tetszéleges gytirtik feletti szabad modulusokra (1d. 2.29. Ko&-
vetkezmény), fontossaga miatt megismételjiik, és adunk ra egy ujabb (vektorterekre jel-
lemz6) bizonyitést.

2.56. Lemma (Tenzorszorzat bazisa) Legyenek V és W K feletti véges-dimenzids
vektorterek, {e; | i € I} a 'V vektortér, {f; | j € J} pedig W egy bdzisa. Ekkor

{e;®e;liel,jel}
aV@r W wvektortér eqy bazisa lesz.

Bizonyitds. A 2.23. Kovetkezmény testek felett. O]

/////

vonatkozo megszoritas nélkil is igaz.

Az els6 észrevétel egy egyszertiisitési szabaly.

2.58. Lemma Legyenek V. ,W wvektorterek, v e V. ,w e W. Ekkorv@w=0€V Qg W
pontosan akkor, ha v =0 vagy w = 0.

Bizonyitds. A tenzorszorzat alaptulajdonsagainal lattuk, hogy ha v = 0 vagy w = 0,
akkor v ® w = 0.
Megforditva, tegyiik fel, hogy v@w = 0. Legyen {e; | i € I} a'V vektortér, {f; | j € J}

pedig W egy bazisa,
v=Y e, w=>Y_ Bify,
i€l j€J
ahol mindkét esetben majdnem minden egyiitthaté nulla. Ekkor
VR W= Z Oéiﬁj(GZ‘@fj) .
(i.J)EIxJT

Amennyiben létezik olyan ¢ € I és j € J index, amelyekre o; # 0 és 3; # 0, akkor a
v@w €V ®W vektornak az e; ® f; koordinataja nulldtdl kiilonbozd, ami ellentmond
a kiinduldsi feltételiinknek. Tehdt vagy a; = 0 minden ¢ € I-re, vagy ; = 0 minden
j € j-re. Az els6 esetben v = 0, a méasodikban w = 0. [

2.59. Megjegyzés (Injektiv leképezések szorzata) Legyenek ¢ : Vi — Wy és i :
Vo — Wy ingektiv K-homomorfizmusok. Ekkor amint azt az 2.27. Allitasban beldattuk,

PRY: Vi@ Vy — W @ Wy
szintén injektiv.

Ennek megfeleléen, ha Vi C Wy és Vo C Wy alterek, akkor tekinthetink Vi ® Vs-re
ugy, mint Wy @ Wy alterére.
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Egy masik specialis tulajdonsag az alabbi.
2.60. Lemma Legyen V eqy K-vektortér, v,w € V. Ekkor
vRw=w®v pontosan akkor, ha dimg (v,w) <1 .

Bizonyitds. Amennyiben dimg (v,w) < 1, akkor vagy v = aw alkalmas o € K kons-
tansra, vagy forditva. Ekkor

1Rw=(w)@W=w (ew)=w RV .

A maésik irdnyhoz legyen {e; | i € I} a V vektortér egy bézisa,

v= § Qe wIE Biei .

iel icl
Ekkor a v ® w = w ® v egyenléség koordinatakban az alabbi mdédon néz ki:
Z aiﬁj(ei & 6]') = Z Oéiﬁj(€j (%9 Gi) ,
(t.5)€IxI (i,)€IXT

vagyis minden (i,7) € I x I esetén

o =a;p; .

Ha v = 0 vagy w = 0, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy v # 0, ekkor van olyan
1o € I index, amelyre «;, # 0. Az iménti egyenloségrendszerbdl ekkor azt kapjuk, hogy
minden j € J véalasztasra

5
J aio J
vagyis
_ B,
Q5
Ezzel az allitast belattuk. O

2.15 Feladat Legyenek Vi, ..., V, wvektorterek, v;,w; € V; minden 1 < ¢ < r esetén.
Mutassuk meg, hogy amennyiben

Ul®"'®1}r:wl®"'®wr7éoa
akkor léteznek oo, ..., o, € K elemek, amelyekre oy ..., =1, és

w; =auv; minden 1 <1 <r esetén.
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2.61. Lemma Legyenek V., W wvektorterek, {v; | i € I} C V linedrisan fiiggetlen rend-
szer, w; € W tetszdleges (nem feltétleniil kiilonbozd) elemek minden i € I-re. Ha

Zvi@)wizo,

icl
akkor w; = 0 minden i € I-re.

Bizonyitds. Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy {v; | i € I} a V' vek-
tortér egy bézisa (ha nem lenne az, egészitsiik ki bazissd, és az 1j elemekhez vegyiik a
w; = 0 part). Legyen {e; | j € J} a W vektortér egy bézisa, és

w; = E a;je; minden ¢ € I esetén.
jed

Ekkor

0 = ZUZ(X)’LUZ

il

= D u®() aye)
il jed
= >, aui®e).

(i,5)eIxJ

Mivel a {v; ® e; | (i,j) € I x J} C V @W rendszer egy bazis, ezért sziikségképpen «a;; =
0 minden (4, 7) € I x J esetén. Speciédlisan w; = 0 minden i € [-re. O

2.62. Allitas Legyenek V, W vektorterek, {v; |i € I} CV, {w; | j € J} € W. Ekkor
a

{UZ‘(X)U}]‘ | (Z,]) el x J}QV(X)KW
elemrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen/generdtorrendszer/bazis V @ W -ben,

ha az adott tulajdonsdg a {v; |[i €1} CV és{w;|je J} C W elemrendszerek kiziil
mindkettore fenndll.

Bizonyitds. (1) Ha Vd:ef{vi liel} CVés Wd:ef{wj | j € J} C W generatorrendszerek,
akkor {v; @ w; | (i,7) € I x J} CV &k W is az lesz, mivel az egyes vektorterek minden
eleme eloall V, illetve W linedris kombinacioibol, amelyeknek a tenzorszorzatai viszont
az 0Osszes felbonthaté tenzort megadjak. Ez utébbi halmaz viszont generédlja V' @ W-t.
(2) Tegyiik fel, hogy példdul V linedrisan osszefliggd, vagyis vannak olyan «; € K elemek
, véges sok (de nem az Gsszes) kivételével 0, hogy

ZO&Z'UZ‘:O .

el
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Ekkor tetszdleges w; € W esetén

Z%‘(Uz‘ ®wj):(Zaivi) Qw=0®w;=0,

iel iel
ahol az «; elemek nem mind nulldk, vagyis a {v; @ w; | (4,7) € I x J} rendszer is lined-
risan Osszefiiggo.
(3) Tegytik fel, hogy {v; ® w; | (i,7) € I x J} CV @k W linearisan fiiggd, vagyis vannak
olyan a;; € K szdmok, véges sok kivételével mind nulla, hogy

Z ozijvi@)wj:() .

(i,5)eIxJ

frjuk a fenti Osszefiiggést az alabbi alakba:

ZUZ' (24 (Zaijwj) =0.

il jeJ

Amennyiben V linearisan fiiggetlen, akkor a 2.61. Lemma alapjin Zje jaw; = 0
minden ¢ € [ esetén, tehat WV linedrisan fiiggd (hiszen nem minden «;; = 0). Azt kaptuk
ezzel, hogy vagy V vagy W linedrisan fiiggé halmazok. Ezzel a linedris fiiggésre vonatkozd
allitast belattuk.
(4) Vélasszunk ki {w; | j € J}-b0l egy linedrisan fliggetlen rendszert, jeloljiikk ezt ismét
csak {w; | 7 € J}-vel, legyen v € V tetszlleges, j, € J rogzitett index (vegyiik észre,
hogy amennyiben az eddigi tenzorrendszer generatorrendszer volt, akkor az 1j rendszer
is az marad).

Tegyiik fel, hogy {v; ® w; | (4,5) € I x J} CV @k W generdtorrendszer, ekkor vannak
olyan o;; szamok, amelyekre

v ® wj() = E ozijvi ® wj .

(.5)EIxT
Ekvivalens médon
VR Wy, = Z(Z Oéij?)i) X wy ,
jeJ el
amibdl
0=(v— Z @, Vi) @ wj, + Z (Z V) @ wj .
iel jeN{jo} i€l

Mivel a {w; | j € J} rendszer linearisan fiiggetlen, a 2.61. Lemma azt mondja, hogy

specialisan
v — Zazjovi:0 ,
el
azaz V generatorrendszer V-ben. Anal6g modon lathaté be, hogy W is generalja W-t.[]
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2.16 Feladat Legyenek V,W wvektorterek, {V; <V |1 eI}, {W; <W |je J} alterek
csaladjar. Igazolyuk, hogy

N %@Wj:<ﬂ%>®<ﬂwj>
(ig)EIxJ el jeJ
mint V QW alteres.

2.17 Feladat LegyenekV és W wvektorterek, Vi <V és Wy < W linedris alterek. Legyen
z € Vi @ W, és tegyiik fel, hogy = = >, v; ® w;, ahol vy,...,v,, illetve wy, ..., w,
linedrisan fiiggetlen rendszerek.

Mutassuk meg, hogy vy, ...,v, € V| éswy,...,w, € Wi.

2.63. Definicié (Tenzor rangja) Legyenek V és W K-vektorterek, t € V @x W. A

rank(t)d:efmin {r eN|t= Zvi ® w; valamely v; € V, w; € W esetén}

=1

mvarianst a t tenzor rangjdnak nevezzik.

2.64. Megjegyzés FEgyt € V ® W tenzor rangja pontosan akkor 0, ha t = 0. Az
1-rangi tenzorok pontosan a felbonthatd tenzorok.

2.65. Allitas Az iménti jelolésekkel legyen z = >

1=

Vi @w; € VW egy tetszbleges

tenzor.
1. Havy,... v, €swy,...,w, linedrisan figgetlen rendszerek, akkor r = rank(z).
2. Megforditva, ha r = rank(z), akkor vy,...,v, és wy,...,w, egyardnt linedrisan
fiiggetlenek.
Bizonyitds. (1) Amennyiben r < n = dimV, egészitsiik ki a vy,...,v, rendszert egy

{v; | i € I} bézissé. Legyen
Z = sz®wz: Zaj®bj s
i=1 j=1
ahol s = rank(z). Ekkor minden 1 < j < s esetén léteznek egyértelmiien meghatarozott
aj, € K testelemek, amelyekre
a; = Z QUL -

kel
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Ebbdl kovetkezik, hogy

s

Y vi@uwi=z=> O apon) @bi=Y v ® (> b)),
i=1 1

j=1 kel kel j=
és igy
0: Uk® (wk —Zozjkbj) + Z Uk® (—Zajkbj) .

k=1 Jj=1 kel\{1,...,r} J=1

A 2.61. Lemma szerint ekkor
S
Wy — Zajkbj = (0 minden 1 <k <71 esetén.
j=1

Az iménti gyenloségek azt mutatjak, hogy
Wi,y ..., Wy € <bl,...,b5> s

amibdl a w; elemek linedris fiiggetlensége miatt r < s kovetkezik, masrészt s = rank(z)
miatt r > s, s igy r = s.

(2) Indirekte, tegyiik fel, hogy vy, ..., v, nem linedrisan fiiggetlen, ekkor valamely eleme
kifejezheté a tobbi linearis kombinacidjaként. Az altalanossag megsértése nélkiil felte-
hetjiik, hogy ez vy, vagyis léteznek olyan «aq, ..., o, testelemek, amelyekre

r
V1 = E ;U5 .
j=2

Ekkor viszont

z = ivi@)wi
=1
= O ap)@ui+ ) v
=2 =2

= Zvj ® (ojwy +wy) ,
=2

ami ellentmond r = rank(z) minimalitdsdnak. O

2.66. Allitas Legyenek Vi, Vo, Wy, Wy K -vektorterek (nem feltétleniil véges-dimenzidsak).
Ekkor a kanonikus

Hom(Vi, W1) ® Hom(Va, Ws) 2 Hom(V; ® Vo, Wy @ Wa)
f®g — [®yg

homomorfizmus injektiv.
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2.67. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy a két oldalon dllo ®-jelek mds vektorter kézti
tenzorszorzatot jeldlnek. Ti. a ¢ leképezést az alabbi modon kapjuk: a

Hom(Vy, W1) x Hom(Va, Ws) — Hom(V; @ Vo, W1 @ Wh)
(f,9) = [f®yg

hozzarendelés K -bilinedris, igy a TUT alapjin egyértelmiien meghatdroz egy
Hom(Vi, W) ® Hom(Va, Wa) — Hom(V; @ Vo, Wy @ W)

K-linearis leképezést, ezt jeloltik ¢-vel.
Amennyiben az eléfordulo vektorterek véges-dimenziosak, akkor ¢ izomorfizmus, mivel
bazist bdzisra képez.

Bizonyitds. Legyen x = Y., fi ® g; € Ker ¢, ahol feltessziik, hogy az iménti egy mini-
malis hosszusagu el6allitas, vagyis r = rank(x). Legyen v € Vj olyan vektor, amelyre
fi(v) # 0. Az altaldnossig megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy 1étezik olyan 1 < ' < r
index, amelyre

fiw),..., fr(v) linedrisan fiiggetlenek,
és

fr/_’_]_(’U): e :fr(v):() .

A feltevés szerint x € Ker ¢, igy tetszdleges u € V5 vektorra

,',,/

0=¢($)(U®U)=(Z fi®gi)(v@u)= Zfi(v) ® gi(u) =) fi(v) ® gi(u) .

=1

A konstrukciénk alapjan fi(v),..., fi(v) € V, linedrisan fliggetlenek, amibél g;(u) =
- = gu(u) =0 € W; kovetkezik. Mivel ez minden u € V5 esetén fenndll, igy g1 = - -+ =
g =0 € Hom(V5, W5), ami ellentmond az z = >",_, f; ® g; el6allitds minimalitdsanak.[]

2.18 Feladat Legyenek Viy,..., V. és Wy, ..., W, K-vektorterek, igazoljuk, hogy a

®Hom(%,W}) — Hom(® Vi,(é)W@-)
i=1 1=1

i=1
Qv — (®v)
=1 =1

kanonikus leképezések injektivek.
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2.19 Feladat Legyenek V és W K -vektorterek, és tekintsiik a
a: VoW — Hom(V*, W)
kanonikus homomorfizmust, amelyre
a(v@w) = (¢ = ¢(v)w)

minden v € V ésw € W esetén.
Tetszoleges x € V @ W tenzor esetén igazoljuk, hogy

rank r = rank a(z) |

ahol ez utdbbi az a(x) mint linedris leképezés rangjdat jeloli a hagyomdnyos értelemben.

2.5. Baziscsere

Gyakran el6fordulé probléma, hogy adott egy ¢ : R — S gylirthomomorfizmus, és R-
modulusokon szeretnénk természetes médon S-modulus-struktirat definialni, vagy for-
ditva.

Eloszor legyen N egy S-modulus. Ekkor a megoldas egyszeri: tetszoleges r € R és

n € N esetén az
def

r-n=o¢(r)n

hozzarendelés egy R-modulus-strukturat létesit N-en.

2.68. Megjegyzés A most ismertetett eljardst az irodalom skaldarok megszoritdsa néven
tartja szamon. A név abbdl a specidlis esetbol szarmazik, amikor ¢ : R — S injektiv.

Fontos fejben tartani, hogy N R-modulus-struktirdja nem csak R-t6l és S-tol, hanem
a ¢ homomorfizmustol is fiigg.

2.20 Feladat Az iménti jelolésekkel tegyiik fel, hogy N eqy végesen generdlt S-modulus.
lgazoljuk, hogy N R-modulusként is végesen generdlt.

A forditott iranytd konstrukcidhoz a tenzorszorzatot fogjuk hasznalni. Legyen ¢ :
R — S egy gytrtthomomorfizmus, M egy R-modulus. A kiindulépont az, hogy az S
gylrl a ¢ homomorfizmussal mint struktiraleképezéssel egy R-algebra lesz. Tekintsiik
tetszoleges s € S esetén a
7s € Hompg(S,S): t — st

R-algebra-homomorfizmust.
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2.69. Lemma Az iménti jelolésekkel

¢ZS — HOD’IR<S®RM,S®RM)
s = T,Qidy

eqy R-algebra-homomorfizmus, amely egy S-modulus-strukturdt létesit az S ®r M R-
moduluson.

Bizonyitds. A tenzorszorzat bilinearitasa miatt ¢ R-linearis, azt kell csupan ellenérizni,
hogy gytrtthomomorfizmus is egyben. Tetszoleges s,t € S esetén

Y(st) =74 @idpy = (1s7) @ idpr = (75, @ idpy) © (7, ® idpr) =Y(s) 0 (1)
amint azt vartuk. O
2.70. Megjegyzés Ha s,t € S ésm € M, akkor a fenti S-modulus-struktirdval
s-(t®@m)=(st)@m .

2.71. Definici6é (Skalarok kiterjesztése/Baziscsere) Legyen ¢ : R — S egy gyliri-
homomorfizmus, M egqy R-modulus. Ekkor az S @z M R-moduluson a

?,D S — HOI’I]R<S®RM,S®RM)
S = Ts®idM

leképezéssel kapott S-modulusstruktirdt a ¢ mentén torténd skalarkiterjesztésnek nevez-
ziik, és a kapott S-modulust My-vel vagy Mg-sel jelélik.

2.72. Megjegyzés Az Mg modulushoz tartozik eqy vy - M — Mg R-modulus-homo-
morfizmus, amelyre m — 1 ® m minden m € M esetén.

2.73. Példa Egy, a komplex geometria és az elméleti fizika szempontjabol igen fontos
példa vektorterek komplezifikicidja. Legyen V' egy R-vektortér, R — C az 1+~ 1+ (0-1)
standard bedgyazds (ehhez ki kell vdlasztanunk az x* + 1 polinom egy gyikét). Ekkor a
V' komplexifikaltja a

Ve=CxrV

komplex vektortér. A 2.78. Lemma alapjan
dimc V(C = dlmR \%4 s

azonban dimg Ve =2dimg V. Komplexr geometridban szokds a Vi komplexifikdltat két
dimg V-dimenzids valds altér direkt dsszegére felbontani (ezek az i-vel vald szorzds saj-
dtalterei), ld. a komplex struktirdkrdl szolo fejezetet, illetve [ /.
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2.74. Példa (Lokalizacié) Egy mdsik klasszikus példa a lokalizdcid, vagy ennek speci-
alis eseteként eqy integritasi tartomdny esetében a hdnyadostestre valo dattérés. Legyen
R egqy kommutativ gyirid, ¥ C R eqy multiplikativ rendszer, Ry az R gyird ¥ men-
tén vett lokalizaltja, M eqy R-modulus. Ekkor tekinthetjik a ¢ : R — Ry természetes
gytirihomomorfizmus mentén torténd Ry Qg M skaldrkiterjesztést. Az

f%g(gﬁgﬂf — A42
(r/s)@m +— (rm)/s

kanonikus leképezés egy Rs-modulus-izomorfizmus, amelynek m/s — (1/s) @ m az in-
verze.

2.75. Példa (Ideél szerinti faktorra valé attérés) Legyen I C R egy idedl, ¢ : R —
R/I a természetes projekcio. Tetszdleges M R-modulus esetén

MYRIT@r M — M/IM
(r+I)@m +— rm+IM

egy R/I-modulus-izomorfizmus, amelynek m + IM — (14 1) ® m az inverze.

2.76. Példa (Skalarkiterjesztés polinomokra) Legyen R kommutativ gyidrd, P =
Rlzy,...,x,] az R feletti n-vdltozds polinomgyird, ¢ : R — S egy gylrihomomorfizmus.
Ekkor

Ps¥S @ (Rlzy, ..., 2a])—==S[21, ..., 2]

hiszen a

S®r (Rlxy,...,z]) — Slx1,..., 1z,
S®(Z a,z®) S-Zgb(aa)xa

aeN"” aeN”

leképezés a P polinomgytird monomokbdl dllé bazisdt S[xy, ..., x,] analdg bdzisdba viszi.

2.77. Megjegyzés A bdziscsere eqy hagyomdnyos alkalmazdsa a gytrikrol testekre valo
attérés annak érdekében, hogy ki tudjuk haszndlni a test feletti vektorterek igen kedvezd
tulagdonsdgait. Erre példa az alabbi dllitds bizonyitisinak gondolatmenete: legyen R
tetszoleges gydri, ¢ : R™ — R™ izomorfizmus. Ekkor m = n.

Ennek igazoldsdra legyen m C R egy maximdlis idedl, m: R — Kd:efR/m a faktortestbe
torténo természetes vetités. Belathato, hogy ¢ ® idx: R™ @p K — R" @r K egqy K-
vektorterek kézti izomorfizmust indukdlt, amibol m = n adodik.

2.78. Lemma Legyen ¢ : R — S eqy gyldrihomomorfizmus, M egy szabad R-modulus
{m; | i € I} bazissal. Ekkor Mg egy szabad S-modulus {1 @ m; | i € I} bdzissal.
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Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a

0: 6}9;9 — S®rM

el

(si)ier — Z §i @ m;

el

leképezés egy R-modulus-izomorfizmus.
Ha a fentiekre S-modulusként tekintiink, akkor a jobboldal atirhaté

Zsi@)mi: ZSi(l@mi)

i€l el

alakba, és az igy kapott (szintén #-val jelolet) leképezés S-linedris.
Mivel 0 @, S standard bazisat S @ M egy bézisdra képzi, ezért 6 egy S-modulus-
izomorfizmus is egyben. m

2.79. Allitas (A skaldrkiterjesztés univerzalis tulajdonsiga) Legyen ¢ : R — S
eqy gytrihomomorfizmus, M egy R-modulus. FEkkor minden v : M — N R-linedris
leképezéshez, ahol N eqy S-modulus, létezik pontosan eqy S-linedris vs : Mg — N
leképezés, amelyre a

diagram kommutativ.
Ez a tulajdonsdg az (Mg, ts) part eqyértelmiien meghatdrozza.

2.80. Megjegyzés A fenti dllitds jeloléseivel még az is teljesiil, hogy
imyg=.95-imy .

2.81. Megjegyzés Az g leképezést gyakran 1 univerzdlis kiterjesztésének is nevezik.

2.82. Megjegyzés A 2.79. Allitds mds formdban azt mondja ki, hogy a

Homg(M,N) — Hompg(M,N)
Y o= Yoy

R-homomorfizmus egy R-izomorfizmus is egyben.
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Bizonyitas. Eloszor lassuk be, hogy Mg rendelkezik az el6irt univerzalis tulajdonsaggal.
Ehhez tekintsiik a

SxM — N
(Sam) = Sw(m)

R-bilinearis leképezést. Ez a tenzorszorzat univerzalis tulajdonsiga alapjan egy
Vs Mg=S®@r M — N
R-linedris leképezést indukal, amelyre ¥g(s @ m) = s - 1p(m), és igy
imyg=.S5-imy .

Mivel ¢y képe az Mg S-modulus egy generatorrendszere, ezért 1s-t mint fiiggvényt
egyértelmiien meghatarozza. Mivel a konstrukciéja alapjan g S-linearis is egyben, az
allitast belattuk.

Az univerzélis tulajdonsdghoz tartozé par kanonikus izomorfizmus erejéig meghata-
rozott (amint azt példaul a TUT bizonyitdsa sordn lattuk). O

2.83. Definicié Legyen ¢ : R — S egy gytrihomomorfizmus, M ,N R-modulusok, f €
Hompg(M, N). Ekkor az

SCl:efid5®5f2MS:S®RM — NS:S®RN

S-linedris leképezést f S feletti kiterjesztésének nevezziik.

2.21 Feladat Igazoljuk, hogy fs valdban S-linedris (a konstrukciobdl csak az R-lineari-
tas automatikus), tovabbd, hogy a

M N
L]\ll/ LLN
Mg=S@yM-L2U5 N —So, N

diagram kommutativ.

2.22 Feladat (Leképezések kiterjesztésének funktoridlis tulajdonsagai) Ilgazol-
Juk, hogy

1. minden M-modulusra (idpr)s = idasg,

2. ha ML N3P R-modulusok kizti leképezések, akkor (go f)s=gso fs.
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2.23 Feladat Legyen ¢ : R — S egy gytrihomomorfizmus, M ,N R-modulusok, f €
Hompg(M, N). Konstrudljunk kanonikus

(ker f)s —> ker fs  és (im f)g — im fg
S-linedris leképezéseket.

2.24 Feladat Legyen K egy test, ¢ : K — S gytrihomomorfizmus, f : V — W egy
K -vektorterek kozti K -linedris leképezés. lgazoljuk az aldbbiakat:

1. A (ker f)s — ker fs kanonikus S-linedris leképezés izomorfizmus, tovdbbd ha
{vi|iel} akerf <V altér eqy K-bdzisa, akkor {1®wv; |i € I} a ker fg altér
eqy S-bdzisa lesz.

2. Hasonldképpen,az (im f)s — im fg kanonikus S-linedris leképezés izomorfizmus,
és amennyiben {v; | i € I} azim f < W altér egy K-bazisa, akkor {1 ®v; | i € I}
az im fs altér egy S-bdzisa lesz.

2.84. Megjegyzés Legyen ismét csak K egy test, ¢ : K — S mint eddig, V egy K-
vektortér, U <V eqy altér. Ekkor a j : U — V bedgyazas js : Us — Vg kiterjesztése az
iménti feladat alapjdn szintén injektiv, igy Ug-t tekinthetjik Vs részmodulusdnak. FEzzel
az értelmezéssel (ker f)g = ker fg és (im f)g = im fg.

2.85. Megjegyzés A tenzorszorzat képzése felcserélhetd a skaldrkiterjesztéssel. Ponto-
sabban igaz az aldbbi dllitds, amelyet nem bizonyitunk (ld. |[. , Satz 81.6] példdul):
legyen ¢ : R — S egy gytirihomomorfizmus, My, ..., M, R-modulusok. Ekkor létezik eqy
kanonikus S-linedris izomorfizmus

S@r Q) M) S@r M,
i=1R i=1g9
amelyre
1® (®i_ymi) = @i (1 ®@my) .

Végiil par sz6 a skalarkiterjesztésrdl algebrak esetén. Legyen A egy R-algebra, ¢ :
R — S egy gytrtthomomorfizmus. Ekkor S-t mint R-algebrdt tekintve (¢-vel mint
struktirahomomorfizmussal), képezhetjiik az S és A R-algebrik S ®p A tenzorszorzatat,
amely elsé korben ismét egy R-algebra lesz. Az innen nyert

bag: S—5S @p REH S @, A
gytrtthomomorfizmus adja az Agd:efS ®r A R-algebran az S-algebra-strukturat. Rogton

latszik a definiciébdl, hogy Ag mint S-modulus megegyezik az A R-modulus ¢ mentén
torténo skalarkiterjesztésével.
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2.86. Allitas (Algebrak skalarkiterjesztésének univerzalis tulajdonsiga) Tekint-
sink ¢ : R — S egy gylrihomomorfizmust, legyen A egqy R-algebra. FEkkor minden B
S-algebrdra és minden ¢ : A — B R-algebra-homomorfizmusra létezik pontosan egy
Vg 1 As — B S-algebra-homomorfizmus, amelyre a

diagram kommutativ.

2.25 Feladat Igazoljuk az iménti dllitast.

2.6. A tenzorszorzat homologikus tulajdonsagai

Itt a tenzorszorzatnak az egzakt sorozatokhoz vald viszonyat fogjuk elemezni. A homo-
logikus algebra idevagd definiciéi a 3 fejezetben talalhatok. Emlékeztetoiil, modulusok

egy
e — Mi_1E>Miﬂ>Mi+1 R

sorozatat egzaktnak nevezziik, ha minden ¢ € I esetén ker ¢; = im ¢;_;.
Az alapvet6 eredmény ebben a témaban az alabbi.

2.87. Allitas (A tenzorszorzat jobbegzaktsaga) Legyen
MMM — 0
R-modulusok eqy egzakt sorozata, N tetszoleges R-modulus. Ekkor az
M @ N2 M @ N2 M @z N — 0
sorozat is egzakt.
Bizonyitas. Lattuk, hogy sziirjektiv leképezések tenzorszorzata is sziirjektiv, ezért az
M @p N2 M @p N2 M" @5 N — 0

sorozat M" ®p N-nél egzakt lesz.
Mivel ker i) = im ¢, ezért ¥ o ¢ =0, s igy (¢ 0 ¢) ® idy = 0. Ebbdl viszont

(Yo¢)®idy = (¢ ®@idy) o (¢ @ idy)
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miatt rogton adddik, hogy ker v ® idy 2 im ¢ ® idy.
Hétra van még annak igazoldsa, hogy ker ¢ ® idy C im ¢ ® idy, masképpen, hogy a
1 ®idy 4altal indukalt

B: M ®p N/im(¢ ®idy) — M" @z N

leképezés bijektiv. Ennek demonstralasara megkonstrualjuk az inverz leképezést. Legyen
m"” € M" és n € N tetszOleges. Mivel v feltevés szerint sziirjektiv, létezik m € M,
amelyre ¢(m) = m”. Tekintsiik a

v M"x N — M®gN/im(¢ @ idy)

(m",n) — m®n
hozzarendelést. Belatjuk, hogy joldefinialt, vagyis nem fiigg m” inverz képének a véalasz-
tdsatol. Legyen my € v~ (m”). Ekkor ¢)(m;—m) = 0, igy m; —m € ker ) = im ¢ (mivel
M, egzakt), tehat
m@n—maen=(m; —m)®n € im(¢idy) ,
ahogy allitottuk. Ekkor viszont v indukél egy
F¥:M'@N— M®N/im(¢ ®idy)

R-homomorfizmust, amelyre
m' @n—men

minden m” € M" és n € N esetén. Ezt Gsszevetve a 3 leképezéssel lathatjuk, hogy 3 és
7 egymas inverzei. O

2.88. Megjegyzés Fontos tudnivalo, hogy a bizonyitds lényeges modon felhaszndlta 1)
sziirjektivitdsat. Nem igaz daltalaban, hogy ha M' — M — M" egzakt sorozat, akkor
M N —->M@N— M"® N is az lenne.

Egy egyszerii példa erre az alabbi: legyen R = Z, és tekintsiik a
0 =72 —7Z

egzakt sorozatot, ahol a nemtrividlis morfizmus a pq: a — da leképezés, ahol d > 1 egész
szam. Ekkor az N d:efZ/ dZ valasztassal azt kapjuk, hogy

0 — Z/dZ=7 @7, Z/dZ"5'7)d7.= 7. @7 7./dZ

ugyanakkor pg ® id = 0, tehdt a kapott sorozat nem egzakt.
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2.89. Megjegyzés Eqgy mdsik, gyors bizonyitist tudunk adni a tenzorszorzat jobbeg-
zaktsagdra, ha a Hom-funktorokkal valo kapcsolatdt felhaszndljuk. Ldttuk korabban, a
tenzorszorzat és a Hom-funktor adjungdlt funktorok, részletessebben: tetszéleges M, N, P
R-modulusokra létezik eqy

Hompg(M ®g N, P) ~ Homg(M, Homg(N, P))

kanonikus homomorfizmus. Emlékeztetink tovdbbd arra is, hogy régzitett M R-modulus
esetén a kovaridns Hom-funktor N +— Hompg(M, N) bal-egzakt, a kontravaridins N
Hompg(N, M) funktor jobb-egzakt.
Jelolje My az 2.87. Allitdsban szerepld egzakt sorozatot. Ekkor a Homg(N, P) R-
modulushoz tartozo kontravaridns Hom-funktor jobb egzakt, ezért azt kapjuk, hogy Homg(M,, Hompg(N, 1
egzakt sorozat lesz. Azonban

HOIIlR(M., HOIIlR<N, P)) >~ HOIIlR(M. QR N, P) y

ezért a bal oldalon dllo sorozat is egzakt. Mivel ez tetszdleges P R-modulusra teljestil,
M, ®r N is egzakt kell, hogy legyen.

A most ismertetett érvelés joval dltalanosabb korilmények kozott is érvényes: lénye-
gében azt mutatja meg, hogy minden bal-adjungdlt funktor jobb-egzakt.

2.26 Feladat Legyenek M és N R-modulusok, M' < M, N' < N részmodulusok.
Konstrualjunk meg a kanonikus

(M/M')® (N/N')~(M®@N)/(im(M'®@ N -+ M®@N)+im(M®N — MeN))
1zomorfizmust.

Mivel egy rogzitett R-modulussal torténd tenzorszorzas altalaban nem egzakt, az
alkalmazésok (pl. algebrai topoldgia, kommutativ algebra és algebrai geometria, stb.)
szempontjabdl kitiintetett jelentéségiik van azoknak a modulusoknak, amelyekre ez mégis
teljesiil.

2.90. Definicié (Lapos modulusok) Egy M R-modulust laposnak neveziink, ha a ve-
le valo @M tenzorszorzds egzakt sorozatokat egzakt sorozatokba visz.

2.91. Megjegyzés Konnyen lathato, hogy egy modulus lapossagdt elegendd
0—-M —-M-—M"—0

rovid egzakt sorozatokon tesztelni.

2.92. Megjegyzés Mivel eqy 0 — M’ % M sorozat pontosan akkor egzakt, ha ¢ in-
jektiv, a lapos modulusok definiciojabol és a tenzorszorzat jobb-egzaktsdgabol kiovetkezik,
hogy eqy N R-modulus pontosan akkor lesz lapos, ha minden ¢ : M' — M injektiv
leképezésre o @ idy: M’ ®@ N — M ® N is injektiv marad.
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2.93. Allitas Egy N R-modulus pontosan akkor lapos, ha tetszéleges M',M wvégesen
generdlt modulusok és ¢ : M' — M injektiv leképezés esetén ¢ Qidy: M@ N — M @ N
szintén injektiv.

Bizonyitas. Lattuk, hogy egy lapos modulussal vald tenzorszorzas megorzi a leképezések
injektivitasat, igy csak az 4llitds megforditdsa van hatra. Legyenek M és M’ tetszoleges
R-modulusok, ¢ : M" — M egy injektiv leképezés. Tegyiik fel, hogy

z= Zmé@ni € ker(¢ ® idy)

i=1
valamely m; € M’ és n; € N elemekre, vagyis

r

0=(¢@idn)(z) = (¢ @ idn)(Y_m}@no)= Y  d(mi) ®n; .

i=1 i=1

Tekintsiik az m/,...,m. elemek altal M’-ben generdlt M) < M’ részmodulust, ami
automatikusan végesen generalt, legyen tovabba My < M, amely tartalmazza M/)-nek a
¢ altal vett képét és amelyre

> o(mp) @n;=0€ My@ N |
=1

T

[lyen modulus 1étezik a 2.12. Lemma alapjan. Jelolje Zod:ef Yo m; ®n; mint M) ® N-
beli elemet (Id. ismét 2.11. Megjegyzés). Ekkor @[y @ My — My végesen generdlt
modulusok kozti injektiv leképezés, amelyre

(¢l ®idn)(20) =0,

amibél az Allitdsban szereplo feltétel miatt zp = 0, igy 2z = 0 is teljesiil, vagyis ¢ ® idy
injektiv, ezzel N lapos. O

2.27 Feladat Legyen ¢ : R — S egy gylrihomomorfizmus, M egy lapos R-modulus.
lgazoljuk, hogy ekkor Mg lapos S-modulus lesz.

2.28 Feladat Mutassuk meg, hogy ha M és N lapos R-modulusok, akkor M @r N s az.

2.29 Feladat Legyen {M; |i € I} R-modulusok egy csalddja. Igazoljuk, hogy

@Mi pontosan akkor lapos, ha M; lapos minden 1 € I esetén.
iel

2.94. Megjegyzés A tenzorszorzat és direkt Osszegek felcserélhetdségébol kovetkezik,
hogy minden szabad modulus lapos.
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2.7. Tenzoralgebrak

Egy rogzitett R-modulus tenzorhatvanyai kozti osszefiiggéseket legegyszeriibben a fok-
szamozott algebra-struktira segitségével irhatjuk le.

2.95. Definicié (Tenzoralgebra) Legyen R tetszéleges gyiird, M egy R-modulus. Fk-
kor hozzd tudunk rendelni M-hez eqy Tr(M) fokszdmozott R-algebrdt az aldbbi mddon:
legyen

Tr(M )d:ef@ M®
=0
mant fokszdmozott R-modulus, ahol
(Tr(M))i =M*"

az Tr(M) algebra i-edfoki homogén része.
A multiplikativ struktirdt a homogén részeken a

M Q M~ pyeiti)

természetes homomorfizmusok segitségével értelmezziik, az egész gyirin pedig a homogén
részekrdl torténd bilinedris kiterjesztéssel. A Tr(M)-beli szorzasra a & jelet hasznaljuk.

2.30 Feladat Ellendrizzik, hogy az emlitett miveletekkel Tr(M) valéban egy fokszdmo-
zott R-algebra.

2.96. Megjegyzés Az M modulust kanonikusan azonosithatjuk a Tr(M) homogén el-
séfoku részével. Az gy kapott bedgyazdst iy : M — Tr(M) fogja jelolni.

2.31 Feladat Mutassuk meg, hogy ha m = (m;)en,n = (n;)ien € Tr(M), akkor
(m®n)zz ij ®n,-_j .
=0

2.97. Megjegyzés Mivel azm € M elemek tenzorszorzatai (az un. felbonthatd tenzo-
rok) minden i > 0-ra generdljdk az M®" tenzorszorzatot mint R-modulust, igy generdlni
fogjak Tr(M)-et mint algebrat.

2.32 Feladat Igazoljuk, hogy ha F szabad R-modulus, akkor Tr(F') egy szabad R-algebra.
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2.98. Allitas (A tenzoralgebrak univerzalis tulajdonsaga) Jeldlion R tetsz6leges
gylirit, M egy R-modulust. Ekkor minden A R-algebra és minden ¢ : M — A R-
modulus-homomorfizmus esetén létezik pontosan eqy ¢ : Tr(M) — A R-algebra-homo-
morfizmus, amelyre a

diagram kommutativ. B
Amennyiben A = &2, A; fokszdmozott R-algebra és ¢p(M) C Ay, akkor ¢ egy fokszd-
mozott R-algebrak kozti homogén homomorfizmus lesz.

Bizonyitds. A 5 R-algebra-homomorfizmust R-linedris
¢i: M®i — A

leképezések direkt Osszegeként fogjuk definidlni.
Ha i = 0, akkor legyen ¢y : R — A az A R-algebra strukturaleképezése. Amennyiben
1 > 1, akkor tekintsiik az

M=Mx---xM — A

(my,....,m;) —  o(my)-----od(m;)

hozzarendelést. Ez lathatéan R-multilinearis, igy indukal egy

M — A
R-linearis leképezést, amelyre
my® - @mg = (my) - ¢(m;)
minden my, ..., m; € M esetén. Legyen ez ¢;, specialisan vegyiik észre, hogy ¢ = ¢.

Ekkor &Sﬂzd @ien @i : Tr(M) — A R-modulus-homomorfizmus, amelyre ggl = .
Héatra van még annak igazolasa, hogy ¢ gytirthomomorfizmus. Mivel ¢ R-multilineéris,
ezt elegendo felbonthatd tenzorokra megmutatni. Legyen ¢,5 > 1,

m=m®---Qm; é n=n Q- ---Qn;.
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Ekkor

pmen) = (M@ - @m;) ® (M @ @ny))
= $(m1®"'®mi®nl®"'®nj)
= ¢i+j(m1®'-~®mi®n1®---®nj)
= <Z5z'+j(m1®~~®mi®n1®~-®nj)
= o(ma) - p(mi) - d(na) - - - d(ny)
= (o(ma) -+ (my)) - (d(na) - -+ - - B(n;))
= ¢i(m @ - @my) - ¢j(n & - ®@n,)

= $(m1®---®mi)'¢(n1®'--®nj),

amint azt kivantuk. B

Mivel ¢|p = ¢ és M generélja Tr(M)-et mint R-algebrét, ¢ egyértelmiien meghaté-
rozott.

A fokszamozott algebrakra vonatkozo allitas rogton adédik abbol, hogy ¢; Ay-.. .- A;-
bol A; -be képez. n

2.99. Kovetkezmény Legyen F' egy szabad R-modulus az {e; | i € I} bdzison, A mint
fent, és {a;|i € I} A-beli elemek tetszdleges kollekcidja. FEkkor létezik pontosan egy
¢ : Tr(F) — A R-algebra-homomorfizmus, amelyre ¢(e;) = a; minden 1 € I esetén.

2.100. Megjegyzés Az iménti Kiovetkezmény értelmében gondolhatunk Tr(F)-re gy,
mint az {e; | i € I} nemkommutativ valtozo feletti (nemkommutativ) polinomgydirire.

2.101. Allitas Legyen ¢ : M — N egy R-linedris leképezés. Ekkor létezik pontosan egy
¢: Tp(M) — Tr(N)

R-algebra-homomorfizmus, amelyre $|M =¢. A 5 algebra-homomorfizmus homogén, és
Suei=9@---®¢.

2.102. Megjegyzés A fent konstrudlt 5 R-algebra-homomorfizmusra gyakran a T(¢)
jelolést is hasznadljak.

Bizonyitas. Tekintsiik az
M-25 N2 TR (N)

kompoziciét, amely egy R-linedris leképezés a Tgr(N) R-algebrédba. A tenzoralgebrak
univerzalis tulajdonsaga alapjan létezik egy egyértelmiien meghatérozott

¢: Tr(M) — Tr(N)
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homogén R-algebra-homomorfizmus, amely ¢ o iy kiterjesztése.
A ¢|prei-re vonaktozd képletet mindkét oldal R-linearitdsa miatt ismét csak elég fel-
bonthato tenzorokra ellenoOrizni: tetszoéleges ¢+ > 1 és mq,...,m; € M esetén

= ¢(m) ® - @ p(m;)
= (¢®...®¢)(m1®...®mi)7

amint azt allitottuk. O

2.103. Megjegyzés (A tenzoralgebra funktorialitasa) Legyenek ¢ : M — N, 1) :
N — P R-modulusok kozti homomorfizmusok. Ekkor az 2.101. Allitds miatt

Tr(idar) = idpyan
Tr(¢ 0 ¢) =Tr(y) o Tr(9) .

Ezzel beldttuk, hogy Tr egqy kovariins funktort létesit az R-modulusok kategoridjabol az
R-algebrdk kategoridjdaba.

2.33 Feladat Legyen ¢ : M — N egy R-modulusok kozti homomorfizmus. A homomor-
fizmusok tenzorszorzatdra vonatkozo dllitdsok segitségével igazoljuk az alabbiakat.

1. Ha ¢ sziirjektiv, akkor Tr(¢) is az.
2. Ha ¢ izomorfizmus, akkor Tr(¢) hasonléképpen.

3. Amennyiben ¢ az M modulust N eqy direkt osszeadanddjdra képzi le, akkor az
analdg allitas teljesiil a tenzoralgebrdkra is.

4. Ha R egy test, ¢ injektiv, akkor Tgr(p) is az.

2.34 Feladat Igazoljuk, hogy a tenzoralgebra képzése felcserélhets a skaldrkiterjesztés
miveletével.

2.104. Allitas Tetszoleges M ,N R-modulusok esetén létezik eqy

Tr(M @& N) — Tr(M) @ Tr(N)
kanonikus homogén R-homomorfizmus, amely sziirjektiv.
Bizonyitas. Tekintsiik a

(myn) —» mel1+10n
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hozzarendelést, ez
o(r-(myn))=¢(rm,rn)=(rm)@1+1® (rm)=rm1+1Qn)=r-d(m,n)
és

d(my+mo,ny+n3) = (Mmp+me)@1L+1& (ng +ng)
= Me1+10n)+(Ma®1+1®n,)
= ¢(m17n1> + Qb(mg,nz)

miatt homogén R-linedris, ezért 1étezik egy ¢: Tr(M @ N) — Tr(M)®5zTr(N) homogén
R-algebra kiterjesztése, ez lesz a keresett homomorfizmus. Mivel ¢ képe tartalmazza az
Osszes 1-rangu tenzort, vagyis egy generatorrendszert, ezért ¢ sziirjektiv. O]

2.105. Megjegyzés Az imént konstrudlt homomorfizmus az esetek dontd tobbségében
nem injektiv. Konkrét példinak vizsgdljuk meg az R = K test, M = N = R esetet.

2.35 Feladat Legyenek M és N tetszdleges R-modulusok, A egy R-algebra, v : Tr(M) —
A ésv:Tr(N) — A R-algebra-homomorfizmusok. Mutassuk meg, hogy Tr(M) és Tr(N)
természetes modon bedgyazhatok Tr(M & N)-be mint R-részalgebrdk, tovibbd, hogy a
és v homomorfizmusoknak létezik kozos Tr(M & N) — A kiterjesztése.

2.106. Definicié (Fokszamozott dudlis) Legyen Ay = & (A4 fokszdmozott R-algeb-
ra, amely dsszefiiggd (azaz Ay = R) és lokdlisan véges (vagyis rankg Ay < oo minden
d € N esetén). Ekkor A, fokszdmozott dudlisa

sdef oo %
(Ae)"= @320 Az
amely szintén eqy dsszefiiggo és lokdlisan véges fokszamozott R-algebra.

2.107. Megjegyzés (A fokszamozott dudlis multiplikativ struktirija) Megmutat-
guk, hogy a fokszamozott dudlis modulus bizonyos (elég erds feltételek mellett) elldthato
természetes modon egy R-algebra-struktuirdval. Ehhez legyen Ae = ®F Aa egy fok-
szdmozott R-algebra. A szorzds eqy p: Ae @ Ae — Ao homogén R-linedris leképezés,
amelyre

we Ad®Ae _)Ad-l-e

minden d, e természetes szam esetén.

Feltessziik, hogy minden d,e € N esetén a p: Ag @ Ae — Agre Szorzds izomorfizmus.
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Az (Ag)*-beli szorzdst az aldbbi mdodon szarmaztatjuk: a fokszamozott struktira miatt
elég a

<<A.>*>d1<<<A.>*>e & <<A.>l*>d+e
Af x A al Al

bilinedris leképezéseket, vagyis a

<<A.>*>dT<<A.>*>e a <<A.1*>d+e
A ® A » A

R-linedris leképezéseket megadni (itt az eqyszeriiség kedvéért két kilon leképezést is p*-gal
jgeloltiink, bizunk abban, hogy ez nem foq félreértést okozni).
Ez utobbi az aldbbi diagram alapjan torténik:

WAL ® A (A @ A e A,

ahol az elsd leképezés a tenzorszorzat és a dudlis képzésének felcserélhetdséqgébol, a md-
sodik, p-vel jelolt pedig a pi: Ag ® Ae — Agye R-linedris leképezésbdl a visszahizas seqit-
ségével indukdlt izomorfizmus inverze.

Ezalatt az alabbit értjik: a p: Ag @ Ae — Agqre leképezés az aldbbi diagram alapjin

Ag® Ayt Agy.
¢op l¢
R

egy
Hompg(Agie, R) — Hompg(Ay; ® Ae, R)
¢ = oopu

R-linedris leképezést indukdl, ¢ un. wvisszahuzottjat. Amennyiben p izomorfizmus volt,
akkor a visszhizds is, ennek az inverzét jeloljik ji-vel.

2.108. Megjegyzés Az illusztracio kedvéért vegyiik szemre, hogy mi torténik a tenzor-
szorzat esetében. Eloszor is fontos észrevétel, hogy

(Md)®<Me>;>Md+e
(M- ®@mg) @M @ne) = M- QMM Q-+ @ Ne
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1zomorfizmus, tehdt teljesiilnek a fenti Megjegqyzés feltételes.
Ennek megfeleloen a szorzdst a

(M®d)* ® (M®e)* — (M®d ® M®e)* N <M®(d+e))*
kompozicioval értelmezziik.
Tetszbleges ¢ € (MEN)*, op € (M®®)*, ésmy,...,mg,n1,...,n. € M elemek esetén a
def «
¢ - V=" (¢, 1Y)
szorzatot kiértékelve azt kapjuk, hogy
w(op-)my, ..., mgni, ..., ne)=p(M1 Q- R@myg) - P(n1 Q- @ne) .

2.109. Megjegyzés Amennyiben A, dsszefiiggd, akkor R* = R miatt (As)* is az lesz; ha
A, lokdlisan véges, akkor a fokszdmozott dudlisa is. Tetszdleges M esetén Tr(M) dssze-
fiiggd, hiszen az tires halmaz mint indexhalmaz felett vett tenzorszorzat R-rel izomorf. A
Tr(M) R-algebra pontosan akkor lesz lokdlisan véges, ha M véges rangi R-modulus.

2.110. Allitas Legyen M tetszoleges R-modulus. Ekkor létezik eqy természetes

R-linedris leképezés. Ha M wvéges rangu szabad modulus, akkor a természetes leképezés
1zomorfizmus.

Bizonyitds. A fokszamozott dudlis definici6ja szerint (Tr(M))* homogén linedris része
pontosan M*. Amennyiben ¢y, ..., ¢q € M* = (Tr(M))7, akkor a fokszdmozott dudlis-
beli szorzat nem mas, mint az

m1®...®md'_>¢l(m1> ..... (bd(md)
funkcional, azaz a ¢ ® - - - ® ¢4 linedris funkciondl képe a
(M) — (M

természetes leképezésnél. A tenzoralgebra mint fokszamozott gylirii univerzalis tulaj-

donsaga alapjan a
M* — (Tr(M))"

bedgyazas egy egyértelmiien meghatérozott
a: Tr(M*) — (Tr(M))*
R-algebra-homomorfizmussa terjed ki, amelyre teljesiil, hogy minden d € N esetén
a1 @ @ ¢g)=alpr) - a(pa)=¢1 ... %a,

vagyis a homogén részeken o megegyezik a (M*)®? —s (M®4)* természetes leképezéssel.
Korabban lattuk, hogy amennyiben M szabad R-modulus, akkor a természetes leké-
pezés bijektiv. n

62



A kovetkezo példa alapveto fontossagu a fizika szempontjabol.

2.111. Példa (Vegyes tenzorok) Legyen R tetszéleges gyiiri, M egy R-modulus. A
fizikai alkalmazdsokban legtobbszor R = R wvagy R = C, és M egqy véges dimenzios
vektortér. Az M modulus vegyes tenzoralgebrajat az alabbi modon definidljuk:

* de *
Tr(M*, M) To(M*) @ Tr(M) |

ahol a jobb oldalon az in. fokszamozott tenzorszorzat dll (Id. 2.112. Megjegyzés). A
tenzorszorzatbol 6rokolt fokszdmozott struktirdra

Tr(M*, M)q= EB Tp* (M) minden d > 0 esetén, ,
m+k=d

ahol
Tt (M) Z (M) @ (M)

az un. m-szeresen kontravarians és k-szorosan kovarians tenzorok, mdsképpen az (m, k)-

tipusu tenzorok R-modulusa.

2.112. Megjegyzés (Fokszdmozott tenzorszorzat) Legyenek A, és B, fokszdmo-
zott R-algebrdk. Megmutatjuk, hogyan lehet az Ay @ Be R-algebrdn eqy fokszdmozott
R-algebra-struktirdt definidlni. Minden d,e € N esetén

pna: Ad ® Ae — Ad-‘re

pp: Bg® By — Baye ,

tovdbbd tetszileges ay € Ag, a0 € Ag, €s by € Be,, by € B, homogén elemekre
(@a®b)-(d @)= (ad") @ (b)) € Agyta, ® Beyte,

9y a
(Ae®r B)aZ P An©r By

m-+k=d

definicio eqy fokszdmozdst valosit meg. Az Ao €s Be fokszimozott algebrdk fokszamozott
tenzorszorzatdn az Ae @ B, algebrdt értjik a most ismertetett fokszamozdssal.

2.113. Megjegyzés (Vegyes tenzorok koordinatakban) Legyen M egy n-rangi sza-
bad R-modulus ey, ..., e, bazissal. Ekkor M* szintén n-rangi szabad R-modulus lesz az
€], ...,er dudlis bazissal, amelyekre

e;(ej)=09;; minden 1 <1,j <n esetén.
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A fizikus szakirodalomban az e} bdziselem helyett e'-t frnak, mivel linedris algebrdrdl van
sz20, a félreértés elkeriilhets. Az alkalmazdsokkal valo konformitds érdekében lokdlisan
dtvessziik ezt a konvenciot.

Ekkor minden m € M elem egyértelien felirhato

n
E a'e;
i=1

alakba, ahol o' € R. Ismét csak a fizikai konvencidt kovetve, kovaridns tenzorok (vagyis
M®? elemei valamely d > 0 esetén) koordindtdit felsé indexekkel ldtjuk el.
Analog modon minden ¢ € M* egyértelmiien irhato

n

E, o
ozje

j=1

alakba (kontravaridns tenzorok egyiitthatéinak alsd indexe van).
Tekintsiink most tetszéleges p,q € N esetén eqy x € TR (M) vegyes tenzort, ez egy-
értelmien irhato

= E P - Jp ‘ e .
xr= Qg€ X KerRe; ® e,

1<i1enyiq <0, 1 <1 jp<n

.o [T ] . .o . . .. YN
alakba. Ezt roviden a <04j17_._7j‘;> formdba irjuk, feltéve, hogy ismert a kiinduldsi bdzis.

2.114. Megjegyzés (Vegyes tenzorok koordinatatranszformaéciéi ) Ismét csak a
fizika szempontjdabol igen hasznos vegyes tenzorok koordindtdira vonatkozo bdzistranszfor-
maciok ismerete. Tovabbra is az elozo Megjeqyzés jeldléseivel dolgozva legyen fi, ..., fn
az M modulus eqy mdsik bdzisa, a megfeleld dudlis bazis elemeit jelélje f*, ..., f*. Aze;
és f; bazisok kozti transzformdciok leqyenek

er=Y_ Bifi
=1

fi=> ex .
k=1

Ekkor a dudlis bazisok kozti transzformdaciokra azt kapjuk, hogy
=
r=1
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fr=>_n¢
i=1
az indexek minden lehetséges értékére. Az x € TRU(M) tenzort az fi,..., fn bdzisban
felirva azt kapjuk, hogy
7= > R O f O fy @B,

1<s1,...,5¢<n,1<r,...,rp<n

ahonnan behelyettesitéssel

81,e098q __ 11,.00yiq j1 ip s1 sq
T1,--Tp J1y--50p ")/7"1 Tp /8@1 qu

lgil"“17:’1§n’1§j17"'7jpgn
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II. rész

Homologikus algebra és algebrai
topoldogia
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3. fejezet

A homologikus algebra alapjai

A homologikus algebra az elmult 6tven évben a matematika sok részén lett nélkiiloz-
hetetlen eszkoz. Jelentdsége abban &ll, hogy sok geometria vagy algebrai esetben vezet
invariansokhoz, amelyek sok hasznos tulajdonsagukkal nagyban megkonnyitik az adott
teriilet kutatdsat. A modern geometria (legyen az algebrai, aritmetikai, vagy differenci-
algeometria) vagy gytrtielmélet nem képzelheté el homologikus eszkézok nélkiil.

A differencialgeometriaval valé igen szoros kapcsolatan keresztiil az elméleti fizikaban
is egyre inkabb teret hodit a homologikus algebra alkalmazésa, ily médon nem csak a
matematikusoknak, hanem az elméleti fizika sok teriiletén dolgozé kutatoknak is fontos
tudnivalé.

3.1. A homologikus algebra alapveto definicidi
3.1. Definicié (Homolégia) Legyen R tetszdleges gyiri,
MNP
R-modulusok kozti leképezések, amelyekre im ¢ C kerp. Ekkor a
H(9,)Fkery/im ¢

faktormodulust a (¢, 1) pdr homolégidjdnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az MNP
sorozat egzakt N-nél, ha H(p,v) = 0.

3.2. Példa A homoldgia eléforduldsdra taldn a legegyszeriibb példa a kovetkezd: Legyen
M =R" egy véges-dimenzids valds vektortér, A, B € Mat,,(R) pedig két mdtriz, amelyre
BA = 0. Ekkor minden v € R"™ vektorra B(Av) = 0, azonban dltaldban nem lesz igaz,
hogy a Bw = 0 feltételbdl kovetkezne, hogy létezik olyan v € R™, amelyre w = Aw.

Annak mértékét, hogy ez milyen ‘gyakran’ fordul eld, pontosan a H(A, B) homolédgia-
tér adja meg.
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3.3. Példa Legyen ¢ : M' — M R-modulusok kézti homomorfizmus. Ekkor a
0— M'-25M

sorozat pontosan akkor egzakt, ha ¢ injektiv.
Hasonloképpen ¢ pontosan akkor szirjektiv, ha

M-25M —5 0

egzakt.
Ezek alapjdn ¢ pontosan akkor lesz izomorfizmus, amennyiben a

0— M'-5M — 0
sorozat egzakt.

3.4. Példa (Rovid egzakt sorozat) Legyenek M',M ,M" R-modulusok, ¢: M' — M,
v: M — M" R-linedris leképezések, és tekintsik a

0— M'-SM-25M" —5 0 (3.1)
sorozatot. Gyorsan ellenorizheto, hogy pontosan akkor egzakt, ha
1. ¢ ingektiv,
2. im ¢ = ker v,
3. 1 szirjektiv.

Amennyiben (3.1) egzakt, akkor révid egzakt sorozatnak nevezziik. A rovid egzakt soro-
zatok szamitdsi szempontbok kitiintetett szerepet jatszanak a homologikus algebrdban.

3.5. Példa Legyen ¢ : M — N egy R-modulus-homomorfizmus; ¢ meghatdroz eqy rovid
egzakt sorozatot az aldbbi modon:

0 — ker¢p — M — coker¢p — 0,

ahol az elsé nemtrividlis leképezés ¢ magjainak a bedgyazdsa M-be, a mdsodik pedig az
M — coker ¢ = M/ ker ¢ vetités.

3.6. Példa Egy
0 — M-S MM — 0
rovid egzakt sorozatot felhasadénak neveziink, amennyiben léteznek olyan
a:M—M é pB:M' — M
R-homomorfizmusok, amelyekre
ao¢p=1idys és Yo f=idyr .
Ekkor természetesen M ~ M' & M".
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3.1 Feladat Adjuk meg Z/4Z-modulusoknak olyan révid egzakt sorozatdt, amely nem
felhasado.

3.2 Feladat Mutassuk meg, hogy létezik M és N R-modulusoknak olyan
O—+M-—->MON—-N-—=0
egzakt sorozata, amely nem felhasado.

Az egzakt sorozatok fogalmanak egy rendkiviili médon hasznos gyengitése az alabbi.

3.7. Definicié (Modulusok lanckomplexusa) Az R gyiri feletti modulusok egy M,
lanckomplexusa R-modulusoknak eqy, az egész szamokkal indexelt Myn csalddja, koztik

dni Mn — Mn—l
R-linedris leképezésekkel, az un. differencialokkal gy, hogy
dp10d,=0: M, — M, o

minden n € Z esetén.
Legyen (M, d,) egy ldnckomplexus. Tetszbleges n € 7, esetén

Zy = Zn(M) P ker d,,

jeloli az My komplerus n-ciklusait,

By = Bo(M)Zimd,

pedig M, n-hatérait.

3.8. Definicié (Komplexusok kézti leképezések) Legyenek (M, d,) és (N,,e,) R-
modulusokbol dllo lanckomplexusok. Eqy ¢e: Me — N4 lancleképezés vagy komplexusok
kozti (homo)morfizmus R-linedris leképezések egy olyan

On: M, — N,

csaladja, amelyre
¢n—1 o dn =€no0 gbn

minden n € 7 esetén.
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3.9. Megjegyzés Az iménti definicio jeloléseivel ¢o: Moy — No pontosan akkor ldncle-
képezés, ha a

dn
M, —= M,

N

€n
Ny —= Np

diagram minden n € 7 esetén kommutativ.

3.10. Megjegyzés Ugyan kategoriaelméletbol azonnal kévetkezik, mégis fontos leszogez-
ni, hogy eqy ldncleképezést akkor neveziink izomorfizmusnak, ha létezik kétoldali inverze.

3.11. Megjegyzés FEgy tetszoleges R gyiri esetén az R-modulusok ldnckomplexusai
mint objektumok a lancleképezésekkel mint morfizmusokkal eqy kategoriat alkotnak, ame-
lyet ChModg-rel jelolink.

A lanckomplezusok kategoridi a homologikus algebra (és igy az dsszes alkalmazas)
szamdra kulcsfontossdgiak. Eqyik szerepiik az, hogy lehetové teszik ,dltaldnositott R-
modulusok” haszndlatdt (akdrmit is jelentsen ez egyeldre) az alabbi mddon: minden M
R-modulusnak kanonikusan megfeleltethetd eqy M ldnckomplexus:

on def | M han =0,
(M )n: 7.2
0 eqyébként,

ahol a komplezus differencidlja a nulla leképezés minden n € Z esetén. A konstrukcio be-
agyazza az R-modulusok kategoridjdt az R feletti lanckomplexusok kategoridjdba, igy némi
joggal tekinthetiink az R-beli lanckomplexusokra mint altaldnositott R-modulusokra. En-
nek a szemléletnek a konzekvens végiguitelébol szarmaztathato az un. derivdlt kategoridk
fogalma.

3.12. Megjegyzés Ha (M,,d,) egy lanckomplezus, akkor mivel d,_1 o d,, = 0 minden
n € 7 esetén teljesiil, ezért

0<B,<Z, <M, VneZ.

3.13. Definicié (Lanckomplexus homolégiija) Legyen (M,,d,) eqy ldnckomplezus.
Az M,-hez rendelt n-edik homolégiamodulus:

H, (M) ¥ Z,(M,)/B.(M.) .

3.3 Feladat Tetszoleges M € Modpg esetén ellenorizzik, hogy a M lanckomplexus ho-
mologidja

M  han=0,

0 egyébként.
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3.4 Feladat Legyen (M,,d,) az a komplezus, amelyre
M, — ZJAZ  han >0,
0 eqyébként,

s
J - a—2a han>0,
" 0 eqyébként.

Hatdrozzuk meg a (M, d,) ldinckomplexus homoldgidjdt.

3.14. Lemma Legyen ¢o: (Mo, ds) — (No, €4) eqy linckomplexusok kozti homomorfiz-
mus. Ekkor minden n € Z esetén ¢o indukdl egy

Gnt Hy(M) — Hy(N)
R-homomorfizmust.
Bizonyitds. Legyen n € Z szabadon valasztott. Ahhoz, hogy kapjunk egy joldefinialt
H,,(M,) = Zn (M) / Bn(Ms) — Zn(Ne)/Bn(No) = Hn(N)
R-modulus-homomorfizmust, sziikséges és elegendd belatni, hogy
On(Zn(M,)) € Zn(Ne) és ¢n(Bn(M,)) S Bp(N) -

Ti. ekkor ¢, és a m,: Z,(No) = Z,(Ns)/B,(N,) természetes projekciék kompozicidja a
faktormodulus univerzélis tulajdonséga alapjan keresztiilfaktorizalhat6 a Z, (M. )/ B, (M)
faktormoduluson, megadva ezzel a keresett ¢, homomorfizmust.

Zn(My) ——2"—— Z,(N.)

R &

Zn(M-)/Bn<M-> - Zn(N~)/Bn(N->

Az elsé tartalmazas bizonyitasahoz legyen m € Z,,(M,) = ker d,,. Ekkor a ldanckomplexus
definiélé tulajdonsaga szerint

0= an—l(()) = Cbn—l(dn(m)) = 6n(¢n(m)) )

vagyis ¢n(m) € kere, = Z,(N,).

A maésodik tartalmazds igazoldsdhoz legyen m € B,(M,)= imd, ;. Ekkor létezik
m’ € M,, amelyre d,, 11 (m') = m. Ismét csak kihaszndlva a lancleképezések definicidjat
kapjuk, hogy

¢n<m> = ¢n(dn+1(m/)> = en+1(¢n+1 (m,)) € ime, = Bn(NO) .
Ezzel a lemmat belattuk. O
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3.15. Definicié Legyen ¢o: My — No egy ldnckomplezusok kézti homomorfizmus. Egy
n € Z szam esetén az n-edik homoldgiamodulusokon indukdlt ¢,: H,(M.) — H,(N,)
leképezést H, (¢ )-tel jeloljiik.

3.16. Definicié Legyen ¢o: My — No eqy ldinchomomorfizmus. Azt mondjuk, hogy ¢.
eqy kvazi-izomorfizmus, ha minden n € Z esetén a

H,(¢e): Hy(My) — H,(N,)
indukdlt leképezés izomorfizmus.

3.5 Feladat Jelolje 0, a ChModg kategoria nullelemét, konkrétabban azt a komplexust,
amelyben minden modulus 0, és (ennek megfelelden) minden differencidl a nulla leképe-
zés. Igazoljuk, hogy eqy M, ldnckomplexus pontosan akkor egzakt, ha a

0o —> M,
lancleképezés kvdzi-izomorfizmus.

3.17. Megjegyzés (Homolbégia mint funktor) Tetszdleges ragzitett n € Z esetén az
a hozzdrendelés, amely eqy M, € ChModgr komplezushoz a H,(M,) R-modulust, eqy
te: My — N, lancleképezéshez pedig a H,(¢.) R-linedris leképezést rendeli, egy

H,: ChModr — Modg
funktort valosit meg.
3.6 Feladat Igazoljuk az eloz6 Megjegyzés dllitasat.

3.18. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy eqy M, lanckomplexus pontosan akkor lesz egzakt
sorozat, ha

H,(M,)=0

minden n € 7 esetén.

3.19. Megjegyzés (Komplexusok felapritdsa) Legyen

dy, dn
o= My =M, My —

R-modulusok egy lanckomplexusa. Minden d,, : M,y — M, _, esetén tekinthetjik a
0 — kerd, - M, — kerd,,_1 — 0

sorozatot. FEgyszertien ellendrizhetd, hogy pontosan akkor lesz minden n € 7 esetén az
mmeénti sorozat egzakt, ha M, egzakt sorozat.

Az egzakt sorozatokkal valo munkdt gyakran erdsen leeqyszerisiti, ha csak rovid egzakt
sorozatokkal kell dolgozni. Az iménti megfigyelés pontosan ezt teszi lehetdvé.
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3.7 Feladat Legyen \ eqy R-modulusokon értelmezett egész értéki fligguény. Azt mond-
juk, hogy A additiv, ha minden

0O— M —M-— M —0

rovid egzakt sorozatra

AM") = XNM) +AX(M")=0.
lgazoljuk, hogy ha

00— M, —...— M, — M, 1 — ... — My —0

tetszoleges egzakt sorozat, akkor

3.8 Feladat Legyen R = K test. Igazoljuk, hogy a V +— dimg V hozzdrendelés egy
additiv figguény.

3.9 Feladat Legyen R = K tetszileges test, minden n € 7Z esetén legyenek B,, H,
K -vektorterek. Jelolje

Mnd:ean & Hn s> Bn—l )

és tekintsik a
dp: M, — B,_1 — M,

kompoziciot mint differencidlt (ahol az elséd nyil a természetes vetités, a masodik pedig a
természetes beagyazas).

1. Mutassuk meg, hogy (M,,d,) valdban egy ldanckomplexus.

2. Igazoljuk, hogy K -vektorterek tetszoleges lanckomplexusa izomorf eqy, a fenti for-
maju lanckomplezussal.

Csaktgy mint modulusokkal, lanckomplexusokon is sokfajta miiveletet végezhetiink,
amelyek nem sok faradsaggal ujabb lanckomplexusokat eredményeznek. A homologikus
algebra egy kozponti kérdése, hogy e miiveleteket egzakt sorozatokra alkalmazva mikor
vezetnek megint csak egzakt sorozatokhoz.

3.20. Definicié (Egzakt funktor) Egy F: Modr — Modpg funktort additivnak neve-
ztink, ha minden M, N € Modg esetén

Hompg(M, N) — Hompg(F (M), F(N))
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eqy abel-csoport-homomorfizmus. Egy F additiv funktor egzakt, ha minden M, egzakt
sorozat esetén az F(M,) lanckomplezus is egzakt lesz.
Egy F additiv funktor balegzakt, ha minden

0 — M- M-25 0"
egzakt sorozatra
0 — FMY 2D Fan S F ()
is egzakt lesz. Analog modon F-et jobbegzaktnak nevezzik, ha minden
M- M-2M" — 0

egzakt sorozatra
FM)Y A ron ™ Formy — o

18 egzakt.

3.10 Feladat Igazoljuk, hogy eqy F: Modr — Modpg additiv funktor lanckomplezusokat
lanckomplezusokba visz.

3.11 Feladat Igazoljuk, hogy tetszoleges M € Modpg esetén @rM mint Modr — Modg
funktor additiv, és tetszdleges ¢ € Hompg(N, P) homomorfizmus esetén a

Hompg (M, ¢): Homg(M, N) — Hompg(M, P)
hozzarendelés eqy R-linedris leképezés.

3.21. Megjegyzés (Tenzorszorzat jobbegzakt funktor) A tenzorszorzat tulajdon-
sagainak vizsgdalatdndl ldttuk (2.87. Allitds), hogy ha

M -2 MM — 0
R-modulusok eqy egzakt sorozata, N tetszdleges R-modulus, akkor az
M @p N2 M @ N2 M7 — 0
sorozat is egzakt, vagyis @ g N jobbegzakt funktor.

A kovetkezOkben megvizsgaljuk, a Hompg funktorok egzaktsagat.
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3.22. Megjegyzés (Kovaridns Hompg funktor) Legyenek M tetszdleges rogzitett R-
modulus. Ekkor az a hozzdrendelés, amelyre minden N € Modpg esetén

N — Hompg(M, N)
és minden ¢: N — P R-linedris leképezésre
Hompg(M, ¢): Homg(M,N) — Hompg(M, P)
a — ¢oa,

egy Homg(M, ): Modg — Modpg funktort valdsit meg. Révid szdmolds mutatja, hogy a
Hompg (M, ) funktor additiv is.
Ennek megfeleléen ha (N,,d,) R-modulusok eqy lanckomplezusa, akkor

(HOHIR(M, Nn)a HOHIR(M, dn))neZ
szintén lanckomplezus lesz.

3.23. Allitas (A kovaridns Hompg-funktor balegzakt) Legyen M € Modpg tetszd-
leges R-modulus,

0— N -2 N-2N”
eqy egzakt sorozat. Ekkor

0 — Homp(M, N')"" 24 tom (0, MY 28 Hom (M1, N

18 egzakt.

3.24. Jeldlés Ha ¢ : N — P R-linedris leképezés, M € Modg, a € Hompg(M, N),
akkor jeldlje
d.a Homp(M, ¢)(a) € Homp(M, P) .

Bizonyitdas. Legyen M € Modpg tetszoleges R-modulus, tovabba
;@ P 1"
0 — N—N—N
egy egzakt sorozat. Azt fogjuk igazolni, hogy

0 — Homp(M, N')"" 28" Hom (0, M) 28 Hom (M1, N7

egzakt Homp (M, N')-nél és Hompg(M, N)-nél.
A sorozat Hompg (M, N') tagjédnal vett egzaktsig ekvivalens azzal, hogy a

¢. = Hompg(M, ¢): Homg(M, N') — Hompg (M, N)
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leképezés injektiv, azaz tetszéleges o« € Hompg(M, N') esetén a = 0, feltéve, hogy ¢.a =
0. Ez utébbi viszont rogton kovetkezik ¢ injektivitasabol, hiszen ¢,a = ¢ o a, és minden
injektiv leképezés balinvertalhato.

A Hompg (M, N) tagnél vett egzaktsag definicid szerint azt jelenti, hogy

ker ¢, = im ¢, .

Ebbél im ¢, C ker ), automatikus, mivel Homg(M, ) additiv funktor, igy lanckomp-
lexusokat lanckomplexusokba visz. A forditott irany az aldbbi mddon latszik: legyen
a € ker v, vagyis

b oa=0.
Eszerint tetsz6leges m € M esetén ¢(a(m)) = 0. Mivel az eredeti sorozat egzakt N-nél
és a(m) € ker 1), létezik n' € N', amelyre ¢(n') = a(m). Tekintsiik a
B: M — N’
m

hozzarendelést. Mivel ¢ feltevés szerint injektiv, ezért § joldefinialt; konnyen ellenériz-
hetd, hogy [ R-linedris, tovabba a konstrukcidja szerint automatikusan

¢*5:¢Oﬁza )
vagyis a € im ¢,. O]

3.25. Megjegyzés (Kolanckomplexusok) Az aldbbi jelilésrendszer szintén fontos az
alkalmazasokban. Egy kolanckomplexus R-modulusoknak egy, az egész szamokkal indexelt
M* csalddja d* : M™ — M"H leképezésekkel elldtva, amelyekre

A" od"=0.
Tetszoleges n € Z-re
7" = 7"(M*) Y ker 4
jeloli az n-kociklusokat,
B"= B (M*)Zimd"!
az n-kohatarokat, és
n o\ d¢f . n °
H"(M*)=2"(M*)/B"(M?*)
az M*® kolinckomplerus n-edik kohomologia csoportjdt.

A kolanckomplexusok kozti leképezések €s a kvdzi-izomorfizmusok definicioja is a lanc-
komplexusoknal megszokott modon torténik.
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3.26. Megjegyzés (Lanckomplexusok direkt Ssszege és szorzata) Ha {M! |i e I}
lanckomplezusok eqy csalddja, akkor a direkt 0sszegét és a direkt szorzatdt minden n € Z-
re az n-edfokiu részek direkt osszege, illetve direkt szorzata segitségével értelmezzik, ahol
a differencidlokat komponensenként értelmezziik.

3.12 Feladat Mondjuk ki a komplexusok kategoridjiban a direkt dsszeqg és a direkt szor-
zat unwerzalis tulajdonsagait, és ellenorizziik, hogy valoban teljestilnek.

3.13 Feladat Legyen {M¢|i € I} ldinckomplezusok egy tetszéleges csalddja. Igazoljuk,

el i€l

vagyis a homologia képzése felcserélheto a direkt dsszeq vagy szorzat képzésével.

3.27. Definicié (Részkomplexus) Legyen (M,,d,) egy lanckomplezus. Egy (N,,d.)
lanckomplezus M, részkomplexusdnak neveziink, ha

1. minden n € Z esetén N,, < M, részmodulus,

2. minden n € 7 esetén d, =d,|n,-

3.14 Feladat Mutassuk meg, hogy (N, d,) pontosan akkor lesz részkomplezusa (M, d,)-
nek, ha N, < M, minden n € Z-re, tovabbd a

t: Ny — M,
természetes bedgyazds ldncleképezés.

3.28. Megjegyzés Legyen (N,,d,) részkomplexusa (M,,d,)-nek. Mivel minden n € Z-
re

dn(Nn) :dln(Nn) - N’n—l )

ezért a do differencial minden n € Z esetén eqy
d,: M,/N, — M,_1/N,_,
R-linedris leképezést indukdl, amellyel az (M, /Ny, d,)nez sorozat egy ldnckomplezus lesz.

3.29. Definicié (Faktorkomplexus) Legyen (N,,d,) részkomplerusa (M., d,)-nek. Az
(M,,/ Ny, dy)nez lanckomplezust az My komlexus No-szerinti faktor- vagy hanyadoskomp-
lexusanak nevezzik.
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3.30. Példa (Csonkitas) Tetszdleges M, lanckomplezus és m € 7 esetén jelolje

0 han < m,
(szM.)ndzef Zm(M,)  han=m,
M, ha n > m.

A 1>, M, sorozat egy ldnckomplezus, amelyet My m alatti csonkitdsanak neveziink.

0 ha n < m,

Hn(TZmMO) = {Hn<M.) han > m.

A
T<mMod:6fMo/7—2mMo

hdnyadoskomplexus neve pedig M, m feletti csonkitdsa.

3.15 Feladat FEllenorizziik az el6z6 példa minden dllitdasdt.

3.31. Definicié Egy ¢o: M, — N, R-modulusok komplexusai kozti lancleképezés mag-
jat, képét, és komagjdat az alabbi modon definidljuk:

(ker ¢a)n Dker dp €5 (dioron )n2dM |xers, | (3.2)
(Mo Zimen ¢ (dmp)n =N ims, | (3.3)
(coker qb.)nd:efcoker ¢, €8 (dcokem.)nd:efc_lf | coker ¢, - (3.4)

Komplexusok sorozatainak egzaktsagat a modulusokkkal analog modon értelmezziik.

3.16 Feladat Az iménti definicio jeloléseivel igazoljuk, hogy ker ¢po < M, €sim ¢y < N,
részkomplexusok, és coker ¢o pedig No-nek az im ¢, szerinti faktorkomplezusa.

3.32. Példa Tetszdleges M, lanckomplexus esetén (Z,(M,),0e) < (M,,ds) részkomple-
Tus.

3.33. Példa (Eltolas/Shift) Ha M, R-modulusok egy linckomplezusa, m € Z, akkor
M,q-nek az m-mel eltolt valtozatdt az aldbbt modon definidljuk:

(Mm])n =My

és az n-edfoki tag differencidlja (—1)"dp1y, lesz.
Az eltolds értelemszeriien a komplexus homologidt is eltolja:

HH(M. [m]) = Hn—i-m(MO) .
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3.34. Megjegyzés (Eltolas mint funktor) Kdnnyen épithetink az eltolasbdl funktort,
amennyiben lancleképezésekre is értelmemezziik. Ezt az alabbi modon szokds megtennai:
ha ¢e: My — N, eqy lancleképezés, akkor

def

be [m]n =Omtn -

Kevés munkdval igazolhatd, hogy ¢e[m| szintén lancleképezés, és az [m] eltolds egy kova-
rians ChModgr — ChModpg funktor lesz.

3.17 Feladat Legyen (M,,ds) egy lanckomplezus. Ekkor az aldbbiak ldnckomplexusok
rovid egzakt sorozatai lesznek:

0 — Zo(M)) — M, B,(M.,)[-1] — 0 ,
" 0 — Ho(M,) — My/Bo(MJ)-25Zo(M,) — Ho(M,)[=1] — 0 .

A fejezet hatralevd részében az algebrai topoldgiabdl megismert homotopia-fogalom
algebrai kontextusba torténé atiiltetését ismertetjiik.

3.35. Definicié (Lanchomotépia) Azt mondjuk, hogy eqy ¢o: My — N4 ldncleképezés
nullhomotép, ha létezik minden n € Z-re olyan

on: My, — Ny
R-linedris leképezés, amelyekre igaz, hogy
be=d oy +0.d)"

Vagyis
N M
¢n = dn—l—l 00y +0p_10 dn

minden n € 7 esetén.

Ha ¢o,vVe: My — N, lancleképezések, akkor azt mondjuk, hogy ¢e €s ve lanchomotdp,
amennyiben o — Yo nullhomotop.

Eqy ¢e: My — N, lancleképezést lanchomotépiaekvivalencianak hivunk, ha létezik
olyan 1e: Ny — M, lancleképezés, hogy e © ¢e €s P © e mindketten a megfeleld iden-
titashoz ldnchomotopak.

Egy M, lanckomplexust felhasadd egzakt komplexusnak neveziink, ha idy;, nullhomo-
top.

3.36. Megjegyzés Az aldbbi diagram segit szemléltetni a nullhomotop leképezések fo-

galmat:
di dy!
M, 1 —— M, —> M, 1

| | AL
ay aN

+1 n
Nn+1 Nn Nn—l
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3.37. Megjegyzés Legyenek X és Y topologikus terek. Igazolhato, hogy f,g: X — Y
homotop leképezések a szingularis lanckomplexusokon lanchomotop leképezéseket indukdl-
nak, tovabbd ha f: X — Y homotépiaekvivalencia, akkor a szinguldris lanckomplexusok
kézott lanchomotopiaekvivalenciat indukdl.

A lanchomotépidk legfontosabb tulajdonsaga az alabbi egyszerii megfigyelés.
3.38. Lemma Legyenek ¢q,10e: My — No lancleképezések. Ekkor

1. ha ¢o nullhomotdp, akkor minden n € Z esetén a (¢s)n: Hyn(Ms) — H,(N,) indu-
kalt leképezés a O leképezés;

2. ha ¢ és 1 lanchomotop, akkor minden n € Z-re
(@s)n = (s)n: Ho(Ms) —> Hy(N) |

vagyis lanchomotop leképezések dltal a homoldgiacsoportokon indukdlt homomorfizmusok
megegyeznek.

Bizonyitds. Elészor az elsé allitast igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy ¢, nullhomotdp,
vagyis léteznek olyan o, : M, — N, R-linearis leképezések, amelyekre

¢n = dn—i—l 00, +0p_10 dn

minden n € Z esetén.
Legyen o € H,(M,) tetszéleges, és legyen = € Z,,(M,) egy n-ciklus, amelyre o = [z].
Ekkor

(6)n(0) = [dn(@)] = [(dp}y © 00 + Oy 0 dy ) (@)] = [y 0 o) (@)]

hiszen d¥(x) = 0 mivel z egy n-ciklus. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy ¢,(z) =

dys1 (0n(x)) € Bu(Na), 18y (¢4)n(a) = 0.
A masodik allitas az els6 direkt kovetkezménye. O

Az alabbiakban egy, az alkalmazasok szempontjabdl fontos konstrukeidt, az igyneve-
zett leképezési kupot, irunk le, legfontosabb tulajdonsagaival egyiitt.

3.39. Példa Legyen ¢o: My — N, egy ldncleképezés, ¢o leképezése kupja egy cone(op,)-
vel jeldlt lanckomplexus, amelyre

cone(¢e)nZM,_y ® N, ,

Ao, ) 2 (—dM | (2), dY (y) — ()

minden (x,y) € M,_1 ® N,, esetén.
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3.18 Feladat Igazoljuk a leképezési kiupra vonatkozo aldbbi dllitdsokat.
1. A leképezési kup definicidjaban szerepld sorozat valdban egy lanckomplezus.
2. Tetszdleges My lanckomplezus esetén cone(idyy, ) felhasado egzakt.
3. Legyen ¢o: My — No eqy lancleképezés. Ekkor a
0 — My — cone(¢s) —> N¢|—1] — 0

sorozat, ahol az M, — cone(¢p,) leképezést az x — (0,x) képlettel, a cone(ps) —
No[—1] leképezést pedig az (x,y) — —x formuldval adjuk meg, egzakt.

4. Egy ¢e: My — N, ldncleképezés pontosan akkor kvdzi-izomorfizmus, ha a cone(p,)
lanckomplezus egzakt.

3.40. Megjegyzés (Hochschild-kohomolégia) Legyen R tetszéleges gyiiri, ebben a
Megjegyzésben nem feltétlenil kommutativ, A eqy R-algebra, M pedig eqy A-modulus.
Jelolje most kivételesen (a szakirodalommal vald egyezés érdekében) C™(A, M) az A — M
n-valtozés R-multilinedris leképezések R-modulusdt. Ezeket A-n értelmezett M-beli n-
koldncoknak nevezziik.

Az n-edik kohatdr-homomorfimzust az alabbi modon definidljuk:

5 C™MA, M) — C"TH (A, M)

ha n =0, akkor
(5(0)u) (m)d:efux —zu

eqyébként pedig (han > 1)

(5(")<I>) (T1, @9, ..., Ty Tyt) 4 1 P(za, .o, Ty Tya)
+ Z(_l)lq)(xh wrixiJri?"'aanrl)
i=1

+ (=) (w2 Ty
Azn <0 esetben minden modulus €s leképezés nulla, tovabbd példdul

((5(1)@) (.1'1, 1'2) = [L'lq)(l'g) — q)(.ﬁﬂl,l'g) + q)(.ﬁﬂl).’ﬂg s
(5(2)CI)) (IhZEQ, 5(73) = Ich)(CL’Q, Ig) — CID(xle,xg) + q)(flfl,l‘gl’g)?)q)(.l’l, (L’Q)ZE3 s

és minden n egész szam esetén
5(n+1) o 5(n) —0.

Az ily modon definidlt komplexus homoldgidja az un. Hochschild-kohomoldgia.
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3.2. Hosszu egzakt sorozat

A homologikus algebra valdszintileg legfontosabb elemi eredménye, hogy lanckomplexu-
sok rovid egzakt sorozatdhoz egy un. hosszi egzakt sorozatot lehet hozzarendelni. Ez a
tétel all szamtalan topologiai, geometriai és szamelméleti eredmény hatterében, és nagy
szerepet jatszik abban, hogy a homologikus algebra a modern matematika létfontossagu
tartozéka lett.

A hosszu egzakt sorozatrol szdlo tétel, egy altalanos médszer, az in. diagramvaddaszat
kovetkezménye, ami lényegében abbdl all, hogy elemeket kergetiink kérbe kommutativ
diagramokban, amig a kivant allitast be nem latjuk. A moddszerrel sok kommutativ
diagramok egzaktsidgarol szolo eredményt lehet elérni, mi most el6szor egy egyszeriibbet
bizonyitunk be. Mivel ez lesz az elsé komolyabb diagramvadaszatunk, igyeksziink a
bizonyitast teljes részletességgel bemutatni, késébb ettol gyakran el fogunk tekinteni.

3.41. Lemma (5-Lemma) Tekintsik az aldbbi kommutativ diagramot, amelyben mind-
két sor egzakt.

A o1 B $2 C ¢3 D o E
o B Y ) €
A/ 1/"1 B/ 1!’2 C/ wS D/ 1/)4 E,

Ekkor
1. Ha B és 6 monomorfizmus és a epimorfizmus, akkor v monomorfizmus.
2. Ha [ és 0 epimorfizmus és € monomorfizmus, akkor v epimorfizmus.

3. Ha «a,B, 0, és € izomorfizmusok, akkor v is az.

Bizonyitds. Az els6 két allitds bizonyitasa teljesen analég mddon torténik, ezek koziil
csak az els6t mutatjuk meg.

Ehhez legyen ¢ € C tetszéleges elem, amelyre v(c) = 0. Célunk az, hogy megmuta-
tassuk, ¢ = 0, vagyis v injektiv.

Mivel 15 R-linedris, a y(c) = 0 feltételbdl ¢5(y(c)) = 0 kovetkezik. A

c—%.p

s
C/ Y3 D’

diagram kommutativitdsa miatt

0=1)5(v(c)) = (b3 07)(c) = (0 0 ¢3)(c) = d(¢s(c)) -
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Azonban ¢ monomorfizmus, vagyis injektiv, igy ¢3(c) = 0 is kovetkezik, masképpen
c € ker ¢s.

A felsé sor egzakt C-nél, igy ¢ € im ¢ = ker ¢3; ez azt jelenti, hogy létezik b € B
elem, amelyre ¢2(b) = ¢, ebbd azonnal adédik, hogy v(¢2(b)) =~(c) = 0.

A

diagram kommutativitasa miatt

0=(¢2(b)) = (7 © ¢2)(b) = (¢h2 0 B)(b) = ¥2(B(b)) ,
amibdl 5(b) € ker 1y kovetkezik. Mivel az alsé sor egzakt B'-nél, 5(b) € im 1)) = ker 1)y,
vagyis létezik olyan o’ € A’ elem, amelyre ¢ (a’) = B(b). Feltevés szerint « sziirjektiv,
ezért 1étezik olyan a € A elem, amelyre a(a) = d/, és igy 1 (a(a)) = S(b). Kihasznélva a

A2 B
|
A &_ B
diagram kommutativitasat kapjuk, hogy
B(b) =v1(ala)) = (1o a)(a) = (8o ¢1)(a) =B(d1(a)) -
Csakhogy [ feltevés szerint injektiv, ezért b = ¢;(a), amibdl
c=a(b) = d2(¢1(a)) =0

adodik, mivel a felso sor egzakt, igy @9 0 ¢1 = 0. Ezzel belattuk, hogy v injektiv.
A harmadik allitas az els6 ketté kombinécidja. O]

A most latott modszer segitségével igazoljuk az alabbi allitasokat.
3.19 Feladat (3 X 3-lemma) Tekintsik az aldbbi kommutativ diagramot:
0 0 0 ,

0 A B’ C’ 0

0 A B C 0
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amelyben minden oszlop egzakt. Igazoljuk az aldabbiakat.
1. Ha az also két sor egzakt, akkor a felso is.

2. Ha a felsé két sor egzakt, akkor az also is.

3.42. Tétel (Hosszu egzakt sorozat létezése) Legyen

0 A, 2% B, =, =0

R-modulusok komplexusainak egy rovid egzakt sorozata. Ekkor létezik eqy mindkét irdny-
ban végtelen

Je.p

HP L4 Hp L] 80,1)—1
Gery (A 2 By 29 o)) 2l (A

H;D—l(f-) o

egzakt sorozat, a fenti révid egzakt sorozathoz tartozo un. hosszi egzakt sorozat, amelyben
D)= (J 7 00 0 71 (0))
.7p - P g
3.43. Megjegyzés A 0, homomorfimzus neve 6sszekoté homomorfimzus.

Bizonyitds. A bizonyitas eszkoze a diagramvadaszat. Kiindulasként tekintsiik az alabbi
kommutativ diagramot:

0 Ap+1 for Bp+1 Raa Cerl —0
‘95\+1 O 95

0 A, op, " ., 0
a2 o ag

0—=A, i p, " Le
oA | oL | s,

1. LEPES. Els6ként megkonstrudljuk a
Oap: Hy(Co) = Hp_1(As)
0sszekoté homomorfizmust. Ecélbdl legyen

{c) € Hy(Cs)
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tetsz8leges, ahol ¢ € Z,(C,), vagyis olyan ¢ € C, elem, amelyre d5c¢ = 0. Mivel a
feltételben szerepld sorozat egzakt, ezért g, sziirjektiv, s igy létezik b € B,, amelyre
gp(b) =c.
Ekkor
gp,lﬁfb:(?ggpb:afc:o ,

amibodl kovetkezik, hogy
(‘95() € Kerg, 1 =im f,1

ismét az egzaktsdg miatt. Ez utdbbi viszont azzal ekvivalens, hogy létezik a € A,_,
amelyre f,_1(a) = 97b.
Ekkor
fp_gﬁlf‘_la = 8f_lfp_1a = 8123_181)313 =0

megint csak a diagram kommutativitasat és B, lanckomplexus voltat felhaszndlva,
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy a

c <(f*1 o 8}? o gil)(c)> € H,1(A.)

hozzarendelés jé valasztas lesz, feltéve, hogy belatjuk, hogy joldefinialt, vagyis hogy nem
fiigg b valasztasatol. A tovabbiakban elséként ezzel fogunk foglalkozni.

Legyen V/ € B, egy tetszOleges olyan elem, amelyre g, = ¢, vagyis g,(b —b') = 0,
masképpen b — V' € Kerg, = im f,. Ezek szerint létezik olyan o’ € A,, amelyre f,a’ =
b —b'. Innen ismét csak a diagram kommutativitdsa miatt azt kapjuk, hogy

fp-1la—d)=fy1a — fp1d' = 051) — Gfb' zﬁffpa" = fp_lalfa” )

A fenti egyenldséglanc két szélét megvizsgalva és f,_; injektivitasat figyelembe véve arra
jutunk, hogy a —a’ = 8];“@’ , vagyis a ~ a’, tehat végeredményben (a) = (a').
Ebbdl kévetkezoen a
e (f71ag7!(e))
hozzarendelés valoban joldefinialt.
Tartozunk még a teljességnek azzal, hogy igazoljuk, hogy a fenti leképezés csak (c)-t6l,
a ¢ elem homolodgiaosztalyatol fiigg. Ennek ellenorzéséhez legyen

rdef cC
d=c+ 0",

C//d:ef Gpi1 ( b//) 7
és legyen tovabba

def
Vb + 000"

Ekkor
9p(0) = gp(b) + g0P W' =+ 05, "=
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azonban

B B B aB B
OPY = 9Pb+ 9208 1 = 0P

és mivel f,_; injektiv, ezért készen vagyunk.
Annak ellen6rzése, hogy d, homomorfizmus, egy egyszertu kozvetlen szamolas.

2. LEPES. Belatjuk, hogy a kapott sorozat egzakt.
1. Az indukalt leképezések funktorialitasabdl és az adott révid egzakt sorozat komp-

lexus voltabol kovetkezik, hogy

He(g) o Ha(f)=Hu(go f)=H.(0)=0.
2. Ha 0b = 0, akkor definicié szerint
0u (Ho(g9)((b))) = (f~'0b) =(0) .
3. Ellendrizziik, hogy H,(f) 0 ds = 0. Legyen (c) € H,(C4) és ¢ € Z,(Cs). Ekkor

O(c)= (f0g7(0)) .

ezért
fo0ulc) = (f(f7'ag7")(e)) = (997" (c)) = (0) ,
ahogy kivantuk.

4. Megmutatjuk, hogy Ker Ho(g) C im Ho(f). Legyen H,(g)({b)) = 0, ami azzal
ekvivalens, hogy létezik ¢ € C,, amelyre g(b) = Odc. Legyen i/ € B,, amelyre
g(t') = c. Ekkor

g(b—08V) =g(b) — g(0PV) =0 — 9% (¢ (V) =0 — 0%c=0.
Tehét (b) reprezentanséat vélaszthatjuk gy, hogy g(b) = 0 legyen. Ekkor viszont
van olyan a € A,, amelyre f(a) = b és da = 0 (mivel f injektiv és 0b = 0). Azaz
valoban

amint azt allitottuk.

5. Belatjuk, hogy Ker f, C imd,. Tegyiik fel, hogy f.(a) = 0. Ekkor f(a) = 0b
valamely b € B,-re. Legyen c(iZEfg(b), erre teljesiil, hogy

dc=0g(b) = g0(b) =gf(a)=0.

Tehét ¢ egy ciklus, és 0,(c) = (a) a d, homomorfizmus konstrukcidja miatt.
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6. Végil igazoljuk, hogy Ker d, C im g,. Ehhez tegyiik fel, hogy d.(c) = (0). Ekkor
0. konstrukcidja miatt egy olyan b € B, elemre, amelyre g(b) = ¢, mindig létezik
a € A,, hogy f(a) = 0b és a hatar, mivel 0,(c) = 0. Legyen tehédt a = da’. Ekkor

Of(d')= f(0ad") = f(a) =00,
kovetkezésképp 0(b — f(a’)) = 0, és
g(b— fla'))=c—0=c.
Az iméntiekbél azt kapjuk, hogy
gelb— fla'))={c) ,
ahogy arra sziikségiink volt.

Ezzel a tételt igazoltuk. O

3.20 Feladat (Mayer—Vietoris-sorozat, algebrai verzid) Tekintsik az R-modulu-
sokbol dallo alabbt kommutativ diagramot, amelynek sorai eqzaktak:

On

in Pn in—1
An Bn Cn An— 1

b

/ In 1 qn 7 n ’ In—1
AL oA

lgazoljuk, hogy ha a v, homomorfizmus minden n egész szamra bijektiv, akkor az aldbbi
sorozat egzakt:

Qnyin in—Bn On 7:1 n
—>An(—>)A;@BnJ—B> B A L

3.21 Feladat (Koszul-kohomolégia) Legyen R tetszéleges gyird, xq,...,x, € R.
Eloszor definidlunk egqy szabad R-modulusokbol dllo Ko komplexust. Ehhez legyen

0 ha p < 0 vagy p > n,
Kpd:ef R ha p =0,

®Re,.., egyébként,
ahol ®Re, ..., a szabad (Z) -rangt R-modulus
{ei ey | 1< i < ... <ip<n}

bdzissal. A
dy: K, — K, 1
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differencidlt az aldbbi modon definidljuk:

P
def —
d(eil...z‘p)ZZ(—ly 1$i7-6i1._.f,....z‘p :
r=1

Ellendrizziik, hogy a (K,,d,) tin. Koszul-komplezus valdban eqy komplexus.

3.22 Feladat Legyenek A, és By R-modulusok ldncokomplexusai, f,g: Ae — Be homo-
top ldncleképezések, F eqy R-modulusokat R-modulusokba képezé additiv funktor. Mu-
tassuk meg, hogy F(f), F(g): F(As) = F(B,) szintén homotdp ldncleképezések.

3.3. Direkt 6sszegek és szorzatok

Ebben a fejezetben par fontos és gyakran hasznalt algebrai konstrukciét mutatunk be.

3.44. Definicié (Modulusok direkt 6sszege) Legyen {M; |i € I} R-modulusok egy
tetszoleges csalddja, a csalad direkt 6sszege az az @;crM;-vel jelolt R-modulus, amelyre

@ M; ={(mi)icr € XictM; | m; = 0 majdnem minden i € I esetén}
el

mint halmaz, az R-modulus-struktirdt pedig komponensenként értelmezziik.

3.45. Megjegyzés Tetszileges {M; | i € I} kollekcio esetén minden iy € I-re létezik a
iy My — BicrM; kanonikus bedgyazds, amelyre

Mio — @ Mz
i€l
m = (mi)iel )

ahol

m  ha 1 =1,
m; =
0 eqyébként.

Eqgyszeri, de hasznos észrevétel, hogy a ¢; homomorfizmusok képei generdljak a direkt
dsszeget mint R-modulust.

3.46. Definicié6 (Modulusok direkt szorzata) Legyen {M; | i € I} R-modulusok egy
tetszdleges csalddja, a csaldd direkt szorzatdnak azt a [],.; M;-vel jelolt R-modulust ne-
vezziik , amelyre

[ = xier M
el

mint halmaz, az R-modulus-struktirdt pedig komponensenként értelmezziik.
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3.47. Megjegyzés Tetszbleges {M; | i € I} csaldd esetén minden iy € I-re létezik a
Tiy: [Ler Mi = M;, kanonikus vetités, amelyre

i ((Mi)ier) = Mg -

3.48. Megjegyzés Ha az I inderhalmaz véges, akkor a direkt dsszeq és a direkt szorzat
kanonikusan izomorf eqymdassal. Altaldban csak annyi igaz, hogy a direkt 6sszeq a direkt
szorzatnak eqy részmodulusa.

3.49. Allitas (A direkt dsszeg univerzalis tulajdonsaga) Legyen {M;|ie I} R-
modulusok eqy csaldadja, jelolje ¢;: M; — @icrM; a kanonikus bedgyazast minden i € I
esetén. Legyen tovdbba N tetszoleges R-modulus, és minden i € I-re ¢; : M; — N egy
R-linedris leképezés. Ekkor létezik pontosan eqy

o: @MZ — N
icl

R-linearis leképezés gy, hogy minden v € I-re a

o
M; —= @i, Mi

RN

N

diagram kommutativ.
Az iménti tulajdonsdg a direkt dsszeget kanonikus izomorfizmus erejéig egyértelmiien
meghatdrozza.

Bizonyitds. Az egyértelmiiséghez ld. a tenzorszorzat univerzalis tulajdonsdganal ismer-
tetett bizonyitast.

Az alabbiakban belatjuk, hogy a direkt szorzat kielégiti az emlitett univerzalis tu-
lajdonsdgot. Tetszés szerint vélasszunk egy (m;);c; elemet a direkt Gsszeghdl, erre de-
finici6 szerint teljesiil, hogy m; = 0 legfeljebb véges sok index kivételével. Ezek szerint

Ziel i(m;) egy véges Osszeg, legyen
def
o((mi)ie)= Y i(my) .
i€l
Gyors (és nagyon egyszerii) ellendrzés mutatja, hogy o: @®,er M; — N egy R-lineéris
leképezés, tovabba ha m € M;, akkor

(00 ¢i)(m) =0o(¢gi(m)) =1i(m) ,

amint azt igértitk. Mivel a ¢; morfizmusok képei generaljak a direkt szorzatot, a naluk
vett kép egyértelmiien meghatarozza o morfizmust. Ez utébbiakat viszont a 1); homo-
morfizmusok rogzitik. O]
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3.50. Allitas (A direkt szorzat univerzalis tulajdonsiga) Legyen {M; |ic I} R-

modulusok egy csaladja a m;: [[,c; My — M; természetes vetitésekkel. Ekkor minden N

R-modulusra és ;: N — M,; R-linedris leképezésekre (minden i € I esetén) létezik

pontosan egy olyan 7: N — [[..; M; R-homomorfizmus, amelyre a
[lier Mi =— M;

14

N

diagram kommutativ.
Ez a tulajdonsdg a direkt szorzatot egyertélmi izomorfizmus erejéig meghatdrozza.

Bizonyitds. A T leképezést a

N — ]
el
no = (Yi(n))ier

hozzarendelés egyértelmiien meghatarozza. Minden mas tulajdonsag rogton adodik. [

A fenti konstrukcidk univerzalis tulajdonsagai remekiil alkalmazhatdk arra, hogy a
kiilonb6z6 funktorokkal valé kapcsolatukat vizsgaljuk.

3.51. Megjegyzés Kordbban lattuk, hogy a tenzorszorzat a direkt dsszeq képzésével fel-
cserélhetd.

3.52. Allitas (Direkt szorzat és kovaridns Hom) Legyenck M és {N;|i e I} R-
modulusok. Ekkor létezik eqy természetes

¢: Homp(M, [ [ Ni)—> | [ Homg (M, N;)
iel iel

1zomorfizmus, amelyre

[ (miofier -
Bizonyitds. Tetszoleges i € I-re vegyiik a

gi: Homp(M,[[N:)  —  Homg(M,N;)
el
[ —=mof

hozzarendelést, rovid gondolkodas utan lathato, hogy ¢; egy R-linearis leképezés. Ekkor
a direkt szorzat univerzalis tulajdonsaga miatt 1étezik pontosan egy

b: HomR(M,HNi) — HHOIHR(M, Ni)

i€l i€l
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R-homomorfizmus, amelyre
f=(mio flier

mint azt allitottuk.

Igazolnunk kell még, hogy ¢ izomorfizmus. Ecélbél legyen (;)ier € [[;c; Homp(M, N;),
ekkor minden ¢ € I-re az o;: M — N; komponens egy R-lineéris leképezés. Ismét csak
a direkt szorzat univerzalis tulajdonsagat hasznalva kapjuk, hogy létezik pontosan egy

T: M — H N;
icl
R-homomorfizmus, amelyre ;07 = f; minden i € I-re (itt m; a [],., IV; direkt szorzathoz
tartozo megfeleld vetités), vagyis ¢(7) = (fi)icsr. Ezzel belattuk, hogy ¢ bijektiv. O

3.53. Allitas (Direkt 6sszeg és kontravarians Hom) Legyenck {M; |ie I} és N
tetszés szerint vdlasztott R-modulusok. Ekkor létezik eqy természetes

v Homp(@D M;, N)—= [ [ Homp(M;, N) |
iel iel
amelyre
V(f)=(f o di)ier
ahol ¢;: M; — @;erM; a természetes bedgyazdst jeldli.

Bizonyitds. Nagyon hasonlé a direkt szorzat és a kovarians Hom g-funktor kozti kapcso-
latot leiré allitas igazolasahoz. m

3.54. Megjegyzés Mivel véges indexhalmaz esetén a direkt dsszeg és a direkt szorzat

kanonikus modon izomorf eqgymdssal, ebben az esetben a Hompg funktor mindkét valtozo-
jaban additiv.
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4. fejezet

A szingularis homologiaelmélet
elemei

Két X és 'Y topologikus teret a topologia szempontjabdl azonosnak, vagyis homeomorf-
nak tekintiink, ha léteznek olyan f : X — Y és g : Y — X folytonos leképezések,
amelyekre g o f =idyx és f o g = idy. A topoldgia egy fontos feladata olyan (lehetéleg
numerikus, de legalabbis diszkrét) invaridnsok el6allitdsa, amelyek segitségével eldont-
hetd, hogy két topologikus tér homeomorf-e vagy nem. A gyakorlatban ez a feladat
rendkiviil nehéznek bizonyul, sokszor az is komoly eredmény, ha két topologikus teret
meg tudunk kiilonboztetni egyméstol numerikus vagy algebrai invaridnsok segitségével.

Egy nagyon hasznos fejlemény az emlitett irdnyba egy gyengébb ekvivalenciarelécio,
a topologikus terek tun. homotép ekvivalencidgjanak a bevezetése. Az deriil ki, hogy
nem tul sok faradtsaggal lehet algebrai invariansokat konstrualni, amelyek megtartjak
a homotdp ekvivalenciat, és emellett egy igen gazdag strukturat eredményeznek. To-
vébbi informdciéért érdemes a szakirodalomhoz | , , , | vagy az
interneten szabadon elérhetd jegyzetekhez (pl. | : ]) fordulni.

Itt két nagyon fontos invarianscsaladot, az in. homotdpia- és homoldgia-csoportokat
fogunk targyalni, ebbdl az elsét csak nagyon roviden. Ugyan mindkét esetben csoporto-
kat rendeliink hozza topologikus terekhez (funktorialis médon), a homotépia-csoportok
esetén a definicié nagyon egyszerii, azonban konkrét esetekben az invariansok kiszamitasa
rendkiviil nehéz, tipikusan meghaladja jelenlegi tudasunkat.

A homolégiacsoportok — a konkrét esetben szingularis homolégiacsoportok — defini-
aldasa mar tobb munkat, specialisan homologikus algebrai eldismereteket igényel, ugyan-
akkor sok fontos esetben meg tudjuk 6ket hatarozni.

A fejezet soran elOszor egy nagyon egyszerii bevezetést adunk a homotopiaelméletbe,
par elemi de érdekes alkalmazassal, majd attériink a f6 téméra, a szingularis homolo-
giaelméletre. A topolégiaban jaratos olvasé a homotdpiaelméletrol szold részt nyugodt
lélekkel kihagyhatja.
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4.1. Homotodpiaelmélet

4.1. Definicié (Leképezések homotdpidja) Legyenek X, Y topologikus terek, jelolje
I a zdrt egységintervallumot. Leképezések X -061Y -ba mend homotopidja eqy F': X X1 —
Y folytonos leképezés. Tetszdleges [ és g X-bdl 'Y -ba mend folytonos leképezések esetén
azt mondjuk, hogy f homotép g-vel (jelben: f =~ g) ha létezik olyan F: X x I — Y
homotépia, amelyre

F(x,0)=f(x) és F(x,1)=g(z)
minden © € X esetén.

Egy f: X — Y leképezést nullhomotoépnak hivunk, ha homotop egy konstans leképe-
zéshez.

4.2. Megjegyzés (Homot6pidk inverze és sszefiizése) Legyenek X ésY topologi-
kus terek, F': X x I —'Y eqy homotopia. Ekkor definidalhatjuk F,megforditisdt”, amait
dltaldban az inverz homotopia néven tartanak szdmon:

F: XxI — Y
(x,t) +— F(z,1—1t).

Ha adottak F' és G X-bol 'Y -ba mend homotopiak gy, hogy
F(z,1)=G(x,0) minden x € X esetén,
akkor tekinthetjik a két homotopia un. dsszefizését:

FxG: XxI — Y

(@) F(z,2t) ha0<t<1i
‘7"7
G(z,2t—1) haj<t<l1

4.1 Feladat FEllendrizziik, hogy homotopidk megforditasa és dsszefiizése valoban homo-
topidkat eredményez.

4.3. Megjegyzés (Konstans homotépia) Egy tovdbbi fontos konstrukcid az in. kons-
tans homotopia: ha f: X =Y eqy folytonos leképezése, akkor a hozzd tartozo Cy kons-

tans homotopia a
def

Ci(x,t)=f(x) mindent € I esetén
leképezés.

4.4. Lemma Leképezések homotopidja ekvivalenciareldcio.
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Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a homotopia reflexiv, szimmetrikus, és tranzitiv. Tetszo-
leges f: X — Y folytonos leképezésre f ~ f, amint azt példdul a C'y konstans homotdpia
mutatja.

Legyenek f,g: X — Y homotoép leképezések, vagyis f ~ ¢g. Ekkor definici6 szerint
létezik olyan F': X x I — Y homotdpia, amelyre F'(z,0) = f(x) és F(z,1) = g(x)
minden z € X esetén. Az F homotdpia F' megforditdsa mutatja, hogy ¢ ~ f is teljesiil.

Végiil legyenek f, g, h: X — Y leképezések, f ~ g, g >~ h, és legyenek F,G: X x I —
Y homotépidk, amelyek az f ~ g, illetve ¢ ~ h homotdpiarelaciékat megvaldsitjak.
Ekkor automatikusan

F(z,1)=g(x)=G(x,0) minden x € X-re,

igy képezhetjiik az F' x G Osszeflizést. Ez egy X-bdl Y-ba men6 homotopia lesz, amely
megmutatja, hogy f =~ h. [

4.5. Példa Legyen X tetszdleges topologikus tér, jelolje P az egypontu teret. Ekkor egy
F: P x1— X homotopia nem mas, mint eqy v: I — X folytonos 4it.

4.2 Feladat Legyenck f,g: X — Y homotop leképezések, h : A — X, k:Y — B
tetszdleges folytonos fligguények. Ellendrizzik, hogy

kof~kog és fohx~goh.

Leképezések homotdpidjat az alabbi modon tudjuk topologikus terek kozti ekvivalen-
ciarelacié konstrudlasara felhaszndlni.

4.6. Definicié6 (Homotdp ekvivalens terek) Egy f : X — Y folytonos leképezést
homotépia-ekvivalencianak neveziink g : Y — X homotoépia-inverzzel, ha g folytonos
fiiggvény, amelyre

gof~idx és fog=~idy .

Két X ésY topologikus tér homotép ekvivalens vagy azonos homotdpia-tipusi (jelben:
X ~Y ), ha létezik f: X — Y homotdpia-ekvivalencia.

4.7. Megjegyzés Homeomorf terek homotop ekvivalensek, de forditva mem igaz: na-
gyon sok topologikus tér (példdul R™) homotdp ekvivalens az egyponti térrel, de mem
homeomorfak (a konkrét esetben pl. ha n > 0).

Altaldban eqy X topologikus teret dsszehuzhatonak neveziink, ha homotop ekvivalens
az egqyponti térrel. Ez pontosan akkor fog megtorténni, ha idx homotop eqy X — X
konstans leképezéssel.

4.3 Feladat Igazoljuk az elozo Megjeqyzés dllitdsait, tovabbd bizonyitsuk be, hogy min-
den X C R"™ konvex halmaz o0sszehuzhatd.
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4.4 Feladat Mutassuk meg, hogy topologikus tereken a ~ reldacio ekvivalenciareldcio.

4.8. Példa Nemtrividlis topologikus terek kozti homotop ekvivalencidra gyakran idézett
példa, hogy
R™\ {0} ~S"!

aholn > 1 természetes szam.

4.9. Definicié (Relativ homotdpia) Legyenek XY topologikus terek, A C X tetszd-
leges altér. Egy F': X x I — 'Y homotdpia relativ A-ra nézve vagy megtartja A-t (jelben:
FrelA), ha minden a € A esetén a

t— Fla,t)
fiigguény konstans.

4.10. Lemma (Atparaméterezési lemma) Legyenek ¢y, ¢o: (I,0I) — (I,0I) foly-
tonos figgvények, amelyek megegyeznek a OI = {0,1} halmazon, legyen F: X x I —Y
eqy homotopia,

Gi: XxI — Y
(x,t) +—  F(z,¢:(t))

1t = 1,2 esetén. Ekkor
Gy~Gy relX x 9ol .

4.11. Megjegyzés Az Atpamméterezési lemma tgyes alkalmazdsaival beldthatok a ho-
motopiak aldbbi tulajdonsdgar.

1. Legyen F': X x I =Y tetszdleges homotopia, C' a megfeleld konstans homotopia.
Ekkor
FxC~F és CxF~F relX x0I .

2. Tetszoleges F': X x I — 'Y homotopia esetén
FxF~C ¢ FxF~C relX xal,

ahol C mindig a megfeleld konstans homotdpidt jeloli.

3. Legyenek F,G,H: X x I — 'Y homotopidk amelyekre létezik F'xG és Gk H. Ekkor

Fx(GxH)~(F+xG)*H relX x0I .
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4.12. Megjegyzés Nézziik meg, hogy mit ad az el6zo Megjeqyzés abban az esetben, ha
X = P egyetlen pontbol dll. Amint azt kordbban lattuk, eqy F: P x I — Y homotopia
nem mds, mint eqy Y -beli 1it.

Vegyiik azt a specidlis esetet, amikor F(P,0) = F(P, 1), jeloljik ezt a pontot yo € Y -
nal, legyen tovabbd Cy, a konstans yo-beli hurok. Ekkor a 4.11. Megjegyzés dllitdsai azt
jelentik, hogy

1. F«Cyy~CyyxF~F relP x0dl,
2. FxFe~C,, é FxF~C, rtelPx0l,
3. Fx(GxH)~(FxG)xH relP x0lI,

ahol F, G, H yg-beli hurkok.

Masképpen: az Y tér yo-beli hurkainak homotopiaosztalyai a konstans homotopid-
val, a homotopidk megforditisdval, és a homotopidk 0sszeflzésével mint miveletekkel egy
csoportot alkotnak, az'Y tér yy bdzispontban vett w1 (Y, yo) fundamentdlis csoportjdt.

4.13. Tétel Legyen f : X — 'Y folytonos leképezés,

F P X xTI Y | Fy=F =f})~
ahol F' ~ G pontosak akkor, ha F' ~ G rel X x 0I. Ekkor az F; halmaz a konstans
homotépidval, a homotopiak megforditasaval, €s a homotopiak dsszefiizésével mint mi-
veletekkel eqy csoportot alkot.

Bizonyitas. Kovetkezik a 4.11. Megjegyzésbol. O]

4.14. Megjegyzés A fundamentdlis csoport az iménti tétel legeqyszeribb esete. Az f
folytonos leképezés vdlasztdsa az yy bdzispont vdlasztdsanak felel meg.

4.15. Megjegyzés Némi munkdval beldthato, hogy tetszéleges (Y, yo) bazisponttal elld-
tott tér esetén a (S™, so) — (Y, yo) folytonos leképezések relativ homotdpiaosztalyai szin-
tén csoportot alkotnak a 4.15. Tételben emlitett miveletekre nézve. Exzt a csoportot az
(Y, yo) pdr n-edik homotdpiacsoportjiinak nevezziik, jele m,(Y, yo).

4.16. Megjegyzés (G6mbdk homotépiacsoportjai) Gombok homotdpiacsoportjainak
kiszamitdsa a XX. szdzad mdsodik felében sok matematikust foglalkoztatott, és ugyan sok
nagyon nehéz eredmény sziletett, a mai napig végtelen sok homotopiacsoport ismeretlen.
FEzzel szemben — amint azt ldtni fogjuk — gombik szinguldris homoldgiacsoportjainak
kiszamitdsa relative eqyszerii:
Hi(S) = {Z hai1=0,n
0  egyébként.
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Eqy igen fontos eredmény az in. stabil homotdpiacsoportok létezése: m, x(S"™) fiig-
getlen k-tél, han >k + 1. Az elméletrd informativ ésszefoglaldst ad [wil].

Alacsony dimenzickban lényegesen tobbet tudunk gombiok homotopiacsoportjairdl, pél-
ddul
m(SYY=1 han>1,

vagy példdul w3(S?) egy végtelen ciklikus csoport (ld. még [ , Section II1.1]).

A tovabbiakban visszatériink a legegyszertiibb nemtrivialis eset, a korvonal fundamen-
talis csoportjanak vizsgdalatara.

4.17. Megjegyzés (A fundamentélis csoport mint funktor) Kevés munkdval be-
lathato, hogy w1 egy funktort definidl a pontozott terek kategoridjabol a csoportok ka-
tegdridjaba. A pontozott topologikus terek kategoridjinak objektumai az (X, o) pdrok,
ahol X eqy topologikus tér, xo € X pedig tetszoleges pont; a kategoria morfizmusai olyan
f: (X, 20) = (Y,v0) folytonos leképezések, amelyekre f(zo) = yo.

Mar lattuk, hogy a ’fundementdlis csoport funktor’ eqy pontozott (X, xq) térhez egy
csoportot rendel hozzd, el kell még donteniink, hogy miképpen definidljuk pontozott terek
f: (X, z0) = (Y,yo) morfizmusain. Ezt a kovetkezéképpen szokds megtenni:

Fr(X,m0) = (Yogo) — £Zm(f): m(X,2) — m(Y,u0)
[ — [fen].
Az f— f. hozzdrendelésrél még az aldbbiakat kell beldtni:
1. fi(idx) = idz, (x,20)»
2. ha g: (Y,y0) — (Z, z0) pontozott terek kozti morfizmus, akkor (go f). = g« o fi.
4.5 Feladat Igazoljuk az eloz6 Megjegqyzés bizonyitatlan dallitasait.
4.18. Példa Legyen X C R" konvex halmaz, vy € X tetszdleges. Ekkor barmely két
Yo, (1,01) = (X, zo)

hurok homotop az

F(s,)2(1 = t)y0(s) + tn(s)

linedris homotopian keresztiil, s igy
T (X, ZL’()) =1.

Egy fontos tisztazando kérdés a fundamentalis csoportnak a bazisponttdl valé fiiggése.
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4.19. Megjegyzés (Bazisponttdl valé fiiggés) Minden hurok és homotdpia képe it-
dsszefiiggd, ezért (X, xg) meghatdrozasiban csak xq utdsszefiiggdségi komponense jdt-
szik szerepet.

Madsképpen fogalmazva kiilonbozo itosszefiiggoségi komponensekbe tartozo bazispontok
szerint szamitott fundamentdlis csoportok kozott nincsen dsszefiiggés.

A mdasik iranyban o legjobb, amit remélhetink, hogy ha létezik xo ~» xf ut X -ben,
akkor taldlunk valamilyen dsszefiiggést m (X, wo) és m1 (X, xp) kozott. Legyen h: I — X
egy T ~> x Ut, h: I — X pedig a h 4t mint homotdpia megforditdsa, azaz h(t) = h(1—t)
minden t € I esetén.

Ha~: (I,01) — (X, xp) egy xf, bazisponti hurok, akkor hozzdrendelhetjik a

hx(yxh): (I,61) = (X, xo)

hurkot.
Mivel 3 .
hx(yxh) >~ (hxvy)xh,

ezért a v — h* (v * h) megfeleltetés indukdl egy

7 (X, xp) — m (X, z0)

fiigguényt.

4.20. Allitas (Bazisponttdl valé fiiggetlenség) Az eddigi jelolések megtartdisa mel-
lett a

o m (X, zy) — m(X, x0)
bl =[x (rxh)]
hozzdrendelés eqy csoportok kézti izomorfizmus.
Bizonyitds. Ha F': (I x 1,01 x I) — (X, xg) egy wg-beli hurkok kozti relativ homotdpia,
akkor (h x idy)» (F'x (h x idy)) egy xo-beli relativ homotdpia a megfelelé hurkok kozott,

tehat 7, joldefinidlt.
Jol latszik, hogy 73, a konstans homotoépiat a konstans homotépidba viszi, mésrészt

T[fxg] = [~ *((f xg)*h)]
= [(hx f*h)*(h*gxh)]
= 7ulf]*lg],

tehat 7, izomorfizmus.
Eszrevehetjiik emellett, hogy a fentiek természetes modon teljesiilnek a h 1thol szér-
maztatott
70 (X, o) — m(X, )

hozzarendelésre is, és gyorsan ellendrizhetd, hogy 73, inverze éppen 7; lesz. O
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4.21. Megjegyzés Ha X tdsszefiiggd, akkor mi(X,xg) izomorfizmus erejéig figgetlen
xo vdlasztasatol, igy m (X, xo) helyett haszndlatos a w1 (X) jelélés.

4.22. Megjegyzés Jegyezziik meg, hogy a T, izomorfia nem kanonikus — azaz fiigg a h
Ut valasztasdtol — tehdt a kilonbozo bazispontokhoz tartozo fundamentdlis csoportok ele-
meit nem tudjuk dltaldban azonositani. Ebben az értelemben m(X) csak mint absztrakt
csoport van definidlva, és elemei mdr nem megfeleltetheték hurkok homotopiaosztdlyai-
nak.

Tegyiik fel példdul, hogy m (X, xzo) egqy végtelen ciklikus csoport (additivan jellve
(Z,+)), ennek két generdtora van, a +1 és a -1. Ennek megfelelden tobb lehetséges au-
tomorfizmus is van, igy tovdbbi informdcio hidnydban nem lehet eldonteni, hogy 1 — 1
vagy 1 — —1

Kivételt képeznek a fenti elv aldl az eqy- és a kételemi csoport, mivel ezekben az
esetekben pontosan eqy darab automorfizmus létezik.

Topologikus terek egy fontos osztalyat képezik azok a terek, amelyek a fundamentalis
csoport szempontjabol a 1étezd legegyszeriibbek.

4.23. Definicié Egy X topologikus teret egyszeresen Osszefiiggonek neveziink, ha it-
dsszefiiggd, és m(X) = 1.

4.24. Lemma FEqgy X topologikus tér pontosan akkor eqyszeresen osszefiiggd, ha minden
xo,r1 € X esetén az xg ~> x1 utaknak pontosan eqy homotopiaosztilya van.

Bizonyitas. Ha minden xg, z1 pontparra pontosan egy zy ~» x; homotoépiaosztaly 1étezik,
akkor ez az x1 = xy esetben is igy van, azaz (X, xg) = 1.
A masik iranyhoz legyenek f,g: I — X utak, amelyek z¢-bdl xi-be vezetnek. Ekkor

f=fx(Gxg)=(f*xg)xg~g,

ugyanis (g x g) homotép a konstans hurokkal, (f = §) pedig szintén, mivel 7 (X, z¢) = 1
a feltétel szerint. ]

A klasszikus példa olyan térre, amely nem egyszeresen Osszefiiggo, a kérvonal. A ho-
motopiacsoportok meghatarozasanak bonyolultsagat mutatja, hogy mar ebben az esetben
is keményen meg kell kiizdeni az eredményért. Ugyan tobb bizonyitas is 1étezik, érdemes
a korvonal fundamentalis csoportjara vonaktozé eredményt mint a fedéterek elméleté-
nek egy elemét tekinteni (1d. példaul | , Chapter IIL.] vagy | |, esetleg joval
altalanosabb kontextusban | 1)

4.25. Tétel (A korvonal fundamentdlis csoportja) Tekintsik a kérvonalat mint a
komplex szamsik részét, vagyis legyen

sYecC||zp=1},
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és vegyiik az 1 € S* bdzispontot. Ekkor

(Z,+) — m(Sh1)
n [tv—>62mnt]

1zomorfizmus.
A bizonyitas dtlete. Az alapgondolat az, hogy a

p:R — St

t H 6271'1;75

feddleképezés segitségével Osszehasonlitjuk az R-beli utakat az S'-beli hurkokkal.

Tetszoleges n egész szam esetén jelolje

wn: I — St
t N e271'int 7
és
I — R
t — nt.

Ekkor
Wp =po (I)n 5

vagyis w, az w, hurok egy p mentén torténé felemelése.
Tekintsiik a

®:7 —m(Sh1)

n — (w,=powy,]

fiiggvényt. Ez joldefinialt lesz, és egy csoportizomorfizmus is egyben. Ezek az allitasok

az alabbi topoldgiai tényeken nyugszanak:

1. Utak felemelése: Minden I LSt y(0)=1€8! titra és minden &, € p~'(1) pontra

létezik pontosan egy f: I — R felemelés, amelyre f(0) = Zy.

2. Homotdpidk felemelése: Minden F: I x I — S! homotépidhoz, amelyre (F |I><{0}:

{1}), és minden 7, € p (1) ponthoz létezik egyértelmtien egy F': [ x I —

R, F |I><{O}: {Zo} homotdpia, az F homotdpia tin. felemelése.

O

A ténynek, miszerint a korvonal fundamentalis csoportja nemtrivialis, rengeteg lat-

vényos alkalmazdsa van. Ime egy elsé példa.
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4.26. Definicié Legyenek A C X topologikus terek; X -nek A-ra torténd retrakcidja egy
r: X — A folytonos leképezés, amelyre r|4 = ida. Ha létezik X — A retrakcid, akkor
azt mondjuk, hogy A az X egy retraktuma.

4.27. Lemma Legyenek A C X topologikus terek, a € A, jelolje j: A — X a termé-
szetes bedagyazast. Ha A C X az X tér retraktuma, akkor a j.: m(A,a) — m (X, a)
csoporthomomorfizmus injektiv.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik r: X — A retrakcid, ekkor definicié szerint r o j =
ids. A fundamentdlis csoport funktorialitdsabdl (r o j). = (ida)« = idy, (4,q) kvetkezik,
majd ugyanebbdl az okbol

idfrl(A,a) = (T o ])* =Ts0 ]* )

azaz j, injektiv. ]

4.28. Tétel Legyen D? a kétdimenzids kérlemez, st o> pedig a hatdra. FEkkor nem
létezik D* — St retrakcio.

Bizonyitds. Gyorsan kovetkezik az a 4.27. Lemmé&bdl: jelolje j: S' < D? a természetes
bedgyazast. Egy

(Z,+) ~ m(SY, 1)L (D%, 1) = 1

homomorfizmus nem lehet injektiv. m

Az aldbbi technikai jellegii lemma rejtézik sok elemi topoldgiai alkalmazéas hatterében
(példaul be lehet latni az algebra alaptételét is a segitségével), mi most a Brouwer-féle
fixpont-tétel igazolasara fogjuk felhasznalni.

4.29. Lemma Legyen f: S' — X folytonos leképezés. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:
1. f nullhomotop;
2. f kiterjed eqy g: D?> — X folytonos leképezéssé;
3. az fo: m(S', 1) = m (X, z0) homomorfizmus trividlis.

Bizonyitds. Az ekvivalencidnak csak részeit mutatjuk meg, egy teljes bizonyitasért 1d.
példaul | , Lemma 8.17]. Elészér igazoljuk, hogy ha f kiterjed egy g: D? — X
folytonos leképezéssé, akkor az f,: w1 (S, 1) — m1(X, 9) homomorfizmus trivialis. Ehhez
tekintsiik a j: S' < D? természetes bedgyazast, erre f = g o j, igy

f*:(ng)*Zg*Oj*
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a fundamentélis csoport funktorialitasa miatt. Azonban a j, homomorfizmus trivialis,
igy f. = g« 0 jy is az.

Most tegyiik fel, hogy az f.: 71 (S', 1) — 71 (X, 79) homomorfizmus trividlis, és meg-
mutatjuk, hogy f nullhomotép. Ecélbdl tekintsiik a p: R — S, p(s) = e*™ leképe-
zést, illetve ennek a podzefp| 1 megszoritasat az egységintervallumra. Ez utébbi egy olyan
[po] € m1(S', 1) hurkot ad meg, amelynek a p mentén térténd R-beli felemelése egy 0 ~ 1
ut. Legyen xod:eff(l).

Mivel f, trividlis és [kd:ef fopo] =1 € m(X,xg), ezért létezik egy F relativ homotdpia
k és az xg pontbeli konstans homotépia kozott. Ellenorizhetd, hogy

po Xidp: I x 1T —S'x 1

egy hanyadosleképezés (mivel folytonos, sziirjektiv és zdrt), tehat egy indukél egy F”: S'x
I — X folytonos leképezést, ami egy homotdpiat 1étesit f és a konstans leképezés ko-
zOtt. ]

4.30. Tétel (Brouwer-féle fixpont-tétel) Minden f: D? — D? folytonos leképezésre
létezik x € D? pont, amelyre f(x) = z.

A bizonyitashoz némi elokésziiletekre lesz sziikségiink.

4.31. Definicié Topologikus vektormezének hivunk egy v: D* — R? folytonos leképe-
zést. Azt mondjuk, hogy v nemeltinG, ha minden x € D*-re teljesiil, hogy v(z) # 0 € R2.

4.32. Lemma Legyen v: D?* — R? egy nemeltiing vektormez6. Ekkor léteznek olyan
z,y € OD? = S pontok, amelyekre v(z) = ax és v(y) = By valamely o > 0, 3 < 0 valds
szamokra.

Bizonyitds. Indirekt médon bizonyitjuk az allitast. Ennek megfelelden tegyiik fel, hogy
minden y € S esetén v(y) # By semmilyen 8 < 0 valds szam esetén. Tekintsiik a

def ‘ )
W=V | gm0

St — R\ {0}

leképezést. Mivel w a konstrukciéjanal fogva kiterjed egy D?* — R? \ {0} leképezéssé,
ezért w sziikkségképpen nullhomotop.
M4sfeld] viszont w ~ j: S — R?\ {0}, az aldbbi érvelés alapjan: tekintsiik a

F(z, )%z + (1 — w(x)
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folytonos leképezést. Vegyiik észre, hogy F(x,t) # 0. Ez nyilvanvalé a t = 0,1 esetekre,
ha pedig F(z,t) = 0 valamely 0 < t < 1 esetén, akkor tx + (1 — t)w(z) = 0, amib6l

viszont w(x) a feltétel szerint sehol sem negativ szdmszorosa z-nek, tehat F'(x,t) valéban
sehol sem 0. Ez viszont ellentmond annak, hogy 7 ~ w nullhomotép.
A v(z) = azx (a > 0) esetet ugyanigy kaphatjuk meg, ha kicseréljiik v-t —v-re. O

Bizonyitds. (Brouwer-féle fixpont-tétel) Indirekte, tegyiik fel, hogy minden z € D? esetén
f(z) # x. Ekkor tekinthetjiik a

o(@)Ef (@) —a
nemeltiinii topologikus vektormezot a korlemezen. A 4.32. lemma miatt 1étezik olyan
x € OD? és a > 0 valds szadm, amelyekre teljesiil, hogy

v(z)=f(z) —r=ax .

Ekkor viszont
flx)=(1+a)z gD,

ami ellentmondas. Ezzel a tételt belattuk. O

4.2. Homolbgiaelmélet

Ha z és y két R"-beli pont, akkor két, x-bdl y-ba mené homotdp 1t egyiitt gyakran
egy kétdimenzids feliilletdarabka hatarat adjak. Amint azt Stokes tételébol, vagy annak
szamtalan alacsony-dimenziés klasszikus esetébol lathatjuk, egy peremes sokasdg és a
hatara kozott érdekes Gsszefiiggések vannak. Egy tovabbi alkalmazas vonalintegraloknak,
illetve komplex konturintegraloknak a kiszamitasa.

Mi itt az ,egyiitt hatarolas” intuitiv fogalma mentén épitiink fel egy alternativ algeb-
rai invarians rendszert, az un. szinguldris homolégiat. A szingularis homologia kevésbé
finom, mint a homotopiacsoportok, a definiciéja valamelyest komplikaltabb, viszont cse-
rébe sokkal konnyebb kiszamolni.

A homolégiacsoportok egyik elsé felbukkandsa az tin. szimplicidlis homolégielmélet,
ahol topologikus tereket, sima sokasagokat haromszogelések segitségével prébaltak tanul-
manyozni. Az, hogy haromszogelések bizonyos numerikus invaridnsai pusztan az adott
tér topologidjatol fiiggenek, mar tobb szaz éve ismert. Elsd nem-trividlis megnyilvanulésa
az aldbbi megfigyelés.

4.33. Példa (Euler tétele a sikon) A R? sik tetszbleges véges hdromszigelésére

pontok szima — élek szama + hdromszégek szama=2 .
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4.6 Feladat Hatdrozzuk meg a fenti invardnst (a felilet in. Euler-karakterisztikdjat) az
S? gombfeliilet, és az St x S' kétdimenzids térusz esetén.

Amint azt emlitettiik, hagyomanyosan homolégiaclméletet haromszogelt topologikus
tereken csindaltak, azonban célravezetébb a haromszogek helyett szimplexekbdl meno le-
képezéseket, un. szinguldris szimplexeket hasznalni.

4.34. Definicié Tekintsiik az R"™ euklideszi teret az {eq, ..., e,} standard bdzissal. A
standard n-szimplexet az aldbbi modon definidljuk:

And—ef{i)\zel ’ i)\l—l,(]g)\lgl} .
=0 i=1

4.35. Megjegyzés A standard n-szimplex az R ' -beli standard bdzisvektorok konvex
burka.

4.36. Megjegyzés Az
R'CR’C ...

"y . - ) def, p . .,
azonositdssal és a standard bazisvektorok azonositdsdval az R>*=U;2 {R™ végtelen-dimenzios

euklideszi térben benne 1l az dsszes standard n-szimplex, igy nem figgenek a konkrét n-
tél, ahovd a definicio soran bedgyaztuk oket.

Az alabbiakban definidljuk a szingularis homolégiaelmélet épitékoveit, a szingularis
szimplexeket.

4.37. Definicié (Affin szingularis szimplex) Legyenek vg,...,v, € RY tetszdleges
vektorok, jelolje [vo, ..., v,] azt a leképezést, amelyre

[Vo,...,vn): Ay — RY

A [v,, ..., v,] leképezést affin szinguldris n-szimplexnek hivjuk.
4.38. Megjegyzés im(vy, ..., v,] pontosan a vy,...,v, vektorok RN -beli konvex burka.

4.39. Megjegyzés A vy,...,v, vektorokrol nem tettiik fel, hogy linedrisan fiiggetlenek

vagy akdr kilonbozok, ezért (v, ..., v,] egy esetlegesen elfajuld szimplex, innen a név.
Specidlisan az is eldfordulhat, hogy vg = - -+ = v,.

4.40. Definicié Legyen
[?}07...,131‘7...,1},1]1 An—l —>RN

az a leképezés, amit az i-edik csiucs elhagyasdaval kapunk.
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4.41. Példa Azley,..., €, ... 0] D1 — RY szinguldris szimplex képe definiicid sze-
rint éppen A,_1.

4.42. Definicié A [eg,..., €, ... €] Ap_1 — A, leképezés neve i-edik lapleképezés,
és F!'-nel jelélyiik.

4.43. Megjegyzés Fontos fejben tartani, hogy az F]' lapleképezések szintén affin szin-
guldris szimplexek. Az F]' lapleképezés képe az i-edik csiccsal szemben lévd oldal.

Az aldbbi igen egyszerii megfigyelésen alapul a szingularis homolégiaclmélet 1ényegi
konstrukcidja, az un. szingularis lanckomplexus.

4.44. Lemma Legyenck n és 0 < i < n természetes szamok. Az eddigi jeldléseink

megtartdsdval
e; ha 7 <1,
Fi'(ej) = { ’ 7=t
e haj>i,
tovdabba ) ) o
o g [€0s vy €iyerny €y, En] ha j >,
J ! [eo,...,éj,...,eﬁrl,...,en] hazﬁy
Bizonyitas. Mindkét allitas azonnal kovetkezik a lapleképezések definiciojabdl. O

4.45. Definicié (Szingularis szimplexek és lancok) Legyen X egy topologikus tér,
p > 0 természetes szam. Egy X-beli szinguldris p-szimplex egy o,: A, = X folytonos
leképezés.

Jelolje A, (X) az X-beli szinguldris p-szimplexek dltal generdlt szabad Abel-csoportot,
ennek elemeit szinguldris p-lancoknak nevezziik.

4.46. Megjegyzés A szabad csoportok definicioja alapjin eqy X -beli szinguldris p-ldnc
nem mas, mint X -beli szinguldris p-szimplexek eqy

E Ng T

o X-beli szinguldris p-szimplex

formdlis véges dsszege, ahol n, € 7.

4.47. Definicié (Szingularis szimplex hatara) Legyen o: A, — X szinguldris p-
szimplex. Ekkor o i-edik lapjat az alabbi modon definidljuk:

oD% o F! .

A o X-beli szinguldris p-szimplex hatara:

p
9,02 " (~1)'0 € A, (X)
=0
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4.48. Megjegyzés Az iménti definiciobol természetes modon szarmazik a szinguldris
p-ldnc hatdrdnak definicioja. Ha ugyanis c =) _n,o egy X-beli p-ldnc, akkor legyen

Opc=0, (Z noa) d:efz Ny (0p0) .

Ez joldefinidalt, mivel Ap(X) a szimplexeken vett szabad Abel-csoport, igy a

Op: { X -beli szinguldris p-szimplezek} — A, 1(X)
o — 0,0

fiigguény egyértelmiien kiterjed eqy
0yt A,(X) — A, 1(X)

abel-csoport homomorfizmussd, ami a szimplexeken vett hatdrleképezés kiterjesztése. En-
nek neve a p-edik vagy p-dimenzios hatdrleképezés.

4.49. Megjegyzés Fqy szinguldris szimplex hatdra szinguldris ldnc, eqy szinguldris lanc
hatdra viszont szintén szinguldris lanc, ezért sokkal hasznosabb szinguldris lancokkal

(vagyis szinguldris szimplexek linedris kombindcidival) dolgozni.

A kovetkez6 szamolas egyszerti, de a szingularis homoldgielmélet szempontjabol alap-
vetd fontossagu.

4.50. Allit4s Legyen p > 1 természetes szam, X tetszoleges topologikus tér. FEkkor a
Op: Ap(X) = Ap1(X) €5 Opy1: Api1(X) = Ap(X) hatdrleképezésekre

apoap+1:() .

Bizonyitds. A definicidk haszndalata és kozvetlen szamolas: tetszéleges X-beli o szingu-

106



laris p-szimplex esetén

p+1
OpOps10 = Oy (Z(—l)ja © FJPH>

7=0
p+l P
- Sy (z<—w ok o)
=0 =0
p+l p
- S repen)
7=0 =0
= > (-)Yoo (BT o FY)
0<i<j<p+1
tD (oo (BT e By
0<j<i<p
= Z (=)o oleg, ..y 65y €iyennsep)
0<i<j<p+1
+ Z (—l)iﬂao[eo,...,éj,...,eill,...,ep} .
0<j<i<p

Ha a mésodik 6sszegben i 4 1 helyére k-t frunk, akkor formélisan a (—1)-szerese lesz az
elsének.
Ezzel az allitast belattuk. []

4.51. Megjegyzés Legyen AP(X)d:efO, ha p < 0, hasonléan 8pd:ef0 minden p < 0 esetén.
Ezzel a konvencioval a

8}0 1 8p
Apa(X) = Ap(X) =3 Ay (X)

kompozicid minden p € Z esetén a nullaleképezés, azaz Ao(X) az 0, leképezésekkel mint
differencidlokkal Z-modulusok eqy lanckomplezusa.

4.52. Definicié (Szingularis lanckomplexus, ciklusok, és hatdrok) Az imént de-
finidlt (Ae(X),0s) ldnckomplezust az X topologikus tér szinguldris lanckomplexusdnak
nevezziik. A homologikus algebrdban kordbban ldtott mdodon

Z,(X) ¥ Ker 0,

elemeit X-beli p-ciklusoknak,
By(X)Zim 8
elemeit pedig X-beli p-hataroknak nevezziik.
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4.53. Definicié (Szingularis homoldégiacsoportok) Az X topologikus tér p-edik szin-
guldris homologiacsoportja

Hy(X;Z) = Hy(X) =2 Z,(X)/By(X) = Ker 0,/ im D1 .

4.54. Megjegyzés Legyenek ¢y €s co két X-beli p-ldnc. Azt mondjuk, hogy c1 és cy
homolégok, ha ¢; — co = Op1d valamely d € A,11(X), azaz ,egyiitt hatdrolnak”. Egy ¢
ciklus H,(X)-beli ekvivalenciaosztdlydt [c|-vel jelolyik.

4.55. Példa (Az egypontu tér homoldgiija) Szdmitsuk ki az egy pontbdl dllé P tér
homolégiacsoportjait.

Ldthatd, hogy minden p > 0 esetén pontosan eqy P-beli o, szinguldris szimplex létezik,
ti. amely a standard n-szimplex minden pontjdat P egyetlen pontjdara képezi. Ezért minden
p > 0 esetén a A, (P) szabad Abel-csoportnak egy generdlo eleme van, vagyis A, (X) ~ Z.

Eszerint a P tér szingularis ldnckomplexusa az alabbt modon néz ki:

9 Dy d
i = Loy L0y s — . — L0 — 0.

Vizsgaljuk meg a hatdrleképezéseket.

p

Opop = Z(—l)ial(f)

= Z(_l)iapfl

i=0
)0 ha 21 p,
N Op—-1 ha 2 | p;

s

tgy

5 — 0 ha21p
P lid ha2|p, p#0

A homoldgiacsoportokra az aldbbi eredmény kapjuk

0 hap#0
HP(P):{Z hap =20

Szamitsuk ki ezek utan egy tetszoleges X topologikus tér nulladik homolégiacsoport-
jat; az eredménybdl latszani fog annak geometriai jelentésége.
Egy X-beli szingularis 0-szimplex egyértelmii médon azonosithatd a leképezés ké-

pével, vagyis az X topologikus tér egy pontjaval. Eszrevehet tovabba, hogy dy a 0
leképezés.
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Tetsz6leges ¢ € Ag(X) lanc, vagyis egy ¢ = > nyx formdlis véges Gsszeg esetén
legyen

az un. augmentdcio.
Ha o egy szingularis 1-szimplex, akkor 010 = x1 — xy, azaz €(010) = 0, vagyis az

€&t Hy(X) —7Z
[0] — €(o)
leképezés egy jéldefinialt Abel-csoport homomorfizmus.

4.56. Allitas Az iménti jelolésekkel, ha X # 0 dtésszefiggd, akkor e, : Hy(X) — Z
1zomorfizmus.

Bizonyitds. Tetsz6leges n egész szam és x € X esetén
ex(n[z])=n

ezért €, sziirjektiv.

Az injektivitas bizonyitasdhoz rogzitsiink egy xg € X pontot, és minden X-beli z
ponthoz egy A,: (1,0) — (X, xp) utat zo-bdl z-be. Ekkor A\, egy szinguldris 1-szimplex,
amelyre O(\,) = x — xy.

Legyen ¢ = ) .y n,x egy 0-lanc, amelyre 0 = €,(c) = > n,, azaz ¢ € Kere. Erre

c—0 (Z nx)\x> = ¢c— Z n,0(Az)

zeX zeX
= anx — Z ng(x — o)
zeX reX
rzeX
= 0 ,
ahonnan ¢ = 9()_n,\;), s igy [¢]| = 0, vagyis €, injektiv is egyben. O

4.57. Megjegyzés (Homoldgia és utosszefiiggbségi komponensek) Mivel minden
n természetes szamra a standard n-szimplex utosszefiiggd, ezért

AP(X) = @ Ap(Xoc) )
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ahol az X, alterek az X topologikus tér wtdsszefiiggoségi komonensei.
A korabbiakbol kévetkezik, hogy a O, operdtor felcserélhetd a direkt dsszeg képzésével,
ezért minden p € 7. esetén

Hy(X) = @ Hy(Xa)

19y a homologiacsoportok kiszamitasanal elegendd az adott tér utdsszefiiggoségi kompo-
nenseivel torodns.

4.58. Megjegyzés Az iménti megdllapitdsainkbol tetszdleges X topologikus térre axzt
kaptuk, hogy Ho(X) mindig Z-k annyi példanydnak direkt dsszege, amennyi utdsszefiiggd
komponense van X -nek.

A kovetkezokben a szingularis homolégiacsoportok funktoridlis tulajdonsagaival fo-
gunk foglalkozni.

Legyenek X és Y topologikus terek, f: X — Y egy leképezés, o: A, — X egy
szinguléris p-szimplex. Ekkor jol lathatoan

foo: A, =Y e AL(Y)

egy Y-beli szinguldris p-szimplex. Mivel definicié szerint A,(X) a X-beli szinguldris
p-szimplexeken vett szabad abel csoport, a fenti f o o hozzdrendelés egyértelmiien ter-

jeszteheto ki egy
far Ap(X) = Ay(Y)

homomorfizmussa, amelyre

fa (Z%U) =) ne(foo) .

Teljesiil tovabba az alabbi.

4.59. Allitas Az iménti jelolésekkel
fAOGX:aYOfA )
vagyis fa eqy ldncleképezés.
Bizonyitds. Igazolni fogjuk, hogy a
Ap(X) —=Ap1(X)

(fA)pl l(fA)pl
Ap(Y) —= A1 (Y)
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diagram kommutativ; ezt elegendé A,(X) generdtoraira, vagyis példdul az Gsszes szin-
gularis p-szimplexre belatni.
Legyen tehat o egy X-beli szingularis p-szimplex. Ekkor

fa(do) = fa (Z(—l)ia(i)>

)

= D (=) foo

)

_ Z(_l)ifo (aoﬂ(p))

= 9(fal0)) ;
ezzel az allitast belattuk. O
4.60. Megjegyzés Floszior is veqyiik észre, hogy amennyiben f =idx: X — X, akkor
(fa)p = 1ida,(x) minden p egész szdm esetén.
Legyenek most
x-Ly-2z

/////

hogy

(9o fla=gaofa -
Ezek alapjan levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy minden p € Zi esetén az a hozzdrendelés,
amely minden X topologikus térhez a A,(X) abel-csoportot, tovabbd minden f: X —Y
folytonos leképezéshez az

far Ap(X) — Ay(Y)

homomorfizmust rendeli hozzd, egy kovaridns funktor a topologikus terek kategoridjdabol
a (kommutativ) csoportok kategdridjiba.

4.61. Kovetkezmény Ha f: X — Y egy folytonos leképezés, akkor minden p egész
szamra létezik eqy jol definidlt

f*:Hp(X) — Hp(y)
[c] = [falc)]

homomorfizmus. Amennyiben g : Y — Z eqy tovabbi folytonos leképezés, akkor

(fogls=fiog. € id, =1id .
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Bizonyitds. A homologikus algebrardl szd6lo részben lattuk, hogy lancleképezések homo-
morfizmusokat indukalnak a homolégiacsoportokon. Az f, homomorfizmusok funktorialis
tulajdonsdgai az fa leképezések funktorialis tulajdonsagaibdl kovetkeznek. O

4.62. Kovetkezmény Ha f: X — Y homeomorfizmus, akkor minden p egész szdmra
fer Hy(X) — H,(Y) az identitds.

4.63. Megjegyzés Ha X és'Y homeomorf terek, akkor tetszileges p € Z esetén mdar
Ay (X) és AL(Y) is izomorf abel-csoportok, azonban a szinguldris szimplexek csoport-
jai messze tul nagyok ahhoz, hogy topologikus terek diszkrét invariansai szempontjabol
hasznosak legyenek, igy ez a megfigyelés nem sokat hoz a konyhdra.

Az aldbbiakban a szingularis homoldgidhoz hasonlité més "homoldgiaelméleteket” mu-
tatunk be, amelyek a gyakorlatban sokszor hasznosak, és szintén (nem meglepé médon)
homologikus algebréara épitenek. Ezutan axiéméakban ¢sszefoglaljuk a homoldgiaelméle-
tekkel kapcsolatos elvarasainkat.

4.64. Példa (Relativ homolégia) Legyen X topologikus tér, A C X altér, és tekint-
stk az (X, A) pdrt (emlékeztetdil: ha (X, A) és (Y, B) két, a fenti értelemben velt pdr,
akkor egy f: (X, A) — (Y, B) folytonos leképezés nem mds, mint eqy f: X — Y folytonos
leképezés, amelyre f(A) C B).

A célunk az, hogy kidolgozzunk eqy homoldogiaelméletet, amely topologikus terek pdrja-
i van definidlva. Mint ldtni fogjuk, a szinguldris homoldgidra épitve ez hamar sikeriilni

fog.
Eqgy eqyszerti megfigyelés, hogy a j: A — X bedgyazds minden p egész szamra eqy
(jA)p: Ap(A) — Ap(X)

bedgyazdst indukdl, amelyek eqy jo: Ae(A) = Ae(X) ldancleképezéssé dllnak dssze.
Legyen

A(X,A) ZA(X)/A(A)
a megfelelo faktorkomplexus, és
H,(X, A)d:epr(A.(X, A)) minden p € Z esetén
pedig a Ao(X, A) faktorkomplezus homologidja. A Hy(X,A) = H,(X, A;Z) csoport neve
az (X, A) par p-edik relativ homolégiacsoportja.
Figyeljiik meg, hogy a lanckomplexusokbol dallo

0= Ag(A) = Ag(X) = Ag(X,A) — 0
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sorozat eqgzakt, tehdat a 3.42. Tétel értelmében tekinthetjiik a hozzdarendelt hosszu egzakt

sorozatot )
— H

p

(A) L B (X) &5 Hy(X, A) 2 Hy (A L5

amely fontos kapcsolatot létesit az A és X topologikus terek szinguldris homoldgiacso-
portjai, illetve az (X, A) pdr relativ homoldgiacsoportjai kézott. Ez az dsszefiiggés igen
hasznos tud lenni a gyakorlatban, amikor konkrét terek homoldgiacsoportjait akarjuk meg-
hatdrozni, vagy esetleg azok nulla/nem-nulla voltdt ellendérizni.

4.65. Megjegyzés A A (X, A)d:epr(X)/Ap(A) faktorcsoport izomorf azzal a szabad
Abel-csoporttal, amelynek generdtorelemei azok az X -beli szinguldris p-szimplexek, me-
lyeknek a képe mincs benne A-ban.

Ezzel létezik eqy Ao(X, A) — Ad(X) felhasitds, amely azonban nem ldncleképezés,
tehdt nem varhato, hogy a homologiacsoportok kozott leképezéseket indukdljon.

4.66. Példa (Homolégia egyiitthatékkal) Legyen G egy tetszdleges kommutativ cso-
port. Megmutatjuk, hogyan tudunk ‘G-beli egyiitthatokkal’ homologiaelméletet csindlna.
Amennyiben G eqy gyiri, akkor a homoldgiacsoportok automatikusan G-modulusok is
lesznek. Az eddig megszokott 7 mellett igen fontos szerepet jdatszanak a Z/nZ gytrik,
illetve a Q,R, és C testek (ez utébbiak példdaul komplex sokasdgok esetén).
Ezt fejben tartva tekintsik a
Ad(X) ®2 G

lanckomplezust a
0o ® idg

differencidalokkal.
Emlékeztetdil, Apy(X) @ G elemei Y ng, 40 @ g alakba irhatok, ahol o egy szinguldris
p-szimplex X -en, g eqy G-beli csoportelem, n, 4 pedig egész szam.
Legyen
1,(X; Q)< H,(A(X) ©.G) .

az X topologikus tér G-beli egyiitthatokkal vett p-edik homoldgiacsoportja.
Ha A C X, akkor

02 AdA) G = AdX)RG = AdX,A) @G — 0

a Ad(X, A) = AJ(X) felhasito leképezés létezése mialt egzakt marad, igy létezik a meg-
felelé hosszi egzakt sorozat:

— H)(A;G) — Hy(X;G) — Hy(X,A;G) — Hyp 1 (AG) — ...
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4.67. Példa Legyen
0—G —G—G" —0

abel-csoportok egy révid egzakt sorozata. Ekkor a
0—AdX)RG — AdX)RG — AJX)®G" — 0
sorozat szintén egzakt, ennek megfeleloen létezik a hozzd tartozo hosszi egzakt sorozat.

4.68. Példa (Redukalt homolégia) Legyen X tetszdleges topologikus tér, (Ae(X), O)
a hozzdrendelt szinguldris ldnckomplexus. Tekintsiik a szintén X -tdl fiiggd alabbi Co-tal
gelolt komplexust: a benne szerepld modulusok legyenek

¥y hai= —1,

0 hai < —1,
mig a Co ldnckomplexus 0. differencidljai legyenek
8,d:ef 81 ha i 7é 0 y
‘ € ha1=0,

ahol € az

€: CO — Cfl

E n;o; — E n;
7 7

augmentdcios homomorfizmus.
A (C,, 0.) ldnckomplexus homoldgiacsoportjai az X tér redukalt homoldgiacsoportjai:

~ def"“.

(X: 2)“H ()2 H(C.) .

A definiciobdl gyorsan ldtszik, hogy

(%) = H;(X) hai # 0,
S0\ ker(Ho(X)—=Hy(P)) hai=0.

Lényegében az torténik, hogy az eredeti homoldgiacsoportok a nulladik kivételével meg-
maradnak, a nulladik homoldgiacsoport generdtorainak szama pedig eggyel csokken, amit
ugy is értelmezhetiink, hogy az eredeti nulladik homoldgiacsoportban nem engediink meg
akdarmilyen egyiitthatokat, csak azokat, melyek dsszege nulla.
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4.69. Definicié (Aciklikus topologikus tér) Egy X topologikus teret aciklikusnak ne-
veziink, ha a redukdlt homologidja trividlis, vagyis

H,=0.

4.70. Megjegyzés Az eqyponti tér aciklikus, mint ahogy aciklikus minden olyan to-
pologikus tér, amely homotdp ekvivalens az eqyponti térrel. Ez utobbi eqy nemtrividlis
dllitas, ld. példdul [ , Theorem 15.5].

Az iires halmaz ellenben nem aciklikus, mivel H_{(0) # 0.

4.3. A homoldégiaelmélet Eilenberg—Steenrod-féle axi-
Omai

Az alkalmazésok sordn a szingularis (vagy mads) homoldgiaelméletnek tipikusan nem a
definicidjat, hanem par 1ényeges alaptulajdonsagat hasznaljuk. Mivel megadhatoé ezeknek
egy jol koriilirhaté halmaza, ami a legtobb célnak megfelel, érdemes egy ilyen ’axiéma-
rendszert’ megismerni, hiszen hasznalataval 1ényegesen leegyszeriisodik a helyzetiink.
Fontos fejben tartani, hogy a korabbiak soran nem lattuk be, hogy a szinguldris
homologiaelmélet a most kovetkezd axiomakat kielégiti, ez egy igen komoly vallalkozés

(Id. [ , Chapter 4]).

4.71. Definicié (Homoldégiaelmélet) FEgy topologikus terek pdarjain értelmezett homo-
logiaelmélet eqy funktor, amely az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

0. A homoldgiaelmélet egy olyan funktor, amely eqy (X, A) pdrhoz egy abel-csoportokbdl
dllo Ho(X, A) lanckomplezust rendel. Részletesebben: a homoldgiaelmélet minden
p € Z szamhoz hozzarendel egy

H,(X,A)
abel-csoportot, tovabbda minden f: (X, A) — (Y, B) folytonos leképezéshez megad

€qy
fo: Ho(X,A) — H,(Y,B)

lancleképezést, tovabba eqy
Oe: Hy(X,A) — H,_1(A,0)

funktorok kozotti morfizmust.

Az, hogy He egy funktor, a kovetkezdt jelenti: egyrészt ha f: (X, A) — (Y, B) és
g: (Y,B) — (Z,C) folytonos leképezések, akkor

(gof)' = gOO ®
ide = id,
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masrészt Vf: (X, A) — (Y, B) esetén a

Hy(X, A)—2~ H, 1 (A,0)

diagram kommutativ.

. (Homotépia-axiéma) Ha f,g: (X, A) — (Y, B) két homotdp leképezés, akkor az
indukalt leképezések a homoldgidn egyenldek lesznek, vagyis az fe, ge: He(X, A) —
H,(Y, B) leképezésekre fo = g,.

. (Egzaktsagi axiéma) Tetszbleges (X, A) pdr esetén tekintsiik az i: (A,0) — (X, 0)
és j: (X,0) — (X, A) természetes bedgyazdisokat. Ekkor a

o Hy(A0) = Hy(X,0) 25 Hy (X, A) 2 Hyoy(A,0) 2
sorozat egzakt.

. (Kivdgasi axiéma) Adott (X, A) esetén legyen U C X olyan nyilt halmaz, amelyre
UCintA. Ekkor a k: (X —U,A—U) <= (X, A) természetes bedgyazds egy

ke: H(X —U,A—-U) = H,(X, A)
izomorfizmust indukdl a homoldgiacsoportokon.
. (Dimenzié-axiéma) Az egyponti P topologikus térre
H(P,0)=0
minden p # 0 esetén.

. (Additivitasi axioma) Legyen X = [[, Xo diszjunkt unidja az X, topologikus te-
reknek,
ia: (Xa,0) = (X, 0)

a természetes beagyazasok. Ekkor a homologiacsoportokon indukdlt
Ba (ia), : Ba Hy (Xa) — Hy(X)

leképezés izomorfizmus.
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4.72. Definicié (Homolégiaelmélet egyiitthatécsoportja) Legyen P az egy pont-
bol dllo tér; ekkor a
def

G:.Ho(P, @)

csoport a He homoldgiaelmélet egyiitthatocsoportja.

4.73. Megjegyzés A korabbi szamitdsainkbdl ldatszik, hogy a szinguldris homoldégiael-
mélet egyiitthatdcsoportia Z; a He(Ao(X) ®z G) elmélet egyiitthatécsoportja amint azt
vdarnank, a G csoport lesz.

4.74. Megjegyzés FEddigi munkdnk sordn belattuk, hogy a szinguldris homoldgiaelmélet
eqy funktor, Os egy funktorok kézotti morfizmus, amelyre teljesiilnek a 4.71. Definicio
(2), (4) és (5) kivanalmai. Az (1) és (3) feltételek igazoldsa lényegesen bonyolultabb,
ezzel mi itt nem fogunk foglalkozni, ehelyett inkdbb az axiomdakkal dolgozunk tovdbb.

4.75. Allitas Ha (X, A) ~ (Y, B), akkor H,(X,A) ~ H,(Y, B).

Bizonyitds. Legyen f: (X, A) — (Y, B) egy homotdpia-ekvivalencia, legyen ¢ az f homotépia-
inverze. Ekkor
gof = id(X,A) :>goofo: 1d7

illetve
fog ~idyp = feoge=id
igy ~
fo: Hi(X,A) = H,(Y, B) ,
amint azt allitottuk. O

4.7 Feladat Bizonyitsuk be, hogy ha egy homoldgiaelméletre teljesiilnek az (1)-(4) axi-
omdk, akkor az (5) azioma automatikusan igaz véges unidra.

4.76. Megjegyzés Redukdlt homoldgidt eddig a szinguldris homoldgiaelméletre defini-
altunk, most megmutatjuk, hogy az Eilenberg—Steenrod axiomadk segitségével tetszdleges
homoldgiaelméletre meg tudjuk csindlna.

Legyen X # 0 eqy topologikus tér, P az eqy pontbdl dllé tér, e: X — P az egyetlen
(egyben folytonos) leképezés. Ekkor az indukdlt

€o: Ho(X,0) — Ho(P,0)
homomorfizmus sziirjektiv, ugyanis ha i: P — X eqy tetszoleges bedgyazds, akkor

eoi=1idp ,

117



i9y
€e Ol = id .
Legyen
fIO(X)(i:efKer €0 »
, azaz definialjuk I;To(X)-et gy, hogy a
0 — Ho(X) — Ho(X,0) < Ho(P,0) — 0

——
G

sorozat egzakt legyen.
Az iménti egzakt sorozat felhasado, hiszen €401, = id, azonban az indukdlt homomor-
fizmus fiigg 1 vdlasztdsdatol, mindazondltal

Hy(X,0) ~ Hy(X)od

ahol G = Hy(P,0) a H, homoldgiaelmélet egyiitthatdcsoportja.
Az eddigieket tekintetbe véve legyenek

Hy(X) © Hy(X), ha X #0 (p #0) , és

H (X, A) & H(X,A) ha A£0 .

4.8 Feladat (A redukalt homolégia egzakt sorozata) Az iménti jelolésekkel iga-
zoljuk az aldbbiakat:

1. Az (X, A) — (P, P) leképezés az alabbi kommutativ diagramhoz vezet:

Hy(A) Ho(X)
Hy(X,A) — Hy(A,0) — Ho(X,0) — Ho(X,A) —= H_1(A, D)
0—>H1(LP)—>H0 lP,@ —>H0(LP,@)—>H0(£,P) = 0

2. A fenti diagram segitségével igazoljuk a redukdlt homoldgia hosszi egzakt sorozatd-
nak az egzaktsdgat.
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4.4. A homoldégia- és homotdpia-csoportok kapcsola-
ta: a Hurewicz-homomorfizmus

Természetesen felmeriilo kérdés, hogy vajon létesithetd valamilyen kapcsolat topologikus
tereknek az eddigiekben definialt algebrai invariansai kozott. A kérdés mar a teriilet
hajnalan felvetédott, és a pozitiv valaszt Hurewicz tétele fogalmazza meg.

Mi most a Hurewicz-tételnek az ’egydimenzids’ valtozataval, vagyis egy topologikus
tér fundamentalis csoportjanak és az elsé homoldgiacsoportjanak a kapcsolataval fogunk
foglalkozni. Ugy is fogalmazhatunk, hogy adott X topologikus tér esetén megprébaljuk
a Hy(X) csoportot meghatérozni az X (alkalmas bazisponthoz tartozd) fundamentalis
csoportjanak ismeretében. Mindazonaltal az eredmény altalanosithaté magasabb homo-
tépiacsoportok és homoldgiacsoportok kapesolatara | , Section VII.10].

Mivel egyrészt a fundamentélis csoport a bazispont valasztasan keresztiil fiigg az X
tér utosszefiiggdségi komponenseitdl, masrészt a homoldgia képzéséhez elegendd az tit-
Osszefiiggdségi komponenseinek a homologiajanak az ismerete, a tovabbiakban feltessziik,
hogy az X topologikus tér utosszefiiggo, és rogzitiink egy xg € X bazispontot.

4.77. Tétel (Hurewicz) Tetszbleges X tutdsszefiiggd topologius tér és xog € X bdzispont
esetén,
7T1(X7 xO)/[ﬂ-l(Xv CCO), 7T1(X7 IO)] = Hl(X) :

El6szor is egy algebrai megjegyzés: a homotopia- és homolégiacsoportok kozti Gssze-
fiiggést egy alkalmas csoporthomomorfizmus képében keressiik. Mivel H; automatikusan
kommutativ, a fundamentdlis csoport viszont nem, sziikségiink lesz csoportok abeliani-
zalt, masképpen kommutativva tett valtozatara.

4.78. Definicié Legyen G tetszéleges csoport. Ekkor
et=lellleNe]
a G csoport abelianizédltja, vagy kommutativvd tétele.

4.79. Megjegyzés A [G,G] kommutdtorrészcsoport definicidjabol kovetkezik, hogy G
abel-csoport.

4.80. Megjegyzés (A kommutativva tétel univerzalis tulajdonsiga) Legyen G tet-
szoleges csoport, A tetszédleges abel-csoport.
Minden ¢: G — A csoporthomomorfizmus egyértelmien keresztilfaktorizdlhato a

kG — GYa/G, G
g = 7
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természetes leképezésen, vagyis minden ¢ esetén létezik pontosan eqy
5 G — A
csoporthomomorfizmus, amelyre B
Gok=6.

Ennek megfeleléen a tovdbbiakban (X, x¢) az adott fundamentdlis csoport abelianizaltjdt
geloli.

4.9 Feladat FEllenorizzik az /.50. Megjegyzés dllitdsait.

Legyen tehat X utosszefiiggd topologikus tér, xo € X rogzitett. Eldszor is sziikségiink
lesz némi el6késziiletre.

4.81. Lemma Legyenek f,g X-beli utak gy, hogy f(1) = g(0). Ekkor az fxg— f —g
1-lanc hatar.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy létezik olyan ¢ € Ay(X) 2-lanc, amelyre

Qc=frxg—f—yg.

Ehhez jelolje szokasos médon A a standard 2-szimplexet, o: A — X pedig az alabbi
leképezést:

def
=
def

‘ [eo,e1
|
[e1,e2]

Mivel f(1) = ¢(0), ezért o feo.ex]Ufer.co] folytonos. A A szimplex kimaradd részén defi-

nidljuk a o leképezést gy, hogy az [eg, es]-re merdleges szakaszokon legyen allandé. A
kiterjesztés joldefinialt, folytonos, és lathatéan

0-|[60182] :f *g,

tovabba
do=g—(f*xg)+ [,
amint azt allitottuk. O

4.82. Kovetkezmény Az iménti jelolésekkel fx g — (f + g) hatdr, vagyis
frg~f+g.

4.83. Lemma Ha f eqy X -beli ut, akkor f + f hatdr. A konstans it is hatdr.
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Bizonyitds. Analég a 4.81. Lemma bizonyitasaval. [
4.84. Lemma Legyenek [ és g ismételten X -beli utak, melyekre

f >~ grelol .
Ekkor f ~ g, vagyis ha f és g uthomotopok, akkor a kiilonbségiik hatdr.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszoleges F': I x I — X uthomotopiat f-bdl g-be. Ekkor
automatikusan

F|{O}><I = konstans ,

igy a hanyadostopologia univerzalis tulajdonsagat hasznalva azt kapjuk, hogy egyértel-
miien létezik egy
o: Ny — X

fiiggvény, amelyre az alabbi diagram kommutativ:

IxT-L-A,

RN

X

ahol a g: I x I — A, hanyadosleképezést gy kapjuk, hogy az I x I négyzet két szom-
szédos csicsat azonositjuk.
A konstrukcié alapjan

} leo,e1]

g,

} [eo,e2]

tovabba

0" = konstans,

[51762]
hiszen a feltétel miatt ' ithomotopia, tehat F | ()xr is allandoé.
Mindezekbdl azt kapjuk, hogy

0o = f — g + konstans,

amibol az 4.83. Lemma miatt készen vagyunk, hiszen ott kideriilt, hogy a konstans tut
hatar, tehat akkor f — ¢ is az. m
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Legyen most f: I — X egy tetszoleges xg € X kezdépontd hurok. Ekkor 0f = xy —
xo = 0, igy f automatikusan egy ciklus lesz. A 4.84. Lemma miatt az a ¢: m (X, z¢) —
H,(X;Z) figgvény, amelyre:

QOZ7T1(X,ZL‘Q) — Hl(X7Z)
/T = ),

joldefinialt. Ttt (f) atmenetileg az f elem homolégiaosztélyét jeloli.
Az alabbi egyszeri megfigyelés igen fontos.

4.85. Allitas Az imént definidlt ¢: m (X, x0) — Hy(X;7Z) leképezés csoporthomomor-
fizmus.

Bizonyitas. Legyenek f és g xo-beli hurkok X-ben. Ekkor

o([flxlg)) =e([f xg)) =(fxg)=(f) + (9) € Hi(X;Z),

ahol az utolsé egyenloség a 4.81. Lemma kovetkezmenye, az utolsé elétti pedig ¢ defini-
cidja. O

4.86. Megjegyzés (Hurewicz-leképezés) Az /.85. Allitds és a kommutativog tétel
kévetkezményeként ¢ indukdl eqy

o: m(X,x9) — H1(X;Z)
homomorfizmust, az un. Hurewicz-leképezést.

Az elkovetkezokben megmutatjuk, hogy a Hurewicz-leképezés bijektiv.

4.87. Tétel (Hurewicz tétele) Legyen X tetszbleges ttosszefiiggd topologikus tér, xy €
X szabadon wvdlasztott bazispont. FEkkor a

&I 7T1(X, l’o) — Hl(X, Z)
Hurewicz-leképezés eqy izomorfizmus.

Bizonyitds. A bizonyitas konstruktiv; konkrétan megadjuk ¢ inverzét.

El6szor is tetszoleges © € X ponthoz rogzitsiink egy A\,.: I — X utat x¢-bdl z-be; a
Az, Ut legyen a konstans leképezés.

Tetsz6leges f € A1(X) esetén legyen

F= X0 % F* Asq)
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ez egy xo-beli hurok. Legyen tovabba

(HE] € m(X, ) -

—_—

Ez utébbi leképezést ki szeretnénk terjeszteni A (X )-re, ami rendben lesz, mivel 7 (X, x¢)
abel csoport, és A;(X) szabad abel csoport az 1-szimplexeken mint bazison.

P

Az 4.88. Lemma alapjan teljesiil az is, hogy a v fiiggvény az 1-hatérokat a m (X, z¢)
csoport egységelemébe képzi, igy ¢ indukal egy

—_—

Ve HI(X;2Z) — 7 (X, x0) n

homomorfizmust. Ez lesz a Hurewicz-leképezés inverze, amely allitas egyik felét a 4.89. Lem-
ma segitségével lathatjuk.
A masik iranyhoz legyen f egy zo-beli hurok, ekkor

Wop)(lfl) = ()
= [Axo*f*xxo}
= [f]?

mivel \;, a konstans tt.

4.88. Lemma A

¢Z Al(X) — 7T1(X,.T0)

fiigguény az 1-hatdrokat a m (X, xg) csoport eqységelemébe képezi.

Bizonyitds. Legyen o: Ay — X egy szinguldris 2-szimplex, o(e;) = y;, f = 0@, g = o©

és h=oc).
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Ekkor

V@0) = (e — o + o)
(9 —h+ f) =1 <f+g —E) (a jelolés miatt)

= @D(f)w(g)w(ﬁ)_l (mivel 1) homomorizmus)

71-1

= | f] 4] [ﬁ (4 definici6ja alapjan)

= )\yo*f*xyl * Ay *g*xw* ()\yo*ﬁ*xyz,)]

= -)\yo*f*g*h*}v\y(}]

= [konstans] .

4.89. Lemma Az eddigi jelolésekkel teljesiilnek az aldbbiak.
1. Ha o 1-szimplex, akkor
(@ov)(o)=[0] + Asy = Aoy =0 = Aoo -
2. Ha c € A(X), akkor (po)i(c) = (¢ — Nae).
3. Ha c € Z1(X), akkor (¢ x1)(c) = (c).
Bizonyitds. Az allitasok az aldbbi szamolasbdl kovetkeznek:
(pov)(o) = ¢ [A (0) *O-*S\/U(l)i|
Ax(0) * O * )\ >

= < o) t o+ )\ > (az 4.82.. Kovetkezmény miatt)
(Ao(0) + 0 — Ao1)) (az 4.83.. Lemma miatt)

Ezel a lemmat belattuk.
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A Hurewicz-tétel egy igen hasznos kivetkezménye, hogy meg tudjuk hatdrozni a kor-
vonal els6 homolégiacsoportjat. Mivel Hy(S';Z) = Z (hiszen S' titosszefiiggd, és mint
belathato, egy sima sokasag homoldgiacsoportjai a dimenzié f6lotti fokszamokban mind
nullak, ezzel a korvonal 6sszes nemnulla homolégiacsoportjat ismerjiik.

4.90. Kévetkezmény A kiorvonal homoldgiacsoportjai az alabbi mddon alakulnak:

Z  hai=0
Hy(SYZ)=<7 hai=1
0 hat<O0wvagyi>1.

Bizonyitds. Az i = 0 esetet korabban lattuk, az ¢ = 1 eset pedig a Hurewicz-tétel, illetve
a

(S ~Z

eredmény kovetkezménye. Tetszoleges topologikus tér esetén a negativ indexii szingularis
homolégiacsoportok nullak, a

H;(S%;Z)=0 hai>1

allitashoz 1dsd példaul | , Theorem 6.6]. O
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ITI. rész

Szimplektikus algebra és geometria
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5. fejezet

Szimplektikus linearis algebra

A fejezet soran a szimplektikus linearis algebra legegyszertibb tudnivaldival ismerkediink
meg. Az alkalmazédsokat szem el6tt tartva a valds és komplex szamtestek felett dolgozunk,
de a targyalt anyag donté tobbsége igaz marad tetszoleges test felett. Az el6forduld
vektorterek véges-dimenzidsak, az ettol vald eltérést jelezziik.

El6szor is idézziik fel az alternald formak definicidjat.

5.1. Definicié Legyen V' egy n-dimenzids valds vektortér,
w:VxV—~R
eqy bilinedris leképezés. Azt mondjuk, hogy w ferdén szimmetrikus vagy alternald, ha
w(v,v)=0 mindenv €V esetén.

5.2. Megjegyzés Mivel az alaptest karakterisztikdaja nem kettd, az iménti definicio ek-
vivalens azzal, hogy

w(u,v)= —w(v,u) minden u,v € V esetén.
Ez a kovetkezdképpen ldthato: egyfeldl az u = v valasztdssal
wu,u)= —w(u,u) = w(u,u)=0,
masrészt tetszoleges u,v € V' vektorokra

0 = wu+v,u+v)
= w(u,u) +w(u,v) +wv,u) +wlv,v)
= 0+w(u,v)+w(vu)+0,
ahonnan
wu,v)= —w(v,u)

kovetkezik.
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5.3. Tétel (Ferdén szimmetrikus bilinedris formdk alaptétele) Legyen V' egy vé-

ges-dimenzios valds vektortér, w: V x V. — R eqy ferdén szimmetrikus bilinedris forma.
Ekkor létezik V -nek egy

617"'7em7fl>"'7fmagla--'7gk

bazisa, amelyre

w(gi,v)=0 minden 1 <1 <k ésv €V esetén,
w(es, e;) =w(fi, f;)=0 minden 1 <i,j <m esetén,

w(e;, fj) =0ij minden 1 < 1,5 < m esetén.

5.4. Megjegyzés Tetszdleges ¢ € Bily(V, R)d:efL(V, V;R) esetén definidlhatjuk ¢ radi-
kaljat:
Rad(qﬁ)d:e{u e V| ¢(u,v) =0 minden v € V esetén} CV .

Egy bilinedris forma radikdlja linedris altér.
A 5.5, Tételben a g1, ..., g, vektorok Rad(w) egy bdzisdat alkotjdk.

5.5. Megjegyzés Az alaptételben szerepld bazis tdvolrol sem egyértelmii. Példdul a g;

elemek Rad(w) egy tetszdleges mas bdzisaval helyettesithetdk, de még a Rad(w) = 0 eset-

ben is sok, a 5.3. Tételben szerepld tulajdonsagokkal rendelkezd bdzist tudunk konstrudlna.
Ezzel egqyiitt az irodalomban eqy fenti tipusi bazist gyakran kanonikusnak neveznek.

5.6. Megjegyzés Az w bilinedris forma mdtriza az e;, f;, g bazisban az aldbbi modon
néz ki.

0 Id 0
—Id 0 0
0 0 0
5.7. Definicié Legyen V' wvalds vektortér (nem feltétlenil véges dimenzids). Egy ¢ €
Bily(V,R) bilinedris format nemelfajulénak hivunk, ha Rad(¢) = 0, mdsképp: minden
nemnulla uw € V' vektorhoz létezik v € V', amelyre ¢(u,v) # 0.

Eqgy nemelfajulo ferdén szimmetrikus bilinedris format szimplektikus formanak neve-

Tetszoleges W < 'V altér esetén jeldlje

WLd:ef{v e V| ¢(v,w) =0 minden w € W-re}
a W-re merdleges alteret.

5.8. Lemma Az iménti jelélésekkel W egy linedris altér V-ben. Ha ¢lw nemelfajuld,
akkor W N W+ = 0; ha ¢ nemelfajuld, akkor V=W @& W+,
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Bizonyitds. Tegyiik fol, hogy vi,v; € W, ay, ay valés szdmok, w € W tetszOleges.
Ekkor
d(a1v1 + agvg, w) = a1(v1, w) + agd(vy, w) =0,

s gy oy + vy € W

Legyen ¢|w nemelfajuls, v € W N W=+, Mivel v € W, ¢(v,w) = 0 minden w € W
esetén, vagyis v € Rad(¢|w). Viszont ¢|y nemelfajuld, masképpen Rad(¢|w) = 0, tehat
v=0.

Tegyiik most fel, hogy ¢ nemelfajuld, és tekintsiik az alabbi diagramot:

GRS AN e

ahol : V* — W~ a linedris leképezések megszoritdsabo adédo természetes sziirjekcio.
Vegyiik észre, hogy Ker(m o ¢) = W+, tovabbd im(m o ¢) = W*, mivel ¢ és 7 egyarant
sziirjektivek.

A homomorfizmus-tételt alkalmazva a m o 5 leképezésre kapjuk, hogy
dim V = dim Ker(7 0 ¢) 4+ dimim(7 o ¢) = dim W= + dim W* = dim W' + dim W' .

Ebbdl, és a kordbban megallapitott W N W+ = 0 6sszefiiggésbdl kovetkezik, hogy V =
Weaew- O

5.9. Kovetkezmény Ha w eqy szimplektikus bilinedris forma a 'V vektortéren, W <V,
akkor
dimW +dim W+ = dimV .

Bizonyitds. Felhasznalva, hogy Rad(w) < V egy linedris altér, legyen ¢, ..., gr ennek
egy tetszoleges bazisa. Ezutan vegyiink egy W C V' alteret, amelyre

V = Rad(w)® W .

Ekkor w|y nemelfajul, hiszen ha w(u, w) = 0 minden w € W esetén valamely u € W-re,
akkor egyszerre w(u,v) = 0 minden v € V-re is, igy v € Rad(w), amib6l Rad(w)NW =0
miatt © = 0 kovetkezik.

Vélasszunk egy tetszoleges 0 # e; € W vektort. Mivel w|y nemelfajuld, 1étezik
f1 € W, amelyre

wler, fi) #0.

Természetesen ebbdl fi # 0 is azonnal kivetkezik. Az altalanossag megsértése nélkiil azt
is feltehetjiik, hogy w(ey, f1) = 1.

Legyen
def

Wi=(e1, fi) .
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és jelolje Wit a Wy altér ortogonalisat W-ben. Vilasszunk egy nullétél kiilonbozd e, €
Wit elemet. Ekkor a mar ldtott érvelés szerint létezik olyan fo € Wi elem, amelyre

wleg, fo) =1,

specidlisan fy # 0.

Legyen most

WZd:ef<627 f2> )

Wit pedig a Wo-re meréleges alteret Wi-ben, és igy tovabb. Mivel a kiinduldsként vett
V vektortér dimenzidja véges, az iménti eljaras véges sok 1épésben véget ér, és egy

V=Radw)eW,eWy&...a W,

felbontast eredményez, ahol a direkt 6sszeadanddk paronként w-ortogonalisak egymasra,
és minden 1 < ¢ < m esetén W;-nek van ogy e;, f; bazisa, ahol w(e;, f;) = 1. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk. O]

5.10. Megjegyzés Az
efl . .
md:fé(dlm V — dim Rad(w))
az w alterndlo forma eqy invariansa, amelyet w rangjanak nevezink.

5.11. Megjegyzés Ha (V,w) eqy szimplektikus vektortér, akkor dimV = 2m pdros
szdam.

5.12. Megjegyzés Tetszoleges ¢ : V x V — R bilinedris leképezéshez tartozik eqy
oV 5V
zomorfizmus, amit a
v (u— o(u,v))

hozzdrendelés definidal. B

Lathato, hogy ¢ pontosan akkor memelfajuld, ha ¢ injektiv, ami az dltalunk féként
targyalt véges-dimenzios esetben azt jelenti, hogy ¢ izomorfizmus.

Ennek értelmében, ha (V,w) egy szimplektikus vektortér, akkor jon vele eqy rigzitett

w:V—V

zomorfizmus, amelynek segitségével azonosithatjuk a V és V* wvektortereket. Ennek az
zomorfizmusnak a szimplektikus geometridban, s ily modon az elméleti fizikdban kitin-
tetett szerepe van.
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5.13. Megjegyzés Szimplektikus vektorterek esetén a 5.5. Tétel megad egy

61,...,€m,f1,...,fm
bazist, amelynek elemeire
w(eia ej) :w(fia fj) =0 ) w(eia fj) - 5ij

teljesiil. Eqy ilyen bdzist szimplektikus bazisnak neveziink, erre nézve az w forma mdtriza

0 Id
—Id 0 '
A tovébbiakban csak szimplektikus vektorterekkel fogunk foglalkozni.

5.14. Megjegyzés Ha (V, @) egqy nemelfajuld szimmetrikus bilinedris formdval elldtott
vektortér, akkor ez a tulajdonsdg oroklédik minden W <V altérre, azaz ¢|w egy nemel-
fagulo szimmetrikus bilinedris forma W -n.

Ez hatdrozottan nem igaz szimplektikus vektorterek esetén: ha példdul dim(V,w) = 4,
ey, e, f1, fo eqy szimplektikus bazis, akkor ugyan

Wier, 51y nemelfajulo,

azonban

0.

w|<61762)
5.1 Feladat Igazoljuk a fenti megjeqyzés dllitasait.

5.15. Definici6é (Szimplektikus vektorterek alterei) Legyen (V,w) egy szimplekti-
kus vektortér, W <V linedris altér. Ekkor

1. W szimplektikus, ha w|w nemelfajuld,
2. W izotrép, ha wlw =0,

3. W koizotrép, ha Wt C W, és

4. W Lagrange-féle, ha W+ = W.

5.2 Feladat Legyen (V,w) eqy szimplektikus vektortér, W, Wy, Wy < V. Ellendrizzik az
aldbbi dllitdsokat.

1. WN W nem feltétleniil a O altér.

2. Ha Wy C Wy, akkor Wj - VVIl
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5.3 Feladat Az eddigi jelolésekkel

1. W C (V,w) pontosan akkor szimplektikus, ha W N W+ = 0, ami pontosan akkor
teljesiil, amennyiben W @ W+ =V

2. W pontosan akkor izotrép, ha W C W, ebben az esetben W < %dim V.
3. Ha codimy W =1, akkor W koizotrop V -ben.
4. W pontosan akkor Lagrange-féle, ha izotrop és dimW = %dim V.

5.16. Definicié Legyenek (Vi,wi) és (Va,wsq) szimplektikus vektorterek. Eqy ¢ : Vi — Va
linearis leképezést szimplektikusnak hivunk, ha

w1 = ¢*W2 )
azaz minden u,v € V; esetén
wi (u,v) = wa(p(u), d(v)) .

Eqy invertdalhato szimplektikus linedris leképezést szimplektomorfizmusnak vagy szimp-
lektikus izomorfizmusnak nevezink.
5.17. Megjegyzés Ha (V,w) egy 2n-dimenzids szimplektikus vektortér, akkor

(Viw) = (R*, w) ,

ahol wy az alabbi modon definidlt in. standard szimplektikus forma: Legyen eq,..., e,
az R?™ valds vektortér kanonikus bdzisa. Ekkor wy-t a kévetkez6 mdtriz adja meg:

0 Id
—Id 0 ’
Ez azt is jelenti eqyben, hogy minden pdros dimenzidban (szimplektikus izomorfizmus

erejéig) pontosan egy szimplektikus vektortér van.

5.18. Megjegyzés Legyen mint mindig V' eqy n-dimenzios valos vektortér, és tekintstik
a dudlis teréhez rendelt N*V™* kiilsé algebrdat. Ez természetes modon felbomlik mint direkt
08szeq:

/\.V* — @ /\kv* 7
k=0
ahol a N*V* ~ (AFV)* wektorteret tekinthetjiik a V-n értelmezett

a:Vx..xV—R
k
X

alternalo multilinedris formak linedris terének.
Az alterndlo formdk definicidjabol azonnal kovetkezik, hogy eqy alterndld forma nem
mds, mint N2°V* eqy eleme, eqy szimplektikus forma pedig N2V* eqy nemelfajuld eleme.
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Szimplektikus formék egy igen fontos tulajdonsiga az alabbi megfigyelés.

5.4 Feladat Legyen (V,w) egy n-dimenzids szimplektikus vektortér. Ekkor
WA...ANweAN"V >R

nem nulla.
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6. fejezet

Szimplektikus geometriai bevezeto

Az aldbbiakban a szimplektikus linearis algebrat fogjuk kiterjeszteni sima sokasagokra.
Ehhez ismertnek tekintjiik a differencialhaté sokasdgok elméletének alapjait. Az egysze-
riiség kedvéért C>°-sokasagokkal fogunk foglalkozni.

A jegyzet korabbi fejezeteitdl eltéréen feltételezni fogunk egy alapos differencidlgeo-
metriai el6képzettséget, ugyanakkor szaporodni fognak a nem bizonyitott eredmények.
Ezek els6sorban informcéioforrasként szolgalnak, nem fogjuk Oket mas bizonyitasok ré-
szeként felhasznélni. A szimplektikus geometriai részek erésen tdmaszkodnak a | ]
forrasra.

6.1. Definicié (Szimplektikus sokasigok) Legyen M egy sima sokasdg, w egy sima
2-forma M-en. Azt mondjuk, hogy w szimplektikus, ha nemelfajulo és zdrt. Ez esetben
az (M,w) pdrt szimplektikus sokasagnak hivjuk.

6.2. Megjegyzés Vegyiik észre a globdlis feltétel (w zdrt) megjelenését.

6.3. Megjegyzés Emlékeztetoil: az, hogy w eqy sima 2-forma M-en, nem jelent mast,
minthogy minden p € M esetén

wy : Ty,M x T,M — R
ferdén szimmetrikus bilinedris forma, amely p-vel simdn vdltozik.

6.4. Megjegyzés Szimplektikus linedris algebraban ldattuk, hogy egqy szimplektikus vek-
tortér dimenzioja mindig pdros. Emaatt viszont

dim M = dim T, M
15 pdros szam kell, hogy legyen.

Az alabbi példa alapveté jelentoségii.
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6.5. Példa Legyen M = R?", és legyenek x1,...,%Tn, Y1, ..., Yn koordindtdk R*-en. Te-

kintsiik az
n
d
Wo ZEfZ d.%z AN dyz
i=1
sima 2-formdt R?"-en.
Minden p € R®" esetén a
TPRQn _ R?n

kanonikus izomorfizmust felhaszndlva
wo|r,gen : R x R* — R
nem mds, mint a standard szimplektikus forma, ily modon rogton latszik, hogy nemelfa-

Julo.
Mdsrészt

dwy = d(>_ dx; Ady;)
=1

= Y d(dx; Ady;)
=1

= Z ((ddx;) A dy; — dx; A (ddy;))

i=1
= 0,

gy wo zdrt is egyben, tehdt (R*™ wy) egy szimplektikus sokasdyg.

6.6. Példa Az eldz0 fontos példa eqy mdasik megfogalmazdsa az aldbbi. Legyen M = C"
mint sima valos sokasdg a zy,...,2%n, 21, - -, 2n koordindtafiigguényekkel. Eqy kozvetlen
szamolds vagy a

i =X H 1Y, Zi =T — 1Y

osszefiiggések mutatjdk, hogy
(,Uod:efz de AN dEZ
i=1
eqy szimplektikus forma C"-en.

6.7. Példa Egy tovdbbi klasszikus elemi példa szimplektikus sokasdgra a kétdimenzios
gombfeliilet S*. Legyen

Md:efS2:{(x1,x2,x3) |2} +a5+a3 =1} CR*,
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és p € S* egy tetszbleges pont. Ekkor a T,S* érintdteret azonosithatjuk a
{veR’|pLu}

vektortérrel; ezen azonositast kihasznalva legyen

d
wp(vl ) U2) éf(]% v X U2>

eqy T,S* x T,S* — R bilinedris forma. Az ily mddon kapott S*-en értelmezett w 2-forma
zdart, mivel minden 2-forma zdrt eqy kétdimenzios sokasdgon, és nemelfajulo is, mert

<p7'U1 X U2> 7é 0 )
amennyiben példdul vy # 0 és vy = v X . fgy tehdt (S?,w) eqy szimplektikus sokasdyg.

6.8. Definicié Legyenek (My,wy) és (Ma,ws) szimplektikus sokaddgok, ¢ = My — My
eqy sokasagok kozti sima leképezés. Azt mondjuk, hogy ¢ szimplektikus, ha

Qb*CUQ = w1 .

Eqgy szimplektikus leképezést szimplektomorfizmusnak hivunk, ha diffeomorfizmus is eqy-
ben.

6.9. Megjegyzés Emlékezziink rd, hogy

de

(" ws)p (01, 02) Z(w2) ) (A (01), by (v2))

minden p € M és vy, v € T,M esetén.

A szimplektikus geometria egy nagy része azzal foglalkozik, hogy a szimplektikus
sokasagokat szimplektomorfizmus erejéig osztélyozza. A lokalis kérdésre Darboux tétele
ad azonnali valaszt.

6.10. Tétel (Darboux tétele) Legyen (M,w) egy 2n-dimenzids szimplektikus sokasdyg,
p € M tetszileges. Ekkor létezik p-nek olyan

Uz, Ty Y1y Yn)

koordindtakornyezete, amelyre w|y szimplektomorf a Y., dz;Ady; standard szimplektikus
formaval.

Darboux tételét nem bizonyitjuk be, a jelzett irodalomban igen alaposan van targyalva.

6.11. Megjegyzés Az 0.10. Tételt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a szimplektikus so-
kasdgoknak eqy lokdlis invaridnsa van, a dimenzio; vagyis minden dimenzioban pontosan
eqy lokalis modell létezik.
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A szimplektikus geometria mogotti egyik f6 motivacio, és a szimplektikus sokasagokra
az egyik legfontosabb példa egy sima sokasag koérintétere.

6.12. Példa (Sokasag koérint6terének szimplektikus struktirija) Legyen X egy

n-dimenzios sima sokasdg, M X, Megmutatjuk, hogyan ldthato el M egqy kanonikus
szimplektikus struktirdval.
Tegyiik fel, hogy X sima struktirdja

(L{,xl, Ce ,$n)
koordinatakornyezetekkel van megadva. Mdsszoval U C R™ nyilt halmaz, és
(x1,...,xp): U — R"

adja meg a sima struktirdt U-n.
Emiatt minden x € U pontban a

(dz1)gy -, (dzp) e

linedris formak o Ty X koérintotér eqy bazisat alkotjak, amely bdazis x-szel simdn vdltozik.
Specialisan, ha & € T X tetszoleges linedris forma, akkor & egyértelmiien irhato

E= Gilday),
i=1
alakba, ahol &, ...,&, € R.
Ez a kifejtés egy

U — R™

(@,8) = (@), 2n(@), &1, -0, 60)
leképezést indukal. Mivel T"U ~ U x R™, T*"U C T*X nyilt halmaz, és

(T"U, z1, ... xn, &1y En)

eqy koordindtakornyezet lesz T* X -en a szokdsos differencidlhato struktirdra nézve: ha
/

U, xy,...,xl) eqy masik koordindtakirnyezet X -en, (I"U', x}, ..., xl, &, ..., &) a neki

1 ¥n rn?

megfeleld kornyezet M = T* X -en, akkor az dtmenetfiigguények simdk, ugyanis ha x €

Uuni', ¢eT:X, akkor

§ = Zfi(diﬂi)x
i=1
n n al‘
;; 0z / , )

j=1
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ahol
u ox;
- (9%
&= Z&(&x’»)
i=1 J
sima minden 1 < j < n esetén.
Az iménti jelolésekkel legyen

n
w T*MdZEfZ dl‘z A dfl .
i=1

Hogy ellendrizhessiik, hogy w az egész T*X sokasdgon joldefinidlt, a kovetkezé modon
fogunk eljdrni.

Allitas.
T*ud:efz?:l &dx; eqy joldefinidlt 1-formdt ad meg M -en.

1. «

2. w=—dao.
A mdsodik dllitds a kénnyebb, mivel rogton adodik, hogy

do=d(> &dr) = d& Adri= —w
i=1 i=1
Az elsd dllitds igazoldsdhoz emlékezziink, hogy a & és & koordindtafiigguényeket a
- ox;
- B i
5= Z&(@x'-)
=1 J
osszefiiggés koti dssze. Mivel emellett

, ", [0
dz; = Z (axZ)d:pi ,

=1

azt kapjuk, hogy

(o

)

n
/ !
T*UNT* U = E dexj

CEEd)

7=1 =1

i
= (o)

Ezzel mindkét allitasunkat belattuk, és igazoltuk, hogy w = —da eqy joldefinialt 2-forma
M-en. Azonnal kapjuk, hogy w zdrt, és a lokdlis leirdsbol az is lathato, hogy nemelfajulo,
s igy (T*X,w) egy szimplektikus sokasdg. Az a 1-forma neve tautologikus vagy Liouville-
féle 1-forma, w pedig a kanonikus szimplektikus forma M = T* X -en.

™u'nr+u’ -
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6.13. Példa Az elézd példa jelentdsége miatt megadjuk a koordindtamentes leirdsdt is.
Legyen tehat X egy sima sokasdag, M = T*X a koérintonyaldbja,

m:T"X — X

a nyaldbleképezés (amely minden koérintévektorhoz hozzdrendeli a neki megfeleld X -beli
pontot),
oc: X —=>T'X

pedig X -nek a nulla-szelésként torténd bedgyazdsa (vagyis minden x € X ponthoz hozzd-
rendeljik az (x,0) € T*X koérintdvektort). Ekkor

moo=1idx .
A 7 és o leképezések tovdbbi leképezéseket indukdlnak:
dr: T(T*"X) — TX ,
és
do: TX - T(T*X) ,

ahol
dmodo= idTX .

Vegyiik észre, hogy x € X esetén
dO’xI T.X — T(x,o)T*X ,

ésp=(z,€) esetén
dry,=dnge: Tae)(T7X) - T, X .

Hanell X, akkor a dm, szerint vett visszahiuzdsdt a

* def
(dmp)*(n)=n o dm,

formuldval definidljuk.
Eqy p = (x,&) € T*X pontban az o Liowville-format az alabbi mddon definidljuk:

de * * *
a, 2 (dm,)"¢ € THT*X) .

Masképpen kifejezve, ha v € T,(T*X) egy érintévektor M-en, akkor
ap(v) =&((dmy)(v)) -
Most igazoljuk, hogy o j és régi definicioi megegyeznek. Legyen, mint kordbban,

(U, z1,...,1,) eqy koordindtakornyezet X -en, és (T*U, x1, ..., xn, &1, ..., &) a neki meg-
feleld koordindtakornyezet T* X -en.
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A Oy, ..., 04,0, ...,0 bdzisban a
dﬂ'p: TP(T*X) — Tw(p)X
linedris leképezés a
(t17"-7tn77_17"~77_n) — (tla--->tn>

kifejezéssel van megaduva.
Legyen & € T:(p)X, ugy hogy

Ekkor
p(0r;) = £(0n,) =&
ap(afi) O )
s 1qy
ap = (Z gzdxz> )
i=1 »
amibdl

kovetkezik, ahogy dllitottuk.
Természetesen ekkor az is igaz, hogy ha az

d
w:ef—da

képlettel definidljuk a kanonikus szimplektikus format M-en, akkor
w=>_dr; Ad§
i=1

lokalis koordindtdkban.
A tovabbiakban el6szor is a kanonikus formdak funktorialis tulajdonsagait targyaljuk.

6.14. Lemma Legyen f : X1 — X5 eqy sima sokasdgok kozti diffeomorfizmus, Mid:efT*Xi,
jelolje o; a Liouville-féle formdt M;-n, aholi = 1,2.
Ekkor létezik pontosan eqy fu : My — My diffeomorfizmus, amelyre a

MthQ

diagramm kommutativ.
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Bizonyitds. Legyen p = (x,§) € My =T*X;. Azt éllitjuk, hogy
Fe) = (f(2), ((df:)")E) -
Ehhez tébbek kozt az is kell, hogy
f#CkQ =7 .
Legyenek p; = (;,&;) € M; 1igy, hogy fx(p1) = p2. Megmutatjuk, hogy
(df)p, (02)p, = (1), -
A bizonyitas az alabbi:

(df)p, (@2)p,

Az egyenléségek soran (idérendi sorrendben) az aldbbiakat hasznaltuk:

1. az ay forma definicidja,

2. a visszahuzas funktorialitdsa,
mao fy=fom,

a visszahizas funktorialitasa,

[ definicidja,

S A

Az oy forma definiciéja. O

6.15. Kovetkezmény Mivel
f;;wQ =w1,

fu szimplektomorfizmus.

6.16. Példa Legyen X, = Xy = St. Ekkor a T*S' érintényaldb diffeomorf S' x R-rel,
w=dO N d§

az St x R-beli térfogatforma. Ha f:S' — S egy diffeomorfizmus, akkor fy : S' x R —
S x R automatikusan eqy szimplektomorfizmus lesz (mivel S* x R egy térfogatmegdrzd
diffeomorfizmusa).
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A tovabbiakban a szimplektikus és Kéhler-geometridban egyarant kitiintetett szere-
pet jatszé Lagrange-részsokasagokkal fogunk foglalkozni.

6.17. Megjegyzés Legyenck X ,M sima sokasagok, i : X — M eqy injektiv leképezés.
Azt mondjuk, hogy i egy immerzié, ha minden p € X pontban di, injektiv leképezés. Az
i leképezés egqy beadgyazds, ha immerzid, és i : X — i(X) C M egy homeomorfizmus,
illetve zart beagyazas, ha egy proper injektiv immerzio.

6.1 Feladat Adjunk példdat olyan immerzidra, amely nem bedgyazds.

6.2 Feladat Mutassuk meg, hogy i pontosan akkor zdrt bedagyazds, ha i bedgyazds, és
i(X) C M zart altér.

6.3 Feladat A fentiek kozil melyik tulajdonsdg teljesil egy irraciondlis meredekségi
eqyenes képére St x S'-ben?

6.18. Megjegyzés Az iménti jelolésekkel az M sokasdg eqy X részsokasdga mem mds,
mint eqy i : X — M zdrt bedgyazas.

Ebben az esetben a p és i(p) pontokat, illetve a T,X és (di)y(T,X) C Ty M linedris
tereket azonosithatjuk.

6.19. Definicié (Lagrange-féle részsokasagok) Legyen (M,w) egy 2n-dimenzids szimp-
lektikus sokasdg, i : Y — M eqy részsokasdg. Azt mondjuk, hogy Y eqgy Lagrange-féle
részsokasag, ha

1
fw=0 és dimYzidimM :
6.20. Megjegyzés Az i*w = 0 feltétel azt takarja, hogy minden p € Y pontban
U.)’pr =0.

6.21. Példa Tetszoleges X sima sokasdag esetén tekintsiik az

Xo¥l (2, ) eT"X | €=0€ T X}

ugynevezett nulla-szelést. Eqy tetszdlegesen vdlasztott
(T"U, z1, ... xn, &1y En)
koordindtakdérnyezetben
XoNT'U=TUN{&H= ... =&,=0},

ami miatt o =Y. Edx; azonosan eltinik az Xo NT*U halmazon.
Ha ig: Xg — T*X a természetes bedgyazds, akkor

iqw=1isda=d(ija) =0,
mivel 1o = 0 az X részsokasagon. Tekintve, hogy dim X, = %dimT*X, azt kapjuk,

hogy Xo C T*X eqy Lagrange-féle részsokasdyg.
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Az el6z0 érvelés dltalanositasaként azt kapjuk, hogy ha p: X — T* X egy tetszoleges

sima 1-forma,

X, = (2, p(x)) | © € X, plx) € Ty XY

akkor igaz az aldbbi eredmény.
6.22. Tétel Az X, C T*X részsokasag pontosan akkor Lagrange-féle, ha pv zdrt.
Lagrange-féle részsokasdagok egy masik forrasa az tin. konormalis nyalabok.

6.23. Definicié (Konormalis tér) Legyen Y C X egy részsokasdg. Az x € Y pontbeli
konormalis teret az aldbbi modon definidljuk:

NYYie e TP X | €(v) =0 Vo € T,Y} .

6.24. Megjegyzés Az
NY (2,6 eT’X |z €Y,6 e NYYCT'X
részhalmaz T* X eqy részvektornyaldbja.

6.4 Feladat Igazoljuk, hogya fenti jeldlésekkel N*Y a T*X sokasdg eqy n-dimenzios
részsokasdga.

6.25. Allitas Tekintsik az i : N*Y < T*X részsokasagot, és legyen o a tautologikus
forma T* X -en. Ekkor

7:*0[ =0 y
azaz az N*Y konormdlis nyaldb eqy Lagrange-féle részsokasdg.

Bizonyitds. Legyen (U,xq,...,x,) egy koordindtakornyezet X-en z € Y origdval, és
tegyiik fel, hogy
UunyY=uUn{ry=...=x,=0}

valamely 1 < k < n esetén. Tekintsiik a hozza tartozo
(T"U,z1, ..., &1y, En)
T* X-beli koordinatakornyezetet. Erre igaz, hogy
NYNTU=TUN{zp1= ... =2,=0}N{&=... =& =0} .
Mivel

(0%

n
U= E &dx;
i1

igy minden p = (z,£) € N*Y esetén

o)y =aplrove = D &idail(y, jejeny =0
i=k+1 [
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6.26. Kovetkezmény Legyen © € X, Yd:ef{m} C X. Fkkor N*Y =T:X C T*X egy

Lagrange-részsokasdyg.

Egy tovabbi médszer Lagrange-részsokasagok konstrukcidjara a kovetkezo.

6.27. Tétel Legyenek (M;,w;) azonos dimenzids szimplektikus sokasdgok, i = 1,2, ¢ :
My — My egy diffeomorfizmus. Ekkor ¢*ws=w; pontosan akkor, ha

Iy C(My X My, miw; — myws)

Lagrange-részsokasdyg.
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7. fejezet

Komplex struktirak vektortereken

Tavlati célunk az, hogy valamennyire megértsiik a szimplektikus, Riemann-, illetve komp-
lex sokasagok kozti Osszefiiggéseket. Ehhez el0szor az infinitezimaélis modelljeiket fogjuk
vizsgalni. Az alapveto példa az alabbi.

7.1. Példa Legyen V =R>*, x1,...,Tn, Y1, ., Yn koordindtdik V-n. Ekkor léteznek V -n
az alabbi kanonikus struktirdk.

1. go standard skaldrszorzat: ha
2 / / / / /
V=(Z1, e Ty Y1y ey Yn) €S UV =(TY, 00, T Yy ey Un) s

akkor

g) =3 i+ S gl
=1 =1

Id 0
0 Id )~

gO(”a U) = UTU

matriz alakban kifejezve

VagyLs

minden u,v € R*™ esetén.

2. Standard komplex struktira: azonositsuk R*"-t C"-nel a
Zj = lL‘j + vV —1yj
reldcidval. Ekkor kapunk eqy Jo : R — R?" linedris leképezést:

Jo(ej) =
Jo(fy) = —ej
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az x;,y; koordindtdikhoz tartozo e;, f; bdzisban kifejtve. A Jy transzformdcio bizo-
nyos értelemben a komplex szimok korében /—1-gyel valo szorzdisnak felel meg.

Matriz alakban
T 0 —1Id
=11 o Y

3. Standard szimplektikus struktira: ha

minden u € R?™ esetén.

2 / / / / /
V=(Z1, s Ty Y1y ey Yn) €S UV =(TY, . T Y1y Un) s

akkor

wo(v, V) = Z:my{ - Z TiYi
i=1 i=1
0 Id
—Id 0 '

wo(% U) :90(J0U> U)

mdatriz alakban

A hdrom standard struktirdt az

kompatibilitasi 0sszefiiggés koti dssze.

Most a fenti tipusu struktirakat fogjuk tanulméanyozni egy tetszoleges valds vektor-
téren.

7.2. Definicié Legyen V' egy valds vektortér. Egy J € Endg(V') endomorfizmust V-n
értelmezett komplex struktiuranak hivunk, ha

J = —1d .

7.3. Megjegyzés Amennyiben a V wvalos vektortéren létezik eqy kivdnt tulajdonsdgi J
endomorfizmus, akkor dim V' pdros kell, hogy legyen.

7.4. Példa Ha J alkalmazdsdt azonositjuk az \/—1-qyel vald szorzdssal, akkor J vdlasz-
tdsa ekvivalens eqy V -n vett komplex vektortérstruktira valasztasaval. Ebbol tébbek kozt
az 1s kovetkezik, hogy eqy adott valos vektortéren, ha létezik komplex strukira, akkor sok
kiilonbozo van.

7.5. Definicié Legyen (V,w) szimplektikus vektortér, J komplex struktira V-n. Azt
mondjuk, hogy J w-kompatibilis, ha a

gs(u, v)d:efw(u, Jv)

bilinedris forma egy skaldrszorzat (vagyis szimmetrikus, nemelfajuld és pozitiv definit).
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7.1 Feladat A fenti jelolésekkel lassuk be, hogy J pontosan akkor w-kompatibilis, ha
1. J: (Viw) — (V,w) szimplektomorfizmus, és
2. w(u, Ju) >0 minden 0 # u € V esetén.

Az alabbi tétel alapvet6 jelentoségii.

7.6. Tétel Legyen (V,w) szimplektikus vektortér. Ekkor létezik w-kompatibilis komplex
struktira V -n.

A bizonyitashoz sziikséges lesz par fiiggetlen megjegyzésre, el0szor ezeket szedjiik
0ssze.

7.7. Megjegyzés Legyen V eqy valos vektortér, g eqy skaldrszorzat V-n, ¢ : V. — V
eqy linedris leképezés. FEkkor létexzik egyetlen ¢T : V. — V linedris leképezés, amit ¢
g-adjungdltjanak neveziink, amelyre

minden u,v € V esetén.
Hasonlo szellemben, a ¢ leképezést g-pozitiv definitnek hivjuk, ha

g(u, ¢(u)) >0

minden 0 # u € V vdlasztasra.

7.8. Megjegyzés Az iménti jeldlésekkel, ha g eqy tetszbleges de rogzitett skaldrszorzat
V-n, akkor egy ¢ € Endg (V) szimmetrikus g-pozitiv definit leképezés és vele egyiitt ppT
is diagonalizdlhato R-folott, és 2n darab pozitiv sajdtértéke van. Jeldlje a ¢ endomor-
fizmus sajatértékeit A1, ..., Agy.

Emiatt ¢¢* hasonld egy

B -diag(\y, ..., Agy) - B7?

mdtrizhoz. FEbbdl viszont kovetkezik, hogy minden u € Ry szdmra tudjuk definidlni a
(T o) hatvinyt a
B -diag(\},..., )\, ) - B!

mdtriz seqitségével. Specidlisan, tudunk a ¢T ¢ leképezésbdl négyzetqyokit vonni.

A 7.6. Tétel bizonyitdsa. Valasszunk egy tetszoleges g skalarszorzatot V-n. A bizonyitas
eredményeként kapott w-kompatibilis komplex struktira fiiggni fog g valasztasatol, ebbdl
azt is latni fogjuk, hogy sok ilyen komplex struktira van V-n.
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Mivel mind w, mind g nemelfajulé bilinearis formak, a
boueV — wu, )eV”
pgueV — glu, )eV”

linearis leképezések mindketten V-bol V*-be mend izomorfizmusok.
Tekintsiik az alabbi diagramot

Ve
A
V ,

erre létezik olyan ¢ : V' — V linedris leképezés (nevezetesen gzb;l o ¢,), amely kommuta-
tivva teszi, vagyis

¢g o ¢ = ¢w .
Masképpen kifejezve, minden u,v € V' esetén

w(ua U) :g(w(u)a U) :

Eloszor is vegyiik észre, hogy ¢ ferdén szimmetrikus:

9@ u,v) = glu,(v))

= g(¥(v),u)

= w(v,u)

= —w(u,v)

= —g(¥(u),v)

= g(=v¥(u),v) ,
ily modon

W=
Kovetkezményképpen
(py") T = @1 " = ()T =gy,
vagyis YT szimmetrikus, tovabba
g (u), u) = g(¥" (u), ¥" (u)) > 0

minden u # O-ra, azaz 17 pozitiv definit.
A 7.8. Megjegyzes alapjan értelmes 1! négyzetgyokérsl beszélni. Legyen

def -1
JENVPYT
Amint azt a 7.9. Lemmaban megmutatjuk, némileg hosszadalmas de elemi szamolassal
adodik, hogy J egy w-kompatibilis komplex struktiara V-n. O
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7.9. Lemma A fenti jelolésekkel a J linedris leképezés teljesiti az aldbbiakat.

1. J felcserélhetd /T -vel.

2. J g-ortogondlis, azaz minden u,v € V esetén

g(Ju, Jv)=g(u,v) .

3. JJ'=1d.
4. JT =—J.
5. J eqy komplex struktiura V -n.

6. J w-kompatibilis.
Bizonyitds. 1. Mivel 9 felcserélhet6 +/1pT-vel,
-1
JBET = (o)
1

SN
= 9.

A
VT -y

Mésrészt .
VT - J =/ PpT - SPyT =1

3. Egyszerli szamoléassal adédik, hogy

JIT = (VT ) (VodT )T
-1 -1
= VOUT T (VT )T
-1 -1
= U T ST
Id .

2. Mivel J g-pozitiv definit, ezért invertalhaté, igy a JJ? = Id 6sszefiiggésbdl JT = J—!
adddik, vagyis J g-ortogonalis.
4. Definicio szerint

-1 —1 —1
T =gt PIT = T = =BT = - T
ahol felhasznéltuk, hogy \/@D@Z)T_l és 1) felcserélhetok.

2. Mivel J g-pozitiv definit, ezért invertalhaté, igy a JJ? = Id 6sszefiiggésbdl JT = J—!
adddik, vagyis J g-ortogonalis.
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5. Az eddigiekbdl gyorsan kovetkezik, hogy
JP=J(=J"=~1d,

vagis J egy komplex struktura V-n.
6. A J komplex struktira w-kompatibilitasa az alabbi szamolassal igazolhaté. Legyenek
u, v € V tetszoleges elemek. Ekkor

w(Ju, Jv) = gJu, Jv)
= g(JYu, Jv)
= g(yu, JTJv)
= 9(Yu,v)

= w(u,v),

vagyis J : (V,w) — (V,w) szimplektomorfizmus; mésrészt g; pozitiv definit, hiszen

def

w(u, Ju)
= g(yu, Ju)
= g(=JYu,u)

(Ve u, u)

gs(u,u)

o

>
amennyiben u # 0, mivel /YT egy g-pozitiv definit szimmetrikus linedris leképezés.]

7.10. Megjegyzés A bizonyitds sordn konstrudltt J komplex struktira csak g vdlaszta-
-1
sdtol fiigg: tudniillik a /YT — linedris leképezést meghatdrozza a YT leképezés saj-
atalterein vett hatdsa.
7.11. Megjegyzés Vigydzzunk arra, hogy dltaldban
def
9 Zw( T ) # g

amennyiben mégis, akkor az (w,J,g) hdrmast kompatibilis hArmasnak nevezziik.
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8. fejezet

Majdnem komplex strukturak és
Kéiahler-sokasagok

8.1. Kompatibilis majdnem komplex struktarak

8.1. Definicié (Majdnem komplex sokasag) Legyen M egy sima sokasdg, legyen J €
Hom(TM,TM). Azt mondjuk, hogy J egy majdnem komplex struktira M-en, ha J? =
—1d. Ekkor az (M, J) pdrt majdnem komplex sokasdgnak nevezziik.

Legyen (M,w) egy szimplektikus sokasdg, J egy majdnem komplex struktira M -en.
Azt mondjuk, hogy J w-kompatibilis, ha w(-, J-) eqy Riemann-metrika M -en.

Szimplektikus vektorterekre bebizonyitottuk a kompatibilis komplex strukurak 1éte-
zését. Ennek a ténynek a globdlis verziéja az alabbi.

8.2. Tétel (Majdnem komplex struktira létezése) Legyen (M,w) egy szimplekti-
kus sokasdg, g eqy Riemann-metrika M-en. Ekkor létezik egy kanonikus majdnem komp-
lex struktiura M-en, amely w-kompatibilis.

Bizonyitas. Nem fogjuk részletesen targyalni; a lényeg az, hogy a polarfelbontéas, ami az
infinitezimalis esetben a komplex struktira létezéséhez vezetett, g valasztasaval kanoni-
kus, és siman valtozik M-en. O

Ismét teljesiil, hogy egy adott szimplektikus sokasagon sok w-kompatibilis komplex
struktura van.

8.3. Allitas Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, Jy, Jo w-kompatibilis majdnem komp-
lex strukturdk M-en. Ekkor létezik w-kompatibilis majdnem komplex struktirdk egy sima
Jy (0 <t <1) csaladja, amely Jy-t dsszekdti Ji-gyel.
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Bizonyitds. A bizonyitas otlete a kovetkezo: w és Jy, illetve w és J; meghataroznak
egy-egy go = w(-, J-), illetve g; = w(+, J-) Riemann-metrikdt M-en. Ekkor viszont

gtd:ef(l —t)go +tg;r minden 0 < ¢ <1 esetén

Riemann-metrikak egy sima csaladja M-en. Ennek a csalddnak az elemeire alkalmazva
a polarfelbontast kapjuk a keresett majdnem komplex struktirakat. O]

8.4. Kovetkezmény Az (M,w)-n értelmezett majdnem komplex struktirdk tere dssze-
fiiggo.

8.5. Megjegyzés Legyen (w, J,g) egy kompatibilis hdrmas, ekkor tetszdleges elem kife-
jezhetd a masik ketto segitségével:

g(u,v) = w(u,Jv),
w(u,v) = g(Ju,v)
Ju = (¢g)  (du(u)) .

8.2. Dolbeault-elmélet

Legyen (M, J) egy majdnem komplex sokaség, Tc M L ®r C a komplexifikalt érinto-
nyalab. Egy x € X pont felett TM széla a T, M érintotér, TM ® C széla pedig a

T.M ®g C

komplex vektortér lesz.
Linearis algebrabdl ismert, hogy

és
dimg T, M @ C=2n .
Egy fontos észrevétel, hogy a J endomorfizmust kiterjeszthetjiik 7'M @ C-re:

J(v@z)d:efJU@)z ahol v € TM és z € C.

Mivel lathatéan tovabbra is
JP=—-1d,

mint 7'M ® C endomorfizmusa, J, sajatértékei a T, M ® C komplex vektortéren a =i
komplex szamok lesznek.
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8.6. Definicié Az iménti jelolésekkel legyen Th o az i sajatértékhez, Ty, pedig a —i sa-
jatértékhez tartozo sajataltere T'M & C-nek.

8.7. Megjegyzés A fenti alterekre

Ty = {fweTM®C| Jw=1iw}
= {v®l-Jv®i|lveTM}

= J-holomorf érintévektorok

és
T, = {fweTM®C|Jw=—iw}
= {v@1+Jv®i|lveTM}
= J-antiholomorf érintévektorok .
Tekintsiik a
1,0 : T — Tl,O
1
v §(v®1—JU®i)
és

To,1 - ™ — T071

1
vo— —(v®1+Juv®i)

2
leképezéseket. Ezekre teljesiil, hogy
71,0 © J = 1i- 71,0
To,1 © J = —i- 70,1 5

és
(71'170, 7T071) :TM & CL}TLO () TO,l .
Analég megfontolasok érvényesek a T*M @ C komplexifikalt koérintényaldbra.

8.8. Megjegyzés Analog megfontolasok érvényesek a T*M @ C komplexifikdlt koérin-
tonyaldbra. Specidlisan,
™ = T1*,o
{neT"M ®C | n(Jw) =in(w) Yw € TM & C}
= {{@1-(e)®ileT M}
= komplex linedris koérintovektorok ,
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€s

15,
{neT"M®C | n(Jw) = —in(w) Yw € TM @ C}
{1+ (EoJ)®i|E€eT M}

komplex antilinedris koérintovektorok .

Ismét adottak a vetitések,

€s

amelyekre

oA T*MeC — TYW
defl .
no= =5 —inoJ)

ol T*MeC — T%!

defl .
noo— 770’1:65(77+M70J),

(70, 7)) T"M @ C=T o T .

8.9. Definicié Az eddigi jelolésekkel legyen

Al,mdzef/\l TL0 & A0

minden [, m természetes szam esetén.

8.10. Megjegyzés FEkkor

/\k

(T*M Q C) _ /\k (Tl,O @ TO,I) _ @ Al,m )
k=l4+m

8.11. Definicié Legyen (M, J) eqy majdnem komplex sokasdg, 0 < k < dim M,

QF(M; )2 (M, AF(T* M ® ©))

a k-adfokiu komplex értéki differencialformak tere M-en. Ha [, m természetes szamok,

akkor

Ql’md:efF(M, Al,m)

az (I,m)-tipusi differenicdlformdk vektortere.
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8.1 Feladat Mutassuk meg, hogy

oFM;C)= @ o

l+m=k

8.12. Megjegyzés Legyen f : M — C egy komplex értékid C* fiigguény. Ekkor a valos
d de Rham differencidl értelmezhetd a

de fEA(RS) +i- d(Sf)
definicioval, ami tovabbuihetd tetszdleges komplex értéki sima k-formdkra.

8.13. Definicié Jelolje
hm . /\k(T*M ®C) — Ab™

a megfelelo direkt dsszeadandora torténo vetitést. Legyenek
al,md:@fﬂ_lJrl,m o d(C . Ql’m(M) N QlJrl,m(M)
5z,md:<ffﬂz,m+1 ode le(M) . Ql,mH(M) .

8.14. Megjegyzés A fenti definiciéban szereplé O és O elsérendii differencidloperdtorok,
amelyekre

P=0"=0.
8.2 Feladat Igazoljuk az eloz6 megjeqyzés dllitasait.

8.15. Definicié Egy f : M — C sima fligguényt J-holomorfnak, illetve J-antiholomorfnak
neveziink eqy x € M pontban, ha

dfy o J=1-df, ,

illetve ha
dfyoJ= —1i-df, .

8.3 Feladat Mutassuk meg, hogy

1. f pontosan akkor J-holomorf az x € M pontban, ha df, € TL°, mdsképpen, ha
7-‘-;370 © dfiB - 0;'

2. f pontosan akkor J-antiholomorf az x € M pontban, ha df, € T>', mdsképpen, ha
oo df, = 0.
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8.16. Megjegyzés Az eddigiek megmutattik, hogy fiigguényekre
df =0f +0f .

Tegyiik most fel, hogy eqy (M, J) majdnem komplex sokasdgon minden [ differencidlfor-
mdara teljestl, hogy

dB=0B+ 08 .
Ekkor
0 = d*g
= (0+0)*B

= 0?8+ (00 + 00)3 + 0*B .

Mivel az utobbi dsszeq hdrom tagja hdarom kiilonbozé homogén komponensbe esik (ezek
Ql—i—?,m’QH—l,m—&—l} és Ql,m—i—?)’ ngy

*=0"=00+00=0 .

A kérdéssel, hogy milyen sokasdgokra teljesil a d = 0+ O feltétel, hamarosan részetesen
foglalkozni fogunk.

8.17. Tétel Minden M komplex sokasagnak van eqy kanonikus majdnem komplex struk-
turdja.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. m

Legyen most M egy n-dimenziés komplex sokasag, J a kanonikus majdnem komplex
struktura M-en. Meg fogjuk vizsgalni, hogyan irhato le a

Q"(M;C)= o

l+m=k
felbontas.
Eloszor lokalis koordinatdkkal fogunk szamolni. Valasszunk tehat egy U C M koor-
dindtakornyezetet zq, ..., 2z, komplex koordinatakkal, és jelolje

Zj:xj—i_iyj \Vllgjgn

c%vj 8@/] R

Egy x € U pontban

ezért 3 3
TzM®(C:<—|$,—|x:1§j§n> ,
al‘j 8y] C
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masképpen

1/ 0 0 1/ 0 0
Twm@—@(a—%'ﬂa—%'x)>c@<é(a—%'”"a—w'w>>c’
1/ 0 0
o= (3 (a5 ag)),

1/ 0 0
= (3 (i k) )

Ez utébbi allitasokhoz vegyiik észre, hogy

g2 ;. 9\_ (2 _, 9
Ox; dy;)  \Oux; dy; )’

mivel

és

illetve

8.18. Definicié Az eddigi jelolésekkel legyen
T
('9zj N 2 8$j 83/] ’

Dan (00

8.19. Megjegyzés A % €s % definicioit felhaszndlva

0 .
(Tl,[))ac:@<£|x |1<5< TL> ,

J
és
(Th1).=C 0 . |1 <5<
Tz = — |z ~ >~ n .
0,1 8zj J
Az érint6tér felbontasaval analég médon

T°M®C = Clde;,dy; |1<j<n)
Clde; +idy; | 1 < j < n) & Clda,; —idy; | 1< j <n),

hiszen
T =C(dx; +idy; | 1 < j <n)
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és
T =Cldr; —idy; | 1< j <n) .
Ezek ismét csak abbol kovetkeznek, hogy

8.20. Definicié Jelolje
do; %, +idy; és dzZde; — idy; .
Az 1j atirassal azt kapjuk, hogy
TI’O = (C<d2j ’ 1<
™ = C{dz|1<j

8.21. Megjegyzés Az U koordindtakirnyezeten konnyen le tudjuk irni a kilonbozo ti-
pusi differencidlformdkat. Egy tetszdleges (1,0)-forma példdul

i bdej
j=1

alakba irhato, ahol b; € C*(U,C).
Eqy (1,1)-forma dltaldnos alakja

E : bjl»deZjl A dzjz >
1<51,52<n

ahol ismét csak b, j, az U halmazon értelmezett sima komplex értéki fiigguények.

Legyen most 1 < I;m < n = dim M egy természetes szdm, I = (iy,...,0y,), K =
(k1, ..., k;) multiindexek, amelyekre

1< < <... <%, <1,
és

1§]€1<k‘2<k31§ﬂ
A multiindexek hosszat |I]-vel (illetve | K |-val) jeloljiik, és

def

dzy dzi, Ndziy N ... Ndz;,
def

dze % dzy, AL NdE,
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8.22. Allitds Hald C M eqy koordindtakornyezet, zi, ..., z, komplex koordindtak U-n,
akkor

Qm’l(U) = Z b],KdZ] N dZg ’ bJ,K S COO(U,C)

[I|=m,| K=l

8.23. Tétel Legyen M egy komplex sokasdg. Ekkor d = O + O tetszdleges differencidl-
formdkra.

Bizonyitds. Legyen 8 € QF(M;C),U C M egy tetsz6leges koordindtakdrnyezet, 2y, . . ., 2,
komplex koordinatak /-n. Ekkor a 8.22. Allitas alapjan

B=plu= Z br kdzr N dzZk

|T|=m,|K|=l
megfeleld by i fliggvényekre. Atesoportositva
ﬂ: Z Z b[VKdZ[/\dEK s
m+l=k |I|=m,|K|=l
amibdl kovetkezik, hogy

g = > > d(brxdz Adzg)

mti=k |I|=m,|K|=I

= Z Z dbrx Ndzp N dzZg

m+l=k |I|=m,|K|=l

= Y > (04 Dbrk) Adzr Adzg

metl=k |[|=m,|K|=I

= Z Z (8b17K+5b[7K)/\dZ[/\de

meti=k |[|=m, |K|=I

— Z Z ab],K/\dZ[/\dZK

meti=k |[|=m, |K|=I

= 4 Z Z 5b17K/\dZ[/\dZK

metl=k |I|=m,|K|=I

= 95+08

ahol a harmadik egyenl6ségnél kihasznaltuk, hogy a bizonyitandoé allitas teljesiil sima
fiiggvényekre. U

8.24. Megjegyzés Amennyiben M csak egy majdnem komplex sokasdg, akkor dltaldban
d # 0+ 0, mivel nincsenek alkalmas z; komplex koordindtafiigguények, amelyek segitené-
nek az 1-formdk eqy alkalmas bdzisdt generdlni.
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8.25. Megjegyzés Legyen f € C*(U;C). Ekkor

" /0 o
df = Z(a—;jd:ﬁj—l——fdyj)

o dy;

“[(1/0f . (9f) .
= —| =— —i-— ) (dx; +idy;
“1/0f . Of .

+ ;5(8_%+Z'a_yj>(d$j_zdyj)>

=

—~(of of .
= ——dz; + ——dz; | .
Zl (sz % * 8Zj Z])
Specidlisan
_ 1,0 3¢
of = « df—za—zjdzj,
7j=1
_ " Of
01 o5 .
of = 7%df= Zagjdz] .
7j=1
A d = 0 + 0 egyenléségre vonatkozé altaldnos eredmény majdnem komplex sokasa-

gokra az alabbi.

8.26. Tétel (Newlander—Nirenberg) Legyen (M, J) egy majdnem komplex sokasdyg.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek:

1. M egy komplex sokasdg és J a kanonikus majdnem komplex struktirdja,
2. d =0+ 0 tetszbleges M-en értelmezett differencidlformdkra,

3. 0*=0.

8.3. Kihler-sokasagok

8.27. Definicié Ha eqgy M sima sokasdgon értelmezett J majdnem komplex struktirdra
teljesiilnek a Newlander—Nirenberg-tétel ekvivalens feltételei, akkor azt mondjuk, hogy J
eqy integralhatdo majdnem komplex struktira.

8.28. Definicié (Kihler-sokasag) Legyen (M,w) eqy szimplektikus sokasdg, J eqy w-
kompatibilis majdnem komplex struktira. Azt mondjuk, hogy (M,w,J) Kéhler, ha J
integrdalhato. Ebben az esetben w-t Kéahler-formanak nevezziik.
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8.29. Megjegyzés Egy Kdhler-sokasdg komplex sokasdg is egyben, igy tobbek kozott d =
0 + 0 minden differencidlformdra.

Az aldbbiakban az alabbi természetesen felmeriilé kérdést valaszoljuk meg: hol a
helye az w formanak az
ofm;c)= @ o
m-+l=k

felbontasban?
Kiinduldsként szedjiik 6ssze, hogy mit tudunk w-rél: w egy valds, nemelfajuld, zart
2-forma, amely kompatibilis az adott majdnem komplex struktiraval.

Mivel w 2-forma,
weP(M;C)=0*"p QM 0 Q%%

ami azt jelenti, hogy egy (U, z1,...,2,) € M koordinatakornyezeten
wd:efw\u = Z ajrdz; N dz + Z birdz; N\ dz + Z cirdz; N\ dzy, (8.1)
J.k gk Jk

alakba irhato.
Tudjuk, hogy M J komplex strukturaja w-kompatibilis, ezért J egy szimplektomor-
fizmus, vagyis J*w = w. Ebbdl kovetkezik, hogy

J*dz; = dzjoJ=1idz,
J*déj = d,?j oJ= —’LdZJ .

A fenti szdmolést a (8.1) képletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy

J*w = Z(Z . Z) . Cl,jdej A dzk + Z i(—i)bjdej A\ dik

ik ik
+ > (=) (—i)ejudz; A dz
7.k
= (—1) . Zajdej VAN de + <+1) . Z bjkdzj VAN de
J.k gk
+ (=1 epdz Adz
i,k

A J*w = w feltételbol rogton adodik, hogy
ajk, Cjk EO VJ,k y

méasképpen w € Qb1
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8.30. Megjegyzés (Dolbeault-kohomolégia) Legyen M egy komplex sokasag, ekkor
d=0+0,
kovetkezésképpen
9*=00+00=0*=0 .
Minden [ > 0 esetén kapunk egy

0— Q-2 2otz
komplezust, ahol 0 a differencidl. Hagyomdnyosan

Lm def ker 9b™
HDolbeault<M) = im 5l,m—1

jeloli az M komplex sokasdg megfelelé Dolbeault-féle kohomoldgiacsoportjét.

Visszatérve az w szimplektikus forma vizsgalatdhoz, w zart, vagyis dw = 0, amibdl
d = 0 + 0 miatt )
Ow=0, Ow=0

kovetkezik, hiszen kiilonbozé tipusiak. Ez utobbi miatt w meghatdtoz egy
1,1
[w] S HDolbeault(M)

kohomolégiaosztalyt.

Legyen

def2
hjr= ijk ,

ezzel az atirassal ,
1
w=3 > hjedz; Adz, .
j7k
Mivel w valds, w = w, amit részletesen kiirva azt kapjuk, hogy
_ i -
w = —3 Z hjrdz; A dzy,
j7k
7 _
= 5 > hjedz A dz;
j?k
7 _
= 3 > hgdz A dz,
j7k

vagyis B
hjk::hkj V1 S],k <n.
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Ez azt jelenti, hogy minden x € M pontban hji(x) egy Hermite-féle matrix.
Tovabbmenve, ismert, hogy A"w # 0, mivel w nemelfajulé. A fenti szamitasok alapjan

0 # A"w=nl (%) det hydzy Adz A ... Aden A dZ,

tehat det hj; # 0 minden pontban.
Az w Kéhler-forma és J kompatibilitasa azt is eredményezi, hogy minden 0 # u esetén
w(u, Ju) > 0; masképpen fogalmazva, a hj,(r) matrix pozitiv definit minden z € M-re.

8.31. Megjegyzés Az eddigiekel dsszefoglalva: ha w egy Kihler-forma egy M komplex
sokasdgon, akkor w egqy 0- és 0-zdrt (1,1)-forma M-en, amely lokdlisan pozitiv definit
Hermite-féle matrizokkal van megadva.

A Kaéhler-sokasagoknak lathatoan igen sok elényos tulajdonsaga van, felmeriil azon-
ban a kérdés, hogy milyen médon tudunk komplex sokasagokat konstrualni, amelyek
teljesitik a kirétt feltételeket. KEgy igen hasznos moddszert mutatunk, ami a komplex
analizisbdl jon.

8.32. Definicié (Erdésen pluriszubharmonikus fiiggvények) Legyen M egy komp-
lex sokasdg, ¢ : M — R eqy sima fiigguény. Azt mondjuk, hogy ¢ erésen pluriszubharmo-
nikus (EPSH), ha minden (U, z1, ..., z,) C M komplex koordindtakornyezetre és minden
x € U pontban
0%¢
8zj82k

(x) pozitiv definit.

8.33. Allitas Legyen M eqy komplex sokasdg, ¢ € C(M;R) egy erdsen pluriszubhar-

monikus fiigguény. Ekkor .
defl

eqy Kdhler-forma M -en.

Bizonyitdas. Az allitast kozvzetlen szamolassal kapjuk:

B — %a%%:o ,

_ i - i o
B = L (00)(06) = 3(~00)(36) =0
s igy w d-zért, hiszen d = 0 + 0.
Masrészt , . .
_ U547 1= 1 =

tehat w valos.

163



Mivel w € QU J*w = w, s {gy w(-, J-) szimmetrikus.
Végiil

-

i 0 (0¢ _
7,k

i 0%
= - dz A dz
QJZ’;@Zjazk EEA

és az egyiitthatématrix ¢ EPSH volta miatt pozitiv definit. Ezzel belattuk, hogy w és J
kompatibilis, és w nemelfajuld, ahogy akartuk. O]

8.34. Példa Legyen M = C" ~ R*" a szokdsos z1, ..., z, komplex koordindtdkkal, z; =
xj +1y;. Tekintsik a

n

¢($17“'anuy17"'7yn): Zx§+yj2: Z|Zj|2: szzj
i=1 j=1

j=1
fiigguényt. Ekkor
0?¢ 0
=—z
82,0z, 0z "
19y a hjr matriz egyenld az identitdssal, ami pozitiv definit. Ezzel beldttuk, hogy ¢ EPSH.
Hatdrozzuk meg az w = 500¢ Kdhler-format:

:5Jk‘ )

-
= -9
w 2 10}
== % Z 5jkdzj A dik
7.k
= % Z de A\ dEj
J
= > du;Ady;
j=1

vagyis w a standard szimplektikus forma R?"-en.
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