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El6sz6

Ez a jegyzet a Budapesti Kozgazdasagtudoményi Egyetem hallgatéinak masodik
féléves linedris algebrai tanulmdnyait szeretné segiteni. A jegyzet az ”alapszintii”
matematika oktatdsban résztvevo hallgaték linedris algebra tananyagat tartalmazza.
A linedris algebra eredetileg linearis egyenletrendszerek megoldédsaval foglalkozott,
ezért el0szor csak a métrixaritmetika és determinanselmélet tartozott targyahoz.
Dont6 hatassal volt fejlodésére, az a felismerés, hogy a mindennapi értelemben
vett tér geometridjanak Altalanositésaként kapott vektorterek elmélete a linedris
egyenletrendszerek problémakorét mas megvilagitasba helyezi. Ebben a jegyzetben
a vektorterek elméletének elemeit targyaljuk, és a matrixaritmetika ennek a célnak
a szolgalatdba van allitva. Ugy érezziik, hogy igy konnyebben megmutatkozik mind
a tételek mélyebb értelme és az azok kozotti kapcesolat. Fz a felépités lehetové teszi,
hogy az itt nyert eredményeket mind a matematikdn beliil, mind mas tudoméany-
tertileteken is alkalmazzdk.

Széljunk néhany szét a jegyzet szerkezetérél és jelolésmodjardl.  Elészor a
késObbiekben sokat haszndalt matrixaritmetika elemeit gytjtottik Ossze, majd be-
mutatjuk az absztrakt vektortereket, és legfontosabb tulajdonsigaikkal jellemezziik
azokat. Ezutan ratérink a linearis leképezések és transzformacidék targyalasara.
Ezek reprezentacidja teremti meg a kapcsolatot a matrixaritmetikaval. Ezt kovetéen
mar eleget tudunk ahhoz, hogy a linearis egyenletrendszerek megoldasat elegansan
kezelhessiik. Ezutan az euklideszi terek targyalasa kovetkezik, majd a linedris transz-
formaciok sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasara adunk modszert.
Végil a tébbvaltozés fiiggvények lokalis szélséértékeinek meghatarozasakor elenged-
hetetlen kvadratikus alakok és azok definitségének vizsgalata kovetkezik. Az utolsé
hatodik fejezet a tobbvaltozods fliggvénytan elemeinek linearis algebrai eszkozokkel
val6 targyalasat tartalmazza.

A bevezetett fogalmak tobbségét szdamozott definicidkban adjuk meg, néha azon-
ban a gordiilékenység érdekében csak doltbetiis szedéssel hivjuk fel rdjuk a figyel-
met. A tételek és allitasok tripla szamozdsa megmutatja, hogy mely fejezet, melyik
pontjdnak hényadik tételérdl vagy allitdsarél van szo.

A Faktorterek cimii szakasz *x jelzéssel van elldtva, ami azt jelzi, hogy ismerete
nélkil is érthet6 a tovdbbi anyag, de gy gondoltuk, hogy elolvasdsa hozzajarulhat
a vektorterek elméletének jobb megértéséhez.

A jegyzet els6 ot fejezetét Puskas Csaba, mig az utosd hatodik fejezetet Szabd
Imre és Tallos Péter irtak.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy az egy-egy pontot lezaré feladatok és gyako-
rlatok nem potolhatjak a feladatgyljteményt. Ebbdl a szempontbdl ez a jegyzet
meglehetGsen hianyos.

Tudjuk, hogy minden igyekezetiink ellenére még mindig maradtak hibdk,
elirasok, bar a kollégaink nagyon sokat felfedeztek és azokat természetesen ki-
javitottuk.

A jegyzetet szedési munkai a TEX kiadvanyszerkesztd szoftver INTpX véltozata-
val, az dbrék pedig a P[CTEX szoftverrel késziiltek.

Budapest, 1997. februar 6.

Puskés Csaba, Szab6 Imre, Tallos Péter
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1. Fejezet

Vektorterek és elemi
tulajdonsagaik

Ebben a fejezetben el0szor a matrix fogalméval, a matrixokkal végzett miiveletekkel,
és azok tulajdonsigaival ismerkediink meg. Ezutdn a koéznapi értelemben vett sik
vektorain értelmezett Gsszeadas és vektorok valds szamokkal valé szorzasanak tula-
jdonsédgait vizsgaljuk. A szerzett tapasztalatok birtokdaban definidljuk az absztrakt
vektortér fogalmat. Mar itt szeretnénk arra biztatni az olvasot, hogy a késébbiekben
bevezetett fogalmak és allitdsok pontos megértése érdekében mindig vizsgalja meg,
hogy a szobanforgd fogalomnak, illetve allitdsnak mi a geometriai jelentése a sikon
és a térben. A geometriai modell, bar nem helyettesiti a bizonyitast, de segiti a
megértést.

A kozgazdasz hallgatok szamara a valds koordinataterek ismerete a legfontosabb,
mégis, ahol a minden vektortérre jellemz6 tulajdonsagokat targyaljuk, a tisztdbb
fogalomalkotas érdekében nem hasznéljuk a vektorok koordinatait.

1.1 Matrixaritmetika

A linedris algebrai problémak numerikus megolddsa az esetek nagy tobbségében
matrixaritmetikai operacidk elvégzését kivanja a feladat megolddjatol. Ezért ebben
az els6 pontban a matrix fogalméval és az ezekkel végzett miiveletekkel fogunk megis-
merkedni. Matrixokkal mar szamtalanszor taldlkozott az olvasd, csak nem biztos,
hogy azokat métrixnak nevezték. Szamitastechnikdban példaul a métrix név helyett
a tomb név hasznélatos, mig a mindennapi életben egyszeriien csak szamtablazatrol
beszéliink. A matrix valéjaban nem més, mint egy téglalap alakd szamtéblazat. A
matrix elemei tehat szamok, és a szamokkal végzett miiveletekre fogjuk visszavezetni
a matrixokkal végrehajtandé miiveleteket. Meg kell itt jegyezni, hogy a matematika
kiilonboz6 tertiletein értelmeznek nemcsak szamokbdl felépiilo matrixokat is, de a
mi céljainknak tokéletesen megfelelnek a szammatrixok. Persze még meg kell azt
is mondanunk, hogy milyen szamok lesznek a vizsgalandé matrixok elemei. Erre a
kérdésre azt lehet valaszolni, hogy az esetek tobbségében valés szamok, és minden
esetben olyan szamok, amelyeken ugyanolyan tulajdonsagi mitiveletek végezhetok,
mint a valds szamok halmazan, azaz valamilyen szamtestest elemeib0l épitjik majd
fel a métrixokat. Az algebrai strukturdkkal valé ismerkedés soran, mar talalkoztunk
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a test fogalmaval, most mégis ijra megadjuk annak definiciéjat.

1.1.1 Definicié. Az F kétmduveletes algebrai struktirdt testnek nevezzik, ha a
miuveletek — melyeket 6sszeaddsnak, illetve szorzdsnak hivunk és jelolésiikre a +,
illetve - jeleket haszndljuk — - eleget tesznek az aldbb felsorolt tulajdonsdgoknak.
Barmely o, 8,7 € F-re:

l. a+ 3 =+ a (az dsszeadds kommutativ),
2. a+ (B+7) =(a+P)+v (az dsszeadds asszociativ),
3. (30€F):0+a=a+0=«a (van zérdelem F-ben),

4. Va€F): (3(—a) €F):a+(—a) = (—a) + a = 0 (minden elemnek van
negativija),

a. a-f=p-a (a szorzds kommutativ),
b. a-(B-7v) = (a-pB) v (a szorzas asszociativ),
c. (31€F):1-a=a-1=a (van egységelem F-ben),

d. (Va(#0)€F): (FateF) :a-al=a"t a=1 (minden nemzéré elemnek
van reciproka),

A a-(B+y)=a-B+a-vés(a+08)-vy=a-v+ 8 -7 (a szorzas az dsszeadasra
vonatkozdan disztributiv).

A jol ismert szdmhalmazaink koziil a raciondlis szamok, a valds szdmok és a
komplex szamok alkotnak testet a szokasos Gsszeadas és szorzas miiveletekkel. Van-
nak azonban véges testek is, példaul véges testet kapunk, ha tetszéleges p primszam
esetén a {0,1,...,(p — 1)} halmazon ugy definidljuk két elem Osszegét/szorzatat,
hogy képezziik el6bb a kozonséges Osszegiiket /szorzatukat, majd a kapott eredmény
p-vel valé osztasa utdni maradékat vessziik. p = 5 esetén az alabbi tdblazatokban
bemutatjuk az Osszeaddas és szorzas fenti értelmezését:

1o 1 2 3 4 012 3 4
0/0 1 2 3 4 0[0 0 0 00
10123 40 ) 1101 2 3 4
212 3 4 0 1 o 210 2 4 1 3
313 401 2 30 314 2
414 01 2 3 410 4 3 21

Az olvasé konnyen ellenérizheti, hogy a test definicidjaban megkovetelt tulaj-
donsagok mind egyike teljesiil. A jdlismert szamtestek és a most mutatott véges
testek egy 1é nyeges tulajdonsigban kiilonboznek: nevezetesen, ha o # 0 a test egy
tetszbleges eleme és n egy pozitiv egész, akkor az n-a — amin olyan n tagu Osszeget
kell értentink, melynek minden tagja o« — a raciondlis, valds, vagy komplex szdmok
testében sohasem nulla, mig a véges testekben lehet nulla. Azt a legkisebb pozitiv
n egész szamot, amelyre n - o = 0 teljesiil a test tetszileges a # 0 elemére, a test
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karakterisztikdjdnak nevezzik, és ha ilyen pozitiv egész szam nem létezik, akkor a
testet 0-karakterisztikdjunak mondjuk. A {0,1,2,3,4} halmazon a fenti miiveleti
tablakkal értelmezett test karakterisztikdja ot, példaul az 14+14+1+1+1=0, de
nem nehéz ellendrizni, hogy a 2, 3,4 elemekre is teljesiil, hogy 6tszorosiik nulla az
adott testben.

Tévedés lenne azt gondolni, hogy csak a raciondlis, valds, vagy a komplex szamok
teste O-karakterisz tikaju, példaul az a + bv/2 alakd szémok halmaza, ahol a és b
racionalisak — a valds szamhalmaznak valédi, de a raciondlis szamok halmazdnél
b6vebb részhalmaza — a szokdasos Osszeadas és szorzds miiveletekkel O-karakterisz-
tikaju test. Persze linedris algebrai tanulméanyaink soran legtobbszor szamon valds
szamot és néhanyszor komplex szdmot fogunk érteni, de az altolanosithatosagot azzal
jelezziik, hogy a szébanforgd szamtestet F-fel fogjuk jeldlni..

1.1.2 Definicio. Legyen F egy tetszéleges szdmtest és jelolje I az {1,...,m}
és J pedig az {1,...,n} természetes szamok halmazat. Az A : I x J — F alaku
figguényeket m x n tipusd F test feletti mdtrizoknak nevezziik.

Azonnal megjegyezziik, hogy amint azt a sorozatok esetében is tettiik, ame-
lyek a természetes szamok halmazan értelmezett fliggvények, de a fliggvényértékek
rendszerével reprezentaltuk azokat, a matrixokat is a fiiggvényértékek rendszerével
reprezentalhatjuk, amelyeket m sorbdl és n oszlopbdl all6 téglalap alaki tablazatba
rendeziink:

a1 12 e A1n

a1 929 e Qon
A =

aAm1 Om2 ... Omn

Ennek megfeleléen azon, hogy az A maétrix tipusa m x n azt kell érteni, hogy m
sora és n oszlopa van. A matrixok jelolésére vastagon szedett nagy betliket fo-
gunk haszndlni, de sokszor egy tgynevezett altaldnos elemével is hivatkozhatunk a
matrixra, amelyet szogletes zardjelek kozé irunk. Példaul, a fenti A matrixra az
[a] jellel is utalhatunk. Itt a;; persze az i-dik sorban és j-dik oszlopban 1évé F-
beli szam. Miel6tt a matrixokkal miiveleteket hajtanank végre, meg kell mondnunk,
hogy mikor tekintiink két matrixot egyenlonek.

Az A és B maétrixok egyenldk, ha tipusaik azonos és az azonos pozicidban 1évé
elemeik egyenlok. Formalizalva a fentieket, az

a1 19 e A1n
a921 a29 . Q2n
A_ =
Aml Qm2 - Ounn
és
Bir Bz ... Pu
Ba1 P22 ... P
B = . . )
Bri Br2 - Bre
matrixokra

A=Bem=k n=0&VYi(=1,...,m); j(=1,...,n): a; = Gij.
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Ezek utan mar definidlhatjuk matrixok Osszeadasat a kovetkezOképpen: két
azonos tipusi A = [oy;] és B = [§;;] matrix Osszeaddsat az
def
(] + [Bi] = [evij + Bij]
egyenléség értelmezi. Tehat két matrix Osszege csak akkor van értelmezve, ha ti-
pusaik megegyeznek, és az Osszegmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az Gsszeadandd
matrixok i-dik soraban és j-dik oszlopdban 1év6 elemek Gsszege.

Példaul, az
2 0 6 . |1 -2 3
A‘[—1 9 —21 es B_[Al -5 6]
matrixok Gsszege az
3 -2 9
N

Ertelmezziik métrixoknak szammal vald szorzatat is az alabbi definidlé egyenlo-

séggel:
def

AA = )\[Olij] == [)\Olij] .
Szavakkal megfogalmazva ugyanezt egy A matrix A szdmmal valé szorzatdt meg-
kapjuk, ha az A matrix minden elemét megszorozzuk a A szadmmal.
Példaul az

2 0 6
A= -1 9 -2 1
matrix 3-szorosa:
6 0 18
Al Y —6]'

Az Osszeaddsra és a szammal valé szorzasra tdmaszkodva képezhetjiikk azonos
tipusi matrixok dgynevezett linearis kombindcidjat a kovetkezéképpen:

1.1.3 Definicié. Az A4,..., A, azonos tipusd mdtrizok \y,..., A\, skaldrokkal
képzett linedris kombindciojdn a

ALAL A+ - A Ay

mdtrizot értjik.

A matrixok szorzasanak definidlasakor fontos szerepet jatszanak azok a métrixok,
amelyeknek csak egyetlen sora vagy csak egyetlen oszlopa van. Az 1 x n tipusu
matrixokat sorvektoroknak, mig az m x 1 tipusiakat oszlopvektoroknak is fogjuk
nevezni és jelolésiikre vastagon szedett kisbetiiket fogunk hasznalni. Idénként, ha
kiilon is hangsdlyozni kivanjuk, hogy sorvektorrdl van szé, azt a x fels6 indexszel
jeloljik.

Ertelmezziik két azonos elemszamu vektor belsd szorzatat, vagy masnéven
skalaris szorzatat az alabbi moédon:

1.1.4 Definicié. Aza = [a1,...,0p] és ab = [01,..., 5] vektorok belsé szorzatin
az

p
a-be Y
i=1
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szdmot értjiik.

A definiciébdl vildgos, hogy csak azonos elemszamu vektorok belsé szorzata
létezik és a gyakran hasznalt skalaris szorzat elnevezés onnan ered, hogy a szorzat
eredménye egy szam, amelynek szinonimdja a skalar.

Két A és B matrix A - B szorzatat csak abban az esetben értelmezziik, ha
képezhet6é az A matrix sorainak és a B matrix oszlopainak a belso szorzata, vagy
ami ugyanaz, ha az A oszlopainak a szama egyenl6 a B sorainak a szamaval.

1.1.5 Definicié. Jeldlje az mxn tipusi A mdtriz i-dik sordta; (i=1,...m) és az
nxp tipusi B mdtriz j-dik oszlopatb; (j =1,...,p). Ekkor az A-B szorzatmdtrix
értelmezve van, tipusa m X p és a szorzat i-dik sordban a j-dik elem a; -b;, minden
i(=1,...m) és j(=1,...,p) indexpdrra.

Részletesen kiirva a definicidoban leirtakat:

a1-b1 a1-b2 al-bp

ag'bl aQ-bg ag'bp
A-B= : :

an-by an,-by ... a,-b,

Amint az a fenti definiciébdl is kideriil, a méatrixok szorzasanal a tényezok sor-
rendje lényeges, hiszen a baloldali tényezd sorvektorainak és a jobboldali tényezd
oszlopvektorainak kell képezziik a belsé szorzatait, hogy megkapjuk a szorzatméatrix
elemeit. Ezt hangsilyozandd célszert a fenti szorzatmatrixot

aj-b;y aj-by ... aj-b,
AB- as;-b;y aj;-by ... aj-b,

* * *

ay,-by ay, -by ... aj ‘b,

alakban irni.

Ezt a jelolést az is indokolja, hogy amig egy sorvektornak (sormétrixnak) és
egy oszlopvektornak (oszlopmdtrixnak) a szorzata csak akkor létezik, ha azonos
elemszamuak, addig egy oszlopvektornak és egy sorvektornak a szorzata a fenti
szorzasdefinicié szerint mindig létezik. Valéban, ha

63}
(5] , X
a= . és b :[/61762a"'a6n]7
Qm
akkor szorzatuk
a1 afe ... oufy
Wb 042'51 042'32 e O‘Q'Bn
amﬁl amﬁQ cee amﬁn

egy m X n tipusi matrix, amelyet az a és b* vektorok diadikus szorzatdnak neveziink.
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1.1.1 A matrixmiiveletek tulajdonsagai

Az el6z6ekben definidltunk néhdny maéatrixokkal végrehajthaté miveletet. Ebben
az alpontban megvizsgdljuk, hogy a szamokkal végzett miiveleteink tulajdonsagai
koziil melyek maradnak érvényesek és melyek vesztik érvényiiket a matrixmiveletek
esetében.

A matrixok G6sszeadasanak tulajdonsagai

1. Az A = [oy;] és B = [B;;] azonos tipusti métrixok Gsszege
[aij] + [Bi5] = [aij + By] = [Bij + aij] = [Byy] + [aig]

fiiggetlen a tényezOk sorendjétol, hiszen az Osszeadas elemeik Gsszaddsara van vis-
szavezetve és az elemeik egy test elemei, amelyben az 6sszeadas kommutativ. Ebbol
kovetkezik, hogy a métrixok Osszeadédsa is kommutativ miivelet.
2. Teljesen hasonléan kapjuk, hogy a matrixok Osszeaddsa asszociativ is.
3. Amint a szamok Osszeaddsanal, létezik egy neutralis (reprodukald) elem a nulla,
ugyanugy tetszdleges m X n tipusi matrixok esetén az ugynevezett nullmatrix
(jelolése: O = [0]), amelynek minden eleme nulla, neutrélis elem lesz a métrixok
Osszeadasara nézve.
4. Barmely A = [oy;] matrixnak létezik az ellentettje is a —A = [—ay;] matrix,
amely eleget tesz az A + (—A) = O egyenl6ségnek.

Osszefoglalva a fentiekben felsorolt tulajdonségokat azt mondhatjuk, hogy az
m X n tipusu F test feletti matrixok az Osszeadds miivelettel kommutativ csoportot
alkotnak.

A matrixok skalarral valé szorzasanak tulajdonsagai
1. Ha két skaldr Gsszegével (A + k)-val szorozzuk az A = [a;;] métrixot, akkor a
A+ #)]aij] = [(A+ m)aij] = [Mevj + reg] = [Aaij] + [raj]

egyenlGségek mutatjak, hogy ugyanazt kapjuk, mint az A A-szorosdnak és az A k-
szorosanak az Osszegét, tehat fennall az

(A+K)A = AA + KA

egyenlGség.
2. Egy X skalarral szorozva két matrix osszegét, a

Mlaig] + [8i5]) = Maig + Bij] = [Mevj + Bi5)] = [Aaij + ABij] = [Aaiz] + [ABjj]

szamolds szerint ugynazt kapjuk mintha elébb az egyik, majd a masik matrixot
szoroznank a skaldrral, majd pedig az igy kapott matrixokat Osszeadnank. FEzt a
tulajdonsagot tehat igy formalizdlhatjuk:

AMA +B) =)\A + AB.
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3. Tekintsiik most egy matrixnak skaldrok szorzatdval valé szorzatat. A
(Ar)[ais] = [(Ar)aus] = [Mraiz)] = Alkai;] = Ak]og])

egyenlGségsorozat mutatja, hogy elébb az egyik skalarral szorozva kapunk egy
matrixot, majd ezt kell szorozni a masik skalarral. Tekintve, hogy testbeli elemek
szorzdsa kommutativ, ezt a tulajdonsigot igy formalizalhatjuk:

(M)A = A(KA) = K(A\A).

4. Ha a test 1-gyel jelolt egységelemével szorozzuk a matrixot, akkor annak minden
eleme valtozatlan marad, azaz
1A =A.

A matrixok szorzasanak tulajdonsagai

1. Amint az mér a definiciébdl is azonnal kovetkezik, a méatrixok szorzasmiivelete
nem kommutativ, s6t az altalanos esetben az m x n tipusu A és az n X p tipusi B
matrixok A - B szorzata létezik, ugyanakkor m # p esetén a B - A szorzat mégcsak
nem is létezik. Nem kommutativ a szorzas akkor sem, ha a tényezok ugynevezett
kvadratikus (négyzetes) matrixok, amelyekben a sorok és oszlopok szdma mege-
gyezik, amint azt az alabbi egyszeri példa mutatja. Legyen

01 , 112
A_[lO] esB—[12],
1

2 , 121
A-B—l1 2] mig a B-A—[2 1].

2. Taldan meglepé ezek utan, hogy a matrixok szorzdsa is asszociativ. Ezt bi-
zonyitandé legyenek A m x n tipusu, B n x p tipustu és C pedig p x ¢ tipusu
matrixok:

Ekkor az

Qip Q12 ... Qip fu Bz - Bip
A a?l 04‘22 04.271  B- ﬁ?I 6.22 oo Pop
aOml1 Om2 ... Omn 5711 ﬁng ﬁnp
és
Y11 Y12 - Vg
C— ’Y.21 7.22 7.2q 7
Y1 Vp2 oo+ Tpg

Ekkor az (A - B) - C métrix i-edik sordnak j-edik eleme, amint azt a

n P n
Z (Z altﬁtS) Vsj = Z Z altﬁts 'Ysg -

s=1 s=1t=1
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P n n P

DY i(Brsvss) = D vt (Z ﬂtﬂsg’) ;

s=1t=1 t=1 s=1
egyenléségsorozat bal- és jobboldala mutatja megegyezik az A - (B - C) matrix i-edik
sordanak j-edik elemével tetszéleges i(=1,...,m) és j(=1,...,q) indexpdrra és ez
éppen a szorzas asszociativ voltat igazolja.
3. A matrixok szorzdsa nem-kommutativ 1évén, egyaltalan nem meglepd, hogy
altalaban nincs olyan matrix, amellyel akdr balrél, akar jobbrdél szorozva egy
mxmn (m # n) tipusi matrixot, azt valtozatlanul hagyja. Létezik viszont barmely
matrixhoz kiilon balodali és kiilén jobboldali egységelem. Tetszoleges rogzitett n
természetes szdmra jelolje E, azt az n x m-es matrixot, amelynek ¢;; eleme 1, ha
i=46és0, hai=#j, azaz

10 ...0
0 1 0
E, =
00 ... 1

Akkor, amint az kénnyen ellenérizhetd,
E, A=A é A-E,=A,

tehat E,, baloldali— és E,, pedig jobboldali egységelem. Persze a négyzetes matrixok
esetében a baloldali— és jobboldali egységelem megegyezik.

4. A testet alkotd szamok szorzasanal azt is megfigyelhettiik, hogy minden nem-
nulla szamnak van multiplikativ inverze, amellyel a szamot szorozva az egységelemet
kapjuk. A matrixok szorzasa altaladban nem invertalhaté, még akkor sem, ha csupan
kavadratikus matrixokra szoritkozunk. Ennek igazoldsahoz tovabbi linedaris algebrai
ismeretekre van sziikség, ezért késébbre halasztjuk.

A matrixok szorzasanak és 6sszeadasanak kapcsolata

Az alabbiakban igazoljuk, hogy a matrixok szorzasa disztributiv, azok Gsszeadasara
nézve. Legyen

a1l Q12 ... Qly B11 Bz ... Bip
A a?l a?Q a?n B_ ﬁ'm @22 ﬁ?p
Aml Qm2 .. Ounn Br1 B2 - Bup
és
Y11 M2 oo Yip
C— 7?1 7?2 ﬁp
Ynl Yn2 .- Tnp

tetszéleges matrixok. Az A - (B 4 C) métrix i-edik sordnak j-edik eleme a

n n n n
Z @it(Bej + 1j) = Z(Oéitﬁtj + i) = Z it Bty + Zait%j
t=1 t=1

t=1 t=1
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egyenléségsorozat bal— és jobboldala szerint megegyezik az A - B + A - C maétrix
i-edik sordnak j-edik elemével tetszbleges i(=1,...,m) és j(=1,...,p) indexpér
esetén, és éppen ezt kellett megmutatnunk.

1.2 Specialis matrixok

Ebben az a pontban néhdny nevezetes maétrixszal ismerkediink meg, amelyekkel
késObbi tanulmanyaink soran még talalkozni fogunk.

Mar az el6z6ekben szd volt a kvadratikus, vagy mas néven négyzetes matrixokrol,
amelyekben a sorok és oszlopok szama megegyezik. A kvadratikus matrixok sorainak
a szamat a matrix rendjének fogjuk nevezni.

A négyzetes métrixok fodiagondlisan az azonos sor— és oszlopindexii elemeinek az
Osszességét értjiik. Egy kvadratikus matrixot diagondlis matrixnak neveziink, ha a
fédiagondlisan kiviili elemei mind zérék. Ha A n-edrendii diagonalis matrix, akkor
gyakran csupan foédiagonalisbeli elemeinek feltintetésével, < aq1,@o9,...,Qn, >
moédon jeloljik.  Vegyilik észre, hogy minden n-re az E,-nel jelolt n-edrendi
egységmatrix is diagondlis matrix, amelyben minden fédiagonélisbeli elem 1.

Egy n-edrendii A = [o;;] métrixot em szimmetrikusnak mondunk, ha invaridns
sorainak és oszlopainak felcserélésére nézve, azaz formalizalva ugyanezt, ha a;; = aj;
minden 4, j(=1,...,n) indexpér esetén.

Jeloljiik A*-gal azt a matrixot, amelyet gy kapunk A-bdl, hogy annak sorait
oszlopaival cseréljiik fel, tehat, ha

a1 12 e Q1n «11 21 ... QOml

a91 a9 e (0577 N a12 92 ... Om2
A= . . ) . akkor A* =

Aml1 Om2 ... OQmn A1y O2n ... Omnp

Az igy kapott A* métrixot az A transzpondltjinak nevezziik.

A transzponalt fogalméanak az ismeretében azt mondhatjuk, hogy egy A métrix
pontosan akkor szimmetrikus, ha megegyezik a transzponéltjaval, azaz A = A*.

Ha az A maétrix elemei torténetesen komplex szamok, akkor az A*-gal jelolt
matrix jelentése kicsit médosul. Ekkor A* azt a matrixot jeloli, amelyet igy kapunk
A-bdl, hogy sorait és oszlopait felcseréljiik és minden elemet komplex konjugaltjara
cseréljiik. Ebben az esetben az A* métrixot az A matrix adjungdltjinak hiviuk. Ha
az A matrix megegyezik az adjungaltjaval, akkor onadjungdlinak nevezziik. Tekin-
tettel arra, hogy a valds szamok halmaza tekinthet6 1gy, mint a komplex szamok
részhalmaza, beszélhetiink valés elemli matrixok adjungéltjairdl is, persze egy valds
elemil matrix adjungéltja és transzponaltja ugyanaz. Példaul az onadjungalt valds
elem{i matrixok a szimmetrikus méatrixok. Ez az oka annak, hogy jel6lésben nem
tesziink kiilonbséget egy matrix adjungaltja és transzponaltja kozott. Mint azt latni
fogjuk, komplex vektorterekben ugyis csak az adjungalasnak van igazi szerepe, a
transzponalasnak nincs.

Miel6tt a permutald matrix fogalméaval megismerkednénk, fel kell hivjuk az olvasé
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figyelmét a matrixok szorzdsaval kapcsolatos néhany érdekességre. Ha az

a11 192 . A

a1 929 e (6577
A

Am1 Qm2 ... Qmp

matrixot megszorozzuk egy n elemi

&1
&2
X = )
én
oszlopvektorral, akkor az
a1 2 ... Qg &1 &ranr + E0n2 + ..+ Epaay,
A a1 Qo ... Qo &2 101 + 000 + ...+ Epany,
X = : = o =
R REI
aOm1 Am2 ... OQmp fn flaml + §2am2 +...+ gnamn
11 12 Aln
Q21 Q22 Q2n
&1 : + & : + 4+ &
Om1 Qam2 Qmn

oszlopvektort kapjuk, tehdt a szorzat az A matrix oszlopainak az x vektor kompo-
nenseivel alkotott linearis kombinécidja.

Jeloljik e;-vel i(= 1,...,n) azt az n elemd oszlopvektort, amelynek i-edik
komponense 1, mig minden mas komponense 0, amelyet a tovabbiakban i-edik
egységvektornak fogunk nevezni. A fentiek alapjan allithatjuk, hogy ha egy m x n
tipust A matrixot az i-edik egységvektorral szorozzuk jobbrdél, akkor eredménytil az
A mitrix i-edik oszlopat kapjuk.

Teljesen hasonlé egyszerti szamolassal mutathatjuk meg, hogy ha az y* =
[71,Mm2, - - ., Mm] sorvektorral szorozzuk az A matrixot balrdl, akkor a szorzat a

maj + maz + - - + npag,

sorvektor, ahol af i(=1,...,m) az A matrix i-edik sorat jeloli. Tehat egy sorvek-

tor és egy matrix szorzata a matrix sorainak a sorvektor komponenseivel, mint

skaldregytitthatokkal képzett linedris kombindciéja. Ennek megfelelden, ha e m

elemil j-edik egységvektor, akkor az e - A szorzat az A matrix j-edik sora.
Tekintsiik most két matrix az

aj aj-b;y aj-by ... aj-b,

* * k *
A= ) ésa B =[by,by,...,b,] AB= i

* * * *

ar, ay, -b; a; -by ... aj, -b,
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szorzatat. Vegyiik észre, hogy a szorzat oszlopait, illetve sorait

a;B

a;
[Abi,Aby ..., Ab,| =

a" B

alakban is irhatjuk, tehat a szorzat minden oszlopa a baloldali méatrix oszlopainak
linearis kombindcidja, illetve a szorzat minden sora a jobboldali métrix sorainak
linearis kombinécidja.

Ha egy n-edrendii kvadratikus métrix megkaphaté az n-edrendii E,, egységmat-
rix oszlopainak (vagy sorainak) dtrendezésével akkor permutdld matrixnak nevezziik.

Az elnevezés a fenti észrevételek alapjan érthet6, hiszen, ha az A =
[a1, ag,...,a, matrixot megszorozzuk a P = [e;,,e€;,,...,e;, ] permutdlé métrix-
szal (itt az i1, 19, ..., i, szdmok az 1,2,...,n szdmok valamely permutéciéja), akkor
az eredmény

A-P= [ail,aiz,...,ain],

tehdt olyan méatrix, amelynek oszlopai az A métrix oszlopainak dtrendezésével (per-
mutacidjaval) kaphaté. Hasonlbéan, egy A matrixot balrdl szorozva egy permutélé
matrixszal, az az A matrix sorait permutalja.

A kovetkez6 fogalom megfogalmazdsa el6tt megjegyezziik, hogy a matrixok
szorzasanak értelmezése alapjan bevezethetjiik kvadratikus matrixok hatvanyozéasat

az alabbi rekurziv definiciéval: ha A n-edrend{i matrix, akkor A def E,, és barmely
k > l-re legyen AF df A AR

A valés szamok viselkedésétdl eltéréen egy nemnulla matrix valamely hatvanya,
lehet nullmatrix, amint azt az aldbbi példa mutatja. Ha

101 s |0 0]
A_[OO]’akkorA_[OO]_O'

Egy n-edrendii A matrixot k-adfokban nilpotensnek neveziink, ha A1 #£ O de
AF=0.

A kovetkezd elnevezés mar arra utal, hogy a matrixok szoros kapcsolatban van-
nak bizonyos leképezésekkel. Egy kvadratikus A matrixot vetité vagy mas néven
projektiv matrixnak neveziink, ha eleget tesz az A% = A feltételnek.

Ezzel a bevezetovel egyelére felfliggesztjiik a matrixokkal kapcsolatos ismereteink
gyarapitasat, azzal az igérettel, hogy linearis algebrai tanulményaink soran lépten
nyomon talalkozni fogunk azokkal és lesz alkalmunk tovabbi tanulmanyozésukra.

1.3 Vektorok a sikon

A linedris algebra, vagy kifejez6bb nevén a vektorterek elmélete a kozépiskola-
ban tanult vektoralgebra, illetve koordindtageometria altaldnositasa. Ezért eb-
ben a bevezetd szakaszban a kozépiskolaban tanult, sikbeli vektorok algebrdjanak
Osszefoglalasat talalja az olvasd, hangsulyozva azokat a tulajdonsagokat, amelyek a
késObbiekben definidlt absztrakt vektorterek értelmezésénél elengedhetetlenek.
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A vektorok bevezetését az az észrevétel tette sziikségessé, hogy bizonyos mennyi-
ségek matematikai jellemzésére a szamok nem elegendéek, példaul egy mozgd ob-
jektum viselkedésének lefrdsakor nemcsak az objektum sebességének nagysaga, de
mozgasanak irdnya is fontos jellemzo. Hasonldan, egy testre haté er6é okozta elmoz-
dulds nemcsak az er6 nagysaganak, hanem irdnyanak is fiiggvénye.

Az ilyen és hasonlé mennyiségek jellemzésére hasznaltuk a vektorokat, amelyeket
irdanyitott szakaszok reprezentaltak. Tekintettel arra, hogy példaul egy objektumra
egyszerre tObb erd is hathat és azok Osszhatdsa donti el az objektum mozgéasat,
sziikséges, hogy ez az Osszhatds kiszamithato legyen az OsszetevOk ismeretében.
Ezért célszerii a vektorok Osszeadasat értelmezni. Persze az 6sszeadast gy kivantuk
definidlni, hogy az egyes erChatasokat reprezentalé vektorok Osszege alkalmas le-
gyen az ugynevezett, eredd erd reprezentalasara. Sok esetben, példaul gyorsabb
mozgas elérése érdekében meg kell ”sokszorozni” egy objektumra haté er6t. Ez
a vektorokkal valé reprezentécié nyelvén azt jelenti, hogy egy vektornak szammal
valo szorzatat is kellett definidlnunk. Ha az objektumra haté erdket vektorokkal
kivanjuk reprezentalni, akkor tekintve, hogy az erd fiiggetlen az objektum térbeli
helyétol, célszerd két vektort egyenlének tekinteni, amennyiben azok hossza is és
irdnya is egyenld. Az alabbiakban a sik egy rogzitett pontjabol kiinduld tgynevezett
helyvektorok halmazan értelmezett 0sszeadas és skalarral vald szorzas tulajdonsagait
foglaljuk Gssze. Annak érdekében, hogy dbraink szemléletesek legyenek, a vektorokat
Descartes—féle derékszogi koordinata rendszerben helyeztiik el, de hangstlyozni sze-
retnénk, hogy sem a vektorok Gsszeadasandl, sem azok skalarral vald szorzasakor a
koordindta rendszer felvétele nem sziikséges, annak, a definidland6 miiveletek szem-
sz0gébdl nincs szerepe.

Két a és b vektor Osszeaddsa a paralelogramma— szabaly alapjan torténik, az
alabbi 1.1.a. dbranak megfelelGen:

Természetesen értelmezniink kell olyan vektorok Osszeaddsat is, amelyeknek
azonos, vagy ellentétes az irdnya. Ebben az esetben a masodik Gsszeadandét az
elsé végpontjaba helyezziik és az els6 kezd6pontjabdl a masodik végpontjaba mu-
tat6 vektorral definidljuk Osszegiiket. (lasd az 1.1.b. és 1.1.c. dbrékat!) A vektorok
Osszeadasanak fenti definicigjabdl azonnal adédik, hogy az Gsszeg fiiggetlen az Gssze-
adandok sorrendjétol, azaz a vektorok Osszeadasa kommutativ. Adjunk most Gssze
harom vektort, az a-t, b-t és c-t. Ez kétféle sorrendben lehetséges, nevezetesen
hozzdadhatjuk a-hoz a (b+ c) Gsszeget, de az (a + b)-hez is hozzdadhaté a ¢ vektor.
Az 1.2.a. dbran az elsd, az 1.2.b. dbran pedig a maéasodik sorrendnek megfeleléen
képeztiik harom vektor Osszegét.

Azt tapasztaljuk, hogy ugyanaz a vektor adédik mindkét esetben. A vektorok
Osszeaddsa tehdt asszociativ. Vektoraink halmazdban a zérd hosszisagu azzal a
tulajdonsaggal rendelkezik, hogy azt barmely a vektorhoz hozzaadhatjuk anélkiil,
hogy azt megvaltoztatna. Tehat ugyanolyan szerepet jatszik, mint a 0 a szamok
Osszeadasanal. Képezziikk most egy tetszéleges a vektornak olyan —a-val jelolt vek-
torral valé Osszegét, amelynek a hossza megegyezik a hosszaval, de iranya ellentétes.
Az 1.3 dbra mutat egy ilyen esetet.

Az 6sszeg a zérd hosszusiagui vektor.

Foglaljuk Gssze a vektorok V halmazan értelmezett Gsszeadds fent illusztralt tu-
lajdonséagait. Tetszoleges a, b, és ¢ € V esetén:
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a+b

a+b

a+b

C.

1.1. abra: Vektorok Osszeadasanak értelmezése

—

. a+b=>b+a (a vektorok Gsszeaddsa kommutativ),
2. a+ (b+c¢) = (a+b)+ ¢ (a vektorok Osszeaddsa asszociativ),

3. (30€V):0+a=a+0=a (létezik zérévektor),

W

. (VaeV):(3(-a)eV):a+(—a) = (—a) + a = 0 (minden vektornak van
ellentettje).

Megallapithatjuk tehat, hogy a sikbeli vektorok az Gsszeadas miivelettel kom-
mutativ csoportot vagy mas néven Abel-csoportot alkot. Definialjuk egy vektornak
szammal vald szorzasat az 1.4.a., illetve az 1.4.b. dbraknak megfelelGen.

Tehat egy a vektor a-szorosa legyen olyan vektor, amelynek hossza a hossza-
nak |a|-szorosa irdanya pedig a irdnydval megegyezd, illetve azzal ellentétes, aszerint
hogy a pozitiv vagy negativ. Megvizsgaljuk, hogy a skaldrokkal valé, fent definidlt
szorzasnak milyen tulajdonsdgai vannak.

Az 1.5.a. és az 1.5.b. dbrdk arrdl arulkodnak, hogy ugyanazt az eredményt
kapjuk, ha két vektor Osszegét szorozzuk meg egy skalarral, mint amikor el6bb az
Osszeadando vektorokat szorozzuk meg a szdmmal, s csak az igy megvaltoztatott
vektorokat adjuk Ossze.

A skaldrok Osszegével val6 szorzata egy a vektornak az 1.6.a. és 1.6.b. dbrak
alapjan ugyanazt a vektort eredményezi, mint annak a két vektornak az Gsszege,
amit az egyik, majd masik skalarral val6 szorzassal kaptunk a-bdl.
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bte. ..oy a+(b+c)
c)\ _
, b
<~ __— " a
a. b.

1.2. dbra: A vektorok Osszeaddsinak asszociativitésa

1.3. 4bra: Létezik nullvektor

Az 1.7.a. illetve 1.7.b. dbrdk azt mutatjak, hogy skaldrok szorzatdval gy is lehet
szorozni egy vektort, hogy elébb szorzunk az egyik skalarral, majd az igy kapott vek-
tort szorozzuk a masik skalarral.

A skaldarokkal val6 szorzéas definicidjabdl azonnal adédik az a tény, hogy barmely
vektor 1-szerese a vektort nem véltoztatja meg.

Osszefoglalva, ha a és b € V tetszbleges vektorok és a és [ tetsz8leges valds
szamok, akkor érvényesek az alabbi tulajdonsagok:

(a) a(a+b) = aa + ab,

(b) (a + B)a = aa + Sa,

(¢) (aB)a = a(fa) = H(aa)

(d) la = a.

A vektorok skalarokkal val6 szorzasa nem ugyanolyan miivelet, mint azok Gssze-
addsa, hiszen ebben az esetben egy masik halmaz, példankban a valds szamok
halmazanak elemei hatnak a vektorokra. Azt mondjuk, hogy a skaldrok, mint
operdtorok hatnak a vektorokra. A valds szamhalmaz a sik vektorainak tgynevezett
operdtortartomdnya.

A sikbeli helyvektorok V halmaza a definialt Gsszeadassal és valds skalarokkal
valé szorzassal egy példat szolgaltat vektortérre, melyekkel e jegyzetben foglalkozni
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2a

1.4. 4bra: Vektor skalarral valo szorzasa

1.5. dbra: Osszegvektor szorzasa szammal

fogunk. A vektorterek szamos helyen tjra meg tjra felbukkantak, és felbukkannak
tanulmanyaik sordan, persze mas és mas kontosben. Itt elobb, és mar a kozép-
iskoldban is, mint irdnyitott szakaszok jelentkeztek, de valamely [a, b] intervallumon
értelmezett valds fliggvények is vektorteret alkotnak a szokasos fliggvényosszeadas-
sal és a szammal valé szokdsos szorzassal. Ami kozos ezekben a vektorterekben
az, hogy (1) az értelmezett Osszeadds miivelet tulajdonsigai azonosak, (2) valami-
lyen skalarhalmaz — hasonlé a valds szamok halmazahoz — elemei operatorokként
hatnak a vektortér elemeire, és ugyanolyan tulajdonsagokkal jellemezhet6 hatasuk,
mint azt a fenti (a) — (d) pontokban lattuk.

Persze, azt pontosan meg kell mondanunk, hogy milyen skaldarhalmazt tekinthe-
tlink a valés szdmok halmazdhoz hasonlénak. Erre réviden azt valaszolhatjuk, hogy
a skalarok struktiarajatdl azt kell megkovetelni, hogy test legyen.

1.4 A vektortér fogalma

Az el6z6 szakaszban egy konkrét vektortérrel ismerkedtiink meg, a kéznapi érte-
lemben vett sik, dgynevezett helyvektorainak terével. Most megadjuk a vektortér
absztrakt definiciéjat, hogy azutdn a minden vektortérre jellemz6 tulajdonsagokat
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a=1
s=1
(a+ pB)a Ba aa + Ba
a
aa
a. b.
1.6. dbra: Vektor szorzdsa szamok Osszegével
a=-3
5=
(aB)a a(fa)
a
a
Ba
a. b.

1.7. 4bra: Vektor szorzasa szamok szorzatéval

ne kelljen minden konkrét vektortér esetén kiilon-kiilon igazolnunk, tehessiik azt
altalanosan.

1.4.1 Definicié. Legyen V egy halmaz, amelyben értelmezve van egqy osszeadds
mdvelet az aldbb felsorolt tulajdonsdgokkal:

(i) Va,yeV):z+y=y+z,

(i) Va,y,zeV)ix+(y+2)=(r+y) + 2,
(iii) F0eV): (VzeV):0+z=u,

(iv) VzeV):(3(-z)eV):z+(—z)=0.

Legyen F olyan halmaz, amelyen értelmezett eqy Osszeadds és eqy szorzds miuvelet,
amelyekre nézve F testet alkot. Az F elemei legyenek operdtorai V-nek, azaz (Vo €
F)-re

Jz—ax (zeV)
leképezés, a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

Va,B €F) és (Va,y e V)-re

(a) a(z+y) =axr+ay,



1.4. A VEKTORTER FOGALMA 17

(b) (a+ f)x = ax + fz,
(c) (af)z = a(fz),
(d) 1z ==z, ahol1 €F az F test egységeleme.

Akkor a V' halmazt az T test feletti vektortérnek nevezziik.

A V halmaz elemeit vektoroknak, az F test elemeit skalaroknak hivjuk. A fenti
definiciéban ugyanazt a + szimbélumot hasznaltuk mind a vektorok, mind a skalarok
Osszeadasanak jelolésére, de ez nem okozhat félreértést, hiszen a skaldrok jelolésére
gbrog, mig a vektorok jelolésére latin betiiket hasznalunk, {gy mindentitt nyilvanvald,
hogy vektorok vagy skalarok ¢sszeaddsarol van e szo, egyediil a zér6 vektor és a zérd
skalar megkiilonboztetésérol nem gondoskodik jelolésrendszeriink, mindkettot a 0
szimbdélum reprezentdlja, de a kornyezet itt is az olvasé segitségére lesz annak Kki-
deritésében, hogy a zérd skalarra vagy a zérusvektorra utal a 0 jel. A skaldrok
szorzatat egyszerlien a tényezOk egymds mellé irdsdval jeloltiik, csakigy mint egy
«a € F operator altal az x € V' vektorhoz rendelt ax € V' vektort. Egy operator altal
indukalt hozzarendelést egyszertien skaldrral vald szorzdsnak fogjuk hivni.

Vizsgélataink idonként valamely jol ismert szamtest feletti vektorterekre
irdnyulnak. Ilyenkor a koévetkez6 terminologiat hasznaljuk. Az F feletti V' vek-
torteret racionalis vektortérnek mondjuk, ha a skaldrok csak racionalis szamok lehet-
nek, ha valés szamok a skaldrok, akkor V-t valés vektortérnek hivjuk, és ha komplex
szamok a vektorok operatorai, akkor V-t komplex vektortérnek nevezziik. Bar a vek-
tortér definiciéjaban semmiféle kikotést nem tettiink az F test karakterisztikajat il-
letGen, és az elmélet allitasainak tilnyomod tobbsége tetszdleges karakterisztikdja test
feletti vektorterekre is érvényes, de mi ebben a jegyzetben csak 0-karakterisztikaji
testek feletti vektorterekkel foglalkozunk.

1.4.1 Példak vektorterekre

1. A bevezetd szakaszban megismert, a sik egy rogzitett pontjabdl, mint kez-
dépontbdl kiindulé helyvektorok a paralelogramma—szabaly szerinti 6sszeadas
miivelettel és a megismert valés szamokkal valé szorzassal, valés vektortér.

2. A matrixaritmetikardl sz6lé pontban lattuk, hogy véve az Gsszes m X n tipusi
F test feletti méatrixok F,,x,-nel jelolt halmazat, az a matrixok Osszeadas-
miiveletével és az F-beli skalarokkal valé szorzassal, vektorteret kapunk.

3. Tekintsiik az Osszes t valtoz6jd, valds egyiitthatés polinomok R[t] halmazéat. A
p(t) = oo + art + - + apt™

m-edfoku és a
q(t) = Bo + it + -+ -+ But"

n-edfoki polinomok 6sszege legyen

p(t) + a(t) & (ap + Bo) + (1 + Bi)t + - + (an + B)t",
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ha m = n,

p(t) + () < (a0 + Bo) + (a1 + BL)E+ -+ + (o + Bu)t™ + -+ + amt™,

ha m > n és

p(t) +q(0) % (ap + Bo) + (a1 + Bt + -« + (i + B )™ + -+ + Bpt™

n > m esetén.

A p(t) polinom ~ valds szamszorosa pedig legyen

() % (o) + (o)t + -+ - + (Yo )™

Tekintve, hogy a polinomok Gsszeadasa az azonos fokszamu tagok egyiitthatoi-
nak Osszeaddsara van visszavezetve, azonnal adodik, hogy ez a miivelet asszo-
ciativ és kommutativ, mivel a valds szamok Osszeaddsa rendelkezik ezekkel
a tulajdonsagokkal. Az azonosan zéré polinom, tehdt az, amelynek minden
egyltthatéja nulla, zéréelem a polinomok fent definialt Gsszeadasara nézve.
Egy tetszOleges p(t) polinom ellentettje erre az Gsszeaddsra nézve a —1p(t).
A skalarokkal valé szorzéstol megkovetelt tulajdonsagok teljesiilése is azonnal
adddik, ha figyelembe vessziik, hogy a valds egytitthatoknak valds szamokkal
val6 szorzasara vezettiik vissza a polinomok skaldrral valé szorzasat. fgy a
polinomok R[t] halmaza valds vektortér a definidlt miiveletekkel.

. Legyen F' az [a,b] zért intervallumon értelmezett valds fliggvények halmaza.

Két f,g € F fuggvény Osszegét, illetve valds o szdmmal valé szorzatat
értelmezziik a szokdsos médon, azaz legyen Vx € [a, b]-re
def

(f +9)(x) = f(x) + g(x)

(af)(2) € af(z).

Konnyen ellenOrizhetd, hogy F' valds vektortér az igy definialt miiveletekkel.

. Legyen S az Osszes valds szdmsorozat, azaz az osszes f : N — R fliggvények

halmaza. Ertelmezziik a szdmsorozatok Osszeaddsat és valés szammal val6
szorzésat a szokdsos médon, azaz barmely két {a,} és {b,} szdmsorozatra
legyen

{an} + {bn} = {an + bu},
illetve barmely a valds szémra és {a,,} € S-re legyen

afan} e {aay}.

Az igy kapott struktira megint valds vektortér.

. Jelolje R,,_1[t] a legfeljebb n — 1-edfoku valds egyiitthatds polinomok halmazat

és e halmazbeli polinomokra ugyanigy értelmezziik az Osszadédst és a valds
szammal vald szorzast, mint azt az Osszes polinomok R[t| vektorterében. Azt
tapasztalhatjuk, hogy R,,_1[t] is val6s vektortér.
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7. Az aldbb adott példa kicsit mesterkéltnek hat, mert tisztdn matematikai kon-
strukcio. A szamitdstechnikdaban valamennyire jartas olvasé azonban mar ta-
lalkozhatott olyan linedaris elrendezésti tombokkel, amelyeknek valds szamok az
elemei. Az azonos méretii tombok halmaza is vektortér megfelel6 miiveletekkel.
Az el6re bocséjtottakat pontositando jelolje R, mint altaldban, a valés szamok
halmazat és legyen R™ a rendezett valés szam-n-esek halmaza. Definidljunk
osszeadédst R™-en a kovetkezoképpen: barmely

&1 m &1+m

és y=| : |-ralegyen x4y def

Xr = : .
én Tin En + M

Ugyancsak értelmezziik egy tetszéleges

&1
xr = :
én
szam-n-es « € R skalarral vald szorzatat az
aéy
def
ar =
abp

egyenl6séggel. Nagyon konnyen igazolhaté, hogy R"™ valds vektortér a
fentiekben definidlt miiveletekkel, amelyet n-dimenzids valos koordindtatér-
nek nevezlink. Az elnevezés magyardzatat késébbre halasztjuk, egyelére csak
arra emlékeztetnénk az olvasot, hogy a sik vektoraihoz is rendeltiink koordina-
takat a kozépiskoldban, a koordinatatereknek hasonlé reprezentacios szerepiik
lesz a vektorterek elméletében, mint a sikbeli helyvektorok koordinatdinak a
kozépiskolai tanulményaik soran.

A figyelmes olvasé jogosan veti fel a kérdést, hogy milyen vektorteret kapunk,
ha az R"™ operatortartomanyaként csak a raciondlis szamok testét vessziik. Ter-
mészetesen raciondlis vektorteret, ami a fentiekben megadott tért6l nagyon
kiilonbozik. Tehat egy vektortér megadédsa nemcsak a vektorok halmazéanak,
de a skalarok halmazédnak megadasat és a miveletek értelmezését is jelenti.

8. TetszoOleges F test esetén, hasonldéan értelmezve F™-beli n-esek osszeadédsat és az
F-beli skaldrokkal valé szorzasat, F™ vektortér lesz az F test felett, ez az igyne-
vezett n-dimenzids F-feletti koordindtatér. Ebben az altaldnos esetben is el6-
fordulhat, hogy F" operatortartomanyaként valamely F-t6l kiilonboz6 testet
vesziink, de arra minden esetben fel fogjuk hivni az olvasé figyelmét, és ha
kiilon nem specifikdljuk a skaldrok testét, akkor az F" jeloléssel mindig az
n-dimenzids F feletti koordinatatérre utalunk.

9. Utolsé példaként megmutatjuk, hogy egy tetsztleges F feletti V' vektortér bir-
tokaban hogyan lehet megkonstrualni egy masikat, az ugynevezett dudlis vek-
torteret.
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1.4.2 Definicié. Legyen V' egy tetszileges F test feletti vektortér és jelolje
V* az olyan y* : V — F leképezések, az tgynevezett linedris fiiggvények vagy
mas néven linedris funkciondlok halmazdt, amelyek eleget tesznek az aldbbi
feltételnek:

Vo,w eV :Vaf eF:y*(av+ pw) = ay*(v) + Sy (w) .
Ertelmezziik most a V* halmazon az ésszeaddst a
* * * * * def 4 *
Vyi,y €VEiVo e Vi (y7 +45)(v) = yi(v) + y2(v)

egyenloséggel és az F-beli skaldrokkal valo szorzdst pedig a

Vy* eV :VaeF:VveV: (ay")(v) défoz(y*(v))
egyenldséggel. A V* wvektortér ezekkel a miveletekkel F felett, amelyet a V
vektortér dudlisdnak nevezzik.

Tulajdonképpen igazolnunk kellene, hogy V* valoban vektortér, de a részletes
és formalis bizonyitast az olvaséra bizzuk. Segitséget nyujthatnak ehhez a
kovetkezb megjegyzések: Linedris fliggvények Osszege is, egy linearis fuggvény
skaldrszorosa is linearis fliggvény. A linedris fliggvények fenti Osszeaddsa kom-
mutativ és asszociativ, hiszen a fliggvények Osszeaddsa vissza van vezetve a
fliggvények értékeinek Gsszeadasara, és a fliggvényértékek az F test elemei. Az
azonosan zéro fiiggvény, tehat amely minden v € V vektorhoz a zér6 skalart
rendeli, a linedaris fiiggvények Osszeadasara nézve zérdelem. Végil, egy y* li-
nearis fliggvény ellentettje az a —y* fiiggvény, amely barmely v € V' vektornél
a —y*(v) skalart veszi fel értékiil. Igy tehat a linedris fiiggvények a definialt
Osszeadasra nézve Abel-csoportot alkotnak. Az, hogy az F test elemeivel vald
szorzas ugyancsak eleget tesz a skalarokkal valdé szorzastél megkdvetelt négy
tulajdonsagnak, megint csak azonnal adddik abbdl, hogy egy linedris figgvény
skalarral valé szorzasa vissza van vezetve a fiiggvény értékeinek skalarral vald
szorzasara.

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét arra a tényre, hogy az R,,_1[t] vektortér és

az R™ vektortér nagyon hasonléak, legalabbis ami elemeik Osszeadasat, illetve ska-

larral vald szorzdsat illeti. Ugyanis, ha tetszdleges p(t) = ag + a1t + ... +ap_1

tnfl

polinomnak megfeleltetjiik az egyltthatékbdl felépitett

Qo
aq

Qp—1

R™-beli szam n-est, akkor ez egy olyan egy—egyértelmii ® : R,_i[t] = R" meg-
feleltetés, amely felcserélhet6 a vektortérbeli miiveletekkel, azaz

(p(t) +q(t)) = 2(p(t)) + (q(t))

®(ap(t)) = a®(p(t))
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teljesiil. Azt mondhatjuk tehdt, hogy a vektorterek végeredményben csak elemeik
jelolésében térnek el egymastol.
Ez az észrevétel vezet el benniinket az izomorf vektorterek fogalmédhoz.

1.4.3 Definicié. Legyenek V és W ugyanazon F test feletti vektorterek és legyen
V=W
bijektiv leképezés (egy-egyértelmi raképezés), amely eleget tesz az aldbbi feltételnek:
Vz,ye V:Va,B €F: ®(ax+ fy) = a®(z) + 5D(y).

Akkor a V' és W wektortereket izomorfoknak nevezzik. A ® : V. = W bijektiv
leképezést izomorfizmusnak hivjuk.

A val6s egyiitthatés legfeljebb n— 1-edfokid polinomok R,,—1 [t] tere és az R™ koor-
dindtatér tehat izomorfak. A bevezetében vizsgalt sikbeli helyvektorok vektortere és
a kétdimenziés R? koordindtatér ugyancsak izomorfak. Kés6bb még szamos példat
fogunk latni vektorterek izomorfidjara, tobbek kozott azt is be fogjuk bizonyitani,
hogy az igynevezett véges dimenzids vektorterek és dudlisaik is izomorfak egyméssal.

Az eddigiek szerint egy vektortérben lehet vektorokat skalarral szorozni, ami vek-
tort eredményez, és vektorokat Gssze lehet adni, aminek megint vektor az eredmé-
nye. Most ezen miiveletekre tamaszkodva értelmezziik a linedris kombinacié fo-
galmét. Ehhez sziikség van skaldroknak egy {ai,...,a,} és vektoroknak egy
X = {x1,...,z,} rendszerére. Azért haszndljuk itt a kicsit univerzélis rendszer
elnevezést a halmaz helyett, mert megengedett, hogy ugyanaz a skalar, illetve vek-
tor tobb példdnya is szerepeljen. Az X' vektorrendszer {a;,i =1,...,n} skaldrokkal
képzett linedris kombindcidja az

121 + -+ Qpy

vektor. A rovidség kedvéért sokszor hasznélni fogjuk a szummaécios jelolést is, igy
példaul az el6bbi linearis kombindciot > ;- ; cyx;-vel is fogjuk jeldlni. Az is eléfordul,
hogy a vektorok megkiilonboztetésére egy I halmazbdl valé indexeket hasznalunk,
ilyen esetben azok linedris kombindciéjat > ;. ; ow;-nek irjuk. A lényeges az, hogy
amikor linearis kombindaciérdl beszéliink, akkor egy olyan vektorra kell gondolnunk,
amely el6éallithat6 véges sok vektor skalarszorosainak Osszegeként.

1. Gyakorlatok, feladatok

1. Mutassuk meg, hogy tetszoleges F test feletti V' vektortérben

(a) az ax vektor akkor és csak akkor a nullvektor, ha o az F test zér6 eleme,
vagy ha x a V zér6 vektora.

(b) az z(€ V) vektor —zx ellentettje megkaphaté gy, hogy az F test 1
egységelemének —1 ellentettjével szorozzuk az = vektort, azaz —x = —1z.

2. Legyen Cl, ) az [a, b] intervallumon folytonos valés fliggvények halmaza, ame-
lyet a fiiggvények szokasos Osszeaddsaval és valds szammal valé szokasos szor-
zésaval teszunk strukturava. Igazolja, hogy az igy kapott struktira valés vek-
tortér.
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. Tekintsiik a valds szamok R halmazat a szokdsos Osszeadassal és valés szammal

valé szokdsos szorzassal. Mutassuk meg, hogy R valds vektortér a fenti
miiveletekkel.

. Legyen T tetszOleges test. Mutassuk meg, hogy csakigy, mint az el6z6 fela-

datnal, F 6nmaga feletti vektortér.

. Legyen F az Gtelemii véges test. Soroljuk meg az F? koordinitatér elemeit.

. Legyenek V és W ugyanazon F test feletti vektorterek. Képezziik az V x W

Descartes—szorzatot, és azon értelmezziik az 6sszeadast a kovetkezdképpen:
V(v,w), (v, w) eV xW: (v,w)+ (v, w) %ef (v 4+, w+w).
Definidljuk az o € F skalarral valé szorzast is az
V(v,w) e VW :VaeF: a(v,w)déf(ow,aw)

egyenlOséggel. Az igy kapott strukturat jeloljiikk V' @ W-nel. Mutassuk meg,
hogy V @ W vektortér az F test felett.

. Legyen H tetszOleges nemiires halmaz, F test és V az Gsszes olyan

f:H—TF

fliggvények halmaza, amelyek a H halmaz legfeljebb véges sok eleméhez ren-
delnek nemnulla skalart. Ertelmezziik V-beli fliggvények Osszeaddsat minden
f,g € V-re az

def
(f+9)(h) = f(h)+g(h) (he€H)
és F-beli a skélrral vald szorzasat az

(@f) (W) L af(h) (he H)

egyenlGséggel. Mutassuk meg, hogy V' F feletti vektortér.

. + Jelolje RS)F” a pozitiv valés szam n-esek halmazat. Definidljuk Rgr”—on az

Osszeadast a kovetkezOképpen:

n def
vx:[élv"wfn]vy:[nl"'ann]GRS]F 3x+y:[§1'771:-~-7§n‘77n]7

ahol a jobboldalon a pozitiv valds koordinatak szokasos szorzata all. Es a valds
a skalarral valo szorzas legyen az

az (&), ... ()]

egyenl6séggel megadva. Mutassuk meg, hogy RS)F" valos vektortér ezekkel a
miveletekkel.
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1.5 Alterek

Az el6z6ekben lattuk, hogy a sik helyvektorai valés vektorteret alkotnak. De az egy
egyenesre esO helyvektorok alkotta részhalmaz is vektortér. fgy az altalunk vizsgalt
sikbeli helyvektorok vektorterében vannak olyan részhalmazok, amelyek maguk is
vektorterek.

A vektorterekre felsorolt példdink kozott szerepelt az Gsszes polinomok R[t] tere
és ugyancsak emlitettiik a legfeljebb n — 1-edfokd polinomok R,,_1[t] linedris terét.
Ez utébbi térben a miiveletek ugyantigy voltak értelmezve, mint az 0sszes polinomok
terében, tehdt az R,,_1[t] az R[t] vektortérnek olyan részhalmaza, ami maga is vek-
tortér.

1.5.1 Definicid. Legyen V wvektortér az F test felett és legyen M olyan részhalmaza
V-nek, amely maga is F feletti vektortér az eredeti térben értelmezett miveletekkel.
Akkor M-et a V' vektortér alterének nevezzik.

Az altérbeli vektorok Osszeaddsa, és skalarral vald szorzasa ugyanugy torténik,
mint az eredeti vektortérben, nem értelmeziink 4j miiveleteket. Ezért a miiveletek
nyilvanvaléan rendelkeznek azokkal a tulajdonsigokkal, amelyeket a vektortér
definiciéjaban megkoveteltiink. Ennek az észrevételnek egyszerli kovetkezménye a
kovetkezo allitas.

1.5.2 Allitas. Egy T test feletti V' wvektortér valamely nemires M részhalmaza
pontosan akkor altér, ha

(i) Vowe M :v+we M,

(ii) Vve M :VYa eF:av e M teljestiil.

Bizonyitas. A sziikségesség teljesen nyilvanvald. Az elegenddség igazolasdhoz
csak azt kell megmutatnunk, hogy a zérévektor és minden M-beli vektor ellentettje
is benne van M-ben. Ez viszont abbdl adédik, hogy a zéré skaldrnak barmely vek-
torral vald szorzata a zérd vektort adja, és barmely vektor —1-gyel valé szorzata
annak ellentettjét eredményezi. O

Amikor egy vektortér valamely részhalmazardl azt kell eldonteniink, hogy az
altér-e, akkor leggyakrabban a kovetkezd allitas hasznalhaté a kérdés megvila-
szoldsédhoz.

1.5.3 Allitas. Egy T test feletti V' wvektortér valamely nemiires M részhalmaza
pontosan akkor altér, ha zdrt a két tagu linedris kombindcio képzésre nézve, azaz

Vowe M :Va,B€F:av+ fw e M.

Bizonyitas. Tekintve, hogy az el6z6 tétel igaz, elegendd belatnunk azt, hogy
ez az allitds az el6zovel ekvivalens. Valdban, ha M zart a skalarral vald szorzésra,
akkor Vo,w € M :Va,08 € F: av,fw € M és a vektorok sszeaddsara vonatkozo
zartsaga miatt, akkor av + fw € M.
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Forditva, a linedris kombinaciéra vonatkozo zartsaghbdl az Osszeadasra, illetve
a skalarral valé szorzdsra vonatkozd zartsag azért nyilvanvald, mert ezek specidlis
linearis kombinaciok. Ugyanis

v+ w ha a=0=1,
av ha 6=0

av—l—ﬁw:{

d

Megjegyezziik, hogy teljes indukciéval konnyen igazolhatd, hogy ha egy vektortér
egy részhalmaza barmely két vektoranak minden linedris kombindaciéjat tartalmazza,
akkor barmely véges sok vektoranak Osszes linearis kombindcidjat is tartalmazza.

Az alterek kozott azt, amelynek egyetlen eleme a zérus vektor, azaz a {0} alteret,
és az egész vektorteret, mint 6nmaga alterét nem valédi altereknek mondjuk, a tobbi
alteret pedig valédi altereknek. Egy altér mindig tartalmazza legalabb a nullvektort,
igy alterek kozos része biztosan nemiires, sot igaz a kovetkezo allitas.

1.5.4 Allitas. Egy vektortér altereinek metszete is altér.

Bizonyitas. Ha az alterek metszetébdl kivalasztunk tetszélegesen két vektort,
akkor azok mindegyik altérnek elemei, ezért az (1.5.3) allitds szerint, azok barmely
linedris kombindcidja is mindegyik altérnek eleme, igy megint az (1.5.3) allitds fel-
hasznélasaval adédik, hogy a metszet altér. O

Az (1.5.4) allitds igaz volta lehetévé teszi, hogy egy V' vektortér tetszdleges A
részhalmaza segitségével generdljunk alteret.

1.5.5 Definicié. Legyen A tetszbleges részhalmaza a V' vektortérnek. Az A dltal
generdlt V(A) altér V édsszes A-t tartalmazd altereinek kézos része.

Az A részhalmazt V' generatorrendszerének fogjuk nevezni, ha V(A) = V teljesiil,
tehat ha az altala generdlt altér az egész vektortér.

Az A vektorhalmazhoz masképpen is rendelheto altér.

1.5.6 Definicié. Legyen lin (A) az A-beli vektorok dsszes linedris kombindcidjat
tartalmazo vektorok halmaza, iires A halmaz esetén pedig, megdllapodds alapjin az
egyelemi — a nullvektort tartalmazé — halmaz. lin (A)-t az A linedris burkdnak
nevezziik.

Megjegyzés: Hangsulyoznunk kell, hogy amennyiben A egy végtelen vektorhal-
maz, akkor lin (A) képzésekor az A Gsszes véges részhalmazénak Gsszes linedris kom-
binacigjat kell venniink, hiszen csak véges vektorrendszerre értelmeztiik a linedris
kombinacié fogalmat.

Nem nehéz beldtnunk, hogy lin (A) is altér. Az (1.5.3) &llitas szerint ehhez elég
azt megmutatni, hogy lin (A)-beli vektorok linearis kombinécidja is lin (A)-ban van.

Valéban ha
a:Zaiai, és a = Zﬁjag
il jeJ
tetszOleges lin (A)-beli vektorok tovabbd  és ~y tetszbleges skaldrok, akkor
Sa+~a' = daa; + > v6;d]

iel jed



1.5. ALTEREK 25

is lin (A)-beli vektor, hiszen A vektorainak linedris kombindacidja.

Egy vektortér valamely A részhalmaza &ltal generdlt altérnek definicié szerinti
megadasa nehezen megfoghatd. Megtalalni egy A részhalmazt tartalmazé Gsszes
alteret, majd azoknak a metszetét képezni, nem mutat ra, hogy a keletkezo alteret
milyen vektorok alkotjak. Ezért hasznos a kovetkezo tétel, amely kapcsolatot teremt
egy vektorhalmazhoz a fentiek szerint rendelt két altér kozott.

1.5.7 Tétel. Legyen A a V wvektortér tetszdleges részhalmaza, és jeldlje lin (A) az
A linedris burkdt, és V(A) pedig az A dltal generdlt alteret. Akkor lin (A) = V(A).

Bizonyitas. A lin(A) = V(A) igazoldsa végett vegyiik el6szor észre, hogy
V(A) C lin(A) hiszen lin (A) maga is egy A-t tartalmazd altér és V(A) az A-t
tartalmazé alterek metszete. Mésrészt lin (A) C V(A) nyilvan teljesiil, hiszen V(A)
altér 1évén, zart a linedris kombindcidra, és igy lin (A) minden elemét tartalmazza.

]

Az (1.5.7) tételt kihasznélva a tovdbbiakban egy vektortér valamely A részhalma-
za &ltal generdlt alteret lin (A)-val fogjuk jelolni. Egy vektortér tetszbleges vektor-
rendszerének is képezhetjiik a linedris burkat, nem lényeges, hogy minden vektornak
csak egy példanya szerepeljen a vektorrendszerben, és ez lehetové teszi, hogy egy
vektorrendszert is nevezhetiink ezentil generatorrendszernek, amennyiben annak li-
nearis burka az egész tér.

Az (1.5.4) &llitas szerint egy vektortér altereinek kozos része is altér. Alterek
egyesitésérél nem Aallithatjuk ugyanezt, de az alterek egyesitése altal generdlt al-
tereknek van egy figyelemre mélté tulajdonsaga.

1.5.8 Tétel. Legyenek X és'Y eqy V vektortér alterei.

(1) Akkor az egyesitésiik dltal generdlt lin (X UY') altér minden vektora eqy X -beli
és eqy Y -beli vektor osszege.

(2) Ho X NY a zérus altér, akkor a lin (X UY") altér minden vektora egyértelmien
all eld egy X -beli és eqy Y -beli vektor dsszegeként.

Bizonyitas. (1) A lin (X UY) elemei az X UY halmaz elemeinek linedris kom-
binacidi, azaz
x4 .t aszs+ By + -+ Brye
alakuak. Mivel X és Y alterek,

arx1+...+tagxs € X és Biyi+...+ Py €Y

és a tétel els6 allitasat ezzel igazoltuk.
A (2)-es 4llitds bizonyitdsa végett tegyiik fel, hogy valamely v € lin (X UY)
vektorra
v=x+y é v=2+y (r,2 €X, yyy €Y)
teljestil. Akkor az x +y = 2’ + v/ egyenl8ségbdl kovetkezik, hogy
r—2' =y —yecXnY,

hiszen x — 2’ nyilvdn X-beli és vy’ — y pedig Y-beli vektor. fgy, ha X-nek és Y-nek
a zérusvektor az egyetlen kozos eleme, akkor

/

r—2' =y —y=0, tehdt z=2" é y=y
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amint azt allitottuk. |
Ertelmezziik ezek utan az alterek direktosszegének fogalmat.

1.5.9 Definicié. Azt mondjuk, hogy a V vektortér az X és az'Y altereinek direkt-
dsszege, jelolése V=X @Y, ha X NY a zérusaltér, és V =1in (X UY).

Az (1.5.8) tételbdl azonnal kovetkezik a
1.5.10 Kovetkezmény. A V vektortér az X és'Y altereinek direktosszege akkor

és csak akkor, ha az X NY a zérusaltér és minden v € V wektor elddllithato egy
X-beli x vektor és eqy Y -beli y vektor osszegeként.

1 Példa. Tekintsiik most az R™ valds koordindtatér 6sszes olyan vektorainak az L
halmazat, amelyek komponenseinek 6sszege zérus, tehdt

L= o=l 6] |36 =0},
1=1

Megmutatjuk, hogy L altér.

Ehhez az (1.5.3) &llitds szerint elegenddé a linedris kombindciéra vonatkozé
zartsagot igazolni. Legyenek ezért
& m
r= : és y=| :
én Tin
tetszOleges L-beli vektorok és a és [ teszbleges valds szamok. Az ax + [y vektor
komponenseinek az Osszege

Z(a§i+ﬂ7h’) 206252'4-52772' = a0+ 50 =0.

i=1 i=1 i=1
Ezért ax 4+ By € L és igy L valéban altér. a
A kovetkezd példa kedvéért bevezetiink egy 1j fogalmat.

1.5.11 Definicié. Legyen M az F test feletti V' wvektortér valamely részhalmaza
(nem feltétlendil altér), és legyen M° a V* dudlis vektortér azon részhalmaza, amely
pontosan azokat az y* linedris figgvényeket tartalmazza, amelyekre

VeeM:y*(z)=0
teljesiil. Az M° halmazt az M annulldtordnak nevezzik.

2 Példa. Mutasuk meg, hogy M° altere a dudlis V* vektortérnek.

Megoldds: Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy M° nemiires, hiszen az azonosan
zéré linedris fiiggvény minden vektorhoz a zérd skalart rendeli, igy M° biztosan
tartalmazza az azonosan zéré linedris fiiggvényt. Az (1.5.3) allitas szerint azt kell
még megmutatnunk, hogy M°-beli linearis fliggvények tetszdleges linedris kombina-
ciéja is M°-ben van. Ha yj,y5 € M° tovibba « és [ tetszOleges F-beli skalarok,
akkor barmely x € M-re

(ayi + By3)(z) = ayi(x) + Bys(z) = a0 + 50 = 0,

igazolva, hogy ayj + By; € M°. a
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2. Gyakorlatok, feladatok

1. Igazolja, hogy amennyiben Y altere a V' vektortér X alterének, akkor Y altere
V-nek is.

2. Mutassuk meg, hogy ha A és B olyan részhalmazai a V vektortérnek, hogy
A C B teljesiil, akkor lin (A) altere lin (B)-nek.

3. Legyen
L={zeR"|z=[a,a+9,...a+ (n—1)0];a,0 € R},

tehat L elmei azok az n-esek, amelyeknek egymast koveto elemei szdmtani
sorozatot alkotnak. Altér—e L7

4. Legyen L olyan z € R" vektorok halmaza, amelyeknek komponensei egy mér-
tani sorozat egymas utani elemei. Altér-e L?

5. Tekintsiik az [a,b] intervallumon Riemann-integralhaté fliggvények vektorte-
rének azon I részhalmazat, amely pontosan azokat az f fliggvényeket tartal-
mazza, melyekre ff f(x)dx = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy I altér.

6. Igazolja, hogy a valés Cauchy-sorozatok alterét alkotjak az Osszes valds
szamsorozatok vektorterének. Igaz vajon ugyanez az allitds a divergens valds
szamsorozatokra is?

7. HaV és W az T test feletti vektorterek, akkor az az els6 szakasz 6. feladatdaban
latott modon értelmezett V @ W is F feletti vektortér. Mutassuk meg, hogy
vannak V ® W-nek olyan V és W alterei, amelyek izomorfak V-vel, illetve
W-vel, és V@ W az V és W altereinek direktosszege.

1.6 Linearis fiiggetlenség és Osszefiiggoség

A cimben jelzett linearis fiiggetlenség, illetve linearis Osszefiiggdség vektorrend-
szerekre vonatkozé fogalmak, és a linearis algebra taldn legalapvetébb fogalmai.
Olyannyira, hogy megértésiik nélkiil nem épitheté tovabb a vektorterek elmélete.
Ezért a kovetkez6 részben kicsit talan a sziikségesnél is t6bb magyarazattal fog
talalkozni az olvaso.

A kozépiskolaban vektoralgebrai tanulmanyaik soran megallapitottak, hogy ha
adott a sikban két tetszOleges, nemzéro és nem egy egyenesre esO vektor, akkor ezek
linearis kombinaciéjaként a nullvektor csak dgy kaphatd, ha mindkét vektort a zérd
skalarral szorozzuk, majd az igy kapott vektorokat adjuk 6ssze. Teljesen hasonléan,
ha tekintiink harom nem egy sikba eso6 térbeli helyvektort, ezek linearis kombinécidja
csak abban az esetben egyenl6 a nullvektorral, ha a linearis kombinédciéban szerepld
skalar egytitthaték mindegyike nulla. Fzt a tulajdonsidgot altaldnositva jutunk a
linearisan fliggetlen vektorrendszer alabbi fogalmahoz.
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1.6.1 Definicié. Egy vektortér vektorainak eqy X = {z1,...,x,} rendszerét line-
arisan figgetlennek nevezziik, ha

n
Zaixi:0:>a1:...:an:0.
=1

Szavakkal is megfogalmazva ugyanezt, azt mondhatjuk, hogy egy vektorrendszer
pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha vektorainak a linearis kombindcidja csak
ugy lehet a zérévektor, ha a linearis kombinacidoban szerepl6 skaldrok mindegyike a
zér6 skaldr. Azt a linedris kombinéciét, amelyben minden skaldr egyiitthaté zérus,
trividlis linedris kombindcionak mondjuk. Természetesen barmely vektorrendszer
trivialis linearis kombindcidja zérévektor, de vannak olyan vektorrendszerek is —
példaul magat a zérévektort is tartalmazd vektorrendszerek — amelyek nemcsak
trivialis linedris kombindciéval tudjék a zérévektort eldallitani.

A linedrisan nem fliggetlen vektorrendszert linedrisan dsszefliggének vagy roviden
linedrisan fliggének hivjuk. Ez tehat azt jelenti, hogy egy {y1,...,ym} vektorrend-
szer pontosan akkor linedrisan 0sszefligegd, ha léteznek olyan [y, . .. B, skaldrok, hogy
legalabb egy koziiliikk nem nulla, mégis >, Biy; = 0.

Felvetédik a kérdés, hogy linedrisan fliggetlen, vagy Osszefiigg6 az lires vektor-
rendszer, amelynek egyetlen vektor sem eleme. Tekintve, hogy linedrisan 6sszefliggd
csak akkor lehetne, ha vektorainak nemtrividlis linedris kombindaciéjaként eléallitha-
té lenne a zérévektor, és ez az lires vektorrendszerre nem teljesiil, az tlires vektor-
rendszer linedrisan fiiggetlen.

Tekintsitk a valés polinomok R[t] vektorterében a pi(t) =t, pa(t) =1t —1,
p3(t) =t + 1 vektorokat (polinomokat). Ezek linedrisan fiiggé rendszert alkotnak,
hiszen a pa(t) + p3(t) — 2p1(t) = 0. Megjegyzendd ugyanakkor, hogy R[t]-ben vannak
tetszéleges elemszamu linedrisan fliggetlen vektorrendszerek is, mert tetszoleges n
pozitiv egész mellett, az {1,t,...,t"} vektorrendszer (polinomrendszer) linearisan
fiiggetlen, hiszen ezen polinomok linearis kombindcidja csak gy lehet az azonosan
zér6 polinom, azaz

aol +aqt+ -+ apt" =0,

ha

aozalz...:an:().
3 Példa. Mutassuk meg, hogy ha az {x1,...,x,} vektorrendszer linedrisan fiig-
getlen, akkor az {x1,x2 — x1,...,Tn — Tn_1} vektorrendszer is linedrisan figgetlen!

A definicié értelmében a vektorrendszerrél igy lathatjuk be, hogy lineérisan fiig-
getlen, ha sikeriil megmutatni, hogy vektorai linearis kombindaciéja csak gy lehet a
nullvektor, ha minden skaldr egyiitthaté nulla. Legyen ezért

a1y + ap(ry — 21) + -+ (v, — 2-1) =0,

ahol az {a; (1 =1,...,n)} egyiitthatok egyel6re ismeretlenek. Ha ezekrél az egytitt-
hatokrdl ki tudjuk deriteni, hogy mindegyike csak nulla lehet, akkor a vektorrendszer
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linearisan fiiggetlen. Ez tehat a feladatunk. A vektoregyenlet, baloldaldnak atren-
dezése utan
(al - 042)5171 +---+ (an—l - an)xn—l + anxy = 07

amibdl az {x1,...,x,} vektorrendszer fiiggetlensége miatt kovetkezik, hogy
al— Qe =...=Qp_1— Qp = ay = 0.

De ha o, = 0 és a1 — o, = 0, akkor a,,_1 = 0 és hasonldéan 1épésrdl 1épésre
visszafelé haladva kapjuk, hogy a1 = g = ... ap—1 = o, = 0. Ezzel megmutattuk,
hogy a linearis kombinécié a trividlis kellett legyen. O

A linearis fiiggetlenség, illetve a linearis Osszefliggdség vektorrendszerek tulaj-
donsaga, mégis sokszor fogjuk mondani vektorokra, hogy azok linedrisan fliggetle-
nek, vagy linearisan fiiggok. Természetesen ezen azt értjiik, hogy az altaluk alkotott
vektorrendszer rendelkezik a mondott tulajdonsaggal.

Az aldbbiakban felsorolunk néhdny nagyon egyszerii allitdst, igazoldsukat az
olvaséra bizzuk.

1. a zérovektort tartalmazé vektorrendszer linearisan 6sszefliggd,

2. ha egy vektorrendszerben egy vektor legalabb két példanya benne van, akkor
a rendszer linedrisan Osszefliggd,

3. egyetlen nemzérd vektort tartalmazé vektorrendszer linedrisan fiiggetlen,

4. linedrisan fliggetlen vektorrendszer minden nemiires részrendszere is linedrisan
fliggetlen.

A kovetkezo tétel linearisan Gsszefiiggd vektorrendszerek egy nagyon fontos tu-
lajdonséagat irja le.

1.6.2 Tétel. Egy X = {x1,...,x,} vektorrendszer pontosan akkor linedrisan
0sszefliggs, ha valamelyik vektora kifejezhetd a tobbi vektora linedris kombindcidja-
ként.

Bizonyitas. Ha X linedrisan 0sszefliggd, akkor van vektorainak olyan nem-
trividlis linearis kombinaciéja ami zérévektor. Legyen a zérévektornak egy ilyen
nemtrivialis eloallitasa az

oarxry + -+ apzy, = 0.

Legyen mondjuk az a; nemzéré egyutthaté. Akkor az

e Qi1 Q+1 Qp
Tj=——"—T1 — "+ — Li—1 — T4l — A
Q; Qy Q Q

szamolas mutatja, hogy a feltétel sziikséges.
Forditva, ha

x; = prer+ -+ Bicixicl + Biv1%iy1 + - - + Bnn,

akkor
Brxr + -+ Bicixi—1 — xi + Big1%ipr + -+ By, =0
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egy nemtrividlis el6allitdsa a zérovektornak — hiszen az x; egyilitthatéja nem nulla
— tehdt a vektorrendszer linedrisan Osszefiiggo. O

A fentiekben bizonyitott tétel kicsit élesithet6 abban az esetben, ha a vektor-
rendszer nem tartalmazza a zérovektort.

1.6.3 Tétel. Egy a zérdvektort nem tartalmazé X = {x1,...,x,} vektorrendszer
pontosan akkor linedrisan 0sszefiiggd, ha létezik olyan i (2 < i < n) index, hogy x;
kifejezhetd az x1,...,x;—1 vektorok linedris kombindcicjaként.

Bizonyitas. Ha az X vektorrendszer linearisan Osszefiiggd, akkor létezik vek-
torainak olyan nemtrividlis linedris kombinécidja, ami a nullvektort adja, mondjuk:

a1x1+ -+ apr, =0

Tegylik fel, hogy ¢ a legnagyobb indexii nemzérd egytlitthatd a linearis kombindcié-
ban, azaz

arry 4+ o =0

is teljesiil és a; # 0. Mivel egyetlen nemzéré vektorbdl 4llé vektorrendszer nyilvan
linedarisan fliggetlen, ¢ > 2. Akkor a vektoregyenlet atrendezésével kapjuk, hogy
o o1

Ty—=——T1] — ...— Ti—1,
(67} &%)

amint azt allitottuk.
Forditva, ha

z; = bz + -+ Bz

valamely ¢ (2 < i < n)-re, akkor
frry + -+ Bic1ri-1 — i + 0wy + - + 0z, = 0

a zérévektor nemtrividlis eléallitasa a vektorrendszer vektorainak linearis kombiné-
ciéjaként, igazolva annak linedris OsszefiiggOségét. O

Az a definicié nyilvdnvalé koévetkezménye, hogy linedrisan Osszefliggd vektor-
rendszer vektorainak linearis kombinacidjaként a zérovektor tobbféleképpen is elo-
allithatd, hiszen ha Y ;" Biy; = 0 egy nemtrividlis el6éllitas és a egy tetszbleges
nemzér6 skalar, akkor a ity Biy; = Y imq afiy; = 0 is nemtrividlis el6éllitas lesz.
Ez nemcsak a zérévektorra igaz, hanem az is teljesiil, hogy amennyiben egy a vektor
eloallithato egy linearisan Osszefiiggd vektorrendszer vektorainak linearis kombind-
cidjaként, akkor ez nemcsak egyféleképpen lehetséges. Valéban az a = ;" vivi
eldéllitas mellett az a = >°1% (i + af;)y; eléallitasok is lehetségesek.

A kovetkezd tételben azt bizonyitjuk, hogy a linedrisan fiiggetlen vektorrend-
szerek esetében nemcsak a zérévektor, de minden olyan vektor, amely el6allithaté a
vektorrendszer vektorainak linearis kombinaciéjaként, egyértelmiien allithato elo.

1.6.4 Tétel. Az X = {x1,...,x,} vektorrendszer akkor és csak akkor linedri-
san fiiggetlen, ha bdrmely olyan a vektor, amely benne van X linedris burkdban,
egyértelmiien dllithato eld X wvektorai linedris kombindciojaként.
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Bizonyitas. El6szor feltessziik, hogy

n n
a= E oa;r; és a= E Bix;
i=1 i=1

az a vektor eldallitdasai. Akkor képezve a vektoregyenletek kiilonbségét, kapjuk, hogy

n

0="> (ai— B

i=1
és ebb0l mivel a feltétel szerint X linearisan fiiggetlen
al—ﬁlz...:an—ﬁnzo,
tehat
] :/617"'70471:6717

igazolva, hogy az a elballitasa egyértelmii.

Az elegendOség nyilvanvald, hiszen ha a zérévektor, ami biztosan kifejezheté X
vektorai trividlis linearis kombindacidjaként, masképpen nem allithaté eld, akkor ez,
definici6 szerint X' linedris fliggetlenségét jelenti. O

3. Gyakorlatok, feladatok

1. Legyen F3 az F test feletti koordindtatér. A F3-beli

&1 m G1
Tr = 52 , Y= 2 , 2= CZ
&3 3 (3

vektorrendszer linearis fiiggetlenségének vizsgalatat végezziik a kovetkezd mo-
don. Tegytik fel, hogy «, § és «y olyan F-beli skalarok, hogy ax + By + vz = 0,
ami a vektorok komponenseire vonatkozéan azt jelenti, hogy

ai+Pm+1G = 0,

afa+ P+ = 0,

afs+ Pz +¢ = 0.
Ez tehat adott z, y és z vektorok mellett, egy harom ismeretlenes egyenletrend-
szer «a, (3 és y-ra nézve. Az egyenletrendszert megoldhatjuk a kozépiskolaban
tanult médszerek valamelyikével. Ha azt talaljuk, hogy az egyenletrendszernek
az a = 3 = v = 0 az egyetlen megoldésa, akkor az x, y, z vektorrendszer li-

nedrisan fiiggetlen. Ha van mas megoldas is, akkor a vektorrendszer linearisan
Osszefiiggo.

Felhasznélva a fentiekben adott médszert, igazolja, hogy az R? térben az

1 0 0 1
ol, 1], o], |1
0 0 1 1

vektorok rendszere linedrisan Osszefiiggd, de koziiliik barmelyik harom linea-
risan fiiggetlen rendszert alkot!
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2. Tételezziik fel, hogy valamely vektortérben az =, y és z vektorok linedrisan
fuggetlen rendszert alkotnak. Dontse el, hogy az z +y, y+ 2z és a z + x
vektorokbdl all6 rendszer linedrisan Gsszefliggd, vagy fuggetlen!

3. Tekintsiik a valés szamok R halmazat, mint racionélis vektorteret, azaz minden
valos szam vektorként szerepel, amelyek 0sszeadédsa a szokdsos modon torténik,
de skalarszorzoként csak racionalis szamot engediink meg. Mutassa meg, hogy
az R-beli 1 és & vektorok akkor és csak akkor alkotnak linedrisan fliggetlen
rendszert, ha & irraciondlis szam.

4. A C? komplex vektortérben az

[ <o

vektorok linearisan Osszefiiggd rendszert alkotnak, mert x — iy = 0. Igazolja,
hogy ha C2-t valés vektortérként kezeljiik, akkor ugyanezek az z, y vektorok
linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak.

1.7 Vektortér dimenzidja és bazisa

Az alterekrol szol6 részben emlitettiik, hogy ha egy vektortér valamely részhalmaza
altal generalt altér az egész tér, akkor azt a részhalmazt generatorrendszernek
nevezzik. Ezt az (1.5.7) tétel bizonyitdsa utan azzal egészitettiik ki, hogy ha egy vek-
torrendszer linedaris burka az egész tér, akkor azt a vektorrendszert is generdtorrend-
szernek nevezziik, fiiggetleniil attél, hogy az halmaz, vagy esetleg egy vektoranak
tobb példanya is szerepel a rendszerben. Természetesen egy vektortérnek mindig
van generatorrendszere, hiszen az egész vektortér dnmaga generatorrendszere, de
nagyon sok kiilonb6z6 valédi generdtorrendszere is lehet. Az azonban mér jellemzé
a vektortérre, hogy van-e véges sok vektort tartalmazd generatorrendszere, vagy
mindegyik végtelen szamossdgi. Ennek megfeleléen azt mondjuk, hogy egy vektor-
tér véges dimenzids, ha van véges generatorrendszere; végtelen dimenzids, ha minden
generatorrendszere végtelen sok vektort tartalmaz. Mi ebben a jegyzetben véges di-
menzids terekkel kapcsolatos eredményeket kozliink, de az analizis tanulméanyaink
soran megismert vektorterek kozott sok végtelen dimenzids volt.

1.7.1 Definicié. A V wégesen generdlhato vektorteret n-dimenzidsnak mondjuk,
ha van n vektort tartalmazé generdtorrendszere, de bdarmely n-nél kevesebb vektort
tartalmazo vektorrendszere mdr nem generdtorrendszere V-nek. A 'V wvektortér di-
menziojat dim V -vel jeloljik.

A térbeli rogzitett kezddponti, tgynevezett helyvektorok tere véges dimenzids,
hiszen minden ilyen vektor felbonthaté harom, nem egy sikba esé vektor iranyaba
mutaté vektor Osszegére, ami pontosan azt jelenti, hogy mindegyik megkaphaté
hérom nem egy sikba es6 vektor linearis kombindaciéjaként. Igy ez a vektortér
generalhat6 harom elemii generatorrendszerrel. Mivel hdromnal kevesebb helyvektor
nyilvanvaléan nem elegendd e vektortér generaldsdhoz, ezért az 3-dimenzids.

A valds egytitthatés polinomok R[t] vektortere ezzel szemben végtelen dimen-
zi0s, hiszen egyetlen polinom sem allithaté el6 fokszaméanal alacsonyabb foku poli-
nomok linearis kombindciéjaként, ezért minden n nemnegativ egészre kell legyen
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n-edfoku polinom R[t] barmely generdtorrendszerében. Nem nehéz beldtni, hogy az
{1,¢,¢2,...,t", ...} végtelen sok polinombdl 4ll6 rendszer generatorrendszere R[t]-
nek.

Az analizis tantdrgy tanuldsakor megismert legtobb vektortér ugyancsak végtelen
dimenzi6s, példdul az [a,b] intervallumon folytonos fiiggvények Ci, ) tere is.

A generatorrendszerek olyan szerepet jatszanak a vektorterek épitményében,
mint példdul egy televizié Gsszedllitdsdnal az alkatrészek. A késziilék Osszedllitdsa-
nal hasznalt kondenzétorok, illetve ellenalldsok némelyike azonban nem feltétleniil
sziikséges, azok helyettesithetok mas kapacitdsi, illetve ellendlldsi egységek soros
és/vagy parhuzamos kapcsoldsdval. Persze nem hagyhaté el minden kondenzéator és
minden ellenallas, mert azok nélkiil TV késziilék nem épitheto.

Egy V vektortér valamely generatorrendszere is tartalmazhat nélkiilozhet6 vek-
torokat, némelyik eleme esetleg elhagyhatd, amennyiben a megmaradt vektorok line-
aris kombinacidjaként az eldallithato. Ennek megfeleléen bevezetjiik a kovetkezo eln-
evezést. Egy V vektortér valamely X generatorrendszerét minimdlis generdtorrend-
szernek nevezziik, ha barmely vektoranak elhagyasaval kapott részrendszer mar nem
generatorrendszere V-nek. A minimalis generdtorrendszer elnevezés helyett gyako-
ribb a bazis szd hasznalata. Tekintve, hogy véges dimenziés konkrét vektorterek
vektorrendszereinek linedaris fiiggetlenségét, illetve, hogy egy adott vektor kifejezhe-
t6-e a vektorrendszer elemeinek linedris kombindciéjaként, nem nehéz ellendrizni, a
bézis fogalmét a kovetkez6 ekvivalens definicidval adjuk meg.

1.7.2 Definicié. A wvéges dimenzids V wvektortér eqy X vektorrendszerét bdzisnak
vagy koordindtarendszernek nevezzik, ha

(i) linedrisan figgetlen rendszer,

(ii) V-nek generdtorrendszere.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi a bézisa a zérd vektortérnek, hiszen annak egyetlen
eleme a zérdvektor, és a zérovektort tartalmazd vektorrendszerek linearisan Ossze-
fliggbek. Mivel az iires vektorhalmaz nyilvan miniméalis generdtorrendszere a zéré
vektortérnek, a zérd vektortér bazisa az iires vektorrendszer. Ez 6sszhangban van
korabbi megéllapodasunkkal miszerint az iires halmagz linearis burka a zéré vektortér.
A tovabbi vizsgalataink szempontjabdl a zéréd vektortér érdektelen. Ezért, hogy al-
litdsaink megfogalmazdsa ne legyen feleslegesen koriilményes, a tovabbiakban felté-
telezziik, hogy a vizsgalt vektorterek kiilonboznek a zérd vektortértol.

Megjegyezziik, hogy a definici6 (ii) feltétele azt jelenti, hogy a tér minden vek-
tora kifejezhet6 az X vektorainak linearis kombindciéjaként, hiszen az (1.5.7) tétel
értelmében, X' pontosan akkor generdtorrendszere V-nek, ha lin (X') = V. Mésrészt
az (1) feltétel miatt az (1.6.4) tétel felhasznalasaval az is adddik, hogy a tér minden
vektora egyértelmiien allithatd el6 a bazisvektorok linearis kombindaciéjaként. Igy
annak igazoldsdhoz, hogy véges dimenzids vektorterek esetén a minimalis generator-
rendszer fogalma és az altalunk adott bazis definicié valdoban ekvivalens csupan az
alabbi allitast kell bizonyitanunk.

1.7.3 Allitas. Egy véges dimenzios V wvektortér valamely X generdtorrendszere
akkor és csak akkor minimdlis, ha linedrisan fiiggetlen.
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Bizonyitas. A sziikségesség indirekt érveléssel azonnal adédik. Ha ugyanis X' =
{x1,...,x,} minimélis generatorrendszer, de linedrisan Osszefliggd, akkor valamelyik
vektora, mondjuk x; kifejezhet6 a tobbi vektora valamilyen

T =0T+ Q1T+ Q1T o Qy (1.1)
linearis kombindcidjaként. Akkor viszont V' barmely
y=01w1+ -+ Bizi+ -+ Bun (1.2)

vektora kifejezheté a X'\ {x;} vektorrendszer elemeinek linedris kombindcijaként
is, csupan az (1.2) egyenletben x; helyébe az (1.1) egyenlet jobboldaldt kell behe-
lyettesiteni.

y=pixi+---+ Gic1zi—1+
+0i(army + -+ Qo1Ti—1 F Q1 Tip1 + o+ Q)+
+Biv1%ip1 + -+ Bpzy =

= (b1 + Biar)xr + - +(Bic1 + Bici—1)Ti1+
+(Big1 + Biig1)xig1 + -+ + (Bn + Bian) Ty

Tehat az x; vektor elhagyhaté anélkiil, hogy a maradék rendszer megsziinne gene-
ratorrendszer lenni, ellentmondva az X generatorrendszer minimalitdsdnak.

Az elegendOség talan még egyszertibben kaphatd, ha ugyanis az X generator-
rendszer linedrisan fliggetlen, akkor egyik vektora sem fejezhet6 ki a tobbi vektora
linearis kombinéacidjaként, kovetkezésképpen, barmelyik vektoranak elhagydsdval a
maradék rendszer mar nem generatorrendszer, bizonyitva, hogy X minimélis. O

Az el6zéekben lattuk, hogy ha egy véges dimenzids vektortér egy generator-
rendszerébdl elhagyunk olyan vektort, amely eléallithaté a megmaradtak linedris
kombinaciéjaként, akkor a maradék vektorrendszer is generatorrendszer. Ha pedig
mar linearisan fliggetlen, akkor bazis. Tehat igaz az alabbi kovetkezmény:

1.7.4 Kovetkezmény. FEgy véges dimenzids vektortér minden generdtorrendszere
tartalmaz bazist.

A véges dimenziés vektorterek dimenziéja tjrafogalmazhaté. Azt mondhatjuk,
hogy egy V vektortér n-dimenziés, ha van n vektort tartalmazd bazisa, de — és
ez egyelére nem nyilvanvalé — nincs n-nél kevesebb vektort tartalmazé bézisa. A
kovetkezo tételben éppen azt kivanjuk igazolni, hogy a tér dimenzidja egy tetszoleges
béazisa vektorainak szamaval egyenlo.

1.7.5 Tétel. Tetszbleges véges dimenzios vektortér bdrmely két bdzisdban ugyan-
annyi vektor van.

Bizonyitas. Tekintsiink két tetszOleges bazist, az egyik legyen az X =
{z1,...,2,}, és a masik pedig az VY = {yi1,...,ym} vektorrendszer. Az S =
{y1,21,...,x,} vektorrendszer nyilvanvaléan generatorrendszer, de nem linedrisan
fiiggetlen rendszer, hiszen az y; a X-beli vektorok linearis kombinaciéja. Akkor,
az (1.6.3) tétel szerint létezik olyan ¢ (1 < ¢ < n) index, hogy x; linedris kombi-
naciéja az yi,e1,...x;—1 vektoroknak. (Az i index most azért lehet esetleg 1 is,
mert a Sy vektorrendszerben x; mér a masodik elem.) De akkor az 8] = &1 \ {z;}
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vektorrendszer is generatorrendszer. Folytassuk ezt a vektorcserét tovabb, vegyiik
az Sy = S U{y2} = {v1,92,21,...,%i—1,%i41,...,2n} linedrisan Osszefiiggd (mert
S/ generatorrendszer) vektorrendszert. Megint az (1.6.3) tétel alapjdn létezik olyan
J (1 <35 < n,j# i) index, hogy x; az yi,y2 és a j-nél kisebb indexti So-beli zy,
vektorok linedris kombindcidja. Sy = Sy \ {z;} tehdt tovdbbra is generdtorrend-
szer és az S3 = S5 U{y3} generdtorrendszer pedig linedrisan Gsszefiiggs. Hasonl6an
folytatva X-beli vektorok V-beli vektorokkal valé kicserélését végiil eljutunk az S,
generatorrendszerhez, ami mar ) minden elemét tartalmazza, mikézben pontosan
m darab X-beli vektort hagytunk el, tehat X elemeinek a szdma nem lehetett kisebb
m-nél. Az, hogy a vektorcserék soran mindig X-beli vektort kellett elhagynunk abbdl
kovetkezik, hogy Y linearisan fliggetlen rendszer, igy az eljaras barmelyik 1épésénél
az S; generatorrendszert az Y-beli vektorok mellett még szereplé X-beli vektor(ok)
tették linedrisan Osszefiiggévé. Megismételve ezt a gondolatmenetet, csak most X' és
Y szerepét felcserélve, kapjuk, hogy V-nak sem lehet kevesebb eleme, mint X-nek,
azaz mindkét bazis ugyanannyi elemet kell tartalmazzon. O

Most mar azt is allithatjuk, hogy egy véges dimenziés vektortér barmely bazisa-
ban a vektorok szama a tér dimenzidja.

Ha a bizonyitast ujra végiggondoljuk latjuk, hogy kicsit altalanosabb eredményt
igazoltunk, és ezt kovetkezményként meg is fogalmazzuk.

1.7.6 Kovetkezmény. Ha egy vektortérnek X = {x1,...,x,} tetszdleges generd-
torrendszere és Y = {y1,...,ym} pedig tetszdleges linedrisan fiiggetlen vektorrend-
szere, akkor m < n.

Azt 1atjuk tehat, hogy egy linedrisan fliggetlen vektorrendszer elemeinek a szama
kisebb, vagy egyenld, mint a vektortér dimenzidja és egyenloség pontosan akkor
teljesiil, ha a vektorrendszer egyuttal generatorrendszer is, azaz bazis. Felmeriil a
kérdés, hogy vajon nem lehetne-e egy tetszOleges linearisan fliggetlen vektorrend-
szert bazissd kiegésziteni? A vélasz igenld, amit az alabbi allitdsban fogalmaztunk
meg.

1.7.7 Allitas. Eqgy véges dimenzios V' vektortérnek bdrmely linedrisan filiggetlen
Y ={y1,...,Ym} vektorrendszere kiegészithetd bazissd.

Bizonyitas. Az ) vektorrendszer a V' térnek valamilyen alterét generalja. Mivel
ez az altér ) linedris burka, ezért ebben ) béazis. Ha a lin ()) valédi altér, akkor a
V\lin ()) nemiires részhalmaz barmely x; vektora linedrisan fiiggetlen ) vektoraitol.
Ha most az )’ = {y1, ..., Ym,x1} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer mar generator-
rendszer is, akkor készen vagyunk, ellenkez6 esetben van V-nek olyan eleme, amely
nincs benne )’ linedris burkdban és azzal bévithetjiik )'-t. Ez az eljards folytathato
mindaddig, amig végiil a kapott linedrisan fiiggetlen vektorrendszer mar az egész V'
vektorteret generalja, tehdt annak bazisa. V véges dimenzids volta biztositja, hogy
bovitési eljardasunk véges 1épésben befejezodik. O

Egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer, 1djabb vektorok hozzavételével ki-
bovitheté generdtorrendszerré gy, hogy linedaris fliggetlenségét megdrzi. Ettol
kezdve azonban, mar barmely vektor hozzavétele a vektorrendszert linearisan 6ssze-
fligg6vé teszi, azaz a tér bazisa maximdlis, linedrisan flggetlen vektorrendszer. A
tér egy bazisa tehat megkaphaté tgy, hogy kiindulva egy generatorrendszerébdl, a
" felesleges” vektorokat elhagyva, azt minimalizaljuk, vagy egy linedrisan fiiggetlen
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vektorrendszeréhez 11j vektorokat hozzavéve addig bovitjiik, amig az a linearis fiigget-
lenség megorzése mellett lehetséges. Ezért igazak az alabbi tételben megfogalmazott
allitasok.

1.7.8 Tétel. (a) Egy n-dimenzids V wvektortérben barmely n+1 elemet tartalmazo
vektorrendszer linedrisan 6sszefiiggd.

(b) Egy n-dimenziés V' wvektortérnek egy n elemi vektorrendszere pontosan akkor
bdzis, ha linedrisan fiiggetlen.

(¢) Egy n-dimenzids V wvektortérnek egy n elemi vektorrendszere pontosan akkor
bdzisa, ha az generdtorrendszer.

Miel6tt példakat adunk vektorterek dimenzidjanak meghatarozasara, megadjuk a
vektorrendszerek rangjanak fogalmat, amellyel sok mas linedris algebraval foglakozd
konyvben talalkozhat az olvaso.

Legyen A = {ai,...,am} egy V vektortér valamely vektorrendszere. Ha létezik
A-nak r elemii linedrisan fliggetlen részrendszere, de minden r+1 vektort tartalmazé
részrendszere mar linedrisan Osszefiiggd, akkor az A rangja a nemnegativ r szam.
Az A vektorrendszer rangjit p(.A)-val jeloljiik. Nagyon kénnyi igazolni, hogy p(.A)
éppen az A vektorrendszer altal generalt lin (A) altér dimenzidjaval egyenld, ezért
vektorrendszerek rangjara vonatkozé allitasokat kiilon nem fogalmazunk meg ebben
a jegyzetben.

A térbeli, rogzitett kezd6pontt, helyvektorok terében valasszunk hdrom, paronként
merdéleges vektort, amit az alabbi 1.8 dbran a-val, b-vel és c-vel jeloltiink, és vegyiink
egy tetszoOleges, d-vel jelolt negyediket.

Bb

1.8. 4bra: Bazis a 3-dimenzids térben

Amint az lathatd, a d vektort el6 tudtuk allitani az a, b és ¢ vektorok line&-
ris kombindciéjaként. Az a,b,c harmas tehat e térnek generatorrendszere. Persze
az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fliggetlen is, azaz bézis. Tulajdonképpen az
a, b, ¢ vektorokkal a jél ismert térbeli Descartes—féle koordindta rendszert vettiik
fel, annak tengelyeit az a, b, ¢ vektorok skalarszorosai alkotjdk. Ezért mondhatjuk,
hogy maga az a, b, ¢ vektorrendszer a koordinata rendszer.

4 Példa. Megmutatjuk, hogy az R™ valos koordindtatér n-dimenzios.
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Ennek a kijelentésnek az igazolasara megadjuk R™ egy n-elemii béazisat. Legyen

F 0

L 0]
az az n-es, amelyben pontosan az i-dik komponens az l-es és a tobbi 0, amit a
tovabbiakban i-dik egységvektornak neveziink, és legyen € = {ey, ..., e,} az egység-

vektorok halmaza. Tekintve, hogy

aq 0
Zaiei: : = =S ar=...=0,=0,

=1 Qn 0
& fiiggetlen vektorrendszer, masrészt egy tetszoleges
&1

T = cRrR"

n
vektor eldallithato az E-beli vektorok

n
=Y e
i=1

linearis kombinacidjaként, igazolva, hogy £ generdtorrendszer is. Ezzel € bazis voltat
igazoltuk, és mert n eleme van, azt is, hogy R™ n-dimenzids. a

A fenti igazolas sz6 szerint atviheté tetszdleges F test feletti F™ koordindtatérre,
természetesen az F test egység— illetve zérdelemét haszndlva a béazisvektorok kon-
strualdsakor. Tehat allithatjuk, hogy a tetszileges F test feletti F” koordindtatér
n-dimenzios.

5 Példa. Megmutatjuk, hogy ha a V wvektortérnek M és N két véges dimenzids
altere, akkor dim(lin (M U N)) = dim M + dim N — dim(M N N).

Eloszor is azt jegyezziik meg, hogy mivel az M és N alterek egyesitése altal
generalt altér minden vektora egy M-beli és egy N-beli vektor osszege,(lasd az
(1.5.8) tételt) ezen altér dimenzidja is biztosan véges lesz. Minthogy az M N N
altér egy X bézisa mind M-nek mind N-nek linearisan fiiggetlen vektorrendszere,
azt ki lehet egésziteni M egy Xy és N egy Xy bazisava. Ezen bazisok egyesitésével
keletkezett halmaz, ami a kozos elemeknek persze csak egy példanyat tartalmazza,
béazisa lin (M U N)-nek és dim M + dim N — dim(M N N) elem, és ez az, amit meg
kellett mutatnunk. O

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét egy fontos kovetkezményre, nevezetesen arra,
hogy amennyiben a V' vektortér M és N altereinek direktosszege, azaz V = M @& N,
akkor dimV = dim M + dim N, hiszen ilyenkor az M N N a zérus altér.
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4. Gyakorlatok, feladatok

1. Mutassa meg, hogy ha A a V vektortér tetszéleges részhalmaza és v egy
tetszOleges V-beli vektor, akkor a lin (A) és lin (AU{v}) alterek dimenzi6ja pon-
tosan akkor egyenld, ha v kifejezhetd A vektorainak linedris kombindciéjaként!

2. Legyen L={z € R" |z = [o,a+0,...a+ (n—1)d],a,d € R}, tehat L elemei
azok az m-esek, amelyeknek egymast koveto elemei szdmtani sorozatot alkot-
nak. Mint azt megmutattdk az el6z6 részt kovetd feladatok megolddsa sordn,
L altere R"-nek. Hatdrozza meg L egy bazisit és ennek alapjan a dimenziéjat!

3. Tekintsiik most az R™ valds koordinatatér osszes olyan vektorainak az M hal-
magzat, amelyek komponenseinek Gsszege zérus, tehét

M= (o=t 6] > 6 =0}
=1

Mint azt megmutattuk az el6z6 részben, M altér. Adja meg M egy bazisat és
ennek alapjdn allapitsa meg a dimenzidjat!

4. A fentiekben igazoltuk, hogy a C™ komplex koordinatatér n-dimenzids a kom-
plex szamok C teste felett. Mennyi lesz a C™ tér, mint valés vektortér dimen-
zi0ja, azaz, ha csak valds skalarokkal vald szorzasra szoritkozunk?

5. Igazolja, hogy a legfeljebb (n — 1)-edfokd valés polinomok terében azok a
polinomok, amelyeknek az o zérushelye, alteret alkotnak! Allapitsa meg ezen
altér dimenzidjat és adja meg egy bazisat!

6. Mutassa meg, hogy ha V' n-dimenzids vektortér és M V-nek r-dimenziés altere
(r < n), akkor van olyan n — r-dimenziés N altere is, hogy V az M és N
altereinek direkt Osszege!

7. Az el6z6 feladat felhasznaldsaval igazolja, hogy egy n-dimenziés V' vektortér
eldallithaté n darab 1-dimenzids altere direkt Osszegeként!

1.8 Koordinata reprezentacié

Ha V egy n-dimenzids F test feletti vektortér, akkor barmely X = {z1,...,2,}
béazisa segitségével a tér minden vektora eléallithatd, mint a bazisvektorok lined-
ris kombinécidja, és ez az eléallitds az (1.6.4 tétel szerint egyértelmii is. Ha tehat
v(€ V) egy tetszoleges vektora a térnek, akkor 1éteznek egyértelmiien meghatarozott
€1,...,en(€ F) skaldrok, gy, hogy

V=€121+ "+ EpnTp.

Ezeket a ¢e1,...,e, skalarokat a v vektor X béazisra vonatkozé koordindtdmak
nevezzilkk. Magét az (oszlopba) rendezett skaldr-n-est a v vektor X bdzisra vo-
natkozo6 koordindta vektordnak hivjuk és vy-el jeloljiik. Tehat

€1

Vy =
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a v vektor X béazisra vonatkozé koordinata vektora. Felhivjuk az olvasé figyelmét
arra, hogy ha szévegen beliil kivanjuk megadni valamely vektor koordindta vektorat,
akkor helykimélés céljabol sorba rendezett n-esekkel reprezentaljuk azokat. skaldr-
n-essel

Remélve, hogy a koordinata reprezentacié bazistdl vald fliggdségének megértését
segiti, az 1.9 abra a sikbeli helyvektorok terében ugyanazon v vektor két kiilonb6zo,
a mar kozépiskolabdl ismert Z = {i, j} és egy masik, A = {a, b} bazis vektorainak
linearis kombindcidiként van eldallitva. Ennek megfelelen felirtuk v mindkét bazisra
vonatkozé koordinata vektorat.

1.9. dbra: Koordindta reprezentéacié kiilonbo6z6 bazisokban

Az 1.9 dbrardl leolvashatod, hogy

3

1/2]

1
VI:[1‘|7 ml,g VA =

Hangsulyoznunk kell a kiilonbséget a v € V' vektor és a v vektor valamely ba-
zisra vonatkozé koordinata vektora kozott, ami az F feletti F™ koordindtatér eleme,
nem pedig V-beli. Ezt kivanjuk elérni azzal, hogy a koordinata vektort vastagon
szedett betlivel jeloljik, tehat példaul a v vektor koordinata vektorat v-vel, amely-
nek indexeként az alapul vett bazist is feltiintetjiik. Ez persze sokszor bonyolult-
ta teszi a koordinata vektorok jelolését, ezért allapodjunk meg abban, hogy ha a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy melyik bazisra vonatkozé koordinatakrél van szo,
akkor az egyszeriliség kedvéért a bazisra utalé indexet elhagyjuk. De nagyon fontos,
hogy az olvasé megértse, hogy a vektortér vektorainak a koordinatai bazisfiiggéek,
és ugyanazon vektornak két kiillonbozé bazisra vonatkozé koordinatai kiilonbozoek.
Ami pedig egy vektor koordindta vektorat illeti, az még a bazis vektorainak ren-
dezésétol is fligg. Kiilonosen bonyolulttd valik a helyzet abban az esetben, amikor
maganak az F™ koordinatatér vektorainak valamely bazisra vonatkozé koordinata
vektorairél van szo, hiszen ekkor formailag nincs kiilonbség a tér elemei és a koor-
dindta vektorok kozott. Tartalmilag azonban igenis lényeges az eltérés, hiszen F™
egy mesterséges matematikai konstrukciéval képzett vektortér, nevezetesen F-beli
skalarok oszlopba rendezett n-eseinek halmaza, alkalmas operacidkkal ellatva, mig
egy elemének valamely bézisra vonatkozé koordinata vektora azt mutatja meg, hogy
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a kérdéses elemet a bazisvektorok milyen F-beli skalarokkal képzett linearis kombi-
naciéja allitja el6. Ezért egy tetszOleges v € F" skalar-n-es lehet egy mas w € F"”
n-es valamely bézisra vonatkozé w koordindta vektoraval egyenl6.

A kovetkezd tétel azt allitja, hogy lényegében minden vektortér olyan, mint egy
koordinatatér, csak az elemek jel6lésében van eltérés.

1.8.1 Tétel. Ha V az F test feletti n-dimenzids vektortér, akkor izomorf az F"
koordindtatérrel.

Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,x,} egy bazisa V-nek. Ertelmezziik azt a
oV —TF"

leképezést, amely minden

V=€1T1+ "+ EnTy

V-beli vektorhoz hozzarendeli, annak X bézisra vonatkozo

€1
Vy =
En

koordinata vektorat. Azt fogjuk megmutatni, hogy ® izomorfizmus. A ® leképezés
egyértelmiisége abbdl kovetkezik, hogy rogzitett bazis mellett a koordindtik egy-
értelmtien meghatarozottak. Ha két v, w € V vektornak ugyanaz a képe, akkor
a

v—w=0x1+--+0x,=0

szamolas mutatja, hogy v = w, igazolva, hogy ® egy—egyértelmi is. Tovdbba minden
F"-beli [a1,. .., a,] vektor ® képe valamely V-beli vektornak, nevezetesen az a1 +
-+« 4+ apxy, vektornak, mutatva ezzel, hogy ® raképezés.

Ha w = wiz1 + -+ + wnhzy, egy tetszéleges masik V-beli vektor és §, v € F
tetszoOleges skalarok, akkor kénnyi szamolassal kapjuk, hogy

0v +yw = (0e1 + ywr)x1 + -+ - + (0en + Ywp ) Tp.-
fgy tehat azt kapjuk, hogy

0e1 + ywi €1 w1
ov + yw = : =9 : + : =0V + YW,

den + ywnp, En Wn
ami éppen annak az igazoldsa, hogy
O(0v +yw) = 0P(v) + vP(w).

Ezzel bizonyitottuk, hogy ® rendelkezik a miiveletekkel valé felcserélhetéség tulaj-
donsagaval is, tehat izomorfizmus. |
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Az (1.8.1) tétel bizonyitdsa ramutat arra, hogy egy F feletti V' vektortér minden
X = {x1,...,x,} bézisa meghatiroz egy ® : V = F" izomorf leképezést. A ®
izomorf lképezést gy is értelmezhettiink volna, hogy a béazisvektorokhoz az F"

0

L 0 -
ugynevezett egységvektorait rendeljiik, majd minden méas V-beli v vektor képét an-
nak a kovetelménynek a figyelembevételével hatdrozzuk meg, hogy linearis kombi-
nacié izomorf képe meg kell egyezzen a képvektorok ugyanazon skaldrokkal képzett
linearis kombindciéjaval. Tehat ha

V=E1T1 + -+ Epn,

akkor
(ID(U) = 51(13(331) + -+ Enq)(xn)

kell legyen. Ezek alapjén egy F feletti V' vektortér v elemének egy X = {x1,...,z,}
bézisra vonatkozé koordinata vektorat gy tekinthetjiik, mint a ® : V = F" izo-
morfizmus dltal meghatarozott ®(v) képét.

Konnyen igazolhatd, hogy ha © a V vektortérnek a W vektortérre vald izo-
morfizmusa, és {z1,...,2,} a V vektortér linedrisan fiiggetlen vektorrendszere vagy
bazisa, akkor {©(z1),...,0(zy,)} a W vektortérnek ugyancsak linedrisan fliggetlen
vektorrendszere, illetve bazisa.

Az (1.8.1) tétel felhasznaldsdval nem nehéz igazolnunk az alabbi allitast.

1.8.2 Allitdas. Ha az F test feletti V' és W wvektorterek dimenzidja eqyenld, akkor
izomorfak.

Bizonyitas. Legyen dim V = dim W = n. Akkor az (1.8.1) tétel szerint léteznek
O:V=rF"
és
U:W=F"
izomorf leképezés. Tekintsiik a
(T1.®): V=W

szorzatleképezést, amely minden v € V vektornak a U—1(®(v)) vektort felelteti meg.
Ez konnyen igazolhatéan V-nek W-re valé izomorf leképezése. O

Az (1.7.7) allitas nyilvanval6 kovetkezménye, hogy egy n-dimenzids vektortérnek
van m-dimenziés altere minden m(< n) nemnegativ egész esetén. Ebbdl a ténybédl
és az el6z6 allitasbol azonnal adddik:
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1.8.3 Kovetkezmény. Ha az F test feletti V' vektortér n-dimenzids a W vektortér
pedig m-dimenzios és m < n, akkor V-nek van W -vel izomorf altere.

1.8.4 Tétel. Ha az T test feletti V' vektortér n-dimenzids, akkor a dudlis V* vek-
tortér is n-dimenzids, kovetkezésképpen minden véges dimenzids vektortér izomorf a
dudlisdval.

Bizonyitas. Mivel dimV = n, V-nek van n-elemii bézisa. Legyen X =
{z1,...,zn} egy ilyen béazis. Legyenek {z},...,z}} olyan a V téren értelmezett
fiiggvények, melyekre

. . 1 ha i=j
x; (z;) = 45, (i,j=1,...,n) ahol (5ij:{ 0 ha 7,7&?

az ugynevezett Kronecker-szimbdlum, és tetszoleges

vV=2e121+ ...+ epnxy (1.3)

vektorra, legyen
z;(v) = ez (z1) + -+ epzi(zn) =& (1=1,...,n). (1.4)
Konnyen latszik, hogy az x} fiiggvény linearis, és az X* = {z7, ..., z} } kiilénboz6 li-

nearis fiiggvények rendszere V*-ban. Megmutatjuk, hogy X'* bézisa V*-nak. El6szor
lassuk be, hogy az X'* fiiggvényrendszer linedrisan fliiggetlen. Ha az

§1$T+--'+§n$2 =0,
tehat minden V-beli vektornak a 0 skalart felelteti meg, akkor az X bézis vektorait
helyettesitve, kapjuk, hogy minden i(=1,...,n)-re

0=0>_ §jag)r; = Zﬁj:r;(xz) =&,
j=1 j=1

ami éppen X* linedris fliggetlenségét igazolja.
Legyen most y* tetszbleges eleme V*-nak. Tegyiik fel, hogy

y (i) = m; -
Megmutatjuk, hogy akkor
Yy =may+ -+, (1.5)

ami azt fogja igazolni, hogy X* generatorrendszere is V*-nak.
Az y* linedris fiiggvény az (1.3) egyenldséggel adott tetszéleges v € V' vektorhoz
az

n n
v () =y O aw) =Y ems
i=1 i=1

skaldrt rendeli. Az (1.5) egyenldség jobboldalan 1évé linedris fliggvény értéke a v
helyen az (1.4) egyenlet szerint

O mizi) () = Q_mia))(Q_eiwi) =
j=1 j=1 i=1
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n

n n
Yoni(Qeidig) = > mieis
j=1 =1 i=1
tehdt ugyanaz a skaldr. Akkor az (1.5) egyenldség teljesiil, és ezzel megmutattuk,

hogy X* nemcsak linedrisan fliggetlen, de generdtorrendszere is V*-nak, azaz bazis.
O

1.8.5 Definicié.  Legyen X = {x1,...,x,} bdzisa V vektortérnek és legyenek
X*={z},...,x:} aV téren értelmezett olyan figgvények, melyekre

« . 1 ha 1=17,
x;(z;) = 5, (i,j=1,...,n) ahol (5,-]-:{ 0 ha it

Akkor X* a dudlis tér bazisa (ldsd az el6z6 tételt), amelyet a V vektortér X bdzisdhoz
rendelt dudlis bdzisnak nevezink.

Egy véges dimenzids vektortér és dudlisa kozotti kapcsolatot az el6z6 tétel jol
jellemzi. Az alabbi 4llitas altereik kapcsolatat irja le.

1.8.6 Allitas. Legyen az n-dimenzids V' vektortérnek M r-dimenzids altere. Meg-
mutatjuk, hogy M annulldtora (n — r)-dimenzids altere V*-nak.

Bizonyitas. Emlékeztetjiik az olvasét arra, hogy M annulldtoran azoknak a
V*-beli y* linedris fiiggvényeknek a halmazat értjiik, amelyekre

y*(z) =0 minden x € M-re

teljestil. Az M r-dimenziés 1évén, van r elemi bazisa. Legyen X = {x1,...,2,}
M-nek egy ilyen bdzisa, és egészitsiikk ezt ki az {x,41,...,2,} vektorok hozza-
vételével a V' vektortér egy bazisavd, ami az (1.7.7) allitas szerint lehetséges, hiszen
V alterének egy bézisa nyilvan linedrisan fiiggetlen vektorrendszere V-nek. Legyen

Xt ={x],..., 2}, 2}, ,..., 25} a dudlis bazis. Megmutatjuk, hogy {z;,,..., 2}
bézisa M annulldtoranak, M°-nek. A dudlis bazis értelmezése alapjan nyilvanvald,
hogy x;,q,...,;, linedris fliggvények mindegyike eleme M°-nek, és linedrisan fiig-

getlen rendszer, hiszen egy bézis részrendszere. Mdésrészt, ha y* tetszoleges eleme
MP°-nek, akkor

y (x;)) =0 (1=1,...,7)Te,
és
y'(x;)=0; (J=r+1,...,n)re
Igy y*-nak X*-beli fiiggvények linedris kombinacidjaként valé (1.5) egyenldség sze-
rinti eldallitasaban

Y =0-2 4+ + 025+ B o Bl

(ldsd az el6z6 tétel bizonyitadsit), csak az xy ...,z fiiggvények egyiitthatoi zé-
rustdl kiilonbozoek, igazolva ezzel, hogy {x;, ,...,x}} generdtorrendszere is, és igy
bézisa M°-nek. Akkor viszont M° valéban n — r-dimenzios. O
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1.8.1 Elemi bazistranszformacio

Azt lattuk, hogy tetszdleges F test feletti n-dimenzids V' vektortér izomorf az F™ koor-
dindtatérrel. Azok utédn, hogy rogzitettiik V' egy X bézisat, a vektortér mindegyik v
eleméhez egyértelmiien hozzarendelhetd egy vy oszlopba rendezett skalar n-es, a v
vektornak az X béazisra vonatkozd, ugynevezett koordinata vektora, amelynek i-dik
eleme éppen a v vektornak az i-dik bazisvektorra vonatkozoé koordinatdja. Ez a koor-
dinata vektor az F" koordinatatér egy eleme, a v vektor izomorf képe, ahol az izomorf
leképezést az X bézis hatarozza meg, el6irva, hogy az X-beli x; bazisvektor képe
legyen az e; = [0,...,0,1,0,...,...,0]*, tgynevezett i-edik egységvektor, minden
(1 =1,...,n)-re. Minthogy a v vektor koordin&tdi bazistdl fiiggbek, més bazis mas
izomorf leképezést hatdaroz meg, kovetkezésképpen, mas bazis esetén ugyanazon v
vektornak mésok lesznek a koordindtai. Az aldbbiakban azt kivanjuk kideriteni,
hogy a bazis megvaltoztatdsakor, a tér vektorainak koordinatai hogyan valtoznak.
Itt most csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a bézist csak egyetlen vektor
kicserélésével valtoztatjuk meg.

Legyen ezért X = {x1,...,x,} az eredeti bazis és azt tételezziik fel, hogy y a
térnek egy nemzéré6 vektora. Egy olyan Gj bazisban akarjuk meghatarozni a vektortér
vektorainak koordinatait, amely X-t6l csak annyiban kiilénbozik, hogy valamelyik
vektora helyett az y vektor lesz az 14j bazisvektor.

y csakigy, mint a tér barmelyik vektora, kifejezhet6 X vektorainak lineéris kom-
binaciéjaként,

Yy=mz1+ -+ 0%+ A+ nln,
ahol az y koordinatai kozott van nullatdl kiilonb6z6, mondjuk 7; # 0, hiszen fel-
tevésiink szerint y nemzérd vektor, és nyilvanvaléan csak nemzérd vektor lehet ba-
zisnak eleme. Az 7; koordindtat genmerdld elemnek nevezziik. A n; # 0 volta teszi
lehet6vé, hogy az x; vektor kifejezhetd az y és X tobbi vektordnak linearis kombi-
néciéjaként

- 1 .
xi:—@$1—”'—m 1a:i_1+—y—m+1x¢+1—--~—n—n93n, (16)
i i i i i
amibél kovetkezik, hogy az X' = {z1,...,2;-1,Y, Tit1, .., Tpn} vektorrendszer is ba-

zis. Ezt igazolandd, eldszor lassuk be, hogy X’ generatorrendszer. Mivel X bdzis
volt és az elhagyott x; vektor X’ vektorainak linedris kombindcidja, ha egy V-beli
v vektor X vektorainak linearis kombindciéjaként vald eloallitasdban az x; vektort
helyettesitjiik az (1.6) egyenlet jobboldaldval, akkor X’ vektorainak linedris kombi-
nacidjaként valé kifejezését kapjuk. Masrészt X’ linedrisan fiiggetlen vektorrendszer
is, mert n elem generatorrendszer és ha linearisan sszefiigg6 lenne, akkor a térnek
lenne n-nél kevesebb vektort tartalmazé bazisa, ellentmondva az (1.7.5) tételnek.
Tekintsiik most a vektortér egy tetszoleges v elemét. Ha ez az X bézis vektorainak

V=€E121 + -+ &X;i+ -+ EnTn

linedris kombindacidja, akkor az x; vektort helyettesitve az (1.6) vektoregyenlet job-
boldalaval, kapjuk, hogy

i i i
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77&1 Tip1 — - — n—”xn) + 4 enn, (1.7)

i Ui

ami a béazisvektorok egyiitthatéinak rendezése utan

U:(51_nli)xl+"'+iy+"'(5n_7]né)$n' (1'8)
i i i
Osszefoglalva a fenti szamités eredményét, ha a v vektor X bdazisra vonatkozé
koordinata vektora vy és az yy koordinata vektori nemzéré y vektorral kicseréljiik
az X béazis z; elemét, hogy megkapjuk az X’ ij bézist, akkor vy ugyanazon v
vektornak az 1j X’ bazisra vonatkozé koordinata vektora. Tehat ha

_ e -
€1 m €1 =My,
. . &
€i—1 i—1 Ei—1— Mi—15,
Vy = € és yx = n; akkor vy = %
o
€it+1 Ni+1 €it1 = Mitl
=2
L &n | L TIn | Sn— nna ]

Léathato, hogy legel6szor célszerti a bazisba éppen bevont 1j bazisvektorra vonat-
koz6 koordindta meghatarozasa, hiszen ez minden més koordindta kiszamitasaban
szerepet kap. Kzt a bazisbdl elhagyandd vektorra vonatkozd koordindtanak a
generald elemmel valé osztdsaval kapjuk. Ezt a hanyadost d-val jelolve azt mond-
hatjuk, hogy minden mas 1j bazisra vonatkozé koordinata megkaphatd, ha a régi ba-
zisra vonatkozo koordinatabdl kivonjuk az 1j bazisvektor megfelel6 koordinatdjanak
0-szorosat.

Hangsilyoznunk kell, hogy az y vektort olyan x; bazisvektor helyett tudtuk bazis-
ba vonni, amelyre vonatkozé koordinataja nem nulla, hiszen ez tette lehetové, hogy
a bazisbdl elhagyando6 x; vektort eldallitsuk az y és a megmaradt X-beli vektorok
linedris kombinaci6jaként az (1.6) egyenletnek megfeleléen.

6 Példa. Tegyiik fel, hogy a 4-dimenzids valds V wvektortérben az X = {x1,...,x4}
vektorrendszer eqy bdzis és y = 2x1 + 1o — 3x3 + x4. Az x1 vektort ki akarjuk cse-
rélni az y vektorral és meg kell hatdrozni a v = x1 4 2x9 4+ x3 — 3x4 vektor koordindta

vektordt az ij X' = {y, xa,..., x4} bdzisban.
A szamitasokat a
y| v
I 1
T2 1 2
T3 -3 1
Ty 1]-3

tablazat médositasaval végezziik, amelynek baloldali oszlopdban az X bazis ele-
meit tiintettiik fel, masodik oszlopdaban az y vektor e bazisra vonatkozé koordinatait,
ezt a masodik oszlop fejlécében az y feltiintetésével is jeloltiik, a harmadik oszlop
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pedig a v X bazisra vonatkozé koordindta vektorat tartalmazza, ugyancsak az v
jellel fejlécezve. Minthogy a tablazat baloldali oszlopa az X bazis vektorait mutat-
ja, ebbdl egyértelmii, hogy a tovabbi oszlopok melyik bazisra vonatkozd koordinata
vektorok. Ezért hagyhattuk el a béazisra utal6 indexet a koordinata vektorok jelébdl.
Az y vektor els6 koordindtaja be van keretezve, amellyel azt kivantuk jelezni, hogy
az y vektort az els6 bazisvektor helyére akarjuk a béazisba bevonni. Ezt a koordinatat
valasztjuk general6 elemnek. Ujfent hangstulyozzuk, hogy a general6 elem mindig
zérustol kiilonbozé kell legyen, hiszen, amint azt az eléz6ekben lattuk, csak olyan
bézisvektor cserélheto ki egy 1j vektorra, amely kifejezhet6 az 1j vektor és az eredeti
bézis megmaradd vektorainak linedris kombindciéjaként. A kovetkezo tablazatban
mar a szamitasi eljaras van feltiintetve,

v
Y 1/2 = 12
xp| 2-1-3 = 3/2
z3|1—(=3)-3 = 5/2
x| =3-1-3 = -7/2
Természetesen a v koordinata vektort feladatok megoldésakor azonnal az
1/2
3/2
5/2
—7/2

alakban irjuk a tablazatba, itt csupan azt kivantuk megmutatni, hogy az 1j bazisra
vonatkozé koordinatdk hogyan szamithatok ki. Azt allithatjuk az 1j koordinéata
vektor ismeretében, hogy a v vektor az 1j bazisvektorok

135 7
v—2y 21‘2 21‘3 21‘4

linearis kombindciéja. Maés szavakkal megfogalmazva ugyanezt, amig az eredeti X
bézis altal meghatérozott izomorfizmus a v vektorhoz R*-nek [1,2,1,—3] elemét
rendeli, addig az {y, xe,x3, x4} bazis dltal definidlt masik izomorf leképezés ugyan-
ezen v vektort az [1/2,3/2,5/2,—7/2] szdm-4-esbe viszi. O

Szamos linearis algebrai probléma megoldasahoz lehet hasznalni az elemi bazis-
transzformaciéo madodszerét, hogy vektorok koordinata vektorat egy alkalmas bézisra
vonatkozdéan meghatarozzuk. Persze altalaban elemi bazistranszformaciék soroza-
taval jutunk csak az alkalmas bazishoz. A koévetkezd részben néhdny alkalmazdsi
lehetéséget mutatunk be.

1.8.2 Az elemi bazistranszformacié néhany alkalmazasa

Vektorrendszerek linearis fiiggetlenségének, illetve OGsszefiiggségének
vizsgalata

Az a feladat, hogy valamely V vektortér egy YV = {y1,...,yn} vektorrendszerérol
el kell donteni, hogy linedrisan fiiggetlen, vagy linedrisan Osszefiiggé. Amennyiben
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ismerjiik az ) vektorainak V valamely & bazisara vonatkozd koordindta vektorait,
akkor elemi bazistranszformaciok sorozatival az X bazis vektorait az ) vektorrend-
szer vektoraival cseréljik ki. Ha az ) vektorrendszer minden vektora bevonhaté
a bazisba, kicserélve az X-beli vektorokat, akkor egy bézis részrendszere 1évén, li-
nearisan fiiggetlen. Ha azonban ) valamelyik y; vektora nem cserélheté ki X-beli
vektorral, mert ezekre vonatkozo koordinatai mind nulldk, akkor y; vagy a zéré vek-
tor, vagy az el6z6leg mar a bazisba bevont V-beli vektorok linearis kombinacidja, és
akkor ) linedrisan Osszefliggo.

7 Példa. Legyen a 4—dimenzids valés V wvektortér egy bdzisa X = {x1,..., 24} €és
az Y = {y1,y2,y3} vektorrendszer vektorainak ezen bdzisra vonatkozé koordindtdi
legyenek

1 -1 3

—1 2 ) —4

yi=| 5| v2=| 5| & ys=|
0 3 -3

Allapitsuk meg, hogy Y linedrisan 0sszefiiggd, vagy linedrisan fiiggetlen vektorrend-
szer!

A szémitasokat az aldbbi tabldzatokban végeztiik

yr Y2 Yy3 Y2 Y3 y3
T2y | -1 3 yi|—-1 3 y1| 2
T | =1 2 —4 T2 —1 Y | —1
I3 2 =2 6 I3 0 0 T3 0
T4 0 3 =3 T4 3 -3 T4 0

Az utolsé tablazatbdl kiolvashatd, hogy az ys vektor az elézd 1épések sordn a
béazisba bevont y; és yo vektorok linedris kombinécidja, nevezetesen y3 = 2y; — lyo,
kovetkezésképpen az ) vektorrendszer linearisan 6sszefliggd. O

Kompatibilitas vizsgalat

Mindenekel6tt meg kell magyarazzuk, hogy mit kell azon érteni, hogy egy V vek-
tortér valamely v vektora kompatibilis valamely Y = {y1,...,yn} vektorrendszerre
vonatkozéan. Az ) vektorrendszer linearis burka, mint az mar ismert, a V térnek
egy altere, amelynek elemei éppen ) vektorainak linedris kombinaciéi. A v vektort
az ) vektorrendszerre vonatkozdéan kompatibilisnek nevezziik, ha v benne van az Y
linearis burkdban, azaz, ha v az y1, ..., y, vektorok linearis kombinacidja.

8 Példa. Allapitsuk meg, hogy az Ry [t] vektortér (a legfeljebb 3—adfoki valds egyiitt-
hatés polinomok tere) p(t) = —t + 3t + 2t% wvektora kompatibilis—e a qi(t) =1 —t,
q2(t) =1 —12, g3(t) = 1 + t3 vektorok rendszerére vonatkozéan!

Nem nehéz beldtni, hogy az R3[t] vektortérnek az A = {1, t, t2, t3} vektor-
rendszere (polinomrendszere) bézis, igy szdmitdsainkat végezhetjiik az erre a ba-
zisra vonatkoz6 koordindta vektorokkal. Persze az A béazis helyett Rs[t] barmely
mas béazisara vonatkozo koordinata vektorokkal is dolgozhatnank, csak akkor a
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q1(t),q2(t),q3(t) és p(t) polinomok koordinata vektorainak meghatarozasa kiilon
feladatot jelentene. Szamitdsainkat az alabbi tablazatok mutatjak:

ai(t) ax(t) as(t) | p(t) ax(t) as(t) | p(t)
1 1 1] o a1 (t) 1 1] 0
t] -1 0 0| -1 — ¢ 1| —1
t2 0 -1 0 3 t2 -1 0 3
t3 0 0 1 2 t3 0 1 2

as(t) | p(t) p(t

q1(t) 0 1 q1(t)

— QQ(t) 1 -1 — q2(t) -3

t2 1 2 12 0

¢3 2 q3(?) 2

A legutolsé tablazatbdl kiolvashaté, hogy a

p(t) = qu(t) — 3qa(t) + 2g3(2),

és valéban —t+43t2 +2t3 = (1 —t) —3(1 —t2)+2(1+t3), ami tehat azt mutatja, hogy
a p(t) vektor kompatibilis a {q1(¢), ¢2(t), g¢3(t)} vektorrendszerre vonatkozdan.

O

Kovetkezé példankban megmutatjuk, hogy a linedris egyenletrendszerek kompati-
bilitasi problémaként is kezelhetOk. Persze a linearis egyenletrendszerek altalanos
targyalasara majd még késébb visszatériink az alkalmazasokrodl szélé fejezetben,
itt most csak azt szeretnénk érzékeltetni, hogy tulajdonképpen, mar rendelkezik
az olvas6 azzal a technikaval, amely egy linearis egyenletrendszer megoldasahoz
sziikséges.

9 Példa. A kislanyom, Anna nagy pénzqyijté. Természetesen a papirpénzek mellett
szamos fém pénzérmét is dsszeqyiijtott. A teljes kollekcioja 48 db érmét tartalmaz, és
értéke 160 Ft. Gyljteményében legtobb az 1 Ft-osok szdma. 2 Ft-os viszont 10-zel
kevesebb van, mint forintos. A 10 Ft—osok, 5 Ft-osok és 2 Ft-osok szdma Osszesen
is 5—tel kevesebb, mint a gydjteményben lévd 1 Ft—osok dsszértéke. Azt tudjuk még,
hogy 1-gyel tobb 10 Ft-osa van mint 20 Ft-osa. Allapz’tsa meg, hogy Anna pénzérme
kollekcioja milyen dsszetételi!

A latszélag komplikalt feladathoz egy nagyon is egyszerii matematikai modell
rendelhetd, amelynek megoldédsa valéban gyerekjaték. Legyen ugyanis az 1 Ft—osok,
2 Ft—osok, 5 Ft—osok, 10 Ft—osok és 20 Ft—osok egyelore ismeretlen szama rendre:
&1, &, &3, &4, illetve &5 darab. Akkor ezek az ismeretlenek a fenti informécidk szerint
eleget tesznek a kovetkezd egyenleteknek.

S1+&+8+86+8 = 48
§1+ 286 + 583 + 1064 + 2055 = 160
&1 —& = 10
§1—&—&—-8& =5
§4—& = 1
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Ha az egyes ismeretlenek egytitthatéit egy—egy oszlopvektorba gytjtjiik, csakigy,
mint az egyenletek jobboldalan 1év6 konstansokat, akkor a fenti egyenletrendszer a

1 1 1 1 1 48
1 2 10 20 160
Gl 1 ]+&| -1 |+&| 0|+&| O0]+&| 0= 10
1 -1 —1 -1 0 5)
0 0 0 1 —1 1

alakot olti. Ezt a vektoregyenletet interpretalhatjuk gy, hogy adott 5-komponensii
oszlopvektorok olyan linearis kombinaciéi keresendok, amelyek egy adott 5-kompo-
nensii oszlopvektort eredményeznek. A linedris kombindciéban szerepl6 egyiittha-
tokat kell meghataroznunk. Ilyen feladatot méar oldottunk meg, ugyanis ha meg-
vizsgaljuk, hogy az egyenletrendszer jobboldalan szerepl6 konstansok oszlopvektora
kompatibilis-e az egyiitthatok oszlopai alkotta vektorrendszerre vonatkozdan, akkor,
amennyiben igenlé a valasz rogton megkapjuk, hogy a vektorrendszer vektorainak
milyen linearis kombinécidja a konstansok oszlopvektora, nemleges vélasz esetén
pedig azt allithatjuk, hogy az egyenletrendszernek nincs megolddsa. Az a jogos
kérdés meriilhet fel, hogy az itt szerepld oszlopvektorok melyik vektortér vektorainak
és azon vektortér melyik bazisara vonatkozo koordinata vektoraiként kezelenddk. Az
5-dimenziés valés R® térben az € = {e; =[0,...,0,1,0,...,0] | i =1,...,5}, ahol
tehdt e; az i-edik egységvektor, olyan bazis, amelyre vonatkozéan minden R®-beli
vektor koordinatai és komponensei egyenlok. Célszerii tehat ezt a vektorteret vilasz-
tani, és ebben az egyenletrendszert kompatibilitasi probléméanak tekinteni. Alabb
a szamitasok menetének érzékeltetésére feltiintettiik az induld, a kozbils6 és meg-
oldast szolgaltaté elemi béazistranszforméciés tabldzatokat, amelyben ay, ..., as-tel
fejléceztiik a &1,...,&5 ismeretlenek egytitthatéibdl képzett oszlopokat, a konstan-
sok oszlopat pedig b jeloli. Minden tablazatban bekereteztiik a generald elemet és
persze a generald elemeket igyekeztiink tigy megvélasztani, hogy a szamitasok minél
konnyebben legyenek elvégezhetok.

a; ap; ag ayg as b as ag ayg as b
et] 1 1 1 1 1| 48 er|] 2 1 1 1| 38
es| 1 2 5 10 20|160 es| 3 5 10 20150
es|[1] -1 0 0 0] 10 a|-1 0 0 0] 10
es| 1 -1 -1 -1 0| 5 es| 0 =1 [-1] 0] -5
es| 0 0 0 1 —-1| 1 es| 0 0 1 —1| 1

ag a3 as| b aa a3z| b

er| 2 0 1] 33 e | 2 29

es| 3 =5 20100 es | 3 —25120
a1 0 0] 10 al-1 0]10
asl 0 1 0] 5 as| 0 1| 5

es| 0 —1 —4 as| 0 1| 4
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an b b
as -2 —29 as 1
ey | |-47|| =705 az | 15
— —
al -1 10 al 25
a4 2 34 ayq 4
as 2 33 as 3

A linedris egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, mert a jobboldalon szerepl6
konstansok b oszlopvektora az egyiitthatok oszlopvektorainak egyértelmi

25-a1+15-as+1-a3+4-a4+3-as

linearis kombinaciéja. Ezek alapjan, Anna gytijteménye 25 db 1 Ft—ost, 15 db 2 Ft—
ost, 1 db 5 Ft—ost, 4 db 10 Ft—ost és 3 db 20 Ft—ost tartalmaz. O



2. Fejezet

Linearis leképezések,
transzformaciok

A lineéris leképezések és transzforméacidk a vektorterek elméletének, mind az alkal-
mazasok, mind matematikai szempontbdl, legérdekesebb és legfontosabb fejezete.
Innen ered az oly sok alkalmazasban szerephez juté matrixaritmetika is.

2.1 A linearis leképezések elemi tulajdonsagai

Bevezetésként egy nagyon egyszerli problémat fogalmazunk meg, annak érzékelteté-
sére, hogy a linedris leképezések fogalma a mindennapi élet feladatainak modellezése
soran, természetesen absztrakcioval keletkezett.

Egy lizem m kiilonb6z6 eréforras felhasznalasaval n-féle terméket gyart. Isme-
retes, hogy a j-edik termék egy darabjanak elkészitéséhez az i-edik erdforrdsbol oy
egységnyire van sziikség. Megallapitandd, hogy kiilonbo6z6 termelési programok meg-
valésitasahoz az egyes eréforrasokbdl mennyi sziikséges. A probléma matematikai
modellezése a kovetkezOképpen torténhet. Minden termelési programhoz hozzaren-
delhetd egy-egy t € R™ vektor, amelynek j-edik komponense a j-edik termékbol
gyartandé mennyiség. Ugyancsak minden termelési programhoz tartozik egy erd-
forras felhasznélasi s € R™ vektor, amelynek i-edik komponense pedig az i-edik
er6forrdsbdl felhaszndlt mennyiséget mutatja. A kilénbozé lehetséges t tervek és
megvaldsitasukhoz sziikséges s eréforrasvektorok kozott, legaldbbis ha tovabbi mel-
l1ékfeltételeket nem vesziink figyelembe, linedris a kapcsolat,

n
si:Zaijtj (izl,...,m),
j=1

amin azt értjik, hogy ha a t; terv megvaldsitdsihoz si, a to program meg-
valdsitdsahoz pedig sy eroforrasfelhasznédlas tartozik, akkor az egyesitett program
azaz a t] +to megvaldsitdsa si + so er6forras felhasznalasaval lehetséges. Ugyancsak,
valamely t program (3-szorosdnak megvalésitasa 3-szor annyi eréforras felhasznalasé-
val lehetséges, mint a t terv teljesitése. Hasonlé problémak matematikai abszt-
rakcidja vezet a vektorterek linedris leképezéseinek, illetve transzformacidinak a fo-
galméhoz.

o1
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2.1.1 Definicié. Legyenek V és W ugyanazon F test feletti vektorterek. Egy A :
V — W leképezést linedris leképezésnek neveziink, ha

Ve,y €V :Va,B €F: Alax + By) = aA(z) + BA(y)

teljestiil. Ha' V. =W, akkor az A : V — V linedris leképezést linedris transzformd-
cionak nevezzik.

A V vektorteret tdrgyvektortérnek, mig a W-t képvektortérnek nevezziik. A defi-
nicié alapjan mondhatjuk, hogy a linearis transzformaciok specidlis, egy vektortér-
nek onmagéba valé linedris leképezései, ezért ahol ez lehetséges, allitasainkat linearis
leképezésekre bizonyitjuk.

2.1.1 Példak linearis leképezésekre és transzformaciokra

1. Ha & : V = W izomorf leképezés, akkor az izomorf leképezés definicidja
alapjan, eleget tesz a linearis leképezésektol megkovetelt feltételeknek. Hang-
stulyoznunk kell, hogy forditva nem igaz, nem minden linearis leképezés izomor-
fizmus.

2. Egy F test feletti V' vektortér linearis transzformacidjara egyszeri példa az a
leképezés, amit tetszbleges o € F skalar indukdl az

r—ar (xeV)
megfeleltetéssel. Ez a vektortér axidémaibdl kovetkezik.

3. Tekintsiink a 3-dimenziés valds térben, — amin értsiik a térbeli, rogzitett
kezd6pontu helyvektorok terét — egy tetszOleges, origén atmené egyenest és
forgassunk el minden vektort ezen egyenes koriil valamilyen rogzitett ¢ szoggel.
Ezt gy kell végrehajtani, hogy a helyvektor minden pontjat elforgatjuk az
egyenes koril a rogzitett ¢ szoggel. Ez a leképezés is linedris transzforma-
cié. (A figyelmes olvasénak igaza van, amikor megjegyzi, hogy nem tudja mit
értsen ponton és mit egyenesen. Kérjiik, hogy pontos definidlasukig gondoljon
a koznapi értelemben haszndlt térbeli pontra és egyenesre!)

4. Vegyiik most a 3-dimenzids valds tér egy origdn atmend sikjat és tiikrozziink
minden vektort erre a sikra. Ez a leképezés is linedris transzforméacio. Az a le-
képezés, ami minden vektorhoz egy origén atmend sikon valé vetiiletét rendeli,
ugyancsak linedris transzformacio.

o

Mindkét eloz6 példaban feltiing lehetett, hogy a tér vektorait origén atmend
egyenes koriil forgattuk, illetve origon atmend sikra tiikroztikk. Ennek az az
egyszerl oka, hogy a tér zéréeleme, az origd, fix kell maradjon barmely line-
aris transzformaéaciéndl, illetve a zéré vektor képe zéré vektor minden linedris
leképezésnél.

5. Tekintsiik most a valés egyiitthatés polinomok R[t] terét és minden p(t) € R[t]-
re legyen %p(t) a derivaltja p(t)-nek. Analizisbél j6l tudjuk, hogy a d/dt
derivalasi operacio is linearis transzformacio, hiszen

d d d
a(af + Bg) = agef+0339-
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Ebbdl kovetkezik, hogy igaz az az dltalénosabb allités is, hogy tetszdleges [a ,b]
intervallumon differencidlhaté fiiggvények Dy, vektorterének a derivélds li-
nearis transzformécidja.

6. Legyen a valés egyiitthatés polinomok R[t] vektorterének S az az 6nmaga-
ba val leképezése, amely minden p(t) € R[t] polinomhoz, annak [ p(z)dx
integral fliggvényét rendeli. Akkor S linedris transzformacidja R[t]-nek, amint
azt analizis tanulmanyainkbdél ugyancsak jol tudjuk.

7. Legyen Ij,y az [a, b] intervallumon Riemann—integrélhaté valds fiiggvények
vektortere és R a val6s szdmok 1-dimenziés valds vektortere. Az az [ : Ijqp —
R hozzédrendelés, amely minden f € I}, fliggvényhez annak ff f(x)dx in-
tegraljat rendeli linearis leképezés.

Valéban, ha f,g € Ijqy és , (3 tetszOleges valds szamok, akkor
b b b
[ (@r@) + By do=a [ f@)do+ 5 [ g(o)da.

8. Egy vektortér dudlisanak, azaz a linedaris fliggvények vektorterének minden
eleme, a linearis fiiggvények definicidja alapjan, ugyancsak lineéris leképezés.

Megmutatjuk, hogy altalaban hogyan lehet linearis leképezéseket definidlni.

2.1.2 Allitas. Legyenek ezért V- és W tetszdleges, ugyanazon F test feletti vek-
torterek és X = {x1,...,xn} V-nek tetszdleges bdzisa. Ertelmezziik az A:V — W
leképezést a kovetkezdképpen:

Legyenek A(z1),...,A(zy) tetszdleges elemek W-ben és barmely v € V wvektor
A(v) képét a kovetkezd eljardssal hatdrozzuk meg:

(a) Elédallitjuk v-t X vektorainak linedris kombindcidjaként:

V=E121 + ...+ Enln,

(b) és az A(v) képelemet az A(x1),...,A(x,) € W wvektorok ugyanazon egyiittha-
tokkal képzett linedris kombindcidjaként adjuk meg, azaz

A(v) défslA(xl) + .. enA(zy).

Akkor az gy értelmezett A leképezés V -nek W -be vald linedris leképezése.

Bizonyitas. Az értelmezett A hozzarendelés egyértelmii, mert minden v € V
vektornak az X bazisra vonatkozdé koordinatai egyértelmiien meghatarozottak. fgy
csak azt kell még megmutatnunk, hogy az A leképezés linedris. Legyen u € V egy
tetszbleges masik vektor, és tegyiik fel, hogy v = p121 + - - - + ppxy. Tetszoleges

és (8 skalarokra,
n

au+ fv = Z(Oztpi + Bei)xi,

i=1
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igy ehhez a vektorhoz az A leképezés az

n
Alou + o) =Y (s + Bei) Alas)
i=1
vektort rendeli. Az A(u) = @1 A(x1) + -+ onA(xy) és az A(v) =1 A(z1) + ... +
enA(zy) vektorok a és (3 skaldrokkal képzett linedris kombindcidja

n

aA(u) + BA(v) = Z(acpi + Bei) A(xy)

i=1

tehat teljesiil a
A(au + fv) = aA(u) + BA(v)

linearitasi feltétel. a
Vegyiik észre, hogy minden linearis leképezés ilyen, abban az értelemben, hogy
a bazisvektorok képei mar egyértelmiien meghatarozzdk a leképezést.

2.1.2 Linearis leképezések magtere és képtere

2.1.3 Definicié. Minden A :' V. — W linedris leképezéshez tartozik két hal-
maz, a ker (A)-val jelolt magtér, és az im (A)-val jelolt képtér. Ezeket formdlisan a
kovetkezdképpen adhatjuk meg:

o ker (A) ={z eV | A(x) =0}
e im(A)={2'eW|JzeV:A)=2a"}

Szavakkal megfogalmazva ugyanezt: az A : V. — W linearis leképezés magte-
re, a V vektortér azon elemeinek halmaza, amelyek a W vektortér zérovektorara a
képzodnek, a képtér pedig a W azon elemeinek a halmaza, amelyek hozza vannak
rendelve V-beli vektorokhoz képekként. Fontosnak tartjuk hangsilyozni, hogy a
képtér altalaban nem azonos a W vektortérrel, hanem annak csak részhalmaza.

A kovetkezd allitas alatdmasztja, hogy a magtér és képtér elnevezések indokoltak.

2.1.4 Allitds. Ha A :V — W linedris leképezés, akkor ker (A) altere V-nek és
im (A) altere W-nek.

Bizonyitas. Mindkét allitast a (1.5.3) éllitdsra tdmaszkodva gy bizonyitjuk,
hogy megmutatjuk, hogy mind ker (4), mind im (A) zart a linedris kombinaci6
képzésére nézve. Legyenek u, v € ker (A) tetsz6leges vektorok és «, 5 € F tetszoleges
skalarok. Akkor a

Aau + pv) = aA(u) + BA(v) = a0+ 0 =0
szamolds mutatja, hogy au + fv € ker (A).
Ha, ¢',t' € im (A) tetszbleges vektorok, akkor vannak olyan s,t € V vektorok,

hogy A(s) =5 és A(t) =t'. De akkor barmilyen «, 3 € F skaldrok mellett

as' + Bt = aA(s) + BA(t) = A(as + (i),
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ami éppen azt mutatja, hogy as’+ (t’ is képe valamilyen, nevezetesen az as+ (3t € V
vektornak. Igy as’ + Bt' € im (A), tehat im (A) is zart a linedris kombinécié képzés-
re, kovetkezésképpen altér. O

Az el6zé allitasbol azonnal adédik, hogy egy V' vektortér valamely A lineéris transz-
formacidjanak magtere is és képtere is altere V-nek.

2.1.5 Definicié. Az A linedris leképezés p(A) rangjan képterének dimenzidjdt,
v(A) defektusan, pedig magterének dimenzidjdt értjiik.

A kovetkezd tételben kapcsolatot teremtiink V) az ugynevezett targyvektortér
dimenzidja, a linearis leképezés rangja és defektusa kozott.

2.1.6 Tétel. Ha A :V — W linedris leképezés, és V wvéges dimenzids, akkor
dimV = p(A) + v(A).

Bizonyitas. Mivel v(A) = dimker (A) és p(A) = dimim (A), elegendd azt meg-
mutatni, hogy ha ker (A) egy bézisa az {ai,...,a,} vektorrendszer és im (A) egy
bazisa az {A(b1), ..., A(bs)} vektorrendszer, akkor az {ay,...,a,,b1,...,bs} vektor-
rendszer bazisa V-nek. E vektorrendszer linearis fliggetlenségét bizonyitando, legyen

Q1ay + -+ Qpay + Biby + -+ Babs = 0. (2.1)

Véve az egyenléség mindkét oldalan 1évé vektornak az A leképezés altal meghaté-
rozott képét, figyelembe véve, hogy a; € ker (A) (i = 1,...r)-re, és, hogy a zérd
vektor képe minden linearis leképezés mellett a zérd vektor, kapjuk, hogy

BrA(b1) + -+ BsA(bs) = 0.

De ez csak ugy lehet, ha 5y = ... = s = 0, mert hiszen {A(b1),..., A(bs)} bézisa,
igy linedrisan fiiggetlen vektorrendszere im (A)-nak. Akkor viszont a (2.1) egyenlet
mar az egyszeribb

ara; + -+ apar =0

alaki. Ebbél mar az is kovetkezik, hogy oy = ... = o, = 0, mert az {a,...,a,}
béazisa, igy linedrisan fiiggetlen vektorrendszere ker (A)-nak.
Meg kell még mutatni azt is, hogy az {ai,...,ar,b1,...,bs} vektorrendszer

generalja V-et. Legyen ezért v € V egy tetszoleges vektor. Tekintve, hogy
A(v) € im (A), kapjuk, hogy

A(v) = 61A(b1) + - 6, A(bs),
amibél, atrendezéssel, és kihasznalva, hogy A linedris leképezés az
A(v = (81by + -+ d5bs)) =0
egyenléséghez jutunk. Ebbol az kévetkezik, hogy
v — (01b1 + -+ + d5bs) € ker (A)

és igy
v = (0161 + -+ + dsbs) =101 + -+ + rar



56 2. FEJEZET LINEARIS LEKEPEZESEK, TRANSZFORMACIOK

Innen az egyenléség atrendezése utan kapjuk, hogy
v:71a1+"'+'Yrar+5lbl+"'+6sb57

tehdt az {ai,...,a,,b1,...,bs} vektorrendszer generdtorrendszere is V-nek. O

A fenti bizonyitasbdl kideriil, hogy ha az A a véges dimenziés V' vektortérnek
valamely W vektortérbe vald linearis leképezése, akkor van V-nek az A képterével
izomorf altere. Ezért azt gondolhatnank, hogy egy V' vektortér megkaphaté barmely
linearis transzformacidja magterének és képterének direktosszegeként. Ez azon-
ban tavolrdl sem igaz. Egyszerd ellenpélda erre a legfeljebb n-edfokd valés poli-
nomok R, [t] terének az a linedris transzforméciéja, amely minden polinomhoz an-
nak derivéltjat rendeli. Ennek a transzformdciénak a konstans polinomok alkotjak
a magterét, mig a képtere a legfeljebb (n — 1)-edfoku polinomok tere. Minthogy
egyetlen n-edfoku polinom sem kaphat6 meg egy konstans polinom és egy legfeljebb
(n — 1)-edfoku polinom 6sszegeként, a képtér és a magtér direktosszege nem egyenld
Ry, [t]-vel. Megmutathat6 azonban, hogy ha az A lineéris transzformacié magterének
és képterének a nullvektoron kiviil nincs kozos eleme, akkor V = ker (A) @ im (A).

2.2 Miuveletek linearis leképezésekkel

Ebben a részben értelmezziik linearis leképezések Osszeaddsat és skalarral vald
szorzasat, megmutatjuk, hogy maguk a linearis leképezések is vektorteret alkotnak
a fenti miiveletekkel.

2.2.1 Linearis leképezések Osszeadasa és szorzasa skalarral

Legyen V és W két, ugyanazon F test feletti vektortér és legyen L(V, W) az Osszes V-
nek W-be valé linedris leképezéseinek a halmaza. Ertelmezziik két A, B € L(V, W)
linearis leképezés Gsszegét az

Yz e V:(A+ B)(z) ¥ Az) + B(z)
definidlé egyenldséggel, és legyen tetszoleges A € L(V, W) linedris leképezés a € F
skalarral valé szorzata az

Ve e Vi (aA)(z) def aA(x)
egyenlGséggel adott.

2.2.1 Tétel. A linedris leképezések L(V,W') halmaza F feletti vektortér a fent
definidlt osszeaddssal és skaldrral valo szorzdssal.

Bizonyitas. El6szor azt kell megmutatni, hogy a definiadlt osszeadasra és ska-
larral val6 szorzasra vonatkozéan L(V, W) valéban zart, azaz két linedris leképezés
Osszege is és egy linearis leképezés skalarral vald szorzata is linedris leképezés. Ha
A és B e L(V,W), akkor az nyilvanvald, hogy Osszegiik is V-bél W-be val6 leké-
pezés, csak azt kell tehat igazolnunk, hogy vektorok linedris kombinacidjat a képvek-
torok ugyanazon skalarokkal képzett linearis kombindaciéjaba viszi. Ezt viszont a
kovetkez6 szdmolas verifikalja:

Vo,w eV :Va,B €F: (A+ B)(aw + fw) =
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= A(av + pw) + B(aw + fw) = aA(v) + fA(w) + aB(v) + fB(w) =

= a(A(v) + B(v)) + B(A(w) + B(w)) = a(A+ B)(v) + (A + B)(w)

Teljesen hasonléan ha v € F és A € L(V,W), akkor nyilvan vA is V-b6l W-be
valo leképezés, de linearitasat még igazolnunk kell. Ezt az aldbbi szamolas mutatja:

Yo,w eV :Va,B €F: (vA)(aw + pfw) =

— yA(av + fw) = (aA(v) + BAw)) = (10)A(v) + (8) A(w) =

= a(7AW)) + BYA(W)) = a(yA)(v) + B(yA) (w)

Igazolnunk kell még, hogy a linearis leképezések az Osszeadasra nézve kommu-
tativ—csoportot alkotnak, illetve, hogy a skaldrokkal valé szorzas is eleget tesz a
vektortér definicigjaban megkovetelt négy tulajdonsignak.

Legyenek ezért A, B, C € L(V, W) tetsz6leges lineéris leképezések és v barmelyik
vektora V-nek. Akkor kihaszndalva, hogy A(v), B(v) és C(v) W-beli vektorok, illetve
a leképezések Osszeadasanak definicidjat, kapjuk, hogy

(a) [A+ (B4 CO)](v) = A(v) + (B+ C)(v) = A(v) + (B(v) + C(v)) =

= (A(v) + B(v))+C(v) = (A+ B)(v) + C(v) = [(A+ B) + C](v)

(b) (A+ B)(v) = A(v) + B(v) = B(v) + A(v) = (B+ A)(v)
(c)Legyen O € L(V,W) az a leképezés, amelyre Vv € V : O(v) = 0 teljesiil. Ez
nyilvanvaléan linedris leképezés és a leképezések Osszeadédsara nézve zéréelem.

(d) Tetszoleges A € L(V,W)-re a (—1)A € L(V,W) pedig, ahol —1 az F test
egységelemének ellentettje, az A leképezés additiv inverze.

A skalarral valé szorzas tulajdonsigait ellen6rizendé legyenek «, 5 € F tetszole-
ges skalarok. Akkor barmely v € V-re

(1) [a(A+ B)](v) = a[(A+ B)(v)] = a[A(v) + B(v)] =

= aA(v) + aB(v) = (ad)(v) + (aB)(v) = [(@4) + (aB)](v)

(2) [(a+ B)Al(v) = (e + B)A(v) = aA(v) + BA(v) = (@A + SA)(v)

(3) [(aB)A](v) = (af)A(v) = a[BA(v)] = a[(BA)(v)] = [a(BA)](v)

(4) Végill, ha 1 az F test egységeleme, akkor (14)(v) = 1A(v) = A(v), amivel
igazoltuk a skalarral vald szorzastdl elvart négy tulajdonsagot. O
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2.2.2 Linearis leképezések szorzasa

Még egy linedris leképezéseken értelmezett miivelettel foglalkozunk ebben a részben,
amit szorzdsnak fogunk nevezni, bar a kompozicié elnevezés talan szerencsésebb len-
ne, mert a valés analizisben a fliggvények kompoziciéjanak megfeleléen definidljuk
a leképezések szorzatat.

Legyen a B € L(V,W) és A € L(W,Z) lineéris leképezések szorzata az az
AB-vel jelzett és V-bdl Z-be képez6 hozzarendelés, amely a

Vv eV (AB)(v) € A(B(v))
egyenloséggel adott, tehat a v € V vektort elébb a B leképezés W-be viszi, majd a
B(v) képet az A leképezés a Z-be. A linedris leképezések szorzata is linedris leké-

pezés. Ennek igazoldsara, legyenek v,w € V és a, 3 € F tetszbleges vektorok, illetve
skalarok, akkor

(AB)(av + fw) = A(B(av + fw)) = A(aB(v) + B(w)) =

— QA(B(v)) + BA(B(v)) = a(AB)(v) + B(AB)(w),
és ezt kellett megmutatnunk.

A linedris transzformaécidk fontossdgat hangsilyozandd, megjegyezziik, hogy egy
V vektortér L(V)-vel jelolt, linedris transzforméciéinak a halmaza, amely persze a
(2.2.1) tétel értelmében maga is vektortér, zart a fenti szorzds miiveletre is, azaz
barmely két A, B € L(V) linedris transzformacié AB szorzata is L(V')-ben van.
Ez lehet6vé teszi linearis transzformaciok nemnegativ egész kitevGs hatvanyainak
értelmezését a kovetkezo rekurziv definiciéval:

AeL(V): AT 6 A" An14 ha n>o0,

ahol I a V vektortér identikus leképezését jeloli, azt, amely minden vektornak
onmagat felelteti meg. I természetesen linedris transzformaécié és tetszdleges A €
L(V)re IA = AI = A. Amint azt &ltaldnosabb esetben, nevezetesen tetsz6leges
fliggvények kompozicidjanal lattuk, a fiiggvények kompozicidja nem kommutativ,
de asszociativ. fgy nem meglepd, hogy a linedris transzformaécidk szorzasa sem kom-
mutativ, de asszociativ és az Osszeadasra vonatkozdan disztributiv.

2.2.3 Linearis transzformacidk inverze

A fiiggvények tanulméanyozasakor azt lattuk, hogy amennyiben a fliggvény egy—egy-
értelmi megfeleltetés az értelmezési tartomany és az érték készlet elemei kozott,
akkor és csak akkor nyilik lehet6ségiink a fliggvény inverzének értelmezésére. Persze
egy tetszéleges A € L(V, W) linedris leképezés akkor és csak akkor egy—egyértelmii
megfeleltetés V és W elemei k6z6tt, ha izomorfizmus, amikor is a V' és W vektorterek
kozott nincs lényegi kiilonbség, legalabbis linedris algebrai szempontbdl.

2.2.2 Definicié. Az F test feletti V vektortér eqy A € L(V) linedris transzformd-
cidgjat invertalhatonak mondjuk, ha kielégiti az alabbi két feltételt:

(i) hav,w € V-re A(v) = A(w), akkor v = w,
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(ii) minden v' € V-hez létezik olyan v € V', amelyre A(v) = v'.

Az (i) feltétel azt fejezi ki, hogy egy invertalhaté linedris transzforméciénak
injektivnek kell lennie, mig az (ii) feltétel azt irja eld, hogy a V vektortér minden
eleme el6 kell dlljon képként, azaz a leképezés sziirjektiv kell legyen. Ezeket a felté-
teleket gy is megfogalmazhattuk volna, hogy a ker (A), magtérnek a zérus altérnek
kell lennie, és az im (A), képtér meg kell egyezzen V-vel. Val6ban, ha ker (A) a zérus
altér, akkor

v,weV iAW) =Alw) = Av) — A(w) = Alv—w) =0 =

—v—weker(d) —=v—w=0<v=uw.

Forditva pedig, mivel A(0) = 0, barmely lineéris leképezés esetén, azonnal
adddik, hogy az (i) feltételnek eleget tevd linedris transzforméciora ker (4) = {0}
teljestil. Az (ii) feltétel im (A) = V-vel valé ekvivalencidja a képtér értelmezésébél
azonnal addédik. A két feltétel véges dimenzids terek esetében egymadssal is ekvi-
valens.

2.2.3 Allitds.  Ha V wvéges dimenzids vektortér, akkor az A € L(V) linedris
transzformdciora ker (A) = {0} akkor és csak akkor, ha im (A) = V.

Bizonyitds. A (2.1.6) tétel miatt, ha ker (A) = {0}, akkor dimV = p(A) =
dimim (A), és linedris transzforméciokrdl 1évén sz6, ez azt jelenti, hogy im (A)
altere V-nek nem lehet valodi altér, az egész V vektortérrel kell megegyezzen.
Forditva, ha im(A) = V, akkor megint a (2.1.6) tétel alapjdn kapjuk, hogy
v(A) = dimker (A) = 0, és ez éppen azt jelenti, hogy ker (A) a zérus altér. 0

A fent igazolt allitds végtelen dimenzids terek linearis transzformaécidira nem igaz.
Egyszerii ellenpélda a valds egyiitthat6s polinomok R[¢] vektorterének az a D lined-
ris transzformacidja, amely minden polinomhoz, annak derivaltjat rendeli. Nyilvan-
valé, hogy D magtere 1-dimenziés, hiszen minden konstans polinom derivaltja a
zér6 polinom, azaz ker (D) nem a zérus altér. Ugyanakkor barmely

p(t) = o+ aqt + - + apt”

polinom el64ll nem is egy polinom derivéltjaként. Valéban tetszéleges 3 € R mellett
a

) QOn 1
t) = t+ —t oo+ —t
q() ﬂ+0&0+2 + +7”L+1

polinom derivéltja egyenld p(t)-vel, amivel igazoltuk, hogy im (D) = R[t] teljesiil.
Az invertalhato linedris transzformacidkat regquldris linearis transzforméciéknak

is szokas nevezni, mig a nem invertalhaté transzformacidkat szinguldrisaknak mond-

juk. A V vektortér reguldris linearis transzformdaciéinak halmazat R(V')-vel fogjuk

jelolni.

2.2.4 Definicié. Ha A € R(V) invertdlhatd linedris transzformdcio, akkor minden

v € V-hez létzik egy és csak egy v € V wvektor, amelyre A(v) = v'. Definidljuk azt az

A~ -gyel jelolt leképezést, amely ehhez a v' vektorhoz éppen v-t rendeli, és nevezziik
ezt az A linedris transzformdcio inverzének.
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Konnyen igazolhatjuk, hogy A~! is linedris transzformécié. Valéban tetszbleges
v',w’ € V vektorokhoz léteznek olyan egyértelmiien meghatarozott v = A~1(v')
és w = A1 (w') vektorok V-ben, amelyekre A(v) = v’ és A(w) = w'. Akkor A
linearitasa folytan, tetszoleges «, 5 € F skalarok mellett

Alav + Bw) = aA(v) + BA(w) = av’ + Bu’,
kovetkezésképpen

AN av + pu’) = av + pw = a A7 (V) + AT (W)

Példak invertalhatd linearis transzformacidkra

1. A V vektortér identikus leképezése, I nyilvanvaldéan invertdlhaté linedris
transzformacié, és I~ = I.

2. A sik helyvektorainak terében az a transzformécid, amely minden vektorhoz
valamely, az origén atmend egyenesre vonatkozo tiikorképét rendeli ugyancsak
invertalhatod, és inverze 6nmaga.

3. Szintén invertilhaté a 3-dimenzids tér helyvektorainak valamely origén atme-
noé egyenes koriili, adott a szoggel valé elforgatasa és inverze a 2w — a szoggel
valé elforgatas.

2.2.5 Allitas. HaV véges dimenzios vektortér és A linedris transzformdcidja V -
nek, akkor A invertdlhatdsdganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy V' egy tetszdle-
ges X ={x1,...,x,} bdzisat bdzisba transzformdlja, azaz, ha az {A(xy1),..., A(x,)}
vektorrendszer is bdzisa V -nek.

Bizonyitas. A (2.2.3) 4llitds szerint, véges dimenzids V' vektortér esetén egy A
linedris transzformécié pontosan akkor invertalhaté, ha im (4) = V teljesiil. Ugyan-

akkor im (A)-t generélja az {A(x1),..., A(x,)} vektorrendszer. O
Béarmely A € R(V)-re A~! is invertdlhatd, tovabba
-1
(47) =4
és
AA =41 A=1 (2.2)

A (2.2) egyenletek akar a linedris transzformécidk invertalhatésaganak definia-
lasara is alkalmasak, mert igaz a kovetkezo:

2.2.6 Tétel. Ha A,B,C € L(V) linedris transzformdacidkra teljesil, hogy
A-B=C-A=1,
akkor A invertdlhaté és A~' = B = C.

Bizonyitas. Az invertdlhat6sdg (i) feltétele konnyen kaphatd, mert ha v, w € V-
re A(v) = A(w), akkor

v=1(v) = (C-A)(v) = C(A(v)) = C(A(w)) = (C - A)(w) = I(w) = w,
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és nem nehezebb a (ii) feltétel teljesiilésének igazoldsa sem, hiszen barmely v € V-re
a B(v) € V vektor olyan, hogy

A(B(v)) = (A~ B)(v) = I(v) = v.

Ez biztositja A~1 1étezését. Masrészt tetszbleges v € V-re, kihasznalva a leképezések
szorzasanak asszociativitasat kapjuk, hogy

C(v) = C(I(v)) = C(A- B)(v) = (C- A)B(v) = I(B(v)) = B(v),

tehat B = C. A (2.2) egyenletek biztositjak, hogy A~! atveheti B, vagy C szerepét
az el6bbi szadmitds sordn és kapjuk, hogy A~! = C, illetve A~ = B. O
A (2.2.6) tétel bizonyitdsabdl kideriil, hogy az A € L(V) linedris transzformé-
ci6 injektivitdsdt biztositja olyan C' € L(V') létezése, amelyre C' - A = I, mig a
sziirjektivitas feltétele, olyan B € L(V') létezése amelyre A - B = I all fenn. Tek-
intettel arra, hogy véges dimenzids V vektortér esetén a linearis transzformdéciok
invertalhat6sdgénak (i) és (ii) feltételei ekvivalensek, adddik a kovetkezo:

2.2.7 Kovetkezmény. Ha V véges dimenzids vektortérnek A linedris transzfor-
mdcioja, akkor az alabbi dllitdsok egymdssal ekvivalensek:

(i) A invertdlhato,
(ii) létezik olyan B € L(V'), hogy A- B =1,
(iii) létezik olyan C € L(V'), hogy C - A = 1.

Végtelen dimenziés vektorterek esetén, mint allitottuk, mindkét egyenletnek kell
legyen megolddsa. Mutatja ezt a valds egyiitthatés polinomok R[t] terében a de-
rivalasi D illetve integralfiiggvény képz6 S linedris transzforméaciok példaja. Ezekre
DS = I, de egyik transzformacié sem regularis.

A linedris transzformaciok invertalhatdsagardl befejezésiil bebizonyitjuk a kovet-
kez6 tételt:

2.2.8 Tétel. Ha A és B invertdlhatd linedris transzformdcidi a V' vektortérnek,
akkor AB is invertdlhaté és (AB)™' = B~1A~L

Bizonyitas. A (2.2.6) tétel szerint elegendé megmutatni, hogy AB felcserélhetd
a B~'A~! lineéris transzformaciéval és szorzatuk az identikus transzformacié. Valé-
ban, a linedris transzformaciok szorzasdnak asszociativitdsat kihaszndlva kapjuk,
hogy
(BT'A™YAB)=B YA 'A)B=B'IB=B'B=1
és
(AB)Y(B'A Yy = A(BB YA ' = ATA™ = A4 =1T.
O

A tétel kovetkezménye, hogy ha A invertalhato linearis transzforméacidja V-nek,
akkor A" is invertalhaté és (A")~! = (A~1)".

1. Gyakorlatok, feladatok
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. Ertelmezziik a V vektortér egy Onmagdba valé T leképezését a kovetkezd-

képpen: rogzitsiik V-nek egy vy elemét és minden v € V-re legyen T'(v) def vo +

v, azaz v-nek vg-lal valé eltoltja. Allapitsa meg, hogy linedris transzformécié-e
aT.

. Legyen A : F" — F"~! az a leképezés, amelyre

3 b6
&2
& — &
Alv)=A : = .
fn—l '_
I gn ] fn—l {n

minden v € F*-re.

(a) Mutassa meg, hogy A lineéris leképezés!
(b) Adja meg ker (A) egy bazisét!

(c) Hatdrozza meg im (A) dimenzidjat!

. Legyen A € L(V,W) és M egy altere V-nek. Jelolje A(M) az M-beli vektorok

képeinek halmazat. Mutassa meg, hogy A(M) altere im (A)-nak.

. Bizonyitsa be, hogy ha egy linedris transzformécionak van legalabb két

kiilonbo6z6 jobbinverze, akkor nincs balinverze, és hasonldéan, ha van legalabb
két kiilonboz6 balinverze, akkor nincs jobbinverze.

. Igazolja, hogy egy linedris transzforméciénak pontosan akkor van inverze, ha

egyetlen egy jobbinverze van.

. Terjessziik ki a jobbinverz, illetve balinverz fogalmakat linearis leképezésekre.

Legyen A € L(V,W) és B,C € L(W,V), ahol V és W nem feltétleniil izomorf
vektorterek. Azt mondjuk, hogy B jobbinverze A-nak, iletve C' balinverze
A-nak, ha AB az identikus transzformaécidja W-nek, illetve CA az identikus
transzformécidja V-nek. Mutassa meg, hogy ha dim V' # dim W, akkor A-nak
nem lehet jobbinverze is, meg balinverze is!

. Jelolje O € L(V) a V vektortér azon linedris transzforméciéjat, amely minden

vektorhoz a zérévektort rendeli. Mutassa meg, hogy A, B € L(V)-re AB = O
akkor és csak akkor teljesiil, ha im (B) C ker (A)!

2.2.4 Faktorterek™

Ha A a V vektortér egy linedris leképezése valamely W vektortérbe, akkor A indukal
egy =4C V x V relaciét a kovetkezoképpen:

V] =4 v2 <= A(v1) = A(vg) .

Az =4 nyilvanvaléan ekvivalencia relacid, de azontil még rendelkezik azzal a tulaj-
donsaggal is, hogy barmely v € V' és «a skalar mellett, ha

v1 =4 v9 akkor v1 +v=g4v9+ v és aul =4 avg
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is teljestil. Ezzel a tulajdonsaggal rendelkezd ekvivalencia relacidkat kongruencia
reldcioknak hivjuk. Mint ismeretes, az ekvivalencia relaciék mindig meghataroznak
egy osztalyozdst, azaz esetiinkben a V' vektortér részhalmazainak olyan {V;,i € I}
rendszerét, hogy a kiilonboz6 részhalmazok diszjunktak és J,c; Vi = V. A kong-
ruencia relaciék még azt is lehetové teszik, hogy az osztalyok halmazédt vektortérré
tegyiik az alabbi Osszeaddassal és skalarral valo szorzassal:

Vi+V, ¥V, ha w+v; €Vi, ahol v, €V, és vy €V,

és barmely « skalar esetén

aV;¥V, ha aw; €V ahol v; € V;.
Talan elsé pillanatra nem nyilvanvald, hogy a megadott miuveletek joéldefinidltak.
Kihasznélva, hogy az osztalyozast kongruencia relacié indukalta, azt kapjuk, hogy
ha v;, v € V; és vj, v} € Vj, akkor

— / — /
Vi SEAV; = VTV =40+

masrészt
— / / — / /
Vj =AU =Y +v; =4 Y +Uj

és kihasznalva az ekvivalencia relacié tranzitiv tulajdonsagat adédik, hogy
v + V5 =4 vé—i—v’j,

ami azt mutatja, hogy egy osztaly barmelyik elemének egy maésik osztaly barmelyik
elemével vald 6sszege ugyanabban az osztalyban van. Hasonléan barmely « skalarra,
ha v; és v} egy osztdlybeli vektorok, akkor awv; és av) is egy osztdlyban vannak. A
=4 kongruencia relaci6 szerinti osztalyok fentiekben definidlt vektorterét V faktor-
terének nevezziik és V/ =4-val jeloljikk. A =4 kongruencia relacié értelmezésébél
azonnal kovetkezik, hogy V/ =4 izomorf az A linedris leképezés im (A) képterével.

Barmely osztaly két vektoranak a kiilonbsége a zérovektort tartalmazé osztalyban,
azaz az A linedris leképezés magterében van, amibdl kovetkezik, hogy a V;,i € I
osztaly akarmelyik vektora megkaphaté, ha egy rogzitett v;g vektorahoz hozzaadjuk
ker (A) valamelyik vektorat. Formalizdlva ugyanez:

vio + ker (A) ={vio+v|veker(A)}=V;.

Azt mondhatjuk, hogy minden osztdly a linearis leképezés magterének eltoldsdval
kaphato.

2.3 Matrix reprezentacio

Ebben a részben véges dimenziés vektorterek linearis leképezéseihez matrixokat ren-
deliink, és megvizsgaljuk, hogy a linearis leképezésekkel végzett miiveleteknek mi-
lyen méatrixmiiveletek felelnek meg. Meghatarozzuk a lineéris transzformacié és
inverze matrixanak kapcsolatat, levezetjiik az altalanos bazistranszformacié egyen-
letét, végiil pedig megvizsgaljuk, hogy egy linedaris transzformécié matrixa, hogyan
fiige a vektortér bazisanak megvélasztasatol.
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Megjegyezziik, hogy mint minden vektortér esetében, itt is a linearis leképezések
terének elemeihez is rendelhetnénk skalar komponensekbdl felépitett oszlopokat, de
mint latni fogjuk, a matrixok hasznélatdnak olyan elényei vannak, amelyrél nem
szeretnénk lemondani.

Mint mér emlitettiik, egy A € L(V, W) linedris leképezést teljesen meghataroz
az, hogy V valamely béazisdnak vektorait milyen vektorokra képezi. Valdéban, ha
X = {x1,x9,...,2,} egy bazisa V-nek, akkor barmely v € V vektor egyértelmiien
kifejezhet6 az X' vektorainak

V=€1T1 + E2T2 + - + EpTn
linearis kombinaciéjaként, és akkor
A() = e1A(z1) + e2A(22) + - £, A(zy,).

Mivel a képvektorok a W vektortérben vannak, elGallithaték a W egy YV =
{y1,Y2,...,ym} bézisa vektorainak linedris kombindcidiként. Igy, ha

A(zj) = ayjyr +azjyp + -+ amjym  J=1,...,n,
akkor

A(w) = eilany +a2iy2 + - + amiym) +
+ ea(oigyr + a2y2 + - + maym) +

+  en(amyr + @Yo + - + Amnlm) =
= (e1001 + 2012 + - - + En0uin)y1 +
+ (€1a21 + eoao0 + -+ + €n012n)y2 +

+ (glaml + et + - + gnamn)ym-

Az oy skaldrokat a linedris leképezés X', YV bazisparra vonatkozd koordindtdinak
nevezzik és az

a1 19 e A1n
921 a929 e Q2n
Ay =
y =
aOml1 Om2 ... Omn

matrixot az A € L(V, W) linedris leképezés X'-) bézisparra vonatkoz6 métrixdnak
mondjuk. A leképezés matrixat, csakigy, mint a vektorok koordinata vektorait,
vastagon szedett betiivel jeloljik, a fels6 index jeldli a V, az tgynevezett targyvek-
tortér alapul vett bazisat, mig az als6 indexszel utalunk a W, az dgynevezett képvek-
tortérben rogzitett bazisra. Idénként, a jelolés egyszeriisitése érdekében az alsé és
fels6 indexeket, elhagyjuk, ha a szévegkornyezetbdl kideriil, hogy melyik bazisparra
vonatkoznak a szébanforgé leképezés koordinatai.
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Felhivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy a leképezés matrixat alkotd oszlopok
éppen az X bazis vektorai képének ) bazisra vonatkozd

11 12 Qn

Q21 22 Q2n
A(.’,Ifl)y = . y A(x'Q)y = : ,...,A(.’L’n)y =

am1 am2 Omn

koordinéta vektorai. Meg kell emlitentink, hogy amennyiben egy A € L(V') lineéris
transzformaciét koordinatizalunk, akkor V-nek csak egy bazisat rogzitjiikk, mondjuk
X ={z1,29,...,x,}-et, s A métrixa

AX = [A(J?l))(, A(IL’Q)X, e 7A($n))€]

felépitésii lesz, és tekintve, hogy ebben a matrixban minden oszlop n-elmi, ez egy
n-edrendi kvadratikus matrix.

Egy v € V vektor A(v) képének ) bézisra vonatkoz6 koordinata vektora

€1a11 + 2012 + -+ -+ EpQin
€121 + €299 + - - - + €0,
A(v)y = : : (2.3)
E1Qm1 + E2m2 + * - + EpQumn
vagy ugyanez mésképpen:

A(v)y = c1A(z1)y + e2A(2)y + -+ + enAlzn)y (2.4)

ahol az

En

oszlop éppen vy, a v vektor X bazisra vonatkozé koordindta vektora. Mivel a
koordindta vektorokat is kezelhetjiik ugyanolyan matrixként, mint a linearis leképe-
zésekhez rendelt métrixokat, azok szorzasanak értelmezése szerint a (2.3) egyenlet
roviden igy irhaté

A(v)y = AS - v, (2.5)
amit a linedris leképezés egyenletének neveziink.

Ha A egy V vektortér linedris transzformécidja, akkor a (2.5) egyenlet kicsit
egyszeriisodik. Az A € L(V) linedris transzformdci6 egyenlete az X bézisban

A(v)x =Ax - vx (2.6)

alaku lesz.

A (2.4) egyenletbdl kovetkezik, hogy az A linedris leképezés im (A) képtere
izomorf a matrixat alkoté6 {A(z1)y,...,A(z,)y} vektorrendszer linedris burkaval
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és ezért az A rangja egyenlo e vektorrendszer rangjaval, amit az A mdtriz rangjdnak
is neveziink és p(A)-val jeloliink.

1 Példa. Legyen a 2-dimenzids tér egqy bazisa az T = {i,j} egymdsra merdleges,
eqységnyi hosszusagu helyvektorok rendszere. Hatdrozzuk meg a tér azon F transz-
formdcicjanak a mdtrizdt ebben a bdzisban, amely minden vektort az origo kéril ¢
szoggel elforgat az dramutatd jardasdval ellentétes irdnyba.

Az 2.1 4brardl leolvashatd, hogy az i vektor i’ képe, illetve a j vektor j’ képe:

i’ =cospi+singj és j = —singi+ cosdj.
I
........... i
jl
sin ¢ j
Cos ¢ J .
l 6 |
i
—— —singi ——k— cospi —

2.1. dbra: A sik forgatdsa

fgy
. cos ¢ ) —sin¢
F - 4 F =
(D)2 [ sin ¢ ] o )z [ cos ¢ ]
tehat
[ cos¢ —sing ]
Fr=1| .
sin ¢ cos ¢
a transzformaéacié matrixa az 7 béazisban. O

2 Példa. Az T test feletti V wvektortér egy y* : V — F linedris fliggvényének, mint
linearis leképezésnek hatdrozzuk meg a matrizat a V. vektortér X = {x1,...,z,} és
az F, mint 1-dimenzids vektortér {1} bdzisdra vonatkozdan, ahol 1 az F test egység-
elemét jeloli.

Mivel Yi,{(ﬁ = [y*(Xl){l}v s ,y*(xn){l}] ) igy ha y*(xl) = 52 minden Z(: 17 s 7n)_
re, akkor az y* linedris fliggvény matrixa a vélasztott bazisparra vonatkozdan az
1 X n tipusd

y?ﬁ = [517"‘7£TJ7

azaz egy sormatrix. Ez volt az oka annak, hogy egy V vektortér dudlisat V*-gal
jeloltiik. Mint lattuk, az a forditott allitds is igaz, hogy minden n komponensii F™*
sorvektor meghatarozza V egy linedris fiiggvényét, mert a komponensekkel megadva
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a linedris fiiggvénynek az X bazis vektoraihoz rendelt skalarokat, a lineéris fiiggvény
egyértelmiien meghatarozott. O

Legyen a V vektortér NN linearis transzformacidja olyan, hogy egy X =
{z1,...,x,} bézisdnak vektorait az N(z1) = \z1,...,N(x,) = A\pz, vektorokba
viszi, ahol A1, ... A, € F skaldrok, ami valds vektortér esetében, geometriailag annyit
jelent, hogy a transzformécié a koordinatarendszer tengelyeinek irdnyaban nyujt,
zsugorit és esetleg origéra titkkroz. Akkor az IV transzformdécié métrixa az X bézis-
ban nagyon egyszeri

A0 ...0
0 A ... 0

N=1. . .|
0 0 ... X\

diagondlis matrix.

2.3.1 A linearis leképezésekkel és matrixokkal végzett miiveletek
kapcsolata

Ebben a részben megmutatjuk, hogy milyen kapcsolat van a maétrixmiiveletek és
a linedris leképezések miiveletei kozott. A matrixmiiveletek értelmezésekor tulaj-
donképpen tekintettel voltunk arra, hogy a métrixok linedris leképezésekhez tartoz-
nak, ez indokolja példdul a matrixok szorzasdnak kicsit bonyolult értelmezését. Azt
akartuk ugyanis, hogy a linedris leképezések Gsszegének matrixa legyen egyenlo a
tagok matrixainak Gsszegével, linedris leképezés skaldrszorosanak matrixa legyen a
leképezés matrixanak skaldrszorosa, és linearis leképezések szorzatanak matrixa le-
gyen a tényezo leképezések matrixainak szorzata.

Matrixok és linearis leképezések Gsszeadasnak kapcsolata

Tekintstink két A, B € L(V, W) linedris leképezést, és tegyiik fel, hogy V egy X =

{z1,...,2,} és W egy ¥ = {y1,...,Ym} bézisdra vonatkoz6 matrixaik az
a1l @12 ... O1p
Qg1 Qo2 ... Qap

A= [A(«Tl)JN A(xQ)ya s ,A(xn)y] =

Qml Qm2 ... Qg

) i Pz ... P
B = [Bri)y, Blay,.. Byl = | - o

Bt Bz s Fon

Az A+ B linearis leképezéshez tartozé matrix minden oszlopa ugyancsak meg-
kaphatd, ha vessziik az X bézis vektorai A + B leképezéssel kapott képeinek )
bézisra vonatkozo koordinata vektorait. Mivel a linedris leképezések Osszegének de-
finiciéja szerint (A + B)(v) = A(v) + B(v) (v € V) és mert az a hozzéarendelés,
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amely egy vektortér vektoraihoz koordinata vektoraikat rendeli izomorfizmus, és igy
Osszegvektor koordinata vektora egyenld a tagok koordinata vektorainak osszegével,
kapjuk, hogy

(A +B)3 = [A(21)y + B(x1)y, A(22)y + B(22)y, .., Aza)y + Blan)y] =

o+ P ae+ B2 .. i+ Pin
a1+ o1 az+ P ... o+ Pog
am1 + ﬂml Qm2 + Bm2 coe Oyt an
X X
Af +BY.

A fentiek alapjan azt mondhatjuk, hogy két linearis leképezés Osszegének matrixa
megegyezik matrixaik osszegével.

Matrixok és linearis leképezések skalarral valé szorzasanak kapcsolata

A A linedris leképezés matrixdanak oszlopait ugy kapjuk, hogy venniink kell X
bézis vektorainak yA képeit, és azoknak az ) bézisra vonatkozé koordinata vekto-
rait. Mivel (yA)(v) = vA(v) (v € V), és egy vektor skaldrszorosdnak koordinata
vektora egyenl6 koordinata vektoranak skalarszorosaval, kapjuk, hogy

YA = [YA(21)y, YA(22)y, . - ., YA (z0)y] =

Y1 Yoz ... YQin
Y21 YGQ2 ... YQ2n
YOm1 YOm2 ... YOmn
X
v-AS.

Tehat egy linedris leképezés skaldrszorosanak matrixa egyenlo a linedris leképezés
matrixanak skaldrszorosaval.

Ha lerogzitjiikk mind V, mind W egy bézisat, akkor minden A € L(V, W) linedris
leképezéshez egyértelmiien hozzarendelheté egy matrix, amelynek elemei a vektor-
terek kozos operatortartoménya, az F testbol valé skalarok és tipusa dim W x dim V.

Forditva, ha vesziink egy tetszéleges dim W x dim V' tipust métrixot, amelynek
elemei F-bdl valdk, egy X béazist V-ben, és egy ) béazist W-ben, akkor pontosan
egy olyan linearis leképezés van V-bol W-be, amelynek X-) bazisparra vonatkozd
matrixa éppen az adott matrix. Ugyanis, az adott métrix oszlopai, X vektorai képé-
nek koordinata vektorai az ) béazisban, tehat meghatarozzak minden béazisvektor
képét, és V bazisvektorainak képei egyértelmiien meghatarozzak V minden vektora-
nak képét.

F,xn-1nel jelolve az 6sszes m xn tipusi I test feletti matrixok vektorterét. Legyen
E;; az a métrix, amelynek i-edik sordban a j-edik elem 1 (az F egységeleme), minden
més elem pedig 0 (az F zéréeleme). Nem nehéz beldtni, hogy az F,«, térben az

M:{Eij izl,...,m;jzl,...,n}
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matrixrendszer bazis. Ezért igaz az alabbi tétel.

2.3.1 Tétel. Ha V n-dimenzids és W m-dimenzids F test feletti vektorterek, akkor
az L(V, W) linedris leképezések tere izomorf az F folotti mdtrizok Fp, «, vektorterével,
igy m - n-dimenzids.

Matrixok, illetve linearis leképezések szorzasanak kapcsolata

Legyenek D € L(V,W) és C € L(W, Z) linearis leképezések és X = {z1,...,zp},
Y ={yi,...,ym} és Z = {z1,...,%,} bazisok V-ben, W-ben, illetve Z-ben. A
CD € L(V,Z) linearis leképezés matrixanak oszlopai az X bézis vektorai CD le-
képezéssel kapott képeinek a Z bazisra vonatkozé koordinata vektorai. Jelolje a D
leképezés matrixat

X
Dy: Y
5m1 5m2 5mn
ami azt jelenti, hogy
D(z1) = duypn + day2 + -+ OmiYm
D(z2) = d12m1 + 62292 + -+ Om2Ym
D(xn) = 61ny1 + 52ny2 + -+ 5mnym
és a C leképezés matrixat pedig
Yir Y12 .- Yim
N Y21 Y22 .- V2m
CZ: . . . I
7171 ’YpQ ’Ypm
amibél pedig azt tudhatjuk, hogy
Cly1) = vma + v122 + -+ Wiz
Cly2) = mez1 + 7222 + - + 2%
C(ym) = Tm*@ + YemZ2 + 0+ VpmZp

Akkor — felhasznélva, hogy minden v(€ V)-re (CD)(v) = C(D(v)) — kapjuk, hogy

(CD)(z1) = mC(y) + 621C(y2) + +  0m1C(Ym) ,
(CD)(xz2) = 012C(y1) + 022C(y2) + -+ + 6m2C(ym),
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A fenti egyenléségekben minden C'(y;)-t a Z vektorainak font megadott linedris
kombinacidival helyettesitjiik:

(CD)(x1) = dulmea + Y2122 + -+ Ypizp) +
+  do(vizzr A+ a2z A+ 0+ Ye2p) +
+ Omi (’Ylmzl + Yomz2 + -0 + 'Ypmzp) s

(CD)(x2) = d12(vrzr + 2122 + -+ Wp12p) +
+ ooy vz 0 4+ Ypezp) +
+ Om2(Vimz1 + Yomze + -+ ’Ypmzp) )

(CD)(xn) = (51n(’}/112’1 + Y2122 + -+ Vplzp) +
+  don(yi2z1 + a2z A+ - 4+ Ype2zp) +
+  Omn ('Ylmzl + Yomz2 + -0 + mezp)

Ebbol méar kiolvashaté a C'D linedris leképezés matrixa, csupan az egyes Z-beli
béazisvektorokra vonatkozé koordinatakat kell 6sszegytijteni és oszlopokba rendezni:

Do VRO Dbt V1EOR2, - e s Dokt VikOkn
Do V2kOk1s Dot V2kOk2s oo 5 Dok V2kOkn
X
(CD)Z = . . . .
Do YpkOkls  Dohet VpkOk2s oo 5 2oheq VpkOkn

Ezek szerint a linearis leképezések szorzatanak matrixa
X X
(CD)3 = C% - Dy,

megegyezik a tényezOk matrixainak szorzataval.

Linearis leképezések és transzformaciok szorzasanak tulajdonsagai

A linearis leképezések, illetve linearis transzformécidék szorzasinak és matrixaik
szorzasanak kapcsolata alapjan a matrixok szorzasa tulajdonsdgainak ismeretében
a kovetkez6t allithatjuk.

2.3.2 Allitas. (a) A linedris leképezések és transzformdcick szorzdsa nem kom-
mutativ.

(b) A linedris leképezések és transzformdcidk szorzdsa asszociativ.

(c) A linedris leképezések, illetve transzformdcidk szorzdsa azok ésszeaddsdra vonat-
kozoan disztributiv.

A miétrixok szorzasara mutatott példaknal lattuk, hogy ha egy A € Fy,xp mat-
rixot szorzunk egy x(€ F,,x1) oszlopvektorral, akkor a szorzatmétrix tipusa m x 1,
azaz egy oszlopvektor F,,, «1-ben. Ez az oszlopvektor az A matrix oszlopainak linearis
kombinéciéja, amelynél a skalar egyiitthatok éppen az x oszlopvektor komponensei.
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Formailag nincs kiilonbség az F,«1-beli métrixok és az F" koordindta tér elemei
kozott, ezért azonosithatjuk azokat. fgy értelmezhetjiik m x n tipust maéatrixoknak
F™-beli vektorokkal valé szorzésat. Akkor a matrixok szorzasdnak tulajdonsigai
alapjan éllithatjuk, hogy az

x— Ax (z €F", (A€ Fpxn)

hozzérendelés az F" koordindtatérnek az F™ koordindtatérbe valé A’ linedris le-
képezése. Ennek birtokdban a linedris leképezések reprezentacidjat kicsit mas szem-
sz0gbol is tekinthetjik:

Legyen az F feletti n-dimenziés V' vektortérnek az m-dimenziés W vektortérbe
val6 A € L(V,W) linedris leképezése olyan, amelynek matrixa a V-beli X =
{z1,... 2} és W-beli ¥ = {y1,...,ym} bézisparra vonatkozéan A. A

VA w
linearis leképezéssel ” parhuzamosan”, azt mintegy szimulalva, lejatszédik egy

]Fn i) IFTTL
line4ris leképezés a megfeleld koordindtaterek kozott, és az A’ linedris leképezés kép-
vektorai, a targyvektorokbdl egyszerti matrixszorzassal kaphatok. Megmutatjuk,
hogy a koordindtaterek kozotti A’ linedris leképezés hii modellje az A € L(V, W)
linearis leképezésnek.

v A w
Vv A:v—w W
) )\
A/
v w
F A:v—w=A v F

2.2. dbra: Linedris leképezés ”szimulacidja” a koordinata terekben

Az X bézis meghatiroz egy ® : V = F" és az ) bézis pedig egy ¥ : W = F™
izomorf leképezést, amelyek V és W vektoraihoz koordinata vektoraikat rendeli.
Mivel tetsz6leges v(e V') vektorra
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teljestil, az A’ leképezés valéban az A leképezés hii mésa. A 2.2 dbra joél szemlélteti
az elmondottakat.

Ez teszi lehet6vé, hogy barmely, linearis leképezésekkel, vagy transzforméaciokkal
kapcsolatos probléma numerikus megolddsakor a targy— illetve a képvektortér vek-
torai helyett, azok koordinata vektoraival szdmolhatunk, és a linearis leképezések
hatdsat, azok matrixaival vald szorzassal szamszerusithetjik.

2.3.2 Linearis transzformacidk inverzének matrixa

Egy véges dimenziés V' vektortér barmely A € L(V') linedris transzformaciéjahoz
lgy rendeltiink métrixot, V egy X = {x1,...,z,} bazisdban, hogy meghatiroztuk a
bazisvektorok {A(z1),..., A(z,)} képeinek {A(z1)x, ..., A(z,)x} koordindta vek-
torait és ezeket az oszlopokat gytijtottiik Ossze az

Ay =[A(x)x,. -, Alzn)x]

n X n tipusd matrixban. Az I € L(V) identikus transzformdacié matrixa barmely
béazisban ugyanolyan alaki, hiszen

1 0

0 :
I(z1)x =x1, = : oo s @)y = Xny = 0 ,

0 1

tehat
1 ha 1=y .
Iy = [6;5 hol ¢§;; = R =1,...
X [5]]7 ahno 51] { 0 ha Z#], (7'7.7 ) ,TL)
a mar jol ismert Kronecker-szimbdlum. Ezt a matrixot E-vel jeloltiik és n-edrendii
egységmatrixnak neveztilk. Ha A € R(V) regularis linedris transzformacid, akkor
A=l € R(V), inverze kielégiti az

A-AP =T és Al A=T

egyenleteket. Ebbol, tekintve, hogy linedris transzformdécidék szorzatdnak matrixa
egyenld az egyes tényezOok matrixainak szorzataval, az kovetkezik, hogy az inverz
transzformacié matrixa, A}l kielégiti az

Ay Ay '=E é A} Ay=E

méatrixegyenleteket. A (2.2.3) kovetkezmény alapjan azt is allithatjuk, hogy ezen
egyenletek barmelyike egyértelmiien meghatarozza A € R(V') inverzének matrixét
az X bézisban. Tehét reguldris linedris transzforméacié matrixa invertalhaté a mat-
rixok szorzasara vonatkozoéan.

Ennek megfelel6en most mar egy n x n tipusi A € F,,«, matrixot is requldrisnak
vagy mas elnevezéssel nemszinguldrisnak neveziink, ha létezik megoldasa az

AX =E és YA =E

matrixegyenleteknek. Ha a matrix nem invertalhato, akkor a matrixot is, csakugy,
mint a neminvertalhaté linedris transzforméaciot szinguldrisnak mondjuk. Sokszor
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egy matrixrol csupan azt kell eldonteni, hogy reguléris vagy szingularis anélkiil, hogy
magdara az inverzre (még ha létezik is) sziikségiink lenne. Ilyenkor kihaszndlhatjuk,
hogy a matrixot alkoté oszlopok linedris burka a matrixhoz tartozé linedris transz-
formacio képterével izomorf altere az F"* koordinatatérnek, ami persze akkor és csak
akkor izomorf az egész vektortérrel, ha az oszlopok a koordindtatér bazisat alkotjak,
kovetkezésképpen linearisan fliggetlen vektorrendszert alkotnak. Meg kell jegyez-
ziik, hogy a (2.2.3) kovetkezmény szerint az AX=E maétrixegyenlet akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha az YA=E matrixegyenletnek van megoldasa, ezért barmelyik
egyenlet hasznélhaté lesz a regularis matrixok inverzének numerikus meghatarozasa-
ra.

2.4 Altalanos bazistranszformacié

Mar lattuk, hogy egy vektortér elemeinek koordinata vektorai a tér bazisdnak meg-
véalasztasatdl fligg, st az elemi bazistranszformaciordl szélé részben azt is meg-
vizsgaltuk, hogy a tér vektorainak koordinata vektora hogyan valtozik meg, ha az
1j bazist az eredetibdl egyetlen bézisvektornak egy 1j vektorral valé kicserélésével
kapjuk. Itt most két, tetszolegesen valasztott bazisra vonatkoz6 koordindta vektorok
kapcsolatat fogjuk jellemezni.

Legyen az F test feletti n-dimenziés V' vektortérnek X = {x1,...,2,} és Y =

{y1,...,yn} két bazisa és legyen egy tetsz6leges v € V vektor koordindta vektora
€1 €1
Vy = : az X bazisban és vy =
En €n

az ) bazisban. Ez utébbi pontosan azt jelenti, hogy

v=ey+ -+ nln. (2.7)

Mint tudjuk, a vy a v vektor izomorf képe azon oy : = F" izomorf leképe-

zés mellett, amely az x; € X béazisvektort az e; = [0,...0,1,0...,0], ugynevezett

i-edik egységvektorba viszi minden i(= 1,...,n)-re, ezért a (2.7) egyenletbdl az is
kovetkezik, hogy

Vy =€Yiy +  + nYny- (2.8)

Gytijtstik Ossze az yi,,...,Yn, Oszlopvektorokat a B métrixba, amelyet a bazis-

transzformacié dtmenet mdtrizdnak neveziink, azaz legyen az dtmenet matrix

B=[yiy: - ¥nal-

A B atmenet métrix azon B € L(V) linedris transzformaciénak a matrixa az X' bé-
zisban, amely az X bazis elemeinek az ) bazis elemeit felelteti meg, egész pontosan
amelyre B(z1) = y1,...,B(zn) = yn. Ennek megfeleléen a B transzforméciét bd-
zistranszformdcionak nevezzilkk. Valéban a B transzformécionak a matrixa az X
bézisban

BX = [B((L‘l))(,.. . ,B(wn))(] = [ylx,.. . ,ynx]
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éppen az dtmenet matrix. Ezt felhaszndlva, a (2.8) egyenlet az egyszertibb
vy =By vy (2.9)

alakot o6lti. Mivel a B nyilvanvaléan regularis linearis transzformdcié, matrixanak
van inverze, igy a (2.9) egyenlet ekvivalens a

By vy =vy (2.10)

egyenlettel, amit a bdzistranszformdcid egyenletének neveziink. A béazistranszfor-
mécié egyenletét gy interpretalhatjuk, hogy amennyiben ismerjik a V vektortér
egy v vektoranak a koordindta vektorat az X bézisban és ismerjiik egy 1j )V bazis
vektorainak is a koordindta vektorait az X bézisban, (ezek a bazistranszformacié
matrixanak, az dtmenet métrixnak az oszlopai), akkor a v vektor ) bézisra vonat-
koz6 koordinata vektora megkaphatd, ha az atmenet matrix inverzével szorozzuk a
v X bazisra vonatkozo koordinata vektorat.

Persze a bazistranszforméacié egyenletének inkabb elméleti, mint gyakorlati je-
lentosége van, konkrét numerikus feladatok megoldasanal elemi béazistranszforma-
cidk sorozatdn keresztiil hatarozzuk meg egy vektor 1j bazisra vonatkozo koordindta
vektoréat.

2.4.1 Linearis transzformaciéo matrixa 14j bazisban

A bazistranszformdcié egyenletének ismeretében nagyon kénnyl kideriteni, hogy
milyen kapcsolat van egy linedris transzformacié két kiilonboz6 bazisra vonatkozd
méatrixai kozott.

Ezt a kapcsolatot lefrandd, legyen A az m-dimenziés F test feletti V' vektor-
tér egy linedris transzformadaciéja, és jelolje Ay, illetve Ay az A matrixat az X =
{z1,..., 2}, illetve az YV = {y1, ..., yn} bazisban. Mint azt jél tudjuk,

AX = [A((I}l))(, NN ,A(mn))(]
és

Ay =[A()y, - Alyn)y].
Jelolje megint B a V' vektortér azon linedris transzformécidjat, amelyre B(z1) =
Y1y..., B(xy) = yn. Akkor A(y1) = A(B(z1)),..., A(yn) = A(B(x,)), kovetkezés-
képpen a linedris transzformécidk (2.6) egyenlete alapjan

A1)y = Ax -B(z)x, ..., Alyn)x = Ax - B(zy) x.

Ebbdl az altaldnos bézistranszformécié (2.10) egyenletét felhasznalva kapjuk, hogy

A(y1)y = By'A(y)x =B3'AxyB(21)x,

Ayn)y = By'A(yn)x = By'AxB(z,)x.

Vegyiik észre, hogy B(z1)x,...,B(z,)x éppen a B linedris transzformécié X' ba-
zisra vonatkozé By matrixanak oszlopai, igy eredményiink a matrixaritmetikai is-
mereteinket is felhaszndlva a tomorebb

Ay =B}'-Ay By (2.11)
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forméaba irhaté.

2.4.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az Ay = B;(l - Ay - By mdtriz az Ay
mdtriznak konjugéltja. Két matrixot hasonlénak mondunk, ha az egyik a mdsiknak
konjugdltja.

Tehat egy linedris transzformécié kiilonb6z6 béazisokra vonatkozé métrixai ha-
sonldk, amit Ay ~ A y-vel jelolink.

Nem nehéz megmutatni, hogy a ~ hasonldsagi relacio, ekvivalencia relacié az
azonos tipusi négyzetes métrixok halmazén. Valéban,

(a) egy métrixnak az identikus transzformaciéval val6 konjugdltja 6nmaga, tehét a
~ relaci6 reflexiv,

(b) ha
A=B!A'B— A’ =BAB!,

mutatva, hogy ~ szimmetrikus, és

(c) ha
A=B'A'B ¢ A'=C'A'C=

— A=B!C!'A"CB = (CB)"'A”(CB),

igazolva, hogy ~ relacié tranzitiv is.

Regularis linedris transzforméciok inverzének matrixat konnyen meg tudjuk ha-
tarozni a kovetkez6 eredmény ismeretében:

2.4.2 Tétel. Legyen a V vektortérnek X = {x1,...,xn} €sY = {y1,...,yn} két
tetszdleges bazisa, és B € R(V') az a linedris transzformdcidja, amelyre B(x;) = y;
minden i(=1,...,n)-re. Akkor teljesiilnek az aldbbi egyenléségek:

(i) By =By,

(ii) By =By,

Bizonyitas. A (2.11) egyenlet felhasznédldséval kapjuk, hogy
By =B;'ByBy = EBy = By,
és teljesen hasonléan
B)' =B,'B'By =B}'E=B}".
O

3 Példa. Legyen a V walds vektortér egy bazisa az X = {x1,xe,x3} vektorrendszer
és az A linedris transzformdcid mdtriza ebben a bdzisban legyen

1 0 1
A= 0 1 -1
-1 -1 1
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Hatdrozzuk meg az A mdtrizdt az Y = {y1,y2,y3} bdzisban, ahol

Y1 r1 + 222 — 3,
Y2 = T2 + s,
Ys I + Z9.
A bazistranszformacié
1 01
B = [yi,, Y20, ¥3x] = 2 11
-1 1 0

atmenet méatrixa adott ) vektorainak megaddsaval, igy haszndlhatndnk az Ay =
B~'AB képletet a transzformécié matrixdnak meghatarozasara az 1j ) bézisban,
ehhez azonban invertalnunk kellene az atmenet méatrixot és elvégezni két matrix-
szorzast. Egy kis munkét megspoérolhatunk, ugyanis az A(y;) (i = 1,2,3) vektorok
X bézisra vonatkozd A(yi)x = A -y, (i = 1,2,3) koordinata vektorai kénnyen
meghatarozhatdk és akkor elemi bazistranszformaciok sorozataval kiszamithatok az
Y bézisra vonatkoz6 koordinata vektoraik is, amelyek éppen a keresett Ay matrix
oszlopai. Ezeket a szdmitdsokat kovetheti nyomon az olvasé az alabbi tablazatok
tanulmanyozésaval: (a tablazatok fejlécében a bézisra utal6 indexeket elhagytuk, a
téablazatok baloldali oszlopaban ugyis fel vannak tiintetve a bézisvektorok)

y1 Y2 ¥3 A(Yl) A(Y2) A(Ys)
:pl 0 1 0 1 1
x| 2 1 1 3 0 1
3| -1 1 0 —4 0 —2
|
y2 y3|A(y;) Alyy) Alys)
yi| 0 1 0 1 1
o ~1 3 -2 -1
3| 11 —4 1 —1
|
ys | Aly)) Alyy) Aly;)
yi | 1 0 1 1
Yo | —1 3 —2 —1
3 —7 3 0
!
Ay, Alyy) Alys)
w | 7/2 —1/2 1
Y | —1/2  —1/2 -1
ys | —7/2  3/2 0
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Az utolsé tabldzatbdl mér kiolvashaté:

7/2 —-1/2 1
Ay=|-1/2 —-1/2 -1
—7/2  3/2 0

Els6 rédnézésre nem volt nyilvanvalé, hogy a megadott ) vektorrendszer valéban
bézis, azonban az eljaras sordn ez is kideriilt, hiszen X vektorait 1épésrol 1épésre ki
lehetett cserélni Y vektoraival. O

4 Példa. Legyen a V' wvalds vektortér eqy bazisa az X = {x1,x2,x3} vektorrendszer,
és az A linedris transzformdcid mdtriza ebben a bdzisban legyen

1 0 1
A= 0 1 -1
-1 -1 1

Allapz’tsuk meg, hogy A reguldris—e, és ha igen, akkor hatdrozzuk meg az A~' inverz
transzformdacié mdtrixdt!

Az A matrixdbdl kiolvashatjuk, hogy

A(l‘l) = Y1 = T1 - I3,
Alxzg) = y2 = xy — x3,
Alx3) = y3 = 1 — x2 + a3

Az inverz transzforméciéra persze A~(y;) = x; (i = 1,2,3) teljesiil, amib6l ki-
olvashatjuk az A~'(y;)x (i = 1,2,3) koordinata vektorokat is. Ezekbdl elemi
bézistranszformacidk sorozatdval meghatarozhaték az A=1(y;)y (i = 1,2,3) koor-
dindta vektorok, és nekiink éppen ezekre van sziikségiink. A szdmitdsokat az aldbbi
tablazatokban végeztiik:

i Y2 ys3| Ay,

)
o [ [1] 0 1 1 0 0
x| 0 1 —1 0 1 0
x3 | -1 -1 1 0 0 1

!
y2 ¥3 A(Y1) A(Yz) A(Y:s)
n| 0 1 1 0 0
To -1 0 1 0
3| -1 2 1 0 1
!
ys | Aly:) Alyy) Alys)
Y1 1 1 0 0
Yo | —1 0 1 0
3 1 1 1
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!
Aly;) Alys) Alys)
Y1 0 —1 -1
Y2 1 2 1
y3 1 1
Az utolsé tabldzatbdl mar kiolvashato:
0 -1 -1
-1
Ajl=11 2 1
1 1 1

ami a (2.4.2) tétel szerint ugyanaz, mint A}l. Persze, amint az el6z6 példaban is,
csak a szamitasok elvégzése kozben deriilt ki, hogy A reguldris matrix, hogy oszlopai
valéban egy bézis kiillonboz6 vektorainak koordinata vektorai. O

2. Gyakorlatok, feladatok

1. Legyen A a 3-dimenzids valds tér azon linedris transzformdcidja, amely minden

helyvektorhoz az origora, mint kézéppontra vonatkozo tiikorképét rendeli. Ha-
tdrozza meg az A méatrixat egy tetszélegesen valasztott bazisban!

. Legyen T a 3-dimenzids valds tér azon linedris transzformacidja, amely minden

helyvektorhoz egy nemzéré v vektor irdnyu tengelyre vonatkozo tiikorképét
rendeli.

(a) Hatérozza meg a T matrixat egy, a v vektort tartalmazo, de azontil tet-
sz0leges bazisban!

(b) Hatérozza meg a T~! transzforméciét és annak méatrixat az (a) feladat
megoldédsakor valasztott bazisban!

(Megjegyzés: Legyenek x és y a bazis tovabbi vektorai és 2/ = T'(z), ' = T(y).
Nyilvédn z,2’ és v valamint y, vy’ és v egy sikban vannak, tovabba a tiikrozés
miatt v az x + 2’ vektornak is és az y + 3’ vektornak is skaldrszorosa.)

. Legyen {u,v,w} bazisa a 3-dimenzids valés térnek, és rendelje a P linedris

transzformdcié minden x = au + v + yw helyvektorhoz az 2’ = au + (v vek-
tort, (amit az x vektor u és v sikjaba es6 vetiletének neveziink).

(a) Hatérozza meg a P transzformdacié matrixat elé6bb az {u,v,w}, majd az
{u+ w,v + w,u + v} bazisokban!

(b) Szamitsa ki a P" transzformdcié matrixat az el6bbi bazisokban (n =
2,...,100)-ral

(c) Dontse el, hogy P regularis, vagy szinguldris transzforméacié-e!

. Legyen {u,v,w} a 3-dimenziés valds vektortér egy bdzisa, és rendel-

je az A leképezés minden z = au + [fv + ~yw helyvektorhoz az
' = (a+7y)u+ (8 +v)v+yw vektort.
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(a) Mutassa meg, hogy A linearis transzformacio!

(b) Hatdrozza meg a transzformdcié matrixat elébb az {u,v,w}, majd az
{u+v,v + w,w} bazisokban!

(c) Allapitsa meg, hogy létezik—e A-nak inverze!

2.5 Matrixok bazisfaktorizacigja

A numerikus alkalmazasok, igy példaul a linedris egyenletrendszerek megoldasakor
segitségiinkre lesz a matrixok bazisfaktorizacidja.

Legyen A € Fpyxn, azaz egy olyan m X n tipusi matrix, amelynek elemei az F
testbdl valdk, és tételezziik fel, hogy A oszlopvektorainak rendszere r rangu, azaz
oszlopvektorrendszere az F™ koordinatatérnek r-dimenzids alterét generdlja. Ezt az
alteret az A matrix oszlopvektorterének nevezziik. Emlékezziink arra, hogy annak a
linearis leképezésnek, amely minden x € F" vektorhoz az Az € F™ vektort rendeli,
a képtere éppen az A oszlopvektortere, és annak dimenziéja az A matrix p(A)
rangja. Ha A oszlopvektorai kozil kivalasztunk egy r elemil linearisan figgetlen
vektorrendszert, akkor az, A oszlopvektorterének egy bazisa. Ezért az oszlopvektor-
tér minden vektora, igy az A matrix oszlopai is eldallithaték ezeknek a linearis
kombindciéjaként. Jelolje az A oszlopait aq,...,a, és tegylik fel hogy ennek a
vektorrendszernek a B = {a;1,. .., a; } egy linearisan fiiggetlen részrendszere. Akkor
ez béazis A oszlopvektorterében, mert feltevésiink szerint p(A) = r. Legyenek az
a; (j =1,...,n) oszlopvektoroknak az B béazisra vonatkozé koordinata vektorai
rendre a;, (j =1,...,n). Gytjtsiikk 6ssze a B = {a;1,...,a; } bézis vektorait a B
matrixba, azaz legyen

B = [aﬂ,...,air]

és az aj; (j=1,...,n) koordinata vektorokat pedig a C matrixba, tehat legyen
C=lai,. .., .
A B - C maétrix oszlopai
Ba, = ai1,...,Ba,,; = a,,

hiszen, mint azt a matrixok szorzasara adott példdknal lattuk, egy matrixnak egy
oszlopmatrixszal valé szorzata, a méatrix oszlopainak olyan linedris kombindciéja,
amelyben a skaldr egytitthatok, éppen az oszlopmétrix komponensei és az a;, osz-
lopvektor éppen az a; vektornak a B oszlopaira vonatkozé koordinatait tartalmazta
minden j(=1,...,n)-re. A matrixok szorzasat illusztral6 példak kozott azt is lattuk,
hogy két matrix szorzatanak i-edik oszlopa, a baloldali matrixtényezonek a jobb-
oldali méatrixszorzé i-edik oszlopaval valé szorzata. Mindezek figyelembevételével
kapjuk, hogy az A matrix a B és C matrixok szorzata, tehat

A=B.C. (2.12)

Az A miétrix (2.12) egyenlet szerinti szorzatként vald el6allitasat bdzisfaktorizdcid-
nak hivjuk.
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A 2.12 egyenl6séghdl az is kovetkezik, hogy az A métrix minden sora a C métrix
sorainak linearis kombinaciéja. Mivel a B tipusa m x r és a C tipusa pedig r X n,
azonnal kapjuk, hogy A sorvektorai rendszerének legfeljebb r lehet a rangja.

A fenti szorzatra bontast elvégezve az A madtrix transzponaltjara A*-ra, arra
a kovetkeztetésre juthatunk, hogy az A* sorvektorrendszerének rangja nem lehet
nagyobb oszlopvektorrendszerének rangjanal. Nyilvanvald, hogy az A matrix
sorvektorai altal generdlt vektortér — A sorvektorterének nevezzilk — és az A*
matrix oszlopvektortere izomorfak. Ezeket az észrevételeket Osszegezve allithatjuk,

hogy

2.5.1 Allitas. [Mdtrizok rangszim tétele] Az A mdtriz sorvektorrendszerének
rangja egyenld oszlopvektorrendszerének rangjdval.

Bemutatunk egy numerikus példat annak illusztraldséra, hogy elemi bazistransz-
formacio alkalmazasaval, hogyan lehet egy adott matrixot bazisfaktorizdlni.

5 Példa. Bdazisfaktorizdljuk az

1 2 0 31
A_| 21 1 23
1 7 -1 70
-1 -7 1 -7 0

mdtrizot.

Meg kell hataroznunk az A matrix oszlopvektorrendszerének rangjat. Kzt az
elemi béazistranszformécié modszerével végezziik. Az indulé tabldban az A oszlopait
aj, as, as, ay, és as jelolik, ezek megegyeznek az F™ tér £ = {eq, €9, €3, €4} egységvek-
torai alkotta béazisra vonatkozé koordindta vektoraikkal. Ez a magyarazata annak,
hogy az alabbi tablazatok fejlécében vastagon szedett betiikkel jeloltiik azokat.

a; ay a3 a; as ay a3 as as
el 2 0 3 1 ar| 2 0 3 1
ea| 2 -1 1 2 3|—= e|-5 [1] 4 1|-
es| 1 7 -1 7 0 es| 5 —1 4 —1

es| -1 -7 1 -7 0 es| =5 1 —4 1

az a4 aj
aq 2 3

1
— a3z | -5 —4 1
es3 0 0 O
€4 0 0 0

Amint az utolsé tédblazatbdl lathatd, p(A) = 2, és az A matrix els6 és harmadik
oszlopa bazis A oszlopvektorterében. Az is kiolvashaté a tablazatbdl, hogy melyek
a matrix oszlopainak erre a bdazisra vonatkozé koordinata vektorai. Nyilvan a1 =
1-a14+0-a3ésa3=0-a1+1-as,

mig a tObbi oszlop koordinatait a tablazatbdl olvasva

ar=2-a1—5-a3,a4=3-a1—4-a3 é as=1-a1+1-as3.
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Ezek szerint az A bézisfaktorizacidjanak tényezoi

1 0

2 1

B = la1,a3] = 1 -1
-1 1

és
1 20 31
C_0—51—41

Annak ellenérzését, hogy valéban A = B - C barki gyorsan elvégezheti.

3. Gyakorlatok, feladatok

1. Igazoljuk, hogy ha A = B - C, akkor

p(A) < min(p(B), p(C))

81

2. Mutassuk meg, hogy ha A = B - C és B oszlopai linedrisan fiiggetlen rend-
szert alkotnak, akkor p(A) = p(C) és ha C sorai fiiggetlenek, akkor pedig

p(A) = p(B).
3. Bizonyitsuk be, hogy ha A = B - C, akkor

A*=C".-B*.
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3. Fejezet

Alkalmazasok

Ebben a részben a vektorterek elméletének néhany nevezetes alkalmazasaval is-
merkediink meg. Targyaljuk a linedris egyenletrendszerek megoldhatésdganak
kérdéseit és az elemi béazistranszformdéciéra tamaszkodva megoldasi algoritmust
is adunk. Vizsgdljuk bizonyos tipusi métrixegyenletek megoldhatésagat is, és
belatjuk, hogy ezek megoldasa visszavezethetd linedris egyenletrendszerek megol-
désara. Ezt kovetoen ismertetiink egy moédszert matrixok inverzének viszonylag
gyors meghatarozasara.

3.1 Linearis egyenletrendszerek

Egy m egyenletbol all6 n ismeretlenes linearis egyenletrendszer altalanos alakja:

anél + apés + - 4+ awés = A
a21§1 + aé + -+ awmén = B
amlél + am2§2 + -+ amnfn = ﬁm

ahol az &;-k az ismeretlenek, mig az «;; egyiitthatdk és az egyenletek jobboladaldn
allé B; konstansok adott, valamely szamtestbél val6 skalarok. A linedris egyenlet-
rendszert inhomogénnek nevezziik, ha a jobboldalon szerepl6 skalarok kozott van
nemzérd, mig ellenkez6 esetben, ha az egyenletek jobboldalan 1évé skalarok min-
degyike nulla, akkor az egyenletrendszert homogénnek mondjuk. Természetesen a
legtobb esetben gyakorlati problémak modellezésekor fellép6 linedris egyenletrend-
szerek esetében ezek a skalarok valds szamok, de a megoldas mddszerét illetéen ez
nem jelent kiilonosebb kénnyebbséget, hacsak azt nem vessziik figyelembe, hogy a
valos szamokkal valé szamoldsban nagyobb gyakorlatunk van. Mindenesetre mi ezen
skalarok testét F-fel fogjuk jel6lni, hangstlyozandé, hogy az barmely test lehet.

Az egyes ismeretlenek egyiitthatéit és a jobboldali konstansokat oszlopokba ren-
dezve a

a1y a12 Qa1p b1

Q91 Q22 Q2n ﬁZ
&1 . + & . +- & . =

Aml am2 Omn ﬁm

83
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vektoregyenletet kapjuk, ami az

11 Q12 Qin b1

Q91 22 Qan B2
a1 = I az = I 7an = €s b =

Qm1 am2 Omn /871

jelolések bevezetése utan, egyszeriien
§rar +&az + -+ &pan =b

format olt. Ha még az aq,ao, ..., a, oszlopokat az A matrixba gyljtjik Ossze, és az
ismeretleneket pedig az x oszlopba, tehat az

A =[ay,ag,...,a,] és T =
&n
jelolések bevezetése utan, az egyenletrendszer réviden
(1) Ax=1b

alakban irhato fel.
Az egyenletrendszerek megoldhatésaganak kritériuma tobbféleképpen is megfo-
galmazhato:

(a) Mivel az A - x szorzat egy olyan oszlopvektor, ami az A métrix oszlopainak
az x vektor komponenseivel képzett linedris kombindciéja, az (1) egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha a b vektor az A oszlopainak linearis kombinaciéja.
Tekintve, hogy az A matrix ai,...,a, oszlopai és a b vektor is az F" koordina-
tatérnek a vektorai, azt is mondhatjuk, hogy az (1) egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha b € lin (aq, ..., a,), amit gy mondtunk, hogy b kompatibilis
az {a1,...,an} vektorrendszerre nézve.

(b) Az egyenletrendszerek megoldhatésdgdanak mar klasszikusnak mondhaté Kro-
necker—Capelli—féle kritériuma igy szol:

Az (1) egyenletrendszer megoldhatdésiganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy
p(A) = p([A,b]) teljesiiljon, ahol az [A, b] bévitett matrixot ugy kapjuk, hogy az A
oszlopai mellé, még a b oszlopot is hozzavessziik a matrixhoz.

Annak az oka, hogy a linearis egyenletrendszerek targyalasat nem részleteztiik

a kompatibilitasi vizsgalatokhoz kapcsoltan, az, hogy szeretnénk kihasznélni a meg-
oldési algoritmus konstrudlasakor azt a tényt, hogy az x — A - x hozzérendelés az
F™ vektortérnek az F™ vektortérbe valé A linedris leképezése. Az F" térben véve
az €& = {e1,...,e,} bazist, mig az F"-ben az & = {e],...,e,,} bézist, (ahol e;,
(63-) az az n komponenst (m komponensii) egységvektor, amelynek i-edik (j-edik)
komponense 1) az A linearis leképezés matrixa e bazisparra vonatkozéan éppen A,
ami azt jelenti, hogy az e; € £ (i = 1,...,n) vektor A(e;) képe éppen a;. Az
(1) egyenletrendszer megoldhatésdganak sziikséges és elegend§ feltétele tehat igy is
megfogalmazhato:
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(¢) Az (1) egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha az + — A - x
hozzérendelési szabaly altal adott A linearis leképezés képtere tartalmazza a b € F™
vektort.

Az &£ és &' béazisok abbdl a szempontbdl nagyon jénak mondhatdk, hogy min-
den F™*-beli, illetve F"-beli vektor komponensei és e bazisokra vonatkozoé koordinatai
egyenl6k, de ahhoz, hogy konnyen eldéntheté legyen az (1) egyenletrendszer megold-
hatésdgéanak kérdése, szerencsésebb olyan bazispart valasztani, amelyre vonatkozé
koordindta vektorok ismeretében azonnal megsmondhatd, hogy a b vektor benne van-
e a leképezés képterében, és ha igen, melyek azok az F-beli vektorok, amelyeknek a
képe b. Ha a b vektornak meghatarozzuk a koordinata vektorat az F" tér egy olyan
bézisaban, amely tartalmazza a leképezés képterének egy bazisat, akkor abbdl azon-
nal kiolvashatd, hogy b eleme-e a képtérnek, nevezetesen pontosan akkor eleme, ha
csak a képtér bazisat alkotd vektorokra vonatkozé koordinatéi kiilonboznek zérétol,
de minden mas koordindtija nulla. Ha a leképezés képterének bézisvektorait az A
matrix oszlopai koziil valasztjuk, — ez mindig lehetséges, mert A oszlopai generaljak
a képteret — véve, mondjuk az a;1, ..., a; vektorokat, és ezt egészitjiik ki az F'™ tér
béazisava, akkor ahhoz, hogy b benne lehessen a képtérben, e bazisra vonatkozé koor-
dinata vektoranak csak az a;1, ..., a; vektorokra vonatkozo elemei lehetnek nullatél
kiillonbozbéek, minden més koordinata 0 kell legyen. Ha torténetesen

b=dpnai1 + -+ dprair,
akkor azt is azonnal kapjuk, hogy az
xo = i1€i1 + - - + direir € F?
vektor
A(zo) = 0inAlein) + -+ - + dir Aleir)

képe b, tehét az xg vektor egy megolddsa (1)-nek. Persze ha x egy tetsz6leges eleme
az A leképezés ker (A) magterének, akkor az

A(x +20) = A(x) + A(xg) =0+ b =0,

mutatva, hogy az x + xy vektor is megoldédsa az (1) egyenletrendszernek, s6t minden
megoldas megkaphaté ilyen 0sszeg alakban. Ezt az aldbbi tételben be is bizonyitjuk.

3.1.1 Tétel. Legyen A € F,xn tetszdleges matriz és b € F™ tetszdleges vektor.
Az A - x = b inhomogén linedris egyenletrendszer minden megolddsa megkaphato
egy xo megolddsanak és az A - x = 0 homogén linedris egyenletrendszer valamely
megolddsdinak 6sszegeként.

Bizonyitds. Ha 2’ tetszéleges megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek,
akkor A -2’ = A - 29 = b, amibdl

A2 —z0)=A-2"—A - 20=b-b=0,
tehdt 2’ — x¢ a homogén egyenletrendszer megolddsa, és nyilvan 2’ = xo + (2’ — z9),
amint allitottuk. O

A fenti tétel mutatja, hogy a homogén linearis egyenletrendszerek Gsszes megol-
désanak meghatarozasa kulcsfontossdagu a linearis egyenletrendszerek megoldasainak
keresésekor.
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3.1.1 Homogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az A - x = 0 homogén linedris egyenletrendszert megoldani annyit jelent, mint
meghatarozni azon A € L(F",F™) linedris leképezés magterét, amelyet az = —
A -z hozzarendelési szabdly definidl. Mivel egy linedris leképezés magtere altér,
tehat legalabb a nullvektort tartalmazza, a homogén linearis egyenletrendszereknek
mindig van megoldéasa, és megolddshalmaza altere F™-nek. FEnnek az altérnek a
meghatarozasahoz felhasznaljuk az A matrix bazisfaktorizacidjat. Felbontva az A
matrixot a bazisfaktorizdcionak megfeleléen B - C szorzatra, az

A-z=B-C-2=0

alakhoz jutunk, ahol a B maétrix oszlopai az A leképezés képterének bazisa.
Ennélfogva a B - C - x = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha C- 2z =0. Ha p(A) =,
és torténetesen az A matrix ay, ..., a, oszlopai fliggetlen rendszert alkotnak, akkor
ezek a vektorok alkothatjék im (A) bézisat. Igy B = [a1, ..., a,] m X r tipusi métrix
és C pedig, tekintettel arra, hogy oszlopai, az A maétrix oszlopainak a koordinata
vektorai az {ai,...,a,} bézisban, r X n tipusu és elsé, masodik, ..., r-edik oszlopa
rendre az eq,...,e, r komponensii egységvektor, azaz C = [E,D] alakd. Persze
azt kérdezheti az olvasd, hogy mi biztositja, hogy az A métrixnak éppen az elsé r
oszlopa linedrisan fiiggetlen. A valasz az, hogy semmi, de az egyenletrendszer is-
meretlenjeinek atindexelésével, ami az A oszlopainak cseréjével jar egyiitt, ez mindig
elérheto, igy feltevésiink val6jaban nem csorbitja az altalanossagot, ugyanakkor nagy
segitségilinkre van a formalizalasban. Ha a C métrix particiondlasanak megfeleléen
az ismeretleneket tartalmazé x vektort is az

&1 €T+1

r1 = : €s To = :

& &n
vektorokra bontjuk, akkor a
Z1
T2

C-$:[E,D]‘[ ‘|:J,‘1+D'l‘2=0

alakhoz jutunk, amibdl kiolvashatjuk, hogy egy = vektor akkor és csak akkor lesz
megoldasa az A-x = 0 homogén linearis egyenletrendszernek, ha komponensei k6zott
fenndll az

(*) Tl = —D$2

kapcsolat, ahol az x1 vektorba gytjtottiikk Ossze az A matrix oszlopvektorterének
béazisat alkotd oszlopaihoz tartozé ismeretleneket, amelyeket kdtott ismeretleneknek
neveziink, mig a tobbi ismeretlen alkotja az xo vektor komponenseit. A D métrix
oszlopai az A matrix azon oszlopainak koordindta vektorai, amelyek nincsenek az
oszlopvektortér vilasztott bazisaban. Ha az xo komponenseinek tetszélegesen adunk
értékeket, és az w1 vektort a (*) feltételt kielégitendé —D - z:o-vel tessziik egyenlévé,

akkor az igy kapott
xTr = =
i) T2
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vektor az A-x = 0 egyenletrendszer megoldasa lesz. Ezért az xo komponenseit alkotd
ismeretleneket szabad ismeretleneknek hivjuk. A szabad ismeretlenek s szamaét az
egyenletrendszer szabadsdg fokdnak nevezziik. Sokszor célszerli a megoldashalmazt

-D o
[ E]-t (t € F%)

alakban megadni, ahol E s X s tipust egységmatrix. Ezt az alakot a homogén linearis
egyenletrendszer dltaldnos megolddsdnak is mondjuk, mig a megolddshalmaz egyes
vektorait partikuldris megolddsoknak nevezzik. Az dltalanos megolddsként emlitett
alakbdl kideriil, hogy a
-D
E

métrix oszlopai az egyenletrendszerhez tartozé A lineéris leképezés ker (A)
magterének bazisvektorai. A (2.1.6) tétel alapjan nyilvdnvald, hogy az egyenlet-
rendszer szabadségfoka: s =n — p(A). Ebbél azonnal adédik:

3.1.2 Kovetkezmény. Az A -z =0 (A € Fpxn) homogén linedris egyenletrend-
szernek pontosan akkor van nemzérc megolddsa, ha A rangja kisebb, mint n, azaz,
ha az egyiitthatok mdtrizdnak oszlopai linedrisan osszefliggd rendszert alkotnak. Ha
p(A) = n, tehdt ha A oszlopai linedrisan figgetlen rendszert alkotnak, akkor pedig
a nullvektor az egyetlen megoldds.

1 Példa. Hatdrozzuk meg a

&1 + & o+ 24 0
260 + &L 4+ 448 + 64 = 0
=&+ 26 + 3§ + 26 = 0
G — & — & =0

homogén linedris egyenletrendszer megolddshalmazdt és az(oka)t a partikuldris meg-
oldas(oka)t, ahol a §3 = 2.
Az egyenletrendszer egyiitthaté métrixa

1 0 1 2
2 1 4
A= 0
-1 2 3 2
1 -1 -1 0

El6szor meg kell hatdaroznunk az A oszlopvektorterének egy bazisit és az A osz-
lopainak e bézisra vonatkoz6 koordinata vektorait. Ezt elemi bézistranszformaé-
ciéval végezhetjiik. Az aldbbi tdbldzatban az A matrix oszlopait a megfelel§
ismeretlenekkel fejléceztitk, ami linearis egyenletrendszerek megoldasakor azért
elonyos, mert a tablazatbdl kiolvashatd lesz, hogy melyek a kotott ismeretlenek,

mig az eredeti bézis vektorai az R* valds koordindtatér ey, ..., es egységvektorai.

& & & & S & & & &4
e1 0o 1 2 &1 0 1 2 S| 1 2
es] 2 1 4 6|— e 2 2|5 &2 2
€3 -1 2 3 2 €3 2 4 4 €3 0 0
e4 1 -1 -1 0 eq | -1 -2 =2 ea| 0 O
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Az utolsé téblazatbdl kiolvashatd, hogy p(A) = 2, igy a szabadsédgfok is 2(=
4 — 2), tovabbd, hogy az A matrix

1 0
2 ) 1
al = 1 SN as = 9
1 -1

oszlopvektorai bazist alkotnak az A oszlopvektorterében, ezért a nekik megfeleld &;
és & ismeretlenek lesznek a kotott ismeretlenek és a &3, &4 ismeretlenek pedig a sza-
bad ismeretlenek. Az is lathatd, hogy az A as és a4 oszlopainak a vélasztott bazisra
vonatkozé koordinata vektorai az

2] o e[

és igy az A bazisfaktorizacidja a valasztott bazis mellett

1 0
2 1 101 2
A= :
-1 2 01 2 2
1 -1

Ennek megfeleléen a kotott és szabad ismeretlenek kozott fenn kell alljon a

HES N

kapcsolat. Ennek alapjdn most mér az dltalanos megoldas:

&1 -1 -2
x 6 L0 ahol t e
&4 0 1

Azokat a partikularis megoldasokat kell még megadnunk, ahol a €3 = 2. Ebbdl a
szempontbol, mint lathatd, koriltekintéen vélasztottuk A oszlopvektorterének ba-
zisat, a €3 ismeretlent szabad ismeretlennek hagytuk (a neki megfelel6 ag vektort
nem valasztottuk béazisvektornak), igy most az altalanos megoldas felhasznéldsdval
ezeket a partikularis megoldasokat gyorsan megkaphatjuk, ha a t vektor els6é koor-
dinatajaként 2-t valasztunk, mig a mésodik koordinata tovabbra is tetszoleges valds
szam. Tehat a keresett partikularis megoldédsok:

§1 —2 -2«
x = Z = _4_23 (d €R).
&4 a
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3.1.2 Inhomogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az A -z = b inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasait a (3.1.1) tétel
értelmében megkaphatjuk, ha meghatarozzuk egy megoldédsat és ahhoz rendre hozza-
adjuk az A - x = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasait. Minthogy a
homogén egyenletrendszer megoldasi algoritmusa mar adott, csupan azt kell még
tisztdznunk, hogy hogyan lehetne az inhomogén egyenletrendszer egyetlen megol-
désat megkonstrudlni.

Mint azt mar tudjuk ilyen megoldés pontosan akkor létezik, ha b benne van az
A matrix oszlopvektorterében. Ha A bazisfaktorizacidja A = B - C, éppen a B
oszlopai alkotjak az A oszlopvektorterének egy bézisat, kovetkezésképpen, ha van
megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek, akkor b a B matrix oszlopainak li-
nearis kombinécidja. Jelolje b a b vektor az oszlopvektortér e bazisara vonatkozd
koordindta vektorat, akkor Bb = b és az egyenletrendszer

() A-2=B-C-2=b=Bb

alakot olt. Tekintve, hogy A oszlopvektorterének minden vektora egyértelmiien al-
lithaté el6 bazisvektorainak, esetiinkben a B oszlopainak, linedris kombinacidjaként
a (**) akkor és csak akkor teljesiilhet, ha

C-z=Db.

A konnyebb formalizédlhat6sdg kedvéért megint feltéve, hogy az A matrix elsé r(=
p(A)) oszlopa alkotja az A oszlopvektorterének a bazisit (ezek az oszlopok alkotjak
a B matrixot), kapjuk, hogy C = [E, D] és ennek megfeleléen felbontva az x vektort
az x1 kotott ismeretleneket tartalmazéd és az xo szabad ismeretleneket tartalmazé

vektorokra az

I

[E,D][ ]:x1+D~x2:b

T2
egyenletet kapjuk. Ebben az egyenletben x1 és b r komponensii, mig xs s(=n —r)
komponensii vektor, és az egyenletet nyilvanvaléan kielégiti az 1 = b és o = 0
részekbol Osszerakott
b
xr =
0

vektor. Fz tehat egy megolddsa az inhomogén egyenletrendszernek, amit bdzismeg-
olddsnak neveziink. Ezekutan az inhomogén egyenletrendszer altalanos megoldasa
mar kénnyen kaphatd, a bazismegoldds és a homogén egyenletrendszer altalanos
megoldasanak Osszegeként:

b

xTr =
0
A kilonboz6é partikuldris megolddsok persze most is gy kaphatdk, hogy a t
paraméter vektornak konkrét értéket adunk. Specidlisan t = 0 valasztassal addédik
a mar emlitett bazismegoldas. Természetesen az inhomogén linearis egyenlet-

rendszerek megolddsakor a bazismegoldas és a homogén egyenletrendszer dltalanos
megoldasanak el6allitdsa egyidejlileg torténik, az A oszlopvektortere béazisanak

Tl E

]-t ahol t € F?
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meghatarozasakor a b vektorrdl azt is eldonthetjiik, hogy el6allithato—e a bazisvek-
torok linedris kombinaci6jaként (van—e megoldas), és ha igen, akkor megkaphatjuk
e bézisra vonatkoz6 b koordinata vektorat is.

A Kovetkezd példa bemutatja a fentiekben leirt megolddsi algoritmus miikodését
a gyakorlatban.

2 Példa. Hatdrozzuk meg az aldbbi inhomogén linedris egyenletrendszer megol-
ddshalmazdt:
& + 265 - & 2
26 + &+ 5 = 6
261 + 2% + 683 4+ 264 = 8
- & - & - 2 = -2

A megoldés csak annyiban tér el a megfeleld homogén linearis egyenletrendszer
megoldasatdl, hogy az elemi bazistranszformaécios tablazatban kévetniink kell az e-
gyenletrendszer jobboldalan szereplé konstansokbdl felépitett b vektor koordinata
vektoranak valtozasat is a bazis megvaltoztatasakor, ugyanis sziikségiink van az
egyutthatématrix oszlopvektortere bazisara vonatkozé koordinata vektorara, hogy
az inhomogén egyenletrendszer bazismegoldasat meghatarozzuk. Az indulé tablaban
az eredeti bazis az R* valés kordinatatér egységvektorai alkotta bézis.

& & & & b S & & b
e [[1] 0 2 —1] 2 G 0 2 —1] 2
e2] 2 1 5 0| 6 — e| 1 [1] 2| 2 —
es| 2 2 6 2| 8 e 2 2 4| 4
es| 0 =1 =1 —=2|-2  e|-1 -1 —2|=2
S & b
& -2 —5| -2
& 1 2| 2
es| 0 0] 0
es| 0 0] 0

Az utolsé tablazat mutatja, hogy A oszlopvektorterének egy bézisat alkotjék az
A a és ag oszlopai, és mivel a b vektor kifejezhetd ezek linearis kombinaciéjaként,
az egyenletrendszernek van megolddsa. Az {a;,as} béazisban a b vektor koordina-
ta vektora: b = [-2,2]*. Tekintettel arra, hogy most az A matrixnak nem az
els6 két oszlopdt valasztottuk az oszlopvektortér bézisanak (tehettitk volna, csak
szeretnénk bemutatni, hogy ilyen esetben hogyan irhaték fel az egyenletrendszer
megoldasai), a b vektor és a kiegészité nullvektor komponensei permutalédnak. E-
gyenletrendszeriink szabadsagfoka 2, a & és £, ismeretlenek szabad ismeretlenek. A
bézismegoldas és a megfelelé homogén linearis egyenletrendszer altaldanos megoldasa:

-2 2 5
0 1 0

To = 9 és Tp = 1 _o -t ahol teR?
0 0 1
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Igy most mar az inhomogén lineéris egyenletrendszer altalanos megodasa:

& -2 2 5
& 0 1 0 9
= = -t ahol teR
T & 9 + 1 _9 aho
&4 0 0 1

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét arra is, hogy a megfelel6 homogén linearis e-
gyenletrendszer megoldasa is tiikrozi azt a tényt, hogy az elsé és harmadik ismeretlen
a kotott— mig a masodik és negyedik a szabad ismeretlen. O

Az alabbi példaban egy olyan inhomogén linearis egyenletrendszert oldunk meg,
amelyben az egyiitthaték matrixa paramétert tartalmaz. Megvizsgaljuk, hogy a
paraméter milyen értékei mellett van megoldas, illetve, hogy a paraméter értékének
valtoztatasaval hogyan valtozik az egyenletrendszer szabadsagfoka.

3 Példa. Vizsgaljuk meg, hogy az o paraméter milyen értékei mellett van megolddsa
az aldbbi linedris egyenletrendszernek, és ha van megoldds, mennyi a szabadsdgfok.

L 0+ aéy + & =1
&S+ &+ oz =1
i + &L+ & =1

Az indul6 tablazat:
&1 & &b &2 &3 b
el a 1|1 & o 1 1
1
1

es| 1 1 « Hega—l 0

2

es| a 1 1 e3| 1l—a® 1—a|l—«

Mint az lathatd, nem valaszthaté olyan generdld elem, amely ne lenne « poli-
nomja. Mivel @ = 1 esetén tablazatunk:

S & |0
11 1)1
es| 0 010
€3 0 00

abbdl kiolvashatjuk, hogy o = 1 estén van megoldas, a szabadsigfok 2 és az dltalanos
megoldas:

& 1 -1 -1
x=11& | =01+ 1 0 ]|-t ahol teR?
&3 0 0 1

Ha « # 1 akkor az egytitthatématrix masodik oszlopa fliggetlen az els6t6l, bevon-
haté az oszlopvektortér bazisaba. Az j bazisra vonatkozd koordinata vektorok pedig
az alabbi tablazatban lathatok:

&3 b
&1 1+« 1
& -1 0
s 1-a
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Az egyltthatéomatrix harmadik oszlopa csak akkor fiiggetlen az els6 kettotél, ha
2—a—a?=(1-a)(2+a) # 0, amibdl lithaté hogy meg kell vizsgélnunk az o = —2
esetet. Ebben az esetben a tédblazat:

&30
S| —-1|1
S| -1]0
€3 03

mutatja, hogy a b vektor nincs benne az egyilitthaték maéatrixdnak oszlopvektor-
terében, tehat nincs megoldasa az egyenletrendszernek. Ha « mind 1-t6l, mind
—2-t0l1 kiilonbo6z6, akkor az egyiitthaték matrixanak oszlopvektortere megegyezik az
R? koordinétatérrel és igy a szabadsagfok 0, tehéat egyetlen megoldas 1étezik, amelyet
a harmadik oszlop bazisba vondsa utan ki is olvashatunk a

b
T
& || 7ia
1
& || o7a
1
& | 2ra
tablazatbol: x = 2J%a[l,l,l]*. O

3.2 Matrixegyenletek

Ha V', W és Z az F test feletti m,n és p-dimenzids vektorterek, tovibba B € L(V, Z)
és A € L(W, Z) linedris leképezések, felvethetd a kérdés, hogy 1étezik—e olyan X €
L(V, W) lineéris leképezés, hogy A- X = B teljesiil. A vdalasz konnyen megsejthetd,
nevezetesen, hogy amennyiben a B leképezés im (B) képtere altere az A leképezés
im (A) képterének, akkor létezik ilyen X leképezés. Ha ismert az A leképezés A €
Fpxn €és a B leképezés B € Fpy.,, métrixa, akkor el6z6 kérdésiink a matrixaritmetika
nyelvére leforditva igy hangzik:

Milyen feltételek mellett oldhaté meg az

A-X=B (3.1)

matrixegyenlet? A matrixok szorzasi szabalyat ismerve, vilagos, hogy csak n x m
tipusu X matrix elégitheti ki a (3.1) egyenletet.

Jeloljiik az ismeretlen X métrix oszlopait x1, za, ..., r,-mel, és a B oszlopait pedig
b1,ba,...,bp-mel. Akkor kihaszndlva, hogy az A - X matrix oszlopai rendre A -
x1,A-x9,..., A 2, , kapjuk, hogy a (3.1) egyenlet ekvivalens az

A-x21=0b,A 22=03,....,A 2y, =y,

linearis egyenletrendszerek rendszerével. Fzeknek az egyenletrendszereknek mind-
egyike pontosan akkor oldhaté meg, ha a B minden oszlopa benne van az A métrix
oszlopvektorterében, azaz, ha a B matrix oszlopvektortere altere az A oszlopvektor-
terének. Ez éppen fenti sejtéstink matrixaritmetikai megfeleléje.
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A fenti egyenletrendszerek egylitthatématrixa kézos. Ez lehetOvé teszi, hogy azokat
egyszerre oldjuk meg. Ezt kivanja illusztralni az aldbbi példa:

4 Példa. Oldjuk meg az

101 -1 1 2
-1 1 0 X=120
1 2 3 1 7 6

matrizegyenletet!

Két inhomogén linearis egyenletrendszer megoldésai adjék az X matrix elsé és
masodik oszlopat. Megoldasukat elemi bazistranszforméaciés moédszerrel végeztiik:

aip az az ag|by be az az aq|by by
el 0 1 —1]1 0 1 —1[1 2
-1 1 0 22 0 e 1 1|3 2
es| 1 2 3 1|7 6 2 2 2|6 4

Az utolsé tédblazatbdl kiolvashatjuk a A - x1 = by és A - x5 = by egyenletrendszerek
altalanos megoldasait:

ISH 1 -1 1
§o1 3 -1 -1
fr— pr— t
T £a1 0 + 1 0 1
§a1 0 0 1
és
12 2 -1 1
§22 2 -1 -1
= = t
) - 0 + 10 25
42 0 0 1

ahol t1, to tetszOlegesen valaszthatd kétkomponensii vektorok. Ezek alapjan a
matrixegyenlet altaldnos megoldésa:

§11 &2 1 2 -1 1
§a1 &2 3 2 1 -1
£31 &32 ool 1 o aho [t1, 2] € Rax2
§a1 Sa2 00 0 1

Végtelen sok megoldas létezik, mert a megfelelé egyenletrendszerek szabadsagfoka
2. A 2 x 2-es T maétrix elemei tetszolegesen valaszthatdk. O
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3.3 Matrix inverzének numerikus meghatarozasa

A transzformacidk inverzérol sz6lé alpontban lattuk, hogy ha a V véges dimenzids
vektortér egy A reguldris transzformaciéjanak métrixa valamely bazisban A, akkor
A~1 inverzének A~! métrixa kielégiti az

A-A'=E

matrixegyenletet, s6t egy példan be is mutattuk, hogy az inverz transzforméacié
matrixat hogyan lehet numerikusan meghatarozni. Ezért ebben a részben csak arra
kivanunk ramutatni, hogy a numerikus szamitasok lerévidithetok. Amint lattuk, ha
AaV téregy X ={x1,...,x,} bazisat egy mésik Y = {y1,...,yn} bazisba transz-
formaélja, akkor A és A~! métrixa az X bazisban ugyanaz, mint az )’ bézisban.
Masrészt, Ay oszlopai éppen az yi,...,y, vektorok koordinata vektorai az X ba-
zisban, mig A)_,1 oszlopai az x1,...,x, vektorok ) bézisra vonatkozé koordindta
vektorai. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a Ay matrix inverzének meghatirozasa
nem mas, mint az X bazis kicserélése az ) béazisra és az eredeti bazisvektorok 1j
bézisra vonatkozé koordinata vektorainak kiszamitdsa. Amint azt az elemi bazis-
transzformacié targyalasakor lattuk, ha az

y=1x1 + - im0 YT + o+ Ypy

vektort az x; vektor helyére a bazisba vonjuk, (ezt megtehetjiik, ha a 1; generdld
elem nem nulla) akkor

_ () 1 Vit1 Pn
Tp= oy e — = Tio1+ Y — — T

(5 )i i i A Eﬂcn

lesz, azaz a bazisbdl elhagyott x; vektor koordindtéi a bazisba bevont y vektor eredeti
koordinataibdl konnyen kiszamithatok; az 1j, y bazisvektorra vonatkozd koordinata
a generalo elem reciproka, mig minden mas x; (j # ¢) bazisvektorra vonatkozé koor-
dinata az y megfelel6 koordinatajanak ellentettje és a generald elem reciprokanak a
szorzata. Az aldbbi tablakon jol nyomon kévethetd a szavakkal nehezen megfogal-
mazhat6 valtozas:

y X

T v | g
i1 | Yi1 Tio1 | — wf[.l
— bl

z; vl @
Tit1 | Yit1 Tit1 —M
T wn In — ﬁfn

A kovetkezé példdban bemutatjuk egy reguldris matrix inverzének meghatéro-
zasat az elmondottak felhasznalasaval.
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5 Példa. Hatdrozzuk meg az

1 01
A=| -1 10
1 2 4

mdtriz inverzét!

Jeloljék az z1, xo, x3 vektorok az eredeti bazisvektorokat és legyenek

Y1 = 1 — T2+ x3,
Y2 = 2+ 2z3,
y1 = 11 +4w3.

Akkor A annak az A linedris transzformaciénak a métrixa, amelyre A(x;) = y;
(1t = 1,2,3). Elemi bazistranszformacidk sorozatdval attérink az {z1,x2,x3} bé-
zisrol az {y1, y2, y3} bazisra és kiszamitjuk a bézisbdl kihagyott vektorok dj bézisra
vonatkozé koordinata vektorait:

yir Y2 y3 X1 Y2 Y3 X1 X2 Y3
a1 0 1 yi| 1 0 1 | 10 1
— — —
e | -1 1 0 zo | 1 1 yp| 1 1 1
3| 1 2 4 x3| -1 2 3 z3 | =3 —2

X1 X2 X3
n| 4 2 —1
Y2 4 3 —1
Y3 -3 -2 1

Az utolsé tablizat mar az A~ matrixot tartalmazza. O

Meg kell jegyezniink, hogy a bazisvektorok sorrendje 1ényeges, ezért ha az elemi
transzformacidk soran valamelyik x; vektort nem az A(x;) = y; vektorral cseréljik
ki, akkor a teljes baziscsere utdan, sor— és oszlopcserékkel helyre kell allitanunk a
béazisvektorok eredeti sorrendjét. Frre is mutatunk egy példat.

6 Példa. Invertdljuk az

mdtrizot.

Y2 ¥3 X2 X1 Y3
x1| 0 -1 1 1 0 1 Y2 0 -1 -1
s 0 1| wp| 1 0 1| wm| 1 0 1
z3| 11 1 z3|-1 1 0 3| -1 1
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Xy X1 X3
v -1 0 1
| 2 -1 -1
ys -1 1 1

Az elsé két sor és els6 két oszlop cseréje utan kapjuk az A méatrix inverzét:

-1 2 -1
Al = 0 -1 1
1 -1 1



4. Fejezet

Euklideszi terek

A jegyzet elsé fejezetét azzal kezdtiik, hogy a vektorterek elmélete a kozépiskolai
koordinata geometria, illetve analitikus geometria altalanositdsdanak tekinthetd.
Mindeddig azonban nem foglalkoztunk olyan kérdésekkel, amelyek a tér elemei-
nek tavolsagaval, vagy egyenesek dltal bezart szogekkel kapcsolatosak, sot azt sem
tudhatjuk az eddigiekbdl, hogy melyek a koznapi értelemben vett 3-dimenzids tér
olyan objektumainak, mint a pont, egyenes, sik stb., megfelel6i az absztrakt tobb-
dimenziés vektorterekben. A valds szamsikon elhelyezked6 pontok tavolsdgat a
pontok koordinataibol szarmaztattuk, nevezetesen vettiik a megfelelé koordinatak
kiillonbségének négyzetosszegébdl vont négyzetgyokot. A tavolsag nemnegativ valds,
azon beliil is esetleg irraciondlis szamnak adddott, dltalaban még akkor is, ha a pon-
tok koordindtai egész, vagy raciondlis szdmok voltak, példaul az A(1,0) és B(0,1)
pontok tévolsiga v/2 irraciondlis szém. Annak érdekében, hogy megérizhessiik azt a
tulajdonsagot, hogy a tér elemeinek tavolsiga nemnegativ valds szammal kifejezheto
és a tér elemeinek koordindtdibdl szarmaztathatd, vizsgdlatainkat lesziikitjilk véges
dimenziés valdos vektorterekre, de ahol olyan eredményeket kapunk, amelyek érvé-
nyesek végtelen dimenzids vektorterekre is, akkor a tér véges dimenzids voltat nem
hangsilyozzuk.

4.1 Skalaris szorzatos terek

A valés szamtest, mint 1-dimenzids valds vektortér, és egy egyenes pontjai kozott
ugy létesitettiink egy-egyértelmli megfeleltetést, hogy kijeloltiink az egyenesen két
pontot, az egyikhez a 0, a masikhoz az 1 valés szamot rendeltiik, majd ezutan a A
szamhoz azt a pontot rendeltiik, amely az origdtdl, azaz a 0-nak megfelelé ponttol
|A| tavolsdgra van, a 0 és az 1-gyel jelolt pontok tavolsdgat véve egységnek, az e-
gyenesnek az origotdl az 1-et tartalmazo félegyenesen, ha A > 0, illetve az ellentétes
irdnyu félegyenesen, ha A < 0. Eljarhattunk volna a kovetkezoképpen is: felvesziink
egy helyvektort, azaz egy iranyitott szakaszt, melynek a hosszat egységnyinek te-
kintjiik, majd annak A valds szdmsorosait gy értelmezziik, hogy vessziik az ugyan-
abbdl a kezdépontbdl induld, |A| hosszisiagu, és az alapul vett helyvektor irdnyédval
megegyez0, vagy azzal ellentétes idnyu helyvektorokat, aszerint, hogy A > 0, vagy
A < 0. A két eljaras ekvivalens abban az értelemben, hogy a helyvektorok végpont-
jai azonosak az elsé eljaras szerinti egyenes pontjaival. fgy amikor a szadmegyenes
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pontjainak koordinatdirdl beszéliink, tulajdonképpen annak a vektornak a koordi-
natairol van szo, amely az origébdl a szébanforgd pontba mutat, éspedig az alapul
vett helyvektorra, mint bazisra vonatkozéan. A valds szamsik pontjainak koordi-
natai is helyvektorok koordinatai, ahol a bézist, altaldban egymadsra mercleges, két
vektor alkotja.

Ennek megfeleléen a tovabbiakban vizsgalt vektorterek vektorait a tér pontjainak
fogjuk nevezni. Ertelmezni fogjuk a pontok tavolsagat, a pontokbdl képeziink fél-
egyeneseket, definidljuk azok hajlasszogét és megadjuk néhany mas geometriai objek-
tum megfeleldit tetszoleges n-dimenzids valés vektorterekben. A 2-dimenziés valds
koordinatatérben, a valés szamsikon az

x:[&] 4 y:[m]
&2 72

pontok tavolsaga d = /(&1 — m)2 + (&2 — 12)2 . A kozépiskolai tanulmanyaink soran
értelmezett skalaris szorzat segitségével ez a tavolsag, a két vektor kiilonbségének
onmagaval alkotott skalaris szorzatabol vont pozitiv négyzetgyoknek adddott, tehat
a skalaris szorzat lehet az az eszkoz, amelyre tdmaszkodhatunk, a tavolsag értel-
mezésekor. Mivel nem kivanjuk vizsgalatainkat a koordindtaterekre korlatozni, a
vektorok skaldris szorzatanak fogalmat dgy kell definidlni, hogy egyrészt ne csak
koordinataterekben lehessen a vektorok skalaris szorzatat értelmezni, mésrészt a
kozépiskolaban megismert skaldris szorzat a mi értelmezésiink szerint is skaldris
szorzat maradjon. A kovetkez6 definiciéban a skaldris szorzat dltaldnos fogalmé&t
adjuk meg.

4.1.1 Definicié. Legyen V wvalds vektortér és
(,): VXV >R

olyan figgvény, amely minden v,w € V wektorpdrhoz egy (v, w)-vel jelolt R-beli
skaldrt rendel. A (,) figguényt skaldris szorzatnak nevezzik, ha eleget tesz az aldbbi
feltételeknek: barmely v,w,z € V vektorokra és tetszéleges N € R skaldrra

v,v) >0 és (v,v) =0<=v=0.

Erdemes felfigyelni arra, hogy a skalaris szorzat értelmezésénél nincs sziikség arra,
hogy a V vektortér véges dimenzids legyen, példaul a valds egyiitthatds polinomok
R[t] végtelen dimenzids terében két, p(t), ¢(t) polinom skaldris szorzata értelmezhetd
a

0.a0) < [ pltrate) i

definidlé egyenléséggel. (Az (1)—(4) feltételek teljesiilésének ellenérzését az olvaséra
bizzuk!) Vannak azonban olyan végtelen dimenziés valés vektorterek is, amelyek-
ben nem definidlhaté skaldris szorzat, ilyen példdul az Gsszes valds szamsorozatok
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vektortere. Ennek az allitasnak az igazoldsa nem konnyti és kiviil esik vizsgédlataink
korén.
A skaldris szorzat (1)-es és (2)-es axiéméjat kihasznalva, konnyen kapjuk, hogy

(v, \w) = Aw,v) = A(w,v) = A (v, w)

is teljesiil, azaz a masodik valtozd skalarszorzéja is kiemelhet6 a vektorok skalaris
szorzatabol.
Vegyiik észre azt is, hogy tetszoleges v, w és z vektorokra a

(v,w+z) = (w+ z,v) = (w,v) + (z,v) = (v,w) + (v, 2)

azonossag is igaz.

Fel kell hivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy amennyiben a skalaris szorzatban
rogzitjik az els6 valtozdt, akkor az a masodik valtozdjanak linedris fiiggvénye, azaz
barmely rogzitett v € V' vektor esetén a

(v,y: V=R
leképezés linedris fliiggvénye V-nek, tehat 1étezik f* € V*, hogy minden w € V-re
(v,0) = f*(w).
Teljesen hasonléan, amennyiben a masodik valtozét rogzitjiik, akkor a
(,w): V=R

leképezés is linedris fliiggvénye V-nek.

4.1.2 Definicié. Az olyan véges dimenzids valds vektortereket, amelyekben skaldris
szorzat van értelmezve euklideszi tereknek nevezzik.

Bar méar a matrixaritmetikai részben értelmeztiik F-beli vektorok bels6 szorza-
tat, most mégis megismételjiik annak definicidjat, de mostmar kiterjesztve az
értelmezést, tetszbleges véges dimenzids F test feletti vektortér vektoraira.

4.1.3 Definicié. Legyen V n-dimenzios F test feletti vektortér, és annak X =
{z1,..., 20} egy riégzitett bazisa. Tetszbleges

n n
v = E gir; €8 w= g Wi
i=1 i=1
vektorok X bdzis szerinti belso szorzatdn a

n
[v, w]x © Z S
i=1

osszeget értjik.
Vegyiik észre, hogy két vektor valamely X bazisra vonatkozo bels6 szorzata gy

kaphatd, hogy vessziik az els6 vektor koordinata vektoranak, mint egyetlen oszlopbdl
allé matrixnak a transzponaltjat és azt szorozzuk a maéatrixszorzas szabdlyai szerint



100 4. FEJEZET EUKLIDESZI TEREK

a masodik vektor koordinata vektoraval. Tehat av és w € V vektorok X bézisra
vonatkozo bels6 szorzata vy - wy .

Véges dimenzids valds vektorterekben belsé szorzat mindig értelmezhet6 és az
egyszersmind skaldris szorzat. Kovetkezésképpen, minden véges dimenzids valds
vektortér euklideszivé tehet6. Ezt bizonyitjuk a kovetkezd tételben.

4.1.4 Tétel. Ha V wvéges dimenzids valds vektortér, akkor értelmezhetd skaldris
szorzat V -ben.

Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,z,} V-nek tetsz6leges bazisa és barmely
v,w € V-re legyen

n
def
<v,w> = [va]/\’ = Zgiwia
=1

ahol g;, illetve w; (i =1,...,n) a v, illetve w vektorok X bazisra vonatkoz6 koordi-
natai. Be kell latnunk, hogy a belsé szorzat kielégiti a skalaris szorzattol megkovetelt
tulajdonsagokat. Ezeket egszeri szamoldassl igazolhatjuk.

(1) [v,wla = 3L, siwi = YL wigi = [w,v]x -
(2) Kihasznalva, hogy
AU = Z /\81'1'1' s
i=1

kapjuk, hogy

A, w|y = Z)\Eiwi = /\Zeiwi = v, w]x
i=1 i=1

(3) Ha z = Y1, (; egy tetszOleges harmadik vektor V-ben, akkor, kihasznélva, hogy

n

vt w = (& +w)i,
i=1

és azt, hogy barmely testben a szorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv, azt kapjuk,
hogy

[U+w72]X = Z € + w; Cz Z&Cx

i=1
+szg = [v, 2]y + [w, z]x

(4) Mivel minden o € R-re a2 >0,

n n
[v,0]x = Zeiai = Zs? >0
i=1 i=1
és valds szamok négyzeteinek 6sszege akkor és csakis akkor nulla, ha mindegyik nulla,

ezért [v,v]y =0<=v=0. O

4.1.5 Definicié. FEgy V wvalds vektorteret normdlt térnek hivunk, ha létezik olyan
|- || : V — R norma-figgvény, amely barmely v € V-re és € € R-re teljesiti a

(1) lv] >0 és |v]|=0<=v=0,
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(2) lev]] = lelllvl,

(3) [+ wl| < [Jo]l + [l
feltételeket. A ||v|| nemnegativ szamot a v vektor normdjinak nevezzik.

4.1.6 Tétel. Ha egy V wvalos vektortéren skaldris szorzat van értelmezve, akkor a

|lv]] def V(v,v) definidlé egyenléséggel megadott fiigguény norma.

Bizonyitas. Az, hogy v(# 0) € V-re ||v| = /(v,v) > 0 kozvetlen kivetkezmé-
nye a skaldris szorzat (4)-es tulajdonsigénak.
Ha e tetszoleges eleme R-nek, akkor

llev|| = \/(E’U,E’U> = \/52 (v,v) =

lely/ (v, 0) = [elflvl -

A normatol megkovetelt 3-dik tulajdonsag teljesiilését bizonyitandd, el6szor vegyiik
észre, hogy

Il +wll < Jloll + [[wl| <= [lv+wl* < (o]l + [lwl])?,

mert az egyenl6tlenség mindkét oldalan nem-negativ valés szdmok allnak. Ki-
szamitva az egyenl6tlenség mindkét oldalat:

[otwl||? = (v 4+ w,v+w) = (v,0)+2 (v, w)+{w,w) = ||[v]|*+2 (v,w)+|Jw|?, (4.1)

illetve
(oll + lwlD? = (ol + 2 - vl - flw]l + [Jw]?. (4.2)

Osszehasonlitva (4.1)-t és (4.2)-t kapjuk, hogy
lv +wlf* < (o]l + [lwl)* <= (v, w) < o] - [lw] .
Ennél egy kicsivel tobb is igaz, nevezetesen
[ (v, w) [ < ol - flwll- (4.3)

Ez utébbi, a Cauchy-Schwarz-egyenldtlenség néven ismert. Igazoldsa sordn, amelyet
fontossagara valé tekintettel kiemeliink, a skaldris szorzat tulajdonsagait hasznéaljuk
ki.

Bizonyitas. [Cauchy-Schwarz-egyenldtlenség) Barmely A valés szémra a skaldris
szorzat (4)-es tulajdonsdga miatt, (v + Aw, v + Aw) > 0, ami részletesebben

(0, 0) + 2X (v, w) + X (w,w) = [[o]|* + 2 (v, ) + X*||w|* = 0

alakban irhaté. Mivel ez A-nak mésodfoku polinomja pozitiv féegytitthatéval, csak
akkor lehet nemnegativ, ha ezen polinom diszkrimindnsa nempozitiv. (Pozitiv
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diszkriminans esetén két kiilonb6z6, A1, Ay értéknél a polinom zérussa, mig a (A1, A2)
intervallumban negativva valnal) Igy tehét

A({(v,w))* = 4flol® - w]* < 0,

amibdl atrendezéssel, 4-gyel valé egyszertisitéssel, majd mindkét oldalbdl vald
négyzetgyok vondssal kapjuk a kivant | (v,w) | < ||v|| - [Jw|| Cauchy-Schwarz-egyen-
16tlenséget.

Tekintve, hogy a norméatdél elvart 3-dik tulajdonsdg, amint azt mar megmutattuk
adddik a Cauchy—Schwarz—egyenlotlenségbol, ezzel a tétel bizonyitasa is teljes. O

A skaldris szorzathoz rendelt norma esetén minden v € V vektorra (v,v) =
|lv]|?, megjegyzendd azonban, hogy az &ltaldban nem igaz, hogy minden norma
szarmaztathaté skaldris szorzatbdl. Ezért megkiilonboztetésiil a skalaris szorzatbdél
szarmaztatott normat euklideszi-normdnak fogjuk nevezni. Példa nem euklideszi-
normara, az R™ valés koordindtatérben az

&1

_*§%§@|

&n

fiiggvény, amelyet nevezziink mazimum-normdnak. Annak igazolasat, hogy ez valo-
ban norma, az olvaséra bizzuk. Azt, hogy az igy definidlt norma nem euklideszi-
norma n > 1 esetén, a kovetkezdképpen lathatjuk be: Vegyiik észre, hogy euklide-
szi-norma esetén tetszoleges két x, y valds vektorra

|z +yl? = [lz]|* + 2 (x, ) + [yl
tehat skaldris szorzatuk

lz + ylI* — [l2]” — llyll?

<x7 y> = 2
kifejezheté a norma fliggvényeként. Tekintsik az z = [-1, —=2,0,...,0] és y =
[2,1,0,...,0] R™beli vektorokat, ahol a 0 komponensek széma n — 2. Ha a
maximum-norma skalaris szorzatbol szarmazna, akkor ezekre a vektorokra
S ek e S PN Sk St S
Sk T T T

teljesiilne, ellentétben a skaldris szorzat (2)-es tulajdonsdgaval. Ez a kis ellenpélda
mutatja, hogy n > 2-re a maximum-norma nem euklideszi-norma.

Analizis tanulmédnyainkbdl tudjuk, hogy normalt terekben definidlhaté tdvolsdg-
fligguény, vagy mas elnevezéssel metrika. A metrika teszi lehetévé azoknak a
topolégiai alapfogalmaknak az értelmezését, ami a tobbvaltozds analizis linedris al-
gebrai alapokra helyezését lehetdvé teszi. A metrikatodl az alabbi elvardsaink vannak.

4.1.7 Definicié. AV vektortéren értelmezet d : VAV — R fiigguényt metrikdnak
nevezziik, ha minden v, w, z € V-re eleget tesz az aldbbi feltételeknek:

(i) dv,w) >0 és dv,w)=0<+<=v=w,
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(ii) d(v,w) = d(w,v),
(iii) d(v,z) < d(v,w) + d(w, 2)

Ezek a feltételek elég természetesek: (i) azt kivanja, hogy két pont tavolsdga nem-
negativ legyen és csak akkor lehessen nulla, ha a két pont egybeesik. (ii) azt fejezi
ki, hogy két pont tavolsaga fiiggetlen kell legyen attdl, hogy azt melyik pontbdl
kiindulva mérjitkk. Ez a kévetelmény is természetes. Végiil (iii) a haromszog egyen-
16tlenség azt mondja, hogy két pont kozott a legrovidebb 1t a pontokat Osszekéto
egyenes mentén van.

Bar analizis tanulméanyaink soran igazoltuk, a teljesség kedvéért itt is bizonyitjuk,
hogy ha egy valds vektortér normalt tér, akkor abban metrika is definidlhaté.
4.1.8 Tétel. Ha a valos V vektortér normdlt tér, akkor az a d : V @V — R

fiigguény, amely tetszdleges v,w € V' pontokhoz a d(v,w) def |lv — wl|| valds szdmot
rendeli metrika.

Bizonyitas. (a) Mivel minden v(# 0) € V vektor norméja pozitiv, masrészt
10] = 110 - v[| = [0] - lu]| = 0, kapjuk, hogy

dlv,w)=|lv—w| >0 és

dlv,w)=|lv—w|]|=0<=v—w=0<<=v=w,

igazolva ezzel, hogy a metrika (i) axiéméja teljesiil.
(b) A norma maésodik tulajdonsiga alapjin

d(v,w) = [lv—w| = [[ = L(w =) = [ = [w - o] = [w = v]| = d(w, v).

Ez mutatja, hogy a (ii) feltételnek is eleget tesz a definidlt fiiggvény.

(c) A hiromszog egyenlStlenség igazoldsa a norma harmadik tulajdonsdgdbdl
kovetkezik. Bevezetve a v — w = x és w — z = y jeloléseket, tekintve, hogy
v—z=2x+y, kapjuk, hogy

d(v,2) = [ =zl = [z + yll < [zl + |yl =

[0 = wl| + [lw = z[| = d(v, w) + d(w, ).
O

Mint ismeretes, egy metrikaval ellatott halmazt metrikus térnek neveziink, tehat

az el6z6 tételt ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy egy normalt valds vektortér
metrikus tér. Az euklideszi-norma &ltal meghatdrozott metrikat euklideszi metrikd-
nak fogjuk nevezni.
Az euklideszi terek pontjainak tavolsagara fels6 becslést biztosit a haromszog egyen-
16tlenség, alsé becslést pedig, hogy a tavolsag nemnegativ. Idénként azonban
sziikség van finomabb alsé becslésre. Ezt szolgalja a kovetkezo tetszbleges metrikus
terekben is igaz allitas:

4.1.9 Allitds. Ha v, w és z az E euklideszi tér pontjai, akkor

|d(v,w) — d(w, 2)| < d(v,z).
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Bizonyitas. A haromszog egyenl6tlenség miatt, felhasznalva a tavolsagfiiggvény
valtozdinak felcserélhetOségét is, kapjuk, hogy

(a). d(v,w) < d(v,z) + d(w, 2) és d(w, z) < d(v,w) + d(v, 2)
Az (a) egyenl6tlenségek atrendezésével adédnak a
(b) d(v,w) — d(w, z) < d(v, 2) és d(w, z) — d(v,w) < d(v, 2)
egyenlStlenségek és a (b) ekvivalens a bizonyitandé

|d(v,w) — d(w, z)| < d(v, 2)

egyenlGtlenséggel. a

Vezessiik be az E euklideszi tér egy v # 0 pontjan atmend, origd kezdOponti
félegyenes fogalmét. Ezen egy R v-vel jelolt ponthalmazt fogunk érteni, amelynek
elemei a v pont nemnegativ valds skalarszorosai. Formalizalva:

Riv={ v | AeR,\>0}.

Definialjuk két tetszéleges Riv és Riw (v # 0 # w) félegyenes hajlasszogét is,
értve ezen azt a ¢ (0 < ¢ < ) szoget, amelyre

cos ¢d§f 7@’ w)
o]l - ||wl]

all fenn. A Cauchy-Schwarz-egyenlotlenséghdl kovetkezik, hogy

< fvw)
ol flwl] T

masrészt, ha «, 3 pozitiv valds szamok, akkor

{aw, fuw) af (v, w) (v, w)

lacoll - [IBwll — afloll - Bllwll — [lv]l - Jwll”

és igy, a hajlasszog fogalma jél-definialt. Hangstilyozni kivanjuk, hogy tavolsagot,
amint lattuk, normalt terekben is mérhetiink, amihez nem feltétleniil kell legyen
skalaris szorzat, de a szog bevezetéséhez hasznaltuk a skaldris szorzatot is, és a ska-
laris szorzatbdl szarmaztatott norméat is. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy
az euklideszi térben a norma a skaldris szorzattal van értelmezve. A definiciébdl
azonnal addédik, hogy két Ryv és Ryw félegyenes merdleges egymaésra, ha a v és
w pontok skaldris szorzata nulla. A derékszoget bezaré félegyeneseket meghatarozd
vektorokat ortogondlisaknak nevezziik. Itt érdemes megjegyezniink, hogy a zérévek-
tornak barmely vektorral valé skaldris szorzata nulla. Ez azonnal adédik a skaléris
szorzat (2)-es axiomajabol. Ugyanakkor a zérévektor nem hatdroz meg félegyenest,
igy célszerli a vektorok ortogonalitdsat ujradefinialni, hogy a zéré vektort se kelljen
kizarni a szamba vehetd vektorok korébol. Ezért két vektort akkor fogunk ortogoné-
lisnak mondani, ha skalaris szorzatuk nulla. Az olyan vektorrendszereket, amelyek a
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zéro vektort nem tartalmazzak és vektorai paronként ortogondlisak ortogondlis rend-
szernek hivjuk. A két, illetve 3-dimenzids valds terekben az ortogondlis rendszerek
linearisan fliggetlenek, igy nem meglepé a kovetkezd allitas.

4.1.10 Tétel. Egy E euklideszi tér bdrmely ortogondlis rendszere linedrisan
fuggetlen.
Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,%;,...,x,} ortogondlis rendszere E-nek, és

tételezziik fel, hogy
S1e1 + -+ &1 H & + Siwig + o + 6w = 0. (4.4)

Képezve ezen vektoregyenlet mind baloldaldn, mind jobboldalan 1év6 vektoranak az
x; € X (1 <i <mn) vektorral val6 skalaris szorzatat, kihaszndlva az X ortogonalis
rendszer voltat, kapjuk, hogy

(5, &25) = & (@i ) = & - ||2i]|* = (0,25) = 0.
1

n
j:
Mivel feltevésiink szerint z; # 0, ez csak ugy lehetséges, ha & = 0. Tekintve, hogy
x; tetszbleges vektora volt X-nek, ez azt jelenti, hogy az (4.4) linedris kombinécié
minden skalar egytitthatéja nulla kell, hogy legyen, azaz az X ortogonalis rendszer

linearisan fiiggetlen. O

A 2- és 3-dimenzids valds euklideszi terek Descartes-féle koordinata rendszereire
gondolva, felmeriil a kérdés, hogy vajon tetszOleges n-dimenzids euklideszi terek-
ben lehet-e olyan bazist vélasztani, amelynek vektorai paronként ortogonalisak
és egységnyi hossziusaguak. Be fogjuk latni, hogy ez minden euklideszi térben
lehetséges. Els¢ 1épésben ismertetjiik, a Gram-Schmidt-féle ortogonalizdcids eljdrdst.

4.1.11 Tétel. Ha X = {z1,...,2i-1,2Ti, Tix1,...,Zn} az E euklideszi tér
eqy tetszdleges linedrisan figgetlen vektorrendszere, akkor van E-nek olyan Y =
{Y1, -, Yie1,Yi, Yit1s - - - » Yn} ortogondlis rendszere, amelynek minden y; vektora az
r1,...,T; vektoroknak linedris kombindcidja.

Bizonyitas. A bizonyitas teljes indukcioval torténik, ami egytuttal azt is meg-
mutatja, hogy Y vektorait milyen médon konstrualhatjuk meg X vektoraibol. Le-
gyen

Y1 =21,
majd képezzik az yo = xo + Ay; linedris kombindciét, amelyben a A egytitthatot
ugy vélasztjuk meg, hogy az y» és y; ortogondlisak legyenek, azaz

(y1,92) = (Y1, 22) + X (w1, y1) = (Y1, 22) + Ay ||* = 0
teljesiiljon. Ez a
)\ — _ <y1? x;>
[l
skalar egyiitthaté valasztassal megvalésul, tehat az

<y17x2>
[y ]I?

Y2 = T2 —
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vektor ortogondlis yi-re, és mert y; egyenld volt xi-gyel, az is igaz, hogy y» az
x1 és xo vektorok linedris kombinacidja. Legyen az az indukciés feltevésiink,
hogy mar sikeriilt igy meghataroznunk az y1,...,y; vektorokat, hogy azok paron-
ként ortogondlisak és mindegyik y; (1 < j <) vektor az x1, ..., x; vektorok linedris
kombindciéja. Akkor a kovetkezét

i
Yitl = Tiy1 + Z iy
=1

alakban allitjuk eld, ahol a skalar egyttthatokat annak a kvetelménynek megfeleléen
véalasztjuk, hogy y;11 ortogondlis legyen az y1, ..., ¥y; vektorok mindegyikére. Az

Wk vir1) = Wis i) + DA W ¥5) = Wi Tig1) + A (Yo Uk) =
j=1

= (ks zip1) + Mllunl?> =0 (k=1,...,4)
feltételeket kihasznalva, az adddik, hogy a

(Yr» Ti1) ,
A= W THU g g
llyel?

valasztas mellett

=
y] ) xi+l>

Yit1 = Tit1 — Z T2 Y

= il

j
vektor ortogondlis az yi,...,y; vektorok mindegyikére és az x1,...,x;, xi41 vek-
torok linearis kombinaciéja. Az eljaras n 1épésben befejezédik, az n elemii linedrisan
fiiggetlen X vektorrendszer elemeinek linedris kombindcidiként egy n elemii ) orto-

gonalis rendszert konstrualtunk. |

A fentiekben bemutatott eljarassal kapott ortogonélis rendszer y; vektora meg-
egyezett az eredeti linedrisan fliggetlen X vektorrendszer x1 vektoraval. Nyilvanva-
16, hogy ha X az euklideszi tér egy bazisa, akkor az eljarassal kapott ) ortogonalis
rendszer is bézis, amelyet ortogondlis bdzisnak neveziink. Ezért kijelenthetjiik:

4.1.12 Kovetkezmény. FEgy n-dimenzids E euklideszi tér bdrmely nemzéro vek-
tora benne van a tér valamely ortogondlis bazisaban.

A két, illetve 3-dimenzids valds tér helyvektorainak hossza ugyanaz, mint a ska-
laris szorzattal definidlt norma, igy egységnyi hosszusagi vektorok helyett normélt
terekben egységnyi norméjui vektorokrol beszélhetiink. Barmely nemzéré vektor
valés skaldrszorosaként kaphatunk egységnyi norméju vektort. Valéban ha v(# 0) a
normalt V' vektortér tetszoleges vektora, akkor

1
o]

1
[[o]]

o]l
[ llofl = = =1
loll

vl =1

tehat a vy = ﬁ -v vektor, amelyet a v normaltjanak mondunk, egységnyi normaju.
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Egy n-dimenziés euklideszi tér barmely bazisabdl a Gram-Schmidt-féle eljarassal
készithetiink ortogonalis bazist, majd annak vektorait normalhatjuk. Az igy ka-
pott vektorrendszert ortonormdlt bdzisnak mondjuk. Kimondhatjuk tehat az alabbi
tételt:

4.1.13 Tétel. Bdrmely n-dimenzids euklideszi térnek van ortonormdlt bdzisa.

Ortonormélt bazis meghatdrozdsara bemutatunk két példat:

1 Példa. A 3-dimenzios valds V' vektortérben legyen V = {v1,v2,v3} egy tetszdleges
bazis és értelmezziink skaldris szorzatot a vektorok V bazisra vonatkozo koordindta
vektorainak belsd szorzataként. Hatdrozzunk meg olyan ortonormdlt bdzist, amelynek

vektorai eldllithatok az ugyancsak bdzist alkoto wy = vy — vg, wo = Vo — V3, W3 = V3
vektorok linedris kombindcioiként.

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy az V béazis is ortonormélt a definialt skalaris
szorzat mellett, mert nyilvan

1 0 0
vi=1|0 Vo = 1 és vy =
0 0 1

a v, v9 és vz vektoroknak a )V bézisra vonatkozé koordinata vektorai és ezért
[vi,vj]y = 045 . A feladat viszont a

1 0 0

koordindta vektort wi, we, ws vektorok linedris kombindciéibol felépiteni ortonor-
malt bazist. A Gram-Schmidt-mddszerrel el6bb ortogonélis rendszert keresiink,
majd annak vektorait normaljuk. A meghatdrozandé ortogonélis rendszer vektorait
jelolje z1, x9, x3. Akkor x1 = wy , és igy x3 = [1, —1, 0].

[21, W] —1

T =wy — T = w2+ -wi,

S PN 2 2

ennélfogva x = [3, &, —1]. Végiil

3 = ws (21, ws] (22, w3 L —
[z 22|
-1
:w3_j$2:w3+§w2+§wla

2

ezért x3 = 3[1, 1, 1]. Az ||z1]] = V2, ||a|| = % és az ||zs|| = ig Akkor a keresett

7
ortonormalt béazis vektorai ?wl , %wﬂ— %wl , \/§w3+%w2+%w1 , és koordinata

vektoraik az eredeti V bazisban:
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Ezekbdl a koordinata vektorokbdl az is kiolvashatd, hogy az 1j ortonormalt bézis

vektorail az eredeti V bézis vektorainak x; = @(vl—vg), Ty = %(v1+v2—2v3), T3 =
%(vl + v + v3) linedris kombindcidja. O

A kovetkezd példa a numerikus szamitasokat illetéen taldn nehezebb, de a meg-
oldas elvét tekintve teljesen ugyanaz, mint az el6z6.

2 Példa. A legfeljebb mdasodfoki valds egytitthatds polinomok Rat] terét euklideszivé
teszi a

skaldris szorzat. Az {1,t, 1%} polinomok a tér egy bdzisdt alkotjdk. E bdzis vektorai-
nak linedris kombindcioiként dllitsunk eld ortonormdlt bdzist!

A Gram-Schmidt-médszerrel elébb ortogondlis bazist allitunk el6, majd annak
vektorait norméljuk. p;(t) = 1.

Jo1-tdt 1 1
t)y=t—"0" " l=t——-1=t——
p2lt) J1zdt 2 2
palty =2 B BG-ped 1

Jy12dt Jot —3)2dt 2

1 1 1

=t 1—1-(t—=)=t>—t+ -

3 (=3 5

Az {1, t— %, 2 —t+ %} vektorrendszer ortogonalis, és az 1 méar normalt is. Mivel

b ([ a2

1
1 1 1.5)\2 105
2 —t4 | = / t2—t 2) =7
-t gl= ([ @-t+ ) -,

a keresett ortonormalt bézis az

és

(t2—t+1)

1, V3(2t — 1), ;

2v/105
7

vektorrendszer. O

Egy vektortér valamely altere is vektortér, és ha az eredeti tér euklideszi tér,
akkor altere is euklideszi tér, amelyben a skalaris szorzat egyszeriien az eredeti tér-
ben értelmezett skalaris szorzatnak az altérre vald lesziikitése. A (4.1.13) tételnél
ezért kicsit tobbet is allithatunk:

4.1.14 Tétel. FEgy n-dimenzids euklideszi tér minden nemzérd alterének van or-
tonormdlt bdzisa.

4.1.15 Tétel. Ha M részhalmaza az E euklideszi térnek, akkor jelolje M+ azoknak
az E-beli vektoroknak a halmazdt, amelyek ortogondlisak M minden elemére. Akkor
M+ altere E-nek.
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Bizonyitas. Az 4llitds igazolasakor két esetet kell vizsgalnunk:
(a) ha M az iires halmaz, akkor M+ = E, igy ebben az esetben igaz az allitss,
(b) ha M nemiires, akkor legyen v tetszoleges eleme M-nek és z,y pedig tetszoleges
elemei M-'-nak. Barmely o, 8 skaldrokkal képzett ax + By linedris kombindciéra

(ax + By, v) = a(z,v) + B (y,v) = a0+ 0 =0,

igy o + By € M+ is teljesiil, igazolva, hogy M altér. a
Ha egy x vektor ortogonalis mind a v, mind a w vektorra, akkor x ortogonalis a
v és w vektorok barmely linedris kombindacidjara is, mert

(ev+ww,z) = (v,2) + w(w,z) =0+ w0 =0.

Ezért egy tetszbleges M részhalmazra M+ = (lin (M))*. Az M részhalmaz, sét az
altala generalt altér, részhalmaza az M+ = (M1)* altérnek. Amennyiben M maga
is altér, akkor M-t az M ortogondlis komplementerének nevezziik. Az elnevezést
alatamasztja a kovetkezo, igynevezett projekcios tétel.

4.1.16 Tétel. [Projekciés tétel] Ha M altere a véges dimenziés E euklideszi
térnek, akkor E az M és M’ altereinek direktisszege.

Bizonyitas. Legyen X = {z1,...,2,} az M-nek, és Y = {y1,...,ys} az M+-nak
ortonormalt bazisa. Megmutatjuk, hogy X U Y ortonormélt bazisa F-nek. Mivel
X UY ortogonélis rendszer, igy linearisan fliggetlen az (4.1.10) tétel értelmében. Igy
mar csak azt kell igazolnunk, hogy tetszoleges v € E vektor az X U ) elemeinek
linearis kombindacidja. Legyen

-
xTr = Z (673473
i=1

ahol a; = (x;,v). Akkor, kihaszndlva, hogy X vektorai paronként ortogonalisak és
norméltak, kapjuk minden (k = 1,...r)-ra, hogy

<.%'k,1) - x> = <xk7v> - <xk7v> kaH2 = <.%'k,1)> - <xk7v> =0,

de akkor v — 2 az M minden elemére ortogonalis, vagyis az y = v —x vektor M"-ben
van, ezért )) elemeinek
S
y=">_ By
j=1

linearis kombinacidja. Ebbdl kévetkezik, hogy
T S
v:x—l—y:Zaixi-i-Z,@jyj,
i=1 j=1

tehat valoban az X U Y vektorrendszer generatorrendszere is E-nek. O

A tétel igazolasdhoz elegend§ lett volna azt megmutatni, hogy M N M* a zérus
altér és E minden vektora egy M-beli és egy M~+-beli vektor 6sszege. Bizonyitasunk
verifikalja a kovetkez6 tételt is.

4.1.17 Tétel. Egy véges dimenzios euklideszi tér barmely M alterének ortonormdlt
bazisa kiegészithetd az egész tér ortonormdlt bdzisdvd.
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Azon tul, hogy a tovabbiakban sziikséglink lesz ra, még esztétikailag is szép,
hogy igaz a Pythagorasz-tétel tetszoleges véges dimenziés euklideszi terekre vald
altaldnositasa:

4.1.18 Tétel. [Pythagorasz-tétele] Hav és w a véges dimenzids E euklideszi

tér egymdsra ortogondlis vektorai, akkor

lv +wl® = oll* + [lw]®.

Bizonyitas. Mivel v és w ortogonélisak, (v, w) =0, ezért
[o+ w|® = (v + w, v+ w) = (v,0) + 2Re((v, w)) + (w,w) = [[v]|* + [Jw]]?.
O

4.1.19 Definicié. Ha v az E euklideszi tér tetszdleges pontja, és X = {x1,...,x,}
az E tér eqy M alterének ortonormadlt bazisa, akkor az

T

xr = Z(xi,w T

i=1
pontot a v M-re esd ortogondlis vetiiletének nevezziik.

Amint a (4.1.16) tétel bizonyitasaban lattuk, v — z az M altér minden vektorara
ortogondlis. Megmutatjuk azt is, hogy az = pont M-nek v-hez legkozelebb esé pont-
ja. Legyen 2/ = Y7_, &x; egy tetszOleges M-beli pont, akkor x — 2/ € M, ezért
ortogondlis v — x-re. Felhasznalva Pythagorasz tételét, kapjuk, hogy

d(v,2') = |lv — 2| = [|(v — ) + (z — 2')|* =
= llo —|” + [lz — 2'||* = & (v, 2) + ||z — 2|,
amibdl mér d(v,z) < d(v,z’) nyilvanvaléan kovetkezik.

Analizis tanulmanyaink sorén egy (X, d) metrikus tér valamely p pontjdnak egy
H részhalmazatol vald tavolsagat a

d(p, H) = inf d(p, h)

Osszefiiggéssel értelmeztiik. Eloz6 szamitasaink szerint, euklideszi tér valamely v
pontjanak egy M alterétol valé tavolsagat a

d(v, M) = [lv — x|

formula adja, ahol az x pont a v-nek M-re esé ortogondlis vetiilete.

3 Példa. Legyen az E euklideszi tér egy ortonormdlt bdzisa az X = {x1,x2,23}
vektorrendszer. Hatdrozzuk meg a v = x1 + 2x9 — x3 vektornak az a = x1 + x2 +
xr3 €s b= xo+ 2x3 vektorok dltal generdlt M altértdl valo tdvolsdgadt!

Els6 1épésben meg kell keresniink az altér egy ortonormalt bazisat. Legyen y1 = a

Y2 =b— <y17b>y1 =13
|12
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Akkor y; és ys az M altér ortogondlis, mig az %yl és 1o pedig ortonormalt
béazisa. Akkor a v vektor M-re es6 ortogonalis vetiilete:

1 1
z2=(—=Y1,V ) —=y1 + (Y2,V) Y2 .
<\/§y1 >\/§y1 (2. v) v

Kifejezve a z vektort az X bazis vektoraival, kapjuk, hogy

2( s+ 13) 2 n 2 1
z=—(r1+22+2x3) —23=-21+ -T2 — =2
371 2 3 3= 371t g2 — o3,
és igy
1 4 4 4
V—2=-21+ -T2 — =X
3 1 3 2 3 35
amelynek
V33
v —z]| = 3
normaéja a keresett tavolsag. O

Azt mar elobb lattuk, hogy a valés véges dimenzids vektorterekben a tér valamely
bézisara vonatkozé belsé szorzat mindig skalaris szorzatot definidl. Most meg-
mutatjuk, hogy a forditott allitas is igaz, nevezetesen, hogy az euklideszi terekben a
skalaris szorzat mindig valamely ortonormaélt bazisra vonatkozd belsé szorzat.

4.1.20 Tétel. Ha az n-dimenzids E euklideszi térnek X = {x1,...,z,} egy tetszd-
leges ortonormdlt bdzisa, akkor
(1) bdarmely v € E vektor a bazisvektorok

v={(x,v)x1+ -+ (Tp,v) Ty

alaki linedris kombindcidja, és
(2) tetszdleges v,w € E vektorokra

(v, w) = [v,w]x.

Mas szavakkal megfogalmazva az allitast azt mondhatjuk, hogy egy euklideszi tér
ortonormalt koordinata rendszerében a tér vektorai felbomlanak a tengelyekre es6 or-
togonalis vetiileteik Gsszegére, ugyanugy, ahogy a két— illetve 3-dimenzids Descartes-
féle koordinata rendszerben lattuk.

Bizonyitas. Azt tudjuk, hogy barmely v € E vektor kifejezheté X vektorainak

n
v = Z 8jCCj
j=1

linedris kombindciéjaként, tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy minden i(=
1,...,n)re g; = (x;,v) teljesiil. Ezt kapjuk, ha Osszehasonlitjuk az aldbbi

n n
<azi,v> = <l‘i,26jl‘j> = ZEJ' <33i737j> =&;
j=1 j=1
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egyenlGségsorozat bal— és jobboldalat.
Legyen v és w két tetszdleges vektora E-nek. Akkor az el6z6ek szerint

n

n
sz(xi,Mxi és w:Z(xj,w>xj,

=1 j=1
azaz koordinata vektoraik az X bdzisban:

<ZC1,U> <~T1>w>

Vy = : és Wy

{Zn,v) (@, w)

Akkor

(v,w) = <Z (w4, ) l’i,z (xj,w) a:j> =

i=1 j=1

n n n
= Z <xi7 U) Z <xj7w> <xi7 xj> - Z <xi7 U> <xi7 w> = [U7w]X .
i=1 j=1 i=1
Az egyenléségsorozat bal- és jobboldalat Gsszehasonlitva azt kapjuk, hogy (v, w) =
[v,w]x , amint allitottuk. O
Az (4.1.20) tétel kényelmes eszkozt biztosit a tér vektorai skaldris szorzatanak
numerikus meghatarozasara. Ezt kihasznaljuk a kovetkezé feladat megoldasakor,
amikor egy vektor koordindta vektorat kell meghataroznunk egy ortonormalt bazis-
ban.

4 Példa. Az (1) példiban az R koordindtateret euklideszivé tettik. A ska-
laris szorzatot a vektorok V = {vi, va, v3} bdzisra vonatkozo koordindta vektorai-

nak belsd szorzatdval definidltuk. FEzt kévetden dttértink egy mdsik X = {x1 =
?(vl — v2), Ty = %(Ul + vg — 2u3), T3 = %(m + vo + v3)} ortonormdlt bazisra.

Hatdrozzuk most meg a z = 2v1 — ve 4 3vs vektor koordindta vektordt az X bdzisban.

Az (4.1.20) tétel szerint

(z, 1) <2?)1 —02+3U3,§(01 —U2)>
zy = | (z,x2) | = <2v1—v2+3v3,%(v1+v2—2v3)>
(z,23) <2v1 — vy + 3vs, %(Ul + vo + 1}3)>

Esetiinkben ezek a skalaris szorzatok:

1
2 2 3vV2
2v1—vg+3v3,£(v1—v2) =12,-1,3 £ -1 | = i,
2 2 2
0
1
1 1 5
21}1—1)2‘{'3'[}3,%(’(}1"‘1)2—21)3) = [2,—1,3]% 1 :—%,
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1
<2U1—U2+37}3,\/§(U1+U2+U3)> = [27_173]'7 1 =

Tehat a keresett koordinata vektor:

w
Sl

N

3

1 W2
= | 3 | = | V6
8v/3

c.n‘\"‘

Sl=&l

O

Az azonos dimenzidju valds vektorterek mind izomorfak, tehdt algebrai szem-
pontbdl csak vektoraik jelolésében térnek el egymdstdl. Ugyanakkor, az (4.1.4) tétel
szerint ugyanabban a V' véges dimenzids valds vektortérben tobb kiilonbozo skalaris
szorzat is értelmezhetd. Jelenti vajon ez azt, hogy tobb kiillénb6z6é n-dimenzids euk-
lideszi tér van? Célszerii két euklideszi teret lényegében azonosnak tekinteniink, ha
mint vektorterek izomorfak és az egymasnak megfeleltetett pontok tdvolsaga azonos.
Mivel az euklideszi tér pontjainak tdvolsdga a térben értelmezett skaldris szorzattoél
fligg, ezért az euklideszi terek izomorfidjat a kovetkezoképpen értelmezziik:

4.1.21 Definicié. Az E és E' euklideszi tereket izomorfaknak mondjuk, ha

(1) mint vektorterek izomorfak, és

(2) bdrmely v,w € E-re a (v, w) skaldris szorzat megegyezik a v',w’ € E' izomorf
képek (E'-beli) (v',w') skaldris szorzatdval.

Az euklideszi terek izomorfidja er6sebb megszoritds, mint a vektorterek izomor-
fidja, hiszen teljesiilni kell annak a feltételnek is, hogy a targyvektorok skaldris szor-
zata meg kell egyezzen képeik skalaris szorzataval. Ez a feltétel azt jelenti, hogy
az euklideszi terek izomorf leképezései tavolsagtartdak, ezért szokas izometridnak is
nevezni. (Az mas kérdés, hogy ez nem jelenti a két térben a tdvolsagegység egyenld
voltat. Tehat lehet, hogy az egyik térben a tavolsdgegység mondjuk a méter, mig
a masikban mondjuk a yard. Akkor az 1 méterre 1év6 pontok izomorf képei 1 yard
tavolsdgra vannak. Hasonld értelemben értendd, hogy az euklideszi terek izomorf
leképezése megtartja a félegyenesek hajlasszogét is.) Ennek ellenére kicsit meglepd,

hogy

4.1.22 Allitas. Az azonos dimenzidji euklideszi terek izomorfak.

Bizonyitas. Legyenek F és E’ n-dimenzids euklideszi terek és X = {v1,...,v,}
illetve X’ = {v],..., v} ortonormdlt bézisok E-ben, illetve E’-ben. Ertelmeziik a
P:E=F

leképezést gy, hogy legyen ®(v;) = v minden i(=1,...,n)-re, éshav € F az X
bézis vektorainak .
v = Zaivi
i=1

linearis kombinéciéja, akkor legyen

n
O(v) = Z iU} .
i=1
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Akkor nyilvan ® az E vektortérnek E’-re vald izomorf leképezése és mivel az F-
beli, illetve az E’-beli skaldris szorzat az X bézisra vonatkozd, illetve az X’ bazisra
vonatkozé belsé szorzatok, tetszOleges v, w € E vektorok skalaris szorzata meg-
egyezik a ®(v), ®(w) € E’ vektorok skaléris szorzatdval. O

A fenti allitdsnak megfeleléen az algebrai szempontbdl egyetlen n-dimenzids euk-
lideszi teret a kovetkezdkben E,-nel fogjuk jelolni és feltételezziik, hogy az E,,-ben
rogzitett egy X ortonormalt bazis. Ez lehet6vé teszi, hogy az Ej,-beli pontokat koor-
dinata vektoraikkal adjuk meg, és pontjaik skalaris szorzatat egyszeriien az X bazis
altal meghatarozott belso szorzattal szamithassuk ki.

Az (4.1.20) tételnek és az (4.1.22) allitasnak egy nagyon fontos kvetkezménye,
hogy az euklideszi terek olyan bazistranszformacidi, amelyek ortonormélt bazist or-
tonormalt bazisba visznek, megtartjak a tér pontjainak tavolsagat és a tér félegye-
neseinek hajlédsszogét. Ezeknek a transzforméacidknak a vizsgalatara a késébbiekben
még visszatériink.

1. Gyakorlatok, feladatok

1. Allapftsa meg, hogy mi annak a sziikséges és elegendé feltétele, hogy az E,
euklideszi tér v, w pontjaira teljesiiljon az

(v, w) = [Jv]| - [Jw]|
egyenlGség.

2. Mutassa meg, hogy egy FE, euklideszi tér barmely v vektoranak euklideszi-
normaja nem kisebb mint valamely ortonormalt béazisa alapjan kiszamitott
maximum-normaja.

3. Mutassa meg, hogy az m x n tipusi valés matrixok terében skalaris szorzatot

kapunk, ha tetszéleges A = [a;;] és B = [(;;] métrixpédrhoz az

(A.B) €
i=1j

ijBij
1

n

valos szamot rendeljik.

4. Igazolja, hogy egy F, euklideszi tér linedris transzformécidinak L(E,,) tere is
euklideszivé tehets. (Tandcs: Léssa be, hogy, ha X = {x1,...,z,} az E, egy
ortonormalt bazisa, akkor az

n

(A, B) " (A(xy), B(xy)

i=1
egyenldséggel definidlt fiiggvény skaldris szorzat az L(E,) téren.)

5. Legyen az E,, euklideszi térnek M egy altere. Mutassa meg, hogy egy v € E,
vektor pontosan akkor ortogonalis az M altér minden vektordra, ha ortogonalis
az M altér egy béazisdnak minden vektoréra.
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6. Hatarozza meg az Fy4 euklideszi tér v pontjanak az M alterétdl vald tavolsagat,
ha v koordinata vektora az X ortonormélt bazisban

1

és M ={x € Ey|[zr,s]x =0}, ahol s=

eV V]
— = = =

7. Hatdrozza meg az o paraméter értékét ha tudjuk, hogy a p(t) =1+t + 12 és
q(t) = at — 2 polinomok ortogonalisak a

w0 < [ poa)

-1

egyenlGséggel értelmezett skaldris szorzat mellett.

4.2 A transzponalt linearis leképezés

A matrixaritmetikai bevezetében megismerkedtiink a transzponélt matrix fogalméa-
val. Egy A matrix transzpondltja azt az A* matrixot jelentette, amelyet az A
sorainak és oszlopainak felcserélésével kapunk. A matrixok és a linearis leképezések
kozott szoros a kapcsolat, igy aligha megleps, hogy a linearis leképezések transz-
ponaltja is definidlt fogalom. Itt mi csupan a fogalom bevezetésére és néhany — a
késobbiek szempontjabdl nélkiilozhetetlen — eredmény ismertetésére szoritkozunk.

Amint az jol ismert, véges dimenzids valds vektorterekben mindig értelmezheto
skalaris szorzat, ezért az ilyen vektorterek linedris leképezéseinek vizsgdlatakor is
célszerii ezt figyelembe venni. Ha tehdt A € L(V, W) linedris leképezés a valds véges
dimenziés V' vektortérbdl az ugyancsak valés véges dimenzios W vektortérbe, akkor
mind V-t, mind W-t euklideszi tereknek tekinthetjik, amelyekben a skalaris szorzat
értelmezve van.

4.2.1 Definicié.  Legyenek V és W euklideszi terek és A € L(V,W) linedris
leképezés. Az A transzpondltjanak nevezziik azt az A* : W — V leképezést, amelyre
minden v € V, w € W wvektorra

(Av), w)y = (v, A" (w))y

teljestil.

A definiciéval kapcsolatban hangsilyoznunk kell, hogy az egyenloség baloldalan
W-beli vektorok skaldris szorzata, mig a jobboldalon V-beli vektorok skalaris
szorzata all. Erre utalnak a skalaris szorzat jele mellett feltiintetett indexek. A
definiciébdl nem latszik kozvetleniil, ezért kiilon igazoljuk, hogy

4.2.2 Tétel. Az A € L(V,W) linedris leképezés transzpondltja egyértelmiien
meghatdrozott és A* € L(W,V).

Bizonyitas. Unicitds: Tegyiik fel, hogy A* és A* is transzponaltja A-nak. Akkor
minden v € V, w € W vektorokra

(v, A*(w))y = (A(v), w)yy = (v, A"(w))y, ,
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azaz
(v, A" (w))y, — (v, A" (w)) = (v, A" (w) — A*(w))v =0.

Az utébbi egyenléség azt jelenti, hogy A* _(w) — A*(w) V minden vektorara orto-
gondlis, ami csak gy lehet, ha A*(w) — A*(w) = 0. Mivel ez minden w € W-re
teljesiil, kovetkezik, hogy A* = A*.

A transzpondlt linedris leképezés: tetszéleges wy, ws € W-re és «, § € R-re és minden
v € V-re

(v, A" (awy + Pwa))y = (A(v), awy + Bwa)y, =

« <A(v)7w1>W + <A(U)7w2>W =
& (v, A" (1)) + B (v, A" (wa))y, = (0,0 4% (wn) + BA"(ws)}y

Az egyenlOségsorozat bal- és jobboldalat Gsszehasonlitva, az unicitds bizonyitdsandl
latott érveléssel adodik, hogy

A*(aw1 + ﬁ’LUQ) = aA* (wl) + ﬁA* (WQ) ,

azaz A* linearis leképezés. O

Vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat van az A linedris leképezés métrixa és
A* transzpondltjanak matrixa kozott. Ehhez rogzitentink kell mind a V-ben egy
X = {z1,...,z,}, mind a W-ben egy Y = {yi1,...,ym} bézist. Mint tudjuk, A
matrixa az X' — ) bdzispdrra vonatkozéan: A = [A(x1)y),...,A(Xn)y], azaz a
matrix i-edik sordnak j-edik eleme az A(z;) vektor y;-re vonatkozé koordindtaja.
Amennyiben az ) béazis ortonormalt, akkor az

<A((l)j), yZ>W

skalaris szorzat éppen ezt a koordinatat szolgaltatja, tehat

(A1), y)ws - (Ala), y1)w
| A e (A sy
(A1), Ymd s s (A(n) Yoy

alakd. Ha az X bézis is ortonormalt V-ben, akkor az A* métrixa az ) — X bazisparra
vonatkozdan

<x17i:(yl)>vv o <x1,ﬁ:(ym)>v
A* _ [A*(yl)){a,A*(Ym)X] _ <$27 :(y1)>V7 ] <.’I)2, (ym)>V
<xn7A*(y1)>V7 R <xn7A*(ym)>V

alakiu. Lathato, hogy A* j-edik soranak i-edik eleme

(2, A" (yi))y = (A(5), yi)

megegyezik az A matrix j-edik oszlopanak i-edik elemével, tehat A* méatrixa éppen
A matrixdnak transzponéltja.
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A linedris leképezések és transzponaltjaik kozotti kapcesolat tovabbi jellemzésére
bebizonyitjuk az alabbi tételt.

4.2.3 Tétel. Legyenek V és W euklideszi terek és A € L(V,W) transzpondltja
A* e L(W, V). Akkor

(im A)* = ker A* és (im A*)* =ker A,
kovetkezésképpen

V=kerA®imA* és W =kerA*®imA.

Bizonyitas. Minden v € V-re és w € ker A*-ra
(A(w),w)y = (v, A"(W))y = (0,0) = 0 = w € (im A)*.
Maésrészt, ha minden v € V-re
0 = (A(v), whyy = (0, A"(w))y = A°(w) € V* = {0},

azaz w € ker A* . Ez igazolja az els6 allitast, amelynek a mésodik allitas analogonja.
Ezek ismeretében a V = ker A @ im A* és a W = ker A* @ im A 4llitdsok azonnal
adédnak a projekciés tételbol. |

4.2.4 Definicié. Legyen V' euklideszi tér. Az A € L(V) linedris transzfor-
mdciot szimmetrikusnak nevezzik, ha megegyezik transzpondltjaval. Egy reguldris
B € R(V) linedris transzformdcidt ortogondlisnak mondjuk, ha transzpondltja az
1nverzével egyenld.

Az eléz6 tétel szimmetrikus linedris transzformdcidkra tehat igy hangzik:

4.2.5 Kovetkezmény. Ha A szimmetrikus linedris transzformdcidja a V' euk-
lideszi térnek, akkor

(im A)t = ker A és V=kerA®&imA.

4.3 Geometriai fogalmak altalanositasa

Ebben a pontban geometriai fogalmak tetszoleges euklideszi terekre vald Kki-
terjesztésével foglalkozunk. Persze nem véllalkozhatunk minden, két és 3-dimenzids
geometriai fogalom tetszoleges n-dimenziés euklideszi terekben valé altalanositasa-
nak megfogalmazdsdra, csak a legfontosabbakra tértink ki.

A 2- és 3-dimenzids tér barmely két v és w pontja (vektora) meghatdrozott
egy egyenest, amelynek barmely x pontja (vektora) megkaphatd, ha a w vektorhoz
hozzaadjuk a v — w vektor valamilyen A skalarszorosat. Tehédt a v és w pontokon
atmené egyenes minden pontja

r=w+ANv—w)= +(1-Nw, (A €R)
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4.1. dbra: Egyenes a sikban

alaku linedris kombindciéja a v és w pontoknak. KEgész pontosan: ha A végigfut
az Osszes valés szamon, akkor x végigfut az egyenes pontjain. Az aldbbi 4.1 dbra
mutatja a kétdimenzids tér egy egyenesének ilyen megadasat.
Ez sugallja, hogy tetszéleges E euklideszi tér v és w pontjan atmené egyenesén
az
vw={z € B, |z=M+(1-Nw Ae€R} =w+R(v — w)

ponthalmazt értsiik.

A 2-dimenzids térben a szakaszok az egyeneseknek korldatos zart részhalmazai, ha
csak a v és w pontokat 0sszekoto szakasz pontjait akarjuk megkapni, akkor a A ska-
lart a val6s szamok [0, 1] zart intervallumén kell végigfuttatnunk. Ennek megfeleléen
az n-dimenzids euklideszi tér v és w pontjait 6sszekotd szakaszdn a

nw={rxecE,|[z=MN+(1-Nw, 0<A<1}

ponthalmazt fogjuk érteni.

A szakasz pontjai a végpontok olyan linedris kombinéciéja, hogy az egyiitthaték
nemnegativak és Osszegiik 1-gyel egyenld. Az ilyen linedris kombindcidkat konvex
linedris kombindciéknak nevezziik. Altaldnosan, ha \; > 0, (i =1,...,n) valés
szamok és > 1 \; = 1, akkor a v;, (i = 1,...,n) vektorok > ; A\;jv; linedris
kombinéciéjat konvex linearis kombinaciénak mondjuk.

4.3.1 Definicié. Az E cuklideszi tér olyan K részhalmazdt, amely barmely két
pontjanak konvex linedris kombindcidit is tartalmazza, konvexr halmaznak hivjuk.

Mads szavakkal, azt mondhatjuk, hogy K pontosan akkor konvex halmaz, ha
barmely két pontjat 6sszekoto szakasz részhalmaza K-nak.

Persze, ha két pont egybeesik, akkor az azokat ”0sszekoto szakasz” egyetlen
pontra zsugorodik, ezért az egyetlen pontbdl 4llé6 halmazok is konvexek, s6t meg-
allapodunk abban, hogy az iires halmazt is konvexnek mondjuk.

A sik egy-egy konvex és nem konvex részhalmazat mutatja az 4.2 abra.

A konvex halmazok persze nemcsak barmely két pontjuknak, de barmely véges
sok pontjuk konvex linedris kombinaciéit is tartalmazzdk. Ez akar a konvex halma-
zok definiciéja is lehetne. Ezt mondja a kévetkezo:

4.3.2 Allitds. Az euklideszi tér eqy K részhalmaza pontosan akkor konvex, ha
barmely véges sok pontjanak konvex linedris kombindcioit is tartalmazza.
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konvex halmaz nem konvex halmaz

4.2. 4bra: Konvex és nem konvex halmazok

Bizonyitas. Az elegenddség nyilvanvald.
A sziikségességet a tekintett pontok széma szerinti teljes indukciéval igazojuk. Két
pontjdnak konvex linedris kombinacidit konvex halmaz tartalmazza, hiszen ezzel
értelmeztiik egy halmaz konvexitasat. Tegyiik fel, hogy a K konvex halmaz legfel-
jebb n — 1 > 2 pontjdnak minden konvex linearis kombindcidjat tartalmazza, és
legyenek vy, ...,v,_1,v, K-beli pontok, tovabba A1, ..., \,—1, A, olyan nemnegativ
skalarok, hogy > i" | A; = 1. Feltehetjiik, hogy ezek a skaldarok mindegyike pozitiv,
mert kiilonben a Y 7' A\jv; ténylegesen n-nél kevesebb pont konvex lineédris kombina-
ciéja lenne, és az indukcids feltevés alapjan azonnal adédna, hogy eleme K-nak. Igy
a
Ai
1—X\'

skalarok olyan nemnegativ szamok, amelyeknek az Gsszege 1-gyel egyenld, kovetke-
zésképpen a

(i=1,...,n—1)

n—1 )\z
Z.:Zl 71 — )\nvi e K.

Akkor viszont a

n—1 n
n =1

i=1 i—
vektor is K-ban van, és ezt kellett igazolnunk. O
A kovetkezd allitas segitségiinkre lesz tetszdleges részhalmaz konvex lezartjanak

értelmezésénél.

4.3.3 Allitas. Konver halmazok metszete is konve.

Bizonyitas. Legyenek K., (v € I') konvex halmazok, és legyen v,w €
Myer Ky - (Feltehetjiik, hogy a metszetnek van legalabb két kiilonboz6 eleme, mert
kiilénben a metszet biztos konvex.) Akkor v,w € K, minden v € I'-ra, és a K,
halamazok konvexitdsa miatt v és w minden

r=M+(1-XNw 0<A<1
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konvex linedris kombindciéja is minden K, halmazban benne van. Akkor viszont
x € Nyer K, is teljesiil. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik. ]

4.3.4 Definicié. Legyen H az E euklideszi tér tetszéleges részhalmaza. Azt a
legsziikebb konvex halmazt, amely H-t tartalmazza, a H konvexr burkdnak nevezzik
és co (H)-val jeloljik.

Nyilvan co (H) az 6sszes H-t tartalmaz6 konvex halmaz kozos része. Mivel az
egész euklideszi tér konvex, ez mindig létezik. Reméljiik, hogy most az olvasé a
vektorterek részhalmazai linedris burkédra asszocial, mar csak azért is, mert itt is
érvényes az analdg allitas, hogy

4.3.5 Allitas. Egy H halmaz co (H) konvexr burka megegyezik a H halmaz elemei
0sszes konvex linedris kombindcioinak halmazdval.

Bizonyitas. Jeloljiik a H halmaz elemei 6sszes konvex linearis kombinacidinak
halmazat H'-vel. Akkor H' konvex, mert ha

p q
Z ;U5 és Z ﬂjwj
i=1 j=1

a H halmaz elemeinek konvex linedris kombindcidja, akkor minden A, (0 < A <1)
valds szamra a

p q
A <Z O[Z'Ui> + (1 - )\) Z ﬂjw]’
i=1 Jj=1

is konvex lineédris kombindciéja H elemeinek. Mivel H C H’ kapjuk, hogy H' C
co(H).

Az is igaz viszont, hogy H C co (H) és konvex halmaz zart az elemeinek konvex
linedris kombindci6 képzésére (lasd az (4.3.2) allitast), ezért co (H) C H' is fenndll.
Akkor co (H) = H' és ezt kellett igazolnunk. O

Véve két pontot az euklideszi térben és képezve ennek a kételemii részhalmaz-
nak a konvex burkdat, a mar megismert szakaszt kapjuk. Ezért a tovabbiakban a
v és w pontokat Osszekotd szakasz jelolésére a kifejez6bb co (v, w)-t hasznéljuk. Ha
harom olyan pontot vesziink, melyek koziil egyik sem konvex linedris kombindcidja
a masik kettének, akkor konvex burkuk haromszoget ad. Fel kell hivjuk az olvasé
figyelmét, hogy haromszoget kaphatunk linearisan 6sszefiiggd rendszert alkoté harom
pont konvex burkaként is, csupan azt kellett megkovetelniink, hogy konvex lineéris
kombindciéval ne lehessen eléallitani egyik pontot sem a masik kettobol, ami azt
jelenti, hogy egyik pont sem legyen eleme a maésik két pont altal meghatarozott
szakasznak. Hasonl6 konstrukciéval kaphatjuk a sik Osszes konvex sokszogét és a
térbeli konvex testeket is. Persze, mar a kétdimenzidés euklideszi terekben is vannak
olyan konvex részhalmazok, amelyek nem kaphatok meg véges részhalmaz konvex
burkaként, csak gondoljunk egy korre, amely nyilvan ilyen tulajdonsagi. Az eukli-
deszi tér véges részhalmazanak konvex burkat poliédernek nevezziik.

Ha K konvex halmaz és p € K olyan pontja, amely nem bels6é pontja egyetlen
K-beli szakasznak sem, akkor p-t a K halmaz extremdlis pontjinak, vagy mas széval
csucspontjdnak hivjuk.
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4.3.6 Tétel. Legyen H = {p1,...,pr} az euklideszi tér egy véges részhalmaza.
Akkor co (H) minden extremdlis pontja H-beli, és p; € H pontosan akkor extremdlis
pontja co (H)-nak, ha nem dllithaté elé a H\ {p¢} halmaz pontjainak konvex linedris
kombindcicjaként.

Bizonyitas. Legyen ¢ € co (H) a H halmazbeli elemek
k k

c=Y aipi, (@;i>0, > a;=1)
i=1 i=1

konvex linedris kombinacidja. Ha ¢ ¢ H , akkor biztosan létezik olyan j, hogy
0 <a; <1.Akkor a

k
Q;
p= bi
Z_z:; 1-— (&7}
i#]
pont eleme co (H)-nak, hiszen H-beli pontok konvex linedris kombindcidja, és
¢ =ajpj + (1 —aj)p

belsé pontja a py, p szakasznak, igazolva ezzel, hogy co (H) extremélis pontjai H-ban
kell legyenek.

A masodik allitds igazolasa végett lassuk be azt, hogy ha py € H el6allithaté H\ {p}-
beli pontok konvex linedris kombindcidjaként, akkor co (H) = co (H \ {p¢} . Valéban,
ha

k k
pe=Y Bipi, Bi >0, > Bi=1,
izt izt

akkor co (H) barmely Zle ~ipi eleme eléallithatd

k k k
> v+ Y Bivi =Y (v + velBi)pi
il izt izt

alakban, ahol nyilvan 7; + 7¢6; > 0 minden ¢ # ¢(=1,...,k)-ra és

k
S (vi+tBi)=1.
it
Ezzel igazoltuk, hogy co (H) C co (H \ {p¢}, és mivel a forditott irdnyu tartalmazas
nyilvdnvaléan fenndll, azt is, hogy co (H) = co (H \ {p¢} . Az els6, mar igazolt allitds
felhasznalasaval, mostméar kapjuk, hogy co (H) extremadlis pontjai a H halmaz olyan
minimalis H részhalmazanak a pontjai, amelyre co (H) = co (H) teljesiil. O
A fenti tétel azt jelenti, hogy az euklideszi terek poliéderei esetében a csicspontok
ugyanolyan szerepet jatszanak a poliéder ”generalasdban”, mint a bazisvektorok a
tér generalasaban.
A 3-dimenzidés euklideszi tér pontjainak és egyeneseinek megfelel8it tetszoleges
euklideszi terekben mar értelmeztiik, de nem definidltuk még a sikok megfelelGit.
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A sikok egyik megfoghaté tulajdonsiaga, hogy ha egy pontjukba a sikra merdleges
vektort allitunk, az a sikban fekvé minden vektorra merdleges lesz. Az 4.3 abra
azt igyekszik illusztralni, hogy ha ezt a c-vel jelzett vektort a sik vy pontjaba toljuk,
akkor a stk barmely més x pontja (pontjaba mutaté vektor) azzal jellemezhetd, hogy
a sikban fekvo x — vg vektor merdleges c-re.

4.3. abra: Sik a 3-dimenzids térben

A merdlegesség, ortogonalitds kifejezhetd minden euklideszi térben a skaldris
szorzat segitségével, nevezetesen az egymasra merdleges vektorok skaldris szorzata
nulla. Eppen ez szolgdlt a 3-dimenzids térben a sikok

<C,IL’—’U(]> =0

egyenletének megadasara. Ezt az egyenletet kicsit méas alakban szokas megadni,
bevezetve a (c,vg) skaldrra az « jelolést, azt mondhatjuk, hogy pontosan azok az x
pontok alkotjak a szébanforgd sikot, amelyek kielégitik az

(c,x) =«

egyenletet.

Ez az értelmezés tetszdleges euklideszi térben lehetséges. Azt mondjuk, hogy az
F euklideszi tér hipersikja a tér

S(c,a) ={z € E| (c,z) = a}

részhalmaza, ahol ¢ € F és a € R egy adott vektor, illetve skalar. A ¢ vektort a
hipersik normalvektordnak is szokds nevezni, annak kifejezésére, hogy ¢ a sikban
fekvé minden vektorra ortogonélis. Valéban, ha x1, zo € S(c, «), akkor

(c,x1 —x2) = (c,x1) — (¢, m2) =a—a=0.
Megjegyzés: Emlékezve arra a megjegyzésre, hogy amennyiben a skalaris szorzat

valamelyik valtozdjat rogzitjiik, akkor az a masik valtozonak linedris fiiggvénye, a
hipersikok interpretalhaték gy is, mint nemnulla linedris fiiggvények nivéhalmaza.
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Valéban a (c,-) : E — R linedris funkciondl o € R skalarhoz tartozé nivéhalmaza
éppen S(c, ). Megforditva, ha f € E* egy tetszéleges nemnulla linedris funkcional
és o € R tetszbleges skaldr, akkor a {z | f(z) = a} ponthalmaz egy hipersik.
Véges dimenzids esetben a kétféle megadas ekvivalencidja kénnyen igazolhatd, mig
végtelen dimenzids esetben a hipersik nemnulla linedris funkcional nivéhalmazaként
valé értelmezése altalanosabb.

4.3.7 Allitas. A hipersikok, egyenesek, szakaszok a térnek konvex részhalmazai, ha
a hipersik, vagy egyenes az origét (a nullvektort) is tartalmazza, akkor az euklideszi
térnek alterei is.

Bizonyitas. Legyen az S(c,«) hipersiknak z; és x2 két tetsz6leges pontja és
A, (0 < A < 1) valamely skaldr. Akkor

(e, Az + (1= Nz2) = A(c,z1) + (1 = A) (¢, z2) = da+ (1 — Na = a,

igazolva, hogy a hipersik zart a konvex linedris kombindacié képzésére nézve, azaz
konvex. Az origd pontosan akkor eleme a hipersiknak, ha az o = 0. Akkor viszont
barmely z1, 2 € S(c,0) pontjara ortogonalis a ¢ normélvektor, igy azok tetszoleges
B1x1 + Paxs linedris kombinacidjara is, igazolva, hogy az origéon atmend hipersikok
alterek. Az egyenesek és szakaszok konvexitasanak, illetve az origén atmend egye-
nesek altér voltdnak igazolasat az olvasora bizzuk. O

Az n-dimenzids euklideszi terek egyenesei egydimenzidosak, abban az értelem-
ben, hogy azok vagy egydimenzids alterek, vagy egydimenzids alterek eltoldsaval
kaphatdék. Az origén dtmend hipersikok n — 1-dimenzids alterek. (Ez kovetkezik az
(4.1.16) tételbdl, és abbdl, hogy egy S(c, o) hipersik az 1-dimenzids lin (¢) ortogoné-
lis komplementere.) Altaldban pedig a hipersikok n — 1-dimenzi6s alterek eltoldsaval
kaphatok. (Eltoldson azt értjiik, hogy az altér minden pontjéhoz ugyanazt a vektort
hozzdadva kapjuk az egyenes, illetve hipersik pontjait.) A hipersik normalvektora
persze nem egyértelmii, egy ¢ normdlvektor tetszoleges nemzérd skalarszorosai is
normalvektorok, és persze a norméalvektortdl fligg az o skalar. A 3-dimenzids térben
hiarom nem egy egyenesre esé pont egyértelmiien meghatarozta a rajuk illeszkedd
sikot. Ehhez az n-dimenzids euklideszi térben n pontra van sziikség, és ezek koziil
legaldbb n — 1 linearisan fiiggetlen kell legyen. Az alabbi példaban bemutatjuk,
hogy 4 pont megadasaval hogyan hatarozhaté meg a 4-dimenzids euklideszi tér egy
hipersikja.

5 Példa. Legyen az Ey euklideszi tér egy ortonormdlt bdzisa az X = {v1,va,v3,v4}
és

ap = U1 —v2 +U3  —U4,
as = 2un +vg —2v4,
a3 = 2112 —v3,

ag = —v1 vy +2v3 +uvy .

Hatdrozzuk meg az a1, as, as, ag pontokat tartalmazo hipersikot.

Jeloljiik a keresett hipersik egy normalvektorat c-vel, és legyen ennek a koor-
dinata vektora az X ortonormdlt bazisban ¢ = [y1, y2, V3, V4] . Mivel a1, ag, as, as
a hipersik pontjai, az a; — as, a1 — as, a1 — a4 vektorok a hipersikra illeszkednek,
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ennélfogva ortogonalisak a ¢ vektorra, azzal valé skalaris szorzatuk zéré. A skaléris
szorzatukat most egyszeriien az X ortonormalt bazisra vonatkozé belsé szorzatként
kapjuk az (4.1.20) tétel szerint. Mivel

-1 1 2
-1 -3 -2

a; —az = 0 a —az = 9 a; —aq = 1|
1 -1 -2

teljestilni kell az alabbi egyenleteknek:

-7 2 +y = 0
Mmoo=3e 2y v = 0
2 =2y —v3 21 = 0

Ennek a homogén linedris egyenletrendszernek a nemnulla megoldésai a lehetséges
normalvektorok. Az elemi béazistranszformaciés mddszerrel a megoldés:

oY B 4 Yo Y3 Y4
-1 0 1 mw| 10 -1
1 -3 2 -1 4 2 0
2 -2 —1 -2 —4 0
2 V4 Y4
7 1 -1 7| -1
— —

2] 0 | O
V3 4 0 v3| 0O

Az utolsé tablazat alapjan az altalanos megoldas:

7 1
0
c= 22 -7, ahol 7 nemnulla valés.
V3 0
V4 1

A 7 =1 vélasztéssal kapott ¢ = [1, 0, 0, 1] koordindta vektord ¢ = vy + vy vektor
egy lehetséges normalvektor. Ezzel a normalvektorral a hipersikhoz tartozo skalar a
(c,a1) skalaris szorzat, ami esetiinkben [c,a1]x = 0. Igy a keresett hipersik:

S(c,0) ={x € Ey | (¢c,x) (= [c,z]x) =0}.

Tehat a x = [£1, &2, &3, —&1] koordinata vektort z = &1v1 4 £2v2 + {303 — {1v4 pontok
alkotjak a hipersikot, ahol &, (i = 1,2,3) tetszileges valds szdmok. Amint az
konnyen lathaté a kapott S(c,0) hipersik most 3-dimenzids altér. |

Az euklideszi terek tovabbi nevezetes konvex részhalmazai a félterek: Legyen
S(c,a) az E euklideszi tér valamely hipersikja. A

Hi(c,a) ={z € E| {(c,z) < a},
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Hy(c,a) ={z € E | (c,z) > a},
Hg(C,Oé) :{:UGE| <Cv$> Sa}a
Hy(c,a) ={x € E | (c,z) > a}

részhalmazokat féltereknek nevezziik. Ezen beliil, mivel a Hy(c, ) és Ha(c, o) hal-
mazok nyiltak, azokat nyilt féltereknek mondjuk, és minthogy a Hs(c, ) és Hy(c, @)
halmazok zartak, ezeket zdrt féltereknek hivjuk.

Kénnyen belathatd, hogy az egész E euklideszi tér felbonthaté az S(c,a), a
Hi(c,a) és Ha(c, ) részhalmazainak diszjunkt (k6zos pont nélkiili) egyesitésére.

Az el6z6ekbdl kideriilt, hogy a geometriai fogalmak dltalanositasa szempontjabol
nagyon hasznosnak bizonyidlt a konvex linedris kombindcié fogalma. Az opti-
mumszamitasban azonban sziikség van tovabbi geometriai fogalmakra is, ame-
lyek értelmezéséhez a linearis kombinacié egy masik specialis esetének megaddasa
sziikséges.

4.3.8 Definicié. Az E euklideszi tér vi,va, ..., v, pontjainak ayvy + agve + -+ - +
anvy linedris kombindcidjat kipkombindcionak nevezzik, ha minden i(=1,2,...,n)-
re a; > 0.

Amint lattuk az euklideszi tér konvex részhalmazai azok, amelyek zartak a kon-
vex linedris kombindcié képzésre nézve. Ennek megfeleléen azt mondjuk, hogy

4.3.9 Definicié. Az E euklideszi tér eqy nemiires C részhalmazdt kupnak nevezzik,
ha zdrt elemeinek kupkombindcidjdra nézve.

Tekintettel arra, hogy kipok kozos része is kup, lehetéség van az E tetszoleges
H részhalmaza altal generalt kiap definidlasara; nevezetesen ezen az Osszes H-t tar-
talmazé kup kozos részét kell érteniink. Konnyen bizonyithaté, hogy ez a kiip mege-
gyezik a H halmaz elemeinek sszes kiipkombindcidjat tartalmazé con (H)-val jelolt
kuppal.

Egy C kipot végesen generalt kiipnak, vagy roviden véges kipnak neveziink, ha
van olyan véges elemszamu H részhalmaza, hogy C' = con (H) .

A linedris programozasi problémak megoldasanal betoltott szerepiik miatt meg
kell még emliteniink a poliedrikus halmaz fogalmat. Az euklideszi tér egy rész-
halmazat akkor nevezzik poliedrikus halmaznak, ha az véges sok zart féltér kozos
része.

Meg kell emliteniink, hogy a poliedrikus halmaz fogalma maéasképpen is definial-
hatod, ehhez azonban el6bb meg kell mondjuk, hogy hogyan kell képezni az euklideszi
tér részhalmazainak algebrai 0sszegét. Ha L; és Lo az E euklideszi tér két részhal-
maza, akkor algebrai 6sszegiik az

L1+L2:{£1 +f2|€1 €L1,62€L2}

halmaz.

A részhalmazok algebrai 0sszegének értelmezése utdn a poliedrikus halmazok
fogalma igy is definialhato:
4.3.10 Definicié. Az E euklideszi tér eqy P részhalmaza poliedrikus halmaz, ha
van olyan K poliéder és C véges kup, hogy P =K + C'.

A poliedrikus halmaz két definiciéjanak ekvivalencidja nem nyilvanvald, bi-

zonyitasa olyan tételekre tamaszkodik, amelyeket itt nem kozolhetiink a terjedelmi
korlatok miatt.
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4.3.1 Térelemek tavolsaga*

A projekcios tételre tamaszkodva megmutattuk, hogy hogyan szamithaté ki az eu-
klideszi tér valamely pontjdnak egy altértdl valé tavolsdga. Azdta megismertiik
néhany geometriai fogalom euklideszi terekre vald dltaldnositasat, értelmeztiik az
egyenes, illetve hipersik fogalmat. Az alabbiakban megmutatjuk, hogyan szédmithaté
ki pontnak egyenestol, hipersiktdl, illetve hipersik hipersiktol valé tavolsaga.

Pont és egyenes tavolsaga

Hatdrozzuk meg az E euklideszi tér v pontjdnak az 7129 egyenesétél vals tavolsagat.
A Pythagorasz tételbdl kovetkezik, hogy az egyenes olyan z pontja lesz v-hez
legktzelebb, amelyre a v — z vektor ortogonalis az egyenesre. Ezért

d(v, x129) = d(v, z) = |[v — 2|,
ahol z EQ??Q ésv—zL 151_352 . Els6 1épésben tehdt a z pont megkeresése a feladat.
z=Xx1+ (1 — Nze = 29 + A(z1 — x2),

ahol A a
(v—2z,21 —x2) =0

ortogonalitast kifejez6 egyenletbdl kaphaté:
(v —x9 — Ny — 22), 21 — 22) = (v — T9, 71 — 22) — A|z1 — 22| =0,

azaz,
(U —X2,T1 — 902>

\ =
|21 — 222

A ) ismeretében az egyenes keresett z pontja:

(v — 22,21 — @2)

zZ =x9 + T — X2).
EEr N
Végiil pedig a v és z pontok tavolsaga:
1
lv—z|| = [(v —x2 — A(x1 — x2),v — 2 — A1 — 22))]2 =

[SIE

[l = @22 = 2\ (v = @, 21 = wa) + N{|z1 — w2?]* =

2
V o — asj2 — L= T2 7L T2)

21 — 2|

Pont és hipersik tavolsaga

Szamitsuk ki az F euklideszi tér v pontjdnak az S(c, «) hipersiktdl valé tévolsigéat.
Hivatkozva a Pythagoras-tételre, adédik, hogy

d(’U,S(C,Oz)) = d(vvz) = HU - ZH )
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ahol z € S(c,a) és v — 2L S(c, ), vagy ami ezzel ekvivalens, v — z = Ac, hiszen c a
hipersik normalvektora, ortogondlis a hipersikra. Az utébbi egyenléségbdl kapjuk,
hogy z = v — Ac, és mert z a hipersik pontja

(¢, 2) = (c,v — Ae) = (c,v) = A||c||? = .

Ebbol A kifejezheto:
)= (e, v) ; « ’
el

és iggy a keresett tavolsag:

[ (¢, v) = o

lo = 2] = [IAe]| = =——7— -
el

Parhuzamos hipersikok tavolsaga

Két hipersik pontosan akkor parhuzamos egymassal, ha normélvektoraik egymasnak
nemnulla skalarszorosai. Mivel azonban egy hipersik normalvektora csak skalar-
szorzotol eltekintve egyértelmiien meghatdrozott, a parhuzamos hipersikoknak
véalaszthat6 egyenlé normélvektor. Legyen tehat S(c,«) és S(c, ) a két egymédssal
parhuzamos hipersik, amelyek tavolsdgat akarjuk kiszamitani. Nyilvanvaléan

d(S(Cv Of), S(Ca B)) = d(v,w) = ||U - w” )
ahol v € S(c, ) ,w € S(c, B és v —w ortogonélis a hipersikokra, azaz
v—w = Ac.

Ez utébbi egyenldségbdl kifejezve v-t és kihasznédlva, hogy v € S(c, ) és w € S(c, 3,
kapjuk, hogy

a=(v,c) = (w+Ae,c) = (w,c) + Ae]> = B+ Alle|*.

Az egyenl6ségsorozat bal- és jobboldalat Gsszehasonlitva kifejezhetd A, azaz

_a-p

lel®
és 1gy a keresett tavolsag:

o5l

I

lo = wlf = []Ac]| =

2. Gyakorlatok, feladatok

1. Legyen az E, euklideszi tér egy véges nemiires részhalmaza M. Mutassuk
meg, hogy con (M) korldtos halmaz.

2. Igazoljuk, hogy a valds szamtest feletti linearis egyenletrendszer megoldashal-
magza konvex, és ha van legalabb két eleme, akkor nem korlatos.
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3. Bizonyitsuk be, hogy egy poliedrikus halmaznak véges sok extremadlis pontja
van.

4. Legyen az FE4 euklideszi tér x1, x2, 3 pontjanak koordinata vektora egy X
ortonormalt bazisban

1 0 1

-1 -2 )
X1 = 9 , X9 = 1 es X3 = 9
0 -1 -1

a. Hatarozzuk meg az x; pontnak az Tol3 egyenestol vald tavolsagat.
b. Szamitsuk ki az x1, xa, x3 pontok altal meghatarozott haromszog tertiletét.

5. Mutassuk meg, hogy az F,, euklideszi tér haromszogeinek silypontja is a csics-
pontok szamtani kozepe.

6. Hatdrozzuk meg az E, euklideszi tér v pontjanak az S(c,0) hipersiktol valé
tavolsdgat, ha egy ortonormalt bazisban v = [1,0,—1,2] és ¢ = [2,—1,0, 3].

7. Szamitsuk ki az S(c,0) és az S(c,3) hipersikok tévolsdgat, ha X =
{1, 29, 3,24} ortonormalt bazis és ¢ = x1 + 2z — x3+ 24.

4.4 Unitér terek*

Az unitér terek a komplex vektorterekbél ugyaniugy kaphaték, mint ahogy a valds
vektorterekbdl az euklideszi tereket kaptuk. Ezért ebben a pontban csupan a kom-
plex terekben értelmezett skalaris szorzat megadésara szoritkozunk, és azt mutatjuk
meg, hogy minden véges dimenzids komplex vektortérben értelmezhetd skalaris szor-
zat, tehat unitér térré teheto.

4.4.1 Definicié. Legyen V komplex vektortér és
(,y:VeV-cC

olyan figgvény, amely minden v,w € V wvektorpdrhoz egy (v, w)-vel jeldlt komp-
lex szdmot rendel. A (,) fliggvényt komplex skaldris szorzatnak nevezzik, ha eleget
tesz az aldabbi feltételeknek: bdarmely v,w,z € V wvektorokra és tetszdleges \ komplex
szamra

4.4.2 Definicié. Egy véges dimenzids komplex vektorteret unitér térnek nevezink,
ha komplex skaldris szorzat van benne értelmezve.
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A véges dimenzids valds vektorterekben valamely bazisra vonatkozd, ugynevezett
bels6 szorzat egyszersmind skalaris szorzat, s6t azt is lattuk, hogy minden skaldris
szorzat a tér ortonormadlt bazisdra vonatkozd belsé szorzat. Hasonld igaz véges
dimenziés komplex vektorterekben is, amennyiben a komplex belsé szorzatot az
alabbi médon definidljuk.

4.4.3 Definicié. Legyen X = {x1,...,x,} a V komplex vektortér egy bdzisa és
legyenek
v=o1x1+ - tapr, € w=Lx1+ -+ Butn

tetszdleges V -beli vektorok. A
v wly = @f;
i=1

komplex szamot a v €s w vektorok X bdzisra vonatkozé komplex belsé szorzatdnak
nevezzik.

Az olvasé konnyen ellendrizheti, hogy a komplex belsé szorzat rendelkezik a
komplex skaldris szorzattél megkovetelt négy tulajdonsaggal, tehdt minden véges
dimenziés komplex vektortér unitér térré tehetd.

A komplex skalaris szorzatos terek is normélt terek a
def
12l = /{2, 2)

norma-fiiggvénnyel, de a Cauchy-Schwarz-egyenlotlenség bizonyitasa kicsit bonyo-
lultabb a valds esetben latottdl, ezért azt részletezziik. A komplex skaldris szorzatos
V tér barmely két s, t vektordra és barmely A komplex szamra fenndll az

(s+ M, s+ At) = (5,8) + A(s,t) + A (t,s) + A (¢, 1) >0
egyenlétlenség, ami kicsit tomorebben az
(1) 52 4+ A {s,£) + A (£, 5 + [A2IJE]2 = 0
alakban is frhat6. Az (1) egyenlétlenséget szorozva a pozitiv ||s||?-tel, kapjuk, hogy

Il + Allsll (s, £) + Allsl| (¢, s) + AP [ls]|*[¢]]* =

) = (s + A (s, 8) (sl + Xt 8)) = A2 (s, 8) {8, 5) + [APlls| 211> > 0.
Mivel a (2) egyenlétlenség minden komplex A szdmra teljesiil, fenndll a

(s,t)

R

szamra is, amikor is (2) a

(3) =[N (s, 8) (¢, 8) + IMPlIsI[IE* > 0
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egyenlStlenségre redukalédik. Végiil (3)-at dtrendezve, a pozitiv |A|>-tel elosztva és
figyelembe véve, hogy

<8at> <ta S> = <87t> <S7t> = |<8at>|2 )

kapjuk, hogy , -
[{s, )17 < [ls[I"ll2ll”

amibdél négyzetgyokot vonva adodik a kivant
[{s, )] < [[s]] - []¢]]

Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség.

Mivel a komplex vektorterek is normalt terek, azok is metrikus térré tehetok a

d(s. 1)< s — 1]
metrikdval, és a Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség birtokdban a komplex vektorok or-
togonalitasa is ugyanigy értelmezhetd, mint a valds skalaris szorzatos terekben.
Igy unitér terekben is vannak ortonormélt bazisok, és a komplex skalaris szorzat
is a vektorok ortonormalt bazisra vonatkozé komplex belsé szorzatara redukalédik.
Az euklideszi geometria fogalmai kiterjeszthetOk az unitér terekre is, ezekkel
azonban itt nem foglalkozunk.



5. Fejezet

Invarians alterek

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy a véges dimenziés vektor terek linedris transz-
forméciéit jellemezziik. Milyen jellemzésre gondolunk? A 2-dimenzids valds térbeli
linearis transzformaciok, mint a nyudjtas, tiikrozés, elforgatés, vetités és parhuzamos
affinitds, hatasarodl jol kialakult elképzelésiink van. Nagyobb dimenzidja terekben
persze nem varhatjuk, hogy egy linearis transzformécié hatasat ugyanigy ”lassuk”
mint a sikon, de arra torekedhetiink, hogy meg tudjuk mondani azok hatasat a tér
szemléltethets alterein. Tehat a tér altereit hasznaljuk a vizsgalt linedris transz-
formécidk jellemzésére. Persze ehhez csak olyan alterek hasznalhatok, amelyeknek
vektoral a transzformécié soran az altérben maradnak. Ezek az tgynevezett inva-
ridns alterek. Ha az egész vektorteret fel tudjuk bontani olyan invarians alterek
direktoszegére, amelyeken méar tudjuk a linearis transzformécié hatasat, akkor a
transzformaciét ismertnek mondhatjuk. Kideriil, hogy szoros kapcsolat van a linea-
ris transzformaciok polinomjainak faktorizacioi és a tér invarians altereinek direkt-
Osszegére valé felbontasa kozott. Ez sziikségessé teszi, hogy ismertessiink néhany a
polinomok faktorizacidjaval kapcsolatos nélkiilozhetetlen eredményt. Ezeket kiilon
alpontban gylijtottiik Ossze, amit a teriilettel ismerds olvasé nyugodtan kihagyhat.

5.1 Invarians alterek, transzformaciok polinomjai

Mint azt a fejezet bevezetdjében emlitettiik a linearis transzformacidkat ugy kivanjuk
jellemezni, hogy felbontjuk a teret olyan alterek direkt Gsszegére, amelyen a linedris
transzformacié hatasarél mar jé elképzelésiink van. Az ilyen altereknek persze a
linearis transzforméciéra nézve ”zartnak” kell lennie. A linedris transzforméciéra
vonatkozé zartsag fogalmat az alabbi definiciéban rogzitettiik.

5.1.1 Definicié. Legyen V egy F test feletti vektortér és A linedris transzformd-
cioja V-nek. AV wvektortér eqy M alterét A-ra nézve invariansnak mondjuk, ha
minden v € M-re az A(v) képvektor is M-ben van.

Hangsilyoznunk kell, hogy azt nem koveteltiik meg a definicioban, hogy M min-
den eleme eldalljon valamely V-beli vektor képeként, és azt sem, hogy ha egy w
vektor A(w) képe M-ben van, akkor w-nek is M-ben kell lennie, csupan azt, hogy
az M-beli vektorok képe M-ben kell maradjon. A roévidség kedvéért sokszor az
A-ra nézve invarians alterekre az A-invaridns jelzével hivatkozunk. Idénként nem

131
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igazéan logikusan ugyan, de réviden a vektortér A-invarians altere kifejezés helyett
azt mondjuk, hogy az A invaridns altere.

Tetszéleges A transzformdcionak nyilvan invaridns altere a zérusaltér, ker (A),
im (A) és maga a V vektortér.

Kevésbé trividlis A-invarians altereket kaphatunk a kovetkezd konstrukciéval: kiva-
lasztunk egy tetsz6leges v € V vektort, majd képezziik a {v, A(v), A%(v),...} vek-
torok altal generdlt alteret, amelyet lin (v, A)-val fogunk jelolni. Ha V' n-dimenzids,
akkor a {v,A(v), A%(v),...A"(v)} vektorrendszer biztosan linedrisan Osszefiiggd,
hiszen n 4 1 vektort tartalmaz, és még az is igaz, hogy ha A*(v) (1 < k < n)
kifejezhetd a v, A(v), ..., A¥~1(v) vektorok linedris kombinéciéjaként, akkor minden
pozitiv egész m-re az A¥*™(v) is eldallithaté, mint a v, A(v), ..., A¥~(v) vektorok
linearis kombindciéja. Az allitds m szerinti teljes indukciéval kénnyen igazolhatd.
Valéban, ha

k—1 )
= Z a;A'(v)
1=0

akkor

k—1
Ak;—i—l Z o Az—i—l Za Az—i—l _|_ Q1 (Z OélAZ >

=0
k-1 ,
= (1000 + Z(aifl + ak—lai)Az(v) )
i=1

tehdt m = l-re igaz az allitdas. Ha m — 1 > 1-re

Ak+m 1 z ﬂzAZ

akkor a

k—1
Ak+m Z ﬁzAH_l Z ﬁlAH_l + ﬁk 1 (Z ﬂzAz )

=0

k—1
= Br—1Bov + Y _(Bim1 + Br—18i) A’ (v),
i=1
szamoldssal kapjuk, hogy AFT™(v) is kifejezhetd a v, A(v),..., A¥=1(v) vektorok
linedris kombindcidjaként. Igy lin(v,4) = lin (v, A(v),..., A" 1(v)). Tulaj-
donképpen ezért hasznaljuk a lin (v, A) jelolést. Nem nehéz beldtnunk, hogy
lin (v, A) az a legsziikebb A-invaridns altér, amely a v vektort tartalmazza.

Tekintve, hogy egy vektortér linedris transzforméciéi nemcsak vektorteret alkotnak,
de linearis transzformacidk szorzata is linearis transzformacio, és igy egy linedris
transzformacié nemnegativ egész kitevés hatvanyainak linearis kombinacidja is a tér
linedris transzformacidja, tetszoleges A € L(V') esetén a

p(A) = agA’ + A+ - + i A*
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polinom is linedris transzformacidja V-nek. Kénnyen igazolhaté, hogy az A és p(A)
transzformaciok szorzata fliggetlen a tényezdk sorrendjétdl. Ezt ismerve, meg tudjuk
mutatni, hogy a p(A) transzformécié magtere és képtere is A-invaridns altér. Valé-
ban, ha v € ker (p(A)), azaz p(A)(v) = 0, akkor p(A4)(A(v)) = A(p(A)(v)) = A(0) =
0, tehét A(v) € ker (p(A)). Hasonléan, ha v € im (p(A)), azaz létezik olyan w € V,
amelyre p(A)(w) = v, akkor p(4)(A(w)) = A(p(A)(w)) = A(v), igazolva, hogy
A(v) € im (p(A)) is teljesiil.

Utébbi példank sugallja, hogy sziikségiink lesz a linedris transzformaciok po-
linomjaira, azok invaridns altereinek konstrualasakor. Ezért most egy kis kitérot
tesziink, és Osszefoglaljuk a polinomokkal kapcsolatos azon fogalmakat és allitasokat,
amelyekre az aldbbiakban sziikségiink lesz.

5.1.1 Polinomok

Az el6z6 fejezetekben, mar szerepeltek a valds egyiitthatés polinomok, igy kic-
sit megleps lehet, hogy az azokra vonatkozé fogalmak és eredmények Ossze-
foglalasara csak most kertl sor. Ennek az a magyarazata, hogy eddig a polino-
mokat mint egy vektortér elemeit vizsgaltuk, és ezért a polinomok Gsszeadésaval és
skalarral val6 szorzasaval kapcsolatos tulajdonsigaik jatszottak elsddleges szerepet.
Az aldbbiakban a polinomok szorzdsaval kapcsolatos fogalmakat és eredményeket
gyljtottiikk ossze. Mindenekel6tt fogalmazzuk meg tjra, hogy mit kell érteniink
egy tetszbleges F test feletti polinomon, majd meg kell ismerkedniink a polinomok
maradékos osztasaval.

Roégzitiink egy valtozénak nevezett szimbdlumot, legyen ez mondjuk ¢, és az F test
feletti t valtozds polinomok F[t] halmazat alkossik a

p(t) = ao +art + - 4 apt”

alaku formalis kifejezések, ahol az ag, a1, . . ., a, az F test elemei, n pedig nemnegativ
egész szam. A p(t) polinomot n-edfokinak mondjuk, ha a legnagyobb kitevéjii nem
nulla egytitthat6ju t-hatvéany a t™. Jelekkel: degp(t) = n. Az «a, # 0 skalart a
polinom féegyiitthatdjanak nevezzik és p(t)-t normdltnak hivjuk, ha féegytitthatéja
1. Ugyanigy, mint azt a valds egyiitthatés polinomok esetében lattuk, tetszéleges
F test feletti polinomok halmazan is értelmezheto Osszeadas és az F test elemeivel,
mint skaldrokkal valé szorzas. (F operatortartoménya F[t]-nek.) Koénnyen ellendriz-
hetd, hogy F[t] ezekkel a miiveletekkel az T test feletti vektortér. De az Gsszeaddson
és a skaldrokkal val6 szorzéson kiviil értelmezhetd a polinomok szorzasa is. Egy

p(t) = o+ ot + - - + apt”

és egy
q(t) = Bo + Bit + - - + Bt™

polinom szorzatén értve a
p(t) - q(t) = aoBo + (aoBr + a1 fo) t + -+ - + Bt

polinomot. A szorzatban a t*-t tartalmazé tag egyiitthatéja a

> i (0<i<n0<j<m).
it+j=k
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Nem nehéz ellenOrizni, hogy a polinomok szorzasa kommutativ, asszociativ, az
Osszeadasra nézve disztributiv miivelet. A szorzas definicidjabol kovetkezik, hogy
degp(t)q(t) = degp(t) + degq(t). Azt mondjuk, hogy a ¢(t) € F[t] polinom osztdja
a p(t) € F[t] polinomnak, jelekkel ¢(t) | p(t), ha létezik olyan s(t) € F[t], amelyre
p(t) = s(t) - q(t) teljesiil. Egy p(t) € F[t] polinomot irreducibilisnek neveziink, ha
nincs olyan ¢(t) € F[t] osztdja, amelyre 0 < degq(t) < degp(t) teljesiil. Bar a poli-
nomok szorzasra vonatkozé inverze altalaban nem létezik, de végezhetd, igynevezett
maradékos osztds. Konkretizalva, igaz a kovetkezo allités.

5.1.2 Allitas. Ha p(t), q(t)(# 0) € F[t] tetszdleges polinomok, akkor léteznek olyan
egyértelmien meghatdrozott h(t),r(t) € F[t] polinomok, hogy
p(t) = h(t) - q(t) +r(t),
és ha degq(t) # 0, akkor 0 < degr(t) < degq(t).
Bizonyitas. Legyenek

p(t) =ap+art+ - +apt" an #0
és

Q(t) = Bo+ it + -+ But™ Bm #0.

Ha n < m, akkor a h(t) = 0 és r(t) = p(t) polinomok eleget tesznek a kivant
feltételnek. Ha n > m, akkor képezziik a

pi(t) = p(t) — g—"t”*mq@) =

arptoaqt+ -+ ant" ay, #0; (0<n; <n-1)
ni-edfokd polinomot. Ha ny < m, akkor legyen

h@y:%?mm és r(t) = pi(t).

Ellenkezo6 esetben képezziik a

pa(t) = pr(t) — %tm—mqm =

=gy + o1t + -+t ap, #0; (0<ngs <nq)
ng-edfokl polinomot. Ha no < m, akkor legyen

h(t) = Smgnom g Smgmem G () = py(t) .
Brm B
Ha po(t) foka még nem kisebb ¢(t) fokdndl, akkor hasonléan pi(t) és pa(t)
kiszamitasahoz, képezziik a

ps(t) = pa(t) — %tm-mqu)
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ns-adfokd polinomot, és igy tovabb. Mivel a p(t),p1(t), p2(t),... polinomok
fokszamai monoton csokkené n > mi > mo > ... sorozatot alkotnak, véges szamu
1épés utan elériink egy

pi(t) = pp_a (t) — %t”k-l‘mq(zﬁ)

polinomhoz, amelynek ny foka mar kisebb m-nél, és

pr(t) = p(0) = (Gt + SR S o),
m m m
Ebbdl azonnal addédik, hogy a
h(t) = glt”‘m + %tm‘m +ot %t”k‘m és () =pr(t)
m m m

polinomok felhasznéldsdval p(t) a kivdnt alakban all elé.
Az egyértelmiiség igazoldsa végett tegyiik fel, hogy a h'(t) és r/(t) polinomokra is
teljestil, hogy

p(t) = 1 (t)q(t) +7'(t) és 0 < degr'(t) < degq(t).

Akkor

(h(t) = W (t) q(t) ='(t) — r(t).
Az egyenl6ség jobboldaldn 1é6v6 polinom fokszadma kisebb mint ¢(t) foka, mig a
baloldaldn 1év6 polinom foka akkor és csak akkor kisebb ¢(t) fokéndl, ha h(t)—h'(t) =
0, azaz h(t) = h'(t). Akkor viszont r(t) = r/(t) is teljesiil.
Ezzel bizonyitdsunk teljes. |

Két polinom p(t), q(t) € F[t] legnagyobb koz0s osztdjan olyan d(t) € F[t] normalt
polinomot értiink, amely mind p(t)-nek, mind ¢(¢)-nek osztdja és ha c(t) is osztéja
p(t)-nek is és q(t)-nek is, akkor c(t) | d(t). Azt mondjuk, hogy a p(t) és q(t) polino-
mok relativ primek, ha legnagyobb kozos osztéjuk a konstans 1 polinom.

Két polinom p(t), q(t) € F[t] legkisebb k6zos tobbszorose pedig olyan k(t) € Flt]
normalt polinom, amelynek mind p(¢), mind ¢(t) osztéja, és ugyanakkor osztdja p(t)
és ¢(t) minden kozos tobbszorosének. Megmutathatd, hogy két polinom legkisebb
koz0s tobbszorose egyenld a polinomok szorzatdnak és legnagyobb ko6zos osztdjuk
héanyadosaval.

A maradékos osztas birtokaban, adhatunk olyan algoritmust, amellyel tetszdleges
két p(t),q(t) € F[t] polinom legnagyobb kozos osztéja meghatarozhats. Az eljards a
kovetkezo:

Elvégezziik az alabbi maradékos osztasok sorozatat, mindaddig, amig a maradék
nulla nem lesz. Mivel a maradék polinomok fokszamai szigorian csékkend sorozatot
alkotnak véges szamu lépés utan a maradék zéroé lesz.

p(t) = hi(t)q(t) +r1(t) ahol 0 < degri(t) < degq(t) (5.1)
q(t) = ha(t)ri(t) +r2(t) ahol 0 < degra(t) < degri(t)
r1(t) = hg(t)ra(t) + r3(t) ahol 0 < degrs(t) < degra(t)

Tn—2(t) = hp(t)rn—1(t) +ro(t) ahol 0 < degr,(t) < degrp_2(t)
Tno1(t) = hpp1(t)ra(t)
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Az utolsé nemzéré ry, (t) polinomot sziikség esetén normaljuk, megszorozva féegyiitt-
hatdja reciprokaval. Jeldlje az igy kapott polinomot d(t). Azt allitjuk, hogy d(t)
a p(t) és q(t) polinomok legnagyobb kozos osztéja. d(t) | r,(t), és az utolsd
egyenl6ség miatt r,(t) | r,—1(t) akkor viszont az utolsé el6tti egyenléség miatt
rn(t) | rn—2(t) és igy tovéabb haladva kapjuk, hogy r,(t) osztéja q(t) és p(t)-nek
is. Madsrészt ha c(t) osztéja mind p(t)-nek mind ¢(t)-nek, akkor az els6 egyenlet
alapjan c(t) | r1(t), amibél a masodik egyenl6ség alapjan c(t) | ra(t) és igy tovabb
egyenl6ségrol egyenldségre haladva végiil kapjuk, hogy c(t) | r,(t). Minthogy d(t)
és ry(t) csak konstans szorzéban kiilonboznek r,,(t) | d(t) is telejesiil, ahonnan mar
a c(t) | d(t) is kovetkezik.

A polinomok legnagyobb kozos osztdjanak meghatarozasat szolgald algoritmus alka-
lmas arra, hogy megmutassuk, hogy amennyiben a p(t) és ¢(t) polinomok legnagyobb
kozos osztdja d(t), akkor taldlhatok olyan f(t) és g(t) polinomok, hogy

d(t) = f(t)p(t) +g(t)q(t). (5.2)

Ezt konnyen beldthatjuk, ha figyelembe vessziik a (5.1) algoritmus egyenlségeinek
atrendezésével kapott

Tl(t) = p(t)—hl(t
)

T'Q(t)
r3(t) = ri(t) — hs(t)r

|
L}
—
o~
|
>
\C)
—~
~
I S
—
N~
~
~—

T‘nfl(t) = Tnfg(t)—hnfl(t)Tn,Q(t)
(t) = Tn—2(t) — hn(t)rn_1(t)

egyenleteket. Ebbél lathatjuk, hogy r1(t) a p(t) és q(t) polinomszorosainak Gsszege.
Ezt helyettesitve a masodik egyenloségbe

ra(t) = q(t) — ha(t)(p(t) — ha(t)q(t)) = ha(O)p(t) + (1 4 ha(t)ha(t))q(t),

tehdt ro(t) is a p(t) és ¢(t) polinomszorosainak Osszege. Tegyiik fel, hogy mar iga-
zoltuk az 71(t),...,rn—a(t), n—1(¢t) polinomok mindegyikérél, hogy kifejezheték a
p(t) és q(t) polinomszorosainak Osszegeként. Akkor az utolsé egyenlet mutatja, hogy
ez lehetséges r,(t)-re is. Minthogy d(t) az r,(t) polinom skaldrszorosa, igy valéban
léteznek olyan f(t) és g(t) polinomok, hogy d(t) = f(t)p(t) + g(t)q(t) .

1 Példa. Hatdrozzuk meg a p(t) = t* — 5t2 +4 és a q(t) = t3 + 3t — t — 3 polino-
mok legnagyobb kézos osztdjat és keressiik meg azokat az f(t) és g(t) polinomokat,
amelyekkel a legnagyobb kiézos oszto felirhato f(t)p(t) + g(t)q(t) alakban!

t — 5t2 + 4 = 3432 —-t—-3 = t—3,
o4+ 33 — 2 — 3t
— 33 — 42 + 3t + 4

Ne}

— 33 — 92 + 3t +
5t2 - 5
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amibél
th =52 +4=(1t-3)(t>+3t> —t—3) +5t° 5.
8+ 3t? t — 3 + 52-5 = Lt+3,
t3 -t
3t? - 3
3t? - 3
0
kovetkezésképpen
1.3
t3+3t2—t—3:(gt+g)(5t2—5).

Mivel az 5t> — 5 polinom az utolsé nemzéré maradék, a t?> — 1 normalt polinom a
legnagyobb ko6zos 0szto.

1 1. 3
t2—1:g(t4—5t2+4)+(—gt+5)(t3+3t2—t—3),

tehdt f(t) = 1 és g(t) = —4t + 2. O

Amint azt analizis tanulmanyaink sordn lattuk, egy p(t) € F[t] polinom segitsé-
gével értelmezhetiink F — F alaku fliggvényt, az @« — p(«) hozzdrendeléssel. Az
a € F elemet a p(t) polinom gydkének nevezziik, ha p(a) = 0. Persze nem biztos,
hogy egy F feletti polinomnak van gyoke F-ben, de ha « gyoke p(t)-nek, akkor az
els6foki ¢t — a polinom osztdja p(t)-nek. A p(t)-nek t — a-val valé maradékos osztdsa

p(t) =h(t)(t —a)+r(t) é 0<degr(t) <1,
alakd, tehat r(¢) = (3 konstans polinom, a-t helyettesitve kapjuk, hogy
p(a) = h(a)(a—a)+ B8 =0.

Ebb6l kovetkezik, hogy ¢ — a pontosan akkor osztéja p(t)-nek, ha p(a) = 0. Ha
F[t] minden polinomjénak van gyoke F-ben, akkor az F testet algebrailag zdrtnak
nevezzik. A valds szamok teste, mint tudjuk algebrailag nem zart, de a kom-
plex szamok teste mar igen. A komplex szamhalmaz azonban tartalmazza a valds
szamokat is, azok a komplex szamtest tigynevezett résztestét alkotjak. Bizonyitott az
az — algebra alaptételével lényegében ekvivalens — allitas, hogy minden F test rész-
teste valamely algebrailag zart testnek. Egy algebrailag zart testben tehat, minden
irreducibilis polinom els6fokid. A polinomok szorzasi szabalya alapjan nyilvanvalo,
hogy akkor egy n-edfoku polinom n darab elséfoku irreducibilis polinom szorzatara
bonthaté, megengedve, hogy ugyanaz az irreducibilis faktor tobbszor is szerepeljen
a szorzatban. Ha (t — a) m-szer szerepel egy p(t) polinom ilyen faktorizciéjéban,
akkor azt mondjuk, hogy az a m multiplicitasi gyoke p(t)-nek. Egy algebrailag
zart test feletti n-edfokd polinomnak tehat n gyoke van, ha mindegyiket annyiszor
vessziik figyelembe, mint amennyi a multiplicitasa. Ha F tetsz6leges test, akkor egy
p(t) € F[t] polinom faktorizalhatd, nem feltétleniil els6foki, de irreducibilis polino-
mok szorzatara. Persze ebben az esetben is lehet ugyanaz az irreducibilis polinom
tobbszorés multiplicitast tényezéje p(t)-nek. Igy az altaldnos esetben p(t) irreduci-
bilis polinomok szorzatara valé felbontasa

p(t) = (pa(t)™ -+ (pr ()™
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alaku, ahol p;(t) € F[t] (i = 1,...,r) irreducibilis polinomok. Felhivjuk az olvasé
figyelmét a polinomok irreducibilis polinomok hatvanyainak szorzatara vald felbon-
tasa és az egész szamok primhatvanyok szorzataként vald eléallitasa kozotti analo-
giara.

5.1.2 Linearis transzformaciok és matrixaik polinomjai

Egy p(t) € F[t] polinom nemcsak F — F alaku fliggvények értelmezéséhez hasznalha-
t6, de minden olyan algebrai struktira énmagaba vald leképezéseinek definidldsdhoz
is, amelyben szorzas van értelmezve és amelynek az F test operatortartomanya. I-
lyen egy F feletti V' vektortér linedris transzformécidinak L(V') tere is és persze az
F elemeibol képzett dim V' x dim V' tipust matrixok Fgim v xdimy Mmatrixok tere is,
amely mint j6l tudjuk izomorf L(V')-vel, és a matrixok szorzasit gy értelmeztiik,
hogy minden
®: L(V) = Faim vV xdimV

izomorf leképezés felcserélhetd a szorzéasmiivelettel is. Minden A € L(V) linedris
transzformdciohoz a
p(t) = ap +aqt + - + ant”

polinom segitségével hozzarendelhetjiik a V' vektortér
p(A) = apA’ + A+ - + a, A"
linearis transzformaciéjat és hasonléan minden A € Fyim v xdim v matrixhoz egy
p(A) = A’ + A + -+ + A" € Faim v xdim v

méatrixot. Lathatd, hogy a p(A) linedris transzformécié az A linedris transzformacié
hatvényainak linedris kombinécidja, és hasonléan a p(A) matrix a A matrix hatva-
nyainak linedris kombinacidja. A linedris transzformaciok és matrixaik vektorterének
izomorfidja biztositja, hogy egy A linedris transzformacié barmely p(¢) polinomjanak
matrixa valamely rogzitett bazisban megegyezik az A transzformécié A métrixanak
p(A) polinomjaval.

Nem nehéz beldtni, hogy egy linedris transzformacié (mdtrix) polinomjaira igazak a
kovetkezo szamolési szabalyok: ha

pt) +q(t) =r(t) & p(t)-q(t) =s(),

akkor
p(A)+q(A4)=r(4) é  p(A)-q(4) =s(4),

illetve
p(A)+q(A)=r(A) &  p(A)-q(A)=s(A).

Mivel a polinomok szorzdsa kommutativ, egy linedris transzformacié (egy métrix)
két polinomjdnak szorzata is fliggetlen a tényezOk sorrendjétél. Azt mondjuk, hogy
az A linedris transzformdcié (egy A matrix) gyoke a p(t) polinomnak, ha p(A) =0
(p(A) = 0). Egy linedris transzformécié pontosan akkor gyoke egy p(t) polinom-
nak, ha matrixa gyoke annak. Minthogy egy linedris transzformacionak kiilénb6z6
béazisokban kiilonbozd, egyméshoz hasonlé métrixai vannak azonnal kapjuk, hogy
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hasonlé métrixok ugyanazoknak a polinomoknak a gyokei. Ezt az eredményt persze
kozvetleniil is megkaphatjuk, figyelembe véve, hogy ha B invertalhaté matrix, akkor
minden p(t) polinomra

p(B'AB) =B 1p(A)B.

Ezek az észrevételek lehetévé teszik, hogy feladatok numerikus megoldasakor linedris
transzforméaciok polinomjai helyett a transzforméciék valamely bazisra vonatkozd
matrixainak polinomjaival szamolhassunk.

A kovetkezOkben allitasainkat csak a linedris transzformaéciok polinomjaira
mondjuk ki, azzal az elérebocsajtott megjegyzéssel, hogy azok atfogalmazhatdk a
métrixok polinomjaira is.

Ha V n-dimenziés F feletti vektortér, akkor minden A € L(V') gyoke valamely
F[t]-beli nemzéré polinomnak, hiszen dim L(V) = n? lévén az

AV =T A,... A"

n? + 1 elemf linedris transzformacié rendszer linedrisan Osszefiiggd, igy van olyan
nemtrivialis linearis kombinaciéjuk, hogy
agAO+a1A+-~-+anzA”2 =0.
Akkor a
7’L2
p(t) =+ art + -+ apat
nemzéré polinom olyan, amelynek A gyoke. Nyilvdnvald, hogy ha A gydke egy
p(t) = ap + agt + -+ - + apt™ m-edfokid polinomnak, akkor gyoke az 1/ay, - p(t)
ugyancsak m-edfokd normalt polinomnak is.
5.1.3 Definicié. Azt a legkisebb fokszami normdlt polinomot, amelynek A gydke,
az A transzformdcio minimdlpolinomjdanak nevezzik.

Minden linearis transzformacié minimalpolinomja egyértelmiien meghatarozott,
hiszen ha m(t) és m/(t) is minimdlpolinomja egy A transzformdiciénak, akkor A
gyoke az m(t) — m'(t) polinomnak is, holott m(t) — m/(t) foka kisebb mint m(t)
fokszéma, ellentmondva a m(t) értelemezésének.

5.1.4 Allitds. Az A linedris transzformdcié minimdlpolinomja osztéja minden
olyan polinomnak, amelynek A gyoke.

Bizonyitas. Legyen f(t) tetszéleges olyan polinom, amelynek az A transzfor-
méci6 gyoke, azaz f(A) = 0. Végezziink maradékos osztést,

f(t) = h(t)m(t) + r(t) ahol 0 < degr(t) < degm(t).
Helyettesitve az A transzformaéciét, kapjuk, hogy
0= f(A) = h(A)m(A) +r(A) =r(4),

ami csak akkor lehet igaz, ha r(t) = 0, mert A nem lehet gyoke egyetlen m(t)
fokszamanal alacsonyabb fokil nemzéré polinomnak sem. Ezzel édllitasunkat iga-
zoltuk. a

Az alabbi tétel egy linedris transzformacié invaridns altereinek dimenzidjardl
nyujt felvilagositast.

5.1.5 Tétel.
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(1) Ha az A € L(V) linedris transzformdcid minimdlpolinomjdnak van k-adfoki ir-
reducibilis faktora, akkor van a V wvektortérben k-dimenzics A-invaridns altér.

(2) Ha p(t) egy k-adfoki irreducibilis faktora az A minimdlpolinomjanak, akkor
ker (p(A)) k-dimenzids A-invaridns altér, vagy k-dimenzids A-invaridns alte-
rek direktosszege.

Bizonyitas. (1) Jelolje m(t) az A minimalpolinomjat és legyen az m(t) =
p(t)q(t) szorzatként valé elééllitdsban p(t) k-adfoku irreducibilis tényezd. A
ker (p(A)) altér invaridns A-ra nézve. Legyen v # 0 egy tetszbleges vektora
ker (p(A))-nak (ilyen van, mert kiilonben mér a ¢(¢) polinomnak gyoke lenne A).
Meg fogjuk mutatni, hogy lin (v, A) k-dimenzids A-invaridns altere ker (p(A))-nak,
kovetkezésképpen V-nek is. Tekintsiik a {v, A(v),... A"(v)} vektorrendszert, ahol
n = dimV. Ez nyilvdnval6an linedrisan 6szzefiiggd rendszer. Legyen m(< n) az
a legnagyobb pozitiv egész, amelyre a {v, A(v),..., A" 1(v)} vektorrendszer még
linedrisan fiiggetlen, azaz A™(v) mér kifejezhetd a v, A(v),..., A™ !(v) vektorok

Am(v) = €U + ElA(U) 44 5m—1Am_1(v)
linearis kombinacidjaként. Az
s(t) = —gg — et — -+ — £yt ™

polinomra tehat teljesiil, hogy s(A)(v) = 0, de az m szdmra tett kikotésiink alapjan
allithatjuk, hogy m-nél alacsonyabb fokd nemzéré polinomja A-nak a v vektort nem
transzformalja a nullvektorba. Mivel v eleme volt ker (p(A))-nak, tehat p(A)(v) =0,
ezért

m = deg s(t) < degp(t) =k.

Maradékos osztast végezve a p(t) és s(t) polinomokkal, kapjuk, hogy
p(t) = h(t)s(t) + r(t) és 0 < degr(t) <degs(t) =m,

és igy
p(A) = h(A)s(A) +r(A).
Akkor
0 =p(A)(v) = h(A)s(A)(v) +r(A)(v) = r(A)(v),

és ebbdl kovetkezik, hogy r(t) = 0 és p(t) = h(t)s(t). Mivel feltevésiink szerint
p(t) irreducibilis, a h(t) polinom csak konstans polinom lehet, ezért s(t) és p(t) fok-
szama egyenl, tehdt kK = m. A lin (v, A(v),..., A" 1(v)) = lin (v, A) altér tehat
k-dimenzids és A-invarians.

(2) A masodik allitas igazolasa: ker (p(A)) két kiillonb6z6 nemzéré v és w vek-
tordra lin (v, A) és lin (w, A) vagy diszjunktak (csak a nullvektor a kozos elemiik),
vagy egyenl6k, mert ha z € lin(v,A)Nlin(w,A) nemzéré vektor, akkor az
{x, A(z),..., A¥=1(x)} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, és mind lin (v, A)-nak,
mind lin (w, A)-nak részrendszere azok A-invariancidja miatt. Mivel

dimlin (v, A) = dimlin (w, A) = k
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azt is kapjuk, hogy az {z, A(x),..., A¥'(2)} vektorrendszer mind lin (v, A)-nak,
mind lin (w, A)-nak bézisa, és igy

lin (v, A) = lin (w, A) .

Mér most ker (p(A)) direktosszegre valé felbontésa a kovetkezdképpen torténhet:
véalasztunk egy nemzéré vy € ker (p(A)) vektort és képezziik a lin (vq, A) alterét. Ha
ker (p(A)) \ lin (v1, A) nem iires, akkor vélasztunk beléle egy vy vektort és képezziik
a lin (v1, A) @ lin (ve, A) 2 - k-dimenzids alterét ker (p(A))-nak. Ha ez még valddi
altér, akkor vélaszthatunk

vs € ker (p(A)) \ lin (v, A) @ lin (ve, A)
vektort és képezhetjik a
lin (v1, A) @ lin (v2, A) & lin (vs, A)

alteret, és igy tovabb. ker (p(A)) véges dimenzids volta biztositja, hogy 1étezik olyan
r > 1 egész, hogy

ker (p(A)) \ lin (v1, A) & --- & lin (v, A) =0,

és akkor az eljaras befejez6dik. Hangsulyoznunk kell, hogy erésen kihasznéltuk, hogy
amennyiben egy = # 0 vektor eleme valamely lin (y, A) altérnek, akkor lin (z, A) =
lin (y, A), amibdl mér kovetkezik, hogy ha

v; € lin (v, A) @ -+ @ lin (v;—1, A),

akkor
lin (vi, A) (|lin (v1, A) & - - ®lin (v;_1, A) = {0}.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Ismert, hogy minden valés egyiitthatos irreducibilis polinom legfeljebb méasod-
fokl, mig minden komplex egyiitthatds irreducibilis polinom els6fokd. fgy az el6zo
tétel értelmében a véges dimenzids valds vektorterek minden linearis transzformé-
ciéjanak van legfeljebb 2-dimenzids, a komplex vektorterek linearis transzformacioi-
nak pedig 1-dimenzids invaridns altere.

5.2 Sajatvektorok és sajatértékek

Ebben a pontban a vektorterek olyan linedaris transzforméciéit tanulményozzuk, a-
melyekre nézve létezik a térnek 1-dimenzids invarians altere.

Legyen az F test feletti V vektortérnek A € L(V') linedris transzforméciéja. Ha az
A m(t) minimalpolinomjanak A\ € F gyoke, akkor a (5.1.5) tétel szerint a ker (A— A1)
1-dimenziés A-invarians altér, vagy 1-dimenzidés A-invarians alterek direktosszege.
Az A linaris transzforméacié minimalpolinomjanak az F testben 1év6 gyokeit, az A sa-
jatértékeinek nevezziik. Ha A sajatértéke A-nak, akkor a ker (A — AI) altér minden
nemzéré s vektorat az A linedris transzformécié sajdtvektordanak hivjuk. Magéara
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a ker (A — A\I) altérre gyakran a A-hoz tartozé sajdtaltér néven hivatkozunk. A
sajataltér tetszoleges s vektorara

A(s) = (A= X)(s) +As = As

teljestl.

Miésrészt, ha A — Al szinguldris transzforméciéja V-nek, akkor van nemzérd v
vektora ker (A — Al)-nek. Az m(t) minimélpolinomnak a t — X € F[t] elséfokd poli-
nommal valé maradékos osztésit végezve

m(t) = q(t)(t = A) +~
adddik, hiszen a maradék csak 0-adfoku, azaz skalar lehet. Akkor az
m(A) = q(A)(A—AI) +~1
transzformacidval
0 = m(A)(v) = q(A)(A — AI)(v) + 71 (v) = 90,

amibdl kapjuk, hogy v = 0, azaz t — X osztdja m(t)-nek. De akkor m(\) = 0, azaz
A gyoke a minimalpolinomnak.
A (5.1.5) tétel kiegészitve a fenti észrevétellel a kovetkezd &llitast verifikdlja:

5.2.1 Tétel. HaV az T test feletti vektortér és A linedris transzformdcidja, akkor

az A minimdlpolinomjinak a X\ € F skaldr pontosan akkor gyoke, azaz A pontosan

akkor sajdtértéke A-nak, ha az A — X € L(V) linedris transzformdcid szinguldris.
A (5.2.1) tételbdl azonnal adédik:

5.2.2 Kovetkezmény. FEgy linedris transzformdcionak akkor és csak akkor sajdt-
értéke a 0, ha a transzformdcio szingularis.

Sok esetben haszndlhatdok a kovetkezo észrevételek:

5.2.3 Allitas. (a) Az A € L(V) (V-ben értelmezve van skaldris szorzat) linedris
transzformdcionak A akkor és csak akkor sajatértéke, ha transzpondltjinak sajdtér-
téke.

(b) Ha az A € L(V) linedris transzformdcionak X\ sajdtértéke, akkor tetszdleges
p(t) € F[t] polinomra a p(A) linedris transzformdcionak sajatértéke p(\), és ha A
invertdlhatd, akkor az A~ linedris transzformdcionak sajdtértéke % .

Bizonyitas. Az (a) allitds annak a kovetkezménye, hogy a linedris transzforma-
ci6 és transzponadltjanak egyenl6 a rangja és mivel

(A= X)* = A* — AT,

az A — Al linedris transzformacié pontosan akkor szingularis, ha az A* — AI lineéris
transzformacio szingularis.

(b) Az A lineéris transzforméciénak A pontosan akkor sajatértéke, a (5.2.1) té
szerint, ha van olyan s(# 0) € V vektor, hogy A(s) = \s. Akkor A%(s) = A(A(s)) =
A(Xs) = MA(s) = A?s, és altaldnosan minden k természetes szamra AF(s) = \Fs
teljesiil. EbbSl mar kovetkezik, hogy barmely p(t) € F[t] polinomra p(A)(s) = p(A)s,
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igazolva els6 allitasunkat, hogy p(A) sajatértéke a p(A) transzforméciénak.
Az utolsé allitas kovetkezik az

s=A"1A(s)) = A1 (\s) = NAT1(s)

egyenl6ségbél, mert a (5.2) kovetkezmény alapjan A # 0 és igy

A7) = <s.

O
Az aldbbi példa azt mutatja be, hogy a (5.2.1) tétel hogyan hasznilhaté egy
vektortér sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasara.

2 Példa. Hatdrozzuk meg a 3-dimenzids valdos V vektortér azon A linedris transzfor-
mdcidjanak sajdtértékeit és sajatvektorait, amely a tér egy V = {v1,va,v3} bdzisdnak
vektorait rendre az A(v1) = vo + v3, A(v2) = v1 + v3, A(v3) = v1 + vo vektorokba
viszi!

Az A, illetve az A — A\l transzformécidk V bézisra vonatkozé métrixai

01 1 -2 1 1
A=|1 01 és A- A= 1 =X 1
1 10 1 1 =X

Allapitsuk meg, hogy a A paraméter mely értékei esetén lesz a A — AI matrix
szingularis. Az elemi bézistranszforméciés technika most is alkalmazhatd, hiszen
kérdésiink ugy is feltehetd, hogy a A praméter milyen értékei mellett van nemtrividlis
megoldasa az A — AE egyiitthatématrixi homogén linedris egyenletrendszernek. Az
ismeretlenekre bevezetve a &1, &, &3 jelolést a

& & & &2 &3
vy | =\ 1 1 vy ] 1=X2 1+

V2 - 1 — 51 -2 1
vs| 11 =\ v3 -A—1

tablazatokbdl leolvashatjuk, hogy A = —1 esetén a

&1 -1 -1
=] 1 of: [ k ]
& 0o 1] L7

koordindta vektord vektor nemtrivialis megoldas, ha a 7, 73 szabadon valaszthatd
skalarok koziil legaldbb az egyik nem nulla. Példdul az

-1 -1



144 5. FEJEZET INVARIANS ALTEREK

koordindta vektord linearisan fliggetlen vektorok a transzforméacié A = —1 sajatér-
tékéhez tartozo6 sajatvektorai. Visszatérve a tdblazathoz, lathatd, hogy ha A # —1,
akkor tovabbi baziscsere hajthaté végre és kapjuk a

1§
v | 24X — )2
& 1—A
&2 -1

tablazatot, miszerint A = 2 esetén is van nemtrivialis megoldés, amelynek alakja

&1 1
S| =|1]-m (13#0).
&3 1

Igy a A = 2 sajatérték, és egy ehhez tartozo sajatvektor koordinata vektora az

A feladathoz nem tartozik ugyan, de érdemes meghatdrozni az A transzformacié
matrixat a sajatvektorok alkotta

S ={s1=—v1+ vy, so=v1+v3, s3 =01+ v+ v3}

bazisban. Mivel A(s1) = —s1, A(s2) = —s2 és A(s3) =2 - s3, kapjuk, hogy

-1 0 0
Ags = 0 -1 0
0 0 2
diagondlis matrix, amelynek diagondlisdban éppen az A sajatértékei vannak. O

A fenti példaban azt lattuk, hogy a vizsgalt linedris transzformécié sajatvektorai
béazisat alkottdk a targyvektortérnek, és ebben a béazisban a linedris transzformacié
matrixa diagonalis métrix lett. Ez altaldnosan is igaz, nevezetesen:

5.2.4 Tétel. Ha azn-dimenzios F test feletti V vektortér A € L(V) linedris transz-
formdcidjanak sajdtvektoraibdl dllo S = {s1,...,Sn} vektorrendszere bdzis, akkor az
A mdtriza az S bdzisban diagondlis mdatriz, melynek diagondlisdban éppen az egyes
sajatvektorokhoz tartozo sajdtértékek vannak.

Bizonyitas. Jeloljék az egyes sajatvektorokhoz tartozd sajatértékeket rendre
AL, - -5 Ap - Akkor, tekintve, hogy

A(Si):)\isi (i:1,...,n),
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kapjuk, hogy

0
0
A(si)s=| N |,
0
L 0 -
ahol éppen az i-edik koordindta a \;, a tobbi pedig zéré. Mivel az A linearis transz-
formécié As métrixdnak i-edik oszlopa éppen A(s;)s minden (i = 1,...,n)-re,
A0 ... 0
0 X ... 0
0 0 ... A\
amint allitottuk. O

Egy vektortér olyan linearis transzformaciojat, amelynek sajatvektorai generaljak
a teret, tehat matrixa diagonalizélhaté, egyszert, vagy mas elnevezéssel diagonalizadl-
hato linearis transzforméciénak hivjuk. Megjegyzendd, hogy az egyaltalan nem biz-
tos, hogy a kiilonb6zé sajatvektorok kiilonbozé sajatértékekhez tartoznak, amint az
(2) példa is mutatta, (a —1 sajatértékhez két egymdastol linedrisan fiiggetlen sajat-
vektor tartozott). Mésrészt viszont igaz, hogy kiillonbozé sajatértékekhez tartozéd
sajatvektorok linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak. Ezt az allitast fogalmaztuk
meg a kovetkezd tételben.

5.2.5 Tétel. Ha aV vektortér A linedris transzformdcidjanak Ay, . .., A\ kiilonbozd
sajatértéker, akkor a hozzdjuk tartozo si,...,Sp sajdtvektorok linedrisan fliggetlen

rendszert alkotnak.

Bizonyitas. A kiilonbozo sajatértékek szama szerinti teljes indukciéval igazoljuk
az allitast. Ha k = 1, akkor a sajatvektor nem nullvektor lévén linedrisan fiigget-
len egyelemii rendszer. Tegyiik fel, hogy a Aq1,..., Ap_1 kiilénb6z6 sajatértékekhez
tartozé sajatvektorok {si,...,sx_1} rendszere linedrisan fiiggetlen és legyen \; az
eddigiektdl kiillonbozo sajatérték és sp a hozza tartozo sajatvektor. Indirekt tegyiik
fel, hogy

k—1
(a) Sk = Z ;S
i=1

azaz, hogy az {si,...,sk_1, sk} vektorrendszer mar linedrisan Osszefiiggs. Ha alka-
lmazzuk az A transzformdciot az (a) egyenlettel adott s vektorra, akkor azt kapjuk,

hogy
k-1
Aesk = Asp) = Y aiA(si) =
i=1
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k—1
(b) = Z Oéi)\isi .
i=1

Igy az (a) egyenlet A\g-szorosat kivonva a (b) egyenletbdl a

k
0= Oéi(/\z’ — )\k)si
1

|
—

<.
I

adédik. Ez lehetetlen, hiszen s # 0 (mert sajatvektor), igy az «; skalarok valame-
lyike nemnulla. Madsrészt a sajatértékek kiilonbozésége miatt a A\, — Ag, (i =
1,...,k — 1) skaldrok is kiilonboznek nullatél és az indukciés feltevés szerint az
{s1,...,8k_1} rendszer linedrisan fliggetlen volt. Ez az ellentmondas abbdl eredst,
hogy feltételeztiik, hogy az {s1,...,sk_1, Sk} vektorrendszer linedrisan Osszefliggd,
tehat linearisan fiiggetlen kell legyen. O

Ha egy n-dimenziés V' vektortér A linedris transzformacidjanak n kiilonbozé sa-
jatértéke van, akkor A egyszerii. Ez a feltétel elegendd, de nem sziikséges, amint azt
a (2) példa is mutatta.

5.3 A sik elemi linearis transzformacioi

Minden kétdimenziés valds vektortér izomorf a sik egy rogzitett pontjabdl kiinduld
helyvektorok terével. Mivel a a véges dimenzids valds terek linedris transzforméacidit
azzal kivanjuk jellemezni, hogy hogyan viselkednek a tér szemléltethetd alterein,
célszertinek latszik attekinteni, hogy melyek a sik helyvektorainak elemi linearis
transzformdciéi. Az elemi jelzdvel itt arra akarunk utalni, hogy csupdn azokat a li-
nearis transzforméaciokat kivanjuk felsorolni, amelyek szorzataként a sik minden line-
aris transzformaécidja eldallithaté. Ahhoz, hogy egy linedris transzformécié hatését,
geometriai jelentését jol érzékelhessiik, dltaldban specidlis bazist (koordinatarend-
szert) kell valasztanunk. Az aldbbiakban a kozépiskolabdl mar jol ismert egységnyi
hosszisagu és egymadsra merdleges {7, j} helyvektorok alkotta bazisban jellemezziik
a sik elemi linedris transzforméciéit:

(1) Nyutjtas/zsugoritas: Kétféle nyujtdsrol/zsugoritdsrdl beszélhetiink,
(a) kozéppontos nyujtasrdl/zsugoritasrdl, amikor a stk minden helyvektorat

a transzformacio pozitiv A-szorosaba viszi, illetve

(b) tengelyes nytjtdsrdl, amikor csak az egyik tengely irdnyaba esé Ossze-
tevé nyilik meg/zsugorodik Ossze, azaz egy oi+ 05 vektor képe a \oi+ 0
vektor (A > 0).

(2) Tiikrozés: A tikrozés is lehet

(a) kozéppontos, amikor minden vektor az ellentettjébe transzformalddik,
vagy

(b) tengelyes tiikrozés esetén, pontosabban a j irdnyud tengelyre valé titkro-
zés esetén a pi + 05 vektor képe a —oi + 05 vektor.

(3) Vetités:
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(a) kozéppontra valé vetitésen értjilk, azt, amikor minden vektort az
origora, azaz a nullvektorba transzformalunk, és

(b) tengelyre valé vetités az amikor minden vektort az egyik, mondjuk az
1 irdnyud tengellyel parhuzamosan a j irdnyd tengelyre vetitiink. Ez a
linedris transzformécié a pi + 65 vektort a 65 vektorba viszi.

(4) Parhuzamos affinitas: az egyik mondjuk az ¢ irdnyu tengely pontjainak j-vel
parhuzamos eltoldsa a két bazisvektor szogfelezé egyenesébe. Ez a transzfor-
maci6 a i + 05 vektort a gi + (o + 0)j vektorba transzformaélja.

(5) Forgatas: minden vektort forgassunk el ¢ szoggel (az i vektort j felé mozgat-
va). Ekkor az i vektor képe cos ¢i+sin ¢, mig a j vektor képe — sin ¢i+cos ¢j
lesz, igy egy tetszOleges pi+ 0] vektor a (pcos ¢ —Osin )i+ (osin g+ 6 cos ¢)j
vektorba transzformalodik.

Az olvasé konnyen beldthatja, hogy a sik felsorolt transzforméciéi valéban line-
dris transzforméciék. Javasoljuk, hogy mindegyik transzforméciénak allapitsa meg
a matrixat az i, j bazisban.

Kovetkez6 feladatunk annak igazolasa, hogy valéban a sik minden linedris
transzformacidja a fentiekben felsorolt transzformaciok szorzatara bonthatd. En-
nek érdekében a sik transzformacioit annak megfeleléen osztilyozzuk, hogy hany
kiilonboz6 irdnyu sajatvektoruk van.

(a) Egyetlen sajatértékhez tartozé két linearisan fiiggetlen sajatvektor
esetén a sik minden nemzérd vektora ugyanazon sajatértékhez tartozé sajatvektor.
Valéban, ha e és f a sik A linearis transzformécidjanak két linearisan fiiggetlen sa-
jatvektora és mindkettd a A sajatértékhez tartoznak, azaz A(e) = e és A(f) = \f,
akkor a sik minden v vektora kifejezheto

v=ocae+f[f
alakban, és akkor
A(v) = A(ae + Bf) = aA(e) + BA(f) = ade + BAf = Mae + Bf) = \v,

alatdmasztva kijelentésiinket.

Akkor az A transzformdcié nyujtds (A > 1), vagy zsugoritds (0 < A < 1)), vagy
kozéppontos vetités (A = 0), vagy kozéppontos tikrozés és nyujtas/zsugoritds
szorzata (A < 0).

(b) Ha két kiilonb6zé sajatérték van. Jelolje megint A a linedris transzfor-
maciét és e a A-hoz tartozéd, mig f a u sajatértékhez tartozd sajatvektorokat. Az
e, f vektorok most is bézist alkotnak, hiszen linedrisan fliggetlenek a (5.2.5) tétel
szerint. Bontsuk fel A-t a B(e) = Xe, B(f) = f és a C(e) = ¢, C(f) = pf
egyenl6ségekkel meghatdrozott linedris transzforméciok szorzatara. Akkor mind B,
mind C az e, illetve f irdnyd tengely irdnydba torténd nyujtds/zsugoritds, vagy a
rajuk mercGleges tengelyre valé tiikkrozés és a fentiek szorzata, esetleg valamelyikiik
kozéppontos vetités, és A mindezek szorzata.

(c) Egy sajatvektor van. Jelolje e a sajatvektort és legyen ¢ erre merdleges vektora
a siknak, akkor e, t bazis. Ha \ a megfeleld sajatérték, akkor A(e) = e és A(t) =
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ae + Ot és a # 0, mert kiilénben ¢ is sajatvektor lenne. Megmutatjuk, hogy 5= .
Tekintsiik a ae + (8 — A)t vektort.

Alae + (B = Nt) = aXe+ (B — M) (ae+ 0t) = Bae+ (B — A\)t),

ami mutatja, hogy 5 — A = 0, mert kiilonben az ae + (8 — )t vektor sajatvektor

lenne, és nem lenne e irdnyu. Azt kaptuk tehat, hogy A(t) = ae + At.

(1) ha A = 0 akkor A = B - C - D, linedris transzformacidk szorzata, ahol B(e) =

ae, B(t) = at nyujtas/zsugoritas kozéppontos tiikrozés, vagy ezek szorzata, C'(e) =
s

—t, C(t) = e § szoggel valé forgatds, és D(e) = 0, D(t) = t az e irdnyu tengellyel

parhuzamos vetités.

(2) ha A # 0, akkor az u = $e,t ortogondlis bazisban A(u) = Au, A(t) = du + M
felbonthaté A = B - C szorzatra, ahol B(u) = u, B(t) = u + t parhuzamos affinitds
és C'(u) = Au, C(t) = At kozéppontos nytijtas/zsugoritéas, vagy tiikrozés és az elébbi
szorzata.

(d) Ha nincs sajatvektor, akkor az azt jelenti, hogy az A transzformécié mini-
maélpolinomjanak gyokei komplex szamok. Ebben az esetben A azonositisa, mint
elemi linearis transzformacidk szorzata a valds térben maradva igen nehézkes, pon-
tosabban annak a bazisnak a megkeresése, amelyben ez az azonositds bemutathatd
nem konnyt. Ezért felhasznéljuk, hogy az stk A linedris transzformacidjahoz tartozik
a 2-dimenziés komplex tér egy A linedris transzformacioja amelynek minimalpoli-
nomja megegyezik A minimalpolinomjaval. Igy, ha A mlnlmalpohnomjanak komplex
gyokei A = a+1if3 és A = o — i3 konjugalt komplex szamok, akkor azok a A linedris
transzformacionak is sajatértékei és a hozza tartozo komplex sajatvektorok x = a—+ib
és T = a — 1b alaktak. Ez abbdl koévetkezik, hogy

(A= N)(a+ib) = Aa) +iA(b) — Aa +ib) =0,
és akkor konjugdalva mindkét oldalt, kapjuk, hogy
0= A(a) —iA(b) — Aa — ib) = (A — X)(a — ib).
Osszehasonlitva a valds és képzetes részeket barmelyik egyenl8ségbél
Ala) =aa—pb és A(b) = fa+ ab

adédik, ahol o, 8 € R és a,b € V és B # 0, tovabba a és b linedrisan fiiggetle-
nek, mert A-nak nincs valés sajatértéke. Az a? 4+ 5% = 62 jeloléssel az 5 és %
egy egyértelmiien meghatdrozott ¢ szog koszinusza, illetve szinusza és az A linearis

transzformaci6 egy forgatds és nyujtds/zsugoritds egyidejii végrehajtasat jelenti.

5.4 Eklideszi terek linearis transzformaciéi

Az euklideszi terek linedris transzformaciérdl azt lehet tudni a (5.1.5) tétel alapjan,
hogy van a térnek 2-dimenzids, a transzforméciora nézve invaridns altere. Sajnos
ha M az A transzformaciénak invaridns altere és az M az M-nek ortogonalis ki-
egészitbje, akkor az altaldnos esetben M nem feltétlen A-invaridns altér. Ezért
az euklideszi tereknek vannak olyan linearis transzformaécioi, hogy a tér nem bont-
haté fel a tekintett transzformdciéra invaridans 2-dimenziés altereinek direktossze-
gére. Ez azt jelenti, hogy kénytelenek vagyunk lemondani arrél a torekvésiinkrdl,
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hogy minden linearis transzformaciét a tér szemléltethet6é invaridans alterein vald
hatdsaval jellemezziink, ebbdl a szempontbdl a tekintett linedris transzformécidk
korét sziikitentink kell. Annak érdekében, hogy megallapithassuk, hogy melyek
azok a linedris transzformacidk, amelyeket lehet alterein valé hatasukkal ” vizualissa”
tenni, bizonyitjuk a kovetkezo tételt:

5.4.1 Tétel. Ha az E euklideszi tér M altere az A € L(E) linedris transzfor-
mdcidra nézve invaridns, akkor M+ | ortogondlis kiegészitdje invaridns A*-ra nézve,
ahol A* az A transzpondltjdat jeloli.

Bizonyitas. Legyen w tetszbleges vektora M--nak és v barmelyik vektora M-
nek. Akkor

(A% (w), v) = (w, A(v)) = 0,

hiszen A(v) € M, igazolva, hogy A*(w) ortogondlis barmely v € M vektorra, azaz
A*(w) € M+, O

A fenti eredmény ismeretében vizsgédlatainkat olyan linedris transzformaciokra
korlatozzuk, amelyekre nézve invarians alterek egyszersmind transzponaltjaikra
nézve is invariansak. Ha az A linedris transzformacidja az E euklideszi térnek i-
lyen, akkor a tér felbonthaté ”szemléltethet6” A-invaridns alterei direktosszegére.
Ezt igazoljuk az alabbi tételben.

5.4.2 Tétel. Ha az E euklideszi térnek az A linedris transzformdcidja rendelkezik
azzal a tulajdonsdggal, hogy minden invaridns altere transzpondltjira nézve is inva-
rians, akkor E legfeljebb 2-dimenzids, A-invaridns, pdronként ortogondlis altereinek
direktosszege.

Bizonyitas. Az E dimenzidja szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk az allitést.
Ha E dimenziéja nem nagyobb mint ketto, akkor nyilvanvaldéan igaz réd a tétel. Te-
gyiik fel, hogy n-nél alacsonyabb dimenzioju euklideszi terekre mar tudjuk, hogy fel-
bonthatdk a feltételezett tulajdonsagu transzformdciora nézve invaridns, paronként
ortogonalis, legfeljebb 2-dimenzids alterei direktosszegére. Ezekutan legyen E n-di-
menzios. Az A transzforméciénak a (5.1.5) tétel szerint, van legfeljebb 2-dimenzios
invarians M # {0} altere E-ben, és ez A*-ra nézve is invaridns. Alkalmazva a
(5.4.1) tételt A helyett A*-ra, kapjuk, hogy M+ A-invaridns altér, és dimenziéja
legfeljebb n — 1. Akkor az indukcids feltevés szerint M+ felbomlik paronként orto-
gonalis legfeljebb 2-dimenzidés A-invaridns alterei direktosszegére és ezek az alterek
mind ortogondlisak M-re is. fgy az M altérrel egylitt az E kivant direkt felbontasat
szolgaltatjak. a

Az euklideszi terek két olyan linedris transzformaécio tipusaval foglalkozunk, ame-
lyek kielégitik a fenti tétel feltételét. Ilyenek nyilvanvaléan a szimmetrikus transz-
formaciok (A* = A) és az ortogondlis transzformacick (A* = A71).

5.4.1 Szimmetrikus linearis transzformacidk

Megmutatjuk, hogy a szimmetrikus linedris transzformaciok diagonalizalhatdk.
Ehhez a fenti (5.4.2) tétel szerint elegendd azt igazolnunk, hogy ha A szimmetrikus
és M az euklideszi tér kétdimenziés A-invaridns altere, akkor van M-ben A-nak sa-
jatvektora. Vegyik észre, hogy ha s € M sajatvektora A-nak és t € M ortogonalis
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s-re, akkor
(A(t),s) = (t, A(s)) = (t, As) = A(t,s) =0,

ami csak gy lehet (mert M 2-dimenzids), ha A(t) a t vektor skaldrszorosa, azaz
t is sajatvektora A-nak. A sajatvektor létezését bizonyitandd, legyen u és v a két
bézisvektora M-nek. Akkor

A(u) = au+ Bv és A(v) = Pu+ v

alaku, mert A szimmetrikus. Hatdrozzuk meg az A M-re val6 lesziikitésének mini-
malpolinomjat.

A%(u) = aA(u) + BAW) = (? + BD)u+ (afB + B7)v

A2(v) = BA(u) +vA(v) = (B + By)u+ (52 +7*)v,
A(u) A%(u) A2(u)
(1) L ot + 47 6% —ary
v [B] Blaty)  Aw| a+ny
AW A%(y) A2 (u)
(2) ul [B] Bla+y) = A@)| a+y
v v a2+ v | —ay

(1)-bél és (2)-bél kovetkezik, hogy
A(w) = (a+7)Au) = (B —anu=0 &
A% () = (a+7)A(v) = (6% —ay)v =0,
de akkor tetszOleges M-beli m = pu + vv vektorra
A% (m) = (@ +7)A(m) — (8% — ay)m =

(A% (u) = (o +7)Aw) = (57 = a)u) + v(A%(v) = (a+7)A(v) = (6% — ay)v) =0,

azaz A% — (a+7)A + (ary — 3?)I linedris transzformécié az M-en a zérétranszfor-
mécié. Ez azt jelenti, hogy A M-re valé leszilikitésének minimalpolinomja — ami az
A minimélpolinomjanak nyilvan osztdja —

m(t) = 1% = (a + )t + ay = 6.
Ennek a polinomnak a gyokei valdsak, mert diszkriminansa
(a+7)* = 4(ay = 5%) = (a —7)* +46° > 0.

Ez biztositja, hogy A-nak van sajatvektora M-ben. Akkor viszont, mint azt el6bb
belattuk, az M erre a sajatvektorra ortogondlis nemzéré vektora is sajatvektora A-
nak, és M két ortogondlis egydimenzids altér direktosszege. A (5.4.2) tétellel Gssze-
vetve a most kapott eredményt, allithatjuk, hogy az euklideszi terek szimmetrikus
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linearis transzformacidinak vannak olyan sajatvektorai, amelyek a tér ortonormélt
béazisat alkotjak. Masrészt, ha egy linearis transzformaciénak a sajatvektoraibdl
Osszerakhaté az euklideszi tér egy ortonormalt bazisa, akkor abban a bazisban a
transzformacié matrixa diagonalis matrix, amibol kovetkezik, hogy a transzformé-
ci6é szimmetrikus. Gytjtsiik 0ssze a kapott eredményeket az aldbbi tételben:

5.4.3 Tétel. Az E euklideszi tér A linedris transzformdcicja pontosan akkor szim-
metrikus, ha vannak olyan sajdtvektorai, amelyek a tér ortonormdlt bdzisdat alkotjak.

5.4.2 Ortogonalis linearis transzformaciok

Mar emlitettiik, hogy ha A ortogonalis linedris transzformacidja az E euklideszi tér-
nek, E akkor is felbomlik legfeljebb 2-dimenziés A-invarians alterei direktosszegére.

Az ortogonalis linearis transzformaciok karakterisztikus tulajdonsaga, hogy a
skalaris szorzatot véltozatlanul hagyjak. Ha A ortogondlis linedris transzformécio,
akkor tetszOleges v, w € E vektorokra

(A(v), A(w)) = (A" A(v), w) = (v, w) .
Masrészt ha A valtozatlanul hagyja a skaldris szorzatot, akkor
(v, w) = (A(v), A(w)) = ((A"A)(v),w) ,

ami tetszOleges vektorpar estén csak tgy teljesiilhet, ha A* = A~'. Ez ekvivalens
azzal a feltétellel, hogy egy linedris transzformacié pontosan akkor ortogonilis, ha
a tér ortonormalt béazisat ortonormalt bazisba viszi. Ezért barmely ortonormélt
béazisra vonatkozé métrixa i-edik és j-edik oszlopdnak belsd szorzata d;;.

Ha M a tér 2-dimenziés A-invaridns altere, akkor most nem feltétleniil van A-nak
sajatértéke M-ben, de ha s € M sajatvektor, akkor az M s-re ortogonalis nemzérd
vektorai is sajatvektorok, mint azt az

(s, A(8)) = (A7 (s),1) = % (s,8) = 0

egyenl6ség mutatja. (A-val az s-hez tartozé sajatértéket jeloltiik.) Feltehetjiik, hogy
s egységnyi normdji. Akkor

1= (s,5) = (A(s), A(s)) = 2,

tehat ortogonadlis linedris transzformacié sajatértéke csak 1 vagy —1 lehet. Ha nincs
A-nak M-ben sajatvektora, akkor az u és v ortonormélt bazisvektorokra

A(u) = au+ fv és Aw)=~yu+dv (B#0#7),
ahol az A ortogonalitdsa miatt a skaldregylitthatok ki kell elégitsék az

(a) oF + =1,

(b) ay+ 35 =0,
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(c) V462 =1

egyenleteket. Jelolje ¢ az A(u) vektor u vektorral bezért szogét, akkor cos¢ =
(u, A(u)) = « és az (a) egyenlet szerint 3 = sin¢, vagy § = —sin¢. A (b) egyen-
letb8l atrendezéssel kapjuk, hogy —0 = ay/, amit a (c) egyenletbe helyettesitve

a2,y2 72(&2_{_@2) ,}/2
N

Akkor ebbdl vagy v = [ és a (b) egyenlet alapjén § = —a, vagy v = —3 és 6 = «
kovetkezik. Mivel A nem szimmetrikus, hiszen akkor lenne sajatvektora, csak a
masodik eset allhat fenn. gy az A ortogonalis transzformécié M-re val lesziikitésé-
nek matrixa az u, v ortonormalt bazisban az aldbbiak egyike:

A:[cosqb —sinqﬁ] vagy A:[ cos ¢ sin¢1

sing  cos¢ —sin¢g cos ¢

v+

ami pozitiv irdny1, vagy negativ irdnyu ¢ szoggel valé forgatdst jelent.

5.5 Kwvadratikus alakok

A tobbvialtozos fliggvények lokélis szélsbértékeinek meghatarozasakor beletitkoziink
a kovetkezo problémaba. Meg kell dllapitanunk, hogy egy

DD &g

i=1j=1

alakd méasodfok fiiggvény a §; (i =1,...,n) valtozék minden értéke mellett azonos
elgjelii-e. Ez a kérdés motivalja a véges dimenzids valds vektor tereken értelmezett
kvadratikus alakok vizsgalatat.

5.5.1 Definicié. Legyen V n-dimenzios valds vektortér és X = {x1,...,xn} eqy
bazisa. Tetszdleges
V=€1T1+ "+ €Ty

vektorhoz rendeljiik hozzd a
n n
Qu) =D > aiseie;
i=1j=1
valds szamot, ahol az ayj (3,5 =1,...,n) adott valds skaldrok. Az igy kapott

Q:V—-R

fligguényt kvadratikus alaknak nevezzik.

Az elnevezést az indokolja, hogy a kvadratikus alak a vektorvaltozé ko-
ordinatainak mdésodfoka fiiggvénye. Ilyen fiiggvényekkel adhatok meg a stk
ugynevezett mésodrendl gorbéi (kor, elipszis, parabola, hiperbola...).
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Matrixaritmetikai eszkozoket haszndlva, a kvadratikus alakok egyszeriibb for-
maban is megadhaték. Gyfijtsiik Ossze az egylitthatékat a A = [ay;] n x n tipust
matrixba, és akkor

Q(v) =v*Av

méatrix szorzatként is megadhatd, ahol v a v vektor X bazisra vonatkozé ko-
ordinatavektora, és v* az ebbdl készitett sormatrix.

Jelolje A € L(V) azt a linedris transzforméciét, amelynek X bézisra vonatkozd
métrixa éppen A, azaz legyen minden j(=1,...,n)-re
A(LU]) = 041]'371 + -+ aijxi + -+ Otnjﬂfn .
Akkor a kvadratikus alak az X béazis altal meghatarozott

Qv) = [v, A(v)lx

belsd szorzatként is definidlhato.

Amint azt az euklideszi terek targyaldsakor lattuk, tetszdleges véges dimenzids
valds vektortérben értelmezhetd skalaris szorzat valamely X bézisra vonatkozo belsé
szorzattal, és akkor nyilvanvaléan X erre a skaldris szorzatra nézve ortonormalt
bézis lesz. Azt is igazoltuk, hogy forditva is igaz, véges dimenzids euklideszi térben
a skalaris szorzat, valamely ortonormalt bézis szerinti bels6 szorzat.

A fentiekben leirt megfontoldsok a kovetkezd tételt igazoljak:

5.5.2 Tétel. Az V euklideszi téren értelmezett
Q:V—-R

flggvény pontosan akkor kvadratikus alak, ha létezik olyan A € L(V') linedris transz-
formdcio, hogy minden v € V-re

Qv) = (v, A(v))

teljestil.

A kvadratikus alakok dltalunk adott definicidja felveti a kérdést, hogy vajon a
kvadratikus alakhoz rendelt A matrix és igy a hozzarendelt A lineéris transzformacio6
egyértelmii-e. Kénnyen lathaté, hogy a vélasz nem. Ugyanis, ha §;; (4,7 =1,...,n)
valés skaldroknak olyan rendszere, hogy minden i, j parra az

aij + i = Bij + Bji

egyenloségek teljestilnek, akkor az ¢; (i = 1,...,n) valtozék minden értékére
n n n n
DD g = > Bijeie;
i=1j=1 i=1j=1

Matrixokkal megfogalmazva ugyanez: ha

B+B*=A+A",
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akkor minden v-re
vBv =v*Av.

Mivel rogzitett bazis mellett, kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés létezik a V' tér
linearis transzformécidi és a dim V' xdim V tipusd métrixok kozott, azt is dllithatjuk,
hogy A, B € L(V)-re

B+B*"=A4+A"= (MveV): (v,B(v)) = (v,A(v)) .

Igaz viszont a kovetkezd tétel:

5.5.3 Tétel. A V euklideszi téren értelmezett minden Q : V. — R kvadratikus
alakhoz létezik pontosan egy olyan A € L(V') szimmetrikus linedris transzformdcid,
hogy minden v € V -re

Q(v) = (v, A(v)) -

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a Q kvadratikus alakhoz tartozé lineéris transzfor-
mécié B € L(V), de B nem szimmetrikus. Legyen A = 4B~ Akkor A szimmetrikus
linearis transzformaciéja V-nek és

1

Q(v) = (v, B(v)) = 5({v, B(v)) + (v, B(v))) =

S0 B)) + (B*(0), ) = 2 ({0, BEo)) + (v, B () = (v, AW)

Az unicitasi allitds igazoldsa végett tegyiik fel, hogy X = {z1,...,z,} ortonor-
malt bazisa V-nek. Ha A szimmetrikus, akkor minden z;,z; € X vektorparra

(@i, Awy)) = (A% (@), m5) = (A(wi), x5) = (x5, A(ws)) 5
és igy
Qz; + ) = (x5 + xj, Az + x5)) = (@i + x5, A(zs) + Az)) =
(i, Ai)) 2 (26, Alx5)) + (25, A(z))) = Qi) + 2 (2, Azj)) + Qz5)

amibdl

Qw; + z;) — Qz;) — Q)

(a2, Alz;)) = ; ,
azaz az A(xj;) vektor x;-re vonatkozdé koordinatija Q értékeinek ismeretében
meghatdrozhaté. Akkor viszont, kihasznélva, hogy minden j(=1,...,n)-re

n

Alwy) =D (i, A(xy)) @i,

i=1
az A linedris transzformécié a bézisvektorokon, és akkor mér az egész V téren is,

meghatarozott a Q kvadratikus alak altal felvett értékek &altal. O

Az euklideszi tereken értelmezett kvadratikus alakokat osztalyozhatjuk az dltaluk
felvehetd értékek szerint a kovetkezéképpen:

5.5.4 Definicié. Azt mondjuk, hogy az V euklideszi téren értelmezett Q : V. — R
kvadratikus alak
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(1) pozitiv definit, ha Q(v) > 0 minden nemzéré v € V-re,
(2) negativ definit, ha Q(v) < 0 minden nemzéré v € V-re,
(3) pozitiv szemidefinit, ha minden v € V-re Q(v) > 0,
(4) negativ szemidefinit, ha minden v € V-re Q(v) <0,

(5) indefinit, ha Q mind pozitiv, mind negativ értéket felvesz.

Ezeket az elnevezéseket haszndaljuk euklideszi tereken értelmezett szimmetrikus
linedris transzformaéacidkra is és valés szimmetrikus matrixokra is. Példaul pozitiv de-
finitnek mondunk egy valés szimmetrikus méatrixot, ha az pozitiv definit kvadratikus
alak matrixa valamely bazisban. Hasonlé értelemben beszéliink pozitiv szemidefinit,
negativ definit, negativ szemidefinit és indefinit szimmetrikus matrixokrdl is.

Egy éltalanos alaki kvadratikus alakrél nem koénnyl eldonteni, hogy melyik
definitségi osztalyba tartozik. Ezt és a probléma lehetséges megoldasat mutatja
a kovetkezo egyszert példa.

Tekintsiik a Q(v) = &7 — 6&1& + 2€3 kvadratikus alakot, ahol &1, & a v vektor
koordinatéi a 2-dimenzids euklideszi tér valamely X = {x1,x9} bézisdban. Ahhoz,
hogy eldonthessiik, hogy Q melyik definitségi osztalyba tartozik, célszeri atirni a
Q(v) = (&1 — 3&2)% — 763 formaba. Ha az X bézis helyett attériink az ) = {y1,v2}
bézisra, ahol y; = x1 és yo = 3x1 + z2, akkor a v vektor Y-ra vonatkozd ko-
ordinatai a
Y1 Y2 | v Y2 | v v
Ty 316 — v 3|& — v | & —3%
2| 0 1]& T2 P Y2 &2

szamolds alapjan 1y = &1 —3&; és 2 = &2 és Q(v) = 72 —Tn3, amibsl mér nyilvanvald,
hogy Q indefinit. Az {x1,z9} bdzisban a kvadratikus alak métrixa az

A L =3 { Y= } bazisb A/ L0
= , mig az 1 = , azisban a =
P g az Uj Y1, Y2} baz 7 0 o

diagondlis matrix. Vegyiik észre, hogy Q(v) értéke az Y = {y1,y2} bézisban éppen
v koordinatai négyzetének a diagonalisban 1évé skalarokkal képzett linearis kom-
binéciéja. O

A példa tehat azt sugallja, hogy a kvadratikus alak definitségének megallapitisa
Ugy torténhet, hogy &attériink olyan bézisra (koordindta rendszerre), amelyben a
kvadratikus alak matrixa diagonalis, és megvizsgaljuk, hogy a diagonalisbeli skaldrok
mindegyike azonos eldjelii-e, vagy vannak mind pozitiv mind negativ eléjelii ele-
mek. Tetszoleges n-dimenzids V' euklideszi tereken értelmezett kvadratikus alakok
esetén is, ha a kvadratikus alak matrixa valamely béazisban diagondlis matrix,
akkor barmely v € V helyen értéke megkaphatd, ha vessziik v e bazisra vonatkozo
koordindtai négyzetének a diagonalisbeli megfelelé skalarokkal vett linearis kom-
bindcidjat. Valéban, ha V-nek X = {z1,...,z,} olyan bazisa, amelyre a kvadratikus
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alak matrixa az

a11 0
0 ax
A pu—
0 0 Qnn
diagonalis matrix, akkor az

&

X = :
&n

koordinatavektori z vektornal a kvadratikus alak értéke
Q(r) =x"Ax = anﬁf 4+ 4 a,mgi .

Euklideszi téren értelmezett kvadratikus alak ilyen négyzetosszegre redukalt for-
majabol azonnal leolvashatd, hogy milyen értékeket vehet fel, hiszen valds szam
négyzete nem lehet negativ, igy a kvadratikus alak pozitiv definit, ha a diagonalis
matrixa diagondalisiban minden elem pozitiv, pozitiv szemidefinit, ha ezek az elemek
nemnegativak, de esetleg van kozottik zérus is, a kvadratikus alak negativ definit,
ha a diagonalis méatrixa diagondlisdban minden elem negativ, negativ szemidefinit,
ha ezek az elemek nempozitivak, de esetleg van kozottik zérus is, és indefinit, ha a
diagondlisban van pozitiv és negativ elem egyarant.

A kérdés mostmar csupan az, hogy minden kvadratikus alakhoz talalhaté-e olyan
béazisa a térnek, amelyben a matrixa diagondlis métrix. Meg fogjuk mutatni, hogy
erre a kérdésre igen a valasz.

5.5.5 Tétel. Bdrmely, a V euklideszi téren értelmezett
Q:V-R

kvadratikus alakhoz lehet taldlni a térnek olyan bdzisdt, amelyben a kvadratikus alak
mdtriza diagondlis mdtrix.

Bizonyitas. A fentiekben belattuk, hogy O-hoz tartozik a térnek pontosan egy
A € L(V) szimmetrikus linedris transzformaciéja, hogy minden v € V-re

Q(v) = (v, A(v)) -

A 5.4.3 tétel szerint van A sajatvektoraibdl allé6 S = {sq, ..., s,} ortonormalt bazisa
a V euklideszi térnek, amelyben A matrixa

A 0 ... 0
0 X ... O
As=| . . .
0O 0 ... X\

alakiu diagondlis matrix, ahol \; az s; sajatvektorhoz tartozé sajatérték. Mar
csak azt kell belatnunk, hogy a O kvadratikus alak maéatrixa minden ortonormélt
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bézisban ugyanaz, mint az A linedris transzformécié matrixa. Legyen ezért most

X ={z1,...,x,} egy tetszOleges ortonormalt béazisa V-nek, és v = Y1 | ;z; € V.
Akkor
n n n n
Qv) = <Z i, AQY Gz‘wi)> =2 e (@i, Alzg))
i=1 i=1 i=1j=1
azaz Q matrixa
(o1, A@)) (o1, A@) .. (o1, Al)
A (w2, A(21)) (22, A(w2)) ... (22, A(n))
(Tn, A(z1)) (T, Alz2)) ... (@0, Alzn))
ugyanaz, mint A-nak az X bdzisra vonatkozé métrixa, mert ortonormalt bazisban
a skaldris szorzat bels6 szorzat, ennélfogva minden 7, j (i,j = 1,...n) indexparra az
A(zj) vektor z;-re vonatkozé koordinatéja éppen (z;, A(z;)) . O

A fenti tétel szerint egy kvadratikus alak definitségét konnyen eldonthetjiik a hozza
tartozé szimmetrikus linedris transzforméacié sajatértékeinek ismeretében. Ha a
linearis transzformaciéo minden sajatértéke pozitiv, akkor a kvadratikus alak pozitiv
definit, ha mindegyik negativ, akkor negativ definit, ha mind pozitiv, mind negativ
sajatértékei vannak a transzformaciénak, akkor a kvadratikus alak indefinit.

3 Példa. Allapz’tsuk meg, hogy a Q : V — R kvadratikus alak melyik definitségi
osztdlyba tartozik, ha minden v € V-re

Q(v) = 267 + 26160 — 261&3 + 26063,

ahol £1,&5,&3 a v vektor x1,xa, x3 bdzisvektorokra vonatkozd koordindtdi!

A kvadratikus alak szimmetrikus métrixa:

2 1 -1
A=|1 0 1 |,
-1 1 0

tehat a kvadratikus alakhoz tartozd A linedris transzformacio a bazisvektorokat az
A(z1) = 221 + w2 — w3, A(22) = 71 + 3, A(23) = —21 + 22

vektorokba viszi. Az A sajatértékeit kellene meghataroznunk, azok eldjelébél,
mar megallapithatjuk Q definitségét. Az A miniméalpolinomjénak meghatarozéasa
érdekében kiszamitjuk mind az A2, mind az A3 matrixot, ezek

6 1 -1 14 5 -5
AP=| 1 2 -1 6  A*=| 5 0 1],
-1 -1 2 -5 1 0
majd az A transzformdciénak olyan p;(A) (i = 1,2,3) polinomjait, amelyekre

pi(A)(x;) = 0, ugyanis a pi(t), p2(t), p3(t) polinomok legkisebb kozds tobbszorose
az A minimélpolinomja. Ha valamely p;(¢) polinom harmadfoku, akkor a tébbit
mar nem is kell meghataroznunk, mert igazolhaté, hogy a minimélpolinom fokszama
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nme lehet nagyobb a tér dimenzidjanal. A p;(t) polinomok meghatérozédsa torténhet
elemi bazistranszformacioval:

A(xl) A2(:C1) A3($1) AQ(:L'l) A3(a:1)
1 2 6 14 T 4 4
2 1 5 A(x) 1 5
T3 -1 —1 -5 T3 0 0

Az utébbi tablazatbél kiolvashaté, hogy A%(z1) = A(xq)+4x1 azaz pi(t) = t2—t—4.
Mivel py(t) gyokei, %m, amelyek A minimdlpolinomjénak is gyokei, kiilonbozé
el6jeltiek, mar most megallapithatjuk, hogy Q diagonalis métrixaban a diagonalisbeli
elemek kozott van pozitiv és negativ skalar is, ezért Q indefinit. A O diagonélis
méatrixanak meghatarozasahoz azonban meg kell keresni A harmadik sajatértékét is.
Ezért meghatédrozzuk a py(t) polinomot is. A

A(zg) A*(xg) A’(x) A%(z9) A3(xy)
71 1 5 Ala) 1 5
o 0 2 0 T9 2 0
3 1 ~1 1 3 —4

A3 (x9)

A(z2)
T2 —4
A2(£L’2) 2

szamitasok szerint A3(ze) = 2A%(w2) + 3A(wa) — 4wy, azaz po(t) =3 — 212 — 3t + 4.
Mivel po(t) = (t — 1)p1(¢t), harmadfokd, az A minimélpolinomja meg kell egyezzen
pa(t)-vel és az A harmadik sajatértéke 1. Az A sajatvektorai alkotta ortonormélt
bézisban a Q matrixa

1 0 0
A/ _ 0 1+%/ﬁ 0
0 0 1—v/17




6. Fejezet

Differencialszamitas

Ez a fejezet az eddig tanult linedris algebra tananyag alkalmazdsaként megmutatja,
hogy hogyan vihet6 4t a derivalt fogalma tobbvaltozds fiiggvényekre. Latni fogjuk,
hogy a derivalt tulajdonképpen az els6 félévben megismert érinté approximéacié fo-
galmanak természetes kiterjesztése a linedris algebra eszkozeivel. Targyalni fogjuk
a derivalt legfontosabb tulajdonsdgait, majd ratériink a tobbvaltozds fliggvények
szélsbértékeinek meghatirozasara.

6.1 Matrixok normaja

Ebben a bevezeto jellegii szakaszban a linedris leképezések, illetve a matrixok
norméjaval, és azok legfontosabb tulajdonsidgaival ismerkediink meg. Amint azt
latni fogjuk, ezzel a norméval ellatva a leképezések vektortere ugyanolyan normélt
teret alkot, amilyenre mar szamos példat lattunk az analizis tanulmanyaink soran.
Igy lehetOségiink nyilik a métrixok terének topoldgiai jellegli vizsgdlatara, amelyre
az alkalmazédsok (példdul Neumann-sorok) szempontjabdl is nagy sziikségiink lesz.

Lényeges szempont a tovabbiakban, hogy az euklideszi terek egy ortonormalt
béazisat rogzitettnek tekintjiik, és nem tesziink kiilonbséget egy linedris leképezés,
illetve annak az adott bazisban vett matrixa kézott. Ugyanarra gondolunk tehat, ha
akar leképezésrol, akar matrixrdl beszéliink. Ez elvi problémat sem okozhat, hiszen
izomorf vektorterek azonositasarél van sz6. Ha valamikor a bézis megvaltoztatasa
keriilne széba, akkor erre kiilon felhivjuk a figyelmet. Egyébként, hacsak mast nem
mondunk, vektortéren mindig valds test feletti vektorteret értiink.

Legyenek tehat a tovabbiakban X és Y euklideszi terek, és dim X = p, illetve
dimY = ¢. Tovébbra is hasznéljuk az L(X,Y) jelolést az X téren értelmezett, ¥
térbe képez6 linearis leképezések vektorterére. Ha torténetesen X = Y, akkor a
révidebb L(X) jelolésmoddal éliink.

Tekintsiink egy A € L(X,Y) linedris leképezést.

6.1.1 Definicié. Az A leképezés norméajan az eqységgomb felszinén felvett értékei
abszolut értékeinek felsd hatdrdt értjik, azaz

|All = sup [|Az] .

llz(l=1

159
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Vilagos, hogy a definiciéban supremum helyett maximum is irhatd, hiszen egy
folytonos fliggvény egy kompakt halmazon Weierstrass tétele értelmében felveszi a
legnagyobb értékét. (Lasd az 1. gyakorlatot.)

Elsé pillantasra nem vildgos, hogy a normat miért éppen igy értelmezziik. Amint
azt latni fogjuk, ez a definicié valdoban normat definidl, de ezt nagyon sok més
modon is meg lehetne tenni. Mondhatnank példaul azt, hogy a normat definidljuk
a legnagyobb abszolit értékili oszlop abszolit értékével, azaz

1/2
||A|| - lrgaé( (Z azy) ’ (61)
vagy éppen vehetnénk norméanak az elemek abszolut értékeinek maximumat is, tehat

Al = _ max ol (62
Nem nehéz belatni, hogy a (6.1) és (6.2) relaciok tényleg kielégitik a norma axiémait
(lasd a 2. gyakorlatot). Az &ltalunk bevezetett definicié mellett az sz6l, hogy,
amint azt latni fogjuk, igen praktikus tulajdonsagai vannak, valamint szimmetrikus
matrixokra nagyon szép algebrai jelentése is van. Tovabbi érv az, hogy a fenti két
relacié a normat a matrix elemeinek segitségével értelmezi, igy a norma fligghet
a bézis megvilasztasatol. A 6.1.1 Definicié azonban a leképezés norméjat vezeti
be, amely nem véaltozik 4j bazisra torténd attéréskor, ha a skalaris szorzatot mar
rogzitettiikk. Térjiink tehdt rd az altalunk értelmezett norma tulajdonsagainak
Osszefoglalasara.

6.1.2 Allitas. Az L(X,Y) vektortér a 6.1.1 Definiciéban bevezetett normdval
normdlt teret alkot, azaz

Al >0, és ||A|| =0 akkor és csak akkor, ha A =0,

tovabba
A+ Bl <[All + B, (6.3)

illetve

[AA] = [A] - [A]
barmely A, B € L(X,Y), és X\ skaldr mellett.
Bizonyitas. A (6.3) egyenlétlenség abbdl adédik, hogy

sup [[Ax + Bz| < sup |Az|| + sup |Bz| ,

flz[|=1 |l|= z[=1

mig a masik két reldcié a definicié nyilvanvalé kévetkezménye. O
Megjegyezziik, hogy a (6.3) egyenl6tlenséget a szokdsoknak megfeleléen hdrom-
szogegyenl6tlenségnek nevezziik.

6.1.3 Allitds. Minden z € X esetén

[Az| < [|A[} - l=]] -
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Bizonyitas. Az allitds trividlis ha x = 0. Ha = # 0, akkor, minthogy x/| ||
egységnyi normaju vektor, a definicié alapjan azt kapjuk, hogy

a1 = 4 (757 )|

ami az allitdsunkat igazolja. |

Az is konnyen beldthaté a definicié alapjén, hogy ||A|| éppen azzal a legkisebb
A nemnegativ szammal egyezik meg, amelyre minden z mellett érvényes az ||Az|| <
Al|z|| egyenlStlenség (lasd a 3. gyakorlatot).

)

6.1.4 Allitdas. Ha A és B olyan leképezések, hogy a BA szorzat értelmes, akkor
IBA[| < [IB] - Al -

Bizonyitas. Valoban, barmely = vektor mellett
[(BA)z|| = ||B(Az)|| < |B]l - [|Az]| < | B]| - [|A]l - [|]]

az eloz6 allitasunk alapjan. Innen azonnal adddik az allités. O

A norma néhany praktikus tulajdonsiganak megismerése utan térjiink ra annak
vizsgalatara, hogy vajon milyen algebrai jelentést hordoz egy méatrix norméja. Amint
azt latni fogjuk, sok esetben kénnyebb a norma meghatarozasa az algebrai jelentése,
mint kozvetleniil a definicié alapjén.

6.1.5 Allitas. Tekintsink egy q X p méretd A mdtrizot. Akkor || A|| megegyezik az
A* A mdtriz legnagyobb sajdtértékének négyzetgyokével.

Bizonyitas. A linearis algebrabdl jol ismert, hogy A*A szimmetrikus pozitiv
szemidefinit matrix, tehat a sajatértékei nemnegativ valds szamok. Legyen most
v1,...,Vp az X vektortérnek egy olyan ortonormalt bazisa, amelyben A*A diagonalis
alaki. A vy, ..., v, vektorok az A* A métrix sajdtvektorai, a megfelel sajétértékeket
jelolje A1,...,Ap. A sajatértékek kozott azonosak is eléfordulhatnak, mindegyiket
annyiszor frtuk ki, amennyi a multiplicitasa. Tegyiik fel, hogy a sajatértékek kozott
a legnagyobb éppen \;. Azt kell igazolnunk, hogy ||A|| = v/ Ax.

Tekintsiink egy tetszéleges x € X vektort, amely egységnyi norméju, és amelyet
a v1,...,vp bazisban az

p
xr = Z T;U;
i=1
linedris kombindcié allit el6. Ekkor

p p
|Az||? = (Az, Az) = (z, A*Az) = <Z mivi,Z)\ixin-}
i=1 i=1

P p
E : 2 § : 2

= )\ixi < )\kxi = )\k )
i=1 i=1

hiszen ||z|| = 1. Ez azt jelenti, hogy [|Az| < +/Ax minden egységnyi normaji x
vektor esetén, azaz ||A|| < v/Ap. Maésrészt ha a fenti levezetésben az x vektornak
éppen a vy bazisvektort védlasztjuk, akkor azt kapjuk, hogy

|Avg||* = (vg, A% Avg) = (vg, \vr) = Mg
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azaz || Al| > v/ Ak, ami az éllitdsunkat bizonyitja. O

6.1.6 Kovetkezmény.  Tegyik fel, hogy A szimmetrikus mdtriz. Jeldlje Amin,
illetve Amax az A legkisebb, illetve legnagyobb sajatértékét. Ekkor

Amin|v]|2 < (0, Av) < Amax|v]]?

s

€s

minden v € X esetén. Nevezetesen ||All megegyezik a |Amax Amin| k02il a nagy-

obbikkal.

Bizonyitas. Tekintsiik az X egy olyan ortonormdlt bazisit, amely az A
sajatvektoraibdl all. Ebben a bazisban a fenti kvadratikus alak négyzetosszegként

all el6, azaz ha a v vektor koordindtdi ebben a bdzisban vy, ..., v,, akkor
P
2
(v, Av) = Z)‘Wi ,
i=1

ahol a \; egylitthatok az A megfelel$ sajatértékei. Innen azonnal adddik a fenti
egyenlStlenség, hiszen S°F_; v = ||v]|2.
Az ||A|| elallitésa a 6.1.5 Allitas kizvetlen kévetkezménye, hiszen ekkor A*A =
A?, és A? sajatértékei éppen az A sajatértékeinek négyzetei. a
A késbbbiekben egy feltételes szélsGértéken alapulé moddszerrel is taldlkozunk
majd a norma meghatarozasara.

6.1.7 Példa. A norma segitségével megfogalmazhatjuk a geometriai sorok
osszegképletének matrixokra érvényes altaldnositasat is. Megmutatjuk, hogy ha
|A]| < 1, akkor I — A invertdlhatd, ahol I az egységmatrix, tovabba

(I—A)t= iA’“. (6.4)
k=0

Itt a végtelen sor konvergencidja normaban értendd, azaz azt mondjuk, hogy
a Y52, A" sor konvergens, és az Osszege az S matrix, ha az S, = Yp_, A"
részletosszegekre igaz, hogy

lim [|S, — S| =0.
n—oo

Az abszolit konvergens sorokrél szolé tételhez teljesen hasonléan megmutathato,
hogy a 7, A sor konvergencidjanak elégséges (de nem sziikséges) feltétele a
S22 o [|A¥|| numerikus sor konvergencidja. Ez utébbi azonban esetiinkben ny-
ilvdnvald, hiszen nemnegativ tagi sorrél van szé, és a részletoszszegek az [|AF|| <
| A||¥ egyenlétlenség alapjan (lasd a 6.1.4 Allitast) feliilré] becsiilheték a 352, || A|*
konvergens geometriai sor részletosszegeivel. Tehat az Osszehasonlitéd kritérium sz-
erint a (6.4) alatti végtelen sor konvergens.

Megmutatjuk, hogy a fenti sor 6sszege éppen az I — A métrix inverze. Az eddigi
jeloléseinket hasznalva

Sp(I—A)y=I—-A"" =T,

hiszen A"T! — 0 a feltételiink szerint. Masrészt nyilvanvaléan S, (I—A) — S(I—A),
hiszen

1Sn (I = A) = S = A)|| < ([T = A[[ - [[Sn = S] = 0.
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Ez azt jelenti, hogy S(I — A) =1, azaz S = (I — A)~!, amit igazolnunk kellett.

Megjegyezziik, hogy a (6.4) formula fontos szerepet jatszik az elméleti koz-
gazdasdgtanban. Az irodalomban a (6.4) alatti végtelen sort Neumann-sornak
is nevezik . A kozgazdasdgi input-output modellekben, ha A jeloli a fajlagos
raforditasi matrixot, akkor az (I — A)~! métrixot az A Leontief-inverzének nevezik.
Fontos kérdés ezekben a modellekben, hogy melyek azok a matrixok, amelyeknek
létezik csupa nemnegativ elemii Leontief-inverze. Az ilyen métrixokat produktivnak
nevezik. Amint azt a (6.4) formuldbdl azonnal lathatjuk, a nemnegativ elemii A
fajlagos raforditdsi matrix produktiv, ha teljesiil rd az ||A|| < 1 feltétel.

6.1.8 Példa. Az elméleti kozgazdasigtan irodalmédban gyakran el6fordul a
dominans sajatérték fogalma, amely egy maétrix abszolut értékben legnagyobb
sajatértékét jelenti. Késobbi tanulmanyainkban latni fogjuk, hogy egy nemnegativ
elemil matrix produktivitdsdnak sziiséges és elégséges feltétele az, hogy a domindns
sajatértéke kisebb, mint 1 (ez a nevezetes Perron-Frobenius-tétel). Nem art felhivni
a figyelmet arra, hogy ez a fogalom &altalaban nem egyezik meg a matrix normajaval.
Ha X jeloli az A matrix domindns sajatértékét, akkor mindenesetre

A< [IA]

am egyenl6ség pontosan akkor érvényes, ha A alkalmas bazisban diagondlis alakra
hozhaté (lasd a 7. gyakorlatot). Tekintsiik példaul a nem diagonalizélhatd

.

matrixot. Ekkor az A matrixnak A = 1 kétszeres sajatértéke, de a 6.1.5 Allités
alapjan konnyen ellenérizhetd, hogy ||A|| = (1 +v/5)/2.

6.2 Differencialhatosag

Ebben a szakaszban bevezetjiik a tobbvaltozés fiiggvények derivaltjanak fogalmét.
Vegyiik észre, hogy a fogalom természetes dltalanositasa az elsd éves analizisben
megismert érintd approrimdcid fogalmanak, és tulajdonképpen semmi djat nem tar-
talmaz. Pusztdn a linearis leképezés fogalmat hasznéljuk az egydimenzids esetnél
altaldanosabb értelemben.

6.2.1 Definicié. Legyenek X és Y euklideszi terek, és tekintsik az f : X — Y
leképezést, amely értelmezve van az x € X pont eqy kérnyezetében. Azt mond-
jJuk, hogy f differencidlhaté az x pontban, ha taldlhaté olyan A € L(X,Y) linedris
leképezés, hogy barmely v € X, v +v € Dy esetén

flz+v) = f(z) + Av +r(v)

ahol lim,_ ||[7(v)||/||v]] = 0. Ebben az esetben az A leképezést az f derivdltjanak
nevezziik az x pontban. Jelolése A = f'(z).

Megjegyezziik, hogy az érinté approximéacié fogalmahoz hasonléan a fenti
definicié azt fogalmazza meg, hogy az x pont egy kornyezetében az f fliggvény
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jol, azaz kis ordé nagysdgrendben kozelitheté az A linedris leképezéssel. Viladgos
ugyanis a definiciobdl, hogy az r : X — Y fiiggvény kis ordé nagysdgrendi az x
kornyezetében.

Nem latszik a definiciébdl, hogy a derivalt egyértelmiilen meghatirozott, azaz
csak egyetlen olyan A linearis leképezés létezhet, amely kielégiti a fenti definiciot.
Erre ad vélaszt az alabbi allitas.

6.2.2 Allitas. A derivdlt egyértelmiten meghatdrozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A és B linearis leképezések egyarant eleget
tesznek a definicié kovetelményeinek, azaz, ha x +v € Dy, ugy

fle4+v) = f(z)+ Av+r(v)
fle+v) = f(z)+ Bv+q),

ahol r és ¢ kis ordé fiiggvények. Ekkor a C' = A — B jeloléssel a Cv = r(v) — q(v) =
o(v) egyenldséghez jutunk, amely ugyancsak kis ordé fliggvény. Tehdt tetszéleges
v # 0 vektor mellet

[Coll _ ICGOI _ oGl

ol el 15l ’

ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy Cv =0, azaz C = A— B =0. |

Nyilvanvalé, hogy ha f differencidlhaté az & pontban, akkor ott folytonos is.
(Lasd a 8. gyakorlatot.) Azt is belatjuk, hogy egy linearis leképezés mindeniitt
differencialhaté, és a derivaltja sajat maga.

6.2.3 Allitas. Ha f linedris, akkor minden v € X pontban differencidlhato, és

f'x) = f.

Bizonyitas. Valéban, alkalmazzuk a definiciét az A = f, r = 0 szereposztas
mellett. -

6.2.4 Példa. Tekintsiik az f : X — R, f(z) = (x, Bx) kvadratikus alakot, ahol
B € L(X) szimmetrikus transzformacié. Megmutatjuk, hogy f minden z € X
pontban differencidlhatd, éspedig f'(x) = 2Bxz.

Valéban, barmely v € X vektor mellett

f@+v)— ) = (o+v,B@+v) -z Ba)
= (v, Bz)+ (z, Bv) + (v, Bv)
= (v,2Bz) + (v, Bv) ,

hiszen B szimmetrikus. Allitdsunk igazoldsghoz tehat elég megmutatni, hogy (v, Bv)
kis ordé nagysagrendii. Ez azonban egyszeriien lathaté a

(v, Bv)| < 1B - [[o]|?

egyenlGtlenséghdl.
Megjegyezziik, hogy ebben a példdban 2Bx azt az L(X,R) = X* térbeli linedris
fliggvényt jelenti, amelynek matrixa az a sorvektor, amelynek elemei éppen a 2Bx

koordinatéi. Nevezetesen
2Bx(v) = (v, 2Bx)
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barmely v € X esetén.

Az alabbiakban o6sszefoglaljuk a derivélt legfontosabb tulajdonsagait. A kovet-
kez6 allitas egyszerien adddik a definicidbdl.
6.2.5 Allitas. Tegyiik fel, hogy az f és g fliggvények egyardnt differencidlha-
tok az x € X pontban, és legyen N € R tetszbleges. Akkor f + g, illetve A\f is
differencidlhatok az x pontban, és

(f +9) (@) f'(x) +4'(x)
(AN (@) = Af(x)

Az alabbi tétel az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlyat altalanositja euklideszi
terekre. Vegyiik észre azonban, hogy e tétel bizonyitasa szinte sz6 szerint megegyezik
az analizisben tanulttal.

Legyenek tehat X, Y és Z euklideszi terek, és tekintsiik az f : X — Y, valamint
ag:Y — Z figgvényeket. Tegylik fel, hogy x belsé pontja az f értelmezési
tartomanyanak, és f(x) is bels6 pontja a g értelmezési tartomanyanak.

6.2.6 Tétel. Ha f differencidlhato az x pontban, tovdbbd g differencidlhatd az
f(x) pontban, akkor go f is differencidlhaté az x pontban, éspedig

(g0 f)(z) =g (f(x))f ().

Bizonyitas. A feltételeink azt jelentik, hogy

fla+v) = f()+ f@w+r(v),

illetve
9(f(z) +u) = g(f(2)) + ¢'(f(@))u+ q(u)

ahol r és ¢ egyarant kis ordé nagysagrendiiek. Ha most v € X tetszOleges, akkor az
u= f(x+wv)— f(z) jeloléssel

9(f(z +v)) = g(f(2)) "(f(@))u+q(u)

)
= )(f(z +v) = f(2)) + q(u)
) /
)

(f'(@)v +r(v) + q(u)
fl@o+ g (f(@)r(v) + q(u) .

Azt kell igazolni, hogy ¢'(f(x))r(v) + q(u) kis ordé nagysdgrend(i v szerint. Ezt
tagonként mutatjuk meg. Az elsé tagra ez a megdllapitas nyilvanvald, hiszen

i LG g 17O

v=0 o] =0 o]

9
9
=49
9

A maésodik tag kis ordé nagysdgrendii u szerint. Ez azonban v szerint is igaz, ugyanis

lgw)| [ 0. ha f(z +v) — f() =
I LM R b ) - 1) 2

[[ul v

0
0
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Mivel az f folytonossdga miatt v — 0 esetén u — 0 is fenndll, azért

la(w)l _
v=0 ]| ’
hiszen az
1f(z+0) = f@)] _ [/ (@)v+r@)l _ 1 @) + [[r (o)l
[[v]] [[v]] B [[v]]
tort korlatos. O

Ha esetiinkben dim X = p, dimY = ¢ és dim Z = r, akkor ¢'(f(z)) r x ¢, illetve
f(x) g x p méretli matrixok, és ennek megfeleléen a (g o f)'(z) szorzatmdtrix r x p
méreti.

6.2.7 Tétel. Legyen f: X — R differencidlhato az x pontban, és tegyiik fel, hogy
az x pontban az f figgvénynek lokdlis szélséértéke van. Akkor f'(x) = 0.

Bizonyitas. A feltételiink mellett tetszéleges v € X esetén a g : R — R,

gt) = f(z +tv)

fiiggvénynek a 0 pontban lokalis szélsGértéke van. Masrészt a 6.2.6 Tétel szerint g
differencialhat6 a O pontban, és

Ez éppen azt jelenti, hogy f'(x) = 0. O
A figgvény értelmezési tartomanyanak azon pontjait, ahol a fliiggvény differ-
encidlhato, és a derivalt zérus, kritikus pontoknak nevezzik.

6.2.8 Példa. Legyen B € L(X) szimmetrikus transzformécié, és tekintsik a
Q(z) = (x, Bx) kvadratikus alakot. Keressiik meg a () szélsGértékeit. A 6.2.4 Példa
szerint Q) differencialhatd, és Q'(x) = 2Bx. A 6.2.7 Tétel alapjan a kritikus pontok
a

Q'(z) =2Bx =0

homogén linearis egyenletrendszer megoldésai, azaz a ker B altér elemei. Vildgos,
hogy ezek a kritikus pontok minimumbhelyek, ha B pozitiv szemidefinit, maximumbhe-
lyek, ha B negativ szemidefinit, illetve egyikiik sem szélséértékhely, ha B indefinit.

6.3 Parcialis derivaltak

Természetes kérdés a derivalt fogalmanak bevezetése utan, hogy vajon hogyan
hatarozhaté meg a derivalt matrixa. Ezt a kérdést vizsgdljuk meg ebben a sza-
kaszban.

Legyenek tehat a tovabbiakban X és Y olyan euklideszi terek, amelyekre
dimX = p, és dimY = ¢. Tekintsiink egy olyan f : X — Y fiiggvényt, amely
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differencidlhat6 az € X pontban. Ekkor a definicié szerint f'(x) € L(X,Y), azaz
a matrixa ¢ X p méretii. Mivel

fi

f2

r="

fq
ahol az f; fiiggvények az f koordindtafiiggvényei, azért az f’'(r) métrix sorait az
egyes koordinatafiiggvények derivaltjai alkotjak, azaz

fi(@)

pa = | 5

fi()

Elegend6 tehat megvizsgélni, hogy hogyan allithato el egyetlen koordinatafiiggvény
derivaltjanak a matrixa. Ezért feltehet6, hogy Y = R.

Megjegyezziik, hogy az f differencialhatosagabdl kovetkezik a koordinatafiigg-
vények differencidlhatéséga, és forditva, ha az f minden koordinatafiiggvénye differ-
encidlhaté, akkor f is differencidlhaté (ldsd a 9. gyakorlatot).

Tekintstink tehat egy f : X — R fiiggvényt, és jelolje eq, ..., e, az X rogzitett
ortonormalt bazisat.

6.3.1 Definicié. Legyen x € X az f értelmezési tartomdnydnak belsé pontja. Azt
mondjuk, hogy f parcidlisan differencidlhatd az i-ik vdltozo szerint az x pontban, ha
létezik a

lim = (f(z + tes) — f(2)) = Dif (2)

hatarérték, és ez véges. A D; f(x) hatdrértéket az f parcidlis derivdltjanak nevezzik
az x pontban.

Ha bevezetjik a g(t) = f(x+te;) fiiggvényt a szdmegyenesen, akkor az f parcialis
differencidlhatésaga az i-ik valtozo szerint az x pontban azt jelenti, hogy ¢ differ-
encidlhaté a 0 pontban, és ¢'(0) = D;f(x). Ennek az a szemléletes tartalma, hogy
az f figgvényt csak az i-ik valtozdjaban vizsgédljuk, a tobbi valtozdt rogzitett kon-
stansnak tekintjlik az x pontban.

6.3.2 Példa. A definici6 figyelmes atolvasasdval lathatjuk, hogy elészor a be-
helyettesitést végezziik el, csak utdana a formalis derivalast. Tekintsiik példdul az
f:R? - R,

f(z,y) = e® Y2 /3 4 22 4 y2(22 — 3y — 6)°sin? (7 + x) cos? (7 + )

fliggvényt, és hatarozzuk meg az y szerinti parcialis derivéltjat az origéban. Minden
szadmoléds nélkiil azonnal lathat6, hogy Dy f(0,0) = 0, ugyanis az x = 0 tengely
mentén az f fliiggvény azonosan nulla.

6.3.3 Allitas. Ha f differencidlhato az x pontban, akkor f minden vdltozoja szerint
parcidlisan differencidalhato az x pontban, éspedig

Dif(x) = f'(x)e; .
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Bizonyitas. Valéban, a differencialhatésag miatt

1 1 r(te;
Lf o) — f(a)) = (@) (ted) +rlte) = fae; + "D
amibél t — 0 mellett azonnal adédik az Allités. 0O

6.3.4 Példa. Megjegyzendd, hogy a fenti allitas nem fordithaté meg. Nevezetesen
nem nehéz példat mutatni olyan fiiggvényre, amely valamely pontban parcidlisan
differencidlhaté az Osszes valtozdja szerint, de a fliggvény még csak nem is folytonos
abban a pontban. Tekintsiik példaul a sikon az

2zy ha 22 4+ y2 #0

_ ) =g
f@y) {o, killonben

figgvényt. Konnyen lathat6, hogy D;1f(0,0) = Dyf(0,0) = 0, azonban f nem
folytonos az origéban. Valoban, f a koordinatatengelyek mentén zérus, mig a 45°-os
egyenes mentén 1, igy f az origd barmely kornyezetében egyarant felveszi a 0 és az
1 értékeket is.

A parciilis derivaltak ismerete mar lehet6vé teszi a derivalt métrixanak felépi-
tését. Amint lathatjuk, ha f : X — R az x pontban differencialhato fiiggvény, akkor
f'(x) olyan 1 x p méret{i métrix, amelynek i-ik eleme éppen D; f(z). Ezen észrevétel
alapjan a keresett matrix mar konnyen megadhaté.

6.3.5 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az f : X — Y filiggvény differencidlhato
az x pontban. Akkor az eddigi jeloléseinket megtartva

Difi(z) Dafi(z) ... Dpfi(z)

. Difo(z) Dofa(z) ... Dpfa(x)
fi(z) = : :

leq(a:) D2fq(x) Dpfq(x)

Megjegyezziik, hogy a derivalt fentebb megadott méatrixat néha az f Jacobi-
matrixanak nevezik az x pontban. Amikor f valds szamértékl fiiggvény, tehat a
Jacobi-métrixa csak egyetlen sort tartalmaz, akkor a Jacobi-matrix helyett elterjedt
a gradiens vektor elnevezés is. Mi azonban a tovabbiakban is kizardlag a derivalt
elnevezést hasznaljuk.

6.3.6 Példa. Tekintsitk példaul azt az f : R? — R? fiiggvényt, amely a sik
pontjainak poléris koordindtait derékszogli koordinatdkra véltja, azaz

r cos 6
f(r.0) = [ rsind ] ’
és legyen ¢ : R? — R? a kovetkezd:
2 —ay

g(z,y) = | y* —ay
2xy
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Hatérozzuk meg a (g o f)'(1,7/3) métrixot.
A 6.3 Kovetkezmény szerint

SAG 169

! | cos@ —rsinf
fir6) = [ sin # rcos@] ’
tovabba
2t—y -
J@y)=| -y 2y-=
2y 2z
Igy a 6.2.6 Tétel alapjin
[ 1-v3/2 —1/2
(go ) (1,7/3) = V32 V3-1/2 |- /2 —/3/2
V3 1 V32 1/2

:1/2—\/3/2 1/2 —/3/2
3/2—/3/2 1/2+/3/2
V3 1

)

amely természetesen 3 x 2 méretii.

6.3.7 Példa. Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlyanak gyakorta hasznalt
specialis esete az, amikor f : R — RP és g : RP — R differencialhaté fliggvények.
Ekkor

P
(go f)(t) = Dig(f()fi(t),
i=1
ahol t € R, és az f; fiiggvények az f koordinatafiiggvényei.

6.3.8 Példa. A 6.2.7 Tétel szerint a szélséértéknek nyilvan sziikséges feltétele a
parcialis derivaltak eltiinése. Keressiik meg példaul az f : R? — R,

fla,y) = 52° + ay® -y
formulaval definilt fliggvény szélséértékeit. A kritikus pontokat a

le((L', y)
Dgf(l', y)

egyenletrendszer megoldasaval nyerjik. Ennek egyetlen megolddsa az origd, amely
azonban nyilvdn nem lokalis szélsGérték, hiszen az f fiiggvény az origd barmely
kornyezetében egyarant felvesz pozitiv és negativ értékeket is. Ezért az f fliggvény-
nek nincs szélsGértéke.

10z +y2=0
2zy — 4y =0

6.4 Folytonos differencialhatésag

Az el6z6 szakaszban mar lattunk példat arra, hogy a parcialis derivaltak 1étezése nem
feltétlentil jelenti a fiiggvény differencidlhatésdgat. Most azt fogjuk megvizsgdlni,
hogy milyen pétldlagos feltételek mellett igazolhaté a differencidlhatésag.
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Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy ha f : X — R differencidlhaté valamely x
pontban, akkor f’(z) a definicié szerint az X* duélis tér egy eleme. Azonban X*
és X természetes médon izomorfak, ezt az izomorfizmust az X bézisa, illetve az X*
duédlis béazisa kozotti bijekcié adja meg. Ezért az f/ : X — X* leképezés tgy is
tekinthetd, mint egy f': X — X leképezés. Formadlisan nézve itt arrél van sz6, hogy
az f'(x) sorvektorokat oszlopvektorok gyandnt kezeljiik.

6.4.1 Definicié. Legyen M az X euklideszi tér valamely nyilt részhalmaza, és
tegyiik fel, hogy az f : X — R figgvény differencidlhaté az M halmaz minden
pontjiban. Azt mondjuk, hogy f folytonosan differencidlhaté az x € M pontban,
ha f': X — X folytonos az x pontban.

6.4.2 Tétel. Az f figguény akkor és csak akkor folytonosan differencidlhaté az
x € M pontban, ha itt a parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak.

Bizonyitas. El6szor a sziikségességet igazoljuk. Tekintstik az x € M pontot, és
legyen € > 0. Ekkor az f’ folytonossdga miatt létezik olyan § > 0, hogy =,y € M,
|z —y|| < & esetén || f'(x) — f'(y)|| < e. Ekkor a 6.3.3 Allitas folytdn a parcialis
derivéltak léteznek, és

1Dif(z) = Dif(y)l = (f'(z) = f'(v)eil
< |If'@) = fll <e

barmely ¢ = 1,...,p mellett. Ez éppen a parcidlis derivaltak folytonossagat jelenti.

Térjiink ra az elegenddség bizonyitdsara. Legyen adott z € M és e > 0. Ekkor a
parcialis derivaltak folytonossaga alapjan van olyan § > 0, hogy minden x,y € M,
|z —y|| < 6 esetén

A

|Dif(z) — Dif(y)| <e€/p
barmely ¢ = 1,...,p mellett. (Ez nyilvin megteheté gy, hogy minden i esetén
valasztunk egy ilyen § szdmot, majd az igy kapott p darab § koziil kivalasztjuk a

legkisebbet. )
Valasszunk ezutan egy olyan v € X vektort, amelyre ||v|| < 0. Ha v koordinétai

rendre a vy, ..., v, valds szamok, ugy vezessiik be a
Fop T
. 'l)~
1 7
v=1 g |
L 0]

és ¥ = 0 jeloléseket (i = 1,...,p). Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint
vannak olyan 0 < t; < 1 szamok, hogy

p

fla+v)=fl@) = Y (fla+o) = fl@+o)) =

=1

D;f(x+ v 4 tivie;)v; =

|
'M“

=1
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p p

Z sz(.%')’l)z + Z (sz(.%' + Ui_l =+ tivie,-) — sz(x)) Vi

i=1 i=1
Itt a masodik szumma kis ordé nagysagrendii v — 0 esetén, hiszen

p
Z (le(l’ + vt + tﬂ)iei) — le(.%‘)) V;

i=1

p

SZ:e|vi| <

rlol

1

o]

Ez éppen azt jelenti, hogy f differencidlhaté az x € X pontban. Mivel f'(z) =
[D1f(z),...,Dyf(z)], azért az Gsszetett fiiggvény folytonossdga szerint f folytonos
is az x pontban. O

6.5 Masodrendiu derivaltak

Mar lattuk, hogy az egyvaltozos esethez hasonléan a derivalt zérus volta a
széls6értéknek csak sziikséges feltétele. Ebben a szakaszban bevezetjiik a mésodik
derivalt fogalmat, amelyre sziikségiink lesz az elégséges feltételek megfogalmazdsa-
hoz.

Tekintstink egy X euklideszi teret és egy f: X — R differencialhaté fliggvényt.
Amint azt mar emlitettiik, ilyenkor a derivalt fiiggvény olyan f/ : X — X
fliggvénynek is tekinthet6, amelynek koordindtafiiggvényei a D;f parcidlis de-
rivaltak.

6.5.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f kétszer differencidlhats az x € X pontban,
ha ' : X — X differencidlhaté az x pontban.

Vildgos, hogy ha f kétszer differencidlhaté az z pontban, akkor f”(z) € L(X)
az X euklideszi tér egy linedris transzformécidja. FEz azt jelenti, hogy a métrixa egy
p X p méretl négyzetes matrix. Mivel

Dy f
/ = )
D,f
azért f”(x) métrixa felirhaté a parciélis derivaltfiggvények parcidlis derivéltjaival,
azaz a masodrendil parcidlis derivaltak segitségével.

6.5.2 Kovetkezmény. Ha f: X — R kétszer differencidlhaté az © pontban, akkor
itt léteznek a mdsodrendi parcidlis derivaltjai, €s

Dllf(l‘) Dlgf(.’E) . Dlpf(ﬁb)

/ Dglf(x) Dggf(x) . Dgpf([]}>
fay=| ;

Dyif(x) Dpaf(z) ... Dppf(x)

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti métrixot az irodalomban néha az f fiiggvény
Hesse-matrixanak nevezik az x pontban. Mi azonban tovabbra is a masodik derivalt
elnevezést hasznaljuk.
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6.5.3 Példa. Legyen f : X — R kétszer differencidlhaté az x € X pont egy
kornyezetében, és legyen v € X adott. Tekintsiik a g(t) = f(z + tv) fliggvényt a
szamegyenesen. Ekkor az Osszetett fliggvény derivaldsi szabdlya alapjan g is kétszer
differencialhaté a 0 pont egy kornyezetében, és itt

g"(t) = (v, f"(z + tv)v) ,
ahol t € R.

6.5.4 Példa. Legyen példaul f:R?® — R az
fla,y,2) = 22%y + xyz — y*2*

formuldval értelmezett fiiggvény. A 6.5 Kovetkezmény szerint a mésodik derivaltat
az

4y 4o+ 2 Y

f(x,y,2)= | do+2 —222 x—4dyz

Y r—4yz  —2y°

méatrix adja meg.
A fenti példdban az f”(z) matrix szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy ez ltaldban

is érvényes.
6.5.5 Tétel. (Young tétele) Tegyiik fel, hogy f : X — R kétszer folytonosan
differencidlhatd az x € M pontban. Akkor f"(x) szimmetrikus mdtriz.

Bizonyitas. Nyilvan elég a bizonyitast kétvaltozos fliggvényekre elvégezni.
Tegyiik fel, hogy f : R?> — R kétszer folytonosan differencidlhaté az (z,y) pont-
ban. Legyen v € R rogzitett, és tekintsiik az

Ft)=fty+o)—fty),  G)=flz+ot) - fat)

fliggvényeket. A feltevéstink szerint ezek differencidlhatdk az x, illetve az y pont egy
kornyezetében, és
F(a+v) - F(z) = Gly+v) - Gy) . (6.5)

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint talalhatd olyan 0 < t < 1 szdm, amelyre
F(x+v) - F(z) = F'(z + tv)v
azaz az F definicigjara tekintettel

F(z+v)—F(z) = (Dif(z+tv,y+v)—Dif(z+tv,y))v
= (Diof(x+tv,y)v+o(v))v.

Innen a masodik derivalt folytonossiga alapjan

F —F
g P 0~ F@)
v—0 v

= D12 f(z,y) .
Teljesen hasonlé gondolatmenettel az adédik, hogy

Gly + 1;)2— W _ by f(ay) .

lim
v—0
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Ezért a (6.5) egyenléséghdl azonnal kovetkezik, hogy

Do f(x,y) = Darf(x,y) ,

azaz a masodik derivalt szimmetrikus matrix. O
A Kkovetkezd tétellink lényegében a Taylor-formula kiterjesztése tobbvaltozos
fiiggvényekre.

6.5.6 Tétel. Tegyuk fel, hogy [ kétszer folytonosan differencidlhaté az x € X pont
egy kornyezetében. Akkor

fl@+o) = f(z)+ fl(x)v + %@, f"(@)o) +o(|[v]?)

ahol
2
ollel?)

=0 [Jv]|?

Bizonyitas. Legyen adott € > 0. A mésodik derivalt folytonossdga miatt az x
pontnak van olyan kornyezete, amelyben

11" (@ +v) = ()] <e.
Vezessiik be a szdmegyenesen a
9(t) = f(z +t)
fliggvényt. Mivel ekkor g egy els6foku fiiggvény és az f kompozicidjaként all eld, az

Osszetett fiiggvény differencidlhatdsaga alapjan vilagos, hogy g kétszer folytonosan
differencialhaté a 0 egy kornyezetében, és

g'(0) = f'(x)v g"(0) = (v, f"(z)v) .

Alkalmazzuk a g fiiggvényre a Taylor-formulét, akkor taldlhaté olyan ¢ € [0, 1] pont,
amelyre

9(1) = 9(0) + 9'(0) + 34"(1).

Mivel g”(t) = (v, f"(z + tv)v), innen azt kapjuk, hogy
Flo o) = fG) + f@o 5o, @) + 5o, (" + 1) = ()o)
Itt az r(v) = 1/2(v, (f"(z + tv) — f"(x))v) jeloléssel vildgos, hogy
)] < Sl + ) = S @) < elel?

Ez éppen azt jelenti, hogy r(v) = o(||v||?), amit igazolnunk kellett. O
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6.6 A szélsoérték masodrendi feltételei

Egyvaltozos fiiggvények esetében a derivalt valamely zérushelye biztosan szélséér-
tékhely, ha ott a masodik derivalt nem nulla, s6t az eléjel azt is eldonti, hogy
maximumrdl, vagy minimumrdl van szé. Ebben a szakaszban latni fogjuk, hogy
tobbvaltozés fliggvényekre analdg feltételek érvényesek, csupan a maéasodik derivalt
elgjele helyett a megfeleld szimmetrikus matrix definitségével van dolgunk.

Tekintsiink tehat egy X euklideszi teret, valamint egy f : X — R kétszer
folytonosan differencidlhaté fliggvényt. Els6é tételink a szélsOérték sziikséges
feltételét fogalmazza meg.

6.6.1 Tétel. Ha x az [ lokdlis minimumbhelye, akkor f"(x) pozitiv szemidefinit

mdatriz.

Bizonyitas. Legyen v € X tetsz6leges vektor, és tekintsiik a g(t) = f(x + tv)
egyvaltozos fiiggvényt. A feltételiink szerint a 0 pont a g lokélis minimumhelye.
Masrészt a 6.2.6 Tétel szerint g kétszer differencialhato, ezért

0<¢"(0) = (v, f"(x)v) ,

és éppen ezt kellett igazolnunk. O
Természetesen analdg tétel érvényes maximum esetére is, akkor a méasodik de-
rivalt negtiv szemidefinit. Ezutan ratériink az elégséges feltétel bizonyitdsara.

6.6.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy f : X — R olyan kétszer folytonosan differencidlhato
figvény, amelyre f'(x) = 0, valamint f"(x) pozitiv definit. Akkor x az f lokdlis
minimumhelye.

Bizonyitas. A Taylor-formula alapjan (lasd a 6.5.6 Tételt) az x valamely
kornyezetében

fl@+v) = flx) = %<v,f”(x)v> +o(||v]*) (6.6)

Jelolje X az f”(z) matrix legkisebb sajatértékét, akkor a feltételiink szerint A pozitiv,
és a 6.1 Kovetkezmény alapjan

(v, " (@)v) = Allo]|*
minden v € X vektor mellett. Legyen § > 0 olyan, hogy barmely ||v|| < § esetén

o([[v]1?)

o2

A

3

Ezeket a (6.6) egyenlségbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

fle+ o)~ f() 2 Sl > 0,

hacsak ||v|| < 0, v # 0. Ez éppen azt jelenti, hogy = az f lokalis (szigori) mini-
mumbhelye. O
Magatdl értetédéen az f”(x) negativ definitsége lokélis maximumot jelent.

6.6.3 Példa.  Felvetédhet a kérdés, hogy miért nem hasznaltuk a 6.6.1 Tétel
bizonyitasdnak modszerét a 6.6.2 Tételre is. Abbdl ugyanis az adédna, hogy barmely



6.6. A SZELSOERTEK MASODRENDU FELTETELEI 175

v € X mellett a g(t) = f(x + tv) fliggvénynek a 0 pontban lokélis minimumhelye
van. Ebbdl azonban nem kovetkezik, hogy az f fliggvénynek az x pontban lokélis
mimimumbhelye lenne, amint azt az aldbbi példa is mutatja.

Tekintsiik a sikon az

fla,y) = (y — 2*)(y — 22°)

fliggvényt. Konnyen ellendrizhet6, hogy az origd kritikus pont. Masrészt e fliggvény

az y = x2, és y = 222 parabolak kozott negativ értékeket, azokon kiviil pedig pozitiv

értékeket vesz fel. Ezért barmely, az origéon atmené egyenesre lesziikitve a 0 pontban
az f fiiggvénynek lokalis minimuma van, de az origd az f fliggvénynek nem lokalis
minimumbhelye, hiszen f az origd barmely kornyezetében egyarant felvesz pozitiv és
negativ értékeket is. Mellesleg

i o 0 O
nyilvanvaléan pozitiv szemidefinit.
6.6.4 Példa. Vizsgaljuk most meg a haromvaltozés
fla,y,2) = 2?2 (7T — 2 — 2y — 32)

fliggvényt. Ekkor a kritikus pontokra a

Dif(x,y,2) = y*2°(T—20—2y—32)=0

Dof(z,y,2) = 2zyz>(T—2—3y—32)=0

Dsf(z,y,z) = 3ay?2(T—2—2y—42)=0

egyenletrendszer ad6dik, amelynek egyik megolddsa az (1,1,1) pont. Ezen a helyen
a masodik derivalt

2 2 _3
1,1, =| -2 -6 —6
3 -6 —12

Az A — A\l matrix elemi bazistranszforméacidjanak elvégzése utan az utolsé sorban a
AP 4 20A% + 59N + 42

polinomhoz jutunk. Ennek természetesen csak valds gyockei vannak, amelyek
szitkségképpen mind negativok, hiszen a polinomnak minden egytitthatéja pozitiv.
Ez azt jelenti, hogy a masodik derivalt negativ definit, azaz az (1,1,1) pontban az
f fuggvénynek lokalis maximuma van.

6.6.5 Példa. Kétvaltozos fliiggvények esetében a masodik derivélt definitsége
egyszeriien ellendérizhetd. Tekintsiik ugyanis az

p | Duf(z,y) Diaf(z,y)
P9 =1 by tey) Duflry)

métrixot az (z,y) kritikus pontban, és vezessiik be a

D(z,y) = D1 f(z,y)Daasf(z,y) — (D12 f(z,y))”

kifejezést. Ekkor a kovetkez6 esetek lehetségesek.
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e D(z,y) < 0 esetén a karakterisztikus polinom gyokei ellenkezé eldjeliiek, igy a
masodik derivélt indefinit. Ilyenkor az (x,y) pontban nincs szélséérték.

e D(x,y) > 0 esetén a karakterisztikus polinom gyokei azonos el§jeliiek, igy a
mésodik derivélt definit matrix. Méghozzd pozitiv definit, ha D1 f(z,y) > 0
(azaz (z,y) lokélis minimumhely), illetve negativ definit, ha Dq;f(z,y) < 0
(azaz (z,y) lokalis maximumbhely).

e D(z,y) = 0 esetén minden lehetséges. Az f(x,y) = 23 + 3® esetében az
origd nem szélséértékhely, mig az f(z,y) = 2* +1?, illetve ennek negatividnak
esetében az origd minimumbhely, illetve maximumhely. Konnyen ellenérizhet6
azonban, hogy mindharom esetben D(0,0) = 0.

6.6.6 Példa. Tegyiik fel, hogy valamely kisérlet kimenetelére p szamu megfigyelést
végeztiink, és az x1, ..., x, kiilonbo6z6 helyeken az y1, ..., y, értékek adédtak. Az az
elképzelésiink, hogy ezekre a tapasztalati adatokra linearis modell illeszthetd, azaz
egy olyan y = ma + b egyenletli egyenest keresiink, amelyre

mx1+b=1y mx, +b =1y,

Természetesen az adatok nem kovetik a mi hipotézisiinket, ezért altalaban ilyen
egyenes nem létezik. Ha ezt “mérési hibanak” tudjuk be, és megelégsziink egy jo
kozelitéssel, akkor egy olyan egyenest keresiink, amely az adatainkat “j61” kozeliti.
J6 kozelitésen azt értjiik, hogy az

f(m,b) = Z (mz; +b— yi)2

1=

—_

négyzetosszeg minimalis. Ezt a kozelité eljarast legkisebb négyzetek mddszerének
nevezzik.
A minimumhelyre a parcialis derivaltakbdl a

s

s
I
—

le(m, b) = Qxi(mxi + b— yi) =0

M=

Dyf(m,b) = 2(mz; +b—y;) =0

1

<.
Il

egyenletrendszer adédik. Innen a
P P P
inyi = mZx?—i—bei
i=1 i=1 i=1
P
Zyi = msz +bp (6.7)

i=1 =1

egyenletrendszert kapjuk, amibdl az m és b ismeretlenek mar koénnyen megha-
tarozhatok. Vilagos, hogy igy minimumhoz jutunk, hiszen f teljes négyzetek
Osszegeként all elo.
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Ezt a minimumbhelyet derivalas nélkiil, pusztan algebrai eszkoézokkel is megkap-
hatjuk. Ha bevezetjiik az

T 1 1 Y1
A= ol =] | w=| | z—“f]
Tp 1 Tp Yp

jeloléseket, akkor az RP térben

f(2) = 1Az —y)®

alakban irhaté. Ez nyilvan pontosan akkor minimalis, ha az Az—y vektor ortogonélis
az im A altérre. Ez azt jelenti, hogy az R? mindkét e; bazisvektordra (y — Az, Ae;) =
0. Innen egyszerii dtalakitassal az

(A%y,e;) = (A" Az, e;)
egyenlet adodik ¢ = 1,2 mellett, amibol
A'y=A"Az.

Itt A* A nyilvan invertalhatd, hiszen 2 rangt 2 x 2-es matrix. Kovetkezésképpen

[ ’Z ] =z = (A*A)" A%y
A kijelolt miiveletek elvégzésével konnyen ellenérizhetd, hogy igy is a (6.7) alatti
egyenletrendszer megolddsahoz jutottunk.

6.7 Az implicitfiiggvény-tétel
Szamos feladatban felmeriilé probléma, hogy valamely implicit médon megadott

flz,y) =0

egyenletbol az y véltozéd mikor fejezheté ki mint az x fliggvénye. Masként meg-
fogalmazva, mikor taldlhaté olyan g adott tulajdonsagu fiiggvény, amelyre a fenti
egyenlet azonossig lesz, azaz

flz,g(z)) =0
teljestil.

Példdul a mikrookonémidban kézenfekvének tiinik (bar nem nyilvanvald) az a
feltevés, hogy a hasznosségi illetve a termelési fliggvény szintvonalai (k6zombosségi
gorbéi) két termék kozotti fliggvénykapcesolatot fejeznek ki. Ezzel a kérdéskorrel
foglalkozunk a kovetkezd szakaszban.

6.7.1 Tétel. (Implicitfiiggvény-tétel) Legyenek X, Y és Z euklideszi terek,
dimX = p, dimY = dimZ = q, legyen (zo,y0) € X X Y adott pont, legyen f :
X XY — Z adott figgvény, f(xo,yo) =0, legyen f folytonosan differencidlhatd az
(o, y0) pont eqy kornyezetében, és tegyiik fel, hogy Da f (0, y0) € L(Y) mxm-méreti
invertdalhato mdtrix.

Akkor létezik az xog pontnak olyan U, az yg pontnak olyan V' kérnyezete, és létezik
pontosan eqy olyan g : U — V folytonosan differencidlhato fiiggvény, amelyre
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e UxV CD(f), D(g)=U, R(g) =V,
* 9(z0) = Yo,
o Yz €U esetén f(z,g(x)) =0,
o Vx e U esetén g'(x) = —Dof(x,9(z)) ' D1 f(z, g(x)).
Atfogalmazas: Az
FFLONUxV)={(z,9) e X XY : f(z,y) =0}N(U XxV)C X xY

halmaz (reldcié) az U halmazon értelmezett differencidlhatd fiigguény, azaz f~1(0)N
UxV=g:U—=Y folytonosan differencidlhato figgvény.

6.7.2 Megjegyzés.

e A fenti tétel igaz a 0 helyett V 2z € Z esetén: az f1(2)N(UxV)C X xY
halmaz (relacié) az U halmazon értelmezett differencidlhaté fliggvény.

e A tétel nem &llitja, hogy az f~!(z) az egész X-en fiiggvény, csupan azt, hogy
az xo egy kornyezetében az.

o A tételt ilyen altaldnosan most nem bizonyitjuk. A kozgazdasdgtanban azon-
ban sokszor elég a fenti tétel kétdimenzids specialis esete is, amely viszonylag
konnyen belathato.

6.7.3 Tétel. (Implicitfiiggvény-tétel, specidlis eset) Legyenek I,J C R nyilt
intervallumok, (xo,yo) € I x J adott pont, legyen f : I x J — R adott figgvény,
amelyre f((zo,y0)) = 0, tegyik fel, hogy az f : I x J — R figguény folytonosan
diffhats az (xo,y0) € I x J egy kornyezetében, és a Daf((xo,y0)) # 0.

Akkor létezik az xo pontnak olyan U = [xy — 6,20 + d] €s az yo pontnak olyan
V = [yo—e, yo+e] kdrnyezete, és létezik pontosan eqy g : [xo—0, xo+06] — [yo—¢e, yo+e]
folytonosan differencidlhato fiigguény, hogy

o [xg— 0,20+ 0] X [yo—€&, 90+l CIxJ, és R(g) Clyo—¢e,y0+¢] ,
L4 g(xO):yO ’
o Vx € [xg — 6,10+ I] esetén f(x,g(x)) =0 ,

o Vo € (20— 6,20 +0) esctén g () = —Ditlzata)

Bizonyitas. Nyilvén feltehet8, hogy Do f(xo,yo) > 0. Mivel az f folytonosan
differencialhaté az (zg,y0) € I x J pont egy kornyezetében, azért 3 v, > 0 szamok,
hogy V (z,y) € [xo — 7,20 + 7] X [yo — &,50 + €] esetén Dof(x,y) > 0, igy V = €
[xo — 7, x0 + 7] esetén az [yo — €, yo + €] intervallumon Ds f(x, ) > 0, igy az f(x,-) :
[yo — &,y0 + €] — R fliggvény szigortian monoton novekedd.

Mivel f(xo,y0) = 0, azért f(zo,y0 —€) < 0 és f(xo,y0 + ) > 0. Mivel az f
folytonos, azért 35 € (0,7), hogy Vo € [xo — d,z9 + J] esetén f(z,yo —e) < 0 és
f(z,y0+¢€) > 0.



6.7. AZ IMPLICITFUGGVENY-TETEL 179

Mivel az f(z,-) : [yo — €,y0 + €] — R fiiggvény folytonos, azért a Bolzano-tétel
szerint 1étezik, mivel szigortian monoton, azért pontosan egy y, € [yo — &,¥yo + €]
létezik, amelyre f(z,y,) = 0.

Legyen g : [xg — 0,20 + 0] — [yo — &,y0 + €] az a fliggvény, amelyre Vo €
[z — 0,z + J] esetén g(z) := yy.

A g definiciéjabdl kovetkezik, hogy Vo € [xg — §, 29 + 0] esetén f(z,g(x)) = 0,
mivel Vo € [z — J, ¢ + d] esetén pontosan egy fenti tulajdonsagu y, taldlhatd, azért
pontosan egy ilyen g fliggvény létezik.

Megmutatjuk, hogy a g fliggvény differencialhaté V = € (xg — J, 29 + 0) pont-
ban. Legyen z € (zg — J, ¢ + 9) tetszéleges pont, ekkor a Lagrange-kozépértéktétel
szerint létezik olyan u az x és a z kozott, valamint v a g(x) és a g(x) kozott, melyekre

0 = flz9(2) = flz,g9(x)) =
= f(z,9(2) = fx,9(2)) + f(2,9(2)) = f(x
= Dif(u,9(2)) - (z =) + Da.f(z,0) - (9(2) — g(x)).
Igy Dyf(x,v) # 0 miatt

9(z) —g(x) _ Dif(u,9(2))
z—x Do f(x,v)

Ha most tudnank, hogy a fenti egyenl6ség jobboldala korlatos, akkor abbdl mar
adédna, hogy a g fiiggvény folytonos. Ez sajnos az eddigiekbol nem kovetkezik, de
konnyen lathatd, hogy ha a bizonyitas elején koriiltekintobben vélasztjuk meg a d-t
és az e-t, akkor a fenti egyenléség jobboldala korlatos lesz. Nevezetesen a Dif és
a Daof (z0,y0)-beli folytonossdga és Daf((xo,yo)) > 0 miatt a 6 és ¢ > 0 szamok
véllaszthatdk olyan kicsire, hogy V (x,y) € [zg — 0,20 + d] X [yo — &, yo + €] esetén

Ds f((z0,90))

Dy f((z,y)) = 5 ¢ |[Dif(z,y)| < |[Dif(zo,y0)| + 1.
Ekkor V (z,y), (u,v) € [xg — 0,20 + d] X [yo — €, Yo + €] esetén
‘_le(%y) < oPrl@o,yo) +1
Dy f(u,v)| = Daf(zo,90) ’

amit éppen akartunk. Ezek szerint ha a d-t és az e-t a fentiek szerint vélasztjuk
meg, akkor a g fiiggvény folytonos.

Tovabbd mivel az f’ és a g folytonos fliggvények, azért V o > 0 esetén 1étezik az
z-nek olyan W kornyezete, hogy V z € W esetén

Dif(z,9(x))  Dif(u,g())

< o,
Dy f(z,9(x))  Daf(z,v) |
. . 2)—g(z) _  Dif(u
Mivel pedig 2 ;_i( ) — 5250(3: Ej))) azért
— D
’g(Z) g) | 1f(w,g(w))’ <,

z—x Dy f(x, g(x))

ezért a g fliggvény differencidlhaté az  pontban és

. Dif(eg(a)
9@ = By, g@)’
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Innen pedig a g, a Dif és a Dof folytonossdga alapjan adddik, hogy ¢’ is
folytonos. Mivel f(xg,y0) = 0 , igy a g(zo)-ra vonatkoz6 egyértelmiiségi feltétel
miatt g(xg) = yo. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

6.7.4 Példa. Tekintsiuk a sikon az
flay) =V o +y—-1=0

egyenletet. Vildgos, hogy f(0,0) = 0, és D2f(0,0) = 2, igy teljesiilnek az implic-
itfliggvény-tétel feltételei. Tehat talalhaté egyetlen olyan folytonosan differencial-
haté y = g(z) fuggvény a 0 pont kérnyezetében, amelyre a fenti egyenlet azonosség.
Erre a fliggvényre a tételiinkbdl

1
M) — — z+g(z) - _
g () et t9(@) + 1 (e +1) 1
adédik, azaz g(x) = —x, amelyet y helyére irva valéban azonossdghoz jutunk.

6.7.5 Példa. Az y valtozo kifejezhetOségét nem algebrai értelemben kell értentink,
tehat el6fordulhat, hogy a ¢ fliggvény létezését igazolni tudjuk, de azt algebrai
atalakitasokkal a fenti egyenletb6l nem tudjuk el6allitani. Tekintsik példaul az

"tV —2cosy+1=0

egyenletet. Meg lehet mutatni, hogy ez az egyenlet egy folytonosan differencidlhaté
figgvényt definidl, azaz létezik pontosan egy olyan g folytonosan differencidlhatd
fiiggvény, amelyre g(0) = 0, és

e*t9®) _2cosg(z) +1=0

minden z esetén, de persze az y valtozo a fenti egyenletbdl algebrai atalakitasokkal
nem fejezhetd ki.

6.7.6 Példa. (Egy mikrookonémiai példa: A helyettesitési hatararany):

A mikrookonémidban a hasznossagi fiiggvény a joszagtéren értelmezett olyan
fliggvény, amely a fogyasztd preferencidit fejezi ki. Feltéve, hogy két joszagunk van,
legyen wu : Ri — R egy hasznossédgi fliggvény, ekkor egy adott o € R hasznossagi
szinthez tartozé kézombosségi gorbe az

u o) = {(21,72) : u(z1,72) = a} C RL

szinthalmaz. Ez a halmaz (reldcié) nem biztos, hogy fiiggvény, de ha az u-ra tel-
jesiilnek a fenti tétel feltételei, akkor egy U kérnyezetben az, azaz u=!(a) =g : U —
R fliggvény, ami differencidlhato is, és

Dyu(z1, g (1))

g@) = - Dau(x1,g(1))

(a mikrookonémidban a ¢ fiiggvényt xo-vel szoktak jelolni, ekkor az el6bbi

Osszefliggés a kovetkezd alaki: 24 (z1)(= %) = —%), azaz helyettesitési

hatarrata megyegyezik a hatdrhasznok hanyadosanak az ellentettjével.
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Ebbol adédik az is, hogy ha u : Ri — R fliggvény monoton névekedd, (a de-
rivéltja nemnegativ) akkor a g : U — R fiiggvény monoton csokkend. Konnyen
lathaté tovabba, hogy ha az u : Ri — R fiiggvény konkav, akkor a g : U —
R fuggvény konvex, igy a ¢’ derivalt fliggvény nd, mivel ¢’ negativ, azért ab-
szolutértékben csokken, azaz a helyettesitési hatararany abszolutértékben csokken.

Ugyanez mondhaté el a termelési fliggvények esetében:

Egy f : RZ — R termelési fiiggvényre feltéve a fenti tétel feltételeit, azt
kapjuk, hogy egy koérnyezetben az f~!'(a) halmaz fiiggvény, azaz f~!(a) =
D1 f(z1,9(x1)) (a

Dy f(z1,9(z1))
mikrookonémidban megszokott jelolésekkel: xh(z1)(= %) = —%,) azaz
a technikai helyettesitési hatarrata megyegyezik a hatartermékek hanyadosanak az
ellentettjével.

g : U — R fliggvény, ami differencidlhaté is, és ¢'(z1) =

6.7.7 Példa. (Egy makrookonémiai példa: Az IS és az LM gorbék):

1. Az IS (investment—saving) gorbe:

A beruhézas a kamatlabtdl fiigg: (i), a megtakaritas a kibocséatastdl fiigg: S(Y).
Legyen F : Ry x Ry — R az a fliggvény, amelyre V Y,i € Ry esetén F(Y,i) :=
S(Y) — I(i), ekkor az S(Y) = I(i) egyenldségnek eleget tévé kamatlab—jovedelem
parok halmaza az

F7Y0) = {(Y,i) e R} : F(Y,i) =0} C R}

halmaz (relaci6), amely, ha az F' fliggvényre igazak a fenti tétel feltételei, akkor egy
kornyezetben differencidlhaté fiiggvény:

FH0)=i:U—R.

Kérdés, hogy milyen az i fiiggvényalakja? Mivel a fenti tétel szerint az i'(Y)(=
4y = —% = —% , ezért feltéve, hogy S'(Y) > 0 és I'(i) < 0, (azaz
a megtakaritds a kibocsatas esetén no, a beruhazis a kamatlab novekedése esetén
csokken,) adddik, hogy ¢/ (Y') < 0, azaz az i csokkend fiiggvény. (Ha a korményzat a
kibocsatast noveli, akkor a kamatlab csokken.)

2. Az LM (liquidity—money) gorbe:

A pénzkereslet a kibocsatastdl és a kamatlabtol fiigeg: Mp(Y, i), a pénzkinalat
alland6: M/P. Legyen F : Ry x Ry — R az a fiiggvény, amelyre V Y,7 € Ry esetén
F(Y,i) .= Mp(Y,i) — M/P, ekkor az Mp(Y,i) = M/P egyenlGségnek eleget tévo
kamatlab-jovedelem parok halmaza az

F7H0) = {(Y,i) e RY : F(Y,i) =0} C R

halmaz (relaci6), amely, ha az F fliggvényre igazak a fenti tétel feltételei, akkor egy
kornyezetben fliggvény:
FL0)=Y:U =R,

amely differencidlhatéés Y (i)(= %) = —gfigggg = —gj%gggg , ezért feltéve,

hogy D1 M(Y,i) > 0és DaM(Y, i) < 0, ( azaz a pénzkereslet a kibocsétds novekedése
esetén nd, a kamat novekedése esetén csokken,) adddik, hogy Y'(i) > 0, azaz az Y
novekvo fiiggvény. (Ha a kozponti bank a kamatlabat noveli, akkor a kibocsdtés
né.)
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6.8 Feltételes szélsoérték

Szamos széls6éérték probléma vezet olyan feladathoz, amelyben az f fliggvény
szélsbértékét egy adott K halmazon kell meghatdrozni. Ilyen esetekben az f'(x) =0
feltétel mar nem feltétleniil sziikséges feltétele a szélsGértéknek, hiszen elképzelheto,
hogy az f fliggvény a szélséértékét a K halmaz hatdran veszi fel.

Tekintsiik példdul az f(z,y) = = + y fliggvényt, és keressiik az f minimumét az
|z] <1, |y| <1 feltételek mellett. Ha bevezetjiik a

K={(wy) eR*: ]2l <1, |y <1}

halmazt (amely egy origd kozéppontu, két egységnyi oldali négyzet), akkor a fela-
datunk az f minimumhelyének megkeresése a K halmazon. Konnyen lathaté, hogy
f a minimumadt ezen a halmazon az (z,y) = (—1,—1) pontban veszi fel, de f de-
rivaltja természetesen sehol sem nulla. Az f fiiggvénynek persze az egész R? téren
nincs minimuma.

Legyenek tehat X és Y valoés euklideszi terek, dim X = p, dimY = g, és tegyiik
fel, hogy ¢ < p. Tekintstik az f: X — R és F': X — Y folytonosan differencidlhatd
fliggvényeket. Legyen a € Y tetszbleges adott pont. Keressiik az f fliggvény lokalis
minimumhelyét az F'(z) = a feltétel mellett, jelolésben

f(z) — min (6.8)
F(z)=a.

Ha bevezetjiik a
K={z€X:F(z)=a}=F(a)
jelolést, akkor a fenti feladat az

f(z) — min
re K

alakban is felirhatd.

6.8.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az xo € X pont a (6.8) feladat megolddsa,
ha egyrészt F(xg) = a, mésrészt az x pontnak van olyan U kornyezete, hogy

f(zo) < f(z)
barmely z € U N K esetén.

6.8.2 Definicié. A (6.8) feladat Lagrange-figgvényén az L: X xY — R,

L(z,y) = f(x) + (y, F(z))

figgvényt értjik.

Nyilvanvalé, hogy a Lagrange-fiiggvény mindkét véltozdja szerint folytonosan
differencidlhaté. Az egyszeriibb jelolésméd érdekében a kovetkezOkben az L elso,
illetve mésodik véaltozo szerinti parcialis derivaltjan az x, illetve az y szerinti de-
rivaltakat értjiik.
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6.8.3 Tétel. (Lagrange-féle multiplikator-tétel) Tegyiik fel, hogy zo a (6.8)
feladat megolddsa, és im F'(xg) = Y, azaz az F'(xg) mdtriz sorai linedrisan
fuggetlenek. Ekkor taldlhato olyan y € Y wvektor, hogy

D1L(x0,y) = f'(z0) + F'(20)*'y =0 . (6.9)

Legyenek az Y egy ortonormalt bazisara nézve az y € Y vektornak a koordinédtai
A1, ... A\q, ekkor a (6.9) egyenletet az

(o) +_ Nifi(zo) =0 (6.10)

=1

alakban is felirhatjuk, ahol az f; fliggvények az F koordinatafiiggvényei. Ezek szerint
a fenti tétel ugy is fogalmazhatd, hogy az optimalis pontban a feltételi fliggvények
derivaljainak van olyan linearis kombindciéja amely a célfliggvény derivaltjat allitja
eld. A A1, ...)\q egyiitthatékat Lagrange-féle multiplikatoroknak nevezziik.

A fenti tételben természetesen a DyL(zg,y) = a feltétel is teljesiil, hiszen
DyL(z0,y) = F(x) = a. Ha ezt az egyenletet a (6.10) egyenlethez csatoljuk, akkor
az x és y koordinataibdl allé p + g darab ismeretlenre p + ¢ darab egyenlet adddik,
azaz

Dy f(xo) p D1 fi(zo) ] [ 0
: > N : = : (6.11)
Dy f(xo) =1 Dy fi(zo) | L 0
fi(zo) 7 [ ai
fq(xO) J L Qp

A Lagrange-féle multiplikator-tételt is csak a kétdimenzids specidlis esetben bi-
zonyitjuk be. Ekkor a tételnek igen szemléletes a tartalma.

Legyenek I, J C R nyilt intervallumok, legyenek fo: IxJ — Rés fi : IxJ — R
adott fliggvénynyek, tekintsiik a fenti (6.8) feladatnak a kovetkez6 specidlis esetét:

fo(z,y) — min (6.12)
filz,y) =«

6.8.4 Tétel. (Lagrange-féle multiplikator-tétel, specidlis eset) Legyen
(xo,y0) € I x J a (6.12) feladat megolddsa, legyen az fo : I x J — R fligguény
differencidlhato az (xo,yo) pontban, legyen az f1 : I x J — R fiiggvény olyan, ame-
lyre teljestlnek az implicitfiigguény-tétel feltételei, azaz folytonosan differencidlhato
az (o, yo) pont eqy kérnyezetében és a Da f1(xo,yo) # 0.

Akkor 3 A € R Lagrange-szorzo, hogy

D1 2L((x0,Y0),A) = (0,0), azaz

To(mo, yo) + A1 (o, y0) = (0,0), azaz
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D fo(xo,y0) + AD1fi1(x0,y0) =0 és Dafo(xo,yo) + AD2fi(zo,y0) =0,

tovabba
D3 fo(x0,yo)

~ Daf1(z0,0)’
valamint feltéve, hogy Ds fo(xo,y0) # 0, teljesil, hogy

D1 fo(zo,y0) _ D1fi(zo, yo)
Ds fo(wo,%0)  Dafi(wo,y0)

A:

Bizonyitas. Mivel az f; fuggvényre, igy az fi — a figgvényre is fenndllnak az
implicitfiiggvény-tétel feltételei, azért 3 [zg — d, zo + 6] kornyezet, hogy az f;*(a) C
[0 — 6,20 + 6] x J halmaz (relacid) fiiggvény, azaz 3! g : [zo — d,20 + 0] — J
figgvény, hogy g(zo) = vo, Vo € [xo — d,20 + I] esetén fi(z,g(x)) = «, valamint

/ _ __ Difi(zo,y0)
g'(xo) = D2 f1(z0,y0)

Legyen h : [xg— 0,20+ 6] — R az a fliggvény, amelyre V = € [z9—J, z¢ + 0] esetén
h(z) := fo(z,g(x)). Mivel az fy differencialhaté az (xg,yo) pontban és g(z¢) = o,
azért a h is differencidlhaté az xg pontban, és

b (zo0) = fi(xo,g(z0)) - l g’(}lﬁo) ]

= [D1fo(z0,v0), D2 fo(zo, yo)] - [ 9/(20) ]

= D1 fo(wo,y0) + Dafo(zo,y0) - ¢'(x0)

D

= Difo(zo,y0) — D2.fo(zo,y0) - lm
D

= Difo(zo,y0) — D1f1(zo,y0) - m

Tovabbé, mivel egyrészt az (xo, yo) a fenti feladat megolddsa, masrészt g(zo) = yo
ésVx € [xg—0,x0+0] esetén f1(x, g(z)) = «, azért az xg a h fiiggvény minimumhelye.
Ezért /' (zg) = 0, azaz

D3 fo(x0, o)

leo(fxo, yo) — lel(an yO) ’ D2f1 (530 yO)

— 0. (6.13)

_ Dafo(z0,y0)

Ezek szerint a A := — 52 fi(xo0,y0)

valasztassal egyrészt a A definiciéjabdl nyilvan

D3 fo(xo, yo) + AD2 f1(x0, yo0) = 0,
masrészt a 6.13 szerint

D1 fo(xo, yo) + AD1.f1(x0,90) =0 .
Szintén a 6.13 szerint ha Dy fo(x,yo) # 0, akkor

D1 fo(zo,50) _ Difi(xo,%0)
Dsfo(xo,yo)  Dafi(wo,y0)
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6.8.5 Megjegyzés. A fenti tételben tegyiik fel, hogy nem csak az f1 : [ x J — R
figgvényre, hanem az fy: I x J — R fliggvényre is teljesiilnek az implicitfiiggvény-
tétel feltételei. Ekkor a tétel jelentése igen szemléletes és gy fogalmazhatd, hogy
ha az (xo,y0) a fenti feladat megoldasa, akkor a két fiiggvény szintvonalai érintik
egymast az (zg, yo) pontban.

Ugyanis ekkor egyrészt, mint a bizonyitdsban mar lattuk, mivel az f; fiiggvényre,
igy az f1—a figgvényre is fenndllnak az implicitfiggvény-tétel feltételei, azért 3 [xo—
§, w0 + 0] kornyezet, hogy az f~!(a) C [vg — 6,29 + ] x J halmaz (reldcid) diffe-
rencidlhaté fliggvény, azaz 3! g1 : [xg — 0, x0 + 0] — J fiiggvény, hogy g1(zo) = vo,
Va € [zg — 6,0 + d] esetén fi(z, g1(x)) = a, valamint ¢ (zg) = —% .

Midsrészt, ha az fy fliggvényre is fennallnak az implicitfiiggvény-tétel feltételei,
akkor ugyanigy 3 [xg— &9, £o + 6] kdrnyezet, hogy az f~1(fo(zo,x0)) C [ro— b0, T0+
do] x I halmaz (relacid) differencidlhaté figgvény, azaz 3! go : [xg — 0o, o + do] — I
fiiggvény, hogy go(zo0) = yo, Vo € [0 — do, To + do] esetén fo(z,g(z)) = fo(zo,y0),
valamint g (zo) = —%

A tétel szerint

D1 fo(zo,y0) _ D1f1(xo,%0)
Dafo(zo,90)  Dafi(z0,90) '

go(xo) = g1 (z0) ,

mivel go(zo) = yo = g1(x0), azért ez azt jelenti, hogy a két fiiggvény szintvonalai
érintik egymdst az (xg,yo) pontban.
Az itt elmondottak jél illusztralhatdk a kovetkezli példan keresztiil.

ezért

6.8.6 Példa. Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot:
Z -y — max (6.14)

z? + y2 =1.
A fenti tétel jeléléseivel fo(z,y) = z-y és fi(z,y) = 22 +1>. A feladat Lagrange-
fiiggvénye L(z,y) = x -y + Ma? +y?) , tovibbd D fo(x,y) = y és Dafo(z,y) = =,

tovabbd Difi(x,y) = 2x és Dafi(z,y) = 2y. Ezért ha (zo,yo)megoldasa (6.14)
-nak, akkor a Lagrange-elv szerint létezik A € R, hogy

D1,2£((I07 yO)u >\) = [?/07 ‘TO] + A [21‘07 290] = (07 0)7 azaz

[yo, zo] = —A - [2z0, 2y0].
Az xy szém nyilvdn nem lehet 0, mivel ekkor gy is 0 lenne, ellentmondédsban az
x3 + 2 =1 feltétellel. Igy
o= (=) - 200 = (=A) - 2- (=\) - 2z = 4\ - z

alapjan 4\%2 = 1. Innen \ = :I:%, tehat zo = yo vagy rg = —yp. Behelyettesitve az
egyenléség-feltételbe, mindenképpen azt kapjuk, hogy 223 = 1, azaz a megolddsok

(33 (VEE) (EE) D

koziil keriilhetnek ki. Az f fiiggvény értéke az elsé két helyen %, a mésodik
m

két helyen —%. Mivel kompaktsdgi megfontoldsok miatt 6.14 -nak tgyis van
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megoldasa, ezért a fenti elsd két szampar valéban a megoldasokat szolgédltatja. A
masik két szampar a minimum feladat megoldasa. Lathaté tovabba, hogy példaul

a (5 5) = 1= (V5.//%)

6.8.7 Példa. Mutassuk meg, hogy egy hdromszog szogeire
1
cosacos Fcosy < 3

és egyenlség csak szabdlyos haromszogekre érvényes.
Esetlinkben legyen f(«,3,7) = cosacos 3cos7y, és F(a,B,7) =m—a— [ —1.
Ekkor a Lagrange-fiiggvény az

L(a, B,7,y) = cosacos Fcosy +y(m —a—fF —7)
alakot olti. A megoldésra tehat a

—sinacosfBcosy—y =
—cosasinffcosy—y =

—cosacosfBsiny —y =

szitkséges feltétel adédik. Ha még figyelembe vessziik, hogy F(«a,3,7) = 7 — o —
B —~ =0, akkor az egyenletrendszer egyetlen megolddsa o = § = v = /3, azaz a
feltételt csak a szabdlyos haromszogek elégitik ki.

Konnyen beldthatd, hogy ebben a példaban a feladat feltétel nélkiili széls6érték-
feladattd alakithaté at. Valéban, az F(«, 3,7) = 0 egyenletbél v = 1w — a — 3. Ezt
az f figgvénybe helyettesitve

f(a, B) = —cosacos Fcos(a+ ) .

Ekkor a széls6érték sziikséges feltétele

Dif(a,B) = sinacosfcos(a+ )+ cosacosfsin(a+ 3) =0
Dyf(a,3) = cosasinfcos(a+ )+ cosacosfsin(a+ ) =0.

Ennek az egyenletrendszernek 0 és m kozott egyetlen megoldasa van, méghozza o =
B = /3. Azonnal lathat6, hogy ez valéban maximumbhely, hiszen itt

(/3 7/3) = [ e ]

ami nyilvanvaléan negativ definit.

6.8.8 Megjegyzés. A fenti példdk nagyon egyszeriiek voltak, inkabb csak
szemléltették a tételt. Ha a feltételi halmaz tobb egyenletbdl all, akkor a (6.11),
azaz az L' (xg,y) = 0 egyenletrendszer olyan bonyolult, amelybdl a megoldds amigy
sem hatarozhaté meg. Ezért a Lagrange-féle multiplikator-tétel az alkalmazasok
szempontjabol inkabb elvi jelentéséglinek tekinthetd, azaz az igazi feladata az,
hogy mas tudoméanyokban adott elméleteket alatamasszon. FErre mutatunk példat a
kovetkezokben a mikrookondmidbdl.
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6.8.9 Példa. A mikrookonémidban kozponti szerepet jatszanak a feltételes
szélsbérték feladatok, igy a Lagrange-féle multiplikator-tétel, ugyanis a fogyasztékrol
felteszik, hogy a hasznossdgukat maximalizaljék, a termel6krol pedig felteszik, hogy
a profitjukat maximalizaljak.

I. A fogyasztéi viselkedés

1. A Marshall-féle megkozelités: A fogyasztd adott jovedelem szint mellett
a hasznossagat maximalizalja.

Legyen a fogyaszté hasznosséagi fiiggvénye u : R! — R, legyen p € R’} az arak
vektora, ekkor a kéltségfiiggvénye a (p,.) : Rt — R linedris funkciondl, (adott z € R
termék koltsége (p, x),) legyen m € R a fogyaszté jovedelme. A feladat:

u(z) — max (6.15)
(p,x)y=m.

A feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : R} x R — R fiiggvény, amelyre V = €
R?, V A € R esetén
L(z,y) = u(@) + A ((p,x) —m) .

Ha az zo € intR} a 6.15 feladat megoldasa, és a feladat fiiggvényeire fenndlnak a
Lagrange-féle multiplikdtor-tétel feltételei, akkor

u,(x(]) +)‘p: O’

azaz Vi = 1,...,n esetén
N = — Dzu(aco) :
bi
amely szerint az optimélis pontban minden termék parcidlis hatarhasznanak és az
aranak az ardnya megegyezik.
Tovabba ebbdl adddik az is, hogy Vi, = 1,...,n esetén

Diu(zo) _ pi
Dju(xo)  pj’

amely szerint az optimalis pontban barmely két termék hatdrhasznanak az aranya
megegyezik az arak aranyaval.

A tovébbiakban kovessiik a fenti 6.8.5 Megjegyzés menetét:

Legyen 1,7 = 1,2, ...,n tetszoleges, és tekintsiik csupan az ¢ és j-dik terméket,
azaz a tobbi termék mennyiségét rogzitsiikk valamely adott szinten, ekkor w : Ri —
R. Az egyszerliség kedvéért legyen i = 1,5 = 2. A feladat ekkor az eléz6 (6.15)
feladatnak a kovetkez6 specidlis esete:

u(x1,r2) — max (6.16)

pP1x1 + p2xo = m .

Legyen (z9,29) € intR%r megoldas. Az elébb lattuk, hogy ebben a pontban
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Tegylik fel, hogy az u : Ri — R fliggvényre fenndallnak az implicitfiiggvény-
tétel feltételei, ekkor (mint a 6.7.6 Példaban mar lattuk,) az u='(u(2?,29)) C R
kozombosségi gorbe az 1) egy kornyezetében differencidlhaté fiiggvény, azaz 3! go
differencidlhaté fiiggvény, hogy go(2)) = 29, az 2§ egy kornyezetében u(z1, go(71)) =
u(x, 29), valamint

D 1U(SL‘?, :Eg)
DZU(x(lvag) .

Tovabbé (most ebben a specidlis esetben az implicitfiiggvény-tétel alkalmazésa
nélkiil is) lathatd, hogy fi : Ri — R, fi(z1,22) = p171 + paxe koltségvetési fligg-

go(z) =

vényre az f;'(m) = g1 : R — R (affin) fiiggvény, amelyre g;(z;) = —%m + 0
ey P1
Ir) = ——
91(z1) Do

Diu(af,29)

Mivel a Lagrange-féle multiplikator-tétel szerint Daulabal) —

L azért
p2

Diu(2Y, 29)

/(.0 1ULT, L9 p1 10,0

9o\x1) = =——=0x1) .
o(e1) DQU(x(l),xg) P2 1(71)

A mikrookonémiaban szokdasos jelolésekkel leirva:

dx b1
"2 (= 2! (20) = @2y P1
90( )( 2( 1) da:l) D2

azaz megkaptuk a mikrookonémia egy sarkalatos torvényét, amely szerint az op-
timalis pontban a 2. terméknek az 1. termékre vonatkozo helyettesitési hatarrataja
megegyezik draranyaik reciprokdnak az ellentettjével.

Mivel go(2?) = 25 = g1(2?), azért ez azt jelenti, hogy az optimélis pontban
a hasznossédgi fiiggvény kozombosségi gorbéje érinti a koltségvetési egyenest. fgy
szemléletesen az optimalis pontot ugy "kapjuk meg”, hogy a hasznossagi fiiggvény
kozombosségi gorbéit addig toljuk, amig nem érinti a koltségvetési egyenest.

2. A Hicks-féle megkozelités: A fogyasztd adott hasznossagi szint mellett a
koltségét (kiaddsat) minimalizélja. Ez mondhaté a fenti megkozelités dudlisanak.

Legyen 4 € R adott hasznossagi szint. A feladat:

u(r) — max (6.17)
(p,x)y="1.
A feladat Lagrange-fiiggvénye az az £ : R} x R — R fiiggvény, amelyre V z €
R%, V 1 € R esetén
L(z,y) = (p,x) + p- (u(z) —a) .

Ha az zo € intR"} a 6.17 feladat megoldasa, és a feladat fiiggvényeire fenndlnak a
Lagrange-féle multiplikdtor-tétel feltételei, akkor

p—|—,u-u'(:1:0) =0,

azaz Vi = 1,...,n esetén
Pi

H= _Diu(azo) ’
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azaz a (6.15) feladat Lagrange szorzéjanak a reciproka. A levonhat6 kovetkeztetédek
igy ugyanazok. Példaul végsé kovetkeztetésként azt kapjuk, hogy az optimalis pont-
ban a koltségvetési egyenes érinti a hasznossagi fliggvény kézombosségi gorbéjét.
Azonban most ez azt jelenti, hogy az optimélis pontot gy ”kapjuk meg”, hogy
a koltségvetési egyenest addig toljuk, amig nem érinti a hasznossigi fliggvény
koz6mbosségi gorbéjét.

II. A termeldi viselkedés A koltségminimalizalasi feladat

Legyen a termeld termelési fiiggvénye f : R! — R, legyen p € R’} az arak vektora,
legyen y € R adott termelési szint. A feladat:

f(x) — max (6.18)
(p,z)=vy.

Ez formélisan ugyanaz a feladat, mint a (6.17). A feladat Lagrange-fiiggvénye az az
L: R} xR — R fiiggvény, amelyre V x € R"}, V u € R esetén

L(z,y) = (p,x) +p- (f(2) —y) .

Ha az xg € intR™ a 6.18 feladat megoldédsa, és a feladat fliggvényeire fenndlnak a
Lagrange-féle multiplikator-tétel feltételei, akkor

p+p- f(z0) =0,
azaz Vi = 1,...,n esetén
R
M T Dileo)
A levonhato kovetkeztetések ugyanazok, mint az el6z6 feladatok esetében. Egyrészt
az optimalis pontban minden minden termelési tényez6 parcidlis hatartermékének
és az aranak az aranya megegyezik. Masrészt ebbol adddik az is, hogy Vi,j =
1,...,n esetén Dif(wo) _ P amely szerint barmely két termelési tényez6 parcislis

D;(x

hatértermékének (azo )arén}% megegyezik az draik ardnyaval. Végiil csak két terméket
vizsgalva, ha az f fiiggvényre teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel feltételei, akkor
gh(2)) (= z4(29) = g%) = —L | azaz az optimdlis pontban a 2. terméknek az 1.
termékre vonatkozo helyettesitési hatarrataja megegyezik araranyaik reciprokénak
az ellentettjével, amely szerint az optimalis pontban a koltségvetési egyenes érinti a

hasznossagi fliggvény kozombosségi gorbéjét.

6.8.10 Megjegyzés. Megleponek tiinhet, hogy azt a roppant egyszeri raj-
zolgatast, ami a mikrockonémia egyik kiindulépontja, csak két félév matematika
tanulds utdn lehet elmagyardzni (s6t a magyarazatunk egy kicsit hidnyos is abban
az értelemben, hogy mind az implicitfliggvény-tételt, mind a Lagrange-féle mul-
tiplikator-tételt csak a specidlis kétdimenzids esetben bizonyitottuk be). Vegyiik
észre azonban, hogy olyan egyszertinek tiné és szemléletes fogalomnak, mint a
kozépiskolabdl jol ismert szamegyenesnek a gondos bevezetése az analizis egyik
legmélyebb tertilete, tovabba a szintén nagyon egyszeriinek tind, mér az altalanos
iskoldban megismert érinté fogalménak, azaz a derivaltnak — amely az analizis egyik
kozponti fogalma — a bevezetése rengeteg munkat igényel, kiillontsen a tobbvaltozés
esetben.
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1. Gyakorlatok, feladatok

. Mutassuk meg, hogy az RP tér egységgombjének felszine kompakt halmaz, és

az x — |Ax| leképezés folytonos ezen a halmazon barmely ¢ x p méretii A
matrix esetén.

. Bizonyitsuk be, hogy a (6.1) és (6.2) egyenléségek valéban normét definidlnak

a linearis leképezések terén.

. Igazoljuk a norma kovetkez6 karakterizaciojat:

|A|| =inf{\ > 0: |Az| < A|z| VzeX}.

. Igaz marad-e a 6.1.4 Allités, ha a normét a (6.1), vagy (6.2) alatti normak

valamelyikére cseréljik?

. Mutassuk meg, hogy minden ortogondlis matrix egységnyi normaju.

. Bizonyitsuk be, hogy normadlis matrixok esetében a norma megegyezik a

sajatértékek abszolut értékeinek maximumaval, azaz

|A| = max{|\| : X\ az A sajatértéke} .

Jelolje A az A matrix dominédns sajatértékét. Igazoljuk, hogy |A| < ||A]], és
az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha A diagonalizalhaté. (Vesd Gssze a 6.
gyakorlattal.)

. Kozvetlentil a definicié alapjan ellendrizziik, hogy ha az f : X — Y fliggvény

differencialhat6 az x € X pontban, akkor ott folytonos is.

Mutassuk meg, hogy ha az f koordindtafiiggvényei f1,..., fq, ugy f akkor és
csak akkor differencialhaté az x pontban, ha itt mindegyik koordinatafiigg-
vénye is differencialhato.

Mutassuk meg, hogy a g(t) = f(z + tv) differencidlhatésidga barmely v mellett
a 0 pontban nem feltétleniil jelenti az f differencidlhatésiagat az x pontban.
Tekintsiik ugyanis az

_J 1 hay=2a? (z,y) #(0,0)
flzy) _{ 0 kiilonben

fiiggvényt. Igazoljuk, hogy ekkor barmely v € R? mellett a g(t) = f(tv)
fiiggvény differencialhaté a 0 pontban, és ¢’(0) = 0. Azonban f még csak nem
is folytonos az origéban, hiszen annak barmely kornyezetében egyarant felveszi
a 0 és az 1 értékeket is.

Hatarozzuk meg az

1 2
flw,y) =~ + -+ 8xy
Ty

fliggvény szélsGértékeit.
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Mutassuk meg, hogy a 6.6.4 Példdban az (1,1, 1) pont kivételével egyetlen més
kritikus pont sem szélsoérték.

Tekintsitk az X val6s euklideszi téren az f(z) = ||z| fliggvényt. Vizsgdljuk
meg, hogy f milyen pontokban differencidlhatd, és adjuk meg a derivaltjat.

Hatarozzuk meg az f(x,y,z) = xzyz fiiggvénynek a maximumét az egység-
gémbbdl az x + y + z = 0 sik 4ltal kimetszett halmazon. Ebben az esetben a
feltételt az

F(z,y,z) =

2?2 +y?4+ 22 -1
T+y+=z

fliggvény hatarozza meg.

Hatarozzuk meg az

11
métrix norméjat feltételes szélséérték feladatként. Legyen f(x) = ||Ax|?, és
F(x) = ||z]|> — 1, ahol 2 € R?, és keressiik meg a megfelels feladat megoldasat.

Az elz6 feladat gondolatmenetét felhasznalva bizonyitsuk be a 6.1.5 Allftdst
a 6.8.3 Tétel segitségével. A normat az

|Az||* — max

2
] =1
feltételes szélsoérték feladat megoldasaként allitsuk eld.

Irjunk egy adott koérbe olyan haromszoget, amely oldalainak négyzetosszege
maximalis. Oldjuk meg a problémat feltételes szélsGérték feladatként.



