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1 Bevezetés

E tanulmany a hatvanyosszegek elméletét vizsgalja. Megmutatja, €s bizonyitja a hatvany-
Osszegek, és a gyoktényezds, vagy kanonikus polinom alakban megadott hatvanykitevos
algebrai egyenletek kozotti 0sszefliggéseket €s azok kovetkezményeit.

A hatvdanydsszegek-azonos hatvanyu szamok (valtozok) eldjeles 6sszegeként képezhetok:
Ql =a +b+c +..+n N7 szamu a, b, c...n valtozokbol képzett

1" fokszami hatvanyosszeg,
itt

Ql -ban ,,i” a hatvanyOsszeg fokszamanak jelolése

n

A legismertebb hatvanyOsszeg a megfeleloen atrendezett NEWTON binom, amely két valtozé
(atb) Osszegének ,,i”-ik egész hatvanya megoldoképletével irhato le.

Q,=a'+¥

A NEWTON binom j6l ismert megoldoképletében a valtozok kiilonb6zo hatvanyu kombina-
cioi, és egylitthatok szerepelnek.

Az egyiitthatok egyebek kozott a PASCAL haromszoggel, mint algoritmussal szamithatok.

A PASCAL haromszog lehetové teszi az alacsonyabb fokszdmubol a magasabb fokszamu
megoldoképletek egyiitthatoinak megadott miiveleti szabalyokkal torténd meghatarozasat.

A kettonél nagyobb szamu valtozd Osszegének p-ik hatvanyat leird fliggvények esetében
azonban a valtozo-szorzatok melletti egyiitthatokra altalanos megoldoképletek kevéssé
ismertek.

A jelen tanulmany egyebek kozott azt hivatott bizonyitani, hogy a NEWTON binom fel-
irasanal alkalmazott algoritmushoz hasonloak ketténél nagyobb szamu valtozora is 1éteznek,
sOt a mar ismert esetre is a tanulmany szerint 0j, szélesebb korben (negativ, nem egész stb.
hatvanyokra) értelmezhetd, és formailag egyszeriibb 6sszefliggések adhatok meg.

A tanulmany alaptézisei a kovetkezok:

L. Az egy (x) ismeretlenes, i-ed foku egyenletek gyokei egy i=n valtozészamu
hatvanyosszeg valtozéival azonosak (tovabbiakban: gydkvdltozok), s igy az
egyenletek és a hatvanyosszegek egymasbol kifejezhetok.

IL. A hatvanyosszeg vdltozoi (n) (gyokei) szamanak és a hatvanyosszeg foksza-
manak (p) barmely értéke esetén léteznek olyan, a hatvanykitevok novekvé és
csokken6é tartomanyara érvényes alap és azokbdl képezheté egyéb algorit-
musok, amelyekkel az adott fokszimu hatvanyosszeg n szamu, egységnyi
fokszam-kiilonbségii ismert hatvanyosszegb6l meghatarozhato.



A hatvanykitevé novekvo tartomanyara érvényes alap algoritmus:

0 0, -6 ~taug’ 1

a hatvanykitevo csokkend tartomanyara érvényes alap algoritmus:

Q: _ (Q:+n- @ Q:+n—1 + Q- Q:+n—2 e iqn-l Q:H )/qn 2./

ahol
di.n n-ik (egész) fokszamu paraméterek az a;b;c....n

gyokvaltozokbol eldallitva (lasd 2.1 fejezet)

Hangstlyozandd, hogy a hatvanyosszegek elméletében szerepld paraméterek olyan, a gyok-
valtozokkal szoros funkciondlis kapcsolatban allo tényezok-, amelyek egyes alkalmazasokban
maguk is valtozok lehetnek. Indexalasuk (als6 indexiik) nem a megszokott modon, a
paraméter mellet allo ismeretlen (x) hatvanya alapjan, hanem a paraméter sajat fokszama
szerint torténik

A tanulmany fokozatosan boviilt ki a targy bemutatasa szempontjabol utobb elkeriilhetetleniil
fontosnak tartott kovetkeztetésekkel, ami a dolgozat felépitésében, a targykordk ardnyaiban és
sulyozéasaban, esetleg nem tiikr6zodik idealisan.

El6fordulhat, hogy a tanulmdnyban ismertetett meghatarozasok ¢és jelolések eltérnek a
megszokottol (pl. gyokvaltozo")

Bizonyos témakordket a tanulmdnyban csak felvetiink, ezeket késobb még szeretnénk
részletesen publikalni.

Mindezért Szerzo kéri a Tisztelt Olvaso szives megértését.

) Megkiilonboztetendok: gyok ha x-a(b..)=0; illetve altalanosabb jelentéssel
gyokvaltozo, ha x-a(b..) =0, vagy, valamely mas szam, illetve polinom



2 Meghatarozasok, bizonyitasok és elemzések

2.1 ,ji”-ed foku egyenletek felirasa

Az ,i’-ed foku egyenletek felirasa gyoktényezos és kanonikus polinom alakban torténhet.
Megjegyzendd, hogy a tanulmany 5.8 fejezetében bemutatasra keriil egy ujabb egyenértéki
abrazolasi mod is: a hatvanyosszeg egyenletrendszer.

A gyOktényezOs alakban:
(x-a)(x-b)....( x-m)(x-n) =0 3./

Elvégezve a 3./ képletben kijelolt szorzasokat, az algebrai egyenlet felirhatdé kanonikus
polinom alakban is,

Qo X"-qix"+....... +qpx'+ qux” =0 4./

Az egyenletben szerepld q; paraméterek a szakirodalombol ismert Osszefliggésekkel a
gyokvaltozok kiilonféle fokszami, nem ismétlodo variacidjaként hatarozhatok meg.

Qo =1
qi =atbt...+m+n

gn =ab.....mn 5./

Az ismertetett atalakitasok sordn a kanonikus polinom fokszama (p) és a valtozok szama (n)
megegyeznek (p=n)

2.2 A hatvanyosszeg-képzo algoritmus levezetése

A 4./ képlettel felirt egyenletet megszorozva az ismeretlen valtozo tetszoleges értékli & hatva-
nyaval (Xﬁ), eredményeként egy olyan egyenlet adodik, amelynek fokszama nagyobb a
valtozok szamanal (p=n+9), illetve hogy & szami olyan fiktiv gyokvaltozoja van, amely 0-val
egyenld (lasd még 4.8 fejezet, ,,fokszam bovités”):

Qo XP-q X"+ qoxP ot @ xP" =0 6./

Minthogy a fiktiv gyokvaltozok 0 értékiiek, a qo+q, paraméterek valtozatlanok maradnak, és
minden n-nél nagyobb fokszamu paramétere 0 értékii



A tovabbiak soran, a levezetés részeként a 6/ képletbe most mar kiilon-kiilon, sorban be lehet
helyettesiteni az ismeretlen x ,,i=n” szamu megoldasat, vagyis a gyokvaltozokat:

x = (a;b...m;n) 7./

Osszegezve (+ eldjellel) az igy nyert, n szamu egyenletet, adodik az alabbi, kiilonbdzd, p-nél
kisebb fokszamu hatvanydsszegek ¢és paraméterek szorzatabol allo képlet (hatvanydsszeg
képzd algoritmus):

qo(a’™ bP+.. +mP+ nP) - q;(a”'+ bP '+ + mP '+ nP )+

+/- qu (2" P+ 4+ mP "+ 0= 0 8./

vagyis

Zoqo Q,, =0 9./

Q"”' = aP4 pPit, . 4+mP i+ Pt 10. /
P

Megjegyzendd, hogy a gyokvaltozokkal behelyettesitett, 6sszeadandd egyenletek ismétlodési
szama ¢s eldjele a képletben elvileg tetszoleges lehetne.

A tovabbi vizsgalatok azonban foképpen a pozitiv eldjellel Osszegzett, Un. teljes valtozo-
szamu hatvanyosszeg képzo egyenletekre iranyulnak majd.

Teljes valtozészamunak a 8./ képlet akkor tekinthetd, ha minden gyokvaltozdja ismétlo-
désének megfeleld szammal szerepel benne, ellenkezd esetben a hatvanyOsszeg képzo
egyenlet hianyos, vagy megnovelt valtozé szamu.

A qo:n paraméterek 0-t6l eltérd értéke esetén a hatvanydsszeg képzd egyenlet teljes, ha
viszont barmelyikiik 0-val egyenld, hidnyos paraméter szaminak tekintheto.

Mivel a bizonyitas felépitésekor semminemii korlatozas és feltétel a gyokvaltozok €s a p
fokszdm vonatkozasdban nem lett megadva, az eredmények valamennyi valos és komplex
gyOkvaltozora és hatvanyra kiterjeszthetok.

Egyetlen (trivialis) feltétel, hogy gyokvaltozok szama pozitiv egész szam (n> 0) legyen.

Eszrevehetd, hogy a 8./ képlet lényegében egy sajatsagos algoritmust képez, amelynek
segitségével meghatarozhat6 barmely ,,n” gyokvaltozo szamu, ,,p” fokszamu hatvanyosszeg
értéke, ha ismert a hozza legkdzelebb allo ,,n” szdmu, egységnyi fokszam kiilonbségi
hatvanydsszeg, valamint a q;..q, paraméterek.

Az algoritmus a hatvanykitevé novekvo, vagy csokkend iranyaba is folytathato, vagyis
negativ fokszamu hatvanydsszegek is képezhetok:



A hatvanykitevé novekvo tartomanyara érvényes alap algoritmus

Q: =qi Q:il - Q2 Q:fz coeH- an,,,n 11./

n

a hatvanykitevo csokkend tartomanyara érvényes alap algoritmus

Q: _ (Q:+n - Qp+nfl + %@ Q:+n72 v Qi Q:H )/qn 12./

n

A 11,12/ képletekkel az I;II alaptételek, és képletek (1; 2./) bizonyitast nyertek.



2.3 Egész fokszamu, teljes valtozo szamu hatvanyosszeg képzo egyenletek
tulajdonsagai

Az 1; 2./ képletekhez hasonld hatvanyosszeg képzo egyenletek (tovabbiakban: algoritmusok)
kiilonféle, tobb gyokvaltozos algebrai egyenletekre tetszoleges fokszam, teljes és hidnyos
paraméter esetére eldallithatok.

A jelen tanulmanyban azonban foképpen az egész fokszamu, teljes valtozé szamu hatvany-
0sszeg képzd egyenletek alap algoritmusahoz kapcsolddd strukturalis tulajdonsagokat és
szerkesztési elveket vizsgaljuk.

Az ilyen egész fokszamu, teljes valtozd szamu hatvanydsszegekre ugyanis definicidszerlien

1
érvényesiil a Q = (] aZON0ssag.
n

Mivel a levezetett algoritmusokban ezt kovetden csak a q .... q, paraméterek jatszanak szere-
pet, (barmely p-nél kisebb Qp hatvanydsszeg is bel6liik adodik) az algoritmus minden soron-

kovetkezd lépésében is csupan a q paraméterek kozott végzendd miiveletek jelentkeznek.
Ebbdl kovetkezik, hogy barmely egész fokszamu, teljes gyokvaltozo szami hatvanyosszeg
kizardlagosan a q paraméterek €s valamely K egyiitthatok segitségével egyértelmiien leirhato,
illetve ilyenekre felbonthato-vagyis hogy az ilyen hatvanyosszegeknek paraméteres (alaku)
megoldoképletiik van.

A hatvanyosszegek altalanos megoldoképlete igy a q;.... g, paraméterek szorzatainak kiilon-
bo6z06, 6sszességében P(n, p) szami szorzat-variacioibol all.

Ezek a szorzat-variaciok azzal jellemezhetdk, hogy alkotoelemeik (q;.... qn) egész foksza-

muak, és adott alkotoelem egyszeres vagy ismétlodo eléfordulasu (o...on, hatvanykitevojii)
is lehet.

i=P(n)

P o O Ol
Qn = ; Klql -q,"q, 13./

Nyilvanvalo azonban, hogy csak olyan szorzat-variaciok lehetségesek, amelyekben szerepld q
paraméterek fokszama (1<1i <n) ¢s azok ismetl6dési szama ((y, ) szorzataibol képzett dsszeg

a hatvanydsszeg fokszdmara jellemzd IT szammal egyenld.

i=n

=3 o i 14./

i=1

Pozitiv kitevdjii hatvanyosszegek esetén IT = p, negativ kitevdjli hatvanydsszegek esetén, a
tort alaka algoritmus szamlalojaban I1g,= (n-1)* p, a nevezdjében I, =n*p azonossag 4ll fenn
(IM=T1, I1,=p)



Kovetkezésképpen, ha ekkor a q paraméterek fokszama végigfut a 0..n szamsoron, a
paraméter-szorzat variaciok szédma (P(n,p)) meg kell, hogy egyezzen a ,[II,, szdmot n-nél
kisebb pozitiv egész szamokbol eldallitd ,,szorzat variaciok” szamaval.

Szamszerlien az ilyen feladatok az additiv szamelmélet korében oldhatok meg.

Adott esetben a ,,P(n;p) ,, szamnak a sorrendtdl fliggetlentil eldallo, ismétlodés nélkiili Gn.
,lényegesen kiilonbo6z6 ,,szorzat variacioi” érdekesek csak, példaképpen:

P(1;1) =(1)=1

P(2:2) =(2*1; 2)=2

P(3;3) =(3*1; 1+2; 3)=3

P(4:4) =(4*1; 143; 242; 2*1+42; 4)=5

P(5;5) =(5%1; 14+4; 2% 143;3%142; 243; 142%2; 5)=7

P(6:6) =(...) =10 15./

A paraméter szorzatok szadma a fenti szabalyok szerint akkor adodik, ha a valtozok szama (n)
a hatvanydsszeg fokszdmaval (p) azonos, vagy azt meghaladja (n>p).

Az olyan hatvanyosszegek ugyanis, amelyekben a valtozok szama a hatvanyosszeg fokszamat
meghaladja (n > p), minthogy magasabb foku paramétert nem tartalmazhatnak - formailag
meg kell, hogy egyezzenek a p = n azonos szamu valtozora vonatkozo 6sszefliggésekkel.:

p p
Qm = Q,, 16./

Abban az esetben, ha a ,,p”-nél kisebb fokszamu q paraméterek koziil barmely oknal fogva
egy vagy tobb nem vehetd figyelembe (hianyos paraméter szdmu egyenlet), P(n) tovabb
csokken. Példaképpen, ha P(5) meghatarozasakor a 2-nél nagyobb fokszamu q paraméte-
reket kizarjuk, vagy azok 0 értékiiek, akkor

Pysys = (5%153%142; 142#2)=3 17./

szamu szorzat variaciot kapunk.

Ennyire adodik a paraméter szorzatok szama akkor is, ha pusztan a qo, qi, q» valtozok
ismeretében p=5 hatvanydsszeget kivanunk eldallitani.

A paraméter szorzatok igy meghatarozott szama a lehetséges maximalis értéket mutatja, adott
megoldoképletben egyes szorzatok elmaradhatnak.



2.4 Az alap-algoritmusok alkalmazasa az egész fokszamu hatvanyosszegek megoldo-
képleteinek paraméteres alakban torténé felirasahoz

Az el6z6 fejezet alapjan bebizonyosodott, hogy amennyiben az alap algoritmusokat az egész
fokszam, teljes hatvanydsszegek vonatkozéasaban alkalmazzék, a hatvanydsszegek paramé-
teres alaki megoldoképleteinek sora kizardlag a q paraméterek és K egyiitthatok segit-
ségével felirhato.

0
A Q hatvany0sszeg értéke minden esetben a gyokvaltozok szamaval egyezik meg

QOZ a’+ b+ .. +n’=qp+n=n 18./

n

Adott ,,n” szadml gyokvaltozo egész fokszamu hatvanyosszegének algoritmusa 0-t6l, vagy
barmely mas olyan pozitiv vagy negativ fokszamu hatvanyosszegtol kezdhetd, amelynek
kozvetlen kdrnyezetében legalabb ,,n” szamu hatvanyosszeg megoldo képlete mar ismert.

Az algoritmus legcélszeribben a p = 0 hatvanyérték kornyezetében indithatd, mivel az elso
hatvanydsszegek trivialisan, viszonylag egyszerl algebrai atalakitasokkal szamithatok, pl.:

SRR N S | SN
Qn =(a bt =g /q, 19./
0
Q =n 20./
Ql =at bt c+....tn=q 21./
Q2 =a’+....+n’=(at b+ ... tn)* -2(a.b + a.c +..+ b.n + c.n)= q? -2 q, 22./

A 2-nél nagyobb szamu gyokvaltozoval bird kiinduld hatvanydsszegek célszertien a 1;2/- es
algoritmusokkal képezhetok.

A p = n esetre vonatkozd hatvanydsszeg ugyanis barmely nagyobb szamu gyokvaltozo esetén
is azonos alakt marad, igy a szamitasi algoritmusok képzésének egyfajta bazisat képezi.

p N4 r 4 r /4 /4
Ezért a Q alaku (ahol ,,p” a 0, a pozitiv és a negativ egész szamok halmaza) hatvany-
n=p

0sszegek Osszessége ,,bazis hatvanyosszeg megoldoképlet”-sornak nevezhetd.

A bazis hatvanyosszeg megoldoképlet sor elemét képezi példaul a p=3 fokszamu, n = 3
gyokvaltozoszamii hatvanyosszeg is, ami viszont a mar ismert, p=0; 1; 2 bazis hatvany-
0sszegekbol, az 1./ algoritmussal szamithato.

3 3 2 1 0 3
0=0=00 20 0 =q-3q9,73q, 23

Hasonloképpen valamennyi nagyobb (vagy kisebb) fokszamu bazis hatvanydsszeg eléallit-
hat6.
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Amennyiben a sziikséges szamu, sorban egymas utdn kovetkezd fokszamu bazis hatvany-
0sszeg mar ismert, a tovabbiak meghatarozasara is az 1;2./ algoritmusok alkalmazhatok.

A hatvanyosszegek képzésének masik modja, hogy amennyiben a megfelelé fokszamu,
azonban nagyobb szamu gyokvaltozot tartalmazd hatvanydsszeg megoldoképlete mar ismert,

0
a kevesebb gyokvaltozot tartalmazd, azonos fokszami hatvanyosszeg (kivéve a Q hatvany-
0sszeget) a keresetnél nagyobb fokszamu paraméterek elhagyasa utjan képezheto.

A hatvanydsszegek akkor is felirhatok paraméteres alakban, ha azért hidnyos paraméter
szamuak, mert egyes paramétereik nullaértékiiek. Ekkor a ;=0 paraméterekkel szorzott tagok
értelemszertien elhagyhatok.

A nem egész fokszamu, ¢s a hianyos vagy ismétlodoé gyokvaltozo szamu hatvanyosszegek
azonban, annak ellenére, hogy léteznek (létezhetnek) rajuk is érvényes algoritmusok, a mar
ismertetett ok miatt (Q;#q;) paraméteres alakban, altalanos esetben nem irhatok fel.

Bar egyes feladatok megoldasdhoz az ilyen hatvanydsszegek is sziikségesek lehetnek, jelen
tanulmanyban ezekkel kapcsolatosan csak eseti vizsgalatokat végziink.

Végiil is megemlitendd, hogy a teljes gyokvaltozoszamu hatvanydsszegek n szamu gyok-
valtozot tartalmaznak, latens, a paraméterekben kifejez6dé formaban. Ezért n db kiilonb6zo
fokszamli hatvanyosszegbdl alkotott, egyenletrendszer a ;-q, paraméterek, illetdleg a
gyokvaltozok vonatkozasaban elvileg egyértelmiien megoldhatd. gy az n hatvinyésszegbdl
allo egyenletrendszer rendelkezik minden olyan tulajdonsaggal, amellyel a gyoktényezos,
vagy kanonikus polinom formaban felirt algebrai egyenletek e tekintetben rendelkeznek.

A hatvanyosszeg-egyenletrendszer a magasabb foku algebrai egyenletek egyértelmii fel-
irasanak harmadik, egyenértéki modja.

11



3 Hatvanyosszegek képzése

Paraméteres alakban a 1;2./ alap algoritmusok segitségével csak a teljes gyokvaltozészamu
hatvanydsszegek (tovabbiakban roviditve ,hatvanyosszegek™) allithatok eld.

A kovetkezo példakkal a 0-hoz kozeli gyokvaltozo és fokszamu, pozitiv és negativ kitevoja
paraméteres hatvanyOsszeg-megoldo képleteknek az alap algoritmusok segitségével torténd
levezetése mutathato be.

A kidolgozott példék talan tulzottan nagynak tiiné szama azzal indokolhatd, hogy igy ,,rend-
szerbe foglalva” az algoritmuson alapulé moédszer menete, hatékonysaga, és logikai struktu-
raja (,,esztétikuma”?) vélhetéen jobban szemléltetheto.

3.1 Egy gyokvaltozos teljes hatvanyosszegek képzése

Egy gyokvaltozé (a) esetén csak a q; paraméter létezik.

qi=a 24./

¢s az algoritmus

0-1:10"q, 25

Az algoritmusbol adodik:

Ql =1 26./

Qi =¢q; (bdzis hatvinyisszeg) Y

o 28./
0-q, |
Ql g 29./

3.2  Két gyokvaltozos teljes hatvanyosszegek képzése

Két gyokvaltozoé (a, b) esetén a q;, q» paraméterek léteznek.

gqi=a+b 30./
qx=ab 31./
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¢s az algoritmus

Q-aQ - eQ” 2/

Az algoritmusbol adodik:

QZ= 2 33./

1

0= 34./
2 2 . r ..

Q2 =q,-2q, (bizis hatvinybsszeg) 35./
= g3 36./

0,=-9,-39,4, :
a4 g g vag 37./

0,=9,4q, q9,%2q, '
=g’ 5 a9 g +5 ’ 38./

0,79,59,9,*5 4, q, '

3.3 Harom gyokvaltozdés hatvanyosszeg képzése

Hérom gyokvaltozoé (a,b,c) esetén a qi, qz,q3 paraméterek Iéteznek:

gi=a +b+c 39./
go=ab+ac+bc 40./
qz=abc 41./

¢s az algoritmus

O,-aQ -wQ tuQ" 42./

13



A harom gyokvaltozos hatvanydsszegek sorozatanak elsé megoldoképletei a kovetkezok:

Q:: 3 43./

1

Q3 =q, 44./

0.=q,2q, 45./
O-q-3q q+3q, (bisshavinysssic) 16/
0.4, 4q,4,* q,9,*2q, oy
0.-4,54,9,%5q, 4.*59, 4,54, q, Y
0.=q,-6q,9,+64,9,9q, q, 12 4,4, 4,434, 2q, 49

0=9,79,9,774,9,714q, 4,21 q, 4,9,7 q, ¢,
74, 4,+74.9, S0

0.=9,89,9,%84,9,"2q, q, 329, 4,9,-16 q, q, 24q, ¢, q,*
24,4.49.9.74, s/

3.4 Négy és ot gyokvaltozos hatvanyosszegek képzése

A kovetkezokben azt mutatjuk be, hogyan lehet valamely nagyobb szamu gyokvaltozot tartal-
maz6 megoldoképletbdl a magasabb fokszamu paraméterek elhagyasaval egy kevesebb gyok-
valtozo6t tartalmazo megoldoképletet 1étrehozni.

E célbdl elobb az 6t gyokvaltozos hatvanyosszeget vezetjiik le majd a negyedfok hatvany-
0sszegeket abbol szarmaztatjuk.
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Ot (asb;c;d;e) esetén a qi, qz, s, q4,qs paraméterek léteznek:

ql=a+b+ ctdt+e 52,/
q2 =abtact+ad+ae+bc+bd+be+cd+cet+de 53./
q, =abc+abd+abe+ acd +ace +ade+bcd+bcetbde+cde 54./
q, =abcd+abce+acde+bcde+abee 55./
q. =abcde 56./

¢s az algoritmus

Q:= qQ Q;H - inz +qs Q;H - Qa Q:74+(15 sz5 57./

ahol

0

Q.=5 58./

1

0=q, 59./
0.-q,q, 60./

0-9-39,9,4q, 61./

A kovetkezd lépésben (minthogy az még nem ismert), alkalmazni kell a negyedfokt bazis
hatvanydsszeg szamitasi szabalyat:

0.=0.-9.(9,-39,4,%349,-4,(q.29,)* 4, q, 4 q,
=q,-4q, 4,*4q,q,72q.-4q, 62.
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5
A Q5 , mint bazis hatvanyosszeg, az e¢l0z0, négy ismert bazis hatvanyosszeg alapjan az 1./

algoritmussal szamithato
0-4,(9,44,4." 4,4, 4,44, 4,4,-34,4,*34,)4,(q,2q,-
9.9,%49,79,°49, 9,74, 49,7 49,4, 4,4,9, 4,4, 63./

A tovabbiakban is az algoritmus alkalmazhato (levezetés nélkiil)
6 . 6 4 3 2 2 2
0.=q,%9,9.7°4,9,°9, 9.9, 9,129, 4, 4,°9, 4,

2 3
64, 4,39, 24, o4

0=979,9,779,9,749, 4,714 q, 4,21 q, 4, 4,*1 4, q.-
74,9.Y14q9,9,9,%79, 9.*79.9,79,.4,7 4, 4. 65./

A négy gyokvaltozos hatvanyosszegek ( Qj kivételével), mint jeleztiik, a q. paramétereket

tartalmazo szorzatok elhagyasaval , az 6t gyokvaltozds hatvanyosszegekbdl képezhetok.

Q4 =4 66./

0, ¢, 67./
09,24, 68./
0-9,-3¢,9,%3 ¢, 69./
Q=q-4q q.+q, q.-4q,+2q. (bizis hatvinyisszeg) 70./
0-49,59,9,%59, 4,59, 9,59, 4,54, 4, 7
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0=9,-6q q,7 69 9,69, 4,24, ¢, 4,99, 4, *

2 3
64, 4,39, 24, 2

0-9.79,9,774,9,74, 4,74, . q, 4, 4,*1 4, q.-
21q. q,9,74.4,774, q, *14q, q., 73

0.=9,89,9,%84,9,89, 4,%2¢, 4, 8 q, 4,-164,4,4,724q. 4, q,
16 ¢, q.-32q,q, 4,244, 4,4,712 q, 4,-8q, 4,*2¢,+ 4q, 74

3.5 Negativ fokszamu hatvanyosszegek képzése
A negativ hatvanyu hatvanyosszegek képzésére is tobbféle modszer alkalmazhato.

Az alabbiakban elsoként az n gyokvaltozos, csokkend hatvanydsszeg sor elsd tagjainak a 2./
algoritmussal torténd képzését mutatjuk be. Kiinduldsként ehhez sziikség van az elsdé pozitiv
hatvanydsszegek megoldoképletének felirasara is:

0-9-39,9,734, 75/
0-=q 2q, 76./
0-q &

Qn =n 78./

-1
A Q hatvanyosszeg trivialisan adodik

Q  =latlbtlfctl/dt...+1h=q /g 79./

n

A kisebb fokszamu hatvanydsszegek képzése mar a 2./ algoritmus szerint torténhet (levezetés
nélkiil)

0'=q.2q,.,49)q, 80./
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0'=q.-3q.9,.4,%q,.9)q, 81/

0-4,.*q,.49,9,.4,.49,%44,.9,.9,-*4,.4,4, 82/

Mas modszerrel, a negativ hatvanyosszegek a pozitivbol az alabbi behelyettesitésekkel képez-
hetdk a legkonnyebben (harom gyokvaltozos eset):

Q. =0/ a:" =[(ab)"™ (ca)" - (cb)"] / qy" 83,/
a'=q: 84./
% =q1 Qs 85./
(13*:(132 86./
Pl

0,-0,/a"q,54,9,4,%59,4,*54, 4, 4.4, 4./q, 87.

Ugyanigy barmely szamu gyokvaltozora képezhetd negativ hatvanyosszeg.

Az algoritmusbol kovetkezen, a pozitiv €s a negativ hatvanydsszegek azonos struktarajuak,
csupan a paramétereik elrendezése eltéro.

18



4 Az alap algoritmusok és a megoldo képletek atalakitasa

A hatvanyOsszegekrol sz616, 3. fejezetben ismertetett alap algoritmusok, paraméteres alaka
megoldo képletek és maguk a paraméterek is kiilonféle feltételek, korlatozasok, fliggvény-
kapcsolatok figyelembevételével modositasra, atalakitasra szorulhatnak.

Az ilyen atalakitasok sziikségessége €s célszertisége kiilonféle elméleti és alkalmazastechnikai
okokbol. (pl. oszthatosagi vizsgalatok, a paraméter szorzatok varidcioinak csokkentése,
egyenlet megoldasok stb.) jelentkezhet.

4.1 Az alap algoritmusok atalakitisa médositott paraméter (F) bevezetésével

Az F paraméter altalanositva egy olyan moédositott paraméter tipust jellemezhet, amely az
adott fokszamu q paraméter, és azonos fokszamu gyokvaltozd-szorzatok kiilonbségeként
eldallithatdo Gsszes lehetséges variacid szorzataként képezhetd (az F melletti kettds index a
paraméter fokszamat (i), és a gyokvaltozok szamat (n) jelenti).

Fi..= (qn-ab..n) (qq-ac..n)... (qu- ab..c) 88./

Magénak F;,, modositott paraméternek a fokszama i-vel egyenld:

A gyakorlat szempontjabol az i=1. fokszamu, modositott F paraméter lehet érdekes, amelynek
képlete:

F1 .= (q1-a) (qi-b) ... (qi-n) 89./

a gyokvaltozok szama (n) szerint

Fii=0 90./
Fio= q 91./
Fi3= qiq- qs 92./
Fla=aqi’ - qur g3+ G 93./
Fi5=q’ Q- 17 Q3 + 41404 - 94./

A modositott, komplex paraméterek egyfajta ,,diszkriminansok” (D) amelyekkel a hatvany-
0sszeg megoldoképletek, és a rokon hatvanykitevos egyenletek vizsgalhatok.
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Emellett a komplex paraméterek alkalmasak a levezetett hatvanydsszeg-képzd alapalgorit-
musok (1; 2./) modositasara is.

Ennek egy lehetséges modszere a kovetkezo:

- a 1; 2./ alapalgoritmusokban a mddositandé q, paraméter helyébe F;, - paramétert kell
behelyettesiteni,

- a nyert megoldoképletbdl ki kell vonni azokat a paraméter szorzatokat, amelyek az Fi,
behelyettesitése kdvetkeztében tobbletként jelentkeznek.

Példaképpen vezessiik be a harom gyokvaltozos hatvanyOsszeg képzésére szolgald algorit-

musba a q, paraméter helyett az ugyancsak harmadfoku, harom gyokvaltozobol kombinalt uj

F,.; paramétert, és helyettesitsiik be.
Fii=(q -a(q -b)(q -¢) =(atb)(ctb)(cta)=(q ¢q,-q,)  (Fiz=F) 95./

A haromvaltozés hatvanyOsszeg algoritmusanak uj paraméterei tehat az alabbiak:

qd1, 92, F.

A modositott algoritmus, novekvo fokszam esetén:

O-aQ -aQ taaQ FQ" 96./

A harom gyokvaltozos hatvanyosszegek sorozatanak elsdé megoldoképletei, amelyek sem

q, -at, sem pedig F-et nem tartalmaztdk, valtozatlanok maradnak:

0

Q3 =3 97./

1

Q3 =q, 98./

2 2
Q3= q, —2q2 99,/

A harmadfoku (bazis) hatvanyosszeg képzésekor jelenik meg eldszor az F paraméter, amely
ezt kovetéen mar valamennyi tovabbi hatvanydsszeg alkotorészét képezi. Kovetkezésképpen,
mivel barmely harom egymas utani fokszdmi hatvanydsszeg qs-at nem, csak a qi, qa, €és a
helyettesithetdé F paramétert tartalmazhatja, amelyek a paraméterekkel valdo szorzasuk és
0sszeadasuk utan szintén ismétloédéen F alakra hozhatok, az algoritmussal nyert barmely
fokszami hatvanyOsszegnek sem kell q; alkotd eleme legyen.
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3 3 3
Q3: ql_ 3 ql q2 +3 q3: ql -3F 100./

4 4 2
Q3=ql+2q2 —4qu 101./
= 50 F+5g F 102/
0.=q,-59,F+3q, :
‘=" 20 6 F+6 F+ 3F2 103./
Q3 _ql ) qz ) ql ql qz °
=g T FIg g FI14 F+T g P 104./
0.=q,-7q9,F+1q, q,F-7q,F+1¢q, :
= 8 g F+8g g F -8 P2 g F -8g P> 224 105./
0,=q9,8qF+8q q,F-38qq, q,F -8q,F +2q, :

=90 F+18 g F2 -3F-18 P9 gF-990 g F 93 F 106/
0,=4q,q, q.F -3F-18qg qF+9q q,F-9q q,F ¢, :

g 100 Fr25 g F 100 P 150" F 300 g FP+10 g g F -10g g F

Q, =q,-19¢q, g F -10q, q.F -30q q, q,9,F -10q,q,
3 5

+0q q. F 2q. 107./

11

o 8 5 5 2 3 3 23 2, 6
Q, =q,-11qF+33q F-2q F-44q qF~+llq q, F+33q q,F+lq q,F
4 2 4 3
-11 ql qu—llqu-i-ll qu 108./

1

Y= 47120 F + 20°F <400’ F +3F* 436 P 60g g F +720 g F
0, = q, 12, q,F -40q, q,9,F -90q,q, q,9,F-
3 2 7 5 2 4 3 3 6
24q2F +12 ql qu - 12ql qu—IZ ql qu +12ql q2 F+2 q2 109./

Eszrevehetd, hogy a harom gydkvaltozos hatvanyosszeg elsé 11. fokii megoldoképlete ssze-
adanddinak szdma csak 11, vagyis kevesebb, mint a csak két gyokvaltoz6ja NEWTON

M r ” r r M /4 s 5 r M M r "
binomé, sot, egy lehetséges paraméter-kombinacio (ql qz) mar nincs is benne meg. Késobb

is a tagok szama csak mérsékelten ndvekedik, és mint jeleztiik, meghatarozasa az additiv
algebra feladatkorbe tartozik.
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Megjegyzendd, hogy a megoldoképlet minden tagja - kivéve a paraméterek legnagyobb
hatvanyértékeit (ha p=2n+1paratlan: q,°, ha 2Ip paros: q.”?, ha 3Ip: qs** ha nlp: q.”™)-
F-el oszthat6. Ha p primszam, akkor azzal is. Ha p nem primszam, akkor csak egyetlen tag
azzal nem oszthat6.

Csokkeno fokszam esetén az algoritmus:

Q" = O - Q' +a Q) ([@aF) 110./

Minthogy a negativ fokszdmu hatvanyOsszegek is az elsd pozitiv és 0 fokszamu hatvany-
0sszegekbol képezhetdk, amelyek a qs-at nem tartalmazzak, az algoritmussal nyert eredmény
- a negativ hatvany0sszeg - sem kell q3-at tartalmazza.

Az ismertetett metodika nagyobb szamu gyokvaltozé esetén is alkalmazhato.

4

Példaképpen fejezziik ki F 4. F) s segitségével a Q4 ; Qz bazis hatvanyosszegeket:

4_ 4 2
Q4—ql -4F4+2 q. 111./

S s 2
O;=q,-5Ns"5q, 9.5 4. q, 1z

Mint a fentiekbdl kitlinik, az F,, paramétereket bevezetve mar a bazis hatvanydsszeg meg-
oldoképletében szerepld tagok szdma is jelentdsen lecsokken, példaul n=5 gyokvaltozd szam
€s p=5 esetén P(5)=7-r0l 4-re.

A paraméterek és a gyokvaltozok mas, pl. 1-nél nagyobb fokszdmi kombinacidival sem
zéarhatok ki 4j megoldasi algoritmusok.

4.2 Az alap algoritmus modositasa q; =0 paraméteri hatvanyosszeg esetén.

A paraméterek értéke, annak modositasa a hatvanyOsszegek elméletének egyik legfontosabb
témakore, amely a matematika kiilonféle részteriileteihez kapcsolodik, s igy a jelen tanulmany
is tobb helyen érinti.

Azonos fokszamu hatvanyosszegek elvileg teljes vagy hidnyos paraméter-szammal, kiilon-
boz6 szam paraméterrel irhatok fel, és ennek megfeleléen a hatvanyosszegek megoldo-
képletei is egy, vagy tobbparaméteresek lehetnek.

A paraméterek kozotti fliggvénykapcsolatok, korlatozasok valtozatossaga kimerithetetlen, s
igy a tovabbiakban csak kivonatos attekintésiik végezhetd el.

Kiemelhetd fontossagu a q,2 + b +...+n=0 feltétel, amikor az alap algoritmus az aldbbiak

szerint irhato fel:
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Q' =-q,0 "+ +q Q" 113/

A lehetséges valtozatok koziil kiilon publikacid keretében célszeri foglalkozni az n=3
hatvanydsszegekkel, amelyek Iényegében a NEWTON binomnak felelnek meg, és amelyek

els6 megoldoképletei q,~ 0 esetén az alabbiak szerint irhatok fel:

0-3 114./

3

O -0 115./
3

O-q, 116./
=3 117./

Qs_ q3 *
=y 118./

Qs_ qz :
=5 119./

Qs__ qz qs -
‘=34 20 120./

Qs_ q3 B qz -
14 121./

Qs_ qz qs -

8 2 4
Q3 =-8 q.9. +2 q, 122./

Megjegyzendd, hogy ql=0 esetben barmely gyokvaltozo ellenkezd eldjellel valamely q;’

paraméterként is felfoghato, s igy n szdmu kiilonb6zo, az 1;2./ algoritmusok szerintivel
egyenértékli, azonban virtudlisan eggyel kevesebb paramétert tartalmazo teljes
hatvanyosszeg is felirhato (q;’=a;b..n).
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Ehhez csupén a qi = (—a;—b._ — n)lp tagot kell a kevesebb valtoz6szamu egyenlet mind-

két oldalahoz hozzaadni.

0-0 +q, 123

4.3 Tobbparaméteres hatvanyosszegek egyéb atalakitasai.

4.3.1 Atalakitdsok nagyobb fokszdmii paraméterek 0 értéke esetén.

A korabbiakban a nem teljes paraméterszamu hatvanyosszegek koziil csak a ;=0 esetet
vizsgaltuk.

Elvileg azonban barmely paraméter (q, kivételével) 0 értékti lehet (lasd 4.8 fejezet, transz-
formaciok).

Ebben az esetben a hatvanyodsszeg felirasa értelemszeriien egyszertisitheto.

Példaképpen vizsgaljunk egy olyan hipotetikus QZ hatvanydsszeget, amelynél
q,-9,7:
7
Q5 =-74q, q, 124./

vagyis a hatvanyosszeg minddssze két paraméter szorzatara egyszerusitheto.

Megjegyzendd, hogy a hasonld paraméter kombinaciok csak megadott feltételek mellett
létezhetnek.

4.3.2 Atalakitisok egyes paraméterek kozotti fiiggvénykapcsolat esetén.
A paraméterek kozott elvileg a legkiilonb6zobb |, kiviilrol vezérelt” fliggvénykapcsolatok
lehetségesek.

Példaképpen vizsgaljuk a QZ hatvany0sszeget, ha q.74, 4,

0-4,74, 49,474, 4.79.9. 4, 4. 4, 125

4.3.3 Atalakitisok egyes paraméterek és gyokvaltozok kiozotti fiiggvénykapcsolat esetén.

Tulajdonképpen mar a 4.1 pont szerinti F paraméter is ilyen jellegli fliggvény-kapcsolatbol
szarmaztathato.

Bar a paraméter-gyokvaltozo fliggvénykapcsolatokbol nem mindig alakithatok 0j algoritmu-
sok, azonban a hatvanyosszeg-képletek igy is megkonnyithetik a hasonl6 vizsgalatokat.

Példaképpen vizsgaljuk az aldbbi 3 gyokvaltozoju, 8 fokszdmi hatvanydsszeget, ha a
paraméterek és a gyokvaltozok kozott az alabbi fliggvénykapcsolatok 1éteznek:
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PV SRS
ql_o’ qz a’q3 a

A hatvanyosszeg-megoldoképlet a kdvetkezo:

Q8=8 ‘2 =6a° 126./
3 q2q3 qz -

4.3.4 Atalakitisok egyes paraméterek tetszéleges kiilsé tényezékkel, valamint egymads
kozott fennallo fiiggvénykapcsolata esetén.

Pé¢ldaképpen szolgalhat az alabbi fiiggvénykapcsolat,

Q= g2 siny 127./
ahol y fliggetlen tényezo

A behelyettesités barmely megoldoképletbe a lehetséges egyszertsitésekkel elvégezhetd.

4.4 Atalakitasok egyes paraméter-csoportok megadott értéke esetén.

Egyes paraméter-csoportok maguknak a paramétereknek értékétol fliggetleniil is, valamely
adott szammal egyenlok lehetnek.

Kiilon osztalyt képezhetnek azok az esetek, amikor barmely hatvanyOsszeg egészét alkoto
paraméter-csoport értéke 0.

Q: =0 128./

Ez ugyanis kihat az 6sszes nagyobb fokszamu hatvanyosszeg megoldoképletére is

Példaképpen, ha Qz qu -3F= 0, akkor a QZ -ra vonatkozo (121./) képlet az alabbiak szerint
(tobbféleképpen is) egyszeriisitheto:

0.=q, 79,F+1q, q,F-1q,F+1q P =F(q, q, -5q,F-7q.)
=-5q: +21q15 q2-21q13 qz 129./

vagyis ebben az esetben a p=3-nal nagyobb paratlan kitevOjii hatvanydsszeg virtualisan
eggyel kevesebb szdml paraméterrel volt kifejezhetd.

Fenti problémakor egész értékii relativ prim gyokvaltozok esetén a ,,FERMAT sejtéshez”
kapcsolodik.

Hasonl6 DIOFANTIKUS egyenletek vizsgalatara az 5. fejezetben tériink vissza.
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4.5 Atalakitasok és fiiggvénykapcsolatok kiilonbozé fokszamii hatvanyosszegek kozott

Adott fokszadmt hatvanyOsszeget leiré paramétercsoportok alacsonyabb fokszami hatvany-
0sszegekbOl és paraméterekbdl allo osszefliggésekké rendezhetok. Igy példaul a 119; 121./
képletekbdl, (q;=0) atrendezéssel nyerheto:

QZ —l4gq. Qz 130./

4.6 Kiilonbo6zo gyokvaltozo szamu paraméterek atszamitasa.

A feladatok egy részénél, a gyokvaltozok szamanak megvaltozasa (az egyenlet fokszdmanak
csokkenése vagy novekedése) miatt sziikség lehet egy megadott fokszamu paraméter mas
gyokvaltozo-szamura vald atszamitasara.

Ha pl. egy 0j gyokvaltozot (n) kell bevezetni, és a kisebb valtozészdmi qn , qu-1y
paraméterek mar ismertek:

qn= qn'+ qu-1nyn 131./

Valamely gyokvaltozé megsziintetésekor, ha a nagyobb gyokvaltozé szamu q;., paraméterek,
¢s a megsziintetendd gyokvaltozd mar ismert, vagy kiszamithato:

qew-1)=qn/N- qn’ 132./

Ennél a szdmitdsnal qu.1y meghatarozasat q, paramétertol kezdédbéen lépésenként lehet
végezni, utoljara a q;-t hatarozva meg.

4.7 A hatvanyosszegek altalinos megoldo képletének egy 1épésben torténo felirasa

A NEWTON féle binom altalanos megold6 képletének egyiitthatdoi barmely fokszamu
hatvanydsszegre ismert Osszefliggés felhasznalasaval, egy lépésben, zart alakban szamit-
hatok:

K- 133./

B (n—m)!

A hatvanyosszegek paraméteres alakii megoldod képleteinek egyiitthatdi az alap algoritmus
segitségével a 3-4 fejezetekben ismertetett modon 1épésenként, 0-t6l novekvo sorrendben
meghatarozhatok.

Abban az esetben viszont, ha valamely nagyobb fokszamu hatvanyosszeget a NEWTON
binomhoz hasonloan, a kozbensd hatvanyosszegek levezetése nélkiil, egy 1épésben sziikséges
meghatarozni, az egyes paraméter-variaciok K; egyiitthatdinak meghatarozasdhoz megfeleld
kombinatorikai moédszereket kell taldlni. Ezeknek a modszereknek a kidolgozasa azonban
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sajatos megkozelitést igényel, €s a legcélszertibben valamely konkrét alkalmazashoz kapcso-
l6dva végezheto el.

fgy pl. a NEWTON binom barmely fokszamahoz tartozo hatvanyosszeg egy 1épésben torténd
meghatarozasahoz sziikséges modszerek mar rendelkezésre allnak [2].

Az 5 fejezetben végzett vizsgalatokkal igazolhatdo, hogy a hatvanydsszegek javasolt
megoldoképletei esetenként Iényegesen egyszeriibbek, €s konnyebben kezelhetok, mint a
hasonld célbol mas eljarasokkal nyerhetok.

4.8 A paraméterek és a fokszam csokkentése és bovitése, transzformaciok
Ez a vizsgalat a diofantikus és az algebrai egyenletek megoldasa témakdréhez kapcsolodik.

Modszert probalunk keresni arra, hogy maguk a hatvanyfliggvények, €s a hatvanyosszegek
hogyan alakithatok oly modon, hogy megkdnnyithessék azok megoldésat.

A megoldasra vard egyenletek és a beldliik képzett hatvanyOsszegek altaldban tobbféle
gyokvaltozot, és tobbféle fokszamu q paramétert tartalmaznak. Megoldasukat egyszerisiti, ha
a gyokvaltozok és a paraméterek szama csdkkenthetd, értékiik 0-val egyenlové tehetd.

A paraméterek atalakitdsanak legismertebb eszkoze az eredeti (i=1 fokl) ismeretlen (X)
valtozé o értékii boévité (Osszeadd), transzformacidja, az y= x + o 1) gyokvaltozo
bevezetése.

A q; paraméter megsziintetéséhez sziikséges 1) ismeretlen, pl. az aldbbiak szerint szamithato:

y=xto =x2qi/n (n a gyokvaltozok szdma) 134./

A tobbparaméteres formaban megadottak koziil egyparaméteres alakira azonban ezzel a
modszerrel csak néhany egyenlet tipus alakithat6:

- a masodfoku egyenletek,

- az ismétlddo gyokl, 2-nél nagyobb fokszamu egyenletek.

Gyokvaltozé bovitd transzformacioval valamely teljes paraméterszamu hatvanyosszeg
megoldoképletében altalanos esetben legfeljebb egy, egynél nagyobb fokszamu, tetszélegesen
kivalasztott ,,i”-ed fokszamu paraméter is mindig 0-val egyenlévé tehetd. Az 1-nél nagyobb
fokszamii paraméterek O-ra tOrténd transzformalasdhoz azonos fokszamu egyenletet kell
megoldani, és a megoldasban valamennyi, a vizsgaltnal kisebb fokszdmi paramétert
szerepeltetni kell. Ilyenkor azonban nemcsak egy, hanem tobb (legfeljebb i) szamu erre
alkalmas bévitmény adodhat.

gy példaul a masodfoka q» paraméter megsziintetéséhez az alabbi két Gj gydkvaltozot kell
bevezetni:

y=x £2q; {-1 £ {1-4qo/[q(n+1)] >} 135./
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Az ismertetett modszer ismételt alkalmazasaval sem érhetd el azonban egynél nagyobb szamu
paraméter megsziintetése, mivel az ismétlés soran a korabban hidnyzd paraméterek mas
formaban altaldban jbol megjelennek, és ez a probléma barmely 1) gyokvaltozo bevezetése
esetén megmarad.

Az adott kérdést mas aspektusbol vilagithatja meg egy alapvetden eltérd jellegli miivelet - a
fokszam bovités vizsgalata.

Ezzel a miivelettel ugyanis a kiindulobdl viszonylag egyszeriien alakithatok ki olyan, hidnyos
paraméterszamu hatvanyegyenletek, amelyek fokszdma a kiinduld algebrai egyenleténél (n;
E,) Iényegesen nagyobb (p; H,), azonban paramétereik szama legfeljebb n.

A gyokvaltozok bovitése egy, vagy tobb fokozatban, a kiinduld algebrai egyenletnek egy
ujabb, m fokszamu egyenlettel és/vagy polinommal (P,E., ), tehat az ismeretlent tartalmazé
fliggvénnyel val6 szorzasa tjan torténhet.

Ahhoz, hogy a bdvités soran a paraméterek szama (n) ne ndvekedjen, a (p-1) + n fokszamu
tagok melletti paraméterek a kiindulé egyenlet (E,) megfeleld ismétlodési szamu kivonasaval
fokozatosan megsziintethetok.

Hy= Enx(P,E)n - AE, 136./

,»A” valamely (p-n) -d foku hatvanykitevos fliggvény

Az ismertetett, és hasonlo atalakitasi eljarasokkal egy tetszdleges fokszamu, olyan hidnyos
paraméterszamu hatvanyegyenlet nyerhetd, amelynek ismeretlen gyokvaltozoja az eredetivel
megegyez0 €s valamennyi, n-1-nél nagyobb fokszamu paramétere 0-val egyenlo.

Hy= qox’ + qnax’™.....4qp 137./

Emellett a szorzoként szamitasba jové (P;E), polinomok vagy egyenletek nagyszamu
variacios lehetdsége miatt a megmarado, n-1-nél kisebb fokszamu tagok melletti paraméterek
halmaza ¢és értékkészlete is gyakorlatilag végtelen lehet

Elvégezve a gyokvaltozoknak az egyenletbe torténd behelyettesitését, olyan, p fokszamu
hatvanyosszeg-megoldoképlet allithato eld, amely csak a gyokvaltozokkal azonos n szamu
hatvanydsszeget (QP ; Q*™") tartalmazhatja, mivel valamennyi, Q™" fokszamu hatvany-
0sszeg 0-val egyenld. Ez a tulajdonsaga felhasznalhaté a jelen tanulmany 5.8 fejezetében
bemutatott kozelitd egyenlet megoldé eljaras alkalmazéasakor.

Transzformacio azonban nem csak az ismeretlen bdovitése, hanem mas miveletekkel
szorzas, hatvanyozas, azok kombinacidja stb. utjan is végezhetd.
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A kovetkezo, gyoktényezos alakban felirt egyenlet pl. a Fermat tétel feltételeit elégiti ki,
mivel a gyokvaltozok mindegyike relativ prim, €s a p hatvanykitevojik is azonos p primszam.

(x-a") (x-b")(x+c?)=0 138./

Belathato, hogy ez a feliras kanonikus polinom alakra hozva (p hatvanytol fliggetleniil) egy
olyan harmadfoku egyenletet kell, hogy alkosson, amelyben a tétel feltételeinek megfelelden a
q: paraméter 0-val egyenld kell, hogy legyen.

A FERMAT tétel tehat ebbdl a nézOpontbdl, a szokasos meghatarozasatol eltérden, igy
fogalmazhat6 meg:

Felirhato e harom, azonos p (primszam) hatvanyu természetes relativ primszam (a;b;c)
harmadfoku kanonikus polinom alakban oly mdédon, hogy a q; paraméteriik 0-val
egyenlé legyen? Lehetséges e barmely harom gyokvaltozo esetén az ismeretlen olyan
transzformacioja, amely ezt eredményezi?

Ebben a felirasban a tétel mas megkozelitéssel, pl. az ismeretlen (x) ,hatvany”
transzformacioja (x=y" ) utjan is vizsgalhato:

(y*-a") (y*-b°)( y*+cP)=0 139./

E képlet szorzoi a gyokvaltozokbol képzett 6sszegek (y-a); (y-b); (y-¢) és (p-1)-ed foku
polinomok szorzatara bonthato, illetve, hogy az 0j ismeretlen ,,y”’ is mindeniitt csak elso
hatvanyu legyen, a polinomokat (p-1) szdmu szorzatra kell bontani:

(321 (3-8} D). (3bp) ¥ {(3-C1)-..(3-p)}=0 140/

Ez a felbontas valamely (p-1)-ed foku egyenletek megoldasaval végezhetd el, amelynek n*(n-
1) db nem természetes, hanem képzetes szam gyoke van.

Példaképpen vizsgaljuk a p= 3 esetet, amelyre a jelzett felbontas még zart alakban, viszonylag
konnyen elvégezhetd (a=a; a;= a*(l—i\/g)/Z; = a*(1+i\/§)/2) €s ugyanigy b;c)

[(v- 2 ){(y- a(1-i+/3 )/2)*(y- a(1+i~/3 )/2)]* [b{(y- b(1-i+/3 )/2)*(y- b(1+i+/3 )/2)]*
[(y-c){(y- c(l—i\/g)/2)*(c— c(1+i\/§)/2)]= 0 141./

A felbontassal tehat egy olyan, p=3*p=9-ed foku egyenlethez jutottunk, amelynek 9 gyok-
valtozoja koziil 3 db egész szam.
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A hatvanydsszegek ¢és a hatvanyfiiggvények bemutatott azonossaga mindkét csoport
vizsgalatat megkonnyitheti, valtozatosabba teheti.
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5 Alkalmazasi lehetoségek

A hatvanyOsszegek, minthogy strukturalisan egyszeribb (,,szebb”) megoldast kinalnak, sok
esetben hasznosak lehetnek az elméleti és a gyakorlati matematikai problémak megoldasaban.

Nagy valasztékuk miatt ezekre csak vazlatosan, a teljesség igénye nélkiil, illetéleg példakon
keresztiil lehetett utalni.

A szerz6 szandékaban all azonban ilyen eredmények késObbi publikalasa is, illetéleg tovabbi
alkalmazasi lehetdségek feltarasa.

5.1 Az altalanos megoldoképletek tagjainak csokkentése, egyszeriisitése

A hatvany0Osszegek, kiilonosen a nagyobb valtozo-szamiak hagyomanyos médon torténd fel-
irasakor nagyszamu paraméter-variacié képzodik, ami az elméleti és a gyakorlati vizsgala-
tokat bonyolultabba teszi, noveli a szamitasi hibalehetoséget.

A NEWTON-képletnek példaul (n=2) valtoz6) p+1 szamua 6sszeadando tagja van.

A polinomok hagyoméanyos modon térténd hatvanyozéasa esetén az dsszeadando tagok szama
a valtozok szamatol (n) fliggden az alabbiak szerint adodik.

Hatvany0Osszeg-fokszam Osszeadando tagok szama P(n)

p=1 P(n)=0 142./
p=2 P(n)=n(n-1) /2 143./
p=3 P(n)=n(n-1)(n+4)/6 144./
p=4 P(n)=n*(n-1)/2 145./

Fentiekbdl kovetkezik, hogy valamely negyedfoku, négyvaltozds hatvanydsszeg hagyoma-
nyos algebrai megoldo képlete 24 tagbol kell, hogy alljon.

Az ismertetett algoritmusok szerinti megoldd-képletekben szereplé Osszeadand6 tagok
szamanak meghatarozéasara szolgalo osszefliggések levezetése és bemutatdsa ugyan 6nmagaba
véve is érdekes feladat, azonban a jelenlegi vizsgalat targyat nem képezi.

A tanulmanyban szerepld példak igy is lehetdséget nyajtanak hasonld jellegii 6sszehason-
litdsok végzésére.

Az elobb hivatkozott, negyedfoku, négyvaltozds hatvanydsszeget az 1./algoritmus segitsé-
gével felirva (62./) a megoldoképlet 24 helyett mar csak 5 6sszeadando tagot tartalmaz.

Ugyanazt az F, 4 paraméterrel vizsgalva a megolddképlet minddssze 3 tagu.
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Ha pedig az egyenletet q;= - d 0j valtozé felvételével alakitjuk eggyel nagyobb valtozo-
szamuva, a q;+=0 feltétel mellett az tovabb egyszertiisitheto,

4 2
Q5 —2q2 —4q4 146./

A valtozok nagyobb szama esetén a paraméter-variaciok szdma a hagyomanyoshoz képest
még latvanyosabban csokken.

Az is fontos kériilmény, hogy a paraméter-variaciok szama kevesebb lehet, mint maguknak a
valtozoknak a szama.

Példaképpen egy hagyomanyos modon felirt, n=100 valtozés harmadfoku hatvanydsszeg bal
oldalan 101 db, jobb oldalan pedig P(n)=171600 db 6sszeadando allna.

Ugyanez a moédositott algoritmus szerint, F;; bevezetését kdvetden minddssze két 0Ossze-
adandora csokkenthetd:

3

_ 3
Q. =q -3F; 147./

Ez megkonnyitheti azoknak a szamitasoknak a végzését, amikor nagy szamu valtozd kisebb
fokt hatvanyosszegének meghatarozasa a cél.

Hasonl6 feladatok jelentkezhetnek példaul a fizikaban, ha kiilonb6z6 atmérdjii részecskék
térfogatat kell valamely a&tmérdé mérési eredmények alapjan kiszamitani.

Felmeriilhet az ellenvetés, hogy bar a megolddképlet Osszeadandoinak szdma lecsokkent,
azonban maguknak a q paramétereknek a kiszamitasa lett sokkal bonyolultabb.

Kétségkiviil igaz, hogy a szamitasok végzésének gyakorlati oldalat tekintve az egységnél
nagyobb fokt paraméterek elézetes meghatarozasa Onmagaban véve tobbletmunkaként
jelentkezik.

Az elvégzendd miveletek szdmanak €s bonyolultsaganak analizise utjan azonban bizonyit-
hato, hogy az esetek jelentds részében az elony mégis a javasolt 1) megoldoképletek haszna-
lata soran jelentkezik, s igy a tObblet munkabefektetés nagyobb szamu valtozo esetén
megtériilhet.

5.2 A NEWTON polinom helyettesitése
A NEWTON polinommal azonos célt szolgalé altalanos megoldoképlet
levezetésének kiindulasi feltételeire a tanulmany 4.2 pontjaban mar tortént hivatkozas.

A paraméter-variaciok és az egyiitthatok meghatarozasa, az erre szolgalo altalanos megoldo-
képletek felirasa azonban eltéré megkozelitést igényel, amelyet szerzd kiilon tanulmanyban
publikalt [2].
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A kovetkezo példa az ajanlott modszer hatékonysagat hivatott bizonyitani:

A QZ =a’+ b’ - ¢’ hatvanydsszeg leirasahoz (q;=0) a hagyomanyos NEWTON binomnal 7
0sszeadando tag sziikséges.

Ugyanehhez az ajanlott eljaras esetén mindossze két paraméter szorzatat kell meghatarozni:

7 2
Q3 = 7q2 q. 148./

5.3  Hatvanysorozat 6sszegek megoldasa

A hatvanysorozat osszegek meghatarozott modon monoton novekvo, azonos hatvanyu szamok
osszeget jelentik.

Példaképpen a természetes szamok sorozata valaszthato:

Q =1 +2+. o1+ o 149./

n

Az ismertetett esetben n barmely értékénél a keresett 6sszeg a sorban megel6zé 6sszegbdl az
alabbi képlettel szamithatd

Q=0 +o 150./

A sorozat 0- hoz kozeli elsé hatvanyaira vonatkozd képletek algebrai uton konnyen
levezethetdk:

0

an n 151./

O = n*@+1)2 152./
2

O = n*(n+1)*(2n+1)/6 153./

O = [n* D] /4 154./

A hatvanyosszegek elméletének alkalmazasaval képezheték az ismertetett feladat meg-
oldésara szolgalo algoritmusok is.

E célbdl érdemes tijabb valtozdkat bevezetni:
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@1=2n+1 155./

e=n*(nt+1)/2  (=qi) 156./

Qn =n 157./

O=¢ 158./
2

Q = ([)1([)2/3 159./
3 2

Q=9 160./

Q” =012 (1920:°-672¢0,°+13440,*-1760¢,°+1436¢,>-630¢,+ 105)/45 161./

O =02” (480:°-1920,"+448,*- 7049, +718¢,>-420,+ 105)/3 162./

Példaképpen, p = 14, n=10 esetén, vagyis ha @, =21, @,=55 adodik:

Qi:=17393866687363400

Elképzelhetd, hogy az ) modszer milyen mértékben konnyitheti a hasonlo jellegii elméleti
vizsgalatokat.

Felhasznalhatd a modszer a negativ kitevdjii hatvanysorozat 6sszegek képzésére is.

Q =l/a+ 1b+.+1/n=(bn.+an.+.+ab.)ynl =¢g /!

n—1,n

ahol q,. n-1-ed foku, n valtozoés sorozat-paraméter (lasd 5.4 fejezet)
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5.4  Sorozat-paraméterek kiszamitasa

A hatvanyosszeg-sorozatok megoldasahoz szorosan kapcsolodik a sorozat-paraméterek
meghatarozasanak feladata is.

Ez definicidszeriien olyan ,,q,” paraméterek meghatarozasat jelenti, amelyek gyokvaltozoi
valamely szamsort, pl. a természetes szamok sorat alkotjak: a=1, b=2, ¢c=3....n.

A paraméterek onallo funkcionalis szerepe ez esetben nyilvanul meg a leginkabb.

Példaképpen valamely p=2 fokszamu, n=6 elembdl 4ll6 sorozat-paraméter (1;2;3;4;5;6) a
tagok szorzatanak ismétlodés nélkiili variacidjaként egy 15 tagu 6sszegként lenne felirhato:

(o= 172 + 13 +1%4 +1*5 +1%6 + 23 +2*4 +2%5 +2%6 +3%4 +3%5 + 3%6
+4%5 +4%6 +5%6=175

Ugyanerre a célra a hatvanyosszegek elmélete alapjan az alabbi, 1ényegesen egyszeriibb
képlet szolgalhat (@; =13, @,=21):

qQ2:6 =02 (3¢2-¢1)/6=175 163./

Erzékeltethetd, hogy milyen konnyebbséget jelentene a hagyomanyos médszerekhez képest,
pl. p=4, és nagy szamértékii ,,n” esetén az alabbi Osszefliggés alkalmazasa:

Qan= [5*@2> 3@+ 3202 +1)-  3*@1¢2(1002°+ 120, -2)]/360 164./

A hagyomanyos megoldoképlet ugyanis mar n=100 esetén is mintegy

P(n)=97*98%*99*100/1*2*3%4=3921225 - csaknem négymilli6 6sszetevot tartalmazna.

5.5 Oszthatosagi vizsgalatok, DIOFANTIKUS egyenletek
Az oszthatosagi vizsgalatokkal szamhalmazok azonossaga, vagy eltérései mutathatok ki.

A vizsgalat targyat a természetes szamok és miiveleti jelek alkalmazasaval felirhatd osztok
képezik.

Ugyanazon természetes szam felbonthatd természetes, racionalis vagy irracionalis szamok
szorzatara is, tetszés szerint, pl.

6=2%3= (77 +1) (V7 -1) = (¥/5+) (45 -i)
a felbontasok szama az egyes halmazokban eltéro.

Az oszthatosagi feltételek a természetes szamok korében viszonylag atlathatok, mas halmazok
viszonylataban ez nem igy van, hiszen felmeriilhet a kérdés, hogy a kiilonb6z6 halmazokba

sorolhato szorzotényezdknek (pl. 3; (\/7 +1) ) az egységen kiviil van e k6z0s osztojuk, ha
pedig nincsen, hogyan képzddhet beldliik szorzas utjan ugyanazon szam?
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A hatvanyosszegek ismertetett felirasi modja esetén az Osszefliggésekben nem maguk a
valtozok, hanem a kombinatorikai uton nyert, bonyolultabb strukturaji paraméterek
szerepelnek, amelyek sok esetben az egyébként nem természetes gyokvaltozokat természetes
szam formatumura alakithatjak, s igy tulajdonsagaik hatvanyosszeg formaban felirva
szemléletesebben megmutatkoznak.

Ezaltal kedvezébb lehetdség nyilhat a paraméterek, illetdleg a beldliikk képzett egyes polin-
omok oszthatosaganak, pl. a DIOFANTIKUS egyenleteknek a vizsgalatara és megoldasara,
kiilonféle bizonyitasok végzésére.

Vizsgaljunk példaképpen egy harom gyokvaltozo6ju hatvanyodsszeget:

Milyen oszthatosagi feltételek sziikségesek természetes, relativ primszam értékli gyokvalto-
zO0k ¢és hatvanykitevé esetén ahhoz, hogy a kovetkezd azonossag teljesiilhessen (FERMAT
tétel)?

Q: = aP + bP —cP=( 165./

Els6 lépéseként be kell helyettesiteni az elobbi feltételt az F;.; paraméteres (100./) megoldo
képletbe, amelyet atrendezve adodik a kdvetkezd Gsszefliggés:

qi”/ (p* Fi3)=P 166./

ahol:
Fi3=(atb)(ctb)(cta)

P- polinom, a q;; qu; F1.3 paraméterek szorzatvariacioibol 6sszegezve.

A hatvanyosszeg-elmélet a vizsgalatot azaltal teheti hatékonyabba, hogy hasznalatakor
nemcsak az adott p hatvanykitevot, hanem akar a teljes hatvanykitevo tartomanyt az elemzé-
sekbe be lehet vonni.

Ha a gyokvaltozok relativ primszamok, a Q: = 0 feltétel esetén (tétel) az alabbi kovet-

keztetések tehetok:

1. A q; paraméter nullatol eltérd, paros szam, amely 3-al, és a ,,p” hatvanykitevovel is
oszthato.

2. A qpparaméter nullatol eltérd, paratlan szam.

3. A q3 paraméter nullatol eltérd, paros szdm, amelynek q;-el kdzos osztoi lehetségesek,
qz-vel nem.

4. F,; mindig paros, és q;"-t egészében osztja.

5. A q; paraméternek a q, paraméterrel lehetnek 3, és 6n+1 alaktl k6zos osztoi, de csak
olyanok, amelyek F-el, és a gyokvaltozokkal nem kézdsek, €s p sem.

6. Bizonyithat6, hogy q,-nek a gyoktényezokkel, qs-al, és F-el kzos osztdja nem lehet
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7. Bizonyithatd, hogy F;3; maga is p hatvanyu osztok szorzatdbol all, kivéve azt az
esetet, ha p barmelyik gyokvaltozo osztdja. Ekkor - csak a p osztd hatvanykitevdje -
n*p-1 alakd, amelyet n*p alakuvéa a kiemelt p szorzotényezd egészit ki. F;3 tobbi
osztoja p hatvanyi marad.

8. Bizonyithatd, hogy F,.;, minden osztdja a gyokvaltozok egyikének, s igy a qs
paraméternek is osztdja,

9. Bizonyithatd, hogy F;.3 osztoit képezi a gyokvaltozok mindegyik, nem 2np+1 alaka
osztoja. Ezeken kiviil F;.3,-nak lehetnek 2np+1; és p osztoi is.

10. Bizonyithato, hogy a gyokvaltozok mindegyik olyan osztdja, amelyik F,.; nak részét
nem képezi, 2np+1 alakdl kell hogy legyen, kivéve p-t, ha a gyokvaltozo p-vel
oszthato.

M¢ég szamos, hasonld oszthatdsagi szabdly tehetd, és igazolhatd, amelyek elemzésekhez,
bizonyitasokhoz felhasznalhatok.

Tekintstik pl. a harom gyoktényezobdl képzett p=7 fokszamu hatvanydsszeget.

A feltétel, hogy QZ =0 legyen, akkor teljesiilhetne csak, ha (atrendezve):
"SI g F1g g FYIgFTg P =TR(q -q g +qg -g F 167./
4,774,%79, 4,F77q,F-7q,F 71¥q,-q, 4,74,-9,") -

A képletbol azonnal kitiinik, hogyha p=7 nem osztoja egyik gyokvaltozonak sem, az azonos-
sag nem allhat fenn, mivel q,? p-vel oszthato, a q, ¢s az F pedig nem, s igy az azonossag

baloldalan p a 7-ik, jobboldalan pedig az els6 hatvanyan szerepelhetne csak.

Ugyanigy kittinik, hogy q, és a q, -nek kell, hogy legyen 1; és F- tol eltéré kozos osztodja, de

az utolsé tag miatt maga az Gsszeg mégis csak az els6 hatvanyon oszthatd. Igy az azonossag
bal oldala valamennyi osztd tekintetében a 7-ik hatvanyon nem allhatna fenn. Hasonld
ellentmondasok mas hatvanyokra is bizonyithatok.

Tehat a hatvanyOsszegek elmélete, az oszthatosagi vizsgalatokkal alkalmassd tehetd olyan
bonyolult DIOFANTIKUS problémakorok elemzésére is, mint a FERMAT tétel.

5.6 Fiiggvény-sorok helyettesitése

Az analitikus fliggvények meghatarozott terjedelmii és pontossagl,, vagy végtelen hatvany-
kitevds sorokkal helyettesithetok (pl. TAYLOR sor).

Bizonyos fliggvénykombinaciok szamitasa meggyorsithatd, ha a kiinduld valtozok helyett
azokbol képzett hatvanydsszegeket vagy paramétereket alkalmaznak.

Példaképpen szolgalhat a sin a + sin b — sin ¢ fliggvénykombinacid, amellyel egy derékszogu
haromszog (a=o=IT/n , b= =I1(n-2)/2n, c=y= I1/2) keriilete a szogek és az atfogd
ismeretében kiszamithatd, a TAYLOR sor felhasznalasaval az alabbiak szerint kézelitheto:
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qi=a+b-—c=0; Q=I1°(2n-n*-4)/4n*; Q= -IT’(2n -2)/4n’
ahol n a szogiv hanyad, és

sina+sinb +sin c=— Q3 /3! + Qs /5! — ... £Qyn+1 /(2n+1)! =
-q3 (12! = q/4 1+ q2%/6 ' — (q2°+ q5°/3)/8! ...)) 168./

Az adott esetben mar kéttagu kozelitd képlettel is 1%- os pontossag lenne elérhetd, pl. ha a=b
=I1/4 , vagyis ha az osztdoszdm n=4

sin a + sin b +sin c= 0,4142 =~ —I1°/32 (1/2! — 311%/384)=
—IT°/32 (1/2! — 311°/384)= 0,4096 169./

A kidolgozott Osszefliggés lehetdséget nyujt az inverz mivelet (n szogiv hanyad) meg-
hatarozasara is, ha a haromszog kertilete és atfogdja ismert.

A hasonlo alkalmazasok, kiilondsen a valtozok nagy szdma esetén szemmel lathatéan
egyszeriibbek és hatékonyabbak, mint az dsszetevok kiilon torténd szamitasa, és azt kovetd
0sszegzese.

5.7 Hatvanyosszegekbol képzett egyenlet-rendszerek

Valamennyi paraméter ismeretében, teljes paraméterszam esetén az ismertetett algoritmusok
segitségével barmely fokszamt hatvanyOsszeg kiszamithato.

A valtozok szamaval megegyezd szamu, azonban kiilonbdzd fokszamu hatvanydsszegekbdl
olyan, hatarozott ,n” ismeretlenes egyenletrendszer képezhetd, amely benne szerepld
gyokvaltozok tekintetében egyértelmiien megoldhato.

Példaképpen tekintsiik a kovetkezd, négyvaltozds egyenletrendszert, ha négy kiilonb6zo
hatvanydsszeg értéke ismert:

Qi: QT‘zqz 170./
0-9,-3¢,9,%3 ¢, 171./
0.=q.,-4q, q,* q, q,-4q, *2q, -

0:=49,5¢,9,%59, 4,59, 4,54, 4,59, ¢, 173
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Fenti egyenletrendszer, mivel maguk a hatvanyosszegek ismertek, 4 db ismeretlent (q;4 para-
méterek) tartalmaz, s igy megoldhato. Altalanos esetben a megoldo képlet maga is a valtozok
szamaval azonos fokszdma.

A hatvanyosszeg egyenletrendszer tehat a gyokvaltozok azonositasanak teljes értékii eszkoze.

A hatvanyosszeg-egyenletrendszer a hatvanykitevos fliiggvények gyokvaltozds, ¢s kano-
nikus polinom formaban megadott alakjaival egyenértékii informaciohordozo.

A gyOkvaltozok meghatdrozasa a legnagyobb fokszamu hatvanyosszeggel (p) azonos fok-
szamu algebrai egyenlet megoldasa utjan torténhet.

A keresett n szami valtozot az elsdé, n fokszamu hatvanyosszegbol képzett egyenlet-
rendszerbdl célszerti meghatarozni.

5.8 ,ji-ed foku (algebrai) egyenletek gyokeinek kozelito meghatarozasa

A hatvanyosszegek a tanulmany szerint éppen az algebrai egyenletekbél szarmaztathatok. A
koztiik 1évo kapcsolat ezért a tanulmany alapjan jol kovethetd, és egyes esetekben felhasz-
nalhatdé az algebrai egyenlet gyokeinek meghatarozasara, a lehetséges megoldasok,
szamelméleti kérdések elemzésére.

Az algebrai egyenlet egyiitthatdibol a hatvanydsszegek meghatdrozasahoz sziikséges para-
méterek kozvetleniil adodnak (azzal egyenldk), és hasonloképpen, megfeleld szamu és
sorrendli hatvanyosszegbdl az egyenlet paraméterei visszaszamolhatok (1asd elozo fejezet).

A csak valos gyokvaltozokkal bird, hatvanykitevOs alakban felirt algebrai egyenletek
gyokvaltozoinak megadott pontossagu kozelitésére és elemzésére a hatvanyosszegek elmélete
egyszerti megoldast nyujt, amelyet kivonatosan ismertetiink.

A megoldas 1ényege, hogy a paros (p) kitevoji hatvanyosszegekben valamennyi valos valtozo
pozitiv eldjeld, s igy koziilikk a legnagyobb (am,x) két szElsé érték kozé szorithato:

Qu’/n < amax” < Qu’ 174./
amibdl a keresett legnagyobb gydkvaltozo (n'’P-1)*100 pontossaggal hatarozhaté meg
(Q"/n )P <ape < (QD)'P 175./

fgy pl. a harom gyokvéltozos, harmadfokt egyenlet, legnagyobb gyokvaltozdja egy p = 64
foku hatvanyosszegbdl +/-0,9 %- os hibaval szamithato.

Azonos modszerrel hatdrozhatdé meg a legkisebb valos gyokvaltozd abszolut értéke is,
azonban ekkor egy negativ paros hatvanydsszegbdl célszerti kiindulni.
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A szamitas menete vazlatosan az alabbi:

1. Az egyenlet ismert algebrai modszerekkel legalabb olyan, egyszerisitett alakra hozhato
(transzformalhat6), amelynél a p hatvanyu tag melletti egyiitthatd qo=1, a p-1 hatvany
melletti pedig q;=0 érték.

2. Az egyenlet leggyakoribb, hatvanykitevOs alakjabol a q,., paraméterek kozvetleniil
leolvashatok. Az 1. pont szerinti atalakitasoknak megfelelden a q; paraméter 0 értékii, ami
a hatvany0sszeg meghatarozasara szolgalo 0sszefliggést nagymértékben egyszerusiti.

3. A paraméterek ismeretében a megadott pontossag eléréséhez sziikséges pozitiv és negativ
paros fokszamu hatvanyosszegek kiszamithatok.

4. A 174-175/ képletekkel, p-ik gyokvonassal a keresett legkisebb és legnagyobb abszolut
értékli gyokvaltozok kozelithetok.

5. A gyokvaltozok eldjele elemzd modszerekkel meghatarozando.

6. Az ismert gyokvaltozok behelyettesitésével az egyenlet fokszama kettdvel csokkenthetd
¢s a paraméterek is ennek megfelelden atszamithatok (5.6 fejezet).

7. A csokkentett fokszadmu egyenlet paramétereivel a kdvetkezd legnagyobb és a legkisebb
abszolut értékii gyokvaltozok sorban kiszamithatok, illetve sziikség esetén az eredeti
valtozokra visszatranszformalhatok.

A soron kovetkezd gyOkvaltozok szamitasanak pontossagat noveli, hogy a valtozok szama
Iépésrol-1épésre csokken, ugyanakkor rontja a paraméterek atszamitasakor jelentkezo hiba.

Minthogy azonban a szamitas két iranybol (legkisebb €s legnagyobb gyok) végezhetd, mod
nyilik 6sszehasonlitasra, és annak alapjan korrekciora, ismételt szamitas végzésére.

A bemutatott modszer pontossaga tehat részben a hatvanydsszeg fokszdmanak megvalasz-
tasaval, részben iteracid végzésével novelhetd.

A gyokvaltozok tulajdonsagainak vizsgéalatahoz a hatvanyosszegek elmélete a korabbitol
eltérd, azokat kiegészité modszereket nyujthat, felhasznalasaval uj kritériumok és determinan-
sok dolgozhatok ki.

A mindenkori vizsgalt legnagyobb (legkisebb) abszolut értékii valos gyok eldjele pl. csak
akkor lehet negativ (pozitiv), ha barmelyik paratlan fokszamu hatvanyOsszeg eldjelet valt,
vagy novekvo kitevo ellenére értéke lecsokken, illetdleg novekedésének iiteme kisebb, mint
az elvarhato.

A komplex gyokvaltozok Iétezésére az egymast kovetd paros ¢€s paratlan kitevoja
hatvanydsszegek aranyanak valtozasabol is lehet kovetkeztetni.

A modszer jellemzésére szolgalhat a kovetkezo példa:

Kiszamitand6 egy harmadfoku egyenlet legnagyobb valds gyoke (felvéve a=10; b=5,6; c= -
15,6):

X’ -187,36 x+873,6=0 176./

ahol: q;=0, qx=- 187,36, q3=- 873,6
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A tanulmany alapjan készilt 8. foku kozelitd képlet felhasznalasaval a gyokvaltozok abszolut
értéke az alabbiak szerint adodik.

Cmax=[-8 (-187,36)(-873,6)* +2 (-187,36)"1"/=15,655 177./
bumin = [(-187,36)° +8 (-187,36)°(-873,6)* +12(-187,36)*(-873,6)*1*/(-873.6)

=5,623 178./
a= 3/ (Cmax bmin)= -873,6/(5,623*15,655) = 9,924 179./

Minthogy a 0-nal nagyobb fokszamu hatvanyosszegek mindegyike negativ eldjelli, cpax csakis
negativ eldjelii lehet.

Hasonl6 megfontolas alapjan b, €s ,,a” is csak pozitiv eldjeliiek lehetnek.

A gyokvaltozok kozelito értékei tehat a kovetkezok:
a=9,924 (0,76%); b =5,623 (0,4%); ¢ =-15,655 (0,35%);
A tényleges maximalis hiba: 0,76%

Valamely negyedfoku egyenlet legnagyobb valds gyokének abszolut értéke

5-0d foka hatvanyosszeggel, négy paraméterbdl alkotott, minddssze négytagu polinommal, és
egy 5-ik gyokvondssal +/- 15% pontossaggal kozelithetd-

Bar a példa szerinti pontossag inkabb ,becslésnek™ felelhet meg, azonban a hatvanyOsszeg
fokszamanak novelésével ez tetszélegesen javithatd. Igaz viszont, hogy ekkor a megoldokép-
let tagjainak szama is nagyobb.

A modszer varhatd gyakorlati hasznositasatol fliggetleniil, elméletileg hangstlyozhato, hogy
ez egy olyan altaldnos eljaras, amely (a p szamu gyokvonastol eltekintve) ugyszolvan
elementaris miiveletek felhasznalasaval, iteracio nélkiil teszi lehetové barmely fokszamu
egyenlet valos gyokeinek elore megadott pontossaggal torténé kiszamitasat. Masképpen
megfogalmazva a jelen fejezetben foglaltakat, Ujszeri valasz adhatd az algebranak egy
korébbi keletii kérdésére:

A valos valtozoju hatvany (algebrai) egyenletek dsszes gyokei legfeljebb n szamu gyokvo-
nassal és végtelen szamu alapmiivelettel meghatdrozhatok, illetéleg véges szamuval megadott
pontossaggal kozelithetok”.

Az ismertetett lehetdség a nem valos gyokvaltozok meghatarozasara is kiterjesztheto.
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5.9 Egyéb alkalmazasi lehetoségek

Az eddig felsoroltakkal a hatvanydsszegek elméletének matematikai alkalmazasi lehetdségei
korantsem meriiltek ki.

A természet és tarsadalomtudomanyi vizsgalatokban a hatvanyosszegek azon tulajdonséaga is
hasznosithato, hogy bar a paraméterekben szerepld valtozok egymassal 6ssze nem vonhatdak
(kiilonb6z6 halmazokbol) lehetnek, mégis ugyanazon fliggvények ala rendelhetdk, formalis és
lényegi fliggvény-kapcsolatok alakithatok ki kozottik, velik egyszertsitések végezhetok.
Paraméteres formaban felirva kezelhet6vé valhatnak olyan valtozok, amelyek egyébként
onalloan nem lennének értelmezhetdk, vagy mas jelentésiik lenne.

Példaképpen:

- valamely pont helyzetét a merdleges koordinatarendszerben leir6 x; y; z koordinatakbol
képzett hasab linearis, feliileti és térfogati kiterjedései kozvetleniil a q;, qu, q3, paramé-
terekkel egyenlok.

- A specialis relativitdselméletben a Lorenz transzformaci6 strukturalisan valamely négy
valtozos q paraméternek feleltethetd meg.

- Az 5.1 pontban mar tortént utalds a hatvanydsszegek elméletének nagyszamu mérési adat
feldolgozasa esetén ajanlhato alkalmazésara.

Még sokféle jelenségben kimutathat6 a (gyok)valtozok paraméteres rendezhetosége.

Az alkalmazasi lehetdségek feltarasa az adott szakteriilet kompetenciajat képezi.
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6 Osszefoglalas

A jelen tanulmanyban ismertettiik a kiilonb6z6 valtozo (n), €s fokszamu (p) hatvanyosszegek
képzésére szolgalo alap (1;2./) és mddositott algoritmusokat.

Néhany elméleti és gyakorlati jellegti alkalmazas is vazlatosan bemutatasra keriilt.

Ismételten megmutatkozott, hogy bar ugyanazon matematikai feladatok nagyon sokfélekép-
pen megoldhatok, azonban a megoldas hatékonysagat a kiinduld feltételek és modszerek
nagymértékben befolyasoljak.

Elméleti szempontbdl a tanulmany targya egy algebrai médszer, amellyel a mar ismert
problémakdorok is 1) szemszogbdl vizsgalhatok.

Gyakorlati szempontbdl a hatvanyosszeg megoldd képletében szerepld paraméterek, és
maguk a képletek is egyes szamitdsi feladatokban alkalmazhatd, azokat meggyorsitod
szamitogépes programozasi modnak, szoftvernek is tekinthetdk.

A modszer mas eljarasokkal mar ,.feltort” problémahoz nyuajthat egyszeriibb vagy csak egy-
szerllen mas ,.kulcsot”

Szerz6 tudja, hogy az ismertetett elvek egy része mar korabban is létezett.

Ugy gondolja azonban, hogy vannak benne Gj megallapitasok, és befejezetlen probléma
felvetések, amelyek még megoldasra varnak.

Azt a kérdést azonban, hogy az ismertetett eredmények hasznosak és sziikségesek, valojaban
csak az érdekelt szakteriiletek képviseldi valaszolhatjak meg.

Budapest 2004.05 Forrai Gyorgy
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7 Irodalomjegyzék:

Szamitastechnikai és Matematikai Mddszerek Alkalmazasa

a Tudomanyos ¢s Ekonomiai vizsgalatokban” Miiszaki-
tudomanyos konferencia eldadas gytijteményében jelent
meg. (A konferencia rendezdi voltak: az Ukran SzSzR
LZNANYIE” Kozgazdasagi és  Miiszaki-Tudomanyos
egyesiilete, a Lvovi Allami, és a Kievi Politechnikai
Egyetem

N | Szerz6 Megnevezés Kiadas
1 |[G.H. Hardy ,| An Introduction to THE THEORY OF NUMBERS (angol| 1971.
E.M. WRIGHT |nyelvii), OXFORD, 1971
4. kiadas
2 |Forrai Gyorgy | Viicsiszlenyie sztyepenniix szum 1991
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8 UTOSZO

Tisztelt Olvaso

Ko6szonom, hogy a tanulmanyt figyelemébe fogadta.
Nagyrabecsiilésem, mert részben, vagy végig elolvasta.
Megtisztel, ha kérdéseivel, problémaival ezzel kapcsolatban hozzam fordul.

Oromémre szolgal, ha barmit tud hasznositani beldle, vagy tovabb fejleszteni
szandékozik.

Haélara kotelez, ha a benne talalt hibdkra felhivna a figyelmem, amelyek sajnos,
lehetségesek. Erémet meghaladé feladat volt. Legyen On a lektorom.

A Szerzo
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