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1 Elézmények

A jelen publikacio a hatvanykitevds egyenletekbdl képzett hatvanyodsszegek elméleti kérdé-
seivel foglalkoz6 tanulmanysorozat részét képezi, annak egy alkalmazasi lehetdségét - a
NEWTON binommal valé kapcsolatat mutatva be.

A témakor a korabbi, ,,HATVANYOSSZEGEK ELMELETE, I. KOTET” [4] targya tanul-
manyban kertilt felvetésre, amelyben bizonyitast nyertek a gyokvaltozokbdl allo, paraméteres
alaku hatvanyosszegek képzésére szolgald alap és modositott algoritmusok.

Az alabbi rovid emlékeztetd a hivatkozott tanulmany alaptéziseit idézi:

I. Az egy (x) ismeretlenes, i-ed foku egyenletek gyokei egy i =n valtozészamu
hatvanyosszeg valtozoival azonosak (tovabbiakban: gydkvdltozok), s igy az
egyenletek és a hatvanyosszegek egymasbdl kifejezhetok.

I1. A hatvanyosszeg valtozoi (n) (gyokei) szamanak és a hatvanyosszeg fokszama-
nak (p) barmely értéke esetén léteznek olyan, a hatvanykitevék novekvé és
csokkené tartomanyara érvényes alap és azokbol képezhet6 egyéb algoritmu-
sok, amelyekkel az adott fokszamu hatvanyosszeg n szamu, egységnyi
fokszam-kiilonbségii ismert hatvanyosszegbdol meghatarozhato.

A hatvanykitevo novekvo tartomanyara érvényes alap algoritmus:

Qj =q Q:_l - q Q:fz vt Qo Q’F” 1./

n

a hatvanykitevo csokkend tartomanyara érvényes alap algoritmus:

0/~ Q" w0t

ahol

B . ;o P
Q =P+ PP+ eP B-ik fokszamu hatvanydsszeg, az a,b,c..e

n

gyokvaltozokbol képezve, (-oo< § <oo)

qi..n n-ik (egész) fokszami paraméterek az a;b;c....n
gyokvaltozokbol eldallitva (1asd 2.1 fejezet)

A [4]-ben mar jeleztiik, hogy a hatvanydsszegek elméletében szerepld paraméterek olyan, a
gyokvaltozokkal szoros funkcionalis kapcsolatban allo tényezdk, amelyek egyes alkalma-
zasokban maguk is valtozok lehetnek. Indexalasuk (also indexiik) nem a megszokott modon,
a paraméter mellett allo ismeretlen (x) hatvanya alapjan, hanem a paraméter sajat fokszama
szerint torténik

A jelen publikacid a hatvanyodsszegeknek a NEWTON binom helyett torténo alkalmazasa
lehetéségeit vizsgalja.



Bér ez az alkalmazasi teriilet mar a bevezetd tanulméanyban is [4] felmeriilt, annak altala-
nosabb jellege miatt akkor nem volt lehetéség a problémakor részletesebb ismertetésére,
egyebek kozott a hatvanydsszegek egy 1épésben torténd felirasahoz, binomialis egylitthatoinak
kiszamitasahoz sziikséges Osszefliggések meghatarozésara.

A NEWTON binom vizsgalata a mai matematikdnak, és a szamitastechnikdnak nem
sulyponti kérdése. Torténeti, és oktatdsi szempontbdl azonban ma is fontos, és minden masnal
jobb lehetdséget nyujt a hatvanydsszegek elmélete lehetdségeinek bemutatasara.

Feltételezhetd, hogy érdeklddésre tarthat szamot egy olyan elmélet, amely az adott témakort
teljesen 1j megvilagitasbol, szélesebb kdrben képes vizsgalni.
Bér a jelen tanulmdnyban nem kivanunk ismétlddésbe bocsatkozni, a bevezetd tanulmany

néhany fontosabb Osszefliggésére és megallapitasara emlékeztetni fogunk.

A szemléletesség céljabol az 0 Osszefiiggések alkalmazédsat a szokasosnal tobb példaval
illusztraljuk.

Megjegyezhetd, hogy valdjadban ez a tanulmény késziilt el a legkorabban [3], és szolgalt alapul
a [4]-ben ismertetett elvek kidolgozasahoz.

Visszatekintve, és az ujabb eredményekhez igazitva a téma kifejtésében most olyan szerkesz-
tési nehézségek elé kerliltem, amelyeket lehetséges, hogy nem sikeriilt j6 megoldanom,
amiért kérem szives megértésiiket.



2 A NEWTON binom felirasa

A NEWTON binom szokasos felirdsa az alabbi azonossaggal torténik:
sz(a +b)p 3./
ahol a;b;c barmely értékii valtozok, amelyek 6sszege 0-val egyenld (a+b+c=0):.

A kijelolt miiveletet elvégezve nyerheté a NEWTON binom, vagyis az a és b valtozok
kiilonféle variaciobol, és N egyiitthatokbol allo dsszefliggés.

P= N o+ N a b+ N ab ™+ N7 b 4./

A képletben szerepl6 dsszeadando tagok a valtozok hatvanykitevdi szerint rendezhetdk.

Az N 'p =f(p;1) ,,binomidlis egyiitthatok” 0 <i < p oszlopszammal és p sorszdmmal jellemez-

hetok. Az alsé index (p) a binom fokszamat, felsé index (i) a rendezett sor szerinti
sorszamukat jeldli.!

A hatvanyOsszegek elméletének analdgidjaként észrevehetd, hogy a 4./ képlet szintén egyfajta
algoritmust képez, amelynek segitségével a ¢ valtozd valamely ismert fokszamt hatvanya
esetén magasabb fokszamui megoldd-képlete levezethetd.

Az egylitthatok meghatdrozasara szolgadld6 PASCAL haromszog is erre az egyszerl
algoritmusra épiil, amennyiben a nagyobb fokszamu binom rendezett sorszdmu egyiitthat6ja
az eggyel kisebb fokszamu rendezett sorszdmu két egylitthat6 6sszegeként szamithato.

i i-1 i
Np :prl—i_prl 5./

Ez a modszer szemléletesen mutathatd be a PASCAL haromszog alabbi, tablazatos
felirasaval:

p/i 0 1 2 3 4 5 6

0 1

1 11

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 [+10 [+5 1

6 1 6 15 20 =15 |6 1

7 17 21 35 35 21 7 1

képlet 1 pl/  pl2l  pl3l  plal  pl/st plie!  pl/7!
@e-D_ @E2! @-3)! @EH! @5 6! @7

TA jelolés részben a megfeleld szimbdlum (..) hidnya, részben egyéb, a téma kés6bbi kifejtését megkonnyitd
szempontok miatt tér el a szokasostol.



Bar a fenti felirdsi mod formailag eltér a szokésos, ,,haromszog alakba” rendezett6l, azonban
lényegét tekintve azzal azonos, és ebben a forméaban a tovabbi valtozatok algoritmusaval
jobban Osszevetheto.

A NEWTON binom egy Iépésben torténd felirdsara alabbi kifejezés szolgalhat

i=p

L= (+-1) N; a"b' 6./
i=0
¢s a binomialis egylitthato:
i p'
= 7./
Pil(p—i)!

A NEWTON binommal kapcsolatosan az aldbbi tulajdonsagok emelhetdk ki.
- Az 6sszeadando tagok szama p+1

- A tagok mindegyikében a két valtozd hatvanykitevdjének osszege p-vel egyenlo.

“N,~N;7!

- Az 1 ¢és ap-i helyeken allo egyiitthatok azonos értékiek.

- p primszam esetén valamennyi egyiitthato p-vel oszthato.

- a valtozok eldjelétdl fliggden a tagok eldjele pozitiv, vagy tagonként eldjelvalto.

A tovébbi 0sszehasonlitd vizsgéalatokhoz célszeri a NEWTON binomot hatvanyOsszeg alakra
atirni, ami az i=0 sorszamu (a”) és az i=p sorszamu (b") tagoknak az egyenlet bal oldalara
torténd athelyezése utjan torténhet.

PP PP p-1 p-1 1 p-l
Q3 c’-a’-b"= N 2" b+ + N ab 8./

Ekkor tehat az \J Z =N z =1 egyiitthatok is az egyenlet jobb oldaléra keriilnek at.

Példaképpen a p= 5 fokszamu binom megoldoképlete:
Qz =c’- a>-b’ =5a"b+10a’b’+10a’b>+5ab*=5ab [(a’+b”)+2(ab)(a+b)] 9./

A hatvanyosszeg alaku feliras tehat mar a NEWTON binom atrendezése utjan is lehetséges.
Valgjaban hatvanyOsszeg alakra nemcsak az elobbi egyenlet rendezhetd, hanem azzal teljesen
azonosan tovabbi két egyenlet, valamennyi valtozé-par kombinaciéra (a...b; c...b; c...a)
felirhato.

L 1 p-1 p-1 -1 1 p-1 p-1 -1
Q3 —Npcp bt...+ N cb? —Npcp at...+ N’ caP 10./

Az ismertetett egyenletek tehat ugyan mar hatvanyosszegek, azonban még nem paraméteres
alakuak. A q.. paraméterek ezekbdl az egyenletekbdl csak bonyolult atrendezések utjan
lennének kifejezhetdk.

A hatvany0sszegek elméletét alkalmazva, annak algoritmusai segitségével ez sokkal hatéko-
nyabban elvégezhetd.



3 A NEWTON binom felirasa paraméteres hatvanyosszeg alakban

1;2./ alap algoritmusok segitségével - amennyiben az Osszes valtozot tartalmazzak (teljes
valtozdszamuak) - a hatvanyosszegek mindig felirhatok paraméteres alakban is.

Ez azt jelenti, hogy barmely fok és valtozoszamu hatvanyodsszeg csupan ¢, paraméterek €s

K p binomialis egyiitthatok? variacioibol allo osszeggel kifejezhetd.

Az alap algoritmusokkal képzett hatvanyosszegeken kiviil 1étezhetnek még maodositott algorit-
musokkal és paraméterekkel képzett hatvanyosszegek is.

A NEWTON binom kiindulési feltétele (atb+c=0) a hatvanydsszegek eldallitdsa szem-
pontjabol két alaphelyzetnek felel meg.

1. Valtozat

Az alap algoritmusokkal képezhetdk olyan, kétvaltozos, teljes paraméterszamu hatvany-
osszegek, amelyek a 9;10 képletekkel analog mdédon, haromféle valtozd par kombinacidoban
is felirhatok (q;=a+b=-c; ct+b=-a;ct+a=-b; q,= ab;ac;bc).

2. Valtozat
Az alap algoritmusokkal képezhetd olyan, hdromvaltozos (a;b;c), hianyos paraméterszamu
(q:=0, go=ab+bc+ac; q3=abc) hatvanyosszeg, amely csak egyféle alakban irhat6 fel.

3... Valtozatok
Az alap algoritmusokkal képezhetok modositott alakll (paraméterti) hatvanydsszegek is.

A tovabbiakban ezeket a valtozatokat ismertetjiik.

3.1 A NEWTON binom felirasa kétvaltozos, teljes paraméterszamu hatvanyosszegkeént

Két valtozo (pl. a,b) esetén a q;, qp paraméterek 1éteznek csak.
A c valtozo6 tulajdonképpen a q; paraméterrel azonos.

qi=a +b=-c 11./
gqo=ab 12./

¢s az alap algoritmus névekvo fokszdm esetén
P P p_ p-1 p—2
=9 +b = - 13./
Q2 q Q2 © Q2

csokkeno fokszam esetén

Q; :a'P+b'P: (Qj+2 “aq Q§+1 )/q2 14

2 K ;7 Ezt a jelolést a hatvanydsszeg-binomialis egyiitthatoknak a PASCAL binomidlis egyiitthatoktol valo

eltérése kihangstlyozasa céljabol vezettiik be.



Az alap algoritmusokbol adodik a kovetkezd, negativ hatvanyon indithatd paraméteres

hatvanyosszeg sor:

0'=(q,59,9,%54,9.)q,
0 '=(q,4q,q,*2q,)q,
0,=(q,-3q, 9,4,
0, -(q,2q,) q,

0, q,/q,

0.2

0-q,

0.-q,q,
0.-q9,-3q,9,
0.=q,44q, 4,724,
0.-4,59,4,% 9, 4,

15./

16./

17./

18./

19./

20./

21./

22./

23./

24./

25./

A kétvaltozos hatvanyosszegek egy 1épésben torténd felirasara szolgalhat az alabbi altalanos

Osszefiiggés:
p i=m ; . o p-a
0, -2 VK, 4, ¢, 26/
ahol
K’p =f(p;i) -az0 <i < m oszlopszammal és p sorszammal

jellemezhetd, a PASCAL haromszogétdl eltérd binomialis egylitthatok.

p paratlan esetén
m = (p-1)/2

o <p paratlan szam

p paros esetén
m=p/2

o <p/2 paros szam



A fenti 0sszefliggésben szerepld paraméterek fokszama kiilonbozo (1; 2).

Kovetkezésképpen a 25./ képletben szerepld, szorzétényezdként ki nem emelhetd paraméterek
kombin4cioibol olyan, a fokszamuk szerinti legkisebb k6zos tobbszords értékének (1;2=2)
megfeleld elemek kiilonithetdk el, amelyek barmely fokszamu megoldoképletben ismétlodden
el6fordulhatnak.

A paraméterek fokszama szerinti legkisebb kozds tobbszords értékének megfeleld paraméter-
variaciokat célszert kiilon jeldléssel ellatni, mint pl. az adott esetben:

2
A=q:B=q,

A hatvanyosszegek felirdsa ezaltal attekinthetobbé valik.

3

=

0,-q ¢, .

i=

(-1) K}j A™B 27./

f=}

A fenti képletben szerepld tényezok értékei az aladbbi tablazat szerint vehetok fel:

p= pozitiv pozitiv negativ negativ
paros paratlan paros paratlan
p=+2n p=2n+1 p=-2n p=-2n-1

r 0 1 0 1

m p/2 (p-1)/2 -p/2 (-p-1)/2

k 0 0 -p -p

A K binomidlis egylitthatok meghatarozasa ebben az esetben 1 és 2 fokszdmmal kisebb,
p

sorba rendezett egyiitthatok 0sszegeként szamithato:

A novekvo fokszam tartomanyaban:

K,=K..-K,. 28./

A csokkend fokszam tartomanyaban:

K=K, K. 29,/

Ez a modszer is bemutathato a PASCAL haromszoghoz hasonld, tablazatos formaban,
amelynek képzése és értékkészlete az elsd pozitiv és negativ p hatvanyok vonatkozéasaban a
tovabbiakban lathato.



pi 0 1 2 3 4
+/- + - + - +
-7 17 147 0
-6 1 6 = 2 0
-5 1 5 [+ o
-4 1 [+ ]2 0
3 1 3 0
2 12 0
-1 10
0 2 0
1 1 0 0
2 12 0
3 1 3 0 0
4 +1_ |4 2 0
5 T ENE 0
6 1 |=6_]9 +2 |0
7 17 14 |+ |0
8 1 8 20 [|+16 |2
9 19 27 [430 |9
10 1 10 35  |[450 |25
11 1 11 44 77 55
2 1 12 54 112
13 1 13 65 156 182
14 1 14 77 210 294
keéplet 1 p (@D ©®2) (@3
) (-3) (4
R (4 (-9)
- 3l (p-6)
1 - /4!
(p-4) -
11 (p-5)
(p-6)
/2!

N OO

11
36

91
196

(p-4)
(p-5)
(p-6)
(p-7)
(p-8)
/5!

(p-6)
(p-7)
(p-8)
/3!

0

0
2

(p-6)
(p-7)
(p-8)
(P-9)
(p-10)
(p-11)
(p-12)
/7!

(p-3)
(p-9)
(p-10)
(p-11)
(p-12)
/5!

Az egyiitthatok egy Iépésben torténd felirdsahoz a 28./ képlet

hasznalhato:
jzp2

K=2 K’

j=0

atrendezett formaban

30./

vagyis, hogy barmely egyiitthatd az eggyel kisebb oszlopszamu, és kettovel kisebb fokszamu

Osszes egyiitthatd 0sszegével egyenlo.

10



Ebbdl a feltételbdl adodnak az alabbi, altalanos Osszefiiggések:

Hai > 0, akkor

K, =p-(p-i-1)/(p-2i)i! 31./

pl. p=13;i=5 esetén:

K= 13(13-5-1)!/(13-10)!5!=91

. i<0
Ha i <0, akkor Kp =0
Fenti Osszefliggésekben i1<= 0 esetére figyelembe vettiik a faktoridlt altalanosito I' (x)
funkciot, amelynek értékei I (0)=1; és T (-x) =+/-o0
A NEWTON binombdl képzett hatvanyodsszeget helyettesitd, haromvaltozos hatvanyosszeg a fenti,
kétvaltozosbol tgy allithatd eld, ha annak mindkét oldalahoz hozzaadjuk a cP= (—q)f tagot:

p p P
Q.- 0, +(=9), 32/
A kiegészités kovetkeztében a hatvanydsszegek jobb oldalan, a 0 helyen allo K 2 egylitthatok

az alabbiak szerint modosulnak:

p paros fokszam esetén  : K(; =2

p péaratlan fokszam esetén : K(; =0

A tobbi egyiitthato értéke valtozatlan marad.

Az egyiitthatok ismeretében a hatvanydsszegek felirhatok, és tovabbi egyszerlsitések végez-
hetdk, pl. a p=13 fokszdmu hatvanyosszeg

Q: =q1B (-13A’+65A"B-156A’B*+182A’B>-91AB*+13B°) 33./

amelynek paramétereita c = a+b azonossag figyelembevételével valtozora atirva kapjuk :
Q: = abc [-13¢'%+65¢*ab-156c (ab)*+182¢*(ab)*-91c*(ab)*+13(ab)’] 34./

Azonos 0Osszefliggések vezethetok le a paraméter-parok masik két kombindcidja vonatko-
zaséaban is.

Bar a nyert osszefliggés a NEWTON binommal azonos elemekre vezethetd vissza (ab; a+b)
formailag azonban attol teljesen eltérd.

A NEWTON binombdl képzett hatvanyosszeget helyettesité kétvaltozos, paraméteres hat-
vanydsszeggel kapcsolatosan az alabbi strukturalis tulajdonsdgok emelhetdk ki.

- A binom pozitiv és negativ egész fokszamokra is érvényes.
- Az 6sszeadand¢6 tagok szama kozelitdleg a fele (m=p/2; illetve (p-1)/2)

- A paraméterekbdl képzett uj A;B paraméterek polinom fokszama szintén kisebb, mint p/2-1

- K p egyltthatok tablazatos €és kombinatorikai modszerekkel képezhetok.

11



0 1. p _ . . , . p _ . . , ,
K ) =1, K ,= D ha a kitevo paratlan; K ) 2, ha a kitevo 0, vagy paros szam

- A tablazat a pozitiv és a negativ hatvanydsszegek tekintetében tiikkorszimmetrikus, vagyis

K,- K, 35./

amib0l kovetkezik
P/ w4 _ 14 36 /
Qz Qz B Q2 :

- p primszam esetén valamennyi egyiitthato p-vel oszthato.

- a valtozok eldjelétdl fliggden a tagok eldjele pozitiv, vagy tagonként eldjelvalto.

3.2 A NEWTON binom haromvdltozos, hianyos paraméterszamu hatvanyosszegkeént valo
felirasa

Hérom valtoz6 (a,b,c) esetén a q;=0, €s csak a q,,q3 paraméterek 1éteznek:

g = ab+ac+bc 37./
g3 = abc 38./

Az alap algoritmus ndvekvo fokszam esetén
P _.p p_ p-2 p-3
=aP+bP=- + 39./
Q3 9 Q 3 EE Q 3
csOkkend fokszam esetén

0=+ -u g

A harom valtozos hatvanyOsszegek sorozatanak els6 megoldoképletei a kovetkezok:

0 = (q,+5q,9,)q, 41/
0'-(q,+4q,q,/q, 42/
0.-(q,+3q)q, 43/
0'-+q./q. 44./
Q3'= +q,/q, 45./

Q= 3 46./
Q = 0 47./

3
2

Q3= -2q2 48./
3

Q3= +3 q. 49./
4_ 5 2

Q3_ + Q2 50./

12



0.~ 54, 4. st/

6 _ 3 2

Q3 = 2q, +3q3 52./
7 2

Q3= +7Qz Q3 53./
8_ 4 2

0.= 2q, 3q,4, 54

A haromvaltozds hatvanyosszegek egy 1épésben torténd felirdsara szintén a 29./-hez hasonld
képlet szolgalhat, azonban a benne szerepld paraméterek fokszama 2 illetve 3. Kovetkezés-
képpen a szorzétényezOként ki nem emelhetd paraméterek kombinacidibol képezhetd, a
megoldo képletekben ismétlddden eléfordulo elemek fokszdma 6-tal egyenld.

A tovabbi vizsgélatok szempontjabol ezuttal is célszerl a legkisebb kozds tobbszords értéké-
nek megfeleld paraméter-variaciokat kiilon jeldléssel ellatni:

3 2
B= q, C =q.; 55./

ke

0.-¢,q, % (W K,B"C s6.

i=

3

f=1

A fenti képletben szerepld tényezok értékei az alabbi tdblazat szerint vehetdk fel:

p= pozitiv | pozitiv negativ |negativ
paros paratlan paros paratlan
p=+2n |p=+2ntl |p=-2n |p=-2n-1

r 0 1 p p

P p/2 (p+1)/2 2 2

m (p-2k)/6 | (p-3-2k)/6 |(-p-k)/3 |(-p-k)/3

(a lehetséges

egylitthatok

szama)

p=0mod(3) |[p= +/-3n akkor k=0

p=1mod33) |p=1+/3n akkor k=2
p=2mod(3) |p=2+/-3n akkor k=1

K; =f(p;i) 0 <1 < m oszlopszdmmal és p sorszammal jellemezhetd

binomialis egyiitthatok. A nagyobb fokszamu binom rendezett
sorszamu egyiitthatdja ebben az esetben 2 és 3 fokszammal

kisebb, sorba rendezett egyiitthatok dsszegeként , illetve

azokbol képzett mas egyiitthato-kombindciok segitségével szamithato
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A novekvo fokszam tartoméanyaban:

Ha "p" pozitiv paros egész

K; = Kj,,,z + ;‘3 57./

illetdleg

Jzp3

k-3 K

Ha "p" pozitiv paratlan egész

K=K .*K,, 58./

illetdleg

Jj=p=3

K-% K

Ha "p" negativ egész

K=K.* K, 59./

illetdleg

K3 K

j=1

Az egylitthatok képzése €s értékkészlete az elsd pozitiv és negativ p hatvanyok vonatkoza-
sdban a kovetkezd tablazatban lathato.

r k |m ' 1 2 3 4 7
p K’p=o
-15 |[-15 (0 |5 |1 15 75 140 =75 3
(negativ
paros)
-14 |[-14 (2 (4 |1 14 63 98 35 0
-13 |-13 |1 (4 |1 13 52 65 13 0
-12 [-12 (0 (4 |1 12 42 +40 3 0
-11 |-11 |2 (3 |1 11 =33 +22 0 0
(negativ
paratlan)
-10 [-10 (1 (3 |1 10 +25 +10 0 0
-9 |- 9 (0 [3 |1 9 18 +3 0 0
-8 [-8 (2 [2 |1 +8 12 +0 0 0
-7 -7 11 (2 |1 7 7 +0 0 0
-6 |- 6 (0 (2 |1 6 3 +0 0 0
-5 |-5 (2 (1 |1 5 0 +0 0 0
-4 |- 4 (1 (1 |1 4 0 +0 0 0
-3 |- 3 (0 (1 |1 3 0 +0 0 0
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- 2 2 (0 |1 0 0 +0 0 0
-1 1 |0 (1 0 0 +0 0 0
0 0O |0 |3 0 0 +0 0 0
1 2 |0 |+0 0 0 0 0 0
2 1 |0 (2 0 0 +0 0 0
3 0O |0 [+3 0 0 0 0 0
4 2 [0 |2 0 0 +0 0 0
5 1 (0 [+5 0 0 0 0 0
6 o |1 (2 3 0 +0 0 0
7 2 [0 |+7 0 0 0 0 0
8 1 |1 (2 8 0 +0 0 0
9 O |1 |+9 3 0 0 0 0
10 2 (1 |2 15 0 +0 0 0
11 1 (1 [(+11 11 0 0 0 0
12 0 |2 |2 24 3 +0 0 0
13 2 (1 |13 26 0 0 0 0
14 1 |12 (2 =35 14 +0 0 0
(pozitiv
paros)
15 0 |2 |15 50 3 0 0 0
16 2 (2 |2 48 40 +0 0 0
17 1 |12 (17 85 17 0 0 0
18 0 |3 |2 63 90 +3 0 0
19 2 |2 |+19 133 57 0 0 0
20 1 |3 (2 +80 175 +20 0 0
21 0 (3 |21 196 147 23 0 0
22 2 (3 |2 =99 308 +77 0 0
23 1 (3 (23 276 322 23 0 0
24 0O |4 |2 120 504 224 3 0
25 2 [3 |25 375 630 =100 0 0
(pozitiv
Paratlan)
26 1 |4 (2 143 780 546 26 0
27 0 |4 |+27 495 1134 324 3 0
28 2 (4 |2 +168 1155 +1176 126 0
29 1 |4 (29 638 1914 +870 29 0
30 0 |5 |2 =195 1640 2310 430 3
(pozitiv
Paros
méd. )
31 2 (4 |31 806 3069 =2046 155
(pozitiv
Paratlan
méd. )

Az egyiitthatok kiszamitasara altalanossagban az alabbi képletek szolgalhatnak:

Ha "p" pozitiv, paratlan egész

K= pl(p-3-20)/21/ [(p-3-6i)/2]! (2i+1)!
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ahol:
0<i<m =(p-3-2k)/6 61./

Példaképpen a javasolt képlettel torténd szamitasoknal p=31, i=3 esetén a binomidlis egyiitt-
hat6 az alabbiak szerint hatdrozhat6 meg:

A lehetséges egylitthatok szdma: m = (31-3-2.2)/6 =4

K;: K'p= 31[(31-3-2.3)/2]V/ [(p-3-6.3)/2]! (2.3+1)! =2046
Ha "p" pozitiv paros egész, akkor:

Kp = pl(p-2-21)/2]! /(21)![(p-61)/2]!

ahol:
0<i<m =(p-2k)/6 62./

példaul p=28; i=2
K; = 28[(28-2-2.2)/2]! /(2.2)![(p-6.2)/2]!=1155

Ha "p" negativ egész

K'p = (-p-2i-)V/il(-p-3i-1)! +3( -p-2i-1)!/(-p-31)!(i-1)! 63./
0<i<m =(-p-k)/3 64./

Példaul, ha p=-13, i=3, akkor 6= 13 -3x3 -1 =3
K:3= (13-2.3-1)!/i!(-p-3.3-1)! +3( -p-2.3-1)!/(-p-3.3)!(3-1)!=65

Ismerve K p értékét, az 54./ képlet segitségével barmely hatvanydsszeg kifejezheto.

A NEWTON binombdl képzett hatvanyOsszeget helyettesitd haromvaltozds, paraméteres
hatvany0Osszeggel kapcsolatosan az alabbi strukturalis tulajdonsagok emelhetdk ki.

- A binom pozitiv és negativ egész fokszamokra is érvényes.

- Az 6sszeadand¢6 tagok szama kozelitleg a hatodrésze (m=p-1;2;3;4,5/6)

A paraméterekbdl képzett 01j B;C paraméterekbdl képzett polinom fokszama szintén kb. 6-

szor kisebb, mint p

- K p binomidlis egyiitthatok tablazatos és kombinatorikai moédszerekkel képezhetok.

- A téblazat a pozitiv és a negativ hatvanydsszegek tekintetében nem tiikkdrszimmetrikus,
amibdl kovetkezik

- p primszam esetén valamennyi egyiitthato p-vel oszthato.

- a valtozok eldjelének barmely kombinacidjaban q, ; B negativ, q3 ; C pedig pozitiv el6-
jeltiek. Ennek kovetkeztében a megoldoképletben szerepld eldjelvaltd tagok mindegyike a
paramétereket eldjelhelyesen behelyettesitve pozitiv fokszam esetén pozitiv eldjeliivé, negativ
hatvany esetén eldjelvaltova valik.
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3.3 A NEWTON binom haromvaltozos, hianyos paraméterszamu, modositott
hatvanyosszegkeént valo felirasa

Bevezetve qs=abc helyett az F= q;q,-q3; harmadfokua 0 paramétert, q;=0 esetén csak a q, ,F
paraméterek 1éteznek:

go=ab+ac+bc 65./
F=(a+b)(at+c)(b+c) 66./

A modositott algoritmus, ndvekvd fokszdm esetén:

Q.=Q FQ" 67.

Csokkend fokszam esetén az algoritmus:

O ~Q.+a Q" V(D 68./

A hérom valtozos hatvanydsszegek sorozatdnak elsé megoldéasképletei a kdvetkezdk:

=0 69./
2

Q3 =-2q, 70./

Qz 3 F 71./
4 2

Q3 =+2q. 72./

Qz =+5 g F 73./

Qz — 13 P22 qz 74.
7 _ 2

Q3— -7q,F 75./

Q8 - 8¢, F+2 q4 76./
3 2 2

Ez a hatvanysor az adott esetben teljesen azonos az alap algoritmus szerint a 3.2 fejezetben
vizsgalttal, mivel érvényesiil az alabbi azonossag:

q3=abc=F=(a+b)(atc)(b+c) 77./

fgy az altaldnos megoldoképlet és a K binomialis egyiitthatok meghatarozasara szolgald
Osszefliggések is azonosak.
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4 A hatvanyosszeg - mint algoritmus

Bar a témakor a szamitastechnika szempontjabdl talan fontosabb, a tanulmanynak nem volt
célja, hogy vizsgalja. Néhany gondolat azonban kinalkozott.

A PASCAL haromszog talan az elsd algoritmus, amit megismeriink, a ,,PASCAL” az els6
programozasi leirasok egyike.

A tanulmany ugyanazon feladat - a NEWTON binom-kifejtésére tobb, a PASCAL-harom-
szoggel egyenértékii, s6t anndl szélesebb korben hasznalhatd, egymastdl teljesen eltérd
formaju algoritmust ismertet.

Mindegyikiik kozos jellemzdje, hogy a miveleti értékkészletiik: binomidlis egyiitthatdik
elézetes meghatarozasahoz két miiveleti jelzészam (kitevo €s sorszam) sziikséges.

A PASCAL haromszog tablazatként rendezett formdja mutatja koziiliik a legegyszeriibb
geometria strukturat: két fels6 egyiitthatd dsszege megadja az als6 harmadikat.

Hogy ugyanazon feladatra talalhatok bonyolultabb rajzolati, mas kétdimenzios (kétjelzo-
szamos) sikbeli struktardk (a tdblazatokban lathatd ,.kotésmintdk™) is, amelyek raadasul
Osszességében leegyszertisithetik a szamitast - talan mégis csak érdekes?

Szembetlind a bemutatott algoritmusok kotésmintdinak sakkjatékkal vald formai hasonlosaga
is.

Egydimenzios, ,linearis” algoritmusra talan ,,példaként” szolgalhat a Taylor sor is, amely
egyetlen, egy sorba rendezhetd, végtelen szamu adatkészlettel kifejezhetd algoritmusnak
tekinthetd. Az a célja ugyanis, hogy egy kiinduléhalmazbdl, valamely elére megadott
szabalyok szerinti miiveletihalmaz segitségével - eredményhalmazt nyerjiink.

De milyenek lehetnének a nem sikbeli, hanem tébbdimenzids algoritmusok, pl. ,,trinomialis”
egyiitthatokkal?

Mikdzben a kiinduldhalmaz értékkészlete altaldban szabadabban megvalaszthatd, az ered-
ményhalmazé a mindenkori kiindul6 és a miiveletihalmazok értékkészletének a fliggvénye.
Kizarolag a miiveletihalmaz értékkészlete kotddik elsdésorban magahoz a mivelethez - az
algoritmushoz.

Mindeddig csak olyan egyszeribb miiveletekrdl volt sz6, amelyek miiveleti értékkészlete
eléréséhez elegendd volt egy, legfeljebb két miiveleti jelz6szamot megadni, vagyis legfeljebb
binomialis egyiitthatok hasznalatara volt sziikségiink.

Ha egy olyan, Osszetettebb fliggvény vizsgalatara keriilne sor, amelyben tobb, miveleti
értekkészlettel rendelkezd fiiggvény is szerepel, megjelenhet a ,,multinomidlis” egyiitthatok
alkalmazésanak igénye.

Az algoritmus jellegli tevékenységeknek (pl. jatékoknak) valdszintsithetden tobbfunkcios
kiindulohalmaza van, s igy eredményhalmazuk is multinomidlis miiveletihalmazzal érhetd
el.

P¢éldat ilyenre most még nem tudok felhozni.
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5 Osszefoglalas

A jelen publikacioban egy, a hatvanykitevOs egyenletekbdl képzett hatvanyodsszegek elméleti
kérdéseivel foglalkoz6 tanulmanysorozat részeként a NEWTON binom helyettesitésére
iranyulo vizsgalatokat végeztiink.

Elsoként a jelenlegi ismereteket elemezve kimutattuk, hogy a NEWTON binom lényegében
szintén hatvanyosszeg, amely az ismert algoritmusokkal, és altalanos képletek segitségével
irhato fel.

A korabbi, ,,HATVANYOSSZEGEK ELMELETE” [4] targy( tanulményban bizonyitott
alap és modositott algoritmusok alapjan tobbféle, a NEWTON binommal egyenértékii,
illetdleg anndl altalanosabban alkalmazhat6 0sszefiiggés keriilt levezetésre.

I. véltozat : a NEWTON binom kétvaltozds, teljes paraméterszami  hatvanyosszegként,
(valtozo-paronként harom képlet),

II. valtozat : a NEWTON binom haromvaltozds, hidnyos paraméterszamu hatvanydsszegként
valo felirasa, (egy képlet),

II. véltozat: a NEWTON binom haromvaltozés, hidnyos paraméterszamu, modositott
hatvanyosszegként valo felirasa,

Kiemelendd, hogy ezek a képletek, éppen ugy, ahogy a Newton binom, szintén rendelkeznek a
K binomidlis egyiitthatdik meghatarozasara szolgalé modszerekkel.

Jelzett képletek még az alabbi eltérd sajatsdgokkal birnak:

- A kiindul6 véltozok 6sszevonasa kovetkeztében az Osszeget képezd tagok szama kevesebb,
mint a NEWTON polinomé,

- a megoldo képlet negativ p-hatvanyokra is érvényes.
Az eljaras a NEWTON képlettel azonos, illetve annal szélesebb teriileteken alkalmazhato.

Gyakorlati szempontbol eldnye, hogy az ismétléd6 elemeinek nagyobb fokszdma miatt
bizonyos szamitasi eljardsok (fliggvények kozelitése, komplex szamokkal valé miiveletek
végzése) altala felgyorsithato.

Nyilvanvald, hogy a vizsgalat kiterjesztheté haromnal tébb gyokvaltozoéra is.

A négyvaltozos hatvanyosszeg, ha q;=0, legfeljebb csak 6 db ismétlédo, 12-ed fokt kozos
tobbszords paramétervariaciobol (A,B,C,D,E,F) allhat. Igy valamely négyvaltozos, p=24 foka
hatvanydsszeg a hagyomanyos formuldhoz képest minddssze 21 db dsszeadanddval leirhato.

A targy kapcsolodik a DIOPHANTIKUS egyenletek, ¢s minden bizonnyal, az ALGORIT-
MUSOK témakdréhez is. Az utdbbi viszont valahol mar szdmitastechnika, s igy aktudlis.

Mindezek kiilon tanulményokban lennének bemutathatok.

Forrai Gyorgy
2004. jalius
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6 Irodalomjegyzék:

Szerz6

Megnevezés

Kiadas

—

G.H. Hardy , E.M.
WRIGHT

AN INTRODUCTION TO THE THEORY OF
NUMBERS
(angol nyelvii), OXFORD, 1971 4. kiadas

1971

Gyarmati Edit

SZAMELMELET
(Turan Pal el6adasainak felhasznalasaval)

1980

Forrai Gyorgy

VUCSISZLENYIE SZTYEPENNUX SZUM
Szamitastechnikai és Matematikai Modszerek
Alkalmazasa a Tudomanyos és Ekonomiai
vizsgélatokban" Miiszaki-tudomanyos konferencia
eléadas gylijteményében jelent meg. (A konferencia
rendezdi voltak: az Ukran SzSzR "ZNANYIE"
Kozgazdasagi ¢s Miiszaki-Tudomanyos egyesiilete, a
Lvovi Allami, és a Kievi Politechnikai Egyetem

1991

Forrai Gyorgy

HATVANYOSSZEGEK ELMELETE
Hatvanydsszegek meghatarozésa és kapcsolatuk a
hatvanykitevds egyenletekkel

MEK (Magyar Elektronikus Konyvtar)
www.mek.oszk.hu/01800/01849

2004

20




7 Utoszo

A Hatvanyosszegek Elmélete tanulmany-sorozat egy 1981-ben indult vizsgalodas eredménye,
amelynek publikéalaséra kiilonb6z6 okokbdl mindeddig nem nyilt médom.

A targy szertedgazo, és eltérd iddszakokban kiillonbozd témakdreiben meriiltem el - azok
eredményei a [4]-ben lettek Osszefoglalva.

Erzékelem azonban, hogy annak osszefoglalo jellege miatt az nem képes kellképpen szem-
1¢ltetni a targyban rejld lehetdségeket.

Ezért bocsatanam kozre a jelen tanulményt, amely tulajdonképpen a legelsd volt, és amelyrdl
ugy gondolom, hogy ha nem is alkalmazasra, de érdekl6désre szamot tarthat.

M¢ég nagyon sok témakore vonatkozasaban gondolom ugy, hogy publikalasra mélto, de azok
csak félig-kész allapotuak, és nem tudom, hogy médom lesz-e befejezni 6ket?

Mindez 23 év alatt jatszodott le. Dontse el barki, hogy ez sok, vagy kevés.

- Koszonetet kell mondjak a Magyar Elektronikus Konyvtar szponzorainak és munka-
tarsainak, hogy a publikalasi lehetdséget szdmomra, vagy barki szamara megterem-
tették.

- Koszonetet kell, hogy mondjak mindazoknak szintén, akik a szamitastechnika
eszkozeit szamomra is elérhetévé tették - anélkiill nem tudtam volna gondolataimat
kifejteni.

- Koszonetet kell mondjak mindazoknak, akik segitséget nydjtottak, biztattak.

- Végiil Onnek, Tisztelt Olvasé, hogy a Tanulmanyt a figyelmére méltatta.

Magam is érzékelem, hogy a targy kifejtését, rendszerbe foglalasat nem gy oldottam meg,
ahogyan szerettem volna.

Azonban eleve csak az ,,egész kis részének” a bemutatdsara gondolhattam, és abban biztam,
hogy a bemutatott példak karpotolnak majd a hidnyossagokért.

Meg abban, hogy On Tisztelt Olvaso, észrevételeivel segiti majd a targy kidolgozasat, illetve
kiilon folytatja azt tovabb.
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