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1 A, Fermat sejtés” torténete (masképpen...)

Ez az irds nem tudomanyos igényii - nem is lehetne az...

Csupan a Fermat sejtésrol szo6lo, koraba visszavetitett, elképzelt torténet, kommentarokkal,
amely kertili a méra vonatkozé utalasokat.

Mert ma mar nem lenne helyénvalo tudomanyos cimkével, valamely elkésett, egyszerti meg-
oldéssal eléhozakodni.

Hiszen a sejtést a kor nyelvén mar megfogalmaztak, és a legmagasabb szintli modszerekkel be
is bizonyitottak - tétell¢ valt! Ami tehat nem valamely torténet, hanem torténelem.

Amelyet A. Wiles ur irt, s igy leghitelesebben az O miivébdl ismerheté meg.

Vagy az arrdl sz610, a szélesebb olvasoi kor részére késziilt, részben szintén torténeti, részben
ismeretterjesztd miivekbol.

Idézek egy kapcsolodo magyar nyelvii kiadvanybol:

»---Az 1] kérdéseket mar nem értené meg egy tizéves gyerek. A miikedveldk ideje lejart...”

Mert Fermat ideje ota tobb szaz év telt el. A matematika nagy l1éptekkel haladt utjan eldre,
hogy maig az atlagos emberi gondolkodassal ellendrizhetetlentil nagy tavolsagba jusson.

Baj ez, vagy nem? Nem baj, de azért elgondolkoztato!

Mert érteni akarunk, és sok minden mast értiink is, egyre jobban. Es probalunk tovabbra is a
magunk szintjén mindent megérteni.

De az, hogy valaki a cstcsot mar meghoditotta, nem ok arra, hogy mésok annak a kozelébe se
merészkedjenek! S6t - hadd gyakoroljanak - egyikiiket tan 0j cstiicsok eléréséhez segitheti!

Emiatt a FERMAT sejtés torténete sem kell, hogy befejezddjon, hanem tovabb kereshetok,
ujabb megoldasok, hogy az O torténete is folytatodhasson.

Pontosan emiatt nem teheté még most sem pont a végére

Lam - az el6z6 mondat végén is szinte kialtéan hidnyzik a pont (vagy barmely mas irasjel), de
mégsem szeretném, hogy azt valaki kijavitsal Mert most paradox modon éppen ennek - a
(kivételesen szdndékosan tett) - hidnynak a potlasa okozna informéciovesztést!

1.1 A Fermat sejtés felirasai

A Fermat sejtésnek ugyanis szdmtalan sok eltéré interpretacidja létezik, a vildg minden
nyelvére leforditva.

(1) Az EREDETIT Fermat egy konyv - Diofantosz: Aritmetika - sz¢élére jegyezte le.

Erdekes, s6t feltételezhetden fontos is lenne olvasni a sajatkezii bejegyzését, amely azonban
sajnalatos modon mar nem talalhato.

Szamunkra azonban mégsem érdektelen, ha célunk valoban pontosan azt bizonyitani! Ez
indokolja a probalkozasokat, hogy azt rekonstrualjuk.



(2) Az eredetiben ugyanis sejthetden legalabb egy mondatvégi ponttal kevesebb volt, mint
az elso, kiadott masolatéban. Mert annak utolsé mondata eléggé rautaldéan a nem befejezheta,
a veg nelkiili végtelenrdl szolhatott, ami a sejtés egy lehetséges, éppen Fermat ,.felirasabol”
kovetkezd megoldasa. Es egy olyan ,jatékos” utalas a befejezetlenség, a ,,végtelenség”
jelzésére, mint a mondatvégi pont elhagyasa - a szerz6 hisz abban, hogy éppen mint neki,
masnak is eszébe juthatott! Mert ugyanakkor, mint a korabbi példajabol is kitlinik, az ilyen
hidny roppant feltiind, s6t nyugtalanitd! Persze ez nem fontos - de mégis a lényeget illetd
feltevés. Ami tudoményos miiben le sem irhatd, de torténetben...

Idézziik tehat a latin nyelvii masolatot az eredeti nyomtatott miib6l, majd egy internetes
forrasbol is.

Az eredeti (nyomtatott masolat):'

,, Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et genera-
liter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere
cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet(,)”

Vagy egy masik, amely csak kicsit mas...

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-quadratos, et gene-
raliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos ejusdem nominis fas est divi-
dere; cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.

Nem hibaztathatd a masold, hogy kotdjellel szétvalasztott tul hosszu szavakat - az ijabb nyel-
vi szabdlyok kiilonféle szempontbdl eldirhatnak efféle tagolast? Vagy a régiek is eldirtak,
csak éppen FERMAT nem tartotta be a szabalyokat? Nahat...tanult ember, éppen jogész 1étére
hogy nem félt a biintetéstdl? Az viszont mar eléggé feltiind, hogy az ,,...est dividere; cujus...”
koz¢ pontosvesszot tett - Fermat nyilvan itt is tévedett, ugy tlnik, eléggé ,feliiletes” volt a
mondattagolasnal! (Mert ha nem O, akkor taldan mi?) Vagy éppen azzal is jelezni szandékozott
valamit? Hiszen tényleg, eléggé ,,zavartnak” tinik ugy, legalabb egy vesszd nélkiil!

De nézziink mas, az interneten, ¢és az irodalomban is gyakran szerepld, még jobban eltérd
valtozatot is:

,, Cubem autemin duos cubos, aut quadratoquadrum in duos quadratoquadros, et generaliter
nullam in infinitum ultra quadrantum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere.
Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non caperet.”

Mint lathato, elvétve még talalhatok benniik azonos latin szavak, &m a mondatrészek tagolasa,
s ezaltal hangsulyozasuk - alapvetden eltérd! Egyébként az utdbbi véltozat igen elterjedt.
Mikor keletkezett, kinek valt ezaltal érthetobbé a leirds, ami igy viszont alapvetden meg-
valtoztatja az értelmezést? Mert vegyiik észre, hogy Fermat talan nem véletlentil véalaszthatta
a sajat, meglehetdsen logikatlannak tiind mondat-tagolasat, ami masoknak késébb joggal
banthatta is a ,,jo izlését”. Valosziniisithetd, hogy 6 az els6 mondatban csupan a sejtést szan-
dékozhatott ismertetni, jelezve még, hogy talalt ra egy csodalatos bizonyitast is, amelyet
viszont a masodik mondatban ismertetett. Teljesen logikus, és ,,ravezetd elképzelése volt ez,
amelyet azonban alapvetden felboritott a mondatrend késdbbi ,,joszandéku kiigazitasa”.

! Simon Singh: ,,A nagy FERMAT sejtés” konyvében szerepld mésolatot tekintjiik az elsd ismert nyomtatott leirasnak.



Ami azért is érdekes, mert az eredeti, és az eltérd, modositott felirasok az adott esetben
ugyanazon konyvben is, egymastdl néhany oldalra szerepelnek, rdadasul mind a kettd lati-
nul... Mi igazolhatja ezt a latinbol -latinra forditast?

De nemcsak ebben fedezhetdk fel a késobbi joszandékl javitdsok nyomai. Mert az is feltiind,
hogy amig az ,,eredeti masolat” végén 1évd, igencsak bizonytalan, mondatvégi jel alig hasonlit
a ,,Hanc” sz6t megel6z06, karakteres pontra, addig az internetes valtozat végén mar egyértel-
miien ,,pont” latszodik. Hatarozott, megingathatatlan pont, ahogyan annak a nyelvtan, a
helyesirds szabalyai szerint lennie kell! Mert egyetlen lektor, szerkesztd vagy szedd sem
engedélyezné a mii kinyomtatasat anélkiil a pont nélkiil (ezt a szerzdé egyszer ki is probalta),
holott pontosan ez az eset volt az, amikor a szabalyt ignoralniuk kellett volna!

Megjegyezhetd, hogy amig példaul az ,,egypont” (.) a befejezettséget, addig a ,,harompont”
(...), vagy egy vesz0 is (,) éppen a befejezetlenséget jeloli, amely azonban lehet valamely
véges dolog befejezetlensége is.

Am mivel jelezhetd szintaktikailag a befejezhetetlen ,,végtelenség”?

Taldn maganak az irdsjelnek, a pontnak az elhagyasaval? Ami voltaképpen nagyon meglepd,
¢s figyelemfelkeltd! Szinte elképzelhetetlen, hogy Fermat a habitusanak megfeleléen az ere-
deti bejegyzésében ezt a ,,kozlési lehetdséget” ne hasznalta volna ki, hiszen a végrendelete
végén sincs pont...Feltehetden tudatosan cselekedett igy, hiszen ha nincs mondatvégi pont,
akkor annak mondanivaldja a végtelen! Legyen az valamely szam, vagy az élete? Mi mar
persze tudhatjuk, Fermat a végrendeletében sem tévedett - az O szelleme és neve mar mulha-
tatlanul létezo.

Nehéz persze 0sszeszedni azokat a kis mult-szilankokat, amelyek mindezt hitelesen igazol-
hatnak.

A bemutatott valtoztatdsok azonban igy is meglehetésen szabados értelmezését bizonyitjak
egy nagy matematikus szellemi 6rokségének, sejtetve, hogy azoknak lehetett koziik az elmult
szazévek sikertelen kereséseihez. Tovabba egy még anndl is sokkal fontosabb informéacio-
vesztéshez, amelyrél majd késébb lesz szo.

Am maguk a forditasok tultesznek az elébbicken is.

Internetes (a konyvi forditassal azonos) valtozat:

Lehetetlen egy kébszamot felirni két kobszam dsszegeként, vagy egy negyedik hatvanyt felirni
ket negyedik hatvany osszegekent; dltalaban lehetetlen barmely magasabb hatvanyt felirni két
ugyanolyan hatvany ésszegeként. Igazan csoddalatos bizonyitast talaltam erre a tételre, de ez a
margo tulsagosan keskeny, semhogy ideirhatnam.

Nagyon lendiiletes a forditas, am kevés kdze van a latin eredetihez. Mert ebben a forditasban
meg sem jelenik a végtelen (infinitum szo6), a marginis pedig egyaltalan nem biztos, hogy
margot, hanem korlatozo lapszélt, hatart is jelenthet - atvitt értelemben annak a hatartalan-
sagnak a jelzését, amely nem helyezhetd ott el, ami a bizonyitdsa lényege.

Mert az eredeti szoveg forditdsa szerkezetileg helyesen két részbol kellene hogy alljon
(szintén nem sz0 szerint):

- A tétel felvezetd részébdl (elsd mondat): ...amelyre igazan csoddlatos bizonyitast készi-
tettem.



- A tétel bizonyitasdbol (masodik mondat): a rendelkezésre allo hely kicsi a megoldas fel-
irasara,
LEHETETLEN (LEIRNI) ... MERT ... A HELY TULSAGOSAN KESKENY!

Szandékosan nem hasznalom a képiesebb ,,margd” szot, mert az megvezetné a gondolkodast,
¢és elrejtené a sz6 masodlagos jelentést, amely pedig eléggé nyilvanvald utalas arra - hogy
olyan bizonyitast kell keresni, amely:

BEFEJEZHETETLEN, vagyis VEGTELEN!
(A végtelen efféle értelmezése nem lehetett korszak-idegen!)

Mindenesetre tul sok ,,véletlen” tortént a sejtés koriil - Fermat eredeti bejegyzése eltlint, a
nyomdai véltozatban bizonytalan irasjelet tettek oda, ahol feltehetéen nem volt - majd mindez
sajat életet ¢lve a mondatrenddel egyiitt késObb is megvaltozott - nagy csoda lenne mindezek
utan, ha valdban azt keresték, és talaltak volna meg, amire Fermat val6jaban gondolt.

Masfeldl az efféle ,,nyomozasok™ valahogy nem illenének egy tudoményos miibe, azonban ez
(szerencsére?) - nem az! Es mint a tovabbiakban érzékeltetni szandékozunk, a hasonld, szinte
észrevehetetlen modositasok fokoztak le szazadokon keresztiil Fermat tételét ,,sejtéssé”, illet-
ve hoztak 1étre egy masik sejtést, amit bar masképpen ugyan, de végiil bizonyitani lehetett.

(3) Fermat tehat szovegesen fogalmazott, képlet nélkiil. Rdadasul az eredeti felirds sem 6rzo-
dott meg, s igy az ismertetett feltevés ,,pontja” mar soha nem igazolhat6 - mésféle, logikai
bizonyitas sziikséges.

Persze a problémat minden érdekl6dd valahogyan, legfeljebb kicsit masképpen ,,megértette”,
ujrafogalmazva felirta, és vizsgalta.

Nincs tehat abban sem kivetnivalo, hogy a szerzd is masképpen megprobalta. Legfeljebb
vitathat6 az éllitasa, hogy az eredetihez jobban igazoddan.

A hatvany0Osszegek oszthatésaganak vizsgalatakor meriilt fel ugyanis az a ,,formula”, ame-
lyet Fermat eredeti-masolati megfogalmazasahoz leginkdbb kozelinek taldlt, és amelynek a
bizonyitasat a tovabbiakban ismerteti:

»Lehetetlen felirni az a® +b”-c" =0 azonossagot p>2 primszam kitevd esetén nulldtol eltéré

természetes osszetett relativ primszam valtozokkal, mert azok minden osztéjahoz igazolhato
lenne tovabbi, naluk nagyobb primszamoszto.”

Itt lathatdlag egylitt van a vélt ,,eredeti feliras™:

, LEHETETLEN FELIiRNI - MERT VEGTELEN SOK SZAMBOL ALL”

Ez tehat olyan, mintha azt mondanank ,nem fér el a lapszél korlatolt helyén, roviden a
margon.

Ennek bizonyitdsat probalja a szerzé bemutatni, a matematikai-logika eszkozeivel is.

(Megjegyzendd, hogy a ,,mondatvégi pont” torténeti szerepe csak e bizonyitas utan meriilt fel
- mint érdekesség - és nem megforditva - hogy ,,generalta azt...)



(4) Végiil a Fermat sejtés barmely tton torténd bizonyitasdnak sokféle kovetkezménye van, és
kozilik barmelyik szolgalhatna valamely 01j valtozata felirdsanak alapjaul.

Példaul a hatvanydsszegek elmélete alapjan is konnyen belathato, hogy a tétel 1étezése esetén:

»Nem irhato fel természetes szamok (x;;X2;X3) p>2 primszam hatvanyabél (X= x") a
kovetkez6 harmadfoki egyenlet”:

X3+q2*X-q3=0
Hiszen qi=X;+X; - X3=x/ + x4} - x}; nem lehetne nullaval egyenld!

Nyilvanvalé tehat, hogy az adott esetben a harmadfokl egyenlet megoldd képletének sem
lehetnének ilyen, természetes szam megoldasai!

Vagyis, hogy erre az esetre a harmadfokt egyenlet ebben az alakban fel sem irhato, és meg
sem oldhatd. Amire jelenleg nincs semmiféle tiltd szabaly, pedig a ma mar bizonyitott képlet-
bol kovetkezik! Valami nincs rendben mar a matematika alapjainal, csak nehezen észlelhetd,
vagy talan nem szivesen latnank meg?

Mindenesetre a sejtés az el6z6 modon is megfogalmazhato, ¢és lam - egészen mas kovetkez-
tetést is eredményez!

Létezhetnek tehat ugyanazon problémara eltéré megfogalmazasok - egyfajta kiilonallo ,,bizo-
nyitasi formuldk”. Mintha kiilonféle irdnyokbdl szeretnénk valamely hegyre feljutni, vagy
mast keresnénk ott. Van aki a latvanyt, van aki egy kovet... Igy azutan hidba azonos a csucs,
az ¢lmény: egészen mas!

Ha tehat valamely probléma ,altalanosan™ lett megfogalmazva vagy értelmezve, akkor azt
elvileg sokféleképpen lehet bizonyitani. Hiszen csak az uticélt szabjak meg, az elérési utat
nem. Erre példaként akar a tévesen értelmezett Fermat sejtés is szolgalhatna, amelyre eltérd
parcidlis bizonyitasok sora sziiletett, amelyek kozott barmiféle kapcsolat nehezen lenne fel-
lelhetd.

Azonban fel lehet irni a sejtést gy is, hogy az a megoldasok korét - a megkozelités iranyat
korlatozza! Az olyan felirds, amely utal a megoldas elvart Utjara is, nevezhetd ,,bizonyitasi
formulanak”. Es Fermat eredeti felirasa minden bizonnyal nem dltaldnos volt, hanem meg-
oldasi utjaban korlatozott, bizonyitdsi formula. Hiszen olyan uton vald kozelitést ,,sejtetett”,
amelynek végén a befejezetlenség, a végtelen, a megismerhetetlenség varakoztak.

Azonban a szamok, az egyenletek, a problémak felirasdnak sokféle szempontja, és korlatja
lehetséges még, amelyrdl a mai ismereteink nem szolnak.

Amirdl egy masik ,,torténetben” szintén lenne mit mondani...

1.2 A ,Fermat sejtés” vizsgalatanak elvei
A Fermat sejtés elsodlegesen koranak (XVII. szazad) ismeretei és felfogasa szerint vizsgalhato!

Tekintslik tehat a vélhetoen a korabeli ismeretszinten is értelmezhetdé kovetkezo (kicsit rész-
letesebb) felirast:

wLehetetlen az a®+b"-c"=0 azonossdgot p>2 primszam hatvdiny esetén nullatol eltéré

természetes (Osszetett, relativ primszam) viltozokkal felirni, mert azok minden osztdjahoz
igazolhato valamely nagyobb d, primszamoszto, s igy NEM FELIRHATO!”



Valamelyest persze eltér az elobbi leforditott masolatétol, de tartalmilag eléggé jol kozeliti!
Mert Fermat egyértelmiien utalt arra, hogy milyen megoldasra gondol, s6t a szerzdé szerint
tulajdonképpen le is irta azt.

Felmertilhet a kérdés, hogy vajon Fermat miért pont ezt a bizonyitasi utat valasztotta?

Csupan talalgathatd (mint itt minden...) hogy azért, mert az irracionalis szamok mar régota
ismertek voltak! Es igy tudhat6 volt az is, hogy a kérdéses azonossag irracionalis szamokkal
konnyen kielégithetd. Példaul felirhato:

2/3+33-(3/35)"3=0 1./

Ahol /35 természetesen irracionalis szam, amelyet ha le szeretnénk szamjegyekkel irni,
szintén ,,nem férne el a margon”. De ez egyfajta ,.trividlisnak” mondhat6 bizonyitas csupan.

Fermat kezdetben természetes egészekkel felirhatot szandékozhatott bizonyitani, de nem talalt
ilyeneket. Vizsgdlatai soran viszont azt tapasztalhatta (ahogyan szerzo is), hogy csakis olyan,
természetes egészekbdl allo megoldasok lehetségesek, amelyek ugyanolyan végteleniil
»hagyok”, és rendezetlenek, mint a végtelen nem szakaszos tortek. Vagyis hogy azok sem
irhatok le, vagy jelezhetdk csupan szamokkal, s igy nem férnének el a lapszélen!

Ekkortajt feltételezhetden még a VEGTELEN masfajta, koznapibb értelmezése is elfogadott
lehetett. Ezért, ha valamely novekvd szamsorozat szamjegyekkel nem volt befejezhetd, nem
volt vége - pontosabban a végére nem lehetett pontot tenni (aminek eredeti , jelolésében”,
vagyis a pont elhagyasaban nagyon hiszek) akkor az ,,befejezetlen, végnélkiili-végtelen” volt,
¢és nyilvanvaldan nem férhetett el valamely szokédsos konyv margojan, szokéasosan felirva.

gy Fermat voltaképpen csak az azonossag korabban is ismert irracionalis tortszam megolda-
sainak mar 1étez6 felirasi ellehetetleniilését egészitette ki valamely egész szamokéval.

S6t tovabb gondolva - valdjaban azt ismerhette fel, hogy irracionalis szamok értelem-
szerien nemcsak végtelen nem szakaszos tortek, hanem végtelen nem rendezett (=nem
szakaszos) egész szamok is lehetnek!

Mert a vizsgalatai soran megmutatkozott, hogy a nem rendezhetd, vagy szakaszosan nem
ismétlodo egész szamok végtelen sokasaganak felirdsa is éppen olyan irracionalis (=éssze-
riitlen, kivitelezhetetlen), mint a végtelen torteké.

gy hat most mar barmennyire is furcsanak, és sziikségtelennek tiinik a megallapitas, de az
irracionalitdis nemcsak a tizedesvesszd jobb, hanem a bal oldalan is jelen lehet! Mert e
tekintetben nem azt a tulajdonsagot tartjuk igazan irracionalisnak, hogy valami végtelen.
Pedig 6nmagaban az is annak tekinthetd, de valahogy azzal mégis inkdbb kibékiiliink, hiszen
a végtelen szakaszos torteket is racionalisnak tekintjiik.

Hanem irracionalisnak ugy tiinik, féképpen azt tartjuk, ami nem rendezett! Es az egész szi-
mok sorozata éppen ugyanugy lehet rendezett, pld, szakaszosan ismétlodd: a=123123123...,
mint rendezetlen. (A tovabbiakban a szamsor végén: ... az egészek szakaszos végtelen ismét-
16dését jelenti.) S egy ilyen ismétlddéses szam e tekintetben csupan annyiban kiilonbozik egy
végtelen szakaszos tortszamtol, hogy nem tort, hanem egész. De mert e koriilménynek
lathatolag ma nincs semmilyen elméleti, vagy gyakorlati jelentdsége, nem is targya a szamok
osztalyozasanak. Irracionadlis egész szam? Igen, raadasul tobbféle forméaban. Hiszen az el6z6
példa még olyan esetre vonatkozott, amikor a szdmsor els6 ismétlddése ismert volt. De mint
bizonyitjuk majd, a Fermat sejtés ,,megoldasainal” az els6 rendezett szamcsoport sem leirhato.

fme egy szam (a=...), amely ugyan létezik, azonban helyiértékkel egyetlen szamjegye sem
jegyezhetd le, vagyis nem megismerhetd! Olyan, mint egy lathatatlan emberrdl késziilt fénykép!



Pedig a véges-végtelen, Uigy is mint zart-nyitott, korlatlan, vagy korlatozott (hatarolt)
szinte minden természeti tudomanyagban problémaként megjelennek. Azonban most nem is
ez a f6 kérdés, hanem az, hogy rendezett, vagy rendezetlen, vannak e ismétlédé mintazatai,
vagy nincsenek, vagyis hogy racionalis, vagy irracionalis, megismerhet6, vagy nem?

Hol valik el a rész, és az egész? Hiszen ha rendezettek, sokszor nehéz szétvalasztani dket.
Tekintsiik példaul a kdvetkezd, egyszerii példat:
12,120

Itt egy olyan ,;raciondlis”(?) szamot irtunk fel (a 10-es szamrendszerben), amely nemcsak a
tort, hanem az egész szamok irdnyéaba is ismétlédve halad. Es ezt annak ellenére tudtuk igy
felirni, hogy mindkét irdnyba végtelen! De mert szakaszosan rendezett, elé¢g volt valahogyan
jeldlni hogy ezek a szakaszok végtelenszer ismétlodoek.

Mi torténik most, ha ezt a szamot 100-nak valamely hatvanyéval szorozzadk, vagy osztjak?
Lathat6an semmi. Mert az egész pont olyan, mint a rész... Es nem valtozna semmit a ,,minta-
zata”, (csak értéke) akkor sem, ha 2-vel, s6t 4-gyel szoroznank.

Ha viszont 10, vagy 11-gyel? Akkor milyen ,,mintazatot” adna?
Vagy egy még szélsdségesebb kérdés - hogy valamely értelemben - talan nem is szorozhat6?

A tizedes veszO jobb oldala utani végtelen nem szakaszos tizedes torteknek van osztalyba
soroldsa: irracionalisak.

Ha azonban a bal oldala all ilyen végtelen, nem szakaszos egész szadmokbol, akkor azt ne
kiilonboztessiik meg?

Ha valamely tudoményag ,,f6sodorvonalan” kiviil hasonl6 kérdés felmeriil, altaldban gyorsan
felejtddik is. Hiszen a terminoldgia csak masodlagos kérdés, amelynek gyakorlati fontossaga
gyakran eltorpiilhet példaul akar egyetlen sziikséges szazalékszamitas elvégzése mogott is...

Masfeldl a tudomanyagak fejlédését terminologiajuk altaldban koveti, mintegy reprezentalva
annak tartalmat, és kozvetve megmutatva még azt is, hogy mely irdny nincs a ,,fésodorban”...

Fermat feltehetden sejtésével ¢s tételével tullépett a fenti ,,terminologiai kérdésen”, meglatva
a két bizonyitasi ut (irracionalis tort, és irracionalis egész) azonossagat. Hogy tételét ezt
kovetden kidolgozhassa, nem kellett tobbszaz évnyi ,,fejlodést megsejtenie”.

Szerzd is belatja, hogy vitathato feltevések ezek, amelyeket maganak kell megmagyaraznia,
bizonyitania...

Mert a kés6bbi korok matematikusai 11j uton indultak el, és az ismeretek ,,0ll6ja egyre nyilt”.

Es a végtelen, rendezetlen egészek problematikéja - ugy tiinik - nem valt eléggé hangsulyossa
ahhoz, hogy a terminologidban is tiikr6z6djon. Igy idével mind nagyobb nehézséget okozott
mar nemcsak a bizonyitasnak, de maganak a sejtésnek is a kor nyelvére valo ,,leforditasa” is.

Kovetkezésképpen - ha most a Fermat sejtés vélt bizonyitasi formuldjat szandékozunk vizsgalni,
akkor visszalépve kordba azt kellene bizonyitanunk, hogy ha az azonossagot barmely p >2
primre probalnank felirni, akkor az csak olyan egész értékii relativ primszam valtozokkal tor-
ténhetne meg, amelyek nem befejezheto, végtelen hosszu rendezetlen ,, irraciondlis” egészsza-
mokbdl allnanak, sorrendjiik se ismert, s igy valamely szokdsos konyv szokvanyos szovege-
ként nem lehetnének felirhatok.



Szokatlan, és nehezen megvalaszolhat6 ,,formula”, bizonyitasi Ut ez.

A hatvanyosszegek elmélete azonban a Fermat sejtés jszerti vizsgalatat teszi lehetdvé azaltal,
hogy az algoritmussal barmely fokszamu hatvanyosszegek kozott 6sszehasonlitds, oszthato-
sagi vizsgalat, a k0z0s osztdé meghatarozasa konnyebben és attekinthetObben elvégezhetd.

A kovetkezOokben az I-II1 kotetekben bemutatott €s bizonyitott jeloléseket, és dsszefliggéseket
alkalmazzuk.

Fermat sok idot toltott hasonlo vizsgalatokkal, lehetetlen, hogy elment ilyen Gsszefliggések
mellett!

1.2.1 A Fermat azonossag vizsgdlata

A bizonyitasi formulanak megfeleléen a vizsgalat soran arra kell torekedjiink, hogy
olyan osszefiiggéseket talaljunk, és bizonyitsunk, amelyek vagy a hatvanyosszeget, vagy
annak osszetevdit, elsésorban magukat a valtozokat kozvetleniil, vagy kozvetve novelik!

fgy nyilvan oszthatosagi vizsgalatokat kell majd végezziink, amire a hatvanydsszeg elmélet
algoritmusai igen alkalmasak.

1.1 Tételezziik fel, hogy a kovetkezd azonossag természetes relativ prim szamokkal felirhato:
Q}pzap +bP-cP=0 2./

Csak emlékeztetdiil:
- afelsd index (p, és kés6bb m) a hatvanydsszeg fokszama

- az also index: 3 (késébb 3°) a valtozok szama az alap, és a mddositott (3”) felirdsok
eseteén.

1.2. Most képezziink egy modositott, latszolag els6foku azonossagot az
A=a’, B=b"; C=c" szintén modositott valtozokkal:

Q!,= A+B-C=0 3./

1.3. A tovabbiakban ezt véve alapul, képezziink az A;B;C valtozokbol m=2n+1 fokszamu
hatvanyosszegeket, ahol 2<m<eo paratlan szam.

Q3=A"+B"-C"=g*q,*q; *Pn 4.
Ahol:

q, =A+B-C=0 (els6fokt modositott paraméter, itt nulla) 5./
q, =A*B-C*A-C*A  (masodfoki modositott paraméter) 6./
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q, =A*B*C (harmadfokt moédositott paraméter) 7./
z=0;1;2 kitevo, a q'2 paraméter ismétlodési szama

(3-nal z=0; 5-nél z=1; 7-nél z=2, és igy tovabb, ciklikusan ismétlodve.
P,= f(m;q, ;q;) polinom, (m-2*z-3), 6-tal oszthat6 fokszdmu 8./

g = egyltthato, hatvanyosszeg tagokbol trividlisan kiemelhetd egész szam

Nyilvanvalé, hogy mert q,=Q’,=0,a Q} m>1 fokszamu azonossagok egyike sem fordul-
hat nullaba.

1.4. Képezziik most két azonossag kiilonbségét!

Q%- Q,=Q%}=g*q,*q; *Pn 9./

1.5. Hozzuk az azonossag bal oldalat valtozo paronként rendezve a kis Fermat képlet alakjara,
majd a mddositott formabdl az alapvaltozdkra visszaforditva is irjuk fel.

(A™ -A)+( B" -B)-( C™-C)= A*(A™" -1)+B*(B™"-1)- C*(C™"-1)= 10./

= 2P *#[2” ™D 1]+ bPHF[ BN 1] P *[ D] 11./

Lathat6, hogy az AZONOSSAG BAL OLDALA m-el, vagy d=p*(m-1)+1-el, amennyiben
azok primszamok, vagy az a;b;c valtozokban, vagy pedig a kis Fermat tétel alapjan az 6ssze-
gekben OSZTHATO kell, hogy legyen!

1.6. Belathato, és a kis Fermat tétel segitségével bizonyithaté, hogy nemcsak az m foksza-
mu hatvanyosszegek, hanem végtelen m’=1+r*(m-1) fokszama szamu tovabbi hatvany-
osszeg bal oldala is ismétlodéen m, és d-vel oszthatoak kell, hogy legyenek!

Ahol r tetszdleges egész szam (a p kitevét a modositott valtozok, A;B;C tartalmazzak.)

Ezek a d-vel sziikségszeriien oszthat6 azonossagok e= (m-1) fokszam kiilonbségre rendezett
r= 0- o tagll végtelen hatvanyosszeg-sorozatokat alkotnak.

1.7. Az eléz6 esetben viszont sziikségszerii, hogy az AZONOSSAG JOBB OLDALA is,
amely tobb tényezdre bonthato, m; d-vel oszthaté legyen.

m; d 1 g*q;*q; *Py 12./
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1.8. Mint lathat6, az m primszam (kitevd) a valtozoktdl fiiggetleniil, a binomialis egyiitthatok
képlete alapjan mindenkor a g egyiitthato trividlis osztdja, sét, azzal egyenld is (g=m) kell,
hogy legyen. Igy az m prim megfelel a sejtés bizonyitasa formuldjanak, rea vonatkozdan més
vizsgalatok nem sziikségesek.

A tovabbiak sordan elegendo csupan a d osztok oszthatosdaga feltételeinek vizsgalatira
szoritkoznunk...

1.9. Elséként bizonyitsuk, hogy a vizsgalandé d=p*(m-1)+1 osztok szama végtelen!

Legyen D valamennyi lehetséges ismert d prim szorzata. Akkor a kis Fermat tétel (!) segit-
ségével mindig taldlhatunk olyan d, szdmosztot, amely D-nek nem osztdja, s igy annak
oszt6inal nagyobb kell, hogy legyen.

d, T (D”™ V1) =(D-1)* (D+1)* [dy...] 13./
Vagyis végtelen szamu d, oszto elhelyezkedésének feltételeit kell, hogy vizsgaljuk!

1.10. A d, osztok, ha nem g trividlis, a valtozoktdl fiiggetlen szdmosztoi, akkor a masik
harom, a valtozoktol fliggd tényezoké lehetnek csak:

do I q3*q; *Pp 14./

Ezek kozul:

- had1 q;, akkor tulajdonképpen az egyik valtozd osztéja, kdzvetleniil annak értékét
noveli, s igy a sejtés bizonyitasi formuldjanak eleve megfelel.
- had 1, q;akkor nem lehet kdzvetleniil maganak a valtozénak az osztdja, mert qs;q; -

nek csak egyetlen kozds osztoja lehet: d=1. Végiil is azonban a qJ-t noveld ilyen

osztok is kozvetve, mas osztokkal is ugyanugy novelik a valtozok értékét, mert q, és
q; csak egyszerre novekedhetnek. A sejtés bizonyitasi formuldja szempontjabol pedig
érdektelen a valtozok osztdinak milyensége, igy q, 0sztdi a sejtés igazolasara hasonlo-

képpen megfelelnek, mint a as.

- A P, polinomnak is lehetnek olyan, csupan egylitthat6itol €s miiveleti strukturajatol
fiiggd ,,funkcionalis” szamosztoi, amelyek, bar beldle tagonként nem kiemelhetdk,
azonban a valtozoktol mégis fiiggetlen szamosztok. Ezek kozvetleniil novelik a hat-
vanyosszeget, s igy a sejtés bizonyitasi formuldjanak szintén megfelelnek. Mas, poli-
nom osztok viszont a valtozoktdl is fiigghetnek. Ezek oszthatdésaga nem altalanos,
hanem valtozé-specifikus. Emiatt a sejtés bizonyitasi formuldjanak altaldnossagban
nem felelnek meg.
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A Py, polinom adott fokszdmon barmely nagy, a valtozoktol fliggd d osztot is tartalmazhatna,
illetve kell, hogy tartalmazzon.

Ezért a Py, polinom d-vel valo oszthatdsaga a bizonyitas kulcskérdése.

Tovabbi vizsgalataink céljat az kell, hogy képezze, hogy megmutassuk: a Fermat tétel esetén
végtelen szamossdgii primszam (d és egyéb alaki) nem lehetne P, csakis a g; q,; vagyq,

tényezok osztéja. Vagyis hogy emiatt a valtozok végtelen nagyok kellene, hogy legyenek. Es
hogy emiatt allithatta Fermat joggal, hogy a feliras nem férne el a margon!

Minthogy pedig a polinomok oszthatésagarol, két polinom kozos osztdjanak megtalalasarol
van sz0, d oszthatosagat kell a t¢émahoz illeszkedd, egyedi mddszerekkel vizsgalnunk!

1.2.2  Polinom oszthatosagi példak.

A hatvanyosszeg képzd algoritmussal végtelen sok olyan kiilonbozd fokszamu, vagy adott
fokszam-kiilonbségli (e) hatvanyodsszeg-sorozat képezhetd, amelyek P, polinomjai d-vel
oszthatok kell, hogy legyenek.

Ezeket a polinomokat a hivatkozott elmélet eszkoztara, algoritmusai segitségével, egymassal
végtelen valtozatban parositva megvizsgalhatd, hogy vajon létezhet-e k6zos osztojuk, és hogy
milyenek azok?

Mert ha barmely ilyen hatvanyosszeg-parnak koziililk az azonossag bal oldalan van koézos d
osztdja, amely azonban a jobb oldalon nem lehetne kozos osztéja P, polinomjaiknak,

akkor az csak a g; q'3; q'zZ egyiitthato és paraméterek osztoja lehetne.

Els6 1épésként legeélszeriibb mindezt példakkal demonstralni.

Példaképpen vizsgaljuk a p=3, Q!, =0 hatvanyésszeg lehetséges d osztéit
Q!,=A+B-C=0

Tekintsiik a d=3(m-1)+1 alakt 0sszes lehetséges primek oszthatosagat, ha m végigfut a parat-
lan szdmok soran.

Az azonossag bal oldalat mar nem vizsgaljuk kiilon, mert az a kis Fermat tétel szerint d prim-
mel mindig oszthat6. Csak az azonossag jobb oldaldn 1évé g* q, * q7 *Py, szorzat oszthatosaga
érdekes, amely a hatvanydsszeg algoritmussal képezheto.

A valtozatok, m=1-el kezdodden:

1. m=1; d=3(1-1)+1=1 15./
Q!,=A+B-C=0

Trividlis megoldas, az 0szt6 az egység d=1.
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2. m=3; d=3(3-1)+1 =7 16./
Q}=3q,

Mint lathat6, d=7 a jobboldalon trivialisan nem oszthaté. igy ez az elsé olyan primszamoszto,
amely csak q,, vagyis valamelyik véltozo osztoja kell, hogy legyen!

»Altalanosan is kimondhaté, hogy az m=2p+1 alaku primek csakis a valtozok osztéi kell,
hogy legyenek.”

3. m=5; d=3(5-1)+1=13 17./
Q3=5q,*q,

Mint l4thato, d=13 trivialisan szintén nem oszthato, s igy vagy q;, vagy q, osztja kell, hogy
legyen.

4. m=7; d=3(7-1)+1 =19 18./

T 2
Q~3 =7 94379,
Az el6zdvel azonos az oszthatdsaga.

»Altalanosan is kimondhat6, hogy az m=4p+1; és m=6p+1 alaku primek csakis a q339,

paraméterek osztoi Kell, hogy legyenek, s igy kozvetve vagy kozvetleniil a valtozok
értékét novelik.”

5. m=9; d=3(9-1)+1 =25 19./
d=25 Nem primszam, baloldalon nem igazolhat6.

Megjegyzendd azonban, hogy az eddigi egyszerli vizsgalati menet a tovabbiakban bonyolul-
tabba valik, mert megjelenik a q;;q, paraméter-valtozokat egyszerre tartalmazo Py, polinom.

6. m=11; d=3(11-1)+1 = 31 20./
Q5 =q,*q,(11q;-11q;)
ahol, a P;; polinom:

Pii=(q;-q7) és g=11 21/

Modszert kell tehat talalnunk arra (egyel6re csak egyedit), hogy a Py;=(q;-q; ) polinom
d=31-el valo, valtozo-fiiggd oszthatdsagat kizarhassuk.

Vegyiik észre, hogy d-vel a sorozat kovetkezd, m=21 hatvanyosszeg baloldala, s igy a Py,
polinom is 31-el oszthato kell, hogy legyen. Ezaltal 6sszehasonlitasra, kozos o0sztd keresésre
alkalmas polinom pérja lehet az el6zének.

Maga a képlet a Newton binomrol szo16 II. kotet tdblazatabol irhato ki.
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4=q,(21q;-196q; 97 +147q; q; -3q5) 22./
Ahol
Py= (21q;-196q7 q7 +147q; q; -3qy)  ésg=1 23./

Lathato, hogy ez a képlet d=31-el trividlisan szintén nem oszthato, sot az is, hogy egyébként
csak q;, vagyis kdzvetleniil a valtozok osztoja lehetne.

Ami altalanos szabalyként is, barmely p kitevo esetére felirhato:

»Az m=3+6*r fokszam médositott hatvanyésszegekben a d osztok vagy q,, vagy a Py
polinom osztoi lehetnének csak!”

S6t, az is lathato, a polinom tagjaibdl trividlisan mas oszté sem emelhetd ki.

Ez is altalanos szabalyként felirhato:

»Ha m nem primszam, hanem két kiilonb6zé primszam szorzata, akkor trivialisan
egyikiik sem emelheto g osztojaként ki.”

Hasonlitsuk 0ssze a két polinomot, tobb 1épésben csokkentve fokszamukat:

L. 1épés: Po1- 21%P11q; = (21q,-196q; q; +1474q; q;' -3q5)-(21q;-21q; g5 )=

= q; (-175q,+147q; a7 -3q;) 24./

2. lépésben a csokkentett polinomot ismét a kisebbel kell, hogy 6sszehasonlitsuk.
(-175q,+147q; q7 -39, )H(175q;-175q; q; )= q; (-289,-3q;) 25./

3. Ha az eloz6 lépésben azt tapasztaltuk volna, hogy az eredmény P;j-el egyezo, vagy csak
egy szamosztoval tér el attol, akkor a vizsgalat megallt volna, és Pj-et, mint legkisebb kozos
polinom osztot azonosithattuk volna. Minthogy azonban ilyen egyenloség nem allt fenn, a
fokszam csokkentés tovabb folytathato.

(-28q,-3q7 )+ (284, -28q; )=-31qy 26./

Ebbdl az dsszehasonlitasbol tehat az dertil ki, hogy az m=11;21 hatvanydsszeg parok kozott
d=31 a P,;;P;; polinomoknak funkcionalisan kozos szamosztéja, és mert a valtozoktol
fiiggetlen, a sejtés bizonyitasi formuldjanak igy is megfelel.

Ugyanakkor ez a részeredmény nem zarja ki, hogy tovabbi szdmparok 6sszehasonlitasakor
esetleg talalhatok még szigorubb kritériumok, akar kozvetleniil a valtozok oszthatésaganak
bizonyitasara is.

Hiszen elegendd lenne csak egy ilyent talalni...az kizarna a teljes hatvanydsszeg sorra, hogy d
a P, polinom osztdja lehessen.

Példaul m=31 esetén is lathaté, hogy d=31 a Q) hatvanydsszeget nem funkcionalisan, hanem
g-ben, trivialisan osztja!

Erre kell 4ltalanosabb bizonyitast bemutatnunk!

15



Most azonban még két probat végziink:

7. m=13, d=3*(13-1)+1=37

Q5 =q,*q; (13q;-26q;) 27./
ahol P13=(q;-2q; ) és g=13 28./
A kontrol polinom pedig, m=25 esetén

Q7 =q,*q; (25q,-375q; q; +630q; q;'-100q;) 29./
ahol Pos=(5q;-75q° q2 +126q; q;' -20q°) és g=5 30./

Hasonlitsuk 0ssze a két polinomot, tobb 1épésben csokkentve fokszamukat:
1. 1épés: Pos -5*P13q, = (59,75, q; +1264; q;'-2097)-(5q,-104; q;")=
= q; (-65q,+1264; q; -20q;') 31/
2. lépés: a csokkentett polinomot ismét a kisebbel kell, hogy 6sszehasonlitsuk.
(-65q,+1264; q; -20q,' )+(65q,-130q; q;)=4q; (-4, -5q; ) 32./
3. 1épés: a csokkentett polinom kisebbel vald 6sszehasonlitasa.
(94507 )-(4;-297)="7q; 33./
Kovetkezésképpen m=13 esetén d=37 ismét a q;;q, paraméterek osztoja kell, hogy legyen,
vagyis a valtozokat kell, hogy novelje.

8. m=15, d=3*(15-1)+1=43
Q5 =q,*(15q,-50q; q; +3q;") 34./
ahol Pys-(15q5-50q; q; +3q;) és g=1 35./

A korabban megfogalmazott szabalynak megfelelden ez is csak a valtozok vagy a Py, polinom
osztoja lehetne, €s a tagokbol szamoszté nem emelhetd ki.

A kontrol polinom pedig, m=29 esetén
5 =4,%4,(29q,°-638q; q; +1914q; q;' -870q; q;+29q;) 36./
ahol P=(q,’-22q; q; +664; q;' -30q; q;+q;)  és g=29 37./

Hasonlitsuk 6ssze a most mar 6ttagii polinomot a kisebbel, tobb 1épésben csdkkentve a fok-
szamot:

1. 1épés: 15%Py -P1sqy = (15q,°-330q, q; +990q; q, -450q; q5+15q;3 ) -

(15q,>-50q; qs+3q5 q5) = q; (-280q,+987q; q; -450q; q; +15q7) 38/
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2. 1épés: a csdkkentett polinomot ismét a kisebbel kell, hogy 8sszehasonlitsuk (most a q;-t
csokkentjiik, ami mindegy).

(-280q, +987q; q; -450q; g, +15q;) -59; *(159,-504; q,+3q; )=

= 8q,*(-35q,+114q; q;-25q;) 39./
Mint lathato, nem adddott sajat polinom oszto, igy a vizsgalatot folytatni kell.

Ett6l kezdodden azonban a ,,kisebb” oszté alatt mindig az eredményiil kapott értendo.

3. Iépés: a csokkentett polinom kisebbel vald 6sszehasonlitasa.

3%(-35q;+114q; q; 259, )+ 7*(159;-504; q; +3 ;)=

= 2%(-4q; q; -27q;) 40./
4. 1épés: a kiindulo6 polinom ,,kisebbel” valé dsszehasonlitésa.

9*(15q,-50q, q; +34;)-q5 (4q, a5 +27q;') = q, (1359, -454 q;) 41/
Most sem adodott sajat polinom osztd, s igy a vizsgalat tovabb folytathato.

5. 1épés: Osszehasonlitas
4%(135q°-454 q2) - 135% (4q2+27q2) = 5461 g2 2./

ami 43-mal ismét csak funkcionalisan oszthato (127*43=5461).

Ami a lényeg, hogy ez sem valtozofiiggd polinom, hanem csak szamoszto, s igy a hatvany-
Osszeget, kozvetve a valtozokat ndvelnie kell!

9. Osszegzés

A végzett szampéldak csaknem minden vizsgalati lehetdséget felmutattak mar. Az eddigi
eredmények mindegyike azonban a sejtés bizonyitasi formuldjanak megfelelt!

Mert valamennyi vizsgalt 0sztorol bebizonyosodott, hogy vagy trivialisan, vagy funkciona-
lisan, kdzvetve vagy kozvetleniil a hatvanydsszeget, €s a valtozokat noveli.

(m=3; d=7;13;19;31;37,43 ...).

Természetesen mindez nem biztositéka annak, hogy minden d oszt6 ilyen, de eléggé biztatd
arra nézve, hogy valamely szabaly mégiscsak 1étezhet!

Tovabbd mar az eddigi példakkal is bizonyitast nyert az a feltevés, hogy a trividlisan nem

oszthat6 d osztok legalabb egy része csakis a g; q;;q, tényezok osztdja lehet!

Masfeldl, nincs sziikség annak a kizardasara, hogy létezhetnek olyanok is, amelyek a P,, poli-
nomot polinom osztoval, a valtozoktdl fiiggden osztjik!

A sejtés bizonyitasi formuldja ugyanis nem azt igényli, hogy minden d oszt6 a valtozok része
legyen. Az igény csak az, hogy szamuk végtelen legyen. Ez pedig akkor is teljesiilhet, ha egy
résziik a Pp-t a valtozoktol fliggden is osztja.

El6z6 példak szemléltetden mutatjak a sejtés bizonyitasi formuldjanak sajatossagait.

Az igy végzett egyedi vizsgalat azonban a tovabbiak soran egyre bonyolultabb lenne. Altala-
nos bizonyitas kidolgozasara van sziikség.
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1.2.3

Polinomok kozos osztoi

Kiilonféle fokszamu polinomok kozOs természetes szam osztéit a kovetkezék elemei
tartalmazhatjak (sajatos megfogalmazasom):

1.2.4

Az egyseég =1

Trivialis szamoszté (vagyis m=0 fokszamu polinom), amely a Py, polinom tagjainak
egyiitthatoibol kiilon-kiilon mindegyikbdl kiemelhetd, s igy a valtozoktdl fiiggetlen.
Ilyenek példaul a binomialis egyiitthatokbdl kiemelhetdk, koztiik az m= primszam
kitevok.

Funkcionalis szamosztd, (szintén m=0 fokszamu polinom), amely azonban a Py,
polinom tagjaibol nem kiilon, hanem azok dsszességébdl valamely miiveleti szabaly
alapjan emelhetd ki, és a valtozok értékétol szintén fiiggetlen. Ilyenek képzddhetnek
bizonyos azonossagok, pld. a kis Fermat tétel alkalmazasakor, mivel ha a valtozo

maga d-vel nem, az a®"'-1 azonossag d-vel mindig oszthato.

polinom o0szté - a vizsgalt két polinomnal kisebb, vagy a kisebbel azonos (,,sajat”), de
legalabb m=1 fokszamu, a valtozék kozotti fiiggvénykapcesolatot biztositd polinom.

Polinom parok kozos osztoit vizsgalo algoritmus

A kovetkezd, (a példakkal mar részben demonstralt) altalanos algoritmus ajanlhat6 két azo-
nos, vagy kiilonb6z6 fokszamu polinom legkisebb kozos polinom-osztéja megtalalasara.

A két polinom koziil a kisebb fokszdmut az egyik valtozdéval (adott esetben az egyik
paraméterrel) torténd szorzasa utjan a nagyobbal azonos fokszamra kell hozni.

Mindkét polinomot alkalmasan megvalasztott szammal szorozva, barmely két azonos
valtozo-0sszetételli (célszerlien csak az egyik valtozot tartalmazo) tagja egyenldvé
tehetd.

Egymasbol kivonva ezeket az azonos tagok kiesnek. A megmaradd Osszeg a masik
valtozoval egyszerlsithetd, és ezaltal a polinom fokszama (és tagszama) eggyel csok-
kenthetd.

A jelzett miivelet megismételhetd a kisebb, és a csokkentett fokszamu polinomok
kozott, mindaddig, amig a nagyobb polinom a kisebbel azonos fokszdmu nem lesz.

Ha ekkor a két polinom azonossaga, vagy csak szdmszorzé kiilonbsége tapasztalhato,
akkor a kiindulé polinomok kdzds osztdja maga a kisebb polinom (,,sajatoszt6”).

Ha a két polinom nem azonos, akkor ez az algoritmus ismételten, minden 1épésnél fok-
szam csokkentéssel addig végezhetd, amig eredményiil vagy valamely m=0 fokszdmu
koz6s szamosztot, vagy egy m>0 kdzds polinomosztdt nem kapunk.

Szamoszto a valtozotol nem fiigg, trividlisnak, vagy funkcionalisnak tekintheto.

Polinomoszt6 szamosztoja a valtozoktdl is fligg.

A tovabbi vizsgalatok célja, hogy megmutassuk, hogy a d szdmosztok koziil végtelen szamu,
hataresetben valamennyi - a Fermat sejtés esetén maguknak a véltozoknak az osztdja kellene,
hogy legyen!
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1.2.5 Hatvanyosszegek kozos osztoi

A tovabbiakban a hatvanyosszeg algoritmusnak megfeleld hatvanydsszeg (polinom) soroza-
tok specialis oszthatdsagi szabalyait vizsgaljuk, amelyeknek a Fermat sejtés is megfelel.

Az azonossagok bal oldalan azok d-vel valo oszthatdsagat a kis Fermat tétellel vezettiik le.

Az azonossagok jobb oldalan a ko6z0s osztd Osszehasonlitd vizsgalatira a hatvanydsszeg
elmélet szerinti algoritmus hasznalhato (lasd I. kotet).

r+3 r+2

7 =q, Q;7-q, Q7' +q; Q) 43./

Az algoritmusbol kdvetkezik, hogy barmely hatvanydsszeg a néla kisebb harom, egymas utan
kovetkezd hatvanyosszegbdl a q, ;q, ; q, paraméterek segitségével képezhetd.

Tovabba egy fontos oszthatosagi szabaly:

, Ha harom egymas utdan kovetkezo hatvanyédsszegnek, amelyekbol nagyobb fokszamut képe-
ziink, barmely kozos szam, vagy polinom osztdja van, akkor az eredményként kapott hatvany-
osszegnek is valtozatlan formaban (polinom, vagy szam) ezt az osztot tartalmaznia kell!”

Atrendezve az el6z6, novekvo algoritmust csokkendre, belathatd, hogy barmely kisebb
fokszamu hatvanydsszeg a nala nagyobb, harom egymas utan kovetkez6 hatvanydsszegbdl a
paraméterek segitségével szintén kiszdmolhatd, azonban azzal a korlatozassal, hogy az
eredmény a valtozok osztoit nem biztos, hogy tartalmazhatja.

Q5 =(Q5’-q, Q5*+q, Q") q; 44./

,Ha harom egymas utan kévetkezo hatvanyosszegnek, amelyekbol kisebb fokszamut kepziink,
barmely kozos szam, vagy polinom osztoja van, akkor az eredménykent kapott hatviny-
osszegnek is valtozatlan formdaban (polinom, vagy szam) ezt az osztot tartalmaznia kell, kivéve
a valtozokat!”

A két szabaly (ndvekvo és csokkend) alapjan egy kovetkezd, altalanosabb, a teljes fokszdm
intervallumra vonatkozo is feltételesen kdrvonalazhato:

wHa barmely hdarom egymds utin kovetkezo hatvanydsszegnek, valamely kozos szam
(kivéve a valtozokat), vagy polinom osztéja van, akkor az osszes 0 - « hatvanyosszegnek azt
valtozatlan formdaban (polinom, vagy szam) tartalmaznia kell!”

Misfeldl azonban ez a Q=3 hatvdnydsszegre is vonatkoztathatd, amibél ujabb altalénos
szabalyok kovetkeznek:
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»A teljes hatvanyosszeg-sor, vagy annak legalabb hirom egymas utan kovetkezo
hatvanyosszegének kozos osztdja, ha a valtozokat nem osztja, csakis d=3 lehet.”

»Nem létezhet tehat olyan hiarom egymas utan kovetkezd hatvanyosszeg sem, ame-
lyeknek azonos polinomosztdja lenne!”

Ezek, és még szamos mas kovetkeztetés a hatvanyosszeg algoritmusbol addédnak.

1.3 A Fermat sejtés bizonyitasa.

Bizonyos szempontbol az el6z6h6z hasonld a helyzet a Fermat sejtés esetén is, ahol az a fel-
adat, hogy bizonyitsuk: a hatvanyosszeg sorozatban e=m-1 kiilonbséggel periodikusan ismét-
16d6 P polinomoknak nem lehet k6z0s d,, szam vagy mas polinom osztoja.

Hiszen, mint lattuk a példakban, Q; =0 esetén az m=3; (5; 7;11;13;15) fokszamu hatvany-
Osszegeknek d=7;(13;19;31;37;43) értékli kozos osztoi kellene, hogy legyenek, az e=(m-1)-el
nagyobb fokszdmu m’=5;(9;13;21;25;29); m”=7;(13;19;31;37;43)...m™’, s igy tovabb, vég-
telen hatvanyosszeg sorozatok barmely tagjaval torténd 0sszehasonlitasuk esetén.

Vagyis ez esetben is végtelen hatvanydsszeg sorozat oszthatdsdgardl van szo, azonban nem

egyenkénti, hanem e=(m-1) paros fokszam eltérésii fokozatokkal, csupa paratlan hatvany-
Osszeggel.

Bizonyithat6 azonban, hogy a hatvanydsszeg-algoritmus alkalmazhato ilyen esetben, is
azonban modositott felirassal:

1= g, Qg Qg Q" 45
q =A°+B°-C° 46./
q, =A°B° + A°C°+B° C° 47./
q, =A°B°C* 48./

Fenti, ,,e” fokszamkiilonbségli modositott algoritmus egyébként egyszerii probaval bizonyithato.

Ezzel az algoritmussal barmely e=m-1 fokszam eltérésti hatvanydsszeg sor tagjai, fliggetleniil
annak kezd6 fokszdmatol leirhatok!

Es az algoritmus jelentése is ugyanaz, mint korabban:

,Ha a hatvanyosszeg sorozat barmely hdarom egymds utan kovetkezo, e=(m-1) fokszam
kiilonbségii hatvanyosszegének valamely kézés, szam, vagy polinom osztoja van (kivéve a
valtozokat), akkor azt az ilyen hatvanyosszeg sorozat sszes hatvanyosszegenek valtozatlan
formaban (polinom, vagy szam) tartalmaznia kell!”

A kozds osztd keresd algoritmussal megtalalt kdzos szam, vagy polinom osztok csupan
lehetdségek, amelyekbdl még nem kovetkezik, hogy azok ténylegesen 1étezd osztok.
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A Fermat sejtés esetén azonban sziikségszeri, hogy a 1étez6 kozds osztonak minden hatvany-
Osszeg parban mindig azonos formaban realizalodnia kell!

- Mert ha csak az egyiknél is hianyozna, azt jelentené, hogy mindegyikben csak a
valtozok osztoja lehetne.

- Ha csak az egyik parnal is eltérd alaka osztdja lenne, akkor az Gsszes tobbinél is annak
ismétlédnie kellene...

- Ha viszont realizal6dik, mint oszt6, akkor az algoritmus alapjan a valtozoktol fiigget-
leniil a szam ¢és a polinom osztokra minden szituacidoban érvényes oszthatdsagot kell,
hogy kapjunk.

Beleértve természetesen a legkisebbet, az indulé hatvanyésszeget is, vagyis r=0, és Q., =0

Amelynek jobb oldalan p=1, Q}=0 esetén egyszerlien nulla érték lenne, nem pedig polinom, s
igy ellentmondasmentesen minden szimmal és polinommal oszthat6an!

Ha azonban p>1, Q. =0, akkor a jobb oldalon nem nulla 4ll, csak egy, az adott esetben nulla-
értékii polinom.

A Q. polinom viszont egészében nem tekinthetd ,,sajatosztd”-nak, mert akkor a nagyobb

fokszamuak a nullaértékiivel lennének oszthatok, s igy ismétlédéen mas hatvanydsszegek is
periodikusan nullaba kellene, hogy forduljanak. Ez pedig csak a trivialis megoldasnal, mikor
a valtozok nullaértékiiek, fordulhatna eld.

Ugyanakkor ezt a polinomot valamennyi, a keresd algoritmussal megtalalt polinom osztonak
is osztania kellene! Vagyis aQ!, jobb oldali polinomjanak egyetlen nullaértékii, és végtelen
sok nem nulla polinom o0szt6 szorzatabol kellene allnia. Ezek az osztok ugyanis attol fiigget-
leniil kell, hogy létezzenek, hogy az adott valtozé kombinaci6 esetén a Q. polinom éppen
nullaértékii, vagy nem.

gy mas esetekben, mikor nem nullaértékii, a Q!, hatvanydsszeg végtelen nagy lenne.

Ezért a d, osztok nem lehetnének P, 0>m fokszamu osztd polinomjainak valtozoktol fliggd
0szt0i, csakis a paramétereké!

1.4 Befejezé gondolatok

Bizonyitast nyert tehat, hogy az adott feltételek mellett valamennyi lehetséges d prim
oszto kozvetleniil, vagy kozvetve a valtozokat novelné, ,tulcsorditva” oéket barmely
konyv margojan...

A bizonyitashoz csupan Fermat munkassaganak eredményei (pld. a kis Fermat tétel), valamint
a hatvanydsszegek elmélete (szimmetrikus polinomok szerkesztési elvei) lettek felhasznalva,
amelyeket minden bizonnyal mar O is kelld szinten ismerhetett.

Csodalatra méltd, ahogyan a bemutatott ellentmondast szazadokkal elobb meglatta, és leje-
gyezte. Masfeldl néla ez természetes volt, hiszen ebben a gondolati korben élt! Es akkortéjt
nem volt ritka, vagy t6le idegen a feltételezett ,,talanyos” kozlési forma. S6t az is lehet, hogy
késdbb tobbeknek is elmondta a bizonyitast, de senki sem jegyezte le, hiszen igy is szinte kialto:
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Nem lehet felirni.... mert VEGTELEN!

Korat megel6zve, sajatosan eltéréo modon, de helyesen, igy fogalmazta meg, hogy a sejtés
megoldasa a természetes szamok halmazaban nem keresheté, nem része annak!

Ha létezett volna a terminologia, azt mondhatta volna, hogy a megoldas ,.irracionalis (=nem
szakaszosan ismétlodo, (rendezetlen) végtelen egész szam, vagy tortszam) lehet csak!

De végiil is mindegy, miért - hogy tal nagy, irraciondlis, vagy komplex szam - ezek csupan a
sokféleképpen megfogalmazhato sejtés eltérd, de egyenlé fontossagi megoldasai, amelyek
jelentése mégis hasonlo: hogy a valtozok nem keresheték a természetes szamok kozott...

Megmutatkozik, hogy, ugyanazon ,sejtésnek” sokféle, egymassal kapcsolatba nehezen
hozhato felirasa és bizonyitasa lehetséges!

Ugyanakkor el6zdek alapjan biztosra vehetd, hogy Fermat a sajatjat részletesen is felirta, €s
bizonyitotta is. Es tobb évszdzados, sikertelen keresése nyomatékosithatja, hogy az nem volt
egyszerti. Hanem talan éppen a legnehezebb...

Amit tehat Fermat sejtésnek gondoltunk, az valéjaban - TETEL.

Befejezésiil megemlékeznék arrdl, hogy észrevételeikkel, birdlatukkal sokan segitették a mun-
kamat, amit most megkoszonok. De aktiv kdzremiikddésiikre nem szamithattam, €s sejtem,
hogy azt opponalva - j6 szandékkal is - a kdzlését sem ajanlottak volna!

fgy van okom tartani attol, hogy hibazhattam. Es mert ilyen bizonytalansagban vagyok, sem
allithatom, hogy ez tudomanyos igényli mii! Csupan régies torténet, kommentarokkal. Taldn
egyez0, talan nem egyezd masokéval, amelyeket alig ismerek...

Ha pedig mar ugyis csak torténet - akkor legyen is az - nem fogtam vissza a fantazidmat!
S igy sok mindenrdl irhattam, amelyeknek tudomanyos igényli miiben nem lehetne helye.

Es még sok mindenrdl, foképpen magukrol a SZAMOKROL szeretnék irni ugyanigy...

Mindezeket mérlegelve is bizom abban, hogy e gondolatok érdekesek, s6t hasznosak lehet-
nek, és hogy még messze nem tehetd pont a végiikre
(Barhogy is kivankozna a kiilonféle szabalyok, és a gépi hibajavitd program szerint oda!)

Most is, kétséggel és bizakodassal utjukra bocsatva dket - erre gondolok!

Forrai Gyorgy

Budapest. 2009. junius. (2. javitott kiadas)
2007. januar 22. (Eredeti kiadés)
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2 Elliptikus egyenletek vizsgalata hatvanyosszeg modszerrel (Fermat sejtés)

Ez a fejezet nem Ujabb Fermat sejtés bizonyitds, csupan kivancsi probalkozas az elliptikus
egyenletek vizsgalatara a hatvanydsszeg elmélet alkalmazasaval, ami nagyon kindlkozé lehetdség.

2.1 Elliptikus egyenletek felirasi formai
A témakor a Fermat sejtéshez, annak bizonyitasa torténetéhez kapcsolodik.

- Els6ként Taniyama ¢és Shimura fedezték fel az elliptikus egyenletek, és a modularis formak
kozotti kapcesolatot.

- Majd G. Frey ismerte fel, hogy az bebizonyitva elvezethet a Fermat sejtés eldontéséhez is.
- Ezt a ,,sejtését” Ken Ribet igazolta.

- Végiil pedig A. Wiles bizonyitotta a kiinduld6 Taniyama-Shimura sejtést, és altala kdzvetve a
Nagy Fermat sejtést is.

A Wiles tehat a legnehezebb, a befejezd 1épést tette meg a Fermat sejtés bizonyitasara, ame-
lyet azonban Frey alapozott meg azzal, hogy a Fermat azonossagot elliptikus egyenletté
alakitva a kovetkezd dontési sémat (bizonyitasi formulat) vetette fel.:

Ha bizonyithato Taniyama-Shimura sejtése, hogy valamennyi elliptikus egyenletnek rendel-
keznie kell modularis parral, akkor Fermat sejtése is igaz kell, hogy legyen, mert a Fermat
azonossagbol képzett elliptikus egyenlet(ek) kiilonleges strukturaja (,, kiiloncsége ) miatt azok
feltételezhetoen nem lehetnek modularisak, tehat nem létezhetnek!

A Frey altala levezetett elliptikus egyenlet(ek) egy valtozata (,,Frey gorbe”) a kdvetkezo:

y=x>+ (2% b") x*- a"b" 1./
ahol :

X;y az elliptikus egyenlet valtozoi

a;b;n a Fermat azonossag valtozoéi és kitevoje

A felvazolt ,,bizonyitasi formula” egyfeldl reménykeltd, masfeldl meglehetdsen bizakodo
volt, hiszen beteljesiiléséhez még két igazan nehéz sejtést kellett igazolni:

- hogy a Fermat sejtés elliptikus alakjadhoz nem tartozhatnak moduléris parok - ami Frey
sejtése, €s amit végiil Ken Ribet bizonyitott.

- hogy minden elliptikus egyenletnek kell, hogy modularis parja legyen - ez lett késébb A.
Wiles hozzajarulésa.

G. Frey arra hivatkozott, hogy az altala levezetett képlet valojaban elliptikus egyenlet, hiszen
illeszkedik annak d@ltalanos alakjahoz:

y2 + a;xy + ayy =x> +ayx> +asx +as 2./

ahol aj, ay, a3, a4, as, X, y valamely K test elemei. x, y a valtozok, a;, a,, a3, as4, as, adott
paraméterek.
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Ugyanakkor felismerte, hogy az mégis ,.kiilonc” abban a tekintetben, hogy valdsziniileg nem
elégitené ki a Taniyama-Shimura sejtést, ha az bizonyitott lenne. Vagyis a Fermat azonossag
sem létezhetne, s ezéltal Fermat sejtése igazolhato lenne.

Fontos lenne tehat tudni, hogy miben all az a kiilonbség, amely miatt az 1. képlet mégsem
egyenértékli mas hasonld elliptikus egyenlet felirdsokkal.

Osszehasonlitas céljabol alljon itt az ellipszis egyenlete is, egységes paraméter jeldlésekkel:

agx2 + ajxy + y2 +asx +apy tas =0 3./

Osszehasonlitva a 2./ képlettel, szemléletesen megmutatkoznak az elliptikus, és az ellipszis
egyenletek kisebb-nagyobb hasonldsagai, és kiillonbségei, amelyek koziil a legfontosabb, hogy
az elliptikus egyenlet tartalmaz egy harmadfoku tagot, az x’-t is, amely alaposan felkavarja
tulajdonsdgait. Ami megnyilvanul a gorbe alakzatdban is, mert amig az ellipszis egyetlen
egységes, bezarodo alakzat, és az 6t metszd egyenes csak két pontjat érintheti, addig az ellip-
tikus gorbék két részbdl is allhatnak, és a metszé egyenesiikkel harom metszéspontjuk lehet
(az érintési pont is kettonek szamit).

Megjegyzendd, hogy a valds szamtest feletti (a;=a,=0) elliptikus gorbék az x tengelyre
szimmetrikusak, és hogy esetiikre felirhat6 a sokkal egyszeriibb Weierstrass-féle normdlalak
Is:

y2=x3+a4x+a5 4./

A tovédbbiakban a vizsgdlni ajanlott hatvanydsszeg-algoritmusok képzése az 1. kotetben
szerepld alaposszefiiggésekkel, és jelolésekkel torténik.

Els6ként az y=0 helyen érvényes, a tovabbiakban ,elliptikus bazisegyenlet”-ként emlitett
képlet lesz felirva. Ami tulajdonképpen egy harmadfoku algebrai egyenlet, amely késobb a
fiiggetlen valtozoval (ez esetben ,,y’) még bovitendo.

A kiindulo 1épés a harmadfoku, harom ismeretlenes (x;;X2;X3), egyenlet gyoktényezds alakja:
(x-x1)* (X-X2)*(x-x3)=0 5./

Kanonikus polinomja:

0=x3- (]1X2 T X - Q3 6./

Az itt alkalmazott jel6lések a korabbiaknak (1./) a kovetkezOképpen feleltethetok meg:
Q= a3=X1t X2 T X3
qo=as = X1 Xot X1 X3 + X2 X3 7./

g3=-as= X1 X2 X3
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A harom gyok, illetve paraméter alapjan felirhatdé a harmadfoku teljes hatvanyOsszeg
(bizonyitas I. kotetben):

Q' =x"+x2” + x3°=q1°-3qu1qo+ 3qs 8./

A fenti felirdsi alakkal barmely, a paraméterekkel kapcsolatos feltétel valtozasa szemléletesen
bemutathato.

Példaul, q; =0 esetén :

Q33= X]3 + X23 + X33= 3 X1 X2 X3 =3 qz= -3 as 9./

Megjegyzendd, hogy ez esetben tobb 1j feltétel is keletkezik:
- A gyokok egymassal relativ prim alakra hozhatok (x;.x2. x3 )=1.
- Relativ primként csak egyikiik lehet paros.

- Nem lehet mindharom gyok azonos eldjelii. Ertéktdl és eldjeltél fiiggden a hatvanydsszeg
(Qs%) pozitiv, vagy negativ lehet, aminek az elliptikus kérnyezetben jelentésége van.

Maga a q; paraméter pedig vagy adott, vagy kiszamithato.

Mint lathato, barmely elliptikus ,,bazisegyenlet” (y=0 helyen) mindig visszavezethetd vala-
mely harmadfokua egyenlet harom gyokéhez, mint megoldaséhoz.

Az elliptikus egyenlet altalanos alakjat (2./) vizsgélva, annak minden tagjat x hatvanya szerint
egy oldalra atrendezve a masik oldal nullaval egyenld.

0=x>+a3x’+(as-a1y) x + (as- ))) = X° -q1X° + QX - Q3 10./

Ebbdl (forditott szemlélettel) kitinik az is, hogy az elliptikus egyenlet altalanos alakja
voltaképpen egy szokasos harmadfoku egyenlet specialisan atrendezett alakjaval egyenértékd.
Amikor a két oldalon eltérd fokszamu valtozok (x;y) talalhatok, s igy valamely, kétisme-
retlenes hatarozatlan, harmadfoku egyenlet alakul ki.

Az atrendezés kovetkeztében a fliggetlen valtoz6 hozzaadasa miatt moédosulnak a paraméterek
is:

qr-=as (véltozatlan) 11./
Qo' =as=(as -a1y)  (y elsO hatvanyan szerepel) 12./
Qs =as=(-as -y’)  (y masodik hatvanyan szerepel ) 13./

Az x valtoz6 tekintetében harmadfoku egyenletnek két paramétere is az y valtozotol fiigg.
Ami azt jelenti, hogy y-nak értéket adva a harmadfoka egyenletnek Gjabb és ijabb x valtozoi
(gyokei) hatarozhatok meg.

Hasonlé mddon kiszamithato az 11j valtozokhoz tartozé hatvanyosszeg (Q3’3) is:

Q3= + x2° + x3°=q1”-3q Qo+ 3q3 14./

25



Tovéabbra is fenntartva a feltételt, hogy y barmely értékénél q;- =0 kell, hogy legyen:

Q3’3= X1’3 + X2’3 + X3’3= 3 qz = 3 X1 X X3= - (a5 + y2) 15./

Vagyis, hogy y* most a q; paraméterhez kapcsolodik.
Behelyettesitve as -nek a bazis egyenletnél kordbban mar kiszamitott értékét, kapjuk:

’= Qs -as= -3( Xp> Xp X3+as )= - 3(X1 X2 X3 + X1 X2 X3+ ) 16./

Megjegyzendd, hogy a valos szdmokra érvényes Weierstrass-féle normalalakbol is ugyanilyen
alakt hatvanydsszeg lenne képezhetd. A hatvanyOsszeg azonban kevesebb tagot (paramétert)
tartalmazna, és a gyokok lehetséges viszonyat a vizsgalt q;=0 esetre attekinthetébben mutatna
meg. Ugyanis ebben az esetben az a, paraméter figyelembevételére azért nincs sziikség, mert
azt a q;=0 feltétel sziikségtelenné teszi. Vagyis sokkal tomorebben, atlathatobban, és keve-
sebb paraméterrel fejezi ki a fliggetlen valtozo és a gyokok kapcsolatat, mint a kanonikus
polinom alakuak, s igy vizsgalathoz inkabb alkalmas.

A tovabbiakban hangstlyosan az egész szdmokra, és a Fermat azonossagra vonatkozo
elemzés torténik majd. Hogy annak feltételei (x;-"+ xP+ x3:P=0) hatvanyosszeg alakban is
teljestiljenek, a gyokoket x;-"; xo” ;x3-P vagyis p hatvanytnak kell felvenni:

y= Q5 -Q3?=3(x/" X2 " x3” - X P x2P x5 ) 17./

Megjegyzendd, hogy a szokasos szemlélet szerint ebben a behelyettesitésben nincs semmi
kivetnivald, hiszen hasonl6 feliras barmely Osszetett szammal mar a kiindul6é gyoktényezds
alaktol (4./) kezdve jelenleg minden korlatozas nélkiil megtehetd. Vagyis a (17./) képlet akar a
gyoktényez0s alakjatol igy is levezethetd.

A mar emlitett ,,szamvektoralgebra” egyik feladata megmutatni, hogy ez nem egészen igy van!
Hogy még valamely azonos végeredmény is a szamok valodi jelentéséhez igazodoan, ,,sza-
balyosan”, csak olyan eltérd uton lenne elérhetd, amelynél a hatvanyozas abban a formdjaban,
ahogyan most ismerjiik - nem is 1étezik!

2.2 Az elliptikus egyenletek felirasi formainak elemzo6 dsszehasonlitasa

Felhasznalva az elliptikus egyenletek hatvanydsszeg alaku felirasanak ujabb lehetdségét, a
tovabbiakban 4ltalanos, és specidlisan a q;=0 esetre vonatkozé elemzések torténnek majd.

Kovetkeztetések a hatvanydsszeg (15./ 16./17./) képletekbol

1.) y=0 feltétel hatvanydsszeg esetén altalanossagban csak ugy teljesiilhet, ha

X'X2X3= -as

Amelyek kiilonleges pontjai az elliptikus gérbének: metszékei az x tengelyen, az y=0 helyen.

2.) y egész értékénél a gyokok szorzatkiilonbsége 2 paros, és 3 paratlan hatvanyéaval oszthato,
kell, hogy legyen, vagyis hogy y legalabb 6-al oszthatd
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2m,A2m+l1 .
273 Iy; (x1X2X3 - X1» X2 X3°)

3.) Fentiekbdl kovetkezik, hogy y valtozd csak Osszetett szam lehetne, amelynek allando
(2*3), és kiegészitd osztoi vannak Amibdl kdvetkezik, hogy az (y) valtozo értékkészlete nem
lehetne folyamatos, példaul nem éllhatna csupan egyetlen primszambol.

4)y=+ (3as -3X1’X2’X3’)0’5 , ezért valos szam eredményhez (-3as -3x;°x2'x3:)>0

Ez a feltétel a gyokok eldjel-elosztasatol, és értékétdl (vagyis implicit y-tol is) fiiggden
tobbféleképpen realizdlodhat. Ha mindkét egyenlet gyokeibdl kettd-kettd pozitiv eldjeld, y
biztosan valds értékii lehet.

5.y=+ (-3as)" esetén 3x,x,x3=0 adodik, ami azt jelenti, hogy x=0 helyen y =+ (-3as)* i

Ezek szintén kiilonleges pontjai az elliptikus egyenletnek: szimmetrikus metszékei az x=0
helyen, az y tengelyen. Azonban bizonyos, hogy egész megoldast nem képezhetnek.

6.) A Fermat sejtés esetén -as=a’bPcP. Vagyis x=0 helyen y =+ (-3a5)"> =+ (3a’b’c?)™’,
amelyek bizonyosan szintén nem egészek, megoldast nem képezhetnek.

Természetesen még sok hasonlo kdvetkeztetés lenne tehetd az elliptikus gérbék mas pontjaira
is, amelyek a kanonikus alakban kevésbé észlelheték. Am koziiliik az a legfontosabb, hogy
q:1=0 esetén az ismertetett sajatossagok barmely paratlan hatvanyra, beleértve a p=1 esetet
is, érvényesek, ¢s hogy azok eldallitasuk modja €s strukturalis adottsagaik révén valamennyi-
en egy csoportot alkotnak!

Tekintsiink valamely koordindtarendszert, amelynek vizszintes tengelye a harom x gyok
szorzata (qs), a fliggoleges pedig: y.

A 2.) kovetkeztetés alapjan y lehetséges egész megoldéasai csak az x tengelytdl legalabb 6
egységnyi tavolsagra 1évo egyeneseken helyezkedhetnek el, kzbensd pontok nélkiil.

Ami persze nem zarja ki, hogy egy masik hasonld diagramon, amelyen csupan maguk az x
gyokok kiilon vannak feltiintetve, nem lehetnének talalhatok olyan pontok, ahol az x valtozo
szintén egész. Sajnos azonban, olyan kdzbensd pontok, amelyek az y koordinidta mentén a
folytonossagot biztosithatnadk, nem lennének rajta! Olyan lenne tehat, mint valamely ,,diszk-
rét” fonalakbdl lazan sz6tt ruha - ugyan felvehetd, &m mintha nem is lenne! Persze lehetséges,
hogy mindez csak a ma mar feleslegesnek tartott ,hatvanyodsszeg-elmélet” szemszogébol
latszodik igy?

Vagyis, hogy q;=0 feltétel. p>0 esetén x;y egész gyOkparjai ugyan lehetségesek, azonban
sehol nem alkothatnak folytonos elliptikus fiiggvényt? Akkor viszont talan nem is valodi,
hanem csak valamiféle kiilonc (kvazi, pszeudd vagy barmilyen mas) elliptikus fiiggvények
ezek? Ha pedig nem azok, akkor milyen értelemben lehetne redjuk is vonatkoztatni barmely,
csak elliptikus egyenletekre érvényes feltételrendszert - pld. akar a Taniyama-Shimura-Wiles
tételt is? Milyen alapon mondhaté a Fermat azonossagbdl képzett ,,pszeudo-elliptikus” egyen-
letre, hogy modularis formai kapcsolata kellene, hogy legyen, mert ha nincs, akkor nem is
létezhet?

Hiszen akkor talan - az el6z6ek szerint - nem létezhetne a q;=a+b-c=0 azonossag sem? De azt
mar nem! Mert legalabb az hadd Iétezhessen! Hiszen a Fermat sejtés is az 1. fejezetben adott
bizonyitasi formulajaval Gigy igazolhatd csupan, hogy kdzben mégsem igaz, mert vannak
megoldasai - a megismerhetetlen, ,irracionalis, egészek”. Furcsa paradoxon ez, amelyhez a
»~mindenhat6 logikan™ tul egy kis filozofia sem nélkiilozhetd.

A végzett elemzés alapjan még szadmos €rdekes kérdés lenne feltehetd, és megvalaszolhato...
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A fentiek ismeretében azonban a kiviilall6 mar nem gondolhatja tal meggy6zdének egy olyan
bizonyitasi formula 1étezését, hogy ,,...ha a Taniyama-Shimura sejtés: igen, akkor a Fermat
sejtés is: igen!”

Am ha a tudomanyok orszaganak kiralyndje, a Matematika mar rabolintott, akkor egy
»atutazo” a kivancsi szemlélddésen tul milyen okkal-joggal merészelne kételkedni benne?

Mindez egyébként sem valtoztathat semmit azon a tényen, hogy A. Wiles, és Alkototarsai
munkdja nyoman a Matematika is jelentds, méltan tinnepelhetd 1épést tett eldre.

Ami azonban nem ok arra, hogy tovabblépés ne torténjen! Akar gy is, hogy elébb kicsit -
visszalépilink. Hatha onnan jobb 1t indithat6?

Budapest. 2009.07 (Javitott kiadas)
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3 A Fermat sejtés szamvektor-algebrai bizonyitasa (sejtése)

Mi az, hogy szamvektor-algebra? Most csak annyi mondhat6 réla, hogy talan Fermat gondol-
kodésa folytatddik benne, aki mar akkor meglatta, (vagy még lathatta) hogy az algebranak, a
matematikdnak mas utjai is lehetségesek, mint amelyen a XVII. szazadban meglodult és
szétagazodva a mai napig toretlentil halad.

Tovabbd még az, hogy a szamok egy valodi, a tudatos létezés gondolatkoréhez illeszkedd,
mégoly egyszerti ,,filozofiai” definicioja nélkiil lehetetlen megismerni, vagy létrehozni vala-
mely egységes matematikat! Mdarpedig ilyen meghatarozas - barmennyire is hihetetlennek
tlinik - jelenleg nem ismert! Emiatt pedig nemcsak a fels6, hanem az altaldnos matematikai
ismeretek kozott is gyakran nehéz fellelni 6sszefliggést.

Hogy egészen egyszerli kérdések nemcsak hogy megvalaszolasra, hanem még felvetésre sem
keriilnek. Példaul, hogy ha lehetséges, hogy x"3 =I1*1*1, akkor az x"3-1=0 egyenlet
megoldasa miért nem 1*1*1, hanem az egységgyokok szorzata?

Szdval, a matematika elindult, és a kiviilallok szemszogébdl hihetetlen tavolsagra jutott egy
olyan tton, amely talan a XVII. szdzadban agazott el. Nem lehet, hogy ez a hatalmas ugras
mar maguknak a matematikusoknak is kicsit sok, csak talan nem szdlnak rola?

Szolnak, persze.... R. Langlands (Princetoni professzor) mar évtizedekkel kordbban a mate-
matika egységesitését igényelte! Az elsé eredmény ebben éppen A. Wiles munkéja volt!

Fermat akkori gondolat-csirait azonban belepte az id6 pora, és a matematika masok altal mas-
képpen kiszélesitett diadalitja. gy most rossz érzés elismerni, hogy annak vélt folyamod-
vanya: a szamvektor-algebra ma még messze nem befejezett, sot alig elkezdett tudoméany, s
igy talan helytelen beszélni is rdla...

Vagy talan mégsem? Hiszen alkalmazésai sziikségesek és fontosak lehetnek?
Valamennyi keveset tehat mégis kellene mar szolni réla...

Legalabb annyit, hogy a ,,szamok, a tudatos létezés megismerheté (nem megismerheto)
elemi ,,egyedei”, éppen Uigy, mint barmi mas: dolog vagy fogalom, ¢l6 vagy élettelen.

Es mert igy van, ugyanazon térvények érvényesek reajuk, mint baArmi masra.

Egyebek kozott az ,,Egyediség Torvénye” is, amelyet a jelenlegi matematika hirbdl sem
ismer.

Amelynek legelsd megnyilvanulasa az a kérdés, hogy ,,Ki vagy?” (s nem pedig, hogy ,,mi
vagy”, mert az a rendeltetésrdl szol). Kérdés, amit csak kozvetleniil, (elséfokon), €s csupan
egyetlen, jol koriilhatarolt, tulajdonsagokkal és névvel rendelkez6 ,,egyedhez” lehet intézni, a
matematikdban példaul igy: (x-x;)=0. Mert az egyed azonositasara egyediil ez a kérdés
szolgalhat, ami pontosan emiatt az algebrai egyenletek gyoktényezds alakjanak nélkiiloz-
hetetlen eleme. Mert minden, ami megismerhetd, valahol erre a kérdésfeltevésre visszavezet-
hetd, mert minden ilyen elemi egyedekbdl épitkezik. Ami miatt nem mindegy az sem, hogy a
kérdést (x-a)=0, vagy pedig (x-a’)=0 alakban tessziik fel. Vagyis hogy megkérdbjelezhetd
annak a miiveletnek a jogossaga is, amelyet pedig a szerzd is alkalmazott, a Fermat azonos-
sagot az elliptikus egyenletbe helyettesitve. Holott tudja, hogy ily moédon néhany vizsgalati
1épcsdfokot ,,megtakaritva” szamos informaciot (elegenddt akar a Fermat sejtés bizonyitasara
1s) elveszitett, vagy Osszemosott! Mert az ,.egyediséggel” rendelkezd szadmokkal végzett
miiveletek sokban el kellene, hogy térjenek attdl a gyakorlattol, amelyet a matematika ma
megenged, latszolag egyszerlsitve, valdjaban pedig egyre atlathatatlanabba téve a feladatat.
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Azonban e tanulméany keretében még reménytelen és hibds szandék lenne a szdmvektor
algebra alapjait tovabb részletezni.

Inkabb valamiféle példa lenne hasznosabb - akar a Fermat sejtés megoldasa is!

Szerz6 azonban kéri a tisztelt Olvasd megértését, hogy azzal kapcsolatos allasfoglalasat most
még szintén csak egyfajta ,,sejtésnek” tekintse.

Mentségéiil szolgaljon, hogy valamely sejtéssel szembeni bizonyitas amugy sem kérhetd a
szerz0jétdl szamon, mert azt dnmaganak vagy masoknak csak késobb kell cafolnia, vagy
bizonyitania.

Alljon tehat a kdvetkezd, uj problémafelvetés a mar megoldott Fermat sejtés helyébe:
Sejtés (Tétel?):

»A Nagy Fermat sejtés Fermat, és mas szerzok altal adott leirasai eleve nem voltak meg-
fogalmazhatok, mivel a ,,szamvektor-algebraban” maguk a szamok, a szorzas, hatva-
nyozas és forditott miiveleteik az algebraban ismert modon nem értelmezhetok.”

Vagyis hogy maga a Fermat sejtés is voltaképpen felirhatatlan, tehat ,,irracionalis”.

Korai még a vélasz, hogy a fenti allitds hogyan értelmezhetd, azonban mindez mar gy is az
Uj sejtés részét képezi, amely még hosszu idére ,,munkat” adhat a szerzonek ¢és masoknak is -
amennyiben érdekli dket...

Ugyanakkor belathat6, hogy a fentinél ,,révidebb” megoldasa a Fermat sejtésnek szinte elkép-
zelhetetlen lenne, hiszen csupédn egyetlen mondat. Feltéve persze, hogy a tisztelt Olvaso el tud
tekinteni attél, hogy Fermat még ennél is rovidebb megoldast adott: ,,..nem fér el... (mert
pont nélkiili végtelen?)”. Tehat, hogy a megoldas nem megismerheto, irraciondalis.

Tovéabba magéanak a szamvektor-algebranak a létezése hidnyatdl is el kellene tekintenie, mert
annak még sokaig, és sokak altal fejlddnie kell.

Hiszen el kell ismerni, hogy az ,,majdnem a semminél” tart még! Vajon az kevés, vagy sok?

Azonban a formalodo ,,szamvektor algebra” oly mértékben eltér mindattol, amit ma algeb-
ranak, illetve Osszefoglaloan matematikanak gondolunk, hogy talan nem is nevezhetd
annak. Ezért a legkdzelebb megjelentetni tervezett kotet talan ezt a cimet viselné:

,NEM - MATEMATIKAI MODSZEREK.
BEVEZETES A SZAMVEKTOR-ALGEBRABA”

Persze, csak ha megjelenik. Mert ha valamirdl bebizonyosodik, hogy érdektelen, vagyis hogy
haszontalan, akkor meggondolandd hogy tovabbi id6t, munkat forditsanak rea.

Am nem lenne helyes ilyen gondolattal befejezni-

Forrai Gyorgy
2009-07-26 (1. javitas)
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