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Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Corradi Keresztélynek és Csorgd Piroskéanak, akik nélkiil érdekléddésem
a csoportelmélet irdnt bizonnyal elenyészett volna.

Koszonet illeti Kristof Miklds baratomat is, aki - tal a gyiimdlcs6zd vitdkon - konkrét, ,,empi-
rikus” segitséggel is szolgalt a permutaciokkal valo reprezentaciok €s az M-csoportok problé-
mainal.

Végezetiil mély halaval tartozom feleségemnek, Kovacs Gabriellanak, akinek tiirelmes buzdi-
tasa nélkiil ezek a lapok el sem késziilhettek volna.

Istenem, add, hogy ez a mii beteljesedhessen, el-
jusson oda, ahova kell, és a lények javat szol-
galja mindharom vilagban. 95.12.08. éj



N®© =z

~
]

Sm
|Gl

gl
Kl
G

(s)
(8)e
(m,n)
[m,n]
max (my, ..., m;)
EU(m)
m(m)

pr(m)

k "= 1(m)
alb

a + b

alb

a—b
p“lb

a=b

I'G)

Arc)

G =(I'(G) | Ar@y

Jelolések

A természetes szamok halmaza.
kvaternidcsoport.
az m-nél kisebb nemnegativ egészek additiv csoportja: {0,1,2,..., m-1}.

az m-nél kisebb, az m-hez relativ prim pozitiv egészek multiplikativ
csoportja.

a primszdmok halmaza.

a paratlan primek halmaza.

olyan szamok halmaza, amelyekhez 1étezik primitiv gyok.
a 2m-edrendii diédercsoport.

az m-edfoku szimmetrikus csoport.

a G csoport rendje.

a ge G elem rendje.

k rendje mod m, azaz a k rendje R,-ben.

a G csoportnak az egységelemtdl kiilonboz6 elemeinek halmaza.
s-edrendii ciklikus csoport, illetdleg: moduld s .

¢ generatoru s-edrendii ciklikus csoport.

az m ¢és n szamok Inko-ja (legnagyobb kozds 0szt6).

az m és n szamok lkkt-je (legkisebb k6zos tobbszoros).

az my, ..., m; egészek legnagyobbika.

az EULER-féle fiiggvény: EU(m) = |Ry,|

az m primosztdinak halmaza.

az m-hez tartozo primitiv gyokok halmaza.

K pont az n-ediken” : azt jelenti, hogy |k|, = n.
a osztoja b — nek.

a nem osztdja b — nek.

alb és a<b.

leképezés a-rol b-re.

p%lb, de p**'1b.

a kommutal b-vel.

a G csoport generatorainak egy halmaza.

a I'(G) generatorok kozotti definidlo relaciok halmaza.

a G megadasa a I'(G) generatorokkal és a Arg) relaciokkal.
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a G csoportot a H-ba leképez6 homomorfizmusok halmaza.
az (n) ciklust a H-ba leképezé homomorfizmusok halmaza.
a G teljes automorfizmuscsoportja.

a G belsd automorfizmusainak halmaza.

a G holomorfja.

a G kommutétora.

a G centruma.

a G els6centruma és

hatsocentruma (1d. 21. old..)

a G Frattini-részcsoportja.

lasd a 23. oldalt..

lasd a 23. oldalt..

lasd a 2. oldalt..

lasd a 2. oldalt..

lasd a 10. oldalt..

lasd a 84. oldalt..

lasd a 84. oldalt..

lasd az 5. oldalt..

1. oldal..

a kommutativ csoportok osztalya NIL

a nilpotens csoportok osztalya SOL

a feloldhato csoportok osztalya DIV

az oszthat6 csoportok osztalya: legyen |G|=n, €és n;|n. Akkor
JH<G:|H|=n,.

a totalisan oszthat6 csoportok osztalya: Ge TODIV ha
V H<G : He DIV.

azon csoportok osztalya, amelyekben minden maximalis
részcsoport prim index{.
85. oldal.
a G csoport maximalis részcsoportjainak halmaza.
a G csoport minimalis generatorrendszereinek halmaza.
3. oldal.
7. oldal.
9. oldal.
14. oldal.
11. oldal.



P 1®0; 37. oldal.

x-automorfizmus 35. oldal.
c-automorfizmus 37. oldal.

Gi=G, G, izomorf Gj-vel.
G1~G; G izostrukturalis G,-vel (lasd a 13. oldalt)..
H char G H karakterisztikus G-ben.
N4 47. oldal.

4 37. oldal.

7 43. oldal.

7 9. oldal.

7c 9. oldal.

X 14. oldal.

/A 59. oldal.

m* 54. oldal.

N 25. oldal.

Al 25. oldal.

QR 43. oldal.

2 31. oldal.

S 10. oldal.

7 51. oldal.

X 35. oldal.

> 21. oldal.

(p)* (P)x (P)x ... x(p)
o-tenyezo

wp (G) 83. oldal.

w (Q) 83. oldal.

H/~ a H halmazon a ~ ekvivalenciarelaci6 altal Iétesitett osztalyozas

osztalyainak halmaza (a H-nak a ~ szerinti faktorhalmaza).



L. rész
A vizsgalt objektum
Alaptulajdonsagok és alaptételek

1. DEFINICIO Azoknak a nemizomorf csoportoknak a halmazat, amelyek megkaphatok vala-
mely véges ciklusnak egy véges ciklussal valé nemabeli szétesd bovitéseként (szemidirekt
szorzataként), CYCY S-nek nevezziik. (CYcle — CYcle — Semidirection)

Legyen A=(TI"(A)|Arwn)) ésB=(I"(B)|Arw)) két csoport.
Az A-nak a B-vel val6 azon szétesd bovitése, amelyet a

0 € Hom (B, Aut A)

kisér, igy prezentalhato:
G=(T'(A)UT B)|AraU Are) U Aras) )-
ahol
Arap)= {bab' =9 (a),a€ A,be B, ¢, =0 (b)}.

Ha G € CYCYS, akkor

A={(ala"=1),

B=(b|b"=1),

Hom (B, Aut A) =Hom (n, R,,)),
¢s a kiséré homomorfizmus
0:b @,

ahol

. k
¢Ox:at>a,ke Ry,

és Ar(ap) az egyetlen bab™! = a (1)
relaciobol all. fgy a G € CYCYS prezentacioja:
G=(abla™=b"=1,bab' =a"). (2)

Az (1) reléciobol b ab™ = a¢ = 1-a-1 =a=a!
azaz
k"=1 (m) 3)
mas szoval |k|, | n kdvetkezik.

A (2) csoport pont akkor lesz nemabeli, ha
k>1 (4)



azaz

ke R .
n
2. DEFINICIO A (2) prezentaciora a (3) és a (4) teljesiilése esetén a
G=(m|k|n)’

szimbdlumot vezetjiik be, amelybdl - ha félreértéstdl nem kell tartani - a generatorok
feltiintetése el is maradhat.

A CYCYS ¢és az {(m | k | n)} halmaz k6z6tt nincs bijekcid, hiszen (1)-bdl kdvetkezik, hogy
t
wte R blab'=a’,
s igy (ab)=(a,b),

azaz
(m k| )" = (m | K'|n),” 5)
1. TETEL (PRET = PREZENTACIOTETEL)

Az (m |k |n)és (m|1]|n) altal szimbolizalt CYCY S-csoportok pont akkor izomorfok, ha k és
1 ugyanazt a részcsoportot generalja Ry-ben:

(m|k|n)=(m|l|n) & (k)=(1)<Rp.
Bizonyitas: Az (5) miatt elegendd a = implikéciot igazolni.
Vilagos, hogy barmely ¢ izomorfizmusnal a

G=(m|k|n),
¢ (G) képét egy
¢ (@) =(c), ¢ ((b)) =(d)

cikluspéar fogja generalni.

Legyen példaul ¢ (G)=(m|1|n)’,
és o@=c’, YE€ R
o(b)=d®, 8€ R,.
Akkor egyrészt pbabH=0@)=>d%c?"d®=c"* (7)
masrészt a (6) prezenticio szerint
ded'=c¢! ,
amibol a® ¢t ad=crl’ (8)
A (7) és (8) -bél ctioerl’ Ldadik,
majd y € R,, miatt k=1° (m), végiil



d€ R, miatt (k)y=(1) <R, kovetkezik.
Q.E.D.

Vezessiink be a Hom (n , R, halmazon egy <> relaciot:

Ha (n) = (b ), akkor

VO,,0e Hom(n,Ry: O >0, & 0O;((b))=02((b)).

Konnyt latni, hogy <> ekvivalenciarelacid, és hogy igaz az alabbi :

Az (m) -nek az (n) -nel vald 6sszes nem izomorf szétesé bovitései bijektiven megfelelnek a
Hom (n, R,)/ <> elemeinek,

vagyis a Hom (n , R,,) halmazon a <> relacio altal létesitett
osztalyozas osztalyainak.
A (3) és (4) -et kielégitd 6sszesm , k,ne N szamharmasok

{ (m|k|n) } halmazanak két tetszéleges eleme alljon a = relacioban egymassal pont akkor,
ha az altaluk reprezentalt CYCYS -csoportok izomorfok. Ekkor vilagos, hogy a CYCYS ¢és az
{(mlkln)}/=

kozott bijekceio 1étesithetd.
A kovetkezd lemmaban néhany igen alapvetd, kozvetleniil az (1) segitségével

igazolhaté Osszefliggéseket sorolunk f6l, amelyeket a tovabbiakban Iépten-nyomon
folhasznalunk.

1. LEMMA Legyen G =(m|kln),”.

M (a)y<G, (a)N(b)y=1, G/(a)=(b).
1) VgeGIoezZ,IPeZ,: g=a"b".
() [Gl=m: n.

IV) Vo,me Z, VPBi,Pr€ Z,:

(aocl 'bﬁl ) .(aoc2 .bﬁz) — aOL1+0L2-kB1 'bBl+B2 .
(V) VYoaez, VPeZz, VyeN:
(aa,bB)Y:aa-[kﬂW].bB-y

Vs|m, vV tn:



V) (a°,b') <G ski=1()),
(VI) (a°,b')e ABEL « k'=1("y.
S

Q.E.D.
Az (V) -ben szerepld [ | ] szimbélum az egész targyalas soran

kozponti jelentdségli, ezért egy lemmaban Osszefoglaljuk legfontosabb tulajdonsagait. A
bizonyitas kozvetlen szdmoléssal lehetséges.

2.LEMMA  Legyen k,o,fB,B1,B2 =20 ¢és
[k la]=1+k+K+K+..... +k*

Akkor

k # 1 eseté kloal= )
(a) esetén [ ] 1

) [0]a]l=1,
(©) [kl0]=0,
@ [1llal=a,
(© [kl1]=1,
B [klo+Bl=[kla]+k" [k[B],
(g) Hao =B, akkor[k la]-[k|p]=kP - [k|la-B],
0 [klea Bl=[klol-[k“]B],
Ha k"=1 (m), akkor
i) [klo-n+pl=oa-[kln]+[k[B] (m),
(G) hamég Pi1= P, (n) is, akkor

[kP T al=[kPla] (m). Q.E.D.
Az (m | k; | n))=(m | k, | ny) relacié fennalldsanak feltételeit vizsgalva
a PRET csak az m; = m; esetben igazit el. Meglepd modon ez a
relaci6 akkor is fonnallhat, ha m; # m; (s ekkor persze n; # ny is) .
Némi szdmoléssal pl. megmutathat6, hogy

(413130)=(1217110)=(20]1116)=(6013112) 9)
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2. TETEL  (PART = PARTICIOTETEL)
(@) (s)e X (mlkln),"=(m-s|ln)® akkor és csak akkor, ha
(m,s)=1, 1=1(), <(k)=(l) <R,.
Ezt a miiveletet gy nevezziik hogy (konstanssal) szorzas eldlrdl,
illetve (konstans) kiemelés(e) elolrol.
) (mlk|n)’ X (s)e = (mlkln-s)’
pontosan akkor,ha  (n,s)=1.
E miiveletre tgy hivatkozunk, mint (konstanssal vald) szorzasra hatulrél,
illetve (konstans) kiemelés(é)re hatulrol .
© (milkilnpa® X (malkalno)n™ = (my-malking-ny),°
akkor és csak akkor, ha
(mp,my)=(n;,n2)=1,
¢s (k)=(ki) <Rm;, 1i=1,2. (10)
Bizonyitds  (a) Tekinthetd az az eset, amikor k = 1 (m).
Ekkoraza — d°*,b — b, ¢ — d™ leképezésrdl konnyen lathato,
hogy izomorfizmus .
(b) a—a,b—>d’,c—>d". 99.7.26 du++ folytatas CYC 2

Megjegyzés 2004.9.5 : az 1 (egy) és az | (el) nagyon konnyen Osszetéveszthetd, de aki
odafigyel az meg tudja kiilonboztetni, vagy a szovegosszefiiggésbol vagy logikailag, ti. pl k
= | (m) esetén csak el lehet az |, mert a k = 1 (m) esetet

(k kongruens egy) eleve kizartuk a vizsgalatbol!

99.7.26 CYCYS folytatasa eredeti kézirat 12. oldalatol.

(©) Eldszor vegyiik azt az esetet, amikor k = ki (mj),1=1,2.
Ekkoraz a;—>a™,a —>a™ by —> b"™,b, — b"

egy jo leképezés .

A (10) azt jelenti, hogy a jelzett direkt szorzat fiiggetlen a tényezok

prezentaciojatol. Ennek indoklasa a kdvetkezdképpen torténhet.

Idézziik ol az alabbi szdmelméleti tételt:

(SZT) Az x = a; (n;) kongruenciarendszernek pontosan akkor van megoldasa, ha minden
1,]jparra,ahol 1 <i1<j<r,

11



teljesiil, hogy (ni,nj) | (a;- aj) ,
¢s barmely két megoldas kongruens modulo [n,n,, ....... n,;

(Ha az n szamok (i =1, 2, . . . r) paronként relativ primek, akkor ez nem mas, mint a kinai
maradéktétel.)

Az (m-m; |k |nn,) csoportot generalhatjuk igy :a=a-as,b=bb,.

Térjiinkmostaitaz(mi|ki|ni)aibi—r61az(mi|kiti| ni)aibi”‘

csoportokra, aholte Rni,i=1,2.

Akkora (b1-b2)*=b;* b =b,"" - b,"? relaciobol folyd
X=t; (ny),i=1,2

kongruenciarendszer (n; , n,) = 1 miatt mindig megoldhat6, tehat van olyan

X € Rniny, hogy
t..

(ml | k1" [nl)q b (m2 | k2 | nz)azbz T2 (ml-m2 |k * | nl-n2), b*
Mindez a (10) -et bizonyitja . Q.E.D.
A (c) -ben szerepld direkt szorzas értelemszeriien akarhany - véges
szamu - tényezdre is kiterjeszthetd .
A PART segitségével most mar megérthet6 a (9) példa:
mind a négy csoport izomorf a
(3) X (4) X (4]3]2)
csoporttal.
3. DEFINICIO Azon CYCYS - csoportokat, amelyeknek nincs trivialistol

kiilonbozo direkt faktora, felbonthatatlanoknak nevezziik,
¢s Osszességiiket 7 — fel jeloljiik (7 - csoportok) , Zc -vel pedig azokat,
amelyeknek nincs valddi direkt konstans (ciklikus) tényezdjiik.
3. TETEL (CAT=CYCYS ALAPTETELE)
Minden CYCY Sbeli csoport egyértelmiien allithat6 eld primhatvanyrendi

konstansok (ciklusok) és 7 - csoportok direkt szorzataként - eltekintve

12



a tényezok sorrendjétdl és prezentacidjatol.
BIZONYITAS Az allités kozvetleniil belathaté a PART - nak, az ABEL -

csoportok alaptételének, valamint REMAK azon tételének segitségével, amely
szerint tetszéleges véges csoport két direkt felbont-

hatatlan faktoru direkt felbontasa izomorf. Q.E.D.
4. DEFINICIO Azon CYCYS - csoportok halmazat, amelyeknek 1étezik

olyan (m |k | n) prezentaciojuk, ahol n = [k |,

S - sel jelsljiik. (S - csoportok) . Han = | k|, akkor hasznalni fogjuk az (m |k | f1), (m|
k|l n),(mlkl(-n)s), vagy (ml|k|n s)

jeloléseket is. Az (m k| n ) az un. § - prezentacio.

A (9) példa (10. o .) mutatja, hogy bizonyos & - csoportoknak lehetnek nem - & -
prezentacioik is. A PART (a) és (b) szerint pontosan azok
a csoportok ilyenek, amelyek
(s) X (mlk| n)
alakba irhatok, ahol (mn,s)=1.
Ha(m|k|n) Z 8 ,akkorn= k| m-s , 8> 1, és most két fontos eset lehetséges :

(Iklm,s)=1,den(s) C @ (m), (11)

sigy(m|k|n)z(m|k| |k|m) X (s), de az (s) konstans

elére nem vihet6 be,

vagy n(s) S m(lklw, (12)
¢és ekkor az (s) konstans hatulr6l nem emelhetd ki.

Amiga (11) -nél az (m |k | n) direkt bovitése az ( m k| k]| m) -nek,
addig a (12) esetben az ( m | k | n) nem bévitése az (m | k| [k |,) -
nek, példaul a (4 1314) még részcsoportként sem tartalmaz

(4 |3 ] 2) = D 4 csoportot.

5. DEFINICIO Az (m |k |- n) csoport homoldgjainak nevezziik

az (m |k | (* n) s) csoportokat, ahol

1<s és n(s) C m(n).

13



6. DEFINICIO Legyenek azm;,1=1, 2, 3, ... r szdmok paronként

relativ primek.

erc s

r r
G=®Gi = (Hmi|k|‘[nl,n2,---nr])
i=1 i=1

csoportot értjiik, ahol k=ki(mj, 1=1,2,...r. (13)

Ez a definicio korrekt, mert egyrészt a (13) - nak megfeleld k létezését biztositja a kinai
maradéktétel, masrészt az is egyszerli szamelméleti igazsag, hogy paronként relativ prim m; (i
=1,2,...r)szamok esetén

k' "=1@m)=k ™™ "l=1m my-...-.my.

(k """ = 1 (m;) azt jelenti, hogy | ki | mi=n;, Id. JELOLESEK (i) .)
(Latnivald, hogy haazn;,n,, ..., n,szamok is relativ primek,
akkor - és csak akkor - a fizié atmegy a szokasos direkt szorzatba.)

Tekintsiik a fenti Gi=(milkilni). csoportok direkt szorzatat :

,
G = 7 G

Ha most a=aja;... a,,

és b=b; by,... b,, akkor

bab'=bya;b; brasby! ... .brab =a,"a. . . af=a,

ahol k=ki(m;,i=1,2,....r.

-
Lathato tehat, hogy (a,b)=G= ® G; <G,
i=1

S6t az is kiszamithat6 (szintén a kinai maradéktétellel), hogy
GG . (14)

Mivel a 6. definiciéban az n; -k (1 = 1, 2, . . . r) altalaban nem lesznek paronként relativ
primek, ezért (13) helyett nem allhat (10) , vagyis

a fuziod altaladban nem fliggetlen a tényezdk prezentaciojatol.
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Példaul
(71213)®(91413)=(6315813)=(6312513)=(9713)®(71413),
és
(71413)®(91413)=(631413)=(6311613)=(9]713)®(71213),
ugyanakkor a PRET szerint

(63125 |3) nem izomorf ( 63 |4 |3) - mal.
7. DEFINICIO A G és G, csoportokat izostrukturalisaknak nevezziik,

jelben G | ~ G, , ha fuziés felbontdsukban azonos szamu tényezd van, és e
tényezok csak a prezentacidjukban kiilonboznek

egymastol . (Az izostrukturalitds nyilvan ekvivalenciarelécio .)
A kozelebbi vizsgalat azt mutatja, hogy izostruktiralis csoportok

részcsoporthaldja ugyanolyan, az egymasnak megfelelé haloszemek vagy izostruktiralisak,
vagy izomorfak. Ezen feliil az izostrukturalis csoportok automorfizmuscsoportjai is
izomorfak.

A (631413)¢és (6312513) csoportok esetében példaul a halok megfelelé szemei - a legfelsd
kivételével - izomorfak egymassal.

A fuziot azért kellett & - prezentacidkra korlatozni, mert kiilonben zavaro tobbértelmiiségek
1épnének fol.

Tekintstik példaul a kovetkezdket :  (2004.9.5 e Eredeti kézirat 21. oldala jon)
(31212)®(71216),(31216)®(71213),(31212)®(71213).
Formalisan elvégezve a fizidt, mindharom esetben a

(21121]6) csoportot kapnank, holott a PART(c) szerint csakis a
(211216)=(31212)®(71213) felbontas lehet helyes.

8. DEFINICIO: Az (m |k |+ n) csoportot magnak nevezziik pont akkor, ha

az m egy prim hatvanya. A magok halmazat 3 fogja jelolni.
4. TETEL: (SAT = az § alaptétele):
Béarmely & csoport folirhato (esetleg primhatvanyrendii ciklusokkal szorzott)
magok fuzidjaként.
Mivel a fuzi6 a definiciébdl kovetkezdleg kommutativ és asszociativ, ez a feliras
A sorrendtdl fiiggetlen, de — miként a fuzi6 altalaban — nem fliggetlen a
tényezok prezentacidjatol.

Bizonyitas: Elegendd a tételbeli fogalmak definicidira, az ABEL — csoportok
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alaptételére és a PART —ra hivatkozni.
Q.E.D.
(folytatas: CYC3 2004.9.5 e)

Kiilonds sajatossagai a fuzidonak az alabbiak:

(a) HaG=G;® G,ésH;<G;,i=1,2, akkor

H; ® H,altalaban nem része G-nek.
Példaul (51314)®(71316)=(3513112),
Ds<(51314),D,<(71316),de
Ds ® D;=Dys£(3513]12).
Diédercsoportok fuzidja — mar ha egyaltalan elvégezhetd — ismét diédercsoport.

E sajatsagok a direkt szorzatéival éppen ellentétesek, hiszen ha (a) — ban
® helyett X allna, akkor H; X H ;igenis része volna G| X G,-nek .
Masrészt diédercsoportok direkt szorzata sem nem diédercsoport,
sem nem CYCYS — beli.
3. LEMMA Legyen (m | k | n),” = G. Akkor

(1) Ge& SOL,

(i) Ge& DIV.
Bizonyitas: Az (i) — re tobbféle igazolas kinalkozik.

A legkézenfekvobb arra hivatkozni, hogy a
Gr(a)>1
egy olyan normallanc, melynek faktorai abeliek.

A legbonyolultabb viszont az (ii) = (i) , azaz a

DIV c SOL

16



tartalmazas igazolasa, amelyhez a HALL — tételre van sziikség.
Az (ii) — hez elég belatni, hogy has | m és t | n, akkor
<as,bt>SG . Q.E.D.

4. LEMMA

(a) Minden G € CYCYS eldall egy alkalmas & csoport részeként.

(b) Minden G € CYCYS része valamely ciklus holomorfjanak.
Bizonyitas: (a) Ha G € § , akkor nincs mit bizonyitani,

ezért tegyiik fol, hogyG=(m|k| n. s),éss>1.
A DIRICHLET — tétel szerint talalhato olyan p prim, amelyre teljesiil, hogy

p>m, és ns [p—1
Tekintsiik az
(mlk[1) ®(plk,|L(ns)=(mplllimns)
faziot!  Vilagos, hogy <ap,b> =@.
(b) Az (a) miatt elegendd & — csoportokra szoritkozni.

Nyilvanvalo, hogy
(mlk| ) <Hol (m) = (m)- Ry, (15),
hiszen <k> <R,.

(Késobb meg fogjuk mutatni, hogy (15) —ben pontosan akkor van egyenldség,
ha (m | k| n) specialis tulajdonsagi, 1d. 84 — 89 oldal.) Q.E.D.
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IL. rész
Reprezentaciok

(A) A legegyszerlibb a Z, x Z,— ben val6 abrazolas.
A szorzasi szabaly:

Vo0, € Zn, VB,.B, € Z,:

((xpocz)'(Bsz) = (0(1 +Q, 'kBl >B1 +Bz)-
Koénnyen kiszamolhatd, hogy az

a=(1,0),b=(0,1)

generatorokkal valoban az ( m [k | n)g csoportot kapjuk.

(B)  Egyszerli szamolas mutatja, hogy az alabbi, modulo m vett

matrixokkal valo reprezentaci6 az ( m k| n )‘; csoportokra megfeleld:

1 0 1 0
a= , b= .
1 1 0 k
(C)  Permutéciokkal valo reprezentaciok.

I.LEMMA: A G=(m k| n )E csoportnak 1étezik izomorf képe

az S,— ben.

Bizonyitas: Két altalanos csoportelméleti tételre timaszkodunk:
(i) HaN < G és NNI(G) =1, akkor N < {(G).

(11) Ha a véges G csoportban Iétezik egy olyan k indexti H részcsoport,

amelynek 0sszes G — beli konjugaltja csak trividlisan metszddik,

akkor G izomorf mddon leképezhetd Sk — ba.

Marmost jeldlje B a <b> Osszes konjugaltjat G —ben . Nyilvan B < G, de
BN0J(G) =1, hiszen mar <b>ﬂ d(G)=1. (Azt, hogy d(G)<(a) , lasd a IIL
részben.) Akkor viszont (i) miatt B < {(G) . Mivel G € § , ezért

{(G) <(a) (1d. 1L rész), s igy BNA(G) =1. Mindebbél B = 1 kovetkezik,
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s mivel <b> indexe G — ben m, az (ii) — vel kapjuk az allitast. Q. E. D.

A permutéacidkkal valo reprezentaciok bemutatasa el6tt allapodjunk meg a
permutéciok szorzasi szabalyaban. Hassanak az A, B, ...Z permutaciok az Q
jegyhalmazon, és legyen i € Q. Akkor

AB...Z(GH)=AB(....Z (1)) ...).

Szoritkozzunk egyenldre az 8 — csoportokra, és a jegyhalmaz legyen a

Z,=10,1,2,3,..m—1}.

crer

az a és a b hatdsa legyen az alabbi:
V1€ Z,:a()=i+1modm,
b (i) =kimod m.
Az rogton vilagos, hogy az a egy m hosszisagu ciklus, azaz

la |=m.

A b — nél kicsit mas a helyzet, mert a b altalaban diszjunkt ciklusok szorzataként adodik.
Kérdés, hogy milyen hossziak ezek a ciklusok?

Legyeni & Z,, és tegylik fel, hogy

b* () =1i,
azaz k*(@{) =i(m).
Ebbdl kovetkezik, hogy hai &€ R, akkor x =n, és hai | m, akkor x In.
(Az az eset, midon 1 + m, de (i, m) > 1, visszavezethet6 az i | m esetre.)
Ez egyszeriien azért van igy, mert altalaban lklm | |kl ha m’|m.

Mas szoval: m|m= R, <R,.

Legyen ugyanis m = p;x L. pgz . p;x3 . .p;xr , ahol a p; —k paronként kiilonb6z6

primek (i= 1,2, ...r), és legyen m'=p?l -pgz -p§3...p§r, 0<B.<o.(=1,2 1)
Akkor trivialis, hogy
Ry=Rp'xRp\x. . xRp"< Rp'>xRp x..xRp"=Rpy.

Tehat b olyan diszjunkt ciklusok szorzata lesz, amelyeknek hossza osztja az n —t,
¢s feltétleniil lesz kozottiik n hossziisagl is. Ezért

|b |=n.
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A ba=a"b relacio ellendrzése is nagyon konnyti:
Vi€ Z,:ba(i)=b(+])=k(i+])=ki+k,
a¥b(@)=a" (ki) =ki+k,

ami teljessé teszi annak igazoldsat, hogy valdban jo S, — beli reprezentaciot

kaptunk.
Egy gazdasagosabb reprezentdciora is van lehetdség, amely a fuzion alapul.
Ezt egy konkrét példan keresztiil érthetjiik meg a legjobban.

Legyen az abrazolando csoport a
(31212)®(41312)®(51314)=(601234).
Készitsiik el a fuzios tényezok reprezentacioit az elébb ismertetett modon:

(31212)9 121 =(012), b= (12),

(41312)32:a,=(0123) b= (13),

(51314)72 a3 =(01234), b3 = (1342).
Kodoljuk &t az a ; és a 3 —at Ugy, hogy egymassal és az a | —gyel is diszjunktak legyenek:
a;=(3456),a3;=(7891011),
¢s megfeleléen b,=(46),b3;=(810119).
Most legyena=a; a;a3=(012)(3456)(789 10 11),
b=b;byb3;=(12)(46)(810119),
és egyszerli szamoléssal igazolhatd, hogy valoban a (60 |23 | 4)2’ csoportot
kaptuk, mégpedig S¢o helyett az S3.4.5= 812 —ben .
Ez a médszer teljes altaldnossagban alkalmazhato, és az az eredménye, hogy
ha m = m;- mp- ms-... -m, , ahol az m;—k paronként relativ primek, akkor az

(m k| n ) csoportot az .S m, +m, +..+m, szimmetrikus csoportban sikertil
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abrazolni az Sm1 ‘m,c..om = Smhelyett.

Marpedig m;+ my+ ms+... +m; < m;- my- ms-...-m,,

¢s itt egyenldség csakis akkor van, ha az m — nek csak egyetlen primtényezdje
van. Eredményiink tehat ez:

2. LEMMA: Legyenek az m;, my, ms,... ,m,; szamok paronként relativ primek.
Akkor az (m;- mp- m3-... ‘m; | k| fl) csoportnak 1étezik az

S m, +m, +..+m, szimmetrikus csoportban izomorf képe. Q.E.D.

Az 8 — en kiviili csoportok reprezentacidja most mar konnyi:

Haaz (m|k|n-s) E* , s > 1 csoportot akarjuk abrazolni, akkor
a=(012....m-1),
b* = b(Bl Bz B3 an)

aholba(mlk|n )g csoporthoz a szokasos médon megszerkesztett permutacio és a (81 B2 B3

... Pns) diszjunkt a —val és b —vel is.
A (6023182 esetében példaul

b* = (12)(46)(8 10 11 9)(12 13 14 1516 17 18 19) .

N b J
Y
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I11. rész
Nevezetes részcsoportok

(A) p—-CSOPORTOK. NILPOTENCIA Kommutator, Centrum, Frattini — részcsoport.

LegyenGZ(m|k|n)g .
1.LLEMMA: 9(G) = <ak‘1> - <a(m’k‘1)> .

Bizonyitas: Az I. rész (1) — bdl azonnal kovetkezik. Q. E. D.
1. DEFINICIO: A G —t => — csoportnak nevezziik pont akkor, ha

(m, k—1)=1.
Ekkor nyilvan d(G) = (a} és G/ J(G) = <b> :

COXETER Z — metaciklikusnak nevez egy csoportot, ha mind a kommutétora,

Mind a kommutator szerinti faktorcsoportja ciklikus.

ZASSENHAUS bebizonyitotta, hogy minden véges Z — metaciklikus csoport el6allithatd 2>
— csoportként.

2. LEMMA: {(G) = { . (G) x {1 (G) , ahol

m

L (G)= <a<m"“”> az Gn. elsd centrum,

Ch(G)= <bB> az in, hatso centrum, és B kielégiti a kP = 1 relaciot.

Bizonyitas: kozvetlen szamolassal. Q.E.D.
3.LEMMA: {(G) =1 GES>N S-
Bizonyités: Az allitas az 1. és 2. lemma kévetkezménye. Q. E. D.

Az 1. és 2. lemmakbol kiolvashatd, hogy
2< [9G)| € m,

1< 1G] < %,és

19(G)|=2 & Ice(G)|=%,

10G)l=m & [{.(G)]=1.

Ezek az 6sszefliggések jol mutatjak a kommutator (d(G)) és az els6 centrum
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(€ < (G)) kozotti sajatos ,,komplementaritast”.
4.LEMMA:HaGi€ 2> N $.,1=1,2,...r,akkor

@Giezﬂ5.

Bizonyitas: Egyszerii szamelméleti megfontolasokkal az & , 2> ésa &

definicioja alapjan. Q.E.D.

5. LEMMA:

(i) Ha m péros, akkor |{ . (G)| = 2.

(11) Ha m paros és n paratlan, akkor G — nek van egy olyan centralis faktora,

amelynek rendje a 2 valamely pozitiv hatvanya.

(i) a®M € . (G).

Bizonyitas: (i) Az m parossaga miatt k — nak paratlannak kell lennie, 4m ekkor
k — 1 ismét paros, ezért | { o (G) |=(m, k—1) > 2.

(il) Legyenm=2%m;,a = 1, m;>1,¢és (2, m,=1 . Ha n paratlan, akkor
[Klm is az, ezért k csakis Rm, —beli lehet, vagyis k=12%.

De akkor a PRET (a) szerint a (2%) ciklus kiemelheté G — bél.
(iii) b a[k|n] _ ak{k\n] b= a(k—1+1)~[k|n] b= a(k—l){k\n] a[kln] b= a[kln] b

b

hiszen (k — 1)-[k In]=k"—1 = 0 (m). Q.E.D.
2. DEFINICIO: A G elsé — illetve hatsé Frattini — részcsoportjan a
P, (G) =P (G) N{a) , illetve a

@, (G) = (G) N(b)
csoportot értjiik.
Tekintsiik a G egy tetszéleges a®bP elemét.

Ha o € R.,, akkor <aabﬁ,b>€ MGR (G),
Ha pedig p € R, , akkor <a,aabﬁ>€ MGR (G).

Ezekben az esetekben tehat a%bP Z D (G).
Tegyiik fol, hogy o0 & Rmés B & R, .

Ha p € n(m), és p + o , akkor
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a%bf g <ap,b>e MAX (G),
ezért <ap,b,a°‘bB>e MGR (G) .

Hasonldan, ha q € m(n), és q + B, akkor

a%bf ¢ <a,bq>e MAX (G),
s igy <a,bq,a°‘bﬁ>e MGR (G) .

Kaptuk, hogy az a®bP elem egyik esetben sem tartozhat @ (G) — hez.

Ezek szerint ® (G) < <ap1 PorPr ptidads > ,

ahol {pi1,p2,pP3,..-»,Pr} =T (M),

{Q1,CI2 » 43, ""7qS} :TC(I'I) .
Mivel <a> <1QG |, ezért

D (a) = <ap1'p2""'pf> < ®(G),
amibol maris kovetkezik, hogy

@ (G) = <ap1'p2'--~'Pr ,bY> :

%)

ahol Vqem(n):q ly.
A kovetkezoket lattuk be:
6. LEMMA: (i) @ (G)=.(G) D, (G),

(i) @ (G)= (a). Q.E.D.

Altalaban @, (G) # @ (b) . Ha példaul G = (p |k [-(p = 1)), p € Py, akkor Kénnyen
kiszamolhato, hogy @y (G) = 1. Biztosan nagyobb lesz azonban a

@y, (G) 1 —nél, ha G egy s — csoport homologja.
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7. LEMMA: Legyen G = (m [k | ﬁs)g , ahol
n(s) cn(m)=1{q,q2qs..- qc } ,S> 1.
Akkor <b“> <O(G).
Bizonyitds: Mivel <bn> <G és <bn> <®(b)= <bq1'”qt>, alkalmazhatjuk azt Az éltalinos
csoportelméleti tételt, miszerintha A <G és N <D(A), akkor
N<®(G) , mégpedigaz N = <bn> , A= <b> szereposztassal. Q. E. D.

8. LEMMA:

@) };(Qr()Gl) =>r(§(Gi) ,ahol&a d , G, , D, valamelyike;
i=1 i=1

(i) CI)(@GJSCDQEGJ =>i<ICI>Gi) .

Bizonyitas: Az (i) kozvetlen szamoléssal belathat6 a definiciok alapjan,
az (1) pedig az 1. rész (14) (19. o.) kovetkezménye. Q. E. D.

(B) p- CSOPORTOK. NILPOTENCIA.
3. DEFINICIO: A CYCYS-beli p — csoportok (p € P) halmazat .

a nilpotensekét (A fogja jeldlni.
9. LEMMA: A 3 ( ¥ clemei az alabbiak:

pe Pp: (" [p*P+1 [ph, =2, a>p=>1 (1a)

p=2:2%12°P+1 2%, =3, a—1>Pp>1 (1b)
Q* [29P -1 [2F), =3, a—1>P=1 (1c)
2% [2%-1[2)=Dp2*, a>2 . (1d)

Bizonyitas: A kovetkezd szdmitasokban foleg az 1. rész 2. lemmabeliekre
tamaszkodtunk:
(1a) Az igazolando, hogy | p* P +1| p* =pP . Ehelyett
a kovetkez6t latjuk be:
|sp*P+1|p* =pP , ahol (s,p) = 1.
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Legyen 0<y <[} , akkor

pB_Y

(S.I)G—B_+1) __1::8.])a_6.[ S.I)a_6.+.1|:pB_Y];:

a_B G_B a_B p u_B pB_Y—l
—s.p*P.[s0p +1|p]-[(s-p +1) |p]-....[(s-p +1) Ipl.

Elemi méddon kiszamolhato, hogy
p6
Pl (s-p*P+1)" Ip1, 0<3<P-y-1,

pB_Y

és igy (s-p“‘3+1) “1=As-p*Y, pta,

ami pontosan akkor kongruens 0-val modulo p*, hay = 0.
(1b) p = 2 —vel pontosan ugyanaz a szamitas menete, mint (1a) —nal.

1¢c) Most is azt igazoljuk, ho
gazol gy
|s2°P+112% =2% | ahol (2,s) = 1.

Legyenismét 0<y<f} .

2By
(S-ZO“B—I) ~1=5-20P.[5.20B 2 | 2P =

= (5.20‘—3_2).[ S.20C—[3_1 | 23—“{]:

= (s-za—B—z)-[ $-29P 1|27 (s-Z“‘B—l)z 127 (s-2<><—ﬁ—1)2w1 127

=2 (5:20F 1) .29 (s-20“5—1)2 1270 (s-2°“‘3—1)26_\(_1 127.

Konnyi kiszamolni, hogy
28
2011 (s~2°“ﬁ—1) 127, 1<8<pB-y-1,

ezért (s-zot—B —1)26_Y —1=2- (s-zot—ﬁ—1 —1) L5207 BBl A

By
ahol 2 + A , azaz (S-Zu_B—l) -1 = Za_B-B, (B,2)=1.

Ez csakis akkor kongruens 0-val modulo 2% , hay=0.
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(1d) Az, hogy | s:2% -1 2% =2 ,(2,s) = 1, egészen trivialis.
Q.ED.

A 79 marmost a 9. lemmabeli p — magokbol és azok homologjaibol all.

10. LEMMA: Valamely adott p € P esetén jelolje G, a 79 egy elemét.

r
Akkor barmely G € (W csoport felithatd G = (Xl Gp, )X(q) (2)
1= 1

alakban, ahol a p; —k paronként kiilonb6z6 primek (i =1, 2, ...r), valamint

(p17p2’p3; ---pr,q)zl.
Bizonyitas: Kozvetleniil a nilpotencia definicidja alapjan. Q. E. D.

11.LEMMA 9(G) < (. (G) = GE N .
Bizonyitas: Legyen G = (p?c 1 -pgz «..p% |k |n), ahol a p; —k paronként

kiilonb6zd primek (i = 1,2, . . . r). Elemi szdmolassal adodik hogy d(G) < (. (G)
& k-1)7=0(p,"..p¥) .

Ebbol kovetkezik, hogy p;' |1k —1,ahol & =21 i=1,2,...r.

N|Q

Eszerint K=8-p1-po2 -..p& +1, (s, pip2-..pp=1,

ami azt jelenti, hogy G az (1a) vagy (1b) tipust p — magok (vagy homoldgjaik)

direkt szorzata, esetleg valamilyen konstansokkal bovitve, vagyis G (2) alaku.
Q.E.D.

12. LEMMA Legyen G olyan , mint a 11. lemmaban, de legyen még

Oci22,i=1,2,...r. Akkor
D (G) < L(G)= GE N.

Bizonyitas: @, (G) = <ap1....pr > < (. (G) pontosan akkor, ha

k—1=0 (p?(1_1 ..... o=ty
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OLl. OC2. Oy
Amde ekkor |9(G) |= P By P =d,

(pr* P32 -.pie k—1)

@ (G) = pI .. p®mT =F,6sd |, tehdt I(G) < D (G). Q.E.D.

A (27 |4 | 9) csoport példaja mutatja, hogy a 11. és 12. lemma feltételei csupan elégségesek,
de nem sziikségesek a nilpotencidhoz.

E csoportban ugyanis C . (G) < 9d(G) = D, (G) .
13. LEMMA Ha G = (m |k | n),’ € A, akkor @y, (G) = (b) .
Bizonyités: Felhasznalva azt a tételt, miszerint egy direkt szorzat

Frattini — részcsoportja megegyezik a tényezOk Frattini — részcsoportjainak direkt szorzataval,
elegendo az éllitast G € #9 esetre belatni. Ha azonban

G € 79 , akkor alkalmazhatjuk azt a szintén jol ismert tételt, amely szerint
ha G p —csoport, (p € P),ésH < G, akkor ® (H) < @ (G).
Elég a H —t azonositani <b> —vel. Q. E.D.

(C) Tovabbi vizsgalatok a Frattini — részcsoporttal kapcsolatban:

14. LEMMA Legyen G=(p” |k | p’q).,(p€ P),q Ip—1.
Akkor @, (G) = <bpq> .

Bizonyitas: Tudjuk, hogy @, (G) = <bY>, ahol a (%) szerint (24. 0.)p |v.

Mivel @ (G) = <ap,bY> aG ,ezértk' =1 (p)

lasd I. rész 1. LEMMA (VI) (5. 0.) , amibél q |y adédik.
Kaptuk tehat, hogy pq ly.

Marmost az <a,bY> részcsoport egyrészt normalis G — ben, masrészt p — csoport,

igy (a 13. LEMMA segitségével) @ (<a,by>) = <ap,by> < ©(G),

amibdl y |pq . Nyertiik tehat, hogy pq ly ésy |pq ,azazy=pq.Q. E. D.
2006.05.05 Eredeti kézirat 51. oldalatol:
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b
Legyen adva r szama mag: G, = (piOci [k | *Pi q;) , (3)

ahol a p; —k paronként kiilonb6z6 primek, és q; | pi—1,i=12,...r.

Ezek fiziojanak felirasahoz legyen ¢, = pX'-p32 -p33-..p¥i-q; ,

(plpz'“proq_i) =L i=12 ...
(Ha foltessziik, hogy P; <P, <... <Py, akkor vilagos, hogy
J=1 esetén 6ji =0
) - — —
Akkor [ql,qz,...qr} =p11p22...pf’r [ql’qz’mqu ’

ahol Si =max(6 6i2""6ir) ,i=1,2,...r,

il?
Ag | By B, r —niand2 €

cs 1gy [pl ql’pz q29"°pr qr}_pl pz -Prq .

ahol € =max(d,B,),i=1,2,...r,és q=[(_h,az,...arJ :

A (3) magok fuzidja tehat igy irhato fel:

G= @ Gi = (py'py2..p Ik [ p'pypi'@)s - (4)

Tudjuk, hogy @ (G) = <ap,bY> , ahol most p =p; p2... pr-
CI)(G)<1G miatt kY =1 (p) , és ebbdl kovetkezik, hogy q; |y,i =1, 2, ...r , tehat

[ql,qz,...qr} ly.

5.0
Kaptuk, hogy p11p22...pf’rq ly. (5)
4. DEFINICIO: (m|k|n)€ 2 © (m,n)=1.

15. LEMMA:

r
(1) HaGiEzﬂ\s,i:l,Z,...r,akkord)h(@ G)=1.
i=1

()GE 2N Sesetén Py (G)=1.

(111) Ha a (3) magok olyanok, hogy p; + g,Lj=1,2..r, (6)
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akkord>(® Gi)= >r<1<I>(Gi).
i=1 i=

Bizonyitds: () HaGi€ 2 N $,i=1,2,...r, akkor (3) —ban Bi =0
¢s (4) —ben €, = 81 . Innen az (5) adja az allitast.

(i) Ez (i) — bdl folyik, de most € =0.=0,i=1,2, ...

(ii1) Ebben az esetben nyilvan 6,=0, € =f3. ,i=1,2, ...r.

Konnyt kiszamolni, hogy az <a, bq> részcsoport most nilpotens

(és persze normadlis) , és igy a 13. és 14. lemmak folhasznalasaval
adodik az allitas. Q. E.D.

Ha a (6) feltétel nem teljesiil, akkor a @ meghatarozasa igen bonyodalmas lehet. Legyenek p;,
p2 primek, p;< p,. Tekintsiik a

G, =(p Ik, | PIdy)

G2= (PSLZ ks | .pgzp?qz ) magokat, ahol

B,20,1<q,| p,—1, B,20,1<q2, 8¢ pdq, | p,—1.

A két mag fizioja G =G ® G, = (p*'p$? Ik | PhHPia);

ahol £ =max(B1,8), q=[q,,q, | Milesza ® (G) ?

Az el6z6ekbdl annyit mindenesetre tudhatni, hogy @ (G) = <ap1p 2 ,by> ,

ahol p?q |y . A tovabbiakban két eset Iehetséges:
(aa) E=02> Bl .

3
Tekintstiik most a H = <a,bp‘q> részcsoportot.

Vildgos, hogy H< G, ezért ®(H) <P(G) ,

5
. . 5 pdq
masrészt H nilpotens, hiszen H = (p?dpgcz | kP | p§2 )
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5
sigy @(H) a 13. lemma szerint szdmolhat: ®(H) = <ap1p2 ,bP 2p1q>

Innen kévetkezik, hogy v | pzp?q , €s kaptuk, hogy pf’q ly | pzp?q .

Marmost ay = pf’q eset nem lehetséges, mert
5 B 8
<a,bplq,bp2 >e MGR(G) . Ezérty = p,plq és O(G) =<aplpz,bpzplq>.
(bb) €=, >0 . Ekkor csoportunk G = (pixlpgz [k | p?IpEZq)E :
S g\
Tekintsiik mosta H= ( a,b"! részcsoportot.

Ismét H< G, és ezért D(H)<D(G) .

Masrészt H most is nilpotens, igy a 13. lemma segitségével

(I)(H) — <aP1P2 , bPzp?IQ> .

Mindebbdl azt nyerjiik, hogy p?q ly | pzp?lq ,

¢s most csak az zarhat6 ki, hogy y = p?lq legyen, ugyanis
P2 1ol
a,b™ ,b"'%)e MGR(G).

Kozelebbi a y — rol nem mondhato.
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IV. rész
Az automorfizmusokrol altalaban

Legyen G = (m|k|n)., és ¢ a G-nek egy permutacidja.
Nyilvanvalo, hogy ¢ € Aut G & G =(m|k|n)pa"®.

Részletesen ez azt jelenti, hogy

l¢(a) |=m, (1)
lo(b) [=n, )
¢ (b) 9 (a)=¢ (2)" ¢ (b) (3)
(@(@)N(0(b))=1 4)
Elofordulhatnak a kdvetkezd esetek is:
(a > (b)
és (5a)
((@)N(
()N (b)) #
és (5b)
(9(a))N(b)=1
(a)N{o(b))=1
és (5¢)
(@(@))N(b)#1
(a)N{o(b))#1
és (5d)

(9@)N(b) 1
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Konnyti meggondolni, hogy az (5 b, ¢, d) esetekben vagy az <a> egy része képzddik le a <b>

- be automorf médon, vagy a <b> egy része az <a> - ba.

(Az (5 d) — nél mindkét eset fonnall.) Ez nyilvanvaldan csak tigy lehetséges,

ha a mondott részek centralisak, izomorfok, és mind <a> - nak, mind <b> - nek direkt
faktorai. Az alabbit lattuk be:
1. LEMMA: Az (5 b, ¢, d) szitudciok csak akkor fordulhatnak eld, ha

G=(s)*x(m|k|n)x(s),ahol (mn,s)=1 (6)
Q.E.D.
1. DEFINICIO: A (6) alaku csoportok halmazat (W fogja jel6lni.

Az olyan automorfizmust, amelyre (5 b) , (5 c) , vagy (5 d) valamelyike fonnall, keresztezd
automorfizmusnak (x — automorfizmusnak) nevezziik.

x — automorfizmusa tehat csak (& csoportnak lehet.
Ha G (6) alaku, akkor Aut G = Aut (m | k | n) x Aut (s) *.
Ezért egy G € X csoport automorfizmuscsoportjanak kiszdmitdsa mindig

visszavezethetd egy olyan csoport automorfizmuscsoportjanak meghatéro-

zaséara, amely mar nem (¢ beli. Ezért a tovabbiakban mindig foltessziik,

hogy G & -

A G = (m |k |n),* barmely ¢ automorfizmusa
o(a)=a%bP,
(7)
¢(b)=a'b’
alaka, aholaz o,y € Zy, PB,0 € Z, szamoknak az (1), (2), (3) —bol
kovetkezoleg ki kell elégiteniiik az alabbi relaciokat:
Az m a legkisebb pozitiv egész, amelyre
al[kP Im]=0 (m), (K11)
é¢s Pm=0 (n), (K12)

Az n a legkisebb pozitiv egész, amelyre
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v[k®In]=0 (m), (K21)

¢s On=0 (n), (K22)
valamint

v+akd=ykP+a[kP [k]m) (K31)

Bk-1)=0(n), (K32)

Ezt a kissé riaszt6 kongruenciarendszert KANON-nak is nevezziik.
Késobb latni fogjuk, hogy fontos esetekben ezek a relaciok jelentdsen
egyszerusithetok.

2. DEFINICIO: A G = (m|k|[n) egy ¢ automorfizmusat egyszerlinek nevezziik, ha vagy a —
n, vagy b —n identikusan hat.

Vilagos, hogy az identikus automorfizmus egyszerti, és egyszerli auto-

morfizmus nem lehet keresztezd.

Egy egyszert automorfizmus megadasanal nem tiintetjiik fol azt a generatort,

amelyen édentikusan hat. Példaul @: a— a” ,b = b helyett csak annyit irunk, hogy :
a— a”b".

3. DEFINICIO: Tekintsiik a (7) automorfizmust. Ha a @, (a) = a%bP ¢s

0, (b)= a'b® maguk is (egyszerll) automorfizmusok, akkor azt mondjuk, hogy a

Qa@;és @ fuzidja: O0=@1 ® @y .
Amennyiben a (7) — beli @ ilyen értelemben nem bonthato fol, akkor @ —t

csatolt automorfizmusnak, (¢ — automorfizmusnak) nevezziik, s az ilyen automorfizmusokkal
rendelkezd csoportok halmazat € — vel jeloljiik.

Vilagos, hogy a fuzi6 kiilonbozik a szokésos, o —rel jeldlt kompoziciotol:
01 ® @2 # @10 Q2 . Az is nyilvanvald, hogy @1 ® @, = @2, ® @; , €s
01O (M2®03)=(P1®P2) ® Q3.

AAG=(16 131 4)3b példaja mutatja, hogy € nem fires.

A G — nek ugyanis van egy @: a— a b®, b — b’ automorfizmusa, 4amde sem a @;: a—> a b’
,sema @b — b> nem automorfizmusa G — nek.

2. LEMMA: Legyen G = (m |k [n),".
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(A.1)AG-nekaza—> a", u e Ryegyszerli automorfizmusai egy

R, - mel izomorf részcsoportot generalnak Aut G — ben.

(A.2)HaaG-benaz <a> nem karakterisztikus, akkor G — nek van egy

o: a%abB,B\Ln
b— b, SeR,

automorfizmusa.
B.1)AG-nek b — b? automorfizmusa & € R, mellett  csak akkor létezhet, ha G &
S .

(B .2)Ha G — nek létezik m : b — a’ b, Y # 0 automorfizmusa, akkor
(a)0€e R,,0e Ry GE §;
(b) 1étezik olyan automorfizmusa is, ahol y L m .
Bizonyitas: (A . 1) trivialis.
(A.2)Ha <a> nem karakterisztikus G — ben, akkor mindenesetre 1éteznie kell
egyy: a— a*b’, B0,
b—>b, SeRr,
automorfizmusanak, mely 6 = 1 esetben egyszerti, és csatolt, had € R, .

Elészor mutassuk ki, hogy o € Ry . A W hatvanyait tanulmanyozva azt lathatjuk, hogy W' (a)
=a" b* . Ha specidlisan |y |=f, akkor

a® b =a  tehat co’ =1 (m), amibdl kdvetkezik, hogy o € Ry.

A B —ra térve lathaté, hogy B=PBit,Biln, (t,n)=1.
Ilyen foliras mindig lehetséges.

Ekkor tehat y (a) = a* (b)P! .
Csakhogy <a,b>:<a,bt> ,azaz (m|k|n).’=(mlk'|n )bt ,

ezért foltehetjiik, hogy mar eleve B 4 n .
Most mar a  helyett tekinthetjiik a VoV automorfizmust, ahol

. ol
Y ra—at

Ekkor valoban
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Y oy =¢: a—>ab’ ,pln

o
b—>b, SeR,.
B.1)A b%ab ®=ak relaciobolk® '=1(m) kodvetkezik,
sez G € § esetén csak O = 1 — gyel teljesiilhet.
(B.2)(a) Had & R, volna, akkor az a’ b egy n’ (< n) —edik hatvanyabol

a b eltlinne, és igy <a> ﬂ<ayb6> #1 adodna,ami G & X miatt lehetetlen.

A 8 € R, - ra vonatkoz6 allitas szamolassal adddik.

1)
Legyen 0: b—> a'b®, A § € R, . Akkor m(ba) =a'b’a= a¥*'bd |
w@“b)=a%a’b=2a*"b. Az m(ba) = m(a* b) relaciob6l k> =1 (m)

adodik, ami d € R, mellett csak G € § mellett lehetséges.

(b) Irhatd, hogy Y =71 s, aholy; L m, (m,s)=1.
Amde <a,b> = <as,b>, s igy feltehetd, hogy mareleveydm. Q.E.D.

TETEL: Haa G = (m|k|[n)," csoportnak a
¢:a— a* bP
@:b— a’ be
egyszerl automorfizmusai, akkor ezek fuzidja, @1 ® @, is
automorfizmusa G —nek.
Bizonyitas: Azt kell belatni, hogy a @, -re és a @, -re folirt kanonbdl (1. 36. 0.)
kovetkezik a ¢ = @1 ® @, - re folirt kanon.
A@;-nély=0,08=1,igy ara vonatkozo kanon a (K 11), (K 12), (K 32),
Valaminta[kmk]sk(m) (K;31)
relaciokbol all.
A@-néla=1,B=0,ezért ara érvényes relaciok a (K 21), (K 22), és a
k® =k(m) (K,31)
lesznek.
Azt kell tehat csak igazolni, hogy a ¢ - re fonnall a (K 31) :
y+ock85ykﬁk+oc[kﬁ |k] .
Folhasznalvaa (K 31) és ( K, 31 ) — et, megfeleld atrendezés utan ebbdl a

y(kP~1) =0(m)
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relaciot nyerjiik. Vegylik figyelembe, hogy

kP~ 1=(k-1)[kIBKl= (k—=1) [k IBI[kP Ik]= k(k—=1)[k |B] (m)

(itt ismét felhasznaltuk a (K 31) - et).

A k-val valo6 egyszertisités utan a bizonyitand6 kongruencia ez lesz:

y(e-D[kIB]=0 (m)
Tegyiik fol, hogy B | n . Ekkor (K 32) szerint

k—1=s2
B

A (K;31)és(K32)-bol
[kP [k]=[kP lk—1+1]=[kP |k—1]+KkP&D [kP[1]=
= [kB |k—1]+ 1=k (m), azaz

[kP [k—1]=k—1 (m)
frjuk be ide (8) — at a baloldalra:
n n n
§ p §

A (K21)és (K2 32) —bdl nyerjiik, hogy vy [ k In]=0 (m),

[kP [s5]1=[kP | 5] [k"|Is]=s[kP | 5]=k—-1(m)

Siayys[k In]=ys[k|B][kP Ig] =0 (m).

Alkalmazva a (10) — et:
P=y(k-1[kI[pI=0 (m),
tehat a (D) teljesiil.
Ha most 3 helyett egy B t tobbszorost vesziink, akkor

[kIpt=[kIBI[KP ] (m),és
y&k-D[kIBI=T[K"|[J]=0(m),
mert =0 (m) , vagyis a (@) ismét teljesiil.

(D)

(8)

)

(10)

Bizonyitottuk tehat, hogy ha ¢ és @, - re teljesiill a (K 11) — (K 32) ,

akkora @ = @; ® @, - re is.
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Végil, mivel G € (A, ezért <a“bﬁ>ﬂ<aYb5> -1,

tehat ¢ valéban automorfizmusa G — nek. Q.E.D.

3. LEMMA: Legyen G = (m |k In).”. Akkor

Inn G E<ak_l,bn/n°> ,aholng= |kl .

Bizonyitas: Kovetkezik ez akar abbol, hogybab ' =a*ésa'ba=a""b,
akar abbdl, hogy Inn G = G/ {(G). Q.E.D.
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V. rész
Ch — csoportok

1. DEFINICIO: A G = (m |k | n),” csoportot @ — csoportnak nevezziik,

ha <a> char G, vagyis <a> karakterisztikus G — ben.

Vilagos, hogy G € @ esetén a G minden, a IV. rész (7) — ben (36. 0.)
adott automorfizmusanal § = 0 . Ekkor G automorfizmusai az

a 0 ae R € Z,

’Y 1 9 mo» Y m
matrixokkal reprezentalhatok. Az automorfizmusok dsszetételének megfelel
a fenti matrixok szokdsos szorzasa, mint azt konnyl kiszadmolni.
2. DEFINICIO: (mlkIn e  © k-1,n)=1.
1. LEMMA: QURUZ=SC .

Bizonyitas: Legyen G =(m |k |n),". Ha G € Q) akkor (k—1,n)=1

miatt a (K 32) —bél (36.0.) B=0 (n) kovetkezik.

Ha G e 2, akkor (m,n) =1 miatt a (K 12) —bdl (36. 0.) kovetkezik ugyanez. Végiil, ha G
€ =, akkor (G) = (a) . Q.E.D.

2.LEMMA:Ha(m|k|I.l)e Ch ., és(m,s)=1,akkor
(s)x(mlklnye ch.

Bizonyitas: Legyen G, az (8), ésaG=(m k| n )22 direkt szorzata.
1

G = (8),, x G=(ms|1| n)g’la2 .

G € & miatt { (Gy) = L (Gy) , és nyilvan <31> < L(Gy).
Mivel ciklikus csoportnak minden részcsoportja karakterisztikus, kapjuk, hogy

<a1> char . (Gs) char Gy,

amibé] (a,) char G,
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Legyen ¢ € Aut Gs . Akkor ¢ (a; az) = ¢ (a1) ¢ (a2) ,

¢s az eldbbiek értelmében @ (a;) = af‘l , 01 € Ry.

Ha most @ (az) = alYa§2bB , akkor ennek az elemnek a rendje csak akkor
lehet m , hay = 0. Am ekkor B = 0 is, kiilonben az <a2> az <a2,b> =G -ben
nem volna karakterisztikus. Mindebbdl az kovetkezik, hogy

(p(<al,a2>)= <a1,a2> , tehat Gy Ch . Q.E.D.

A VI rész 1. lemméja (71. 0.) mutatja, hogy az iménti allitdsban miért volt sziikség 6 —
csoportokra szoritkozni.

3. LEMMA: G;,Ge Ch = Gi® G, e Ch .
Bizonyitds: Legyen (m; , my) =1, és

b b
Gi=(milkinp) ol € Ch . és Go=(malkaln) ,2 € Ch .

Akkor G; ® G,=(m; m, | k| nj ) :}% ,

ahol k=ki(m),i=1,2, n=[n;,n].
Tegyiik f6l, hogy a G; ® G, — nek van egy

a; Az —> a; az (a1 212)B

b by, — (b1 bz)8
automorfizmusa. tekintsiik ennek a @ — nek mondjuk a G; — re valé megszoritasat. Mivel G,
€ Ch,ezérta @ (<a1>) = <a1> relacionak teljesiilnie kell. Amde (m; , my) = 1, s igy <a1> =

<a1m2>,és
m, _ m
a, 2=(aa,) ? ()

Ezért ¢ (almz )= 0 ((a1az)m2 )= (alaz (blbz)B)mz =

B Bl
= al[k | z}bIBmZaz[k | 2}b26m2 c <al> .

Ebbdl [kPmy]=0 (m) (1 a)
és Bmy=0 (ny) (1b)
kovetkezik. (Az, hogy m; a legkisebb ilyen szam, abbdl kovetkezik,
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hogy a ( *) az my—nél kisebb szdmmal nem teljesiil.)

A @ —re folirt (K 31) és (K 32) (Id. 36.0.) :
[kP k1= k®(m;my) (1c)
Bk-1)=0 (n). (1d)

Vegyik ak —tmodm,,af ésd—tmodn;, azaz legyen

k=k, + mp X,

B=B+my,
0=90,+n,z
¢és nézziik meg, mivé lesznek az (1 a — d) relaciok.

Az (1 a)— bol:

[kﬁ | mz} = [kzﬁzmzy | mz} - (k2n2Y =1 (my) miatt ) =

= [szb |m2} =0 (my) (laa)

Az (1 b)—bol:
B, +n,y)m, =f,m, =0 (ny) (1bb)

Az (1¢)—néla[|]bal felében kdzvetleniil attérhetiink k — rél ks — re :
[Pk |= [k;‘z*“zy | k} =k, (my).
amib8l k™ = ko™ = 1 (m») miatt
[kfz | k} =k, (my).
Meg kell még mutatni, hogy
[kfz | k} - [kfz | kz} (ms) .
fime: [kfz | k} - [kzﬁz Ik, + mzx} - [kfz | kJ +k, Pk [k2ﬁ2 | mzx} _

[kfz |k2} +k Pk [kfz \mz}[kfzmz | x} = [kfz \kz} ().
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mivel (1 a a) miatt [kzﬁz |m2} =0 (my).

Kaptuk tehat, hogy

[kzﬁz |k2} Ek262 (my) . (Icc)
Az (1 d)—bdl:
Bk-1)=B2+ny) (ka+mx—1)=
=By(ka —1)=0 (my), (1dd)

hiszen B, my; =0 (ny) az (1 b b) szerint.

Az (1 aa—dd) relaciok szerint a G, —nek van egy a, — a2b262 ,b2 — bz82
automorfizmusa, ellentmondasban azzal, hogy Go€ Ch Q.E.D.

E lemma megforditdsa nem igaz. El6fordulhat, hogy Gie Ch ,G> € Cbh ,
mégis G ® G,e Ch .

Példaul (74 |3)®(9]4(3)=(63|4]3)e Ch,

ahol (7|4(3)e Ch,de (9]413) € Ch .

3. DEFINICIO: A G =(m k| Il ) JB8 — csoport pontosan akkor, ha

[k|n]=0 (m).
4. LEMMA:

(i)Ha(m,s)=1,(ml|kln)e g, akkor

(s)X(m|k|fl)e JB8 pont akkor, has|n.

(11)G,Ge B = Gi1®Ge B

Bizonyités: egyszerli szamolassal. Q.E.D.
Az (i1) megforditdsa hamis, példaul (9|4 (3)® (19|4|3)e B,
de(94|13)& B .

1. TETEL: (8 - TETEL) : B C Ch .

Bizonyités: Tegyiik fol, hogy G = (m |k | n)abe JB.deGE Ch.
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Ekkor a G — nek létezik egy
a— abP, Bln

b— bl ,0E R,
automorfizmusa (Id. 38. 0. (A 2)) .

frjuk fol a (K 31) —et (36. 0.) .= 1, y = 0 szereposztassal:

[kP|k]=k° (m).
Ebbél a (K 32) — vel (36. 0.) :

[kPIk—1+1]=[kP|k-1]+ kP D[kPl1]1=[kP|k=1]+1=Kk® (m),

azaz [kPlk—1] =k°-1(m).
Most k—1=S£,
B

mivel B4 n, ezért
n
B ]

Mivel Ge B ,ezért[k|[n]=0 (m),sigy

[kPIk-11 =[kP|s

s[kinl=s[k|B][kP =]=0 (m).

Hasznaljuk fol itt a (2) —t:
[k|BI(k® ~1)=0 (m).
Marmost (félhasznalva a (K 32) —t, 1d. 36. 0.):

{k‘ﬂk—l} S

(abP)<'=a =ak 1,

¢s a (3) — mal nyerjiik, hogy

(abfy) Pl = @1y Pl —
Ebbdl kovetkezik, hogy

(k=D [k|B]=k"~1=0 (m),
ellentmondasban azzal, hogy Bl nésGe § .

Az 1. lemma és az 1. tétel szerint

BUQU2UsCé.
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1=k® -1 (m). (2)
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Q.E.D.



Hogy ez a tartalmazas valodi, azt a (63 | 4 | 3) csoport bizonyitja.

(Egyébként 2> 1 & C #. Haugyanis (m | k |n) € 2> , akkor )
(mk-1)=1,ésigyak”"-1=(kk-1)[k|n]=0 (m)relaciobdl (<)
[k|n]=0 (m) kovetkezik.)

2. TETEL: Legyen (m |k | fl) € Ch . Akkor ~

m ) m
@) (—J R, = Aut(m|k|n)<Hol(m) , ahol Y=—r+——;
Y (m,[ k[n )
(ii) Aut(m|k]| n) = Hol(m) pontosan akkor, ha (m |k | I.l) € RB;
(iii) Hol(m)e CYCYS & me PR.

Bizonyitas:

1H)AG=(m [k | n)," € Ch Osszes automorfizmusa most

a—a%, oeRn

b—a'b,ye Z,
alaku, és vilagos, hogy @ = @, ® @ , ahol
Py:a—>a%, o€ Ry

@y:b—a'b,ye Z,

egyszerl automorfizmusok.
Nyilvéanvalo, hogy <{(pa | ae Rm}> = Rn.

frjuk fol @,-ra a (K 21) —et (36. 0.):
Y[k[n]=0 (m).

Lathatd, hogy a szdba johetd legkisebb y éppen

~ )

. m
(m,[k | n}) ’
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és (@4:{0}) = AutG = (%]-Rm |

Egyszerli kiszamolni, hogy (pot(py(poc_l = @,
ami éppen azt jelenti, hogy AutG <Hol(m) .

(Az automorfizmusok szorzasi szabalya itt: gy(a) = @(w(a)) .
Tovbba @y ' =@ __, )
(11) Vilagos, hogy (i) — ben egyenldség akkor és csak akkor van, ha

vy=1,azaz [k|n]=0 (m),tehét(m|k| 1:1)6 N4
(111) Ez abbol kovetkezik, hogy Hol (m) = Aut Dy, és Dy, € J3 miatt

Aut Dy, = (m) - Ry, .
Az R, pedig pontosan akkor ciklikus, ham e PR.. Q.E.D.
4. DEFINICIO: A CYCYSbeli tokéletes csoportok halmazat jeldlje 57 .

5.LEMMA: 77 = { (0" | k| p* "' (p— 1)) } , ahol p € Py, k € pr(p")
Bizonyitas: Definicio szerint egy csoport akkor és csak akkor tokéletes,
ha {(G) = 1, és G minden automorfizmusa belsd, tehat

AutG=InnG = G.
Ha G € CYCYS, akkor {(G) = 1 csakis akkor allhat, haGe 2> 1 6

(1d. III. rész 3. lemma , 21. 0.)
Ezért G € J is teljesiil (1d. 49. o. ()).

Ha tehat G=(m [k | n)," € 7, akkor a 2. tétel szerint

Aut G = <(p,{(pa}>,

ahol ¢:b— ab ,
Qo:a—> a%, o€ Ry.
A @ nyilvan bels6 automorfizmus, hiszen

a 'ba=a“"'b=¢" ' (b),
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és a 2> — beliség miatt <(pk_1> = <(p> .
A @, pont akkor lesz bels6 automorfizmus minden o € R, esetében, ha

<k> = R..,
amibdl — és a centrumnélkiiliségbdl — valoban m = p*, p € Py, k € pr(p%) és
n=EU(p") =p*" (p - 1) kdvetkezik. Q.E.D.
6. LEMMA: G = Aut G pontosan akkor, ha
HGe 7,

(i) G=2p"|k|p“ (p—1)2 .pe Py, ke pr(2p",
(iii)G = Dy.

Bizonyitas: Az (i) — t elintézi az 5. lemma, az (i 1 1) — nél egyszeri szamolas segit, igy elég az
(11) — vel foglalkozni.

Az (1 1) — beli csoportok a 27 — csoportokbol allnak elé Ugy, hogy azokat eldlrdl
megszorozzuk egy (2) ciklussal. Az 5. lemma szerint 77 C J , és

a 4. lemma (i) — vel (47. o.) kapjuk, hogy az (i 1) — beli G is J8 — ben van.

Am ekkor AutG = <(p, (pk>, ahol

@:b—ab,|@|=2p",

Qr:a— a", ke pr2p®), o« [=p* ' (p-1),

és egyszerli szamolas mutatja, hogy ¢ @ @ "= e~

tehat valoban <(p, (pk> =G. Q.E.D.

A fentiekbdl levonhato az a kovetkeztetés, hogy azokra a G = (m [k | n )ab
csoportokra, aholm € PR, k € pr(m) , fonnall:

G = Aut G = Hol (m),
¢€s mas csoportokra ez nem teljestil.
7. LEMMA: A G = (m | k| n),” csoportban a <b> - nek akkor és csak akkor van m szamu
kiilonb6z6 automorf képe, ha [k|n]=0 (m).
Bizonyitas: Tekintsiik a

a—a,
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b—>a'b,ye Z,
leképezést. Ezzel
¢ (ba)=a’'ba=a""b,
¢ (a*b)=a*a’b=a""p,
ami azt jelenti, hogy | a¥ b | = n esetén @ (egyszeril) automorfizmusa lesz
G — nek. Tekintve, hogy (a” b)" = a "™

az | a" b | =n Osszefliggés tetszbleges y € Zy, mellett csak akkor allhat fonn,

ha [k|n]=0 (m).

Ekkor azonban

<ay1b> = <ay2b> (4)
csakis y; = ¥, esetén lehetséges. A (4) — bdl ugyanis

a'lbe <aY2b>

kovetkezik, azaz egy olyan x € Z, 1étezése, amellyel

k\x}

aylbz(a\bb)X =ayz[ b* .

Innen x = 1 (n), de mivel x € Z,, ezért x = 1, s ezzel y; =y, kovetkezik.
Q.E.D.

5. DEFINICIO: Azokat a G = ( m | k | n),” csoportokat, amelyekben a <b>

kiilonb6z6 automorf képei paronként diszjunktak, 7 * csoportoknak nevezziik.

A definiciobol vildgos, hogy 7Z* C S .
Ha ugyanis G € § , akkor {(G) #1 ,ésa <b> barmely konjugaltjaval

O0sszemetsz ebben a nem trivialis hatsoé centrumban.

8. LEMMA: (m |k | n),” e #* pontosan akkor, ha
vvdn:m[kjv])=1.

Bizonyitas: Az 5. definicidval ekvivalens allitas ez:

(m|k|n),"e #* pontosan akkor, ha <b> barmely téle kiilonb6zd
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automorf képével csak trividlisan metszddik, vagyis

Vye Zy: <b>ﬂ<ayb>=l. (5)
(Ugyanis 2 * C & miatt a b automorf képei mind a" b alakuak, ahol y € Zy,
Az (5) marmost csakis akkor teljestil, ha

Vye zZ, vvin: ’Y[k|V} £ 0(m).

Innen pedig azonnal kapjuk az

Vvdn:m[k|v]) =1 feltételt. Q. E. D.

6. DEFINICIO: Ha pdm ¢ v4n  sekora G = (ml kI n) csoportmak az <a“,bv>

alaku részcsoportjait forészeknek nevezziik.
Konnyt latni, hogy a férészek vagy abeliek, vagy CYCYS — beliek.
9. LEMMA: Ha G € #* , akkor G minden nemabeli forésze is % *_ pap van.
Bizonyits: Legyen G = (m 1y n)ab, u lm , VvV l n s
M= (a*,b")& ABEL .

M € 7 * pontosan akkor, ha VVO \L%:[%,[k" |VOH:1.

Tegyiik fol, hogy valamely v — ra [%9 [kv ‘ Voﬂ >1.

Akkor nyilvan (m, [kv | VO}) >1 is fonnall.

Ugyanakkor (m, [k |v])=1,mert Ge 7* . lgy

(m,[kv \vo])z(m,[kh/}[kv |v0})=(m,[k\vvo])>l,
ami ellentmond annak, hogy G € % * . Q.E.D.

10. LEMMA: Legyen G=(p* | k|-p™), aholpe P,r|p—1.
G akkor és csak akkor 7 * — beli, ha

(a)B=1ésr=1,vagy
(b)p=0.
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Bizonyités: (a) Ez esetben G automatikusan 7 * — ben van, mint minden olyan (m | k | n)
csoport, aholn € P.

(b) Konnyti latni, hogy ekkor G € 2. Az 5. lemma bizonyitasabol kidertil,

hogy ha (m| k| I.l)g € 2> , akkor b minden automorf képe megkaphato konjugalassal.
Ezért elég bizonyitani, hogy esetiinkben a <b> barmely, téle kiilonbozd konjugaltjaval
diszjunkt:

Vxe Zn: <b>ﬂ<a"‘ba">=l.

Tételezziik 6l ennek az ellenkezdjét, azaz tételezziik egy olyan y € Z,
szam létezését, amellyel
(a*ba*)Y =(a x(k=1) b)Y =(a x(=DIkyDyy — Ry
Ebbdl
x(k-D[k[yl=x&’-1)=0 (p*) (6)

kovetkezik.
Hax € Rpa , akkor (6) — bol azt kapjuk, hogy k¥ =1 (p”),

tehat y =0 (n) , ellentmondasban az y € Z, foltevéssel.

Ha x & R . ,akkorx =p°x;,1 <8 <o -1, (p,xi)=1.

Ekkor (6) — bol nyerjiik, hogy k¥Y=1 (p*?°).

De ebbdl megint y = 0 (n) kdvetkezik, mert R pt = ( p°°_1 Yx(p—1),¢és
k most a (p — 1) ciklusbdl valo, s ezért k rendje rminden 1 <8 <o — 1
esetén is.

Bizonyitottuk tehat, hogy az (a) és (b) esetekben valoban G € 7 * .
Azt kell még megmutatni, hogy mas esetbekben viszont G & % * .
Ismét két lehetdség van:

©p=1,r>1,

dpB=2.

A (c) — nél elég latni, hogy a (p | k | pr) férész nincs S— ben, s igy

#* — ben sem, a (d) —nél pediga (p® ' | k" | pﬁ) forész vizsgalata vezet hasonld eredményre,

(hiszen ha | K| o = p? , akkor | k* [ ot = . Q.E.D.
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3. TETEL: Az 7 * — csoportok a kovetkezék:
(A) Han € P, akkor (m | k | n) minden tovabbi megszoritas nélkiil € 7* .

(B) Tegyiik fol, hogy n & P, és legyenek a pi, p2, . . . pr szdmok paronként kiilonb6z0
primek. Akkor a

(pldlpzOcz ..p. % | k|n) € 7 csoport pont akkor lesz 7 * — ban, ha

n|l(pi—1L,p2—1,...p:— 1),
¢s ugyancsak 7 * — beli lesz az

o (0

() % (p1 lpz 2---prOcr ‘k|n)
is,ha (s,pip2...prn)=1.
Bizonyitas: (A) trivialis.
(B) Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy

(n,py=1,1=1,2,...r. (7)

Tegyiik fol ugyanis, hogy valamely i —re pi|ni, azaz

n=piBi n;, Bl;ﬁ() ,(pi,ni)Zl.

Akkor a 10. lemma szerint a (piOci | k| pi[3i nj) forész pont akkor lehet 7 * — ban, ha Bi=n;=
1.

Ez az n = p; esetre, tehat (A) —ra vezetne.
fgy a (7) — nek fonn kell allnia, és akkor a (piOci | k | n) forész

ismét a 10. lemma szerint — csakis gy lehet Z* — beli, ha n; | pi— 1.

Mair csak az s — re vonatkozo kirovast kell indokolni.

Az (s,pip2. .. prn= 1 természetesen az eldlrdl vald szorozhatdsag miatt kell.
Az (s, n) =1 feltétel oka pedig a kovetkezo:

Tegyiik fol, hogy (m | k | n) € 7* és n Osszetett szam.

Tekintsiik az (s) x (m |k |n) =(ms |1 |n) (8)

csoportot, ahol a PART szerint(m,s)=1,1=1(s),k=1(m).

Ha (8) 7* — beli, akkor a 8. lemma szerint V'V In: (ms,[1|v])=1.
Mérmost k =1 (m) miatt (m,[1|v])=1,

igy csak az (s, [1|v])=1 a vizsgalando.
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Mivel mostl=1(s),ezért[l|v]=v (s), ésigy
(s,[1]v]) =1 csakis ugy teljesiilhet, ha (s, v) = 1.
Mivel ennek minden V \L N sz4mra fonn kell 4llnia,

kapjuk, hogy (s ,n)=1. Q.E.D.

7 DEFINICIO: Azokat az (m| k| n).” csoportokat, amelyekben a <b>—nek pontosan m
szamu, paronként diszjunkt automorf képe van,

multiédercsoportoknak nevezziik, és halmazukat 2 — mel jeloljiik.

Vilagos, hogy D, € 7 minden m=>3 szdmmal, igy a multiédercsoport fogalma a
diédercsoport fogalmanak természetes altalanositasa.

A definiciobol azonnal nyilvanvald, hogy 2 =7* (1 €. (9)
(Id. ehhez 7. lemma, 53. 0.)

11. LEMMA: Ha G € % , akkor G minden nemabeli forésze is 7 — beli.
Bizonyitas: Tekintettel a (9) — re csak azt kell belatni, hogy G € 7 * esetén
a (CYCYSbeli) forészek & — ben lesznek.

Tekintsikk a G =(m [k | n),’ csoportban az <a“,b"> férészt (U sL m,V \L n).
n
Mivel Ge &, ezért | k|n |=k|V|kYV|=|=0 (m). 10
[KinJ=[kv][ k2 ]=0@. a0
Amde G € %* is, ezért (m, [k | v]) =1, s igy (10) — bS] kapjuk, hogy
n

kV|=|=0 (m).

[ 5[50 @
De akkor {kv\%}EO (%)is igaz, igy

<a“,bv>z(%\kv|%) cz. Q.E.D.

4. TETEL: legyenek a p, pi1, pa, . . . pr szamok paronként kiilonbozé primek.
Akkor az 7 — csoportok az aldbbiak:
o o
(A) () (P, P, *--p;™ [K|-p), ahol
ptk—1,i=1,2,. .,

plpi—1L,p—1,...p—1);
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(B) (p,'p,"-.p," | k| -n), ahol
p%tk—1,i=1,2,. .,

n|l(pi—-L,p2—-1,...p:—1).

Bizonyitas: A (9) — et figyelembe véve elegendé az Z * — csoportok koziil kikeresni azokat,
amelyek & — ben is benne vannak (segitségiil hiva a

4. lemmat is.) Q.E.D.

A legegyszeriibben gy talalhatunk % — csoportokat, ha valasztunk egy

2<n egészet és keresiink olyan p;,i=1, 2, . . . primeket, amelyekre
n|pi—1,i=1,2,....

(A DIRICHLET - tétel szerint végtelen sok ilyen primet talalhatunk.)

Tegyiik fol, hogy a p;, p2, . . . pr alkalmas primek.

Akkor tetszdleges o >1,i=1,2,...rszdmokkal kénnyen

U
., , b.
megszerkeszthetok a (piOcl |ki |Il)ai1 csoportok,

melyek a 4. tétel szerint 2 — ben lesznek.
De 7 — ben lesz e csoportoknak az dsszes lehetséges fiizidja is,
amelyek igy generalhatok: <{:l,‘blt1b2t2 ...brtr> , (11)
ahola=aja...a,,éstie Ry, 1i=1,2,...r.
A (11) 0sszesen ﬁ EU(ni) szamu csoportot ad, amde

i=1

<a,b1tlb2t2 bt > = <a, (b,'b,"..b, " )X> ‘haxe R,

Ezért az adott n — hez tartoz6 nem izomorf, de nyilvan izostrukturalis

7 — csoportok szdma

T

(a) Osszetett n esetén HEU(ni)/ EU(n) ,
=1

(b) n € P esetén a fenti szam kétszerese,
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hiszen ha (ploclpzoc2 .p k| p) € 7, akkor a 4. tétel (A) szerint

) x (p, 1P, 2...p;% | k|n) e 7is .

12. LEMMA: Legyenpe P,1<r|p—1,s2>1 . Akkor
(p* k[ (pPr)s) e 3.

Bizonyitas: Ha p osztand k — 1 — et, azaz folirhato volna
k=tp'+1,y21l,(t,p)=1

alakban, akkor a III. rész 9. lemma szerint (25. 0.)

|k | o= poc_B volna.
De most |k\pa=pBr Laholt>1,igy (p®, k—1)=1,

¢s ez a tény fliggetlen s — tol. Q.E.D.
5. TETEL: Az alabbi csoportok 2 () @ — ban vannak:

(a) (2%12%7112)0 =3,

(b) D =2 .

20(:

Bizonyitas: (a) Tekintsiik aza*b , y € Z, elemet:

2H2] e,

(a'b)’> =a

b)) DuecMCBC . Q.E.D.
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VL. rész
Csoportok a Ch — n kiviil

TETEL: Az V. rész 5. tételében folsoroltakon kiviil minden més p — csoport

a @4 —n kiviil van.

Bizonyitas: A kovetkezdkben erdsen tamaszkodunk az alabbi 6sszefliggésekre:
O [sp®P+11pP1=p" (p”) ,aholpe Py, 0SP<0L, (s.p)=1.
Gi)[s2*P+1)2P1=2"+2F(2%) ,ahola>2, ISP<o—1,2,s)=1.
Gi)[s2°P-1]2P1=2%" (2%),ahol a>2, ISP<o—1,2,s)=1.
(iviHa(m|k|n) =Z=(m|l|n),akkor[k|n]=[1|n](m).

Ezen kongruencidk igazolasat lasd a Fiiggelékben.

Réatériink a tétel bizonyitasara.
(A)G=0p* p*P+1]pP?) lg ,aholpe Py, =2, ou—1>2pB2>1, §=0.

Azt fogjuk vizsgélni, hogy melyik az a legkisebb nemnegativ y , amellyel létezik az

®:a —> ab?’ egyszerl automorfizmus. Azért keressiik a lehetd legkisebb y — t , mert annak
birtokaban kaphatjuk meg a legnagyobb

<(D> ciklust az Aut G — ben.

s | (% Pnpyphrtd
Fonnall, hogy (abpY )pB ™= a{ }

Tegyiik fol elészor, hogy v < B .
Akkor igaz, hogy (p[(p*F +DP" [pPV*0) = (| (p* P + 1P [pP71+0).

Ezért [(pa—ﬁ +1)P | pB—v+8} = [poc—(ﬁ—v) +1] pB—Y+5} =

- [pa—(B—v) +1] pB—v}[(pa—(ﬁ—v) +1)P| pé} =
=p?[p* P +1|pP Y |=pP oy,

—y+0 —y+0
tehat (abP" )P " =aP " | (1)

Az (1) — bdl csak akkor lehet levonni azt a kovetkeztetést, hogy
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lab?’ |=m , )
ha PB-y+0<a, azaz Y=P—-o+0. 3)
Tegyiik fol, hogy vy kielégiti a (3) — at, s igy (2) fonnall.
Vizsgaljuk meg, hogy a 0(G) = <apoc_B > < <abpY > 4)
relacio milyen feltételek mellett teljesiilhet.

5 4+
A (4) méasképpen azt jelenti, hogy aP’ P c <apB I >’

amibé] nyerjiik, hogy . —B=P—y+90, azaz Yy 22—+ (5)

A tovabbiakban tehat fol kell tenniink, hogy y az (5) — 6t is kielégiti.

Annak igazoldsa van hatra, hogy teljesiil — e az alabbi relacio:
bab?'b' = (abP" P" P+ | (6)
Ha (5) — ben egyenldség van, akkor O —B = B —Y+ J,
sigy bab? b =a?" P =P Pab?’ =a? " ab? =
= (ab? )P " abP" = (ab?" )" ab = (ab? )P" |

tehat (6) fonnall.

Ha 2f3 — o0 + d negativ, akkor y = 0, és oe — 23 — d pozitiv. Ekkor
B B B p+8 | no-2p-8
babP'b’ =ba=a" 'b & (abP P =(ab)P ! =((@b)P PP "ab=

a[po“ﬁﬂlpﬁﬂ -2 [p“‘ﬁﬂlpﬂ{(pa‘ﬁﬂ)pﬁpﬂ)pa—zs—ﬁ .

)P ab=

p+d | no—2p-8 o—p . _—
(aP )P -ab=2aP" "*lb | tehat (6) ismét teljesiil.

-ab=(a

Igazoltuk, hogy a y < 3 esetben az :a — ab?’ leképezés valoban automorfizmusa G — nek,
ha vy teljesiti az (5) — 6t.

Legyen most Y = B Ez nyilvan csak akkor lehetséges, ha 6> 0 .
Ekkor viszont  (n(G) = <pr> _sigy b? € 0(G) . Ezérta=bP’
Nézziik meg, mi a feltétele annak, hogy (2) teljesiiljon.

Mivel (abpy )pa =aP " , ezért a (2) feltétele, hogy
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oL+Y =P+ legyen, amibél (3) kovetkezik.

Mivel a=bP' | ezért most is fonnall (1) , és a (4) — et vizsgalva ismét az (5) — re jutunk.
A (6) relacional a baloldal babP' b = aP“ " +pP" |

a jobboldal (abP" )" +1 =g PHipp* "

E két oldal tehat akkor egyezik meg, ha

p*Pept=p" (p™).

Ebbdl Ol — B +y2 B +0 kovetkezik, ami az (5) — tel ekvivalens.

Tehat a (6) most is fonnall, az M:a —>abP’ leképezés az (5) teljesiilése esetén akkor is
automorfizmusa G — nek, ha Y>3

B)G=02%2°P+1(2%) D ahol >3, a—22>B>1.
E csoportnak 1étezni fog egy

a— ab?'

b— b
automorfizmusa, ahol y a legkisebb nemnegativ szdm, amelyre
y=22f-a,
¢s € —t az alabbi kongruenciaval lehet kiszamitani:
e Prnc=20PR PP+ 2%.
A bizonyitashoz tekintsiik az ab?’ clemet.

~ (20 B 412" 2B~y
Fonnall, hogy (ElbZY )2B = a[ } :

Mivel (2% [(2%7P +1)% | 2Py = (2| (2% PV +1)% | 2P,
emnﬁﬁ$+nﬂu&quwﬁﬂ+uﬁﬂ} 2%,

i - ~140B- By (no—(B-Y)-1
igy kapjuk, hogy (asz )2[3 v _ g20a2br _ o ob i el |

amib6l az | ab?’ | =2 relaciora akkor kovetkeztethetiink, ha 00> —7,

azaz Y 2 B — 0. Amde ez mindig fonnall, hiszen y nemnegativ.
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Marmost 0(G) = <a2a_ﬁ > , és annak foltétele, hogy 0(G) < <ab2y> legyen, ez:

- - ~(B-1)-1 —
azoc BE <a2 v (20~ (B~y +1)>:<ab2[3 Y> ‘

Ebbél nyerjiik az 0—B =B -7, tehata Y= 2B — ot feltételt.
Igazolando, hogy fonnall a definialo relacio:

bsabZYb—e — (asz )ZO“B+1 . (¢ %)

E relaci6 baloldala igy alakul: btab?' bt = a(za—BH)szv .

Ha most Y = ZB —Ol ,azaz OL— B = B—Y , akkor (* *) jobboldala:

(abzv )20<—B+1 _ (asz )2[3—*/ abzv _ azﬁ—v (za—(ﬁ—v)—lﬂ)abzv _ azB—Y (206—([3—\()—1+1)+1b2“{ ’
¢s a két oldal pont akkor egyezik meg, ha

Qo P+nf=20PR PPy 4 2%.

Ha most Y > ZB — O, akkor Y minimalitdsa miatt y =0 és o — 23 pozitiv.

Ekkor a (* * ) jobboldala igy alakul:

(ab)zo(—ﬁ+1 _ ((ab)?‘B )ZOL—ZB ab _ (a{za—ﬁ+12ﬁ})2a_zﬁ ab _ a(za—1+2[3),2(x—2ﬁ+lb _

— 270220 By 20 By

y20-2p-1

hiszen =0 (2% pont azért, mert most o, — 23 pozitiv.

Jelen esetben tehat a (* * ) az € = 1 valasztassal kielégiil.
HaaG=(Q2% 2% P |2 prd ) ]g homologot vizsgaljuk, ahol & > 0, akkor a

fentiekkel teljesen analog okoskodas a 'y = ZB — 0L+ 0 relaciot fogja adni,

akarcsak e tétel (A) pontjaban.

A homologképzésnél megsziinhet a csatolas. Pl. a (16 |5 | 4) E —nek egy

a— ab? ,b—)b3 csatolt automorfizmusa van, am a (16 | 5 | 4) g — nek az a —> ab?

leképezés egyszerti automorfizmusa.

(©G=02%2°P-112") 2 anol >4, 0—-2>P>2 .
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E csoportnak létezik egy

a— ab?'

b— b1

csatolt automorfizmusa, aholy=0-1, és |w|=2.

A bizonyitas stratégiaja az eddigiekével azonos:
N it
vizsgaljuk az ab?' elemet :

(2012 b

(ab? )2 = a{
Amde (2%[(2%7P —1)?" | 287y = (2% | 2%V 11| 2B). (<)

Ez azért van igy, mert az R 5 = (2%~ 2y x (2), 0L=3 csoport szerkezete olyan, minden (2°)

2<e<o—2 ciklusbol pontosan kettét tartalmaz, amelyek Osszemetszenek egy (2 1)
ciklusban. E szerkezet kdvetkezménye, hogy

(2% 2% P -1 | 2Py = (24| (2 + 1) 2671 |

amibdl a (***) mar kovetkezik. A (***) kdvetkezménye pedig ez:

[(206—6 —1)| zﬁ—q = [206—(6—\() +1] zﬁ—q = 2Bv (2ol 1 1) 2%
Tehat (ab? )2 =a2 '@ ™D anibsl | ab?'| = 2 kévetkerik.

Most 0(G) = <a2a_6_2> = <a2> , €s ahhoz, hogy

_ —(B—v)-1 _
a’e <(c12B Ciaa +l)> = <a,2B Y> teljesiiljon, kell B—y <1 , azaz Y= —1.

Amde B—127 is fonnall, igy kapjuk, hogy Y=P—1 .
Még azt kell belatni, hogy
bzﬁ—l +1ab2ﬁ—1b—(2ﬁ—1+1) _ (abz&l )za—ﬁ—l

= = _ —1 —-B_ B—] —
A baloldal: b2 Hap2 o=@+ = g 4P 2P %

(20B_1y2P oy

A jobboldal: (ab® )>P1=a b )

Bizonyitandod, hogy (7) = (8) . Ehhez elég az a kitevojével foglalkozni,
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azokat atalakitani, amihez a kovetkez6, konnyen (a binomialis egyiitthatok

vizsgalataval) igazolhat6 Osszefliggést hasznaljuk fol:
Qe P =291 41 2.

Ezzel az a — nak a (7) — beli kitevdje igy alakul:

_ —1
(ZOC—B _1)2B 1+1 — (20(.—8 —I)ZB (2(1—6 _ 1) = (20(.—1 + 1)(20(.—8 _ 1) =
=201y gaB_po-l_1 (¢ 9)

A (8) — beli kitevovel hosszabb a szamolas:

@ P 200 =20 1 2 1= 207 41 2P 241 =
=| 2% 41|29 =2 4 2o 4 122 = 2 41|20 2 41 =
=[ 29412 @ 122 = = 2 41 2|2 )=

= (2071 +2)(2% P ) =220H-2 4 pob ol 2%. (10)

A (9) és (10) — et 0sszevetve latjuk, hogy mindossze ennyi igazolando:
2201 — »20-p-2 2%

Amde ez trivialis, hiszen e kongruencia mindkét oldala oszthat6 2 * — val

— abbol kifolyolag, hogy oL—2>[3.

Az | o | =2 kozvetlen szdmolassal adodik.

D) G=2%2%P-112") 0 ahol a>3, a-22B>1, 5>1.

2[3+5—1

G — nek létezik egy w : a —>ab egyszerli automorfizmusa.

A bizonyitasndl ugyanugy jarunk el, mint (A) —nal: azw—-t a — ab?'
alakban keressiik, szétvalasztvaay<f és Y2 B eseteket.
(E)G=(2%2%-1]2") 0 Jahol a2, §>1.
8
Itt a kovetkez6 szamolas fogja mutatni egy @ : a—> ab?’  automorfizmus meglétét:

vizsgéljuk meg az ab?’ elemet .

(2012 |13 _ azl—v+6

(alb2Y )21_Y+6 = a{ ,hay>0,¢éy=0 esetén
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[ 20012148

_ a[zoc—uz}.zii 22 g

( ab)21+8 —3
Az (asz)ZHJrS =22 relaciobol csak akkor kévetkezik, hogy | ab®’ | =29,

ha 0>1-Y+0 ,azaz Y>1-0+9 .

Tegylik fel, hogy ez fonnall, és nézziik meg, mi a helyzet a kommutatorral.
0(G)= <a2a‘2> = <a2> , €8 <a2> < <ab2Y > pontosan akkor, ha a’e <a1‘Y+8> :
Ez azonban csakis ugy teljesiilhet, ha 2% |2 azaz [ >1-Y+90,

amib8l Y >0 kovetkezik.

Csakhogy 1 + & > vy is fonnall, ezért végiil y =39 .

Mivel most {1, (G) = <b2>, és 0=>1, ezért b e Cn (G).

Ezért konnyt a ‘babzab_1 = (ab25 )20(_1 relacio ellendrzése.

A baloldal bab?’b™! =a2*"1b?’,

a jobboldal (ab28 )20(_1 = aza_1b2a+6_26 ,

¢s2%7% 2% =2% (29 ‘hiszen 00=2 miatt 2| 2%, Q.E.D.
1. LEMMA: Tekintsiik az (m | k | n s), s> 1 csoportot. Ha (m,s) =1,
akkor (s) x (m |k |ns) & .

Bizonyités: Legyen (s) X G=(ms | 1 | n s)g =Gy.

Hamost (n,s) =1, akkor Gs€ %, és készen vagyunk, hisz nyilvanvalo,

hogy¥ N =D .
Tegyiik ol ezért, hogy T(s) C 7t(n) . (11)

(Az (n, s) #1 nem elég, mert ettél még eldfordulhat, hogy az s — nek egy valodi osztojara, s’
—re (n,s’) =1, ami megint a G, € & esetre vezetne.)

Tekintsiik az ab" elemet G s— ben. Egyrészt (ab")*=a’b™=a",

ésigy |ab"|=ms, masrészt 1=1 (s), ezért a7l e <as>, vagyis 0(G,) < <as>.
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Végiilbab" b =a'b", és (ab™)' =a'b™, amde ismét 1=1 (s) miatt
n=In (ns), tehat bab" b "= (ab™)".
Konnyti latni azt is, hogy <ab“ > N <b> =1.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy a G s— nek 1étezik egy

a—ab"
Q:
b—b
egyszerl automorfizmusa. Q.E.D.

E lemma kapcsan folmeriilhet a kérdés, hogy az a* b " elem miért ne lehetne az a — nak
automorf képe? Hiszen mostis|a’b" | =ms,

2 2 2
& (@) =a% || a% |=m miatt (G,)< <as > .
Tehat az <asbn> is egy ms — rendd ciklus, mely tartalmazza a kommutatort.

Ugyanakkor (a°b™)™=b™" , és mivel <bn> =(s),és(m,s)=1,

ezért (b™)=(b") . Tehat (a°b")N(b)=(b").
Eszerint az a® b" az a — nak csak valamilyen x — automorfizmusnal lehetne a

képe, ami megint a G € % esetre vezetne.

Masrészt azonban, ha (11) fonnall, akkor a G — nek az <asbn> szerinti faktorcsoportja nem

lehet ciklikus. E faktorcsoport ugyanis igy generalhat6:

a™=1, (12 a)
=1, (12 b)
bab'=a' |, (12 ¢)
ab"=1. (12 d)
A (12 d) — b6l egyrészt a% b™ =a%* =1 kovetkezik, ami a (12 a) — val az
a*=1 (12 ¢)
relaciora vezet. Masrészta™ b™=b""=1,ami a (12 b) és (m,s) =1

figyelembe vételével a
b"=1 (12 1)

relaciot adja.

61



A (12 ¢)—b6l I =1 (s) miatt lesz
bab'=a . (12 g)

Latnival6, hogy a (12 e, f, g) relaciok egy (s) x (n) — nel izomorf csoportot hatdroznak meg,
ez azonban éppen a (11) miatt nem lehet ciklikus.

Ciklikus lesz viszont az (n, s) = 1 esetben, ami azt jelenti, hogy G;€ %X .

E fejtegetések mellékterméke, hogy ¥ N @ = O .
Az 1. lemma lehetévé teszi, hogy barmely hogy S — csoportbdl kiindulva

4 — ba nem tartozo csoportot készithessiink. A legegyszerilibb példa:
G=(6/5/4)5 . Ennél Aut G = ((,,0,0), ahol
p:a—a’,|o|=2,
y:b—ab ,|y|=6,
c:b—>b’,|c|=2,
w:a—ab’ ,|o|=2.
Tobb — kevesebb szamoléassal kimutathatd, hogy Aut (6 | 5|4) = D3 x Dy.
Nem latszik sokkal bonyolultabbnak a G = (21 | 4 | 9)2 sem, holott itt Aut G =
<(p3,(p7,\|13,1|!7,6,(0>, ahol

¢3:a—a’,[o3]=2,

o7:a—a” [@7]=6,

yi:b—a’b,|y;|=3,

y,: b—a’b Jwa|=T7,

o:b—b*,|0|=3,

w:a—ab’,|0|=3.
sigy | Aut G | =2%3%7=2268 .
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Ez is azt példazza, hogy a @ —n kivili csoportok automorfizmuscsoportjainak
meghatdrozasara nincs altalanos modszer.

2.LEMMA: Ha(m |k |n) & @ ,és(m,s)=1,akkor(s)x (m|k|n)& ¢.
Bizonyitas: Ha (m | k | n) E & (¢, akkor a 38. o. (A 2) szerint van egy
o: a—abP Bln
b—>b, SeRr,

automorfizmusa. A ¢ — re folirt in. kdnon (36. 0.) :

[kP|m]=0 (m), (KR 1)
Bm= 0 (n), (KR 2)
[kP|k-1]= k®-1 (m), (KR 3)
Bk—1)=0 (n). (KR 4)

(A JB —tétel (48. 0.) bizonyitdsaban lathattuk, hogy [ kP |k ]= k® (m)és

B(k—-1)= 0 (n) relaciokbdl hogyan kovetkezik (KR 3) .)

Most e lemmaban azt kell bizonyitani, hogy ha (KR 1 —4) — ben attériink

m —rél ms —re, k —rdl j —re, ahol (m, s) =1, ésj= k(s), akkor

a (KR 1 —4) relaciok tovabbra is érvényben maradnak. Rogton latszik, hogy

csak a (KR 3) — at kell kézelebbrél megvizsgalni. Vildgos, hogy
[i15-11= §°=1 (ms)

pontosan akkor teljestil, ha

[P1i-11=j°=1 (m), (13)

és [P1i-11= %=1 (s). (14)
A (14) j =1 (s) miatt azonnal fonnall, igy csak a (13) — at kell ellendrizni.
A j =k (m) miatt (13) — bol lesz

[kPlj-11= k°=1 (m),
de aj— 1 helyébe nem irhaté minden tovabbi nélkiil k — 1 .
Legyen j =k + mx . Akkor
[kP1j—1]=[kP|k—1+mx]=[kP|k=1]+KkP*"D [k |mx]=
=(a (KR 4) miatt) =[kP|k—1] +[ k" | mx] =
=[kP | k=17 +[kP | m][kP"[x]=[kP|k-1](m),
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mert(KRl)miatt[kB|m]EO(m). Q.E.D.
Ha fazioval akarunk @4 — n kiviili csoportot eldallitani, akkor az V. rész 3.

lemma (44. 0.) miatt legalabb az egyik fuzios tényezének @4 — n kiviil kell lennie. A (9 |4 | 3)
® (71413) e Ch példdja azonban dvatossagra int, mert

a fuzio lehet @4 — beli, dacédra annak, hogy egy vagy minden tényezdje @4 — n
kiviil esik. Tekintsiik példaul ezeket:

(51314)e Ch,

(71316)e Ch,

(91413) & ¢,

(16]514) ¢ ¢ .

Kihasznalva a fzid asszociativitasat, a fenti csoportok fuzioja

kétféleképpen is felirhato:
[(7[316)@(16]5[4)I®[(5]3[4)®(9[4]3)] (15)
[(71316)®(914[3)1®[(513|4)®(16]514)] (16)
A (15) folirasnal a szdgletes zardjelben allo csoportok nincsenek @4 — ban,
azonban a (16) — nal @ — ban vannak, igy az V, rész 3. lemma (44. o0.)
szerint ez a négyes fuzid @ — beli lesz. Magyaran szolva
GG th T G®G. & .

Legyen

Gi=0*p*P+1[p"),pe P,

G =(qlk[rp®).(p.an=1.
Ekkor G =G ® Go=(p“q ") ,

ahol j=sp®P+1,(p,s)=1 (17)
e=max (f,9d).

A (17) azért helyes, mertj=p“P + 1 (p%),

tehat j=up®+p®P+1,

azaz upP+Dp*P+1=j.

Milyen feltételek mellett teljesiil, hogy G & ¢4 ?
A tovébbiak el6tt jegyezziik meg a kovetkezdket:
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Altaldban, ha a — abB,B # (0 egyszerti automorfizmusa az (m | k | n) 2
csoportnak, akkor (K 31) és (K 32) miatt (36. 0.)

(abP)k = a[kBHbBk =akbP .

Akkor egyrészt (abP) =abP(abP)! =akbPbPa~l =ak ! |

masrészt (abB)k_l = a[kmk_l}bﬁ(k_l) = Jkﬁ'k_ll

(Itt ismét hasznaltuk a (K 32) —t, 36. 0.)
Ezekbc’ilkapjuk,hogy[kﬁ|k—1]E k-1 (m). (K311)
Térjiink vissza a 77. oldali G csoporthoz.

Keressiik b — nek azt a legkisebb kitev6jét — méghozza tpY,t|r,e>y

alakban, amellyela @ : a — ab®' egyszerll automorfizmusa lesz G — nek.

A (K 12) —be (36. 0.) irjuk be a megfelelé adatokat, akkor kapjuk, hogy
tp*™"=0 (p°r).

Ebbdl t=0 (1) kovetkezik.

Viszont f6l volt téve, hogy t | r, ezért végil kapjuk, hogy t=r. (18)

frjuk fol a (K 311) —et :

(sp P |sp™ P | =sp P (pg). (19)
Régebbi vizsgalodasainkbol (1d. TETEL (A) — ban az (5) § = 0 — val, 64. 0.)

mar tudjuk, hogy mod p * nézve a (19) —et,a Y = ZB -0 (20)

relaciora jutunk.

Ha most mod q nézziik a (19) — et:

(sp” P sp P |=sp™ P (). e

Mivel G, — re (a 77. oldalon) semmilyen kikotéssel nem é€ltiink, a (21) akkor lesz biztosan
igaz, ha Y>0 .

(Ekkor ugyanis (Spoc_B + l)pYr =1 (q), s igy (21) automatikusan teljesiil.)
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Marmost € =max([3,0) >V >0 - bél kévetkezik, hogy € = 8,
s mivel nyilvan & >y , végiil nyerjiik, hogy f—1>y>9. (22)
A ¢ leképezésiink tehat mindenesetre olyan lesz, hogy benne b kitevdje
(19) miatt r p" alaku, ahol y — nak ki kell elégitenie a (20) és (22)
relaciokat. (Nem vizsgaltuk az ab™" rendjét, mert (K 311) biztositja, hogy ezarendp®q.)
frjuk fol még (K 32) —t is (36. 0.) ; kapjuk beléle, hogy

o—P+y=¢€ ,azaz Y2e—0+f (23)
A megfeleld y — nak tehat a (20) , (22) és (23) relaciokat ki kell elégitenie.
De ez csak latszolag harom relacid, ugyanis most € = 3, és igy a (23) — bol
Y=2B—0 , ami a (20) — szal azonos.
Az elmondottakbdl most mar vilagos, hogy a
(71413)®(91413)=(63]4]3) miért lesz ¢ — beli.
Foglaljuk 6ssze az eddigieket:

3. LEMMA: Legyen
Gi=0p*p®P+1|pP),aholpe P, —1=P>1,

Go=(qlk|rp®),(p,qr)=1, -1282=0.

AkkoraG=G; ® G,=(p*q|sp =Py | pﬁr)g , (s, p) = 1 csoport automorfizmuscsoportja
tartalmaz egy <(p> ciklust, ahol @ : a — ab™'
egyszerli automorfizmus, és y az a legkisebb nemnegativ egész, mely kielégiti a Y = 2B -,

és B—1=>72>0 relaciokat. Q.E.D.

crcr

a 3. lemmaban latottakkal teljesen analog.

4. LEMMA: Tekintsiik a
Q2% P+112P), =23, a0—2>p>1

¢ (qlk[2%r),@2,qn=1,P-128=>0

crer

G=0%s2* P+112°n)0 2,9 =1

csoportnak lesz egy
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a—ab?'"

o:
b—Db®
automorfizmusa, ahol Y > 23— 0l és ¢ alkalmas R By T beli szam. Q.E.D.
5. LEMMA: A

Q2% P-112F), =4, a-2=2p=>2
¢ (qlk|2°r),@2,q0=1,PB-1=28>0
csoportok fuzidjaként el6allo
G=(@2%s2°P+112°n2  2.9=1

csoportnak lesz egy

a—> ab?”
:
b—s br-23‘1+1
¢ —automorfizmusa, és | | =2 . Q.E.D.

Az e részbeli tételben, illetve a 3., 4., és 5. lemmakban kiilon nem vizsgaltuk,
hogy a szerepld (m | k | n) 2 csoportoknal az ab P elem (az a automorf képe)
altal generalt ciklus diszjunkt lesz — e <b> — vel (ami pedig fontos feltétele annak, hogy abP?

tényleg automorf képe legyen a — nak) .

Mivel a fent emlitett allitdisokban csak p — csoportok, illetve S — csoportok szerepelnek, a
kovetkez6 két lemma segit a fenti problama megoldasaban.

6. LEMMA: Ha (m | k | n) € &, akkor tetszéleges b € Z , esetén
(abP)N{b)=1.

Bizonyitas: Tegyiik fol, hogy b* € <abB> . Ekkor nyilvan b*& abP | ezért
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b*abPb~* =abP . Masrészt b*abPb™* =a¥"bP | ahonnan k* =1 (m)
kovetkezik, ami a csoport S — belisége miatt csak x = 0 — val elégithetd ki.

Q.E.D.

7. LEMMA: Legyena G =(m | k | n) g csoportban az m egy prim hatvanya,

és tegyiik 61, hogy | ab” | = m, valamint d(G) < <abB> . Akkor
(P o)1
Bizonyitas: Ha b* € <abB > valamely X # 0 szammal, akkor <b> Nd(G)=1

miatt <bX > NJ(G) =1, s mivel I(G)< <2lbB > , azt kapjuk, hogy egy primhatvany-

rendii ciklusban diszjunkt valddi részek vannak, ami nyilvan lehetetlen.
Q.E.D.
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VIL. rész
Nyitott kérdések

1. DEFINICIO: Legyen G tetsz6leges véges csoport, |G | =n.

Azt mondjuk, hogy a G —nek a p € & (n) primre vonatkozd bdsége o —

%1 mér nincs.

jelben w;, (G) = ot —, ha G — ben van (p) * részcsoport, de (p)
Legyen w (G) =max { w, (G) [pET(n) } .

Nyilvanvalo, hogy minden G csoportra w (G) =1 .

1. SEJTES: Ha G € CYCYS, akkor w (G) <2.

Ez ekvivalens azzal, hogy ha G € CYCYS, akkor G barmely részcsoportja
legfoljebb két generatorral prezentalhato.

Az 1. rész 3. lemmaban (15. o0.) megallapitottuk, hogy CYCYS CDIV .

2. SEJTES: CYCYS CTODIV .

E sejtésre rogvest igent mondhatnank, ha kideriilne, hogy a G € CYCYS minden
részcsoportja abeli vagy CYCYSbeli. Ez azonban sajnos nem igaz.

A legkisebb ellenpéldaa (8 | 3| 2) E, ahol <a2,ab> =0.
Hasonldan nem 4ll, hogy egy CYCY Sbeli csoport minden nemabeli faktor-

csoportja CYCY Sbeli. Itt a minimalis ellenpéldaa G = (4|3 | 4) E, ahol az <a2b2> szerinti
faktorcsoportja Q — val izomorf.

Egy kevésbé egyszerti ellenpéldaa G=(9 | 4| 27) E ,

ahola G/ <a3b18> a kovetkez6 haldval rendelkez6 csoportot adja:

69



G /(wb%)

Piros korok jelolik a normalosztokat. E csoport jol lathatéan nem all eld egyetlen
normalosztdjanak szétesd bovitéseként sem.

Az imént vazolt csoport a kovetkezd csoportosztalyba tartozik:

2. DEFINICIO: (m | r, k | n) E — vel jelsljiik a kovetkez6 prezentaciot:
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a™=b"=1, (1)

m n
r

ar =br | )
bab'=ak. (3)

E relaciok konzisztencidjahoz az alabbiak sziikségesek:
rm.,r#n, 4)
r|(man9k_l) 5 (5)

n
kr = 1(@m). (6)

A (4) a (2) miatt vilagos. A (6) a (3) — bol nyerhetd:

n n n

brabt —ak'
m- - _m
azaza'aa ' = aX , ahonnan (6) kdvetkezik valoban.

all=]

Azr|mésr|na(2)—bdl vilagos.

Azt |k —1—hez gondoljuk meg a kovetkezdket:

m my
A(3)-bdl barbl=ar |,
n oy
és(2)miatt b bf b'=br |
L
Dk
amibdl 1= br( ) , azaz %(k—l) =0 (n).

Innen adédik azr | k—1.

Az (1), (2), (3) altal prezentalt csoportok halmazat CYCEX — nek nevezziik.

Rendkiviil érdekes, hogy a CYCEX csoportok CYCYSbeli csoportok faktorcsoportjaiként
kaphatok, ugyanakkor CYCYS C CYCEX,

hiszen elég (2) — ben az r = 1 vélasztassal élni.
Végezetiil még egy talany:
3. SEJTES: CYCYS C MAXPIND.
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Fuggelék

A 63. oldalon f6lsorolt 0sszefiiggések bizonyitasa:
@O [sp*P+11pP1=p" (p*) ,aholpe Py, OSP<ol,(s.p)=1.

sp®P+1)" —1 _

Bizonyitas: [sp® P+ 1|pP]=

sp*P
IERTR SYFLANp—
=pP 2 g 5P =
k=2
ahol a szumma minden tagja oszthat6 p * — val. Q.E.D.

Gi)[s2* P+1]2P1=2"+2P(2%) ,ahola>2, ISP<o—1,2,s)=1.

(s 29 P4+ P -1
s-20F

Bizonyitas: [s 2% P+1[28]=

— 7B +(§BJS.20‘—B = 2B+20°_1(2B—1)S,de s=2+1,j>0esetén

2B+2oc—1(26_1)(2j+1):26+20L—1+B.20c—l+j_2oc—1+j+20c—1+6_20c—IE
=2P 20 1=2P %1 (2% hiszen—2%"'=2%"1 (2%). Q.E.D.
Gi)[s2*P-1]2P1=2%" (2%),ahol a>2, ISP<o—1,(2,s)=1.

Bizonyitas: [s2* P -1]2P]=

- =[s:20F-1)2[ (520 -1y \2]..[(&20‘-3—1)26‘1 |2}:s-2“‘3-23‘1-A,
ahol A pératlan. Végeredményben [ s 2% P —1[2P1=2%"B (2%), ahol
B=2j+1,ésigy2*'B=2%+2%"=2%" (2%). Q.E.D.

(iv)(m|k|n) =ZE(m|l|n)esetén [k |n]=[1|n] (m).
Bizonyitds: egészen trivialis. Q.E.D.
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Huppert: Endliche gruppen i.

Coxeter — Moser: Generators and relations for discrete groups

Itt végzddik a CYCYS eredeti kézirata.

Utoirat

Huber Laszlo 1997 julius 2-an meghalt, 42 éves volt. Kézirata azota vart hogy végre meg-
jelenhessen. Szerintem a legnagyobb felfedezése az izostrukturalis csoportok volt, ez egy ér-
dekes szimmetria a csoportok vilagaban. Akit a téma jobban érdekel, irjon a cimemre:
kristofmiklos@freemail.hu

Kristof Miklos
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