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A SZAMIRAS ELOTT

Sok-sok szdzezer éven at kiizdott az ember a vadallatokkal, az éh-
séggel, a betegségekkel, a zord id8jarassal és sajat fajtajaval, csupan
azért, hogy puszta létét fenntarthassa. A nagyon nehezen €18, 4&m
nagyon élni akaré 8sember idejének nagy részét élelmiszerszerzéssel
toltotte, és nem is térédhetett méssal, mint a minden pillanatban
16tét fenyegetd veszélyek elharitasdval és a szinte dllandésult éhsé-
gének kielégitésével. Szamoldsra nem volt sziiksége. Szdmfogalma
kimeriilt a kevés és a sok megallapitdsaval, Ez az 4llapot csak ott
szfinhetett meg, ahol kénnyen és nagy mennyiségben jutott tapla-
lékhoz. Az ilyen -helyek koziil a legfontosabbaknak bizonyultak
azok, amelyeken vadon is megteremtek az 4llandé taplélékot bizto-
sité novények, f8leg a gabonafélék. Az elsé gabonatermd vidéke-
ken, rendszerint valamelyik nagy folyé mentén, dllandésulhatott az
emberi élet. A két nagy folyam koz6tti Mezopotamia rozsa és arpé-
ja, Sziria ténkélye (laza kal4szi gabonaféle), a Nilus-volgy buizéja,
Kindban a Jangce-kiang és a Hoang-ho menti rizs és koles, Mexiko-
ban az évente sokszor kétszer is term@ kukorica nagy vonzder6t je-
lentett a mindig éhes embernek. Tudomasunk szerint a felsorolt
teriileteken tértek 4t az emberek el8szér a féldmiivelS életmodra a
gylijtogetés, a vadaszat és a haldszat helyett. A fejlddésnek ez a sza-
kasza szinte az egész Foldon a csiszolt k8korszakra esik, mintegy
i. e. 10 000-t8l 1. e. 3000-ig. Ekkor alakult 4t az ember passzivan el-
fogadé magatartdsa a természettel szembeni aktiv tevékenység-
gé. A foldmiiveléssel egyiitt jelentek meg a hazidllatok, a szersza-
mok, a cserépedények. Létrejottek az elsd telepiilések. Lassan elkii-
16niiltek az emberi termelémunkék. A foldmiivesek mellett megje-
lentek a sokféle mesterséget gyakorlo kézmiivesek. E telepiiléseken
kialakult egy kézponti hatalom, amely irdnyitotta, dsszehangolta
a termelési dgazatokat, és gondoskodott a telepiilés, majd kés6bb
az allam védelmérdl.

Ebben a korban mar nélkiilzhetetlenné lettek a szamok ¢s az
irds. A foldmiivelés, a sokféle ipari tevékenység, a kereskedelem
mér nem lehetett meg a mérés, a hosszuség, a teriilet, a térfogat és a
tomeg mértékegységei nélkiil. A foldmivelés, a hadviselés és ké-
s8bb az utazas sziikségessé tette a térbeli és az id6beni tdjékozo-
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dast. Megindult a csillagos ég tanulmanyozésa, elkészitették az elsG
naptarakat. A szdm, a mennyiség és a mérés lassan 4tsz6tte az em-
berek egész életét, mindennapi tevékenységét csakiigy, mint a valla-
sos szertartdsokat.

A termelés, a gazdélkodas, az ipar és a kereskedelem sziikségessé
tette a szdmszerii ellenGrzést, a megtermelt, a raktarozott és az elfo-
gyasztott vagy eladott javak hosszabb ideig tartd nyilvantartasat,
feljegyzését. Az elsd irdsokkal egy idGben, i. e. 4000-3000 t4jan
megsziilettek a szimok rovid leirasara alkalmas jelek, majd késGbb
a szdmjegyek. A szdmolashoz kezdetben segitségiil hivtidk a kéz és a
1ab ujjait, esetleg mds testrészeket és kiilonbdz8 segédeszkdzoket,
olykor az id6k folyaman kialakult mértékegységeket. Ezek nyo-
man fejlédtek ki a kiildnb6z6 szdmrendszerek. A szamirds legrégibb
emlékei Mezopotdmidbol és Kindbdl szArmaznak.
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MEZOPOTAMIA

A 60-AS SZAMRENDSZER

A Tigris és az Eufratesz folydk kozrefogta, jé termd, halakban és
vadakban gazdag teriiletnek, de a két foly6 kdzén kiviili termékeny
vidéknek 1s a birtokldsa vagya és torekvése volt a kornyezs torzsek-
nek, népeknek. A Mezopotamiatdl délre esd sztyepp €s sivatag la-
kéi éppen ugy szerettek volna a két folyd termékeny tdjain élni,
mint az északi zord hegyek lakdi. Nem csoda, hogy ez a teriilet az
allandé harcok szinhelye lett.

Mai tudasunk szerint elGszér a hegylakd sumerok vetették meg
ldbukat a két folyd kozében, és annak déli részén els6kként alkot-
tak allamot az i. e. 4. évezred végén, i. e. 3200 tdjan. Viragzo, nagy
varosokat épitettek : Uruk, Ur, Eridu, Suruppak, Lagas népessége
a 25-30 000 f6t 1s elérte. Az 1. e. 3200-2800 koriili Urukbol éksze-
rek, szobrocskak, fegyverek és mazas edények keriiltek eld. Ezeken
még erdsen képszert, de egyszer(is6dé, a késébbi ékirdssa fejlads
jelek, feliratok lathaték. Kezdetben a varosok 6nallé korményzat-
tal rendelkeztek, és csak 1. e. 2300 koriil kezdtek laza szervezetbe
tomériilni. Az igy lassan kialakuld allam egységét azonban a déli,
sémi szarmazast akkddok teremtették meg. Ez az arab t6rzs a su-
merokkal egy id6ben jelent meg Mezopotamiadban és a sumer varo-
sokndl nagyobb katonai erét képviselt. A két nép azonban nem volt
kimondottan ellenséges viszonyban. I. SARRUKIN (Szargon) akkad
kiraly 1. e. 2300 tajan erds, egységes dllamot hozott 1étre egész Me-
zopotamiaban. Ezt alig masfél évszazados fennalldsa utan a hegyi
gutik tdmaddsa dontotte meg. Az Gj egység mar a szintén sémi ere-
detli amoritak alatt jott 1étre, és HAMMURAPI (i. e. 1728-1686) nevé-
hez ffiz6dik. Ez a népének térvényt ado uralkodé az Eufratesz-parti
Babilont (bab=kapu, ilu=isten, Bab-ilu=isten kapuja; gorogo-
sen: Babiilén) a birodalom fGvdrosava épitette ki. Ebben a kor-
szakban az irds — amelyet a hodité népek sorozatosan atvettek a
meghdditottaktél — mar ékirdssa fejlédott.

Az &rucsere, a kereskedelem, az dntdzéses foldmiivelés sziiksé-
gessé tette nemcsak a mértékegységek kialakulasat, hanem a pénz
szerepét jatszo, az aruk értékét jelz8 eziistrudak, -korongok hasz-
nalatét, és a maihoz nagyon hasonlod naptar bevezetését. Naptaruk-
ban 1 év 354 napra, illetve 12 hénapra oszlott, és a honapok vélta-
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kozva 29 és 30 naposak voltak. Hogy az id8beli periédus dsszhang-
ba keriiljon a Nap mo: _asdval, 19 éves ciklusokat szabtak meg, és
ezen ciklusokon beliill minden 3., 6., 8., 11., 14., 16. és 19. év 13 ho-
napbdl, illetve 384 napbdl 4llott.

Ezt a magas civilizaciéju és fejlett kultdraji birodalmat i. e.
1530-ban a hettitdk kiraboltdk és leromboltdk, de az & uralmuk
sem volt tartds. Talitk, tobb mint 5 évszazadra, magukhoz ragadtak
az uralmat az ugyancsak hegylaké kassuték. Alattuk a sumerok tel-
jesen asszimilalédtak és beolvadtak a tobbséget alkotd akkad nép-
be. Az i. e. XIII. szdzadban egész Babilont elfoglaltdk a nemsokéra
vildghatalmat képviseld, harcias asszirok, akik az i. e. IX. szdzad-
ban mér egész Mezopotamia urai voltak. Uralmukat az i. e, VIL
szdzadban a szintén sémi kaldeusok sziintették meg, akik helyreal-
litottdk Babilont. Legnagyobb kirdlyuk, NABU-KUDURRI-USZUR
(Nabukodonozor) el8segitette a csillagiszat, a matematika és a ter-
mészettudomanyok miivelését. A kaldeusokat KijrRosz, a perzsa
héditd igazta le az 1. e. VI. szdzadban. Mintegy 200 év milva a



A 60-AS SZAMRENDSZER

perzsdkat legy8z8 NAGY SANDOR, majd a rémaiak, aztan a téroksk
vették biriokba Mezopotdmidt. Kozben Mezopotdmia teljesen el-
vesztette sokaig kivaltsagos és kiemelkedd kulturdlis szerepét, bar a
tudoméanyok és ismeretek kozvetitését még sokaig vallalta.

Mezopotadmia régi nagysagarol a XI1X. szdzad masodik felében
megindult és a ma is tartd régészeti dsatdsok tanuskodnak. A fel-
szinre hozott leletek kdzott van tobb tizezer ékirdsos szdveget tar-
talmazd égetett agyagtabla. ANDRE PARROT francia régész 1933-ban
megkezdett asatdsal soran megtalaltak az Eufratesz partjan a legen-
das Mari varos romjait. A varost annak idején HAMMURAPI rombol-
ta le. Az Eufratesz jobb partjin épiilt varos Abu-Kemaltél mintegy
10 km tavol van. Mari kirdlyi palotdjanak levéltarabél kb. 20 000
babilon ékirasos szoveg keriilt eld : levelezések, rendeletek, gazda-
sagi feljegyzések. Ezek koziil a legrégibbek az 1. e. 2000. év tajéka-
rél szdrmaznak.

1974-ben a szintén Eufratesz melletti Meszkenében, a régi Elméar
- kikdt8varos romjaibdl is elSkeriilt néhdny szaz ékirdsos agyagtabla.
A nagy meglepetést azonban 1975-ben az olasz PAOLO MATTHIAE
professzor kutatasai eredményezték. O Aleppétdl délre megtallta
azeltemetett Ebla varosat, ahol a kirdlyi palota két kis szob4jaban
mintegy 15 000 agyagtabla rejtézétt az i. e. 2400-2300-as évekbdl.
E tablak egy része a mar megfejtett sumer nyelven irédott, de igen
soknak a szovege egy még ma sem teljesen ismert, nyugati 6sémi
nyelven régzit értékes adatokat a kor gazdasagi és kulturalis életé-
rél. B tablak kozott taldltak ré az emlitett Okdnadni nyelvet és a
sumer nyelvet Osszekapcsolo szotarra is. A tdblak kozott még isko-
lai szovegek is vannak, amelyeken a tanuldk hibai és ezek javitésai
latszanak. Az itt fellelt irodalmi vonatkozdst emlékek egyike a
Gilgames-eposz leirdsa.
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MEZOPOTAMIA

A Mezopotadmidban és annak kornyékén taldlt nagyszami ék-
irdsos tabla k6zott tobb szdz kimondottan matematikai tartalmu.
Ezek alapjan hii képet adhatunk az i. e. 2000. év tdjan hasznalt
mezopotdmiai szdmirdsrdl és meglepden iigyes szdmolési techni-
karol.

A szédmokat 1-t8l 60-ig kiilonbozG alaki és helyzetli ékjelekkel
irtdk le. Ezeket a jeleket egy hdromszdg keresztmetszeti palcikdval
nyomtdk a még puha agyaglapra. A teleirt tablat azutan kiégették.
1-t81 10-ig olyan ékekkel jeldlték a szamokat, amelyeknek a hom-
loka feliil van:

o _ T vw Yvv_
¥ Sl Yv=2 yYV=3  yy=4 vy =%
Yvy vy Yvy
;;;:6: Yvy =7 yvy=s, Yvy =9
Y vy vy

A 10 jele egy kapocsszerii ékjel volt: ( . A szamok 10-t8] kezdve
59-ig:

(=0 Y= <TV=2,  <VVV=5,

e ’ o €€, €L T
(;;;_19, €€=20, €<€«€=30, << 40, « 50, « ::: 59.

A 60 leirasara ugyanazt a jelet haszndltak, amit az 1 leirdsara, vagy-
is a ' jelet. Szamirasukban tehat 1-t81 59-ig a nem helyi értékes
10-es szamrendszer fedezhetd fel, azutdn pedig a helyi értékes 60-as
szdmrendszerben irtdk a szamokat. Az egyes helyi értékeket kez-
detben kis hézaggal kiilonitették el egymdstol, példaul :

(" (("v = 12-60 +23 =743,
vagy:  JY YWYV <V =260"+360+n=730.

Némi zavart okozhatott az, hogy az iires helyi értékeket nem
jelolték, tehat példaul a v ' YV jelenthette a 2. 60+ 3=123-at,
v

) 3 3
. 2 — - ( — 1= . —_—]
de a 2. 6024 3=7203-at is, s6t még a [2+6O ot vagy a [2+ 602] t

is. Amint a 0 jel hidnya, ugyanugy az egyesek helyének nem jeldlése
is olvasési pontatlansdgot okozott, amelyet azonban eleinte enyhi-



A MEZOPOTAMIAI SZAMOLASTECHNIK A

tett az, hogy a szdvegekben mindig megnevezett szamok fordultak
el8, tehat a szam nagysagrendjét a szovegbdl kovetkeztetni lehetett.
Késébb azonban a zérus jelének bevezetése elkeriilhetetlenné valt.
Erre hasznéaltak a két, egymas ala irt 10-es jelet: € . Tehat pél-
ddul a <

((Y" : ((<<<Y:22-60’+0»60+51=79 251- et

jelenthette. Az azonban, hogy a szdm végén 4ll6 zérust sohasem ir-
tak ki, és hogy az egyesek helyét nem jeltlték, elég nagy bizonyta-
lansagot okozott a szdmolvasasban, még a szoveg segitsége mellett
is. A babiloni helyi értékes 60-as szamrendszer{i szdmirdsnak ezeket
a fogyatékossagait csak a gorég csillagdszok sziintették meg, koz-
tiikk PTOLEMAIOSZ, aki — mint még a kzépkorban is sok csillagasz -
tAmaszkodott a babiloni csillagiszati eredményekre, és ezek, vala-
mint a babiloni csillagaszati tablazatok is 60-as szdmrendszerben
irddtak.

A Mezopotdmidban kialakult 60-as szamrendszer el6zményei
taldn a sumer és az akkdad suly-, illetSleg pénzegységekre vezethet8k
viisza. Amikor az akkddok megszerezték az uralmat a két foly6 ko-
zén, akkor mar mind a sumeroknak, mind az akkddoknak megvolt
a maguk silyegysége. A sumer sulymértékegység a mina volt (kb.
fél kp), az akkadoké pedig a sékel. A sékel azonban 60-szor kisebb,
mint a mina. Az egységes allam megteremtése utdn megmaradt hasz-
nalatban mind a két mértékegység. Ezek egyszersmind pénzegysé-
gekiil is szolgaltak (1 eziist mina = 60 sékel). A gazdasagi élet fejlédé-
se tovabbi, nagyobb pénzegység bevezetését kivanta, és a mér ki-
alakult 60 valtoszam felhaszndlasaval bevezették a talentumot,
vagyis 1 talentum= 60 mina= 602 sékel. A mindennapi életben bi-
zonyara példaul a 110 sékel helyett mind gyakrabban mondték,
hogy 1 mina és 50 sékel vagy roviden egy 6tven, amint miis az 1 Ft
50 f helyett sokszor mondjuk, hogy egy otven. A stly- és a pénzegy-
ségben kialakult 60-as szamrendszer elég meggy8zGen magyarazna
a babiloni helyi értékes 60-as szamrendszerii szdmirast.

A MEZOPOTAMIAI SZAMOLASTECHNIK A

A legrégibb rank maradt babiloni matematikai emlékek a szamolast
megkonnyitd és meggyorsitd tablazatok. Ezek kozott taldlunk
szorzotabldkat, reciprok-, négyzet-, kéb-, négyzetgyok- és kob-
gyoktablazatokat. Az osztast a szorzo- és a reciproktablazatok
egyiittes alkalmazasaval végezték el. Példaul a 75 : 8 osztés kisza-

; ; 1 :
mitasa Ggy tortént, hogy a reciproktablazatbol kikeresték 2 értékét
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MEZOPOTAMIA

[%—i— %?E] , s ennek a 75-szOrdsét kiolvastidk a szorzdtablazatbdl
94—24--- 3q— Ugyanilyen médon keriilték el a kbzonséges tir-
0" 3606) - Ugyanilyen on kerii el a kozbnséges tor

tekkel valé szamolést is; példaul: g{—) esetében a reciproktdblazat-

bol kikeresték a 20 reciprokat, azaz az ilﬁ-ot, atalakitottdk hat-

60 60
nem taldltak pontos értéket, akkor megelégedtek kozelitd ered-
ménnyel is.

Bizonyos esetekben a kozelitést igen magy pontossdgig tudtdk
fokozni. Erre meglepd példa a J2 igen pontos kozelitd értékének
az ismerete. New Yorkban a Yale Egyetem babiloni gyiijteményé-
ben &riznek egy k8korongot, amelyen a 2. dbra rajza lithaté.
A négyzet vizszintes atlojara irt szdm: 1+§—?}—+ —65—615-;- “6%)-3"%
~1,414 212 2, ami kozismerten a }'2 igen j6 kozelitése. A négyzet
bal felsd oldaldra irt szam, a 30 bizonyara a négyzet oldalhosszat
. ., 25 35
jelenti, és akkor a legalsé szim, a 42+-6-6+mm42,426 388 8
pedig a négyzet 4tléjanak (30)2) kozelité hossza. Ez a kozelits
pontossdg méltdn vivja ki csoddlatunkat. A magyardzatot az adja
meg, hogy a babiloni matematikusok, szdmolémesterek ismertek
egy j6 iterdci6s eljarast a VY2 meghatdrozdsira. Ennek lényege
a kovetkezd :

Legyen feladatunk a Ja tetsz8legesen pontos kizelits értékeinek
a meghatérozasa, ahol a>1.

vanados tortté [i] , és ezt szoroztdk 7-tel: 2—1 Ha a tibldzatban

Induljunk el egy altalunk valasztott (durva) kozelits értékkel, az
Xq-lal gy, hogy

Va>x,>1 ésahiba hy=}a—x,<1
legyen.
Ekkor, mivel a s " -
——=Va, azért —>Va.
Va o
fgy sikeriilt a Va értékét két korlat kdzé szoritanunk :
Xo<Va<2,
*o
amint ezt a szdmegyenes is szemlélteti.
Bizonyéara e két korlac szdmtani kdzepe:

1 a
xlzi —x0+x_u
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szintén egy kozelitd érték. SzAmitsuk ki a Ya=~x, esetében elkive-
tett hibat, h-et!

il a | —2x ata|_
hl:kxl_ya|:‘§[xu+x—] V ‘:i 2;1’/

- o }/a) X l@)- , mivel x>1.
I 2 -
Az x, vélasztas esetén azonban az elkovetett hiba, hy=Va—
—xo=<1, azért
h} :
hlhgﬂ— o7 =p<hy, hiszen ho<1.
Az x, tehat jobb kozelitd érték, mint az x.

Ha most ezt az eljarast ismételjiik, az x, helyett mindjirt az
{53 1
x,-et valasztva, akkor az x,-nél is jobb: X=3 [x1 ~ ] kozelitést
1

nyerjilk. Az eljaras ismétlésével tetszéleges pontossdggal hatdroz-
hatjuk meg a Va értékét. Ezt az ismétléses eljardst, ezt az iteraci6t
a mezopotamiai szdmolémesterek ismerték, és a V2 kozelits érté-
kének kiszdmitasara alkalmaztik. Ha a Y2~1,3 elég durva kéze-
litéssel kezdiink, akkor is, mir a mésodik 1épés utdn megkapjuk az
1,414 222 4 értéket (zsebszadmoldgéppel).

Ugyancsak a fent vazolt médszert haszndltdk Mezopotdmidban
a Va?+b kozelitésére is. Ha az els8 kozelits értéknek az a-t vé-
lasztjuk, akkor az el8bbiek szerint :

a<Va?+b< a_;_lj .

és a masodik, jobb kozelités az
3
o=l [a+a_ai_b]:a+£. .
Ez a kozelités mindig nagyobb, mint a helyes érték, hiszen
[a+ 3]2: a2+ b+ P_.z_
2a dag®’

Talan mondanom sem kell, hogy az dékori Babilénidban nem
hasznaltak még képleteket, csak szavakba Ontott megoldasi utasi-
tasokat. A megokol6 gondolatmenetet nem kozolték, csupan azok
a receptek maradtak rank, amelyek megegyeznek a fent kozolt
gondolatmenet eredményével. Elképzelhetetlen azonban, hogy a
babiloni ,receptek” készen sziilettek. Valamilyen gondolati utat be
kellett jarni ahhoz, hogy a babiloni, tiszteletet érdemls eredmények
létrejdjjenek. Ezek a szamolasi utasitdsok sejteni engedik, hogy nem
jarunk messze az igazsagtol, ha azt dllitjuk, hogy az eredeti gondo-
latmenetek a kozoltekhez hasonldk voltak.
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A BABILONI ARITMETIKA

Mieldtt a részletes targyalasba kezdenénk, allapodjunk meg abban,
hogy a helyi értékes 60-as szamrendszerbeli szimok irasandl az
egyesek utdn pontosvesszét tesziink, ha tortrész is kovetkezik utd-
nuk; mashol azonban a kiilonb6zd helyi értékeket vesszGvel va-
lasztjuk el. Tehat példaul :

26,32;53,41=26 - 60+ 32+ 53 - 607441 - 6072,

vagy
2,0,33=2.602+0 - 60+ 33.

1945-ben OTTO NEUGEBAUER €5 A. SacHS New Yorkban a Co-
lumbia Egyetem Plimpton Konyvidraban felfedeztek egy ébabiloni
cseréptablat (Plimpton 322). A cserép egy tébbrészes tablazat t5-
redékeit tartalmazza, de sikeriilt a felfedez6knek a tablazatot ki-
egésziteniitk. A rekonstrualt és részben kiegészitett tablazat igy
néz ki:

2 p? | a i ¢ || P i q
| | | |
2,0  (120) | 1:59,0,15 1,59 (119) | 249 (169) l 1 425
57,36 (3456) | 1;56,56,58,14,50,6,15 56,7 (3367) | 1,20,25 (4825) | 2| 64 | 27
1,200  (4800) | 1;55,7,41,15,33,45 1,16,41 (4601) | 1,50,49 (6649) | 3| 75 | 32
3,450 (13500) | 1:53,1,0,29,32,52,16 | 3,31,49 (12709) ' 59,1 (18541)'| 4 125 | 54
1,12 (72) | 1;48,54,1,40 | L5 (65) 1,37 ©n S| 9| 4
6,0  (360)  1:47,6,41,40 519 (319) 81 (481) 6 /20| 9|
450  (2700) | 1:43,11,56,28,26,40 38,11 (2291) | 59,1 (3541) | 7 54|25
16,0  (960) | 1;41,33,59,3,45 L 13,19 (799) | 20,49 (1249) | 8 32 15
10,0  (600) | 1;38,33,36,36 81  (481) | 12,49 (769) | 9|25 12
1,480  (6480) |1;35,10,2,28,27,24,26,40 1,22,41 (4961) | 2,16,1 ~ (8161) | 10 | 81 40 |
1;0 (1) | 1;33,45 | 045 (0,75)| 1;15 (1,25) | 11| 10,5
40,0  (2400) | 1;29,21,54,2,15 27,59 (1679) | 48,49 (2929) 12| 48 25
4,0  (240) | 1;27,0,3,45 241 (161) | 4,49 (289) | 13|15 8
45,0  (2700) | 1;25,48,51,35,6,40 2931 (1771) | 53,49 (3229) | 14 | 50 | 27
1,30 (90) | 1;23,13,46,40 56 (56) | 1,46 (106) | 15| 9| 5

Az ltalunk b-vel, p-vel és g-val jelolt oszlopok és a tablazat ala-
huzott szamai, illetve szdmjelei a <ériilt cseréprdl hidnyoztak. A za-
rojelben szerepl6 szdmokkal, a kénnyebbség végett, az eldttiik allo
szamokalt tiintettiik fel a helyi értékes tizes szamrendszerben. A fel-
fedez8k a tablazatban hibas adatokat is taldltak. Eredetilegaz ,,a”
oszlopban a 8,1 helyett 9,1 és a 2,41 helyett annak a négyzete, a
7,12,1 szerepelt. A ,,¢” oszlopban is a hibas 3,12,1-et és az 53-at ki
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kellett igazitani 1,20,25-re, illetve 1,46-ra. Ahhoz, hogy ezeket a
javitasokat ilyen hatirozottsaggal végre lehessen hajtani, rd kellett
jénni arra a torvényszerfiségre, amellyel a tdblazatot készitették.
A szdmok helyett most azt a bet{it fogjuk hasznédlni, amelyet a szam
oszlopa f6lé irtunk. NEUGEBAUER és SacHs észrevették, hogy a ¢2—
—a? kiilénbség ismét négyzeiszam : b2, ha pédig képezik a c¢?:b* ha-
nyadost, akkor rendre azokat az I-hez kozeli értékeket nyerik, ame-
Iyek a ¢? : b? feliratt oszlopban taldlhatok. A tédblazat hidnyzd ré-
szén tehat ezeknek a b2-eknek a négyzetgydkei, a b-k bizonyara sze-
repeltek, gy, ahogyan ezt a ,,b"-vel jelolt oszlopban latjuk. Ezek
utdn mér a hidnyzé szamok potlasa é€s az észrevett hibak kijavitdsa
természetesen adddott. ;

Kideriilt tehat, hogy az a, b és ¢ szdmok pitagoraszi szamhéarma-
sok, azaz derékszog(i haromszig oldalainak mér@szdmai lehetnek,
méghozza olyan mérdszamok, amelyek véges hatvanados tértekkel
fejezhetSk ki. A tablazat a, b és ¢ oszlopal megengedik, hogy az
egyesek helyét énkényesen valasszuk meg. Mi ezen szdmok mind-
egyikét — a 11. sorban szereplSk kivételével — egész szdmoknak
tekintettiik, mert igy a tizes szdmrendszerben is egész szédmokat
nyertiink. Lehetett volna példaul: az 1,59=119 helyett 1;59=

A Plimpton 322 tabla
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=1+ Z—g-ot is venni, ugyanigy a 2,49=169 helyett 2;49=2+ ;—g—ot.

Ekkor persze a ,,b” oszlopban a 2,0= 120 helyett is a 60-szor kisebb
2=2 keriilt volna.

Az a, b és c egész, illetve racionalis szdmok tehat kielégitik a

ct—ag?=p?, illetve a
c)? [a)?
[S] _[I_J] =1 feltételt.

Jeloljiik az egyszerfiség kedvéért a g és g raciondlis szdmokat s-sel,
illetve t-vel, ekkor
s2—r2=1
vagy
(s+t)(s—1t)=1.
fgy S+ t= L

s—t°
Mivel s+ ¢ racion4lis szam, azért‘;—’ alakba irhatd, ahol p és ¢

természetes szamok. Ezzel az 4tirdssal:

s+ f——*‘?—
q
és
sp=l.
P
Innen:
—p2_+_q2 . pZ___q2
2pq 2pq
tehat :
[pz+qz]z_ [Pz_qz]z= ,
2pq 2pq
vagy

(P*+ %) —(p*—q9»)*=(2p9)*.

Az igy atalakitott egyenl8ségbdl latszik, hogy ha p és ¢ természetes
szam, akkor (p*+¢2), (p>—g?) és 2pg természetes szamok, és pita-
goraszi szdmharmast alkotnak. Ha példaul

p=12 és g=35,
akkor

PP—g?=119, p*+¢*=169 é 2pg=120.

Az eredményekben rdismerhetiink a Plimpton 322 t4blazat elsd
soradban szerepld szamokra : a=119, b=120 és ¢=169.
Az altalunk kiegészitett tablazatban szerepelnek az egyes szdm-
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harmasoknak megfeleld p és g értékek is. Ezek valdszinfileg az ere-
deti tablézat hidnyzé részén szintén megvoltak (természetesen a
60-as szAmrendszerben). A helyi értékek megvélasztdsanal kivé-
telt tettiink a 11. sorban, ahol a b, @ €s ¢ oszlop szdmait rendre
I-nek, 0,75-nak és 1,25-nak vettiik azért, hogy a p és a g szdméra

ne kelljen irracionélis szamot [}/Gﬁ és KSE] valasztanunk. Eszreve-

het8, hogy a tablazatban szerepl§ pitagoraszi szdmharmasok a
¢? : b* hanyados fogy6 értékei szerint vannak rendezve. (Ugyantigy
a p : ¢ hanyadosnak fogyd értékei szerint is.) Ezeket a hdnyadoso-
kat a tdblazat szerkeszt&je igen gondosan, 8 hatvanados helyi érték
pontossdggal szdmitotta ki, ami 14 tizedes pontossidgnak felel meg.
A babiloni aritmetikdhoz tartozik még a mértani sorozat és a
négyzetszamok sorozatanak az ismerete. Volt tdbldzat, amelyen az
14224234 . 4+2°% vagy az 12422432+ . 4+ 10% osszeg értéke
olvashat6. Majdnem biztosan feltételezhetjiik, hogy altaldnossag-
ban is ismerték e sorozatok elsd n elemének Gsszegzési eljardsat.

A BABILONI ALGEBRA

Azalgebra {6 tdrgya hosszu id6n keresztiil az egyenletek megoldasa
és vizsgalata volt. Ilyen értelemben beszélhetiink babiloni algebra-
r6l, annak ellenére, hogy a ma szokdsos algebrai jelolések akkor
még ismeretlenek voltak. lgaz ugyan, hogy a babiloni ékirds bizo-
nyos esetekben igen jél pdrolta az algebrai jeleket. Ha példéul egy
feladatban egy téglalap hosszisaga és szélessége ismeretlen, akkor
ma ezeket az ismeretlen mennyiségeket példaul x és y betifkkel
jeloljik. Az ékirdsban azonban egyetlen ékjel irta le azt a szét, hogy
hosszisag és egy masik ékjel azt, hogy szélesség. Ilyen koriilmények
kozott nem volt sziikséges az ismeretlenek szdmadra a kiilon jelslés,
s6t nem is lett volna el@nyds.

Az ékori Mezopotamidban hidnyzott az egyenletmegoldas mai
formalizmusa, de az egyenletekre vezetd feladatok megoldasi re-
ceptjei teljesen megegyeznek a mai megolddképletekkel. Nem ko-
zolték ugyan, hogy milyen tton jutottak el a megoldéshoz, de a leg-
tobb esetben a kovetendd utasitasokbdl kovetkeztethetiink a gon-
dolatmenetre is. A babiloni egyenletmegoldasra jél jellemzd példa-
kat valogatott Gssze VAN DER WAERDEN az Egy tudomdny ébredése
cimfi, magyar forditasban is megjelent kényvében. Innen szemeltem
ki néhény feladatot. Ezeknek talaljuk az alabbiakban az dbabiloni
megoldésat, kisérve a mai jeldlésekkel.

A konnyebb megértés kedvéért bocsassunk elfre egy sablont,
amelyet Mezopotamidban rutinszeriien hasznaltak az
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xX-y=a
x+y=b
alaku egyenletrendszer megolddsara. Nem a nekiink legkézenfek-
v&bb mddszert hasznalidk az egyik ismeretlen kikiiszébdlésére, ha-
nem iligyes helyettesitést alkalmaztak, amely mindig jol hasznélha-
10, ha az x+ y értéke adotr.
Legyen

—é-i—u és L
x=3 s y=p—u.

Ekkor igaz marad az eredeti masodik egyenlet, most is x+y =b.
Az x és az y helyett tehat egy harmadik ismeretlent vezettek be:
u-t. fgy az els6 egyenlet :

oo

alakot oltott, ahonnan :
bl

— —ul=a,

A gybk negativ értékét nem vették szdmitdsba. Az igy kiszamitott
u segitségével

és

és

Legyen példaul a babiloni szovegben az
xy=a
x+y=b

egyenletrendszerrel leirhaté feladat a kovetkezd:

A szélesség meg a hosszusag 30. A teriilet 221. Mekkora a szé-
lesség és a hosszusag?”

A megoldasi utasitas ilyenforma volt : Eljarasod ez legyen : Térd
a 30-at ketté: 15. A 15-sz6r 15 egyenld 225-tel. Vond ki ebbdl a terii-
letet : 225-b81 221 az 4. Négyzetgyoke 4-nek: 2. Add ezt a 15-hoz:
17. Megkaptad a hossziisdgot. Vond kia 2-t a 15-b6l: 13. Ez a szé-
lesség.

A szélesség meg a hosszusag: 17 meg 13 az 30. A teriilet: 17-szer
13 az 221.
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Amint latjuk, a megoldasi recept rendszerint az eredmény préba-
javal fejez8dik be. Ez mar kétségkiviil a bizonyitasi igény jelentke-
zését mutatja, bar tavolrdl sem latszik még az a térekvés, hogy a
megoldds modjat meg is értesse az olvasdval. Az utasitas ellendriz-
het8leg sz6rdl szora koveti az altalunk nyert megolddképlet szerinti
miiveleti sorrendet.

Az elsG Gbabiloni példdnk HAMMURAPI idejébdl szdrmazik:
»Hosszisag, szélesség. A hosszlsagot és a szélességet dsszeszoroz-
tam, és igy megkaptam a teriiletet. Amennyivel pedig a hosszlsag
meghaladja a szélességet, azt hozzdadom a teriilethez, és 3,3[-at
nyertem]. A hosszusag és a szélesség Gsszeadva 27. Mi a hosszisag,
a szélesség és a teriilet?”

A megoldés leirdsdban hasznaljuk a 10-es helyi értékil szamirast,
igy a feladat algebrai megfogalmazasban :

xy+x—y=183
x+y=27.

A babiloni megoldés : ,,Eljardsod ez legyen : 27-et, a hosszisag és
a szélesség Osszegét add a 183-hoz: 210.” Ma igy mondanank : Add
Ossze a két egyenletet :

xp+2x=210

VAgY
x(y+2)=210.

A babiloni széveg igy folytatja: ,2-t a 27-hez add hozz4: 29.”
Ugyanez ma : Adj a masodik egyenlet mindkét oldaldhoz 2-:

x+(yp+2)=29.

Vezessiink be most 0 ismeretlent, az y'-t: legyen y+2=y". Ekkor
egyenleteink :
xy'=210

x+y'=29,

fgy eljutottunk az elSrebocsatott példahoz, amelyet a babiloni
szdmoldmesterek mar rutinszeriien oldottak meg :

»29-bAl letorod a felét. 14,5-szer 14,5 az 210,25, Levonsz 210-et
a 210,25-bél. A kiilénbség 0,25. Négyzetgyoke 0,5, Az els§ 14,5-hez
add hozza a 0,5-et: a hossztsag 15.

Kivonsz a masodik 14,5-b31 0,5-et : a szélesség 14, Azt a 2-t, amit
a 27-hez hozzéadtal, levonod a 14-b6l, a szélességbfl: 12 a végleges
szélesség. A 15 hosszisdgot a 12 szélességgel Osszeszoroztam:
15-sz6r 12 az 180. Ez a teriilet.”

Végiil jon a proba: ,,A 15 hosszasdg a 12 szélességen mennyivel
nyulik til? 3-mal haladja meg. 3-at adj a 180 teriilethez: 183.”

29



30

MEZOPOTAMIA

A kovetkez$ feladat szintén kétismeretlenes, de elséfoki egyen-
letrendszerre vezet :

»1 bur teriiletr8l 4 ghir gabonat arattam. Egy masik burrél 3 gir
gabonat arattam. A gabona 8,20-szal haladja meg a gabonat.
A foldjeimet Gsszeadva 30,0-at kapok. Mekkorak a foldjeim?”

A megoldashoz ismét helyi értékes 10-es szamrendszerii szdmo-
kat haszndlunk. A babiloni szdvegben keveredik kétféle mérték-
egység. A terméshozamnél szerepl8 giir gyakorlati mértékegység.
A gabondk kiilonbsége (8,20=500) viszont ,,tudoményos” mérték-
egységekben : sildkban van megadva :

I gtr=2300 sila.

A bur szintén gyakorlati teriilet-mértékegység, de a foldek Ssszege
(30,0=1800) sarban van megadva, ami mér ,tudomanyos” mér-
tékegység :

1 bur= 1800 sar.
A feladat adatai a wtudoményos” mértékegység-rendszerben :

4 giir= 1200 sila
€s .

3 glir=900 sila.

Mi valahogy igy gondolkozndnk : A jobb f6ldén x sar teriileten

termett %x::—;x sila gabona. A rosszabb foldén y sar teriilet
900 L o 2 1
hozott 1800737 sila gabonat. A kiilonbség: 3573 y=1500.
Az &sszes foldteriilet : x+ y=1800. Ezutdn megoldanank a
22 <24
g F—g Y= 500
x+y=1800

egyenletrendszert. (x= 600 sar, y= 1200 sar.) _

A babiloni feladatmegoldd azonban igy gondolkozott: .. Térd az
1800-at, a foldek teriiletének az &sszegét ketté: 900. Végy tehat
900-at és még egyszer 900-at!”

Vagyis, ha a j6 és a rossz fold egyarant 900 sar lenne, akkor

a j6 foldén teremne %gg 900=600 sila, a rossz f6ldon pedig
—128%?} 900=450 sila. A terméshozamok kiilonbsége tehat 150 sila

lenne. A feladat szerinti kiildnbség azonban 500 sila, tehat a
150 silat 350 silaval ndvelniink kell. Ha a j6 foldet 1 sarral ndvel-
Jiikk €s ugyanakkor a rossz foldet 1 sarral csokkentjiik, akkor a

termés nd % silaval és egyidejiileg csdkken El sildval, vagyis a ter-
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méskiilonbség §+ %:% sila. Ahdnyszor a % sila megvan a 350 sil4-

ban, annyi sart kell a sildny f61db&l j6v4 mindsiteni, azaz 350 : g:

=300 sart. Igy a j6 fold 900 sarrél 1200 sarra szaporodott, &s
a rosszabb 900-ré1 600 sarra csdkkent.
Az utolsé mozzanatot a babiloni széveg igy hajtatja végre : ,,Mit

7
kell g-dal szoroznom, hogy megkapjam a 350-et? Végy 300-at, mert

74
300-szor g & 350. Vond ki ezt a 300-at az egyik 900-bdl, amit

kétszer vettél fol, és add hozzd a maésikhoz. Az els@ 600-at ad, a
masodik 1200-at. 1200 az els§ fold teriilete, 600 a masodik fold
teriilete.”

Joggal feltételezhetjiik, hogy a babiloni matematikusok ismerték
az egyszer(i algebrai azonossagokat, persze nem képletszertien, ha-
nem szavakban, szabélyokban. Ilyen szabélyokra gondolunk : Két
tag osszegének és ugyanazon két tag kiilonbségének a szorzata
egyenld a két tag négyzetének a kiilonbségével ; mivel egyenld egy
kéttag Osszeg négyzete, kdbe; kiilonbség négyzete, kobe? Ezt ta-
nusitja a kovetkezd feladatuk :

»Két négyzetem teriiletét osszeadtam: 25,25. A masodik négy-
zetoldal az els§ négyzet oldalénak kétharmada meg még 5 gar.”

A feladat egyenlet alakban (10-es helyi értékii szdmokkal) :

x4+ y2=1525

y:§x+5.

Latszik, hogy a kovetkezs 1épésnél a [% x+ 5] négyzetre emelésével

meg kellett birk6zniuk. A négyzetet az els§ egyenletbe helyette-
sitve kapjuk a

13x2+60x=13 500

egyenletet, amelybdl az x értékét a ma ismert és hasznalatos megol-
doéképletnek megfelel§ utasitdssorozattal szamitottdk ki. Sajnos
nem maradt annak semmi nyoma, hogyan jéttek ra a masodfoka
egyenlet megoldési eljardséra, de igen valdszini, hogy teljes négy-
zetté kiegészitéssel.

Megemlitem még, hogy készitettek x?(x+ 1) és x*(x—1) tablaza-
kat is, amelyek segitségével az

X34+ x2=qg é az x¥—x?=q

alakira visszavezethet8 harmadfoku egyenleteket meg tudtak ol-
dani.

31



32 MEZOPOTAMIA

Amenhotep (i. e. 1527-1506)
irnok pozban

Az eddigiekbdl talan kitiinik, hogy 4000 évvel ezelGit a babiloni
matematikusok gondolkozasmédja kifejezetien algebrai jellegli
volt, és ezen a teriileten bamulatos eredményeket értek el.

A BABILONI GEOMETRIA

Méga XX.szazad elején tgy tiint, hogy a babiloni geometria néhny
jol-rosszul megoldott gyakorlati, {Gleg teriilet- és térfogatszamitdsi.
feladatra szoritkozik. Eléfordult a Pitagorasz-tétel hasznalata is,
de inkédbb csak iiriigyképpen az egyenletmegoldasi feladatok kap-
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csan. 1936-ban azonban kideriilt, hogy a babiloni geometriat csak
azért becsiiltiik le, mert nem tudtunk réla. Ebben az évben a szizai
4satdsokbol (ma Irdnban a Karkheh és a Dzsurrahi folyk kozott)
elGkeriilt a matematikai tartalmu agyageserepek koziil egy olyan is,
amely Osszehasonlitja azokat az ardnyokat, amelyek fenndllnak
a szabdlyos sokszogek teriilete és oldaluk négyzete kozott. Ezeket
az ardnyokat fellelhetjilk a harom-, négy-, 6t-, hat- és hétszogek

esetében. A szabélyos dtszognél ez az ardny a tabla szerint: 1 3

(1:40), a hat- és a hétszdgeknél pedig 2,625 (2;37,30), illetve 3,683
(3;41). Ugyanez a tabla feltiinteti a szabélyos hatszog keriiletének
és a koré irhaté kor keriiletének a viszonyat is. Ez az érték 0,96
(0;57,36). Ebbdl az aranybdl kovetkezik, hogy m értékét 3,125-nek
vették, ami nem is rossz kozelités.

Egy babiloni cserépen 14that6 a 4. dbra szerinti rajz. Az ABC de-
rékszogli haromszdg oldalainak a cserépen feltiintetett méretei:
AB=175, BC=60 és AC=45. Szerepel a rajzon az ACD, a CDE, a
DEF és az EBF derékszogli haromszogek teriilete is. Ezek rendre:
486 (8,6), 311,04 (5,11;2,24), 199,066 (3,19;3,56,9,36) és 353,894
(5,53;53,39,50,24). Ezeknek a teriiletértékeknek a segitségével sz4-
mitotta ki a feladat szerz8je az AD, a CD, a BD és a CE szakaszok
hosszat, nyilvdnvaléan felhaszndlva azt a tételt, hogy hasonl6 ha-
romszogek teriileteinek aranya egyenld a megfelelS oldalak négyze-
teinek az aranyaval. Példaul:

AD?: AC*=tpc i Lacp

illetve :
AD? ; 452=486 : 1350.
Ebbdl:
[ 486452
AD= L —355 =27

Hasonlé médon szamitja ki és adja meg a tabla a CD=36, a BD=
=48 ésa CE=21,6(21;36) hosszlisagok mérdszamait is. A szbvega
DE sz4mitdsanal megszakad, de igy is meggyGzden tanusitja, hogy
a babiloni szdmolémesterek ismerték és alkalmaztdk a hasonlosag
fogalmat. ErdemiikbS] nem sokat von le az, hogy a kor keriiletét
szamitottdk a w=3 rossz kozelitd értékkel is, vagy hogy a csonka
kip térfogatdnak kiszdmitdsdra a

V= % (BR*+3r%) - m

hibas képletet haszniltak. Megjegyezziik, hogy a négyzetes csonka
gila térfogatat is el6bb a helytelen

F= ; (@*+b%) - m
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képlettel hatdroztak meg, de késGbb hasznaltdk a helyes
=[]
képletet is.

Annak bizonysagdul, hogy a babiloni geometria nem volt a mai
értelemben az dbabiloni matematika része, hanem inkdbb csak egy
lehet&séget jelentett az aritmetikal vagy algebrai szdmitdsok alkal-
mazdsara, alljon itt egy korabeli geometriai szovegii feladat:
Az 5. dbra szemlélteti, hogy :

Egy 0330 hossz1 gerenda (a) a falhoz (b) tAmasztva 4ll. Feliil 0;6-
dal lecsuszott (¢). Lentr6l mennyivel tavolodott el? (x=?)

A feladat szerint az ABC derékszog haromszog a=0;30 (0,5)
atfogdjabdlésa b=a—c=0;30—0;6=0;12 befogdjabdl ki kell sz4-
mitani a masik befogét. Ez a Pitagorasz-tétellel tértént :

x=V0;302-0;122~0;27,36 (0,46).
Ennek a feladatnak a kiilonféle valtozataira a mai tankdnyvekben is
sokszor rabukkanhatunk.

A babiloni matematika értékelésénél, igy hiszem, a legrealisabb
szempont az, hogy mennyire tudta kora gazdasdgi, termelési igé-
nyeit kielégiteni. E tekintetben nincs mit felréni a babiloni mate-
matikusoknak. A gyakorlati élethez valé szoros kétddésre mutat
az, hogy megelégedtek a szamolasi eljarasok rogzitésével. Megoko-
lasokkal ebben a korban nem taldlkozunk. Taldn ez magyardzza
azt is, hogy egy-egy hibas képlettel (csonka gila) sokéig elszdmol-
gattak, ha az a gyakorlat szamara még elfogadhaté értéket szol-
galtatott. Ez az oka annak is, hogy nem jelentett szimukra elméleti
problémét az, hogy példaul: a 2 egészen mas természetii szdm,
mint az egész vagy a tortszamok. Amint lattuk, a gyakorlat sza-
méra a J2-t tetsz6leges pontossdggal meg tudtdk hatdrozni, és ez-
zel meg is elégedtek. Ez a nagyon gyakorlati alapokon nyugvo, al-
gebrai jellegli matematika azonban biztos lehet8séget nyitott a mai
értelemben vett matematika kifejl6déséhez.
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O-EGYIPTOM TORTENETENEK ATTEKINTESE

- A Nilus volgye és a két folyd koze : Egyiptom és Mezopotamia ha-
sonlitottak abban, hogy mindkettd termékenységét az id&szakon-
ként kidrado folyok biztositottdk. Mezopotdmia azonban Egyip-
tomhoz képest nyitottabb teriilet, amelyen stirlin véltakoztak az
uralkodé népek. Nyersanyag hidnya miatt kereskedelemre is sziiksé-
ge volt. E két tényez6 a mezopotamiai foldmiiveld életmédot nagy-
foki mozgékonysédggal is 6tvozte. Egyiptom zart teriiletét azonban
sivatag és tenger hataroltak, csupan El8-Azsidval érintkezhetett a
keskeny €s nagyon j6l lezarhaté Szuezi-szoroson keresztiil. Az ékori
Egyiptom torténete ennek megfelel@en szinte csak egyetlen népnek
a torténete. Kulturdja az 8sidékt81 kezdve folytonos fejlédést mu-
tat, bar a helyhez kotottség a haladasnak bizonyos fokig a gatjat is
jelentette. Az egyiptomi ,,tudéstdl” azt vartdk, hogy megfeleljen
nevének, azaz valdban sokat tudjon, hogy a mar meglevs ismeretek-
b6l mennél tébbet birtokoljon, de nem kivantak t8le 4j felfedezése-
ket, s8t sokszor ezt nem is helyeselték. Az egyiptomi tudoés aktiv
milkodése inkdbb csak a részletek tisztdzasdra, finomitasara, a meg-
lev6 ismeretekben val6 elmélyedésre szoritkozott. Ezt a magatar-
tast sugallta az egész dllam szervezete 1s. A Nilus biztositotta a b6

Egyiptomi foldmérok
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termést, de nem adta ingyen. Nagyon rendszeres, jol 6sszehangolt
munkaval kellett az 6nt6z6berendezéseket elkésziteni, gondozni, a
termés betakaritdsat biziositani, a javak elosztdsat megszervezni
stb. Ezt az Osszerendezettséget a kialakult kézponti hatalom bizto-
sitotta. A papok, a katondk, az irdstudd hivatalnokok, a kézmiive-
sek és a parasztsag folott a fArad, Ozirisz napisten fidnak, Hérusz-
nak a leszarmazottja kezdetben csak iranyitotta az allamot, majd
késGbb uralkodott a kialakult birodalomban. Ennek a tarsadalmi
tagoltsagnak a megszervezettsége bizonyos biztonsagot jelentett, de
egyszersmind az 4llamszervezet megmerevedése, az allapotok rég-
zitése a kultura haladasat is lassitotta.

Az egységes egylptomi birodalom az i. e. 3. évezred elején jott
létre. (MENEsz az els6 dinasztia megalapitéja.) Ez az Obirodalom
fejlodésének tetGfokat KHEOPSz farad alatt érte el, 1. e. 2550 koriil.
Hatalmat, koranak miiszaki ismereteit és fejlett miivészetét hirdeti
a 148 m magas és 928 m alapkeriiletii hatalmas piramisa. A 3. évez-
red végén az Obirodalomban a tarsadalmi boml4s jelei mar elsza-
porodtak. Hosszl ideig tartd zlirzavar utdn Théba arisztokracidja
ragadta magadhoz a hatalmat, és kezdetét vette az un. Kdzépbiro-
dalom (i. e. 2000-1700). Ezutan kovetkezett a néhany szdz évig tartd
hiikszdsz uralom. Mivel a hiikszdszok abban az idGben urai voltak
Palesztinanak és Sziridnak is, azért akkor keriilt Egyiptom el8szor
szorosabb politikai és gazdaséagi kapcsolatba El6-Azsia 4llamaival.
Ebben az id6szakban uralkodott AAUSZERRE (i. e. 1700-1650 koriil)
vagy mas nevén APOpHIS farad, akit csupédn azért emelek ki, mert
az § uralkodasanak 33. esztendejében irddott a Thébaban megtalalt
Rhind-papirusz, az elsd irott, matematikai tartalmu, egyiptomi
emlék. _

A hiikszészok kifizése utan alakult meg az Ujbirodalom. Ekkor
érte el Egyiptom legnagyobb kiterjedését : Nubiatdl Mezopotamiaig
terjedt hatalma. Az i. e. 700. év tdjan, amikor Assziria kiterjesztette
uralmat egész Nyugat-Azsidra, akkor Egyiptom is elveszitette fiig-
getlenségét. Mintegy 250 év mulva a perzsak vették birtokukba,
majd NAGY SANDOR kezére keriilt. Az § hirtelen halala utan, a Pto-
lemaiddk uralma alatt az egyiptomi Alexandria igen fontos kultu-
ralis szerephez jutoit. Egyiptom az 1. e. 30-as években romai tarto-
many lett.

A MATEMATIKAI TARTALMU EGYIPTOMI PAPIRUSZOK

Az els6nek megismert egyiptomi, matematikai tartalmu, irdsos em-
1€k a Rhind-papirusz. 1858 telén HENRY RHIND skét régiségkeres-
ked6 Egyiptomban kezeltette tiidGbajat. Luxorban megvételre
kinaltak neki egy, még sériilten is szokatlanul nagyméret{i papiruszt,



A MATEMATIKAI TARTALMU EGYIPTOMI PAPIRUSZOK

amelyet Théba egyik romépiiletében talaltak. RHIND felismerte a
tekercs értékét, és megvasdrolta. A papirusz RHIND haldla utan a
British Museumba keriilt. A tekercs elveszettnek vélt, hidnyzo része
50 év mulva keriilt el6 a New York-1 Térténelmi Tarsulat gyf{ijtemé-
nyébBl. A Rhind-papirusz iréja AuMESz (JauMEsz) kirdlyi irnok.
A bevezetésbdl megtudjuk, hogy ,,Ezt az iratot a 33. uralkodési év-
ben, az aradas évszak 4. honapjaban (Gfelsége Felsd-) és Alsé-
Egyiptom kirdlya AAUSZERRE (APOPHIS) alatt — aki élettel legyen
megéldva - masoltak régi iratok alapjan. Készittetett Fels6- és Also-

A Rhind-papirusz egy
részlete (i. e. 2000 koriil)
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Egyiptom kirdlya NIMAATRE (III. AMENEMHAT) alatt. JAHMESZ ir-
nok irta ezt a masolatot.” A lemasolt irat tehat a Kdzépbirodalom
idejébdl szarmazik, az i. e. 1878-1840 kozotti évekbdl, amikor
III. AMENEMHAT uralkodott. Komoly vélemények utalnak arra,
hogy mér ez is masolat volt. Igy valészinfileg nem tévediink nagyot,
ha figy véljiik, hogy a Rhind-papirusz vagy inkdbb az Ahmesz-
papirusz tartalma az i. e. 2000. év t4jan fogalmazdédott meg. Kii-
16nben is a leirt ismeretek, kiilonsen az ilyen 8sszefoglald jellegii
miivek, mint az Ahmesz-papirusz, biztos, hogy nem a leiras pillana-
tdban, hanem maér jéval el6bb megsziilettek.

Ugyancsak ebbdl az id6b6l szarmazik az Ahmesz-papirusznél
valamivel kisebb ,,moszkvai papirusz” és a ,Jondoni bdrtekercs”.

Hieroglifas sztélé
az i. e. VIL szazadbol
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Az els6 két papirusz a mindennapi élettel kapcsolatos sydmolasi,
geometriai feladatokat tartalmaz a megoldasokkal egyiitt. A londo-
ni bortekercsen tortek kozotti dsszefiiggéseket taldlunk, amelyek
hozzasegitettek ahhoz, hogy megértsiik az egyiptomiaknak a tor-
tekkel valé szdmoldsi modjat. Az Ahmesz-papiruszon 84, a moszk-
vai papiruszon 25 feladat van a szdmoldsi technika bemutatédséra,
az egyszerl egyenletek megolddsara, a teriilet- és a térfogatszami-
tésra.

AHBMESz, a kirdlyi irnok a maga kordban - mint a kiralyi irnokok
rendjének tagja — nagy tudési gyakorlati szakember lehetett, aki
képes volt uranak parancsait megval6sitani, megoldva az azokkal
egyiitt jaré gazdasdgi, miiszaki, szamolasi, szervezési problémakat.
Az irnokok megbecsiilését mutatja az is, hogy nem egy faraét a ko-
rabeli szobraszok az irnok pézdban dbrdzoltak. AHMESZ nem biztos,
hogy kivalé matematikus volt, hiszen a nevét visel§ papiruszon hi-
bék is vannak, bar az is lehet, hogy a régi irds masolasat végezte gé-
piesen.
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Az i. e. 3000 koriil keletkezett egyiptomi irdsnak két-, illetve ha-
romféle alakja fejlédétt ki. A kezdeti képirdsbol alakult ki a hierog-
Lif irds (hieroglipha=szent bevésés ; gorog szo). Idével az irasjelek
nem csupédn szavakat, fogalmakat jeloltek, hanem f6ként massal-
hangzdcsoportokat vagy egyes mdassalhangzdkat, A hieroglif irds
tehat massalhangzos irds, a magdnhangzokat nem jeldlték. Innen a
bizonytalansag a szavak kiolvasasdban. A hieroglif irdsjelek rovidi-
tett, egyszeriibb alakjabdl fejl6dott ki a hieratikus irds, amely
olyasféle szerepet jatszott, mint ma az irott bet{ik a nyomtatott be-
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tiik mellett. A k8be vésett, gondosan kialakitott irdsjelek hierogli-
fek voltak, de a papiruszra az ahhoz jobban ill§ hieratikus irdssal
irtak. A kétféle irdshoz késébb csatlakozott a nép altal beszélt nyelv,
a mindennapi élet témaival foglalkozo szévegek rogzitésére szolgald
un. démotikus irds, amely az i. e. VII. szdzadban j6tt 1étre.

A sokéaig megfejthetetlen hieroghf irds titkdra el8szor deritett
fényt a rosette-i tbla, amelyet NAPOLEON egyiptomi hadjdrata al-
kalmaval taldltak meg. Ezen hdromféle irdssal: papi (hieroglif),
népi (démotikus) és gorog nyelven azt az iinneplést orokitették meg,
amelyben az egyiptomi papok részesitették i. e. 197-ben PTOLEMAIOSZ
EPIPHANESZT abbol az alkalombdl, hogy sikeriilt megfékeznie a
fels8-egyiptomi ldzadast. Ez a haromnyelvii, fekete bazaltb6l ké-
sziilt kGtabla,amelyet BoucHARD mérnok Rosette varos mellett dsott
ki, szallitas kézben angol kézre keriilt, és ma is a British Museum-
ban 8rzik. A rosette-1 tablan el6szor néhdny nevet (PTOLEMAIOSZ,
ALEXANDROSZ, KLEOPATRA) sikeriilt azonositani. Ezek alapjan a
hieroglif irast a francia JEAN FRANGoIS CHAMPOLLION (1790-1832)
fejtette meg.

AZ OEGYIPTOMI SZAMIRAS

A hieroglif irds szdmjelei a kovetkezdk :

TR I

o Mg Gico

=1, [I=2, [lI=3, llll=4, ||=5, |”—6, =" "
A tizeseket a halom jelével (M) irtak le: d
nnn FLENE i
=0, =20 o =50, ..., =80, NN N=90.
nn nNnNnN nnn

Egyiptomi fresko A szazasok szdmadra a zsindr jelét hasznaltdk:
a 37-es szimmal

e =100, ©e=200, e.ce =300, ... REE =000,
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Az ezreseket a stilizalt 16tuszvirdg jeldlte : i
KésBbb keletkezett a 10 000 jele: (7

A szdzezret egy madéralak: <

jelolte.

vagy: 7
vagy az ebihal: i3

A milliét a csod4lkozé, térdepld emberalak fejezte ki: 3
A tizmillié jele pedig:

Ezeknek feleltek meg az Ahmesz- és a moszkvai papiruszon a hie-

ratikus szdmjelek :

[
L=
e

B S
(1|

(=,

P

il =2, W =3,
“ =6, 2 =1,
A =20, A =30,
1 =10, w, =80,

— =4, Y =5,
= =3, 7 =0,
~ =40, 7 =50,

=

=090,

Az 1 000 000 szobra
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EGYIPTCGiA
— =100, ~ =200, Vi
-~z =500, 24 =600, = =700,
b =1000.

A hieratikus szdmjelek koronként valtoztattdk alakjukat, Ggy-
hogy a szdmjelekbsl az fras idejére is lehet kovetkeztetni.

Amint latjuk, az egyiptomi szamirés a tizes szdmrendszeren ala-
pul, de a helyi érték hasznalata nélkiil, habar k6tott sorrendben ir-
tak : jobbrél balra kévetkeztek a mind kisebb és kisebb egységek.
Példéul:

nNnN _
21396= Il NNN-
i NNN % l T3
6 90 300 1000 20000
Példa a hieratikus szadmirasra :

i 8 70 300 1000 .

Kiilénos figyelmet érdemel a tortszdmok egyiptomi irdsa, mert
ebben némiképpen kifejezésre jut a tortek értelmezése. Altaldban
az egységszamlaléju Gn. torzstortekkel szdmoltak, és ezért csak
ezeket jelolték. A tort vagy a rész jele a hieroglif irdsban: ©
a hieratikus irdsban pedig a pont. Példaul:

oj_1 Lo 1 g . 1
In=1 vaey H n=1’ illetve || A =75
Néhéany természetes tortnek, amelyek fogalma az §sidSkben ke-

letkezett, mas volt az irasmédja. Korszakonként valtozott azl- irds-

2
1 1 B
L =5 (CE5. D=5

<
A g jeldlése igazodott az elnevezéshez :%neve »kétrész”, jele: T

jele:

3— neve ,,ha-

e
Az L neve ,.a harmadik rész”, jele: | . Ugyanigy a 2

3

o :
rom rész” és a jele: ||| . Az i—nek, a ,negyedik résznek” a jele

N
mér olyan, mint a tobbi egységszdmlaloji tortnél: ||| . A ?-i-et

régebben frték igy is: /— X =>4

o | e

l—-nelc, az 1—-n»f:k, az

A hieratikus irdsban is kiilén jele volt az 3 3

1 2
g-nak és a g-nak.



AZ OEGYIPTOMI SZAMIRAS

2

1 1 1
=3 *=3:J =S=3 L =3

Igen érdekes tortjeleket hasznaltak a gabonamennyiségek leira-
sanal. Eredetiik megértéséhez némileg ismerniink kell az egyiptomi
mitologiat. Ennek kapcsan kissé kitériink az egyiptomi naptarsza-
mitdsra mar csak azért is, mert ebbgl fejlgdostt ki a ma hasznélatos
naptar. Az egyiptomi élet legfontosabb, mondhatni 1étfontossdgn
eseménye a Nilus évenkénti kidraddsa, amikor a foly6 a vélgyet be-
boritotta termékeny iszappal, és megéntdzte a tikkadt foldeket. Ez
az egyiptomi foldmfiveseket nem érhette késziiletleniil. El6re tud-
niuk kellett, hogy mikor 6nt ki a Nilus, ezért az id8szamitéast a Ni-
lus dradaséhoz igazitottdk. Az év elsé napja az dradds napja vol.
Késdbb észrevették, hogy ez a nap egybeesik a Sirius csillag Gn.
heliakus felkelésével, azaz az évnek azzal a napjaval, amelynek haj-
naldn a Sirius eldszor jelenik meg az égen kézvetleniil napkelte
el6tt. Az j évet tehat a sokkal biztosabb Sirius-felkelést8! szami-
tottak, hiszen a Nilus 4raddsa nem volt napra pontos, a Sirius pedig
igen. A Sirius két egymds utdni heliakus felkelése kozti id&tartam-
ban, az évben 365 nap volt. Az évet hdrom évszakra osziottdk: az
dradés, a sarjadés és a forr6sag évszakokra. Az évben 12 hénap volt,
30-30 nappal. A tobblet 5 napot iinnepnek nyilvanitottdk. Ekkor
iinnepelték 5 isten sziiletésnapjit. PLUTARKROSZ gordg torténetird
szerint ennek az eredete a kdvetkez§: Az egyiptomi Napisten, Ré
észrevette, hogy felesége, Nut, az ég istenndje megcsalta Gebbel, a
Fold istenével. Megédtkozta ezért Nutot, hogy ne legyen olyan nap az
évben, amelyen gyermekeit megsziilheti, Abban az id8ben az év
még pontosan 360 napos volt. Thoth azonban, a bélcsesség istene,
szintén szerelmes volt Nutba, és ezért amikor Jahtél, a Hold istené-
t8l kockén elnyerte minden napnak a hetvened részét, ezeket 5 (j
nappa egyesitette (még maradt is valamicske), és hozza csatolta az j
S napot az év meglev8 360 napjdhoz. Ezen az dtok néikiili 5 napon
sziilhette meg Nut 5 gyermekét, mindennap egyet, kéztiik Oziriszt,
[ziszt és Széthet. Ozirisznek, a Nilus, a termékenység és az alvilag
istenének és ndvérének, Izisznek a fia: Horusz lett az egyiptomiak
nemzeti istene, a kirdlyi hatalom jelképe. Oziriszt azonban, a mfi-
veltség és a tudomény terjeszt8jét megdlte fivére: Széth. (Ozirisz,
isten 1évén, nem halt meg egészen!) Széth gy(iloletét Ozirisz fidra,
Héruszra, a sélyomfejfi istenre is atvitte. KettGjiik viaskoddsiban
Széth Hoérusz egyik szemét darabokra tépte. A stilizalt Hérusz-
sélyomszem részei szolgaltak a gabonamennyiség bizonyos tortré-
szeinek a jeldlésére a 6. dbra szerint.

U
2°4°8°16° 32

szdmrendszer tort helyi értékei jutnak eszébe, de mint emlitettem,

A ma emberének az sorozatrdl taldn a kettes
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az egyiptomiak nem ismerték a helyi érték fogalmét. Ez a csokkend
mértani sorozat azzal fiigg 8ssze, hogy az egyiptomiak a szorzésban
és az osztasban nagyon siirin hasznaltak a kett§zés és a felezés mii-
veletét.

AZ OEGYIPTOMI SZAMOLAS

Az egyiptomi szdmolomesterek mind a négy alapmfiiveletet az 6sz-
szeaddsra igyekeztek visszavezetni. Ez virhatdan az egész szamok
szorzasadnal nem okozott nagy nehézséget. Szdamunkra csak az ben-
ne a szokatlan, hogy az egyiptomiak ezt a kett6zés miiveletével
hajtottdk végre. Az Ahmesz-papirusz egyik szemléltetd példaja a
12- 12 szorzés. Ezt igy szamitottak ki:

1-12=12
2.12=24
4.12=48 -
8. 12=96 -

Amikor a szamol6 a folytonos duplazasban eddig elért, akkor ész-
vette, hogy a 12- 12 &sszetehetd a 4. 12 és a 8. 12 Osszeadasaval:

12- 12=4. 12+ 8. 12=48+96=144.

A gyakorlatban ezt nem irtdk ki, hanem a kétszerezés kozben
megjelslték (nalunk ez kotdjellel tortént) az alkalmas szorzatokat,
és azokat Osszeadtak.

A miivelet meggyorsitasa érdekében a kétszerezés mellett sok-
szor hasznaltik a tizszerezést és a felezést is. Erre egy példa: 18 - 19,

1. 19= 19~

2 1= 38 -
10- 19=190 —
5.19= 95 -

342.

Ezt az ,egyiptomi szorzast” még a kozépkorban is tanitottdk Euro-
pa-szerte.

Nehezebb volt a felezés, a kétszerezés, esetleg a tizedelés vagy a
harmadolas segitségével az osztas elvégzése. Lényegében az osztast
az egyiptomiak is a szorzés forditott miiveleteként értelmezték.
A szorzésra igy szolitottak fel: ,,Szamolj 19-esével 18-szor!” Az
osztést pedig igy fogalmaztdk : ,,Adj 6ssze 19-t61, mig 342-t kapsz!”
A végrehajtas :

1-19= 19
2. 19= 38
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4.19= 76
8. 19=152 -
10. 19=190 -

Most a fesziilten figyel6 szamold észrevette, hogy 152+ 190 éppen
342, tehat a mai modon igy gondolkozhatott volna :

342 1 19=(152+190) : 19=(152 : 19)+ (190 : 19)=8+ 10=18.

A két részletosztds eredménye, a 8 és a 10 a kdtGjellel megjeldlt
sorokbdl kiolvashatd. A gyakorlatban a szamold ezt a kettSt adta
Ossze.

Az Ahmesz-papiruszbdl valé a kovetkez8 osztds: ,,Adj ossze
80-nal kezdve, mig 1120-at kapsz!”

A megoldés :

1.80= 80

2- 80=160 -
4. 80=320 -
8. 80=640 -

A kovetkez duplazas mar tilvisz az 1120-on, viszont észrevehetd,
hogy 160+ 320+ 640=1120, tehat a kivant hanyados a kétGjeles
sorokbdl: 2+ 44 8= 14, hiszen

1120 : 80=(160+ 320+ 640) : 80=2+4+8=14.

A papiruszban most valamivel nehezebb osztds kovetkezik.
(4000 évvel ezeldtt is ismerték mar a fokozatossdg elvét.) 19 : =17
A szdmols :

1-8= 8

2.8=16 -
1

i' 8: 4

1

i 8._ 2 -
1

g.3_ ]

A kotbjeles sorokbél leolvashato, hogy l9:8=2+1—1+l§. Még

nehezebb a papirusznak az a feladata, amely azt kérdezi, hogy
mennyi az 1 napra esé faggyitermés, ha az egész évi termés 3200 ro?
A feladat megolddsdhoz a 3200 : 365 osztist kell elvégezni. (Adj
Ossze 365-t81 3200-1g!) Ez igy tortént:

1.365= 365
2.365= 730
4. 365=1460

8.365=2920 -~ (A 3200-ig még van 280.)

45



46

EGYIFTOM
1 2
3 365= 121+§
2 1 (A két kotbjeles szorzat Osszegéhez
3 “Bi= d40+5 3~ 3200-ig még kell 36 egész és kétharmad.)
Tl(—)- 365= 36+% - (Még mindig hidnyzik egyhatod.)
(Fejben : mivel kell megszorozni 365-6t,
hogy egyhatodot kapjunk?)
1 365= 1
2190 7 6
A keresett hanyados:
8+2+ 1 1
37107219
mert
3200 : 365={29204-243 +36 +1 1365= 8+2+ . .
' 37107 2190°

A feladat j6l illusztralja, hogy az osztés ilyen nehézkes, egyiptomi
médja igen sok iigyességet és jo fejszdmolést kovetelt. A papiru-
szok azon feladata, amelyek megoldasdhoz az alapmiiveletek elvég-
zése kellett vagy éppen ezek begyakorldsara szolgaltak, mindig a
gyakorlati élethez kotGdtek. Targyuk : kenyérsiités, sorkészités, ter-
ménybegyfijtés, raktarozas stb.

Szamunkra kiilonosnek tetszik az is, ahogyan a tértekkel sza-

moltak. Amint emlitettem, minden tortet [a természetes tortek ki-

1 21 3

1
kivételével : 303530 4° 4]aszémolés eléttfelbontottak egység

szamlaloja, an. torzstortek Osszegére. Ennek az az oka, hogy kez-
detben a torteket nem hoztdk kapcsolatba az osztassal, és csak mint
az egység valahdnyad részét értelmezték. Ilyen torzstortek kozotti
egyszeril sszefiiggéseket tartalmaz az i. e. 1700 tajardl szdrmazd
londoni bdrtekercs. A Rhind-papirusszal egyiitt taldltak Thébaban.
A bfrtekercs tablazatdt a ma szokdsos Atirdssal alabb lathatjuk.
Az egyiptomi, egységszamlaloji tortek jelslésére elfogadott forma,
hogy a szdmlalét nem irjuk ki, hanem csak a tortvonalat és a neve-
zGt, tehat példaul :

. o R o

UA =1n =12, akétharmadjele: 2 = | =3.
A londoni bdrtekercs tablazata
T8+ 3612 0+40- § 304545015 10440-3
21+ 42-14 5420= 4 +43=16 5+20=4
454+90=30 4+12= ."_3 18+36=12 4+12=3
0. 60-20 Wi0-5 -1
154 30=10 6+6= 3 454+90=30
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30+ 60=20
15+ 30=10
48+ 96=132
96+ 192=64

48— 96=32 6+6+6=
96+ 192=64 3+3=
25+ 15+ 75+ 200=

50+ 30+ 150+ 400=1

25+ 50+ 150=

9+ 18=

7+ 14+ 28=

12+ 24=

14421+ 42=

18+ 27+ 54=

FOQI Wil NI

O =t S0 | DN D

E

g 2 - N

A tablazatot vizsgilva, elGszor vegyiik észre, hogy a mdsodik osz- A londoni bortekercs
lop 10. egyenl8sége hibds. Helyesen :

10+ 25+ 504 150=6.
Ugyanebben az oszlopban az utolso el6tti, vagyis a 17. osszefiiggés

is helytelen. Ha ez a sor igazodna a kozvetleniil el6tte levé harom-
hozés az alatta lev6hoz, akkor helyesen :

26+ 39+ 78=13
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lenne, mert az emlitett sorokban szerepl8 osszefiiggések 4ltaldnos
sémadja :
| P (R |
2n 3t en
Ez az egyenl&ség nyerhets az
1 1 1
3;+ 6n 2n

:
n

azonossagbol, ha annak mindkét oldaldhoz ilg-et adunk. Ezt az

utobbit fedezhetjiik fel a 2. oszlop 11. és 13. sordban, valamint az
els6 oszlop Osszefiiggéseinél.

1 1 1 i ? . ;
Az e §1+@ felbontas legegyszerfibb alakja, az n_——l esetén :
1 11

§=§+—‘ Ezt az 6sszefiiggést az Ahmesz-papirusz is sokszor al-

kalmazza. Az %—nek ez a felbontasa viszont kovetkezik a 2. oszlop
5. és 6. sorabol tigy, hogy a 6. sorban az 6+ 6 helyett 3-ot irunk.

Ugyancsak a 2. oszlop 3. és 7. sora szerint :

2,3
3. 20567
amely szintén sokszor felhaszndlt egyenl&ség.
Az 1 1—1—1 és a : 1+1 alaposszefiiggéseknez persze mésként

27376 3 2

is eljuthatunk. Példdul a %=1+%—nak a 2-vel valé osztdsa utdn

2.1 1 , 3 1
nyerjiitk, hogy : —i x Ugyanigy, ha a 7= 1+§-et 3-mal oszt-
juk, kapjuk, hogy : %—:1,; é Lehetséges, hogy igy jott létre a 2.
- g D L, 4 l 1 4 ..1 ]
oszlop 2. és 3. sora is: Z_H_Ib(ﬁ ‘2 20 ésa 3—1+-‘.§-b(‘.’vl.
1.1, 1
374712
1 1
Az i 5 20 2-vel val6 osztdsa utdn el6all a 2. oszlop elsd sora:
11,1
8 10 40°

Tartozom még a 2. oszlop 8., 9. és 10. sordnak a magyardzatéval.
Bemutatok egy lehetséges és valdszind utat. A 10. sor megkaphatd

az 2 egy kézenfekvd felbontdsabol.

6
5331
6 6 6 2

"
L
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Ebbél:
13 1+ 1
610 15°
viszont
25 1 1
15‘1+ =l+5+5
tehat :
% ON P
15 25 50 150"
1
Ezt az 1 i+i egyenl@ségbe irva: : o . +z+: l

10 15 6 10 25 50 150"
Ebbdl mar a 2. oszlop 8. sordhoz is eljutunk, ha megszorozzuk

i—del :

13 1 3 +1+l+ 1) 3 15+6+3+1
8 46 4107257507 150) 4"~ 150
24+ 1 3+ 1 1+ 2+ 1
=2007200 25" 200 25' 25 200°
2 1 1
Mivel azonban a Rhind-papirusz t4bldzata szerint: 5 5+?5

(a magyardzata a Rhind-papirusznal), azért

i 3, 7. 1,1 = 3. TEL 7L 300
s=actactectas 8=25+ 15+ 75+ 200.

15" 75" 20"

Azeljards megmagyardzza azt is, hogy az 15 miért 41l a tablazatban
az 25 utan.
Végiil a 2. oszlop 9. sora a legutébbi eredményiinknek a fele:

illetve :

16="50+ 30+ 150+ 400.

A bdrtekercs 3. és 4. oszlopanak kiolvashaté jelei nem adnak
wjat. Az itt talalhatd Ssszefiiggések mar eldfordultak az 1. és a 2.
oszlopok valamelyikében.

A torteknek a torzstortek osszegeként valé elGéllitdsat konnyi-

tette meg az Ahmesz-papirusz tébl4zata. Ebben fel vannak sorolva
mindazon 2 szamlal6ju tortek, amelyeknek a nevez§je paratlan szdm,

;-tél 1f')l-lg A londoni b&rtekercsnél mar megismert tortirasméd-

dal a tabldzat a kdvetkezd :

2: 3[=2+6) 2 :53=30+318+ 795

2: 5=3+15 2:55=30+330

2: 7=4+28 2:57=38+114

2: 9=6+18 2:59=36+236+ 531
2:11=6+66 2 : 61=40+ 244+ 488+ 610
2:13=8+52+104 2:63=42+126
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NN NRDNDNDNDRDNDNDRDNRDRDNND DN

:15=10+30
:17=12+51+68
:19=12+ 76+ 114
:21=14+42
:23=12+276
:25=15+75
:27=18+54

: 29=24+ 58+ 174+ 232
:31=20+ 124+ 155
:33=22+66
:35=30+42

: 37=24+ 111+ 296
:139=26+78

: 41=24+ 246+ 328

: 43=42+ 86+ 129+ 301
:45=30+ 90

: 47=30+ 141+ 470
149=28+196
:51=34+102

165=39+195

: 67=40+ 335+ 536
:69=46+ 138

: 71=40+ 568+ 710

: 713=60+ 219+ 292+ 365
: 75="50+ 150

7= a-ﬁ- §6§

: 79=60+ 237+ 316+ 790
: 81=>54+162

: 83=60+ 332+ 415+498
: 85=51+255
:87=58+174

: 89=60+ 356+ 534+ 890
: 91=70+130
:93=62+186

: 95=60+ 380+ 570
:97="56+679+ 776

: 99=66+ 198

: 101= 101+ 202+ 303+ 606

BB R R R R R R RN R R RN RN

L4thato, hogy a tdblazat keriili a trividlis felbontdsokat, mint

példdul :

2 1,1
7 799"

Ennek az oka az, hogy a kett8zés sokszor al-

kalmazott, tobbszori hasznalata attekinthetetleniil sok tagh Osz-
szeget eredményezne. Példdul :

+
5

1
1

e

[

(8]

-+

'S
PR S PR S RN

e TRl T T

7
2?-}“—-{“

A tablazat szerint viszont :

ot
7
1

(=

stz totets.

7
1. 1.1 1.1
7

7 7777

fgy sohasem jutunk Attekinthetetleniil hosszl eredményhez.
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A téblazat segitségével minden, a gyakorlatban fontos toért 4t-
alakithatd egységtortek Ssszegére. Példaul:

- M D e R |

. T A G TR
Elére sejthetd, hogy az egységtortekkel nehézkesebb a szdmolas,
mint a mai eljardssal, de kivételképpen akadnak olyan feladatok,
amelyeknél az egyiptomi médszer az egyszeriibb. A papirusz egyik
ilyen feladata : 7 kenyeret 8 ember kozott egyenlSképpen kell elosz-
tani. Els6 gondolatunk valészinfileg az volna (tisztelet a kivé-
~ telnek), hogy mind a 7 kenyeret 8-8 egyenld részre szeljiik, és min-
denki kap 7 ilyen szeletet. Az egyiptomi szamold szerint viszont
egy ember része:

7421111

gy clegendd 4 kenyeret félbevéagni, 2 kenyeret negyedekre szelni és
egy kenyeret nyolcadokra, tehat a kenyér szétosztasa most kevesebb
vagassal hajthat6 végre.

Az Ahmesz-papirusz tabldzata minden bizonnyal hosszabb id&-
szak terméke. Erre mutat a benne talilhaté médszerek véltozatos-

sdga is. Az egész tablazaton vééigvonul a %: %+é felbontas alkal-

mazésa. Minden olyan tort, amelynek a nevezdje 3-mal oszthatd,
ebbdl az Osszefiiggésbll szarmazik. Ha példdul mindkét oldalat
29-cel osztjuk, akkor nyerjiik a
' 2 1 N EN
87 587 174
4talakitast, Valdszinfi, hogy ezek és a hasonl6 eljarasra alapozott
felbontésok a legrégibbek. Igy keletkezett példaul tdbbek kozt a

2 1 1 2 1. 1

st * 53t
vagy a

2 -1 1 21 1.,

29-31106 2 74T 250k

2 €s a % felbontds

E felbontdsokhoz vezet§ els6 nagy 1épés a 3

megtaldlasa volt, amelynek egy lehetséges utja:

; 1 . 2.4 1
§:1+§’ tehat mindkét oldalt osztva 3-mal: 5=3T75° és

g ) 2.1, 1

7=1+:1’ tehat osztva 4-gyel: 7-4728"
. 1 2 1.1
Ugyanigy : 13= 1477 » tehdt osztva 6-tal: fr=ct 2.
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Ezek és a bel8liik szdrmazo6 atalakitdsok osszefoglalhaték a

3
nontl" n(nt1)
2 2
azonossaggal, hiszen altaldnosan is igaz, hogy
n+ 1 1
Ll l +
n
és ebbdl kovetkezik, hogy:
2 1 1
—— + 5
n r_:j_l ”("“'“.El
2 2
2 l 21 1
Ilyen felbontds még példdul a — 85=51 255 is, amely a §—§+ 5
b8l keletkezett, és il 2 1 is, ely a g 1+ —L-bél
- SIS R A Y R

szarmazott a 11-gyel vals végigosztassal.

2 ; ) ko
A = felbontisa viszont mar biztosan nem ezzel a médszerrel

13
sziiletett, hiszen akkor a tdblazatban
21,1
1377 91

dllna. Ahhoz, hogy a szerzd a t4blazatban szerepld felbontést
kapja, mar dssze kellett kapcsolnia a tort és az osztds fogalmakat,

Valamelyik irmoknak ra kellett jonnie, hogy 12—3=2 : 13, vagy aho-
gyan 6 mondta volna: Ha &sszeadok 13-t6] kezdve 2-ig, akkor

Z-at kapok. A végrehajtas:

éppen E

1-13=13
2:13=6+2

4
3
26-13=2

@-'13='4 -
-13=§

A megjeldlt sorokbol:

13=3+3%

+8 — (AZ2-igkellmég:

[\Jf
[o.+][¥%]
]
-I‘—\|
m|
—

I\J

| |
-1—3—2 13— 8+52+104_8+52+104'



AZ OEGYIPTOMI SZAMOLAS

Ezt taldljuk a tablazatban.

Az osztds elvégzésénél kiilon figyelmet érdemel az é 13=

=14+ ‘12—{- 1 lépésnél annak a megéllapitdsa, hogy ,,menny1 van még

) } . 1 1
a 2-ig?”, azaz, hogy melyik az a szam, amely az [l+2+ g]-ot

2-re, illetve az [; ;] -ot 1-re egésziti ki. Ezt mi tgy 4llapitottuk

meg, hogy az §+§ Osszeaddst kozos nevezdre hozassal elvégeztiik

[g] , és az Osszeget kivontuk az 1-bdl [g], majd a g—-ot egység-
amlaléju  tortek 6 ként fejeztitk ki: §~%+ i_l 1
szdmlaloju  tortek Osszege ejeztii i: g=gtz=rtg-

Az egyiptomi szdmolé azonban nem ismerte a kozds nevezd fo-
galmat, azért az egységre kiegészitd szam keresésénél tigy jart el,
hogy az 2+ 8 dsszegnek vette a 8-szorosat, (8 a nagyobbik nevezg),
ez 5. Ezutan az 5-6t kivonta 8-b6l (az 1 nyolcszorosab6l). Tgy
kapott 3-at. Ezutdn pedig visszacsindlta a 8-cal valé szorzést, azaz
a 3-at elosztotta 8-cal (Adj Gssze 3-t61 8-ig!):

Az osztas eredménye 4+ 8, éppen az altalunk is kiszdmitott kiegé-
szitd érték. A kiegészitd szamot tehat nem a tortek kozvetlen dssze-
adédsaval talaltdk meg az egyiptomiak, hanem a részmiiveletekben
szerepl6 minden mennyiséget megszoroztdk a nevezdk valamely
k8z6s tobbszorosével, majd a szamoléds végén osztottak vele.

Amikor az egyiptomiak eljutottak arra a felismerésre, hogy
§:2 : n, akkor mér a % tdblazat hidnyzé részét nagyobb nehézség
nélkiil kiszdmithattak. Ugy vélem, érdemes megjegyezni, hogy a
2 :n osztdssal esetleg tobbféle felbontast kaphattak. A <] tort

35
esetén példdul az osztis elvégezhet§ az
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1-35=35
10-35=3+2
35=146 - (Akiegészités: %:§+§.)
7-35=5
21-35=1+3
-35=2+43 - sémaszerint,
tehat: %’516+41_2'
Lehetséges azonban igy is osztani:
13535
10-35=342
@ .35=1+2+4 — (A kiegészités: 4.)
35:35=1

- g 2ot 1
-35—4 ~ Tehat: 35 0 140"

I*Q

2 2 1 1
Lehetett volna még a — 35 esetet visszavezetni a = 573 T§ felbon-

tasra is, amikor 2 —L+_1_
G T

Bizonyara tudndnk olyan formuldkat taldlni,” amelyek segitsé-

gével sorozatban lehetne gyartani a % alaku tortek felbont4sait.

A 3-:nf.’:l jol bevilna a

35
.
p-q pp+q) = q(p+9)
2 2

képlet, ahol p - g=n, jelen esetben 5. 7=135.
A 2 felbontdsabdl pedig kiolvashaté a

101
2 1. 1. 1.1
n n+ 2n 3n+@
Osszefiiggés. Biztos azonban, hogy az egyiptomiak nem ilyen képle-
tekkel dolgoztak, de e képletekhez vezetd eljarisokat, ugy latszik,

ismerték.
Az Ahmesz-papirusz 3—1 tablazatat rogton koveti a rovid 2 t4b-

10
l4zat n=1-t8l n=9-ig. Ebben péld4aul i*—+L apy —=
et B LU BS2g- DO posn. @ Tt Vegph
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= §+ §+ % . Ezt a tdblazatot a szerzd mindjart felhaszn4lja annak
a feladatsorozatnak a megold4sdra, amely azt kivénja, hogy osz-
szunk fel 1, 2, 6, 7, 8, 9 kenyeret 10 ember kozott. A megoldé meg-

allapitja, hogy 1 kenyér esetén minden ember kap egytized kenye-

ret, 2 kenyér esetén %—f:'n, 4 kenyérbsl %:%4—%-&, 8 kenyérbsl

1
2. 41 21 I 2-4 1
= s Fmie t é c-l r L4 - st
3t 10+ 3570 & végiil 10, azaz 2+ 8 kenyérbdl AERETREN] rész

jut, ami éppen 1 kenyér.
A szamolasi technika szempontjabol érdekes az Ahmesz-papirusz

167 112 2732
gezni. Az eredményhez valésziniileg gy jutott el a szerzd, hogy
az elsd tényezdnek a 112-szeresét, a 8-at megszorozta a mésodik
tényezdvel, és a kijott 8+ 4+ 2= 14-et elosztotta 112-vel. Igy pon-

13. feladata. Eszerint az [l 1 ] [1+ 1+ 1] szorzast kell elvé-

tosan %-ot kapott. Ugyanazt a médszert alkalmazta tehat, amelyet

a ,kiegészit3” szimok meghatirozdsira az osztisnil hasznalt.
Befejezésiil 14ssunk egy példat a tortekkel valé osztdsra is.

A papirusz 70. feladatdban 100-at kell elosztani [7+ %4— %1— %]-dal,
11 1

azaz 100 : [7+§+ 4_1+ §]= ? volt a kérdés. A végrehajtas:

1-(742+4+8)=7+2+4+8
2-(7+2+4+8)=15+2+4
(742+448)=31+2 -
(T+2+3+8) =63 =
3-(7+2+4+8)=2+2+12+24
«(7+2+448)=5+4 - [A 100-ra kiegészité szam:
100-(3142+63+5+4) =4 ]
Az osztas negyedik sorabol kovetkezik, hogy ha a (7+ 2+ 4+ 8)-ot
63-mal osztom, akkor 8-ot nyerek. Ha pedig az 4-et szeretném

megkapni, akkor {%-mal kell szoroznom, tehat :

.(7+i+Z+§)=Z _
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; X 2. 27 e P
A hényados tehat: 4+ 8+ 3te 12+ 3t ﬁ"" 176

Az %kiegészitc’i szamnak megfeleld 623 szorzé megtaldlasa igen
igyes észrevételen alapul, de aki erre nem volt képes, az is elvégez-
hette az osztist olyan alapon, mint amelyet a szorzésnal lattunk.
Osszuk el ugyanis a 100-at a (7+ 2+ 4+ 8) oszté 8-szorosdval:
63-mal, akkor a hanyados a helyesnél 8-szor kisebb lesz, ezért majd
a szamolas végén 8-cal szorozni fogunk.

100 : 63= 17
1-63=63 s
3.63=21 =
6-63=10+2 -
12.63= 5+4 -
63-63= 1

126 - 63= 2
252.63= 4 "

fgy: 100:63=1+3+6+12+252=142+12+252. Ennck a

8-szorosa: 8+ 4+ §+ 62_3 , tehat a végeredmény :

1 11 2 1
100 : [7+ §+‘—1+ g]: 12+§+ﬁ+ T

AZ OEGYIPTOMI GEOMETRIA

Az eddig példaképpen felhozott feladatok azt az egyiptomi szdmo-
lasi technikat igyekeztek bemutatni, amely sziikséges volt az 6egyip-
tomi élet gazdasagi, miiszaki, adminisztrativ problémdinak a meg-
oldasdhoz. Az egyiptomi papiruszok geometridjat is csak gy tekint-
hetjitk, mint gyakorlati szdmolasi feladatokat. Az e csoportba tar-
tozo feladatoknak csupén a szovegiik, a témajuk geometriai. Elmé-
leti geometriai gondolatmenetekkel a papiruszokban nem talalko-
zunk. A feladatok kozt szerepel : egyenes vonalu sikidomok teriile-
tének kiszdmitdsa, hasab, henger, gila és csonka gula térfogatdnak
meghatérozédsa. Az 4ltalanos négyszog teriiletét ugy szamolték ki,
hogy a szemkozti oldalak szdmtani kozepét Osszeszoroztdk. Ez a
gyakorlat szdmara sokszor jo kozelités volt.

A Kheopsz-piramis szerkezetében fellelhet az Gn. aranymetszés.
(Az a szakaszt Ggy osztjuk két részre, b-re és c¢-re, ahol b>c, hogy
teljesiiljon az a : b=>b : ¢ ardnypar. Igy a nagyobbik szelet mértani
kozépardnyosa az egész szakasznak és a kisebbik szeletnek.)
Ha egy derékszogl haromszog atfogdjahoz tartozé magassag arany-
metszéssel osztja ketté az atfogdt, akkor a haromszdget Kepler-
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héromszognek nevezziik. A Kheopsz-piramis egyik alapélére me-
r8leges szimmetriasik a piramisbdl olyan egyenld szérti hdromszs-
get vag ki, amelyet a gula magassdga 2 Kepler-hdromszégre bont.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a piramis teljes felszinének (az alap-
négyzetet is beleszdmitva) nagyobbik aranymetszete a paldst fel-
szine, a kisebbik pedig az alapnégyzet. - Sok olyan prébélkozas
latott napvildgot, amely a piramisok adataibél olyan geometriai
¢s csillagdszati ismereteket vélt kiolvasni, amelyekkel az egyipto-

miak j6] bizonyithatéan még nem rendelkeztek. Ilyen a :rzmz—?zm

~ 3,1428 érték is. Bz az érték dgy jon ki, hogy a piramis kdnydk
mértékegységekben mért alapkeriiletét (1760) elosztjuk a piramis
kétszeres magassdgéval (560-nal). Voltak, akik ezt gy értelmezték,
hogy az egyiptomi épit6k a piramisban a s értékét 6rokitették meg.
Kis szdmol4ssal azonban belathatjuk, hogy a piramisnak ez a tulaj-
donsaga az el6bb emlitett aranymetszésszabdly szerinti épitkezés-
nek a kovetkezménye. Az épitének azonban még az aranymetszés
torvényét sem kellett ismernie, elég volt az is, ha fejlett ardnyér-
z€kkel rendelkezett. Ezt szdmos Gegyiptomi szobor igazolja, ame-
lyeken ugyancsak felfedezhetGk az aranymetszés szerinti ardnyok.
A szdmol6émesterek nemcsak az Ahmesz-papiruszon, hanem a jé-

2
val késdbbi egyiptomi szdmitasokban is, a kor teriiletét a = [g d]

képletnek megfelel6 utasitassal hataroztdk meg, ahol d a kor 4tmé-
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Csonka gula
a moszkvai papiruszon

(alatta atirds hieroglifikra;

1. e. 2000)
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r8je. A mai t=r%z képlettel val6 osszehasonlitds azt mutatja, hogy
Egyiptomban az el@bbinél pontatlanabb, de a gyakorlatban jél
hasznélhaté w=3,16 értékkel szdmoltak. Nem valdszinti, hogy az
Ahmesz-papirusz keletkezése el6tt 500 évvel (KHEOPSZ i. e. 2550
tajan uralkodott) pontosabb & értéket hasznéltak volna, mint sz4-
zadokkal, s6t évezredekkel késSbb.
Az egyiptomi geometria legnagyobb eredménye a csonka gila
térfogatdnak a kiszAmitdsa, amelyr8l a moszkvai papirusz tesz bi-
1:280128) zonysdgot. A moszkvai Puskin Szépmiivészeti Miizeumban &rzott
o P in. moszkvai matematikai papirusznak ezt a részletét mutatja a
e A (3@ a-8-v] 15 kép, és magyarizza a 7. dbra. A kép felsG része maga a papirusz,
AN e amelyen hieratikus irds adja meg a szdmitési utasitast. Alatta ugyan-
= 6% abeat] az a szbveg lathat6, de J. J. PEREPJOLKIN hieroglif-atirdsdval. Az
4bra pedig magyar széveggel magyardzza a papirusz idézett részét.
7. 4bra A papiruszon olvashaté utasitds soronkénti fordit4sa a kovetkezd :
' . sorban: Add Gssze ezt a 16-ot
. sorban: ezzel a 8-cal és ezzel a 4-gyel!
. sorban : Kijon 28. Szamitsd ki
. sorban : egyharmadéit a 6-nak. Kijén 2. Szdm-
. sorban: l4lj 28-asdval kétszer. Kijén 56.
6. sorban ;: Nézd, ez 56. J6l szamoltal.
Az érdekl6dSk kedvéért k6zlom néhény hieroglifjel hangértékét.
Amint tudjuk, csak a mdssalhangzdkat, illetve méssalhangzécso-
portokat jelolték.
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Ahogyan mezopotdmiai algebra létezett, ugyanolyan értelemben,
ha nem is olyan fejlett fokon, beszélhetiink egyiptomi algebrarél is.
Egyenletformdban megfogalmazhaté feladatokrél van tehat szé.
Ugy tetszenek, hogy ezek mir elszakadtak a kozvetlen alkalmazha-
t6sdgtdl, az aprépénzre valthatd hasznossagi szemponttél. Ezekben
az els6fok és tiszta masodfoku egyenleteknek megfeleld feladatok-
ban fellelhet§ a jatékos kedv és a szérakozéasként végzett szamolds.
Amint az eddigiekbdl kitiint : a matematika eredete biztosan a gya-
korlati élet feladataiban taldlhaté meg, de a tarsadalom egy bizo-
nyos fejlettségi fokdn mér elszakadhat a kozvetlen gyakorlattél.
Igaz, hogy a matematikat az emberi sziikségletek hoztdk létre, de
ezek nem feltétleniil gyakorlati hasznossigi sziikségletek. Amelyik
tarsadalom mar igényli a miivészeti alkotdsokat, ott nem kell cso-
délkoznunk, hogy jelentkezik az dncélisdg a matematika mfivelésé-
ben is. A papiruszok példdi ilyen vonatkozésban is Snmagukért be-
szélnek :

Egy szdm meg a hetedrésze 19. Melyik ez a szdim?

A papirusz modernizélt megolddsa : Tegyiik fel, hogy a keresett
szam: 7. Ennek hetede: 1. A kett8 dsszege: 7+ 1=28. A feladat sze-
rint azonban nem 8-nak, hanem 19-nek kellett volna kijénnie. A ke-
resett szdm teh4t nem 7, hanem ennél nagyobb annyiszor, ahdny-
szor nagyobb a 19 a 8-nal. Elvégzendd tehat a 19 : 18 osztas :

1-8=8
@-8=16 -
2-8=4

-8=2 =
-8=1 —  Tehat: 19:8= 2+ é

: 11 1.1
fgy a helyes eredmény: 7- [2+ E+ 8] 16+2 g
Valéban: 16+ +1+1 16+1+1 19
B2 rsTETy S

A latott médszer az un. ,,regula falsi”, a hamis szabaly médszere.
Ez abban 4ll, hogy az ismeretlen szimdra valasztunk egy alkalmas,
hamis értéket, és ezzel végrehajtjuk a feladat altal megkivint miive-
leteket. Az igy nyert eredményt azutdn Osszehasonlitva a feladat
megfelel§ adataval, az ismeretlen el6re kivalasztott, hamis értékét
helyesbitjiik.
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Az egyiptomiak az ismeretlent az ,,aha” széval jel6lték, ami soka-
sdgot jelent. Az egyiptomi irdsban ez a sz6 egyetlen ,,h” betfi. Mivel
kezdetben a papirusz megfejt6i ezt a ,,h”-t ,hau”-nak olvastak,
azért a matematikatorténetben a hibds ,,hau” szé terjedt el a vals-
szinfileg helyes ,,aha” helyett.

Egy mésik példa a ,hau”- vagy ,,aha”-szdmitésokra, ugyancsak
az Ahmesz-papiruszbdl:

Egy szdm, ennek a kétharmada, a fele és a hetede 6sszesen: 37.
Melyik ez a szdm?

Egyenlet alaku megfogalmazaisban : Megoldandé az
2.1 1
x+§x+§x+,—;x—37
egyenlet. Ezt a feladatot az egyiptomi megoldé is gy végezte el,

ahogy ma mi tennénk. A 37-et elosztotta [1+§+;+ }f] -del, ami-
1 1

2 1
il =16+ 56t _6_?§+ 776 eredményt.

Az egyiptomi algebra ismertetésének befejezéséiil ldssunk még
egy példat a ,regula falsi” alkalmazasara :

kor is megkapta a 16+ -

»Egy négyzetnek, meg egy masiknak, amelynek oldala az els§
négyzet oldaldnak [%—i— %] része, teriilete Gsszesen: 100. Mondd

meg nekem!”
Bizonyéra az eredeti négyzet oldalhosszat kell kiszdmitani, azaz
meg kell oldani az

2 3 8
X%+ le =100

masodfoku egyenletet. A papirusz szimol4si utasitdsa : Tegyiik fel,
hogy a keresett négyzet oldala: 1, akkor a masodik négyzet oldala:

3 9 1 1 .
R . Add Ossze a két négyzet teriiletét: 1+ — 16 [ l+2+ 16] Vonj

ebbdl négyzetgyokot : g [: l+%] .Eznem 10. Az eredeti négyzet
oldala teh4t nem 1, hanem annal annyiszor t6bb, ahdnyszor a 10

nagyobb az é-nél 10 : 5=8. A keresett négyzet oldala tehat 8-szor

4
nagyobb az 1-nél, azaz 8. A madsik négyzet oldala igy 8- %zé
A két négyzet teriiletdsszege valéban 100.

Egyiptom matematikéjdnak bemutatdsit zarjuk le az Ahmesz-
papirusz két aritmetikai feladataval. Az els§ azt mutatja, hogy az
egyiptomiak ismerték a szdmtani sorozat fogalmat, a mésik pedig
azt, hogy a mértani sorozatét is. Az egyik:
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100 cip6t 5-felé kell osztani Ggy, hogy a részek szdmtani soro-
zatot alkossanak (szamtani sorozat egymast kdvet elemei legye-
nek), és a hdrom nagyobb rész 6sszegének a hetede akkora legyen,
mint a két kisebb rész odsszege. A feladatot a ,,regula falsi” mod-

5 2 5 1 1
szerével oldottik meg. |1 3 103’ 20, 29 6’ 38 3 ]

A masik feladat kiilonb6z6 szovegekkel napjainkban is sokszor
felbukkan. A papiruszon ez all:

7 haz
49 macska
343 egér
2 401 kalasz
16 807 blizaszem
osszesen : 19 607.

Nem nehéz a hozza tartozé szoveget kitaldlni. 7 haz mindegyiké-
ben 7 macska. Mindegyik macska megevett 7 egeret. Minden egér
megevett 7 kaldszt. Minden kaldszban volt 7 szem buza. Mennyi
ezek Osszege? Ha a feladat a buzaszemek szamat kérdezte, akkor
a felelet helytelen, az 6sszeadas felesleges. A szdmok Gsszege viszont
nem értelmezhet8. A szdvegtdl fiiggetleniil, a papiruszon egy 7 hé-
nyadost mértani sorozat elsd 5 elemének az dsszegét latjuk. Ma-
gyar vonatkozasban emlékeztet e példa az ismert talalés kérdésre :
Janko elment Piripéesra. Talalkozott 3 téttal. Minden tétnak 3
zsdkja, minden zsdkban 3 macska. Hanyan mentek Piripocsra?
Valoszinl, hogy az Ahmesz-papirusz idézett feladata is ilyen jaté-
kos talalos kérdés. A magyar valtozat megvalaszolasdhoz azonban
nem kell szamolni.

Az eddig ismert leletek alapjan Egyiptom matematikajarol alko-
tott képiink azt mutatja, hogy az elméletileg meg nem alapozott,
csupan szamolasokra alkalmat adé geometridjuk és a nagyon ko-
rillményes szdmolasi moédszeriik nehézzé tette a tovabbfejlodést.
A matematikdban vald jelents tovabblépéshez a miiveletek és a
tortek masféle értelmezése és a matematikai jellegli problémak mas
irdnybol valé megkdzelitése lett volna sziikséges. Mindenesetre az
oegyiptomi matematika is teljesitette az egyiptomi élet megkivénta
szamolasi feladatokat, és megmerevedéséért az akkori tarsadalom
szerkezetét kell okolnunk.

Portré egy 5000 éves
gizehi sirbol
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A KRETAI ES A MUKENEI KULTURA

Az Egei-tenger térségében a legrégibb civilizécié és kulttra Kréta
szigetén fejlédott ki. Ennek kezdete az 1. e. 3000. év tajékara tehetd.
Ett6] kezdve a krétai kulttra toretleniil virdgzott az i. e. 1500-as
évekig. Mdr i. e. 2000 tajékan felépiiltek a gazdag diszités{i palotak-
16l ékes krétai varosok, mindegyik egy-egy kiraly székhelye. Ezek
koziil a kés6bbi févaros : Kndsszosz és a sziget déli részén fekvd,
kulturalis leletekben szintén gazdag Phaisztosz a legismertebbek.
A sziget gazdasdgi és az erre épiil§ kulturdlis életét a foldmiivelés
mellett a fejlett bronzmiivesség és fazekasipar és az élénk, a hajé-
zést is igénybe vevd, kiterjedt kereskedelem biztositotta. Hajéik
Ciprus szigetérdl szallitottak a rezet, és 6nért a mai spanyol partvi-
dékre is eljutottak. Krétai edények a mezopotdmiai 4satasokbol
éppen Ugy el8keriilnek, mint az egyiptomi kiralysirokbol. Ezt a
romjaiban is csodélatos krétai kulttirat, virdgzasa teljében — ame-
rikai geolégusok (D. NINKOVICH és B. C. HEEZEN) szerint - i. e.
1500 koriil egy hatalmas vulkani kitdrés pusztitotta el, és a sziget
foldjét a mindent belep8 vulkani hamu évekre terméketlenné tette.

Még a krétai kultira virdgzdsa idején, az i. e. 1900-as években je-
lentek meg a Balk&n-félsziget déli részén a magukat akhijoknak
nevezd gorogok. A Trdja ellen viselt habortjukrél beszél HomEROSZ
Ilidsza és Odiisszeidja. E miivek az i. e. VIII. szdzadban irédtak,
és nem tekinthet6k hiteles torténelmi forrdsoknak, hiszen Homi-
rRoszhoz csak szdjhagyomanyok atjan, legendak alakjaban jutha-
tott el a sok szdzaddal el6bb lefolyt hdsi csatdk toérténete. A német
HEINRICH SCHLIEMANN mégis a homéroszi miivekbe vetett hitével
asta ki Troja romjait, és 1876-ban a miikénéi kultara ékszerekben és
aranyban gazdag emlékeit. A krétaihoz nagyon hasonlé miikénéi
kultira Gordgorszag kés6i bronzkorszakanak idején, i. e. 1600 és
1100 kozétt virdgzott, €s hirtelen pusztuidssal ért véget az i. e. XII.
szdzadban. Ez id8ben egybeesik az utoljara bedramlé gordg tor-
zseknek, a déroknak a Peloponnészoszi-félszigetre vald érkezésé-
vel (i. e. XIII-XII. sz4zad). Sokan a dérok szamlajara irjak a mii-
kénéi kultira megsemmisiilését, de mas vélemények szerint nem
bizonyithat6, hogy az akkori Gorogorszag kifosztasa és romba
dontése az § miiviik volt. A dérok, amint a nyelvészeti kutatasok
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igazoljak, benépesitették a Peloponnészoszi-félszigetet a kozéps§, 9. abra
hegyes Ark4dia kivételével, és uralmuk ala keriilt a félsziget nyuga-

ti partvidékét6] kezdve az Egei-tenger szigetviliga Koészig, illetve
Rodoszig. A dor nyelvteriiletbe tartozott a XII. szazadban Miikéné

és Kréta szigetén Knosszosz is. A gorogok a nagy természeti ka-
tasztrofa utan, az i. e. 1450-es években telepiiltek be Krétdra. Ma

is rejtély, hogy mi okozhatta az édltaluk djjaépitett Kndsszosz pusz-

tulasat.

A gazdag miikénéi kultura leleteibdl az angol ARTHUR JOHN
Evans arra kovetkeztetett, hogy egy ilyen magas kulturat teremtd
nép mar nem nélkiildzhette az irast. Ilyen irdnya kutatésai Krétara
vezették, ahol 1900 tavaszdn Knésszoszban meg is talalta az els§
Ismert krétai irott emléket. Rengeteg irdsos égetetlen agyagtablat fe-
dezett fel Phaisztoszban is. E leletek alapjan haromféle irast kiilo-
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nitett el. Az 1. e. 2000 és 1650 kozotti id6ben képszerii jeleket (em-
ber, 16, kocsi, kéz, csillag stb.), hieroglifikat hasznaltak irdsra. Ez a
hieroglifikus iras i. e. 1750-re mar vonalas (linearis) jelekké egysze-
rlis6dott. Ennek a linearis irasnak kétféle valtozata kiiloniilt el. Az
elsé fajtét (,linedris A”) kb. 1. e. 1400-ig hasznaltak. Ez még megfej-
tetlen. A méasodik fajta iras, a ,linearis A”-nak még tovabb egysze-
riisodott valfaja, az Gn. ,Jinearis B” irds i. e. 1400 koriil terjedt el,
tehat a gorogok Krétan valé megjelenésével nagyjabol egy idGben.
1939-ben CARLO BLEGEN amerikai professzor KURUNIOTISZ gorog
régésszel kargltve a Peloponnészoszi-félszigeten a régi Piiloszban (a
mal Epano Englianosz nevii telepiilés mellett) a homéroszi NESZTOR
palotdjaban mintegy 600 ,linedris B” irdsi agyagtablat talalt.
Mind az utdbbiak, mind a krétai tablak égetetlen agyaglapokba
karcolt gazdasagi feljegyzéseket tartalmaznak, példaul leltarakat,
anyagkészleteket, adokivetéseket és mas kimutatasokat. A , lineé-
ris B” irast az angol MICHAEL VENTRIS (1922-1956) fejtette meg.
Kideriilt, hogy a ,linearis B” &sgérog nyelvii és alapjaban szdtag-
iras, amelynek jelei kozé keveredtek a még felismerhetden képszerii,
targyakat jelentd jelek is. A megfejtett irasok bizonyitjak, hogy a
miikénéi kultira mar gorog kultira volt.

Az agyagtabldkon nem talilhat6 id6pont megjellés. A feljegyzé-
sek csak egy éven belilli 1dGszakra szoltak. Az év leteltével az
agyagtabldkat megsemmisitették, és a kovetkezd évre ujakat irtak.
Ezekrdl a tablakrol leolvashatd, hogy az 6sgorogdk nem helyi érté-
kes 10-es szamrendszerben irtak a szdmokat. Szamjeleik :

[1]]
[1T1=9

= =90,

O =100, ...,Q:looo, .._,Q-zroooo,

Az osszeget jelentO szavukat igy irtdk le:

s T ]

|
1]
1
Il
[

1
lI!

5 |_> =da-so vagy I ’T‘ =da-sa.

Az agyagtdblakon csak osszesitések szerepelnek, ezekbdl tehat nem
tlinik ki, hogy hasznéltdk-e a szorzast és az osztast. Talan a szdmo-
las megkonnyitésére szolgalt, hogy példaul az addkivetésnél min-
dig kerek szamok szerepelnek (50, 100, 150, 200, 250, 300). Az egyik
tablan példdul ez all: ,,28 kos, 22 anyajuh; hiany 50.” A kivetett
adé tehat 100 juh volt.

A tablak szdvegei alapjan azt kell hinniink, hogy nem ismerték a
pénzt. Sily-, illetve tomegmértékegységeik azonban voltak. Ezek-
nek a nagysagédra csak bizonytalanul kovetkeztethetiink részben a
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hasznlt edények {irtartalmabdl, részben pedig az élelmiszeradagok
mennyiségébdl. A kivetkezd tomegmértékegységeknek csak a je-
leit ismerjiik :

£13 & 4+ &

Tudjuk, hogy a |, q , = Ideogrammak a szaraz anyagok
tomegmértékegységeit jelslték, és ezek megfelelSi a folyadékokndl :
I—‘\ k] <| ] U b
E mértékegységeknek a kiilonbdzs becslések alapjan kialakult
valészin(i nagysagrendje :

~ =041,
{ =8 =321
T=15 =12 =431

A krétal, illetve a miikénéi kultarak hirtelen pusztulasa utdn, kb.
azi. e. 1000. évt8l a gorégoknek mindent el6lrdl kellett kezdeniiik.
Csak az i. e. VIII. szdzadra alakult ki az 0j gorog iras, a foniciai
iras alapjan. Ez az oka, hogy a koézbees6 1d8szakrol szinte semmit
sem tudunk.

Az i. e. VIII. szdzadban Gorbgorszag teriiletén mar nagyjabél
békés viszonyok uralkodtak. Nem szabad azonban egységes iranyi-
tas alatt 4ll6 orszdgra gondolnunk. A gorog nép akkor és még az-
utan is sokdig kisebb-nagyobb varosdllamokban, poliszokban élt.
Kezdetben ezek az éllamok monarchikus jellegliek voltak, de a
VIII. szédzadban a kormanyzést az arisztokraték (hoi arisztoi = a

65

Az Oliimposzon : Zeusz, Héra,
Niké, Poszeidon és Hermész



66

Geometriai stilusu
g0rog vaza (i. e. 750)

GOROGORSZAG

kivaléak) gyakoroltak a kivaltsagok nélkiili, de szabad parasztok,
kézmiivesek és keresked8k folott. Az 1. e. VII-V. szazadban az
arisztokrdcia uralmét a legfejlettebb gérog allamokban felvaltotta
a szabad polgarsdgnak, a démosznak az uralma. A démoszon be-
liil a legteljesebb demokracia valésult meg, amely azonban a rab-
szolgamunkara épiilt. Ebben az idében a civilizicid és a kultira te-
rilletén Athén volt a legkiemelkeddbb gérég varos. Ugyanakkor
katonai ereje miatt veszedelmes versenytarsa lett Spérta, igaz, hogy
nem a kultdra vonalan. A két egymassal vetélkedd varos, ha nem is
mindig a legnagyobb egyetértésben, egyesiteni tudta erdit az V.
szdzadban lefolyt, perzsdk elleni haboruban. A gyGztes marathoni
és szalamiszi csatak utan Athén lett a vezet8 gorog varos. L. e. 478-
ban létrehozta a perzsdk elleni hdboru folytatasdra a déloszi sz6-
vetséget, amely sikerrel vehette fel a versenyt a Spérta koriil i. e.
530 tajan kialakult peloponnészoszi szovetséggel is.

Azi e V.szdzad Athén életében kaprazatos fejl§dést hozott nem
csupéan gazdasagi vonalon, hanem a tudomanyok és a miivészetek
teriiletén is. Az a korszak, amely a perzsak visszaverésétdl (i. e. 478)
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a peloponnészoszi hdboruig (i. e. 431) terjed, a gorog torténelem
un. klasszikus korszaka, a rabszolgékat leszamitva, igen széles nép-
réteg szamdra biztositotta a politikai szabadsagot és a szellemi al-
kotés lehet@ségét. Ekkor épiilt az athéni Akropoliszon az Erekh-
theion, Athéné istenn@ szentélye. Ekkor készitette szobrait PraxI-
TELESZ és PHEIDIASZ. Ekkor irta tragédidit AiszKkHULOSZ, EURIPI-
DESZ, SZOPHOKLESZ, vigjatékait ARISZTOPHANESZ és 6ddit PINDA-
rosz. Ekkor diszitette Athént festményeivel PoLUGNGOTOSZ. Ekkor
tanitotta a filozéfidt SZOKRATESZ, PLATON mestere. Ekkor élt a pe-
loponnészoszi habora térténetirdja : THUKUDIDESZ. Ekkor ismerte
fel a vildg anyagi egységét ANaxaGorasz. Ekkor fogalmazta meg
DEMOKRITOSZ az atomelméletet. Ekkor raktak le a természettudo-
ményok és a mai értelemben vett matemaika alapjait.

Ez a csodélatos korszak fejez8dott be a peloponnészoszi hébo-
ruval (1. e. 431-404). A testvérhdboru felérélte a poliszok erejét,
ugyhogy 11. FiLOPnek, a makedon héditonak i. e. 338-ban mér nem
tudtak ellenéllni. A khaironeai csata végleg megtorte a gorog varo-
sok erejét, és a poliszok elvesztették fiiggetlenségiiket. II. FULGP
megteremtette az egységes Gorogorszagot.

Az Egei-tenger partvidékét és szigeteit benépesits gérog népnek
merSben mas foldrajzi adottsdgokhoz kellett alkalmazkodnia, mint
az egyiptomi vagy a mezopotamiai embereknek. A zomében termé-
ketlen teriilleten nem lehetett f6ldmiivelésre alapozni az életet. Az
orszag félszigeti-szigeti jellege, a zegzugos, szaggatott tengerpart
mindeniitt a tenger kdzelségét tudatositotta. A tenger pedig nagy
csabito, kiilénosen akkor, ha a szérazfold nem nydjt elég élelmet.
A gorog keresked8k hamarosan hajoéra szalltak, és a kialakult ten-
geri kereskedelembe egy kis kal6ozkoddas is belefért. OpUsszeusz,
az agyafart gérog harcos, kalandos utazésaival szinte jelképe lehet-
ne a mozgékony, élénk eszii, a magit minden helyzetben feltalalé
okori gdrég embernek. Az dkori gbérdg keresked8k kapcesolata Me-
zopotamidval és Egyiptommal kéztudott. Ezek a nyitott szemi em-
berek nemecsak az arucserét bonyolitottdk le, hanem kiilf6ldi ta-
pasztalatokkal, ismeretekkel is gazdagitottdk az ottani kulturat.
Nem véletlen, hogy az elsé ismert goérog tuddsok kézt nemritkan
talalunk kereskeddket.

A gorogorszégi életmdd nem foldhéz ko6tott, mint Egyiptomban
és Mezopotamidban vagy - mint latni fogjuk — Kindban, hanem
mozgékony és szabad volt. A gérogok, a foldet miivelS népek stati-
kus életvitelével szemben a dinamikus életstilust képviselték. Bz pe-
dig a gorég gondolkozéasban, a gordg szellemben is megmutatko-
zott. Babilon és Egyiptom tudomaénya, f6leg az uté6bbié, megelége-
dett annyival, hogy felelni tudott a mindennapi élet ,.hogyan™ kér-
déseire, és hogy a gyakorlatban jél haszndlhaté recepteket adott.
A tanulékony g6rogok kezdetben sok ilyen receptet atvettek, de 6k
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Exekiasz: Akhilleusz
és Aiasz kockat vetnek
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B LT = et L ™
i T T,

mar feltették a ,,miért” kérdést is. Meg akartdk érteni a vildgot
amelyben éltek, a vilag jelenségeit, és nem utolsésorban Snmagukat,
az embert. Az importalt ismereteket elgérogositették, sajat szem-
pontjaik szerint dolgoztak fel és fejlesztették tovabb. A babiloni és
az egyiptomi gondolkodés szinte 6vakodott az egyénitdl, nem mert
eltérni a szokvanyostdl, nem ujitott, hanem csak atvette, megtanul-
ta a készen kapott eljarasokat. A gorog szellemben az egyéni, a sza-
bad, az tjat keresd, a felfedezni vagyd torekvések uralkodtak. Az
els@ archaikus gordg szobrokat még dssze lehet téveszteni az egyip-
tomi merev, a hagyomanyos torvényektdl és stilustdl éltérni nem
merészel§ szobrokkal. Nem kellett azonban sok évnek eltelnie ah-
hoz, hogy a goérog kézben felszabaduljon a képz&miivészet, és ne
minden miiben ugyanazt az eszmét, az orokkévalésig vagyat min-
tdzza meg, hanem a mindig valtozd, mozgd, hajlékony, él6 embert.

Valahogy igy lehettek a matematikéval is. Bizonyara sokat ta-
nultak kezdetben az egyiptomiaktol és a babiloniaktdl is, de csak-
hamar mar alig lehetett raismerni arra, amit atvettek, legaldbbis
az elsd rank maradt gérog matematikai emlékekben mar nem lehet
felismerni az egyiptomi vagy babiloni alapokat. A gérég matema-
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tika bizonyitéasi igénye és igényessége, sajatos, az élett8l mar jobba-
ra elszakadt targya, valamint a matematika modszere szinte készen
pattant el§ az ismeretlenbdl, de éppen ez a fejlettség és a tovabbi
fejlédés lendiilete mutatja, hogy kellett lenniiik el6zményeknek.
A gorog matematikdnak ezt a kezdeti, atmeneti szakaszat nem is-
merjiik. THALESZ azért lett a gorog matematika atyja, mert 6 az elsé
gorog matematikus, akirdl tudunk.

AZ OGOROG SZAMIRAS ES SZAMOLAS

Amint az el8z8 fejezetben lattuk, az 8sgdrogok szdmaikat a nem
helyi értékes 10-es szdmrendszerben irtdk (,,linedris B”). Ugyanezt
mondhatjuk a késdbbi, az i. e. IX-VIII. szdzadban kialakult
gorog szamirasrél és az i. e. V. szdzad tajan bevezetett ion alfabeti-
kus szamirdsrol is. A régebbi, az un. attikai szamiras jelei :

I=1, I'=5 A=10, H=100, X=1000, M=10 000.

E jelek az 1 kivételével a megfelel6 szamnév els§ betiii. Az 5 jele kez-
detben a II (pi) volt, a penta sz6 kezd§ betiije. Ugyanigy a A a deka
szonak, H a hekatonnak, X a khiliasznak és M a miiriasznak az
elss bettije. A 100 jelénél taldn feltling, hogy a H jel a gbrog nagy
éta (€é) betii, azonban a ma état jelentS H jel régen a gorog nyelvbél
mar koran kiveszett gyenge h hangnak a jele volt. Amikor az idé-
zett szamjelek keletkeztek, akkor még a hekaton sz6t HEKATON-
nak irtdk, és csak joval kés@bb lett: ‘EKATON. A felsorolt jelek-
kel példéul :
43 224= MMMMXXXHHAAIIII.

Azért, hogy az 5 egységen feliili szamjeleknél ne legyen tal sok
ismétlés, bevezették még a

[5 —s0. [F =500. [X =5000 & [T =50000

jeleket. Ezek felhasznalasaval példaul:

65 783= [T MX T HHIE AAI

Ezt a szamirast kiiléndsen datumok megjeldlésére még i. e. 100 ko-
riill is hasznaltdk - mint ahogy ma is hasznédljuk a rémai szam-
Jjeleket a hénapok jel6lésénél -, bar az ion betik elterjedésével mar
az i. e. V. szézad el6tt megszilletett egy Un. alfabetikus szAmiras.
Amint az elnevezés is mulatja, a szdmjeleket az 4bécé betiii szol-
galtattdk. A gordg abécé elsd 9 betiije jelentette a szamokat 1-t81
9-ig. A kovetkezd 9 betiivel irtdk le a tizeseket 10-t81 90-ig. A to-
vabbi 9 betiivel a szdzasokat jelslték 100-t61 900-ig. Mivel azonban
az ion abécében csak 24 betil volt, azért kiegészitették harom régi

69



70

GOROGORSZAG

betfivel. Ez a hidrom bet{i a [ (neve: vau vagy digamma, vagy
sztigma), a 9 (neve: koppa) és a ) (neve: szampi). Kezdetben
tehdt, amikor a gérdgok csak nagybetiikkel irtak, a szamok jelei :

A, B, I A ¥YE, E Z H, 0,

1 2 3 4 5 6 7 8 9

I, K, A, M, N, E o0, II, ¢4,

10 20 30 40 50 60 70 80 90

P, X T, Y, @ X ¥ Q A

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Amikor pedig az i6n iréds kisbetiiit is bevezették, akkor :

& ¥ ﬁ’ Y’ 8’ S’ g 1 t’ T}’ {}9

1 2 3 4 ] 6 7 8 9

t, X, A @, £ o, T, G,
10 20 30 40 50 60 70 80 90
o, o, T, W, e A Y o, A
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Az ezresek szdmdt ugyanezekkel a betiikkel jelolték, de a betii elé
vesszOt tettek :

,=1000, ,$=2000, ,y=3000 stb.

Azért, hogy a szdmokat a szavaktdl megkiilonboztessék, a szimo-
kat jelentd betlicsoportokat feliilhuztak, tehat példdul ;

576=q&l vagy 5342=e7uf. ’

A 10 000 szdméra megmaradt az M jel, és a tizezresek szamat az
M folott jelolték, példaul

€ Ad
50000=M wvagy 340 000=M.

Pl o
Ilyen médon: 576 338= M,{tAn.

Ha a leirand6 szdmban nagyon sok tizezres volt, akkor ezek sza-
mat irhattdk az M utdn is, de ett8l a szam t8bbi részét ponttal va-
lasztottdk el, igy:

55 552 315= M, epve - fuie.

A miiriddokat, azaz a tizezreseket olykor két ponttal is jelolték,
példaul : 8= 820 000.

Elképzelhets, hogy az ilyen, alfabetikus szdmiras mellett (ami-
lyenekkel taldlkozunk az dkori zsidoknél, az 6szlavoknal és az 6r-
ményeknél is) a szdmolds nehézkes volt. A szorzast példaul Ggy vé-
gezték el, hogy az 6sszeszorzando két szamot felbontottak egyesek,
tizesek, szdzasok stb. Osszegére, és a tébbtaghak szorzasi szabalya
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szerint, a szorzand6 minden tagjat megszoroztik a szorzé minden
tagjaval, végiil az igy nyert részletszorzatokat &sszegezték. Tehét
példdul a 642. 536 szorzdsnal a kdvetkezGképpen jartak el:

600- 500=300 000
600- 30 = 18000

600-6 = 3600
40- 500= 20 000
40. 30 = 1200
40- 6 = 240

2. 500= 1000
2.30 = 60
2:6 = 12

Osszesen: 344 112,

persze mindezt gorog, alfabetikus szdmirdssal. E mellett az Gn.
g0rog szorzéas mellett hasznaltidk az egyiptomiaktdl Atvett és egyip-
tomi szorzasnak nevezett kett8zés médszerét is.

Az irdsban végzett miiveleteket nehezitette az is, hogy abban a
korban a papir, illetve a papirusz nehezen hozzaférhetd, driga esz-
koz volt. Ezért terjedt el az abakusszal, a szdmolétablaval valo sza-
molés. Az abakusz lényegében parhuzamos, egyenes sorokkal (4r-
kokkal) ellatott tabla volt. A parhuzamos sorok kéziil a legalsé az
egyesek, a kovetkezd a tizesek, az azuténi a szdzasok stb. helyét je-
16lte ki. E parhuzamos rovatkakba kavicsokat, kis korongokat le-
hetett helyezni. Igy példdul az alulrél szdmitott masodik sorba he-
lyezett 3 kavics jelentette a 30-at. Az alapelv tehat vgyanaz volt,
mint a ma is még sok helyen (Szovjetunié, Kina) hasznélatos golyos
szdmolbgépek elve. Az abakuszon a rovatka helye hatirozta meg
ugyanannak a kavicsnak (pszéphosznak) az értékét, tehat az aba-
kusz lehet&vé tette, hogy a nem helyi értékes 10-es szimrendszerbeli
széamiréssal kijelolt szamolasi miiveletet helyi értékes 10-es szam-
rendszeril szdmoléssal lehessen végrehajtani. Az abakuszon vala-
mely szdm kirakésa egyenértékii a szdm helyi értékes felirdsaval.
Az abakusznak mésik nagy el6nye volt még, hogy az irdstudatlanok
is tudtak vele szdmolni. Ezen elényei miatt lett az abakusszal valé
szdmolds hosszl életti. Még a XIV-XV. szazadban is széltében-
hosszdban hasznaltak.

Erdekes a ,,g6r6g tortek” torténete. Az i. e. VI-V. szdzad el6tti
id8kben kialakult a gérégoknél is a tortfogalom, nagyjabdl a mai
tortfogalomnak megfelelGen. Az egységszamlaléji tortek irdsdhoz

a megfeleld egész szdmot hasznaltak. Igy példaul az %—et a 4 segit-

ségével jelolték : =4, 6’:%.
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Borjuvivo (i. e. VL. sz.;
a Tatai Gorog-romati
Szobormasolatok
Miuzeumabol)

A kozonséges tortek irdsdndl kezdetben a nevezd ald irtdk a

szdmlil6ét, de tortvonal nélkiil: %::; Késébb azonban, valdszi-
8

niileg indiai hatdsra, helyet cserélt a nevezd a szamldléval:

3
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A fentebb jelzett érdekesség a ,,gorog torteknél” az, hogy a gorég
matematikaban PUTHAGORASZtO! ARKHIMEDESZig elkeriilték a tor-
teket, tagadtak létezésiiket, annak ellenére, hogy a gyakorlati élet-
ben hasznéaltdk azokat. Ennek filozofiai okai vannak. Amint majd
latni fogjuk a piithagoreusi szammisztikdban : az 1 az oszthatatlan,
a részekre nem bonthaté istenséget, illetleg a vilag egységét jelké-
pezte. A matematikusok absztrakt 1 fogalma azonosult a kortars
eleai filozofidnak ,,a 1étezG” fogalmaval, amely az eleai iskola tani-
tasa szerint egységes és oszthatatlan. Az erre a mintéra kialakitott
matematikai egység fogalma nem fért 6ssze az oszthatdsag, a fel-
darabolhatésag fogalmaval, tehat a tortszamok létezésével sem,
hiszen ,,a szdm az egységek halmaza”. Ez az oka annak, hogy a
PUTHAGORASZ uténi gorog matematikusok a tort fogalmat helyette-
sitették az ardny fogalmaval: a két szam (a goérégoknél a szam azo-
nos a mi természetes szamunkkal) aranyaval. Az 1-et kezdetben
nem is tekintették szadmnak, hiszen az egységekbdl Osszetevédd
szam oszthatd, de az 1 definicié szerint nem.

ARKHIMEDESZ azonban mar szakitott ezzel a filozdfiai megalapo-
zésu egységfogalommal, és szabadon hasznélta a kdzonséges tor-
teket ugy, ahogy a nem matematikus, ,.k6z0nséges” emberek. Nagy-
jabol ugy szamoltak a tértekkel, mint mi.

Ugyancsak érdekesség, hogy a gérog nem helyi értékes szamiras-
sal parhuzamosan a gorog csillagdszok (példaul PTOLEMAIOSZ is)
igen j6l szamoltak a babiloni 60-as helyi értékes szamrendszerben,
és ezen beliil a hatvanados tortekkel is. Ennek f6 oka az, hogy a
mezopotamiai csillagdszati eredmények alapoztdk meg a gorog
csillagaszatot. A babiloni csillagiszati tdbldzatok és megfigyelési
eredmények pedig 60-as helyi értékes szamrendszerben irodtak.
A gorog csillagaszok a babiloni szamrendszer{i szimokat a gérog
szamjelekkel irtdk at, példaul:

235° 42" 38"= BAe° uf’ M.

A gorog szamirdssal kapcsolatban meg kell emliteniink egy na-
gyon lényeges ,,semmiséget”. A gordg csillagaszok (taldin PTOLE-
MAIOSZ) éppen a babiloni helyi értékes 60-as szdmrendszer( irdst
tokéletesitették a zérus szdmjegy bevezetésével. Az iires helyi érté-
keket az dvdév (uden)=semmi szd kezdSbetiijével az o (omikron)
betiivel toltotték ki. Ez fontos hozzajarulas volt a késGbbi hindu,
helyi értékes 10-es szamrendszerii irds kifejlddéséhez.

Mai ésszel taldn csodalkozunk, hogy a gorogdk ismerték a 10-es
szamrendszert, ismerték a helyi érték fogalmat, feltalaltak a nullat,
tehdt minden készen volt naluk a helyi értékes 10-es szamrendszeri
szamiras bevezetéséhez, és ezt a dicsOséget mégis atengedték a ké-
sGbbi hindu matematikusoknak. A meggydkeresedett szokéasokat
nehéz elhagyni!
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THALESZ (i. e. 6247-5487)

A milétoszi THALESZ: az els6, mindenben az els§. A hét gorog
béles kozote 6 az elsd, 6 az elsd természetfilozéfus, az elsd fizikus,
az elsg csillagsz és az els6 matematikus. O az els§ ismert gordg
tudés.

Bizonyara nem véletlen, hogy az els§ gorog tuddsok zémmel a
kis-4zsiai gorog gyarmatok sziilottei. Ezekhez a gyarmatvarosokhoz,
telepekhez foldrajzilag kozel volt az Gsi babiloni kultara. A gérog
kereskedSk messze keletre eljutottak. Semmi csodélatos nincs ab-
ban, hogy a kisdzsiai partvidék vérosai, szigetei tobbé-kevésbé a
mezopotamiai civilizaci6 hatésa al4 keriiltek. Ugyanigy lehetett Szi-
ciliaban is, ahol az egyiptomi befolyds érvényesiilhetett. Mivel az
els§ gorog gyarmatositok a gordgség 16n torzsébsl keriiltek ki,
azért az altaluk elinditott gorég kulturalis fejlédés elsd korszakét,
amely id6ben nagyjabdl az i. e. VI. szazadot jelenti, iéniai korszak-
nak szokds nevezni.

Ennek az id8szaknak volt els8 képvisel§je THALESZ, aki a kiszsiai
Milétoszban sziiletett. Csalddja valdsziniileg Boidtidbdl koltozott
ide. Apja neve EXAMUNASZ, anyjaé pedig KLEOBULINE volt. Az athé-
ni SzZOLON és a gazdagsagardl hires Kroiszosz liid kirdly idejében
élt. Sziiletésének és haldlanak éve bizonytalan. A cimben feltiinte-
tett adatokra abbol kovetkeztetnek, hogy megjdsolt egy, az i. e. 585
majus 28-4n bekovetkezett napfogyatkozast. Ez volt az az égi jelen-
ség, amely békekotésre késztette a médeket, amikor Ninive feldula-
sa utan (1. e. 612) tovabb akartak terjeszkedni nyugat felé. Midén
elérték a Haliisz foly6t, ALUATTESZ liid kiraly i6n zsoldosainak az
¢lén felvette velilk a harcot. Ezt a csatat azonban félbeszakitotta az
emlitett napfogyatkozas, amelytSl a katondk annyira megijedtek,
hogy a kiizdelmet besziintették. A THALEsz dltal megjosolt és a har-
cold feleket megbékéltets napfogyatkozas idépontja segitett abban,
hogy az ékori gérog térténelemben a mai id8szamités szerint tud-
junk tajékozdédni. THALESZ csillagdszati felkésziiltsége tette lehet&vé
a gordg naptér reformjat is, amelyet az § megfigyelései és titmutaté-
sai alapjan egyik tanitvanya hajtott végre.

Az a tény, hogy THALEsZ képes volt egy napfogyatkozds meg-
jovendodlésére, mutatja, hogy ismernie kellett a tébb sz4z éves babi-
loni csillagdszati megfigyeléseket. THALESZ egyébként kereskedd
volt. Ilyen min&ségében beutazta az akkor ismert miivelt vilagot
Mezopotamidtdl Egyiptomig. Utazasai alatt sokat tanult. Az em-
beri életre hatd, az életet formalé minden jelenség érdekelte. O volt
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‘az elsd, aki hitelesen szdmolt be hazdjaban az egyiptomi tudomany-
rél. Az egyik, DIOGENEszZ LAERTIOSZtO! (i. sz. II1. szdzad) eredd le-
genda szerint az egyiptomi papok csodalatat vivta ki azzal az
egyszerii modszerrel, amellyel egy piramis magassagat meghatiroz-
ta. Leszurt egy botot a foldbe, és amikor annak arnyéka éppen
egyenlS volt a bot hosszdval, akkor megmérte a piramis [magas-
sdganak az] drnyékat, amely ekkor éppen megegyezett a piramis
magassagéval. Persze az ilyen legenddkat nem lehet készpénznek
venni. Ha elképzeljiik, ha megrajzoljuk 2 piramist és az arnyékat,
akkor beldthatjuk, hogy nem is olyan egyszeri a magassaganak
az arnyékat meghatdrozni. A megfelel6 mérési adatok alapjin
a Pitagorasz-tétel teszi lehet8vé a feladat megoldasat (10. dbra).
Ha tehat a torténet igaz, akkor még inkdbb csodilhatjuk THALESZ
feladatmegoldd képességeit. A piramis adrnyékaban — a megfeleld
irdnymeghatarozas utdn - kdzvetleniil az ES’ és az EK szakaszok
hosszét célszer{i megmérni. Mérhet6 még a gila alapélének a fele:
TK 1s. Jelsljiikk a mérési adatokat rendre: TK-t g-val, EK-t b-vel
és ES'~t c-vel. Igy a TKE derékszogii hdromszogb8l: TE= a2+ b2.
Ekkor: :
TS'=Va*+ b2+ c.

A mérend8 m magassiag abban a pillanatban, amikor a leszurt bot
arnyéka olyan hosszti, mint a bot :

m=c+ VEE—I_—“b_z

A Pitagorasz-tétel csak akkor keriilhetd el, ha THALESZ egy olyan
helyzetet fog ki, amelynél a piramis magassagénak a vetiilete éppen
merdleges az egyik alapélre.

PROKLOSZ (410-485) gorog matematikus allitja EUDEMOSZ (1. e.
335 t4jan) elveszett matematikatorténetének kivonatdban, hogy
THALESZ els6ként bizonyitott be tobb geometriai tételt. E szerint
ismerte a szOg fogalmat, igazolta, hogy a csicsszogek egyenldk,
hogy az 4tméré a kort felezi, hogy az egyenld szarli hAromszogben
az alapon fekvG szogek egyenlSk. Ezekben az a csoddlatos és el@re-
mutatd, hogy igen fejlett bizonyitési igényrdl tesznek bizonysagot.
Sem az egyiptomi, sem a babiloni matematikdban nyomat sem
taldljuk a bizonyitdsnak. Matematikusaik megelégedtek jol bevalt
tapasztalati eljarasokkal, de nem ismeriink a t8liikk szdrmazé em-
l1ékekbdl egyet sem, amely a gyakorlati ismeretekkel szemben ké-
telyt fejezne ki vagy eredetiiket, okukat keresné. A matematikator-
ténet elsG olyan ismert alakja, aki bizonyit : THALESZ. Bizonyit pe-
dig olyan szemléletes tételeket, mint amilyeneket felsoroltunk.
Mintha az eleai filozéfia figyelmeztetésére hallgatna: Vigyazz, az
érzékek megesalnak! Persze ezt nehéz 4llitani, hiszen az eleai filozo-
fiai iskola megalapit6ja, PARMENIDESZ 1. e. 480 koriil fejtette ki ta-
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nait, tehat THALESz halalanak val6szinii ideje utan 60-70 évvel. Az
is igaz, hogy az eleai iskola els8 ismert képvisel§je, XENOPHANESZ
1. e. 540 t4jdn miik6dott, de 6 még igen bizonytalanul, homélyosan

- és ellentmondésosan képviselte az eleai tanokat. Az sem valészind,

hogy a bizonyitdsi igény ilyen magas fokdnak, a szemlélettSi vald
ennyire tudatos elforduldsnak ne lettek volna el§zményei. Kellett,
hogy THALESZ el6tt legyen egy még nem ismert fejlédési szakasz,
amelynek eredményeit THALESZ munkdajaban szemlélhetjiik. Kellett,
hogy legyen egy kor, amely a tapasztalati eredmények elfogadasatol
elvezetett a bizonyitds sziikségességéhez.

Az eldbbieknél kevésbé szemléletes tételek bizonyitasa is kapcso-
16dik THALESZ nevéhez. O mutatta meg - ugyancsak PROKLOSZ sze-
rint —, hogy két hromszdg egybevagd, ha megegyezik egy oldalban
€s a rajta levd két szogben. Az 1. szdzadbeli PAMPHILOSZ tanusaga
szerint THALESZ mondta ki el6szor, hogy a félkérben az atméré folé
rajzolt keriileti szdg derékszdg. A francia iskoldkban Thalész-
tételként tanitjdk azt, amely szerint ha egy haromszoget valamelyik
oldaldval parhuzamos egyenessel metsziink, akkor e parhuzamos
a masik két oldal egyenesével az eredeti haromszoghéz hasonld
hdromsz6get hataroz meg.

Emlitésre mélté még THALEsznak azazeljarasa, amellyel a ten-
geren 0sz6 hajénak a parttol vald tavolsagat hatarozta meg. A 12.
dbra szerinti jeloléssel : Kimérte a parton a tetszGleges, de az AH-ra
merdleges AB tavolsagot. Erre a B pontban merdlegest allitott, és
ezt elmetszette a HC egyenessel, ahol C az AB szakasz felezGpontja.
Az igy nyert BD tavolsag éppen a meghatarozandé AH tavolsaggal
egyenld. A bizonyitds éppen a THALEsznak tulajdonitott egybeva-
go6sagi tételen alapul. Egy masik gyakorlati tandcsa az volt a hajo-
sok szamara, hogy ne a Nagy Medve csillagkép alapjan tajékoz6d-
janak, hanem gy, mint a féniciai hajésok : a Kis Medvéhez igazod-
janak.

THALESZ matematikai, illetve geometrial munkdassagat osszefog-
lalva : Biztosnak latszik, hogy THALEszZ, a ,,matematika atyja”, jel-
képe nemcsak az 0j gérog matematikai korszak kezdetének, hanem
egy el6z6 korszak lezaruldsanak is. O a fejlédésnek azt a hatarkovét
jelenti, amely elvilaszija a szemléletre alapozott tapasztalati geo-
metridt az érzékekre mar nem tdmaszkodo, logikai bizonyitdst
igényl8 geometriatol. Ezzel kapcsolatos és kétségkiviil thalészi ér-
dem az absztrakcid, amellyel a konkrét targytdl elvonatkoztatta a
geometriai testet, a csak elgondolt testet csak elgondolt lapjaival,
éleivel, csticsaival. '

Erdekességként emlithetiink meg néhany valéban csak legenda-
szeril, THALESszal kapcsolatos torténetet. PLUTARKHOSZ mondja el,
hogy THALESZ egy esti sétaja alkalmaval az eget kémlelve egy godor-
be esett, és felesége igy pirongatta : Az eget vizsgélod, pedig a 1abad
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eldtti drkot sem veszed észre. Ugy latszik, a feleség el8tt THALEsZ
nem a hét boéles egyike volt. Més elbeszélések viszont nagyon is
gyakorlati embernek mutatjék : j6 kereskedének. Giinyoltdk volna
azért, hogy a tudoménnyal nem lehet vagyont keresni. Erre § a csil-
lagokbdl kiolvasta a kdvetkezd évi idGjarast, és arra kovetkeztetett,
hogy gazdag olajtermés varhatd. Kibérelte tehat a kdvetkezd esz-
tenddre a kérnyék olajpréseit, és igy a bd termd évben 6 diktalhatta
az olajarakat, amivel jokora vagyonra tett szert. Az elbeszélés
azonban megjegyzi, hogy bdlcshéz és becsiiletes emberhez méltéan
ekkor sem élt vissza monopolhelyzetével, hanem méltanyos olajéra-
kat allapitott meg.

Séval is kereskedett — meséli egy masik torténet —, és a sdszsako-
kat szamarak hat4n széllitotta. Tértént, hogy egy patak mellett ha-
ladva az egyik szamar a meleg el8l a vizbe menekiilt, és miutdn ma-
gat lehfitotte, azt is észrevette, hogy zsdkja jocskdn megkonnyebbe-
dett. Ezt a megfigyelést az okos szamar méskor is hasznositotta, és a
patak mellett THALEsZt mindig jelents veszteség érte. Végiil azt ta-
14lta ki, hogy ennek a csdkdnydsen fiird6z6 csacsinak a hatéra spon-
gyaval teli zsakot rakott, amelynek silya a fiirdés utdn tetemesen
megndtt. A szamdr ezt tapasztalva tobbet nem ment be a patakba,
még a sészsakkal sem. fgy jart til a ravasz THALESZ — egy szamdr
eszén.

E torténetkék meseszerliek, de mutatjak, hogy THALESZ a maga
koraban és azutan is népszer{i ember lehetett. A sikeres kereskedel-
mi tevékenységtSl kordn visszavonult, és idejét f6leg a matematiké-
nak, a filozéfidnak és az allam iigyeinek szentelte. Mint filoz6fust
a naiv materialistdk k6zé szdmitjak. Természetfilozéfiai alaptétele
az volt, hogy minden a vizbdl keletkezett. Bizonyéra a viznél jol
tapasztalhaté halmazéllapot-valtozasokban latta a magyarézatat a
kiilénbdz6 siirliségli anyagok keletkezésének. A ,,minden viz” igaz-
sdgat latszott az is alatamasztani, hogy az élGlények viz nélkiil nem
élhetnek. Ez a thalészi filozéfia az 6 kordban hatdrozottan mitold-
giaellenes volt, bar meg kell jegyezniink, hogy THALEszZ hitt a 1élek
létezésében is. A mégnes vonzéasat is a magnes lelkének tulajdoni-
totta.

A koziigyek intézésébdl is kivette a részét. Tanacsaira hallgattak.
Az, hogy a hét gorog boles kozé szdmitottak (kortarsaval, az athéni
SzoLONnal egyiitt), mutatja, hogy tisztelet vezte. Kedvenc politikai
terve volt, hogy létrehozza az ién varosok erds szovetségét Tedsz G-
varossal.

frasos emléket nem hagyott hitra. Filozéfiai tanait tovabbfejlesz-
tette és irasba foglalta neves tanitvdnya, ANAXIMANDROSZ (i. e.
610-547). Konyve azonban, amely az els§ gordg prézai irdsmiinek
szamit, sajnélatosan elveszett. Sokan feltételezik, hogy PUTHAGO-
RASZ is THALESZ tanitvanya volt. Allitélag PUTHAGORASZ THALESZ
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tanécséra utazott Egyiptomba, hogy az ottani tudoméannyal megis-
merkedjék. THALESZ 1. e. 548 t4jdn halt meg, az olimpiai jatékok né-
zése kozben.

PUTHAGORASZ, A PUTHAGOREUSOK

Az i. e. VL. szdzadban megkezd8détt a Perzsa Birodalom terjesz-
kedése nyugat felé is. A kisdzsiai gérog gyarmatok is veszélybe ke-
riiltek. Nem csoda, hogy amikor a liidek kirdlya, KroOISzZOsz meg-
kérdezte a delphoi jésdat, hogy megtdmadja-e a perzsdkat, akkor
olyan vélaszt kapott, amelyet biztatasnak is vehetett. ,,Ha 4tléped a
Haliisz foly6t - a két orszdg k6z6s hatarat —, akkor egy nagy biro-
dalmat fogsz megddnteni” - sz6lt a jovenddlés. Kroiszoszt azon-
ban megverte KR0Sz, a perzsa hédit6. Utdlag a jésda védekezhe-
tett ugyan azzal, hogy Kroiszosz valéban megdéntétt egy nagy bi-
rodalmat, ti. a sajatjat, KUrosz azonban a liideket timogaté gorog
gyarmatvarosokra hatalmas hadisarcot vetett ki. Emiatt a perzsa
uralom alé keriilt gérogdk koziil aki csak tehette, igyekezett elvan-
dorolni. Ekkor hagyta ott Phokeat az a gérég csoport, amely az ita-
liai Elea véroskat alapitotta, és ebben az id8ben érkezett Itdlidba
PUTHAGORASZ is, aki tanftvanyaival az akkori egyik dér gyarmaton,
Kroténban telepedett le.

Azi. e. VI. szdzadban miik§dé PUTHAGORASZ filoz6fus és mate-
matikus volt, akit mondhatunk fizikusnak, csillagdsznak és magus-
nak, vagy akar valldsalapiténak is. A legendak kddébe burkolt éle-
térdl alig tudunk valami biztosat. Ezeket a haldla utan keletkezett
mendemondékat tavolrdl sem kell készpénznek venni, mégis érde-
kes és talan érdemes is elmesélni némelyiket, mert valamennyire
jellemz8k lehetnek PUTHAGORASzra €s egyben tanitvanyaira, a
piithagoreusokra.

PUTHAGORASZ a Milétoszhoz kozeli Szamosz szigetén sziiletett,
allitdlag PHEREKUDESZ filozéfus tanitvinya volt, aki egy mitoldgiai
kozmogénjat irt. Lehet, hogy THALESZ is tanitotta, és az & tan4csara
utazott Egyiptomba, hogy megismerje a tudoméinyok gyokereit.
Ezutén torténhetett, hogy sziil6foldjére visszatérve tanitani kezdett,
bar gy mondjak, els§ tanitvdnyainak § maga fizetett, hogy meg-
hallgassak. Az Gjpiithagoreus JAMBLIKHOSZ (1. sz. 300 koriil) szerint
perzsa hadifogolyként 7 évet toltétt Babilonidban, ahol megismer-
kedett a kaldeusok valldsdval, filozofidjaval, zenéjével és csillaga-
szataval. Talan még Indidba is elkeriilt. Mindenesetre az i. e. VI.
szdzadi Kelet filozofiai és vallasi tanai nagy hatdssal lehettek a fiatal
boleseldre, és ugyanugy a keleti, sokszor misztikus, magikus szine-
zetli szdmtudomany is. Hazdjaba visszatérve egy vallasos jellegii,
politikai célokért is kiizd§, ugyanakkor a matematikai tudoma-
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nyokkal (aritmetika, geometria, zene, csillagdszat) is foglalkoz6,
félig-meddig titkos tarsulatot alapitott, amelynek azonban Szamosz
szigetérdl el kellett tdvoznia, mert Osszeiitkézésbe keriilt az ott
uralkodé POLUKRATESZ tiirannosszal. PUTHAGORASzZ Dél-Italidba
menekiilt, Kroténba, mésodik hazdjaba. Itt a piithagoreusoknak
kezdetben nagy tekintélyiik volt, s6t valamelyes politikai befolyas-
sal is rendelkezhettek. Ilyesmit tiikkréz az a monda, amely szerint
Krotén i. e. 511-ben PUTHAGORASZ segitségével gydzte le ellenségét,
a szomszédos Sziibariszt. A térténet elmeséli, hogy Sziibarisz lovas-
sdga nemcsak félelmetes volt, hanem arrol is hires, hogy fuvolaze-
nére minden 16 4gaskodva, gyényériiségesen tancolt. PUTHAGORASZ
tandcséra a krotoni kémek megtanultik a lovakat tAncoltatd zenét,
és erre Kroténban betanitottak egy egész zenekart. Amikor aztin a
sziibariszi lovassdg tAmadasba lendiilt, megszolalt a kroténi zene-
kar, és a tdncold lovakat a krotdni harcosok kénnyfiszerrel lebldos-
ték. Tény, hogy Krotén i. e. 511-ben valdban elfoglalta Sziibariszt,
bar nem valoszinti, hogy a harcban a kroténi fuvolazenekar mérte
ellenfelére a dont8 csapést. :

A hagyomédnyok szerint PUTHAGORASz elBadéasai Kroténban
nagy sikert arattak, olyannyira, hogy az illemmel nem torGdve,
még nd1 hallgatdi is voltak. Ezek kozott volt hazigazdajanak, MiLS-
nak szép lednya, THEANO is, aki PUTHAGORASZ felesége lett. THEANO
irta meg a kroténi filozéfus elsd életrajzat, amely valdsziniileg hite-
les forrés lehetne, de sajndlatosan elveszett. PUTHAGORASZ maga
semmit nem irt le tanitdsaibol és esetleges felfedezéseibsl. Tanai,
tudoményos eredményei elvilaszthatatlanul dsszekeveredtek tanit-
vényai munkaival. Ezért legtobbszor kdzelebb jarunk az igazsdg-
hoz, ha a piithagoreusokra gondolunk akkor is, amikor csak éppen
magéit PUTHAGORASZt emlegetjiik.

Tudomaésunk szerint a piithagoreusok hittek a 1élekvandorlasban,
vegetdridnusok voltak, és 4llitdlag hossza hajat és fehér gyapjikon-
tost viseltek. A szovetség tagjainak, hogy felvételt nyerjenek, el6bb
szigortian el8irt életmdddal és zenével meg kellett lelkiiket tiszti-
taniuk. Az igy felkésziilt jeldltek kiillonbdz8 probak utan léphettek
a szovetség tagjainak a soraba. Ekkor avattak be Gket a szamok és a
harménia misztériumaba. A szdmok tudoményanak a miivelése és a
harméniatanban valé elmélyedés biztositotta szdmukra az orok
igazsdgok megismerését és az istenséghez vald felemelkedést, Bar-
milyen furcsan hangzik : a piithagoreusokndl a matematikaval valé
foglalkozas vallasos tevékenység volt, amely kiegészitette az élet-
modbeli elSirdsokat. Hittek abban, hogy egy isten van, aki a vildgot
a szamok kozotti kapesolatoknak, térvényeknek megfelelGen te-
remtette. Amiként sok szam van ugyan, de mindegyiknek forrasa
az .egység”, ugyanugy a vilag sokféle dolganak egyetlen eredete és
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egységbe foglaldja az Isten. A sokféle dolog és jelenség kdzétt az is-
teni harmonia teremt rendet, az foglalja a mindenséget egységbe, és
ez a harmoénia ugyanaz, ami a szamok tudoméanyaban és a zenében
is fellelhet8. Az ember igazi hivatdsa ennek a boldogsigot biztositd
harménidnak a megismerése, amelyhez legeredményesebben a ma-
tematika miivelése segiti hozz4. A matematikdban, amely az aritme-
tikdt, a geometriat, a csillagdszatot és a zenét egyesiti, fellelhet8k az
orok torvények. Ezek biztositjdk az ember szdmara az érokkévald
Istenhez hasonulést, a 1élekvandorlastél valé megszabadulést, az
annyira dhitott 8rok életet. POUTHAGORASZt kortédrsai sokszor zava-
ros fejii préfétanak tekintették ink4dbb, mint tudds matematikusnak
és filozéfusnak. Az i. e. V. szazadi HERAKLEITOSZ csak tuddskodod-
nak, nem pedig tudésnak mindsitette. Még PLATON is csak a piitha-
goreusok életmédjat dicsérte. Csak az i. e. IV. szdzadi ARISZTOTE-
LEsz hangsulyozta matematikus voltukat.

A piithagoreus szovetség politikai nézetel miatt Kroténban sem
maradhatott, el kellett menekiilnie Metapontumba, a Tarentumi-
obdlbeli varosba. PUTHAGORASZ haldla utdn a szovetség két nagy
csoportra bomlott. Az egyik elGtérbe helyezte a piithagoraszi tanok
vallasi, életmodbeli részét, a mdsik pedig a matematikai kutatso-
kat. Maga a mozgalom azi. e. IV. szdzadban sz{int meg, de késGbb,
azi. e. 50-i. sz. 300 kozotti idSkben wjjaéledt az dn. Gjpiithagoreu-
sok filozéfidjaban. Erdekes médon a matematika és a fizika torté-
netében még joval késGbb, mondhatni napjainkban is, fel-felbukkan
valtozott, modernizalt formdban az a valdjaban piithagoreusi fel-
fogas, hogy a természeti jelenségek leirasara egyediil a matematika
képes. A Természet Vildga 1979-es 9. szaméban olvashatjuk korunk
egyik legnagyobb fizikusanak, PAUL DirAcnak a sorait: ,azt hi-
szem, hogy minden fizikus k6ziil SCHRODINGER hasonlitott hozzdm
leginkabb. K6nnyebben egyetértettem vele, mint barki méssal. Azt
hiszem, azért, mert mindketténkben elevenen élt a matematikai
szépség szeretete, s igen nagy mértékben ez hatdrozta meg munkéan-
kat. Valosagos hitkérdésnek tekintettiik, hogy a természet alapvetd
torvényeit leiré egyenletekben nagy matematikai szépségnek kell
rejt8zni. Ha tetszik, ez volt a vallasunk. Nagyon hasznos vallds volt
ez, sok sikeriink alapjdnak tekinthets.” Persze a piithagoreusi fel-
fogés és a Dirac-Schrodinger-féle ,,vallas” kozott tetemes tavolsag
tatong, de az is igaz, hogy a sallangjaitol megtisztitott piithagoreusi
tanok nem feltétleniil megmosolyognivalok.
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A PUTHAGOREUSOK ZENEELMELETE

Inkdbb csak szérakoztatdsul emlitjiik meg a kovetkezd kézszajon
forgd mesét. Bizonyara nem tortént meg, hogy PUTHAGORASZ egy
kovacsmiihely elStt 4 kalapacs zenéjét hallotia csodédlatos &ssze-
csengésben, konszonancidban, vagy ahogy a gorogék mondtak
»sziimphénidban”. A torténet szerint az észlelt ,szimphénidkat”
PUTHAGORASZ a kalapacsok silydnak ardnyéra vezette vissza, tehat
szdmokkal fejezte ki. Igaz viszont az, hogy a plithagoreusok, mes-
teriik nyomén, tudatosan kisérleteztek a monokhordon (egyhuru
hangszer) a sziimphénidk és a hturhosszak k6zotti 6sszefiiggést ke-
resve. A kifeszitett hiir kézepén megpenditve hallatta az alaphang-
jat. Ha a hurt felére roviditették (ugyanolyan megfeszités mellett),
akkor az alaphang oktavjat hallottdk. E két hang egymdsuténja,
hangkoze a legtisztdbb konszonancia. PUTHAGORASZ fogalmazta

meg, hogy e konszonancia esetén a hiirhosszak ardnya 1 : %: 24)

A tovibbiakban még két kellemes hangkozt vizsgalt meg. A két-
harmadéra lerdviditett hiir rezgése az alaphang kvintjét adja, ha
pedig a ndromnegyed hosszisagi hiirt penditjik meg a k6zepén,
akkor az alaphang kvartjit halljuk. A kvint és az alaphang eseté-

ben a hiirhosszak ardnya 1 :%:3 : 2, a kvartnal pedig 1 :%:4 23,

A piithagoraszi sziimpho6niak hangzésakor tehat a hirhosszak aré-
nya rendre: 2 :1, 3:2 és 4 : 3. PUTHAGORASZnak ez a felfedezése,
hogy a zenében a konszonans hangkozok az 1, 2, 3, 4 szimokbdl ké-
szithet ardnyokkal jellemezhet8k, a hangtan elsd felfedezése, a sz6
mai értelmében is fizika, hiszen a fizika térvényei mérésekre alapo-
zolt matematikai megfogalmazast allitdsok. Valdszintileg éppen
ennek a megfigyelésnek a nyoman alakult ki a piithagoreusokban
az a nézet, hogy a természet a szdmok szerint van elrendezve, és for-
ditva: a szamok torvényein keresztiil ismerhet8 meg a mindenség,
és hogy a szdmok kézti harménia ugyanaz, mint a lelkiinkben €16
orok toérvények harmoénija.

Ebbd] a harmoniaelméletbdl sarjadt ki a piithagoreusok két nagy
kutatasi teriilete : a zeneelmélet és a szimelmélet, majdnem mindig
teljes Osszefonodottsagban. Meglepd dsszefiiggést nyertek, amikor
az alaphangot adé har hosszat 12 egységnek vették. Ekkor a kvart-
hoz tartozé hirhossz 9, a kvinthez tartozo 8 és az oktavhoz kapcso-
16d6 6 egységnyi. Eszrevették, hogy a hirhosszak kozdtt fenndll a
kévetkez6 ardnypdr

. 6412 , . 6-12_2.6.12
12:9=8:6, ahol 9="75" -7

2
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vagyis az ardnypar mésodik tagja a kiils6 tagok szdmtani, a harma-
dik tagja pedig a kiils$ tagok ,,harmonikus” kézepe. Az ardnypdar
helyessége fiillel is ellen8rizhetd, hiszen azt fejezi ki, hogy amint a
12 egységnyi hir hangjdhoz képest a 9 egységnyi hdr a kvartot
adja, ugyanugy a 8 egységnyi huir hangjdhoz viszonyitva a 6 egység-
nyi hir hangja is kvart. A piithagoreusok felfedezt¢k tehat azt az
aranypért, amelynek 4altaldnos alakja :
a+b_ 2ab
e R

Ezt nevezik ,arany ardnyparnak”. Sejtjitk, hogy ezt az ardnypért
mar Babilonban ismerték. A harméniatan nyert ujabb megerGsitést
abban, hogy a piithagoreusok észrevették a kocka csicsai, lap-
jai és élei kozotti hasonld osszefiiggést. A kocka éleinek a sza-
ma 12, lapjainak szdma 6, a cstcsok szdma pedig e kettd harmo-
2.6-12
6412
szdma 12, a csticsok szdma 6, a lapok szdma pedig e kett§ harmo-
nikus kézepe : 8. Lam - mondtak - a ,t6kéletes” (mai szdval szaba-
lyos) testekben rejld harménia tiikkréz8dik a szdmok harméniaja-
ban, és ez ugyanaz, mint a zenei ¢sszhang!

A kvart és a kvint latin elnevezés gorég mintara késziilt (dia tesz-
szar6n=negyedik, dia pente=05todik), és arra utal, hogy a gérog
héthura lant negyedik, illetve az 6todik hurjnak a megjeldlésére
szolgalt. A piithagoreusok az oktivot eredetileg ,,harmonidnak”
hivtak, amely szé szerint dsszeillesztést jelent, és-hihetSleg a kvart
és a kvint dsszeillesztésével keletkezett oktdv hangk6z szdrmaztaté-
sat fejezi ki, kétféleképpen is:

nikus kozepe: =8. Az oktaédernél szintigy: az élek

kvart+ kvint=oktdv, illetve: kvint4kvart=oktav.

Ugyanez kottazva a 13. és a 14. dbran lathato.

Természetesen felmeriilt az a kérdés, hogy e két hangk6z 6sszete-
vésének (6sszeadasdnak) milyen miivelet felel meg a hangkozoket
jellemz8 ardnyok esetében, azaz hogyan lehet megkapni a kvartot
jellemz8 (4 : 3) és a kvinthez rendelt (3 : 2) ardnyokbdl az oktav
(2 : 1) ardnyéat. A piithagoreusok észrevették, hogy nem az aranyok
Osszege, hanem a szorzata adja meg a kivant eredményt, vagyis :

a kvart+ kvint= oktav ,,0sszeaddsnak”

a(4:3) (3:2)=(2:1) szorzés felel meg.

Ebbdl kovetkezik, hogy
az oktdv—kvart=kvint ,kivonasnak”

a(2:1):(4:3)=(3:2) osztas felel meg.

A piithagoreusok tehat a kvart és a kvint esetében felfedezték a ko-
vetkezd két szabalyt :
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1. Két hangintervallum Gsszegének az arAnyszdma egyenlS a két
OsszetevO hangkoz ardnyszdmdnak a szorzatéval.

2. Két hangkoz kiilonbségének az ardnyszama egyenld a kisebbi-
tendd és a kivonandd hangkoz ardnyszdmdanak a hanyadoséval.

Bizonydra észrevettiik, hogy amikor az emlitett hangkozoket a
most ismertetett ardnyszamokkal jellemeztiik, akkor voltaképpen
ugy jartunk el, hogy a hangokhoz nem a hirhosszakat, hanem a
megfelel6 rezgésszamokat rendeltiitk. Ha ugyanis a normal a hang
rezgésszama 440, akkor az alsé c-é 264, a rd kovetkez8 f~é 352 és a
g-¢é 396 (15. abra). E rezgésszamokkal a mar ismertetett osszefiig-
gések éppen ugy leirhatdk, mint a hurhosszakkal. Az arany aranypér
a rezgésszamokkal :

264 : 352=1396 : 528,

ahol

2.528.264 , 528+ 264
352= '—558:?6‘21— és 396= f .

Ha ezt az ardnypart 44-gyel egyszertisitjiik, akkor nyerjiik a mar
1smert

6:8=9:12

egyenlGséget, az elGbbiekkel teljes 6sszhangban; csakhogy most az
alaphanghoz tartozik a legkisebb szam és a felsé oktavjadhoz a leg-
nagyobb, megfelelfen a fizika térvényének, amely szerint a hur-
hosszak aranya egyenlG a megfeleld rezgésszamok forditott ardnyéa-
val. fgy a kvart hangkoz ardnyszama: (352 : 264)= (4 : 3), a kvinté:
(396 :264)=(3: 2) ¢és az oktdvé: (528 :264)=(2:1).

Tanulsdgos megfigyelniink, hogy a piithagoreusi hangtan ismere-
teivel hogyan épithetd fel a dur skala. Példankban a C-dur skéla
hangjainak a megnevezéseit hasznaljuk. Rendelkezésiinkre 4llnak
tehat a késziil§ plithagoraszi skdlajanak a 16. 4brdn lathaté hang-
kézei, illetve hangjai.

Az Un. piithagoraszi hangsor a c-b8l kiindulé kvintugrasokkal
épithetd fel. Minden kvintugrdsndl az alaphanghoz viszonyitott

. 3
hangkéz, illetve a hanghoz rendelt ardnyszam 57SzZer nagyobb lesz.

A hangsor szarmaztatasat érdemes végigkisérni a 17. abra kottdjan,
amelyen feltiintetjitk a hangok c-hez viszonyitott ardnyszamat, vala-
mint a szomszédos hangk6zdk aranyszamat is. A kisér8szévegben
a hang neve utdn zardjelben szercpel az alaphanghoz viszonyitott
aranyszam.

Az els§ kvintugrassal a c(1)-r6l eljutunk a g(3/2)-re. A masodik
ugras tovabbvisz a g(3/2)-r8l a d’(9/4)-re. Ezt egy oktdvval lejjebb

&3
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hozzuk, hogy a c és ¢’ kozé essék. Igy a d’(9/4)-bs1 d(9/8) lett. A ko-
vetkez8 ugrés a d(9/8)-ot 4tviszi az a(27/16)-ba. Ezutén az a(27/16)
felugrik az e’(81/32)-re, ami egy oktavval lejjebb: e(81/64). Végiil
aze(81/64)-b3l megsziiletik a h(243/128) és vele egyiitt a a nyolcfoka
piithagoraszi skala.

A kvintugrdsok folytatdsanak nincs értelme, mert igy sohasem
juthatunk el az alaphang valamelyik oktdvjahoz. Ez csak akkor

lehetne, ha a %
egyeznék 2-nek valamelyik pozitiv egész kitevdjli hatvdnydval.

Kvintugréasos piithagoraszi hangsort csak némi elhanyagolds 4ran

1 3
lehetne kiépiteni. Mivel [5] =129=¢

valamelyik pozitiv egész kitevSjli hatvinya meg-

76 27=128, azért ezen ardny-

z—g— , tendt kozel 1
aranyszamu. A fiil szimdra e két hang kozotti kiilonbség elhanya-
golhaté volna. Ez a bonyolult hangkozii skdla azonban nem szii-
letett meg.

szamoknak megfeleld hangok intervalluma

A zenében azonban az id8k folyamén kialakult a nyolcfoki pii-
thagoraszi skalahoz nagyon hasonlé tn. diatonikus skdla, amely-
nek ,.tiszta” hangkozei megfelelnek a kis egész szdmok ardnyainak.
Ezt mutatja hangkdzeivel egyiitt a 18. dbrank :

Hasonlitsuk &ssze a diatonikus skalanak az alaphangra vonatkozé
hangkozeit a piithagoraszi hangsor megfelel§ intervallumaival:

TRy . 81_80_s
Eltérést taldlunk az e hangnal: T T U
he - 27 25_5
az a hangnadl: fe~e=7,

: L 243_240_15

és a h hangnal : 1285138~ %

Fiil legyen, amelyik ezeket az eltéréseket észreveszi!

A diatonikus skalat a zenészek a XVII. szazadig hasznaltdk. Ek-
kor azonban elszaporodtak azok a zenedarabok, amelyeken beliil
hangnemi valtozasok lépnek fel. Ez kiilonosen a billentyiis hangsze-
rek szdmdra jelentett nehézséget. A zenészek ezért kimunkdltdk az
un. ,temperélt” skalat, amely az oktavot 12 egyenlé félhangkozre
osztotta. Ennek elméletét 1558-ban dolgozta ki GIUSEPPE ZARLINO

i i - qi is .
0 ¢ desz ¢ o e i B85 @ B e g Ok c
( k
( — o o te o Ho =
= 4o = o 2 ==
12— 2 M= = 12 12— 0 B 1 Ve 2 12
1 N2 V2N OV V2R V2R VT V2R VR VR V2T V=2



A GOROG MATEMATIKA ALAPJAINAK LERAKASA

(1517-1590), a velencei Szt. Mark-templom karnagya. Ez a hang-
sor, amelyet a kévetkezS 4brank szemléltet, BACH idejében szoritot-
ta ki elédeit. Ebben mar kivétel nélkiil érvényesiil a piithagoreu-
sok altal feltalalt hangkz-Osszetevési szabaly.

A PUTHAGOREUSOK SZAMELMELETE

A piithagoreusok szamelméletét rendszerint el szokték intézni az-
zal, hogy misztifikaltak a szdamok tudomdanyat. Ez igaz, de meg kell
latnunk azt is, hogy a misztikus burokban komoly értékek és lehe-
t8ségek rejtéznek. Ezeket az elismerést kovetel eredményeket sze-
retném a kovetkezGkben vézlatosan feltarni.

A piithagoreusok, aminthogy a vilag dolgainak a sokféleségét az
egyetlen Istennel 4llitottdk szembe, aki egyszersmind forrdsa is a
sokféleségnek, ugyanigy az ,.egység” ellentétét a szamokban lattdk
olyanképpen, hogy ugyanakkor az egység sziili a szdmokat. Az
egység, az ,,egy” nem is szdm, hanem a szdmok eredete, amely ré-
szekre nem bonthatd, amelyet osztani nem lehet, csak szorozni,
tobbszordzni. Igy-az egynél kisebb szdm nincs. Az egynél nagyobb
szdmok az egyb6l keletkeznek, annak megsokszorozasaval. A sz4-
mok viszont részekre bonthatok, oszthatdk, hiszen mindegyik vala-
hény egységet tartalmaz. A két egyenld részre oszthatd szamok, a
péros szdmok, ndi jellegfiek, a két egyenld részre nem bonthatdk
him természetliek, ezek a paratlan szdmok. Az ,.egy” himnd&s, sem
ndi, sem férfi, sem pdros, sem paratlan. A 2 az elsé ndi szdm, a ha-
rom az elsd férfi szam, logikus, hogy dsszegiik, az 5 a hazassag jel-
képe. A 4-nek sokféle jelentése volt : az els§ négyzetszam, az igazsag
jelképe, az évszakok szdma stb. Mivel az elsé 4 szam aranyaval ép-
pen a piithagoraszi sziimphénidk jellemezhetSk, azért ezek Osszege,
a 10 (1424 3+4) mar egy magasabb mindséget, a természet har-
monidjat fejezi ki. Ennyi a szférak szama is (Univerzum, Szatur-
nusz, Jupiter, Mars, Nap, Vénusz, Merkur, Hold, Féld, Ellenfsld).
Bizonyara ismertek szerencsét hozé és szerencsétlen szamokat,
amint tudtak tokéletes szamokrél és barati szamparokrol is. Ha
csupdn ennyibdl dllana a piithagoraszi szamelmélet, akkor nem vol-
na emlitésre mélto. A piithagoreusok azonban ezenfeliil értékes ku-
tatasokat is végeztek a szamok kozti kapesolatok, térvények felde-
ritésére. Az mar a matematikatérténet szdmara teljesen kézombds,
hogy e vizsgdlatok célja kezdetben a vildg harmoénidjanak, s6t ma-
ginak az isteni lényegnek a megismerése volt.

Valésziniileg elsé szamelméleti tételeik a paros és pératlan sza-
mok elméletéhez tartoztak. Ezek koziil néhanyat felsorolunk :

Paros szamok osszege és kiilonbsége is paros.

Két pératlan szam Osszege paros.
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Péros szAmu paratlan szdm osszege paros.

Paratlan szdmu pératlan szdm 6sszege péaratlan.

Ha paros szdmbdl paratlant vonunk ki, akkor paratlant kapunk.

Pératlan és paros szdm szorzata paros.

Olyan szdm, amelynek a fele paratlan, csak ugy bonthaté kétté-
nyezOs szorzatra, hogy az egyik tényez8 paros, a misik paratlan.

A szamok oszthatosdgaval kapesolatban két, ma sem probléma-
mentes felfedezésiik volt a tokéletes szamok és a barati szAmpérok
fogalma. Tokéletes szdmnak nevezték azt a szdmot, amely egyenld
az 6nmagénal kisebb osztéinak az sszegével. Ilyen -példéul a 6,
mert 14+2+43=6, ahol 1, 2 és 3 a 6 osztdi. Tokéletes szdm a 28 is,
hiszen 1+2+4+ 7+ 14=28. A piithagoreusok ismerték még a 496
¢s a 8128 tokéletes szamokat. A tokéletes szimok képzési szabalyat
az ujpiithagoreus NIKOMAKHOSZ (i. sz. 100 kériil) adta meg. Bizo-
nyitds nélkiil kozolte, hogy ha 142422423+ ... +2"=p torzs-
szdm, akkor 2"p=27(2"+1— 1) tokéletes szam. Megfogalmazta azt a
ma sem bizonyitott sejtést, hogy minden tékéletes szdm vagy 6-ra,
vagy 8-ra végz6dik. A matematikatorténészek kimutattik, hogy
NIKOMAKHOsZ el6bbi tétele igazolhaté a piithagoreusok paros-
paratlan szdm elmélete alapjan. Szeretném megmutatni EUKLEIDESZ
bizonyitdsat, amelyet didkkordban egy matematikai versenyen a
neves magyar matematikus, HAAR ALFRED (1885-1933) is megtaldlt.

Legyen N=2"p olyan szdm, amelyben p=1+2+224234 . +
+27=27*+1_1 primszdm. Ekkor N énmagéaval nem egyenld osztbi-
nak az dsszege:

1424224234 427+
+p+2p+2%p+2%p+ ...+ 2" 1p=
=2"*1—14p(2"—1)=p+p(2"—1)=2"p=N.

fgy N valéban tékéletes szam.

Réviden itt tekintjitk at a tokéletes szdmok felfedezéseinek to-
vabbi térténetét, mert kés6bb ezekrdl mar nem lesz sz6. Az 6todik
tokéletes szimot REGIOMONTANUS (1436-1476) talalta meg, a Niko-
MAKHOsZ altal megjeldlt titon. Ha ugyanis a 2"p-ben az n=12, ak-
kor 2!3—1 primszam, tehat a 33 550 336 tokéletes szam. A XVI.
szdzadban SCHEYBL tiibingeni matematikus meglelte a hatodik és a
hetedik tokéletes szamot az n=16 és az n= 18 kitevékre. LEONHARD
EULER (1707-1783) kimutatta, hogy a 230(23 — 1) tdkéletes szdm,
és hogy minden péros tékéletes szam 2"p alaki. A XIX. szdzadban
négy 0j tokéletes szam keriilt el8,

a 260(261_ 1), a 238(289_ l), a 2106(2“)?_ l) ésa 2126(2127_ l).

A XX. szazadban mér szdmitégépek hatdroztdk meg a
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2520(2521_ 1), 2616(26]7_ ]), 212?8(212?9_ 1),
221?0(211?1_ 1)‘ 22202(22203_ 1), 22230(2228[_, ]),
232[6(2321?_ 1) és 244 496(244 497 __ ])

tokéletes szamokat,

A barati szampéarok olyan szamkett8sdk, amelyek barmelyike
egyenld a mésik valédi osztéinak (az 1-et is szAmitva) az dsszegével.
A piithagoreusok csak a 220, 284 barati szampart ismerték. Ennél
valoban :

220 osztbinak 6sszege: 1+ 244+ 5+ 10411420422+ 44+ 55+
+110=284, és 284 osztéinak Osszege: 14+24+44714142=220.

Az arab SzABIT 1BN KURRA (836-901) fedezte fel az 1184 és 1210
barati szimpart. PIERRE FERMAT-t6] vald 17 296 és 18 416. RENE
DEeSCARTES (1596-1650) adta meg a 9 363 584 és 9 437 056 barati
szampart. EULER nagysigara jellemz8, hogy tovdbbi 61 barati
szampart hatdrozott meg. Az elmondottakhoz felesleges hozzaftiz-
ni, hogy a piithagoreusok ismerték a primszdm és az dsszetett szam
fogalmat.

A piithagoreusok azzal, hogy a szamot az egységek halmazinak
definidltak, mesterségesen szdmfiizték a szdmok koziil a torteket,
bér a gyakorlati emberek ezzel nem térédve nyugodtan szdmoltak
azokkal. A piithagoreusi szdmelméletben a tortek helyét a szdmok
aranya foglalta el. Zeneelméletiikben mar l4ttuk, hogy a hangk&z6-
ket szamaranyokkal jellemezték. Ezek k6zott az els6ket, (2 : 1, 3 : 2,
4 : 3) az oktavhoz, a kvinthez, illetve a kvarthoz rendelték. Az em-
litett ardnyok 4ltaldnos alakja: (n+1):n. Az ilyen ardnyokat
»~epimoriosz logosznak™, ,,folds részii ardnynak™ nevezték, jelslve

azt, hogy az elStag 1 egységgel nagyobb az utétagnal. Ez az elneve-

zés az ,epimorion diasztéma”, ,,folos részii hangk6éz” zenei kifeje-
zésiikbdl szarmazik. A hangkézt jellemz8 ardny matematikai abszt-
rakcidja 6nallo életet kezdett élni az ardanyelméletben. Ugyancsak
epimoriosz logosz volt a neve az (n+ 1) : » ardny bdvitett alakjainak
is, tehét 4ltaldnossagban a k(n+ 1) : kn arAnyoknak. A piithagoreu-
sok bebizonyitottdk, hogy az epimoriosz aranyok két tagjanak
nincs mértani kdzépardnyosa. Ha ugyanis lenne, amit jeldljiink m
betfivel, akkor

2
k(n+ Dkn=m?, illetve (n+41)n= [%] volna.

Mivel a bal oldalon szdm 4ll, hiszen (n+ 1) is, nis szdm, azért a jobb
oldalon is szam kell hogy legyen. A jobb oldal szerint viszont ez a
szam négyzetszam, ami pedig a bal oldal miatt lehetetlen. Az erede-
ti feltevés tehat helytelen, annak ellenkez8je igaz, azaz (n+ 1)-nek
és n-nek nincs mértani kdzepe. :

87



88

GOROGORSZAG

Az arany (logosz) fogalma tehdat egyiitt alakult ki a hangkoz fo-
galmdval. Ugyanekkor keletkezett az ardnypar fogalma is. G6ro-
giil az aranypart ,analogidanak™ nevezték, azaz logcszonkénti
egyenl@ségnek, ardnyok egyenl@ségének. A zeneelméletben lattuk
erre példaként a 12 : 9=8 : 6 aranypart. Az analdgia sz6 késGbb 4t-
keriilt az eurdépai nyelvekbe, és mar nem két ardny egyenl8ségét,
hasonlosdgat jelentette, hanem altalaban hasonlésagot.

A mértani kozéparanyos fogalma is az ardnyparral kapcsolatos.
Ha ugyanis egy arnypdr beltagjai (vagy kiiltagjai) egyenl8k, mint
példdulaz a : b=>b : ¢ aranyparnal, akkoraneve folytonos ardnypar,
és b éppen a-nak és c-nek mértani kozepe. Ez, amint lattuk,az(n+1)
és n szamok esetében nem létezik, habir a b?=ac geometriai értel-
mezése szerint minden a, ¢ oldali téglalaphoz szerkeszthetd a tégla-
lapéval egyenl§ teriiletli négyzet. Eppen a mértani megoldhat6sag
miatt nyerte ez a kdzépardnyos a mértani jelzét.

A hangkézok dsszetevésébdl szarmazott a hangkdzokhoz rendelt
aranyok Osszetevése, szorzdsa, amint azt a hangtani részben mdr
lattuk. A (4 :3)- (3 : 2) szorzas eredményét,a (4 : 2),illetve a (2 : 1)
ardnyt szinte kisérletileg lehetett ellendrizni a monokhordon,
hiszen a hdrhosszakat megfelelGen valasztva, csak meg kellett hall-
gatni, hogy kielégiti-e a kvart+ kvint=oktav &sszefiiggést. Az ara-
nyokkal valé miiveletek tehat szintén a ,,sziimphoénidk™ tanulma-
nyozasabdl eredtek. Ezek a miiveletek egyébként megfeleltek a mai
tortmiiveleteknek. A fenti példakkal szerettiik volna érzékeltetni,
hogy a szamelmélet a piithagoraszi harmoniatanban, zeneelmélet-
ben gyokerezik.

Ennek a szamelméletnek azonban volt egy sajatosan geometriai
szinezetli fejezete is, amely szinte Atvezet a geometriaba, mert a sza-
mokkal mint ,,geometriai alakzatokkal” foglalkozik. Ez a kivetke-
z6képpen értendé : A piithagoreusok szerették a szamokat kirakott
kavicsokkal szemléltetni. Sokszor igy ,,mutattak meg” a kimondott
tétel igazat is. Ezeknek a kiilonbozd alakzatokba rendezett kavi-
csoknak a szama az, amit figurdlis szamnak neveziink. Ezek lénye-
gét talan jobban érzékelteti néhany példa.

Emlékezziink vissza arra a megallapitasra, hogy a fiilnek kelle-
mes hangkdzoknél a hurhosszak ardnya az 1, 2, 3, 4 szamok aranya-
val fejezhetd ki. Rakjuk ki ezeket a szamokat az oldalt lathato,
Onként adddé elrendezésben :

Az igy keletkezett ,haromszog”, a szent tetraktiisz (négyes alakzat)
volt a piithagoreus szovetség egyik jelvénye, amely jelképezte a
kavicsok szamadt (a kdvetkez6kben a haromszog alakban rendezhe-
t6 szamot) nevezték haromszogszamnak. Ilyen haromszogszamok :
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L ] L ] L ]
[ ] L ] * @ @
L ] L ] L] L ] L L L ] L ] L] L]
L ] ® @ e o @ ®* @ & @ ® o ©* @ @ * e s
1 1+2=3, 142 +3=6, 1+2+3+4=10, 142 +3+4+5=15,
Altaldnossigban: 1+ 2+ 3+4+. ..+n:-(£tzl£!. Az n-edik ha-

romszdgszam az elsd n szdm Gsszege.
A téglalap alakba rendezhet8 szamok a téglalapszdmok. Ilyenek :
L ] L ] L ] L '

e e o e 12=3. 4 vagy 10=2-5
.

L ] L ] L ] L] L] L] L] L ] L ]
e o ® * ° o o ® @ o o o
e o e o o ® e o o e ® o o o +ow s
2=1.2, 6=23, 12=3-4, 20=45 & Rl
2, 2+4, 2+, +6, 2+4+6+8, o oy 2046+ +2n=n(n+1).

Az n-edik n(n+ 1) alaku téglalapszdm az elsé n paros sz&m Osszege.

Az olyan szdmokat, amelyek téglalap alakba nem rendezhetdk,
azaz nem bonthatok tényezlk szorzatdra, linedris (vonalas) szd-
moknak nevezték (a mai torzsszamok). Linedris szdmok :

® e 2, e o ®3 e e e e 05 o 0 0 8 8 0 e 7

A négyzet alakba rendezhetd szdmok a négyzetszimok. Az elne-
vezést ma is haszndljuk. Ezek nyilvan :

L] L] L] L ] [ ] L] L L ] [ ]
L] L ] L L] L] L ] L] L ] L L] [ ] L]
L ] [ ] [ ] ® L] [ ] L] L] L ] L] L] L] L] L]
L ] R L L] L] [ ] L] [ ] L] L] [ ] L L] L] L] ]
1 143=4, 143+5=9 , 1+3+5+7=16, 143+547+49=25, ..., 14346+  +(2p-T)=n2

1]

Az n-edik négyzetszam az els§ n pératlan szam Gsszege.
Az 6tszogszdmok :

15 1+4=5, Wa+T=12, . . ., 1H&+T7+. .. +(Bn-2)= (—35-_2]&
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e o
1+2=3,

GOROGORSZAG

Kovetkezhetnék a tobbi sokszogszdm a végtelenségig. Ezeket 6sz-
szefoglalé néven sikszdmoknak is nevezték.

A sikszamok kozott kiemelkedd szerep jutott az in. gnémoén-
szdmoknak. A gnémén a napéra gérog neve. Legegyszeriibb alakja
egy foldbe szlirt bot és az drnyéka. A gérogok az ilyen L forméja
alakzatot 4ltaldban gnémonnak hivt4k. Az ilyen alakba rendezhetd
szamokat nevezték gnémoénszdmoknak. Ezek a kovetkezdk :

L] [ ]

L ] L ] L ]

L ] [ ] L ]

[ ] [ ] L ] L ] L] [ ] [ ] L ] [ ] [ ] L ]
243=5, 3+4=7, 4+5=9, c ey (m)n=20-1

Az n-edik gnémoénszam az (n— 1)-edik és az n-edik szdm Osszege.
Ezek voltaképpen a paratlan szdmok.

Megemlitjiik még a térbeli alakzatokba rendezett szimokat. Ezek
koziil a térszdmok koziil az elnevezésben ma is élnek a kébszdmok :
1, 8, 27,64, 125, ... .

A kobszdmok Osszegezésére a piithagoreusok észrevettek egy
iigyes eljarast. Ennek menete a kovetkezd :

13=1

23=3+45

33=74+9+11
43=13+15+17+19
53=21+423+425+27+29

ezért
13=1 (A jobb oldalon 1 tag)
13423=1+43+5 (3 tag)
134234 33=143+4+5+7+9+11 (6 tag)

134234334+ 43=143+5+7+9+ 11+ 13+ 15+ 17419 (10 tag)

Vegyiik észre, hogy ha a bal oldalon az els8 n kébszam &sszege 4ll,
akkor a jobb oldalon a tagok szdma éppen az n-edik hidromszog-
szdm, tehat :

S,=13+234+334 43+ . +a3=14+34+54+7+...+

+(n*+n—1),
ahol a jobb oldalon i(iz-i-l—) szamu tag 4ll. Igy:
s —mtn nm+l) [n(n+1)]?
n— 2 * 2 = 2 .

Az els6 n kobszam osszege az n-edik haromszdgszam négyzete.
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A piithagoreusok a figurélis szdmok kozétt sok mas, érdekes
kapcsolatot is felfedeztek. Ezek koziil ismertetiink néhanyat :

Két egymds utdni hdromszogszam osszege négyzetszam. Szem-
léletesen :

e gt gl

. = 1
143222 3+6=32 6+10=42, . Ln_zl).ﬂJri(ﬂ%l:n?

L

Minden hiromszogszam kétszerese téglalapszam.

Tl L

2-3=6, 2:6=12=34, 2-10=20=4'5,

nln+t)
izji 1D 5

Erdekes szdm a 6, nemcsak azért, mert tékéletes szam, tehét
egyenlé a ndla kisebb osztéinak az Ssszegével, hanem azért is,
mert ugyanezen osztok szorzataval is egyenld :

14+24+3=6=1-2. 3.

A 6 az egyetlen szdm, amely hdromszogszam is és n(n+ 1) alaki
téglalapszdm is :

e ° = 14243 =2-3=6.
L)

A 6 egységnyi élil kocka az egyetlen olyan kocka, amelynél a feliilet
mérSszdma megegyezik a térfogat mérészdméaval. Csakugyan, ha az
ilyen kocka €élét x betfivel jeldljiik, akkor kell hogy 6x2= x3 legyen.
Innen x=6.

Egy négyzetszim meg a hozz4 .illeszked3” gnémoénszam ismét
négyzetszam :

[ ] L ] L ] . [ ] L] [ ]
._l [ ] [ ] L] L] [ ] L] . L ]
L] L L] L] [ [ ] - L] [ ]
1243=21 2% 5=3% 3247 =42 n2+(2ns1)= (n+1)?

L |
Alkalmazzuk most ezt a torvényt azokra az esetekre, amelyeknél
a gnémonszam maga is négyzetszam, tehat :

= nln+1).
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e ® & ® ® @ ©® © @ © & o o
e ® & @ o @ © © o & ¢ ° o
® [ ] 2 o o ° [ ] L L ] L] L ] L] L ]
e ® @ @ ©® 8 © e & ° o @ @
L ] L L] L L ] L ] L ] L ] L ] L] L ] L ] L]
[ ] L L L ] L L ] L] L ] L] L ] L ] L] L ]
e & @ @ L ] L] L] * o & 9 L ]
L ] ® @ ® ® [ ] L ] L] * ® e @ @
e ® @ & @ e © % & o o ° ¢ & o @ O o
e @ L ] ® o L] L ] L L] L ] L ] L] * @ L L ] L ] L
® 9 [ ] e | @ L ] L] L ] L ] L] L L ] L] L ] L ] L] L ] L]
® o @ L BN ] L ] L] L] L L] L L ] L ] L] L] L] L L ]
e @ L ] ®* o [ ] L ] L ] L] L] L ] ® L * @ L] * 9
W+9 =52 127+25 =132 267+ 49=25"
i2+32=5" 122+ 57=137 247+ 7% =252
ahol 3= 445, 5 =12+413, 72=24+25, ...
Altalanossagban, ha a 2n+ 1 paratlan szdmot m?-tel jelsljik, ak-
kor:
[222__1]2_;_ mi= [ni_l;_;l_ 2_
Ha tehdt m paratlan szdm, akkor az
K== m22—1 , az y=m ¢ésa z:ﬂ2+l
pitagoraszi szamok, azaz kielégitik az x2+yp?=z2 egyenletet.
A pitagoraszi szimharmasoknak ezt a gyértdsi médjat a piithago-
reusok valdban ismerték. Ez a magyarazata a kovetkezd mecha-
nizalt eljarasnak : Irjuk fel a négyzetszdmok és a pératlan szdmok
sorozatat az
) ‘, 9 49, B4, 81,
3 5, 13 15, 17 19

elrendezésben. Valahdnyszor a paratlan szdmok sorozataban négy-
zetszamhoz érkeziink, csatoljuk hozz4 a balrél, jobbrol felette 4ll6
kett6t. Az igy nyert négyzetszdmok alapjai pitagoraszi szdmhar-
mast alkotnak.

A modszer altaldnosithatd, ugyanis ha egy négyzetszamhoz hoz-
zdadjuk a hozza illeszkedd két kdvetkez8 gnémdnszamot, akkor is
négyzetszdmot nyeriink :



[ ] L [ ] L ]
U L L] L ] L] L] L]
L ] a [ ] L] [ ] L] [ ]
[ ] L] L L] . [ ] L]
17+ (345)=3" 2%+ (547)=47,
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A% (2n+1+20+3) = (n+2)%

Vélasszuk ki ezek koziil ismét azokat az eseteket, amelyeknél a két
gnémoénszam Osszege négyzetszam, példaul: 7+9=16, 17+ 19=
=36, 31+ 33=64 stb. Szemléletesen :

e & @ o ©* 9 O

L] L L] L] L L] L

L] e o o * @ L]

L L] ] L) L] L] L

L] L] [ ] L L] L] L]

L L L] L] L] . L] L

L] L ¢« & = L4

L] L L] L] . L L] .

[ ] L] [ ] L] L] L] L] L]

e & o o . L] L e ° 9
3%+ (7+9) =52, 82+(17+19)=10%,
3%+42 =52, 82+ 6% =107,

42=2(3+5), 6°=2(8+10),

Altaldnosségban, ha a (2n+4 1)+ (2n+ 3)=4n+4=4(n+ 1) négy-
zetszam, azaz az (n+ 1) négyzetszam, és bevezetjiikk az n+1=a? je-

161ést, amikor is n=a?>— 1, akkor

(@*—1)*+4a?>=(a%+ 1)%

Igy az (a®—1), a 2a és az (a®+ 1) pitagoraszi szdmok. Az elgbbi
két sorozatbol 4116 sablon most is hasznalhatd, a bekeretezett szé-

mokbol pitagoraszi szamharmasok olvashatok le.

1 4, 16,

— P

. .
121, \ 144,\ 169, 196,225/ 258, ..,
\ N, /

| VRO L |

\

i
23, N25, 27, 25/ 3
b L !

Az 4ltalanositds természetesen a bemutatott iranyban folytatha-
6. Lehetséges tehat, hogy harom szomszédos paratlan szadm 8sszege
négyzetszam, példaul : 25427+ 29=81. Ekkor mivel

2+ (2n+ 14 2n+ 3+ 2n+45)=(n+3)3,

azért az n=12 esetén 122+ 81 =152, ami a kettls szdmsorozat szag-

gatott vonallal bekeritett részébdl is leolvashato.

PLUTARKHOSZ szerint a piithagoreusok igazoltdk, hogy minden
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8-6+1=49=77

20. abra
b a
c b
c a-b
a e
fox a
b c
a b.
21. 4bra

A kocsihajto feje (i. e. 470)

GOROGORSZAG

héromszogszdm eggyel nagyobbitott nyolcszorosa négyzetszam.
A tétel ipaza kénnyen belathatd, hiszen

. n(n+1)

3 +1=2n2+4n+ 1=(2n+ 1)~

E szabalybdl meglep8 modon lehet eljutni a Pitagorasz-tételhez
is. Nem &llitom, hogy a piithagoreusok ezt meg is tették, bar a sajat
kirakés modszeriikkel bizonnyal megtehették, talan igy: A tételt
szemléltessiik ,kavicsokkal”. Péld4ul: a masodik haromszégszdm
3, a harmadik pedig 6. Ezekkel késziilt a 20. 4bra.

Ugy vélem, hogy mar ez a két szemléltet rajz is megadhatja azt
az Otletet, hogy a sokszogszamoktél elbiicstizva, csupan a rajzot
vizsgaljuk, amelyben 8 kis derékszogli haromszog és egy négyzet
tolt ki egy nagy négyzetet. Altaldnossagban tehat az az abra, ame-
lyet a hdromszogszdmok idézett tétele ihletett, igy néz ki (21. dbra) :

A rajz tantisaga szerint a ¢ oldald négyzet 6sszeallithato 4 egybe-
vago6 derékszogli haromszogbdl és az ltaluk kozrefogott kis négy-
zetbdl, tehat :

c2=4. g—b+ (a—b)’=a*+ b

A Pitagorasz-tételt nyerjiik akkor is, amikor a rajzot gy tekint-
jiik, mint amelyen az (a+ b) oldalt négyzetet 4 derékszdgii harom-
sz0g és a ¢ oldalt négyzet tolti ki, Ekkor is:

(a+b)2=c2+4. ‘;—b ;
azaz

a*+bi=c2,

A PUTHAGOREUSOK GEOMETRIAJA

Azelbz6 fejezet végén mar at is léptiink a szamelméletbsl a geomet-
ria teriiletére. A Pitagorasz-tételt, amely leginkdbb tette ismertté
PUTHAGORASZ nevét, nem 6 fedezte fel ; Babilonban, Egyiptomban,
Kindban mar el6tte is ismerték. A piithagoreusok magét a geomet-
riat nem is értékelték annyira, mint a szdmok tudomanyat. Ez meg-
nyilvanult az elnevezésben is. A szimelméletet mathéménak, tanul-
manynak hivtak, ebbdl szdrmazik a matematika sz6. A geometria
hisztorié volt, amely a hisztoreo (tapasztal, kérdez, tudakoz) igé-
bdl szdrmazik, tehdt kimondottan tapasztalati jellegi tudomanyt
jelent.

A mar emlitett JAMBLIKHOSZ neoplatonista filoz6fus és matema-
tikus azt allitja, hogy volt egy Piithagorasz hagyatéka cimen is-
mert geometriai tankényv, amelyet a piithagoreusok adtak kdzre
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azért, hogy vele pénzt keressenek. Erre — elveikkel ellentétben — az
kényszeritette Gket, hogy egy izben elveszett a szdvetség kozos va-
gyona. Sok olyan geometriai tételre, amelyet abbdl a kdnyvbél is-
mertek meg, fogtdk ra, hogy PUTHAGORASZ fedezte fel. Biztosnak
vehetjiik azonban, hogy a piithagoreusok bizonyitottdk be el8szér,
hogy a haromszdg szdgeinek Osszege két derékszog, tgy, ahogy eza
22. dbrabdl leolvashaté. A bizonyitashoz tudniuk kellett, hogy a
valtészogek egyenlSk. Ez szinte bizonyossa teszi, hogy folytattak
THALEsznak a szogpéarokra vonatkozé vizsgalatait. Ezt valészinii-
sitiazis, hogy a k6zos csucesi szogek szambavételével feleltek arra a
kérdésre, hogy milyen szabalyos sokszdgekkel fedhetd le hézagmen-
tesen a sik. (Szabdlyos haromszdgekkel, négyzetekkel és szabélyos
hatszogekkel.) A zaréjelben emlitett szabdlyos sokszogeken kiviil
meg tudték szerkeszteni a szabélyos 6tszéget is. Ennek a szerkesz-
tésnek a felfedezése az i. e. V, szdzad elején Hippaszosz nevéhez fii-
z8dik. Ekkor a piithagoreusok mar két, egymassal ellenséges tabor-
ra oszlottak. Az egyik a valldsi elSirasokat tartotta fontosnak, a
mésik a matematika miivelését. HIPPASZOsZ ez utébbi csoportba
tartozott, és ezért az elébbiek kikozositették, sét allitdlag még éle-
tében felallitottdk sirkdvét annak jeléiil, hogy szimukra meghalt.
Az otszogszerkesztéshez Hippaszosznak, tehat az akkori piithago-
reusoknak is, ismerniiik kellett, hogy a szabédlyos 6tszog atl6i
az aranymetszés szabélyai szerint osztjak egymast. Az aranymetszés
egy a hosszisdgui szakaszt akként bont két, b és ¢ részre, hogy az
egész szakasz gy ardnylik a nagyobbik részhez, mint a nagyobbik
a kisebbikhez, tehat az dbra szerint :

a:b=b:c, ahol b+c=a.

Az aranymetszés szabdlya valdsziniileg még a PUTHAGORASZ el6tti
1d6k geometriai divati képz8miivészetébdl kristalyosodott ki. Sza-
mos természeti targy, jelenség mutat megkozelitéen ilyen felosztott-
sagot.

Az ABCDE szabdlyos 6tszog két, egymast metsz6 atldja AD és
BE. Az AFFE egyenld szari haromszog hasonlé az ADE egyenl§ sza-
i haromszoghoz (mert az egyives szdgek egyenl8k). Ezért :

(a+x):a=a:x.

Ha tehat adott a oldalu szabélyos 6tszoget akarunk szerkeszteni,
akkor meg kell szerkeszteniink az x tdvolsdgot. HIPPASZOSZ ezt a
feladatot bizonyos teriiletatalakitassal, vagy ahogy akkor nevezték,
teriiletillesztéssel oldotta meg. A teriiletillesztés — Ugy tudjuk -
szintén piithagoreus taldlméany, de errdl 4ltalanossdgban EUKLEI-
DEsz Elemek cimii miivével kapcsolatban szeretnék beszélni. Most
csak a szoban forgd szerkesztéshez sziikséges eljarast ismertetném,
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a+x
e

25. abra .
TaX
a ]
F] 2
26. abra !
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Az (a+x) :a=a : x folytonos ardnypdr, amelyben az a beltag a
két kiiltag mértani kozepe, tehat:

(a+x)x=a>

Azért, hogy az a ismeretében megszerkeszthessiik az x szakaszt,
willessziink™ az a tavolsagra egy a? teriiletii téglalapot tigy, hogy az a
szakaszrdl még egy négyzet ,kildégjon”, a 25. dbra szerint.
Felezziik meg az a szakaszt, és a masodik gtévolség al4 épitsiink
négyzetet, végiil ehhez a négyzethez illessziink egy x szélességili

~Enomont”, amint a 26. dbra mutatja. A rajz szerint a gnémon terii-
lete akkora, mint az (a+ x), x oldalu téglalap teriilete. Igy

[g+ x]2= [g] 2+ (a+ x)x.

Az eredeti feltétel szerint azonban (a+ x)x=a?, tehit:

AN

Ebbe az Osszefiiggésbe mar nem nehéz belelatni a Pitagorasz-

a ,
= és a,

tételt. Ha egy derékszogii haromszognek a két befogdja: 3

%+ x. Az atfogbbél levonva az g szakaszt,

maradékul a keresett x szakaszhoz jutunk. Ennek birtokdban az
a oldalu szabalyos 6tszdget mar nem nehéz megszerkeszteni.

akkor az atfogéja:

A szabdlyosdtszog-szerkesztési feladat két, emlitésre érdemes
problémat rejt. Az egyik a kdzéparanyosok fogalma és szerkesztése,
amelyet szintén a piithagoreusok oldottak meg. A szdmtani és a mér-
tani kozepeket a folytonos ardnyparokbol szarmaztattdk. Arany-

nak nevezték az a—b=>b— ¢ egyenl&séget is, amelyben a b szdmtani
atc

kozépardnyosa a-nak és c-nek: b= S Szerkesztése nyilvan-
vald, de a tortek szamiizésével nem minden két szimnak adddott
szam szamtani kozepe. Példdul a 6 és 7 szamtani kozepe nem szam,
hanem két szdm aranya: 13:2.

A mértani kdzépardnyosnal azonban ennél komolyabb nehézsé-
gek meriiltek fel. Mint ismeretes, aza : b=b : ¢ folytonos ardnypar-
bél az a-nak és c-nek mértani kdzepe: b, ami azt jelenti, hogy b*>=
=ac, azonban nem minden a és ¢ szamnak létezik mértani kézepe,
amint ezt mar az epimoriosz aranyoknél lattuk. Ez nemcsak azt je-
lenti, hogy péld4ul a 6 és 7 szdmok mértani kbzepe nem szam, ha-
nem azt is, hogy még két szdm ardnydval sem lehet kifejezni.
Ugyanakkor két tetszSleges szakasz mértani kézepe mindig meg-
szerkeszthet, azaz minden a és ¢ oldali téglalaphoz szerkeszthetd
olyan b oldalu négyzet, amelynek teriilete egyenl§ a téglalapéval.
Ezt a szerkesztést a Thalész-tétel és a Pitagorasz-tétel segitségével a
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piithagoreusok is végre tudtak hajtani ugy, ahogy ma a kdzépisko-
14s didkok. A 28. dbrdn lathato szerkesztéshez, tgy vélem, elegendd
rovid magyardzat:

Mivel :
ACD A ~DCBA,
azért
a:b=b:c Ve
és igy ‘
bi=ac.

Ha tehét az ac szorzat nem négyzetszam €s nem is egy ardnynak a
négyzete, akkor a gordg szamfogalom szerint nem lehet megmon-
dani az ac teriiletii négyzet oldalinak a mér8szamadt, noha az ilyen
négyzet szerkeszthetd (mert a szakaszra nézve nem definidltak egy
egységnyi, tovabb mar nem oszthaté szakaszt). Az ilyen ,,nem meg-
mondhaté szdmot” a gorogok ,arrhéton”-nak, ,kimondhatatlan-
nak” nevezték. Ez az, amit ma irracionalis (nem tortszerti) szimnak
hivunk. Az irraciondlis viszony a piithagoreusok egyik nagy felfe-
dezése. Valdszinii azonban, hogy egy masik, egyszeriibb feladat
kapcsdn bukkantak r4. Nem tudni, hogy mikor vetették fel a négy-
zetkett8zés problémajat, azaz azt a kérdést: hogyan lehet adott
négyzethez kétszer akkora teriiletii négyzetet szerkeszteni? Magat a
szerkesztést valosziniileg kénnyen megoldottdk a 29. dbra szerint:
A BEFD négyzet teriilete egyenl8 az ABCD négyzet teriiletének a
kétszeresével. Megoldhatatlan nehézségbe iitkoztek azonban, ha
arra akartak vélaszoini, hogy milyen hosszu a BEFD négyzet oldala,
illet8leg az a oldalt négyzet atldja.

Az a mérészamanak a megéllapitasara barmilyen, nala nem na-
gyobb hosszegység valaszthatod, amely valahanyszor rafér mara-
dék nélkiil. Ha ezt az egységet ugy valasztjuk meg, hogy c-re is ma-
radék nélkiil ramérhessiik, akkor a mérGszaméabol ¢ mérdszaméat
szamként vagy ardnyként meghatarozhatjuk a k6z6s mértékegysé-
gekben. A kérdés tehat az, hogy miként lehet a-hoz és c-hez, 4ltala-
ban két adott szakaszhoz olyan tavolsagot talalni, amellyel mind-
kettd megmérhetd? Mas szoval: van-e a két szakasznak kozds
mértéke?

A kérdésmegvélaszoldsara szolgalé modszer szintén a monokhor-
don sziiletett meg akkor, amikor a konszonans hangokhoz tartozé
hirhosszakat 6sszehasonlitottak. Ekkor lényegében két hirhossz,
két szakasz kdzos mértékét allapitottak meg. Az ezzel megmért hir-
hosszak ardnyat rendelték a konszondns hangkézhoz. A kvart ese-
tében példaul az egész hiirhosszra (AB) ramérték a kvartnak meg-
felel6 AC hurhosszusagot, azutdn a CB kiilonbségrél észrevették,
hogy pontosan haromszor fér ra az AC szakaszra, Igy a CB-vel a
teljes 4B hossziisag és az AC szakasz is megmérhetd: az 4B-nek és
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az AC-nek a legnagyobb k6z6s mértéke a CB. Ezzel a mértékegy-
séggel a két hiirhossz ardnya: 3 : 4. Tetsz8leges két szakasz esetén
is alkalmazhatd ez az eljaras. Keressiik meg az AB=a és a CD=b
szakaszok legnagyobb kézos mértékét! Mérjitk rd el8szér a kiseb-
bik b szakaszt a nagyobb g-ra. Ha maradék nélkiil rdmérhetd pél-
daul n-szer, akkor éppen b a legnagyobb kzos mériék. Ha van ma-
radék : ry, akkor folytassuk az eljarast, mérjiik ré az r, maradékot
b-re. Megint két eset lehetséges : vagy rAmérhet§ », maradék nélkiil
a b-re valahanyszor, akkor nyilvan r -gyel a is megmérhetd, vagy
pedig kapunk valami r, maradékot. Az utdbbi esetben ismételjiik az
el8bbi eljarast : mérjiik ra r,-re az r, maradékot, és igy tovabb. Ha
ennek az eljirasnak egyszer vége szakad, vagyis kapunk egy utolsé
maradékot, amelyet mér pontosan sikeriil rAimérniink az el§z8 ma-
radékra, akkor az utolsé maradék a legnagyobb kozds mérték.
Megeshet azonban, hogy az ismertetett eljards vég nélkiil folytatha-
té. Ekkor a két szakasznak nincs kézos mértéke, a két szakasz 6sz-
szemérhetetlen, gorogiil ,,asziimmetron”, latinul ,.inkommenzura-
bilis”. Ez azt is jelenti, hogy nem tudtunk a két szakasz szimadra ko-
z0s mértékegységet talalni, tehat ha az egyiknek van mér8szadma,
akkor a masiké ,arrhéton” szam, irraciondlis szam - és forditva.

Ezek utdn vizsgaljuk meg, hogy a négyzet oldala és az atldja 6sz-
szemérhetSk-e. Mérjitk rd az ABCD négyzet a oldaldt a ¢ 4tléra.
Rafér egyszer, és a maradék a,. (32. dbra) — Miel6tt folytatnank,
allitsunk merd&legest a ¢ 4tléra a G pontban. Ez metszi az AB oldalt
az E pontban. Az AGE hdromszdgnek két 45°-0s szige van, tehét
egyenld szara, ezért GE=a,. Az EGC és EBC haromszdgek egy-
bevagdsagdbodl kovetkezik, hogy EB=a,. A mérési eljarast folytat-
va, az a, maradékot ramérjitk az a oldalra: rafér kétszer. Az a,
masodszori felmérésénél azonban megint négyzetoldalt (a,) mér-
tiink ugyanazon négyzet (AGEF) atldjara, tehat kapunk maradékot,
a,-t. Amint az dbra mutatja: az a,nek az a,-re mérésénél szintén
négyzetoldalt mériink négyzetatléra (az AHIJ négyzetben), tehat
ismét lesz maradék. Belathato, hogy a négyzetek hasonlésdga miatt,
és mivel eljirdsunk minden 1épésével négyzetoldalt mériink négy-
zetatléra, mindig jelentkezik maradék, azaz az eljaras vég nélkiil
folytathat6: a négyzet oldala és atldja osszemérhetetlenek. Ez az
eldbbiek szerint azt jelenti, hogy ha a négyzet oldalat szammal vagy
arannyal (racionalis szammal) jellemezziik, akkor az atldjanak a
mérdszama ,arrhéton” szam, irracionalis szam.

Pontosan a most ismertetett modon lathatd be a 24. dbra AED és
AFE hasonlé haromszégparja segitségével, hogy a szabalyos 6tszdg
oldala és atldja 6sszemérhetetlen szakaszok. Ezt annak idején Hip-
PASZOSZ is észrevctte.

Ugyancsak a piithagorcusok idejében sziiletett meg az indirekt
bizonyitasa is annak, hogy a négyzet oldala és atldja Ssszemérhetet-
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lenek. Ha ugyanis az a oldalnak és a ¢ atlénak lenne legnagyobb
koz0s mértéke : x, és a=nx, c=mx volna, ahol n és m relativ prim
szdmok, akkor a Pitagorasz-tétel értelmében

2a2=¢?
vagy
2n?x?=m*x2?,
illetve
2n2=m?
lenne.

Ebbél az kovetkeznék, hogy m? és vele m is paros szam, tehat m 2k
alaku. fgy

2n2=4j2

vagy
n?=2k2,

Ekkor viszont »n? és igy n is paros szam lenne. A kovetkezmény
tehat az, hogy m és n 1s paros szdm, ami ellentmond annak a kezdeti
feltételnek, hogy n és m relativ primek. A kiinduld feltevés tehat
helytelen, azaz a és ¢ dsszemérhetetlenek.
E tétel geometriai jellegii bizonyitasanal felhasznaltuk a hasonlo-
sag fogalmét, aminek szintén birtokédban voltak a piithagoreusok.
A hasonldsag eredete is a zeneelméletben keresend8. Vegyiink két
kiilénboz6 hosszlisagt hirt. Az egyik legyen példaul 15 cm, a masik
pedig 12 cm hosszi. Ekkor az els6 hur alaphangjéanak a kvintjéhez
10 cm, a masik hir alaphangjénak a kvintjéhez pedig 8 cm hosszii
htr tartozik. Az egyik kvint arAnyszama tehat 10 : 15, a masik hur-
nal 8 : 12. E két ardnyt, ezt a két ,,logosz”-t, mivel ugyanazt a kon-
szonanciét jelolik, a piithagoreusok egyenlSknek vették. Az arany-
pér gorog neve — amint mar emlitettem - ,,analogia” volt, aminek
pontos jelentése : ,logoszonkénti (ana logon) egyenl8ség”. Ilyen
egyenld ardnyokbdl allitottak &ssze az
Qi atb_2ab
T2 a+b’

»arany aranypart” is.

Kés6bb a piithagoreusok hasonlénak nevezték azt a két téglalap-
szdmot is, amelyeknél a megfeleld ,,oldalak™ ardnya megegyezett.
Hasonlék példaul a 3. 5=15és a 6. 10=60 téglalapszimok, mert
3:5=6:10. Megéallapitottdk azt is, hogy a hasonlo téglalapsza-
moknak mindig van mértani kézéparanyosuk, viszont a nem ha-
sonléknak nincs. Késébb a hasonlésag fogalma a hasonl6 ,siksza-
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mok” és a hasonlo ,,térszamok” kdézvetitésével atterjedt a sikido-
mokra €és a testekre is.

Lathatjuk, hogy a szabalyosotszog-szerkesztés feladata szinte
osszefoglalja mindazon alapvet§ szamelméleti és geometriai ismere-
teket, amelyekkel a piithagoreusok mar rendelkeztek. A szabdlyos
OtszOg atldi altal alkotott szabdlyos csillagdtszog a piithagoreus
szovetség kabalisztikus jelvénye volt. Ezt a jelvényt mar Babilonban
is ismerték. (Erdekes, hogy mer8ben mas megokoléssal ez lett az 6t
vilagrész kommunistdinak kozos jelvénye is.)

A piithagoreusok geometridjadhoz tartozott még a szabélyos (t6-
kéletes) testek tulajdonsagainak a kutatdsa is. Maga PUTHAGORASZ
valdsziniileg csupdn a tetraédert, a kockat és a dodekaédert ismerte.
Az oktaédert és az ikozaédert csak késGbb fedezte fel PLATON tanit-
vanya : THEAITETOSZ (1. e. 4177-369). A piithagoreusoknal a tetra-
éder a tiiz jelképe volt, az oktaéder a levegdé, az ikozaéder a vizé és
a kocka a foldé. KésGbb ARriszTOTELESZ (1. e. 384-322) a dodeka-
édert az égi szférdval azonositotta. Megjegyezziik, hogy az ikoza-
édert valodsziniileg mar Babilonban ismerték, Padua mellett pedig
taldltak egy, az i. e. 500 eltti id8kbdl szdrmazé, dodekaéder alakt
etruszk emlékmiivet. A piithagoreusok foglalkoztak el8szor azzal a
kérdéssel, hogy milyen szabalyos testekkel lehet a teret hézagmente-
sen kitolteni. Erre alkalmasnak talaltak az oktaédert és a kockat.
A gombaot végtelen sok oldald szabdlyos testnek tekintették, szo-
hasznalatukkal a legtokéletesebb testnek, aminthogy a kor is a leg-
tokéletesebb sikidom. PUTHAGORASZ bizonyit4s nélkiil ugyan, de
kimondta, hogy azegyenlG keriilet{i sikidomok kéziil a kor teriilete
a legnagyobb, és ugyanigy az egyenls felszinii testek k6zott a gomb
térfogata a legnagyobb.

Amint latjuk, PUTHAGORASZ neve a matematikdnak egy egész
korszakéat fémjelzi, f6leg az i. e. VI-1V. szdzadot. Ennek a korszak-
nak volt az érdeme a matematika alapjamak a lerakasa. Ezen beliil
ki kell emelniink a szamelméleti megalapozést, az irracionalitas
felfedezését és a szabalyos sokszdgek és testek tanulmanyozasat,
mindig a harméniaelméletbdl kiindulva, illetéleg oda visszamutat-
va.

Amint emlitettiik, a piithagoreusok mesteriik haldla utdn egy ki-
mondottan valldsi szektara és egy matematikaval foglalkozé térsa-
sagra bomlottak. Az utdbbiaknak utolsd nagy vezetGje ARKHUTASZ
(i. e. 428?7-365) volt. Rola és a tbbi piithagoreusrdl késébb még
lesz alkalmunk kiilon-kiilon is megemlékezni.





