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A SZÁMÍRÁS ELŐTT 

Sok-sok százezer éven át küzdött az ember a vadállatokkal, az éh
séggel, a betegségekkel, a zord időjárással és saját fajtájával, csupán 
azért, hogy puszta létét fenntarthassa. A nagyon nehezen élő, ám 
nagyon élni akaró ősember idejének nagy részét élelmiszerszerzéssel 
töltötte, és nem is törődhetett mással, mint a minden pillanatban 
létét fenyegető veszélyek elhárításával és a szinte állandósult éhsé
gének kielégítésével. Számolásra nem volt szüksége. Számfogalma 
kimerült a kevés és a sok megállapításával. Ez az állapot csak ott 
szűnhetett meg, ahol könnyen és nagy mennyiségben jutott táplá
lékhoz. Az ilyen helyek közül a legfontosabbaknak bizonyultak 
azok, amelyeken vadon is megteremtek az állandó táplálékot bizto
sító növények, főleg a gabonafélék. Az első gabonatermő vidéke
ken, rendszerint valamelyik nagy folyó mentén, állandósulhatott az 
emberi élet. A két nagy folyam közötti Mezopotámia rozsa és árpá
ja, Szíria tönkölye (laza kalászú gabonaféle), a Nílus-völgy búzája, 
Kínában a Jangce-kiang és a Hoang-ho menti rizs és köles, Mexikó
ban az évente sokszor kétszer is termő kukorica nagy vonzóerőt je
lentett a mindig éhes embernek. Tudomásunk szerint a felsorolt 
területeken tértek át az emberek először a földművelő életmódra a 
gyűjtögetés, a vadászat és a halászat helyett. A fejlődésnek ez a sza
kasza szinte az egész Földön a csiszolt kőkorszakra esik, mintegy 
i. e. 10 000-től i. e. 3000-ig. Ekkor alakult át az ember passzívan el
fogadó magatartása a természettel szembeni aktív tevékenység
gé. A földműveléssel együtt jelentek meg a háziállatok, a szerszá
mok, a cserépedények. Létrejöttek az első települések. Lassan elkü
lönültek az emberi termelőmunkák. A földművesek mellett megje
lentek a sokféle mesterséget gyakorló kézművesek. E településeken 
kialakult egy központi hatalom, amely irányította, összehangolta 
a termelési ágazatokat, és gondoskodott a település, majd később 
az állam védelméről. 

Ebben a korban már nélkülözhetetlenné lettek a számok és az 
írás. A földművelés, a sokféle ipari tevékenység, a kereskedelem 
már nem lehetett meg a mérés, a hosszúság, a terület, a térfogat és a 
tömeg mértékegységei nélkül. A földművelés, a hadviselés és ké
sőbb az utazás szükségessé tette a térbeli és az időbeni tájékozó-
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dást. Megindult a csillagos ég tanulmányozása, elkészítették az első 
naptárakat. A szám, a mennyiség és a mérés lassan átszőtte az em
berek egész életét, mindennapi tevékenységét csakúgy, mint a vallá
sos szertartásokat. 

A termelés, á gazdálkodás, az ipar és a kereskedelem szükségessé 
tette a számszerű ellenőrzést, a megtermelt, a raktározott és az elfo
gyasztott vagy eladott javak hosszabb ideig tartó nyilvántartását, 
feljegyzését. Az első írásokkal egy időben, i. e. 4000-3000 táján 
megszülettek a számok rövid leírására alkalmas jelek, majd később 
a számjegyek. A számoláshoz kezdetben segítségül hívták a kéz és a 
láb ujjait, esetleg más testrészeket és különböző segédeszközöket, 
olykor az idők folyamán kialakult mértékegységeket. Ezek nyo
mán fejlődtek ki a különböző számrendszerek. A számírás legrégibb 
emlékei Mezopotámiából és Kínából származnak. 
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MEZOPOTÁMIA 

A 60-AS SZÁMRENDSZER 

A Tigris és az Eufrátesz folyók közrefogta, jó termő, halakban és 
vadakban gazdag területnek, de a két folyó közén kívüli termékeny 
vidéknek is a birtoklása vágya és törekvése volt a környező törzsek
nek, népeknek. A Mezopotámiától délre eső sztyepp és sivatag la
kói éppen úgy szerettek volna a két folyó termékeny tájain élni, 
mint az északi zord hegyek lakói. Nem csoda, hogy ez a terület az 
állandó harcok színhelye lett. 

Mai tudásunk szerint először a hegylakó sumerok vetették meg 
lábukat a két folyó közében, és annak déli részén elsőkként alkot
tak államot az i. e. 4. évezred végén, i. e. 3200 táján. Virágzó, nagy 
városokat építettek: Uruk, Ur, Eridu, Suruppak, Lagas népessége 
a 25-30 000 főt is elérte. Az i. e. 3200-2800 körüli Urukból éksze
rek, szobrocskák, fegyverek és mázas edények kerültek elő. Ezeken 
még erősen képszerű, de egyszerűsödő, a későbbi ékírássá fejlődő 
jelek, feliratok láthatók. Kezdetben a városok önálló kormányzat
tal rendelkeztek, és csak i. e. 2300 körül kezdtek laza szervezetbe 
tömörülni. Az így lassan kialakuló állam egységét azonban a déli, 
sémi származású akkádok teremtették meg. Ez az arab törzs a su
merokkal egy időben jelent meg Mezopotámiában és a sumer váro
soknál nagyobb katonai erőt képviselc. A két nép azonban nem volt 
kimondottan ellenséges viszonyban. I. SARRUKÍN (Szárgon) akkád 
király i. e. 2300 táján erős, egységes államot hozott létre egész Me
zopotámiában. Ezt alig másfél évszázados fennállása után a hegyi 
gutik támadása döntötte meg. Az új egység már a szintén sémi ere
detű amoriták alatt jött létre, és HAMMURÁPI (i. e. 1728-1686) nevé
hez fűződik. Ez a népének törvényt adó uralkodó az Eufrátesz-parti 
Babilont (bab=kapu, ilu—isten, Bab-ilu=isten kapuja; görögö
sen : Babülón) a birodalom fővárosává építette ki. Ebben a kor
szakban az írás - amelyet a hódító népek sorozatosan átvettek a 
meghódítottaktól - már ékírássá fejlődött. 

Az árucsere, a kereskedelem, az öntözéses földművelés szüksé
gessé tette nemcsak a mértékegységek kialakulását, hanem a pénz 
szerepét játszó, az áruk értékét jelző ezüstrudak, -korongok hasz
nálatát, és a maihoz nagyon hasonló naptár bevezetését. Naptáruk
ban 1 év 354 napra, illetve 12 hónapra oszlott, és a hónapok válta-
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1. ábra 
kozva 29 és 30 naposak voltak. Hogy az időbeli periódus összhang
ba kerüljön a Nap mozgásával, 19 éves ciklusokat szabtak meg, és 
ezen ciklusokon belül minden 3., 6., 8., 11., 14., 16. és 19. év 13 hó
napból, illetve 384 napból állott. 

Ezt a magas civilizációjú és fejlett kultúrájú birodalmat i. e. 
1530-ban a hettiták kirabolták és lerombolták, de az ő uralmuk 
sem volt tartós. Tó'lük, több mint 5 évszázadra, magukhoz ragadták 
az uralmat az ugyancsak hegylakó kassúták. Alattuk a sumerok tel
jesen asszimilálódtak és beolvadtak a többséget alkotó akkád nép
be. Az i. e. XIII. században egész Babilont elfoglalták a nemsokára 
világhatalmat képviselő, harcias asszírok, akik az i. e. IX. század
ban már egész Mezopotámia urai voltak. Uralmukat az i. e. VII. 
században a szintén sémi kaldeusok szüntették meg, akik helyreál
lították Babilont. Legnagyobb királyuk, NABÚ-KUDURRI-USZUR 
(Nabukodonozor) eló'segítette a csillagászat, a matematika és a ter
mészettudományok művelését. A kaldeusokat KÜROSZ, a perzsa 
hódító igázta le az i. e. VI. században. Mintegy 200 év múlva a 



A 60-AS SZÁMRENDSZER 

perzsákat legyőző NAGY SÁNDOR, majd a rómaiak, aztán a törökök 
vették biriokba Mezopotámiát. Közben Mezopotámia teljesen el
vesztette sokáig kiváltságos és kiemelkedő kulturális szerepét, bár a 
tudományok és ismeretek közvetítését még sokáig vállalta. 

Mezopotámia régi nagyságáról a XIX. század második felében 
megindult és a ma is tartó régészeti ásatások tanúskodnak. A fel
színre hozott leletek között van több tízezer ékírásos szöveget tar
talmazó égetett agyagtábla. ANDRÉ PARROT francia régész 1933-ban 
megkezdett ásatásai során megtalálták az Eufrátesz partján a legen
dás Mari város romjait. A várost annak idején HAMMURÁPI rombol
ta le. Az Eufrátesz jobb partján épült város Abu-Kemáltól mintegy 
10 km távol van. Mari királyi palotájának levéltárából kb. 20 000 
babilon ékírásos szöveg került elő: levelezések, rendeletek, gazda
sági feljegyzések. Ezek közül a legrégibbek az i. e. 2000. év tájéká
ról származnak. 

1974-ben a szintén Eufrátesz melletti Meszkenében, a régi Elmar 
kikötőváros romjaiból is előkerült néhány száz ékírásos agyagtábla. 
A nagy meglepetést azonban 1975-ben az olasz PAOLO MATTHIAE 
professzor kutatásai eredményezték, ő Aleppótól délre megtalálta 
az eltemetett Ebla városát, ahol a királyi palota két kis szobájában 
mintegy 15 000 agyagtábla rejtőzött az i. e. 2400-2300-as évekből. 
E táblák egy része a már megfejtett sumer nyelven íródott, de igen 
soknak a szövege egy még ma sem teljesen ismert, nyugati ósémi 
nyelven rögzít értékes adatokat a kor gazdasági és kulturális életé
ről. E táblák között találtak rá az említett ókánaáni nyelvet és a 
sumer nyelvet összekapcsoló szótárra is. A táblák között még isko
lai szövegek is vannak, amelyeken a tanulók hibái és ezek javításai 
látszanak. Az itt fellelt irodalmi vonatkozású emlékek egyike a 
Gilgames-eposz leírása. 
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A Mezopotámiában és annak környékén talált nagyszámú ék
írásos tábla között több száz kimondottan matematikai tartalmú. 
Ezek alapján hű képet adhatunk az i. e. 2000. év táján használt 
mezopotámiai számírásról és meglepően ügyes számolási techni
káról. 

A számokat 1-től 60-ig különböző alakú és helyzetű ékjelekkel 
írták le. Ezeket a jeleket egy háromszög keresztmetszetű pálcikával 
nyomták a még puha agyaglapra. A teleírt táblát azután kiégették. 
1-től 10-ig olyan ékekkel jelölték a számokat, amelyeknek a hom
loka felül van: 

•TT TTT TTT 
= 6, ff f =7, fff -8, f ff =9. 

T TT TTT 

A 10 jele egy kapocsszerű ékjei volt: ^ . A számok 10-től kezdve 
59-ig: 

<=10, <J=11, <TT=*, <?TT=13, ... 

•T T 44 444 444 W 
< m = i 9 , «=2o, «<=3o, y)=A0' Vs =50' yy •*•=59-

TTT >> \< > ^ TTT 

A 60 leírására ugyanazt a jelet használták, amit az 1 leírására, vagy
is a ¥ jelet. Számírásukban tehát 1-től 59-ig a nem helyi értékes 
10-es számrendszer fedezhető fel, azután pedig a helyi értékes 60-as 
számrendszerben írták a számokat. Az egyes helyi értékeket kez
detben kis hézaggal különítették el egymástól, például: 

^ ? y 4 . K 1 1 1 =12-60 + 23 =743, 

vagy: ff f f f 4^ =2-602 + 3-60 + 11 = 7391. 

Némi zavart okozhatott az, hogy az üres helyi értékeket nem 
jelölték, tehát például a • w TT jelenthette a 2- 60+3=123-at, 

de a 2 • 602+ 3= 7203-at is, sőt még a 2+ — -ot vagy a 
2+U< 

is. Amint a 0 jel hiánya, ugyanúgy az egyesek helyének nem jelölése 
is olvasási pontatlanságot okozott, amelyet azonban eleinte enyhí-
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tett az, hogy a szövegekben mindig megnevezett számok fordultak 
elő, tehát a szám nagyságrendjét a szövegből következtetni lehetett. 
Később azonban a zérus jelének bevezetése elkerülhetetlenné vált. 
Erre használták a két, egymás alá írt 10-es jelet: "^ . Tehát pél
dául a < 

^ • ^ T TT 4 4 4^ =22-602+0-60+51=79 251-et 

jelenthette. Az azonban, hogy a szám végén álló zérust sohasem ír
ták ki, és hogy az egyesek helyét nem jelölték, elég nagy bizonyta
lanságot okozott a számolvasásban, még a szöveg segítsége mellett 
is. A babiloni helyi értékes 60-as számrendszerű számírásnak ezeket 
a fogyatékosságait csak a görög csillagászok szüntették meg, köz
tük PTOLEMAIOSZ, aki - mint még a középkorban is sok csillagász -
támaszkodott a babiloni csillagászati eredményekre, és ezek, vala
mint a babiloni csillagászati táblázatok is 60-as számrendszerben 
íródtak. 

A Mezopotámiában kialakult 60-as számrendszer előzményei 
talán a sumer és az akkád súly-, illetőleg pénzegységekre vezethetők 
vi >sza. Amikor az akkádok megszerezték az uralmat a két folyó kö
zén, akkor már mind a sumeroknak, mind az akkádoknak megvolt 
a maguk súlyegysége. A sumer súlymértékegység a mina volt (kb. 
fél kp), az akkádoké pedig a sékel. A sékel azonban 60-szor kisebb, 
mint a mina. Az egységes állam megteremtése után megmaradt hasz
nálatban mind a két mértékegység. Ezek egyszersmind pénzegysé-
gekül is szolgáltak (1 ezüst mina=60 sékel). A gazdasági élet fejlődé
se további, nagyobb pénzegység bevezetését kívánta, és a már ki
alakult 60 váltószám felhasználásával bevezették a talentumot, 
vagyis 1 talentum=60 mina = 602 sékel. A mindennapi életben bi
zonyára például a 110 sékel helyett mind gyakrabban mondták, 
hogy 1 mina és 50 sékel vagy röviden egy ötven, amint mi is az 1 Ft 
50 f helyett sokszor mondjuk, hogy egy ötven. A súly- és a pénzegy
ségben kialakult 60-as számrendszer elég meggyőzően magyarázná 
a babiloni helyi értékes 60-as számrendszerű számírást. 

A MEZOPOTÁMIAI SZÁMOLÁSTECHNIKA 

A legrégibb ránk maradt babiloni matematikai emlékek a számolást 
megkönnyítő és meggyorsító táblázatok. Ezek között találunk 
szorzótáblákat, reciprok-, négyzet-, köb-, négyzetgyök- és köb
gyöktáblázatokat. Az osztást a szorzó- és a reciproktáblázatok 
együttes alkalmazásával végezték el. Például a 75 : 8 osztás kiszá
mítása úgy történt, hogy a reciproktáblázatból kikeresték - értékét 
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[60+ Ó02J ' és ennek a 75-szörösét kiolvasták a szorzótáblázatból 

( 22 30 í 
9 + — r + i - — r . Ugyanilyen m ó d o n kerülték el a közönséges tör-

7 

tekkel való számolást i s ; pé ldául : ^ esetében a reciproktáblázat

ból kikeresték a 20 reciprokat, azaz az ~ - o t , átalakították hat-

vanados tört té I — , és ezt szorozták 7-tel: — . Ha a táblázatban 
(60J 60 

nem találtak pontos értéket, akkor megelégedtek közelítő ered
ménnyel is. 

Bizonyos esetekben a közelítést igen nagy pontosságig tudták 
fokozni. Erre meglepő példa a fi igen pontos közelítő értékének 
az ismerete. New Yorkban a Yale Egyetem babiloni gyűjteményé
ben őriznek egy kokorongot, amelyen a 2. ábra rajza látható. 
* A > • r,L-, . . ( 24 51 10 A négyzet vízszintes átlójára irt szám: 1 + —+ ™7+ T ^ T % 

ou OIT 60-5 

= 1,414 212 2, ami közismerten a \2 igen jó közelítése. A négyzet 
bal felső oldalára írt szám, a 30 bizonyára a négyzet oldalhosszát 

25 35 
jelenti, és akkor a legalsó szám, a 4 2 + — + ^ ^ - = 4 2 , 4 2 6 388 8 

ou 3ouu 
pedig a négyzet átlójának (30^2) közelítő hossza. Ez a közelítő 
pontosság méltán vívja ki csodálatunkat. A magyarázatot az adja 
meg, hogy a babiloni matematikusok, számolómesterek ismertek 
egy jó iterációs eljárást a yl meghatározására. Ennek lényege 
a következő: 

Legyen feladatunk a fa tetszőlegesen pontos közelítő értékeinek 
a meghatározása, ahol a> 1. 

Induljunk el egy általunk választott (durva) közelítő értékkel, az 
x0-lal úgy, hogy 

fa>x0>l és a hiba h0—fa—A0<1 
legyen. 

Ekkor, mivel 
— = y a , azért — >\ a. 
fa x 0 

így sikerült a fa értékét két korlát közé szorítanunk : 

i/~ a 

amint ezt a számegyenes is szemlélteti. 
Bizonyára e két korlác számtani közepe: 

x , ~ 2 r o + x 0 



A MEZOPOTÁMIAI SZÁMOLÁSTECHNIKA 

szintén egy közelítő érték. Számítsuk ki a Ya^xl esetében elköve
tett hibát,/i,-et! 

<cl-2x0Ya+a 

(x0-Va)> (x0-Yay 

2x0 

mivel Xr,>-1. 2x0 ~ 2 ' A°' 
Az x0 választás esetén azonban az elkövetett hiba, h0=Ya— 

— x 0 < 1, azért 

A,<——^— L -=-~<h 0 , hiszen A„<1. 

Az x, tehát jobb közelítő érték, mint az x0. 
Ha most ezt az eljárást ismételjük, az x0 helyett mindjárt az 

jcj-et választva, akkor az Xj-nél is jobb : x2=^ \xl-\— közelítést 

nyerjük. Az eljárás ismétlésével tetszőleges pontossággal határoz
hatjuk meg a V'a értékét. Ezt az ismétléses eljárást, ezt az iterációt 
a mezopotámiai számolómesterek ismerték, és a ^2 közelítő érté
kének kiszámítására alkalmazták. Ha a j/2%1,3 elég durva köze
lítéssel kezdünk, akkor is, már a második lépés után megkapjuk az 
1,414 222 4 értéket (zsebszámológéppel). 

Ugyancsak a fent vázolt módszert használták Mezopotámiában 
a Ya2-hb közelítésére is. Ha az első közelítő értéknek az a-t vá
lasztjuk, akkor az előbbiek szerint: 

./T—T f l 2+ b 

a<\a2+b<——, 
a 

és a második, jobb közelítés az 
1 f a2+b) b 

a> = 2[a+-a~\ = a+2l,-
Ez a közelítés mindig nagyobb, mint a helyes érték, hiszen 

M 2 i L b2 

+ 2 ^ J = ű + f c + ^ -
Talán mondanom sem kell, hogy az ókori Babilóniában nem 

használtak még képleteket, csak szavakba öntött megoldási utasí
tásokat. A megokoló gondolatmenetet nem közölték, csupán azok 
a receptek maradtak ránk, amelyek megegyeznek a fent közölt 
gondolatmenet eredményével. Elképzelhetetlen azonban, hogy a 
babiloni „receptek" készen születtek. Valamilyen gondolati utat be 
kellett járni ahhoz, hogy a babiloni, tiszteletet érdemlő eredmények 
létrejöjjenek. Ezek a számolási utasítások sejteni engedik, hogy nem 
járunk messze az igazságtól, ha azt állítjuk, hogy az eredeti gondo
latmenetek a közöltekhez hasonlók voltak. 
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A BABILONI ARITMETIKA 

Mielőtt a részletes tárgyalásba kezdenénk, állapodjunk meg abban, 
hegy a helyi értékes 60-as számrendszerbeli számok írásánál az 
egyesek után pontosvesszőt teszünk, ha törtrész is következik utá
nuk; máshol azonban a különböző helyi értékeket vesszővel vá
lasztjuk el. Tehát például: 

26,32;53,41 = 26 • 60+32+53 • 60~' + 41 • 60~2, 
vagy 

2,0,33 = 2-60 2 + 0-60 + 33. 

1945-ben OTTÓ NEUGEBAUER és A. SACHS New Yorkban a Co
lumbia Egyetem Plimpton Könyvtárában felfedeztek egy óbabiloni 
cseréptáblát (Plimpton 322). A cserép egy többrészes táblázat tö
redékeit tartalmazza, de sikerült a felfedezőknek a táblázatot ki
egészíteniük. A rekonstruált és részben kiegészített táblázat így 
néz ki: 

l !» c2 : b2 
i i < P Q 

2,0 
57,36 

1,20,0 
3,45,0 

(120) 
(3456) 
(4800) 

(13 500) 

1;59,0,15 1,59 (119) 
56,7 (3367) 

1,16,41 (4601) 
3,31,49(12 709) 

2,49 
1,20,25 
1,50,49 
5,9,1 

(169) 
(4825) 
(6649) 

(18 541)-

1 
2 
3 
4 

12 
64 
75 
125 

5 
27 
32 
54 

2,0 
57,36 

1,20,0 
3,45,0 

(120) 
(3456) 
(4800) 

(13 500) 

1;56,56,58,14,50,6,15 
1,59 (119) 

56,7 (3367) 
1,16,41 (4601) 
3,31,49(12 709) 

2,49 
1,20,25 
1,50,49 
5,9,1 

(169) 
(4825) 
(6649) 

(18 541)-

1 
2 
3 
4 

12 
64 
75 
125 

5 
27 
32 
54 

2,0 
57,36 

1,20,0 
3,45,0 

(120) 
(3456) 
(4800) 

(13 500) 

1;55,7,41,15,33,45 

1,59 (119) 
56,7 (3367) 

1,16,41 (4601) 
3,31,49(12 709) 

2,49 
1,20,25 
1,50,49 
5,9,1 

(169) 
(4825) 
(6649) 

(18 541)-

1 
2 
3 
4 

12 
64 
75 
125 

5 
27 
32 
54 

2,0 
57,36 

1,20,0 
3,45,0 

(120) 
(3456) 
(4800) 

(13 500) 1;53,1,0,29,32,52,16 

1,59 (119) 
56,7 (3367) 

1,16,41 (4601) 
3,31,49(12 709) 

2,49 
1,20,25 
1,50,49 
5,9,1 

(169) 
(4825) 
(6649) 

(18 541)-

1 
2 
3 
4 

12 
64 
75 
125 

5 
27 
32 
54 

1,12 (72) !;48,54,1,40 1,5 (65) 1,37 (97) 5 9 4 
6,0 (360) 1_;47,6,41,40 5,19 (319) 8,1 (481) 6 20 9 

45,0 (2700) I;43,l 1,56,28,26,40 38,11 (2291) 59,1 (3541) 7 54 25 
16,0 (960) I;41,33,59,3,45 13,19 (799) 20,49 (1249) 8 32 15 
10,0 (600) I;38,33,36,36 8,1 (481) 12,49 (769) 9 25 12 

1,48,0 (6480) 1;35,10,2,28,27,24,26,40 1,22,41 (4961) 2,16,1 (8161) 10 81 40 
i;0 (1) 1 ;33,45 0;45 (0,75) 1;15 (1,25) 11 1 0,5 

40,0 (2400) 1;29,21,54,2,15 27,59 (1679) 48,49 (2929) 12 48 25 
4,0 (240) 1 ;27,0,3,45 2,41 (161) 4,49 (289) 13 15 8 

45,0 (2700) 1;25,48,51,35,6,40 29,31 (1771) 53,49 (3229) 14 50 27 
1,30 (90) 1;23,13,46,40 56 (56) 1,46 (106) 15 9 5 

Az általunk b-vel, /7-vel és 47-val jelölt oszlopok és a táblázat alá
húzott számai, illetve számjelei a sérült cserépről hiányoztak. A zá
rójelben szereplő számokkal, a könnyebbség végett, az előttük álló 
számokat tüntettük fel a helyi értékes tízes számrendszerben. A fel
fedezők a táblázatban hibás adatokat is találtak. Eredetileg az „a" 
oszlopban a 8,1 helyett 9,1 és a 2,41 helyett annak a négyzete, a 
7,12,1 szerepelt. A „c" oszlopban is a hibás 3,12,1-et és az 53-at ki 



A BABILONI ARITMETIKA 25 

A Plimpton 322 tábla 

kellett igazítani 1,20,25-re, illetve 1,46-ra. Ahhoz, hogy ezeket a 
javításokat ilyen határozottsággal végre lehessen hajtani, rá kellett 
jönni arra a törvényszerűségre, amellyel a táblázatot készítették. 
A számok helyett most azt a betűt fogjuk használni, amelyet a szám 
oszlopa fölé írtunk. NEUGEBAUER és SACHS észrevették, hogy a c2— 
— a2 különbség ismét négyzetszám: b2, ha pedig képezik a c2:b2 há
nyadost, akkor rendre azokat az l-hez közeli értékeket nyerik, ame
lyek a c2 : b2 feliratú oszlopban találhatók. A táblázat hiányzó ré
szén tehát ezeknek a í^-eknek a négyzetgyökei, a b-k bizonyára sze
repeltek, úgy, ahogyan ezt a ,,b"-vel jelölt oszlopban látjuk. Ezek 
után már a hiányzó számok pótlása és az észrevett hibák kijavítása 
természetesen adódott. 

Kiderült tehát, hogy az a, b és c számok pitagoraszi számhárma
sok, azaz derékszögű háromszög oldalainak mérőszámai lehetnek, 
méghozzá olyan mérőszámok, amelyek véges hatvanados törtekkel 
fejezhetők ki. A táblázat a, b és c oszlopai megengedik, hogy az 
egyesek helyét önkényesen válasszuk meg. Mi ezen számok mind
egyikét - a 11. sorban szereplők kivételével - egész számoknak 
tekintettük, mert így a tízes számrendszerben is egész számokat 
nyertünk. Lehetett volna például: az 1,59=119 helyett 1 ;59 = 
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59 49 = l + ^-ot is venni, ugyanígy a 2,49= 169 helyett 2;49=2+—ot. ou 60 
Ekkor persze a „b" oszlopban a 2,0= 120 helyett is a 60-szor kisebb 
2=2 került volna. 

Az a, b és c egész, illetve racionális számok tehát kielégítik a 
c2—a2=b2, illetve a 

^ 2 - í ? r = l feltételt. 
[bj \br 

c a Jelöljük az egyszerűség kedvéért a r és r racionális számokat j-sel, 
b b 

illetve t-vcl, ekkor 

s2-t2=l 
vagy 

(s+t)(s-t)=l. 

így s+t^JZJ-

Mivel s+1 racionális szám, azért - alakba írható, ahol p és q 
H 

természetes számok. Ezzel az átírással: 

s+t=P-
q 

és 
s-t=q-. 

P Innen: 

tehát: 

vagy 

*m£±£ és t=Etjl 
2pq 2pq 

p*+q*\* tp2-q2^2 fi"' 1 
2pq J { 2pq 

(p2+q2)2-(j>2-q2)2=(2pq)2 

Az így átalakított egyenlőségből látszik, hogy ha p és q természetes 
szám, akkor (p2+q2), (p2—q2) és 2pq természetes számok, és pita-
goraszi számhármast alkotnak. Ha például 

p=l2 és q=5, 
akkor 

p2-q2= U9, p2+q2= 169 és 2pg=120. 

Az eredményekben ráismerhetünk a Plimpton 322 táblázat első 
sorában szereplő számokra: a= 119, b—120 és c= 169. 

Az általunk kiegészített táblázatban szerepelnek az egyes szám-
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hármasoknak megfelelő p és q értékek is. Ezek valószínűleg az ere
deti táblázat hiányzó részén szintén megvoltak (természetesen a 
60-as számrendszerben). A helyi értékek megválasztásánál kivé
telt tettünk a 11. sorban, ahol a b, a és c oszlop számait rendre 
l-nek, 0,75-nak és 1,25-nak vettük azért, hogy a p és a q számára 

ne kelljen irracionális számot ^60 és —y-\ választanunk. Észreve
hető, hogy a táblázatban szereplő pitagoraszi számhármasok a 
c2 : b2 hányados fogyó értékei szerint vannak rendezve. (Ugyanúgy 
a p : q hányadosnak fogyó értékei szerint is.) Ezeket a hányadoso
kat a táblázat szerkesztője igen gondosan, 8 hatvanados helyi érték 
pontossággal számította ki, ami 14 tizedes pontosságnak felel meg. 

A babiloni aritmetikához tartozik még a mértani sorozat és a 
négyzetszámok sorozatának az ismerete. Volt táblázat, amelyen az 
l + 2 2 + 2 3 + . . . + 2 9 vagy az l 2 + 2 2 + 3 2 + . . . + 102 összeg értéke 
olvasható. Majdnem biztosan feltételezhetjük, hogy általánosság
ban is ismerték e sorozatok első n elemének összegzési eljárását. 

A BABILONI ALGEBRA 

Az algebra fő tárgya hosszú időn keresztül az egyenletek megoldása 
és vizsgálata volt. Ilyen értelemben beszélhetünk babiloni algebrá
ról, annak ellenére, hogy a ma szokásos algebrai jelölések akkor 
még ismeretlenek voltak. Igaz ugyan, hogy a babiloni ékírás bizo
nyos esetekben igen jól pócolta az algebrai jeleket. Ha például egy 
feladatban egy téglalap hosszúsága és szélessége ismeretlen, akkor 
ma ezeket az ismeretlen mennyiségeket például x és y betűkkel 
jelöljük. Az ékírásban azonban egyetlen ékjei írta le azt a szót, hogy 
hosszúság és egy másik ékjei azt, hogy szélesség. Ilyen körülmények 
között nem volt szükséges az ismeretlenek számára a külön jelölés, 
sőt nem is lett volna előnyös. 

Az ókori Mezopotámiában hiányzott az egyenletmegoldás mai 
formalizmusa, de az egyenletekre vezető feladatok megoldási re
ceptjei teljesen megegyeznek a mai megoldóképletekkel. Nem kö
zölték ugyan, hogy milyen úton jutottak el a megoldáshoz, de a leg
több esetben a követendő utasításokból következtethetünk a gon
dolatmenetre is. A babiloni egyenletmegoldásra jól jellemző példá
kat válogatott össze VAN DER WAERDEN az Egy tudomány ébredése 
című, magyar fordításban is megjelent könyvében. Innen szemeltem 
ki néhány feladatot. Ezeknek találjuk az alábbiakban az óbabiloni 
megoldását, kísérve a mai jelölésekkel. 

A könnyebb megértés kedvéért bocsássunk előre egy sablont, 
amelyet Mezopotámiában rutinszerűen használtak az 
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x • y=a 

x+y=b 

alakú egyenletrendszer megoldására. Nem a nekünk legkézenfek
vőbb módszert használták az egyik ismeretlen kiküszöbölésére, ha
nem ügyes helyettesítést alkalmaztak, amely mindig jól használha
tó, ha az x+y értéke adott. 

Legyen 
b , b 

x=2+u e s y=Y~u' 

Ekkor igaz marad az eredeti második egyenlet, most is x+y =b. 
Az x és az y helyett tehát egy harmadik ismeretlent vezettek be: 
M-t. így az első egyenlet: 

( ^ + M ) ^ - M ) = Ű 

alakot öltött, ahonnan: 

A gyök negatív értékét nem vették számításba. Az így kiszámított 
u segítségével 

b b ifTbY 

és 

Legyen például a babiloni szövegben az 

x+y=b 

egyenletrendszerrel leírható feladat a következő: 
„A szélesség meg a hosszúság 30. A terület 221. Mekkora a szé

lesség és a hosszúság?" 
A megoldási utasítás ilyenforma volt: Eljárásod ez legyen: Törd 

a 30-at ketté: 15. A 15-ször 15 egyenlő 225-tel. Vond ki ebből a terü
letet : 225-ből 221 az 4. Négyzetgyöke 4-nek: 2. Add ezt a 15-höz: 
17. Megkaptad a hosszúságot. Vond ki a 2-t a 15-ből: 13. Ez a szé
lesség. 

A szélesség meg a hosszúság: 17 meg 13 az 30. A terület: 17-szer 
13 az 221. 
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Amint látjuk, a megoldási recept rendszerint az eredmény próbá
jával fejeződik be. Ez már kétségkívül a bizonyítási igény jelentke
zését mutatja, bár távolról sem látszik még az a törekvés, hogy a 
megoldás módját meg is értesse az olvasóval. Az utasítás ellenőriz-
hetőleg szóról szóra követi az általunk nyert megoldóképlet szerinti 
műveleti sorrendet. 

Az első óbabiloni példánk HAMMURÁPI idejéből származik: 
„Hosszúság, szélesség. A hosszúságot és a szélességet összeszoroz
tam, és így megkaptam a területet. Amennyivel pedig a hosszúság 
meghaladja a szélességet, azt hozzáadom a területhez, és 3,3[-at 
nyertem]. A hosszúság és a szélesség összeadva 27. Mi a hosszúság, 
a szélesség és a terület?" 

A megoldás leírásában használjuk a 10-es helyi értékű számírást, 
így a feladat algebrai megfogalmazásban: 

xy+x—y=183 

x+y=21. 

A babiloni megoldás: „Eljárásod ez legyen: 27-et, a hosszúság és 
a szélesség összegét add a 183-hoz: 210." Ma így mondanánk: Add 
össze a két egyenletet: 

xy+2x=2l0 
vagy 

x(y+2)=210. 

A babiloni szöveg így folytatja: „2-t a 27-hez add hozzá: 29." 
Ugyanez ma: Adj a második egyenlet mindkét oldalához 2-: 

x+(y+2) = 29. 

Vezessünk be most új ismeretlent, az y'-t: legyen y + 2 = y'. Ekkor 
egyenleteink: 

xy' = 2l0 

x+y' = 29. 

így eljutottunk az előrebocsátott példához, amelyet a babiloni 
számolómesterek már rutinszerűen oldottak meg: 

„29-ből letöröd a felét. 14,5-szer 14,5 az 210,25. Levonsz 210-et 
a 210,25-ból. A különbség 0,25. Négyzetgyöke 0,5. Az első 14,5-hez 
add hozzá a 0,5-et: a hosszúság 15. 

Kivonsz a második 14,5-ből 0,5-et: a szélesség 14. Azt a 2-t, amit 
a 27-hez hozzáadtál, levonod a 14-ből, a szélességből: 12 a végleges 
szélesség. A 15 hosszúságot a 12 szélességgel összeszoroztam: 
15-ször 12 az 180. Ez a terület." 

Végül jön a próba: „A 15 hosszúság a 12 szélességen mennyivel 
nyúlik túl? 3-mal haladja meg. 3-at adj a 180 területhez: 183." 



MEZOPOTÁMIA 

A következő feladat szintén kétismeretlenes, de elsőfokú egyen
letrendszerre vezet: 

„1 búr területről 4 gúr gabonát arattam. Egy másik búrról 3 gúr 
gabonát arattam. A gabona 8,20-szal haladja meg a gabonát. 
A földjeimet összeadva 30,0-at kapok. Mekkorák a földjeim?" 

A megoldáshoz ismét helyi értékes 10-es számrendszerű számo
kat használunk. A babiloni szövegben keveredik kétféle mérték
egység. A terméshozamnál szereplő gúr gyakorlati mértékegység. 
A gabonák különbsége (8,20=500) viszont „tudományos" mérték
egységekben : silákban van megadva: 

1 gúr= 300 sila. 

A búr szintén gyakorlati terület-mértékegység, de a földek összege 
(30,0=1800) sárban van megadva, ami már „tudományos" mér
tékegység : 

1 búr = 1800 sar. 

A feladat adatai a „tudományos" mértékegység-rendszerben: 

4 gúr= 1200 sila 
és 

3gúr=900sila. 

Mi valahogy így gondolkoznánk : A jobb földön x sar területen 
1200 2 

termett -TÖKR X= ~? x s ^ a gabona. A rosszabb földön v sar terület 
loOO 3 
900 1 ' 2 1 

hozott Y^^y-^y s ' l a gabonát. A különbség: - x - - v = 5 0 0 . 
loOO 2 . Ó Z 

Az összes földterület: x+y= 1800. Ezután megoldanánk a 
\*-\y= 500 

x+y=1800 

egyenletrendszert. (x=600 sar, y— 1200 sar.) 
A babiloni feladatmegoldó azonban így gondolkozott: „Törd az 

1800-at, a földek területének az összegét ketté: 900. Végy tehát 
900-at és még egyszer 900-at!" 

Vagyis, ha a jó és a rossz föld egyaránt 900 sar lenne, akkor 

a jó földön teremne 757^- 900=600 sila, a rossz földön pedig 
1800 

— — . 900=450 sila. A terméshozamok különbsége tehát 150 sila 
loOO 
lenne. A feladat szerinti különbség azonban 500 sila, tehát a 
150 silát 350 silával növelnünk kell. Ha a jó földet 1 sárral növel
jük és ugyanakkor a rossz földet 1 sárral csökkentjük, akkor a 

2 1 . 
termés nő -z silával és egyidejűleg csökken x silával, vagyis a ter-
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méskülönbség x+ == 5 sila. Ahányszor a - sila megvan a 350 silá-
5 Z O 0 

7 
ban, annyi sart kell a silány földből jóvá minősíteni, azaz 350 : y= 

o 
= 300 sart. így a jó föld 900 sárról 1200 sárra szaporodott, és 
a rosszabb 900-ról 600 sárra csökkent. 

Az utolsó mozzanatot a babiloni szöveg így hajtatja végre: „Mit 
7 

kell 7-dal szoroznom, hogy megkapjam a 350-et? Végy 300-at, mert 

7 
300-szor -z az 350. Vond ki ezt a 300-at az egyik 900-ból, amit 

6 

kétszer vettél föl, és add hozzá a másikhoz. Az első 600-at ad, a 
második 1200-at. 1200 az első föld területe, 600 a második föld 
területe." 

Joggal feltételezhetjük, hogy a babiloni matematikusok ismerték 
az egyszerű algebrai azonosságokat, persze nem képletszerűen, ha
nem szavakban, szabályokban. Ilyen szabályokra gondolunk: Két 
tag összegének és ugyanazon két tag különbségének a szorzata 
egyenlő a két tag négyzetének a különbségével; mivel egyenlő egy 
kéttagú összeg négyzete, köbe; különbség négyzete, köbe? Ezt ta
núsítja a következő feladatuk: 

„Két négyzetem területét összeadtam: 25,25. A második négy
zetoldal az első négyzet oldalának kétharmada meg még 5 gar." 

A feladat egyenlet alakban (10-es helyi értékű számokkal): 

x2+y2=l525 
2 

Látszik, hogy a következő lépésnél a - x+ 5 négyzetre emelésével 

meg kellett birkózniuk. A négyzetet az első egyenletbe helyette
sítve kapjuk a 

13x 2 +60x=13 500 

egyenletet, amelyből az x értékét a ma ismert és használatos megol
dóképletnek megfelelő utasítássorozattal számították ki. Sajnos 
nem maradt annak semmi nyoma, hogyan jöttek rá a másodfokú 
egyenlet megoldási eljárására, de igen valószínű, hogy teljes négy
zetté kiegészítéssel. 

Megemlítem még, hogy készítettek x2(x+ 1) és x2(x— 1) tábláza-
kat is, amelyek segítségével az 

x3 + x2=a és az x3 — x2=a 

alakúra visszavezethető harmadfokú egyenleteket meg tu.dták ol
dani. 



32 MEZOPOTÁMIA 

Amenhotep (i. e. 1527-1506) 
írnok pózban 

Az eddigiekből talán kitűnik, hogy 4000 évvel ezelőtt a babiloni 
matematikusok gondolkozásmódja kifejezetten algebrai jellegű 
volt, és ezen a területen bámulatos eredményeket értek el. 

A BABILONI GEOMETRIA 

Még a XX. század elején úgy tűnt, hogy a babiloni geometria néhány 
jól-rosszul megoldott gyakorlati, főleg terület- és térfogatszámítási 
feladatra szorítkozik. Előfordult a Pitagorasz-tétel használata is, 
de inkább csak ürügyképpen az egyenletmegoldási feladatok kap-
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csán. 1936-ban azonban kiderült, hogy a babiloni geometriát csak 
azért becsültük le, mert nem tudtunk róla. Ebben az évben a szúzai 
ásatásokból (ma Iránban a Karkheh és a Dzsurrahi folyók között) 
eló'került a matematikai tartalmú agyagcserepek közül egy olyan is, 
amely összehasonlítja azokat az arányokat, amelyek fennállnak 
a szabályos sokszögek területe és oldaluk négyzete között. Ezeket 
az arányokat fellelhetjük a három-, négy-, öt-, hat- és hétszögek 
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esetében. A szabályos ötszögnél ez az arány a tábla szerint: 1 -

(1 ;40), a hat- és a hétszögeknél pedig 2,625 (2;37,30), illetve 3,683 
(3;41). Ugyanez a tábla feltünteti a szabályos hatszög kerületének 
és a köré írható kör kerületének a viszonyát is. Ez az érték 0,96 
(0;57,36). Ebből az arányból következik, hogyjr értékét 3,125-nek 
vették, ami nem is rossz közelítés. 

Egy babiloni cserépen látható a 4. ábra szerinti rajz. Az ABC de
rékszögű háromszög oldalainak a cserépen feltüntetett méretei: 
AB=15, BC=60 és AC=45. Szerepel a rajzon az ACD, a CDE, a 
DEF és az EBF derékszögű háromszögek területe is. Ezek rendre: 
486 (8,6), 311,04 (5,11;2,24), 199,066 (3,19;3,56,9,36) és 353,894 
(5,53 ;53,39,50,24). Ezeknek a területértékeknek a segítségével szá
mította ki a feladat szerzője az AD, a CD, a BD és a CE szakaszok 
hosszát, nyilvánvalóan felhasználva azt a tételt, hogy hasonló há
romszögek területeinek aránya egyenlő a megfelelő oldalak négyze
teinek az arányával. Például: 

AD : AC = tADC ; tACB 

illetve: 
AD2 :452= 486: 1350. 

Ebből: 

. _ ^ 4 8 6 - 4 5 2 , -
AD=\ - Í 3 l ö - = 2 7 -

Hasonló módon számítja ki és adja meg a tábla a CD= 36, a BD= 
= 48 és a CE=21,6 (21 ;36) hosszúságok mérőszámait is. A szöveg a 
DE számításánál megszakad, de így is meggyőzően tanúsítja, hogy 
a babiloni számolómesterek ismerték és alkalmazták a hasonlóság 
fogalmát. Érdemükből nem sokat von le az, hogy a kör kerületét 
számították a TT=3 rossz közelítő értékkel is, vagy hogy a csonka 
kúp térfogatának kiszámítására a 

V=^(3R2+3r2)- m 

hibás képletet használták. Megjegyezzük, hogy a négyzetes csonka 
gúla térfogatát is előbb a helytelen 

V=Ua2+b2)- m 
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képlettel határozták meg, de később használták a helyes 

képletet is. 
Annak bizonyságául, hogy a babiloni geometria nem volt a mai 

értelemben az óbabiloni matematika része, hanem inkább csak egy 
lehetőséget jelentett az aritmetikai vagy algebrai számítások alkal
mazására, álljon itt egy korabeli geometriai szövegű feladat: 
Az 5. ábra szemlélteti, hogy: 

Egy 0 ;30 hosszú gerenda (a) a falhoz (b) támasztva áll. Felül 0 ;6-
dal lecsúszott (c). Lentről mennyivel távolodott el? (x= ?) 

A feladat szerint az ABC derékszögű háromszög Í Z = 0 ; 3 0 (0,5) 
átfogójából és a b=a—c=0 ;30—0 ;6- 0 ;12 befogójából ki kell szá
mítani a másik befogót. Ez a Pitagorasz-tétellel történt: 

x= J/ÖÍ302- 0; 122 %0;.27,36 (0,46). 

Ennek a feladatnak a különféle változataira a mai tankönyvekben is 
sokszor rábukkanhatunk. 

A babiloni matematika értékelésénél, úgy hiszem, a legreálisabb 
szempont az, hogy mennyire tudta kora gazdasági, termelési igé
nyeit kielégíteni. E tekintetben nincs mit felróni a babiloni mate
matikusoknak. A gyakorlati élethez való szoros kötődésre mutat 
az, hogy megelégedtek a számolási eljárások rögzítésével. Megoko
lásokkal ebben a korban nem találkozunk. Talán ez magyarázza 
azt is, hogy egy-egy hibás képlettel (csonka gúla) sokáig elszámol
gattak, ha az a gyakorlat számára még elfogadható értéket szol
gáltatott. Ez az oka annak is, hogy nem jelentett számukra elméleti 
problémát az, hogy például: a |/2 egészen más természetű szám, 
mint az egész vagy a törtszámok. Amint láttuk, a gyakorlat szá
mára a ^2-t tetszőleges pontossággal meg tudták határozni, és ez
zel meg is elégedtek. Ez a nagyon gyakorlati alapokon nyugvó, al
gebrai jellegű matematika azonban biztos lehetőséget nyitott a mai 
értelemben vett matematika kifejlődéséhez. 
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Ó-EGYIPTOM TÖRTÉNETÉNEK ÁTTEKINTÉSE 

A Nílus völgye és a két folyó köze: Egyiptom és Mezopotámia ha
sonlítottak abban, hogy mindkettő termékenységét az időszakon
ként kiáradó folyók biztosították. Mezopotámia azonban Egyip
tomhoz képest nyitottabb terület, amelyen sűrűn váltakoztak az 
uralkodó népek. Nyersanyag hiánya miatt kereskedelemre is szüksé
ge volt. E két tényező a mezopotámiai földművelő életmódot nagy
fokú mozgékonysággal is ötvözte. Egyiptom zárt területét azonban 
sivatag és tenger határolták, csupán Elő-Ázsiával érintkezhetett a 
keskeny és nagyon jól lezárható Szuezi-szoroson keresztül. Az ókori 
Egyiptom története ennek megfelelően szinte csak egyetlen népnek 
a története. Kultúrája az ősidőktől kezdve folytonos fejlődést mu
tat, bár a helyhez kötöttség a haladásnak bizonyos fokig a gátját is 
jelentette. Az egyiptomi „tudóstól" azt várták, hogy megfeleljen 
nevének, azaz valóban sokat tudjon, hogy a már meglevő ismeretek
ből mennél többet birtokoljon, de nem kívántak tőle új felfedezése
ket, sőt sokszor ezt nem is helyeselték. Az egyiptomi tudós aktív 
működése inkább csak a részletek tisztázására, finomítására, a meg
levő ismeretekben való elmélyedésre szorítkozott. Ezt a magatar
tást sugallta az egész állam szervezete is. A Nílus biztosította a bő Egyiptomi földmérők 
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termést, de nem adta ingyen. Nagyon rendszeres, jól összehangolt 
munkával kellett az öntözőberendezéseket elkészíteni, gondozni, a 
termés betakarítását biztosítani, a javak elosztását megszervezni 
stb. Ezt az összerendezettségét a kialakult központi hatalom bizto
sította. A papok, a katonák, az írástudó hivatalnokok, a kézműve
sek és a parasztság fölött a fáraó, Ozirisz napisten fiának, Hórusz-
nak a leszármazottja kezdetben csak irányította az államot, majd 
később uralkodott a kialakult birodalomban. Ennek a társadalmi 
tagoltságnak a megszervezettsége bizonyos biztonságot jelentett, de 
egyszersmind az államszervezet megmerevedése, az állapotok rög
zítése a kultúra haladását is lassította. 

Az egységes egyiptomi birodalom az i. e. 3. évezred elején jött 
létre. (MÉNÉSZ az első dinasztia megalapítója.) Ez az Óbirodalom 
fejlődésének tetőfokát KHEOPSZ fáraó alatt érte el, i. e. 2550 körül. 
Hatalmát, korának műszaki ismereteit és fejlett művészetét hirdeti 
a 148 m magas és 928 m alapkerületű hatalmas piramisa. A 3. évez
red végén az Óbirodalomban a társadalmi bomlás jelei már elsza
porodtak. Hosszú ideig tartó zűrzavar után Théba arisztokráciája 
ragadta magához a hatalmat, és kezdetét vette az ún. Középbiro
dalom (i. e. 2000-1700). Ezután következett a néhány száz évig tartó 
hükszósz uralom. Mivel a hükszószok abban az időben urai voltak 
Palesztinának és Szíriának is, azért akkor került Egyiptom először 
szorosabb politikai és gazdasági kapcsolatba Elő-Ázsia államaival. 
Ebben az időszakban uralkodott AAUSZERRÉ (i. e. 1700-1650 körül) 
vagy más nevén APÓPHIS fáraó, akit csupán azért emelek ki, mert 
az ő uralkodásának 33. esztendejében íródott a Thébában megtalált 
Rhind-papirusz, az első írott, matematikai tartalmú, egyiptomi 
emlék. 

A hükszószok kiűzése után alakult meg az Újbirodalom. Ekkor 
érte el Egyiptom legnagyobb kiterjedését: Núbiától Mezopotámiáig 
terjedt hatalma. Az i. e. 700. év táján, amikor Asszíria kiterjesztette 
uralmát egész Nyugat-Ázsiára, akkor Egyiptom is elveszítette füg
getlenségét. Mintegy 250 év múlva a perzsák vették birtokukba, 
majd NAGY SÁNDOR kezére került. Az ő hirtelen halála után, a Pto-
lemaidák uralma alatt az egyiptomi Alexandria igen fontos kultu
rális szerephez jutott. Egyiptom az i. e. 30-as években római tarto
mány lett. 

A MATEMATIKAI TARTALMÚ EGYIPTOMI PAPIRUSZOK 

Az elsőnek megismert egyiptomi, matematikai tartalmú, írásos em
lék a Rhind-papirusz. 1858 telén HENRY RHIND skót régiségkeres
kedő Egyiptomban kezeltette tüdőbaját. Luxorban megvételre 
kínáltak neki egy, még sérülten is szokatlanul nagyméretű papiruszt, 
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A Rhind-papirusz egy 
részlete (i. e. 2000 körül) 

amelyet Théba egyik romépületében találtak. RHIND felismerte a 
tekercs értékét, és megvásárolta. A papirusz RHIND halála után a 
British Museumba került. A tekercs elveszettnek vélt, hiányzó része 
50 év múlva került elő a New York-i Történelmi Társulat gyűjtemé
nyéből. A Rhind-papirusz írója AHMESZ (JAHMESZ) királyi írnok. 
A bevezetésből megtudjuk, hogy „Ezt az iratot a 33. uralkodási év
ben, az áradás évszak 4. hónapjában (őfelsége Felső-) és Alsó-
Egyiptom királya AAUSZERRÉ (APÓPHIS) alatt - aki élettel legyen 
megáldva - másolták régi iratok alapján. Készíttetett Felső- és Alsó-
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Egyiptom királya NIMAATRÉ (III. AMENEMHAT) alatt. JAHMESZ ír
nok írta ezt a másolatot." A lemásolt irat tehát a Középbirodalom 
idejéből származik, az i. e. 1878-1840 közötti évekből, amikor 
III. AMENEMHAT uralkodott. Komoly vélemények utalnak arra, 
hogy már ez is másolat volt. így valószínűleg nem tévedünk nagyot, 
ha úgy véljük, hogy a Rhind-papirusz vagy inkább az Ahmesz-
papirusz tartalma az i. e. 2000. év táján fogalmazódott meg. Kü
lönben is a leírt ismeretek, különösen az ilyen összefoglaló jellegű 
művek, mint az Ahmesz-papirusz, biztos, hogy nem a leírás pillana
tában, hanem már jóval előbb megszülettek. 

Ugyancsak ebből az időből származik az Ahmesz-papirusznál 
valamivel kisebb „moszkvai papirusz" és a „londoni bőrtekercs". 
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Az első két papirusz a mindennapi élettel kapcsolatos számolási, 
geometriai feladatokat tartalmaz a megoldásokkal együtt. A londo
ni bőrtekercsen törtek közötti összefüggéseket találunk, amelyek 
hozzásegítettek ahhoz, hogy megértsük az egyiptomiaknak a tör
tekkel való számolási módját. Az Ahmesz-papiruszon 84, a moszk
vai papiruszon 25 feladat van a számolási technika bemutatására, 
az egyszerű egyenletek megoldására, a terület- és a térfogatszámí
tásra. 

AHMESZ, a királyi írnok a maga korában - mint a királyi írnokok 
rendjének tagja - nagy tudású gyakorlati szakember lehetett, aki 
képes volt urának parancsait megvalósítani, megoldva az azokkal 
együtt járó gazdasági, műszaki, számolási, szervezési problémákat. 
Az írnokok megbecsülését mutatja az is, hogy nem egy fáraót a ko
rabeli szobrászok az írnok pózában ábrázoltak. AHMESZ nem biztos, 
hogy kiváló matematikus volt, hiszen a nevét viselő papiruszon hi
bák is vannak, bár az is lehet, hogy a régi írás másolását végezte gé
piesen. 
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Az i. e. 3000 körül keletkezett egyiptomi írásnak két-, illetve há- A Rhind-papirusz 36. feladata 
romféle alakja fejlődött ki. A kezdeti képírásból alakult ki a hierog- (hieratikus írás 
lif írás (hieroglipha = szent bevésés; görög szó). Idővel az írásjelek és átírás hieroglifákkal) 
nem csupán szavakat, fogalmakat jelöltek, hanem főként mással
hangzócsoportokat vagy egyes mássalhangzókat. A hieroglif írás 
tehát mássalhangzós írás, a magánhangzókat nem jelölték. Innen a 
bizonytalanság a szavak kiolvasásában. A hieroglif írásjelek rövidí
tett, egyszerűbb alakjából fejlődött ki a hieratikus írás, amely 
olyasféle szerepet játszott, mint ma az írott betűk a nyomtatott be-
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tűk mellett. A kőbe vésett, gondosan kialakított írásjelek hierogli
fek voltak, de a papiruszra az ahhoz jobban illő hieratikus írással 
írtak. A kétféle íráshoz később csatlakozott a nép által beszélt nyelv, 
a mindennapi élet témáival foglalkozó szövegek rögzítésére szolgáló 
ún. démotikus írás, amely az i. e. VII. században jött létre. 

A sokáig megfejthetetlen hieroglif írás titkára először derített 
fényt a rosette-i tábla, amelyet NAPÓLEON egyiptomi hadjárata al
kalmával találtak meg. Ezen háromféle írással: papi (hieroglif), 
népi (démotikus) és görög nyelven azt az ünneplést örökítették meg, 
amelyben az egyiptomi papok részesítették i. e. 197-ben PTOLEMAIOSZ 
EPIPHANÉSZT abból az alkalomból, hogy sikerült megfékeznie a 
felső-egyiptomi lázadást. Ez a háromnyelvű, fekete bazaltból ké
szült kőtábla, amelyet BOUCHARD mérnök Rosette város mellett ásott 
ki, szállítás közben angol kézre került, és ma is a British Museum-
ban őrzik. A rosette-i táblán először néhány nevet (PTOLEMAIOSZ, 
ALEXANDROSZ, KLEOPÁTRA) sikerült azonosítani. Ezek alapján a 
hieroglif írást a francia JEAN FRANCOIS CHAMPOLLION (1790-1832) 
fejtette meg. 

AZ ÓEGYIPTOMI SZÁMÍRÁS 

A hieroglif írás számjelei a következők : 

| = 1 , || = 2, | | | = 3, | | | | = 4, " = 5, | | | = 6, ' « 7 , jjjj = 8, | | | = 9. 

A tízeseket a halom jelével (Pl) írták le: 

nnn nnnn 
n = io,nn.20,.. . ,^ n = 5 o n n n n = s o , nnn=9o. 

H*r/1ilC? = 

Ű a» 

ÍKLV 
Egyiptomi freskó 
a 37-es számmal 

A százasok számára a zsinór jelét használták: 

e- =100, <^e-=200, <^e,e. =3(X), . 
e, e, c_ I J ^ =900. 
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Az 

Az ezreseket a stilizált lótuszvirág jelölte: l 
Később keletkezett a 10 000 jele: (? vagy: 7 
A százezret egy madáralak: ^p= vagy az ebihal: t^ 

jelölte. 
A milliót a csodálkozó, térdeplő emberalak fejezte ki: gí 
A tízmillió jele pedig: D. 
Ezeknek feleltek meg az Ahmesz- és a moszkvai papiruszon a hie

ratikus számjelek: 

1=1, U =2, IU=3, - =4, "/ =5, 
í = 6 , Sí =6, 2 = 7 , = =8, 2 = 9 , 

A = 10, A =20, A =30, - =40, 7 = 5 0 , 
M, =60, 3=70, mi, =80, üt =90, 
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- =100, - =200, 
- =500, ^ =600, * =700, 
5 =1000. 

A hieratikus számjelek koronként változtatták alakjukat, úgy
hogy a számjelekből az írás idejére is lehet következtetni. 

Amint látjuk, az egyiptomi számírás a tízes számrendszeren ala
pul, de a helyi érték használata nélkül, habár kötött sorrendben ír
tak : jobbról balra következtek a mind kisebb és kisebb egységek. 
Például: 

nnn 
21396= III n n n ^ 

Hl nnn *£ 1 11 
6 90 300 1000 20 000 

Példa a hieratikus számírásra: 

1178= = '"' 
8 70 300 1000. 

Különös figyelmet érdemel a törtszámok egyiptomi írása, mert 
ebben némiképpen kifejezésre jut a törtek értelmezése. Általában 
az egységszámlálójú ún. törzstörtekkel számoltak, és ezért csak 
ezeket jelölték. A tört vagy a rész jele a hieroglif írásban: o 
a hieratikus írásban pedig a pont. Például: 

o i i no i .,,: íz ; i 
1101=12 vaey I l n = i 2 ' llletve U A =i2-

Néhány természetes törtnek, amelyek fogalma az ősidőkben ke-

tke 

jele: 

letkezett, más volt az írásmódja. Korszakonként változott az^-írás-

^ Ü ? - 2 ' £Z~2 ' ^ > _ 2 " 
2 2 o 

A 5 jelölése igazodott az elnevezéshez: x neve „két rész", jele: 11 

Az -= neve ,.a harmadik rész", jele: . Ugyanígy a j neve „há

rom rész" és a jele: . Az T-nek, a „negyedik résznek" a jele 

o 3 
már olyan, mint a többi egységszámlálójú törtnél: !| . A j-et 

régebben írták így is: f X =5+ 7 • 

A hieratikus írásban is külön jele volt az r-nek, az T-nek, az 

™nak és a 5-nak: 
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^ 2' v~~3' * S~yí"~i 

Igen érdekes törtjeleket használtak a gabonamennyiségek leírá
sánál. Eredetük megértéséhez némileg ismernünk kell az egyiptomi 
mitológiát. Ennek kapcsán kissé kitérünk az egyiptomi naptárszá
mításra már csak azért is, mert ebből fejlődött ki a ma használatos 
naptár. Az egyiptomi élet legfontosabb, mondhatni létfontosságú 
eseménye a Nílus évenkénti kiáradása, amikor a folyó a völgyet be
borította termékeny iszappal, és megöntözte a tikkadt földeket. Ez 
az egyiptomi földműveseket nem érhette készületlenül. Előre tud
niuk kellett, hogy mikor önt ki a Nílus, ezért az időszámítást a Ní
lus áradásához igazították. Az év első napja az áradás napja volt. 
Később észrevették, hogy ez a nap egybeesik a Sirius csillag ún. 
heliakus felkelésével, azaz az évnek azzal a napjával, amelynek haj
nalán a Sirius először jelenik meg az égen közvetlenül napkelte 
előtt. Az új évet tehát a sokkal biztosabb Sirius-felkeléstől számí
tották, hiszen a Nílus áradása nem volt napra pontos, a Sirius pedig 
igen. A Sirius két egymás utáni heliakus felkelése közti időtartam
ban, az évben 365 nap volt. Az évet három évszakra osztották: az 
áradás, a sarjadás és a forróság évszakokra. Az évben 12 hónap volt, 
30-30 nappal. A többlet 5 napot ünnepnek nyilvánították. Ekkor 
ünnepelték 5 isten születésnapját. PLUTARKHOSZ görög történetíró 
szerint ennek az eredete a következő: Az egyiptomi Napisten, Ré 
észrevette, hogy felesége, Nut, az ég istennője megcsalta Gébbel, a 
Föld istenével. Megátkozta ezért Nutot, hogy ne legyen olyan nap az 
évben, amelyen gyermekeit megszülheti. Abban az időben az év 
még pontosan 360 napos volt. Thoth azonban, a bölcsesség istene, 
szintén szerelmes volt Nutba, és ezért amikor Jahtól, a Hold istené
től kockán elnyerte minden napnak a hetvened részét, ezeket 5 új 
nappá egyesítette (még maradt is valamicske), és hozzá csatolta az új 
5 napot az év meglevő 360 napjához. Ezen az átok nélküli 5 napon 
szülhette meg Nut 5 gyermekét, mindennap egyet, köztük Oziriszt, 
íziszt és Széthet. Ozirisznek, a Nílus, a termékenység és az alvilág 
istenének és nővérének, ízisznek a fia: Hórusz lett az egyiptomiak 
nemzeti istene, a királyi hatalom jelképe. Oziriszt azonban, a mű
veltség és a tudomány terjesztőjét megölte fivére: Széth. (Ozirisz, 
isten lévén, nem halt meg egészen!) Széth gyűlöletét Ozirisz fiára, 
Hóruszra, a sólyomfejű istenre is átvitte. Kettőjük viaskodásában 
Széth Hórusz egyik szemét darabokra tépte. A stilizált Hórusz-
sólyomszem részei szolgáltak a gabonamennyiség bizonyos törtré
szeinek a jelölésére a 6. ábra szerint. 

A ma emberének az -, - , - , ^-p , ^ sorozatról talán a kettes 
2 4 Ö 16 32 

számrendszer tört helyi értékei jutnak eszébe, de mint említettem, 
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az egyiptomiak nem ismerték a helyi érték fogalmát. Ez a csökkenő 
mértani sorozat azzal függ össze, hogy az egyiptomiak a szorzásban 
és az osztásban nagyon sűrűn használták a kettőzés és a felezés mű
veletét. 

AZ ÓEGYIPTOMI SZÁMOLÁS 

Az egyiptomi számolómesterek mind a négy alapműveletet az ösz-
szeadásra igyekeztek visszavezetni. Ez várhatóan az egész számok 
szorzásánál nem okozott nagy nehézséget. Számunkra csak az ben
ne a szokatlan, hogy az egyiptomiak ezt a kettőzés műveletével 
hajtották végre. Az Ahmesz-papirusz egyik szemléltető példája a 
12-12 szorzás. Ezt így számították ki: 

1- 12=12 
2- 12=24 
4- 12 = 4 8 -
8- 1 2 = 9 6 -

Amikor a számoló a folytonos duplázásban eddig elért, akkor ész
vette, hogy a 12- 12 összetehető a 4- 12 és a 8- 12 összeadásával: 

12- 12 = 4- 12+8- 12=48+96=144. 

A gyakorlatban ezt nem írták ki, hanem a kétszerezés közben 
megjelölték (nálunk ez kötőjellel történt) az alkalmas szorzatokat, 
és azokat összeadták. 

A művelet meggyorsítása érdekében a kétszerezés mellett sok
szor használták a tízszerezést és a felezést is. Erre egy példa: 18 • 19. 

1- 19= 1 9 -
2- 19= 3 8 -

10- 19=190-
5- 19= 9 5 -

342. 

Ezt az „egyiptomi szorzást" még a középkorban is tanították Euró
pa-szerte. 

Nehezebb volt a felezés, a kétszerezés, esetleg a tizedelés vagy a 
harmadolás segítségével az osztás elvégzése. Lényegében az osztást 
az egyiptomiak is a szorzás fordított műveleteként értelmezték. 
A szorzásra így szólítottak fel: „Számolj 19-esével 18-szor!" Az 
osztást pedig így fogalmazták: „Adj össze 19-től, míg 342-t kapsz!" 
A végrehajtás: 

1- 19= 19 
2- 19= 38 
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4- 19= 76 
8- 19=152 -

10- 1 9 = 1 9 0 -

Most a feszülten figyelő számoló észrevette, hogy 152+190 éppen 
342, tehát a mai módon így gondolkozhatott volna: 

342 : 19=(152+190) : 19=(152 : 19) + (190 : 19)=8+10=18. 

A két részletosztás eredménye, a 8 és a 10 a kötőjellel megjelölt 
sorokból kiolvasható. A gyakorlatban a számoló ezt a kettőt adta 
össze. 

Az Ahmesz-papiruszból való a következő osztás: „Adj össze 
80-nal kezdve, míg 1120-at kapsz!" 

A megoldás: 
1 • 80= 80 
2 • 80= 160 -
4- 8 0 = 3 2 0 -
8- 8 0 = 6 4 0 -

A következő duplázás már túlvisz az 1120-on, viszont észrevehető, 
hogy 160+320+640=1120, tehát a kívánt hányados a kötőjeles 
s orokból :2+4+8=14,h i szen 

1120 : 80=(160+320+640): 8 0 = 2 + 4 + 8 = 1 4 . 

A papiruszban most valamivel nehezebb osztás következik. 
(4000 évvel ezelőtt is ismerték már a fokozatosság elvét.) 19 : 8= ? 

A számolás: 

1- 8= 8 
2- 8=16 -

Í . S = 4 

A kötőjeles sorokból leolvasható, hogy 1 9 : 8 = 2 + - + - . Még 

nehezebb a papirusznak az a feladata, amely azt kérdezi, hogy 
mennyi az 1 napra eső faggyútermés, ha az egész évi termés 3200 ro? 
A feladat megoldásához a 3200:365 osztást kell elvégezni. (Adj 
össze 365-tŐl 3200-ig!) Ez így történt: 

1-365= 365 
2-365= 730 
4- 365=1460 
8 • 365=2920 - (A 3200-ig még van 280.) 
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2 - f i -_ JA*, i (A- két kötőjeles szorzat összegéhez 
3 3 3200-ig még kell 36 egész és kétharmad.) 

y--365= 36+;=- (Még mindig hiányzik egyhatod.) 
(Fejben: mivel kell megszorozni 365-öt, 
hogy egyhatodot kapjunk ?) 

365= 1 
2190 6 

A keresett hányados: 
. 2 1 1 
8+í+í7í+; 3 10 2190' 

mert 
3200 : 365= |2920+ 243 \+ 36 \+±| : 365= 8+?+ ^ + ; * 

3 2 6J ' 3 10' 2190' 
A feladat jól illusztrálja, hogy az osztás ilyen nehézkes, egyiptomi 

módja igen sok ügyességet és jó fejszámolást követelt. A papiru
szok azon feladata, amelyek megoldásához az alapműveletek elvég
zése kellett vagy éppen ezek begyakorlására szolgáltak, mindig a 
gyakorlati élethez kötó'dtek. Tárgyuk: kenyérsütés, sörkészítés, ter
ménybegyűjtés, raktározás stb. 

Számunkra különösnek tetszik az is, ahogyan a törtekkel szá

moltak. Amint említettem, minden törtet a természetes törtek ki-
1 1 2 1 3 ) 

kivételével : 9 > í > 5 > 7 > 7 | a számolás előtt felbontottak egység 
számlálójú, ún. törzstörtek összegére. Ennek az az oka, hogy kez
detben a törteket nem hozták kapcsolatba az osztással, és csak mint 
az egység valahányad részét értelmezték. Ilyen törzstörtek közötti 
egyszerű összefüggéseket tartalmaz az i. e. 1700 tájáról származó 
londoni bőrtekercs. A Rhind-papirusszal együtt találták Thébában. 
A bó'rtekercs táblázatát a ma szokásos átírással alább láthatjuk. 
Az egyiptomi, egységszámlálójú törtek jelölésére elfogadott forma, 
hogy a számlálót nem írjuk ki, hanem csak a törtvonalat és a neve
zőt, tehát például: 

O — n O -

|| /\ = | |p =12, a kétharmad jele: £ = || =3 . 

A londoni bőrtekercs táblázata 

18+36=12 10+40= 8 30+45+90=15 10+40=8 
214-42=14 5+20= 4 24+48=16 5+20=4 
45+90=30 A+H= l 18+36=12 4+12=3 
30+60=20 10+10= 5 21 + 42=14 
15+30=10 6+6= 3 45+90=30 



AZ ÓEGYIPTOMI SZÁMOLÁS 47 

j*8—96=32 
96+192=64 

6 + 6 + 6 = 2 
_ 3 ± 1 = l 

_25+J5+_75+200=_8 
50+30+150+400=16 

25+50+150= 6 
_9+18= 

7+14+28= 
12+24= 

14+21+42= 
18+27+54= _ 

_?2+33+66=U 
28+49+196=13 

30+45+90=15 

30+60=20 
15+30=10 
48+96=32 

96+192=64 

6 
4 
8 
7 
9 

a a g H B K a g u H B & f l H M f B H H B 

Ó j«i -i-iA 

{ x l 

A táblázatot vizsgálva, először vegyük észre, hogy a második osz- A londoni bőrtekercs 
lop 10. egyenlősége hibás. Helyesen: 

ÍÖ+25+5Ö+l5Ö=6. 
Ugyanebben az oszlopban az utolsó előtti, vagyis a 17. összefüggés 
is helytelen. Ha ez a sor igazodna a közvetlenül előtte levő három
hoz és az alatta levőhöz, akkor helyesen: 

26+39+78=13 
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lenne, mert az említett sorokban szereplő' összefüggések általános 
sémája: 

_L JL _L_! 
2« 3« 6n n' 

Ez az egyenlőség nyerhető az 

J_ J_=J_ 
3/J 6w 2n 

azonosságból, ha annak mindkét oldalához z—et adunk. Ezt az 

utóbbit fedezhetjük fel a 2. oszlop 11. és 13. sorában, valamint az 
első oszlop összefüggéseinél. 

Az =-=•=—Y-T- felbontás legegyszerűbb alakja, az « = 1 esetén: 
2n in on 

„=-+-?• Ezt az Összefüggést az Ahmesz-papirusz is sokszor al-
2 3 6 

kalmazza. Az »-nek ez a felbontása viszont következik a 2. oszlop 

5. és 6. sorából úgy, hogy a 6. sorban az 6 + 6 helyett 3-ot írunk. 
Ugyancsak a 2. oszlop 3. és 7. sora szerint: 

2 1 1 
3 ~ 2 + 6 ' 

amely szintén sokszor felhasznált egyenlőség. 

Az -= -+ - és a -z= ^+ -z. alapösszefüggéseknez persze másként 
2 3 6 3 2 6 

4 1 
is eljuthatunk. Például a r = l + ~ - n a k a 2-vel való osztása után 

nyerjük, hogy: 3 = 2 + 6 ' u S v a n í &y> h a a 2 = 1 + 2 _ e t 3 " m a l O S Z t " 

juk, kapjuk, hogy: 9 = 0 + 7 • Lehetséges, hogy így jött létre a 2. 

oszlop 2. és 3. sora is: -= 1+--bői : -= -H- ̂ , és a •== 1 + -=-ból: 
4 4 4 5 2 0 3 3 

1 1 J_ 
3 ~ 4 + 1 2 ' 

Az -= -+ — 2-vel való osztása után előáll a 2. oszlop első sora : 

1_J_ Ĵ  
8 _ 1 0 + 4 0 ' 

Tartozom még a 2. oszlop 8., 9. és 10. sorának a magyarázatával. 
Bemutatok egy lehetséges és valószínű utat. A 10. sor megkapható 

az - egy kézenfekvő felbontásából. 
6 

5 3 2 1 1 
6 ~ 6 + 6 ~ 2 + 3 ' 
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Ebből: 

viszont 

tehát: 

l - l 1 
6~10+15 

25 , 2 , 1 1 
Í 5 = 1 + r1 + 2 + 6 ' 

1 = 1 JL J_ 
15~25+50+150 

1 1 1 , f f * . , 1 1 1 1 1 
Ezt a z r í 5 + B egyenlőségbe i r v a : _ = _ + _ + - + _ . 

Ebbó'l már a 2. oszlop 8. sorához is eljutunk, ha megszorozzuk 

-del: 
3 

= 4 6 6~4[l0 + 25 50+150j~ 
3 15+6+3+1 
4' 150 

= _24_ J_ 3 J_ J_ JLLJL 
~ 200+ 200 - 2 5 + 200~ 2 5 + 25 200 

Mivel azonban a Rhind-papirusz táblázata szerint 

(a magyarázata a Rhind-papirusznál), azért 

illetve: 8=25+15+75+200. 

1 = 1 + 1 
25 15 75 

8" 25 15 + 75 + 200' 
Az eljárás megmagyarázza azt is, hogy az 15 miért áll a táblázatban 
az 25 után. 

Végül a 2. oszlop 9. sora a legutóbbi eredményünknek a fele: 

Í6=5Ö+30+15Ö+4ÖÖ. 

A bőrtekercs 3. és 4. oszlopának kiolvasható jelei nem adnak 
újat. Az itt található összefüggések már előfordultak az 1. és a 2. 
oszlopok valamelyikében. 

A törteknek a törzstörtek összegeként való előállítását könnyí
tette meg az Ahmesz-papirusz táblázata. Ebben fel vannak sorolva 
mindazon 2 számlálójú törtek, amelyeknek a nevezője páratlan szám, 
2 2 

r-tól T7íT-ig- A londoni bőrtekercsnél már megismert törtírásmód

dal a táblázat a következő: 
2: 3[=2+j>] 
2: 5=3+15 
2: 7=4+28 
2: 9=6+18 
2:11 = 6+66 
2:13=8+52+104 

2:53=30+318+795 
2:55=30+330 
2: 57=38+H4 
2:59=36+236+531 
2:61 = 40+244+488+610 
2:63=42+126 

Az udzsat-szemet tartó 
Thot-pávián 

• 

\ 

•. 
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2 : 15=10+30 2 : 65=39+195 
2 : 17=12+51 + 68 2 .•67=40+335+536 
2 : 19=12+76+114 2 : 69= 46+138 
2 : 21= 14+42 2 : 71 = 40+568+710 
2 : 23= 12+276 2 : 73=60+219+292+365 
2 : 25= 15+75 2 : 75=50+150 
2 : 27= 18+54 2: : 77=44+308 
2 : 29=24+58+174+232 2; : 79=60+237+316+790 
2 : 31 = 20+124+155 2: ; 81 = 54+162 
2 : 33=22+66 2: : 83=60+332+415+498 
2 : 35=30+42 2: : 85=51 + 255 
2 : 37=24+111+296 2: : 87=58+174 
2 : 39=26+78 2: ; 89=60+356+534+890 
2; : 41 = 24+246+328 2: 91=70+130 
2: : 43=42+86+129+301 2: 93=62+186 
2 : 45=30+90 2: : 95=60+380+570 
2 : 47= 30+141 + 470 2: : 97= 56+679+776 
2: : 49=28+196 2: 99=66+198 
2: : 51 = 34+102 2: 101=101 + 202+303+606 

Látható, hogy a táblázat kerüli a triviális felbontásokat, mint 
2 1 1 

például: = = = + = . Ennek az oka az, hogy a kettőzés sokszor al
kalmazott, többszöri használata áttekinthetetlenül sok tagú ösz-
szeget eredményezne. Például: 

i.U+i 
7 7 7 

„ 2 1 1 1 1 
2 • - = — I 1 1--

7 TTT1 
• 2 1 1 1 1 1 1 1 1 

4 • - = —\ 1 1 1 1 1 h - . 

7 7 7 7 7 7 7 7 7 

A táblázat szerint viszont: 

2_1 J_ 
7 ~ 4 + 2 8 „ 2 1 1 

2- -=-H 
7 2 M 4 

o 2 . 2 „ 1 1 
8 - r 2 + r 2 + 4 + 2 8 

,^ 2 „ 1 1 
1 6 - r 4 + 2 + i 4 

így sohasem jutunk áttekinthetetlenül hosszú eredményhez. 
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A táblázat segítségével minden, a gyakorlatban fontos tört át
alakítható egységtörtek összegére. Például: 

_5._J1 {2__\ J_ J_ 
21~21 + 21~7 + 14 + 42" 

Előre sejthető, hogy az egységtörtekkel nehézkesebb a számolás, 
mint a mai eljárással, de kivételképpen akadnak olyan feladatok, 
amelyeknél az egyiptomi módszer az egyszerűbb. A papirusz egyik 
ilyen feladata: 7 kenyeret 8 ember között egyenlőképpen kell elosz
tani. Első gondolatunk valószínűleg az volna (tisztelet a kivé
telnek), hogy mind a 7 kenyeret 8-8 egyenlő részre szeljük, és min
denki kap 7 ilyen szeletet. Az egyiptomi számoló szerint viszont 
egy ember része: 

7 4 2 1 = 1 1 1 
8 ~ 8 + 8 + 8 _ 2 + 4 + 8 ' 

így elegendő 4 kenyeret félbevágni, 2 kenyeret negyedekre szelni és 
egy kenyeret nyolcadokra, tehát a kenyér szétosztása most kevesebb 
vágással hajtható végre. 

Az Ahmesz-papirusz táblázata minden bizonnyal hosszabb idő
szak terméke. Erre mutat a benne található módszerek változatos-

2 1 1 
sága is. Az egész táblázaton végigvonul a x= x+ •? felbontás alkal
mazása. Minden olyan tört, amelynek a nevezője 3-mal osztható, 
ebből az összefüggésből származik. Ha például mindkét oldalát 
29-cél osztjuk, akkor nyerjük a 

87 58+174 
átalakítást. Valószínű, hogy ezek és a hasonló eljárásra alapozott 
felbontások a legrégibbek. így keletkezett például többek közt a 

2 1 1 2 1 1 . _, 
2 5 = Í 5 + 7 5 a r 3 + ! 5 - b o 1 

vagy a 
2 _ 1 1 2 1 1 

49~ 28+196 a 7~4+28" b 0 1-
2 2 

E felbontásokhoz vezető első nagy lépés a - és a - felbontás 

megtalálása volt, amelynek egy lehetséges útja: 

- = 1 + - , tehát mindkét oldalt osztva 3-mal: Z = 5 + T Z » és 
8 , 1 , , A , 2 1 1 
^ = 1 + ^, tehát osztva 4-gyel: 7 = 4 + ^ -

12 , 1 . , £, , 2 1 1 
Ugyanígy: 7T= 1 + 77 > t e h a t osztva 6-tal: j j=g+27 • 
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Ezek és a belőlük származó átalakítások összefoglalhatók a 
2 1 1 
n n+1 n(n+1) 

~T 2 
azonossággal, hiszen általánosan is igaz, hogy 

n n 
és ebből következik, hogy: 

2 1 1 

-+-n « + 1 «(«+1) 
~T~ 2 

2 1 1 2 1 1 
Ilyen felbontás még például a ^ = — + ; r ^ - i s , amely ^F=^+T<' 

85 51 255 5 J I J 
2 1 1 2 1 1 

bó'l keletkezett, és ilyen a ^ = 7 7 + ^ 0 is> amely a ==T+™-ból 
77 44 308 7 4 2ö 

származott a 11-gyei való végigosztással. 
2 

A —- felbontása viszont már biztosan nem ezzel a módszerrel 

született, hiszen akkor a táblázatban 

A - 1 JL 
1 3 ~ 7 + 9 1 

állna. Ahhoz, hogy a szerző a táblázatban szereplő felbontást 
kapja, már össze kellett kapcsolnia a tört és az osztás fogalmakat. 

2 
Valamelyik írnoknak rá kellett jönnie, hogy 7^5=2 : 13, vagy aho
gyan ő mondta volna: Ha összeadok 13-tól kezdve 2-ig, akkor 

2 
éppen Tö" a t kapok. A végrehajtás: 

1-13 = 13 

2-13 = 6+2 

4.13 = 3+4 

( ? ) -13 = 1 + 2 + 8 - (A 2-ig kell még | = 4+8.) 

13-13 = 1 

26-13 = 2 

(§f)-13 = 4 

(53)-13 = 8 

A megjelölt sorokból: 

^ = 2 : 1 3 = 8 + 5 2 + 1 0 4 = 1 + ^ + ^ 
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Ezt találjuk a táblázatban. 

Az osztás elvégzésénél külön figyelmet érdemel az =r • 13= 
8 

= 1 + »+ 0 lépésnél annak a megállapítása, hogy „mennyi van még 
2. o 

a 2-ig?", azaz, hogy melyik az a szám, amely az U + ~ + Ö l - o t 

2-re, illetve az ~+ö|-ot l-re egészíti ki. Ezt mi úgy állapítottuk 

meg, hogy az -+ - összeadást közös nevezó're hozással elvégeztük 
2 8 

l - l , és az összeget kivontuk az 1-ből M, majd a --ot egység-

3 2 1 1 1 
számlálójú törtek összegeként fejeztük ki : 5—Ö+Ö~Z+5 ' 

8 8 8 4 8 
Az egyiptomi számoló azonban nem ismerte a közös nevező fo
galmát, azért az egységre kiegészítő szám keresésénél úgy járt el, 
hogy az 2+ 8 összegnek vette a 8-szorosát, (8 a nagyobbik nevező), 
ez 5. Ezután az 5-öt kivonta 8-ból (az 1 nyolcszorosából). így 
kapott 3-at. Ezután pedig visszacsinálta a 8-cal való szorzást, azaz 
a 3-at elosztotta 8-cal (Adj össze 3-tól 8-ig!): 

© 
1-8 = 8 

2-8 = 4 

8 = 2 

Az osztás eredménye 4 + 8 , éppen az általunk is kiszámított kiegé
szítő érték. A kiegészítő számot tehát nem a törtek közvetlen össze
adásával találták meg az egyiptomiak, hanem a részműveletekben 
szereplő minden mennyiséget megszorozták a nevezők valamely 
közös többszörösével, majd a számolás végén osztottak vele. 

Amikor az egyiptomiak eljutottak arra a felismerésre, hogy 
2 2 
-= 2 : n, akkor már a - táblázat hiányzó részét nagyobb nehézség 
nélkül kiszámíthatták. Úgy vélem, érdemes megjegyezni, hogy a 

2 
2 : n osztással esetleg többféle felbontást kaphattak. A rr tört 

esetén például az osztás elvégezhető az 
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1-35 = 35 

IÜ-35 = 3+2 

(fü)-35 = 1+6 - (A kiegészítés: | = 2 + 3 . ) 

7-35 = 5 

21-35 = 1+3 

(4~f)-35 = 2+3 - séma szerint, 
^ - ^ tehát- -2— -L + -L 

t e h a t - 35 ~ 30 + 42" 

Lehetséges azonban így is osztani: 

1-35 = 35 

10-35 = 3+2 

(lü) • 35 = 1 +2+4 - (A kiegészítés: 4.) 

35-35 = 1 

© • 3 5 = 4 - Tehát: ^ = ̂ + 1 ^ -

2 2 1 1 
Lehetett volna még a x^ esetet visszavezetni a ^ = ^ + r ^ felbon-

tásra is, amikor A = ^ _ + I l _ . 

Bizonyára tudnánk olyan formulákat találni,'amelyek segítsé-
2 

gével sorozatban lehetne gyártam a - alakú törtek felbontásait. 

2 A ~-nél jól beválna a 

2 1 1 
-+-p-q p(p+q) q{p+q) 

2 2 
képlet, ahol p • q=n, jelen esetben 5 • 7=35. 

2 
A y—r felbontásából pedig kiolvasható a 

2 1 1 1 1 
H n 2n 3n on 

összefüggés. Biztos azonban, hogy az egyiptomiak nem ilyen képle
tekkel dolgoztak, de e képletekhez vezetó' eljárásokat, úgy látszik, 
ismerték. 

Az Ahmesz-papirusz - táblázatát rögtön követi a rövid r^ táb-

4 1 1 9 
lázat M= 1-től n=9-ig. Ebben például a | 7 J = Ö + T F vagy j== 
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2 1 1 
= x+ ̂ + ~ • Ezt a táblázatot a szerző' mindjárt felhasználja annak 
a feladatsorozatnak a megoldására, amely azt kívánja, hogy osz-
szunk fel 1, 2, 6, 7, 8, 9 kenyeret 10 ember között. A megoldó meg
állapítja, hogy 1 kenyér esetén minden ember kap egytized kenye-

1 2 1 1 
ret, 2 kenyér esetén —öt, 4 kenyérből -=x+-F-öt, 8 kenyérből 
2 1 1 1 2 1 1 
3 + ÍÖ + 3Ö" 0 t ' é S v é g Ü l 1 0 ' a Z a Z 2 + 8 k e n y é r b ő 1 5 + 3 + iö+3Ö r é s Z 

jut, ami éppen 1 kenyér. 
A számolási technika szempontjából érdekes az Ahmesz-papirasz 

13. feladata. Eszerint az T ^ + T T ^ • U + ö+7 szorzást kell elvé
gezni. Az eredményhez valószínűleg úgy jutott el a szerző, hogy 
az első tényezőnek a 112-szeresét, a 8-at megszorozta a második 
tényezővel, és a kijött 8+4+2= 14-et elosztotta 112-vel. így pon
tosan x-ot kapott. Ugyanazt a módszert alkalmazta tehát, amelyet 

o 

a „kiegészítő" számok meghatározására az osztásnál használt. 
Befejezésül lássunk egy példát a törtekkel való osztásra is. 

A papirusz 70. feladatában 100-at kell elosztani P + 5 + 7 + 0 l'dal, 

1 1 1) azaz 100 :| 7 + - + - + - ? volt a kérdés. A végrehajtás: 

1 • (7+2+4+8) = 7+2+4+8 

2-(7+2+4+8) = 15+2+4 

Q • (7+2+4+8) = 31+2 

( ? ) • (7+2+4+8) = 63 

3 -(7+2+4+8) = 2+2+12+24 

( ? ) • (7+2+4+8) = 5+4 - [A 100-ra kiegészítő szám: 

100-(31+2+63+5+4) = 4\] 

Az osztás negyedik sorából következik, hogy ha a (7+ 2+ 4+ 8)-ot 
63-mal osztom, akkor 8-ot nyerek. Ha pedig az 4-et szeretném 

2 
megkapni, akkor ~-mal kell szoroznom, tehát: 
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2 2 2 1 1 
A hányados tehát: 4+ 8+ r + ^ = 12+5+5=+7*2 • 

3 63 3 42 126 
1 . 2 

Az - kiegészítő számnak megfelelő =r szorzó megtalálása igen 
4 63 

ügyes észrevételen alapul, de aki erre nem volt képes, az is elvégez
hette az osztást olyan alapon, mint amelyet a szorzásnál láttunk. 
Osszuk el ugyanis a 100-at a ( 7 + 2 + 4 + 8 ) osztó 8-szorosával: 
63-mal, akkor a hányados a helyesnél 8-szor kisebb lesz, ezért majd 
a számolás végén 8-cal szorozni fogunk. 

100: 63= ? 
1 63=63 
3 63=21 
6 63=10+2 -

Í2 63= 5+4 -
63 63= 1 

126 63= 2 
252 63= 4 

így: 100:63=1 + 3 + 6 + 1 2 + 2 5 2 = 1 + 2+12+252. Ennek a 
2 2 

8-szorosa: 8 + 4 + - + — , tehát a végeredmény: 
•i 63 

1 0 0 : ( 7 + 2 + 4 + 8 j - 1 2 + 3 + 4 2 + Í 2 6 -

AZ ÓEGYIPTOMI GEOMETRIA 

Az eddig példaképpen felhozott feladatok azt az egyiptomi számo
lási technikát igyekeztek bemutatni, amely szükséges volt az óegyip
tomi élet gazdasági, műszaki, adminisztratív problémáinak a meg
oldásához. Az egyiptomi papiruszok geometriáját is csak úgy tekint
hetjük, mint gyakorlati számolási feladatokat. Az e csoportba tar
tozó feladatoknak csupán a szövegük, a témájuk geometriai. Elmé
leti geometriai gondolatmenetekkel a papiruszokban nem találko
zunk. A feladatok közt szerepel: egyenes vonalú síkidomok terüle
tének kiszámítása, hasáb, henger, gúla és csonka gúla térfogatának 
meghatározása. Az általános négyszög területét úgy számolták ki, 
hogy a szemközti oldalak számtani közepét összeszorozták. Ez a 
gyakorlat számára sokszor jó közelítés volt. 

A Kheopsz-piramis szerkezetében fellelhető az ún. aranymetszés. 
(Az a szakaszt úgy osztjuk két részre, b-re és c-re, ahol b>c, hogy 
teljesüljön az a : b=b : c aránypár. így a nagyobbik szelet mértani 
középarányosa az egész szakasznak és a kisebbik szeletnek.) 
Ha egy derékszögű háromszög átfogójához tartozó magasság arany
metszéssel osztja ketté az átfogót, akkor a háromszöget Kepler-
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háromszögnek nevezzük. A Kheopsz-piramis egyik alapélére me
rőleges szimmetriasík a piramisból olyan egyenlő szárú háromszö
get vág ki, amelyet a gúla magassága 2 Kepler-háromszögre bont. 
Ebből az is következik, hogy a piramis teljes felszínének (az alap
négyzetet is beleszámítva) nagyobbik aranymetszete a palást fel
színe, a kisebbik pedig az alapnégyzet. - Sok olyan próbálkozás 
látott napvilágot, amely a piramisok adataiból olyan geometriai 
és csillagászati ismereteket vélt kiolvasni, amelyekkel az egyipto-

22 miak jól bizonyíthatóan még nem rendelkeztek. Ilyen a jr%—% 

« 3,1428 érték is. Ez az érték úgy jön ki, hogy a piramis könyök 
mértékegységekben mért alapkerületét (1760) elosztjuk a piramis 
kétszeres magasságával (560-nal). Voltak, akik ezt úgy értelmezték, 
hogy az egyiptomi építők a piramisban a n értékét örökítették meg. 
Kis számolással azonban beláthatjuk, hogy a piramisnak ez a tulaj
donsága az előbb említett aranymetszésszabály szerinti építkezés
nek a következménye. Az építőnek azonban még az aranymetszés 
törvényét sem kellett ismernie, elég volt az is, ha fejlett arányér
zékkel rendelkezett. Ezt számos óegyiptomi szobor igazolja, ame
lyeken ugyancsak felfedezhetők az aranymetszés szerinti arányok. 
A számolómesterek nemcsak az Ahmesz-papiruszon, hanem a jó-

val későbbi egyiptomi számításokban is, a kör területét a t= lg d\ 

képletnek megfelelő utasítással határozták meg, ahol d a kör átmé-
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rője. A mai t^rht képlettel való összehasonlítás azt mutatja, hogy 
Egyiptomban az előbbinél pontatlanabb, de a gyakorlatban jól 
használható jt=3,16 értékkel számoltak. Nem valószínű, hogy az 
Ahmesz-papirusz keletkezése előtt 500 évvel (KHEOPSZ i. e. 2550 
táján uralkodott) pontosabb n értéket használtak volna, mint szá
zadokkal, sőt évezredekkel később. 

Az egyiptomi geometria legnagyobb eredménye a csonka gúla 
térfogatának a kiszámítása, amelyről a moszkvai papirusz tesz bi-

i jei.au zonyságot. A moszkvai Puskin Szépművészeti Múzeumban őrzött 
2i».) se un m o s z t v a j matematikai papirusznak ezt a részletét mutatja a 

rm
3i.íD] lf f°'""6**'1'] 15. kép, és magyarázza a 7. ábra. A kép felső része maga a papirusz, 

16-6.Í - 2e amelyen hieratikus írás adja meg a számítási utasítást. Alatta ugyan-
[Í,2«6«2] az a szöveg látható, de J. J. PEREPJOLKIN hieroglif-átírásával. Az 

ábra pedig magyar szöveggel magyarázza a papirusz idézett részét. 
A papiruszon olvasható utasítás soronkénti fordítása a következő: 

1. sorban: Add össze ezt a 16-ot 
2. sorban: ezzel a 8-cal és ezzel a 4-gyel! 
3. sorban: Kijön 28. Számítsd ki 
4. sorban: egyharmadát a 6-nak. Kijön 2. Szám-
5. sorban: lálj 28-asával kétszer. Kijön 56. 
6. sorban: Nézd, ez 56. Jól számoltál. 

Az érdeklődők kedvéért közlöm néhány hieroglifjel hangértékét. 
Amint tudjuk, csak a mássalhangzókat, illetve mássalhangzócso
portokat jelölték. 
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AZ ÓEGYIPTOMI ALGEBRA 

Ahogyan mezopotámiai algebra létezett, ugyanolyan értelemben, 
ha nem is olyan fejlett fokon, beszélhetünk egyiptomi algebráról is. 
Egyenletformában megfogalmazható feladatokról van tehát szó. 
Úgy tetszenek, hogy ezek már elszakadtak a közvetlen alkalmazha
tóságtól, az aprópénzre váltható hasznossági szemponttól. Ezekben 
az elsőfokú és tiszta másodfokú egyenleteknek megfelelő' feladatok
ban fellelhető a játékos kedv és a szórakozásként végzett számolás. 
Amint az eddigiekből kitűnt: a matematika eredete biztosan a gya
korlati élet feladataiban található meg, de a társadalom egy bizo
nyos fejlettségi fokán már elszakadhat a közvetlen gyakorlattól. 
Igaz, hogy a matematikát az emberi szükségletek hozták létre, de 
ezek nem feltétlenül gyakorlati hasznosságú szükségletek. Amelyik 
társadalom már igényli a művészeti alkotásokat, ott nem kell cso
dálkoznunk, hogy jelentkezik az öncélúság a matematika művelésé
ben is. A papiruszok példái ilyen vonatkozásban is önmagukért be
szélnek : 

Egy szám meg a hetedrésze 19. Melyik ez a szám? 
A papirusz modernizált megoldása: Tegyük fel, hogy a keresett 

szám: 7. Ennek hetede: 1. A kettő összege: 7+1 = 8. A feladat sze
rint azonban nem 8-nak, hanem 19-nek kellett volna kijönnie. A ke
resett szám tehát nem 7, hanem ennél nagyobb annyiszor, ahány
szor nagyobb a 19 a 8-nál. Elvégzendő tehát a 19 :18 osztás: 

1-8 = 8 

Tehát: 19:8 = 2+4 + ^. 4 8 

így a helyes eredmény: 7 • 2+ -+ ^ = 16+ -+ - . 

Valóban: 1 6 + Í + i + i - Í l 6 + | + | l = 1 9 . 

A látott módszer az ún. „regula falsi", a hamis szabály módszere. 
Ez abban áll, hogy az ismeretlen számára választunk egy alkalmas, 
hamis értéket, és ezzel végrehajtjuk a feladat által megkívánt műve
leteket. Az így nyert eredményt azután összehasonlítva a feladat 
megfelelő adatával, az ismeretlen előre kiválasztott, hamis értékét 
helyesbítjük. 

2 
5 = 16 -

; = 4 

; = 2 

Í = I 
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Az egyiptomiak az ismeretlent az „aha" szóval jelölték, ami soka
ságot jelent. Az egyiptomi írásban ez a szó egyetlen „h" betű. Mivel 
kezdetben a papirusz megfejtői ezt a „h"-t „hau"-nak olvasták, 
azért a matematikatörténetben a hibás „hau" szó terjedt el a való
színűleg helyes „aha" helyett. 

Egy másik példa a „hau"- vagy „aha"-számításokra, ugyancsak 
az Ahmesz-papiruszból: 

Egy szám, ennek a kétharmada, a fele és a hetede összesen: 37. 
Melyik ez a szám? 

Egyenlet alakú megfogalmazásban: Megoldandó az 

J- _J ^l in 
3 2 7 * 

egyenlet. Ezt a feladatot az egyiptomi megoldó is úgy végezte el, 

ahogy ma mi tennénk. A 37-et elosztotta 1 + = + = + - -del, ami-

Az egyiptomi algebra ismertetésének befejezéséül lássunk még 
egy példát a „regula falsi" alkalmazására: 

„Egy négyzetnek, meg egy másiknak, amelynek oldala az első 

négyzet oldalának U + 7 része, területe összesen: 100. Mondd 

meg nekem!" 
Bizonyára az eredeti négyzet oldalhosszát kell kiszámítani, azaz 

meg kell oldani az 

HK-100 

másodfokú egyenletet. A papirusz számolási utasítása: Tegyük fel, 
hogy a keresett négyzet oldala: 1, akkor a második négyzet oldala: 
3 9 f 1 1 1 
-. Add össze a két négyzet területét: 1-I-— 1 = I + 5+72 • Vonj 

ebből négyzetgyököt: - = 1 + 2 .Eznem 10. Az eredeti négyzet 

oldala tehát nem 1, hanem annál annyiszor több, ahányszor a 10 

nagyobb az j-nél. 10 : -= 8. A keresett négyzet oldala tehát 8-szor 

3 
nagyobb az I-nél, azaz 8. A másik négyzet oldala így 8 — = 6. 

A két négyzet területösszege valóban 100. 
Egyiptom matematikájának bemutatását zárjuk le az Ahmesz-

papirusz két aritmetikai feladatával. Az első azt mutatja, hogy az 
egyiptomiak ismerték a számtani sorozat fogalmát, a másik pedig 
azt, hogy a mértani sorozatét is. Az egyik: 
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100 cipót 5-felé kell osztani úgy, hogy a részek számtani soro

zatot alkossanak (számtani sorozat egymást követő elemei legye

nek), és a három nagyobb rész összegének a hetede akkora legyen, 

mint a két kisebb rész összege. A feladatot a „regula falsi" mód

szerével oldották meg. íl - , 10^ , 20, 29 g , 38 i .1 

A másik feladat különböző szövegekkel napjainkban is sokszor 
felbukkan. A papiruszon ez áll: 

7 ház 
49 macska 

343 egér 
2 401 kalász 

16 807 búzaszem 
összesen: 19 607. 

Nem nehéz a hozzá tartozó szöveget kitalálni. 7 ház mindegyiké
ben 7 macska. Mindegyik macska megevett 7 egeret. Minden egér 
megevett 7 kalászt. Minden kalászban volt 7 szem búza. Mennyi 
ezek összege? Ha a feladat a búzaszemek számát kérdezte, akkor 
a felelet helytelen, az összeadás felesleges. A számok összege viszont 
nem értelmezhető. A szövegtől függetlenül, a papiruszon egy 7 há-
nyadosú mértani sorozat első 5 elemének az összegét látjuk. Ma
gyar vonatkozásban emlékeztet e példa az ismert találós kérdésre: 
Jankó elment Piripócsra. Találkozott 3 tóttal. Minden tótnak 3 
zsákja, minden zsákban 3 macska. Hányan mentek Piripócsra? 
Valószínű, hogy az Ahmesz-papirusz idézett feladata is ilyen játé
kos találós kérdés. A magyar változat megválaszolásához azonban 
nem kell számolni. 

Az eddig ismert leletek alapján Egyiptom matematikájáról alko
tott képünk azt mutatja, hogy az elméletileg meg nem alapozott, 
csupán számolásokra alkalmat adó geometriájuk és a nagyon kö
rülményes számolási módszerük nehézzé tette a továbbfejlődést. 
A matematikában való jelentős továbblépéshez a műveletek és a 
törtek másféle értelmezése és a matematikai jellegű problémák más 
irányból való megközelítése lett volna szükséges. Mindenesetre az 
óegyiptomi matematika is teljesítette az egyiptomi élet megkívánta 
számolási feladatokat, és megmerevedéséért az akkori társadalom 
szerkezetét kell okolnunk. 



GÖRÖGORSZÁG 

A KRÉTAI ÉS A MÜKÉNÉI KULTÚRA 

Az Égei-tenger térségében a legrégibb civilizáció és kultúra Kréta 
szigetén fejló'dött ki. Ennek kezdete az i. e. 3000. év tájékára tehető. 
Ettó'l kezdve a krétai kultúra töretlenül virágzott az i. e. 1500-as 
évekig. Már i. e. 2000 tájékán felépültek a gazdag díszítésű paloták
tól ékes krétai városok, mindegyik egy-egy király székhelye. Ezek 
közül a későbbi főváros: Knósszosz és a sziget déli részén fekvő, 
kulturális leletekben szintén gazdag Phaisztosz a legismertebbek. 
A sziget gazdasági és az erre épülő kulturális életét a földművelés 
mellett a fejlett bronzművesség és fazekasipar és az élénk, a hajó
zást is igénybe vevő, kiterjedt kereskedelem biztosította. Hajóik 
Ciprus szigetéről szállították a rezet, és ónért a mai spanyol partvi
dékre is eljutottak. Krétai edények a mezopotámiai ásatásokból 
éppen úgy előkerülnek, mint az egyiptomi királysírokból. Ezt a 
romjaiban is csodálatos krétai kultúrát, virágzása teljében - ame
rikai geológusok (D. NINKOVICH és B. C. HEEZEN) szerint - i. e. 
1500 körül egy hatalmas vulkáni kitörés pusztította el, és a sziget 
földjét a mindent belepő vulkáni.hamu évekre terméketlenné tette. 

Még a krétai kultúra virágzása idején, az i. e. 1900-as években je
lentek meg a Balkán-félsziget déli részén a magukat akhájoknak 
nevező görögök. A Trója ellen viselt háborújukról beszél HOMÉROSZ 
Iliásza és Odüsszeiája. E művek az i. e. VIII. században íródtak, 
és nem tekinthetők hiteles történelmi forrásoknak, hiszen HOMÉ-
Roszhoz csak szájhagyományok útján, legendák alakjában jutha
tott el a sok századdal előbb lefolyt hősi csaták története. A német 
HEINRICH SCHLIEMANN mégis a homéroszi művekbe vetett hitével 
ásta ki Trója romjait, és 1876-ban a mükénéi kultúra ékszerekben és 
aranyban gazdag emlékeit. A krétaihoz nagyon hasonló mükénéi 
kultúra Görögország késői bronzkorszakának idején, i. e. 1600 és 
1100 között virágzott, és hirtelen pusztulással ért véget az i. e. XII. 
században. Ez időben egybeesik az utoljára beáramló görög tör
zseknek, a dóroknak a Peloponnészoszi-félszigetre való érkezésé
vel (i. e. XIII-XII. század). Sokan a dórok számlájára írják a mü
kénéi kultúra megsemmisülését, de más vélemények szerint nem 
bizonyítható, hogy az akkori Görögország kifosztása és romba 
döntése az ő művük volt. A dórok, amint a nyelvészeti kutatások 
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igazolják, benépesítették a Peloponnészoszi-félszigetet a középső, 9. ábra 
hegyes Árkádia kivételével, és uralmuk alá került a félsziget nyuga
ti partvidékétől kezdve az Égei-tenger szigetvilága Koszig, illetve 
Rodoszig. A dór nyelvterületbe tartozott a XII. században Mükéné 
és Kréta szigetén Knósszosz is. A görögök a nagy természeti ka
tasztrófa után, az i. e. 1450-es években települtek be Krétára. Ma 
is rejtély, hogy mi okozhatta az általuk újjáépített Knósszosz pusz
tulását. 

A gazdag mükénéi kultúra leleteiből az angol ARTHUR JOHN 
EVANS arra következtetett, hogy egy ilyen magas kultúrát teremtő 
nép már nem nélkülözhette az írást. Ilyen irányú kutatásai Krétára 
vezették, ahol 1900 tavaszán Knósszoszban meg is találta az első 
ismert krétai írott emléket. Rengeteg írásos égetetlen agyagtáblát fe
dezett fel Phaisztoszban is. E leletek alapján háromféle írást külö-
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nített el. Az i. e. 2000 és 1650 közötti időben képszerű jeleket (em
ber, ló, kocsi, kéz, csillag stb.), hieroglifákat használtak írásra. Ez a 
hieroglifikus írás i. e. 1750-re már vonalas (lineáris) jelekké egysze
rűsödött. Ennek a lineáris írásnak kétféle változata különült el. Az 
első fajtát („lineáris A") kb. i. e. 1400-ig használták. Ez még megfej
tetlen. A második fajta írás, a „lineáris A"-nak még tovább egysze
rűsödött válfaja, az ún. „lineáris B" írás i. e. 1400 körül terjedt el, 
tehát a görögök Krétán való megjelenésével nagyjából egy időben. 
1939-ben CARLO BLEGEN amerikai professzor KURUNIOTISZ görög 
régésszel karöltve a Peloponnészoszi-félszigeten a régi Püloszban (a 
mai Epano Englianosz nevű település mellett) a homéroszi NESZTOR 
palotájában mintegy 600 „lineáris B" írású agyagtáblát talált. 
Mind az utóbbiak, mind a krétai táblák égetetlen agyaglapokba 
karcolt gazdasági feljegyzéseket tartalmaznak, például leltárakat, 
anyagkészleteket, adókivetéseket és más kimutatásokat. A „lineá
ris B" írást az angol MICHAEL VENTRIS (1922-1956) fejtette meg. 
Kiderült, hogy a „lineáris B" ősgörög nyelvű és alapjában szótag
írás, amelynek jelei közé keveredtek a még felismerhetően képszerű, 
tárgyakat jelentő jelek is. A megfejtett írások bizonyítják, hogy a 
mükénéi kultúra már görög kultúra volt. 

Az agyagtáblákon nem található időpont megjelölés. A feljegyzé
sek csak egy éven belüli időszakra szóltak. Az év leteltével az 
agyagtáblákat megsemmisítették, és a következő évre újakat írtak. 
Ezekről a táblákról leolvasható, hogy az ősgörögök nem helyi érté
kes 10-es számrendszerben írták a számokat. Számjeleik: 

1=1, | | = 2 , ....lVi'l ' l-9, 

— =10, = =20, . . . , = § = = 9 0 , 

O=100, ..., <S- =1000, ..., -<S- =10000. 

Az összeget jelentő szavukat így írták le: 

T hb =da-so vagy T A~ =da-sa. 

Az agyagtáblákon csak összesítések szerepelnek, ezekből tehát nem 
tűnik ki, hogy használták-e a szorzást és az osztást. Talán a számo
lás megkönnyítésére szolgált, hogy például az adókivetésnél min
dig kerek számok szerepelnek (50,100,150,200,250, 300). Az egyik 
táblán például ez áll: „28 kos, 22 anyajuh; hiány 50." A kivetett 
adó tehát 100 juh volt. 

A táblák szövegei alapján azt kell hinnünk, hogy nem ismerték a 
pénzt. Súly-, illetve tömegmértékegységeik azonban voltak. Ezek
nek a nagyságára csak bizonytalanul következtethetünk részben a 
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használt edények űrtartalmából, részben pedig az élelmiszeradagok 
mennyiségéből. A következő tömegmértékegységeknek csak a je
leit ismerjük: 

* ! » . <•*. 
Tudjuk, hogy a T, N ,-o ideogrammák a száraz anyagok 

tömegmértékegységeit jelölték, és ezek megfelelői a folyadékoknál: 
rA , < 1 , ^ • 
E mértékegységeknek a különböző becslések alapján kialakult 

valószínű nagyságrendje: 

^ = 0 , 4 1 , 
<| = 8 ^ = 3 , 2 1, 

T = i , 5 < l = 1 2 ^ = 4 , 8 1 . 

A krétai, illetve a mükénéi kultúrák hirtelen pusztulása után, kb. 
az i. e. 1000. évtől a görögöknek mindent elölről kellett kezdeniük. 
Csak az i. e. VIII. századra alakult ki az új görög írás, a föníciai 
írás alapján. Ez az oka, hogy a közbeeső időszakról szinte semmit 
sem tudunk. 

Az i. e. VIII. században Görögország területén már nagyjából 
békés viszonyok uralkodtak. Nem szabad azonban egységes irányí
tás alatt álló országra gondolnunk. A görög nép akkor és még az
után is sokáig kisebb-nagyobb városállamokban, poliszokban élt. 
Kezdetben ezek az államok monarchikus jellegűek voltak, de a 
VIII. században a kormányzást az arisztokraták (hoi arisztoi = a 

Az Olümposzon: Zeusz, Héra, 
Niké, Poszeidón és Hermész 
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kiválóak) gyakorolták a kiváltságok nélküli, de szabad parasztok, 
kézművesek és kereskedők fölött. Az i. e. VII-V. században az 
arisztokrácia uralmát a legfejlettebb görög államokban felváltotta 
a szabad polgárságnak, a démosznak az uralma. A démoszon be
lül a legteljesebb demokrácia valósult meg, amely azonban a rab
szolgamunkára épült. Ebben az időben a civilizáció és a kultúra te
rületén Athén volt a legkiemelkedőbb görög város. Ugyanakkor 
katonai ereje miatt veszedelmes versenytársa lett Spárta, igaz, hogy 
nem a kultúra vonalán. A két egymással vetélkedő város, ha nem is 
mindig a legnagyobb egyetértésben, egyesíteni tudta erőit az V. 
században lefolyt, perzsák elleni háborúban. A győztes marathoni 
és szalamiszi csaták után Athén lett a vezető görög város. I. e. 478-
ban létrehozta a perzsák elleni háború folytatására a déloszi szö
vetséget, amely sikerrel vehette fel a versenyt a Spárta körül i. e. 
530 táján kialakult peloponnészoszi szövetséggel is. 

Az i. e. V. század Athén életében káprázatos fejlődést hozott nem 
csupán gazdasági vonalon, hanem a tudományok és a művészetek 
területén is. Az a korszak, amely a perzsák visszaverésétől (i. e. 478) 
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a peloponnészoszi háborúig (i. e. 431) terjed, a görög történelem 
ún. klasszikus korszaka, a rabszolgákat leszámítva, igen széles nép
réteg számára biztosította a politikai szabadságot és a szellemi al
kotás lehetőségét. Ekkor épült az athéni Akropoliszon az Erekh-
theion, Athéné istennő szentélye. Ekkor készítette szobrait PRAXI-
TELÉSZ és PHEIDIASZ. Ekkor írta tragédiáit AISZKHÜLOSZ, EURIPI
DÉSZ, SZOPHOKLÉSZ, vígjátékait ARISZTOPHANÉSZ és ódáit PINDA-

ROSZ. Ekkor díszítette Athént festményeivel POLÜGNÓTOSZ. Ekkor 
tanította a filozófiát SZÓKRATÉSZ, PLATÓN mestere. Ekkor élt a pe
loponnészoszi háború történetírója: THUKÜDIDÉSZ. Ekkor ismerte 
fel a világ anyagi egységét ANAXAGORASZ. Ekkor fogalmazta meg 
DÉMOKRITOSZ az atomelméletet. Ekkor rakták le a természettudo
mányok és a mai értelemben vett matemaiika alapjait. 

Ez a csodálatos korszak fejeződött be a peloponnészoszi hábo
rúval (i. e. 431-404). A testvérháború felőrölte a poliszok erejét, 
úgyhogy II. FüLÖPnek, a makedón hódítónak i. e. 338-ban már nem 
tudtak ellenállni. A khaironeai csata végleg megtörte a görög váro
sok erejét, és a poliszok elvesztették függetlenségüket. II. FÜLÖP 
megteremtette az egységes Görögországot. 

Az Égei-tenger partvidékét és szigeteit benépesítő görög népnek 
merőben más földrajzi adottságokhoz kellett alkalmazkodnia, mint 
az egyiptomi vagy a mezopotámiai embereknek. A zömében termé
ketlen területen nem lehetett földművelésre alapozni az életet. Az 
ország félszigeti-szigeti jellege, a zegzugos, szaggatott tengerpart 
mindenütt a tenger közelségét tudatosította. A tenger pedig nagy 
csábító, különösen akkor, ha a szárazföld nem nyújt elég élelmet. 
A görög kereskedők hamarosan hajóra szálltak, és a kialakult ten
geri kereskedelembe egy kis kalózkodás is belefért. ODÜSSZEUSZ, 
az agyafúrt görög harcos, kalandos utazásaival szinte jelképe lehet
ne a mozgékony, élénk eszű, a magát minden helyzetben feltaláló 
ókori görög embernek. Az ókori görög kereskedők kapcsolata Me
zopotámiával és Egyiptommal köztudott. Ezek a nyitott szemű em
berek nemcsak az árucserét bonyolították le, hanem külföldi ta
pasztalatokkal, ismeretekkel is gazdagították az ottani kultúrát. 
Nem véletlen, hogy az első ismert görög tudósok közt nemritkán 
találunk kereskedőket. 

A görögországi életmód nem földhöz kötött, mint Egyiptomban 
és Mezopotámiában vagy - mint látni fogjuk - Kínában, hanem 
mozgékony és szabad volt. A görögök, a földet művelő népek stati
kus életvitelével szemben a dinamikus életstílust képviselték. Ez pe
dig a görög gondolkozásban, a görög szellemben is megmutatko
zott. Babilon és Egyiptom tudománya, főleg az utóbbié, megelége
dett annyival, hogy felelni tudott a mindennapi élet „hogyan" kér
déseire, és hogy a gyakorlatban jól használható recepteket adott. 
A tanulékony görögök kezdetben sok ilyen receptet átvettek, de ők 
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: Akhilleusz 
kockát vetnek 

már feltették a „miért" kérdést is. Meg akarták érteni a világot 
amelyben éltek, a világjelenségeit, és nem utolsósorban önmagukat, 
az embert. Az importált ismereteket elgörögösítették, saját szem
pontjaik szerint dolgozták fel és fejlesztették tovább. A babiloni és 
az egyiptomi gondolkodás szinte óvakodott az egyénitől, nem mert 
eltérni a szokványostól, nem újított, hanem csak átvette, megtanul
ta a készen kapott eljárásokat. A görög szellemben az egyéni, a sza
bad, az újat kereső, a felfedezni vágyó törekvések uralkodtak. Az 
első archaikus görög szobrokat még össze lehet téveszteni az egyip
tomi merev, a hagyományos törvényektől és stílustól éltérni nem 
merészelő szobrokkal. Nem kellett azonban sok évnek eltelnie ah
hoz, hogy a görög kézben felszabaduljon a képzőművészet, és ne 
minden műben ugyanazt az eszmét, az örökkévalóság vágyát min
tázza meg, hanem a mindig változó, mozgó, hajlékony, élő embert. 

Valahogy így lehettek a matematikával is. Bizonyára sokat ta
nultak kezdetben az egyiptomiaktól és a babiloniaktól is, de csak
hamar már alig lehetett ráismerni arra, amit átvettek, legalábbis 
az első ránk maradt görög matematikai emlékekben már nem lehet 
felismerni az egyiptomi vagy babiloni alapokat. A görög matema-
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tika bizonyítási igénye és igényessége, sajátos, az élettől már jobbá
ra elszakadt tárgya, valamint a matematika módszere szinte készen 
pattant elő az ismeretlenből, de éppen ez a fejlettség és a további 
fejlődés lendülete mutatja, hogy kellett lenniük előzményeknek. 
A görög matematikának ezt a kezdeti, átmeneti szakaszát nem is
merjük. THALÉSZ azért lett a görög matematika atyja, mert ő az első 
görög matematikus, akiről tudunk. 

AZ ÓGÖRÖG SZÁMÍRÁS ÉS SZÁMOLÁS 

Amint az előző fejezetben láttuk, az ősgörögök számaikat a nem 
helyi értékes 10-es számrendszerben írták („lineáris B"). Ugyanezt 
mondhatjuk a későbbi, az i. e. IX-VIII. században kialakult 
görög számírásról és az i. e. V. század táján bevezetett ión alfabeti
kus számírásról is. A régebbi, az ún. attikai számírás jelei: 

1=1, r = 5 , A=10, H=100, X=1000, M = 1 0 000. 

E jelek az 1 kivételével a megfelelő számnév első betűi. Az 5 jele kez
detben a II (pi) volt, a penta szó kezdő betűje. Ugyanígy a A a deka 
szónak, H a hekatonnak, X a khiliasznak és M a müriasznak az 
első betűje. A 100 jelénél talán feltűnő, hogy a H jel a görög nagy 
éta (é) betű, azonban a ma étát jelentő H jel régen a görög nyelvből 
már korán kiveszett gyenge h hangnak, a jele volt. Amikor az idé
zett számjelek keletkeztek, akkor még a hekaton szót HEKATON-
nak írták, és csak jóval később lett: 'EKATON. A felsorolt jelek
kel például: 

43 224= MMMMXXXHHAAIIII. 

Azért, hogy az 5 egységen felüli számjeleknél ne legyen túl sok 
ismétlés, bevezették még a 

P1 = 50. f^ = 500. [^ = 5000 és F = 50 000 

jeleket. Ezek felhasználásával például: 

65 783=FMFFHhFAAIII 
Ezt a számírást különösen dátumok megjelölésére még i. e. 100 kö
rül is használták - mint ahogy ma is használjuk a római szám
jeleket a hónapok jelölésénél -, bár az ión betűk elterjedésével már 
az i. e. V. század előtt megszületett egy ún. alfabetikus számírás. 
Amint az elnevezés is mutatja, a számjeleket az ábécé betűi szol
gáltatták. A görög ábécé első 9 betűje jelentette a számokat 1-től 
9-ig. A következő 9 betűvel írták le a tízeseket 10-től 90-ig. A to
vábbi 9 betűvel a százasokat jelölték 100-tól 900-ig. Mivel azonban 
az ión ábécében csak 24 betű volt, azért kiegészítették három régi 
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betűvel. Ez a három betű a F (neve: vau vagy digamma, vagy 
sztigma), a a, (neve: koppá) és a \ (neve: szampi). Kezdetben 
tehát, amikor a görögök csak nagybetűkkel írtak, a számok jelei: 

A, B, r, A, E, F, z, H, 0, 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
I, K, A, M, N, M o, n, 1, 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 
P, 2, T, Y, 0, X, T, Cl, A 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 

Amikor pedig az ión írás kisbetűit is bevezették, akkor: 

<*, P, T. s, s, s, c >}> », 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 
i. x, A, [A. ", l, o, w. Q, 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 
e» ff, T, u, 9. X. *. co, A 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 

Az ezresek számát ugyanezekkel a betűkkel jelölték, de a betű elé 
vesszőt tettek: 

,a=1000, ,(3=2000, ,y=3000 stb. 

Azért, hogy a számokat a szavaktól megkülönböztessék, a számo
kat jelentő betűcsoportokat felülhúzták, tehát például: 

576=99|C vagy 5342=,eT^/9. ' 

A 10 000 számára megmaradt az.M jel, és a tízezresek számát az 
M fölött jelölték, például 

e Xb 
50 000= M vagy 340 000= M. 

vC 
Ilyen módon: 5 7 6 338=M,£TAT?. 

Ha a leírandó számban nagyon sok tízezres volt, akkor ezek szá
mát írhatták az M után is, de ettől a szám többi részét ponttal vá
lasztották el, így: 

55 552 315= M,ecpve -,/faie. 

A müriádokat, azaz a tízezreseket olykor két ponttal is jelölték, 
például ;nfi= 820 000. 

Elképzelhető, hogy az ilyen, alfabetikus számírás mellett (ami
lyenekkel találkozunk az ókori zsidóknál, az ószlávoknál és az ör
ményeknél is) a számolás nehézkes volt. A szorzást például úgy vé
gezték el, hogy az összeszorzandó két számot felbontották egyesek, 
tízesek, százasok stb. összegére, és a többtagúak szorzási szabálya 
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szerint, a szorzandó minden tagját megszorozták a szorzó minden 
tagjával, végül az így nyert részletszorzatokat összegezték. Tehát 
például a 642 • 536 szorzásnál a következőképpen jártak el: 

600- 500=300 000 
600- 30 = 18 000 
600-6 = 3 600 

40- 500= 20 000 
40- 30 = 1 200 
40- 6 = 240 

2- 500= 1 000 
2- 30 = 60 
2-6 = 12 

összesen: 344 112, 

persze mindezt görög, alfabetikus számírással. E mellett az ún. 
görög szorzás mellett használták az egyiptomiaktól átvett és egyip
tomi szorzásnak nevezett kettőzés módszerét is. 

Az írásban végzett műveleteket nehezítette az is, hogy abban a 
korban a papír, illetve a papirusz nehezen hozzáférhető, drága esz
köz volt. Ezért terjedt el az abakusszal, a számolótáblával való szá
molás. Az abakusz lényegében párhuzamos, egyenes sorokkal (ár
kokkal) ellátott tábla volt. A párhuzamos sorok közül a legalsó az 
egyesek, a következő a tízesek, az azutáni a százasok stb. helyét je
lölte ki. E párhuzamos rovátkákba kavicsokat, kis korongokat le
hetett helyezni. így például az alulról számított második sorba he
lyezett 3 kavics jelentette a 30-at. Az alapelv tehát ugyanaz volt, 
mint a ma is még sok helyen (Szovjetunió, Kína) használatos golyós 
számológépek elve. Az abakuszon a rovátka helye határozta meg 
ugyanannak a kavicsnak (pszéphosznak) az értékét, tehát az aba
kuszlehetővé tette, hogy a nem helyi értékes 10-es számrendszerbeli 
számírással kijelölt számolási műveletet helyi értékes 10-es szám
rendszerű számolással lehessen végrehajtani. Az abakuszon vala
mely szám kirakása egyenértékű a szám helyi értékes felírásával. 
Az abakusznak másik nagy előnye volt még, hogy az írástudatlanok 
is tudtak vele számolni. Ezen előnyei miatt lett az abakusszal való 
számolás hosszú életű. Még a XIV-XV. században is széltében-
hosszában használták. 

Érdekes a „görög törtek" története. Az i. e. Vl-V. század előtti 
időkben kialakult a görögöknél is a törtfogalom, nagyjából a mai 
törtfogalomnak megfelelően. Az egységszámlálójú törtek írásához 

a megfelelő egész számot használták. így például az --et a 4 segít

ségével jelölték : á = 4 , ő' = -. 
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Borjúvivő (i. e. VI. sz. 
a Tatai Görög-római 
Szobormásolatok 
Múzeumából) 

A közönséges törtek írásánál kezdetben a nevező alá írták a 
2 y számlálót, de törtvonal nélkül: ~= a- Később azonban, valószí-3 p 

9 fi 
nűleg indiai hatásra, helyet cserélt a nevező a számlálóval: -= . 

3 y 



AZ ÓGÖRÖG SZÁMÍRÁS ÉS SZÁMOLÁS 

A fentebb jelzett érdekesség a „görög törteknél" az, hogy a görög 
matematikában PÜTHAGORAsztól ARKHiMÉDÉszig elkerülték a tör
teket, tagadták létezésüket, annak ellenére, hogy a gyakorlati élet
ben használták azokat. Ennek filozófiai okai vannak. Amint majd 
látni fogjuk a püthagoreusi számmisztikában: az 1 az oszthatatlan, 
a részekre nem bontható istenséget, illetőleg a világ egységét jelké
pezte. A matematikusok absztrakt 1 fogalma azonosult a kortárs 
eleai filozófiának „a létező" fogalmával, amely az eleai iskola taní
tása szerint egységes és oszthatatlan. Az erre a mintára kialakított 
matematikai egység fogalma nem fért össze az oszthatóság, a fel-
darabolhatóság fogalmával, tehát a törtszámok létezésével sem, 
hiszen „a szám az egységek halmaza". Ez az oka annak, hogy a 
PÜTHAGORASZ utáni görög matematikusok a tört fogalmát helyette
sítették az arány fogalmával: a két szám (a görögöknél a szám azo
nos a mi természetes számunkkal) arányával. Az 1-et kezdetben 
nem is tekintették számnak, hiszen az egységekből összetevődő 
szám osztható, de az 1 definíció szerint nem. 

ARKHIMÉDÉSZ azonban már szakított ezzel a filozófiai megalapo
zású egységfogalommal, és szabadon használta a közönséges tör
teket úgy, ahogy a nem matematikus, „közönséges" emberek. Nagy
jából úgy számoltak a törtekkel, mint mi. 

Ugyancsak érdekesség, hogy a görög nem helyi értékes számírás
sal párhuzamosan a görög csillagászok (például PTOLEMAIOSZ is) 
igen jól számoltak a babiloni 60-as helyi értékes számrendszerben, 
és ezen belül a hatvanados törtekkel is. Ennek fő oka az, hogy a 
mezopotámiai csillagászati eredmények alapozták meg a görög 
csillagászatot. A babiloni csillagászati táblázatok és megfigyelési 
eredmények pedig 60-as helyi értékes számrendszerben íródtak. 
A görög csillagászok a babiloni számrendszerű számokat a görög 
számjelekkel írták át, például: 

235°42 ,38" = /3Ae>/3'AT?". 

A görög számírással kapcsolatban meg kell említenünk egy na
gyon lényeges „semmiséget". A görög csillagászok (talán PTOLE
MAIOSZ) éppen a babiloni helyi értékes 60-as számrendszerű írást 
tökéletesítették a zérus számjegy bevezetésével. Az üres helyi érté
keket az óvöév (uden)= semmi szó kezdőbetűjével az o (omikron) 
betűvel töltötték ki. Ez fontos hozzájárulás volt a későbbi hindu, 
helyi értékes 10-es számrendszerű írás kifejlődéséhez. 

Mai ésszel talán csodálkozunk, hogy a görögök ismerték a 10-es 
számrendszert, ismerték a helyi érték fogalmát, feltalálták a nullát, 
tehát minden készen volt náluk a helyi értékes 10-es számrendszerű 
számírás bevezetéséhez, és ezt a dicsőséget mégis átengedték a ké
sőbbi hindu matematikusoknak. A meggyökeresedett szokásokat 
nehéz elhagyni! 



A GÖRÖG MATEMATIKA ALAPJAINAK 
A LERAKÁSA 

THALÉSZ (i. e. 6247-548?) 

A milétoszi THALÉSZ: az első, mindenben az első. A hét görög 
bölcs között ő az első, ő az első természetfilozófus, az első fizikus, 
az első csillagász és az első matematikus. Ő az első ismert görög 
tudós. 

Bizonyára nem véletlen, hogy az első görög tudósok zömmel a 
kis-ázsiai görög gyarmatok szülöttei. Ezekhez a gyarmatvárosokhoz, 
telepekhez földrajzilag közel volt az ősi babiloni kultúra. A görög 
kereskedők messze keletre eljutottak. Semmi csodálatos nincs ab
ban, hogy a kisázsiai partvidék városai, szigetei többé-kevésbé a 
mezopotámiai civilizáció hatása alá kerültek. Ugyanígy lehetett Szi
cíliában is, ahol az egyiptomi befolyás érvényesülhetett. Mivel az 
első görög gyarmatosítók a görögség ión törzséből kerültek ki, 
azért az általuk elindított görög kulturális fejlődés első korszakát, 
amely időben nagyjából az i. e. VI. századot jelenti, ióniai korszak
nak szokás nevezni. 

Ennek az időszaknak volt első képviselője THALÉSZ, aki a kisázsiai 
Milétoszban született. Családja valószínűleg Boiótiából költözött 
ide. Apja neve EXAMÜNASZ, anyjáé pedig KLEOBULINÉ volt. Az athé
ni SZOLÓN és a gazdagságáról híres KROISZOSZ lüd király idejében 
élt. Születésének és halálának éve bizonytalan. A címben feltünte
tett adatokra abból következtetnek, hogy megjósolt egy, az i. e. 585 
május 28-án bekövetkezett napfogyatkozást. Ez volt az az égi jelen
ség, amely békekötésre késztette a médeket, amikor Ninive feldúlá-
sa után (i. e. 612) tovább akartak terjeszkedni nyugat felé. Midőn 
elérték a Halüsz folyót, ALÜATTÉSZ lüd király ión zsoldosainak az 
élén felvette velük a harcot. Ezt a csatát azonban félbeszakította az 
említett napfogyatkozás, amelytől a katonák annyira megijedtek, 
hogy a küzdelmet beszüntették. A THALÉSZ által megjósolt és a har
coló feleket megbékéltető napfogyatkozás időpontja segített abban, 
hogy az ókori görög történelemben a mai időszámítás szerint tud
junk tájékozódni. THALÉSZ csillagászati felkészültsége tette lehetővé 
a görög naptár reformját is, amelyet az ő megfigyelései és útmutatá
sai alapján egyik tanítványa hajtott végre. 

Az a tény, hogy THALÉSZ képes volt egy napfogyatkozás meg
jövendölésére, mutatja, hogy ismernie kellett a több száz éves babi
loni csillagászati megfigyeléseket. THALÉSZ egyébként kereskedő 
volt. Ilyen minőségében beutazta az akkor ismert művelt világot 
Mezopotámiától Egyiptomig. Utazásai alatt sokat tanult. Az em
beri életre ható, az életet formáló minden jelenség érdekelte. Ő volt 
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az első, aki hitelesen számolt be hazájában az egyiptomi tudomány
ról. Az egyik, DIOGENÉSZ LAERTiosztól (i. sz. III. század) eredő" le
genda szerint az egyiptomi papok csodálatát vívta ki azzal az 
egyszerű módszerrel, amellyel egy piramis magasságát meghatároz
ta. Leszúrt egy botot a földbe, és amikor annak árnyéka éppen 
egyenlő volt a bot hosszával, akkor megmérte a piramis [magas
ságának az] árnyékát, amely ekkor éppen megegyezett a piramis 
magasságával. Persze az ilyen legendákat nem lehet készpénznek 
venni. Ha elképzeljük, ha megrajzoljuk a piramist és az árnyékát, 
akkor beláthatjuk, hogy nem is olyan egyszerű a magasságának 
az árnyékát meghatározni. A megfelelő mérési adatok alapján 
a Pitagorasz-tétel teszi lehetővé a feladat megoldását (10. ábra). 
Ha tehát a történet igaz, akkor még inkább csodálhatjuk THALÉSZ 
feladatmegoldó képességeit. A piramis árnyékában - a megfelelő 
iránymeghatározás után - közvetlenül az ES' és az EK szakaszok 
hosszát célszerű megmérni. Mérhető még a gúla alapélének a fele: 
TK is. Jelöljük a mérési adatokat rendre: TK-t a-val, EK-t fc-vel 

és £S"-t c-vel. így a TKE derékszögű háromszögből: TE= Ía2-\-b2. 
Ekkor: 

TS'^Yo^+b^+c. 

A mérendő m magasság abban a pillanatban, amikor a leszúrt bot 
árnyéka olyan hosszú, mint a bot: 

m=c+ya2+b2. 

A Pitagorasz-tétel csak akkor kerülhető el, ha THALÉSZ egy olyan 
helyzetet fog ki, amelynél a piramis magasságának a vetülete éppen 
merőleges az egyik alapélre. 

PROKLOSZ (410-485) görög matematikus állítja EUDÉMOSZ (i. e. 
335 táján) elveszett matematikatörténetének kivonatában, hogy 
THALÉSZ elsőként bizonyított be több geometriai tételt. E szerint 
ismerte a szög fogalmát, igazolta, hogy a csúcsszögek egyenlők, 
hogy az átmérő a kört felezi, hogy az egyenlő szárú háromszögben 
az alapon fekvő szögek egyenlők. Ezekben az a csodálatos és előre
mutató, hogy igen fejlett bizonyítási igényről tesznek bizonyságot. 
Sem az egyiptomi, sem a babiloni matematikában nyomát sem 
találjuk a bizonyításnak. Matematikusaik megelégedtek jól bevált 
tapasztalati eljárásokkal, de nem ismerünk a tőlük származó em
lékekből egyet sem, amely a gyakorlati ismeretekkel szemben ké
telyt fejezne ki vagy eredetüket, okukat keresné. A matematikatör
ténet első olyan ismert alakja, aki bizonyít: THALÉSZ. Bizonyít pe
dig olyan szemléletes tételeket, mint amilyeneket felsoroltunk. 
Mintha az eleai filozófia figyelmeztetésére hallgatna: Vigyázz, az 
érzékek megcsalnak! Persze ezt nehéz állítani^, hiszen az eleai filozó
fiai iskola megalapítója, PARMENIDÉSZ i. e. 480 körül fejtette ki ta-

10. ábra 

11. ábra 
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nait, tehát THALÉSZ halálának valószínű ideje után 60-70 évvel. Az 
is igaz, hogy az eleai iskola első ismert képviselője, XENOPHANESZ 
i. e. 540 táján működött, de ő még igen bizonytalanul, homályosan 
és ellentmondásosan képviselte az eleai tanokat. Az sem valószínű, 
hogy a bizonyítási igény ilyen magas fokának, a szemlélettől való 
ennyire tudatos elfordulásnak ne lettek volna előzményei. Kellett, 
hogy THALÉSZ előtt legyen egy még nem ismert fejlődési szakasz, 
amelynek eredményeit THALÉSZ munkájában szemlélhetjük. Kellett, 
hogy legyen egy kor, amely a tapasztalati eredmények elfogadásától 
elvezetett a bizonyítás szükségességéhez. 

Az előbbieknél kevésbé szemléletes tételek bizonyítása is kapcso
lódik THALÉSZ nevéhez. Ő mutatta meg - ugyancsak PROKLOSZ sze
rint -, hogy két háromszög egybevágó, ha megegyezik egy oldalban 
és a rajta levő két szögben. Az I. századbeli PAMPHILOSZ tanúsága 
szerint THALÉSZ mondta ki először, hogy a félkörben az átmérő fölé 
rajzolt kerületi szög derékszög. A francia iskolákban Thalész
tételként tanítják azt, amely szerint ha egy háromszöget valamelyik 
oldalával párhuzamos egyenessel metszünk, akkor e párhuzamos 
a másik két oldal egyenesével az eredeti háromszöghöz hasonló 
háromszöget határoz meg. 

Említésre méltó még THALÉsznak az az eljárása, amellyel a ten
geren úszó hajónak a parttól való távolságát határozta meg. A 12. 
ábra szerinti jelöléssel: Kimérte a parton a tetszőleges, de az AH-ra. 
merőleges AB távolságot. Erre a B pontban merőlegest állított, és 
ezt elmetszette a HC egyenessel, ahol C az AB szakasz felezőpontja. 
Az így nyert BD távolság éppen a meghatározandó AH távolsággal 
egyenlő. A bizonyítás éppen a THALÉsznak tulajdonított egybevá
gósági tételen alapul. Egy másik gyakorlati tanácsa az volt a hajó
sok számára, hogy ne a Nagy Medve csillagkép alapján tájékozód
janak, hanem úgy, mint a föníciai hajósok: a Kis Medvéhez igazod
janak. 

THALÉSZ matematikai, illetve geometriai munkásságát összefog
lalva : Biztosnak látszik, hogy THALÉSZ, a „matematika atyja", jel
képe nemcsak az új görög matematikai korszak kezdetének, hanem 
egy előző korszak lezárulásának is. Ő a fejlődésnek azt a határkövét 
jelenti, amely elválasztja a szemléletre alapozott tapasztalati geo
metriát az érzékekre már nem támaszkodó, logikai bizonyítást 
igénylő geometriától. Ezzel kapcsolatos és kétségkívül thalészi ér
dem az absztrakció, amellyel a konkrét tárgytól elvonatkoztatta a 
geometriai testet, a csak elgondolt testet csak elgondolt lapjaival, 
éleivel, csúcsaival. 

Érdekességként említhetünk meg néhány valóban csak legenda
szerű, THALÉsszal kapcsolatos történetet. PLUTARKHOSZ mondja el, 
hogy THALÉSZ egy esti sétája alkalmával az eget kémlelve egy gödör
be esett, és felesége így pirongatta: Az eget vizsgálod, pedig a lábad 
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előtti árkot sem veszed észre. Úgy látszik, a feleség előtt THALÉSZ 
nem a hét bölcs egyike volt. Más elbeszélések viszont nagyon is 
gyakorlati embernek mutatják: jó kereskedőnek. Gúnyolták volna 
azért, hogy a tudománnyal nem lehet vagyont keresni. Erre ő a csil
lagokból kiolvasta a következő évi időjárást, és arra következtetett, 
hogy gazdag olajtermés várható. Kibérelte tehát a következő esz
tendőre a környék olajpréseit, és így a bő termő évben ő diktálhatta 
az olajárakat, amivel jókora vagyonra tett szert. Az elbeszélés 
azonban megjegyzi, hogy bölcshöz és becsületes emberhez méltóan 
ekkor sem élt vissza monopolhelyzetével, hanem méltányos olajára
kat állapított meg. 

Sóval is kereskedett - meséli egy másik történet -, és a sószsáko
kat szamarak hátán szállította. Történt, hogy egy patak mellett ha
ladva az egyik szamár a meleg elől a vízbe menekült, és miután ma
gát lehűtötte, azt is észrevette, hogy zsákja jócskán megkönnyebbe
dett. Ezt a megfigyelést az okos szamár máskor is hasznosította, és a 
patak mellett THALÉszt mindig jelentős veszteség érte. Végül azt ta
lálta ki, hogy ennek a csökönyösen fürdőző csacsinak a hátára spon-
gyával teli zsákot rakott, amelynek súlya a fürdés után tetemesen 
megnőtt. A szamár ezt tapasztalva többet nem ment be a patakba, 
még a sószsákkal sem. így járt túl a ravasz THALÉSZ - egy szamár 
eszén. 

E történetkék meseszerűek, de mutatják, hogy THALÉSZ a maga 
korában és azután is népszerű ember lehetett. A sikeres kereskedel
mi tevékenységtől korán visszavonult, és idejét főleg a matematiká
nak, a filozófiának és az állam ügyeinek szentelte. Mint filozófust 
a naiv materialisták közé számítják. Természetfilozófiai alaptétele 
az volt, hogy minden a vízből keletkezett. Bizonyára a víznél jól 
tapasztalható halmazállapot-változásokban látta a magyarázatát a 
különböző sűrűségű anyagok keletkezésének. A „minden víz" igaz
ságát látszott az is alátámasztani, hogy az élőlények víz nélkül nem 
élhetnek. Ez a thalészi filozófia az ő korában határozottan mitoló
giaellenes volt, bár meg kell jegyeznünk, hogy THALÉSZ hitt a lélek 
létezésében is. A mágnes vonzását is a mágnes lelkének tulajdoní
totta. 

A közügyek intézéséből is kivette a részét. Tanácsaira hallgattak. 
Az, hogy a hét görög bölcs közé számították (kortársával, az athéni 
SzOLÓNnal együtt), mutatja, hogy tisztelet övezte. Kedvenc politikai 
terve volt, hogy létrehozza az ión városok erős szövetségét Teósz fő
várossal. 

írásos emléket nem hagyott hátra. Filozófiai tanait továbbfejlesz
tette és írásba foglalta neves tanítványa, ANAXIMANDROSZ (i. e. 
610-547). Könyve azonban, amely az első görög prózai írásműnek 
számít, sajnálatosan elveszett. Sokan feltételezik, hogy PÜTHAGO-
RASZ is THALÉSZ tanítványa volt. Állítólag PÜTHAGORASZ THALÉSZ 



GÖRÖGORSZÁG 

tanácsára utazott Egyiptomba, hogy az ottani tudománnyal megis
merkedjék. THALÉSZ i. e. 548 táján halt meg, az olimpiai játékok né
zése közben. 

PÜTHAGORASZ, A PÜTHAGOREUSOK 

Az i. e. VI. században megkezdődött a Perzsa Birodalom terjesz
kedése nyugat felé is. A kisázsiai görög gyarmatok is veszélybe ke
rültek. Nem csoda, hogy amikor a lüdek királya, KROISZOSZ meg
kérdezte a delphoi jósdát, hogy megtámadja-e a perzsákat, akkor 
olyan választ kapott, amelyet biztatásnak is vehetett. „Ha átléped a 
Halüsz folyót - a két ország közös határát -, akkor egy nagy biro
dalmat fogsz megdönteni" - szólt a jövendölés. KROiszoszt azon
ban megverte KÜROSZ, a perzsa hódító. Utólag a jósda védekezhe
tett ugyan azzal, hogy KROISZOSZ valóban megdöntött egy nagy bi
rodalmat, ti. a sajátját, KÜROSZ azonban a lüdeket támogató görög 
gyarmatvárosokra hatalmas hadisarcot vetett ki. Emiatt a perzsa 
uralom alá került görögök közül aki csak tehette, igyekezett elván
dorolni. Ekkor hagyta ott Phókeát az a görög csoport, amely az itá
liai Elea városkát alapította, és ebben az időben érkezett Itáliába 
PÜTHAGORASZ is, aki tanítványaival az akkori egyik dór gyarmaton, 
Krotónban telepedett le. 

Az i. e. VI. században működő PÜTHAGORASZ filozófus és mate
matikus volt, akit mondhatunk fizikusnak, csillagásznak és mágus
nak, vagy akár vallásalapítónak is. A legendák ködébe burkolt éle
téről alig tudunk valami biztosat. Ezeket a halála után keletkezett 
mendemondákat távolról sem kell készpénznek venni, mégis érde
kes és talán érdemes is elmesélni némelyiket, mert valamennyire 
jellemzők lehetnek PüTHAGORASzra és egyben tanítványaira, a 
püthagoreusokra. 

PÜTHAGORASZ a Milétoszhoz közeli Szamosz szigetén született, 
állítólag PHEREKÜDÉSZ filozófus tanítványa volt, aki egy mitológiai 
kozmogónját írt. Lehet, hogy THALÉSZ is tanította, és az ő tanácsára 
utazott Egyiptomba, hogy megismerje a tudományok gyökereit. 
Ezután történhetett, hogy szülőföldjére visszatérve tanítani kezdett, 
bár úgy mondják, első tanítványainak ő maga fizetett, hogy meg
hallgassák. Az újpüthagoreus JAMBLIKHOSZ (i. sz. 300 körül) szerint 
perzsa hadifogolyként 7 évet töltött Babilóniában, ahol megismer
kedett a kaldeusok vallásával, filozófiájával, zenéjével és csillagá
szatával. Talán még Indiába is elkerült. Mindenesetre az i. e. VI. 
századi Kelet filozófiai és vallási tanai nagy hatással lehettek a fiatal 
bölcselőre, és ugyanúgy a keleti, sokszor misztikus, mágikus színe
zetű számtudomány is. Hazájába visszatérve egy vallásos jellegű, 
politikai célokért is küzdő, ugyanakkor a matematikai tudomá-
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nyokkal (aritmetika, geometria, zene, csillagászat) is foglalkozó, 
félig-meddig titkos társulatot alapított, amelynek azonban Szamosz 
szigetéről el kellett távoznia, mert összeütközésbe került az ott 
uralkodó POLÜKRATÉSZ türannosszal. PÜTHAGORASZ Dél-Itáliába 
menekült, Krotónba, második hazájába. Itt a püthagoreusoknak 
kezdetben nagy tekintélyük volt, sőt valamelyes politikai befolyás
sal is rendelkezhettek. Ilyesmit tükröz az a monda, amely szerint 
Krotón i. e. 51 l-ben PÜTHAGORASZ segítségével győzte le ellenségét, 
a szomszédos Szübariszt. A történet elmeséli, hogy Szübarisz lovas
sága nemcsak félelmetes volt, hanem arról is híres, hogy fuvolaze
nére minden ló ágaskodva, gyönyörűségesen táncolt. PÜTHAGORASZ 
tanácsára a krotóni kémek megtanulták a lovakat táncoltató zenét, 
és erre Krotónban betanítottak egy egész zenekart. Amikor aztán a 
szübariszi lovasság támadásba lendült, megszólalt a krotóni zene
kar, és a táncoló lovakat a krotóni harcosok könnyűszerrel leöldös
ték. Tény, hogy Krotón i. e. 511-ben valóban elfoglalta Szübariszt, 
bár nem valószínű, hogy a harcban a krotóni fuvolazenekar mérte 
ellenfelére a döntő csapást. 

A hagyományok szerint PÜTHAGORASZ előadásai Krotónban 
nagy sikert arattak, olyannyira, hogy az illemmel nem törődve, 
még női hallgatói is voltak. Ezek között volt házigazdájának, MILÓ-
nak szép leánya, THEANO is, aki PÜTHAGORASZ felesége lett. THEANO 
írta meg a krotóni filozófus első életrajzát, amely valószínűleg hite
les forrás lehetne, de sajnálatosan elveszett. PÜTHAGORASZ maga 
semmit nem írt le tanításaiból és esetleges felfedezéseiből. Tanai, 
tudományos eredményei elválaszthatatlanul összekeveredtek tanít
ványai munkáival. Ezért legtöbbször közelebb járunk az igazság
hoz, ha a püthagoreusokra gondolunk akkor is, amikor csak éppen 
magát PÜTHAGORASZt emlegetjük. 

Tudomásunk szerint a püthagoreusok hittek a lélekvándorlásban, 
vegetáriánusok voltak, és állítólag hosszú hajat és fehér gyapjúkön
töst viseltek. A szövetség tagjainak, hogy felvételt nyerjenek, előbb 
szigorúan előírt életmóddal és zenével meg kellett lelküket tisztí
taniuk. Az így felkészült jelöltek különböző próbák után léphettek 
a szövetség tagjainak a sorába. Ekkor avatták be őket a számok és a 
harmónia misztériumába. A számok tudományának a művelése és a 
harmóniatanban való elmélyedés biztosította számukra az örök 
igazságok megismerését és az istenséghez való felemelkedést. Bár
milyen furcsán hangzik: a püthagoreusoknál a matematikával való 
foglalkozás vallásos tevékenység volt, amely kiegészítette az élet
módbeli előírásokat. Hittek abban, hogy egy isten van, aki a világot 
a számok közötti kapcsolatoknak, törvényeknek megfelelően te
remtette. Amiként sok szám van ugyan, de mindegyiknek forrása 
az „egység", ugyanúgy a világ sokféle dolgának egyetlen eredete és 
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egységbe foglalója az Isten. A sokféle dolog és jelenség között az is
teni harmónia teremt rendet, az foglalja a mindenséget egységbe, és 
ez a harmónia ugyanaz, ami a számok tudományában és a zenében 
is fellelhető". Az ember igazi hivatása ennek a boldogságot biztosító 
harmóniának a megismerése, amelyhez legeredményesebben a ma
tematika művelése segíti hozzá. A matematikában, amely az aritme
tikát, a geometriát, a csillagászatot és a zenét egyesíti, fellelhetők az 
örök törvények. Ezek biztosítják az ember számára az örökkévaló 
Istenhez hasonulást, a lélekvándorlástól való megszabadulást, az 
annyira áhított örök életet. PÜTHAGORAszt kortársai sokszor zava
ros fejű prófétának tekintették inkább, mint tudós matematikusnak 
és filozófusnak. Az i. e. V. századi HÉRAKLEITOSZ csak tudóskodó-
nak, nem pedig tudósnak minősítette. Még PLATÓN is csak a pütha-
goreusok életmódját dicsérte. Csak az i. e. IV. századi ARISZTOTE
LÉSZ hangsúlyozta matematikus voltukat. 

A püthagoreus szövetség politikai nézetei miatt Krotónban sem 
maradhatott, el kellett menekülnie Metapontumba, a Tarentumi-
öbölbeli városba. PÜTHAGORASZ halála után a szövetség két nagy 
csoportra bomlott. Az egyik előtérbe helyezte a püthagoraszi tanok 
vallási, életmódbeli részét, a másik pedig a matematikai kutatáso
kat. Maga a mozgalom az i. e. IV. században szűnt meg, de később, 
az i. e. 50—i. sz. 300 közötti időkben újjáéledt az ún. újpüthagoreu-
sok filozófiájában. Érdekes módon a matematika és a fizika törté
netében még jóval később, mondhatni napjainkban is, fel-felbukkan 
változott, modernizált formában az a valójában püthagoreusi fel
fogás, hogy a természeti jelenségek leírására egyedül a matematika 
képes. A Természet Világa 1979-es 9. számában olvashatjuk korunk 
egyik legnagyobb fizikusának, PAUL DiRACnak a sorait: „azt hi
szem, hogy minden fizikus közül SCHRÖDINGER hasonlított hozzám 
leginkább. Könnyebben egyetértettem vele, mint bárki mással. Azt 
hiszem, azért, mert mindkettőnkben elevenen élt a matematikai 
szépség szeretete, s igen nagy mértékben ez határozta meg munkán
kat. Valóságos hitkérdésnek tekintettük, hogy a természet alapvető 
törvényeit leíró egyenletekben nagy matematikai szépségnek kell 
rejtőzni. Ha tetszik, ez volt a vallásunk. Nagyon hasznos vallás volt 
ez, sok sikerünk alapjának tekinthető." Persze a püthagoreusi fel
fogás és a Dirac-Schrödinger-féle „vallás" között tetemes távolság 
tátong, de az is igaz, hogy a sallangjaitól megtisztított püthagoreusi 
tanok nem feltétlenül megmosolyognivalók. 
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A PÜTHAGOREUSOK ZENEELMÉLETE 

Inkább csak szórakoztatásul említjük meg a következő közszájon 
forgó mesét. Bizonyára nem történt meg, hogy PÜTHAGORASZ egy 
kovácsműhely előtt 4 kalapács zenéjét hallotta csodálatos össze-
csengésben, konszonanciában, vagy ahogy a görögök mondták 
„szümphóniában". A történet szerint az észlelt „szümphóniákat" 
PÜTHAGORASZ a kalapácsok súlyának arányára vezette vissza, tehát 
számokkal fejezte ki. Igaz viszont az, hogy a püthagoreusok, mes
terük nyomán, tudatosan kísérleteztek a monokhordon (egyhúrú 
hangszer) a szümphóniák és a húrhosszak közötti összefüggést ke
resve. A kifeszített húr közepén megpendítve hallatta az alaphang
ját. Ha a húrt felére rövidítették (ugyanolyan megfeszítés mellett), 
akkor az alaphang oktávját hallották. E két hang egymásutánja, 
hangköze a legtisztább konszonancia. PÜTHAGORASZ fogalmazta 

meg, hogy e konszonancia esetén a húrhosszak aránya 1 : x = 2 : 1. 

A továbbiakban még két kellemes hangközt vizsgált meg. A két
harmadára lerövidített húr rezgése az alaphang kvintjét adja, ha 
pedig a náromnegyed hosszúságú húrt pendítjük meg a közepén, 
akkor az alaphang kvartját halljuk. A kvint és az alaphang eseté-

2 3 
ben a húrhosszak aránya 1 : ^ = 3 : 2, a kvartnál pedig 1 : -7=4 : 3. 

A püthagoraszi szümphóniák hangzásakor tehát a húrhosszak ará
nya rendre : 2 : l , 3 : 2 é s 4 : 3 . PüTHAGORASznak ez a felfedezése, 
hogy a zenében a konszonáns hangközök az 1,2, 3,4 számokból ké
szíthető arányokkal jellemezhetők, a hangtan első felfedezése, a szó 
mai értelmében is fizika, hiszen a fizika törvényei mérésekre alapo
zott matematikai megfogalmazású állítások. Valószínűleg éppen 
ennek a megfigyelésnek a nyomán alakult ki a püthagoreusokban 
az a nézet, hogy a természet a számok szerint van elrendezve, és for
dítva : a számok törvényein keresztül ismerhető meg a mindenség, 
és hogy a számok közti harmónia ugyanaz, mint a lelkünkben élő 
örök törvények harmóniája. 

Ebből a harmóniaelméletből sarjadt ki a püthagoreusok két nagy 
kutatási területe: a zeneelmélet és a számelmélet, majdnem mindig 
teljes összefonódottságban. Meglepő összefüggést nyertek, amikor 
az alaphangot adó húr hosszát 12 egységnek vették. Ekkor a kvart
hoz tartozó húrhossz 9, a kvinthez tartozó 8 és az oktávhoz kapcso
lódó 6 egységnyi. Észrevették, hogy a húrhosszak között fennáll a 
következő aránypár: 

io o s A u i o 6 + 1 2 s a 6 1 2 2-6-12 1 2 : 9 = 8 : 6 , ahol 9 = - j - e s 8 = ^ = - _ - ' 

2 
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vagyis az aránypár második tagja a külső tagok számtani, a harma
dik tagja pedig a külső tagok „harmonikus" közepe. Az aránypár 
helyessége füllel is ellenőrizhető, hiszen azt fejezi ki, hogy amint a 
12 egységnyi húr hangjához képest a 9 egységnyi húr a kvartot 
adja, ugyanúgy a 8 egységnyi húr hangjához viszonyítva a 6 egység
nyi húr hangja is kvart. A püthagoreusok felfedezték tehát azt az 
aránypárt, amelynek általános alakja: 

a+ b 2ab . 
a : —•=— = r : b. 

2 a+b 

Ezt nevezik „arany aránypárnak". Sejtjük, hogy ezt az aránypárt 
már Babilonban ismerték. A harmóniatan nyert újabb megerősítést 
abban, hogy a püthagoreusok észrevették a kocka csúcsai, lap
jai és élei közötti hasonló összefüggést. A kocka éleinek a szá
ma 12, lapjainak száma 6, a csúcsok száma pedig e kettő harmo-

nikus közepe: — ? — T ^ — = 8 . Az oktaédernél szintúgy: az élek 
6+ 12 

száma 12, a csúcsok száma 6, a lapok száma pedig e kettő harmo
nikus közepe: 8. Lám - mondták - a „tökéletes" (mai szóval szabá
lyos) testekben rejlő harmónia tükröződik a számok harmóniájá
ban, és ez ugyanaz, mint a zenei összhang! 

A kvart és a kvint latin elnevezés görög mintára készült (dia tesz-
szarón = negyedik, dia pente= ötödik), és arra utal, hogy a görög 
héthúrú lant negyedik, illetve az ötödik húrjának a megjelölésére 
szolgált. A püthagoreusok az oktávot eredetileg „harmóniának" 
hívták, amely szó szerint összeillesztést jelent, és hihetőleg a kvart 
és a kvint összeillesztésével keletkezett oktáv hangköz származtatá
sát fejezi ki, kétféleképpen is: 

kvart + kvint = oktáv, illetve: kvint + kvart = oktáv. 

Ugyanez kottázva a 13. és a 14. ábrán látható. 
Természetesen felmerült az a kérdés, hogy e két hangköz összete-

vésének (összeadásának) milyen művelet felel meg a hangközöket 
jellemző arányok esetében, azaz hogyan lehet megkapni a kvartot 
jellemző (4 : 3) és a kvinthez rendelt (3 : 2) arányokból az oktáv 
(2 : 1) arányát. A püthagoreusok észrevették, hogy nem az arányok 
összege, hanem a szorzata adja meg a kívánt eredményt, vagyis: 

a kvart + kvint = oktáv „összeadásnak" 

a (4 : 3)- (3 : 2)=(2 :1) szorzás felel meg. 

Ebből következik, hogy 
az oktáv—kvart = kvint „kivonásnak" 

a (2 : 1) : (4 :3) = (3 : 2) osztás felel meg. 

A püthagoreusok tehát a kvart és a kvint esetében felfedezték a kö
vetkező két szabályt: 
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> 
1. Két hangintervallum összegének az arányszáma egyenlő a két 

összetevő hangköz arányszámának a szorzatával. 
2. Két hangköz különbségének az arányszáma egyenlő a kisebbí

tendő és a kivonandó hangköz arányszámának a hányadosával. 
Bizonyára észrevettük, hogy amikor az említett hangközöket a 

most ismertetett arányszámokkal jellemeztük, akkor voltaképpen 
úgy jártunk el, hogy a hangokhoz nem a húrhosszakat, hanem a 
megfelelő rezgésszámokat rendeltük. Ha ugyanis a normál a hang 
rezgésszáma 440, akkor az alsó c-é 264, a rá következő f-é 352 és a 
g-é 396 (15. ábra). E rezgésszámokkal a már ismertetett összefüg- í i ^ E " ' 
gések éppen úgy leírhatók,mint a húrhosszakkal. Az arany aránypár zS&ser-^zílM i kvar,Lv,nt oktí,v 

a rezgésszámokkal: 
15. ábra 

264:352=396:528, 

ahol 
„ , 2-528-264 528+264 
3 5 2 = ^ 2 8 + 2 6 4 " e S 3 9 6 = - ^ — • 

Ha ezt az aránypárt 44-gyel egyszerűsítjük, akkor nyerjük a már 
ismert 

6 : 8 = 9 : 1 2 

egyenlőséget, az előbbiekkel teljes összhangban; csakhogy most az 
alaphanghoz tartozik a legkisebb szám és a felső oktávjához a leg
nagyobb, megfelelően a fizika törvényének, amely szerint a húr
hosszak aránya egyenlő a megfelelő rezgésszámok fordított arányá
val, így a kvart hangköz arányszáma: (352 : 264)= (4 : 3), a kvinté: 
(396 : 264)= (3 : 2) és az oktávé: (528 : 264)=(2 : 1). c f 

Tanulságos megfigyelnünk, hogy a püthagoreusi hangtan ismére- 0 
teivel hogyan építhető fel a dúr skála. Példánkban a C-dúr skála fly r> ° 
hangjainak a megnevezéseit használjuk. Rendelkezésünkre állnak ^ « 3. 
tehát a készülő püthagoraszi skálájának a 16. ábrán látható hang
közei, illetve hangjai. l 6 - ábra 
Az ún. püthagoraszi hangsor a c-ből kiinduló kvintugrásokkal 
építhető fel. Minden kvintugrásnál az alaphanghoz viszonyított 

3 
hangköz, illetve a hanghoz rendelt arányszám ^-szer nagyobb lesz. 

3 2 

A hangsor származtatását érdemes végigkísérni a 17. ábra kottáján, 
amelyen feltüntetjük a hangok c-hez viszonyított arányszámát, vala
mint a szomszédos hangközök arányszámát is. A kísérőszövegben 
a hang neve után zárójelben szerepel az alaphanghoz viszonyított 
arányszám. 
Az első kvintugrással a c(l)-ről eljutunk a g(3/2)-re. A második í Í J Ö M 1 a 
ugrás továbbvisz a g(3/2)-ről a d'(9/4)-re. Ezt egy oktávval lejjebb 17. ábra 

© d e © © o h © r f < / 
„ „ .g " 

jM-tfE-** ^ 
a ^> <? —~—~ — — 
^ 1 64 W $ 16 128 ^ 4 32 

v v ss v v N/ \/ 
9 9 256 9 9 9 256 
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hozzuk, hogy a c és c' közé essék. így a d'(9/4)-ből d(9/8) lett. A kö
vetkező ugrás a d(9/8)-ot átviszi az a(27/16)-ba. Ezután az a(27/16) 
felugrik az e'(81/32)-re, ami egy oktávval lejjebb: e(81/64). Végül 
az e(81/64)-ből megszületik a h(243/128) és vele együtt a a nyolcfokú 
püthagoraszi skála. 

A kvintugrások folytatásának nincs értelme, mert így sohasem 
juthatunk el az alaphang valamelyik oktávjához. Ez csak akkor 

3 
lehetne, ha a ^ valamelyik pozitív egész kitevőjű hatványa meg
egyeznék 2-nek valamelyik pozitív egész kitevőjű hatványával. 
Kvintugrásos püthagoraszi hangsort csak némi elhanyagolás árán 

f3V2 3 
lehetne kiépíteni. Mivel » = 129 - és 2 7= 128, azért ezen arány-

519 számoknak megfelelő hangok intervalluma j r r , tenát közel 1 

arány számú. A fül számára e két hang közötti különbség elhanya
golható volna. Ez a bonyolult hangközű skála azonban nem szü
letett meg. 

A zenében azonban az idők folyamán kialakult a nyolcfokú pü
thagoraszi skálához nagyon hasonló ún. diatonikus skála, amely
nek „tiszta" hangközei megfelelnek a kis egész számok arányainak. 
Ezt mutatja hangközeivel együtt a 18. ábránk: 
Hasonlítsuk össze a diatonikus skálának az alaphangra vonatkozó 
hangközeit a püthagoraszi hangsor megfelelő intervallumaival: 

'•&• c 

1 9. ! í 3 i IS 
8 U 3 2 3 T 

10 16 9_ 10 _9_ 16. 
9 15 8 9 8 15 

Eltérést találunk az e hangnál: 

18. ábra az a hangnál: 

és a h hangnál: 

81 
6 4 ; 

80 
~64~ 

5 
V 

27^25 
16~15~ 

5 
V 

243 240 
128^128 

15 
~ 8 

Fül legyen, amelyik ezeket az eltéréseket észreveszi! 
A diatonikus skálát a zenészek a XVII. századig használták. Ek

kor azonban elszaporodtak azok a zenedarabok, amelyeken belül 
hangnemi változások lépnek fel. Ez különösen a billentyűs hangsze
rek számára jelentett nehézséget. A zenészek ezért kimunkálták az 
ún. „temperált" skálát, amely az oktávot 12 egyenlő félhangközre 
osztotta. Ennek elméletét 1558-ban dolgozta ki GIUSEPPE ZARLINO 
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(1517-1590), a velencei Szt. Márk-templom karnagya. Ez a hang
sor, amelyet a következő ábránk szemléltet, BACH idejében szorítot
ta ki eló'deit. Ebben már kivétel nélkül érvényesül a püthagoreu-
sok által feltalált hangköz-összetevési szabály. 

A PÜTHAGOREUSOK SZÁMELMÉLETE 

A püthagoreusok számelméletét rendszerint el szokták intézni az
zal, hogy misztifikálták a számok tudományát. Ez igaz, de meg kell 
látnunk azt is, hogy a misztikus burokban komoly értékek és lehe
tőségek rejtőznek. Ezeket az elismerést követelő eredményeket sze
retném a következőkben vázlatosan feltárni. 

A püthagoreusok, aminthogy a világ dolgainak a sokféleségét az 
egyetlen Istennel állították szembe, aki egyszersmind forrása is a 
sokféleségnek, ugyanúgy az „egység" ellentétét a számokban látták 
olyanképpen, hogy ugyanakkor az egység szüli a számokat. Az 
egység, az „egy" nem is szám, hanem a számok eredete, amely ré
szekre nem bontható, amelyet osztani nem lehet, csak szorozni, 
többszörözni. így az egynél kisebb szám nincs. Az egynél nagyobb 
számok az egyből keletkeznek, annak megsokszorozásával. A szá
mok viszont részekre bonthatók, oszthatók, hiszen mindegyik vala
hány egységet tartalmaz. A két egyenlő részre osztható számok, a 
páros számok, női jellegűek, a két egyenlő részre nem bonthatók 
hím természetűek, ezek a páratlan számok. Az „egy" hímnős, sem 
női, sem férfi, sem páros, sem páratlan. A 2 az első női szám, a há
rom az első férfi szám, logikus, hogy összegük, az 5 a házasság jel
képe. A 4-nek sokféle jelentése volt: az első négyzetszám, az igazság 
jelképe, az évszakok száma stb. Mivel az első 4 szám arányával ép
pen a püthagoraszi szümphóniák jellemezhetők, azért ezek összege, 
a 10 (1 + 2 + 3 + 4) már egy magasabb minőséget, a természet har
móniáját fejezi ki. Ennyi a szférák száma is (Univerzum, Szatur
nusz, Jupiter, Mars, Nap, Vénusz, Merkúr, Hold, Föld, Ellenföld). 
Bizonyára ismertek szerencsét hozó és szerencsétlen számokat, 
amint tudtak tökéletes számokról és baráti számpárokról is. Ha 
csupán ennyiből állana a püthagoraszi számelmélet, akkor nem vol
na említésre méltó. A püthagoreusok azonban ezenfelül értékes ku
tatásokat is végeztek a számok közti kapcsolatok, törvények felde
rítésére. Az már a matematikatörténet számára teljesen közömbös, 
hogy e vizsgálatok célja kezdetben a világ harmóniájának, sőt ma
gának az isteni lényegnek a megismerése volt. 

Valószínűleg első számelméleti tételeik a páros és páratlan szá
mok elméletéhez tartoztak. Ezek közül néhányat felsorolunk : 

Páros számok összege és különbsége is páros. 
Két páratlan szám összege páros. 
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Páros számú páratlan szám összege páros. 
Páratlan számú páratlan szám összege páratlan. 
Ha páros számból páratlant vonunk ki, akkor páratlant kapunk. 
Páratlan és páros szám szorzata páros. 
Olyan szám, amelynek a fele páratlan, csak úgy bontható kétté-

nyezó's szorzatra, hogy az egyik tényező' páros, a másik páratlan. 
A számok oszthatóságával kapcsolatban két, ma sem probléma

mentes felfedezésük volt a tökéletes számok és a baráti számpárok 
fogalma. Tökéletes számnak nevezték azt a számot, amely egyenlő 
az önmagánál kisebb osztóinak az összegével. Ilyen például a 6, 
mert 1 + 2 + 3 = 6 , ahol 1, 2 és 3 a 6 osztói. Tökéletes szám a 28 is, 
hiszen 1 + 2 + 4 + 7 + 1 4 = 2 8 . A püthagoreusok ismerték még a 496 
és a 8128 tökéletes számokat. A tökéletes számok képzési szabályát 
az újpüthagoreus NIKOMAKHOSZ (i. sz. 100 körül) adta meg. Bizo
nyítás nélkül közölte, hogy ha l + 2 + 2 2 + 2 3 + .. .+2"=p törzs
szám, akkor 2"p=2"(2"+1 — 1) tökéletes szám. Megfogalmazta azt a 
ma sem bizonyított sejtést, hogy minden tökéletes szám vagy 6-ra, 
vagy 8-ra végződik. A matematikatörténészek kimutatták, hogy 
NIKOMAKHOSZ előbbi tétele igazolható a püthagoreusok páros
páratlan szám elmélete alapján. Szeretném megmutatni EUKLEIDÉSZ 
bizonyítását, amelyet diákkorában egy matematikai versenyen a 
neves magyar matematikus, HAAR ALFRÉD (1885-1933) is megtalált. 

Legyen N=2np olyan szám, amelyben p= l + 2 + 2 2 + 2 3 + . . . + 
+ 2 " = 2 " + 1 — 1 prímszám. Ekkor N önmagával nem egyenlő osztói
nak az összege: 

l + 2 + 2 2 + 2 3 + . . . + 2 " + 
+p+2p+22p+23p+ ... +2"~lp= 

= 2"+t-l+p(2n-l)=p+p(2n-l)=2"p=N. 

így N valóban tökéletes szám. 
Röviden itt tekintjük át a tökéletes számok felfedezéseinek to

vábbi történetét, mert később ezekről már nem lesz szó. Az ötödik 
tökéletes számot REGIOMONTANUS (1436-1476) találta meg, a NIKO
MAKHOSZ által megjelölt úton. Ha ugyanis a 2"p-ben az w= 12, ak
kor 2 1 3 - 1 prímszám, tehát a 33 550 336 tökéletes szám. A XVI. 
században SCHEYBL tübingeni matematikus meglelte a hatodik és a 
hetedik tökéletes számot az w= 16 és az n= 18 kitevőkre. LEONHARD 
EULER (1707-1783) kimutatta, hogy a 2 3 0 (2 3 1 -1) tökéletes szám, 
és hogy minden páros tökéletes szám 2"p alakú. A XIX. században 
négy új tökéletes szám került elő, 

a 2
6 0 (2 6 1 -1) , a 2 8 8 (2 8 9 -1), a 2 1 0 6 (2 1 0 7 -1) és a 2 1 2 6 (2 1 2 7 -1). 

A XX. században már számítógépek határozták meg a 



A GÖRÖG MATEMATIKA ALAPJAINAK LERAKÁSA 

2 5 2 0 ( 2 5 2 1 - 1 ) , 2 6 1 6 ( 2 6 1 7 - 1 ) , 2 1 2 7 8 ( 2 1 2 7 9 - 1 ) , 

22i70(22i7i _ i ) ( 2 2 2 0 2 ( 2 2 2 0 3 - 1 ) , 2 2 2 8 0 ( 2 2 2 8 1 - 1 ) , 

2 3216( 2 3217_ 1 ) é s 2 4 4 496(244 4 9 7 _ ! ) 

tökéletes számokat. 
A baráti számpárok olyan számkettősök, amelyek bármelyike 

egyenlő a másik valódi osztóinak (az 1-et is számítva) az összegével. 
A püthagoreusok csak a 220, 284 baráti számpárt ismerték. Ennél 
valóban: 

220 osztóinak összege: 1+2 + 4+ 5+10+11 + 2 0 + 2 2 + 4 4 + 55 + 
+ 110=284, és 284 osztóinak összege: 1+2 + 4+71+142=220. 

Az arab SZABIT IBN KURRA (836-901) fedezte fel az 1184 és 1210 
baráti számpárt. PIERRE FERMAT-tól való 17 296 és 18 416. RENÉ 
DESCARTES (1596-1650) adta meg a 9 363 584 és 9 437 056 baráti 
számpárt. EULER nagyságára jellemző, hogy további 61 baráti 
számpárt határozott meg. Az elmondottakhoz felesleges hozzáfűz
ni, hogy a püthagoreusok ismerték a prímszám és az összetett szám 
fogalmát. 

A püthagoreusok azzal, hogy a számot az egységek halmazának 
definiálták, mesterségesen száműzték a számok közül a törteket, 
bár a gyakorlati emberek ezzel nem törődve nyugodtan számoltak 
azokkal. A püthagoreusi számelméletben a törtek helyét a számok 
aránya foglalta el. Zeneelméletükben már láttuk, hogy a hangközö
ket számarányokkal jellemezték. Ezek között az elsőket, ( 2 : 1 , 3 : 2 , 
4 : 3) az oktávhoz, a kvinthez, illetve a kvarthoz rendelték. Az em
lített arányok általános alakja: (n+\):n. Az ilyen arányokat 
„epimoriosz logosznak", „fölös részű aránynak" nevezték, jelölve 
azt, hogy az előtag 1 egységgel nagyobb az utótagnál. Ez az elneve
zés az „epimorion diasztéma", „fölös részű hangköz" zenei kifeje
zésükből származik. A hangközt jellemző arány matematikai abszt
rakciója önálló életet kezdett élni az arányelméletben. Ugyancsak 
epimoriosz logosz volt a neve az (n+ 1) :r> arány bővített alakjainak 
is, tehát általánosságban a k(n+ 1) : kn arányoknak. A püthagoreu
sok bebizonyították, hogy az epimoriosz arányok két tagjának 
nincs mértani középarányosa. Ha ugyanis lenne, amit jelöljünk m 
betűvel, akkor 

(m\2 

k(n+l)kn=m2, illetve ( n + l ) « = — volna. 

Mivel a bal oldalon szám áll, hiszen («+1) is, n is szám, azért a jobb 
oldalon is szám kell hogy legyen. A jobb oldal szerint viszont ez a 
szám négyzetszám, ami pedig a bal oldal miatt lehetetlen. Az erede
ti feltevés tehát helytelen, annak ellenkezője igaz, azaz (n+ l)-nek 
és H-nek nincs mértani közepe. 
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Az arány (logosz) fogalma tehát együtt alakult ki a hangköz fo
galmával. Ugyanekkor keletkezett az aránypár fogalma is. Görö
gül az aránypárt „analógiának" nevezték, azaz logc szonkénti 
egyenlőségnek, arányok egyenlőségének. A zeneelméletben láttuk 
erre példaként a 12 : 9= 8 :6 aránypárt. Az analógia szó később át
került az európai nyelvekbe, és már nem két arány egyenlőségét, 
hasonlóságát jelentette, hanem általában hasonlóságot. 

A mértani középarányos fogalma is az aránypárral kapcsolatos. 
Ha ugyanis egy aránypár beltagjai (vagy kültagjai) egyenlők, mint 
például az a :b=b :c aránypárnál, akkor a neve folytonos aránypár, 
és b éppen ű-nak és c-nek mértani közepe. Ez, amint láttuk, az («+1) 
és n számok esetében nem létezik, habár a b2=ac geometriai értel
mezése szerint minden a, c oldalú téglalaphoz szerkeszthető a tégla
lapéval egyenlő területű négyzet. Éppen a mértani megoldhatóság 
miatt nyerte ez a középarányos a mértani jelzőt. 

A hangközök összetevéséből származott a hangközökhöz rendelt 
arányok összetevése, szorzása, amint azt a hangtani részben már 
láttuk. A (4 :3) • (3 : 2) szorzás eredményét, a (4 : 2), illetve a (2 :1) 
arányt szinte kísérletileg lehetett ellenőrizni a monokhordon, 
hiszen a húrhosszakat megfelelően választva, csak meg kellett hall
gatni, hogy kielégíti-e a kvart+kvint= oktáv összefüggést. Az ará
nyokkal való műveletek tehát szintén a „szümphóniák" tanulmá
nyozásából eredtek. Ezek a műveletek egyébként megfeleltek a mai 
törtműveleteknek. A fenti példákkal szerettük volna érzékeltetni, 
hogy a számelmélet a püthagoraszi harmóniatanban, zeneelmélet
ben gyökerezik. 

Ennek a számelméletnek azonban volt egy sajátosan geometriai 
színezetű fejezete is, amely szinte átvezet a geometriába, mert a szá
mokkal mint „geometriai alakzatokkal" foglalkozik. Ez a követke
zőképpen értendő: A püthagoreusok szerették a számokat kirakott 
kavicsokkal szemléltetni. Sokszor így „mutatták meg" a kimondott 
tétel igazát is. Ezeknek a különböző alakzatokba rendezett kavi
csoknak a száma az, amit figurális számnak nevezünk. Ezek lénye
gét talán jobban érzékelteti néhány példa. 

Emlékezzünk vissza arra a megállapításra, hogy a fülnek kelle
mes hangközöknél a húrhosszak aránya az 1,2, 3,4 számok arányá
val fejezhető ki. Rakjuk ki ezeket a számokat az oldalt látható, 
önként adódó elrendezésben: 
Az így keletkezett „háromszög", a szent tetraktüsz (négyes alakzat) 
volt a püthagoreus szövetség egyik jelvénye, amely jelképezte a 
mindenség harmóniáját. Az ilyen, háromszög alakba rendezhető 
kavicsok számát (a következőkben a háromszög alakban rendezhe
tő számot) nevezték háromszögszámnak. Ilyen háromszögszámok: 
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• • • 
• • • • • • 

• • • • • • • • • • 
• • • • • • • • • • • • • • • 
1, 1+2=3, 1 + 2 + 3 = 6 , 1 + 2+3+4=10, 1+2+3 + 4+5=15, . . 

Általánosságban: 1 + 2+ 3+ 4+ . . . + n= - ^ K Az n-edik há

romszögszám az első n szám összege. 

A téglalap alakba rendezhető számok a téglalapszámok. Ilyenek: 

• • • • 
• • • • 12=3-4 vagy 10=2-5 

• • • • 

Ezek között külön csoportot alkottak az n(n+ 1) alakúak: 
• • • • • 

2=1-2, 6 = 2-3, 12=3-4, 20=4-5, . . . 

2, 2+4, 2+4+6, 2+4 + 6+8, . . . , 2+4+6+...+2n=n(n+1). 

Az n-edik n(n+1) alakú téglalapszám az első n páros szám összege. 
Az olyan számokat, amelyek téglalap alakba nem rendezhetők, 

azaz nem bonthatók tényezők szorzatára, lineáris (vonalas) szá
moknak nevezték (a mai törzsszámok). Lineáris számok: 

• • í j • • • 3 , • • . • • • 5 , • • • • • • • 7 j . . . 

A négyzet alakba rendezhető számok a négyzetszámok. Az elne
vezést ma is használjuk. Ezek nyilván: 

• - • • • • • • • • • • • • • « . . . 
1, 1+3=4, 1+3 + 5=9, 1 + 3+5+7=16, 1+3+5+7+9=25, . . . , 1 + 3 + 5 + +(2n-1) = n2. 

Az n-edik négyzetszám az első n páratlan szám összege. 
Az ötszögszámok: 

• • • • • 
• • • • • • • • • 
1, 1+4=5, 1+4 + 7=12, . . . , 1+4+7+ . . . + ( 3 n - 2 ) = ( 3 " " 1 ) " • 

: 
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Következhetnék a többi sokszögszám a végtelenségig. Ezeket ösz-
szefoglaló néven síkszámoknak is nevezték. 

A síkszámok között kiemelkedő szerep jutott az ún. gnómón-
számoknak. A gnómón a napóra görög neve. Legegyszerűbb alakja 
egy földbe szúrt bot és az árnyéka. A görögök az ilyen L formájú 
alakzatot általában gnómónnak hívták. Az ilyen alakba rendezhető 
számokat nevezték gnómónszámoknak. Ezek a következők: 

1+2=3, 2+3=5, 3+4=7, 4 + 5=9, . . . , (n-1)+n=2n-1. 

Az n-edik gnómónszám az («— l)-edik és az n-edik szám összege. 
Ezek voltaképpen a páratlan számok. 

Megemlítjük még a térbeli alakzatokba rendezett számokat. Ezek 
közül a térszámok közül az elnevezésben ma is élnek a köbszámok: 
1, 8, 27, 64, 125, . . . . 

A köbszámok összegezésére a püthagoreusok észrevettek egy 
ügyes eljárást. Ennek menete a következő: 

13=1 
2 3 =3+5 
33=7+9+11 
43=13+15+17+19 
53=21 + 23+25+27+29 

ezért: 
13 = 1 (A jobb oldalon 1 tag) 

l 3 + 2 3 = 1 + 3+5 (3 tag) 
l 3 + 2 3 + 3 3 = l + 3 + 5 + 7 + 9 + l l (6 tag) 

l 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 = 1 + 3+5 + 7+9+11 +13+15+17+19 (10 tag) 

Vegyük észre, hogy ha a bal oldalon az első n köbszám összege áll, 
akkor a jobb oldalon a tagok száma éppen az «-edik háromszög-
szám, tehát: 

S „ = l 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 + . . . + « 3 = 1 + 3+5 + 7+ . . . + 
+ (« 2 +n-l) , 

ahol a jobb oldalon = számú tag áll. így: 

_n2+n n(n+l) 
"»——~— — ^ — : 

n(n+ 1) 

Az első n köbszám összege az n-edik háromszögszám négyzete. 



A GÖRÖG MATEMATIKA ALAPJAINAK LERAKÁSA 

A püthagoreusok a figurális számok között sok más, érdekes 
kapcsolatot is felfedeztek. Ezek közül ismertetünk néhányat: 

Két egymás utáni háromszögszám összege négyzetszám. Szem
léletesen : 

1 + 3=22, 3 + 6 = 32, 6 + 10=42, 
( n - 1 ) n . n(n-t-l) 2 

2 + 2 

Minden háromszögszám kétszerese téglalapszám. 

2-3=6, 2-6 = 12=3-4, 2-10=20=4-5, íSÍgÜí.irfn+U 

Érdekes szám a 6, nemcsak azért, mert tökéletes szám, tehát 
egyenlő a nála kisebb osztóinak az összegével, hanem azért is, 
mert ugyanezea osztók szorzatával is egyenlő: 

1 + 2 + 3 = 6 = 1 - 2 - 3 . 

A 6 az egyetlen szám, amely háromszögszám is és n(n+ 1) alakú 
téglalapszám is: 

• • • 
1+2+3 = 2-3 = 6. 

A 6 egységnyi élű kocka az egyetlen olyan kocka, amelynél a felület 
mérőszáma megegyezik a térfogat mérőszámával. Csakugyan, ha az 
ilyen kocka élét x betűvel jelöljük, akkor kell hogy 6x2=x3 legyen. 
Innen x=6. 

Egy négyzetszám meg a hozzá „illeszkedő" gnómónszám ismét 
négyzetszám: 

U 
12+3=22 22+5=32, 32+7 = 42, n 2 + ( 2 n * 1 ) = ( n + 1 ) 2 

Alkalmazzuk most ezt a törvényt azokra az esetekre, amelyeknél 
a gnómónszám maga is négyzetszám, tehát: 
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ahol 

4<+9 = 5 , 

42 + 3 2 = 5 2 

3 3 = 4 + 5, 

12 2 +25=13 2 , 

122 + 52=132, 

52=12+13, 

2 4 N - 4 9 = 2 5 , 
2 4 2 + 7 2 = 2 5 2 

72 72 = 24+2 5, 

Általánosságban, ha a 2n+ 1 páratlan számot m2-tel jelöljük, ak
kor: 

(m2-lY , (m2+l)2 

Ha tehát w páratlan szám, akkor az 
m2-\ , m2+í 

x=—=—, az y=m es a z——=— 
pitagoraszi számok, azaz kielégítik az x2+y2=z2 egyenletet. 
A pitagoraszi számhármasoknak ezt a gyártási módját a püthago-
reusok valóban ismerték. Ez a magyarázata a következő mecha
nizált eljárásnak: írjuk fel a négyzetszámok és a páratlan számok 
sorozatát az 

5, 

36, 49, 64, 100, 121, 

13, ' 5 , 17, 19, 2 1 , 2 3 , 

elrendezésben. Valahányszor a páratlan számok sorozatában négy
zetszámhoz érkezünk, csatoljuk hozzá a balról, jobbról felette álló 
kettőt. Az így nyert négyzetszámok alapjai pitagoraszi számhár
mast alkotnak. 

A módszer általánosítható, ugyanis ha egy négyzetszámhoz hoz
záadjuk a hozzá illeszkedő két következő gnomónszámot, akkor is 
négyzetszámot nyerünk: 
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• • • • 
• j . . • • • • 
• • • • • • • 
• • • • • • • 
12+(3+5)=32 2 2 +(5 +7)=42, n 2 +(2n+1+2n + 3 ) = ( n + 2 ) . 

Válasszuk ki ezek közül ismét azokat az eseteket, amelyeknél a két 
gnómónszám összege négyzetszám, például: 7+9=16, 17+19= 
= 36, 31 + 33=64 stb. Szemléletesen: 

3N-(7 + 9) = 5 2 

3 ' + ^ 
42 = 2(3 + 5), 

r+(17+19) = 102, 

8 2 + 6 2 = 102, 

62=2(8+10), 

\ 

Általánosságban, ha a (2n+l)+(2«+3)=4«+4=4(«+l) négy
zetszám, azaz az («+1) négyzetszám, és bevezetjük az «+ l = a2 je
lölést, amikor is n—a2— 1, akkor 

( a 2 - l ) 2 + 4 a 2 = ( a 2 + l ) 2 . 

így az (a2— 1), a 2a és az (a2+ 1) pitagoraszi számok. Az előbbi 
két sorozatból álló sablon most is használható, a bekeretezett szá
mokból pitagoraszi számhármasok olvashatók le. 

1, 4, \ 9, \ 16, / 25, / 36, 49 ,\ 64,\ 81, / l00,/ 121, \ 144,\ 169, 196./225/ 256, 

3, 7, 9 , , 
\ 

23, \25, 27, 
/ 

29, / 31, 

Az általánosítás természetesen a bemutatott irányban folytatha
tó. Lehetséges tehát, hogy három szomszédos páratlan szám összege 
négyzetszám, például: 25+27+29=81. Ekkor mivel 

« 2 +(2n+l+2n+3 + 2« + 5)=(n+3)2, 

azért az «= 12 esetén 122+ 81 = 152, ami a kettős számsorozat szag
gatott vonallal bekerített részéből is leolvasható. 

PLUTARKHOSZ szerint a püthagoreusok igazolták, hogy minden 
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• • • • • 

• » \ « Á • 

8-3+1 = 2 5 = 52, 

• • V 6- • • • 

• • • \ » /• • • 

•6 + 1=49 = 7 = 72 

20. ábra 

/ ^ £ 
c / a - i ^> 

V^ /c 
c ^ / 

21. ábra 

A kocsihajtó feje (i. e. 470) 

háromszögszám eggyel nagyobbított nyolcszorosa négyzetszám. 
A tétel igaza könnyen belátható, hiszen 

n(«+1) 
8 -+ l = 2«2+4n+l = (2n+l)2 

E szabályból meglepő' módon lehet eljutni a Pitagorasz-tételhez 
is. Nem állítom, hogy a püthagoreusok ezt meg is tették, bár a saját 
kirakós módszerükkel bizonnyal megtehették, talán így: A tételt 
szemléltessük „kavicsokkal". Például: a második háromszögszám 
3, a harmadik pedig 6. Ezekkel készült a 20. ábra. 

Űgy vélem, hogy már ez a két szemléltető' rajz is megadhatja azt 
az ötletet, hogy a sokszögszámoktól elbúcsúzva, csupán a rajzot 
vizsgáljuk, amelyben 8 kis derékszögű háromszög és egy négyzet 
tölt ki egy nagy négyzetet. Általánosságban tehát az az ábra, ame
lyet a háromszögszámok idézett tétele ihletett, így néz ki (21. ábra): 

A rajz tanúsága szerint a c oldalú négyzet összeállítható 4 egybe
vágó derékszögű háromszögből és az általuk közrefogott kis négy
zetből, tehát: 

„ 2 _ ab 
= 4-—+(a-b)2=a2+b2. 

A Pitagorasz-tételt nyerjük akkor is, amikor a rajzot úgy tekint
jük, mint amelyen az (a+b) oldalú négyzetet 4 derékszögű három
szög és a c oldalú négyzet tölti ki. Ekkor is: 

ab 
2 ' 

(a+b)2=c2+4-

azaz 
a2+b2=c2. 

A PÜTHAGOREUSOK GEOMETRIÁJA 

Az előző fejezet végén már át is léptünk a számelméletből a geomet
ria területére. A Pitagorasz-tételt, amely leginkább tette ismertté 
PÜTHAGORASZ nevét, nem ő fedezte fel; Babilonban, Egyiptomban, 
Kínában már előtte is ismerték. A püthagoreusok magát a geomet
riát nem is értékelték annyira, mint a számok tudományát. Ez meg
nyilvánult az elnevezésben is. A számelméletet mathémának, tanul
mánynak hívták, ebből származik a matematika szó. A geometria 
hisztorié volt, amely a hisztoreo (tapasztal, kérdez, tudakoz) igé
ből származik, tehát kimondottan tapasztalati jellegű tudományt 
jelent. 

A már említett JAMBLIKHOSZ neoplatonista filozófus és matema
tikus azt állítja, hogy volt egy Püthagorasz hagyatéka címen is
mert geometriai tankönyv, amelyet a püthagoreusok adtak közre 
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azért, hogy vele pénzt keressenek. Erre - elveikkel ellentétben - az 
kényszerítette őket, hogy egy ízben elveszett a szövetség közös va
gyona. Sok olyan geometriai tételre, amelyet abból a könyvből is
mertek meg, fogták rá, hogy PÜTHAGORASZ fedezte fel. Biztosnak 
vehetjük azonban, hogy a püthagoreusok bizonyították be először, 
hogy a háromszög szögeinek összege két derékszög, úgy, ahogy ez a 
22. ábrából leolvasható. A bizonyításhoz tudniuk kellett, hogy a 
váltószögek egyenlők. Ez szinte bizonyossá teszi, hogy folytatták 
THALÉsznak a szögpárokra vonatkozó vizsgálatait. Ezt valószínű
síti az is, hogy a közös csúcsú szögek számbavételével feleltek arra a 
kérdésre, hogy milyen szabályos sokszögekkel fedhető le hézagmen
tesen a sík. (Szabályos háromszögekkel, négyzetekkel és szabályos 
hatszögekkel.) A zárójelben említett szabályos sokszögeken kívül 
meg tudták szerkeszteni a szabályos ötszöget is. Ennek a szerkesz
tésnek a felfedezése az i. e. V. század elején HIPPASZOSZ nevéhez fű
ződik. Ekkor a püthagoreusok már két, egymással ellenséges tábor
ra oszlottak. Az egyik a vallási előírásokat tartotta fontosnak, a 
másik a matematika művelését. HIPPASZOSZ ez utóbbi csoportba 
tartozott, és ezért az előbbiek kiközösítették, sőt állítólag még éle
tében felállították sírkövét annak jeléül, hogy számukra meghalt. 
Az ötszögszerkesztéshez HiPPASzosznak, tehát az akkori püthago-
reusoknak is, ismerniük kellett, hogy a szabályos ötszög átlói 
az aranymetszés szabályai szerint osztják egymást. Az aranymetszés 
egy a hosszúságú szakaszt akként bont két, b és c részre, hogy az 
egész szakasz úgy aránylik a nagyobbik részhez, mint a nagyobbik 
a kisebbikhez, tehát az ábra szerint: 

a:b=b:c, ahol b + c=a. 

22. ábra 

Az aranymetszés szabálya valószínűleg még a PÜTHAGORASZ előtti 
idők geometriai divatú képzőművészetéből kristályosodott ki. Szá
mos természeti tárgy, jelenség mutat megközelítően ilyen felosztott
ságot. 

Az ABCDE szabályos ötszög két, egymást metsző átlója AD és 
BE. Az AFE egyenlő szárú háromszög hasonló az ADE egyenlő szá
rú háromszöghöz (mert az egyíves szögek egyenlők). Ezért: 

(a+x) : a=a : x. 

Ha tehát adott a oldalú szabályos ötszöget akarunk szerkeszteni, 
akkor meg kell szerkesztenünk az x távolságot. HIPPASZOSZ ezt a 
feladatot bizonyos területátalakítással, vagy ahogy akkor nevezték, 
területillesztéssel oldotta meg. A területillesztés - úgy tudjuk -
szintén püthagoreus találmány, de erről általánosságban EUKLEI
DÉSZ Elemek című művével kapcsolatban szeretnék beszélni. Most 
csak a szóban forgó szerkesztéshez szükséges eljárást ismertetném. 

23. ábra 

24. ábra 
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Az (a+x) : a=a : x folytonos aránypár, amelyben az a beltag a 
két kültag mértani közepe, tehát: 

(a+x)x=a2. 

Azért, hogy az a ismeretében megszerkeszthessük az x szakaszt, 
„illesszünk" az a távolságra egy a2 területű téglalapot úgy, hogy az a 
szakaszról még egy négyzet „kilógjon", a 25. ábra szerint. 

Felezzük meg az a szakaszt, és a második = távolság alá építsünk 
négyzetet, végül ehhez a négyzethez illesszünk egy x szélességű 
„gnómónt", amint a 26. ábra mutatja. A rajz szerint a gnómón terü
lete akkora, mint az (a+x), x oldalú téglalap területe. így 

{a Y (a)2 , 
2 + X = 2 + ( ű + * ) x -

Az eredeti feltétel szerint azonban (a+x)x=a2, tehát: 

Ebbe az összefüggésbe már nem nehéz belelátni a Pitagorasz-

tételt. Ha egy derékszögű háromszögnek a két befogója: ^ és a, 

akkor az átfogója: x+x. Az átfogóból levonva az - szakaszt, 

maradékul a keresett x szakaszhoz jutunk. Ennek birtokában az 
a oldalú szabályos ötszöget már nem nehéz megszerkeszteni. 

A szabályosötszög-szerkesztési feladat két, említésre érdemes 
problémát rejt. Az egyik a középarányosok fogalma és szerkesztése, 
amelyet szintén a püthagoreusok oldottak meg. A számtani és a mér
tani közepeket a folytonos aránypárokból származtatták. Arány
nak nevezték az a—b=b— c egyenló'séget is, amelyben a b számtani 
középarányosa a-nak és c-nek: b=—=— . Szerkesztése nyilván
való, de a törtek száműzésével nem minden két számnak adódott 
szám számtani közepe. Például a 6 és 7 számtani közepe nem szám, 
hanem két szám aránya: 13:2. 

A mértani középarányosnál azonban ennél komolyabb nehézsé
gek merültek fel. Mint ismeretes, az a : b=b : c folytonos aránypár
ból az a-nak és c-nek mértani közepe: b, ami azt jelenti, hogy b2= 
= ac, azonban nem minden a és c számnak létezik mértani közepe, 
amint ezt már az epimoriosz arányoknál láttuk. Ez nemcsak azt je
lenti, hogy például a 6 és 7 számok mértani közepe nem szám, ha
nem azt is, hogy még két szám arányával sem lehet kifejezni. 
Ugyanakkor két tetszőleges szakasz mértani közepe mindig meg
szerkeszthető', azaz minden a és c oldalú téglalaphoz szerkeszthető 
olyan b oldalú négyzet, amelynek területe egyenlő a téglalapéval. 
Ezt a szerkesztést a Thalész-tétel és a Pitagorasz-tétel segítségével a 
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püthagoreusok is végre tudták hajtani úgy, ahogy ma a középisko
lás diákok. A 28. ábrán látható szerkesztéshez, úgy vélem, elegendő 
rövid magyarázat: 

Mivel: 
i 

azért 

és így 

ACDA ~Z)CBA, 

a:b=b : c 

b2 = ac. 

Ha tehát az ac szorzat nem négyzetszám és nem is egy aránynak a 
négyzete, akkor a görög számfogalom szerint nem lehet megmon
dani az ac területű négyzet oldalának a mérőszámát, noha az ilyen 
négyzet szerkeszthető (mert a szakaszra nézve nem definiáltak egy 
egységnyi, tovább már nem osztható szakaszt). Az ilyen „nem meg
mondható számot" a görögök „arrhéton"-nak, „kimondhatatlan
nak" nevezték. Ez az, amit ma irracionális (nem törtszerű) számnak 
hívunk. Az irracionális viszony á püthagoreusok egyik nagy felfe
dezése. Valószínű azonban, hogy egy másik, egyszerűbb feladat 
kapcsán bukkantak rá. Nem tudni, hogy mikor vetették fel a négy
zetkettőzés problémáját, azaz azt a kérdést: hogyan lehet adott 
négyzethez kétszer akkora területű négyzetet szerkeszteni? Magát a 
szerkesztést valószínűleg könnyen megoldották a 29. ábra szerint: 
A BEFD négyzet területe egyenlő az ABCD négyzet területének a 
kétszeresével. Megoldhatatlan nehézségbe ütköztek azonban, ha 
arra akartak válaszolni, hogy milyen hosszú a BEFD négyzet oldala, 
illetőleg az a oldalú négyzet átlója. 

Az a mérőszámának a megállapítására bármilyen, nála nem na
gyobb hosszegység választható, amely valahányszor ráfér mara
dék nélkül. Ha ezt az egységet úgy választjuk meg, hogy c-re is ma
radék nélkül rámérhessük, akkor a mérőszámából c mérőszámát 
számként vagy arányként meghatározhatjuk a közös mértékegysé
gekben. A kérdés tehát az, hogy miként lehet a-hoz és c-hez, általá
ban két adott szakaszhoz olyan távolságot találni, amellyel mind
kettő megmérhető? Más szóval: van-e a két szakasznak közös 
mértéke? 

A kérdés megválaszolására szolgáló módszer szintén a monokhor-
don született meg akkor, amikor a konszonáns hangokhoz tartozó 
húrhosszakat összehasonlították. Ekkor lényegében két húrhossz, 
két szakasz közös mértékét állapították meg. Az ezzel megmért húr-
hosszak arányát rendelték a konszonáns hangközhöz. A kvart ese
tében például az egész húrhosszra (AB) rámérték a kvartnak meg
felelő AC húrhosszúságot, azután a CB különbségről észrevették, 
hogy pontosan háromszor fér rá az AC szakaszra. így a CB-vel a 
teljes AB hosszúság és az AC szakasz is megmérhető: az AB-nek és 

/' c 

YV 
b \ \ \ \ \\ 

a 

ac 

c e 
c 

/ 28. ábra 

29. ábra 

30. ábra 
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az AC-nek a legnagyobb közös mértéke a CB. Ezzel a mértékegy
séggel a két húrhossz aránya: 3 : 4. Tetszőleges két szakasz esetén 
is alkalmazható ez az eljárás. Keressük meg az AB=a és a CD=b 
szakaszok legnagyobb közös mértékét! Mérjük rá eló'ször a kiseb
bik b szakaszt a nagyobb a-ra. Ha maradék nélkül rámérhető pél
dául rc-szer, akkor éppen b a legnagyobb közös mérték. Ha van ma
radék : r„ akkor folytassuk az eljárást, mérjük rá az r, maradékot 
b-re. Megint két eset lehetséges: vagy rámérhető r, maradék nélkül 
a b-re valahányszor, akkor nyilván r rgyel a is megmérhető, vagy 
pedig kapunk valami r2 maradékot. Az utóbbi esetben ismételjük az 
előbbi eljárást: mérjük rá r r r e az r2 maradékot, és így tovább. Ha 
ennek az eljárásnak egyszer vége szakad, vagyis kapunk egy utolsó 
maradékot, amelyet már pontosan sikerül rámérnünk az előző ma
radékra, akkor az utolsó maradék a legnagyobb közös mérték. 
Megeshet azonban, hogy az ismertetett eljárás vég nélkül folytatha
tó. Ekkor a két szakasznak nincs közös mértéke, a két szakasz ösz-
szemérhetetlen, görögül „aszümmetron", latinul „inkommenzurá-
bilis". Ez azt is jelenti, hogy nem tudtunk a két szakasz számára kö
zös mértékegységet találni, tehát ha az egyiknek van mérőszáma, 
akkor a másiké „arrhéton" szám, irracionális szám - és fordítva. 

Ezek után vizsgáljuk meg, hogy a négyzet oldala és az átlója ösz-
szemérhetők-e. Mérjük rá az ABCD négyzet a oldalát a c átlóra. 
Ráfér egyszer, és a maradék av (32. ábra) - Mielőtt folytatnánk, 
állítsunk merőlegest a c átlóra a G pontban. Ez metszi az AB oldalt 
az E pontban. Az AGE háromszögnek két 45°-os szöge van, tehát 
egyenlő szárú, ezért GE=ax. Az EGC és EBC háromszögek egy
bevágóságából következik, hogy EB=al. A mérési eljárást folytat
va, az ax maradékot rámérjük az a oldalra: ráfér kétszer. Az al 

másodszori felmérésénél azonban megint négyzetoldalt (a,) mér
tünk ugyanazon négyzet (AGEF) átlójára, tehát kapunk maradékot, 
a2-t. Amint az ábra mutatja: az a2-nek az a,-re mérésénél szintén 
négyzetoldalt mérünk négyzetátlóra (az AHIJ négyzetben), tehát 
ismét lesz maradék. Belátható, hogy a négyzetek hasonlósága miatt, 
és mivel eljárásunk minden lépésével négyzetoldalt mérünk négy
zetátlóra, mindig jelentkezik maradék, azaz az eljárás vég nélkül 
folytatható: a négyzet oldala és átlója összemérhetetlenek. Ez az 
előbbiek szerint azt jelenti, hogy ha a négyzet oldalát számmal vagy 
aránnyal (racionális számmal) jellemezzük, akkor az átlójának a 
mérőszáma „arrhéton" szám, irracionális szám. 

Pontosan a most ismertetett módon látható be a 24. ábra AED és 
AFE hasonló háromszögpái ja segítségével, hogy a szabályos ötszög 
oldala és átlója összemérhetetlen szakaszok. Ezt annak idején HIP-
PASZOSZ is észrevette. 

Ugyancsak a püthagoreusok idejében született meg az indirekt 
bizonyítása is annak, hogy a négyzet oldala és átlója összemérhetet-
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lenek. Ha ugyanis az a oldalnak és a c átlónak lenne legnagyobb 
közös mértéke: x, és a=nx, c=mx volna, ahol nés m relatív prím 
számok, akkor a Pitagorasz-tétel értelmében 

2a2=c2 

vagy 

2n2x2=m2x2, 

illetve 

2n2=m2 

lenne. 
Ebből az következnék, hogy m2 és vele m is páros szám, tehát m 2k 

alakú. így 

2n2=4k2 

vagy 

n2=2k2. 

Ekkor viszont n2. és így n is páros szám lenne. A következmény 
tehát az, hogy m és n is páros szám, ami ellentmond annak a kezdeti 
feltételnek, hogy n és m relatív prímek. A kiinduló feltevés tehát 
helytelen, azaz a és c összemérhetetlenek. 

E tétel geometriai jellegű bizonyításánál felhasználtuk a hasonló
ság fogalmát, aminek szintén birtokában voltak a püthagoreusok. 
A hasonlóság eredete is a zeneelméletben keresendő. Vegyünk két 
különböző hosszúságú húrt. Az egyik legyen például 15 cm, a másik 
pedig 12 cm hosszú. Ekkor az első húr alaphangjának a kvintjéhez 
10 cm, a másik húr alaphangjának a kvintjéhez pedig 8 cm hosszú 
húr tartozik. Az egyik kvint arányszáma tehát 10 : 15, a másik húr
nál 8 : 12. E két arányt, ezt a két „logosz"-t, mivel ugyanazt a kon-
szonanciát jelölik, a püthagoreusok egyenlőknek vették. Az arány-
pár görög neve - amint már említettem - „analógia" volt, aminek 
pontos jelentése: „logoszonkénti (ana logon) egyenlőség". Ilyen 
egyenlő arányokból állították össze az 

a+ b 2ab , 
a : —-—= r : b 

2 a+b 

„arany aránypárt" is. 
Később a püthagoreusok hasonlónak nevezték azt a két téglalap

számot is, amelyeknél a megfelelő „oldalak" aránya megegyezett. 
Hasonlók például a 3- 5= 15 és a 6- 10=60 téglalapszámok, mert 
3 : 5 = 6 : 10. Megállapították azt is, hogy a hasonló téglalapszá
moknak mindig van mértani középarányosuk, viszont a nem ha
sonlóknak nincs. Később a hasonlóság fogalma a hasonló „síkszá-
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mok" és a hasonló „térszámok" közvetítésével átterjedt a síkido
mokra és a testekre is. 

Láthatjuk, hogy a szabályosötszög-szerkesztés feladata szinte 
összefoglalja mindazon alapvető' számelméleti és geometriai ismere
teket, amelyekkel a püthagoreusok már rendelkeztek. A szabályos 
ötszög átlói által alkotott szabályos csillagötszög a püthagoreus 
szövetség kabalisztikus jelvénye volt. Ezt a jelvényt már Babilonban 
is ismerték. (Érdekes, hogy merőben más megokolással ez lett az öt 
világrész kommunistáinak közös jelvénye is.) 

A püthagoreusok geometriájához tartozott még a szabályos (tö
kéletes) testek tulajdonságainak a kutatása is. Maga PÜTHAGORASZ 
valószínűleg csupán a tetraédert, a kockát és a dodekaédert ismerte. 
Az oktaédert és az ikozaédert csak később fedezte fel PLATÓN tanít
ványa : THEAITETOSZ (i. e. 4177-369). A püthagoreusoknál a tetra
éder a tűz jelképe volt, az oktaéder a levegőé, az ikozaéder a vízé és 
a kocka a földé. Később ARISZTOTELÉSZ (i. e. 384-322) a dodeka
édert az égi szférával azonosította. Megjegyezzük, hogy az ikoza
édert valószínűleg már Babilonban ismerték, Pádua mellett pedig 
találtak egy, az i. e. 500 előtti időkből származó, dodekaéder alakú 
etruszk emlékművet. A püthagoreusok foglalkoztak először azzal a 
kérdéssel, hogy milyen szabályos testekkel lehet a teret hézagmente
sen kitölteni. Erre alkalmasnak találták az oktaédert és a kockát. 
A gömböt végtelen sok oldalú szabályos testnek tekintették, szó
használatukkal a legtökéletesebb testnek, aminthogy a kör is a leg
tökéletesebb síkidom. PÜTHAGORASZ bizonyítás nélkül ugyan, de 
kimondta, hogy az egyenlő kerületű síkidomok közül a kör területe 
a legnagyobb, és ugyanígy az egyenlő felszínű testek között a gömb 
térfogata a legnagyobb. 

Amint látjuk, PÜTHAGORASZ neve a matematikának egy egész 
korszakát fémjelzi, főleg az i. e. VI-IV. századot. Ennek a korszak
nak volt az érdeme a matematika alapjainak a lerakása. Ezen belül 
ki kell emelnünk a számelméleti megalapozást, az irracionalitás 
felfedezését és a szabályos sokszögek és testek tanulmányozását, 
mindig a harmóniaelméletből kiindulva, illetőleg oda visszamutat
va. 

Amint említettük, a püthagoreusok mesterük halála után egy ki
mondottan vallási szektára és egy matematikával foglalkozó társa
ságra bomlottak. Az utóbbiaknak utolsó nagy vezetője ARKHÜTASZ 
(i. e. 4287-365) volt. Róla és a többi püthagoreusról később még 
lesz alkalmunk külön-külön is megemlékezni. 




