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El0sz6 helyett

BOLYAI JANOS a magyar és az egyetemes tudomdny egyik legnagyobb alakja.
A magyar nép szellemi alkot6képessége, a tudomdny terén, legmagasabb fokon
benne Sltout testet. Eletét és munkdssdgdt szdmos m méltatta, sokan és szeren-
csére sokat irtak réla. Az elSttiink jérék szorgos munkdjdnak kodszonhetSen ma
mdr konyvtdmyi Bolyai-frdssal rendelkeziink. Rangos monogréfidk, sok tudom4-
nyos dolgozat és népszer(isitl cikk ismerteti életitjdt, a geometridban elért kor-
szakalkotd felfedezését s a modern matematika kialakitdsdban jétszou szerepét.

BOLYAI JANOS, a matematikus réges-régen elfoglalta mélté helyét a tudo-
mdnyban. Nemcsak mi, magyarok, de az egész vildg ismeri, becsiili a Bolyai-
nevet. A csillagdszok — HELL MIKSA, EOTVOS LORAND, NEUMANN JANOS mel-
lett — réla is elneveztek egy kritert a Holdon. A Mars és Jupiter kézotti z6ndban
kering6 kisbolyg6k egyike szintén BOLYAI JANOS nevét viseli. Amikor az elss
magyar (rhajés a vildglirben jért, BOLYAI JANOS fom(vének egyik eredeti pél-
dinydt is magdval vitte. Ezzel jelezte, hogy az Appendix a magyar tudomdny
legragyogébb 26 oldala.

Valahdnyszor a nevét emlitjik, szinte mindig geometriai eredményeit helyez-
ziik elStérbe. Ez teljesen indokolt, hisz az abszoldt geometria megalkotdsdval va-
I6ban egyediildllé eredményt ért el. Ujabban sok sz6 esik tdrsadalmi, filozéfiai
nézeteirl, s taldn a Responsio is egyre ismertebbé vilik a matematikatoriénet-
ben. Létezik azonban BOLYAI JANOSnak még egy, kevésbé ismert fontos miive.
Ez a haldlakor rink maradt kéziratos hagyatéka. A t6bb ezer oldalnyi Bolyai-
ereklye lapjai rejtik azokat a gondolatokat, amelyeket fréjuk életénck mésodik
felében magdnyosan, sivir kdmyezetben jegyzett fol.
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A Bolyai-hagyaték feltdrdsa mintegy 100 évvel ezelbtt kezdSdot meg. PAUL
STACKEL (ttérS munkdjdnak koszonhetS, hogy a tudomdnyos vildg a szdzadfor-
dulé idején megismerhette BOLYAI JANOS tobb, kéziratban maradt munk4jdt. A
késGbbi Bolyai-kutatds legtobbszor csak STACKEL észrevételeire és magyardza-
taira tdmaszkodott. O val6ban jelentSs munkét végzett, de mindent felSlelni és
valésan értékelni nem tudott. Kényve a benne fellelhetd pontatlansigok és egyes
hibdk ellenére ma is a legrészletesebb, legalaposabb Bolyai-monogrifia.

Lehet-e még djat mondani az Appendix tudds szerzG)ér6l? Vannak-e ma,
1997-ben fehér foltok a Bolyaira vonatkozé ismereteink térképén? — kérdezhet-
jik teljes joggal.

Az elmilt évtizedekben, években megsejtve, hogy BOLYAI JANOS kézirata-
inak lapjai még rejtenek értékes matematikai tételeket, egyre tobben siirgették,
siirgetik a Bolyai-hagyaték dtvizsgdldsdt. Bdr szimosan forgaudk mdr a kézi-
ratokat, mégis kiilonds, hogy t6bb mint egy évszdzad alatt nem akadt egyetien
magyar szakember, aki ezek rejtelmeibe — néhiny, f6képpen geometriai ered-
mény vizsgdlatdn til - tiizetesen behatoljon. Pedig nagyszerii feladat felkutatni
azt, hogy nagy miivének megalkotdsa utdn mivel foglalkozott a 16bbszdr csalé-
dott, meg nem értett BOLYAI JANOS. E feladat eldl viszont kitémi nem szabad,
ment kdtelességiink hagyomdnyaink feltdrdsa, nyilvintartdsa és kozzététele.

Vajon igaz-e, hogy BOLYAI JANOS izig-vérig geométer és eredeti gondolatai
is mindig geometriai tartalmiak? Az eddig megjelent monogréfidk szerz6i ugyan
megemlitik, hogy Bolyainak ,szdndékdban &llt" vagy .remélte” bizonyos nem
geometriai feladatok megolddsdt, de arra a kérdésre, hogy valéjdban keresett-e
és taldlt-e a maga dltal kitizou kérdésekre vilaszt, mir nem adnak feleletet.

Kulturdlis-tudomdnyos 6rokségiink feltdrdsinak s ennek keretében a Bolyai-
portré minél teljesebbé, igazabbd tételének igénye Osztonzout arra, hogy dtol-
vassam, kibetizzem a marosvisdrhelyi Teleki-Bolyai Konyvtirban Srzbtt sok
ezer oldalnyi Bolyai-kéziratot s megvizsgdljam, mit végzett az abszolit geomet-
ria megalkotéja a matematika mds teriiletein. Nem vdllalkozhattam - legaldbbis
egyelSre — a BOLYAI dltal kutatott minden probléma feltdrdsdra. Eddig csupdn
azokra a vizsgdlatokra Osszpontositottam figyelmemet, amelyek sordn BOLYAI
JANOS algebrai és szdmelméleti kérdések megolddsit keresi. Az frdsok val6sig-
gal leny(igbztek, s gy érzem, hogy makacs, aprélékos munkdm jutalmaként a
+Bolyai-l4ddk™ tobb dj, eddig ismeretlen titkdt, tdviatdt sikeriilt felfednem. Val-
latéra fogva ezeket az irdsokat kirajzolédott az eddig ismertnél egy drnyaltabb,
teljesebb, szinesebb Bolyai-kép.

Konyvemben — felhaszndlva és kiegészitve a mir megjelent részlettanulma-
nyaimat - BOLYAI JANOSnak a kéziratos hagyatékban rejt6z0 olyan felfedezése-
ir6l szeretnék tudésitani, amelyekrSl az eddigi igen tekintélyes Bolyai-irodalom
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semmit sem tud. Célom a Bolyai-kutatdsban még mindig 1étez6 fehér foltok k-
ziil néhdnyat eltiintetni és médsokat is felfedez8 itra buzditani. Igyekeztem a ko-
ribbi szakirodalom tévedéseit kiigazitani s felhaszndlva a kiadatlan dokumentu-
mokat, minden érvelésemet BOLYAI JANOS szavaival aldtdmasztani.

Munkdm sordn, ahol csak tehettem, mindvégig elkeriiltem a mésod- vagy har-
madlagos forrdsokat, és csak az elsGdlegesekbdl, azaz a kéziratokb6l szereztem
az ismereteket. Sok esetben tapasztaltam, hogy igen hasznos az eredeti forrdsok
alapjin ellenSrizni més szerzOk dllftdsait.

Igaz, hogy a hagyatékban nem taldlunk a Tér tudomédnydhoz hasonlithaté mii-
vet, de ha tiirelmesek vagyunk és elég mélyre dsunk, akkor felfedezziik, hogy a
Bolyai-kéziratok még sok meglepetést tartogatnak szdmunkra. Féradozdsainkén
béven kdrpétolnak azok a kincsek és gondolat-gydngyok, amelyeket felszinre
hozhatunk. Remélem, hogy e sorok olvaséja is annak tekinti majd BOLYAI JA-
NOsnak azokat az észrevételeit, amelyek eddig a Teleki Téka polcain heverve
nem viltak ismertté a matematikai irodalomban, de amelyeket késGbb, évtizedek-
kel zsenidlis matematikusunk haldla utdn, mésok djra felfedeztek és kiilonbozs
folydiratokban kozoltek.

BOLYAI JANOS kéziratos hagyatékinak lapjain fgy idézi édesapja véleményét
az frasrél: ,,... Arydmként tdn mdr 16bb az iré, mint az olvaséd, s szinte mdr az
érdemel emléket ki ugyan képes lévén olvasni és imi is, fontos és nyomds ok
nélkiil iré nem lesz, ...". Bér dtéreztem és megfontoltam BOLYAI FARKAS bdlcs
szavait, sok toprengés és habozds utdn elhatdroztam, hogy mégis megprébdlok
16" lenni. Ugy érzem, hogy most , fontos és nyomds” okom van erre.

Az utébbi években BOLYAI JANOS elszértan hevert jegyzeteit, papirszeletké-
It OsszesOporve szdmos olyan, eddig rejt6zkdd6é gondolatdt sikeriilt napvildgra
hoznom, amelyek — ha megkésve is — megérdemlik, hogy tanulmédnyokk4 da-
gadjanak. BOLYAI mostoha sorsa miatt sajit frdsaib6l minddssze csak 26 oldalt
olvashatott nyomtatdsban. Ezért a kdvetkezOkben gyakran hagyom beszélni a
szbvegeket, hogy mindannak toredékét, amit mér egyszer leirt, de nem tudott
kozreadni, most kbzdsen juttassuk el az olvaséhoz.

Koszonettel tartozom mindazoknak, akik bdtoritva kutatémunkimat rokon-
szenvvel és segitGkészséggel dlltak mellém.

Az autogrif Bolyai-iratokat a Teleki Tékdban tanulmédnyozhattam. A kényv-
tdr minden dolgozdjdnak hdlds vagyok dllandé segitségéért. Munkdm sordn végig
éreztem, hogy tevékenységemet Gszinte egyiittérzéssel kovették, s drvendtek az

elért eredményeknek.
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H

Sokat jelentett szimomra azoknak a folyGiratszerkesztSknek a bétoritdsa,
akik kézirataimat el8szor fogadtdk el kdzlésre. Killonbsen STAAR GYULA (a Ter-
mészet Vildga fGszerkesztSje) és MAURER 1. GYULA (a Mathematica Pannonica
f6szerkesztSje) karoltdk fel elsS kisérleteimet.

Nagyot lenditett munkdémon a Magyar Tudomdnyossdg Kiilféldon akadémiai
program keretében meghirdetett Domus Hungarica Scientiarum et Artium Osz-
(dndijrendszerének tdmogatdsa, amelynek segitségével hosszabb idGt tolthettem
Budapesten s ott is folytathattam kutatdsaimat.

Kiilonds héldval tartozom Dr. SZENDREI JANOSnak és Dr. VEKERDI LAsz-
LOnak. a kézirat lektorainak. Eszrevételeikkel jelentSsen hozzdjérultak ahhoz,
hogy a konyv értékesebbé viljék.

Végiil néhdny sz6t az Irodalomjegyzékben taldlhaté munkdkra valé hivat-
kozdsokrél. [1] az 1-es munkdra valé hivatkozést jelenti; [1, 159 old.] az l-es
munkdban a 159-es oldalra, [1, 4] pedig az 1 és 4 munkdkra valé hivatkozist
jelenti. Ha egy tobb kotetes munkdra utalok, akkor példdul a [10, 3:76]-tal azt
fogom jeldlni, hogy a 10-es munka 3. kdteténck 76. oldaldra hivatkozom.

Mivel BOLYAI JANOS [18] kéziratos hagyatékdra nagyon sokszor hivatkozom,
azért ezt elhagyom, a megfelels oldalszdmot egyszer(ien csak zéréjelbe teszem.
A (982/8%) példdul a [18)-ban taldlhaté 982/8-as jelzetd lap hdtso, péros oldaldt
jelenti. Megjegyzem még, hogy a Marosviésdrhelyen taldlhaté hagyatékban min-
den oldalt egy tortszdm jelol. A 982/8 jelzet a 900-as dosszié 82-es szamozdsi
lapjai koziil a 8. oldalt jelenti. A (2.3.8) hivatkozds pedig azt mutatja, hogy a
konyv 2. fejezetének 3. paragrafusdra utalok.

Sajdt kiegészitéseimet, sz6- €s szOvegmagyardzataimat, latin kifejezések for-
ditdsait stb. kapcsos zdrdjelbe - ( } = fogom tenni. BOLYAI JANOS szavai, vagyis
a kéziratokbdl idézett részletek a konyvben végig dolt betdkkel jelennek meg.

Marosvisdrhely, 1997. december 15-én, BOLYAI JANOS sziiletésének 195. év-
fordul6jdn.

Kiss Elemér



1

Bolyai Janos életitja
és a Tér tudomanya

1.1. Bevezeto szavak

Munkdnk els8 részében felidézziik BOLYAI JANOS életitjdnak néhdny, sikerekben
szegény, csaléddsokban gazdag dllomdsit. Sz6t ejtiink geometriai felfedezésérsl
és egyéb kutatdsairél. Eletének ezek a mozzanatai, a mértanban és a komplex
szdmok elméletében elért eredményei széles korben ismertek. Mégsem keriilhet-
JUk el a legsziikségesebb életrajzi adatok felemlitését s munkdssdgdnak vézla-
tos bemutatdsdt, mert ezekre a késGbbiek sordn is t6bbszbr fogunk utalni. Ha
az itt kdvetkez8 sorokban nem is tudunk sok djat mondani olvaséinknak, hisz
BOLYAIrél mdr szdmos kivdlé konyv és irds jelent meg (PAUL STACKEL, DAVID
LAJOS, BENKO SAMU, SZENASSY BARNA, WESZELY TIBOR, TORO TIBOR, TOTH
IMRE, SARLOSKA ERNO, VEKERDI LASZLO és mésok tolldbél), mégis torekedni
fogunk arra, hogy az ismert adatokat t6bb helyen kiegészitsiik a kéziratokban fel-
lelhetS, de eddig még nem kozblt Bolyai-vallomdsokkal. Felhaszndlva az utébbi
idGben megjelent 16bb szakdolgozatot (61, 94, 114, 115, 128], geometriai rend-
szerének ismertetéséhez is fGziink néhdny djabb adatot.

Szdmosan vélekednek tgy, hogy a prioritdsi vitdk dltaldban terméketlenek.
Sajnos egyes matematikatorténészek pontatlan munkdlkoddsa nyomdn BOLYAI
JANOS felfedezésével kapcsolatban olyan téves eszmék is behatoltak a kbztu-
datba, amelyeket nem hagyhatunk sz6 nélkiil. Ugy érezziik, hogy a kihivdsokra
sziikséges feleletet adnunk.
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1.2. Bolyai Janos életitjanak allomasai

Néhdny év milva fogunk megemlékezni BOLYAI JANOS szilletésének 200. évfor-
dul6jdrél, aki BOLYAI FARKAS (1775-1856) fiaként 1802. december 15-én sziile-
tett Kolozsvéron. Héla apja kozlékenységének, j6l ismerjiik Jdnos gyermekkorit.
Mir ebben az idSben feltdint sokirdnyud szellemi tehetsége s a matematika iréin-
ti rendkiviili fogékonysdga. A fidra bliszke apa régi bardtjdhoz, C. F. GAUSShoz
(1777-1855) irott levelében [101, 86-87 old.], részletesen beszdmol Jénos kiilén-
leges képességeirSl. Elmondja, hogy a kisfid jétékb6l az égbolt sok csillagdnak
nevét megtanulta, ismer tobb geometriai alakzatot. Az frds-olvasdst hatéves ko-
raban szinte magdtdl sajétitotta el, rd egy évre kezdte tanulni a német nyelvet és
a hegeddjdtékot.

A kéziratokat olvasva BOLYAI JANOSnak olyan foljegyzéseire is taldlhatunk,
amelyekben — ismert 6néletrajzi frisa mellett ~ sajit maga is beszél érdekes gye-
rekkori gondolatair6l. ,,Mdr kisgyermek koromban - frja a kéziratos hagyaték
1214/2-es szdmozdsi lapjdn — feltettem magamnak a kérdést, hogy végtelen sok
primszdm létezik-e?".

Armrél, hogy BOLYAI JANOSban igen kordn jelentkezik a matematika irdnti
szenvedélyes érdeklSdés, eddig csak BOLYAI FARKAS leveleibdl értesiilhettiink.
A fent emlitett foljegyzésben viszont maga jelenti ki, hogy mér gyermekkordban
foglalkoztatta a szimelmélet egyik fontos kérdése. De léteznek még mds, ehhez
hasonlé vallomdsai is. A hagyaték 1389/1 oldaldn gy fr: ,.még elsS fiatal, sét
gyermekkoromban magamtdl is taldltam, dtldttam, rdmentem”, hogy

lim I+£~)m=e‘*.

Jim, (14,

Beismeri, hogy eleinte az imagindrius mennyiségek fogalma nem volt elég

viligos szdmdra, de késGbb megpillantva az i’ =e~ 7 képletet, érdeklGdése mind-
Jart ezek felé a szdmok felé fordult:

wAZ integrdliskor néha logaritmust is ... de akkor még az al-uti nyikrol
{(imagindrius mennyiségek} nekem sem lévén illG vildgos képzetem, inkdbb ir-
tozva s hasztalan dresnek véve elfordultam s annyibahagytam, nem is mertem
akkor tovdbb nyomozni (mint a 4 tant is legel6bb bdr is észre-véve) mig végre

megldttam a v/ —| 4 =e~¥... midtal végre folhiva érzem magamat minde-
nekelbtt a f6 — és al-uti nyikrdl tiszta fogalmat szerezni. ..” (1389/1Y).

Jénost 9 éves kordiban apja kezdte tanitani. Matematikdra alig kellett oktat-
nia, mert egy pillanat alatt felfogta és dtldtta az djonnan hallott tételt és azonnal
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Emléktdbla Bolyai Jdnos temesviri lakéhdzdn (Kiss Péter felvétele)

tudta a bizonyftdst is. 13 éves kordban mdr tud latinul. Farkas 1816. 4prilis 10-én
[101, 99 old.] irta GAUSSnak: ... ,felndtt tanitvdnyaimmal egyiitt nyilvdnosan
igen dicséretesen vizsgdzott dedkul...”. 1817-ben osztdlya legjobbjaként a ma-
rosvisdrhelyi Reformétus Kollégiumban leteszi a mai gimndziumi érettséginek
megfeleld vizsgit.

BOLYAI FARKAS azt szerette volna, ha rendkiviil tehetséges fia Gottingenben
GAussndl folytatnd tanulmdnyait. Ezt meg is frta GAUssnak [101, 99-100 old.],
de ifjikori bardtja nem vdlaszolt a levelére. Ezért hosszas toprengés utdn dgy
hatérozott, hogy fidt a bécsi hadmérndki akadémidra kiildi tovdbbtanulni. Jdnos
Bécsben 1818 augusztusdban sikerrel letette német nyelven a felvételi vizsgdt, és
ezzel megkezdGdott katonai pdlyafutdsa.

A nagy tradiciéval rendelkez8 bécsi akadémia szinvonalas iskoldnak szé-
mitott. Bécsi tandrait6] azonban BOLYAI JANOS kutatdsaihoz legftljebb bétorf-
tdst kaphatott, de irdnyftdst, segitséget nem - dllapitja meg SZENASSY BARNA
(1913-1995). Ez taldn igaz, de ne feledkezziink meg arrdl se, hogy a Habsburg-
birodalomban a XIX. szdzad elején Kédroly f6herceg katonai reformjai szellemé-
ben korszeriisitették az egész tisztképzést és a katonai tanintézetekben, elsGsor-
ban pedig a bécsi c¢s. kir. mémdkakadémidn az oktatds kdzéppontjidba a mate-
matika kerill [3, 9 old.]. SARLGSKA ERNG [95] tanulmény4bél azt is megtudhat-
juk, hogy BOLYAI JANOS Bécsben egy tdg horizontd vildgba jutott, amelybd] ké-
sGbb se Iépett ki soha [123). SARLOSKA - {rja VEKERDI LASZLO - az Akadémiai
Konyvtdr Kézirattdrdban 6rzou gazdag kéziratos anyag gondos tanulményozé-
sa sordn jutott arra a meggy0z6désre, hogy BOLYAI JANOS szokdsos megitélése
téves, kivilt, ami a m@ve megalkotdsa szempontjdbél oly fontos ifjdi éveit s ka-
tonai szolgdlatit illeti. Egy nagy, raciondlis, j6indulatd és emberséges rendszer
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m{kddését kanyaritja a gondolataival viaskodé Jdnos kéré, amely védte inkdbb,
mintsem gédtolta a kereteibe szilkkségképpen nehezen beilleszked ldngelmét [9,
41 old.).

Janos mindig j6 tanul6 volt, s ami a legfontosabb, hogy hadmémdki aka-
démiai évei alatt is rendszeresen foglalkozott matematikdval. Jegyzeteiben mér
ekkor felvillannak eredeti Stleteinek szikréi.

Mechanikai feladatok megolddsdt tartalmazé akadémiai jegyzetfiizetében
(1563/1%, 2%) raldlhat6 dbrdk — melyek felett a Parallelarum Theoria cim olvasha-
16 - azt igazoljdk, hogy mdr bécsi didkoskoddsa idején, 1820 koriil foglalkoztat-
tdk a parhuzamosok posztulitumdval kapcsolatos kérdések annak ellenére, hogy
ebben az idSben apja .,a maga sdrkdnydtél 6vja 17 éves fidt" (NEMETH LASZLO).

BOLYAI JANOS ugyanebben az évben, a hadmémdoki akadémia tanuléjaként,
egy nevezetes 6kori problémdval, a sz6gharmadoldssal is foglalkozott (tetszSle-
ges szbg hdrom egyenld részre valé osztdsa korz6 és beosztds nélkiili egyenes vo-
nalz6 haszndlatdval). Hagyatékdban fennmaradt egy papirlap (1114/2"), amelyre
igen szlikszavian, megokolds nélkiil vdzolta fel szerkesztését. A szerkesztést kor-
20 és vonalzoé segitségével végezte el, de emellett még igénybe veszi az egyenld
oldald hiperbola egyik dgdt is. Janos foljegyzésérSl PAUL STACKEL (1862-1919)
is beszdmolt [106, 1:235-236]. BOLYAI eljdrdsdnak helyességét SZOKEFALVI-
NAGY GYULA (1887-1953) bizonyitotta be a [118] dolgozatban. A szdgharma-
doldsnak egyenlS oldald hiperboldval valé elvégzésével mir a régi gordg ma-
tematikusok is foglalkoztak, s utdnuk mdsok is, de a feladatnak BOLYAI JANOS
szerkesztésén alapulé keresztiilvitele ezek koziil a legegyszer{ibb - jegyzi meg
dolgozata végén SZOKEFALVI-NAGY GYULA.

Tanulmdnyait Janos 1823-ban fejezte be, s rividesen Temesvéron taldljuk. A
paralelikrél Bécsben elkezdett tobb mint hdroméves toprengései itt értek be. Alig
érkezett meg Temesvérra, mdr megvildgosodott benne vildgrusz6l6 felfedezésé-
nek dontd gondolata. Innen irja édesapjdnak Marosvisdrhelyre november 3-én,
nem egészen 21 éves kordban, az immér matematikatdrténeti jelentSség( levelét
(1565/1, 1Y), amelyben értesiti az els6 nemeuklidészi geometria alapképletének
— az dn. pdrhuzamossdgi sz8g és pdrhuzamossdigi tdvolsdg kdzott fenndllé Gssze-
fliggés — felfedezésérsl.

TORO TIBOR kezdeményezésére 1993. november 3. 6ta Sinyelvll emiéktdbla
jeléli Temesviron annak a hdznak a homlokzatét, ahol BOLYAI dolgozott és fel-

fedezte azt az alapvet§ Osszefiiggést, amit aztdn az Appendix 29. paragrafusdban
irt le:

(] g
83
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P

) Q

T

ahol PT=x, m(TPQ £)=u az x tdvolsdghoz tartozé plrhuzamossigi szbg, e
az Euler-féle szdm (e=2, 718 ...), k pedig egy, a teret jellemz§ pozitiv valés
szdm.

BOLYAI JANOS az abszoldt geometria alapjait Temesvdron eltdltott évei alatt
(1823-1826) fogalmazta meg és foglalta Ossze egységes rendszerbe. Tehit ilyen
értelemben a temesvérn idGszak életében és geometriai rendszerének megalapo-
zdsdban dontS fontossdginak bizonyult. 1825 elején hazaldtogatva Marosvésdr-
helyre megmutatta apjdnak a mér kidolgozott elméletét. Fdjdalommal 4llapitotta
meg, hogy apja — akkor még — nem volt képes annak lényegét és jelentSségét
felfogni.

1826 dprilisdban BOLYAIt Aradra helyezték, itt érte el a fGhadnagyi rend-
fokozatot. Tudomdnytorténeti szempontbdl nagy jelentGségli esemény, hogy eb-
ben az évben dtadott JOHANN WOLTER von ECKWEHR (1791-1857) szdzadosnak,
kozvetlen parancsnokdnak és volt bécsi matematikatandrdnak egy kézirdsos érte-
kezést, amelyben addigi nemeuklidészi geometriai vizsgdlatai eredményeit fog-
lalta 8ssze. Sajnos, ennek a kéziratnak nyoma veszett, de BOLYAI JANOSnak egy
késGbbi foljegyzésébll kétségkiviil kiolvashatjuk az dtadds tényét és idSpontjdt.
~WOLTERnek ki mint derék nyitandsz - irja BOLYAI - s kiilonds eleven képze-
letése dltal jelesen az drtani rajztan vagy dessin geometralban éppen kiiléndson
Jdrtas egyén, a csdszdri kirdlyi mérnok vagy ingéneur akadémidban tanultamkor
is két izben is nagyon kedves s tisztelt tanitom volt és kinek jelleme tisztasdga
s irdntami jéindulatjdban tivul legyen, hogy kétkedni akarnék mdr, vagy még az
1826-évben dtadtam: honnan is azonban ki tudja mi tériénet dltal, a nagy tisz-
teletet kiérdemlett WOLTERnek akaratja ellen is szivdroghatott vagy vetbdhetett
Isten tudja hova el.” ([9], els6 boritéjdnak belsd oldaldn).

BOLYAI JANOS aradi szolgélata alatt is matematikus volt. Aradra cimzett két
kiteritett levélboritékon — amelyek koziil egyik 1827. mdrc. 11-i keltezés(i — taldl-
hat6 foljegyzések tandsitjdk, hogy a fiatal katonatiszt mér abban az id6ben érdek-
16dik a magasabb fokid algebrai egyenletek megolddsa irént. Mindkét boritékon
ugyanolyan jeltlésekkel a harmadfoki egyenlet megolddsdt tdrgyalja a diszkri-
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mindns elGjelétdl fliggben. Tobb, a komplex szdmokkal kapcsolatos dsszefiliggés
is taldlhaté a két boritékon (1213/1-2").

Kétségtelen, hogy BOLYAI JANOS szdmdra az 1820-as évek az Appendix ki-
dolgozdsdnak jegyében teltek el. Eletrajzdnak valamennyi fréja ezt hangoztatja.
Foljegyzései kbzout azonban olyan frdsokat is taldlunk — mint példdul az Aradra
cimzett két borfték -, amelyek arra utalnak, hogy a geometria mellett mir eb-
ben az id6ben a matematika mds dgai is foglalkoztattdk. Az algebra mellett a
komplex szdmok elmélete is lekdtote a figyelmét. ,, Az imagindrius mennyisé-
gek tandt — irja — kis hijdn negyed évszdzaddal ezelut, amikor az én igen fon-
tos Tér Tudomdnyommal foglalkoztam, mdr kigondoltam” (587/1). Ide tartozik
az (1546/1) oldal is, amelyre az (5.3. §)-ban utalunk majd. Hogy BOLYAI JA-
NOS milyen alaposan tanulmdnyozta az 1820-as években GAUSS Disquisitiones
arithmeticae cimil midvét, kit@inik apjdnak GAUSShoz irt, 1831. jinius 20-4n kelt
levelébdl: , Fiamnak szdndéka volt, hogy a Te polygon-elméletedet németill, a
kisebb kaliberii elméknek valamivel kdnnyebben hozzdférhet6 médon adja ki.”
[101, 103-104 old.].

1831 elején Lembergbe vezényelték, s odautaztiban felkereste Marosvasdr-
helyen édesapjit. Ez a taldlkozé dontS hatdst volt az Appendix megjelenésére,
mert amint kés8bb leirja: ,,... ha torténetesen akkor . .. az atydm nem Oszténzott
s mondhatni erltetett volna a hirtelen leirdsra — hihetGleg azon Appendix tartal-
ma sem ldtott volna még napfényt.” BOLYAI FARKASnak tehdt fontos szerepe
volt az Appendix létrejittében és megjelentetésében (111, 111 old.]. A kdzvé-
leménybe — még PAUL STACKEL hatdsdra — elég mélyen befészkelte magit az a
hiedelem, hogy BOLYAI FARKAS nem értette meg az Appendixet. Pedig az apa
mér az 1830-as évek legelején fokozatosan megbaridtkozott a fia 4ltal alkotott )
geometridval. 1831 elsS felében a még meg sem jelent munkdrdl ezt irta egyik
volt tanitvénydnak: ,,Origindlis nagy munka; magyar tollubdl olyan matematikus
munka nem jott, ...". Kiilonben BOLYAI FARKASnak egyetlen olyan, 1831 utan
nyomtatdsban megjelent {risdr6l sem tudunk, melyben ne dicsérte volna fia mun-
kdjdt. Egyetérthc:‘ink tehdt SZENASSY BARNAval, uki scerint: , Biztosan dllithaté,
hogy ha az apa nem vezette volna be fidt a paraleldk kérdéskorének ismeretébe,
..., valamint, ha nem siirgette volna eredményei lefrdsdra és kozzétételére, ak-
kor a matematikai irodalom egy korszakos jelentSség( mfivel, a magyarsig pedig
taldn legjelent&sebb tudésdval lenne ma szegényebb.” [116, 14 old.].

1832 dprilisdban BOLYAI JANOSt egy Gjabb rendelkezés Olmiitzbe szélitotta.
Itt kapta meg a mésodosztdlyd kapitdnyi rendfokozatot. 1832-ben Jénos fGher-
ceghez (a bécsi hadmémoki akadémia fGigazgatdja) folyamodott haromévi szol-
gilatmentességet kérve, hogy a még ki nem dolgozott matematikai vizsgélatait
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befejezhesse. Elutasitottdk. 1833. junius 16-i hatdllyal sajdt kérésére nyugdllo-
mdényba helyezték. Az el6z6 években t6bbszor betegeskedett. Madr aradi tart6z-
koddsa alatt kezdtek jelentkezni kiilonféle betegségeinek elsS tiinetei. Gyakran
volt maldrids, feltehetd, hogy fziileti gyulladést is szerzett. ,,/83/-ben Lemberg-
be menve — irja egy késGbbi levélben ([12], K23/86-87) — Besztercén a cholerdt
legeldbb kidllottam™, amikor Olmiitzbe utazott szekere felborult, a fején megsé-
riillt, agyrdzkdddsa 1s volt.

Kozben, 1832-ben megjelenik BOLYAI JANOS korszakalkoté mive, a Tér ab-
szolit igaz tudomdnya, vagy ismertebb nevén az Appendix [14]). Szokdssd vilt,
hogy BOLYAI értekezését inkdbb Appendix cimen emlitjik. A legtébbszor § ma-
ga is igy nevezi meg a megjelenéskor Scientia Spatii, német kéziratban pedig
a Raumlehre (380/1) cimet visel6 munkdjit. Ez a nagy jelentGségli mi BOLYAI
FARKAS Tentamen [10] cim{ konyve elsd kotetének fliggelékeként keriilt ki a
marosvdsdrhelyi Reformdtus Kollégium nyomddjdbél, de killonlenyomatai madr
egy évvel hamardbb, 1831 dprilisdban elkésziiltek [13]. BOLYAI FARKAS az Ap-
pendix kiilonlenyomatdt 1831. jinius 20-4n kiildi el GAUSSnak. Mivel Jénos
munkéja dtkézben elkallédott, azt 1832. janudr 16-dn Gjb6l megkiildi bardtjd-
nak egy tjabb levél kiséretében, amelyben ezt frja: ,Fiam 16bbre becsiili a Te
itéletedet, mint egész Eurépdét.” [101, 107 old.].

GAUSS 1832. mdrcius 6-dn vdlaszol [101, 108-113 old.]. Levelének egyik
mondata: ,ha fiad munkdjat megdicsérem, ez azt jelentené, hogy magamat di-
csérném” — kozismert. A kétes értékd dicséret BOLYAI JANOSt mélyen lesijtotta,
elkeseritette. Becsapott, megcsalt embernek érezte magét, annak ellenére, hogy a
levél hiivis hangja dacdra is mély elismerést fejez ki. GAUSS emberi hozzddlldsét
mdr sokan elemezték, prébdltdk megmagyardzni. Nehéz megérteni viselkedését.
Fukar kezekkel” mért, ,de hiszen nagy tr" volt.

Kiilonds, hogy GAUSS, aki a BOLYAI FARKASnak irt levélben igen fukarul
bént a dicsér§ szavakkal, magidnbeszélgetésben és CH. L. GERLING (1788-1864)
marburgi matematikusnak firt levelében viszont médsképpen nyilatkozott. ZEYK
J6zSEF Géttingenben tanulé ifji, szileinek kiildott levelében elbeszéli, hogy mi-
kor GAUsSnak dtadta Jdnos munkdjit s GAUSS elolvasta azt, fgy sz6lt: ,Igen
kitdnd fej, valéban igen kit@nG. ..". Elgondolkoztaté a GERLINGhez 1832. feb-
rufir 14-én (tehdt csak hdrom héttel a BOLYAI FARKASnak kiildout levél el6tt) int
levelének néhdny mondata: .,... a napokban Magyarorszdgrél egy, a nemeuklidé-
szi geometridt tdrgyalé kis mdvet kaptam. .. Szerz{je, aki nagyon fiatal osztrdk
katonatiszt, fia egyik ifjikori bardtomnak, ... Ezt a fiatal geométert, BOLYAL,
elsGrangd ldngésznek tartom.” [22, 387 old.]).

Miért GERLINGnek irt GAUSS ,elsGrangd ldngész"-r6l és miért nem BOLYAI
FARKASnak, vagy miért nem tette kozhirré BOLYAI JANOS felfedezését a Gottin-



22 1. BOLYAI JANOS ELETUTJA ES A TER TUDOMANYA

geni Tudomdnyos ErtesitSben? Magatartdsa még mindig érthetetlen szdmunkra.
A nagy ,fejedelem” sokszor mdsokkal sem volt egyenes. Ismert, hogy hason-
I6an bédnt el NIELS ABELlel (1802-1829), CARL JACOBIval (1804-1851) is [127,
29-30 old.).

BOLYAI JANOS nyugalomba vonuldsa utdn 1833 jiniusdban visszatért Maros-
visdrhelyre s egy éven 4t apjdndl lakott, majd 1834-ben elkbltdzott egy tdvoli
faluba, Domdldra. Itt élt elszigetelten 1846-ig. Eletrajzir6i egyetértenek abban,
hogy Domdldon nem végzett komoly matematikai kutatdsokat. Ezt a véleményt
iIs helyesbiteniink kell. A domdldi tartézkodéds nem volt sem ,terméketlen™ [106,
1:99], sem ,,medd&™ [127, 45 old.] a matematikai kutatdsok szempontjébél. Tud-
juk, hogy erre az idGre esik példdul mésik nevezetes miive, a Responsio megirdsa,
amellyel a lipcsei Jablonowski Térsasdg pdly4zati felhivdsdra vdlaszolt 1837-ben.
Sajnos a komplex szdmokrél késziilt, mély és eredeti gondolatokat is tartalmazé
dolgozatdt a pédlyabirdk nem értették meg, s igy egy djabb nagy csal6dés érte,
ismét elmaradt a megérdemelt elismerés.

Emellett még mis kérdések is foglalkoztattdk Domdldon, csakhogy errSl a
Bolyai-irodalom még nem tud. Ime néhdny bizonyiték. A kéziratos hagyaték
egyik lapjén (143/3) a kbvetkezbket frja: .,... mdr 1837-ben forditottam kiilonds
figyelmemet e tdrgyra..." Ez a tirgy pedig a magasabb foku algebrai egyenletek
megoldhatésdgdnak kérdése, amellyel az aradi tapogat6zédsok utén, tehdt Domdl-
don kezdett komolyan foglalkozni. Erre utalnak azok az frdsai is, amelyeket kii-
16nboz6 levélpapirok Oriztek meg szdmunkra. fgy példdul az 6todfokd algebrai
egyenlet gydkeinek permuticijdval dsszefiiggd fOljegyzéseket olvashatunk egy
1842. médrcius 1-én Domdldra cimzett levél iiresen hagyott részein (438/2"). Az
otddfokd egyenlet megoldhatésdgdval kapcsolatos gondolatait rogziti egy olyan
levélboritékon, amelyen apja kvetkezd cimzése 4ll:

Pensionatus M. Kapitdny
Bolyai Bolyai Janos
Urnak atyai szeretettel

Domdldon

Gondolatsordt ezekkel a szavakkal zdrja: elég gyonyord dem. (198/1Y). Al-
gebrai természetl jegyzeteket pillanthatunk meg egy hivatalos okmédnyon is,
amelyet KerelSszentpdlrél kiildtek neki 1842. szeptember 27-én. Az irat kiilon-
ben a hivatal vdlaszdt tartalmazza BOLYAI JANOS egy folyamodvényéra. Lénye-
ge, hogy . kérés teljesitése lehetetlen™ (1013/1%). A harmadfoki algebrai egyenlet
komplex gyokeivel kapcsolatos foljegyzéseket taldlunk egy 1842. mdjus 11-én
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keltezett levélen (1130/1"). Domdldrdl kiildi apjdnak valamikor 1844. szeptem-
ber 2-a utdn azt a szép levelet amelyben munk4jdrél s terveirSl szémol be: ,.En
elhatdrozdm magamban - irja - . .., hogy eldljdréiil ... bocsdssak elbre hala-
dék nélkiil mihelyt Kolosvdrrdl visszakeriilok magyarul is (gondolom a magyar
tudds tdrsasdghoz kiildenddiil), németiil is (mint GAUSSnak kiildendét) egy kis
terjedelmit munkdt . .. Az integrdlis tanban is 16mérdek iij, kénnyd, tiszta tanom
van ..." (445/1, 1. 2"). A levélben nagy terjedelemben kap helyet az algebrai
egyenletek megolddsdnak a kérdése. Mds irdsai, példdul az 1842. dprilis 24-¢n
Domidldra cimzett levélboritékon taldlhaté jegyzetek tandsitjdk, hogy ,.remetesé-
ge" idején szdmelméleti problémdkkal is bajlédott. Egyik frdson, amely ,./84].
februdr 2-dn kezdddiitt s a rdla vald gondolds, redkésziilés s elszdnds az elotti éj-

jel ..." (759/1), olyan prébdlkozdsokat talilunk, amelyek az Fj =22! + ] Fermat-
féle szdmok prim voltdnak vizsgdlatdhoz kotSdnek (759/12"). Tehdt a doméldi
tart6zkodds idejére esnek ezek a kutatdsok is.

Fontos ditum BOLYAI JANOS életében 1848. oktéber 17. Ekkor jutott
NYIKOLAJ IVANOVICS LOBACSEVSZKU (1793-1856) 1840-ben Berlinben megje-
lent Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien cim{ konyvé-
hez. ErthetSen meg volt dobbenve az Appendix tartalmédval valé megegyezéstSl.
Nem nehéz elképzelni, milyen izgalommal olvasta és jegyezte le a kdnyv tartal-
mdval kapcsolatos véleményét. LOBACSEVSZKU munkdjdrél a legnagyobb elis-
meréssel nyilatkozott. Eszrevételeibdl is jellemének tisztasdgdt és mély igazsdg-
szeretetét olvashatjuk ki. Ezzel kapcsolatban a kdvetkez6 mondatot szeretnénk
idézni: ,,Még oly szép, jé s nemes irdnyd vagy tdrekvésd nyitani {matematikai}
ldngelme van Orosz-Honban, mint LOBACSEWSZKUE: addig mdr csak azért is elég
ok vagy alap van az Orosz-Hon fols6bb kimiivelGdése irdnt is a legjobb reményt
venni” (93/1).

BOLYAI JANOS az Eszrevételeket nem a nyilvdnossdg szémdra, hanem sa-
jit magdnak készitette. A szdzadfordul6é idején azonban PAUL STACKEL és
K{URSCHAK JOZSEF (1864-1933) ennek lényegesebb részeit a [105] dolgozatban
kozolték. A jegyzetekben természetesen vannak BOLYAInak LOBACSEVSZKU m(-
vével kapcsolatosan megjegyzései és kifogdsai is. Ezekkel nagyrészt STACKEL is
egyetért. Van azonban egy erSsebb hangi birdlata is, amely a Geometrische Un-
tersuchungen 27. paragrafusdra vonatkozik. Szerinte LOBACSEVSZKU ,,szarvashi-
bdr” kovet el. Ezt STACKEL és kés6bb V. F. KAGAN (1868-1953) sem fogadta el.
WESZELY TIBORé az érdem, aki nagy hozzdértéssel megvizsgdlva a 27. cikkelyt
megdllapitja, hogy .BOLYAI JANOS nem birdlt alaptalanul” [127, 302-319 old.]
és [128, 32 old.).

A szabadsdgharc utdni elnyomatés éveiben Jénos valésdggal bezdrkézott. So-
kat betegeskedve egyediil élt. Ennek ellenére dlland6an dolgozott. 1850 korill
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kezdett foglalkozni a Raumlehre-vel, egy befejezetlen, de szdmos eredeti elgon-
doldst és megldtdst tartalmazé munkdval. Mér DAVID LAJOS (1881-1962) [34, 21
0ld.] észrevetie, hogy BOLYAI ebben az irdsban a fél évszdzaddal késébb meg-
sziilet5, s nagyon nagy j6v6)d matematikai diszciplina, a topolégia alapjait rakta
le. A feltdrt kéziratok arrél drulkodnak, hogy tudomanydnak mds dgai sem hagy-
tdk nyugodni. Konyviinkben ezek koziil most csak a szdmelméleti és algebrai
természet eredményekkel foglalkozunk. Kés6bbi feladatunknak tekintjilk mun-
kdnk Kkiterjesztését BOLYAI JANOSnak azokra a vizsgdl6ddsaira is, amelyek sordn
a raciondlis tort fliggvények elemi t6nt fiiggvényekre valé felbontdsdval, a so-
rok konvergencidjdval, integrdlszdmitdssal, az eratoszthenészi szita médszerének
megjavitdsdval stb. foglalkozott még. A kéziratokban ui. sok, a felsorolt problé-
mdkhoz kapcsol6dé jegyzetet taldlunk.

BOLYAI JANOS életrajzirdi koziil tbben (igy P. STACKEL is) azt a véleményt
hangoztatjdk, amely szerint Jdnos alkot6képessége mdr kordn kimeriilt, lanyhult
érdekiGdése a matematikai kérdések irdnt. A jelentSs matematikusokrél 1990-
ben kiadott lexikon [85, 64 old.] révid szécikkében szinte csak azt tartja fon-
tosnak megimni, hogy BOLYAI JANOSt (fgy, hosszd o-val!) élete végén anyjdtol
Orokolt betegsége sokat kinozta. Bizom abban, hogy kényvem ezeket a feltéte-
lezéseket teljesen szertefoszlatja. Amint a késSbbi fejezetekben ldtni fogjuk az
1850-es évekre esnek BOLYAI JANOS nagyon fontos szdmelméleti kutatdsai. Az
elért eredmények azt bizonyitjdk, hogy utolsé éveiben is tiszta fejjel és toretlen
optimizmussal dolgozott matematikai problémdkon, a kutatds 5romét akkor is él-
vezte. Igen szoros kapcsolatot tartott édesapjdval, akivel kicserélhette gondolata-
it. Meg-megldtogatta idGs apjdt s megszaporodnak az egymdsnak irt matematikai
tirgyd levelek. Szdmunkra killonds szerencse, hogy nem csupdn megbeszélték,
hanem levélben is rogzitették gondolataikat. fgy maradhattak meg azok napjain-
kig s meggy6z6en mutatjdk, hogy BOLYAI JANOSt kora matematikdjdnak minden
dga érdekelte. A tdrsadalmi kérdések boncolgatdsa kedvéért nem hagyta abba a
matematikai munkdlkoddst. Természetes, hogy nem mondott le tudoménydnak
mivelésérll az az ember, aki ,,... életének alfdja és omegdja a matematika™, s
aki ,,Ugy tartotta, hogy mindenféle emberi ismeretnek ez a tudomény biztosit
megingathatatlan alapot. Szépsége utolérhetetlen, a benne valé elmélyiilés a leg-
magasabb €élvezet és gydnyorliség” [6, 43 old.]. T6bbszor is dtolvasva az egész
kéziratos hagyatékot szdmunkra inkdbb a matematikus BOLYAI keriilt elStérbe
az Udvtan szerzSjének hdtrdnydra. Ezért fgy médosftandm BENKG SAMU egyik
mondatét [6, 273 old.]: ,,A matematika fejezetein toprengve élete végéig megbr-
izte a gondolkodds 6romét.”

1856. november 20-dn nyolcvanegy éves kordban apja ,.bevégzé féldi nagy-

szerd tevékenységér”. Az idGs professzor haldlakor Jdnos veszitett a legttbbet.
Most mdr senki sem maradt, akivel legaldbb beszélgethetett volna.
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1857 6sz€tGl kezdve 6 is folyton betegeskedett, szinte dllandéan dgyban fe-
kiidt, de igy is dolgozott, f6leg matematikdval foglalkozott. 1860 janudrjdban tii-
dbgyulladdst kapott, s a hénap végén a marosvidsdrhelyi reformdtus egyhdz anya-
konyvébe az akkori esperes feljegyezte, hogy 1860. janudr 27-én BOLYAI JANOS
nyug. Ingenieur kapitiny agy- és tiidGgyulladdsban végleg lezirta szemeit.

1.3. A Bolyaiak alakja a szépirodalomban

BOLYAI JANOS emlékét a szép sz6 mesterei, irodalmunk nagyjai is megorokitet-
ték. Koltink, iréink — ha nem is tudnak az abszolit geometria viligiban BOLYAI
JANOS gondolatai nyomdba szegSdni — verssel, prézdval tisztelegtek emberi, er-
kolcsi nagysdga elbuit. A koltsi mércét BABITS MIHALY helyezte igen magasra
még a szdzad elején, 1911-ben a Fogarason frt BOLYAI cim( szonettjével. ADY
ENDRE kolt6i ldtomdsa utdn

~Megnyiltak ldngolon elbttiink
A Bolyai - s Csere sirok”

a BoLYAlak irodalmi h&stkként is bevonultak a kéztudatba.

APRILY LAJOS A Fejedelemhez cim@, Bethlen Gédbort dics6itd 6ddjdban (1922)
a Bethlen-kollégium egykori didkjai kozou felvonultatja BOLYAI FARKASL is:

+Es jon Tudésod, a szdmok Gridsa,
s hdldt ler6ni, im, elédbe Iép,

a szdmldlhatatlan csillagokb6l hozza
a végtelenség szent lidvozletét.”

Kortérs koltGink koziil SZILAGY! DOMOKOS, SZEKELY JANOS, TOTH ISTVAN,
MANDICS GYORGY, M. VERESS ZSUZSANNA és sokan mdsok dllftottak 6rk em-
léket BOLYAI JANOSnak. NEMETH LASZLO drdmdban eleveniti fol a két BOLYAI
alakjét, Kocsis ISTVAN pedig monodrdmdban idézi BOLYAI JANOSL.

Sajnos BOLYAI JANOS (és Farkas) emberi magatartdsdt tobb, szenzécibra éhes
szerz$ eldnytelen szinben tiinteti fel. Ezek egy részének a hatdsdra a kéztudatban
elmélyiiltek azok a kitaldlt ferditések, amelyek méltatlanok két tudésunk emlé-
kéhez. Egyes regényirék (akiknek ,munkdjit” el kellene mér feledni s nem uj-
ra meg Gjra kiadni) koltGi szabadsdgjogukkal visszaélve a felszinen érvényesiild
(vagy még inkdbb képzelt) tulajdonsdgokat dramatizdljdk. Kdr, hogy P. STACKEL
nagyon fontos konyvében is taldlkozunk olyan észrevételekkel, amelyek nem
haszndltak BOLYAI emberi megitéiésében. Az olyan mondatok, mint példdul a
[106, 1:96]-on olvashaték, kétségteleniil tipldltdk a rosszindulatd mendemondak

terjedését.



26 1. BOLYAI JANOS ELETUTIA ES A TER TUDOMANYA

1.4. A Tér abszolit igaz tudoménya

A kovetkezOkben attériink a matematikai irodalom egyik legkiemelked&bb al-
kotdsdnak, BOLYAI JANOS egyetlen nyomtatdsban megjelent miivének, az Appen-
dixnek rovid méltatdsdra. A szakirodalom gazdag az Appendix ismertetésében
¢s éntékelésében. ElsS részletez8 bemutatdsa JOHANNES FRISCHAUF (1837-1924)
osztrik matematikustél szdrmazik, aki az 1871/72. tanévben mér kurzusszer(
elSadist tartott a grazi egyetemen a nemeuklidészi geometridkrél, fSleg az Ap-
pendixbdl meritve anyagdt [110). FRISCHAUF el6addsdt 1872-ben kényv alakijé-
ban is kiadta [44). Itthon VALYI GYULA (1855-1913) a kolozsvéri egyetem tandra
ismertette elGsz6r BOLYAI JANOS munkdjét. VALYT a kolozsvéri egyetem tanrend-
je szerint az 1891/92. tanév IL. félévében hirdette meg el&szbr a ,,.BOLYAI JANOS
AppendixérSl” c. kollégiumot, s ezt csaknem véltozatlan formdban négyévenként
t6bbszor megismételte [110, 122). A szdzad elején, 1906-ban ROBERTO BONO-
LA (1874-1911) irt egy sikeres kdnyvet a nemeuklidészi geometridrél, amelyben
természetesen bemutatja BOLYAI mdvét is [21]. Szép szdmmal taldlunk magyar
nyelv( ismertetéseket is [32, 33, 53, 59, 60, 61, 93, 108, 109, 110, 122, 127].
Ezért itt nem sziikséges részletekbe bocsdtkoznunk.

A geometridt tudomdnnyd a gérog matematikusok fejlesztették. ElsS ismere-
teiket a tapasztalat Gtjdn szerezték. Az ilyen tulajdonsdgokkal valé behaté fog-
lalkozds rdvezette Gket arra a felismerésre, hogy a puszta szemlélet még nem
sziilhet biztos ismereteket. Rdjottek a bizonyitds szilkségességére.

A fejl6dés EUKLIDESZ mdvében, az Elemekben érte el csicspontjt.
EUKLIDESZ ebben a munkdban a geometria olyan felépitését adta, amely napjain-
kig mintdul szolgdl valamely deduktiv tudomény megalkotdsdhoz. Ennek lényege
abban 4ll, hogy a tirgyalds alapjdul kivdlasztunk bizonyos szdmd alapfogalmat és
egyszer( dllitdst, az axiémdkat vagy posztuldétumokat, és minden tovibbi fogal-
mat €s tételt ezekbdl a logika szabdlyai szerint levezetve épitjiik fel a geometridt.

EUKLIDESZ alaptételei koziil a pdrhuzamossdgrél sz616 (az V. posztuldtum,
vagy egyes kiaddsokban a XI. axiéma) eléggé bonyolult fogalmazdsa miatt mér
az Okorban magdra vonta a matematikusok figyelmét. A legrégibb birdl6k nem
lattdk eléggé , szemléletesnek” vagy eléggé ,egyszerlinek”, amit viszont egy axi-
6mitdl dltaldban elvdrunk. Eleinte ezért megkisérelték egyszerlibben hangz6 axi-
6mdval helyettesiteni. Ez a kritikai peribdus nem sok djat hozott, még csak a
felszinen mozgott, Iényeges fejlSdésre nem vezetett.

Erdekes eredményeket szolgéltattak azok a régi torekvések, amelyek bizo-
nyitani akartdk az V. posztuldtumot a t6bbi alaptételbSl. Ezek a kisérletek akkor
mélyiiltek el, amikor a XVIIL. szdzad végétSl indirekt dton prébélidk a bizonyi-
tast, vagyis amikor a matematikusok ellentmonddst kerestek az V. posztuldtum
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tagaddsa és az euklidészi geometria tobbi axiomdjabél szdrmazé tételek kozt.
Sok volt a hibds bizonyitdsi kisérlet is, de az ellentmonddsra valé kovetkeztetés
sehogy sem sikeriilt. Furcsa, a szemlélet szimdra szokatlan tételek adédtak, de
ezek egymdssal szemben nem mutattak fel ellentmonddst.

A XIX. szdzad elején ) gondolat kezdett megfoganni. A matematikusok eb-
ben az id6ben is dgy jdrtak el, mint XVIII. szdzadi el8deik, vagyis a geometria
axiémarendszerében a parhuzamossdgi axiomdt a tagaddsdval helyettesitették, s
ebbd] az axiémarendszerbSl igyekeztek minél tébb 4j tételt levezetni, de most
mdr nem azzal a céllal, hogy ellentmonddsra jussanak, hanem azért, hogy ilyen
médon egy 1 geometridt alkossanak. Ezt a célt sikeriilt elérni, ami azt is jelentet-
te, hogy az V. posztuldtum fiiggetlen a t6bbitSl, s ezért szilkkséges red hivatkozni
az euklidészi geometria felépitésében.

BOLYAI JANOS volt az, aki id6ben legel&szor olyan dltaldnos geometridt épi-
tett f6l, amely az V. posztuldtumot sem nem dllitja, sem nem tagadja, hanem
mellSzi: dgy értelmezve a parhuzamossédgot, hogy egybefoglalja az V. posztuld-
tum dllitdsdnak és tagaddsdnak a lehetSségét. Eszerint ennek az dltaldnos, BOLYAI
dltal abszoliitnak nevezett geometridnak sajétos esete mind az euklidészi (a ) -
rendszer), mind a nemeuklidészi vagy mds néven hiperbolikus (az S-rendszer)
geometria. BOLYAI nagy érdeme abban dllt, hogy folépitette az abszoluit geomet-
ridt és azon beliil a hiperbolikus geometridt.

Abrénkon bocsdssunk P-bSl a-ra egy ¢ merSlegest. A pdrhuzamossdgi axi-
éma nélkiil az euklidészi geometria axiémdi alapjin kdvetkezik, hogy ¢ metszi
a-t, és P-ben a c-re emelt merSleges nem metszi a-t.
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A ¢ merGlegest forgassuk a P pont koriil az 6ramutaté jérdsdval ellenkezd
irdnyban. Az ilyen médon forgatott egyenes eleinte metszi az a egyenest, az
elforgatott ¢ egyenes valamely pillanatban el8sz6r nem metszi a-t.

Két eset lehetséges.

Ez a pillanat éppen akkor kdvetkezik be, amikor ¢ egybeesik b-vel. Ez val6-
sul meg az euklidészi geometridban.

Van azonban egy mdsik lehetSség is. ElSfordulhat, s ezt a geometria (5bbi
axiémdi megengedik, hogy mdr el6bb bekdvetkezik ez a pillanat, valamely PQ
helyzetben. Ha ezt megengedjilk, akkor szimmetria okokbél P-n keresztiil kell
Iéteznie még egy ilyen tulajdonsdgi P Q' egyenesnek is, ha c-t ellenkez§ irdnyba
forgatjuk. BOLYAI JANOS a PQ és P Q' egyeneseket nevezi a P-n keresztiil a-
hoz hizott pirhuzamosoknak. Ebben az esetben PQ az elforgatott c-vel az u
hegyesszbget zdirja be, amely fiigg P-nek a-t6l valé x tdvolsdgdtol.

BOLYAI nem foglal dlldst e két lehetSséget illetSen, s ilyenformén olyan téte-
lekhez jut el, amelyek egyardnt érvényesek mind az euklidészi (ha az elsS lehe-
t6séget fogadjuk el), mind a hiperbolikus geometriiban (ha a mésodik lehetSség
mellett dontiink). Ezért nevezi az dltala felfedezett geometridt abszoldt geomet-
ridnak.

Szemléltessiik az elmondottakat egy példdn. Az dltaldnos hdromszégre vo-
natkoz6 szinusz-tétel az abszoldt geometridban a kdvetkezd (Appendix 25.§):

Oa 0b Oc
sinA  sinB sinC’
ahol BOLYAI Oa-val az a sugard kor keriiletét jeldl.

Az euklidészi geometridban Oa =2ra. Ha ezt a fenti 6sszefiiggésbe helyet-
tesftjiik és 2xr-vel egyszerdsitiink, megkapjuk a szinusz-tétel ismert alakjdt:

a b c

sinA sinB sinC

A hiperbolikus geometridban Oa =2k sh %. ahol k egy, a teret jellemz§
pozitiv valés szdm. Ezt behelyettesitve és 2wk-val egyszer(isitve megkapjuk a
hiperbolikus geometria szinusz-tételét:

sh¥ i shf i sh
sinA sinB sinC

(21, 104 old.].
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frjuk fel ismét a hiperbolikus geometria alapdsszefiiggését, amely a pdrhuza-
mossdgi szog és parhuzamossdgi tdvolsdg kozou fenndll (1.2.§):
cig= =ef.
2
n
2
. Az euklidészi geometridban a pdrhuzamossdgi szog

E szerint a képlet szerint, ha x — 0, akkor u —
n
) 2
"= 3 biarmely x-re, ezért a fenti két eredmény igy értelmezhets: a hiperbolikus

sikon ,kicsiben™ (x — 0) kozelitfleg az euklidészi geometria érvényesiil, és az
S rendszer geometridija kdzeledik a ) ° rendszeréhez, ha az S rendszer dlland6ja,
k — o00.

BOLYAI volt az elsd, aki kimondta, hogy a nemeuklidészi geometria éppen
igy ellentmonddsmentes, mint az euklidészi (A bizonyitds csak mésoknak sike-
riilt késSbb).

Fontosnak tartjuk hangsilyozni, hogy BOLYAI az Appendixben nemcsak a
pirhuzamosok kérdését oldotta meg, hanem a koér négyszdgesftésének 2000 éves
problémdjdval kapcsolatban is igen figyelemremélté kovetkeztetésekre jut. Ki-
mutatta ugyanis, hogy a kérnégyszdgesités a hiperbolikus geometridban bizonyos
esetekben elvégezhetS, vagyis az S-rendszerben szerkeszthetiink egy adott korrel
egyenld terliletd négyzetet.

Az igaz, hogy BOLYAI ezzel nem azt igazolta, hogy az euklidészi sikban ez a
probléma megoldhaté vagy sem, hanem azt, hogy az S-rendszerben van négyszo-
gesithetd kor. Azt is kijelenti, hogy éppen ez alkotja a nemeuklidészi geomet-
ridnak azt a sajdtossdgdt, amely ezt az euklidészi rendszertSl megkiilénbozteti.
BOLYAI ezt a gondolatot az Appendix utolsé, 43. paragrafusdban a kovetkezd
tomor formdban fejezi ki: ,,vagy érvényes Euklidész XI. axiomdja, vagy pedig
lehetséges a kor mértani kvadratdrdja.”

Tehit a kor négyszdgesitésének lehetséges volta kizdrja a XI. axiomit! El-
mondhatjuk, hogy aki legelGszor beldtta, hogy a kbr négyszogesitése probléma-
jdnak megoldédsa az euklidészi sikban lehetetlen, az BOLYAI JANOS volt.

Annak kimutatdsdt, hogy az euklidészi geometridban a kor négyszogesité-
sének kérdése lehetetlen, a matematikatdrténetben LINDEMANN német matemati-
kusnak tulajdonitjdk, aki 1882-ben, tehit az Appendix megjelenése utdn 50 évvel
kés8bb igazolta, hogy a  transzcendens szdm. Hogy BOLYAI milyen elvi jelen-
tOséget tulajdonitott a kor négyszogesitése problémdjdnak, onnan is kit{inik, hogy
az Appendix cimébe is belefoglalta azt [13, 14].

. Hasonléképpen, ha

k— o0, akkor is u —
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BOLYAI JANOS korszakalkoté felfedezésével (j fejezetet nyitott a tudomdny
torténetében. Az abszolit geometria mélyrehat6an befolydsolta a késSbbi kuta-
tisokat. ElsGsorban természetesen a matematika fejl6désére volt hatdssal.

A nemeuklidészi geometria megalkotdsdnak egyik alapvet§ kovetkezménye
annak a ténynek a felismerése volt, hogy az euklidészi geometria rendszere nem
az egyetlen elképzelhet6 geometriai rendszer. Létezhetnek mds, matematikailag
épp oly megbizhaté geometriai rendszerek. MindenekelStt G. RIEMANN (1826-
1866) munkdssdgdt kell megemliteniink. O volt az, aki elSszor vizsgélta egész
mélységében a tér szerkezetét s a lehetséges geometridkat. Eredményei minden
bizonnyal BOLYAI és LOBACSEVSZKI) munkdinak hatdsdra alakultak ki, bér iréd-
saiban nem emliti egyik matematikus nevét sem.

Nagy szerepet jétszott az Appendix az axiomatikus médszerek kidolgozi-
sdban és elterjedésében. Neki kdszonhetd, hogy a geometria axiémarendszeré-
vel, tehdt tulajdonképpen egy sajdtos axiémarendszerrel kapcsolatos vizsgélatok
végiil is az axiomatikus médszerre vonatkozé dltaldnos felismerésre vezettek.
BOLYAI munkdjdval lezdrultak azok az évezredes axiomatikus kutatdsok, ame-
lyek a pdrhuzamosok problémdjdnak megoldéséra irdnyultak. Ugyanakkor egész
sordt nyitottdk meg az axiomatikus médszerrel kapcsolatos modern kutatdsok-
nak. A nemeuklidészi geometridval szoros Osszefiiggésben meriilt fel el&szér az
axiomarendszerek fliggetlenségének, ellentmonddsmentességének, teljességének
a kérdése.

Elvitathatatlan érdeme BOLYAInak, hogy & adta a modellmédszer els§ al-
kalmazdsédt, amikor az Appendix 21. §-dban kimutatja, hogy ha a paraszférdn
a paraciklust tekintjiilk egyenesnek, akkor a paraszférdn az euklidészi geometria
érvényes. A hiperbolikus térben modellt szerkesztett — a paraszférdt -, amelyen
az euklidészi geometria érvényes. Ez a fontos tulajdonsdg nagy szerepet jétszik
BOLYAI ellentmonddsmentességi vizsgdlataiban. A modellnek a létezése azt bi-
zonyitja, hogy ha S ellentmonddstalan, akkor ellentmondéstalan a E is. BOLYAI

azonban ) _ ellentmonddstalansdgit feltételezte, nem is akarta bizonyitani. O a

modellmédszert arra hasznélta, hogy az S-ben érvényes tételeket a » -ban érvé-
nyes tételekbdl levezesse. Ez is figyelemre méltd, eredeti médszertani 6tlet [60,
20 old.).

A milt szdzad mésodik felében kezdiék vizsgdlni a nemeuklidészi geometria
modelljeit. Ezen a teriileten A. CAYLEY (1821-1895), F. KLEIN (1849-1925) és
H. POINCARE (1854-1912) szereztek érdemeket. Kideriilt, hogy a hiperbolikus
geometridit a pszeudoszféra egy véges darabjdn, az elliptikus geometridt (megal-
kotéja RIEMANN) a gbmb feliiletén lehet megvalésitani.
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BOLYAI JANOS jegyzetei olyan észrevételeket is tartalmaznak, amelyek a je-
lenkori fizika szdmos alapvetd kérdését is tiikkrozik. Geometriai vizsgdlédasai
alapjdn megsejtette, hogy a gravitdcié és a geometriai tér szerkezete kdzott bel-
s8 Osszefiiggésnek kell lennie. Ezt a gondolatot a kvetkez8képpen fogalmazta
meg: ,.... & nehézkedés torvénye is szoros dszve kottetésben foljtatdsban tetszik
(mutatkozik) az dr termeltével, valdjival (alkatdval) miljenségével ..." (491/2").
Foképpen TORO TIBOR munkdsségdnak koszénhetSen ma mdr azt is tudjuk, hogy
BOLYAI JANOS a fizika geometrizdldsdnak a legels§ megfogalmazéja, elSfutdra
[93, 119]. BOLYAI eszméi mélyen behatoltak a modern fizikdba. Beszédes bizo-
nyitéka az elmondottaknak az 1997. augusztus 13-16-a kozott Ungvdron megren-
dezett nemzetkozi Bolyai-konferencia, amelynek témdja ,,A nemeuklidészi geo-
metria a modem fizikdban" volt. A nemeuklidészi geometnidk alkalmazdsa a fizi-
kdban, a fizikai elméletek megalkotdsdban a XX. szdzad jelentSs megval6sitdsai
kdzé tartozik. Az dltaldnos relativitdselmélet az, amely széles kdrben hasznilja a
nemeuklidészi differencidlgeometridt fizikai erblerek leirdsdra. A graviticiés tér
einsteini elméletének megfogalmazdsihoz és fizikai jellemzéséhez gorbiilt, tehét
nemeuklidészi geometriai tér, a Riemann-tér szilkséges, mely egyszerre megoldja
a fizika és a geometria dsszekapesoldsdnak kérdését is, vagyis azt, amit dltaldban
a fizika geometrizdldsdnak neveziink — frja TORO [93, 139-140 old.]. A riemanni
gondolatok késGbbi tovdbbfejlesztése adta végiil A. EINSTEIN (1879-1955) kezé-
be az dltaldnos relativitdsi elmélet felépitéséhez sziikséges matematikai eszkozt.
A kovetkezd szdz év alatt a matematikusok megteremtették a tér dltaldnos elmé-
letét, s ez tette lehetGvé, hogy kifejl6dhessen az a matematikai appardtus, amelyre
szilksége van a modern fizikdnak. Itt emlitjilk meg, hogy DAVID LAJOS Un pre-
cursore di Einstein cimen olasz lapokban frt cikkeivel médr 1924-ben rdmutatott
BOLYAI JANOSnak a relativitidselmélet megalkotdsdban jdtszott elGfutdr szerepére
(DAVID PETER kozlése).

Tehdt a nemeuklidészi geometria felfedezése egyike volt a tudomdnytoriénet
ama nagy eseményeinek, amelyeknek hatdsa nagy lendiiletet adott a fejlédésnek
az egzakt tudomdnyok valamennyi teriiletén.

BOLYAI JANOS tisztdban volt az Appendix jelentdségével. O elére tudta, hogy
ij vildga majdan kihat egész szemléletiinkre, befolydsolja az Osszes olyan tudo-
mdnyt, amelyekben a tér fogalma, szerkezete szerepet jdtszik. Arrél is meg volt
gybz8dve, hogy mfive tokéletes. Magabiztosan 4llftotta: ., Mindnydjan egyenld,
hatdrtalanul fejléd6 s ndvl szellemd tehetséggel vagy itélGképességgel birunk,
s mindenki eltt egyformdn nyitva dllt a természet véghetlen konyve — azonban
a tanomat minden haladds mellett, 10.000 évig sem hiszem, hogy mds ily 10-
kéllyel elé dllitotta volna™ (788/1). Azt is ldtta, hogy alkotdsa uj korszakot nyit
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a tudomdnyban. ,.... a rengeteg sok sziikségest magdban foglalé - frja az Ap-
pendixrSl — és ... a tanban a legnagyobbszerd id8szakot kezdett vagy legaldbb
elOkészitett ... munka . .." (1309/3"), Ide kivénkozik, bér a Bolyai-irodalombél
JOl ismert, Jdnos kdvetkez6 mondata is, melyben kifejezi 8romét afelett, hogy
az § tér-tudomdnya is hozzdjdrult az emberiség el6rehaladdsdhoz: ... .. a teljes
napfogyatkozds pedig ... Orokre eltdnt. Es a szerz6ben €l az a meggy6z6dés,
hogy e tdrgy tisztdzdsdval a tudomdny igazi gyarapitdsdnak, az ész mivelésének,
és [gy az emberi sors lendftésének egyik legfontosabb és leglényegesebb lépése
megitortén(’. (106, 2:216], [12, K24/1] és (380/14).

1.5. A Responsio

BOLYAI JANOS mdsik nagy jelentSségli munkdja a Responsio. Ebben a dolgo-
zatban - amelyet PAUL STACKEL jelentetett meg nyomtatésban [104] - BOLYAL,
kordt megel5z5 gondolatokat vallott a komplex szdmok elméletében is [32, 110,
127).

A lipcsei Jablonowski Tdrsasdg pdlydzati kérdése, amelyre BOLYAI a Res-
ponsio cim@ dolgozatdt bekiildte, a komplex szdmok szerkeszthetSségére virt
feleletet. BOLYAI JANOS szerint a szerkeszthetGség itt mellékes probléma, ezzel
szemben igen fontos a komplex szdmok preciz értelmezése, valamint az a kérdés,
hogy a geometridban hol van szerepiik. A Responsio mindkét vonatkozdsban dj
eszméket tartalmaz.

Fontos megjegyezniink azt is, hogy a Responsio egyik képlete szerint BOLYAI
JANOS is rendezett szdmpdmak tekintette a komplex szdmokat, és posztuldlta a
koriikben végzeu dsszeadds és szorzds formdlis szabdlyait, bdr ndla a komplex
szdmnak rendezett szdmpérként val6 értelmezése nem Sltdtt még olyan végleges
formdt, mint HAMILTONRAL.

A Responsio legériékesebb része a 9.§. Ebben a paragrafusban BOLYAI a
képzetes mennyiségeknek a geometridban jétszott fontos szerepére mutat rd. Az
Appendix 31.§-dra valé hivatkozdssal megemliti a hiperbolikus geometria két
képletét, feleleveniti a hiperszféra fogalmit, majd utal arra, hogy az abszolit

k
trigonometria formailag megegyezik a T sugard gémb trigonometridjdval, ahol

i =+/=1, k pedig a hiperbolikus dlland6t jelenti. Ezekkel a vézlatosan k&zolt
észrevételekkel azt Shajtotta igazolni, hogy az i képzetes egységnek fontos, addig
ismeretlen geometriai alkalmazdsa tdrult fel az 6 rendszerében.

A pélyamunka birdl6i nem értették meg BOLYAI JANOS szdikszavi fejlege-
téseit. Ezen talin nem is csoddlkozhatunk, hiszen BOLYAI a Responsiéban fol-
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tételezte az Appendix ismeretét. De hol dlitak a matematika torténetében igen
szerény helyet elfoglalé birdlok az abszolit geometria fogalmait61?

1.6. Prioritasi kérdések

A matematika és a tudomdnyok tirténete dltaldban gyakran teszi fel egy-egy
felfedezéssel kapcsolatban a prioritds kérdését. BOLYAI JANOS, LOBACSEVSZKU
¢s GAUSS esetében is sok cikket irtak mér az elsGbbség problémdjirél. A prio-
ritdsi vitdk sokszor értelmetlenck és medddek, a tényeket viszont jé tudnunk. A
kiilonbz5 tudésok miiveinek dsszehasonlitdsa tanulsdgos lehet. Igy van ez a mi
esetiinkben is.

A nemeuklidészi geometria megteremtése ugyanakkor j6 példa arra vonatko-
z6an, miszerint a tudomdnyban gyakran megtoriénik, hogy ugyanahhoz a felfe-
dezéshez Killonbbdzb orszdgok tuddsai kozel egy idGben jutnak el. Némelykor az
ilyen egybeesést puszta véletlennek tekinthetjiik, mdskor azonban, amint BOLYAI
FARKAS irta fidnak: ,.,Az eszméknek mintegy megvan a maguk korszaka, amikor
killonboz6 helyeken egyidbben fedeztetnek fel, amint tavaszkor az ibolydk min-
deniitt kikelnek, ahol csak siit a nap™.

A prioritdsokat viszont elSbb-utébb ki kell mondani. Szbgezziik le mi is a
nemeuklidészi geometria megsziiletésének idSpontjait. Ugy érezziik, hogy er-
r6l a kérdésrll feltétleniil sziikséges beszéinlink. F6képpen azért, mert az utéb-
bi évtizedekben t&bb, BOLYAI JANOS érdemeit kisebbits vagy egyszerdien mel-
1626 nyomdatermék latott napvilidgot még magyar nyelven is. Amint VEKERDI
LASZLG [123) tanulmdnydban rdmutat mér, DIRK J. STRUIK furcsdn, bantéan in-
tézi el kis matematikatdriénetében [107] a Bolyaiakat. Sdlyos tévedéseket ol-
vashatunk MORRIS KLINE 1972-ben megjelent tekintélyes kdnyvében. O egysze-
rilen GAUSS kozvetlen vagy kozvetett hatdsdra vezeti vissza BOLYAI JANOS és
LOBACSEVSZKU egész munkdssdgdt. Azt irja [77, 878 old.), hogy mind BOLYAL
mind LOBACSEVSZKU sokat készénhet GAUsSnak. KLINE szerint BOLYAI JANOS
felé apja (BOLYAI FARKAS) kozvetitett, LOBACSEVSZKUnek pedig GAUSS régi
bardtja, JOHANN MARTIN BARTELS (1769-1836) (aki Kazdnban LOBACSEVSZKU
tandra volt) juttatta el GAUSS eszméit. KLINE ,sotét gyanijat” (VEKERDI) az-
tén befolydsos munkdjib6l minden kritika nélkiil mdsok is dtveszik. fgy példdul
JEREMY GRAY el8szor az 1979-ben megjelent [54] kdnyvében, majd ugyancsak
1979-ben a legrangosabb matematikatdrténeti szakfolyéiratban, a Historia Ma-
thematicaban publikilt fontos [55] tanulmdnydban a ,tulajdonképpeni”™ nemeuk-
lidészi geometria egyik ..cl6készitSjévé” fokozza le BOLYAI JANOSL.
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A KLINE és GRAY dltal hangoztatott félrevezet§ vélemények mdr a milt szé-
zad vége felé felmeriiltek, amikor megkezd&dott GAUSS hagyatékdnak folyama-
tos kdzzétérele, s egyesek — amint latjuk — még ma is 6t tekintik az els§ nemeuk-
lidészi geometria kezdeményez6jének. Ennek a folfogdsnak a legsidlyosabb szawi
képviselGje FELIX KLEIN volt, aki a goéttingeni egyetemen az 1889-90. tanévben
tartott elGaddsaiban fejlette ki elfogult nézeteit, GAUSS szerepét megalapozat-
lan indokok alapjdn az els6 helyre dllitva. ElSaddsa 1893-ban nyomtatdsban is
megjelent. Igaz, hogy késGbb KLEIN némileg véiltoztatott GAUSS-centrikus fol-
fogdsdn, de dllftdsa, amely szerint ,Semmilyen kételyiink nem lehet afel6l, hogy
GAUSS befolydsa dsztdondzte LOBACSEVSZKU és BOLYAI kutatdsait” sajnos még
napjainkban is hat.

FELIX KLEIN véleményét GAUSS 1832. februdr 14-én GERLINGhez intézett,
s az 1.2. §-ban mdr idézett levelének kovetkezb részlete befolydsolta: ,Szerzje
... fia egyik ifjdkori bardtomnak, akivel 1798-ban gyakran beszélgettem errSl a
dologrdl. ..". Erdekes, hogy a hdrom héttel késSbb, 1832. mdrcius 6-4n BOLYAI
FARKAShoz kiildott levélben [101, 109 old.) GAUSS nem célzott arra, hogy hajda-
ni beszélgetéseik a nemeuklidészi geometndra is kiterjedtek, holott ilyen célzést
ezdttal is igen természetesnek vennénk. Ma dgy tudjuk, hogy kettejilk egykori
beszélgetései kizdrdlag a tér filozéfiai problémdi korill forogtak és valamilyen
nemeuklidészi geometria kidolgozdsinak a gondolata f6l sem meriilt benniik.

Azt, hogy LOBACSEVSZKU felé BARTELS nem kozvetithetett, D. M. BURTON
(26, 558 old.] azzal magyardzta, hogy LOBACSEVSZKU 1823-ban még , bizonyit-
ja" az V. posztuldtumot, tehdt ha GAUSS eszméi eljutottak volna hozzd, akkor
erre nem Kkeriilt volna sor. (Ugyanez BOLYAIr6l is elmondhat6. Bécsi évei alatt
el0sz0r 6 1s — 1gaz, hogy csak rovid ideig — az V. axioma bebizonyitdsdval pré-
bdlkozott.) J. GRAY egyik ldbjegyzetébbl [54, 112 old.] azt is megtudjuk, hogy
BARTELSnek a kazdini tartézkoddsa sordn GAUSSszal folytatott levelezésében sem
taldlunk arra vonatkozé bizonyitékot, amely szerint a két ma'2matikus a pirhu-
zamosak problémdjarél értekezett volna.

BOLYAI JANOS esetében a KLEIN-KLINE-GRAY-féle képtelen dllitdst ndlunk
SZENASSY BARNA céfolta szabatos érveléssel [111, 68 old.) és [114). VEKERDI
LASZLO szavaival ,.csak fol kellene lapozni a BOLYAI-GAUSS levelezést s nyom-
ban kideriilne, hogy efféle kbzvetités lehetetien. . .”. Valéban, ha dtolvassuk ezt
a fontos [101]-es kiadvdnyt, nyomban kideriil, hogy GAUSS nemcsak gdttingeni
éveik alatt, de még 1804-ben is igazolandénak tartotta Euklidész V. posztuldtu-
mét, nem pedig a tagaddsdra kivint 4 geometridt folépiteni [101, 82-83 old.],
s nagyon megritkulé levelezésiikben ezentdl GAUSS egy sz6val sem utal a té-
mira egészen 1832-ig, amikor BOLYAI FARKAS elkiildi neki Jdnos kinyomtatott
munkdjit. Az 1799. december 16-4n irott [101, 36-37 old.] levélben is arrél az
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euklidészi pirhuzamossdgi axiomdt helyettesité axiémdrdl van sz6, amelyet Ggy
szokott a szakirodalom idézni, hogy barmely hiromszégnél van nagyobb teriilet
hdromszog.

GAUSS milyen folfedezését kdzvetithette tehdt BOLYAI FARKAS a fidnak, ha
Gottingenben nem beszélgettek ,errSl a dologrél”, ha a tdrggyal kapcsolatos két
GAUSS-levélben nincs sz6 a nemeuklidészi geometridrdl, s végiil, ha maga GAUSS
elismeri, hogy 1798-ban .,... eszméim még tivol voltak attél a kialakuldstél és
érettségtSl. melyet azoknak ez a fiatalember adott a sajit elmélkedései dltal™?
[22, 387 old.] Nyugodtan mondhatjuk, hogy nem volt mit ,kdzvetitenie” BOLYAI
FARKASnak. Ennek ellenére, amint mdr hangsidlyoztuk, az apdnak fontos szerepe
volt az Appendix létrejiutében.

Sajndlatos, hogy GAUSS GERLINGhez irott levelének egy mondata megalapo-
zatlanul befolydsolta az utékor véleményét BOLYAI JANOS kdrdra.

Az elmondottak arra késztetnek, hogy munkdnkba beiktassuk a nemeuklidé-
szi geometria felfedezésének torténetét. Ugyanakkor érveléseinket djabb, a kéz-
iratokbdl kiolvasott adatokkal is aldtdmasztjuk. BOLYAI JANOS hagyatékdbdl né-
hdny olyan fljegyzés is elGkeriilt, amelyekbsl egyértelmiien kdvetkeztethetiink
geometridja megszilletésének és az Appendix elkésziilésének pontos idGpontjaira.
Ezek, az eddig is isment adatokat kiegészitve, nemcsak azt bizonyitjdk meggyd-
zGen, hogy 6 mdsoktdl fiiggetleniil, 6ndlléan fedezte f6l geometriai rendszerét,
de azt is, hogy a tér abszolit igaz tudomdnydnak gondolata az & fejébdl ,,pattant
ki” elGszor.

Vizsgdljuk meg tehdt rendre a hdrom matematikus foljegyzéseit, munkdjuk
keletkezésének idGpontjait, s ezek tsszehasonlitdsa segitségével prébdljunk hite-
les képet alkotni az elsGség kérdésében.

A paraleldk kérdésének kutatdsdit BOLYAT JANOS 1819-1820 tdjdn kezdte el
Bécsben, de ekkor még kifejezetten apja nyomdokain haladt. Ugyanis az euk-
lidészi parhuzamossdgi axiémat prébdlta bebizonyitani. 1820-ban azonban mir
kezdett megérlelGdni benne az a gondolat, hogy az euklidészi parhuzamossdgi
axioma fiiggetlen a tobbit6l, kdvetkezésképpen azok alapjdn nem bizonyithaté
be. J61 ismert, hogy BOLYAI JANOSnak a hadmérndki akadémidn 1820-ban ké-
szftett rajzairél kiolvashaték geometridjdnak elsS gondolatai (1.2.§). Ez az Ap-
pendix megalkotdsdnak kezdete.

Az elkdvetkezd években biztosan sok mindent dtgondolt BOLYAI a térelmé-
letrl, mert 1823-ban mdr teljesen kibontakoztak az ) geometria kdrvonalai. No-
vember 3-4n kelt a nevezetes ,temesviri levél”. Felfedezésének ezt az idGpontjt
t6bb késdbbi frasdban is megerSsiti. Igy példdul az olmiitzi kérvényében, vala-
mint a kdvetkez6 sorokban: ,,Csak még azt jegyzem erre nézve meg, hogy én eb-
béli munkdmat, melynek lényege mdr 1823 — év végével hatalmamban volt. . .™
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([9], hdtsé boritélapjinak belsS oldala), s tobbek kozott a kévetkezd mondatban
is: ,,még fiatal koromban 1823-ban, tehdt 6bb évekkel a Tentamen kijévetele
eldut duldteam s 1ol is jegyeztem volt” (837/1%). A mdr kidolgozott elméletét 1825
elején mutatja meg édesapjdnak, 1826-ban pedig munkdja német viltozatdtl dtad-
ja ECKWEHR szdzadosnak. Végiil az Appendix kiilonlenyomata 1831 dprilisdban
ldtott napvildgot. BOLYAI JANOS 1834 koriil irt, erre vonatkozé nyilatkozata: ,Az
itt kovetkezd tudomdnydg, . . ., alapvonalaiban mdr az 1831. év elején latin nyel-
ven jelent meg ... . Ennek az elmélemek f6 eredményeire mdr 16bb mint 10 évvel
ezeldit jutottam™ [106, 1:221].

A Tér wdomdnya természetesen mdr az 1831 elStti években teljesen elké-
sziilt. Tébb olyan dokumentumunk van, amelyek ezt bizonyitjdk.

Az Appendix egyik példinya éppen BOLYAI FARKASndl volt, igaz, hogy nem
végleges formiban. Ez valészind, hogy a fidval valé 1825 évi taldlkozdsuk al-
kalmdval maradt Marosvésdrhelyen. Hogy valéban Marosvésdrhelyen volt ez a
példédny, arr6l BOLYAI FARKAS egyik, 1830. jinius 23. el6tt (pontos détumot
nem ismeriink) irt levelébdl értesiilhetiink. A mdr 1953 6ta ismert [17, 377 old.]
s mégis elég ritkdn idézett levél mondatai: ,Jdnosnak is mindjdrt irok, s ma vagy
holnap az Aradra indul6kiol killdok, s elkérem az § (a maga nemében egyetlen)
munkdjdt, melyet az Appendixhez kivinnék nyomtattatni. Megvan nédlam, de tsak
impure”. BOLYAI FARKAS akkor nyilvinvaléan a mir nyomdakész Appendixet
kérte el fidtél.

A hagyaték még fel nem dolgozott lapjait forgatva két olyan oldalra is buk-
kanunk, amelyeken levl foljegyzések ugyancsak perddniSek ebben a kérdésben.
Itt BOLYAI JANOS maga tandsitja, hogy az Appendix mér 1829-ben készen volt.
Mindkét foljegyzésben arra a tényre hivatkozik, amely szerint a Tentamen kia-
ddsdhoz sziikséges nyomtatdsi engedélyt mér 1829-ben (okt. 12) kiadtdk a haté-
sdgok [10], ahhoz pedig a minek készen kellett lennie. Az elég nehézkes fogal-
mazdsd frasokbdl, néhiny rokon értelmi szét elhagyva, nemcsak a szdmunkra
legfontosabb mondatot ragadjuk ki, hanem hosszabban idéziink, mert figyelemre
mélténak tartjuk » 15bbi részeket is.

o .. @ rengeteg sok sziikségest magdban foglalo - irja BOLYAI az 1309/3" ol-
dalon — és EUKLID st ADAM dta a tanban a legnagyobbszer( idszakot kezdett
vagy legalibb el6készitett Marosvdsdrhelyt, mint a munka térvényes elévizsgd-
latja vagy recensioja idGszdm vagy hatdrozatjabdl kivildglik mdr 1829-ik évben
készen volt vagy dllott, bdr is sokféle mds akaddlyok miatt csak az 1832-ik évben
megjelent Tentamen dltaldban érdemlettill, rengetegiil és a legmélyebben tisztelt
és szeretett szerzbje s Edes Atydm t6bb magyar, latin é német munkdi értel-
me és szellemében szdlva, nagyobb csoddra lekotelezve mint semmibdél valamit
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teremteni...”. Az a fil ir igy apjarél — még t6bb mds helyen is -, akit a lélek
mélyét alig vizsgdlé életrajzirék sokszor annyira sitét szinben dllitottak elénk.

Ennek az oldalnak. amelyet kiilénben szép, nagy betiikkel irt BOLYAI az az
érdekes sajdtja, hogy alulrél folfelé haladva kell olvasni (1. dbra).

B2 0) plen- a v &t 6P PR, B 75 ey st ikt
AT eyt 772 *g%ﬂﬁ;f Co RS

1. dbra (1309/3%)

BOLYAI az aldbbi, 1848 utdn keletkezett, igen érdekes jegyzetében ismét hi-
vatkozik az 1823. évre s ugyanakkor az Appendixre vonatkozé mds, fontos meg-
jegyzéseket is tesz: ,Es igy elég csoddlatos, nevezetes és kilonds az, hogy bdr
is az Appendix lényegére nézve mdr 1823-ban megsziiletett, 1829-ben a Tenta-
men kihirdetés s kinyomtatdsra a kényv vizsgdlo Bizottsdgtol szabadsdgot nyert,
mdr 1833-ban (ez nyilvénvaléan elirds) megjelent s tobb hires és részint Nagy
nyitandszoknak, mint LITTROW, ETTINGSHAUSEN, s6t maga egy GAUSSnak is ke-
ziikben jdrt, — bdr is az Appendix utdn mds kilondsen derék mds is jelent meg
LOBACSEVSZKUIG/ ugyanazon tirgyrdl, mind azéta is még sem lalilkozott sen-
ki, ki annak hatalmas eszkdzével felszerelve segitettné, vagy annak alapjdn is, a
A-tant ill6, teljes, t6kélyes idomban eldadta s az a véges vagy végheletlensége
kozotti eldonthetés lehetienségét szigorral megbizonyitotta volna s igy végre e [6-
fontossdgd, mdr az Appendixben emlitett s megigért hidny kipdtidsa is csakugyan
nekem maradott vagy rdmhdramlott és foladatnak is megfejtése s homdilyinak
végképpeni elenyésztetése, s az dltal az egy végtelen tengerként Vildghordozo r
lényege fGfontosdgu tirgydnak a korondt vagy koszorit foltevése” (786/2).

Ezek a foljegyzések (amelyekhez még a kovetkezS, BOLYAI JANOSnak a
TentamenrS! frt félmondatdt is csatoljuk: ., ...censurae dato iam anno 1829
(1373/22")) egyértelmien tandsftjdk, hogy az Appendix 1829-ben BOLYAI JA-
NOSndl mdr nemcsak ,impure”, hanem kinyomtatdsra teljesen kész dllapot-
ban megvolt. Végleges elkésziilése torténetének igen fontos lincszemét képezi
BOLYAI fent idézett két frisa. Maga a m{ egész anyaga viszont mdr t5bb évvel
kordbban, 1824-ben készen volt. Erre BOLYAI JANOStS! szdrmazé egyik levél
alapjdn kovetkeziethetiink. A levélre, amelyet Jinos 1855. oktéber 4-én irt apjd-
hoz [17, 414 old.], SZENASSY BARNA hivta fel a figyelmiinket (19, 31-32 old.]:
A GAUSS régi leveleiben, mint mdr akkor r6gtdn is mondottam, Ugy emlékezem
még 1824-ben észrevettem, hogy azt 6 is dtldtta, hogy a lapi A (sikhdromszog)
terje {terillete} ha mindenik oldal — oo is, S-ben csak v -hatdros {véges)".
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SZENASSY, miutdn GAUSS BOLYAI FARKAShoz frt leveleit is dttanulmédnyoz-
ta, megéllapitja, hogy ,,1824-ben BOLYAI JANOS mdr ismerte a hiperbolikus sik
hiromszégének terilleti képletét. Ez pedig azt jelenti, hogy sszedllitoua az Ap-
pendix egész anyagdt, ugyanis ¢ formula tanulmédnya utolsé, 43.§-dban szerepel.
Osszegezve a mondottakat: mai tuddsunk szerint BOLYAI JANOS 1820 és 1824
kOzou Osszedllitotta térelméletének anyagdt™.

Ezt a kOvetkeztetést teljes mértékben elfogadhatjuk, hisz ha BOLYAI 1824-
ben még nem késziti el folfedezésének egy kézirdsos fogalmazvinyit, akkor nem
lett volna mit megmutatnia 1825-ben apjdnak, sem mit dtadnia 1826-ban volt
bécsi tandrdnak, WOLTER VON ECKWEHRnek.

Igen gazdag irodalom segit N. 1. LOBACSEVSZKU folfedezésének id6rendd-
ségi kérdésében. O is az 1820-as évek sordn kezdett alaposabban foglalkozni
a piarhuzamosok problémdjdval. Aztdn az évtized utolsé két évében 1829-ben
¢s 1830-ban a Kazini HirnOk (Kazanszkij Vjesztnyik) kiilonbbz8 (pontosan az
1829-es évfolyam 2., 3., 4., 11., 12. és az 1830-as évfolyam 3., 4., 7., 8.) szé-
maiban A geometria alapjairél cimmel teszi kozz¢é munkdjdnak eredményét egy
hosszabb értckezésbhen [39, 1-66 old.]). Ezt a munkidt, amelyben LOBACSEVSZKU
kidolgozta a geometridra vonatkozé dj gondolatait és nézeteit, tekinti a szak-
irodalom a nemeuklidészi geometria elsé publikdlt miivének. Ha elGkeressiik
LOBACSEVSZKU nevezetes munkdjdt, azonnal szembetiinik, hogy nincs valami
rendben az 1829-es megjelenéssel kapcsolatban, azaz pontosabban nem 1829
LOBACSEVSZKU dolgozatdnak megjelenési éve, amint azt a legtébb matemati-
katorténeti kdnyvben olvashatjuk. Ugyanakkor BOLYAI JANOS Appendixe sem
1832-ben jelent meg el8szor. A valésdg az, hogy LOBACSEVSZKD munkdjdnak
utolsé része 1830 augusztusdban jelent meg. BOLYAI Appendixe, igaz, . kiilon-
lenyomatban”, de nyomtatdsban 1831 dprilisdban ldtott , napfényr”. Kovetkezés-
képpen még egy év kiildnbség sincsen a matematika két nagy alakja miivének
megjelenése kdzott, nemhogy hdrom esztend, amit olyan szivesen hangoztatnak
egyesek (példdul V. F. KAGAN is [17, 102 old.)).

Az 1829-30-as éveket megel6z6en LOBACSEVSZKUnek 1819-ben volt egy
kézirata, amelynek A geometria alapjai cimet adta. Valészind, hogy ez annak
a munkdnak volt els6 vdltozata, amelyet Geometria cimmel 1823-ban adott be
dllamkoltségen valé kinyomtatdsra. A jegyzet kiaddsdra nem kapott engedélyt.
Erdekes, hogy LOBACSEVSZKU kéziratdt 1898-ban megtaléltik, s KAGAN vélemé-
nye szennt a Geometndban t6bbé-kevésbé lathaté mér a késSbbi LOBACSEVSZKD
[90]. Tudjuk azt is, hogy 1823-ban egyetemi elSaddsain még csak azt dllapitotta
meg, hogy a pirhuzamossdgi axiéma bizonyitdsa lehetetlen.

1826. februdr | 1-én (23-4n) LOBACSEVSZKUD el8addst tartott a kazéni egyetem
fizika-matematika kardn a geometria alapjairél a kovetkez6 cimmel: Exposition
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succinte des principes de la géometrie avec une démonstration rigoureuse des
paralléles (A geometria alapjainak rovid kifejiése a parhuzamosok térvényének
szigori bizonyitdsdval). Sok bizonytalansdg, taldlgatds latott napviligot ezzel az
eldadassal kapcsolatban. Szovege ui. (akdr BOLYAI JANOS ECKWEHRnek 4tadott
{risa) elveszett, de mint LOBACSEVSZKD sajit maga kozli, az 1829-30-ban koz-
zétett értekezésének egyik része Kivonat az Exposition succinte-bdl. Arra vonat-
kozéan, hogy pontosan melyik az a rész, KAGAN is bizonytalan [90, 17 old.].

Az Exposition succinte cime bizonyos zavart kelt, jegyzi meg KAGAN, és ki-
sérletet tesz annak megmagyardzisdra, hogy LOBACSEVSZKU dolgozatiban nem
a pdrhuzamosok axiémdjdnak bebizonyitdsdt tdizte ki célul, s&t bant6 elfogult-
sdggal azt is kijelenti, hogy ,.... az egész anyag, amelyet BOLYAI az Appen-
dixben késobb kifejt, mdr viligosan helyet foglal az Exposition succinte-ben”
[17. 110-111 old.]. Mélyen hallgat KAGAN arrél az ,.aprésdgrol”, amit viszont
F. ENGEL (1861-1941) 1899-ben ugyancsak megemlit [39, 372 old.], hogy ami-
kor LOBACSEVSZKD A geometria alapjairél cim@ munkdjdban az 1826-os Expo-
sition succinte-t idézi, annak cimébdl egyszerlien kihagyja a mondat mésodik,
baljéslatd felét ,avec une démonstration rigoureuse des paralléles™. Ezt - dgy
véljiik — nem lehet véletlennek tekinteni. Amint ENGEL is megjegyzi: .Minden-
esetre itt még visszamaradt egy kis tisztdzni valé”. A fenti félmondat kihagyd-
sa — olvashatjuk SCHLESINGER LAJOSnak BOLYAI JANOS centendriumi linnepsé-
gén Kolozsvirott tartott Emiékbeszédében — feljogosit arra a feltevésre, hogy
LOBACSEVSZKUnek az a beldtdsa, hogy az j geometriai rendszer egymagdban
fenndllhat, 1826-ban még nem érlel5dott meg. LOBACSEVSZKI bizonyédra hama-
rosan rdjott .a pdrhuzamosok tételének szigoni bizonyitdsdban™ elkdvetett logikai
hibdra, és azutdn t6bbet arrél nem beszélt.

Nincs szdndékunkban a zsenidlis LOBACSEVSZKD érdemeit Kisebbiteni, de a
tényeket sem hallgathatjuk el, kiilsndsen ha azokbdl eddigi értelmezésiik miatt
félreértések szdrmazhattak.

Az elmondottak alapjdn BOLYAI JANOS személyi prioritdsa minden kétség fe-
lett 41l. A geometria alapjairél cim@ munka kdzlése pedig LOBACSEVSZKUnek
a publikdlds formdlis prioritdsit biztositja néhdny hénappal. Ha figyelembe
vesszilk az informécié mdlt szdzad elején valé terjedési sebességét, ez a kiildnb-
ség teljesen elenyészOnek tekinthetS. A hirkozlés lassisdga ellenére az Appendix
Marosviésdrhelyrsl igen kordn (el6bb, mint LOBACSEVSZKI munkdja) eljutott a
nagyviligba. Ezt a .,matematikai nagyvildgot” akkoriban kéiségteleniil GAUSS
jelentette, s amint tudjuk, & mdr 1832 februdrjinak els§ napjaiban olvasta Bo-
LYAI mivét (1étezésérSl 1831 kdzepe Ota tudott), sdt GERLINGet is azonnal t4-
jékoztatta err6l. De a Tentament fiiggelékével egyiitt megjelencse utdn Bécsbe
ETTINGSHAUSENnek is elkildték.
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A tdrgyilagossig kedvéért még tegyiik hozzd, hogy A geometria alapjairél ci-
mi munka némely bizonyitdsa még nem teljes, vagy éppenséggel hidnyzik [33,
167 old.]. Azt, hogy irdsén még van csiszolni valé, LOBACSEVSZKD is elisme-
ri, amikor 1840-ben igy ir a Geometriai vizsgdlatok bevezet§jében: ,Sajil els6
probilkozdsom a geometria alapjair6l 1829-ben jelent meg a Kazéni Hirntkben.
Ezutdn, arra (6rekedve, hogy az dsszes kdvetelményeknek eleget tegyek, hoz-
zifogtam e tudomdnydg teljes kidolgozdsdhoz”. [90, 41 old.]. Ezenfeliil mdivét
LOBACSEVSZKU orosz nyelven frta, az teljesen hozzéférhetetlen maradt a nem
orosz matematikusoknak. De az orosz tudésok sem értették meg LOBACSEVSZKD
munkdjdt. Negativ véleményt adott err§l M. V. OSZTROGRADSZKD és V. J. Bu-
NYAKOVSZKU 1s. Ugyanakkor BOLYAI az § felfedezését kifogdstalan latinsdggal
(majd németiil) és az elGdllitds feliilmilhatatlan tokéletességével irta le. Az Ap-
pendix elismertetése is sok akaddlyba titkdzout. Ismerjiik a legkompetensebb biré,
GAUSS . dicséretét” s aztdn teljes hallgatdsdt. Az Appendixet tobben is olvastdk,
(W. VON ECKWEHR, G. A. GREISINGER, A. ETTINGSHAUSEN, E. ZITTA. C. L. GER-
LING, J. J. LITTROW) s bdr kozottiik egyetemi tandrok is voltak, sajnos nem tudtdk
befogadni az Gj eszméket.

LOBACSEVSZKU az 1830-az években 15bb dolgozatot irt geometridjirél a Ka-
zani Egyetem Tudomdnyos Napl6jdban, de Crelle kdzismert folyéiratdban fran-
cidul is kozolt [87. 88), 1840-ben pedig németiil teszi k6zzé a Geometrische
Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien cimd mdvét. Felfedezését ebbd)
a munk4bdl ismerte meg GAUSS, BOLYAI JANOS, BOLYAI FARKAS. A matemati-
kus vildg figyelmét LOBACSEVSZKU miveire GAUSS leveleinek 1865-ben tortént
kbzzététele hivta fel. Ezekben az években kezd ismertté vilni a BOLYAI név is.
A két BOLYAI néhdny matematikai eredményével H. R. BALTZER (1818-1887)
Die Elemente der Mathematik (1860., 1862.) cim(i tankdnyvébd) ismerkedhet-
tek meg a matematikusok. Az Appendix az 1867. évben vilt hozziférhetSbbé a
tudomdnyos vildg szdmdra, amikor megjelent G. J. HOUEL (1823-1886) francia
forditdsa. A miilt szdzad utolsé hatvanas és elsS hetvenes éveinek matematikusai
mind az AppendixbSl, mind a Geometriai vizsgdlatokb6l szereztek tudomdst a
nemeuklidészi geometridrl. LOBACSEVSZKUt azonban gyakrabban idézték, érte-
kezései 16bbszor jelentek meg, az oroszok maguk is nagyobb gondot forditottak
Kivalo matematikusuk elismertetésére. Ezért j6 ideig a nemeuklidészi geomet-
ridt LOBACSEVSZKUrSI nevezte a tudds vildg. Csak 1894-ben sikeriilt magyar
matematikusoknak elérniiik, hogy BOLYAI és LOBACSEVSZKU neve vildgszerte
egyenld megbecsiilésben részesiiljon.

GAUSS hagyatékdnak folyamatos kozzétéiele sordn - bdr a ,BOLYAl -
LOBACSEVSZKU-geometria” elnevezés megmaradt - a nemeuklidészi geometria
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felfedezése elsGbbségének a kérdésében a sily kezdett dttolédni GAUSS szemé-
lyére, és egyesek — amint mdr frtuk — ma is &8t tekintik az els6 nemeuklidészi
geometria kezdeményezGjének. Akik ezt a felfogdst vallottdk (F. KLEIN, F. EN-
GEL) és valljdk ma is (M. KLINE, J. GRAY, D. BURTON) GAUSS rendkiviil gazdag
levelezésére [22, 23, 24, 25] és hagyatékdra hivatkoznak, ugyanakkor figyelmen
kiviil hagyjdk BOLYAI JANOSnak apjdhoz 1823. november 3-dn frott sorait.

Valéban meglepd lehetett a GAUSS-hagyaték tanulményozdsa sordn felfedez-
ni azokat a leveleket, amelyekben ,.a matematika fejedelme” tébb szdmottevs
matematikusnak eléggé nyiltan irt a nemeuklidészi geometria lehetdségérsl, mi-
kozben e 1émdrdl életében soha semmit sem hozott nyilvdnossdgra. GAUSS nem
akart vitds témdval a kdzvélemény elé dlini. Félt a ,beotiaiak kiabdldsat6l” és a
wdarazsak fulldnkjdtél”, ha titkat nem tartand meg magénak.

GAUss rendkiviil gazdag hagyatékdban tdbb olyan irdst taldlunk, amelyek
valamiképpen kapcsolédnak a geometria alapjaihoz, illetve a nemeuklidészi geo-
metria gondolatdhoz. Kiiléndsen kiterjedt levelezésében t6bbszbr érinti a para-
leldk problémakodrét. A tdrgyunkhoz tartozé levélrészleteket sokszor elemezték
mdr, s a [52, 157-268 old.]-ban minden idetartozé frist megtaldlhatunk. GAUSS
legfontosabb levelezs tdrsai BOLYAI FARKAS, W. OLBERS (1758-1840), CH. L.
GERLING, F. A. TAURINUS (1794-1874), F. K. SCHWEIKART (1780-1859), F. W.
BESSEL (1784-1846) és H. SCHUMACHER (1780-1850) voltak.

Kiilonos, hogy GAUSS leveleiben milyen sokszor emliti a geometria alap-
jaival, illetve egy nemeuklidészi geometria lehetGségével kapcsolatos gondolatai
keletkezésének idGpontjdt. Kovetkezetesen az 1790-es évekre helyezi eszméinek
eredetét. Az 1846. november 28-4n SCHUMACHERhez irott tdjékoztatdsa szerint
mér 1792-ben (tehét 15 éves kordban!) felismerte, hogy az euklidészi geometria
tagaddsa esetén is Iétezik mdsfajta geometria. [25, 247 old.) SZENASSY BARNA a
pontosan dokumentdlt [114] tanulménydban joggal kérdezi, hogy vajon mennyire
adhatunk hitelt a szavainak. A tudomdnytorénet csak azt fogadhatja el ténynek,
ami megbizhaté adatokkal bizonyithaté. Mérpedig a j6val késGbbi keletkezés(i
levelek szlikszavi kdzlésein kiviil egyetlen olyan adatrél sem tudunk, amely alé-
tdmasztand GAUSS dllitdsdt. Figyelemre méltéak ezzel kapcsolatban GAUSS 1804.
november 25-én BOLYAI FARKAShoz irt kbvetkezb sorai [101, 81-82 old.]): ... ..
hajdan e gordiuszi csoménak kibontdsdt megkisértettem €és mindeddig hidba pré-
bdltam ... Van ugyan még mindig reményem, hogy ama szirtek valamikor, még
az én életem vége elbtt dtjdrast engednek ... hidd el nekem, hogy szivbSl 6riil-
nék, ha engem megel6znél ... En aztdn a legbensSbb Srommel megtennék min-
dent, hogy a te érdemed érvényesiiljon és a kell§ vildgossdgba helyezkedjék.” (l.
még [106, 1:43)).
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GAUSS hagyatékdban a legterjedelmesebb nemeuklidészi geometridra vonat-
kozé frést az 1832. mdrcius 6-4n az Appendix elolvasisa utdn BOLYAI FAR-
KAShoz irott levelében taldljuk [101, 110-111 old.]. Legértékesebb nemeuklidé-
szi geometriai gondolatait pedig KAGAN szerint azokban a megjegyzésckben kell
keresniink, amelyeket 1840-1846 kozout fiizott LOBACSEVSZKD ,.Geometrische
Untersuchungen” ¢im( kdnyvéhez. A fent emlitett SCHUMACHERAez kiildott le-
vélben ezt a munkdt egy igazi geométer mestermiivének nevezi [106, 1:131). (A
GERLINGnek 1844. februdr 2-dn kiildott frasdban ugyanakkor azért sajndlkozik,
mert LOBACSEVSZKU miveit egy dthatolhatatlan erd6héz lehet hasonlitani [22,
667 old.]). A konyvecske 27. cikkelyében elSfordulé, BOLYAI JANOS megilla-
pitdsa szerinti ,,szarvashibdr” (1.5.§) azonban GAUSS nem jelzi. BOLYAI észre-
vélelei LOBACSEVSZKD vizsgdlatairdl dgy ldtszik alaposabbak, figyelmesebbek
voltak.

SZENASSY végiil megdllapitja, hogy az euklidészi pdrhuzamossdgi axiéma
bizonyitdsdt célz6 sok eredménytelen kisérlet hatdsdra 1816-161 GAUSSban egyre
megérlelGdik a nemeuklidészi geometria lehet8ségének a gondolata. A hiperbo-
likus geometria kdrébe tartozd, ezutdn papirra vetett eredményei ersen tdmasz-
kodnak J. H. LAMBERT (1728-1777) vizsgélataira és a ,képzetes sugari gémb"
hipotézisére. A hiperbolikus geometridt azonban nem dolgozta ki tervszerien, a
matematikai szigor dltal megkividnt médszerességgel. Ilyen médon a nemeukli-
dészi geometridk torténetében nem illeti meg ugyanaz a hely, mint BOLYAI JA-
NOSt vagy LOBACSEVSZKUt [114). VEKERDI LASZLO szavaival: ..Gauss csak a
paraleldk mentén, csak a kidolgozds kiiszobéig jutott”. [9, 37 old.). Vildgosan
litta ezt BOLYAI JANOS is. A lembergi folyamodvény-tervezetben igy fir: ,.Ugy
ldtszik, hogy taldn GAUSS az egyetlen, aki néhdny lépést tett a cél felé, de még
mindig messze volt anél, hogy mindezt teljes egészében ldssa. Fdradozdsai da-
cdra sem tudott valami nagyon eldrehaladni. Ezt az alulirott igazolni wudja az
apjdnak GAUSS dltal irt részint mostani, részint régebbi levelei alapjdn™ [106,
1:232).

Kiilonds, hogy GAUSS, miutdn elolvasta LOBACSEVSZKU német nyelvi
munkdjdt, emlitést sem tett az orosz matematikusnak arrél, hogy egy koréb-
bi mi hasonlé vizsgdlatokrél és eredményekrSl ad szdmot. Viszont BOLYAI
FARKAS figyelmét & hivta fel a Geometrische Untersuchungenre. BOLYAI és
LOBACSEVSZKI munkdirél irva elismeri, hogy sajit t6bb évtizedes hasonlé tdr-
gyl ,mediticiéi”-ban nem érte el egyik matematikus mlvének gazdag tartalmaét
és kiforrottsdgdt sem. Mégsem tett tobbet e két munka, kiilondsen az Appendix
elismertetése érdekében, mint hogy néhdny matematikusnak figyelmébe ajinlot-
ta. GAUSSnak lett volna lehetSsége arra, hogy a magyar és orosz matematikust
megismertesse egymdssal. Sajnos a tudomény nagy kdrdra ezt elmulasztotta.
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BOLYAI JANOS Appendixének (8bb zsenidlis meglétdsa kozill az (1.4.§)-ban
kiemeltiik a komégyszotgesitéssel és a modellmédszerrel kapcsolatos észrevéte-
leit. Erdekes, hogy ezekhez a nagy jelentGség( felfedezésekhez GAUSS egy sz6
megjegyzést vagy magyardzatot sem f(z. A nagy GAUSS ,dtsiklott” volna az
Appendix néhdny fejezetén? Felvet8dik a sokak szdmdra bizonydra meghokken-
16 kérdés: vajon tisztdban volt GAUSS a teljes Appendixszel? Nem lehet Gszin-
te akkor, amikor azt frja BOLYAI FARKASnak: ,.... a mil egész tartalma, az ut,
amelyet fiad kovet, és az eredmények, amelyekre jutott, majdnem végig mege-
gyeznek részben mdr 30-35 év dta folytatott mediticidimmal”, hisz GAUSS az
abszoliit geometridra sohasem gondolt. Leveleiben erre vonatkoz6 utaldssal nem
taldlkozunk. Milyen igaza van VEKERDI LASzLOnak, amikor ezt irja GAUSSIoI:
o .. lithatéan 6 sem értette meg BOLYAI () eszméinek jelentését és jelentGségét,
kiilsnben hogyan is hihette volna, hogy a lingeszi fiatal matematikus ugyanazt
fedezte fel, mint 67" [124, 67 old.). De LOBACSEVSZKI dolgozataiban sincs $z6
az abszolit geometridrél.

Az abszolit geometria felfedezése egyediil BOLYAI JANOS érdeme. ElGtte
sem, de vele egy id6ben sem gondolt senki annak megalkotéséra. Idézziik 1smét
VEKERDI LASZLOt: ,,BOLYAI JANOS nem a nemeuklidészi geometridt fedezte fel.
Neki a nemeuklidészi geometria ingyen ajindékként adédott, miutdn folfedezte,
sz6 szerint megteremtette az abszoliit geometridt, azt a Harmadikat, ahonnét a
Misik kett8 kibontotta a maga kiiln és Gnmagdban megtidmadhatatlan igazsdgat™
[123, 302-303 old.].

Végiil emlftsiik meg, hogy figgetleniil a felfedezés elsGbbségének kérdésé-
161, a nemeuklidészi geometridt csak jéval késGbb fogadta el a tudomdnyos vildg,
s gy hatdsa is a matematika fejlGdésére csak tobb évtizeddel mindhdrom mate-
matikus haldla utdn kezdett nyilvdnvaléva vélni.
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A Bolyai-lad4k

2.1. A kéziratos hagyaték sorsa

BOLYAI JANOS, a 31 éves koriban nyugalmazott csdszdri kirdlyi kapitdny els6
nagy csaléddsa miatt kidbrdndultan, megtorten és betegen érkezett haza apjdhoz
1833 nyardn, hogy életének utolsé 27 esztendejét gyermekkori dlmodozésainak,
tervezgetéseinek szinhelyén, Marosvisdrhelyen és Domdldon tdltse el.

Ezekr6] az évekr6l nemrég még ezt irta egyik ..méltatéja™: életének masodik
fele haszontalanul, kényelmetleniil, anyagi gondok kdzott vergSdve telt el. Halé-
lakor nagyszdmd kéziratot hagyott hdtra, amelyeket nem lehetett értékesiteni.

Val6szinfi, hogy ezeket a mondatokat a tdjékozatlansdg sziilte, de tény, hogy
BOLYAI JANOSnak, miutdn katonai pdlyafutdsdt befejezte, valéban mostoha élet-
sors jutott. Napjait dtsz8vi a megnemértés, a betegség és a szegénység. De nem
élt haszontalanul, hidba. Kényszer{ nyugdijaztatdsa utdn is sokat dolgozott. El-
készitette ugyan nagy munkdjét, de ,tiizes, gyors” szive s elméje tovibb forr,
nem engedte nyugodni. Napestig il ezekben az években fréasztala mellett, hogy
félidns nagysdgd papirjait vagy sokszor apr6 papirszeletkéit teleirja a gondolatait
megorokitd betdkkel. Sok ezer oldalnyi kéziratot hagy 6rokiil.

Amikor a hiiséges gondoz6, SZOTS JULIA remeg® kézzel leirta, hogy ..... igy
mdr nints mit tagadni, a Kapitdny Ur nints tobbé . .. ", a marosvésdrhelyi katonai
virparancsnok BOLYAI JANOS minden frdsdt lefoglaltatta, utasftdst adott, hogy
rakjdk azokat ldddkba és vigyék be a virba. Meg kellett vizsgdini, hogy nincs-e
benniik valamilyen katonai vonatkozési titok. Nem lehetett kdnny(i dolga annak
a tisztnek, aki a nagy halom iratot 4tbdngészte. Killonds, de taldn éppen ennek
az dnkényes intézkedésnek koszonhetS, hogy a kéziratok nem semmisiiltek meg.
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A ladék a késObbiek folyamdn sok viszontagsdgon mentek 4t. Miutdn a vé-
sdrhelyi virban foly6 vizsgdlat nem taldlt katonai titkokat a sr{in telefrt lapok-
ban, dtszillitottdk azokat a virosi rendGrségre, egy fészerbe. Végiil az 6si iskola,
a marosvisdrhelyi Reformdtus Kollégium sajit épiiletébe vitette a kéziratokat s
ezzel megmentette az utékornak.

A hagyaték s a BOLYAI-geometria torténetének is egyik legjelentSsebb détu-
ma 1867, amikor az Appendix megjelent francia nyelven G. J. HOUEL bordeaux-
1 egyetemi landr forditdsdban [15]. Mintegy mdsfél évtizeden & HOUEL volt a
Bolyai-ligy legfiradhatatlanabb harcosa. O pedig érdekl6dd kérdéseire SCHMIDT
FERENCben taldlt rendkiviil lelkes segitGtdrsat. SCHMIDT éppen HOUEL kérésé-
re irta meg a két BOLYAI életrajzit és kozdlte a Grunernt-féle Archivban [100].
Ez az énekezés ismertette elGszor vildgnyelven a két BOLYAI életrajzi adatait.
Az Appendix francia forditdsa a SCHMIDT dltal frott életrajzzal egybefiizve jelent
meg 1867-ben [115).

A bordeaux-i kiadvény hatdsdra itthon is felismerték a Bolyai-ligy jelentfsé-
gét. HUNYADY JENO az Akadémia egyik {ilésén tdjékoztatta a tagokat arrél, hogy
megjelent francia nyelven az Appendix és annak bevezetéseként a SCHMIDT FE-
RENC (1827-1901) dltal frott életrajz. Azt inditvdnyozta, hogy az Akadémia kérje
kdlcsdn Marosvisdrhelyr6l feldolgozis céljabdl a Bolyai-hagyatékot. Az Aka-
démia akkori f6titkdra, ARANY JANOS 1868. jinius 15-én firt levelében kéri a
Kollégium Igazgaiésdgdtdl az iratokat dtvizsgdldsra.

A hagyaték végiil is 1869 decemberében érkezett Pestre és felbontatlanul
Jetétetett” az Akadémia Levéltdrdba. Eleinte dgy tlint, hogy a magyar matema-
tikusok megfeledkeztek a laddkrél. Két kiilfoldi tudés, B. BONCAMPAGNI (1821-
1894) és HOUEL slirgetésére aztdn az Akadémia 187]. oktéber 16-i hatdrozata
értelmében megalakult a Bolyai-kéziratok dtvizsgdldsdra hivatott négytagi bi-
zottsdg, amely azonnal megkezdte a munkét. A kézirdsos hagyaték foldolgozdsa
vontatottan haladt. Az Akadémia 1874. mdrcius 16-i ililése jegyzOkonyve sze-
rint ,,BOLYAI munkdjdnak elkésziilte bizonytalan, miutén ez oly természetil, hogy
rSgtondzni nem lehet és sokszor tetemes anyag feldolgozisa utdn sincs kozdlhetd
eredmény” [45, 14 old.]).

A Bolyai-kéziratok dtvizsgdldsa tehdt nem vezetett konkrét eredményre és
felhaszndlatlan maradt egészen 1894-ig. Ekkor érkezett meg ugyanis az Aka-
démidhoz a marosvisdrhelyi ev. ref. Kkollégium igazgatésiginak a Bolyai-
hagyatékot visszakérl, és az dtvizsgdlds eredményérSl tdjékoztatdst vird levele.

A III. osztdly hatdrozata az aldbbi volt:

A szintén mdr hosszabb id§ elStt beadott jelentések (KONIG GYULA és
SCHMIDT FERENC részérfl) értelmében ezen iratokban kiaddsra alkalmas anyag
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nem taldltatvdn, az osztdly részérSl nem forog fenn nehézség azirdnt, hogy ezen
iratok jogos birtokosuknak visszaadassanak™ [45, 14 old.].

Ma tudjuk, hogy a jelentéseket nem elbzte meg alapos kutatémunka. Mér a
rikvetkezd évtizedekben P. STACKEL tbb dolgozatban és nevezetes monogré-
fidjiban megmutatta, hogy .ezen iratokban” van kiadésra alkalmas anyag. Most
pedig egy évszdzaddal késdbb gy érezziik, hogy konyviinkben is racafolunk az
MTA III. (Math. és Term. tud.) osztdlydnak 1894. évi hatdrozatéra.

Az iratok 1894-ben hidnytalanul visszakeriiltek eredeti tulajdonosukhoz. Ma
ezeket a marosvdsdrhelyi Teleki-Bolyai Konyvtdr 6rzi [18]. A Magyar Tudomd-
nyos Akadémia a maga Bolyai-gy(jteményét [12] a késSbbi években alakitotta
ki.

Az elkdvetkezd esztendGkben aztdn fokozatosan lendiilt elSre a Bolyai-
kutatds. Ha nem is tartozik szorosan a kéziratok feldolgozdsdhoz, de emlitsiik
meg, hogy évtizedekig hiiz6d6, lassi elSkészités utdn végiil 1897-ben KONIG
GYULA bemutathatta az Akadémia egyik ilésén a Tentamen mésodik kiaddsdnak
elsd kotetét. A masodik kotet nagysokd, 1904 végén jelent meg.

A magyar tudomdny BOLYAI JANOSsal szemben csak 100 éve, 1897-ben tor-
lesztette régi ad6ssdgdt. Ismét a lelkes SCHMIDT FERENC volt az, aki a nyomdai
munka anyagi terhét is villalva megjelenteti az Appendix-et magyarul (amikor
mdr van francia [15], olasz, angol [13], st japdn kiaddsa is; Toki6éban az an-
gol nyelvii [13] forditdst jelentették meg 1894-ben). Ugyancsak & szorgalmazta
a BOLYAI FARKAS és GAUSS kzotti levelezésnek a kiaddsét. Evtizedekre terjeds
faradozdsdt 1899-ben siker korondzta: a levelezést tartalmaz6 szép kotet egyide-
jileg két helyen (Budapesten és Lipcsében) is megjelent [101]). A Kiadvdnyt egy
fiatal matematikussal, PAUL STACKEL-lel készittették el®.

PAUL STACKEL német egyetemi tandr dldozatos munkdjdnak kdszonhetd,
hogy BOLYAI JANOS kéziratban maradt matematikai eredményei nagy része a
széizadfordulé idején napvildgra keriilt. STACKEL Marosvdsdrhelyre is ellitoga-
tott, hogy minél alaposabban tanulményozhassa a BOLYAlak munkdjat. Kutata-
sainak eredményeit az értekezések egész sordban tette kozzé. Kétkotetes kdnyve
[106] ma is az az alapmd, amely a két BOLYAI életének és tevékenységének
legteljesebb képét adja. A STACKEL-kdnyv ma mdr nyilvénval6an sok helyen ki-
egészithets az Gjabb vizsgdlatok eredményeivel. Munkénk kdvetkez8 részében
éppen ez a célunk. Szdndékunk a STACKEL-m{, de més BOLYAI-monogrifidk
dltal hangoztatott pontatlansdgokat és tévedéseket dtériékelni és helyreigazitani.

STACKEL komoly érdemeket szerzett a BOLYAI-ligyben. De a STACKEL-m(
létrejottében a hazai magyar matematikusok is szerepet véllaltak. A magyar nyel-
v szbvegeket SCHMIDT FERENC, FEJER LIPOT és mdsok iiltették 4t németre, a
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konyv végén taldlhaté hetvenoldalas ,Jegyzetek™ anyagdt fSleg RETHY MOR,
KURSCHAK JOZSEF és SCHMIDT FERENC szolgdltatta [115).

2.2. Bolyai Janos foljegyzései

Nem konny( a Bolyai-kéziratokat olvasni, bdr a mér sdrgulé papirlapok tanul-
méanyozdsa minden tiirelmes Bolyai-kutaténak igazi élményt, sok Srdmet szerez-
het. Ugyanakkor jogos egyes szerz6k panasza a kéziratok kibetlizésének nehéz-
ségei miatt. BOLYAI JANOS fbljegyzései nem nyomtatdsra kész dolgozatok, ha-
nem befejezetlen tervezetek szdmos hézaggal, ismétléssel, tériéssel, betolddsok-
kal. BOLYAI irdsaiban maga szerkesztette betdiket hasznél, sokszor elég nehézkes
és szokatlan szimbolikdjdval kell megbirkéznunk. Uj szavakat alkot. Nehéz sti-
lusa kdnnyen kedvét szegi a kevéssé szivés kutaténak. Mindezek rendkiviil meg-
nehezitik és firasztévd teszik matematikai és mds természetil foljegyzéseinek a
szdmbavételél. Maga is beismeri. hogy gyakran sok gydtr6déssel jir gondola-
tainak formdba Ontése. Taldléan irja SZEKELY JANOS ,Bolyai hagyatéka™ cimd
szonettkoszordjdban:

wSzdzszor betoldta, szdzszor hizta dt,
Mig izzadozvdn meglelte az utar.”

BoLYAI JANOS foljegyzéseit frva nem gondolt arra, hogy azok ,,t5kélyesek”
legyenek, hiszen a maga szdmdra irt, nem a nyilvdnossdgnak szénta azokat. A
legszivesebben nagyméretd sziirkés vagy kékes szind flidnsokra irt. Ugy tdinik,
ezeket nem tudta mindig megvdsdrolni s ha nem akadt méds, minden keze iigyébe
kerilt papirt felhaszndl, hogy gondolatait lejegyezze: szétteritett régi levélborité-
kok, hivatalos okmdnyok, gydszjelentések, hirdetések, meghivék firesen maradt
széleit vagy hdtlapjait. Hagyatékdban rengeteg dirib-darab papfrra frt megnyir-
balt foljegyzést taldlunk. Igy vall err6l - MANDICS GYORGY szavaival - BOLYAI
JANOS:

ST ST S 5 Apré

papirszeletkék fuvarozzdk a keservesen
KigyOngyozou eszmét. Most mdr csak a nyelv
szép formdjét kell megtaldljam. ..”

Sokszor nagy gondot okoz az iratok idGrendliségének a megillapitdsa.
BOLYAI csak nagyon ritkdn jeldli meg valamelyik irisa keletkezésének idGpont-
Jai. Még leveleit sem ldtta el mindig keltezéssel. Kiildn 6rom a kutaténak, amikor
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egy kalenddrium, sorsjegy hitdn vagy iskolai értesiton taldl jegyzeteket, mert eze-
ken keltezés is olvashaté s igy ha nem is teljesen megbizhatéan, de eligazodhat
az irds keletkezésének idGpontjdra vonatkoz6an. Sok szinhdzi misorlap hditolda-
14t teleirta BOLYAL Ezek alapjdn egy hozzéértl szakember mér-mér megirhatnd a
milt szdzadi Marosvésdrhely szinhdztorténetét. Mindenesetre sok értékes adalé-
kot szolgdltatnak a marosvdsdrhelyi szinhdzi élet eseményeinek szimbavételéhez
(2. dbra). Felhaszndlta a Tentamen nyomtatott lapjait, sajat régebbi jegyzeteit
(ezek koziil 16bb szinte palimpszeszt-szer(i (olyan pergamen, amelyrdl az eredeti
irdst eltdvolitottdk, s helyébe djat irtak)) s nem lehet meghat6dds nélkil kéz-
be venni fia, BOLYAI DENES és lednya, BOLYAI AMALIA (Mdli) megvonalkdzott
frasgyakorlatdra odavetett sorait (3. &bra).

2.3. Miért jegyzetelt Bolyai Janos?

BoLYAI JANOSnak Marosvdsdrhelyen a Teleki-Bolyai Konyvtirban mintegy
14000 oldalnyi (ebbdl 1000 oldal didkkori jegyzet) kéziratdt Grzik. A kézira-
tokat nagy dossziékban taldljuk, megszdmozva, leltdrozva. Ebben a formdban
val6 elrendezésiiket ABAFAY GUSZTAV és BENKO SAMU végezte el 1953 és 1959
kozot. BENKG SAMU az, aki STACKEL utdn a legalaposabban dttanulmdnyozta
BOLYAI JANOS hagyatékdnak nem matematikai tdrgyd kéziratait. A hosszi évek
munkdjdnak eredménye — 16bb részlettanulmdny mellett - BOLYAI JANOS vallo-
mésai cimi kényve [6]. majd az Apa és fia tanulménykotet [8). frésainak nyomdn
a 1épeldb, kiizd6, elmélkeds ember bontakozik ki elSitiink. Kényveiben azt bi-
zonyftja, hogy a kéziratban maradt Udvtanban ugyanaz a nagy osszefiiggések
felismerésére zsenidlis elme munkdl, mint az Appendixben, csupdn meglatisai
nem korldtozédnak szakteriiletére, hanem Kkiterjednek az élet és a tarsadalom él-
taldnos vonatkozisaira is.

BENKO SAMU a marosvisdrhelyi kéziratok szétszorédott papirhalmazinak
rendberakdsa és elemzése alapjdn emberként dllitja elénk a nagy matematikust.
BENKO dgy véli: ,A magdnos ember vallomdsai ezek. Elre eltervezett rend nél-
kiil keletkezelt irdsok; papirra vetésiikkel az egyediillét bortonébll keresett sza-
baduldst és kapcsolatot a vildggal az onnan kiszorult rendkiviili termékenységi
elme ... O — leszdmitva apjdhoz intézent leveleit — nem oszthatta meg senkivel
gondolatait, tudomdnyos, elméleti gondjait. fgy lett egyetlen bizalmasa, meghall-
gatdja a tiirelmes papir” ([6], 10 old.).

A foljegyzések nagy részén valéban meglitszik, hogy azokat a magany sziil-
te, sajdt magdnak frta BOLYAI JANOS. Azt azonban nem dllithatjuk, hogy ennyivel



2 - 2. A BOLYAI-LADAK

megelégedett volna. Ezek csupdn még nem kellGen csiszolt, ideiglenesen lejegy-
zett gondolatok. Biztosan nem akarta, hogy nyom nélkiil vesszen el az 8sszehal-
mozott sok betd, vonal, képlet, gondolat. Bizony, szerette volna azokat megosz-
tani a nagy nyilvdnossaggal. Olvassuk csak az aldbbi sorokat: ,.... bdr is én itt
semmit se jdrok correct conceptus (rendszerez$ Osszefoglalds utdn, nyakra fGre
sietve) a legderekabb és, a tanban, hatalmasabb eszmék, csak az elfeledés elleni
hirtelen papirra vetésre is idé kell, ugy, hogy alig gy6z6m ezt még mind eddig is.
Azonban kozelit azon hatdridd, mikor mdr elérve a kitdzou célt, a meglévé anya-
got kezdem kireszelve, simitva, fényesitve (mi utébbi azonban nem a szemnek,
csak a tanban j6) egy széval kimlvelve, tokélyesitve tisztdra és kitelhets jol és
kellemesen olvashatélag irni” (800/1%). Egy mdsik helyen: ,,Tanom Iényegét hd-
rom nyelven, magyarul, németiil & latinul szdndoklom kiadni" (743/3). Vagy az
algebrai egyenletek megoldhatésdgdt vizsgdlva: ..... egyenletek geber fololdisi
modja . .. hatalmamban Iévén, melyeket is ha a jelen vizsga jol vagy kedvezlleg
fogadtatik: kdzoini szdndokiok™ (710/1). BOLYAI nem fél a birdlattél sem. Ha a
munkdja megjelenik, az olvasét igy sz6litja meg: ,,Mdson Iévén a sor szigordn
vizsgdlni, s ha sziikségesnek vagy helyesnek taldlja az illedelem hatdrai k6zott ki-
méletleniil és minden keménységgel és szigorral cdfolni: mire a Tisztelt Olvasot
is illendbleg megkérem™ (7T10/2). Biztosan kbzlésre szdnt szbveg az is, amelynek
egyik mondata igy hangzik: ,,Azért ideje mdr e kis drtatlan csinnek véget vetni s
a Tisztelt Olvasot folvildgositani, t0bbé zavarban nem hagyni” (868/1). Egy kis
céduldn (996/1) igy kezdi uz egyelSre még nem létez6 kiadénak szdnt utasitdsait:
wlelen kéziratom Kiadé-s Kinyomdja figyeltetik arra, hogy az ebben vords fron
- vagy plajbdsszal frout, tehdt a jelen jegyzet is, mint csak a Kiadé szdmdra va-
16, nem kinyomandd®. fme egy — német szovegben eldugott — mondat: ,.Egyszer
mindent a Vildg stilja szerint, a mellett sajdt Appendixi s még t6bb rovidségl
(okéletesebb stilomon kiadni” (1177/5). Egy helyen még azt is megjegyzi, hogy
munkdit almazdld papiron szeretné megjelentetni. Csak sajndlhatjuk, hogy erre
sohasem Keriilt sor.

Tobbszor éri BOLYAI JANOS! az a .,vdd", hogy miért hallgatott el az Appen-
dix megjelenése dn. Miért nem hozta nyilvinossigra késGbbi folfedezésent?
Egyik oka ennek — SZENASSY BARNA szerint — az Appendix koézdnyds fogadta-
tdsa, a virt siker elmaraddsa és emiatt bekdvetkezett kedveszegettség. De anyagi
okok is szerepet jdtszhattak, hisz mind az apa, mind a fid sajit koltségén adta
ki irdsait, tudomdnyos elszigeteltségiikben nem taldltak erre mds lehetGséget. A
kiaddshoz sziikséges anyagi terheket pedig BOLYAI JANOS szerény nyugdijabél
nem villalhatta.

A fentiek szerint az elsé magyardzatot kiigazithatjuk. Az Appendix siker-
telensége nem torte Ossze teljesen BOLYAI JANOSt. Miivének kiaddsa utdn sem
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maradt tétlen. Egy pillanatig sem kételkedett munkdja értékében és bizott az id6
utélagos jovitételében. 1844-b6l szdrmazé sajit vallomdsa szerint BOLYAI JA-
NOS leginkédbb azért virt a publikdldssal, mert frdsait nem sikeriilt még az dlala
megkivént tokéletes formdba ontenie. Igy ir err6l: ... azon rengetegnek. mely
mdr szdndékozok a k&éz-jora vildg elébe adni, némi jelédl annak, hogy kordnt sem
aludtam el életemet. s nem vagyok azon meg-vettetésre mélio, millyel némelyek
hdt megett illetnek. Csak az a fatdlis koriilmény szdr, fiir most is, mi tanaim
kiaddsdtd! eddig is mind el-tartott, hogy a tan mig TOK ELYES rendben, idom-
ban nincs, vagyis mig kijelelése is nem tékélyes. Bdrmily tokélyesen tudja is az
ember maga mind értésre, mind kijelelésre nézve, de ha az olvasot is meg nem
bardtkoztatta még a helyes nyelvvel, oly mint mikor egy dardzsfészekbe nyil az
ember” (445/1").

Szindékdban volt, hogy frdsaival folkeresi az dltala ismert két matematikai
folyGiratot is, a Crelle's Journal-t és a Grunert Archiv-ot. Papfrjai kdzou fénn-
maradt két olyan lap, amelyeken azonnali feladatait jegyezte fel TeendSk vagy
igazitand6im 1851. nov 24-¢ 6ta, (474/1) és Teendbim 1856. augusztus 1-tGl
kezdve (459/1) cimen. A ,.naponként reggel dtnézend6” tennivalék kdzott miu-
tdn felsorolja a hdztartdsdhoz télire szilkkséges holmikat (szekér fa, 25 )6 gyer-
tya, papradi(?) kotet papir, t6rokbiiza, aszd gylimdlcs, véka di6 stb.), megjegyzi,
hogy vissza kell kémie apjétél a leveleit. Legfontosabbnak tanai ,rendbe s tisztd-
ba irdsdt” tartja amelyeket magyarul Budapestre (a Tudés Tdrsulathoz), németiil
és latinul Bécsbe (.a cs. k. tanos akadémidhoz') akar kiildeni. (Hasonlé ter-
vekr6l médr 1844-ben int egyik levelében is olvashattunk az 1.2. paragrafusban
is.) De Géttingdba, Berlinbe (,.ott a Crelle-hez és Grunert-hez") Périzsba, Romé-
ba is szdndékdban van - jegyzete szerint — ezeket elkiildeni. Legf6bb miivérGl
ezt irja: ,... s az Appendixnek mint dntaldlmdnyomnak megvédése vagy tiszta
magos fénybe helyezésére ama német archivum vagy tudominyos gydjteménybe
folkildetni s mindeniket ill8 célszeriileg el-szétosztani a Foldon™.

A kézirat egyik mondata azt jelzi, hogy BOLYAI JANOs gondolatai kdzou
1851-ben még egy, az Akadémidra benydjtandé pdlyédzat lehetSsége is felmerilt:
A bécsi s magyar akadémia jutalom kérdéseit s jutalom dfjait megtudni s ha
célszertinek s lehetének taldilom azokra megfelelni, eleget tenni. ..” (474/1).

A ..Montucla &ltal méltdn dicsért’ (741/1) L. MASCHERONI (1750-1800)
kényvének hatdsat érezzik a teenddk” kovetkez mondatdn: ,.egy cirkalom nyi-
ldssali fololddsdt az egész EUKLID elsd konyvébeni foladatoknak’. Sajét magdt6l
kérdezi, hogy vajon melyik az az egyenlete LEIBNIZnek, amelyet NEWTON nem,
de talin BERNOULLI JANOS megoldott?
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Még egy érdekes mondatfoszliny hizédik meg a sorok kozott: ,egyeldre
Ornagyi rang s dllodalmi tandcsnok”. Vajon mire gondolt BOLYAI amikor ezeket
a szavakat papirra vetette?

2.4. Utinam Gauss superstes esset!

Fdjdalom, BOLYAI JANOS tipikus példdja a szerencsétlen sorsd tudésnak. Eveit
keserll csaloddsok kisériék. Még kamasz, amikor csalédnia kellett eszményképé-
ben, GAUSSban, amiért apja legmeghittebbnek vélt bardtja nem fogadta 6t hdzdba.
Miutdn zsenidlis geometridja nem kapta meg a kell§ elismerést, 6t év milva egy
djabb rendkiviili m@ megirdsdra villakozott, de a pdlyabirdk a Responsi6t sem ér-
tetiék meg, 6 megint csak a csaléddssal maradt. Még virosa is, a legjobb esetben
kozonnyel szemléli vivéddsait. Tragédidnak nevezhetjiik életét, mert nagyszer(
felfedezéseit a maradi tdrsadalom képtelen volt befogadni. A Tentamen egyik
példinya az Appendixszel egyiitt a Magyar Tudomdnyos Akadémia polcain po-
rosodott, de életében BOLYAI JANOSnak még a neve sem hagzott el ennek falai
kozou. A Tentamen koteteit BOLYAI FARKAS killdte el a Magyar Tudés Térsasdg
cimére mindjart a megjelenésiik utdn. Az 1. kotetet 1833 augusztusdban kiildte
meg, a Il. kotet ajdndékozdsit 1835. médjus 1-jén jelenti a fGtitkdr [45, 110). Ezek
a példinyok ma is megtaldlhatéak a MTA Konyvtdrdban ([12]) az 542.012 kényv-
tari jelzet alatt). Mindkét kotetben az el6zéklapon autogrdf irdssal ez olvashat6:
»A m.L. tdrsasignak BOLYAI FARKAS mint szerz$".

DOBRENTEI GABOR titoknok, akihez a kiildemények érkeztek, még augusztus
29-én vilaszolt BOLYAI FARKASnak: , Konyvedet tehdt nevedben a Tédrsasdgnak
oktober 1-s6 napjdn adom majd bé...". Figyelemre méltéak a levél kbvetkezb
mondatai: ,,Rid nézve is egyenesen irtam midSn kivdntam, hogy mathesisi mun-
kddat magyarul ird, mivel 3¢ vidéki rendes tagnak 6hajtottalak majd 300 peng6
forinttal, ami mellett mdr ezutdn dedk munkdd miatt nem szélhatok; fijadra a
Kapitdnyra nézve is az a bardtsigos észrevételem van, hogy ha magyarul adja ki
munkdjit lehet még helybeli tag itt 500 peng6 forinttal, mely summa penziéjdhoz
egykor j6l jarulna; lehet vidéki rendes tag 300 pengé forinttal”.

DOBRENTEI (igy vélte, hogy a latin nyelvii Tentamen miatt nem vetheti fel a
Tudés Tarsasdgban BOLYAI FARKAS rendes tagsdgdnak ajdnldsdt. 1835 szeptem-
berétSl mar nem DOBRENTEI volt a Tdrsasdg titoknoka. Utéda nyilvén nem ismer-
te kozelebbrSl BOLYAI FARKASL. A koriiimények kedvezbtlen alakuldsa folytén
16bbé nem keriilt sor a rendes tagsdgi ligyre [45, 7-8 old.].

Sajnos a reformkori Akadémia nem kis mértékben hibds, hogy Magyaror-
szdgon a természettudomdnyok terén nem alakulhatott ki olyan szellemi klima,
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mely alkalmas lett volna korszerli gondolatok befogaddsdra. Az igazi tragédia
~ frja VEKERDI LASZLG - a matematikdban zajlott le, jévdtehetetleniil. A Mate-
matikai Osztdly tagjai hatalmas buzgalommal, de hidnyos szakmai hozziénéssel
lttak hozzd tisztilkknek. [téleteik felilletesek, s tébbnyire személyes kapcsolata-
ik dltal irdnyftottak. Ez volt az oka annak, hogy tudés tdrsasigunk eléggé szé-
gyenletesen bédnt a két BOLYAI munkdival. gy példdul VALLAS ANTAL a honi
matematikai irodalom dttekintésében (Tudomdnytdr 1836) hosszan dicséri NAGY
KAROLY aritmetikdjdt, de felsoroldsdban csak megemliti BOLYAI FARKAS reme-
két, Az artimetika elejét, s6t a Tentament is, anélkiil, hogy egyetlen elismerd
vagy akdrcsak tdrgyilagosan ismertetd szdt is vesztegetne réjuk.

A Matematikai Osztdly rendes tagjai az Akadémia Konyvidriban meglévd
Tentamen-példdnyt (s annak ,Fliggelékét”) még csak meg sem néziék. Pedig
BOLYA! FARKAS fo6miivének magyar nyelvil dtdolgozdsdt is felajdnlotta: , hogy
didk halottja valaha salakjdb6l megtisztulva magyarul tdmad fel”. Valésiggal
megdtbbentd, hogy a Tentamen mennyire ismeretlen maradt. A Tudds Tarsasdg
példdul 1844-ben a paraleldk problémdjit javasolta jutalomkérdésnek, holott a
Tentamen és benne az Appendix egy példdnya mdr 12 éve ott fekiidt a Térsasdg
konyvtdrdban [1, 29 old.]. Nem kell unilsigosan nagy képzelGerS ahhoz, hogy
beldssuk, mit tehetett volna az Akadémia, ha még idejében s itthon kell§ helyre
keriilhetett volna BOLYAI JANOS folfedezése [124, 63-66 old.].

Mégis mennyi elismerés jutott élete folyamdn BOLYAI JANOSNAK? Taldn
GAUSS kétes érékii mondatai kozill a kbvetkezs: ,,Nagyon meglepett ... és na-
gyon drvendek, hogy éppen régi bardtom fia az, aki engem ilyen csoddlatos mé-
don megel6z6u™ [101, 112-113 old.]. A levél 1obbi sorai, sajnos, erGsen tompftjdk
ezeket a szavakat.

Szdmos frisdbdl gy érezzilk. hogy nem vdgyédott a kiillsé dicsdségre. ...
nem vigytam - frja onéletrajzdban — az afféle, mdsok dltal vaddsztatni szokott,
kiilsé halhatatlansdgra. .." (1086). Inkdbb megértésre, mint dicsSségre dhitozott.
A tudésnak az a fizetsége, ha fdradsdgos munkdjdval megtaldlja az igazsagot.
Azzal vigasztalta magdt, hogy a feltaldlds 6rome vetekszik mindenféle elisme-
rés dicsGségével. Ugyanakkor minden sordb6l kiérzGdik, hogy ennek a beteg,
magdnyossdgdban megkeseredett embernek szigoni homlokréncai ugyancsak ki-
simulndnak az elismerés akdrmilyen pardnyi sugardtél is (6, 42 old.].

Amikor abban reménykedik, hogy sikeriil megtaldlnia a primszdmok képle-
tét, apjdnak irt egyik levelének oldaljegyzetében igy kidlt fel: ,,Utinam GAUSS
superstes esset!” {Barcsak GAUSS még élne!). Erre és még sok mds hasoniok
eléggé legtekintélyesebb méltdnyolhatdsdra nézve is” (800/1") (4. ébra). Lehet-
e k6zombdsen olvasni BOLYAI JANOS kivdnsdgdt? Ki ne érezné ebbSl a néhdny
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szavas széljegyzetbdl BOLYAI titkos vdgydt, hogy bdrcsak GAUSS is tudomdst
szerezne az 6 fontos felfedezésérSl? Végiil is mennyire sévérgott az elismeré-
sért. S ezt egész életében leginkdbb GAUSStS! virta.

+BOLYAI JANOSt nem az elismerés kimaraddsa - frja SARLOSKA ERNG —, ha-
nem a redtdrS gondolatok drja sodorja ki tdrsadalmdbél. Nem a barikédokon kell
keresni hozzd a mindent megmagyardz6 tettet. A tizenkilencedik szdzad nagy
magdnyosai szolgdltatjdk a kulcsot sorsdhoz, azok a s6hajok, melyek keseredet-
ten eldszor adnak szdmot a kalandrél, mely arra vir, ki az idedk ingovdnydba
téved” [95].

2.5. Matematikai természetii iratok

BENKG SAMU, érthet6 médon, csak a nem matematikai természetdi Bolyai-
iratokat tanulményozta. Nem lévén szakember, a matematikai problémékat tartal-
maz6 jegyzeteket nem is rendszerezhette. ,,... a matematikai tirgyd iromdnyo-
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kat — olvassuk [7, 360 old.] - pusztdn kiils§ ismérvek (papir, Srszavak) alapjdn
csoportositottuk, illetSleg leltdroztuk és matematikatdriéneti iskoldzottsdg hijdn
sziintelenii] elégedetlenkedtiink magunkkal, hogy alig hasznosithatunk valamit a
szOvegek kindlta belsG sszefiiggésekbbl.”

Ezek az irdsok valéban ma is elég nagy Osszevisszasdgban taldlhatéak a kii-
I6nboz6 dossziékban. Ezért sokszor egy megkezdett gondolat vagy &Stlet foly-
latdsét csak nagynehezen pillanthatjuk meg, néha hetek, hénapok munkdjénak
eredményeképpen. Ha egydltaldn 1étezik valahol folytatds.

Sajnos a BOLYAI JANOS dltal készitett jegyzetek nem maradtak fenn hidny-
talanul. Sok elkallédott koziilik. Tudomdsunk van arrél, hogy annak idején az
egyik kollégiumi tandr, SZABO SAMUEL, azért, hogy az iratokat kényelmesebben
tanulményozhassa, tobbet hazavitt kdziiliik. A nédla felejtSdott lapokat fia csak jo-
val apja haldla utdn taldlta meg. Vajon akkor hidnytalanul elSkeriiltek a papirok?
Szerencsére a fii, SZABO PETER az atyja hagyatékdban taldlt Bolyai-kéziratokat
megolrizte, feldolgozta s ezzel felbecsiilhetetlen munkdt végzett. Keletkezett az
iratokban nagyobb kér is. BOLYAI JANOS féltestvére, BOLYAI GERGELY (1826~
1890) sem Orizte elég gonddal a birtokdban lévSket. Sajndlkozva olvassuk egyik,
1884-ben irt levelél: ... Jdnosnak sok levele volt, mind megsemmisitettem.
Azokban igaz, hogy roppant sok mathematicum volt..." [45]. Lehetnek egyes
csalidok birtokdban is BOLYAISl szdrmaz6 kéziratok. Konnyen elképzelhet§,
hogy a leglelkesebb Bolyai-kutaté, SCHMIDT FERENC leszdrmazottainak birtok4-
ban is vannak még Bolyai-iratok. Nem megalapozatlan az a feltevés, miszerint
STACKEL, mivel nem tudott huzamosabb ideig Marosvdsirhelyen tartézkodni,
feldolgozds céljabdl t6bb kéziratot magdval vitt, amelyek aztdn t6bbé nem keriil-
tek vissza eredeti helyiikre. De ez természetesen nem csak STACKELlel térténhe-
tett meg [9, 14 old.]. Annak idején magunk is tapasztaltuk, hogy a Teleki-Bolyai
Konyvtdrban 6rzott kéziratok ko6zott nincs meg minden, ami PAUL STACKEL, il-
letSleg a neki (fGleg magyar nyelvil szbvegek forditdsdval) segédkezd tudésok
kezén megfordult - frja BENKG SAMU (7, 360 old.]. Valészinfileg sok kéziratos
anyag t(int el a BOLYAI FARKAS haldldt kovetd napokban. A gyarlé feliigye-
let lehetGvé tette egy-egy kotegnek a megsemmisitését. Csak valami effélével
magyardzhatjuk, hogy Jénos t6bb, apjdhoz intézett levelén kiviil teljességgel hi-
dnyoznak az apa kézirati hagyatékdbél legbensSbb bardtainak, BODOR PALnak,
JAKAB LAJoSnak, BoD PETERnek a hozzd kiildott levelei is. Ezeknek kotegestdl
kellett eltdnnidk [20, 25 old.].

E kdnyv ir6ja hosszasan kereste példdul azt a cédulédt, amelyen STACKEL sze-
rint [106, 1:254 és 277 old.) BOLYAI dsszedllftotta az dltala megoldhaténak vélt
problémdkat, de minden firadozdsa hidbavalénak bizonyult. Valészindleg a vég-
leg megsemmisiilt fratok kdzé keriiltek azok a jegyzetek is, amelyeken BOLYAI
JANOS tiszrdn, finom iiton . . ." (445/3") bebizonyitotta a klasszikus algebra alap-
tételét.
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2.6. Milyen nyelven irt Bolyai?

BOLYAI JANOS a kiaddsra szdnt munkdit, de sajdt magdnak lejegyzett gondolatait
is hdrom nyelven irta le: magyarul, latinul és németiil (természetesen gét betiiket
is hasznélt). A Scientia Spatii latinul jelent meg, de ismerjilk a német Raumleh-
re viltozatét is. Lehetséges, hogy 1825-ben az apjdnak dtadott példdnyt magyar
nyelven fogalmazta. Nem tudhatjuk. Kétségtelen viszont, hogy magyarul gondol-
ta ki. A Responsiot és a komplex szédmokrdl késziilt t6bb mds dolgozatdt latinul
frta. LOBACSEVSZKU miivéhez flizott Eszrevételeit magyar nyelven 6rokiti meg.
Amint mér fennebb ldttuk (2.3.§), munkadit is hidrom nyelven, magyarul, németiil
és latinul szerette volna kiadni (743/3).

A kéziratok jegyzetelése, mdsoldsa kozben két, ezzel a kérdéskorrel kapcso-
latos, igen érdekes foljegyzésre taldltam. Ezeken a céduldkon BOLYAI JANOS azt
az elhatdrozdsdt rogziti, hogy a kovetkezd években anyanyelvén fog imi. .. ma-
gam pedig e tirgyban — irja apja egyik levelére — nagyobbdra 1842 ota (mikor,
addig mind németiil frva) legel6bb forditottam térténetesen figyelmemet a ma-
gyarra s avval egyiitt a nyelvre komolyabban midén az alapokat még fiatal ko-
romban megvetettem. .." (1399/1). Ceruzdval irt jegyzet a kbvetkezd: ..... végre
megldttam az Atydm 1830-ban kijott Arithmetika Elejét s abban betdinek s md-
szavainak javitdsa s nyelviink természetével megegyezs Ujboli teremtése irdnt
tett kisérieteket: 1842 nyara ota némi aprobb tanulmdnyok utdn anyanyelvemre s
annak kitdné derék tulajdonaira kozelebbr6l kezdettem figyelmemet s . .. azdta
helyesnek tandltam magamat legel6bb magyarul leendé kiaddsdra tanom lénye-
gének” (1491/1). 1846 koriil a kbvetkezSképpen fr: ,.En ... a magyar nemzetet
s nyelvet killonGsOn szeretem, s éppen javidt kivinom eszk&zbini mint az is bi-
zonyitja, hogy tanaimat magyarul irtam, s irom jelenit is" (1086/3).

Ezutdn a hagyatékban valéban megszaporodnak a magyar nyelvill frisok.
Gondolhatndnk arra, hogy ilyenforméan t6bb irat keletkezésének idGpontjdra
konnyebben kovetkeztethetiink. Az id6rendiség kérdésében azonban ez a szem-
pont sem nyujt teljes biztonsdgot, mivel elég gyakran bukkanunk német nyelvi
jegyzetekre az 1842-es év utdn is.

BOLYAI JANOS t6bb idegen nyelvet ismert és megvolt benne az igény, hogy
djabbakat tanuljon meg. Igy vall err6l: N.B. ha csakugyan kivdlt miutdn egy
néhdny kozelebbrél érdekesebb nydlvvel némileg, megleheidsen ismeretes vagyok
(magyar, német, latin, frank, olasz, romdn -), még mds nydlvet akarok tanulni,
egyik kiilondsen a sinnai {kinai} és japdni lenne ..." (845/8) és [6, 198 old.).
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2.7. Bolyai Janos jelrendszere

Megneheziti a Bolyai-hagyaték szimbavételét a BOLYAI JANOS 4ltal sok helyen
bevezetett, néhol eléggé nehézkes, 1) jelblés. Lehet, éppen ez a szokatlan szim-
bolika is egyik oka annak, hogy még mindig feldolgozatlan a hagyaték. Emellett
nem szorgalmazzik ezt a munkdt az olyan kishitdi , biztatdsok” sem, amelyeket
példaul egyik matematikusunk tolldbél olvashatunk: ,,... a Marosvisdrhelyen
Orzou Bolyai-hagyaték alapos dtvizsgdldsra, a kéziratok ismert része is Gjabb &t-
olvasdsra érdemes — bir tdlzott reményeket tdpldlni nem helyes...” (MTA III.
Osztdly Koézleményei, 3 (1953), 291 old.). BOLYAI jeloléseinek megfejtése tii-
relmes, aprélékos munkit igényel. Néha csak nagyszdmi oldal 6sszehasonlitdsa
utdn taldljuk meg ezek nyitjdt. Konyviinkben egy teljes fejezetet szenteliink a
feloldott szimb6lumok ismertetésére. Most csak néhdnyat mutatunk be ezekbdl,
csatolva BOLYAI magyardzatait is, amelyekkel megokolja bevezetésiiknek els-
nyeit. fzelitGiil ime néhdny példa:

wLegyen tobb csin, féleg pedig a »d« betdinek dllandélagi el nem foglaldsa
s egy€b célrai miskénti haszndlhatisdért a szokott »d« helyett »b«, hogy révi-
den szdlhassak ... differencidl jel: mi jelentvénye e jelnek a »d«-hezi sok ha-
sonlatjdndl fogva, bidrki emlékébe azonnal kénnyen benyomddhatik s el6fordulds
alkalmdval magdt dnként feltolja.

by Y az: mi y-nak x-re nézti diferentidlja” (1443/3).

we.. IdO, tenta s rézpor s firadsdg kevesbitéséért s mocsokra kevesebb
alkalom-addsért »d « helyett © irok..." (1323/1).

A nulla jél ismert és dltaldnosan haszndlt ,,O0" jelét sok helyen ,szdmiz™
BOLYAIL de nem teljesen.

w .. Jjobb lenne bdr is kissé firadsdgosb, kényelmetlenebb »0«-t irni »O«
helyett..." frja az 1389/3 oldalon. (1844-ben még nem hasznédlja ezt a jelet
(7.2.8)) Ehhez a jelléshez aztdn b6vebb megjegyzést, magyardzatot is fiiz: ,.De
mennyit veszddiek eleink betdik tokélyesbitésével: lithatni Fogarasi Mdvelt ma-
gvar nyelvtanja elején, hol is példiul csak az »Oe«-t is, mint emlékszem 38(!)
féleképpen irtdk . .. a legegyszeriibbet mégis el nem tandlva. Aki Fogarai lapjdt
ldtja jelen tékélyes betiiink minden becs fol6tti magas becsét ... sokkal eleve-
nebben érzendi” (597/7).

A 0" .becsiiletét” a kongruencidk elméletében dllitja helyre: ..A GAUSS 4/-
tal hasznilt a = b (mod c) helyett az »a = bOc « jelblés nemcsak egyszeriibb, ro-
videbb, kénnyebb, de a betlket és zdrdjeleket egyetien »0O«-ba tessziik Ossze"
(1190/29). frja azt is, hogy az m O A = a egyszer(, kivdlé és ésszerdi (121/6", 7).

Az ,,O"-val az Appendixben is taldlkozunk. Az r sugari kor abszolit geo-
metriai keriiletét BOLYAI ,.Or"-rel jeloh.
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A komplex szdmok frasdndl 4ltala igen kedvelt szimb6lumokat haszndl. Néla

a, +b" jelentése ib (i=+/~-1), ,, = b"-€ pedig —ib. Ezek szerint BOLYAI az
a+ib-t, illetve az a — ib-t igy ina:

a+b,

illetve
aeb,

Egy az 1850-es évek derekdb6l szdrmazé frdsdn igy ir ezekr6l: , Ezen
»+ «, »o « jegyekkel mdr szinte egy fertdly évszdzad (1831 elséd fele) ota nagy
kényelem- és gyonyorrel élek és oly szép- vagy csinosak dltaldban célszerd- és
tokélyeseknek taldlom és nagyon remélem és erGsen hiszem, hogy megldtva az
egész math. Vildg azonnal megkedvelve mohén elfogadja, hogy még a joveo éle-
tekben sem hiszem jobbak legyenek” (800/3 és 3V). Mdsutt (1348/11) igy magya-
rdzza a fenti jelek bevezetésének sziikségességét: , Legyen nem csak rovidségérn,
egyszeriibb, kdnnyiibb s jobb izlésért, hanem a tan metaphysikdja helyesbb fol-
fogdsdért is + s = (a becsei v/—1)-nek (melyet GAUSS +i és —i-vel jegyez).”
Ezeket a szimbélumokat mdr megtaldljuk tébb, Olmiitzban késziilt jegyzeten:
egy 1830. mércius 10-én keltezett okményon (1526/1), aztdn az 1833. nov 14-én
késziilt jegyzeten (109/1). Az 1832. nov. 14. ddtumd, elég rendetlen papiron az

(@+b)*“=p+q -hoz

hasonlé sszefiiggések olvashatéak (123/4").

Feltlinnek ezek a jelek két olyan levélboritékon is, amelyeket BOLYAI JANOS
részére cimeztek Aradra. A kiteritett boritékon a harmadfokid algebrai egyenlet
megolddsdhoz kapcsol6dé irdsokban ldthatjuk a + és « jeleket. Az egyik bo-
ritékrél az 1827. mérc. 11-i ddtum olvashaté le (1213/1-2"). De a + jel, a

+1=+/—=1 magyardzattal még egy 1825-6s keltezésGi lapon is felbukkan
(1546/1). Ez azt jelentheti, hogy BOLYAI 1831 elGtt is haszndlta ezeket a szim-
bélumokat.

Még megjegyezzilk, hogy egy Lembergbll 1831-ben (rt levelén viszont
BOLYAI JANOS az a +b+/—1 irdsmédot vélasztotta (92/1).

Végiil dlljon itt BOLYAI JANOSnak egy olyan javaslata, amelynek lényegét az
utékor gyakran alkalmazza: ,,Hogy a mathézis kedvéért 16bb célszeri jegy legyen
s nagyobb szdmitdsok egymdsnak megfeleld betiik dltal konnyebben, dinézhetbleg
vitessenek véghez: lehetne mds nemzet betidjét példdul a német-, hellén-, sot a
romdn-, muszka-, zsido- s a 16bbiét is hasonlélag, mint a magyarét, kimiivelni,
vagy tokélyesiini, sot a teljességért az ott hidnyzo betiiket is kipotolni™ (441/1).
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A Bolyai-lad4k

2.1. A kéziratos hagyaték sorsa

BOLYAI JANOS, a 31 éves koriban nyugalmazott csdszdri kirdlyi kapitdny els6
nagy csaléddsa miatt kidbrdndultan, megtorten és betegen érkezett haza apjdhoz
1833 nyardn, hogy életének utolsé 27 esztendejét gyermekkori dlmodozésainak,
tervezgetéseinek szinhelyén, Marosvisdrhelyen és Domdldon tdltse el.

Ezekr6] az évekr6l nemrég még ezt irta egyik ..méltatéja™: életének masodik
fele haszontalanul, kényelmetleniil, anyagi gondok kdzott vergSdve telt el. Halé-
lakor nagyszdmd kéziratot hagyott hdtra, amelyeket nem lehetett értékesiteni.

Val6szinfi, hogy ezeket a mondatokat a tdjékozatlansdg sziilte, de tény, hogy
BOLYAI JANOSnak, miutdn katonai pdlyafutdsdt befejezte, valéban mostoha élet-
sors jutott. Napjait dtsz8vi a megnemértés, a betegség és a szegénység. De nem
élt haszontalanul, hidba. Kényszer{ nyugdijaztatdsa utdn is sokat dolgozott. El-
készitette ugyan nagy munkdjét, de ,tiizes, gyors” szive s elméje tovibb forr,
nem engedte nyugodni. Napestig il ezekben az években fréasztala mellett, hogy
félidns nagysdgd papirjait vagy sokszor apr6 papirszeletkéit teleirja a gondolatait
megorokitd betdkkel. Sok ezer oldalnyi kéziratot hagy 6rokiil.

Amikor a hiiséges gondoz6, SZOTS JULIA remeg® kézzel leirta, hogy ..... igy
mdr nints mit tagadni, a Kapitdny Ur nints tobbé . .. ", a marosvésdrhelyi katonai
virparancsnok BOLYAI JANOS minden frdsdt lefoglaltatta, utasftdst adott, hogy
rakjdk azokat ldddkba és vigyék be a virba. Meg kellett vizsgdini, hogy nincs-e
benniik valamilyen katonai vonatkozési titok. Nem lehetett kdnny(i dolga annak
a tisztnek, aki a nagy halom iratot 4tbdngészte. Killonds, de taldn éppen ennek
az dnkényes intézkedésnek koszonhetS, hogy a kéziratok nem semmisiiltek meg.
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A ladék a késObbiek folyamdn sok viszontagsdgon mentek 4t. Miutdn a vé-
sdrhelyi virban foly6 vizsgdlat nem taldlt katonai titkokat a sr{in telefrt lapok-
ban, dtszillitottdk azokat a virosi rendGrségre, egy fészerbe. Végiil az 6si iskola,
a marosvisdrhelyi Reformdtus Kollégium sajit épiiletébe vitette a kéziratokat s
ezzel megmentette az utékornak.

A hagyaték s a BOLYAI-geometria torténetének is egyik legjelentSsebb détu-
ma 1867, amikor az Appendix megjelent francia nyelven G. J. HOUEL bordeaux-
1 egyetemi landr forditdsdban [15]. Mintegy mdsfél évtizeden & HOUEL volt a
Bolyai-ligy legfiradhatatlanabb harcosa. O pedig érdekl6dd kérdéseire SCHMIDT
FERENCben taldlt rendkiviil lelkes segitGtdrsat. SCHMIDT éppen HOUEL kérésé-
re irta meg a két BOLYAI életrajzit és kozdlte a Grunernt-féle Archivban [100].
Ez az énekezés ismertette elGszor vildgnyelven a két BOLYAI életrajzi adatait.
Az Appendix francia forditdsa a SCHMIDT dltal frott életrajzzal egybefiizve jelent
meg 1867-ben [115).

A bordeaux-i kiadvény hatdsdra itthon is felismerték a Bolyai-ligy jelentfsé-
gét. HUNYADY JENO az Akadémia egyik {ilésén tdjékoztatta a tagokat arrél, hogy
megjelent francia nyelven az Appendix és annak bevezetéseként a SCHMIDT FE-
RENC (1827-1901) dltal frott életrajz. Azt inditvdnyozta, hogy az Akadémia kérje
kdlcsdn Marosvisdrhelyr6l feldolgozis céljabdl a Bolyai-hagyatékot. Az Aka-
démia akkori f6titkdra, ARANY JANOS 1868. jinius 15-én firt levelében kéri a
Kollégium Igazgaiésdgdtdl az iratokat dtvizsgdldsra.

A hagyaték végiil is 1869 decemberében érkezett Pestre és felbontatlanul
Jetétetett” az Akadémia Levéltdrdba. Eleinte dgy tlint, hogy a magyar matema-
tikusok megfeledkeztek a laddkrél. Két kiilfoldi tudés, B. BONCAMPAGNI (1821-
1894) és HOUEL slirgetésére aztdn az Akadémia 187]. oktéber 16-i hatdrozata
értelmében megalakult a Bolyai-kéziratok dtvizsgdldsdra hivatott négytagi bi-
zottsdg, amely azonnal megkezdte a munkét. A kézirdsos hagyaték foldolgozdsa
vontatottan haladt. Az Akadémia 1874. mdrcius 16-i ililése jegyzOkonyve sze-
rint ,,BOLYAI munkdjdnak elkésziilte bizonytalan, miutén ez oly természetil, hogy
rSgtondzni nem lehet és sokszor tetemes anyag feldolgozisa utdn sincs kozdlhetd
eredmény” [45, 14 old.]).

A Bolyai-kéziratok dtvizsgdldsa tehdt nem vezetett konkrét eredményre és
felhaszndlatlan maradt egészen 1894-ig. Ekkor érkezett meg ugyanis az Aka-
démidhoz a marosvisdrhelyi ev. ref. Kkollégium igazgatésiginak a Bolyai-
hagyatékot visszakérl, és az dtvizsgdlds eredményérSl tdjékoztatdst vird levele.

A III. osztdly hatdrozata az aldbbi volt:

A szintén mdr hosszabb id§ elStt beadott jelentések (KONIG GYULA és
SCHMIDT FERENC részérfl) értelmében ezen iratokban kiaddsra alkalmas anyag
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nem taldltatvdn, az osztdly részérSl nem forog fenn nehézség azirdnt, hogy ezen
iratok jogos birtokosuknak visszaadassanak™ [45, 14 old.].

Ma tudjuk, hogy a jelentéseket nem elbzte meg alapos kutatémunka. Mér a
rikvetkezd évtizedekben P. STACKEL tbb dolgozatban és nevezetes monogré-
fidjiban megmutatta, hogy .ezen iratokban” van kiadésra alkalmas anyag. Most
pedig egy évszdzaddal késdbb gy érezziik, hogy konyviinkben is racafolunk az
MTA III. (Math. és Term. tud.) osztdlydnak 1894. évi hatdrozatéra.

Az iratok 1894-ben hidnytalanul visszakeriiltek eredeti tulajdonosukhoz. Ma
ezeket a marosvdsdrhelyi Teleki-Bolyai Konyvtdr 6rzi [18]. A Magyar Tudomd-
nyos Akadémia a maga Bolyai-gy(jteményét [12] a késSbbi években alakitotta
ki.

Az elkdvetkezd esztendGkben aztdn fokozatosan lendiilt elSre a Bolyai-
kutatds. Ha nem is tartozik szorosan a kéziratok feldolgozdsdhoz, de emlitsiik
meg, hogy évtizedekig hiiz6d6, lassi elSkészités utdn végiil 1897-ben KONIG
GYULA bemutathatta az Akadémia egyik ilésén a Tentamen mésodik kiaddsdnak
elsd kotetét. A masodik kotet nagysokd, 1904 végén jelent meg.

A magyar tudomdny BOLYAI JANOSsal szemben csak 100 éve, 1897-ben tor-
lesztette régi ad6ssdgdt. Ismét a lelkes SCHMIDT FERENC volt az, aki a nyomdai
munka anyagi terhét is villalva megjelenteti az Appendix-et magyarul (amikor
mdr van francia [15], olasz, angol [13], st japdn kiaddsa is; Toki6éban az an-
gol nyelvii [13] forditdst jelentették meg 1894-ben). Ugyancsak & szorgalmazta
a BOLYAI FARKAS és GAUSS kzotti levelezésnek a kiaddsét. Evtizedekre terjeds
faradozdsdt 1899-ben siker korondzta: a levelezést tartalmaz6 szép kotet egyide-
jileg két helyen (Budapesten és Lipcsében) is megjelent [101]). A Kiadvdnyt egy
fiatal matematikussal, PAUL STACKEL-lel készittették el®.

PAUL STACKEL német egyetemi tandr dldozatos munkdjdnak kdszonhetd,
hogy BOLYAI JANOS kéziratban maradt matematikai eredményei nagy része a
széizadfordulé idején napvildgra keriilt. STACKEL Marosvdsdrhelyre is ellitoga-
tott, hogy minél alaposabban tanulményozhassa a BOLYAlak munkdjat. Kutata-
sainak eredményeit az értekezések egész sordban tette kozzé. Kétkotetes kdnyve
[106] ma is az az alapmd, amely a két BOLYAI életének és tevékenységének
legteljesebb képét adja. A STACKEL-kdnyv ma mdr nyilvénval6an sok helyen ki-
egészithets az Gjabb vizsgdlatok eredményeivel. Munkénk kdvetkez8 részében
éppen ez a célunk. Szdndékunk a STACKEL-m{, de més BOLYAI-monogrifidk
dltal hangoztatott pontatlansdgokat és tévedéseket dtériékelni és helyreigazitani.

STACKEL komoly érdemeket szerzett a BOLYAI-ligyben. De a STACKEL-m(
létrejottében a hazai magyar matematikusok is szerepet véllaltak. A magyar nyel-
v szbvegeket SCHMIDT FERENC, FEJER LIPOT és mdsok iiltették 4t németre, a
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konyv végén taldlhaté hetvenoldalas ,Jegyzetek™ anyagdt fSleg RETHY MOR,
KURSCHAK JOZSEF és SCHMIDT FERENC szolgdltatta [115).

2.2. Bolyai Janos foljegyzései

Nem konny( a Bolyai-kéziratokat olvasni, bdr a mér sdrgulé papirlapok tanul-
méanyozdsa minden tiirelmes Bolyai-kutaténak igazi élményt, sok Srdmet szerez-
het. Ugyanakkor jogos egyes szerz6k panasza a kéziratok kibetlizésének nehéz-
ségei miatt. BOLYAI JANOS fbljegyzései nem nyomtatdsra kész dolgozatok, ha-
nem befejezetlen tervezetek szdmos hézaggal, ismétléssel, tériéssel, betolddsok-
kal. BOLYAI irdsaiban maga szerkesztette betdiket hasznél, sokszor elég nehézkes
és szokatlan szimbolikdjdval kell megbirkéznunk. Uj szavakat alkot. Nehéz sti-
lusa kdnnyen kedvét szegi a kevéssé szivés kutaténak. Mindezek rendkiviil meg-
nehezitik és firasztévd teszik matematikai és mds természetil foljegyzéseinek a
szdmbavételél. Maga is beismeri. hogy gyakran sok gydtr6déssel jir gondola-
tainak formdba Ontése. Taldléan irja SZEKELY JANOS ,Bolyai hagyatéka™ cimd
szonettkoszordjdban:

wSzdzszor betoldta, szdzszor hizta dt,
Mig izzadozvdn meglelte az utar.”

BoLYAI JANOS foljegyzéseit frva nem gondolt arra, hogy azok ,,t5kélyesek”
legyenek, hiszen a maga szdmdra irt, nem a nyilvdnossdgnak szénta azokat. A
legszivesebben nagyméretd sziirkés vagy kékes szind flidnsokra irt. Ugy tdinik,
ezeket nem tudta mindig megvdsdrolni s ha nem akadt méds, minden keze iigyébe
kerilt papirt felhaszndl, hogy gondolatait lejegyezze: szétteritett régi levélborité-
kok, hivatalos okmdnyok, gydszjelentések, hirdetések, meghivék firesen maradt
széleit vagy hdtlapjait. Hagyatékdban rengeteg dirib-darab papfrra frt megnyir-
balt foljegyzést taldlunk. Igy vall err6l - MANDICS GYORGY szavaival - BOLYAI
JANOS:

ST ST S 5 Apré

papirszeletkék fuvarozzdk a keservesen
KigyOngyozou eszmét. Most mdr csak a nyelv
szép formdjét kell megtaldljam. ..”

Sokszor nagy gondot okoz az iratok idGrendliségének a megillapitdsa.
BOLYAI csak nagyon ritkdn jeldli meg valamelyik irisa keletkezésének idGpont-
Jai. Még leveleit sem ldtta el mindig keltezéssel. Kiildn 6rom a kutaténak, amikor
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egy kalenddrium, sorsjegy hitdn vagy iskolai értesiton taldl jegyzeteket, mert eze-
ken keltezés is olvashaté s igy ha nem is teljesen megbizhatéan, de eligazodhat
az irds keletkezésének idGpontjdra vonatkoz6an. Sok szinhdzi misorlap hditolda-
14t teleirta BOLYAL Ezek alapjdn egy hozzéértl szakember mér-mér megirhatnd a
milt szdzadi Marosvésdrhely szinhdztorténetét. Mindenesetre sok értékes adalé-
kot szolgdltatnak a marosvdsdrhelyi szinhdzi élet eseményeinek szimbavételéhez
(2. dbra). Felhaszndlta a Tentamen nyomtatott lapjait, sajat régebbi jegyzeteit
(ezek koziil 16bb szinte palimpszeszt-szer(i (olyan pergamen, amelyrdl az eredeti
irdst eltdvolitottdk, s helyébe djat irtak)) s nem lehet meghat6dds nélkil kéz-
be venni fia, BOLYAI DENES és lednya, BOLYAI AMALIA (Mdli) megvonalkdzott
frasgyakorlatdra odavetett sorait (3. &bra).

2.3. Miért jegyzetelt Bolyai Janos?

BoLYAI JANOSnak Marosvdsdrhelyen a Teleki-Bolyai Konyvtirban mintegy
14000 oldalnyi (ebbdl 1000 oldal didkkori jegyzet) kéziratdt Grzik. A kézira-
tokat nagy dossziékban taldljuk, megszdmozva, leltdrozva. Ebben a formdban
val6 elrendezésiiket ABAFAY GUSZTAV és BENKO SAMU végezte el 1953 és 1959
kozot. BENKG SAMU az, aki STACKEL utdn a legalaposabban dttanulmdnyozta
BOLYAI JANOS hagyatékdnak nem matematikai tdrgyd kéziratait. A hosszi évek
munkdjdnak eredménye — 16bb részlettanulmdny mellett - BOLYAI JANOS vallo-
mésai cimi kényve [6]. majd az Apa és fia tanulménykotet [8). frésainak nyomdn
a 1épeldb, kiizd6, elmélkeds ember bontakozik ki elSitiink. Kényveiben azt bi-
zonyftja, hogy a kéziratban maradt Udvtanban ugyanaz a nagy osszefiiggések
felismerésére zsenidlis elme munkdl, mint az Appendixben, csupdn meglatisai
nem korldtozédnak szakteriiletére, hanem Kkiterjednek az élet és a tarsadalom él-
taldnos vonatkozisaira is.

BENKO SAMU a marosvisdrhelyi kéziratok szétszorédott papirhalmazinak
rendberakdsa és elemzése alapjdn emberként dllitja elénk a nagy matematikust.
BENKO dgy véli: ,A magdnos ember vallomdsai ezek. Elre eltervezett rend nél-
kiil keletkezelt irdsok; papirra vetésiikkel az egyediillét bortonébll keresett sza-
baduldst és kapcsolatot a vildggal az onnan kiszorult rendkiviili termékenységi
elme ... O — leszdmitva apjdhoz intézent leveleit — nem oszthatta meg senkivel
gondolatait, tudomdnyos, elméleti gondjait. fgy lett egyetlen bizalmasa, meghall-
gatdja a tiirelmes papir” ([6], 10 old.).

A foljegyzések nagy részén valéban meglitszik, hogy azokat a magany sziil-
te, sajdt magdnak frta BOLYAI JANOS. Azt azonban nem dllithatjuk, hogy ennyivel
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megelégedett volna. Ezek csupdn még nem kellGen csiszolt, ideiglenesen lejegy-
zett gondolatok. Biztosan nem akarta, hogy nyom nélkiil vesszen el az 8sszehal-
mozott sok betd, vonal, képlet, gondolat. Bizony, szerette volna azokat megosz-
tani a nagy nyilvdnossaggal. Olvassuk csak az aldbbi sorokat: ,.... bdr is én itt
semmit se jdrok correct conceptus (rendszerez$ Osszefoglalds utdn, nyakra fGre
sietve) a legderekabb és, a tanban, hatalmasabb eszmék, csak az elfeledés elleni
hirtelen papirra vetésre is idé kell, ugy, hogy alig gy6z6m ezt még mind eddig is.
Azonban kozelit azon hatdridd, mikor mdr elérve a kitdzou célt, a meglévé anya-
got kezdem kireszelve, simitva, fényesitve (mi utébbi azonban nem a szemnek,
csak a tanban j6) egy széval kimlvelve, tokélyesitve tisztdra és kitelhets jol és
kellemesen olvashatélag irni” (800/1%). Egy mdsik helyen: ,,Tanom Iényegét hd-
rom nyelven, magyarul, németiil & latinul szdndoklom kiadni" (743/3). Vagy az
algebrai egyenletek megoldhatésdgdt vizsgdlva: ..... egyenletek geber fololdisi
modja . .. hatalmamban Iévén, melyeket is ha a jelen vizsga jol vagy kedvezlleg
fogadtatik: kdzoini szdndokiok™ (710/1). BOLYAI nem fél a birdlattél sem. Ha a
munkdja megjelenik, az olvasét igy sz6litja meg: ,,Mdson Iévén a sor szigordn
vizsgdlni, s ha sziikségesnek vagy helyesnek taldlja az illedelem hatdrai k6zott ki-
méletleniil és minden keménységgel és szigorral cdfolni: mire a Tisztelt Olvasot
is illendbleg megkérem™ (7T10/2). Biztosan kbzlésre szdnt szbveg az is, amelynek
egyik mondata igy hangzik: ,,Azért ideje mdr e kis drtatlan csinnek véget vetni s
a Tisztelt Olvasot folvildgositani, t0bbé zavarban nem hagyni” (868/1). Egy kis
céduldn (996/1) igy kezdi uz egyelSre még nem létez6 kiadénak szdnt utasitdsait:
wlelen kéziratom Kiadé-s Kinyomdja figyeltetik arra, hogy az ebben vords fron
- vagy plajbdsszal frout, tehdt a jelen jegyzet is, mint csak a Kiadé szdmdra va-
16, nem kinyomandd®. fme egy — német szovegben eldugott — mondat: ,.Egyszer
mindent a Vildg stilja szerint, a mellett sajdt Appendixi s még t6bb rovidségl
(okéletesebb stilomon kiadni” (1177/5). Egy helyen még azt is megjegyzi, hogy
munkdit almazdld papiron szeretné megjelentetni. Csak sajndlhatjuk, hogy erre
sohasem Keriilt sor.

Tobbszor éri BOLYAI JANOS! az a .,vdd", hogy miért hallgatott el az Appen-
dix megjelenése dn. Miért nem hozta nyilvinossigra késGbbi folfedezésent?
Egyik oka ennek — SZENASSY BARNA szerint — az Appendix koézdnyds fogadta-
tdsa, a virt siker elmaraddsa és emiatt bekdvetkezett kedveszegettség. De anyagi
okok is szerepet jdtszhattak, hisz mind az apa, mind a fid sajit koltségén adta
ki irdsait, tudomdnyos elszigeteltségiikben nem taldltak erre mds lehetGséget. A
kiaddshoz sziikséges anyagi terheket pedig BOLYAI JANOS szerény nyugdijabél
nem villalhatta.

A fentiek szerint az elsé magyardzatot kiigazithatjuk. Az Appendix siker-
telensége nem torte Ossze teljesen BOLYAI JANOSt. Miivének kiaddsa utdn sem
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maradt tétlen. Egy pillanatig sem kételkedett munkdja értékében és bizott az id6
utélagos jovitételében. 1844-b6l szdrmazé sajit vallomdsa szerint BOLYAI JA-
NOS leginkédbb azért virt a publikdldssal, mert frdsait nem sikeriilt még az dlala
megkivént tokéletes formdba ontenie. Igy ir err6l: ... azon rengetegnek. mely
mdr szdndékozok a k&éz-jora vildg elébe adni, némi jelédl annak, hogy kordnt sem
aludtam el életemet. s nem vagyok azon meg-vettetésre mélio, millyel némelyek
hdt megett illetnek. Csak az a fatdlis koriilmény szdr, fiir most is, mi tanaim
kiaddsdtd! eddig is mind el-tartott, hogy a tan mig TOK ELYES rendben, idom-
ban nincs, vagyis mig kijelelése is nem tékélyes. Bdrmily tokélyesen tudja is az
ember maga mind értésre, mind kijelelésre nézve, de ha az olvasot is meg nem
bardtkoztatta még a helyes nyelvvel, oly mint mikor egy dardzsfészekbe nyil az
ember” (445/1").

Szindékdban volt, hogy frdsaival folkeresi az dltala ismert két matematikai
folyGiratot is, a Crelle's Journal-t és a Grunert Archiv-ot. Papfrjai kdzou fénn-
maradt két olyan lap, amelyeken azonnali feladatait jegyezte fel TeendSk vagy
igazitand6im 1851. nov 24-¢ 6ta, (474/1) és Teendbim 1856. augusztus 1-tGl
kezdve (459/1) cimen. A ,.naponként reggel dtnézend6” tennivalék kdzott miu-
tdn felsorolja a hdztartdsdhoz télire szilkkséges holmikat (szekér fa, 25 )6 gyer-
tya, papradi(?) kotet papir, t6rokbiiza, aszd gylimdlcs, véka di6 stb.), megjegyzi,
hogy vissza kell kémie apjétél a leveleit. Legfontosabbnak tanai ,rendbe s tisztd-
ba irdsdt” tartja amelyeket magyarul Budapestre (a Tudés Tdrsulathoz), németiil
és latinul Bécsbe (.a cs. k. tanos akadémidhoz') akar kiildeni. (Hasonlé ter-
vekr6l médr 1844-ben int egyik levelében is olvashattunk az 1.2. paragrafusban
is.) De Géttingdba, Berlinbe (,.ott a Crelle-hez és Grunert-hez") Périzsba, Romé-
ba is szdndékdban van - jegyzete szerint — ezeket elkiildeni. Legf6bb miivérGl
ezt irja: ,... s az Appendixnek mint dntaldlmdnyomnak megvédése vagy tiszta
magos fénybe helyezésére ama német archivum vagy tudominyos gydjteménybe
folkildetni s mindeniket ill8 célszeriileg el-szétosztani a Foldon™.

A kézirat egyik mondata azt jelzi, hogy BOLYAI JANOs gondolatai kdzou
1851-ben még egy, az Akadémidra benydjtandé pdlyédzat lehetSsége is felmerilt:
A bécsi s magyar akadémia jutalom kérdéseit s jutalom dfjait megtudni s ha
célszertinek s lehetének taldilom azokra megfelelni, eleget tenni. ..” (474/1).

A ..Montucla &ltal méltdn dicsért’ (741/1) L. MASCHERONI (1750-1800)
kényvének hatdsat érezzik a teenddk” kovetkez mondatdn: ,.egy cirkalom nyi-
ldssali fololddsdt az egész EUKLID elsd konyvébeni foladatoknak’. Sajét magdt6l
kérdezi, hogy vajon melyik az az egyenlete LEIBNIZnek, amelyet NEWTON nem,
de talin BERNOULLI JANOS megoldott?
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Még egy érdekes mondatfoszliny hizédik meg a sorok kozott: ,egyeldre
Ornagyi rang s dllodalmi tandcsnok”. Vajon mire gondolt BOLYAI amikor ezeket
a szavakat papirra vetette?

2.4. Utinam Gauss superstes esset!

Fdjdalom, BOLYAI JANOS tipikus példdja a szerencsétlen sorsd tudésnak. Eveit
keserll csaloddsok kisériék. Még kamasz, amikor csalédnia kellett eszményképé-
ben, GAUSSban, amiért apja legmeghittebbnek vélt bardtja nem fogadta 6t hdzdba.
Miutdn zsenidlis geometridja nem kapta meg a kell§ elismerést, 6t év milva egy
djabb rendkiviili m@ megirdsdra villakozott, de a pdlyabirdk a Responsi6t sem ér-
tetiék meg, 6 megint csak a csaléddssal maradt. Még virosa is, a legjobb esetben
kozonnyel szemléli vivéddsait. Tragédidnak nevezhetjiik életét, mert nagyszer(
felfedezéseit a maradi tdrsadalom képtelen volt befogadni. A Tentamen egyik
példinya az Appendixszel egyiitt a Magyar Tudomdnyos Akadémia polcain po-
rosodott, de életében BOLYAI JANOSnak még a neve sem hagzott el ennek falai
kozou. A Tentamen koteteit BOLYAI FARKAS killdte el a Magyar Tudés Térsasdg
cimére mindjart a megjelenésiik utdn. Az 1. kotetet 1833 augusztusdban kiildte
meg, a Il. kotet ajdndékozdsit 1835. médjus 1-jén jelenti a fGtitkdr [45, 110). Ezek
a példinyok ma is megtaldlhatéak a MTA Konyvtdrdban ([12]) az 542.012 kényv-
tari jelzet alatt). Mindkét kotetben az el6zéklapon autogrdf irdssal ez olvashat6:
»A m.L. tdrsasignak BOLYAI FARKAS mint szerz$".

DOBRENTEI GABOR titoknok, akihez a kiildemények érkeztek, még augusztus
29-én vilaszolt BOLYAI FARKASnak: , Konyvedet tehdt nevedben a Tédrsasdgnak
oktober 1-s6 napjdn adom majd bé...". Figyelemre méltéak a levél kbvetkezb
mondatai: ,,Rid nézve is egyenesen irtam midSn kivdntam, hogy mathesisi mun-
kddat magyarul ird, mivel 3¢ vidéki rendes tagnak 6hajtottalak majd 300 peng6
forinttal, ami mellett mdr ezutdn dedk munkdd miatt nem szélhatok; fijadra a
Kapitdnyra nézve is az a bardtsigos észrevételem van, hogy ha magyarul adja ki
munkdjit lehet még helybeli tag itt 500 peng6 forinttal, mely summa penziéjdhoz
egykor j6l jarulna; lehet vidéki rendes tag 300 pengé forinttal”.

DOBRENTEI (igy vélte, hogy a latin nyelvii Tentamen miatt nem vetheti fel a
Tudés Tarsasdgban BOLYAI FARKAS rendes tagsdgdnak ajdnldsdt. 1835 szeptem-
berétSl mar nem DOBRENTEI volt a Tdrsasdg titoknoka. Utéda nyilvén nem ismer-
te kozelebbrSl BOLYAI FARKASL. A koriiimények kedvezbtlen alakuldsa folytén
16bbé nem keriilt sor a rendes tagsdgi ligyre [45, 7-8 old.].

Sajnos a reformkori Akadémia nem kis mértékben hibds, hogy Magyaror-
szdgon a természettudomdnyok terén nem alakulhatott ki olyan szellemi klima,
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mely alkalmas lett volna korszerli gondolatok befogaddsdra. Az igazi tragédia
~ frja VEKERDI LASZLG - a matematikdban zajlott le, jévdtehetetleniil. A Mate-
matikai Osztdly tagjai hatalmas buzgalommal, de hidnyos szakmai hozziénéssel
lttak hozzd tisztilkknek. [téleteik felilletesek, s tébbnyire személyes kapcsolata-
ik dltal irdnyftottak. Ez volt az oka annak, hogy tudés tdrsasigunk eléggé szé-
gyenletesen bédnt a két BOLYAI munkdival. gy példdul VALLAS ANTAL a honi
matematikai irodalom dttekintésében (Tudomdnytdr 1836) hosszan dicséri NAGY
KAROLY aritmetikdjdt, de felsoroldsdban csak megemliti BOLYAI FARKAS reme-
két, Az artimetika elejét, s6t a Tentament is, anélkiil, hogy egyetlen elismerd
vagy akdrcsak tdrgyilagosan ismertetd szdt is vesztegetne réjuk.

A Matematikai Osztdly rendes tagjai az Akadémia Konyvidriban meglévd
Tentamen-példdnyt (s annak ,Fliggelékét”) még csak meg sem néziék. Pedig
BOLYA! FARKAS fo6miivének magyar nyelvil dtdolgozdsdt is felajdnlotta: , hogy
didk halottja valaha salakjdb6l megtisztulva magyarul tdmad fel”. Valésiggal
megdtbbentd, hogy a Tentamen mennyire ismeretlen maradt. A Tudds Tarsasdg
példdul 1844-ben a paraleldk problémdjit javasolta jutalomkérdésnek, holott a
Tentamen és benne az Appendix egy példdnya mdr 12 éve ott fekiidt a Térsasdg
konyvtdrdban [1, 29 old.]. Nem kell unilsigosan nagy képzelGerS ahhoz, hogy
beldssuk, mit tehetett volna az Akadémia, ha még idejében s itthon kell§ helyre
keriilhetett volna BOLYAI JANOS folfedezése [124, 63-66 old.].

Mégis mennyi elismerés jutott élete folyamdn BOLYAI JANOSNAK? Taldn
GAUSS kétes érékii mondatai kozill a kbvetkezs: ,,Nagyon meglepett ... és na-
gyon drvendek, hogy éppen régi bardtom fia az, aki engem ilyen csoddlatos mé-
don megel6z6u™ [101, 112-113 old.]. A levél 1obbi sorai, sajnos, erGsen tompftjdk
ezeket a szavakat.

Szdmos frisdbdl gy érezzilk. hogy nem vdgyédott a kiillsé dicsdségre. ...
nem vigytam - frja onéletrajzdban — az afféle, mdsok dltal vaddsztatni szokott,
kiilsé halhatatlansdgra. .." (1086). Inkdbb megértésre, mint dicsSségre dhitozott.
A tudésnak az a fizetsége, ha fdradsdgos munkdjdval megtaldlja az igazsagot.
Azzal vigasztalta magdt, hogy a feltaldlds 6rome vetekszik mindenféle elisme-
rés dicsGségével. Ugyanakkor minden sordb6l kiérzGdik, hogy ennek a beteg,
magdnyossdgdban megkeseredett embernek szigoni homlokréncai ugyancsak ki-
simulndnak az elismerés akdrmilyen pardnyi sugardtél is (6, 42 old.].

Amikor abban reménykedik, hogy sikeriil megtaldlnia a primszdmok képle-
tét, apjdnak irt egyik levelének oldaljegyzetében igy kidlt fel: ,,Utinam GAUSS
superstes esset!” {Barcsak GAUSS még élne!). Erre és még sok mds hasoniok
eléggé legtekintélyesebb méltdnyolhatdsdra nézve is” (800/1") (4. ébra). Lehet-
e k6zombdsen olvasni BOLYAI JANOS kivdnsdgdt? Ki ne érezné ebbSl a néhdny
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szavas széljegyzetbdl BOLYAI titkos vdgydt, hogy bdrcsak GAUSS is tudomdst
szerezne az 6 fontos felfedezésérSl? Végiil is mennyire sévérgott az elismeré-
sért. S ezt egész életében leginkdbb GAUSStS! virta.

+BOLYAI JANOSt nem az elismerés kimaraddsa - frja SARLOSKA ERNG —, ha-
nem a redtdrS gondolatok drja sodorja ki tdrsadalmdbél. Nem a barikédokon kell
keresni hozzd a mindent megmagyardz6 tettet. A tizenkilencedik szdzad nagy
magdnyosai szolgdltatjdk a kulcsot sorsdhoz, azok a s6hajok, melyek keseredet-
ten eldszor adnak szdmot a kalandrél, mely arra vir, ki az idedk ingovdnydba
téved” [95].

2.5. Matematikai természetii iratok

BENKG SAMU, érthet6 médon, csak a nem matematikai természetdi Bolyai-
iratokat tanulményozta. Nem lévén szakember, a matematikai problémékat tartal-
maz6 jegyzeteket nem is rendszerezhette. ,,... a matematikai tirgyd iromdnyo-
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kat — olvassuk [7, 360 old.] - pusztdn kiils§ ismérvek (papir, Srszavak) alapjdn
csoportositottuk, illetSleg leltdroztuk és matematikatdriéneti iskoldzottsdg hijdn
sziintelenii] elégedetlenkedtiink magunkkal, hogy alig hasznosithatunk valamit a
szOvegek kindlta belsG sszefiiggésekbbl.”

Ezek az irdsok valéban ma is elég nagy Osszevisszasdgban taldlhatéak a kii-
I6nboz6 dossziékban. Ezért sokszor egy megkezdett gondolat vagy &Stlet foly-
latdsét csak nagynehezen pillanthatjuk meg, néha hetek, hénapok munkdjénak
eredményeképpen. Ha egydltaldn 1étezik valahol folytatds.

Sajnos a BOLYAI JANOS dltal készitett jegyzetek nem maradtak fenn hidny-
talanul. Sok elkallédott koziilik. Tudomdsunk van arrél, hogy annak idején az
egyik kollégiumi tandr, SZABO SAMUEL, azért, hogy az iratokat kényelmesebben
tanulményozhassa, tobbet hazavitt kdziiliik. A nédla felejtSdott lapokat fia csak jo-
val apja haldla utdn taldlta meg. Vajon akkor hidnytalanul elSkeriiltek a papirok?
Szerencsére a fii, SZABO PETER az atyja hagyatékdban taldlt Bolyai-kéziratokat
megolrizte, feldolgozta s ezzel felbecsiilhetetlen munkdt végzett. Keletkezett az
iratokban nagyobb kér is. BOLYAI JANOS féltestvére, BOLYAI GERGELY (1826~
1890) sem Orizte elég gonddal a birtokdban lévSket. Sajndlkozva olvassuk egyik,
1884-ben irt levelél: ... Jdnosnak sok levele volt, mind megsemmisitettem.
Azokban igaz, hogy roppant sok mathematicum volt..." [45]. Lehetnek egyes
csalidok birtokdban is BOLYAISl szdrmaz6 kéziratok. Konnyen elképzelhet§,
hogy a leglelkesebb Bolyai-kutaté, SCHMIDT FERENC leszdrmazottainak birtok4-
ban is vannak még Bolyai-iratok. Nem megalapozatlan az a feltevés, miszerint
STACKEL, mivel nem tudott huzamosabb ideig Marosvdsirhelyen tartézkodni,
feldolgozds céljabdl t6bb kéziratot magdval vitt, amelyek aztdn t6bbé nem keriil-
tek vissza eredeti helyiikre. De ez természetesen nem csak STACKELlel térténhe-
tett meg [9, 14 old.]. Annak idején magunk is tapasztaltuk, hogy a Teleki-Bolyai
Konyvtdrban 6rzott kéziratok ko6zott nincs meg minden, ami PAUL STACKEL, il-
letSleg a neki (fGleg magyar nyelvil szbvegek forditdsdval) segédkezd tudésok
kezén megfordult - frja BENKG SAMU (7, 360 old.]. Valészinfileg sok kéziratos
anyag t(int el a BOLYAI FARKAS haldldt kovetd napokban. A gyarlé feliigye-
let lehetGvé tette egy-egy kotegnek a megsemmisitését. Csak valami effélével
magyardzhatjuk, hogy Jénos t6bb, apjdhoz intézett levelén kiviil teljességgel hi-
dnyoznak az apa kézirati hagyatékdbél legbensSbb bardtainak, BODOR PALnak,
JAKAB LAJoSnak, BoD PETERnek a hozzd kiildott levelei is. Ezeknek kotegestdl
kellett eltdnnidk [20, 25 old.].

E kdnyv ir6ja hosszasan kereste példdul azt a cédulédt, amelyen STACKEL sze-
rint [106, 1:254 és 277 old.) BOLYAI dsszedllftotta az dltala megoldhaténak vélt
problémdkat, de minden firadozdsa hidbavalénak bizonyult. Valészindleg a vég-
leg megsemmisiilt fratok kdzé keriiltek azok a jegyzetek is, amelyeken BOLYAI
JANOS tiszrdn, finom iiton . . ." (445/3") bebizonyitotta a klasszikus algebra alap-
tételét.
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2.6. Milyen nyelven irt Bolyai?

BOLYAI JANOS a kiaddsra szdnt munkdit, de sajdt magdnak lejegyzett gondolatait
is hdrom nyelven irta le: magyarul, latinul és németiil (természetesen gét betiiket
is hasznélt). A Scientia Spatii latinul jelent meg, de ismerjilk a német Raumleh-
re viltozatét is. Lehetséges, hogy 1825-ben az apjdnak dtadott példdnyt magyar
nyelven fogalmazta. Nem tudhatjuk. Kétségtelen viszont, hogy magyarul gondol-
ta ki. A Responsiot és a komplex szédmokrdl késziilt t6bb mds dolgozatdt latinul
frta. LOBACSEVSZKU miivéhez flizott Eszrevételeit magyar nyelven 6rokiti meg.
Amint mér fennebb ldttuk (2.3.§), munkadit is hidrom nyelven, magyarul, németiil
és latinul szerette volna kiadni (743/3).

A kéziratok jegyzetelése, mdsoldsa kozben két, ezzel a kérdéskorrel kapcso-
latos, igen érdekes foljegyzésre taldltam. Ezeken a céduldkon BOLYAI JANOS azt
az elhatdrozdsdt rogziti, hogy a kovetkezd években anyanyelvén fog imi. .. ma-
gam pedig e tirgyban — irja apja egyik levelére — nagyobbdra 1842 ota (mikor,
addig mind németiil frva) legel6bb forditottam térténetesen figyelmemet a ma-
gyarra s avval egyiitt a nyelvre komolyabban midén az alapokat még fiatal ko-
romban megvetettem. .." (1399/1). Ceruzdval irt jegyzet a kbvetkezd: ..... végre
megldttam az Atydm 1830-ban kijott Arithmetika Elejét s abban betdinek s md-
szavainak javitdsa s nyelviink természetével megegyezs Ujboli teremtése irdnt
tett kisérieteket: 1842 nyara ota némi aprobb tanulmdnyok utdn anyanyelvemre s
annak kitdné derék tulajdonaira kozelebbr6l kezdettem figyelmemet s . .. azdta
helyesnek tandltam magamat legel6bb magyarul leendé kiaddsdra tanom lénye-
gének” (1491/1). 1846 koriil a kbvetkezSképpen fr: ,.En ... a magyar nemzetet
s nyelvet killonGsOn szeretem, s éppen javidt kivinom eszk&zbini mint az is bi-
zonyitja, hogy tanaimat magyarul irtam, s irom jelenit is" (1086/3).

Ezutdn a hagyatékban valéban megszaporodnak a magyar nyelvill frisok.
Gondolhatndnk arra, hogy ilyenforméan t6bb irat keletkezésének idGpontjdra
konnyebben kovetkeztethetiink. Az id6rendiség kérdésében azonban ez a szem-
pont sem nyujt teljes biztonsdgot, mivel elég gyakran bukkanunk német nyelvi
jegyzetekre az 1842-es év utdn is.

BOLYAI JANOS t6bb idegen nyelvet ismert és megvolt benne az igény, hogy
djabbakat tanuljon meg. Igy vall err6l: N.B. ha csakugyan kivdlt miutdn egy
néhdny kozelebbrél érdekesebb nydlvvel némileg, megleheidsen ismeretes vagyok
(magyar, német, latin, frank, olasz, romdn -), még mds nydlvet akarok tanulni,
egyik kiilondsen a sinnai {kinai} és japdni lenne ..." (845/8) és [6, 198 old.).
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2.7. Bolyai Janos jelrendszere

Megneheziti a Bolyai-hagyaték szimbavételét a BOLYAI JANOS 4ltal sok helyen
bevezetett, néhol eléggé nehézkes, 1) jelblés. Lehet, éppen ez a szokatlan szim-
bolika is egyik oka annak, hogy még mindig feldolgozatlan a hagyaték. Emellett
nem szorgalmazzik ezt a munkdt az olyan kishitdi , biztatdsok” sem, amelyeket
példaul egyik matematikusunk tolldbél olvashatunk: ,,... a Marosvisdrhelyen
Orzou Bolyai-hagyaték alapos dtvizsgdldsra, a kéziratok ismert része is Gjabb &t-
olvasdsra érdemes — bir tdlzott reményeket tdpldlni nem helyes...” (MTA III.
Osztdly Koézleményei, 3 (1953), 291 old.). BOLYAI jeloléseinek megfejtése tii-
relmes, aprélékos munkit igényel. Néha csak nagyszdmi oldal 6sszehasonlitdsa
utdn taldljuk meg ezek nyitjdt. Konyviinkben egy teljes fejezetet szenteliink a
feloldott szimb6lumok ismertetésére. Most csak néhdnyat mutatunk be ezekbdl,
csatolva BOLYAI magyardzatait is, amelyekkel megokolja bevezetésiiknek els-
nyeit. fzelitGiil ime néhdny példa:

wLegyen tobb csin, féleg pedig a »d« betdinek dllandélagi el nem foglaldsa
s egy€b célrai miskénti haszndlhatisdért a szokott »d« helyett »b«, hogy révi-
den szdlhassak ... differencidl jel: mi jelentvénye e jelnek a »d«-hezi sok ha-
sonlatjdndl fogva, bidrki emlékébe azonnal kénnyen benyomddhatik s el6fordulds
alkalmdval magdt dnként feltolja.

by Y az: mi y-nak x-re nézti diferentidlja” (1443/3).

we.. IdO, tenta s rézpor s firadsdg kevesbitéséért s mocsokra kevesebb
alkalom-addsért »d « helyett © irok..." (1323/1).

A nulla jél ismert és dltaldnosan haszndlt ,,O0" jelét sok helyen ,szdmiz™
BOLYAIL de nem teljesen.

w .. Jjobb lenne bdr is kissé firadsdgosb, kényelmetlenebb »0«-t irni »O«
helyett..." frja az 1389/3 oldalon. (1844-ben még nem hasznédlja ezt a jelet
(7.2.8)) Ehhez a jelléshez aztdn b6vebb megjegyzést, magyardzatot is fiiz: ,.De
mennyit veszddiek eleink betdik tokélyesbitésével: lithatni Fogarasi Mdvelt ma-
gvar nyelvtanja elején, hol is példiul csak az »Oe«-t is, mint emlékszem 38(!)
féleképpen irtdk . .. a legegyszeriibbet mégis el nem tandlva. Aki Fogarai lapjdt
ldtja jelen tékélyes betiiink minden becs fol6tti magas becsét ... sokkal eleve-
nebben érzendi” (597/7).

A 0" .becsiiletét” a kongruencidk elméletében dllitja helyre: ..A GAUSS 4/-
tal hasznilt a = b (mod c) helyett az »a = bOc « jelblés nemcsak egyszeriibb, ro-
videbb, kénnyebb, de a betlket és zdrdjeleket egyetien »0O«-ba tessziik Ossze"
(1190/29). frja azt is, hogy az m O A = a egyszer(, kivdlé és ésszerdi (121/6", 7).

Az ,,O"-val az Appendixben is taldlkozunk. Az r sugari kor abszolit geo-
metriai keriiletét BOLYAI ,.Or"-rel jeloh.
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A komplex szdmok frasdndl 4ltala igen kedvelt szimb6lumokat haszndl. Néla

a, +b" jelentése ib (i=+/~-1), ,, = b"-€ pedig —ib. Ezek szerint BOLYAI az
a+ib-t, illetve az a — ib-t igy ina:

a+b,

illetve
aeb,

Egy az 1850-es évek derekdb6l szdrmazé frdsdn igy ir ezekr6l: , Ezen
»+ «, »o « jegyekkel mdr szinte egy fertdly évszdzad (1831 elséd fele) ota nagy
kényelem- és gyonyorrel élek és oly szép- vagy csinosak dltaldban célszerd- és
tokélyeseknek taldlom és nagyon remélem és erGsen hiszem, hogy megldtva az
egész math. Vildg azonnal megkedvelve mohén elfogadja, hogy még a joveo éle-
tekben sem hiszem jobbak legyenek” (800/3 és 3V). Mdsutt (1348/11) igy magya-
rdzza a fenti jelek bevezetésének sziikségességét: , Legyen nem csak rovidségérn,
egyszeriibb, kdnnyiibb s jobb izlésért, hanem a tan metaphysikdja helyesbb fol-
fogdsdért is + s = (a becsei v/—1)-nek (melyet GAUSS +i és —i-vel jegyez).”
Ezeket a szimbélumokat mdr megtaldljuk tébb, Olmiitzban késziilt jegyzeten:
egy 1830. mércius 10-én keltezett okményon (1526/1), aztdn az 1833. nov 14-én
késziilt jegyzeten (109/1). Az 1832. nov. 14. ddtumd, elég rendetlen papiron az

(@+b)*“=p+q -hoz

hasonlé sszefiiggések olvashatéak (123/4").

Feltlinnek ezek a jelek két olyan levélboritékon is, amelyeket BOLYAI JANOS
részére cimeztek Aradra. A kiteritett boritékon a harmadfokid algebrai egyenlet
megolddsdhoz kapcsol6dé irdsokban ldthatjuk a + és « jeleket. Az egyik bo-
ritékrél az 1827. mérc. 11-i ddtum olvashaté le (1213/1-2"). De a + jel, a

+1=+/—=1 magyardzattal még egy 1825-6s keltezésGi lapon is felbukkan
(1546/1). Ez azt jelentheti, hogy BOLYAI 1831 elGtt is haszndlta ezeket a szim-
bélumokat.

Még megjegyezzilk, hogy egy Lembergbll 1831-ben (rt levelén viszont
BOLYAI JANOS az a +b+/—1 irdsmédot vélasztotta (92/1).

Végiil dlljon itt BOLYAI JANOSnak egy olyan javaslata, amelynek lényegét az
utékor gyakran alkalmazza: ,,Hogy a mathézis kedvéért 16bb célszeri jegy legyen
s nagyobb szdmitdsok egymdsnak megfeleld betiik dltal konnyebben, dinézhetbleg
vitessenek véghez: lehetne mds nemzet betidjét példdul a német-, hellén-, sot a
romdn-, muszka-, zsido- s a 16bbiét is hasonlélag, mint a magyarét, kimiivelni,
vagy tokélyesiini, sot a teljességért az ott hidnyzo betiiket is kipotolni™ (441/1).
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Bolyai Janos matematikai olvasményai

3.1. Bolyai matematikai miiveltsége

Eletrajzfr6inak egytntetd véleménye szerint BOLYAI JANOS matematikai képzett-
sége a korabeli matematikai ismeretek tekintetében vdzlatos volt. A bécsi Aka-
démidn az dn. fels6bb matematikdbdl — az Akadémia katonai célkitizései miatt
— csak igen keveset tanult. Domdldi, majd marosvdsdrhelyi évei alatt igencsak
szlikében volt a tudoményos segédeszkdzoknek. A szakkényvek, az akkor nyu-
gaton és keleten is mér létez0 és szinvonalas matematikai folyéiratok, az 4llandé
serkentd tudomdnyos kdmyezet hidnya bénit6lag hatottak erSfeszitéseire. Elszi-
getelt, magdnyos tudés volt.

Probiljuk meg az aldbbiakban aprélékosabban megvizsgdlni ezt a kérdést és
az eddig ismeretlen dokumentumokat figyelembe véve feltérképezni BOLYAI JA-
NOS ismeretanyagdt. Alljunk meg az tjabban feltdrt frdsok, egy-egy hosszabb
szOvegben megbivé nyilatkozatok olvasdsa kdzben s kiséreljiikk meg azok Iénye-
gét jobban megértve vitdba szdllni az elmarasztalé véleményekkel. Hitha nem
olyan sotét a kép!

Val6 igaz, hogy kordnak sok matematikai felfedezése nem jutott el hozzi.
Bar kortdrsa N. ABELnek és E. GALOISnak (1811-1832), munkdssdgukrél mit
sem tudott. Pedig ismerhette volna azokat, ha kezébe keriilnek a berlini ,,Crelle’s
Journal™ 1826-0s és a pdrizsi Journal de mathématique 1846-0s szdmai. Amint
tudjuk, a német folydiratban jelent meg ABEL hibétlan bizonyftdsa a négynél ma-
gasabb foku egyenletek algebrai megoldhatatlansdgérél, GALOIS irdsait pedig J.
LIOUVILLE (1809-1882) még BOLYAI JANOS életében kozzéteszi a francia lap-
ban. Nem értesiil A. CAUCHY (1789-1857) komplex fliggvénytani vizsgdlatdrél,
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sem B. RIEMANN munkdssdgdrdl. Jegyzeteiben sehol sem emliti példdul mdsik
két kortdrsa, G. EISENSTEIN (1823-1852) és L. DIRICHLET (1805-1859) nevét.
Még GAUsS munkdssdgdnak eredményeit is csak kis részben ismerte. [gy példdul
Gauss feliilletelméleti kutatdsairél  a Disquisitiones gencrales circa superficies
curvas (1827) cim@ mdvérSl — élete végéig sem szerzett tudomdst. Nem olvas-
ta GAussnak a komplex egészek elméletérSl 1832-ben megjelent részletes [49]
dolgozatat.

Milyen kiilonds, hogy FERDINAND MINDING (1806-1885) tartui professzor
még BOLYAI €letében felfedezte és tanulmédnyozta azt a feliiletet, a pszeudo-
szférit, amelyen lokdlisan érvényesek a nemeuklidészi geometria tételei.
MINDING ezt az eredményét 1840-ben kozblte, frdsait azonban BOLYAI nem is-
merte.

BOLYAI JANOS nem tudott J. H. LAMBERTnek az euklidészi pdrhuzamossdgi
axiémdt indirekt ton bizonyitani iparkod6 vizsgdlatok terén elért eredményei-
rol sem, igy azokb6l nem merithetett semmiféle Stletet. Ezt onnan tudjuk, hogy
BOLYAI JANOS egyik irdsdban [106, 1:221-223) név szerint is felsorolja azokat
a matematikusokat, akiknek a parhuzamosokrél sz6l6 értekezését ismerte. A ne-
vek kozdtt LAMBERT neve nem szerepel. De BOLYAI soha semmit nem tudott
meg G. G. SACCHERI (1667-1733) el626 vizsgélatairél sem. A pérhuzamosok
térténetére vonatkozé adatait legnagyobbrészt J. J. . HOFFMANN Kritik der Pa-
rallelentheorie, Jena 1807, cimd munk4jdbél meritette, melyet az 1832. évben
Janos fGherceghez intézett folyamodvédnydban is megemlit (,.Ez a munka, habdr
magdban véve még elég gyonge, ..., mégis némi elbkészitésre szolgdlhat ..."
- frja) [106, 1:223, 232]). A kényv megtaldlhaté a Teleki-Bolyai Kényvtérban
Orzout Bolyai-konyvhagyatékban [35]. BOLYAI még ismerte BURGERnek a pér-
huzamosok torténetével foglalkozé, Heidelbergben 1833-ban, tehdt az Appendix
megjelenése utdn kiadott kdnyvét is [106, 1:223].

Bdrmennyire elszigetelten dolgozott BOLYAI JANOS, akdrmilyen messze is
volt Marosvdsdrhely a madlt szdzad derekdn a jelentGs matematikai centrumoktél
(Pdrizs, Gouingen, Berlin, Szentpétervidr), ha nem dramlottak, mégis csak szi-
virogtak ide is hirek a matézis vildgdb6l. Kozvetit§jilk apja, BOLYAI FARKAS
volt. A kollégium professzora szeretett levelet irni, s ezéltal szoros kapcsolatot
tartott fenn ifjikori bardtjdval, GAUSsSszal, de médsokkal is. Természetébdl faka-
déan csaknem minden irdnt érdeklSdott. Az djdonsdgokra felfigyelt, s ha vala-
mi érdemesnek vagy érdekesnek ldtsz6t taldlt, azt azonnal tudatta fidval. GAUSS
konyveket kiildott Farkasnak. Sajat munkdi koziil a Disquisitiones arithmeticae-t
s a ,nagyon szép” Demonstratio nova-t. Tandcsokat ad Farkasnak, hogy mit sze-
rezzen be (GAUSS javaslatdra vasdrolja meg BOLYAI FARKAS példdul a még ma
is j6 olvasmédnynak szdmité J. E. MONTUCLA (1725-1799) matematikatorténeti
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munkadjét), felhivja a figyelmét példéul arra, hogy a komplex szdmokrél megje-
lent egy dolgozata [101, 112 old.] és egyebekre. GAUSS leveleit nyilvdnvaléan
Janos is elolvasta. S6t a GAUSS 4ltal Farkasnak irt fontosabb leveleket magdndl
tartotta. Ezt tdmasztja ald Farkasnak |855. dprilis 8-4n Jdnoshoz irt levele: .....
szeretném ha GAUSS levelét elkiildenéd: azonnal visszakiildom, csak valamit né-
zek meg benne..." [12, K 22/84].

Apja értesiti Janost, hogy a Jablonowski-tdrsasdg pdlydzatot hirdetett meg, §
juttatja el késSbb fidhoz LOBACSEVSZKU munkdjét, s biztatja kiilonb6z6 szdmel-
méleti és az analizis korébe tartozé probléma megolddséra.

Néha elSfordult az is, hogy GAUSS nem vilaszolt Farkas kérdéseire. Sok-
szor érdekl6dott példdul az ,,imagindriusok teoridjdnak™ részletes kifejtésérdl, de
baritja az 1835. dpr. 20-i levél utdn errSl a témérdl tébbet nem firt (1. V. feje-
zet). Hasonléképpen vilasz nélkiil maradtak BOLYAI FARKASnak azok a t6bbszor
megismételt kérdései, amelyekben SOPHIE GERMAIN (1776-1831) felSl érdekls-
dott [101, 96 és 101 old.], pedig egy 1808-ban irt levélben még GAUSS kérdezte
meg &t, hogy hallott-e a francia matematikusn&rSl [101, 93 old.].

BOLYAI FARKAS még GAUSSnak is tud djat mondani. Két figyelemre mélté
példa: . .Csak néhdny héttel ezelbtt olvastam — frja 1848. janudr 18-dn [101, 128~
131 old.] - egy kis magyarhoni munkdban, hogy megjelent MULLER Archiv der
Mathematik-ja I. kotetének 4. fiizetében... Addig nem hallottam MULLER Ar-
chivjdrél, ... , tegnapeldtt irtam Kolozsvdrra, hdtha valakitsl megkapndm.” [gy
tudja meg 1847-ben egy marosvdsdrhelyi tandr, hogy megjelent a matematikator-
ténet egyik fontos és késGbb sokat idézett folydirata. Ami megleps, hogy BOLYAI
FARKAS levelének olvasdsa elbtt GAUSS sem ismerte a lapot. Vélaszdban (101,
134 old.] ui. megjegyzi, hogy miutdn érdekl6dott a lap fel6l, megtudta, hogy
azt nem MULLER, hanem JOHANN AUGUST GRUNERT (1797-1872) szerkeszti, de
bevallja, hogy még & sem ldtta egyetlen példanydit sem. (Kolozsvdron az Akadé-
mia kdnyvtirdban ma i1s megtaldlhaté az Archiv der Mathematik und Physik 1.
kotetének 4. fiizete. Ebben egy G. W. MULLER nevd hannoveri matematikus ir
a komplex szimokrél a 397400 oldalokon. Innen szdrmazik a félreértés, amit
még a (20, 311 old.}-dn is olvashatunk.) Az Archiv hosszd id6n 4t (1920-ban
sz(int meg) igen j6 himévnek drvendett, és szimos fontos matematikai eredményt
kdzolt elGszor. A milt szdzad kozepétSl kezdve egyre gyakrabban taldlkozunk
magyar matematikusok nevével a Grunert-féle Archiv hasdbjain [110, 209 old.].
Amint mdr latk (2.1.§), a BOLYAlak neve is ebben a folyéiratban jelenik meg
vildgnyelven el8szor.

A mésodik példink, amelyre SZENASSY BARNA mutatott rd [111, 140 old.],
a végtelen sorok dn. Olivier-konvergenciakritériuméhoz kapcsolédik. BOLYAI
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FARKAS az el6bb emlitett levelében errfl is érdekl&dik GAUSSt6]. BOLYAR vala-
melyik Bécsben tanulé volt didkja tdjékoztatta a kritériumrél. Mivel neki semmi-
képpen sem sikerlilt annak elégséges voltdt igazolnia, GAUSS véleményét kérte.
GAuss vilaszdban [101, 133-134 old.] bevallja, hogy addig nem hallott a krité-
riumrél, tehdt BOLYAI szdméra is djdonsdgot kozolt.

Marosvésdrhelyen 1802 6ta mdkddik a magyar nyelvteriilet els§ kdzkonyv-
tdra, a TELEKI SAMUEL (1739-1822) 4lal alapitott kényveshdz, a Téka. Ez a
remek gyljtemény a Bolyaiak kedvelt szellemi miihelye volt. Farkas és Jinos
is gyakori ldtogatéi voltak a Tékdnak, ahol BOLYAI FARKAS szerint, ,kedvesen
lehet eldélmodni az alig kidlhaté kedvetlen életet” [17, 402 old.). Igaz, hogy a
Téka nem szakkOnyvtdr, de Teleki ifjikordban érdeklSdott a matematika irdnt
1S § igy ... természetes konyvtdra matematikai részlegének gazdagsdga is. A
kisérleti természettudomdny nagy képviselSinek — GALILEI, BACON -~ munkii
mellett a kdnyvtdralapité igyekszik megszerezni a torténeti és kortdrs matema-
tika alapmiveit. LEIBNIZ |1, NEWTON 8 munkdval szerepel a nyomtatott ka-
talégusban. De jelen vannak a korszak nagy matematikusai, a BERNOULLIak,
EULER, MAUPERTUIS, D'ALEMBERT, LLAGRANGE, CLAIRAUT. Megvan a tudés
francia mémok, BELIDORE matematikai munkdja, BIONnak, a matematikai esz-
koz6k mémokének gyakorlati kdnyve, L'"HOSPITAL mdrki, a francia akadémia
tiszteleti tagja differencidlszdmitdssal foglalkozé miivének elsS, 1696-os kiaddsa.
CHRISTIAN WOLFF a leibnitzi tanok népszer(sit§je t6bb mivel is szerepel.” [36,
210 old.]). A Bolyaiak a Tékdban matematikai értekezéseket tartalmazé folyGira-
tokat is forgattak. Olvastdk a Pétervdri Aktdkat (EULER dolgozataival), a Gottin-
gische Gelehrte Anzeigen-t (GAUSS frdsaival). Gazdag az dllomdny csillagdszati,
fizikai és vegyészeti részlege is. Tudunk arrél, hogy a kdnyvtdralapité TELEKI
SAMUEL t5bb levelet vidltott a kor neves matematikusaival, a BERNOULLIakkal,
CLAIRAUT-val, LAGRANGE-zsal. Feltételezhetjiik — bdr ennek nincs nyoma -,
hogy ezeket a leveleket is kikdlcsonOzhette olvasdsra a két BOLYAL

BOLYAIJANOS szdmdra tehdt igen fontos forrdsnak szdmitott az apjdval tartott
szoros tudomdnyos kapcsolat és a Teleki Téka polcain taldlhaté mivek olvasédsa.
De sokat meritett apja és a sajat maga gydjtStte matematikai kdnyvekbsl. Az ak-
kori viszonyokhoz képest mindkett§jliknek gazdag kbnyvtdra volt. A konyvekrdl
DEE NAGY ANIKO [35) és FRATER JANOSNE [45] készitett kitlinG, részletes dssze-
dllftdst. A lefrasokb6l megtudhatjuk, hogy a Teleki-Bolyai Konyvtérban Srzott
Bolyai-konyvhagyaték 116 (kordntsem teljes) munkdt tartalmaz, hogy BOLYAI
FARKAS 1856. augusztus 26-dn kelt végrendeletében ,.... nem csak egy s mds
nyomtatott munkdimat, hanem egész konyvtaromat az oskola konyvtirdba ezen-
nel dltal is adom . .." szavaival konyveit a Reformétus Kollégiumnak hagyoma4-
nyozta. A BOLYAI FARKAS autogrif konyvjegyzékén 77 munka szerepel, amihez
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még Jdnos 9 mdvet csatolt. KONCZ JOZSEF (1829-1906) a kényvtdr egykori Sre
emliti, hogy BOLYAI FARKAS 145 miivet adomdnyozott az iskoldnak. A két szdm-
adatban valdszindleg azért van kiilonbség, mert BOLYAI FARKAS konyvei nagy
részét mdr életében elhelyezte a kdnyvtirban.

BOLYAI FARKAS konyvtdrdnak jellemz§ vondsa az alkoté tudés kézikonyvidri
és az aktiv pedagégus gyakorlati segédkényvtdri jellege. Kényvtdrdban kordnak
legkiemelkedObb és a legujabb kutatdsi eredményeket tartalmazé tudomdnyos
miveket taldljuk (EULER, BERNOULLI, MONTUCLA, GAUSS, Journal der Physik
stb.) olyanokat, melyeket akkor Magyarorszdgon csak a természettudomédnyokat
partol6 f6urak engedhettek meg maguknak Osszegyijteni. Konyvei megvilogaté-
sihoz nemegyszer GAUSS tandcsdt is kikérte. Olyan szerz6k miiveib8l készitette
fel tanitvinyait, amilyen konyveket akkor a nyugati orszdgok egyetemein és f6-
iskoldin, illetSleg akadémidin haszndltak. BOLYAI FARKAS konyvtdrdnak egész
Jellegérdl az dllapithaté meg, hogy egy tudés — matematikus tandr sok szeretettel
és tekintélyes anyagi dldozattal 6sszegy(jiott kdnyvtdra a maga idejében eléggé
jelentSs volt [45).

BoLYA!I FARKAS konyvei természetesen fia, Jdnos rendelkezésére dllottak. Es
Jdnos olvasta is ezeket. Farkas mdr a 13 éves fidval megismerteti EUKLIDESZ,
EULER, VEGA, HAUSER mlveit; a Bécsben tanulé didknak konyveket ajdnl: ,,0l-
vasd KARTENSt, KASTNERt, PASQUICHot, EULERt, LACROIX Traité Elémentaire
du Calcul differentiel et intégral, LA GRANGE Théorie des Fonctions etc.” - frja
Jdnosnak 1818. szeptember 10-én [12, K 22/75].

Ha BOLYAI JANOS kutatdsaihoz Bécsben nem is kaphatott kozvetlen segit-
séget, de a mémdbkakadémia tanrendje mindenképpen hozzdjirult matematikai
kultirdjdnak bGviiléséhez. Amint Acs TIBOR rdmutat frissen megjelent [3] kény-
vében, Jdnosra bécsi tanulményai sordn kiilondsen a magasabb geometria, a ma-
tematikai foldrajz és a mechanikai tudomédnyok voltak jé hatdssal. A ménant és
matematikai foldrajzot a kitind MICHAEL LENKER, a mechanikai és fizikai tan-
targyakat pedig a nagy tuddsi ALEXANDER BRASSEUR oktatta. A tandrok j6 méd-
szereket alkalmaztak. Az V. osztidlyban megkovetelték a tantdrgyak tanknyvbél
valé elsajdtitdsdt s a megtanult ismereteknek sajit kifejezésekkel, eljarasokkal
valé elGaddsdt. Janosnak a felsG geometria témakorébsl egy dolgozatot is kellett
készitenie az akadémidn.

Taldn mégsem volt olyan szegényes és vdzlatos BOLYAI JANOS szakirodalmi
tdjékozottsdga, amint azt eddig olvashattuk. Igaz, a nemzetkdzi matematikai ku-
tatds periféridjan dolgozott, de lehetdségeihez képest sokat olvasott, a kdnyveket
pedig, amelyek keze ligyébe keriiltek, rendkiviili figyelemmel és igen kritikus
szemmel vizsgidlta. Az eddig kiadatlan dokumentumok tanulmdnyozdsa alapjdn
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csak meger0sithetjiik ezt az dllitdst. Jegyzeteiben dllandéan hivatkozik olvasma-
nyaira s ahol okot taldl rd, sohasem mulasztja el birdlé megjegyzéseit. Irdsaiban
sok helyen megtaldljuk LACROIX, LAGRANGE, LEGENDRE, LAPLACE, BRASSEUR,
NEWTON, CAUCHY, BOLYAI FARKAS, LITTROW, MASCHERONI, VEGA, RUFFINI,
EULER, MONTUCLA, MAKOG PAL nevét, de tud POISSON, POINSOT, JACOBI
matematikai munkdir6l is. Egy helyen (752/1) megjegyzi: ,.,A nyitanban {a
matematikdban} a tannak hései EUKLID, ARCHIMEDES, NEWTON, LEIBNIZ, LAG-
RANGE, EULER, GAUSS, BOLYAI FARKAS, hogy mds érdemes és részint sokérdem(
egyének nevét elhallgassam”.

A legtobbszor GAUSS és ETTINGSHAUSEN nevével (aki ,.a mdr kész Appendix
becsét sem volt képes folismerni®) taldlkozunk. Jdnos a Disquisitiones arithmeti-
cae, Demonstratio nova szdmos fejezetéhez fliz megjegyzést, ETTINGSHAUSEN s
mdsok kdnyveiben is tobb hibdt felfedez.

Idézziik BOLYAI JANOS néhdny birdlé megjegyzését! (Itt nem foglalkozunk
BOLYAInak a LOBACSEVSZKI Geometrische Untersuchungen ... cim munka-
jdt birdl6 észrevételeivel. Ezek mér régéta ismertek [105]), és kiilonbozS szerz6k
azéta is sokszor elemezték.) A legalaposabban a Disquisitionest tanulményozta,
minden paragrafusdt ismerte. Sajit példinydnak margéjdra t6bb észrevételét fel-
jegyzi, a konyvet sokat idézi. A kozonséges tortek tizedes 16rt1é valé dtalakftdss-
val (Disq. ar. 317.§) kapcsolatban a GAUSS dltal bemutatott példdhoz a kdvetkez6
megjegyzést fiizi: ,.Ez érdekes és figyelemremélto tirgyban az egyébardnt Nagy,
Mély és Eles GAUSS szdmtani vizsgdi 551 lapjdn kordnt sem elég illS szigor-
ral, alaposan, fénnyel s igen kénnydszeriileg s konnyelmiileg s hirtelenkedve jdrt
el, csak hatdrozatlanul s bizonytalanul dllitvdn azt, hogy a csak bizonyos helytél
szdmitott részletes vagy némileg kozelité dszveg az igazndl az utolsé helyen <
nek johet ki (335/2). Az algebrai egyenletek megolddsa sordn GAUSS és sajdt
gondolatait Ssszehasonlitva fgy fr: ..... a GAUSS elvei vagy nézetjei is misok
vagy kiilonboznek az enyimektll, ezek sokkal egyszeriibb, rovidebb, kénnyebb,
vildgosabb, tisztdbb, s6bdstbb (sebesebb) uton vivén célhoz" (703/8).

A. ETTINGSHAUSEN 1827-ben Bécsben kiadott Vorlesungen (ber die hhe-
re Mathematik cim( kétkotetes konyvében (amely szintén megvolt Jdnos sa-
jét konyvtdrdban [35, 20 old.]) is t6bb javitanival6t taldl BOLYAL A VI. feje-
zetben részletesebben sz6lunk majd ETTINGSHAUSEN egyik nagyobb tévedésé-
r6l, most BOLYAInak az integrdlszdmitdssal kapcsolatos észrevételét jegyezziik
le: ..... mir6l azonban a sok érdem{ ETTINGSHAUSEN az 343-lapon nem is dl-
modik, ... . mert éppen egyenesen, nyiltan lehetetient dllit.” (1243/1). Vagy:
SETTINGSHAUSEN 13bb sok egyéb kdzdr vastagot hibdzik, ..." (1362/1).

Hidba nevezi LAGRANGE-t a tan hGsének, csipls megjegyzésétSl 6t sem ki-
méli: ,,LA LAGRANGE korldtok ... mer6ben haszndlhatatlanok Iévén ..." (601/1).
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BOLYAI JANOS! tehdt nem vddolhatjuk meg azzal, hogy ,rendkiviil kotekedd
hangon” (V. F. KAGAN [17, 158 old.]) elemezte LOBACSEVSZKD dolgozatdt. O
nem csupdn ,,vetélytdrsdt”, de minden mds matematikust megbirdlt, ha munkjd-
ban tévedést vagy pontatlansdgot fedezett fel. Tudjuk, hogy magdval szemben is
mindig szigoni és igényes volt.

A kéziratos hagyaték szdmos oldaldn, néhdny helyen csak ugy odafirkdlva,
mdshol hosszabb szovegbe dgyazva szemiink elé bukkan CRELLE neve (478/77,
742/3, 1199/1Y, 1269/1Y, 1301/17"). Hitetlenkedve fedezziik fel, hogy BOLYAI
ismerte az A. L. CRELLE (1780-1855) dltal szerkesztett nevezetes matemati-
kai folyéiratot. A Téka polcain hidba keressiik a lapot. Mikor és hogyan ju-
tott BOLYAI JANOS a Crelle-Journal szdmaihoz? Tudjuk, hogy apjat6l eltekintve
egyetlen olyan tudéstdrsa sem volt, akivel gondolatait kicserélhette volna. Még-
is akadtak a kdrnyezetében mivelt emberek is, akiket tisztelt. Mdr készen volt
az Appendix, amikor Olmiitzben EMANUEL ZITTA (1786-7) Srnaggyal — ,.egyik
legderekabb, legjelesebb egyén™ — talilkozott, ki ott parancsnoka lett. (E16z6leg
Aradon is szolgdltak egyiitt.) Nos ,.a derék ZITTA" - ahogy BOLYAI kés8bb 6n-
életrajzdban emlegeti — matematikailag is képzett volt, akit§l BOLYAI folyéiratot
is kélcsonzou. ,,A Crelle Journal der Mathematik und Physikbdl — irja apjanak
1855. janudr 20-4n - vagy két Heftet Zitta akkori 6rnagy, most altibornagytol
darab ideig birhatvdn sok jot talfltam benne, bdr..." (742/1-2"). Ez az 1832-33-
as id6szakaszban lehetett, mert BOLYAI JANOS 1832. dprilis 27-t61 1833. jlnius
15-ig volt a morvaorszdgi f6hadparancsnoksdg olmiitzi helyi erSditési igazga-
tésdg beosztott mérnokkari mdsodszdzadosa. Kiséreljilkk meg kifiirkészni, vajon
melyik fiizeteket .birhatta” BOLYAI az 1826-ban létesitett folyGirat szamaibol.
Jegyzetei kozott két olyan oldalon is emliti a Crelle-t, amelyeken a raciondlis
tortfiiggvények elemi résztdrtekre valé felbontdsérdl ir. ,Mint a tirgyhoz tartozo
- frja egyik helyen — a géber (algebrai) egy vidltozdjud toronyok (tdriek) aprébb
toronyokra szaggatdsa vagy hasogatdsa lehetsége bizonyjit és médja megaddsat
kiveszem a Crelle Journdljibol. mely az dltalam eddig mdsutt Idtottak kozott leg-
egyszeriibb és csinosabb. ..” (1269/1"). Egy misik lapon: ,.Ldsd a Crelle-ét is a
Journal der Mathematik und Physik von Crelle in Berlin, mely is ugy emlékszem
egyszerd” (1199/1"). Végiglapozva a folyGirat 1826 és 1833 kozétt megjelent
koteteit, két olyan szdmot taldlunk (az 1832/3 és az 1833/1 fiizetet), amelyek-
ben a résztdriekre valé bontdsrél éppen a folyéirat kiadéja A. L. CRELLE érteke-
zik. Egy igen apr6, valahonnan kivdgott és szabdlytalan négyszbg alakd, néhdny
szavas céduldn (332/5) ismételten felvillan a Crelle's Journal cime. A papirlap
egyik sarkdban eldugva a ,Richelot de resol. alg. x%37 = 1" csonka mondat tiinik
el5. Nos, amint tudjuk, a folyéirat 9. kotete 1832/1, 2, 3, 4 fiizeteiben kozblte
RICHELOT a szabdlyos 257-sz6g szerkesztését. Val6szin( tehdt, hogy az emlitett
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flizetek koziil valamelyik keudt adhatta kdlcson ,,darab ideig” ZITTA Srnagy Bo-
LYAInak. BOLYAI ZITTAval a Tér tudoménydt is szerette volna megismertetni,
de amint parancsnokdnak egyik nyilatkozatdb6l olvashatjuk, kdvetkeztetéseit az
nem tudta elfogadni.

A misik ..derék nyitandsz", akihez bizalma volt BOLYAI JANOSnak, WOLTER
VON ECKWEHR szdzados, akir6l mdr széltunk (1.2.§).

BOLYAI JANOS mindkét foljebbval6jét Sszintén tisztelte. Evtizedek miilva
sem feledkezett meg réluk. Ezt tandsitja a fent idézett levél, de hogy mennyire
bizott bennilk késSbb is, azt egy 1851. nov. 24-én kelt jegyzetébSl olvashatjuk
ki, amelyen fontos teendGi kdzott megemliti, hogy .. Jdnos Fbherceg, Wolter- és
Zittdnak frni s Heil-Lehre- met (Udv-Tanomat) megkiildens” (474/1).

A MTA Koényvtira 6riz egy érdekes levelet [12, K 23/117] és [95). Ez a Lem-
bergben szolgdlé BOLYAI JANOS cimére érkezett 1831. november 9-én, és hét
nappal koribban WOLTER VON ECKWEHR ,Ingenieur Hauptmann” adta postéra
Grazban. A levelet megilletSdve vessziik kézbe, s azt vérjuk, hogy abban WOL-
TER emlitést tesz a BOLYAI dltal 1826-ban szdmdra dtadott Appendix-r§l. Ehe-
lyett az igen udvarias, bardti levélben WOLTER a perspektivdrél ir. BOLYAInak
valészindleg vitdja timadt valakivel a perspektiva kérdésérdSl, s § volt parancs-
nokit (aki ,,... jelesen az firtani rajzban {dbrdzol6é geometria) éppen kiilindson
Jdrtas egyén . ..") kérte fel birénak, mert WOLTER igy fejezi be eszmefuttatdsdt:
~AZ ellenfele évedését On egészen helyesen megmutatta™,

BOLYAI JANOS szerette és becsiilte a kdnyveket. Id6sebb koréban is szivesen
olvasott volna tobbel. ,.Eddig elé - jegyzi meg 1856-ban — a legnagyobb szorga-
lom s képesség mellelt sincs mit egyebet tenni ... mint néhdny hallomds szerint
Jjobb, dltaljdn torténetesen keziinkbe keriilt konyvbol is némileg okulni. Es valo-
ban: nekem nagyon kevés konyvém van, de azt tapasztaltam s tapasztalhatja aki
hasonlélag dll és fenékre hatdlag gondolkoztatdsra torekszik, hogy szinte a legki-
sebbiknek annyira folhaszndldsdra sem volt még id6m . . ., hogy azt mdr egészen
fOsnek (16l6slegesnek) tartandm. ..™ (781/5").

P. STACKEL te.iételezi ..... hogy valamelyik leggonoszabb fajtdji matema-
tikai dilettdns kdnyve veszedelmes befolydst gyakorolt Jdnosra. Hagyatékdban
ugyanis megvan a kovetkezd m{i: A. VOGEL, Mathematiker in Leipzig, Entdek
kung einer numerischen Aufiésung aller hoheren endlichen Gleichungen von
jeder beliebigen algebraischen und transzendenten Form, Leipzig, 1845™ [106,
1:255). Ez a kényv ma is megtaldlhaté a Teleki-kényvtdrban. Val6ban egy mi-
kedvel§ szerz6 munkdja. STACKEL gy gondolja, hogy BOLYAI ennek hatdsdra
probilkozott a magasabb foku algebrai egyenletek megolddsdval. Nem érthetiink
egyet STACKEL véleményével, mert VOGEL konyvét 1845-ben adték ki, 6 pedig,
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amint lattuk és latni fogjuk, mar 1837-ben forditotta , kiillonds figyelmét e tdrgy-
ra”. De az sem dllja meg a helyét, miszerint ez a ,,munka™ rossz hatdssal lett
volna BOLYAI JANOsra. O valéban olvasta ezt a kdnyvet, de hamar megillapitot-
ta, hogy értéktelen. Az egyenletek kozelité megolddsirél irva cseppet sem elnézd
a ,szerzGvel” szemben: ,,Szdmi vagy kézellté megfejtése barmely véges vagy vé-
getlen egyenletnek egy még 1823-bani eszmém szerént, mely némileg a Lipcsei
nyi(tan)dsz VOGEL munkdjdban is alaptalanul, handdzva, feliiletesen, kiilszinlleg
el6fordul” (1466/2"). A rossz konyvek nem drtottak BOLYAI JANOSnak. Elszo-
morfté olvasni a panaszdt, miutdn arra emlékezik, hogy ZITTAt6l kdlcsGnkapta
a Crelle-féle folyéiratot. Igy fakad ki BOLYAL ,,... bdr volna még itt olyasmi
Grunert . .. de e Kriih-Winkel vdros (kisviros) és orszdgban elég egy pdr djtatos
imddsdgos konyv . .." (742/1-2"). Tudott tehdt arrél, hogy a nagyvildgban létez-
nek matematikai folyé6iratok, kdnyvek, amelyekhez leginkdbb anyagi okok miatt
nem sikeriilt hozzdjutnia. BOLYAI 1851-ben fontos feladatai kézou emliti: ,,Némi
vagy holmi érdekes vagy nevezetes kényvokot melyek kijotte vagy megjelené-
se feldl tudomdsom van vagy értesiltem, csak beldtds vagy megnézegelés végell
megszerezni.” Szereiné megrendelni GAUSS s LOBACSEVSZKU minden mivét,
de az ETTINGSHAUSENét is. Imi akar Kazdnba, ismét emliti GRUNERT folyéira-
tit mint amelyre sziiksége van. Kiilon feladat ,Atydméinak 1s aprora dtnézete”
(474/1). J6 lenne olvasni még ndvénytan, dllattan, nyelvtan és kristdlytannal fog-
lalkozé konyveket is - irja.

Amikor édesapja haldla utdn a kollégium eldljirésiga az elhunyt végakaratira
hivatkozva arra kéri, hogy a szdlldsdn maradt kdnyveket is adja it a konyvtéros-
nak, BOLYAI JANOS Kkijelenti: ,,nem vonakodom az itt hdtramaradott knyvokot
... & F6 — Tanoda Konyvtdrdba beadni. ..", de feltételiil szabja, hogy mindazt
a bevételt, amit apja munkdi eladdsdbdl nyer a kollégium, koteles matematikai
munkdk beszerzésére forditani, mert ... ldvozebb célra az igy befolyo pénz
nem fordithatik. . ."" Mindjart 6sszedllit egy jegyzéket a beszerzend§ konyvekr6l.
Ezt irja: ,.kézelebbril megszerezni kivdnatosnak tartandm a kovetkezoket:

LAGRANGE(d! Toldalék az Euler algebrdjdhoz 3-dik. .. {kézirat szakadt).

LEGENDRE: Théorie des nombres s uj b6vebb életrajzot, SARTORIUSnak
GAUSS érdemeirdl tartott. .. {nem olvashaté) GRUNERT ‘s Archiv der reinen und
angewandten Mathematik

Crelle’s Journal der reinen und angewandten Mathematik
EULER 's Institutionis Calcule Integrales
BURJA 's selbstlernender Algebraist

Az OHM. POISSON, POINSOT, CAUCHY, JACOBI matematikai munkdjdt, vala-
mint LOBACSEVSZKUéit is, Kazdni tandr, az itt mdr meglévé a paralleldkat tdr-
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gyalon kiviil, melyek német vagy latin vagy francidul kijottek vagy oroszbdl le-
forditodtak.

A magyar s bécsi tanos akadémidk matematikai és nyelvtani munkdi.

LAPLACE Mécanique céleste, ha nem is nékilézhetetlen de illé ide™ (779/1-2)
és [6, 95-96 old.).

3.2. Az alkotas oromei és gyotrelmei

BOLYAI JANOS is, mint minden matematikus, csak megfeszitett munka 4rdn dol-
gozta ki geometriai rendszerét és egyéb felfedezéseit. Megismerte az alkotds
gydtrelmeit, de része volt az igazsdg megtaldldsdnak Sromében is ,,... alig me-
rem még ki is mondani mikddésem és kisérleteim sikeres volidt. ..” jelenti ki
(547/1). Sokszor csak a kudarcok és a kiilonbdz8 buktaték legy&zésén 4t jut el
eredményei felismeréséhez. ,Sokkal szerényebb, mérsékeltebb vagyok ugyan is
sokkal jobban tudom s elevenebben és hivebben érzem és szemem elbtt tartom
azt, hogy véges Iény, kivdit ember csalodhatik &s hibdzhatik. .." (547/1). Vivé-
dédsait tiikrozik a kovetkez6 mondatok is: ... ,, elsé tekintetre Ugy tetszhetnék,
ldtszhatnék, hogy mind ezdltal még csak egy lépést sem haladtunk a cél felé,
vagyis egy hajszilnyit sem nyertiink. Azonban a dolog erét, kulcsdt valdsziniileg
megkaptuk, s ennek folytdban megkisértem a sikamlos kigyot nyakon csipni c‘s
fejét megtérni™ (547/9).

BOLYAI elismeri, ha nem tud megbirkézni egy feladattal, de néha a tdlzott
Onbizalom sem hidnyzik az irdsaibél. ,,még nem vagyok abban az dllapotban -
vallja be -, hogy a fenti Stddfokd egyenletet megoldjam . .." (1446/13").

Otletei id6nként ,,... torrens {zuhatag) mddjdra omolvdn ..." (800/1") ro-
hanjdk meg, médskor néhdny perc alatt gondolja ki azokat. Amikor apjdval koz-
li a Fermat-tételre készftett szép bizonyitdsait, a kdvetkez8 szavakkal vezeti be
a levelét: ,.még akkor este (néhdny perc alatt) kigondolt egy pdr ... remélem
nem inelegdnsnak taldlandd s megkedvelendd okadatot {bizonyitdst). .. tobb hi-
tel nyerésre k6zdini. .." (800/3). Ugyanakkor BOLYAI FARKASnak sz6l az a le-
vél (1855. janudr 22.), amelyben apjdnak arra a megjegyzésére, hogy csak sok
gondolkozdssal ment valamire, {gy védlaszolt: ,,Azr én is frhatom, hogy bdr is elég
soboson lobbannak, villimlanak a legszebb s mélyebb tani eszmék (melyek, mint
quasi részetlenek, csak egyszerre is sziilethetnek) Ugy, hogy t6bbnyire alig gyo-
z0m, csak a feledés elleni megdvdsra is, egy mdsra irni - de a végsé kidolgozids
tobb idét kivdn™ [17, 411 old.). A kitaposott ,,orszdg-iiton” elérhetd vagy mdr
ismert dolgokkal val6 foglalkozdst unalmasnak tartja s a legnagyobb tekintélyek
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véleményét sem fogadja el egykdnnyen: ,,... a figyelemre mélié igazsdg kutard-
sdban éppen magam sem szoktam sem az orszdg-iithoz kétni magamat, sem bdr-
mekkora tekintély s nehézség dlral elijesztemi ..." (1323/1). Kutatdsi tdrgydnak
megvélasztdsakor igényes: ..... én pedig kiilondsdn szeretem oly tani tdrgyakat
vdlasztani dthaids végen, melyek valéban sziikségesek, bdr hasznosak, legaldbb
jo izlésidk . .." (1323/1"). S ha valamibe belefog azt minden részletében meg-
vizsgdlja: ,Ahol pedig jdarni mélténak taldlok: ott minden szigletet szeretek el-
jdrni” (132372).

Vele is el6fordult, hogy nyugtalan éjszakdin tovdbbgy(Grliztek agydban a nap-
pal felmeriilt gondolatok. ,.Egy elmélet otlott egy éjjel szdmos dlmatlan 6rdimban
elmémbe - irja BOLYAl — mit még akkor megprobdltam volna minden irds nél-
kiil eldonteni, azonban sok dlmatlansdgom utdn kevés er6met kimélni kivdnvdn
s nem akarvdn elme-feszités dltal még inkdbb eldzni az dlmot (ami mindamellett
nem sikeriilt) elhatdroztam a vizsgdt végre vinni” (440/21").

Nem lehet kiolvasni a kusza frdsokbél, hogy mivel kapcsolatos az a gondo-
lat, amely ugyancsak éjszaka lepte meg, de nagy Ordmet szerezhetett BOLYAI
JANOSnak, mert gy ir: ,.éjfél utdn egy Ora tdjban vala azon szerencsés és boldog
id6 az 1854-i év augusztus honap 29.-ér6l 30.-dra virradé éjjel. Reggel sarkallva,
keményen utdna dliva ... t6bbé ki sem eresztve ..." (1263/5).

Téle tudjuk, hogy az Appendix taldn legfontosabb dsszefiliggését is 1823-ban
egy téli éjszakdn éjfél tdjban sikerilt igazolnia: ,.... éppen télben, éjfél rdjban
rontvdn dt . .."

Domdldon frta egyik jegyzetének bevezet§jében: ,.E munka irdsa 1841. feb-
rudr 2-dn kezd6dott s a rola valé gondolds, redkésziilés s elszdnds az eloui éjjel”
(759/1).

Az elmondottaknak természetesen semmi kdzik sincs a regényiré fantdzidjé-
hoz, aki elképzelése szerint BOLYAI JANOS ,hdrom éjjel és hdrom napon dt dol-
gozik szemlehunyds nélkill az Appendix szdmsorain. Aztdn Arad séncai kozou
botorkdl ..." Az ilyen ,regényes életrajz” mendemonddibél csupén a szépiro-
dalmi termésbdl érdekl8dd kozonségiink nem ismerheti meg a Bolyaiak alakjét.
Csak a lényegtelent vagy a hamis legenddkat. A tényektsl eltérd képalkotds saj-
nos mér elég mélyen befészkelte magdt a kdzvéleménybe.

BOLYAI JANOS egész €letében megfeszitett energidval dolgozott, munkéjiba
teljesen belemeriilt. Nyugtalanitotta, ha tudomdnyos problémdin valé vivédasai-
ban megzavartdk. Erre pedig még az & magdnyos életében is t6bbszor sor keriilt.
.S mi rengeteg kdr. hogy a legjobb, szentebb munka kézben annyi ezer, figyelmet
félre vond s kiséré koriilmény j6 sziinetlen kdzbe! S kivdlt egy ndi hang, vagy
Sltény-suhogds a fesziilt, elmélyedt elmét legszentebb, Istenibb dolgokkal foglal-
kozd biivdrkoddst megzavarja, gyakran a folszinre kivdnja, ragadja . .." (1510/1).



72 3. BOLYAI JANOS MATEMATIKAI OLVASMANYAI

3.3. Morzsak

Ebben a rdvid paragrafusban szeretnénk néhdny olyan ,morzsdt™ elsz6mi, ame-
lyekbSl megtudjuk, hogy miként vélekedik BOLYAI az frdsrél, szivarrél, borrél,
szinhdzrél ,,... azon meggy6z6désben vagyok: hogy minden szerz6 legaldbb is
maga kdteles onmivét lelkiismeretesen és hiven megitéini, birdlni ... Atydm-
ként tdn mdr tobb az iré, mint az olvasd, s szinte mdr az érdemel emléket ki
ugyan képes Iévén olvasni és irni is, fontos és nyomds ok nélkiil ir6 nem lesz,
... (646/7").

Ezt a gondolatot BOLYAI FARKAS valéban t6bb alkalommal hangoztatta. fme
néhdny példa: .. T6bb iré késziil, mint olvasé.” ,Alig tanult meg fmni, s ir6 akar
lenni.” ,,Az a ritka szerény, aki tudna fmi, s nem talélvén elég okot, nem fr, hogy
azalatt jobbat tehessen.” [80, 139-140 old.).

we«. De az egész szivar, mint szemét s tdén minden pipdzds vagy dohdnyzds
és tobbik vagy portubdkolds drt mellnek, szemnek, fognak, idegrendszernek . ..
§ azért j6 volna ha nevére sem lenne semmi sziikség” (700/1).

wPélddul a boros kancsé nem bardtja az egészségnek, j6zansdgnak és rendes

€letnek, kotelesség teljesitésnek, hivatal folytatdsnak . .." (569/1%). .... Farkas

is még ::- nyi bort ... de nekem mdr nem kell, nagyon ritkdn, valami kiilénés jo

bor, kevés ..." (1344/1"),

wSenki tobb gydnydrt, magasabb éldeletet nem taldl ndlamndl a szinhdzban,
operiban. De oly testi (bdr is nemesebb) gyonyor csak addig mélté, mig nem
Jut esziinkbe a Fold népe nyomora, terhe, kinja” (1172/3"). Az 1845 végén vagy
1846 elsd felében keletkezett 6néletrajzdban is nyilatkozik a szinhdz és az opera
irdnti vonzalmdrél: , Kadetsdgom alart ... mikor csak szerét tehettem, a gyo-
nydril bécsi szinhdzokban pontosan megjelenni el nem mulattam, jelesen az ope-
rdkban s balettekben; s oly gyonyért leltem azokban: hogy Bécset semmiért sem
sajndltam iigy ott (el-) hagyni: mint azon ritka szinhdzokérr” (1086/2Y, 2).
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Bolyai Janos szamelméleti
vizsgalodasai

4.1. Néhany sz6 a szamelméletrol

A szimelmélet a matematika egyik legrégibb és legérdekesebb dga. ElsSsorban
az 1, 2, 3, 4 ... természetes szimok tulajdonsédgait kutatja. Ezek a legkdzeleb-
bi szdmismerbseink, egyben a legkiismerhetetlenebbek is. Ezért a szimelmélet
valésdgos tirhdza az érdekes, sokszind, nemegyszer reményteleniil nehéz prob-
Iémdknak. Bdr a szimelméleti tételek megfogalmazdsa igen gyakran rovid és
egyszerd, bizonyitdsuk sokszor hosszadalmas és nehéz. Ismeretes, hogy id6k fo-
lyamédn a szamelméletben sok olyan probléma vetddott fol, amely kénnyen ért-
hetd a nem matematikusok szdmdra is, ugyanakkor a vélaszaddshoz sok évre
volt sziikség, s6t egyesek mindmdig megoldatlanok. Mégis az elmdlt évszdza-
dok folyamdn sok kivdlé matematikust vonzott az ebben az elméletben taldlhaté
feladatok szépsége és villozatossdga.

Vajon BOLYAI JANOS taldlkozott-¢ a szdmelmélet érdekfeszits kérdéseivel?
S ha taldlkozott, hogy fogadta azokat? Sikeriilt neki ebben a tudoményigban
is ) eredményeket felismernie? Az aldbbiakban kéziratainak djabb &tvizsgdldsa
nyomdn taldlt foljegyzései alapjdn vilaszolunk ezekre a kérdésekre.

4.2. Bolyai Janos és a szamelmélet

Az eddig megjelent valamennyi Bolyai-monogréfia szerz6jének egybehangzé vé-
leménye szerint az abszolit geometria megalkot6ja nem vonzédott a szdmelmé-
leti problémidk irdnt. A legtobb konyv ir6ja megemliti ugyan, hogy kisérletezett
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szimelméleti feladatok megolddsdval is, de sietve kozli, hogy ezen a téren nem
ért el semmilyen emlitésre mélté eredményt. Mdr az els, és mindmadig a legtar-
talmasabbnak itélt Bolyai-monogréfia szerzSje, PAUL STACKEL [106] konyvében
t8bb helyen beszdmol arrél, hogy BOLYAI JANOSt szdmelméleti feladatok is fog-
lalkoztattdk. Megirja, hogy ezekre apja, BOLYAI FARKAS buzditotta 8t mér fiatal
éveiben, de aztdn hozzédteszi: ,.ElGrehaladott kordban is foglalkozott szimelmé-
lettel, de kevés sikerrel Gigy, hogy a tdrgyra vonatkozé foljegyzéseivel nem érde-
mes behatébban foglalkoznunk™ [106, 1:175]). A méltdn nagy tekintély( Stickel-
munka a késSbbi szerzGkre is nagy hatdssal volt, s dllitdsait anélkiil, hogy ellen-
rizték volna azokat, minden kételkedés nélkiil elfogadtdk. ALEXITS GYORGY, aki
elismeri, hogy [1] k&nyve frasakor a marosvidsdrhelyi kéziratokat nem ismerte,
igy fr: ,Jénos ... foglalkozott szimelméleti kérdésekkel is, de ezekrll csak egy-
két érthetetlen jelekkel teleirt cédula és levélboriték adhatna felvildgositdst, ha ki
lehetne hdmozni az odavetett jelek értelmét. De nem valészind, hogy szémelmé-
leti kisérletei valamilyen értékes eredményt tartalmazndnak, ..." [1, 149 old.].
SZENASSY BARNA gy vélekedik: ,,A két BOLYAI néhdny irdsdbdl tudjuk, hogy
nagyra becsiilték ugyan a matematikai tudoményok »kirdlynGjét«, ennek ellenére
hagyatékuk ilyen tdrgyd gondolatokat alig tartalmaz™ (110, 244 old.]. A [19, 35
old.) cikkében pedig azt olvashatjuk, hogy a szdmelmélet ,,... nem tudta a hét-
ramaradt iratok tandsiga szerint kiilonSsebben lekotni a két BOLYAI érdekl|bdé-
sét”. Egyedill WESZELY TIBOR fogalmaz 6vatosan, az igazsidgot megkozelitGen,
amikor megjegyzi. hogy BOLYAInak a szimelmélet terén semmiféle jelentSsebb
eredményérSl nincs tudomdsunk. Ez valéban fgy is volt, amikor WESZELY [127]
kényve napvildgot l4tott.

Ezek utin megérthetjiik, hogy a kdzvéleménybe mélyen behatolt az a né-
zet, amelyet a legfontosabb Bolyai-monogrifidk szerz6i egyontetlien kijelente-
nek: BOLYAI JANOs prébdlkozott ugyan néhdny szdmelméleti probléma megol-
ddsdval, de kutatdsai ezen a téren nem voltak eredményesek.

A kéziratok ennek a véleménynek éppen az ellenkez5jérSl tantiskodnak. Ala-
pos fitvizsgdldsuk eredményeképpen megdllapithatjuk, hogy az eddig megjelent
monogréfidkban hangoztatott dllftdsokat médésitanunk kell, szilkséges atériékel-
niink, s6t helyreigazitanunk. A kézirathagyaték lapjai, az eddig még feltdratlan
tébb Bolyai-levél arrél gySznek meg, hogy a fenti véleményekkel ellentétben
a geométerként ismert BOLYAI JANOS igen élénken érdekl&dott a szdmelméleti
kérdések irdnt. Ot is megejtették ,.a matematika kirdlynSjének™ nehéz feladatai,
és amint l4tni fogjuk, olyan foljegyzéseket is rejtegetnek a kéziratok, amelye-
ket kibetlizve meglepSdve fedezzilk fel BOLYAI JANOSnak a szimelmélettel kap-
csolatos eredeti gondolatait, amelyekkel megelbzte mds matematikusok késobb
kozzétett munkadit.
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A szdmelméleti problémdkra, amint erre STACKEL is rdmutat, valéban apja
hivta fel Jdnos figyelmét. STACKEL szerint Farkas az 1825 utdn kovetkez6 évek-
ben azt szerette volna ezdltal elérni, hogy Jdnos ne pazarolja fiatal erejét a para-
leldkra, hanem térjen &t mds vizsgdlatokra, amelyekkel még nagy sikereket érhet
el [106, 1:86). Véleményiink szerint Farkas nem akarta elvonni Jinos figyelmét
a pdrhuzamosok kérdésérGl. Egyszeriien Ot is izgattdk a szdmelmélet vonzé fela-
datai. Tény, hogy apa és fia t6bb olyan levelet vdltott, amelyekben szdmelméleti
kérdésekrSl értekeznek. Jéllehet a Bolyaiak levelezésének elég nagy részét is-
merjilk [6, 11, 17, 20], t5bb szdmelméleti tdrgyd igen értékes levél kozzététele
még nem tortént meg. (Koziiliik tobbet kdnyviinkben fogunk el8szér nyomtatds-
ban megjelentetni). Pedig éppen ezeknek a leveleknek a tartalma drulja el, ter-
mészetesen mds kéziratlapokkal egyiitt, hogy milyen djszer(ien, eredeti médon,
mdsoktd)] fliggetleniil kdzeliti meg BOLYAI JANOS a szdmelméleti feladatokat.

Miel6tt megvizsgdlndnk BOLYAI JANOSnak a kéziratos hagyatékban eddig
WJejtdz6” néhdny szdmelméleti eredményét — pétolva az utékor mulasztdsinak
egy részét —, nézzilkk meg rendre, mindvégig a kéziratokat faggatva, hogy mikép-
pen vélekedett § a szdmelméletrSl, annak nagy alakjdr6l, GAUSSrél és remek-
mvér6l, a Disquisitiones arithmeticae-rl. Ugy gondolom, hogy BOLYAInak a
kiilsnb6z6 kéziratlapokra elvétve foljegyzett megnyilatkozdsait is érdemes rog-
ziteniink, mivel azok még sehol sem lattak napvildgot.

BOLYAI JANOSt a szdmelmélet valGsdggal elbdivblte. Nyilatkozata errSl j6
példdja frdsai egyik sajdtossdgdnak, hogy sok foljegyzésében mint egy bbségsza-
rubél Gigy omlenek a rokon értelm( uj szavak: ,,A szimelméletben nemcsak az
egész szdimok, hanem az egész tan legfontosabb, leghasznosabb, leglényegesebb,
legszebb, legérdekesebb, legkecsesebb feladatait taldljuk” (1179/24, 1407/3). Is-
mert, hogy GAUSS is igen kedvelte a szimelméletet. T8le szdrmazik a mondés,
hogyha a matematika a tudomdnyok kirdlya, akkor a szimelmélet a matematika
kirdlynGje. BOLYAI bér nagy tisztelGje a ,,Gottingai Kolosszus™-nak, 6t a szimel-
mélet nagymesterének nevezi, mégsem ért ezzel egyet. ,,Gauss igen kordn — il-
lftja — fBleg a szdmelmélettel foglalkozott. Ez életfogytig kedvenc tdrgya maradl,
amelyet, habdr nem jogosan a matematika kirdlyndjének nevezett® (938/1"). Ezt
a kijelentését azzal magyardzza, hogy szerinte a matematika minden 4ga fontos,
nem csak a szémelmélet.

1801 nyardn ldtott napvildgot a szimelmélet alapvet§ tankdnyve, GAUSS Dis-
quisitiones arithmeticae cim munkéja. Néha e kdnyv megjelenésétdl szamitjak
a modern szdmelmélet kezdetét. A , kolosszdlis” Disquisitiones BOLYAI JANOS
kézikdnyve volt, tehdt j6l ismerte, sokat forgatta. A szimelmélet szimos tételét
ismerte meg ebbdl a valéban mérfoldkovet jelentS konyvbSl. Ma ez a munka a
Magyar Tudomdnyos Akadémia Konyvtirdban taldlhaté ([12], 545.000 jelzet).
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A konyvbe BOLYAI JANOS a nevén kivill befrta azt is, hogy a konyvet flizéu
dllapotban 4 Ft 30 krajcdrért vdsdrolta. A konyvben sok helyen megtaldlhaték
BOLYAI JANOS, sajnos ceruzdval frt széljegyzetei. Atlapozva GAUSS munkdjét
tapasztaltam, hogy j6 dllapotban van, de a latin nyelvil bejegyzések mér nagyon
halvinyak, alig lehet kiolvasni. Jdnos t6bb helyen a hibajegyzékb8l mdsol 4t né-
hdny sz6t. Nem tlinnek a szoveget birdl6 megjegyzéseknek, inkdbb azzal a céllal
készilltek, hogy kénnyebbé tegyék a konyv olvasdsat.

Farkasnak is volt egy példdnya GAUSS munk4jdbél a szerz6 dedikdcidjdval
(Amico suo de BOLYAI per curam PAULI VADA, auctor), amelyet aztdn § a Te-
leki Tékénak ajdndékozott (A Teleki Thecanak adom néhdny egyébbel egyiitt,
BOLYAI FARKAS). GAUSS 1803. jdnius 20-4n irja meg BOLYAI FARKASnak, hogy
VADAS PALTOL kiildi a Disquisitionest, Farkas pedig 1804. mércius 1-én ksz6ni
meg a killdeményt: ,,... halhatatlan munkdid mér kezemben vannak ..."

Tehdt a Disquisitiones arithmeticae kora szdmelméletének legfontosabb és
legijabb problémdival, megjelenése utdn rvidesen Marosvdsdrhelyre is eljutott.
GAUSS miivét BOLYAI JANOS mdr 13 éves kora utdn olvashatta, ui. ekkor mér
tudott latinul. Az 1820-as években, mikdzben az abszolit geometria kidolgozé-
sdn fdradozik, jut ideje a Disquisitiones tanulményozdsdra is. Apja (amint mdr
emlitettiik) 1831. jdnius 20-4n GAUSShoz frt levelében [101, 103-104 old.] olvas-
suk: ,,Fiam szdndéka volt, hogy a Te polygon-elméletedet németiil, a kisebb ka-
liberll elméknek konnyebben hozzdférhetd médon adja ki ..." GAUSS polygon-
elméletét a Disquisitiones arithmeticae-ben fejtette ki. BOLYAI JANOS tehdt azt
tervezte, hogy németre forditva jelentetné meg dtdolgozva, kénnyebben érthets
médon az akkoriban nehéznek tartott munka egy részét,

Maga GAUSS is tudta, hogy kdnyve igényes munka. Ebben BOLYAI JANOS is
egyetértiett vele.

GAuUSS 1808. szeptember 2-d4n BOLYAI FARKAShoz irt egyik levelében [101,
93-94 old.] dgy nyilatkozik, hogy a Disquisitiones arithmeticae-t csak hat ma-
tematikus értette meg egész Eurépdban: SOPHIE GERMAIN, POULET de L'IOLE,
LAGRANGE, BARTELS, egy fiatal matematikus Ostfrieslandbél és (valészind)
BOLYAI FARKAS. Ekkor GAUSS még nem sejthette, hogy munkdja egyik leg-
jobb értSje késdbb, L. DIRICHLET mellett, éppen BOLYAI JANOS lesz. Ugyanitt a
szdmelméletrSl sz6lva azt mondja GAusS: ,Figyelemre mélt6, hogy bdrkit, aki
komolyan foglalkozik ezzel a tudomdnnyal, igaz szenvedély kerit hatalméba.”
Filliinkbe cseng Farkasnak az ifjd Jdnoshoz Bécsbe kiildott levelének egyik mon-
data a matematikdrél: , hidd el, hogy egy tudomény sincs, amely olyan passiéval
ragadja azt, akinek red valé talentuma van."”
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A Disquisitionest BOLYAI JANOS sem tartotta konny( olvasménynak. Hall-
gassuk csak Ot: ,,Az ki az emberi elméknek egyik legremekebb és mélyebb mi-
vén erejét meg akarja probdini, és magdt a netaldni maga - kétség — korsdgdbol
meggyogyitani, annak ajdnlom példdul a Gottingai Kolosszus GAUSSnak Disqui-
sitiones arithmeticae cimd munkdjdt’ (845/7"). Egy miésik helyen pedig ezt fr-
ja: ... a késziilé primtannak bdrmely, tehdt a Disquisitiones arithmeticae-nek
is bdrmely theorémdjdt procerto {bizonyosan} megmutathatni, problémdjét resol-
vdlhatni és igy erre nézve, az egész Disquisitiones arithmeticae-t zsebbe tehetni
ugyan: noha mdsfelél, azon ABC-je az 6 modjdnak, sajdtsdgos és sokkal nehe-
zebb volta miatt mind az enyim mellett is, 6rok — megtartdst és nagyra becsiilést,
respective bdmulatot érdemel” (800/1").

4.3. A kis Fermat-tétel

BOLYAI JANOS legtdbbet a primszdmokkal vesz6dott. ., Az egész szdmtan s6t az
egész tan mezején - vallja — alig van szebb és érdekesebb ... s a legnagyobb
nyidszok {matematikusok} figyelme és eleje ota elfoglalt tirgy, mint a fGszdmok
(primszdmok) oly mély homdlyban rejl6 titka™ (1199/3"). Amint ldtuk (1.1.§)
mdr gyerekkordban elgondolkozott azon, hogy végtelen sok primszim létezik-e.
[gy bardtsdga a primszdmokkal elég kordn kezdSdout.

Egy olyan eljdrdst keresett — mint olyan sokan mésok —, amelynek segitsé-
gével bdrmely torzsszdm megfeleld képlettel kifejezhetS, vagyis egy olyan for-
muldt, amellyel kiszdmithatjuk kozvetleniil az n-edik torzsszdmot. Egy id6ben
ugy €érezte, hogy ezt a széindékot sikerill megvalésitania. Egyik foljegyzésén igy
fogalmaz: ,.nagyobbra nétt, higott azon régota tdplilt sejtelmem és reményem,
miszerint a fGszdmokat hdnyadiksdguk dltal fiiggetlenil vagy egyenesen, kézvel-
leniil is kitehetem, . . ., vagyis egy oly idomot (képletet} adni, mely alatti szimok
mind f6k” (1199/2"). Ugyanezt a gondolatot olvashatjuk ki apjdnak irt egyik igen
bizakod6 hangi levelébdl: ,A primek kirekesztd formuldjdnak is mdr nincs kéte-
Iyem, hogy még pedig rovid id6n beliil sikertilnie kell, még pedig bdrmi idomuak
legyenek ..." (800/1%).

Az utolsé mondatban BOLYAI arra utal, hogy ekkor nemcsak a raciondlis
egész primek, hanem a komplex primek képletének megtaldldsdban is remény-
kedik. Amint az V. fejezetben ldtni fogjuk, az utébbi torekvése teljes sikerrel
jdrt.

A raciondlis egészek korében a primszdmképletet ugyan neki sem, és napja-
inkig mdsnak sem sikeriilt megtaldlnia, de BOLYAI JANOS vizsgdl6ddsainak sorédn
egy fontos felfedezést tett, nevezetesen rdbukkant az elsd tn. pszeudoprimszam-
ra, vagy magyarul dlprimszamra.
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BOLYAI JANOS a primszdmképletet elszor az dn. kis Fermat-tételben vélte
felfedezni (PIERRE FERMAT 1601-1664). Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha p egy
primszdm, a egy olyan egész szdm, amely nem oszthaté p-vel, akkor a”~! — |
kiilonbség oszthaté p-vel, amit réviden a kdvetkez8képpen szoktunk frni:

4.1) a?~' =1(mod p).

Példdul 2'2 —1=4095 oszthaté 13-mal, 3'® —1=43046720 oszthaté 17-tel,
1224% — | oszthaté 7-tel, de 2'! — 1 =2047 nem oszthaté 12-vel.

A kis Fermat-tétel forditottja azonban nem érvényes, azaz ha teljesiil (4.1),
vagyis ha az al~' -1 kiilonbség oszthaté p-vel, abb6l nem kdvetkezik sziik-
ségszerilien, hogy p primszdm. M. CIPOLLA bizonyiftotta be [30] még 1904-ben,
hogy minden a természetes szdmhoz végtelen sok olyan n Gsszetett szdm tarto-
21k, amelyekre

(4.2) a""'=1 (mod n).

Példdul 20 = | (mod 341), bir 341=11-31, 2° = 1 (mod 561), bdr 561 =3
1117, 2'91937 2 | (mod 161038), ahol 161038=2-73-1103 is egy Osszetett
szdm. Az olyan Gsszetett n szimokat, amelyekre a (4.2) kongruencia a = 2 esetén
teljesiil, pszeudoprimeknek, dlprimeknek (precizebben a 2-re vonatkozd pszeu-
doprimeknek) nevezziik. Vannak olyan n &sszetett szdmok is, amelyek minden
n-hez relativ prim a-ra kielégitik a kis Fermat-tételt. Az ilyen n szdmokat fel-
fedezbjiikrSl Carmichael-szdmoknak nevezziik [27]. Ezek szerint 341, 561 dlpri-
mek, hasonléképpen a 645, 1105 és 161038 szimok is, ugyanakkor az 561-es
szdm Carmichael-szdm. A matematikusok sokat vizsgdltdk ezeket a kiilGnleges
szdmokat. A szdmelmélet egyik legijabb eredménye, hogy sikeriilt bebizonyi-
tani (ERDGS PAL (1913-1996) neves magyar matematikus egy 1956-os otletét
felhaszndlva), hogy Carmichael-szdmok minden hatdron il léteznek [78]. Az,
hogy végtelen sok dlprim van, mér 1904 6ta tudjuk [30]). Az dlprimek érdekes
torténetében BOLYAI JANOS is fontos szerepet jitszotl. Iguz, hogy ez a szerep
mindmdig ismeretlen maradt.

Apja Osztonzésére (1193/20") megkisérelte bebizonyitani a kis Fermat-tétel
forditottjdt. Ha a bizonyftds sikerrel jr, akkor ez a tétel szolgdltatta volna a hdn
dhitott primszdmképletet. Néhdny kisérlet utdn radobbent arra, hogy a bizonyités
lehetetlen (982/19), vagyis a kis Fermat-tétel forditottja dltaldban nem érvényes.
Megprébilt ,ellenpélddt” keresni. Firadozdsét siker korondzta. A primek képle-
tét ugyan nem sikeriilt megtaldlnia, de rdtalélt az els6 dlprimszdmra, pontosabban
t6bb olyan n Usszetett szimra bukkant, amelyekre a (4.2) 8sszefiiggés fenndll.
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A legkisebb (2-h6z viszonyitott) pszeudoprim, a 341-es folfedezésérfl igy

szdmol be apjdnak kiildott egyik levelében: ,,A tegnapelditt igért Za!'l-n: néz-
ve ugyan ezel6tti vizsgdimat {vizsgdlataimat} hirtelen nem kaphatvin elé, vagyis
inkdbb akarvidn iujbol gondolkozni rajta, még tegnap tlisztdba jottem mire néz-
ve itt rovidségért bévebb tdrgyaldst mellézve a 16 dolog irdnti kétely és nyug-
talansdg eloszlatdsdra elég mir a kovetkezoket is kozolni: ... mi pedig a leg-

kézelebbi és tulajdonképpeni fokérdés, hogy éppen 2T is lehet m | (mod m)
bdr is m nem prim, minek megmutatdsdra persze elég egyetien példa is, mint
a kovetkezé melyre ugyan csak torténetesen de még sem vaktdban, hanem el-
mélet utdn mentem: 2°% — | oszlik (341 =11-31)-gyel mint végtelen kénnyen
meggy6z6dhetni abbél, hogy 2'° = 1024, melyet osztva 341-gyel marad | ; tehit

4] =
(Disq. Ar.7.§) (2'9)"7 =210 2 2™ nek maradéka is valamint 2% — 1 -nek is

=1, dgy. hogy sem a FERMAT theoréma sem a 2# -re nézti szép sejtelem (mely
ha a dolog természte szerint valésulhatott volna, egy excelleng és nagyon ké-
nyelmes dj isme-jele (critériuma) lesz a primeknek), nem csak, hogy generaliter
{dltaldnosan} nem, hanem még azon kiilonds esetben sem dlinak, ha a=2..."
(1018/1) (5. dbra).

BOLYAI a fenti levélben csak igazolja, hogy a 341-es Gsszetett szdm valéban
kielégiti a (4.2) kongruencidt. Azt, hogy milyen médon taldlta meg ezt a szimot
fratainak mds oldalairél ismerhetjiikk meg (6. abra).

Remélem, hogy megbocsitja a Kedves Olvasé ha itt egy személyes éiménye-
met mesélem el. A hagyaték lapozgatdsa sordn el6sz6r BOLYAI JANOS idézett le-
vele keriilt a kezembe. A levél izgalmas matematikai tartalma mellett kiilonosen
megragadott a kovetkez6 két mondatfoszldny: ,,... ezelbui vizsgdimat hirtelen
nem kaphatvdn elé, ..." és, hogy eredményét ,,... nem vaktdban, hanem elmé-
let utdn . .." taldlta. Vajon mi lehet azokban a régebbi jegyzetekben? Léteznek-¢
még valahol? Biivirkoddsom legnagyobb jutalma talén az volt, amikor néhdny
hét elteltével elkeriiltek a BOLYAI dltal , hirtelen™ nem taldlt jegyzetek, ame-
lyek a . vizsgdi-t titkoltdk. Ezek a németill irt lapok valédi kincset rejtettek.
Kibetiizésiikkel felszinre keriiliek azok a sorok, amelyekb&] sikeriilt kihimozni a
levélben emlitett ,.e/méletet”.

BOLYAI JANOS azt a kérdést vizsgdlja (1265/3, 3%), hogy milyen feltételek
mellett teljesiil az

(4.3) aP”' =1 (mod pq)

kongruencia, ahol p és g primszdmok, a pedig egy olyan egész szdm, amely nem
oszthaté sem p-vel, sem g-val.
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fgy okoskodott: A kis Fermat-tétel szerint
aP~'=m1(mod p) € a?'=1(mod q).
Az els6 kongruencia mindkét oldaldt g — 1-re, a misodikét p — 1-re emelve az
dlp-luq—ll. 1(mod p) és n{p-tnq-ll. 1 (mod q)

adédik, amelyekbdl az
a'?~4=D = | (mod pq)

kdvetkezik, vagyis
aM=P=4*! =1 (mod pgq).

ami tehdt a feltételeinket kielégitd p, g, a szimokra mindig teljesiil.
Most azt mondja BOLYAI, hogy ha az

aP*"~2 =1 (mod pq),

vagyis az
a?~'.a%"' =1 (mod pq)

kongruencia igaz lenne, akkor ez utébbi két Osszefiiggés Osszeszorzdsa dltal
nyomban megkapndnk a keresett (4.3) kongruencidt.

Tehdt most azokat a feltételeket kell megkeresniink, amelyek ez utébbi kong-
ruencia helyességét biztositjdk. (Felt@nG azonossdg van BOLYAI észrevétele és D.
H. LEHMER 1936-ban, valamint ERDOS PAL 1949-ben felhaszndlt Stletei kozott.
Ha 6sszehasonlitjuk a fentieket LEHMER [84, 353 old.]) és ERDGS [40, 623 old.]
dolgozataival, azonnal szembetiinik, hogy 8k ugyanazt a gondolatmenetet kive-
tik, amelyet mdr BOLYAI JANOS is alkalmazott vagy 100 évvel ezel6tt.)

Mivel a”~' =1 (mod p) és a7~ = 1 (mod g) - folytatja BOLYAI — léteznek
olyan h és k egész szamok, hogy

a’'=1+hp & a"'=1+kq,
vagyis a (4.3) teljesiilésének a feltétele az, hogy
(4.4) hp+kq={ﬂp_l -])-I'(ﬂq-' - 1)=0(mod Pq)

legyen. Ha p osztéja k-nak, g pedig osztéja h-nak, akkor a (4.4) feltétel teljesiil.
Ez, BOLYAI szerint azt jelenti, hogy a (4.3) Osszefiiggés olyan p és g primszé-
mokra igaz, amelyekre

al~! -1 és a?=! -
Pq pq
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vagy

p=1_ q=1 _
(4.5) : - | & @ . " eglez s2dmok.

Az a =2 egyszeril esetben aztdn rendre kiprébdl néhdny, a (4.5)-6s feltétele-
ket kielégitd primszdmot, s igy eljut a p=11 és ¢ =31 szdmokhoz, vagyis ahhoz
az eredményhez, amelyet a levélben is olvashatunk: 2390 _ | oszthat6 11.31-
gyel.

fgy fedezte fel BOLYAI JANOS a legkisebb pszeudoprimszdmot. Ha médsze-

rét figyelmesen végigkovetjiik, azonnal észrevessziik, hogy az ma egy j6l ismert
tankOnyvi tétel. Ugyanis a (4.5)-0s feltételek a =2-re igy irhat6ak:

2" '=1(modgq) é 27 '=1(mod p).
vagyis BOLYAI szerint, ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor azokbdl a
2P~ = | (mod pq)

kongruencia kdvetkezik. Ez pedig pontosan J. H. JEANS (1877-1946) tétele, ame-
lyet szerzGje 1898-ban, évtizedekkel BOLYAI JANOS haldla utdn kdzolt [58).

Természetesen sem JEANS 1898-ban, sem LEHMER 1936-ban, sem pedig
ERDGS 1949-ben nem sejtette, hogy gondolataikat valaki mdr rég leirta, s azok
Marosvisdrhelyen a Teleki Tékdban szunnyadnak.

A matematikai tételek jelentds része, egyes matematikatoriénészek szerint
legaldbb a fele, nem az igazi folfedezb nevét viseli. FGleg a milt szdzad utolsé
negyedéig volt ez igy, amikor 1868-16] megindult az els§ matematikai referdlé
folyéirat, a Fortschritte der Mathematik. A fentiek szerint lithatjuk, hogy ezek
kzé sorolhaté a JEANS-tétel is. A tételt minden kétséget kizdréan elSszor BOLYAI
JANOS taldita meg. Folfedezését — mint oly sok mds munkdjit az Appendixen ki-
viil = sajnos nem kozolte. Még apjdval sem. Levelében csak emliti, ,.e/lmélet
utdn mentem”, de annak lényegét mdr nem firta meg. gy tortént meg, hogy az
egyik szép Bolyai-tétel ma nem BOLYAI JANOSnak, hanem djrafelfedez§jének
nevét viseli. BOLYAInak munkdi megjelentetésére nem volt alkalma. De lehets-
sége lett volna erre a Bolyai-iratok dtvizsgdldsdval megbizott testiiletnek abban
az idGben, amikor 1869 és 1894 kozott a hagyaték az Akadémia Levéltardban
porosodott (2.1.§). Ha akkor alaposan dtvizsgdljdk a kéziratokat, bizonydra rd-
bukkannak a fenti ,kincs"-re. K&zlésével pedig mindenképpen megel&zték volna
JEANS 1898-as dolgozatdt, s akkor ezt a tételt ma valédi felfedez8jének, BOLYAI
nevével tartand szimon a matematika torténete.
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Mikor frhatta BOLYAI JANOS a fent idézett levelet apjdnak? Erre a kérdésre
elsS ldtdsra nem konnyd vdlaszolni, mivel a levélen nincsen keltezés. Ugy pré-
bdltam megdllapitani e fontos levél keletkezésének idSpontjdt, hogy dtolvastam
BOLYAI FARKAS néhdny levelél s azok tartalindbél kovelkeztetlem Janos irdsi-
nak id6pontjdra, az 1855-0s év mdjus hénapjdra. Ugyanis Farkas egyik, 1855.
mdjus 2-4n keletkezeu levelében azt kérdezi fidtél: ,Littad-e valahol, hogy ha p

-1
primszém s a nem oszthat6 p-vel akkora T =1 (mod p)? Csak annyit iizenj,
hogy littad-é vagy sem, de ne hagyd semmi dolgod félbe” (1358/1). BOLYAI
FARKAS egy mdsik levelében, amelyet 1855 plinkdsd mdsodnapjdn (tehdt 1855.

mdjus 28-4n) irt, ez dll: A ZE!'I conversdja demonstratioja j6nak latszik, ..."
(1521/1"). Bizonyéra nem tévediink, ha Jdnos levelét e két levél kdzé iktatjuk.
Jegyzetei pedig, amelyekben elméletét kifejti, még azelStt keletkeztek. Lehet,
hogy még 1842 el6tt, mivel németiil ir6dtak. Ezt nem dllithatjuk biztosan, de
azt igen, hogy BOLYAI JANOS azt a szdimelméleti tételt, amelyik ma J. H. JEANS
nevét viseli, 40-50 évvel publikdldsa elGtt mdr felfedezte.

A kis Fermat-tétel megforditdsdnak cdfoldsa nagyon sokat foglalkoztatta
BOLYAI JANOSL. Bér idézett levelében hangsilyozza, hogy ebbsl a célbdl , persze
elég egyetlen példa is”, a hitrahagyott kéziratokban jabb ellenpélddkat taldlunk.
Megszerkeszti a

(4.6) 4" = | (mod 15)

(1265/33, 33Y), az
5% =1 (mod 4)
(1193/20") és az érdekes

@7 22" w1 (mod 222 +1)

kongruencidt is (1550/1).

Egészen egyszer(l példa a (4.6)-0s, de nem kis meglepetéssel litjuk viszont
egy D. H. LEHMER dltal 1927 ben k&z6lt dolgozatban [83]. D. H. LEHMER, a nagy
primszdmtdblizat |82) elkészitGje koriilbeliil 80 évvel késGbb ugyanazt a példat
emliti cikkében a kis Fermat-tétel forditottjanak megcéafoldsdra, amelyet BOLYAI
JANOS is megszerkesztett. Nyilvdnval6 véletlenrSl van sz6, de szdmunkra ez az

egybeesés tobbet jelent egy egyszerli véletlennél.

A (4.7)-es kongruencia bizonyftdsdra mar nem alkalmas a fenti ,elmélet”.
Itt prébélkozdsok itjdn nem jutunk eredményhez. Eppen ezért ebben az esetben

BOLYAI is mdsképpen jart el. Egyszer(ien kiindul a nyilvénvaléan igaz
232 = —1(mod 2°2+1)
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kongruencidbdl, amelynek mindkét oldaldt el6szor négyzetre, majd a 2°%-ik hat-
vinyra emelve konnyedén jut el a (4.7) Osszefiiggéshez. L. EULER (1707-1783)
megmutatta, hogy

h]
(4.8) Fs=2% +1=641-6700417,

vagyis ez egy Osszetett szdm. A (4.7) szerint tehdt Fs szam is egy dlprim.

Hangsilyozzuk: a matematika torténetében BOLYAI JANOS az els6k kozott
kérdGjelezi meg a kis Fermat-tétel forditottjdnak érvényességét. O akkor szer-
keszt t6bb ellenpéldit a kis Fermat-tétel forditottjdra, amikor a matematikai iro-
dalomban csak elvétve taldlunk ilyen természetdi prébdlkozdsokat. BOLYAI ezek-
r6l persze nem tud. A szdmelmélet toriénetét tirgyalé munkdk, példdul a kitd-
né hdromkotetes [37, 1:92] mi, megemlitik, hogy a legkisebb pszeudoprimszi-
mot, a 341-est egy ismeretlen szerz§ mér 1830-ban megtaldlta, F. SARRUS pedig
1820-ban igazolta a 2'" = 1 (mod 341) kongruencidt, ahonnan mdr kdvetkezik
a 2340 = | (mod 341) dsszefiiggés. (SARRUS észrevétele nem keltett kiilondsebb
feltGinést. Még L. DIRICHLET szdmdra is ismeretlen volt. O ui. a Crelle-féle fo-
lyéirat 1828-as évfolyamdnak 392-es oldaldn egy egyszer( és elemi bizonyitdsat
kozli a Fermat-tételnek. A tétel forditottjarél azonban nem tesz emlitést.) Az is-
meretlen szerz6 [2] és F. SARRUS [96] dolgozatdnak elolvasdsa utdn dllitjuk, hogy
BOLYAI mds médon okoskodott, mint ezek szerzGi, bdr néhdny helyen BOLYAI
gondolataival kozos tletek is felvillannak. Példdul az ismeretlen szerz6 is azt
kérdezi, hogy milyen feltételek mellett érvényes az

a™=' =1(mod pq)

kunﬁruencia. BOLYAIt6] eltérben arra az eredményre jut, hogy ez akkor 1gaz, ha
a9 =1 (mod pg). aminek feltétele pedig az, hogy g — | kiilénbség p — I-nek
tobbszorose legyen.

Megjegyezziik, hogy a (4.7)-hez hasonld, vagyis olyan kongruencidkat, ame-
lyekben az

(4.9) Fi =21i +1

alaki dn. Fermat-féle szdmok szerepelnek, csak az 1900-as évek elején megjelent
dolgozatokban taldlunk [30, 31]. Bizonyos tehdt, hogy BOLYAI volt az els§, aki
kimutatta, hogy az Fs egy pszeudoprimszim.

Nem érdektelen taldn megemliteni, hogy a pszeudoprimszdmok kutatdsa csak
1876-ban [91) indul meg és aztdn 1898-ban [58], majd pedig csak szdzadunk
elején folytat6dik nagyobb lendiilettel. BOLYAI JANOS egyik kezdeményezGje le-
hetett volna ennek a problémakdrnek, ha gondolatai — mostoha sorsa miatt — nem
csupdn a kéziratokban maradnak meg.
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BOLYAI médszerével természetesen mds, az a"~' = 1(mod n) kongruenci-
at kielégitd n Osszetett szdmokat is el8dllithatunk. Eljdrdsa azonban csak akkor
alkalmazhaté, ha az n szdm két primszdm szorzata.

Biztosan meglepSen hangzik az olvasé szdmdra, amikor azt 4llitjuk, hogy
BOLYAInak szdndékdban dllt médszerének kiterjesztése arra az esetre is amikor
az n szdm hérom primszdm szorzata. Pedig kéziratainak egyik oldalén (1193/20")
azt a c€lt 1izi ki magédnak, hogy megtaldlja azokat a feltételeket, amelyek mellett
az

a™ ' = | (mod pgr)

kongruencia érvényes, ahol p, g, r primszdmok, a pedig egy olyan egész szdm,
amely nem oszthaté ezek koziil egyikkel sem. A célt ebben az esetben nem si-
keriilt elérnie. Prébdlkozdsait a kbvetkezd szavakkal fejezi be: ,.... de mdr hi-
rom tényezore meglehetSsen vagy elég bonyolult lesZ”. Szinte hihetetlen, hogy
BOLYAInak az a gondolata, miszerint a (4.2) kongruencidban az n szém hédrom
primszdm szorzata legyen, csak nagyon késSre jutott médsoknak is eszébe. 1907-
ben E. B. ESCOTT [42], majd 1910 és 1912-ben R. D. CARMICHAEL [27, 28]
szerkeszt ilyen kongruencidkat.

BOLYAI kisérlete a JEANS—tétel 4ltaldnosftdsdnak aldbbi otletét sugallja:

Tétel
Legyenek py, pa. .... pa primszdmok (n > 1), és legyen a egy olyan egész szdm,
amelyik nem oszthat6 ezek koziil egyikkel sem. Ha

aP1P2Pn=1=V = | (mod py).
ﬂFI P2 Pn=2Pn=) = (mod Pn—l)-

gpz.f’.]'"'f‘n-l"l =] (mod Pi ik

akkor
(4.10) alP2-Pn=) w1 (mod p\p; ... pn)

Bizonyitds
Az
ﬂplpl'"f’n-l_l = | (mod p"}

kongruencidbdl, ha annak mindkét oldaléit a p,-edik hatvinyra emeljiik, az
aP\P2-Pn=Pn & | (mod pp)

adédik, s innen, mivel ™~ = | (mod p,). az
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£

aP'P2--Pe=! 5 | (mod pp)

kdvetkezik. Hasonl6képpen
aP1P2-Pn=1 2 1 (mod p,_).

aP'P2-Pn=1 = 1 (mod p)).

Innen kdvetkezik (4.10).

Ezt a tételt az n = 3 esetre alkalmazva kénnyen megmutathatjuk, hogy példéul
561=3-11-17 egy Carmichael-szdm, amelyet felfedezGje 1909-ben taldlt [27].
Valéban, elemi szdmitdsokkal igazolhatjuk, hogy bdrmely olyan a egész szdmra
amely nem oszthaté a 3, 11 és 17 szdimok egyikével sem

A" 'm1(mod17), @' '=m1(mod3), &' '=1(mod 1))

s 1gy
M=l g1 (mod3-11-17).

Az n =4 esetre hasonlé médon igazolhatjuk, hogy
a'33773457-1 5 | (mod 13.37-73-457)

[28].

4.4. A Mersenne-féle szamok

BOLYAI JANOS egy id6ben arra is gondolt, hogy a primek képletét a 2" — 1 alakd
szdmokban sikeriil majd megtaldlnia. Egy 1855. jdl. 11-én kelt hivatalos okmény
ivén (1509/1) az iiresen maradt részeket tolti ki jegyzeteivel. Itt még azt irja -
hibdsan —, hogy ha p primszdm, akkor a 2”7 — 1 is primszdm, de aztdn késSbb
apjdhoz killdott egyik levelében helyreigazitva ezt a tévedést, 1obbek kdzout ezt
olvashatjuk: ,,Azt megmutatni, hogy bdrmely 2" — 1 alakd szdm prim mihelyt
p prim, ugyanakkor amikor a 22" 4 1-gyel bajléddm, magam is megkisértettem,
mert amint irataim is megmutatjdk én is abban a sejtelemben voltam, hogy 2P — |

mindig prim, ha p prim. Ez egy torténeti fontossdgu felfedezése volna a legels6
olyan mgigvénynek. mely mindig primet ad. Azonban ez sem valdsul meg, mert
példdul 2'' —1=2047=23.89...".

Azt, hogy 2'' — 1 Gsszetett szim mdr M. MERSENNE (1588-1648) tudta.
Megleps, hogy MERSENNE észrevételérGl BOLYAI nem értesiilt, de amint leve-
Iében olvashatjuk, végill § egyediil is felismerte azt (1014/ 1Y).
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4.5. Fermat karacsonyi tétele

A szdmelmélet egyik klasszikus tétele szerint minden 4m + | (m € N) alakd prim-
szdm a tagok sorrendjétSl eltekintve egyértelmiien felirhaté két egész szdm négy-
zetének Osszegeként.

Példdul 5=22+12, 73=82+3%, 97=92+42. 401=20°+12.

Ezt a nevezetes tételt a matematika torténete P. FERMATnak tulajdonitja,
bir néhdny évvel elbtte A. GIRARD (1595-1632) is megfogalmazta [37). Mi-
vel FERMAT felfedezését egy 1640. december 25-én kelt levelében kozli bardtjé-
val, M. MERSENNE-nel, a tételt szoktdk FERMAT karéicsonyi tételének is nevezni.
FERMAT az Gn. ,descente infinite” vagy ,,végtelen leszdllds” médszerével bizo-
nyitotta be a tételt [97, 273 old.]. KésSbb EULER és J. L. LAGRANGE (1736-1843)
is 16bb bizonyitdst taldlt. Bdr napjainkban FERMAT kardcsonyi tételének sokfé-
le bizonyitdsdval rendelkeziink [37, 41, 103), érdekes médon a matematikusok
most is élénken érdekiSdnek irdnta. Az utébbi évtizedekben, s6t években is tobb
olyan publikicié jelent meg, amelyek szerzGi a tétel egyszerfi, elemi és minél
révidebb bizonyitdsdra torekedtek [4, 5, 43, 44, 121, 130).

A 4m + | alakd primszdmok BOLYAI JANOS érdekiSdését is felkeltették. Vizs-
gdléddsainak eredményeképpen tdbb révid bizonyitdsa sziiletett FERMAT tételére.
Ezt a tételt BoLYAI j6l ismerte a Disquisitiones arithmeticae-bSl. Apja a Teleki
Tékdban megtaldlta és elolvasta EULERnek a Fermat-tételre adott eredeti bizo-
nyftdsdt. (EULER dolgozata ma is olvashaté a Tékdban. Egy 1754-b6l szdrma-
20, Szentpéterviron kiadott vaskos folyéirat 55 oldaldt foglalja el.) Minden bi-
zonnyal hossziinak és bonyolultnak taldlta, s ezért arra biztatta fidt, hogy kisérelje
meg annak egyszer(ibb igazoldsdt. BOLYAI FARKAS egyik, 1854-ben Jdnoshoz frt
levelében (1117/1, 17, 2) a kdvetkezd tétel bizonyitdsdt kozli: ,Ha a. b, ¢ egész

2,02
szdmok, ¢és < ';b IS egész szdm, ez vagy két egész quadrét summdja, vagy
o
egész quadrdt”. Levelének elsG oldaldn ezt irja: ,Cserébe a 4m + 1 alaki primek
legegyszeriibb bizonyftdsdt vairom.” Egy mdsik alkalommal, mér 1855-ben azt is
tudatja Janossal, hogy: ,,A 4m + 1 csak a Petersburgi Actakban van a Comment
novi petropolitan Toma V, ddtum 1754 s 1755” (1521/1, 1Y),

BOLYAI JANOS megfogadta apja tandcsét s felsz6litdsdra egy levélben véla-
szol, amelyben minddssze két oldalon mindjdrt négyféle bizonyitdst is bemutat.
A bizonyitisokat kiilonb6z6 kéziratlapokrdl gydjthetjiik dssze (495/2"; 800/2, 4;
1332/1, 17, 2; 1333/1, 1"). Killonds médon BOLYAI t8bbszor is lejegyezte azokat,
magyarul és németdl is, néhdny helyen szépen letisztézoun, dsszefiiggs szbveget
taldlunk. Bizonydra ezek valamelyikét kiildte el apjdnak.
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Ismerkedjiink meg tehdt BOLYAI JANOSnak a Fermat-tételre adott bizonyité-
saival. Fogalmazdsdban igy hangzik a téiel: ,,Hogy bdrmely pozitiv, 4m + 1 ido-
mud primszdm p két pozitiv négyzetszdm Osszvegje, és csak egyként” (1332/1)
(7. dbra).

Létni fogjuk, hogy bizonyitdsaiban BOLYAI a Disquisitiones egyik ,.nagyon
fontos, szép” tételére hivatkozik, amely ,.Két kép is meg van a Disq. Ar-ben".
Ennek ellenére & is készit még egy (jabb bizonyitdst rd (1190/9).

Elsd bizonyitas
BOLYAI abbdl a tételbdl indul ki, amely szerint ha p egy 4m + | alakd primszdm,
akkor Jétezik olyan x egész szdm, hogy

241
p

is egész szdm. Ezt a tételt a Disquisitiones arithmeticae két paragrafusa - a 64-es
és a 108-as - is tartalmazza. Ezekre hivatkozik BOLYAI A fenti tortet

(x+i)x—1)
P
alakba irva kovetkezik, hogy p-nek létezik +1-gyel vagy =+i-vel nem egyenls

+i -
két olyan komplex egész e és f tényezlje, amelyekre g

e J
egészek. Legyen

komplex

e=a+ib. f=c+id,
ahol a. b, ¢, d nullatél kiilonbdzb egész szdmok. Mivel p=(a+ib)c+id),

p ap . bp .
= o I .
a+ib a2+b2 ai+bz komplex egész
De a <a*+b*. b <a®+b*. Mivel sem a, sem b nem nulla, azért a* +b* nem
osztéja egyiknek sem, s igy az a* +b* valamely egynél nagyobb tényezSje osz-
t6ja a p-nek is, ami azt jelenti, hogy az a® +b*-nek és p-nek létezik egynél
nagyobb kdzds osztéja. Mivel p prim, ez csak ugy lehet, ha osztéja a® +b*-nek.
Ezért

a*+b*=np.
b . NP
Az n kbzbs osztéja a-nak és b-nek, ezén E. - és igy E is raciondlis egészek,

ahonnan vagy n = p, vagy n=1 kovetkezik. Mivel az els§ eset nem lehet, ezérn
csak n =1 lehetséges. Tehit

a*+b*=p.
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BOLYAI a bizonyitdst a kdvetkez6 szavakkal fejezi be: ,és igy reped(ez), ha-
sad, nyilik a p és sziiletik gyonyorfi pozitiv iker négyzetszdm, az anya p maga is
éppen azzd vdltozvdn.”

A felbontds egyértelm(ségét a kovetkezOképpen bizonyitja. Tételezziik fel,
hogy p=a*+b* még masképp is felirhaté két egész szdm négyzetének dsszege-
ként, azaz

p=x>+y*=(x+iy)x —iy)=(a+ib)a—ib).

Mivel x+iy=(u+iv)(r+iz),
a+1:b és a—ib
U+iv t+i2

(komplex) egészek. De akkor x —iy=(u —iv)(1 —iz), tehdt
p-{uz + uz}(rz +zz).

p prim lévén, w?+v? =1, vagy 1> + 22 =1. Tehdt az els6 esetben vagy u, vagy
v=0, s a misik +1, s hasonléképpen a médsodik esetben is. Igy
a+ib a—ib

— és -
X+iy X=iy

egészek. Jeloljik ezeket r +is és (r —is)-sel. Akkor r?+5%=1, ahonnan x +iy=
=(a+ib) V1 kovetkezik.

Maisodik bizonyitds
. . 4 : p . .
Az elsG bizonyitds alapjdn — 1B egész. Akkor nyilvén ppyy is az. Az a+ib

és a —ib legnagyobb k6z8s oszt6ja nem lehet x +iy alakd, mert akkor x —iy
is az volna. Mivel p prim, az a+ib és (a —ib)-nek x1-en és xi-n kivill mds
ktzbs oszt6juk nem lehet, ezért ezek egymishoz relativ grfmek. s fgy szorzatuk,
a® +b? is oszt6ja p-nek. De a® +b* > 1, tehdt p=a® +b°.

Harmadik bizonyitas
A Disquisitiones arithmeticac 2, 4, 9, 108 paragrafusai szerint ha p=4m+1]
4

primszdm, akkor létezik E-nél nem nagyobb olyan x egész szdm, hogy

egész. Iu
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Ezt az egyenlStlenséget, mivel p=4m + 1. még fgy is frhatjuk:

1 ]
il =y
ami azt jelenti, hogy ha p > 1, akkor ¢ <m +1 (g egész szdm!). Mivel x2 +1 =
=(x+i)x —1i), és a két tényezd egyikének sem osztéja 4m +3 alaki primszdm
(konny( bizung[tmi. hogy ennek komplex egész osztéja nincs), tehdt ilyen alakd
primszdm az x“ + 1-nek sem lehet oszt6ja, ezért g is 4m + 1 alakd. (Itt megjegyzi
BOLYAL hogy ezt a komplex szdmok nélkiil is tudja igazolni.)

Ha most megmutatjuk, hogy ha abbél, hogy a tétel érvényes minden p-nél
kisebb 4m + 1 alakd pozitfv primre, gy az p-re is igaz, és mivel 5=12+22,
akkor minden ilyen alakid primre igaz. 4-0+1=12+0* (161/6).

Legyen p > 5. Az el6bbiek szerint

- ]
q=-=:m+l=pT+l=pT+3-:p.

s ha most ¢ =r® +5%, ami feltételiink szerint lehetséges, gy

i x2+1 _(xrﬂr )2+(r-x.t)2
O O B W ri+st) ’
vagyis p két raciondlis szdm négyzetének Osszegével egyenls. Akkor viszont
létezik két olyan pozitiv egész szdm is, amelyek négyzetének Osszege p. (Ezt

a tulajdonsdgot BOLYAI egy kordbbi napon irt levelében (800/3) bizonyitja be,
megjegyezve, hogy ..itt nagyon derék szolgdlatot tesz.”)

Negyedik bizonyités
Az els6 bizonyitds szerint p=(a+ib)c+id). De akkor p=(a—ib)(c —id)-

vel is egyenld, ahonnan p®=p. p=(a®+b*)c* +d?) s innen, mivel a®+b° >
> 1, 2+d?*> 1, p=a® +b*=c* +d?* kivetkezik (1333/1Y).

A bizonyftdsokban, azok egyszer(isége és rovidsége mellett, a leginkdbb
szembet(inG, hogy BOLYAI JANOS a komplex egészeket alkalmazza. Azokban
az években ezt természetesnek is tarthatjuk, hisz akkorra GAUSS mér kidolgoz-
ta és kdzzétette a komplex egészek elméletét. ErrSl viszont BOLYAI nem tudott.
Amint arr6l a kovetkezd fejezetben meggySz8dhetiink, BOLYALI itt sajét elméletét
haszndlta fel, amit GAUSStSl fliggetieniil és vele egy idSben § is felfedezett.

Az els6 bizonyitdst BOLYAI a kdvetkez8 szavakkal zdrja: ,.Es hiszem, sét fo-
&adni mernék, hogy EULER is igy hozta ki, azonban az imagindrius primtan rigo-
rosa tiszta fogalma és szigord demonstricidja tuddsa nélkil s azért csoddlom is,
hogy ismerhette egy GAUSS a Disq. ar. 218 f6ill, demonstrdcidnak el. Hihet6leg
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d sem Ilévén, kivdit akkor, az imagindriusokra nézve, tisztdban, csak dbrindozva
velte magdnak azon merészséget, az imagindriusokra ott is, mint egyebiitt szok-
tik, kiterjeszteni a redlokrol igazakdc(' (800/2) (8. dbra).

Tudjuk, hogy EULER nem igy ,.hozta ki ,,. BOLYAI megjegyzésébdl azt kdvet-
keztethetjiik, hogy amikor bizonyitdsait kidolgozta, még nem ismerte EULERnek
a Teleki Tékdban megtalilhat6 és mdr elSbb emlitett 55 oldalas bizonyitdsét, csak
tudott arr6l, hogy azt GAUSS is megemliti a Disquisitionesben. Apja éppen ezért
figyelmezteti 1855-ben, hogy EULER dolgozatdt a Petersburgi Actdkban taldlhatja
meg.

A két négyzetszimtétellel BOLYAI FARKAS is prébdlkozott, de § nem a komp-
lex egészek felhaszndldsdval bizonyftott. Err§l BOLYAI JANOS kovetkezS nyilat-
kozatdb6l értesiilhetiink: ., A 2 O-tan okdt {bizonyftdsdt) /=1 nélkiil mint dllitja
BOLYAI FARKAS adhatni, szép volna, ha lehet s nem hibdzta el, szeretném ldini”
(895/9).

BOLYAI egy mdsik érdekes mondata: , De van még a GAUSSén és EULERéER
kiviil egy negyedik demonstrdciom is a szdmtanban mindeniitt dthat6 ... kul-
csom dltal, mely azonban t6bbdl dll, minthogy itt most egy levélben megirhat-
ndm™ (1331/1).

Az dltalunk negyediknek feltiintetett révid bizonyftdst BOLYAI nem szimoz-
ta meg. Azt igen apré betiikkel frva beszorftotta hdrom sor kézé (1333/1Y) (9.
dbra). Csak nemrég sikeriilt kibet{izni a sorok koziil ezt a valéban ,egy mon-
datos™ bizonyitdst. Nem tévediink, amikor azt dllitjuk, hogy BOLYAInak ebben a
bizonyitdsban alkalmazott elegancidjit napjainkban sem szdrmyalta til senki.

Ismét csak kovetkeztetni tudunk arra, hogy melyik idSszakban tortént a
BOLYAI FARKAS és Jdnos kozouti levélvdlids. Sajnos BOLYAI JANOS csak igen
ritkdn irt keltezést a leveleire, de néha ezt BOLYAI FARKAS is elmulasztotta. Ez-
uttal azonban megbizhaté tdmpontjaink vannak, amelyek segitségével megidlla-
pithatjuk az irdsok keletkezésének évét, ezzel is pontositva P. STACKEL egyik,
szerintiink hibds ddtumdt. O ugyanis azt sejteti egy helyen [106, 1:96], mintha
Farkas 1842-ben szélitotta volna fel fidt arra, hogy készitse el a 4m + 1 alaki
primszdmok két négyzet dsszegére valé felbontdsdnak legegyszerlibb bizonyitd-
sdt. Az igazsdg az, hogy erre joval késGbb, az 1850-es évek kbdzepe tdjdn keriilt
sor. Bdr a mér fentebb idézett és ezt a felszélitdst tartalmazé levélen (1117/1,
1Y, 2) sincs keltezés, de BOLYAI FARKAS utolsé mondatdbél: ,[Ennyi minden bi
fellegzés alatt is egy szomord jelentést kelle frnom B. KEMENY PALNE kérésé-
re ..." egyértelmiien kdvetkeztethetiink irdsa keletkezésének évére, az 1854-es
esztenddre. Tudjuk, Farkas gyakran elvillalta, hogy médsokrél halotti bicsdztatét
készitsen. Nos ez tortént most is. KEMENY PAL malomfalvi foldbirtokos haldla-
kor (1854. dprilis 15.) felesége kérésére frt BOLYAI FARKAS nekrolégot. A biré
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B3

9. dbra (1333/1%)
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€letét és munkdssdgdt méltaté beszéd szovegét KONCZ JOZSEF is kozli a kollégi-
um torténetérdl irt kdnyvében [79].

Azon a levélen (1521/1, 1Y), amelyben BOLYAI FARKAS kozli fidval, hogy
wA 4m + 1 csak a Petersburgi Actdkban van™ ez dll: 1855 piinksd mdsodnapjdn.
Jdnos bizonyitdsainak lefrdsdt e két levél keletkezésének idGpontjai kdzé kell he-
lyezniink. Eligaziténk BOLYAInak az EULER bizonyitdsdra valé utaldsa (,fogadni
mernék, hogy EULER is gy hozta ki""). Segitségiinkre van még egy, a Fermat-
tétellel kapcsolatos vizsgdléddsokkal egy idGben késziilt oldal is (800/3), amelyre
a harmadik bizonyitds végén hivatkoztunk. Ez BOLYAI JANOSnak azt az dllitdsdt
tartalmazza, amely szerint mdr szinte egy negyedszdzada (1831 els6 fele) ..nagy
kényelemmel és gydnyorrel” él a komplex szdmokndl alkalmazott dj jeldléseivel.

Kovetkezésképpen BOLYAI JANOS szémelméleti eredményeinek egy része az
1854-55-0s években vagy azelGtt keletkezett. Leveleit a FERMAT kardcsonyi té-
telérdl, de a kis Fermat-tételével kapcsolatos kutatdsairdl is ebben az id6szakban

irta apjdnak.
A 4m + ] alakd primszdmokra vonatkozé tételeket BOl.YAI meghbkkentSen
elemi eszkozokkel bizonyitotta be. 140 évvel ezelbtti gondolatait szdmos mai

tank6nyvben is megtaldlhatjuk. FERMAT kardcsonyi tételének bizonyitdsdndl a
legtibb szerz6 napjainkban is a ,,szép” x* = —1(mod p) tételbsl indul ki.

A matematika torténete irdnt érdekl6d6 olvasé joggal kérdezheti, mennyire
voltak djak, eredetiek BOLYAI JANOS gondolatai. A FERMAT karficsonyi tételé-
nek sokféle bizonyftdsa kdzott, amint arrdl L. E. DICKSON (1874-1954) beszdmol
[37], létezik néhdny olyan is, amelyekben a szerz6k komplex szdmokat alkalmaz-
nak. Az elsd, aki a komplex egészek segitségével bizonyitotta Fermat-tételét, G.
EISENSTEIN volt 1844-ben [38], majd nem sokkal utdna, 1848-ban P. L. WANTZEL
(1814-1848) alkalmaz komplex egészeket két egész szdm négyzetének Osszegé-
vel kapcsolatos szdmelméleti tétel bizonyitdsdndl [125].

BOLYAI JANOS ezekr6l a munkdkrél semmit sem tudott. Attanulményozva
az emlitett dolgozatokat, azonnal megdllapithatjuk, hogy BOLYAI gondolatme-
nete teljesen eltér§ az EISENSTEIN és a WANTZEL 4ltal kdvetett ttt6l. Erdekes,
hogy a Fermat-tétel bizonyitdsdra mir a milt szdzadban néhéiny olyan dolgozat
is megjelent, amelyekben a szerz6k az x> = —1 (mod p) kongruencidbd! indul-
tak ki, akdrcsak BOLYAI, de azzal a killdnbséggel, hogy a folytatidsban mér nem
a komplex egészeket alkalmazzdk. fgy példdul 1848-ban két ilyen cikk is nap-
vildgot ldtott J. A. SERRET (1819-1885) [37) és C. HERMITE (1822-1901) [57]
tolldbél. Mindkét szerzb a tortek ldnctortbe fejtése segitségével bizonyitja a tételt.
HERMITE dolgozata rovidségével tlinik ki. Mindossze egy oldal. BOLYAI JANOS
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haldla utdn jéval késGbb, 1886-ban R. LIPSCHITZ (1832-1903) is a fenti kongru-
encidval kezdi dolgozatdt. O a folytatdsban is a komplex egészeket felhaszndlva
bizonyitja be Fermat tételét, de masképpen, mint BOLYAI [86).

Biztosan dllithatjuk tehdt, hogy BOLYAI JANOS bizonyitdsai eredetick, akdr
mds munkdi. Nem ismerte az emlitett dolgozatok egyikétl sem, egyediil, 5ndlléan
érte el eredményeil.

4.6. A Fermat-féle szamok

Az

Fr=2" 41
alakd szdmokat (ahol n természetes szdm) Fermat-féle szdmoknak nevezziik,
amelyeknek a 16riénete ugyancsak érdekes és hosszi. FERMAT szildrdan hitt ab-
ban, hogy az Osszes ilyen tipusd szdm prim, noha § csak az Fp=3, F| =S,
F2 =17, F3 =257 és F4=65637-et szdmitotta ki. Sejlése akkor d6lt meg, amikor

CHR. GOLDBACH felszdlitdsdra EULER 1732-ben megmutatta, hogy a kdvetkezd
Fermat-féle szim

Fs=0641 6700417,

azaz nem primszdm. Valészind, hogy a torténet ezzel be is fejez6ddu volna, ha
a Fermat-féle szamok nem t{innek fel a szabdlyos sokszogek korzGvel és vo-
nalzéval torténd szerkeszthetSségénél. A szdmelmélészek a miilt szdzadban és
szdzadunk elején sok faradsdgos munkdt végeztek, hogy djabb Fermat-féle prim-
szdmokat taldljanak. Ma is folytatjdk a szimitdsokat, de most mér elektronikus
szdmftégépekkel. Eddig az eredmény negativ. Nem taldltak djabb Fermat-féle
primszdmot, és sok matematikus most mdr afelé hajlik, hogy taldn nincs is bel§-
liik 16bb.

BOLYAI JANOS képzeletét is megragadidk a Fermat-féle szdmok. Kézirdsos
hagyatékdnak szimos lapjdn, kis céduldjin, néha mds természetd szOvegek kozé
beszirva olyan hosszabb, révidebb jegyzeteket taldlunk, amelyekben Fermat-féle
szdmok bukkannak fel. Természetesen Gt is az a kérdés nyugtalanitotta, hogy az
F, alakd szdmok primek-e vagy sem?

Edesapjdhoz frt egyik levelében két helyen is utal a Fermat-féle szdmokkal
valé kapcsolatdra:

3. A numerus perfectus {tokéletes szimok} valamint a 2*" + |-re nézti el6b-
bi demonstriciom is egyébaridnt jO és szép . ..

4. Azt megmutatni, hogy biarmely 2P — | idomu szdm prim mihelyt p prim,
ugyanakkor, mikor a 2" + 1)-gyel bajloddm, éppen magam is megkisértettem,
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mert valéban, mint irataim is mutatjdk, magam is azon sejtelmemben valék, hogy
dgy 2P — | mindig prim, ..." (1014/1").

Ezen a levélen sincs keltezés, megirdsdnak idGpontjdra mégis megbizhatéan
kovetkeztethetiink abbdl a megjegyzésébsl, amely szerint egy idGben azt sejtette,
hogy a 27 — | alaki szdmok primek, ha p primszdm. Ezt a feltételezést még egy
1855. jilius 11-én kelt okmdny {iresen maradt részein is hangoztatja (1509/1).
Késdbb felismerte, hogy 2'! — 1 &sszetett szdm (4.4.§), amit idézett levelében
BOLYAI FARKASsal is kozolt. Levele tehdt 1855 kbzepe utdn irédott.

A levél szovegébdl és az 1509/1 oldalon taldlhat6 foljegyzésekbGl arra kovet-

keztethetnénk, hogy BOLYAI a 22" +1 szémokkal 1855 kdzepe tjdn vagy még
azelGtt ,bajlodotr”. Szintén az 1855-0s esztendbre utal a Marosvdsdrhelyt 1855.
mdrcius 20-dn kelt kis cédulin — BOLYAI Kapitdny Kontéjdra — a sorok kozé irt

megjegyzés-toredék: EULER dltal ismert 22" +1=2241=..." (1127/1). Egy
1841. februdr 2. utdn késziilt fréson is (759/12") taldlunk olyan prébalkozéso-

kat, amelyek a ‘235 +1ésa 226 + | szimokhoz kotGdnek. Megjegyzi, hogy az
Fs-r6] EULER mutatta ki, hogy Osszctett szdm, dc hozzdteszi: ncki (EULERnck)
e¢hhez nem volt dltaldnos kulcsa. A Fermat-féle szdmok tehdt mér elég korin,
Domadldon ¢') felmeriiltek a kisérleteiben.

Alaposan szemiigyre véve BOLYAI JANOS jegyzeteit, kiiléndsen a , jo és szép”
bizonyiftds megtaldldsdnak reménye sarkallt. Sajnos ez nem vilt val6ra, viszont
sikeriilt BOLYAInak a Fermat-féle szdmok primfelbontdsdhoz kapcsolédé gondo-

latait, probdlkozésait felfedni.

Kezdjiik el6szor BOLYAInak a Fermat-féle szimokhoz fiz6d6 néhény meg-
jegyzésével. A primszdmok képletének eddigi hidbaval6é keresésérSl valé fejte-

getéseit ezzel zdrja: ... a 22" 4 1-re nézve is FERMAT elsietve, hirtelenkedve,
dncsalédva dllitvin . .." (1199/3%), hogy minden m-re primszdm. Ismételten frja,
hogy Fs-r6l EULER bizonyitotta be, hogy nem prim (1214/31"). Tobb alkalom-
mal kijelenti, hogy célja a Fermat-féle szdmok (de mésoknak is) primtényezls
felbontdsa: ,,Uj egyszerd, egyenes, kénnyd méd bdrmely szdmnak minden fakto-
rit megadni oda szdmldlva I-et és majd a szdmot is” (1097/1, egy 1848. oktGber

7-i képviselhdzi hatdrozat hatlapjdn). A 22" +1 alakid szdmokat legkitGinGbb
szdmoknak nevezi, s a 2°% + 1, 2% + 1-et sajét, médszerével tényezSkre szeretné
bontani (1193/16").

Azt a merész feladatot is kit(izi sajdt magdnak, hogy megkeresse a neveze-

tes 22" +1 szdmok Bsszes primtényezbit, valahdnyszor ezek a szdmok Osszetett
szdmok (745/5", 1048/3). Lényegében ugyanezt a szindékdt fejezi ki, amikor azt
mondja: ..e/ kell donteni, hogy 2** + 1, ... primek vagy nem” (1021/1).
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A tovibbiakban vegyiik rendre BOLYAI JANOSnak a Fermat-féle szimokkal
kapcsolatos észrevételeit. Bir végiil is nem sikeriilt neki még az Fg tényezGit sem
megtaldlnia, prébdlkozdsait — dgy vélem — ennek ellenére érdemes feljegyezniink.

Ezzel a nehéz feladattal kapcsolatos leginkdbb figyelemre mélté megidllapi-

tisa BOLYAInak, hogy ,.A 22" +1 alakd szdmok mindig 6n — | alakuak, kévet-
kezésképpen sohasem oszthatdak 3-mal’ (1048/3). Az dllitdst a kovetkezbkép-
pen bizonyitja: Mivel 22%=1 4 1=(2+1)(...) kévetkezik rendre, hogy 22"~ +
+1=3n, 22" 1 =3p 1.2 =6n -2, vagyis 2-nek minden pédros hatvdnya

6n—2 alakd. Akkor 22" +1, azaz 22* +1 viszont 6n—1 alakd (1550/1). It
m.,n> 1, k>0 természetes szimok.

Két mdsik idevigd észrevétele BOLYAInak: mivel birmely n természetes
szémra 2" =1 (mod 3), kovetkezik, hogy 2% = I (mod 3) (102171, 762/12).
Tovdbbd, mivel ha m > 2 természetes szdm a 2" + 1 tényezbi 4k + | alakdak
(1193/24) s wdva azt, hogy minden 4k + | alaki primszdm két egész szdm négy-
zetének Osszegeként dllithat6 el6, irhatjuk, hogy

2" 1=+ PN +5)

(1214/25).

Végiil az 1048/3 oldalon megpillanthatjuk mint egy gondolatsor kivetkez-
ményét (a gondolatsor viszont nem taldlhaté), hogy

22m+l=x_v.

ahol természetesen m > 5.

Az elmondottakbél ldthatjuk, hogy BOLYAI JANOS sokat prébdlkozott a
Fermat-féle szimok primfelbontdsival. Sajnos ezek a kisérletek nem vezettek
eredményre, de mutatjdk, hogy 6 nem riadt vissza a nehéz problémaktél, t6bb-
szOr visszatért a megolddsukhoz.

Az 1732-es évtll, amikor is EULER kimutatta, hogy az Fs Osszetett szdm,
szinte 150 évnek kellett eltelnie, amig 1880-ban a 82 éves F. LANDRAYnek sok
havi kisérletezés utdn sikeriilt tényezdkre bontania az Fg-ot [37, 1:376-377). Le-
het, hogy ez alatt a misfélszdz év alait még mds is prébilkozott ezzel a fela-
dattal (E. LUCAS azt dllitja, 1883-ban, hogy 6 médr LANDRAY el6tt megtaldlta az
Fg tényezGit [37, 1:377]). A matematika tSrténete azonban mésokrél nem tud.
Kéziratainak tandsdga szerint tehdt BOLYAI JANOS egy olyan problémdval is fog-
lalkozott, amelyre haldla utdn csak 20 évvel sikeriilt pontos vélaszt adni.

Erdekes, hogy a Fermat-féle szimokra vonatkozé jegyzeteinek nagy része
német nyelvll. Lehetséges, hogy az erre vonatkozd kisérleteit mar az 1840-es



100 4. BOLYAI JANOS SZAMELMELET! VIZSGALODASAI

évek elején elkezdte. Ezt a foltevést az 1841-ben Domdldon késziilt foljegyzések
is igazoljdk (759/12°%).

4.7. Wilson tétele

WILSON tétele azt mondja ki, hogy ha p egy primszdm, akkor (p—1)!'=
= —1(mod p), vagyis (p—1)!+1 oszthaté p-vel. A tételt E. WARING publi-
kilta, de beismeri, hogy azt elGszor JOHN WILSON (1741-1793) fogalmazta meg
bizonyitds nélkiil. WILSON tételét elGszor LAGRANGE bizonyitotta be 1771-ben.
Ugyancsak LAGRANGE bizonyitotta be a WILSON tétel forditottjit is: ha n osztja
(n—=1)!+ 1-et, akkor n primszam [37, 1:52-63].

Ezek szerint a (p—1)!=—1(mod p) bsszefliggés jellemzi a primszdmokat,
vagyis pontosan akkor igaz, ha a p szdm prim. Ebben 4ll a tétel elméleti fon-
tossdga. Segitségével eldonthetjiik, hogy egy p egész szdm prim-¢ vagy nem.
Alkalmazdsa azonban gyakorlatilag szinte lehetetien, mert a (p-1)!+1 igen nagy
szdm, ha p nagy.

WILSON tételével természetesen foglalkozik GAUSS is a Disquisitiones
arithmeticae-ben. A 76-os §-ban megemliti, hogy azt LAGRANGE, majd késGbb
EULER is bebizonyilotta, a 72.§-ban pedig bemutatja sajit bizonyitdsat is.

A Wilson-tétellel BOLYAI JANOS kéziratainak tobb lapjdn taldlkozunk. A 1é-
telt nyilvdnvaléan a Disquisitionesben olvasta s felt@inhetett neki, hogy GAUSS
nem beszél annak forditottjdrél. Ez kiilonben a mai olvasé szdméra is killonds-
nek ldtszik, mert a Disquisitiones megjelenése elStt mér ketten is elintéziék ezt a
kérdést. Amint mdr emlitettiik, LAGRANGE, majd 1788-ban GENTY is [37, 1:64].
Ugy ldtszik, ez elkeriilte GAUSS figyelmét, s fgy a BOLYAIak (akik szdmelméleti
ismereteiket fGképpen GAUSS munkdjdbodl szereziék) sem tudtak arrél, hogy mar
létezik a Wilson-tétel forditottjinak a bizonyitésa is. Erdekes, hogy L. DIRICH-
LET sem beszél a tétel forditottjdrél a (4.3.§)-ban mdr emlitett Crelle-folyéirat
1828-as szdmdban k&zolt dolgozatdban. DIRICHLET ebben a késGbb sokat idézett
cikkében kozos 1oriisbél vezeti le a kis Fermat- és a Wilson-tételt [37, 1:66]).

BOLYAI JANOS szdmdra, akit tobb nagy szdm prim vagy osszetett volta ér-
dekelt s aki — amint mdr tudjuk — a primszdmok képletét is kereste (,.bdrmely
megadott térvény szerinti szdimsornak — irja ezzel kapcsolatban az 538/1 oldalon
is — ... dltaldnos vagy m hely cimd ize {tagja} m dital geberil {algebrailag) kite-
het, de hdt az eldszdmokat??? {primszdmokat} (Valéban) ezt, ennek is igy Iétét
sejtem.”) fontos volt a tétel forditottja is. Ezt sikeriilt elérie, de a Wilson-tétel
nem bizonyult a primszdmok egy ..excellent é nagyon kényelmes™ kritérium4-
nak, mint amilyent a kis Fermat-tételtdl is remélt.
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A Wilson-tétel ,.conversdjdnak™ bebizonyftisival apja 1s megprébilkozott.
BOLYAI FARKAS 1853. november 15-én kelt levelében ezt irja: ,,Hogyha p prim-
sz4m, s a minden ndldndl kisebb szdmok faktuma {szorzata) f, akkor f + 1 oszlik
p-vel, ez meg van t6bb helyt mutatva: de a conversdjdt (forditottjdt) sehol se ldt-
tam megmutatva; GAUSS merSben hallgat ezen conversdrél. Hanem t6bben értik
gy, de megmutatds nélkiil. J61 meg kell nézni, megvan-€ az irdsban mind a két
fele mutatva: ndlam van valami azon esetre, ha ott nem volna; de mivel kénny(
hibdzni, még jobban dtnézem™ [11, 272 old.].

BOLYAI FARKAS itt bevallja, hogy mér kisérletezett a Wilson-tétel forditottjd-
nak a bebizonyitisdval, de még nem egészen biztos annak helyességében. Ugyan-
akkor Jdnos tobb helyen (1193/16", 1265/40, 1396/1, 895/9") is ir arr6l, hogy
apja a tétel forditottjdt bebizonyitotta. Az 1193/16" oldalon fljegyzi, hogy az
woly szép és fontos Wilson-tétel fordftottjdt apim és én is bebizonyitottuk.” A
895/9" oldalon ezt irja apjirél: ,,LA Wilson-tan forditottjdnak is szigord, bdr is
nem rovid okdt {bizonyitdsdt) adra.”

Annak ellenére, hogy a Disquisitiones arithmeticae-ben megtalédlta a Wilson-
tétel bizonyitdsit, BOLYAI elkésziti a sajétjat is (1214/14") és legaldbb hd-
rom helyen leirja a tétel , forditvinydnak” is a bizonyitdsdt (1021/2", 1214/14",
1265/40).

Miel6tt ezt a bizonyitdst bemutatndnk, lejegyezziik BOLYAInak az egyik kéz-
iratlapon taldlhaté pdir mondatét:

A Wilson-tétel igy 1s irhato:

- 1)+
(P p)—=q vagy (p—=D!+l=pgq.

ahol g egész szdm. A q legkisebb értékei, ha p=2,3.5.7,11,13,17,... ezek:
1.1.5. 103, 329891, 36 846 277, és még egy érték p=17-re (ezt nem szimitja ki
BOLYAI). Ezutdn m‘::}jcgyzi. hogy ezek koziil a szdmok koziil az utols6é hdrmat,
aztdn a 272 + 1=, 2%% +1 és a GAuss dltal vizsgdlt két szdmot a 97....4... ... -
et (csak igy!) a sajit modszerével tényez6re fogja bontani (1193/16").

A kovetkezGkben — mai jeldléseinket és elnevezéseinket haszndlva — ismer-
tetjilk BOLYAI JANOSnak a Wilson-tétel forditottjdra adott bizonyitdsit:

Legyen

(p=1)=~1(mod p).

Tételezziik fel, hogy p nem prim és, hogy e a p szm egy primosztéja, azaz
p=e p,. Wilson-tétele szerint

(e—=1)=—1(mod e).
De akkor
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(p—=1)'=—1(mod ¢)

(p—1)!
(e—= 1)

=0(mod e), ami nyilvdn csak gy lehet, ha e= p, tehdt p-nek nincs

ahonnan (e—1)!=(p—1)!(mode). azaz 1=

(p=1)
(e—1)!
mds osztdja l-en és p-n Kkiviil, ami azt jelenti, hogy p primszdm (1021/2Y),

Megjegyezziik, hogy az 1214/14" oldalon taldlhat6 bizonyitdsok az 1843-as
év utdn keletkeztek.

(mod e). Mivel ¢ < p,

4.8. Bolyai Janos biivis négyzete

Elhiszi a Kedves Olvasd, hogy BOLYAI JANOS biivos négyzetet (ami olyan termé-
szetes szimokkal képezett négyzetes mdtrix, amelynek minden sorfban, minden
oszlopdban és mindkét dtléjdban 1€vE szdmok dsszege ugyanaz) is szerkesztett?
Pedig igy van. Egy nyugodt percében § is elszérakozott a szdmokkal. Jatékos
kedvében lehetett, de az is meglehet, hogy nagyon komolyan vette ezt a jétékot.

BOLYAI JANOS dltaldnosan, betlikkel szerkeszti meg a bvos négyzetét. Ha
a betdk helyébe kiilonbtz6 értékeket helyettesitiink, vigydzva arra, hogy mindig
természetes szdmokat kapjunk, mds-mds felépfitésd biivos négyzetekhez jutunk.

BOLYAI JANOS biivis négyzete:

[ X l y 3b—x—-y

4b-2x-y b 2x+y-2b

, x+v=>h | 2b—y 2b—x

Ugy tdnik, hogy az a néhdny sor, amelyet a bivis négyzetet tartalmazé kéz-
iratlapra (372/4) (10. dbra) irt BOLYAL csak a befejezését alkotja egyik gondo-
latdnak. Erre utal a

6x+3y+2)=4a

egyenlbség, ahol nem tudjuk, hogy mit jeldl a z és a betd, tovidbbd az, hogy az
elsé mondat igy kezdddik: ,.S6t ha ...". BOLYAI legtébb () gondolatit NB-vel
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{nota bene} kezdi. Nem sikeriilt megtaldlni az frds feltételezett kezdetét, pedig
ez minden bizonnyal hasznos lenne annak megdllapitdsdhoz, hogy milyen méd-
szerrel alkotta meg BOLYAI a blivis négyzetét.

Rovid irdsdnak végén BOLYAI felsz6lit arra, hogy dltaldnositsuk az 4lta-
la készitett 3 x 3-as bilivds négyzetet, tetszGleges n x n-es négyzetre: , Lisd’s
firkészd-ki okdt dltaljdn bdr-hiny = O mezlkre osztott O nél az egy-poti
(szdmtani szorzat}, néha egy-pdri (ménani sorozat) vagy zenmei {harmonikus
sorozat) sorokbdli ..."

4.9. Néhany mas természetii szamelméleti feladat

Ebben a paragrafusban még felsorolunk réviden néhdny olyan szdmelméleti
problémdt, amelyek elvétve fel-felbukkannak a hagyaték lapjain. A bizony/td-
sokat most nem részletezziik.

a) BOLYAI egyik foljegyzésén (1509/1") a kévetkezd kijelentés bizonyitdsét
taldljuk: ha a és b egymdshoz relativ prim szdmok, akkor 29 —1 és 22— is
relativ prim szdmok. A kijelentés forditottjdt nem emliti BOLYAL Amint tudjuk,
az is igaz.

b) Nyilatkozik BOLYAI a kiilonb6z6 szdmrendszerekrdl is. gy érvel a kettes
szimrendszer hasznossdga mellett: ,.... er6 kiméléséért s egyszerdségért inkdbb
a kettds szdm frdsmddot kellene bévenni . .." (486/1).

c¢) BOLYAI JANOS is megfigyelte, hogy a primszdmok rendkiviil szabdlytala-
nul fordulnak el6 a természetes szdmok sorozatdban. Erdekelte azok siir(isége
(1396/1), vagyis a szomszédos primek kdzotti hézagok nagysdga. Azt javasol-
Ja, hogy: Meg kell kissé vizsgdini a fGszdm-tdrokbdl {primszdmtdblizatok)} a
legmagasabbakat, hogy koriilbe mily kézok- vagy ugrds- vagy kiilség vagy kiily
vagy vdltozdsokkal mennek, nének? NG a killség is, vagy csak véges marad? Az
utobbi esetben van remény a kitehetéshez; . .." (538/1).

Valészini BOLYAI nem ismerte a CSERNAK LAJOS dltal a hollandiai De-
venterben 1811-ben kiadott torzsszdm-tdbldzatol. Ez a nagyon preciz munka
1020000-ig tartalmazta a primszdmokat. Kordban a matematikusok kérében is-
mert volt, még GAUSS is elismerSen frt réla.

d) Egy keltezés nélkiili levél hatdn (1015/1") tdmdren ennyi 4ll: 4272943
edi szdm {primszdm). Ez a szdm val6ban t6rzsszdm [82, 122 old.). Kiilén k&-
szOnjlik SHARON L. DRUGAN-nak, aki KISS LEVENTE kozbenjdrdsdra volt szives
elkiildeni a Madisonban (Wisconsin — USA) 8rzott The First Six Million Prime
Numbers mikrofilm 241. oldaldnak fényképét, amely szintén magdban foglalja
ezt a szamot. Honnan tudhatta BOLYAL hogy ez a szdm primszdm?
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¢) Tébb helyen olvashatunk még a szdmelmélet korébe tartozé kérdésekrdl
(elsGfokd diofantikus egyenletekrdl, a Pell-féle egyenletekrdl, az eratoszthenészi
szitdrdl, a tokéletes szimokrdl stb.), amelyeket most nem részleteziink.

Ugy gondoljuk, hogy az eldz6ekben bemutatott eredmények alapjén kijelent-
hetjiik, hogy BOLYAI JANOS nemcsak foglalkozott a szimelmélettel, hanem olyan
felfedezésekkel is gazdagitotta azt, amelyekre mds matematikusok csak utdna,
évtizedek milva gondoltak. Igaz, hogy ezek az Gjdonsdgok nem viltak ismert-
té, s igy nem is lehettek hatdssal a szimelmélet fejlGdésére. Pedig ha alkalma
lett volna ezeket publikdlnia kiilonb6z8 folyéiratokban vagy kdnyvekben, bizo-
nydra jotékony befolydst gyakoroltak volna mind a magyar, mind a nemzetk6zi
szdmelméleti kutatisokra.

BOLYAI irdsai ugyanakkor ellentmondanak annak az dltaldnosan elterjedt vé-
leménynek, amely szerint § mindig mély geometriai szemléletére tdmaszkodott,
eredményei és eredeti gondolatai is mindig geometriai tartalmuak (1, 149 old.).
Szimelméleti frdsainak feltdrdsdval legaldbb most, utélag beldtjuk, hogy BOLYAIt
kora matematikdjdnak minden dga érdekelte, sokoldald, eredeti wdés volt.

Eddig dgy tudtuk [110, 244 és 296 old.], hogy a magyar matematika a malt
szdzad utolsé negyedéig nem tud felmutatni emlitésre mélté szdmelméleti ered-
ményeket. Az elsé szdmelméleti feladatokkal foglalkozé dolgozatokat KONIG
GYULA, RADOS GUSZTAV, BAUER MIHALY ko6zoltek. VALYI GYULA nagy ér-
deme, hogy a miilt szdzadban a Magyarorszdgon elhanyagolt matematikai disz-
ciplindnak, a szimelméletnek lelkes hiveket toborzott.

Ha szdmba vesszilk BOLYAI JANOSnak fentebbi eredményeit, akkor a ma-
gyarorszdgi szimelméleti kutatdsok kezdetét mintegy fél évszdzaddal elSbbre
kell helyezniink. Ezek val6jdban a két BOLYAI tevékenységével kezdGdtek meg
Magyarorszdgon. A kéziratok tanisdga szerint BOLYAI FARKASt is érdekelték
a szimelméleti kérdések. Nemcsak biztatta fidt kiillonbdz6 szimelméleti felada-
tok megolddsdra, de & is probdlkozott ezekkel (4.7.§), ha nem is olyan sikere-
sen, mint Jdnos. A két BOLYAI szdmelméleti kutatdsai azonban eddig nem véltak
kozkinccsé. Még a jébardthoz, GAUSShoz sem jutottak el. Kettejiikon kiviil senki
mds nem tudott ezekrll, immdr 140 éve. A Teleki Téka polcain hevertek nap-
jainkig. Feltdrva azokat elmondhatjuk, hogy az elsé magyar matematikus, aki a
szimelmélet terén jelentSs eredményeket ért el: BOLYAI JANOS.

Valahdnyszor BOLYAI JANOS életére emlékeziink vagy munkdssdgdr6l sz6-
lunk, mindegyre felmeriil apja, BOLYAI FARKAS neve is. frisunk eddigi részé-
ben is dllandéan tapasztaltuk, hogy ez a két név szorosan dsszefonédik. Valé-
ban lehet-¢ BOLYAI FARKASra emiékezni anélkill, hogy Jdnosra, a fidra ne gon-
dolndnk, és irhatunk-e Jdnosrél Ggy. hogy kizben az apdrél megfeledkeziink?
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Vérségi koteléken tdl a nehéz tudéssors is egymdshoz ldncolta Gket, meg a két
évezredes probléma, amelynek megolddsdn firadoztak. ,.Ezt a két embert — frja
NEMETH LASZLO - nemcsak példdtlan heves apa-fit viszony s az azonos és egy-
midsra utalé foglalkozds kapcsolta dssze, hanem egy és ugyanaz a probléma, az
emberi agyban felmeriiltek kozt tdn a legmegdtbbentSbb, megolddsdban a leg-
csoddlatosabb™. Id6vel taldn szertefoszlanak a kettejilk viszonydt mindenképpen
bedrmyékolni szdndékozOk tdrekvésel. Mert sajnos életiik jelentéktelen esemé-
nyeib8l az utékor j6 néhdny kutat6ja drimai szinezetd t6két kovécsolt. Szeren-
csére van, aki jOl ismerve egész tevékenységiiket, megérti kapcsolatukat s mély-
rehat6an tudja elemezni azt. Val6séggal feltiditenek VEKERDI LASZLO szavai: ,.A
két BOLYAI — apa és fid — nem holmi provincidlis nyomorba siillyedt s kinjukban
egymdst tépd szerencsétlenek; alakjuk és sorsuk — gydnyorli levelekkel doku-
mentdlt harménidjdban — az eurépai gondolkozds f6dramdba tartozik, szervesen
és kitéphetetleniil. Kihagydsuk az eurépai szellem egész t6rténetét kdrositja és

hamisitja meg, ... " [123, 301 old.].
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A primtan

5.1. A Bolyai-kutatas egyik fehér foltja

A XIX. szdzad elsG felében a komplex szdmok elméletének tisztdzdsa a tudo-
méiny egyik kézponti kérdése volt, amelynek megvalésitdsdhoz a legnagyobb
hatdssal GAUSS munkdi jdrultak hozzd. A paraleldk mellett taldn éppen a kép-
zetes mennyiségek koriili titokzatossdg volt az a probléma, amely mind a két
BOLYAIt a legtobbet foglalkoztatta. Levelezésiikben gyakran folmeriilt a komp-
lex szdmok témdja. Janosnak és Farkasnak is megvolt a maga elmélete, amely
sok tekintetben hasonlitott egymdshoz, és amelyrSl idGnként még szakmai vitdik
is tdmadtak. ,.... némely rdrgyban ezelbit mindketten szerfolon sokképpen lévén
elfoglalva, elég értekezhetés {megbeszélés) hidnya miart nem egészen egyeztiink
meg, érdemlettiil, rendkiviil és éppen kiildnéson nagyon tisztelt Atydm . ..” - irja
BOLYAI JANOS (646/1).

Alig néhdny évvel BOLYAI JANOS haldla utdn a Bolyaiak tigyének fdradha-
tatlan elSharcosa, SCHMIDT FERENC temesviéri, majd budapesti épitész elGszor
ismerteti vilignyelven a két Bolyai életrajzi adatait [100]. E cikk 228. oldaldn
SCHMIDT megemliti, hogy BOLYAI JANOS foglalkozott a komplex szdmok el-
méletével. 1899-ben pedig PAUL STACKEL BOLYAI JANOS hdtrahagyott irdsaibdl
kézzéteszi a Responsiot [104] és mds olyan jegyzeteket, amelyekben BOLYAI a
képzetes szdmokrdl ir, majd [106] kdnyvének II. kotetében is részletesen szél
ezekr6l a munkdkrél [106:2, 239-249]). SCHMIDT FERENC és f6képpen PAUL
STACKEL irdsainak kOszbnhetSen tehdt mdr régdta tudunk BOLYAI JANOSnak a
komplex szdmok korében végzett mélyrehaté vizsgdlatairdl.
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Azonban sem STACKEL, de az eddig megjelent egyetlen méds Bolyai-
monogréifia szerz6je sem emliti, hogy BOLYAI JANOSt a komplex szdmok preciz
értelmezése, szerkeszthetGsége és geometriai rendszerében feltirulé szerepiikon
kiviil, azok aritmetikdja is érdekelte. Pedig kéziratainak szE€tszor lapjai azt is el-
druljdk, hogy ez a komplex szamokkal kapcsolatban felmeriild érdekes probléma
is igen élénken foglalkoztatta 6t. Szinte hihetetlen, hogy BOLYAInak a komp-
lex szdmok oszthatésdgihoz fliz6d6 eredményei eddig nem vdltak ismertté. A
kévetkezOkben a Bolyai-kutatdsnak ezt a fehér foltjat szeretnénk eltiintetni.

5.2. Gauss és a komplex egészek

A Z[i):={a+bi|a. b € Z} halmazt, vagyis az olyan a + bi alakd komplex szdmok
halmazdt, ahol a és b egész szimok, a komplex egészek vagy Gauss-egészek
halmazdnak nevezziik. Ez a halmaz, a modern algebra terminolégidjit haszndl-
va, a komplex szdmok Osszeaddsdra és szorzdsdra nézve egy euklidészi gyQrit
alkot. Ebben a gy(r{iben kiépithetd a raciondlis szdmelmélet analogonja, vagyis
a Gauss-egészek Z[i) gylrdjében is beszélhetink az oszthatésdg, a maradékos
osztds, a legnagyobb kozds oszté, a primekrSl és mds fogalmakrdl, éppen gy,
mint a raciondlis egészek Z gydriijében [56, 97, 98, 102, 120].

A komplex egészek oszthatésdgdnak elméletét GAUSS alapozta meg és
fejlesztette ki. Tiszteletére nevezziik a komplex egészeket gyakran Gauss-
egészeknek. O kozolte el6szor a komplex egész, komplex prim stb. fogalma-
kat. A Gauss-egészek korében is igazolta a szdmelmélet alaptételének megfelels-
jét, és olyan kongruencidkat tdrgyalt, amelyekben komplex szimok szerepelnek.
Munkdjdval a Disquisitiones arithmeticae-ben foglaltakat Kiterjesztette a komp-
lex egészekre is. Uj primszdm-elmélet keletkezett, amelyben példdul a 3 mint
komplex szdm is primszdm, de ha az 5-6t komplex egésznek tekintjiik, akkor az
mdr nem primszdm, ui. példdul S=(1+2i) 1 —2i). Ez az dj komplex szdmel-
mélet az aritmetika sok homdlyos pontjdt tisztdzta, Ggyhogy példiul a négyzetes
reciprocitds tétele egyszerlbb lett, mint egész szimok esetén [107].

GAUSS kutatdsairél a Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio se-
cunda cimmel tartott két elSaddsban szdmolt be Gottingenben a Kirdlyi Tudés
Térsasdg (ilésén 1831. dprilis 15-én és 23-4n. ElGaddsainak tartalmit a [49] és
[48] dolgozatokban publikdlta. Mindkét elGadéds 1825-ben és 1828-ban a négyze-
tes maradékokrél mir megjelent dolgozatainak folytatdsa volt. A komplex egé-
szek elméletének részletes kifejtését az elsS (dpr.15-i) elGaddst ismertetd [49] dol-
gozatban taldljuk meg, mig a mdsodik (dpr. 23-i) elbadds sz6vege [48] rovidebb,
s ebben GAUSS — amellett, hogy a 632-638 oldalakon sajit szavaival ,kifejti a
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képzetes mennyiségekre vonatkozd nézeteit” [101, 108-113 old.] - csupdn em-
Iékeztet néhdny, a komplex egészekkel kapcsolatos fogalomra. Ez természetes,
hisz egy héttel kordbban ezekr6l mér részletesen szélt. Most csak megismét-
li a komplex egész, a komplex prim, az Osszetett komplex egész értelmezését.
Megemliti, hogy a komplex egészek korében is megtaldljuk egy a+bi (a,beZ)
komplex szdmra mint modulusra vonatkozé teljes maradékrendszer, az dn. legki-
sebb és legkisebb abszoldt maradékok rendszere fogalmédnak Z-beli analogonjait
[97]. Kijelenti, hogy az a +bi modulusra vonatkoz6 teljes maradékrendszer a® +
+b? elembd) 4ll, s végiil minden szdmitdst mellSzve megjegyzi, hogy példiul az
| +2i modulusra vonatkozé legkisebb abszolit teljes maradékrendszer az |1, i,
—1, —i szdmokbdl 4ll.

Elgondolkoztaté, hogy a misodik [48] elfadds 1831-ben, mig az elsG [49]
csak egy év mdlva, 1832-ben jelent meg nyomtatdsban. Mindenesetre jegyezziik
meg ezeket az adatokat, mert aldbbi fejtegetéseink sordn tébbszor széba keriilnek.

Mindkét elSadds szovege természetesen megtaldlhaté a GAUSS Osszes miiveit
tartalmazé kotetekben [50], az els6 elfadds szbvegét még az [S1]-ben is fellel-
hetjiik. A kivetkezokben inkdbb ezekre a munkdkra hivatkozunk, mert a [48] és
[49] nchezebben hozziférhetGek.

5.3. A komplex egészek aritmetikdja
Bolyai kézirataiban

A komplex egészek aritmetikdjdt GAUSStOl fiiggetleniil és koriilbeliil vele egy-
idGben BOLYAI JANOS is kidolgozta. Lehet, hogy ez a kijelentés tdl merésznek
tdnik, de bizunk abban, hogy a kévetkez8kben kell§ érveléssel sikertiil azt aldta-
masztani, s igy a kételkeds olvasét is meggy&zni.

Bir prébdlkozisairél BOLYAI nem készitett Osszefiiggé dolgozatot, mint
GAUSS, de kéziratainak kiillénbdz6 oldalairdl 6sszegydjtve a targgyal kapcsolatos
foljegyzéseit, megdllapithatjuk, hogy a komplex egészek oszthatésdginak min-
den alapvet§ problémdjdval foglalkozott 6 is. Rendszerezve ezeket az (rasokat
vildgosan kirajzol6dnak egy egységes elmélet kbrvonalai.

Elméletét BOLYAI JANOS ,primtan”-nak, ritkdbban ,imagindrius szdm-
elméler’- nek (1134/1) nevezi.

Mindenekel6tt azt szeretnénk tisztdzni, vajon mikor kezdte meg BOLYAI JA-
NOS a komplex szdmokat vizsgdlni. Ha megkérdezziik magdt a zsenidlis matema-

tikust, az 6 vdlasza erre a kérdésre egészen egyérielm(. Apjdnak irt egyik levelé-
ben (740/1) mintha tudatosan erre a kérdésre vdlaszolna: ,,... az imagindriusok
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tandt a maga helyén kerestem és meg is kaptam szerencsésen még 1831-ben.”
Vagy ,,Az imagindrius mennyiségek tandt — irja — kis hijdn negyed évszdzaddal
ezelott, amikor az én igen fontos Tér Tudomdnyommal foglalkoztam, mdr kigon-
doltam™ (587/1). Meggy6z6ek a kdvetkezl sorok is, amelyeket 1850 utdn iktatott
a Responsio 9. paragrafusdba: ,.[gaz, hogy én éppen ezekben a vizsgdlatokban,
mikor e tirggyal majdnem egy negyed szdzaddal ezelbtt foglalkoztam redjutot-
tam a képzeteseknek igaz elméletére és ezt bovitettem, meg probdra tettem” [ 106,
2:246).

Vallomdsai alapjdn tehdt dllfthatjuk, hogy BOLYAI JANOS sajét elméletét mdr
az 1830-az évek elején, s6t még azelbtt is, az Appendix megjelenése elbtti évek-

ben (ldsd ..... amikor az én igen fontos Tér Tudomdnyommal foglalkoztam™)
tisztdn l4tta. Ismételten ezt igazolja az

(ac+bd+bc-ad

cc+dd cc+dd

)[r+d}-a+b

egyenlség (ahol megjegyzése szerint + 1 = v/=1), amelyet egy, az 1825-6s esz-
tendGre kinyomtatott djévi jokivansagokal lartulmazé papirlapon pillanthatunk
meg latin szOvegbe dgyazva (1546/1). S hogy BOLYAI ebben az idGben az ima-
gindriusok tandn nemcsak a komplex szdmok dltaldnos elméletét érti, hanem
ugyanakkor a komplex egészek oszthatésdgdra is gondol, azt a kdvetkez§, mon-
danivalénk szempontjdbél kiilondsen fontos, németiil irt f6ljegyzése is eldrul-
ja: ..Kezdettdl fogva éreztem annak sziikségét, hogy az imagindrius szdmokat a
szdmelméletbe is fel kell venni, vagyis ezekre is ki kell terjeszteni, s az 6hajtott
siker érdekében mdr régota némely fontos vizsgdlatot alkalmaztam. Nagy Gréom-
mel, meglepve olvastam a Gottingeni tudomdnyos értesitében ugyanezt a nézetet.
Eszrevettem, hogy GAUSS sem tudott megszabadulni ettdl, és hogy 6 ebben a te-
kintetben mdr nagyon nagy haladdst tett. Mindazoniltal az & nézete a komplex
szdmok alapfogalmdrdl amit 6 olyan magasra tart (amint levelében édesapim-
nak is megirta: < ... >, akdr az emlitett Gout. értesitébél is kiviliglik) még
mindig nem vildgos, egyszerd és dltaldban nem eléggé dthatd, kimerité. .. En
ezzel a tdrggyal is mdr korilbelil negyed évszizada teljesen tisztdban vagyok.
A maga részér6l a Tentamen is szilkségesnek ismerte el tekintetben venni az
imagindrius. . ." (982/8").

BOLYAI JANOS idézett jegyzete az 1850-es évekbdl valé. Egy olyan nyomtat-
viiny hdtlapjdra frta, amelynek elsS oldaldrél az 185. .. év olvashat6 le. Foljegy-
zésében GAUSS [48] cikkére utal, a zdréjelben elSfordulé hdrom pont - « ...
» - pedig GAusSnak BOLYAI FARKAShoz 1832. mdrcius 6-dn irt levelét [101,
108-113 old.] idézi.
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GAUSS [48] dolgozatdhoz Jénos csak 1833 utdn juthatott hozzd. Ugyanis ez
I833-ban még nem volt Marosvisdrhelyen, mert a Tentamen mésodik kotetének
elészavdban (1833-ban jelent meg) még ezt frja BOLYAI FARKAS: ,addig kell
tanitvdnyaimnak eladnom {a komplex szdmokat}, mig amaz meg nem jelen”
[106, 1:33]). Majd 1835. dprilis 20-4n koszbni meg GAUSSnak ,,az imagindriu-
sokrél sz6l6 értesitést” {nem ,hirdetést” (20, 186 old.]!} hozzdtéve, hogy ..Az
imagindriusok késOn jottek, az én régi elgondoldsom rég ki volt nyomva ...".
Madsrészt tudjuk azt is, hogy BOLYAI JANOS csak 1833 nyarin érkezett haza vég-
leg Marosvdsdrhelyre.

Idézziik a Tentamen elGszavdb6l még a kivetkez§ részt is: ,Middn pedig a
tiszta képzeteseknek csakis sajdt meggy6z6désem szerint értelmet tulajdonitani
prébdltam, ..., még nem ismerkediem a gottingai nagy férfiinak (a Gottinger
gelehrte Anzeigenben) mdr régebben kiadott képzetes mennyiségek alapvonala-
ival és egy idOGben ezeknek tdrgyaldsdra vonatkozé panaszdval.” [10]. GAuUsS
val6ban panaszkodik [48, 632 old.], hogy még sokan nem bardtkoztak meg az
imagindrius mennyiségek természetével és egyes matematikusoknak ezekr6l ha-
mis elképzeléseik vannak.

Mir az eddig idézett sorokbdl is kiolvashatjuk, hogy BOLYAIJANOS 6ndlléan,
GAusstél fliggetleniil és a Gott. gel. Anzeigen olvasésa elStt kidolgozta elméle-
tét a komplex szdmokrél. De t6bb mds foljegyzésében is félreérthetetleniil utal
erre. Egy apjdnak irt igen bizakodé hangi levelében (800/1") beszél a készii-
I6 primtanrél. Nyiltan kimondja elméletének céljit: ,.... a késziilé primiannak -
irja — bdrmely, tehit a Disquisitiones arithmeticaenek is birmely theorémijit pro-
certo {bizonyosan} megmutathaini, problémdjdt resolvdlhatni és igy erre nézve,
az egész Disquisitiones arithmeticae-t zsebre tehemi . ..". Ugyanebben a levél-
ben olvashatjuk: ,A primek kirekesztd formuldjdnak is mdr nincs kételyem, hogy
még pedig rovid idon, sikeriilnie kell, még pedig bdrmi idomiiak legyenek”. Nyil-
vinval6 utalds arra, hogy nemcsak a raciondlis egész primek, hanem a komplex
primek képletének megtaldlisdban is reménykedik ekkor. Ismét a Disquisitiones
arithmeticae-re célozva jegyzi meg: ,.,Az imagindriusokat is belefoglalva, mir6l
mdr GAUSS megint még csak nem is szol ,,. KésGbbi frdsaib6l még két helyrdl
idéziink. A 800/3 lap egyik oldaljegyzetében kijelenti: ..... a primek ditalam
régota az imagindriusokra is kiterjesztett elemi tulajdonsdgaibdl . ..", 1853-ban
[106, 1:256) pedig ezt irja: ,,A szerzé ... mint a képzetes és valés mennyiségek
egész elméletének fOpontjaihoz mdr sok évvel ezelbut, mds alkalommal eljutott,

Fentebb mdr ramutattunk arra, hogy GAUSS két dolgozatban, a [48) és [49]-
ben kdzblte elméletét 1831-ben és 1832-ben. A rendelkezésiinkre 4116 adatok,
mint példdul GAUSS-BOLYAI FARKAS levelezése [101], BOLYAI JANOS kéziratos
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hagyatéka, a konyvtdrainkban fellelhetS milt szdzadi folyéiratok tanulmdnyozésa
nyomin éllithatjuk, hogy BOLYAI csak GAUSS médsodik elfaddsdnak tartalmaét is-
merte, azt, amelyik 1831-ben ldtott napvildgot a Gottingische gelehrte Anzeigen-
ben. Erre az frdsra maga GAUSS hivta fel BOLYAI FARKAS figyelmét a nevezetes
(... ha fiadat dicsérem, akkor magamat dicsérem . ..) 1832. mdrcius 6-4n ,régi
felejthetetlen bardtjdhoz” intézett levelében: ... egyik kis dolgozatomban ...
taldlhatod néhdny oldalon kifejtve a képzetes mennyiségekre vonatkozé nézete-
imnek lényegét is ... nem nehéz megszerezni ... " [101, 102 old.]. A folyéirat
valamikor 1833 és 1835 (mdr idéztiik: ,,az imagindriusok késén jéttek™ - frja
Farkas 1835. dprilis 20-dn) k6zou eljutott Marosvésérhelyre (ma is megtekint-
hetd a Teleki Tékdban), de nincs meg a Commentationes soc. reg. sc. Gotting.
recentiores 1832-es szdma (A Teleki Tékdban az 1811-es évfolyammal szakad
meg a sorozat, a kolozsvéri kényvtdrakban egyetlen példdnya sem taldlhat6). Igy
aztdn GAUSSnak éppen az a dolgozata hidnyzott és hidnyzik ma is Marosvisdrhe-
lyen, amely elsd elGaddsat ismerteti s amely a komplex egészek oszthat6sdgdval
kapcsolatos legfontosabb problémadkat tartalmazza ([49], ill. [S0]).

Ezért nem ismerhette BOLYAI JANOS teljes egészében a gaussi elméletet. Le-
het ez az egyik oka annak is, hogy nem tartja kielégitbnek GAUSS munkdjét, 16bb
birdlé megjegyzést fliz hozzd a fenti idézetben és a Responsidban is ,,nem sértve
e kitdnd férfit megilletd tiszteletef'. Elég kiilonts s nehezen megmagyardzhat6,
hogy GAUSS miért csak a [48] irdsdrdl értesiti BOLYAI FARKASt, amelyben a 632-
638 oldalakon kifejtett nézeteinek ,.lényegén” a komplex szdmok dbrdzoldsaval
kapcsolatos problémadkat érti, de a komplex aritmetika elméletének részletes ki-
fejiésérbl, vagyis a [49] dolgozatban foglaltakrél a késGbbiek sordn még csak
emlitést sem tesz soha.

Nem tudjuk GAUSS hallgatdsdnak okit, pedig BOLYAI FARKAS t6bbszor siir-
gette, hogy kiildje el neki a képzetes mennyiségekrOl késziilt részletes munkdjdt.
Mivel kérését GAUSS nem teljesitette, 1848, jan. 18-dn mir igy panaszkodik:
w~Hosszan virtam imagindrius-teoridd Kifejtésére, és mdr felhagytam minden re-
ménnyel. Csak néhdny héttel ezelbtt olvastam egy kis magyarhoni munkdban,
hogy megjelent MULLER Archiv der Mathematikja 1. ktetének 4. fiizetében, de
semmi egyéb nem dll réla. Addig soha nem hallottam MULLER Archivjdrél (pe-
nitus toto divisi orbe vagyunk), tegnapel6tt frtam Kolozsvdrra, hdtha valakit6l
megkaphatndm™ [101, 129 old.], (3.1.§).

GAUSS mdr dprilisban ir BOLYAI FARKASnak és gondosan vdlaszol az el6z6
levélben feltett kérdéseire. Csak a komplex szdmokrél nem ir egy sz6t sem.

Mindezek alapjdn elhihetjilk, hogy BOLYAI JANOSnak még 1848-ban, s amint
a fent idézett, az 1850-es évekbdl valé sorok is (982/8") tanisitjdk, azutdn sem
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lehetett tudomdsa GAUSS munkdjdnak fontosabbik részérSl. Killdnben kéziratos
hagyatékanak egyetien lapjdn sem fedezhetjiik fel annak nyomdt, hogy & olvas-
ta volna a Commentationes folydirat valamelyik szdmdt. Pedig irdsaiban vala-
hdanyszor egy mdr ismert tételt vagy més ismert eredményt felhasznilt, azoknak
forrdsdt mindig feltiintette. Jegyzeteiben sokszor hivatkozik, az oldalszdmokat,
paragrafusokat is megjeldlve EULER, LAGRANGE, VEGA, GAUSS, BOLYAI FAR-
KAS és mdsok mdveire. ,,... amit olyast mdr mdsutt ldttam — irja egy az 1850-as
évek kozepérdl szirmazé foljegyzésén — vagy mdshonnan tudok ide folvéve, bei-
gazitva, mindig meg lesz emlitve: de minek témege nem sokra menyen, alig teszi
ki az egésznek ..." (587/1).

Kovetkezésképpen eredetinek kell minGsiteniink az dltala megalkotott prim-
tant. Természetesen az irdsbeli kozlés elsGbbsége GAUSSt illeti, ugyanakkor a
felfedezés 6ndll6sdga BOLYAI JANOSIOI sem vitathaté el. Annak az olvasénak pe-
dig, aki még mindig fenntartdssal fogadja az eddigi érveket, dgy érezziik, eléggé
meggy6z06 lesz BOLYAI és GAUSS munkdinak dsszehasonlitdsa.

A tdrgyilagossdg kedvéért azonban meg kell mondanunk, hogy BOLYAI elmé-
lete nem olyan Kimeritd, részletes, mint a GAUSS dolgozatdban foglaltak. Jegyze-
teiben nem taldljuk meg t6bb olyan fogalom értelmezését, amelyet viszont GAUSS
megad, és a matematikusok azéta is haszndlnak. Igy példdul nem definidlja az
~asszocidlt elem”, egy komplex szdm , konjugéltjdnak” és ,,normédjdnak” a fogal-
midt. Szdmitdsaib6l azonban vildgosan kiolvashatjuk egy komplex egész normdja
multiplikativ tulajdonsdgdnak a bebizonyitdsdt (1190/19) és alkalmazdsait, vala-
mint azt a tételt, amely szerint ha az & komplex egész osztja a § komplex egészet,
akkor az a normdja is osztja f normdjit (800/2). Ugyanakkor megfigyelhetjiik
azt is, hogy bizonyitdsai kiillonbtznek a GAUSS dltal alkalmazott eljdrdsoktol.

5.4. Bolyai komplex szamokkal kapcsolatos elmélete

MielStt rétériink a BOLYAI JANOS dltal elért eredmények ismertetésére, meg kell
emliteniink a komplex szdmokrél irt dolgozatdt, a Responsiét. Ebben az érte-
kezésben BOLYAI a komplex szdmok aritmetikdjdval nem foglalkozik, bdr az
elmondottak szerint a Responsio megirdsa idején ennek is birtokdban volt. A
lipcsei Jablonowski Tdrsasig pdlydzati kiirdsdban arra virt feleletet, vajon a
geometridban el6fordulé komplex mennyiségek szerkeszthetGek-¢? BOLYAI te-
hdt nem tarthatta sziikségesnek, hogy dolgozatiban primtandrél is beszdmoljon.

Erdemes felfigyelniink BOLYAI FARKAS egyik 1844 koriil irt levelére, amely-
ben kiaddsi terveirSl tdjékoztatja Jinost és kdzremiikodésre szélitja fel: ,,... hdt-
ha Magad koltségén, az enyimnek végére az imagindriumok theoridjat ... oda
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tennéd?" [17, 394 old.). EbbSl a mondatbél nem deriil ki, hogy Farkas a Res-
ponsidra gondolt-e — amelyet Jdnos id6k&zben visszakért LipcsébSl és 1842-ben
visszakapott — vagy a primtanra. Tény, hogy BOLYAI 1844-ben komolyan fon-
tolgatta, hogy . haladék nélkil” kiadjon egy . kis terjedelmii munkds”. Tervét Do-
mdldré) irta meg apjdnak (7.2.§). Itt olvashatjuk azt is, hogy a komplexekrdl ,.16-
kélyes és teljes tanomat is nemsokdra szindékozom kézre-bocsdtani™ (445/4").
Farkas valészin(ileg ezutdn kindlja fel fidnak a kdzrem{kodést. Nem ismerjiik
Jénos vilaszdt, de ha megfogadja apja tanicsét, az Appendix mellett még életé-
ben megjelenhetett volna nyomtatdsban mésodik munkdja is. Igaz, ez is csupdn
egy .fliggelék™ lett volna. Hogy BOLYAI val6ban tervezte egy munka kiada-
sit a komplex mennyiségekrdl, azt mds alkalommal is megerGsiti: ,.... az ed-
digelé célszeriitlen, illetlen, siiletlen, helytelen, idditlenil iigy nevezett «képzelt
nyik>»> {képzetes mennyiség)-rdli tokélyes tanomat is egyébardnt egyebiitt kdzre-
bocsdrani szdndoklé ..." (399/3"). Nem kedvelte a  képzelr” kifejezés hasz-
ndlatit sem LOBACSEVSZKU geometridjdnak, sem a komplex szimok megne-
vezésénél. Miutdn megdllapitja, hogy az ,.Euklid-ellenes dirtan (nemeuklidészi
geometria) LOBACSEVSZKUnél képzelt iirtan” hozzdteszi: . ni utobbi never azon-
ban iigy nem helyeselhetem, szerethetem, kedvelhetem, ..., fogadhatom el, mini
a + nyiknek képzeli-nyik nevér” (1188/1V) — s ezt azzal indokolja meg, hogy a
++1 és o1 becseinek ... éppen iigy lényt lehet és kell megfeleltemni”, mint a
pozitiv és negativ mennyiségeknek (445/4").

KésGbb — 1846-ban — Jdnos azt tandcsolja apjdnak, hogy a komplex szdmok
terén végzett kutatdsair6l kérjék ki .mds elismert derék beldtisu s itéletd s jo
fzlésd tandszok itéletét (példdul egy GAUSSEL)". (739/1). De aztén végiil is nem
fordultak GAUSShoz. Mit is vélaszolhatott volna akkor GAUSS? Bizonydra sem
Farkasnak, sem Jdnosnak nem lett volna 6réme benne.

Most pedig vizsgdljuk meg BOLYAI JANOSnak a komplex egészek korében
végzett munkdjdt.

1. BOLYAI JANOS kutatdsaiban a primszdmok — akdr a raciondlis egész, akdr
a komplex primek — végig kzponti helyet foglaltak el. frasainak szémos lapjén
felbukkannak a primszdmokra vonatkozé jegyzetei. Néha csupdn egy-egy rovid
megjegyzést vet papirra, mdskor hosszabban értekezik réluk. A téma nem hagyja
nyugton, mindig vissza-visszatér rd.

A primszdmok megnevezésében is megnyilvénul BOLYAI JANOSnak a pon-
tossdgra, szabatossdgra valé tdrekvése. Mivel vizsgdldddsai sordn ezek killonbo-
z6 tipusaival taldlkozott, érzi, hogy nem elég, ha mindegyiket egyszerfien csak
primnek nevezi. Arra térekedett, hogy elnevezésiikkel is vildgosan megkiilonbdz-
tesse egymdést6l a primszdmokat aszerint, hogy azok a raciondlis egészek, vagy
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a komplex egészek gylirGjében, vagy egy idSben mind a két gylrliben is primek.
Itt is szokdsa szerint 0j, egyéni elnevezéseket alkot, néha ugyanarra a fogalomra
tébbet 1s.

A raciondlis egész primeket, azaz a £2, %3, %5, %7, ...szdmokat legtébb-
szor foszdmoknak nevezi, de el6fordulnak még az e/Gszimok, a szdkebb értelem-
ben vett primszdmok és edi-szdmok elnevezések is (németiil Haupt Zahl-nak, de
a 4m+ | alakd primeket megkilonbdztetésiil a 16bbiektSl Haupt-Primzahl-nak
mondja). Azokat a szdmokat, amelyek a komplex egészek gy(rlijében primek,
mint példdul az 1 +i, 1 +2i, 2=3i, 6 =i, ...szdmok tokélyes primeknek, azokat
pedig, amelyek mind a raciondlis egészek, mind a komplex egészek gylr(ijében
is primek, mint példdul a 3, 7, 11, ... (a 4m+3 alakd primszimok) szdmok,
abszolit primeknek nevezi.

Megemlitjilk még, hogy azokat az a + bi komplex szémokat, ahol sem a, sem
b nem nulla egész szdmok, elegyes vagy sokszor vegyes szdmoknak, ha pedig a
vagy b nulla, akkor tiszta szimoknak nevezi.

BOLYAI JANOS kéziratainak killonbdz8 lapjairél kiolvashatjuk, hogy a komp-
lex egészek gy(rdjében vildgosan felismerte a primeket. Akdrcsak GAUSS [51,
543 old.], 6 is megdllapitja, hogy a komplex primek:

a)az 1 +i, 1 =i, =1 +i, =1 —i szdmok (1265/40),
b) a 4m + 3 alakd raciondlis primszdmok (1446/10"),
c) a 4m + 1 alakd raciondlis primszdmok komplex tényezGi (1466/10 és 10%).

Bir BOLYAI nem hangsilyozza kiilén, de egy komplex prim asszocidltjait
is mindig tudatosan primeknek tekinti. Nem értelmezi, mint GAUSS, egy elem
asszocidlt eleménck a fogalmdt, viszont kijelenti (1265/40 és 495/2"), hogy ha
z € Z[i] prim, akkor nyolc oszt6ja van: X1, xi, Xz, =iz.

Vizsgdljuk meg rendre, hogy mit mond ezekrSl a szimokr6l BOLYAI JANOS?

a) Azt, hogy az 1 +i, | —i, =1 +i, =1 —i szimok .t0kélyes primek” az
1265/40 oldalon egyszer(ien csak felsorolja BOLYAL a 621/1 oldalon pedig meg-
jegyzi, hogy 2=(1+i)(1=i), de 1+i#()-(). amivel félreérthetetlenil jelzi,
hogy | +i nem irhat6 fel két komplex egész szorzataként. Allftdsét nem indokol-

ja. Valésziniileg ezt az egyébként nyilvdnvalé tényt nem tartotta szilkségesnek
még kiilon bizonyitani is.

b) A 4m +3 alakd raciondlis primszdmokr6l BOLYAI JANOS t6bb médon is
bebizonyitja, hogy ..abszoldt primek” (vagyis mint komplex szidmok is primek).

{gy példdul egyik bizonyitdsa: ,.Ha a p primszém 4m +3 alakd, akkor p=1*+
+u® nem lehetséges, mert ha t és u egyszerre pdros vagy pdratlan, akkor négyze-
teik Gsszege pdros lenne, ami nem primszdm, ha pedig t és u koziil egyik pdros, a
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mdsik pdratlan szdm, akkor ezek négyzeteinek dsszege 4m + | alakd szdm lenne.
Tehdt p abszoldt prim” (1190/9).

Pontosan ezt a gondolatmenetet olvashatjuk mai tankdnyveinkben is [103,
313 old.].

Egy miésik bizonyitds: ,,Egy 4m +3 alakd valds primszdm soha sem osztha-
t6 egy p+qi alakd szd’mma! Ha mdsképp volna, akkor annak p — qi-vel, azaz
ezek szorzatdval vagyis p +q -mf is nszrhardnak kellene lennie ami csak ak-
kor !ehcm.‘gcs ha maga 4m +3 = p +q lenne. Ez viszont lehetetlen, mert csak
dm+1=p*+q*". (1129/1°).

c) Azt. hogy a 4m + | alaki raciondlis primek két konjugdlt Gauss-prim szor-
zatdra bomlanak, BOLYAI JANOS egy kis céduldn (1446/10) a kovetkez8képpen
fogalmazza meg: ,.a+bi idomi |alakd) tokélyes gyok primszdmok persze van-
nak: milyek a(4m + 1) pdmczlmok faktorai llénzczﬁi]“. Aztdn megmutatja, hogy
ha p=(a+ib)(c+id), akkor p=a 242 =c?+d?, ahonnan a+ib=c —id kdvet-
kezik (1436/2), vagyis ha a szlikebb értelemben vett p primszdm két komplex
egész szorzata, akkor azok egymdsnak konjugdltjai kell legyenek. Ezutén bebi-
zonyftja, hogy ha p=(m +ni)(m —ni), akkor m +ni prim. Tételezziik fel, hogy
az m +ni komplex egésznek van egy =1, =i-t6l kiilnbd28 r + si komplex egész
osztéja. Akkor, mivel

m+ni
r+si

2. nd
_ me+n 4
. . . u e e
komplex egész, kovetkezik, hogy e rles?
2

r*+52#1, ezért r* +5* = p, ami azt jelenti, hogy

is egész. Mivel it

m+ni m=—inl

: T
= — Bi)= =],
r+si r—si (a4 pl)a=pi)=a”+p

vagyis T::: ==+1 vagy =i, ahonnan m ==xr, n==xs vagy m==%s, n==r ko-

vetkezik, azaz i +ni prim (1431/1%). Tulajdonképpen BOLYALI itt azt mutatja
ki, hogy az m +ni Im :PIen egésznek az asszocidltjain kiviil més osztéja nincs,
amennyiben p= =m*+n

A 4m + | alakd rnmonﬁlm pﬂmtknek ezt a tulajdonsdgdt BOLYAI kapcsolatba
hozza FERMAT két négyzetszdm tételével is. Ezt irja: ,,Minden 4m + | alakd p
primszdm két imagindrius primszdm szorzata, mivel minden ilyen szdm két egész
szdm négyzetének dsszege” (1389/21, 1333/1Y).

Ugyanezzel a kérdéssel még tobb, mds oldalon is taldlkozunk (1190/1,
123273, 3V, 1348/4Y, 594/2").
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2. BoLyAI JANOS foglalkozik a komplex egészek egyértelmd primfelbontd-
sdval. |

Nem értelmezi ugyan a komplex szém normdjdnak a fogalmdt - amit
GAUsSndl a BOLYAI dltal nem ismert dolgozatban megtaldlunk —, de azén anél-
kiil, hogy megnevezné, mindig alkalmazza, amikor sziiksége van rd. A bizonyi-
tdsai ezdltal néha nehézkesebbé, hosszabbd vdlnak a kelleténél.

Az egyértelmi primfelbontdsrél sz616 tételt az 1407/3" és 1431/1 oldalakrél
olvashatjuk ki: ,,Minden a +bi alakd szdm (a tényezlk sorrendjétdl eltekintve)
egyértelmden felbonthaté véges szdmu primek szorzatdra”.

A bizonyitds érdekében elGszO6r megmutatja, hogy minden a +bi komplex
egész szdmot legalibb egy komplex primszdm oszt. Tételezzilk fel, hogy az
a + bi-nek osztéja a tSle killénb6zb c +di szém, vagyis

a+bi
c+di

a-—bi ) a*+b*
——di is egész, ahonnan kovetkezik, hogy T3 18

komplex egész. Akkor

egész.
Nyilvdn nem lehet ¢® +d? > a® +b%, sem ¢ +d* =a* + b*. Ennélfogva

2 +d? <a® +h2.

Ha most c+di egy primszdm, akkor dllftdsunk igaz. Ha nem, akkor éppen
dgy, mint el6bb, létezik egy e+ fi komplex egész, amely osztéja ¢ +di-nek, és

e+ f2<c?+d*

Ezt az eljdrdst addig folytatjuk, amig egy p+¢qi primszimot kapunk. Termé-
szetesen megjegyzi, hogy az

A+’ > +d* >+ 1>

sorozat véges (1431/1"), tovdbbd azt is, hogy ,az a+bi-nek clegy-osztdja
(komplex-osztéja) csak az a*+b* real (egész) c* +d* idomi osztdjdnak (ha
c. d #0) decompositiojdbol eredhet: mi az el6bbi szerint csak egyként eshetvén,
vildgos. hogy az imagindrokat admittdlva is birmely szdmnak csak véges szimi
mérdje {tényezbje) lehet ... tehdt ... bdrmely szimot a rendre nem tekintve csak
egyként ... ugyanazon primekre szaggathatni {tényezGkre bontani). Es a leg->
koz-osztéja bdrmely, tehdt elegyes szdmnak is megtaldltatik primekre szaggatds
dleal” (800/2, 1333/1").
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Itt arra is gondol BOLYAI hogy a komplex szdmok esetén a ,Jegnagyobb
ko6zos osztdja” helyett mds elnevezést kellene bevezetni, mivel ..a >, < nek az
elegyeseknél per se |persze} nem lévén értelme”.

3. BOLYAI JANOS t8bb alkalommal kijelenti és szdmelméleti tételeinek bizo-
nyitdsaindl alkalmazza a k6vetkez0 tételt: ha az a komplex egész osztja a (b+
+di)b - di) szorzatot, akkor a-nak van két olyan e és f tényez§je, hogy e osz-
16ja b+di-nek, [ pedig b —di-nek.

~Mir sziikséges és tudom is azon theorémdt az imagindrokra is Kiterjeszteni
— frja a 495/1" oldalon —, miszerint, ha egy a szdm két szdm faktumadt {szorzatét}
osztja, mint itt a (b+di)(b—di)-t, igy van a-nak oly két factora e, f, melyek
kéziil az egyik az el6bbi két factor egyikét, a mdsik a mdsikdt osztja”. Ugyanez
a mondat ismétlédik szinte szérél széra a 800/3 oldalon azzal a bevezetéssel,
hogy mindez ..... mdr a primtanbdl (minek okdt {bizonyitdsat} itt rovidségért el
kell hagynom) bizonyos ...".

Az 1332/1 oldalon ezt olvashatjuk: ,./smésképp {ismeretes) van olyan x redlis

)
=+

szdm, hogy : p

tehdr az imagindriusokra is (per se szigoni demonstrdciok mellent) kiterjesuett

i i
Ia : . : f_l egészek legye-
nek. Sem e, sem f tiszta nem lehet, mert ha egyik tiszta, tigy a mdsik is nyilvdn az,
de akkor a folsobbeni 1-t mindeniknek osztania kellvén, nyilvdn mindenik csak

cV (£1, £i) lehetne: mily két szdm egymértje (szorzata} pedig soha sem lehet
=p".
Sajnos a kéziratokban nem sikeriilt BOLYAInak ezekre a ,.szigord demonst-

ricidira” rdbukkanni, csupdn egy befejezetlen prébdlkozdsdra taldlunk a 800/3
oldalon.

4. A komplex egészek Z[i] gyQriijében a kongruencidk elméletét is kidol-
gozhatjuk. GAUSS ezt az elméletét az [51, 534-586 old.] dolgozatdban fejtette ki
részletesen, de néhdny fogalomrél — amelyekrSl irdsunk elsS felében mdr sz6l-
tunk — réviden a [48] dolgozatban is emlitést tesz. A komplex szimok kongru-
encidjdval BOLYAI JANOS is foglalkozott és ezen a téren is t6bb figyelemre mélté
megdllapitdst tett. Eredményeit 6ndlléan érte el, hisz a [48] munkédban csak né-
hény olyan fogalomrdl olvasott, amelyeket § mér elSbb kigondolt, s amint mdr
t5bbszér hangsilyoztuk, nem ismerte GAUSS [49] dolgozatdt. GAUSS munkdja
Osszefiiggl, t6bb paragrafusbdl felépitett irds, BOLYAI viszont elég rendszertele-
nill, killénb6zG papirlapokra jegyezte le gondolatait (,.bdr én itt semmit se jdrok

egész legyen {itt p=4m + 1 alaku}. De x* +1m(x +i)(x —i)

primtanbdl lennie kell oly méddal p=ef-nek, hogy
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correct conceptus (rendszerezl dsszefoglalds) utdn, nyakra fdre sietve” —vallja be
a 800/1" oldalon).

A kéziratos hagyaték 1190/18" és 1190/19 oldalain BOLYAI is meghatérozza,
akdrcsak GAUSS, de mds dton, azt az e + fi komplex szdmot, amelyre adott a + bi
és c+di mellett

c+di=e+ fi(mod a+bi).

A feladatot a kdvetkez§ elemi szdmitdsokkal oldja meg. Az adott kongruen-
cia igy frhaté

c—e+(d— f)i=0(mod a +bi),

ami azt jelenti, hogy
c—e+(d—f)i alc—e)+bld— f)+[ald— f)—blc—e)]i .
a+bi N a’+bh? gesz.

a(c —e)+b(d — f)=0(mod a* +b*)

és
a(d = )= bl(c —e)=0(mod a® +b?).

Léteznek tehdt olyan h és k egész szimok, hogy
a(c —e)+b(d - f)=(a*+b)h,
a(d - f)—b(c - e)=(a*+b?)k.
Innen
ae=ac+b(d —f}—(a! +bz)h.
be=bc—al(d - f}+(.|:l2 +bz)k.

Most ha az egyenl&ségek koziil az els6t a-val, a mésodikat pedig b-vel szorozzuk
és Osszeadjuk a szorzatokat

e=c—ah+bk.

Ha pedig az elsS egyenl&séget b-vel szorozzuk, a mdsodikat pedig a-val szorozva
kivonjuk az els&bdl, akkor

f=d—ak—bh.
{gy tehdt meghatdroztuk az e + fi komplex szdmot s ugyanakkor még azt is

észrevehetjilk, hogy a ¢ —e és d — f kiilonbségek oszthatéak a és b legnagyobb
k6zos osztéjdval (11, dbra).
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P

N3 . tt@sliav A
11. dbra (1190/18")

GAUSS is természetesen ugyanahhoz az eredményhez jut a [S1] 43.§-ban,
megdllapitva még, hogy a legkisebb maradékok elemei a 0 és a®+b — 1, a leg-

kisebb abszoldt maradékok elemei pedig a —%mhﬁ és %(a2+bz) hatdrok

kozé esnek. A 44.§-ban megmutatja azt is, hogy egy adott modulusra (példa-
ként az 5+ 2/ modulust tirgyalja) nézve miképpen szerkeszthetjilk meg ezeket a
maradékokat.

BOLYAIndl is 16bb helyen megtaldljuk azt az észrevételt, hogy az a +bi mo-
dulusra vonatkozéan egy teljes maradékrendszer a* + b elembél 4l ( pl. 1134/1),
amit kiilonben a [48]-ban is olvasott. (Bizonyos komplex szdmokrél - akir az
egész szdmok esetében - akkor mondjuk, hogy egy teljes maradékrendszert al-
kotnak modulo egy adott a +bi komplex egészre, ha paronként inkongruensek
modulo a +bi. és minden komplex szdm kongruens a rendszer valamelyik ele-
mével modulo a + bi.)

BOLYAI JANOSndl szintén taldlunk egy példit. Megdllapitja, hogy az 1+2i
modulusra vonatkozé legkisebb maradékrendszerta 0, 1+, | —i, =1 4i, =1 =i
komplex egészek Osszessége alkotja. . Ha jol emlékszem - frja ezzel kapcsolat-
ban - GAUSS példaként az | +2i moduluszt vezeti be és azt dllitja, hogy a teljes
maradékrendszer csak az | #i, | =i, =1 +i, =1 =i szimokbdl 4ll. De hol ma-
rad a nulla maradék? Alig hiszem, hogy az évatos és koriltekint6 GAUSS ennyire
szembedtl hibit kovetett el. Ezt a bajt a nyomddsznak vagy a korrektornak tu-
lajdonitom™ (1193/7). Mds helyen (1190/20") megjegyzi: ..... Azt, hogy ezt a
négy komplex szdmot miért nevezte abszoldt legkisebb maradéknak, még nem
tudom’.

BOLYAI ezittal nem emlékszik pontosan. GAUSS a [48] cikkében, amint mér
lattuk, valéban az 1+2i modulust emliti példaként, de nem az erre vonatkozé
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12. dbra (1193/7%)

legkisebb maradékrendszert, hanem a legkisebb abszoldt maradékok teljes rend-
szerének elemeit, az 1, i, —1, —i elemeket, sorolja fel.

A tovdbbiakban (1193/7 és 1193/7") annak igazoldsdra, hogy a 0, 1+i,
| =i, =1 +i, =1 —i szdmok egy teljes maradékrendszert alkotnak modulo 1 +2i,
BOLYAI elGszor is kimutatja, hogy ennek a rendszernek tetsz8leges két eleme
nem kongruens egymdssal modulo | +2i (felirja, hogy —1+i=1(mod 1 +2i),
-l —i=2(mod 1 +2i), 1 +i=3(mod | +2i), | —i =4(mod | +2i)), aztdn pe-
dig tekinti a kovetkez6 15 komplex egészet:

1 +20 1430, 1 +4i,2+i..... 2440, 340, .... 3440, 4+1..... 4+4i

és szdmitdssal igazolja, hogy ezek mindegyike kongruens maradékrendszerének
valamelyik elemével modulo 1 +2i.

Szdmitdsait valészindleg fejben végezte el, mert jegyzetében (1193/7") csak
egyszer(ien felsorolja a kongruencidkat (12. dbra). Kénnyebb olvasdsért néhd-
nyat részletesebben is felirunk:

1+2i=0(mod | +2i), mert 1+2i=1(1+2i).
1+3is=(=1=i)(mod 1+2i). mert 2+4i=2(1+2i).
l+4i=(1=i)(mod 1 +2i)., mert Si=(2+i)1+2),



122 5. A PRIMTAN

2+im(l =i)(mod 1 +2i), mert 1+2i=1(1+2),

4+4im(=1—=i)(mod 1+2i), mert 5+5i=(3—i)1+2i).

A felsoroldsbél kimaradt az |1 +i komplex szdm, ami érthetS, hisz 1 +i =1 +
+i(mod 1 +2i), tovdbbd az 1 +4i esetén egy elirds tortént.

BOLYAI a médszeresen felsorolt példdkbdl arra kdvetkeztetett, hogy bérmely
komplex egész kongruens lesz rendszerének valamelyik elemével modulo 1+ 2i.
Majd hozzéteszi: , A bizonyitds vizsgdlatdt most még nem tudom véghezvinni”
(119377%).

A kovetkezOkben BOLYAI gondolatait kiegészitve roviden vazoljuk ezt a bi-
zonyitdst, vagyis kimutatjuk, hogy barmely m +ni € Z[i] kongruens a 0, 1+i,
| =i, =1+i, =1 —i komplex egészek valamelyikével modulo 1 +2i.

m +ni
1 +2i

a) m+ni =0(mod 1+2i) azt jelenti, hogy e Zl[i],

T M e Zi).

-3 - -
b) m+ni=1+i(mod | +2i) azt jelenti, hogy Ezn +n—2m+1) €

5
€ Z[i]. Hasonléképpen

m+2n+|+;n -_~2m+3}l' e Z[il.

m+2n—l+;n—2m—3)1 eZ[i).

m+2n+3+(n—2m-—=1yu
5

c)m+ni=1—i(mod 1+2i)-bbl

dym+ni=—1+i(mod 1 +2i)-bSl

e)m+ni=~—|—i(mod | +2i)-bdl
kezik.

Kdnnyen beldthatjuk, hogy

Dm+2n=5k & n—2m=5h,

2Yym+2n=5kx1Sn-=2m=5hF2,

Iym+2n=5kx2&n-2m=5h=x1,

aminek alapjin azonnal kdvetkezik, hogy az a) - e) esetek koziill valamelyik
barmely m és n € Z-re fenndll.

BOLYAI JANOSnak azok a jegyzetei, amelyekben a komplex egészek kongru-
encidjdval foglalkozik, késGbbi keletliek. Hivatkozdsaibél ldthatjuk, hogy amikor
ezeket papirra vetette, mér olvasta GAUSS (48] munkd)ét, de nem val6szind, hogy

€ Z|[i] kovet-
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Stletét onnan meritette volna. Amint el6bb mér lithattuk, BOLYAIt éppenség-
gel meglepte, amikor a Gott. gel. Anzeigenben olvasta, hogy nézeteit GAUSS is
felismerte. Jegyzetei mindenesetre tdbbet tartalmaznak a kongruencidkrél, mint
GAUSS [48] irdsa.

BOLYAI abban az igyekezetében, hogy a szimelmélet fogalmait a komplex
szdmokra is Kkiterjessze, folveti az 6sszes komplex tokéletes szdm meghatdrozi-
sdnak kérdését is. Két helyen is (495/1 és 800/1") foljegyezte szinte ugyanazt a
mondatot; , A mdr EUKLID dltal vizsgdit tokélyes szdmok, a tan gyermek-kordban,
azon (tudtomra ugyan sem a Régiek, sem az iijabbak dital még csak nem is érin-
tert) hozzdtérellel, hogy minden oly szdm megadddjék ( + is)" {komplex is}.

Otletét nem részletezi. Egyike lenne ez is azoknak a ,legderekabb eszmék’-
nek, amelyeket ,nyakra, fore sietve” nem dolgozott ki? BOLYAI minden bi-
zonnyal a tékéletes szimok ismert definiciéjdnak a komplex egészekre valé alkal-
mazdsdra gondolt. Irisaib6l azonban nem deriil ki, hogy ezt miképpen képzelte

el.

5.5. Befejezé gondolatok

Reméljilk, hogy az elmondottakban sikerillt bemutatni BOLYAI JANOSnak a
komplex egészek korében végzett vizsgdlGddsait és elén eredményeit. Szdndé-
kunk az volt, hogy felszinre hozzuk BOLYAInak azokat a munkadit is a komplex
szdmokrél, amelyeket a matematika torténete eddig még nem ismer. Sziikséges
tehdt kiszélesiteniink ismereteink korét s ezutdn a Bolyai-m{ szerves részéhez
tartozénak tekinteniink a komplex egészek aritmetikdjat is.

A komplex szdimok BOLYAIndl a geometridban is fontos szerepet jdtszanak.
Szerinte ,.... az (iigynevezett) képzetes mennyiségeknek igen kivdlo alkalmazd-
sa ..." van, mert segitségiikkel ,.... az egész (a XI. axiémdidl fiiggetlen) tér-
tudomdnyt lehetbleg egyszeriien és kényelmesen adhatjuk eld, ..." [106, 1:101).
A Responsio 9.§-ban kozli a hiperbolikus trigonometria

sim‘a sinusinic és mi£=¢mfﬂ¢mi2
k k k k k

(i =/ —1) képleteit, amelyek az a és b befogékkal, valamint a ¢ dtfogéval ren-
delkez6 derékszogii hdromszdgekre vonatkoznak, ahol & az a befog6val szemben
fekvs szoget, k pedig a hiperbolikus dllandét jelenti, megemlitve, hogy a hiper-

k
bolikus trigonometria formailag megegyezik a 7 sugard gomb trigonometridjé-

val. Ezzel az észrevétellel azt Shajtotta igazolni, hogy az i képzetes egységnek
fontos, addig ismeretlen geometriai alkalmazdsa térult fel az & rendszerében.
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BOLYAI JANOS nemcsak kidolgozta a komplex szdmok elméletét, szdmdra
fontosak voltak ennek alkalmazédsai is. A komplex egészekre vonatkozé megdl-
lapftdsait nagyszer(ien felhasznélta kiilinb8z6 szdmelméleti tételek bebizonyitd-
sdndl. Igy példdul a 4m+1 alakd primszdmok két négyzet sszegére valé fel-
bontdsdnak tételét a komplex egészek segitségével bizonyitotta be t6bb médon
1s (4.5.§). Ugyancsak a komplex egészeket alkalmazva bizonyiftja a kdvetkez8
tételt: ha a Osszege két raciondlis szdm négyzetének, akkor két egész szdm négy-
zetének 1s Osszege (495/1).

BOLYAI JANOS gondolt az analizis fogalmainak a komplex szdmokra valé
kiterjesztésére is. A 759/3 oldalon egy rbvid megjegyzése olvashaté: ,NB. d-s

j -tant {differencidl- és integrdlszamitdst) is elegy nyikre (komplex mennyiségre}

piq
is ki kell s lehet terjeszteni”. Az 1537/2 oldalon egy még rovidebb irds: ,, -

m+in
pHq
nak is van értelme, de f nem ill6 jel”.

Megismételjilk a P. STACKEL [106, 1:255] dltal idézett kovetkezd foljegy-
zést: ,,Hogy valamely hatdrozott integrdl hatdrai mennyiben lehetnek képzetesek,
vagyis mennyiben terjeszthetS ki képzetes hatdrokra, ... tudtommal még sen-

ki sem vizsgdlta meg. Itt most meg akarom mutatni, hogy a 3 és f -tan miként

és mennyiben terjeszthets ki a képzetes mennyiségekre. Ha n= f(x, y.z....).
akkor elGszor is p+iq, r+is, ..., —t tehetjik x, v, ... helyébe, minek kévet-

keztében v+iV=g(p.q.r.s....)+ih(p.q.r.5....), v=g, V=h, dv=—dp+

v av
2 ha+... dV= o+ dg+..., dv+iV)mdv+idVa. ... Misréazt,

dp = 9q
munthogy a konvergencia miatl a d-tan kbnnyen képzetes névekményekre is ér-

vényesithet6, az x novekménye Ap + Aq." i, fdjdalom, vége szakad ennek a
foljegyzésnek.

Akik BOLYAI JANOS kéziratos hagyatékénak tanulményozdsdra villalkoztak,
valahogy eddig nem figyeltek fel azokra a jegyzetekre, cédulikra, amelyekr6l
kibet(izhetjilk a komplex aritmetikdt tartalmazé irdsokat. (STACKEL sem biztat,
sOt inkdbb lebeszél BOLYAI ilyen természetd vizsgdlatainak kutatdsdrél, amikor
megjegyzi: ,Jdnosnak szdndéka volt, hogy a képzetes mennyiségekre vonatko-
z6 tandnak bdvitett és javitott kidolgozdsdt is készitse el, melynek fontossdgit
egyenlSrangdnak tartotta az abszoldt geometridjéval. De amit ebb8l nyijt, csak
szélesre taposott fejtegetése olyan gondolatoknak, melyeket mér régebben szk-
szavdan ... adott elG; tdrgyilag ) alig van benne.” [106, 1:176]). Talin nem
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is csoddlkozhatunk ezen, hiszen olvasdsukat, mint kiilonben a t6bbi kéziratlapét
is, megnehezitik a Bolyai-féle jeldlések, elnevezések. Elsd ldtdsra az olyan sza-
vak, mint , tokélyes"-, ,elegyes”- vagy ,edi"- szdmok érthetetlennek tiinnek az
olvasénak. Ezeket csak t6bb kéziratlap 6sszehasonlitdsa utdn fejthetjiik meg. Ne-
hézséget okoz az is, hogy legtdbbszér méds-mds oldalakon taldljuk meg az egy
gondolathoz tartoz6 jegyzeteket. Amint mér emlitettiik, az elmondottakat mi is
csak kiilonb6z6 kézirat-mozaikokbdl tudtuk Gsszedllitani.



6

Az algebrai egyenletek elmélete

6.1. Az algebrai egyenletek megoldhatésigardél

Egy adout algebrai egyenlettel kapcsolatban felmeriil6 legfontosabb feladat meg-
olddsainak (gyokeinek) megkeresése. T6bbféle médon és tobbféle eszkdzzel le-
het egyenleteket megoldani. Ezek kozott kiilonleges szerepet télt be az n. al-
gebrai megoldds médszere.

Valamely algebrai egyenlet algebrai megolddsdn olyan eljdrdst értiink, amely
az egyenlet gyokeit annak egyiitthat6ibél kizdrélag a négy alapm(velet, a hatvé-
nyozds és pozitiv egész kitevfjd gySkvonds véges sokszor valé alkalmazdsdval
adja meg. Ezt dgy is szoktuk mondani, hogy az algebrai egyenletek megolddsi-
ndl az elsGrendd cél egy dltaldnos megoldd- vagy gyokképlet megaddsa. Ez egy
olyan algebrai tton nyert kifejezés, amelynek Ssszes értéke és csak ezek az adott
egyeniet gydkei.

Az algebrai egyenletek megoldhatésdgdnak kérdése egyike a matematikatér-
ténet jelentds problémdinak, amely szdzadokon 4t foglalkoztatta, izgalomban tar-
totta a legkivdl6bb matematikusokat. Ezek sordba tartozott SCIPIO del FERRO
(14657-1526), G. CARDANO (1501-1576), L. FERRARI (1522-1565), N. TAR-
TAGLIA (1500-1577), J. L. LAGRANGE, 1. NEWTON (1643-1727), L. EULER, J.
D'ALEMBERT (1717-1783), E. W. TSCHIRNHAUS (1651-1708), C. F. GAuss, P.
RUFFINI (1765-1822), N. ABEL, E. GALOIS. BOLYAI JANOS kéziratos hagyaték4-
nak dtvizsgdldsa azt mutatja, hogy ezt a hosszi névsort az § nevével is ki kell
egésziteniink.

Az a kérdés, hogy az algebrai egyenletek algebrailag megoldhatéak-e, a re-
neszdnsz kordban keriilt elStérbe. Az els6- és mdsodfokid egyenletek megolddsi
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mddszerét Iényegében mar a régi babiloniaiak is ismerték. A harmad- és negyed-
fokiak megoldédsa gybkképlettel csak a tizenhatodik szdzadban sikeriilt olasz ma-
tematikusoknak. Az itdliai matematikusok sikerei mély hatdst eredményeztek. A
modern id6k tudomdnya el&szor haladta jelentGsen til az antik és az arab mate-
matikdt. Nem létezett ezutdn egyetlen jelentSs matematikus sem, aki ne prébdlta
volna folytatni az olaszok eredményeit és veliik analég médon algebrailag meg-
oldani az 6t6d-, hatod- és magasabb foku egyenleteket. Ezek az erbfeszitések
azonban sorra kudarcot vallottak.

Az évszdzadok elGrehaladtival mind tobb és t6bb matematikus fejében meg-
fordult, hogy talin nem is létezik megold6képlet az 6t6d- és magasabb fo-
ki egyenletekhez. A vélemények viszont ebben a tekintetben megoszlottak.
LAGRANGE példdul kételkedett az 6tddfoki egyenlet megoldhatésdgdban, sejtés-
ként kimondta, hogy az 6t6d- és anndl magasabb fokd egyenletek nem oldhatéak
meg algebrailag. EULER viszont gy vélekedett, hogy a négynél magasabb fokd
egyenleteket is meg lehet algebrailag oldani. TSCHIRNHAUS azt hitte, hogy élta-
ldnos médszert taldlt az egyenletek megolddsédra. A kérdést végiil is a 18. szdzad
végén és a 19. szdzad elején sikeriilt tisztdzni.

ElSszor P. RUFFINI a Teoria Generale Delle Equazioni kétkdtetes kényvében,
1799-ben jelentette ki azt a tételt, hogy az 6t6d- és magasabb foki egyenletek al-
taldban nem oldhatéak meg algebrailag. Bizonyftdsa azonban hidnyos volt, és igy
még nem dontotte el véglegesen a problémdt. 1826-ban N. ABEL hibétlan gon-
dolatmenettel bebizonyitotta a tételt. Pedig 1820-ban még & is gy vélte, hogy
megtaldlta az 6todfoki egyenlet megoldoképletét. ABEL az éppen akkor indu-
16 Crelle-féle folyéirat els6 szdmdban, a 65-84 oldalakon kozblte dolgozatdt, de
nem tudott arrdl, hogy volt mir egy elGdje. KésGbb azonban értesiilt RUFFINI
munkdjdrél. Egy 1828-b6l szdrmazé s csak haldla utdn megjelent kéziratos fol-
jegyzésén ezt olvashatjuk: ,,Ha nem tévedek, elGttem csak egyediil RUFFINI pré-
bdlta meg az dltaldnos egyenletek algebrai megolddsainak lehetetlenségét bebi-
zonyftani, de az § munkdja olyan bonyolult, hogy nehéz megitélni érveléseinek
helyességét™ [26, 321 old.].

RUFFINI és ABEL tevékenységének elismeréseként ezt a fontos algebrai tételt
réluk nevezték el.

ABEL cikkével az egyenletek megolddsdnak problematikdja még nem zérult
le. Ugyanis szdmos olyan négynél magasabb fokd egyenlet Iétezik, amelyik al-
gebrailag megoldhaté. A Ruffini-Abel-tétel sziikségessé tette egy fontos elméleti
kutatds meginditdsdt: mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy adott
egyenlet algebrailag megoldhaté legyen. Ennek a probléménak a tisztdzdsa sem
vératott sokdig magdra. Egy igen fiatal matematikus, E. GALOIS adott rd pontos
vilaszt.
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Ezzel a kbzel hirom évszizados kiizdelem, az 6t6d- és magasabb foki egyen-
letek megoldéképletének a felkutatdsdra eld6lt. Bebizonyosodott, hogy ezek az
egyenletek dltaliban gydkjelekkel nem oldhatéak meg. Kideriilt, hogy a mate-
matikusok olyasvalamit kerestek, ami nem létezik.

6.2. Bolyai Janos kisérletei

Az algebrai egyenleteket BOLYAI JANOS nagy szenvedéllyel vizsgdlta. Amint a
kéziratokbdl kivildglik, & 1s sokat vivédott az egyenletek megoldhatésdgdnak kér-
désével. Eddig feltdratlan hagyatéka igen gazdag a tdrgykorhdz tartozé foljegy-
zésekben. Hosszabb-rividebb irdsok, néha csupdn egy-egy megjegyzés tanusitja,
hogy élete végéig foglalkoztattdk 6t az egyenletek. Tobbszor nekigyiirk6zik ,.ij-
bol elévéve s nekifogva™ e tirgynak. Nem készitett dsszefiiggd dolgozatot err§l a
témdrdl sem, s a leggyakrabban nem taldljuk megkezdett gondolatainak befejez6
részeit. Kiilontsen akkor sajndljuk ezt, amikor nagy lendiilettel indulé és merész
cimet visel§ irdst nem olvashatunk végig, mert az hirtelen megszakad. Ilyenfor-
mdn a kéziratokbdl sok kérdésiinkre nem kaphatunk hatdrozott feleletet, mégis
érdemes ezeket a vizsgdloddsokat szimba venni, mivel eddig semmit sem tud-
tunk Bolyainak az egyenletek megoldhatésdgdra vonatkozé prébdlkozdsairdl, s e
kérdésre még a legismertebb Bolyai-monogrifidkban is [32, 106, 112, 127] leg-
feljebb csak utalds torténik. Pedig ha szerencsénk van, elég néhdny szdz oldalt
dtbongészniink a kéziratokbél s mdris meggySz8dhetiink arrél, hogy nemcsak
wszdndékdban 4llt” foglalkozni az algebrai egyenletekkel — amint eddig olvashat-
tuk —, hanem valéban vizsgdlta is ezt a kérdést.

A foljegyzésekbdl és toredékekbdl tiszta kép tdrul elénk ez irdnyid térekvései-
r6l. Kiolvashatjuk bel6liik, hogy sok ideig bizonytalan titon jarva az Stodfokd, s6t
a tetszbleges fokszdmi algebrai egyenletek megolddsat is keresi (errSl, bizonydra
STACKEL nyomdn a [85] is emlitést tesz), majd rdébredve tévedéseire § is eljut a
Ruffini-Abel-tételig.

BOLYAI JANOS mir aradi szolgdlata idején (1826-1830) készitett néhdny fol-
jegyzést (1.2.§) a magasabb foki egyenletek megolddsdval kapcsolatosan, de na-
gyobb lendiilettel csak 1837-ben, Domdldon kezd a témdval foglalkozni. Két
olyan irds is létezik, amely erre vonatkozéan eligazil. Az egyik sajit vallomdsa.
~Mdr még 1837-ben — irja egy késGbb keletkezett szbvegben - forditortam kiils-
nds figyelmemet e tdrgyra, keményen neki dllortam, vetettem magamat ezen erds
vagy kemény st megvihatatlan vdr ostromdnak, és némi 16bb oldalii kiilonbnél
kiilonb, élesebbnél élesebb iiton végre itt is szerencsésen a dolog igaz erére 1a-
ldlnom és célhoz is jumom hdla Isten sikeriilt is™ (143/3) (13. dbra). A mésik
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13. dbra (143/3)

frds apjdnak, BOLYAI FARKASnak BoD PETERhez intézett és 1837. jinius 20-dn
kelt levele, amelyben tébbek kozott ezt olvashatjuk: ,,A fiam azt mondja, hogy
a 5' gradus aequatiot generaliter rezolvélta, megmutatvin az impossibilitas de-
monstratioja hibdit {célzds RUFFINI pontatlan bizonyftdséra); st kiterjesztette a
még felsGbbekre is: még nem kiild6tte el hozzdm, de igérte, hogy elkilldi, varom
taldn holnap™ (11, 268-269 old.].

Ezek szerint BOLYAI JANOS 1837-ben médr Domidldon valéban foglalkozott
a magasabb fokid egyenletek megolddsdval. Farkas levelébdl azt is megtudjuk,
hogy ekkor még bizonytalan Gton jart. 1837-ben azt kozblte apjdval, hogy sike-
riilt megoldania az 6t6dfoky, s6t a magasabb fokd algebrai egyenleteket is. A
w~megolddst” biztosan nem kiild6tte el masnap, amint igérte.
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Tehdt amikor BOLYAI JANOS az 6t6d- és ennél magasabb fokd egyenletek
megolddsdra vonatkoz6é gondolatait papfrra veti, a matematikusok mdr ismerik a
Ruffini-Abel-féle tételt. ErrSl, valamint GALOIS munkdssdgdrél azonban BOLYAI
a késdbbi évek sordn sem értesiil. Kiilonds médon a BOLYAI FARKAS és GAUSS
kozotti levélviltdsokban [101] sehol sem taldlunk az algebrai egyenletek megold-
hatésdgdra (sem szdmelméleti problémdkra) valé utaldst. A témdt BOLYAI FAR-
KAS nem veti fel, pedig j6l tudta, hogy Janos Kutatja ezt a kérdést.

Vajon milyen forrisbdl értesiilt a nagy geométer az algebra egyik alapve-
t6 problémdjar6l? Olvasmdnyai koziill melyek hatdsdra kezdte meg az algebrai
egyenletekkel kapcsolatos vizsgdléddsait? Mit tudott és mit nem munkdja kez-
detén az algebrai egyenletek megoldhatésagdrdl? A kéziratokat vizsgdlva vilaszt
kapunk mindezekre a kérdésekre.

BOLYAI JANOS minden bizonnyal mdr édesapjdtél hallhatta, hogy az 616dfo-
ki egyenlet algebrai megolddsa még nem ismenrt (a Tentamenben megtaliljuk a
harmad- és negyedfoki egyenletek megoldasit), de matematikatorténeti olvas-
mdnyaiban is taldlkozhatott ezzel a problémédval. Nem kétséges viszont, hogy
leginkdbb GAUSS, ANDREAS von ETTINGSHAUSEN (1796-1887) és LAGRANGE
miveinek tanulmdnyozdsa viltotta ki belble azt az elhatdrozdst, aminek eredmé-
nyeképpen keményen nekidllott . ezen erds ... vdr ostromdnak™.

J61 ismerte nemcsak GAUSS Disquisitiones arithmeticae cim@ konyvét, de a
Demonstratio nova ... kezdetd doktori értekezését is, amelyben a még egészen
fiatal matematikus 1799-ben szigord bizonyitdsdt adta a klasszikus algebra alap-
tételének. Nagyon sokszor emlegeti jegyzeteiben A. ETTINGSHAUSEN 1827-ben
Bécsben kiadott kétkotetes Vorlesungen iiber die hthere Mathematik cimi kdny-
vét. Ebben a munkdban a szerz6 egy teljes fejezetet szentel a négynél magasabb
fokid egyenletek megoldhatatlansdganak, s kézli RUFFINI erre vonatkozé 1799-
es bizonyiftdsdt. (Az 1827-ben kiadott kényvbe még nem keriil(hetet)t be ABEL
1826-0s dolgozata). E munkdk mellett BOLYAI még gyakran idézi LAGRANGE
[81] mivét, amely azzal a alapvetd kérdéssel foglalkozik, hogy a négynél ala-
csonyabb foki egyenletek megolddsdra hasznélt médszerek miért nem alkalmaz-
hat6k négynél magasabb foki egyenletek esetén. {gy jutott el LAGRANGE a gyo-
kok raciondlis fliggvényeihez és a gyokok permuticidja esetén tanisitott visel-
kedésiikh6z. Ez nemcsak RUFFINInek és ABELnek az ilyen irdnyd vizsgdlédasait
dsztbndzte, hanem ebbdl szdrmazott GALOIS csoportelmélete is [107, 142 old.].

BOLYAI igy ir olvasmdnyair6l: ,Hogy pedig a 4-nél folsébb rangii geber
{algebrai} egyenletek geber fololddsdt még egy Gaussi Nagysdg is mily lehet-
lennek hiszi és tartja: elég vildgos fényben kitiinik remek Demonstratio nova-ja
9.§-dban, s a kolosszdlis Disquisitiones arithmeticae-je 645 lapjdni hatalmas és



132 6. AZ ALGEBRAI EGYENLETEK ELMELETE

heves nyilatkozatdbdl, hol némileg meg is igéri ... a lehetlenségnek mdr az 5-
rangra, tehdt annyival inkdbb a még f6ls6bb rangokra nézve . .. bizonyitdst adni:
mit RUFFINI a derék ETTINGSHAUSENben is meglévileg, elmésen ugyan, de egy
csomé hibdval, egyszoval tehdt csak képzeltképpen meg is reir” (710/2%).

Egy misik, valdszinlileg késGbb keletkezett, hosszabb és Osszefliggl irdsa
mdr bizakodébb, mintha litnd a megolddst: ,,... jelenleg csak a geber vagy
algebrai egyenletekrél szolok, azokat sem tevén egész kiterjedésében vizsgdla-
tom rtdrgydvd, hanem csak annyira terjeszkedvén, ... , hogy vildguljon ki az:
hogy az eddig lehetlennek tartott, sé1, némely ... derék nagyérdemii nyidszok
{matematikusok ) képzeltképpen vagy hiedelmiik szerint lehetlennek is bizonyga-
tott legfontosabb e tdrgy koriili kérdést, wdniilik bdrmely megadont vagy hatdro-
zott rangii egvenler gyokeinek a szorzok (egyiitthatok} dltali kitérelér, vagyis az
egyenlet filolddsdt ... A Lipcsében 1799-ben kijétt Demonstratio nova remek
munkdjdban GAUSS illé szigorral legeldbb mutatta meg azt, hogy minden geber
egyenlet valéban ki is elégithets ... Ezen mestermii 9.§-dban igy szol a Nagy-
Tiszteleti Szerzé Ur: csekély remény maradt hdtra a géber egyenletek dltaldnos
(geber) fololddsdra. Es hogy tdn nem volna oly nehéz minden szigorral megbizo-
nyftani a lehetlenséget mdr az 5-rangiira nézve: mir6l vizsgdit mdsutt el6adni is
igéri ... Nem tébb reménnyel nyilatkozik . .. a Disquisitiones arithmeticae 645.
lapjdn igy szélvdn magyarrd forditva vagy dtirva: All vagy bizonyos az. hogy a
legnagyobb nyidszok minden igyekezete a 4-et foliilmilo rendii egyenletek meg-
fejiésér ... megtaldlni mindeddig sikertelen volt és alig marad kétely fonn azi-
rdnt, hogy ezen feladat nem annyira az iid-tan {egyenletek elmélete} erejét miilja
foliil, mint inkdbb valami lehetlent foglal magdban . ..

Igy dllott a dolog amikor RUFFINI ... okmutatdsi {bizonyftési} kisérletet tett
a lehetlenségre nézve: a 4-nél magasabb rangii egyenleteket dltaldnos géber fiig-
gonyok (figgvények) dlral fololdani. De ezen kisérletbe néhdny hiba csiiszott be:
azt nvomrol nyomra kévetve vagy kisérve kétségen kiviil érdekes cdfolatjdr késdb-
ben fonntartom magamnak.” (547/1-547/5) (14. ébra).

A RUFFINI oka, bizonyja a ... lehetlenségrdl erfitlen vagy rossz, vagy csak
képzelt ..." (143/2").
~RUFFINI iigyokdzetje dltal, legaldbb ETTINGSHAUSEN mdr ... sikeriltnek

is hiszi ... vagy képzeli a lehetlenség megbizonyitéddsdt. Azonban, mind ezen,
részint rengeteg fontossdgii tekintélyek mellett a dolog nem igy van™ (143/3).

Mit olvasott ki BOLYAI JANOS LAGRANGE 4ltala ismert mfiveib51? fme né-
hdny mondat: ,a derék LAGRANGE /64.§-o0s aljdn és 166.§végén nem csak ne-
héznek, hanem tdn éppen lehetlennek tartja a szobanforgd tdrgy eldontését ..."
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(26/3"). ,.Kiilondsén GAUSS és LAGRANGE mélyebben, hatalmasabban behatol-
tak a geber egyenletek természetébe, lényegébe, jobban megbardtkoziak, ismer-
kedtek szellemével, fGleg amaz volt elsé ki a legegyszeriibbiket (x™ =1)-t ... m
egyszerii gydkmérire {gyokiényezls) szaggatds {folbontds) diral . .. géberiil fol-
oldotta. LAGRANGE a Résolution des équations numériques-ben némileg legaldbb

a 4 elsd rangiiak fololddsmddjdt egy mintdra, rdmdra, kaptdra vonta™ (143/3).

Amint nyilatkozataibdl kitinik, BOLYAI a Ruffini-tétel bizonyitdsit ETTINGS-
HAUSEN konyvében olvasta és felfedezte, hogy ez a bizonyitds hidnyos. EbbSI ar-
ra kovetkeztetett, hogy a tétel nem érvényes, s ezért az egyenletekkel valé fogla-
latossdgainak elsd, elég hosszi szakaszdban nagy energidval Jatott hozzd a négy-
nél magasabb foku egyenletek megolddsdhoz. ,Megcdfoldsdval egy (RUFFINI
dlral) az ilyettevés lehetlensége mutardsdnak ... egy iij iiton eo ipso {magétdl
értet6dGen) megmutatratik” - frja 1844-ben (445/3").

Megkisérli az 6todfoki egyenlet ,geber” megolddsdt. A hagyatékban tobb,
erre vonatkozé foljegyzést taldlunk. Az egyik egy hosszabb (befejezetlen) dol-
gozat els6 része (710/1, 1Y, 2, 2"). Amint a 710/2" lap aljin taldlhaté Srsz6bél
kOvetkeztethetlink ennek volt folytatdsa is. Az irds cimél magabiztosan, nagy be-
tikkel frja le BOLYAL Az 5 azaz dt-rendii vagy 6t6d rangii geber egyenlet geber
fololddsa vagy megfejiése iitja vagy mddja.” (A 710/1 oldal fényképét megtaldl-
juk a [127]-ben is). Hosszabb cime van egy mdsik kisérletének: A Féld Eddigi
Leg-Nagyobb Tiszeletii s Leg-Colossalisabb Nyidszjai dlial Lehetlennek Tartori,
vagy A Féld-Gémb Nyidszjaitdl ez-elbn, sot képzeltképpen Némelyek dital lehet-
lennek is bizonygatott minden rendii és rangii, bdrmely megadott algebrai egyen-
lereknek algebrai fol-olddsa mddja vagy iitja.” (1297/1). Ezekrdl a lapokrél nem
deriil ki egyértelmiien, hogy 6 miképpen képzelte el az 6td6dfoki egyenlet meg-
oldését, csupdn arra kovetkeztethetiink, hogy valészinlleg LAGRANGE hatdséira a
gyokok permutdcidjdt, a , Adrcserér” vizsgdlja részletesen. Azt frja, hogy ha a, b,
c,d,eaz

X=x+Ax*+Bx’ +Cx*+Dx+E=0
egyenlet gydkei és bevezetjiik a kdvetkezd jelolést
(abede)=a+ Isb+12c+13d + e,
ahol /s az 5-6d rend{l egységgyok, akkor
(abede)’ = l‘,lx:.f,fm::}5 =(cdeab)’ = (deabc)’ -{eabcd)s.

vagyis (abcde)’-nek barmely ,korcsere” dltal csak 120 =24 kiilonbdz6 értéke

5
lehel.
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Sajndlhatjuk, hogy nem taldljuk a terjedeimes dolgozat folytatdsat. J6liehet a
cimben kitlizott célt nem érhette el, de tanulsdgos volna annak a mozzanatnak az
olvasdsa, amelyben rddébbent sajdt tévedésére.

Egy mdsik prébdlkozdsdban BOLYAI a mésod- és harmadfokd egyenletek is-
mert gyokképleteinek analégidja alapjdn felirja az 616dfokid egyenlet ,megoldasi
képletét” (775/2).

Megemlitjilk még egy hosszabb dolgozatdnak érdekes cimét, amelyet val6-
szindleg életének egy késSbbi szakaszdban jegyzett fol: . [Egy régi kisérletem a
5-ik rangii dltaldnos geber-egyenleteknek csakugyan megfoghatatlan csoddmra,
hogy ezt rég észre nem vettem middn szinte éppen ennél, e helynél régéta oly
nagyon kozel jartam {a nem ddlt betdivel irt rész a kéziraton dthizva} geber fol-
olddsa, vagyis bdrmely 5-rangii egyenlemek dltaldnos geber félolddsa médjdra”™
(1309/5).

A koreserét, amelyet fent emlitettiink a kdvetkezGképpen értelmezi BOLYAL
o .. ha a gyokok vagy bdrmely mds elemek korbe irédva gondoltatnak vagy kép-
zeltetnek, iigy hogy az utolsé az elsé mellé és elejébe essék: csak az egész elobbi
sor, vagyis az elobbi rendnek minden eleme, bizonyos kényleges {tetsz0leges}, de
mindenik elemre nézve ugyan-azon-egy-szdnui hellyel és ugyan-egy-felé odébb-
taszitédik: az fly cserét mondom <& kdrbeni csere >, ..., vagy legrovidebben
& kor-csere >, vagy kevésbé szépen és jol hangzdlag « tasz-cseré >>-nek ne-
vezendem.” (396/6"). Vagyis a kércsere nem més mint a cirkuldris permuticid.

Megéllapitja (396/6), hogy ha I,, az m-ed rend( egységgyok, akkor

a+lmb+12c+...+ 1M 2k+ "=

=In(b+Imc+... + 1" 2+ 1" )=

o ;;;{r+f,,.d+. ot f:,'—zﬂ-l- I,,T"b)i

=l,',,""'{!+!,,.a+...+!;,f'"k)

hol, mivel /" =1, rovidebben Iy ~"=1.", .és igy a folebbi rang-jelekbil
(kitevokbSl) az ..m"-ek el is hagyhatok. Lesz tehdt ... (Ip)" =1Ly" =(Iy)" =

=1"=1,s
u=(@+Ipb+...+ 10 k410" =
=@+ Inb+...+17%k+1' )" =
=(b+Imc+...+ 170+ a)" =. ..
=(l+Ipa+...+1; k"."
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Ezeket az észrevételeket a tetszbleges fokszdmd algebrai egyenletek vizsgdla-
tindl prébdlta hasznositani, nyilvin sikerteleniil (15. dbra). Mert az 6todfoki
egyenlet megolddsdn til kisérleteinek els6 szakaszdban merészebb tervei voltak.
Kereste a barmilyen fokszdmi algebrai egyenletek megolddsdt is. Megkezdte
egy irisdnak megfogalmazdsit, amelynek cime: ,,General Aufibsungs-Methodes
aller algebraischer Gleichungen™ (396/5"). De a bevezetésen til nem jutott, nem
juthatott.

Magyarul i1s megfogalmazta egy mdsik dolgozatdt, amelyik igy kezd6dik: ,A
nem csak az 5, azaz ot vagy otéd, hanem minden, vagy bdrmely rendil vagy rangii
geber vagy algebrai egyenleteknek geber fololddsa vagy megfejiése iitja vagy
mddja” (703/1). Ebben a dolgozatban taldljuk meg a fenti u kifejezést (703/6").

BOLYAI még mindig abban a hitbel él, hogy ,,nyomozdsai”-val minden algeb-
rai egyenlet megolddsdt megtaldlja, amikor papirra veti az rokds ,,bajléddsai”-t
tilkroz6 kovetkezb sorokat: N.B. E tdjt is csakhamar észrevettem, vagyis ide is
elhatottam s némileg eljdrtam s szinte mdr célndl is voltam, még csak egy lépés
kellett volna: azonban mint gyakran, sok mds tdrgy és taldlmdnyokndl gyakran
szokott térténni, hogy néha még egy kis tovdbblépésre is évszdzadok kivdntatnak,
midédn egy finomabb kiriilményt még akkor elején nem vévén észre, éppen nem
titkzben taldlt hasznos aratds vagy gyiimolcsok nélkiil a fécélra nézve azonban
csakugyan sikerteleniil vagy hidba bajlodva s jdrva el, kisértgetve bdrmi fortély
vagy miifogdsok dlial, az dthatlannak ldtsz6 foltiing (meriilé) nehézség elon da-
rabig, ideig magam is végre részint, de még sem egészen reményveszietten ideig
visszahokkentem, visszatértem vagy fol- vagy annyiban hagytam. Késébb iijbol
elévéve s nekifogva e tdrgynak elébb azt gyanitottam, hogy az dltaldnos 5-rangii
egyenletek géber fololddsa csakugyan lehetséges: minek eldontése vagy tisztdba
hozdsa, hozataldra is sok vizsgdkat, nyomozdsokat tettem a nélkiil csakugyan,
hogy e célt elérnem sikeriilt volna.

Késobb azonban még anndl is > kincsre tettem szert, tobbet taldltam: ugyanis
[félre hdritva vagy legydzve vagy eltiintetve minden akaddlyokat vagy nehézsége-
ket az dthatolhatatlannak tartott és . .. fal itt van rontva és poritva, a Herkules-
oszlopok leddntvék, ontvdk, az dltaldnos tdgasb értelemben geber, bdrmely meg-
adott rendii egyenlemnek géber fololddsa mdodjdt: melyet ezennel, a kdvetkezGkben
a Tisztelt Kézénségnek van (kimondhatatlan nagy) szerencsém és gyénydrom k-
zdlni, vagy dradni ..." (1298/1).

Sajnos az frids kovetkezd része mdr nem ilyen Gsszefiiggs, vildgosan érthets
szoveg. Az ,dtaddsra” nyilvdnvaléan nem keriilhetett sor.
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6.3. A Ruffini-Abel-tétel megfogalmazasa

Elég hosszii ideig tartottak BOLYAI JANOSnak az algebrai egyenletek megoldiséra
vonatkozé prébdlkozésai. Egyik helyen, amint littuk egy régi, s kétségteleniil hi-
bés kisérletét akarja djbél folvdzolni. Sokdig jart tehdt bizonytalan dton. (K&zben
1845-ben P. WANTZELnek is sikeriil taldlnia egy bizonyitdst a négynél magasabb
foki egyenletek megoldhatatlansdgdra, amely hasonlftott RUFFINI munkdjdnak
egy részéhez.)

Egy id6 utdn aztin BOLYAI réébred kisérletei hidbavalésdgdra. A hdtrama-
radt kéziratokban taldlhaté nyilatkozatai tandsitjdk, hogy sikerillt kijavitania a
Ruffini-tétel hibdit, és ezdltal meggy6z6dik arrél, hogy a négynél magasabb fo-
ki algebrai egyenletek algebrai Gton dltaldban nem oldhaték meg. Nem tudjuk,
mikor torténhetett a fordulat. De j6 okunk van feltételezni, hogy erre csak az
1850-es évek elején keriilt sor. Egy 1850. oktéber 25-én kelt levélen maradt iires
részekre frja ceruzdval: ,Hogy az 5-rangii dltaldnos egyenlet s annyival inkdbb
a még folsébb rangiiakat geberiil féloldani lehetlen ... a legegyszeriibb valddi
helyes it csakugyan a RUFFINI dltalam illleg megjobbitott és 1ikélyre vitt esz-
mélye nyomdn lehet™ (1494/1) (16. dbra). Figyelemre mélté a hagyaték 395/1"
oldala. Sajnos ez i1s csak egyoldalnyi irds, amely keletkezésének idGpontjdt nem
sikeriilt megdllapitani, de a Ruffini-Abel-tétel BOLYAI dltali viligos megfogal-
mazdsit tartalmazza: ,;Tan. Négynél fols6bb vagyis legaldbb ot-rangii (géber)
dltaldnos egyenletet geberiil féloldani lehetlen™. A tétel kijelentését a bizonyitds
koveti, amelynek azonban csak els6 néhdny szavit olvashatjuk le errSl a laprél
(17. dbra).

BOLYAI JANOS kovetkez§ gondolatai is az 1850-es évekbdl valok. Ezek fia,
BOLYAI DENES (1837-1913) irdsgyakorlatdra odavetett s elég nehezen kibetfiz-
het§ sorok (3. d4bra). A megvonalkdzott fiizetlapon 1851 olvashaté a 14 éves
Dénes irdsdval. ,Véghatdrozar vagy ultimdrum - irja a lap aljin maradt ires
helyre BOLYAI JANOS = Az 5'-s folsdbb rangii egyenlet dltaldnos fololddsa le-
hetlenségét két médon tudom megbizonyitani, dgy mint: a RUFFINI illbleg meg-
Javitotr s 16kélyre vint szép, eredeti, elmés eszméje szerint; és hogy az fm {fa=
=(abc...kl)". fy=(bcd ...la)" (703/6") ugyanazt jeldli, mint fent az u =(a+
+ Imb + f,,z,c+ Y 2k + !,;",'"f)’“] szdmok 5-gyok-fiiggvény csoportjait nem
lehet 5-nél alsébb (kisebb) rangii egyenlet dltal meghatdrozni, vinni. A legiobh
és szebb tehdt, mit itt meg lehet tenni és kivdnni, megkisérteni: hogy ily ..."
(1293/1"). A folytatdsra mdr nem maradt t6bb hely az irkalapon.

Hasonlé gondolatokat olvashatunk még az 1214/68 oldalon is: ,N.B. A 4-
nél f5lsébb, vagyis mdr az 5-rangi, s tehdt nem bajosan megmutathatélag anndl
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inkdbb a még fols6bb rangii dltaldnos geber egyenleteket, hogy dlialdnosan ge-
beriil fololdani, azaz gyokjét a szorzokkal {egyiitthat6kkal) geberiil liszonyozni
(kitenni, kifejezni) nem lehet, azt a Ruffini mddjdt, kisérletét is illéleg megiga-
Zitva, jobbitva, szigoritva, tokélyezve tobbképp megmutattam.” Miutdn sikeriilt
a tétel hibdit helyrehoznia, még dicsér6 szavakat is taldl az olasz matematikus
munkdjdra: ,,RUFFINI valéban éppen a legjobb helyt, az erénél, legegyszeriibben,
kdnnyebben - és illdleg megjavitva, 16kélyesitve okmutatvdnydt {bizonyitdsat) -
a dolog fenekére hatolva csipte meg a dolgot, jol vette fol, eszméje jé és - jol
kivive — nagyon becses, szép, egyszerii ..." (1094/27).

Az algebrai egyenletek kérdése BOLYAIt élete végéig foglalkoztatta. Ezt tand-
sitja egy 1857. december 29-én keltezett sorsjegy, amelynek hédtoldaldn (337/1) a
Cardano-képletet boncolgatja. Valamivel koribbi lehet Jinosnak az a rivid nyi-
latkozata, amelyet egy 1854. februdr 19-i kelettel elldtott s a ,szegények meg-
segitésére™ felszolité nyomtatvdny hdtulsé lapjara (1390/1) firt: .4 rangon foliil
semmire sem mehetni, semmit sem eszkézolhetni ugyan elég a gyokoket elég ko-
zelithleg kifiirkészve, puhatolva . .." meghatdrozni.

Természetesnek érezzilk, hogy BOLYAI JANOS irdsainak szdmos helyén fel-
tinik az x™ — 1 =0 binomegyenlet. O ezt az egyenletet tiszta egyenler”-nek
(710/2) vagy ,legegyszeriibb egyenler"-nek nevezi (547/3). GAUSSnak a Disqui-
sitiones arithmeticacben bemutatott kdrosztdsra vonatkozé tanulmédnyairél, més
szoval a fenti egyenlet gytkeinek problémdjdrél a legnagyobb elismeréssel ir:
~GAUSS ki az x™ — 1 =0 vagy tiszta egyenleteket is legelsé oldotta geberiil fol,
azt alsobb, ... egyszeriibb rendi tiszta egyenletekre vissza-vitel dltal, még pedig
kiilonds mélységgel, beldtdssal és rendkiviili fényes elmének csaknem mindeniitt
gyényori nyomait hagyva ..." (710/2"). Hasonl6an meleg szavakat olvashatunk
egy mds alkalommal megfogalmazott nyilatkozatdban is, noha ennek végén mér
felvillantja sajdt gondolatait is: A geber egyenletek terén a miilt és jelen év-
szdzad oridsai sot colossalis nyidszai — milyek egy EULER, LAGRANGE, GAUSS
... — dltal tett szdmos szebbnél szebb . .. taldlmdnyok kozott a GAUSS dlrali ge-
ber filolddsa az x™ — 1 =0 legegyszeriibb egyenletnek, vagy ha inkdbb tetszik
az X" Vax" 24 +x?4x+1=0-nak ... kétségen kivil elsé rangii csillag
gvandnt ragyog. Mi megfejtése is . .. iij nézetem szerént, kiilonds utakon is rovi-
debben és egyszeriibben eszkdzilhetd lesz” (547/3, 3"). BOLYAI véleményét nyo-
matékosabban hangsilyozza az x™ — 1 =0 egyenlettel kapcsolatosan foljegyzett
kévetkez6 sorokban: ... GAUSS elvei vagy nézetjei is mdsok vagy killonbéz-
nek az envimékibl; ezek sokkal egyszeriibb, révidebb, ..., sébdsebb iton vivén
célhoz.” (703/8). S végiil: ,,... x™ — 1 =0 eldleges fololddsdra mdr ugyan sziik-
ség van; de ezt is, nem csak . .. ij, egyszerii elv szerént a GAUSSéndl révidebb,
kénnyebb iiton teljesitem: hanem egészen iij iitakon is ..." (547/5).
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Ezek az idézetek azt érzékeltetik, hogy BOLYAInak valéban sikeriilt leegy-
szerilisitenie GAUSS megolddsdt. Ugyanakkor aldtdimasztjak Farkas 1831. jinius
20-4n kelt levelének azt a részletét, amelyben tudatja GAUSS-szal Jdnos elhatdro-
zdisdt a , polygon-teéria” érthetSbb médon valé ismertetésére (1.2.§). Az iratok-
ban viszont nem sikeriilt ritaldlni az érthetSbb véltozat részletes kidolgozdsdra.
Mivel Jdnos elég kordn, még az 1820-as évek folyamdn tanulményozta GAUSS
munkdjét, igy az akkoriban készitett jegyzeteinek elkalléddsdt megmagyardzhat-
juk.

Még hosszan idézhetnénk az algebrai egyenletek megoldhatésdgédra vonatko-
26 jegyzetekbdl, de dgy gondoljuk, a bemutatott részek is j6l mutatjdk, hogy a
geométerként ismert BOLYAI JANOS is sokat téprengett e fontos problémén anél-
kiil, hogy tudta volna, hogy azt elStte vagy vele egy id6ben mér médsok megol-
dottik.

6.4. A klasszikus algebra alaptételének
,,tiszta” algebrai bizonyitdsa

A klasszikus algebra alaptétele igy fogalmazhaté meg: Minden, legalibb elss-
fokd komplex egyiitthatés egyismeretlenes algebrai egyenletnek van megolddsa
(gytke) a komplex szdmok testében. A tételt elGszor A. GIRARD mondta ki (bi-
zonyitds nélkiil), majd D' ALEMBERT adott rd egy nem uil szabatos bizonyitdst. A
tételre az elsd szigoni bizonyftds GAUSSt6l szdrmazik, aki azt az 1799-es doktori
disszertici6jdban kozolte. GAUSSnak ez is kedvenc témdja volt. KésGbb még hi-
rom bizonyitdst is taldlt az algebra alaptételére 1815-ben, 1816-ban és 1849-ben.

Az elmilt két évszizad folyamdn GAUSS munkdin kiviil még sok mds szerz{
is bebizonyftotta ezt a tételt. Egyik nyilatkozata szerint maga BOLYAI JANOS is.
we - - hogy a gyok léte — frja 1844-ben — mit GAUSS 3-szor, CAUCHY egyszer, ligy
tetszik OHM is, s én is tisztdn finom iiton régen megmutattam . .." (445/3"). Saj-
nos nem sikeriilt ennek a bizonyftisnak nyomdra akadni. Pedig léteznie kellett
valahol. Kiilsnben nem irta volna BOLYAI egy mésik helyen is, hogy: ,,... esz-
kozdlvén egyszer-s-mind a gyokok léte bizonyitvdnyjdt is, és nyervén erre nézve
is egy iij, még pedig kétségen kiviil legtartalomdiisabb utat és médot™ (703/1").

Az alaptételt ,tiszta™ algebrai dton még nem sikeriilt bebizonyitani. GAUSS-
nak is az algebrai eszk6zok felhaszndldsa mellett igénybe kellett vennie az ana-
lizis vagy a geometria médszereit is. Ez mér BOLYAI FARKASnak is feltint, s
bédr a Tentamenben a legnagyobb dicséret hangjdn emliti GAUSSnak az algebra
alaptételét bizonyité hires értekezését, a Demonstratio nova-t, nem hagyja sz6
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nélkiil, hogy itt a tisztdn algebrai tétel bizonyitdsdban geometriai megfontoldsok
is szerepelnek [10, 1:461).

Amint mér ldttuk, BOLYAI JANOS j6] ismerte a Demonstratio nova-t. Valészi-
niileg édesapjdnak a Tentamenben emelt kifogdsa sarkallta arra, hogy megkisérel-
je az algebra alaptételének tiszta algebrai bizonyftdsdt. Szdndékdrsl kéziratainak
két oldaldn (885/1, 17) taldlhaté német nyelvii jegyzete tandskodik, amelynek
cime: . Egyszerdi, tiszta algebrai bizonyitdsa a tételnek, hogy minden algebrai
(rendezett egyenlet legaldbb etc.) sima raciondlis egész fiiggvényt (kifejezés) elé
lehet dllitani egyszerii (vagy elsé fokii) tényez6kbél.”

A cimet kdvetd szoveg nem vildgos. BOLYAI itt is emliti GAUSSt, aki el8szor
bizonyitotta a tételt, tud arrdl, hogy A. CAUCHY is adott rd egy bizonyiftdst, s
hogy GAussnak létezik (akkor!) két tovibbi bizonyitdsa, de megjegyzi, hogy 6
azokat nem ismeri.

BOLYAI JANOS foljegyzéseit egy 1846. dprilis 27-én keltezett katonai ok-
mdnyra irta. Bizonyitdsdt nem tudjuk kdvetni ezen a lapon. Lehet, hogy a mate-
matikatorténetben GAUSS utdn § az els6, aki kisérletet tett az algebra alaptételé-
nek tisztdn algebrai eszk6zokkel valé bebizonyitdsdra. Nyilvdnvaléan nem tudott
arrdl, hogy erre GAUSS is torekedett.

Végiil egy djabb helyreigazitdssal tartozunk. P. STACKEL megemliti [106,
1:254], hogy Janos egy céduldn &sszedllitotta azokat a problémdkat, melyekr§)
ugy vélte, hogy meg tudja Gket oldani. STACKEL dllitdsdt késGbbi szerzbk is
fonntartjdk [32, 242 old.], [127, 126-127 old.]. Amint mdr szév4 tettiik (2.5.§),
ennek a kis irdsnak a Marosvdsdrhelyen taldlhaté iratok kozotti felkutatdsa nem
jart eredménnyel. STACKEL egy mdsik helyen [106, 1:277] azt frja anélkiil, hogy
allitasat megindokolnd, hogy ez a cédula 1855-b6l valé. BOLYAI JANOS eddig is-
mertetett kutatisainak szimbavétele azt sugallja, hogy ez a vélemény kiigazitdsra
szorul. Mi is van a céduldn? Csak két pontjit emeljiik ki:

1. Valamennyi egyenletnek algebrai tton valé megolddsa.
5. Valamennyi fajtdjd 1orzsszdm véges alakja.

E két feladat megolddsdat BOLYAI nem tlizhette ki magdnak 1855-ben. Az
el6z6 (6.3.§)-ban ldtuk, hogy mdr az 1850-es évek elején tisztdban volt a maga-
sabb foku algebrai egyenletek algebrai magoldhatatlansdgdval. Akkor 1855-ben
az |. feladatnak szdmdra mdr nem lehetett értelme. A (4.3.§) és (4.7.§)-okban
pedig megmutattuk, hogy BOLYAI JANOS mér elGbb meggy5z8dott arrél, hogy
sem a kis Fermat-tétel, sem a Wilson-tétel nem szolgdl ,.excelleng” kritériumnak
a primekre vonatkozéan. (Igaz, hogy a Mersenne-féle szdmokkal még 1855-ben
is kisérletezik (4.4.§).) Az (5.4.§)-ban pedig lathattuk, hogy a komplex primek
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leirdsa teljes mértékben sikerrel jdrt neki, vagyis ezeket mdr nem kellett kutatnia
1855-ben.

Kovetkezésképpen ez a cédula jéval kordbban keletkezhetett, mint ahogy
STACKELné| olvashatjuk.




7

A két Bolyai matematikai tartalmua
leveleibol

7.1. Néhany mondat a levelekrol

A két BOLYAI levelezésének tekintélyes része mdr kozismert. Sok Bolyai-levél
JAKO ZSIGMOND [17, 375-421 old.] és kiilonésen BENKG SAMU [6, 11, 20] gon-
dozdsdban jelent meg s az 1952-ben () lendiilettel megindult Bolyai-kutatdsban
fontos szerephez jutott. Nélkiilozhetetlen és hiteles forrdsokkd véltak a Bolyaiak
élete és munkdssdga tobb, addig ismeretlen mozzanatidnak megvildgitdsiban. A
levelek kozlésével BENKO és JAKO nagy szolgdlatot tett azoknak, akik az utébbi
évtizedekben érdeklbdéssel kozelediek a két BOLYAI felé. A kutaték szdmos tu-
domdnyos munkdban hivatkoznak ezekre a levelekre, mert segitségiikkel jobban
megérthetjiik a két tudés-matematikus hétkbznapjait, mindennapi gondjait s az
Oket foglalkoztaté problémadkat.

A napjainkig feltirt levelek csak elvétve tartalmaznak matematikai szbveg-
részeket. A kdzreaddk nem lévén jdratosak a matematikai ismeretekben és tartva
a szaknyelv buktat6itél, érthetS, hogy keriilték a matematikai természetd fejte-
getéseket. Ha mégis villalkoztak ilyen levelek kdzlésére, néha bdnté elirdsok
jelentek meg a kozoélt szévegek képleteiben [17, 413 old.], s ezédltal a szakma
miivelGi részére azok haszndlhatatlanok maradtak.

A kéziratos hagyaték djbéli attanulményozdsa sordn tobb olyan ismeretlen
matematikai targyd levél is elSkeriilt, amely nem keltette fel a kutaték figyelmét,
vagy amelyeket egyszerlien mell6ztek. Nem is csoddlkozhatunk ezen, hiszen eb-
ben az esetben a Bolyai-levelek kibet(izése alkalmdval nemcsak az dltala hasznélt
sajdtos elnevezések és jelolések megflejiésével, de a szbvegekben rejlé matema-
tikai tartalom megértésével is meg kell birk6znunk. A BOLYAI JANOS dltal beve-
zetett olyan szavak mint ,.okadar”, ,mértdrs”, ,1ev6-" ,vevi-nyi" el6sz6r még a
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szakember szdmdra is killondsnek tinnek. Az ilyen fogalmak nem érthetSek meg
a szOvegekben rejl6 belsG dsszefiiggések kihdmozdsa nélkiil.

Az itt kdvetkezd tizennyolc levél koéziil négyet Farkas kiild6tt Jdnoshoz, a
tobbit pedig Jinos ira apjdnak. Ezck a levelek jorészt csupa ténykozlS, szdraz
irisok, némelyiket Kisebb értekezésnek is tekinthetjiik, de szinte mindegyik tar-
talmaz apré tandcsokat, néhdny személyes vonatkozdsi kozlést is. , Sziivdson ké-
szondm a herpesre nézi tudakozdddst™ — kezdi levelét BOLYAI JANOS s aztdn né-
hdny sz6 utdn nyomban rdtér a targyra: , Az pedig, hogy ha p prim, ..." (746/1).
Farkas pedig elGszor azt kozli fidval, hogy: ,,A templomban hosszi prédikatzié
alatt hajdonfén Grippet kaptam ... " s csak azutdn kérdez matematikét (1358/1).
Azt is kiolvashatjuk a levelekbdl, hogy sokszor felkeresték egymadst, tehdt nem
megalapozott az a vélemény, amely szerint miutdn ismét egy vdrosban éltek,
keriilték a taldlkozdst s csak levélben érintkeztek [6, 94 old.]. A mindeddig is-
meretlen levelekbGl éppen azt olvashatjuk ki, hogy gyakran felkeresték egymadst.
Idézziink csak néhdny mondatot ezekbdl: ..... holnap délutdn oda is iigydkszom
... " vagy \Addig is mig magam oda mennék . .." - frja Jinos. Gyakrabban sze-
rették volna egymist litni, de néha ez valamilyen akaddlyba iitkbzott. Milyen
szépen menti Ki magdt Jinos: , Nagyon kdszéndm a megldtogamni kivdndst. De
csak tigy, hogy legkisebb alkalmatlansdggal se t6riénjék, kivdlt ezen mostoha,
vad, zordon, savanyii, kellemetlen s egészségtelen idében, bdrmint kivdnndm is
kiilonbén taldlkozni . ..". ,Meglitogatndlak, de nem merek akkora tthoz fogni”
— panaszkodik az id6s Farkas. [rdsaik eldruljdk, hogy szdmos matematikai té-
mdr6l beszélgettek, amelyeket aztin levél formdjdban is rogzitettek. Megtortént,
hogy az (jbéli taldlkozdstél csupdn egy nap vdlasztotta el Sket, gondolataikat
mégis megirjdk egymdsnak.

A Bolyaiak €letrajziréi szdmtalanszor felr6ttdk, hogy leveleikrSl hidnyzik a
megszolitds és végiikrbl az tidvozlet meg az aldirds. Lehet, hogy ez az eljdrds szo-
katlan az olvasénak, de nem feltétleniil a levélirék kozotti bardtsdgtalan viszony
tilkkrézGje. Olvassuk csak a leveleket!! Hangvételilk szépséget, egymds irdnti ra-
gaszkodadst, féliést, tiszteletet sugall. Egy matematikai dolgozat nem kezd&dik
feltétleniil a megszdélitdssal és nem végzbdik bicsizkoddssal. Kiilonben is frisai-
kat rendszerint visszakérték egymdstél, igy ezeket nem annyira leveleknek, mint
inkdbb sajdt maguknak készitett jegyzeteknek tekinthették. A megszdlitds akkor
pedig [Glosleges.

FeltlinG, hogy Jdnos az apjdnak kiildott levelekben nem a més kéziratlapo-
kon elGszeretettel alkalmazott, maga 4dltal alkotott betdket haszndlja. Ugy ldtszik,
nem akarta terhelni apjit, ezért leveleinek fogalmazdsakor megelégszik az dbécé
szokidsos betdivel. Leveleinek nagy része gondosan elkészitett, szépen lemdsolt
szbveg. Azért el6fordult néha, hogy .myakra-fére sietve” csinydn fr apjdnak. ,A
kiildén demonstrdciom bdr is rinil frva™ — ismeri be egyik alkalommal (1014/1).
Miskor, ha tdl sok a tennival6ja, nem ér rd rendbeszedni gondolatait. ,.Ez egész
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demonstrdciokat - irja - lehet s kell szép logikai renddel kiilonbézé osztdly s
aloszrdlyokkal eléadni: mire most nem érkezem™ (495/2).

A kozlend® levelek koziil az els6t 1844-ben Domdldon frta BOLYAI JANOS, az
utols6k Marosvisdrhelyen keletkeztek 1855-ben. Elég sok gondot okozott tébb
levél keltezésének a megidllapitdsa. BOLYAI FARKAS gyakrabban irt idSpontot a
leveleire, de néha & is elmulasztotta ezt. Bizonyos esetekben a levelek tartalma
vagy valamilyen eseményre valé utalds a levélben elég j6l eligazit, megtonént
azonban az is, hogy a ditum megdllapitisira vonatkozé kisérletiink nem jéirt si-
kerrel. Egy idOrendi sorrendet mégis feltételeztiink s ennek alapjdn helyeztiik a
levelekel egymds utdn,

Apa és fia egymdsnak irt, most napvildgot 146 levelei — hdrom egyes rész-
leteinek kivételével — eddigelé kiadatlanok. Koziililk 1obbdl idéztiink kisebb-
nagyobb részleteket a kdzelmiltban megjelent vagy sajté alatt 1évS tanulmdnya-
inkban [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76] s természetesen
kdnyviink el6z6 fejezeteiben is. A leveleket most a hagyatékban megtalélt forma-
ban - egy Kivételével - teljes terjedelmiikben adjuk kozre. Az irdsok a két Bolyai
szimos gondolatdt megdrizték szdmunkra. Ha Jdnos nem levélben vélaszol ap-
ja kérdéseire, akkor ma igencsak szegényebbek volndnk az Sket foglalkoztaié
matematikai problémdk ismeretében.

A levelek nem egyformdn értékesek. Van kdztiik olyan, amelyet kénnyii ol-
vasni, s egyben sok felvildgositdssal szolgdl, de akad olyan is, amelynek fogalma-
zdsa nekézkes, koriilményes és nem sok adatot tartalmaz. A mir az el5z6ekben
feldolgozott, értelmezett levelek mellett néhdnyat most minden kiiléntsebb ma-
gyardzat nélkiil. kozliink, remélve, hogy tanulményozdsuk fgy is hasznos lesz az
olvasénak és a késGbbi id0k kutatéinak.

A legtobb levélben szidmelméleti kérdésekkel taldlkozunk, de a matematika
mds dgaihoz tartozéak is elGfordulnak kozottiik. BOLYAI JANOS sokoldaldsdgdt
bizonyitjdk az algebra, a geometria és az analizis kérdéseit boncolgaté levelei.
Szdmos levél elolvasdsakor sajndljuk, hogy hidnyzik a befejezése. Egy gondolat
hirtelen megszakad, s nem tudhatjuk meg a folytatdst. Ez a mds kéziratlapokkal is
elég gyakran el6fordulé jelenség mindig nehezen elviselhetd a Kutaténak s nyil-
viinvaléan az olvasénak is. Még fdjdalmasabban érint BOLYAI GERGELY 1884-
b6l valé irdsa, amelyben megvallja, hogy Janos és Farkas sok matematikai tar-
talmd levelét megsemmisitette, mert nem itélte mélténak az utékor pillantdsdra.

Ugyancsak pétolhatatlan (irt jelent a Bolyai-kutatds szdmdra azoknak a leve-
leknek a hidnya, amelyeket Jinos Bécsbdl és fiatal tiszt kordbél intézett apjdhoz.
Ezekben feltehetSen részletesen beszdmolt geometriai rendszerének megalkotd-
sdrél. Sajnos éppen ezek a tudomdnytoréneti szempontbdl legfontosabbak tlintek
el nyomtalanul. A levelekrSl csak annyit tudunk, hogy léteztek (hisz, amint J4-
nos a nevezetes temesviri levelében (1565/1") apjdnak megina: ,mindaz, valamit
eddig kiildorem, 1sak kdrtyahdz a toronyhoz képest”, arra enged kovetkeztetni,



148 7. A KET BOLYAI MATEMATIKAI TARTALMU LEVELEIBGL

hogy valéban voltak még olyan levelek, amelyeket még nem ismeriink), de ami-
kor a tudomdnyos kutatds figyelme rdterelGdott a Bolyaiak kéziratos hagyatékira,
mdr csak a temesvdrit sikeriilt meglelni [20, 24-25 old.).

Nemcsak Janos ifjikori levelei tlintek el végleg, de t6bb id&skordbdl szdrma-
26 levelet sem taldlunk. Eppen az dltalunk bemutatott leveleket olvasva tdmad
sokszor hidnyérzetiink, mert benniik mindegyre olyan, mds levelekre valé hivat-
kozdsokba litkdziink, amelyeket hidba keresiink.
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7.2. Bolyai Janos levele apjahoz

Kedves Edes Atydm!

Ordmmel olvasdm, hogy a ldz elhagyd (még emiiteni sem szeretem): nem is
hiszem, szokott diaetdja mellett sokszor jétt volna el6: még szdmot sem kell rea
tartani: de a szilva evéstdl mégis kivdlt ebéd el s késGbben ebéd utdn is ( lega-
ldbb az én természetemrél itélve) jo lesz Magdt dvni, ha csakugyan bizvdst kévdn
enni, legdrtatlanabbnak gondolom mindjdrt ebéd utdn néhdny szemet: ne vegye
rossz néven ez emlékezterést, mert bdr jol tudom is, hogy életrendre nézve nem
sok sziiksége van senki tandcsdra; de véges lény (nem-isten) egy sem tud min-
denkor minden az elétr tudottat egy elevenséggel: azért (az ember magdt kénnyen
elfelejthetvén) jé tandcs soha senki szdmdra nem fdlésleges.

En elhatdrozim magamban (bdr nem Sromest is szélalok meg, ligy mint (a
nyelv miatt s egyéb-ardnt is, ha nem a legalsé alapokon kezdem a K egyed, Gauss
s akdrmelyik legtisztdbb szellemi hellén Sinnjével |érzékével) természet szerint
erosen atyafias mod de mégis iij mddon, olyan, melyet 15bbé nem hiszek soha
sziikség legyen megiijitni — mig mdr meggyéz6dik a tettel nemsokdra, csak az a
kérésem, egyfelsl higgyen azaz ne legyen rossz véleménnyel irdntam, mdsfeldl

pedig ne higgyen semmit meggy&zbdés nélkiil - nem_hidba faradtam!

Kegyed egy nevezetes nagy epochdt {korszakot) csindlt Euklidtél fogva: oly
vezetdnek drvendve (miért érik hdla Istennek s Kegyednek) ills volt bevégeznem
magam nem lehetek megelégedve), hogy elbljdréul s némi elS-izletiil bocsdssak
elore haladék nélkiil mihelyt Kolosvdrrdl vissza keriilék hovd mdr 16bb okbdl
nem meheték el {utlagos oldaljegyzet} magyarul is (gondolom a magyar tudds
tdrsasdghoz kiildenddiil). németiil is (mint Gaussnak kiildendét) egy kis terjedel-
mii munkdt kovetkezd cim alatt, mint az oo kicsi, Leibnitzistdk rossz stylusukkal
szblva differencidljdr azon rengetegnek, mely mdr szdndékozok a kéz-jéra vildg
elébe adni, némi jeléiil annak, hogy kordnt sem aludtam el életemet, s nem va-
gyok azon meg-vettetésre mélto, millyel némelyek hdt megett illetnek. Csak az a
fatalis kdriilmény szir, fiir most is, mi tanim kiaddsdtél eddig is mind el-tartou,
hogy a tan még TOKELYES rendben, idomban nincs, vagyis mig kijelelése is
nem tokélyes. Bdrmily tokélyesen tudja is az ember maga mind értésre, mind
kijelelésre nézve, de ha az olvasét is meg nem bardtkoztatta még a helyes nyelv-
vel, oly mint mikor egy dardzsfészekbe nyul az ember. Hagyva most a n yelvet
mellyel is azonban, melyet gy neki tartok a leg>szerii és kizjdré hatésabb szer-
nek s raldlmdnyim kéziil a megirandé (erdsen tdgas) korldtok kézétt, mint minden
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18. dbra (445/1)

tannal is — tékélvessel birok csak isten jo akaratja szerint per se érdem benne
tigy nincs, mint 3 véka biizdnak, hogy t6bb két vékdndl. Kolosvdrra is megirdm,
hogy buzgén igvekszem, némi figyelmet (azaz hirt nevet) nyerni, hanem figyelmet
érdemld dolgokat tenni, ezt pedig csupdn a kozmiivelddés jo rerjesztésére, emelé-
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sére (tehetség szerint) s azdltal a kdzszeretet lehetd megnyerésére de (vissza térve
levelem fonaldra) hagyva most a nyelvet, a dologban magdban is alig tudok meg-
szdlalni, hogy egy egész nagy sereg odatartozd ne tolja magdt els, mir kihagynom
is bajos. Szinte mdsodpercenként omlik a mind iijabb mélyebb beldrds s az elme
hova tovdbb a gyakorldssal erdsiilve kinnyiil és a mit régen magam sem hittem
(oc-nek tartvdn az lid6-tan mezejét) mdr ot dllok, hogy reménylem, hogy nem
sokdra (jeleni célomhoz képest csaknem kifogom meritni bizonyos kijelelendd td-
gas korldtokon beldl az idétant is. Az integrdlistanban is témérdek iij, kdnnyd,
tiszta tanom van: de (min is csoddlkozni fog) a varidciétant, 16bb mds wtakon
kiviil, elég furcsdn egyszeriien, kénnyen, kdzdnien {dltaldnosan) semel pro sem-
per {egyszer s mindenkorra) gy oldottam fil, hogy csak gyermek-jdrék, de most
ezeket is hagyva Kegyednek, mint a dicsé URANIA hiv cliensének {iigyfelének)
egy kis dromdt szerezni kivdnd balzsamul egy néhdny foladat megfejiését irom
meg ide roviden, mely ugyan (mint Kegyed is jol tudja) egy a leg>bogok kziil s
melyrdl egy EULER, LAGRANGE utdn még egy GAUSS is (a foldgombnek tand-
szainak s az évezredeknek egy oly kolossza, herkulese) igy (r a Dem. novdban:
we .+« pOSt tot tantorum geometrarum labores perexiguam spem superesse ad re-
solutionem generalem aequationum algebraicarum uniquam perveniendi ita ut
magis magisque veri simile fiat, talem resolutionem omnino esse impossibilem et
contradictoriam hoc eo minus paradoxum videri debet ... Forsan non ita diffi-
cile foret, impossibilitatem jam pro quinto gradu omni rigore demonstrare ..."
A Disq. Ar. ban ismérelve 645, lapon: ,,Constat omnes summorum geometrarum
labores, aequationum ordinem quartum superantium resolutionem generalem in-
veniendo semper hactenus irritos fuisse et vix dubium manet quin hocce proble-
ma nostram analyseas hodiernae vires superet, quam potius aliquid impossibile
proponat”, s midén 6 Maga méltdn oly nagy becset tulajdonit mdr az x™ — 1 =
=0 resolutiojdnak (mi is nem csak az én gralis médomon megesik, hanem kiilon
titon is erdsen konnyen réviden) s mindenként minden csak valamennyire jdrtas
mathematikus elott elég evidens, mily rengeteg becse van a kdvetkezd tannak, mi
dlral (mint egy befejezd tannal némely egyebek mellett az egész algebra kivdn
teljesen meritve — mit szdndékom is tenni — minden egyéb tanom jeleninek erd-
sen hiv testvére lévén, s vele mind egy szellemii lévén, egy hiiron pendiilvén) sok
egvebetr is létesitettem, mit Gauss lehetlennek declardlt. Mdr a dologra (,,ne vero
hoc inepte™ [hogy ne tegyem ezt ostobdn) ). Hogy bdr bemenni szdndékozvdn
is Vdsdrhelyre, most irok, oka az, hogy (megvallva) mdr szégyenlem 16bbszor
tandlkozni Kegveddel magamnak tévén szemrehdnydst mig valamit nem muta-
tok. Jeleni tan elgondoldsa pedig nem volt 16bb néhdny mdsodpercnél, miutdn
mds csakugyan természetes bajok, de nehéz, méjj és nem egészen drhatott vitakon
sok élességgel és elme-feszitéssel probdlra, (mint tették kétségen kiviil a tisztelt
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emlitettek is, noha ott nem hiszem jdrtak volna), mihelyt e gondolat elmémbe 6i-
lon: azonnal néhdny mdsodperc alatt (mint irdm) azt is ldttam, hogy meg van.
Legyen tehdt ez, mint a nap foljouének a hajnal tiizes pirja elbjele annak mik,
ha isten tovdbbra is kedvez jeleni mitkbdésemnek, nemsokdra kovetkeznek. Mdr
megdicsekvém ime itt van.

MINDEN (RENDU) ALGEBRAI EGYENLETEK (KOZONI) ALGEBRAI
FOL-OLDASA MODORJA (UTJA) (a O-rendiit kivéve).

Megcdfoldsdval egy (RUFFINI dltal) az ilyettevés lehetlensége mutatdsdnak
(hogy a gydk [éte (mit G. {Gauss) 3-szor, Cauchy egyszer, iigy tetszik Ohm is, s
én is tisztdn finom iiton régen megmutartam), ez dltal dnkényt egy iij iiton eo ip-
so {magat6l énetbdden) megmutattik: meg-ldtszand. Egyébardnt e demonstrdcié
erdsen egyszerdi, rovid, kdnnydl, gydnyorit (mit hiszem, hogy sem Kegyed, sem
G. csak szora nem hiszem, vagy azt mondand akdrmelyik ily igéretre tréfdsiil
szdlva), hogy ha azt megteszem: vardzsolni tudok.

Mdr a dologra!

Legyen m akdrmely tevd-szdm (tettleges szdm, latinul numerus positivus) 1-
et foil haladé és legyen a, b, ¢, ... kozil mindenik, vagy akdrmi véges nyi
(mennyiség) vagy 0, s ezeknek hdnya = m; tovdbbd legyenek

- =bhb—=c—...=A
ab+ac+bc+...=B

ismeretesiil lesz, akdrmennyi legyen x (itt mind véges nyit értve),
(x—a)x =b)x=c)...=x"+Ax" 4 B2 Cx" ...

ezen fii x-16l fiiggd (latinul functius ipsus x) =0, mihelyt x=aza b, ¢, ... akdr-
melyikéhez, vagy is @, b, ¢, ... nek mindegyike azon fiiggét, mely legyen rivid-
ségért = X, 0-vd teszi (ezen egyenletet X =0 kielégiti, vagyis az illetlen latin név
hiv forditdsdval, gydk(er)e ezen egyenlemek).

Legyen rovidségért, egyszeriiségért egy idomiisdgért jobb izléssel s minden
tekintetbeni jegyi tokélyesitésért +1, s =1 a /=1 becseinek ( melyeknek éppen
ligy lényt lehet és kell megfeleltetni, mint a tevé s vevé nyiknek {pozitiv s ne-
gativ mennyiség) (az urébbi latinul quantitatis negativa) jegyei, s neveztessenek
itt mind a + mind a - nyik sima vagy egyenes, mind a + mind a + nyik pe-
dig pontos - vagy mellék — vagy oldalas — nyiknek (melyekréli 15kélyes és teljes
tanomat is nemsokdra szdndékozom kdzre-bocsdtani).
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Ezen magyardzatok utdn azt dllitom, hogy ha egy szorzat =0, akkor is, mikor
a szorzat ., p+q" {p+iq) idomiak, vagy elegyek is lehetnek (p is g is sima-nyit
Jelentvén): valamelyik szorzé =0. Mert ha (p+q)(r +5)=0 (r is s is sima nyit
tévén): igy ismeretesiil (pr —qs) +(qr + ps)=0 tehdt pr —qs =0, qr + ps =0, 5
az utolsé egyenlet r-rel, az eldte valdr s-sel szorozva, s az utébb szdrmazott
egyenletet az elobb szdrmazontbdl elvonva, ered (r* +sz)q =0 és igy vagy r* +
+52, tehdt r is, s is s végre r +s is (mely az egyik szorzé), vagy q =0, mi utébbi
esetben az elobbi pr —qs =0-t, r-rel, a qr + ps=0-t s-sel szorozva, s a két iij
egyenletet summdzva lessz

A levél (445/1, 1%, 2, 2%, 3, 3¥, 4, 4") Domédldon 1844. szeptember 2-a utédn
irédott. Erre a kolozsvdri és védsdrhelyi utazdsokkal kapcsolatos utaldsok alap-
jan kovetkeztethetiink. Amint ismeretes [6, 17 old.] BOLYAI JANOS meghivdst
Kapott a magyar orvosok €s természetvizsgdlok 1844, szeptember 2-dn (421/1Y)
kezd8d6 kolozsviri nagygy(lésére. ElSaddsra kérék fel, s & ,.buzgdn” igyeke-
zelt  némi figyelmet nyerni”. Sajnos a nagygy(lés végiil az & részvétele nélkiil
zajlott le. ErrSl taniskodik oldaljegyzete a 445/1" lap szélén: ,hovd mdr 15bb
okbdl nem meheték el”, amellyel levelét kiegészitette még mielStt postdzta vol-
na. Milyen nagyszerd alkalom lehetett volna szdmdra, ha a domdldi magénybdl
wa kozszeretet leheté megnyerésére” legaldbb egy kisérletet tehetett volna.

BOLYAI szinte minden irdsdt szdmos betolddssal tarkitotta. Levelének elss
oldala (amelyet fakszimilén is bemutatunk) j6 példa erre. Az eredeti levél méso-
dik bekezdésének 2. sordban taldlhaté jel azt mutatja, hogy a gondolat a lap aljén
folytatédik. Ennek masodik sora végén egy djabb Bolyai-jel arra utal, hogy az
oldaljegyzet kévetkezik, aminek végén is van, most mdr egy harmadik ,jegy",
amelynek alapjdn a befejezd részt akkor olvashatjuk el, ha a levelet 180°-kal
elforditjuk.

Az ilyen betolddsok néha koriilményessé teszik az frds folyamatos olvasdsat.
Atirdsunkban példdul a médsodik bekezdés els§ hdrom szavdval kezd6d6 mondat
folytatdsa kilenc sorral lejjebb taldlhaté, vagyis igy hangzik: ,.En elhatdrozdim
magamban, hogy eldljdroul s némi . ..".

GAUSS Demonstratio nova és a Disquisitiones arithmeticae-b6l idézett
hosszud latin szovegek BOLYAI dltal készftett magyar nyelv( forditdsaival vagy
wrtevései”-vel a (6.2.§)-ban taldlkoztunk.

A levélbdl 16bb helyen - (1.2.§), (2.3.8), (5.4.8). (6.2.§), (6.4.§) — idéztiink.
Végén csonka, nincs befejezve.
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7.3. Bolyai Janos levele apjahoz

Ujabbi levél-kiildésem, se levelem hossziisdgdn ne botrdnkozzék meg: olvassa
végig csendesen s figyelemmel (nekem is meg-lévén magam sérelmei) a kriilmé-
nyek dltal magdt térténetesen eldadornt mathesisi részt is kiilondsén; midon az
(mennyiben hirtelenséggel rovidre lehetett) nem csak egy felél azon kivdnsdga
szerinti, hogy ldind valami jelét, hogy élek még: hanem azon mdsik kivdnsdgd-
nak is eleger teszen, miszerint az imagindriumokroli tanjdnak (theoria) alapos
és koriilményes (en detail) megcdfoldsdr kivdnta 16bb izben. Ebb6l most erds re-
ményem szerint (2-2=4 mddra) mulhatlanul meg fog teljesen gybzédni, hogy
(bdr is az eddigi mddja, egy elsé iitnak, probdnak kitling szép elmére mutatont)
az imagindriumokroli tanja ingd gyenge alapra s nem elég koriiltekintéssel (cir-
cums) sectio (beosztds), circumspicientia {vizsgdlat)) megfontoldssal s a dolog
erébei beldidssal, hatdssal van épitve s teljességgel meg nem dllhat: a dolog lé-
nyege kissé méjjebben van (bdr is nem erGsen méjjen), és egyebiitt; én ott maga
helyén kerestem, és meg is kaptam szerencsésen még 831-ben.

Botlani (mint a legiigyesebb dexterusb {jobb}, habilisebb calculistdnak
{ligyesebb szamitonak} is) emberi dolog; a hibdr megldtni észre venni iigyes em-
beré; megismerni becsiiletes szerény és nemes joszdndékii emberé; s nem hogy
szégyen volna: hanem dicsds(ség): s épen meg-nem-ldini tudni vagy akarni lenne
(egyébardnti elme mellett) szégyen s <-s5ég.

Jeleni tdrgy is, bdrmi rivid is, mint per se (a G. (Gauss} nyilatkozara, elis-
merése, itélete szerint is, s minden derék mathematicusé szerint) egyik legfonto-
sabb, sarkalatosb dologra nézve az egész tanban, Kegyednek oly rég ora és oly
vakmerden (az enyimnek, elméni (iigy) hitt s rdfogont, vagy képzelt gyengiilése
dllitdsdval, megvetése, legyaldzdsa, mocskoldsa mellert, noha a végin csak an-
nak kell érokre meg- és fon-dlini mint Kegyed is rd-fog-témi-) erdsitett ranjdt
egyszerre végképpen le-ontd, nem keveset ér, s reményben Kegyed is mdr most
ily apréra ki-fejtve, meg-becsiili.

Egyébardnt mind ennek a veleje mdr a Dissertatiomban {célzés a Responsio-
ra} is meg volt, mennyi tudniilik elég a Kegyed madjdval ismeretes és figyelemmel
s jé combinatioval s alkalmazdssal biré olvasonak. De sok szerencsétlenségre
vdlit mdr az, s eredett abbél (mind tanilag, mind egész lelkiiletet véve), hogy
Kegyed elejétdl fogva nem nézte jol meg a levelemet, s alig difutva, félre vetette,
s anndl fogva sok legfontosb s derekasb tanimat is egészen félre s nem érterte, s
megvetette mibol azutdn sok erGsen kedvetlen penna- s széharcok (logomdchia)
{kéros bSbeszédiiség) kerekedrek.

Jeleni példdbdl is gy6zidjék meg kegyed, hogy ndlam (oly régéta dllharato-
son, lelkiismeretesen, auf Tod und Leben (Eletre-haldlra) neki fekiidvén) meg is
van rdgva s emésztve holmi tékélyesen ki-téve azt, mir6l magam ki-jelelem, mi hi-
dnyzik, s az kordnt sem emberi erdt foliil-haladé dolog, ezt dllitni absurdum, mert




7.3. BOLYAI JANOS LEVELE APJAHOZ 155

én soha olyan transscendentaleval nem bajlédom, minek ne lehessen ember em-
bere s mds jozan termett ember is éppen iigy képes jél ldmi s olvasni a természet
(nagy kényvében) -ben mint én, ha elfogulatlanul nyitja ki a szemét, s hizamosan
rdfiiggeszti. Minden isten akaratja szerint van, s nincs egyéb dics, érdem, mint
az dn-érzet, s a mdsok miivelddése s boldogsdga elémozditdsa s emelése tudd-
sdbol eredé bel-jutalom (mint millié mdsdnak nincs semmi érdemes dicse, hogy
> | mdsdndl); az pedig tiszta, drtatlan gyényor.

Egyébardnt jeleni levélben még (fdjdalom!) kellett lenni a jé mellett kedvet-
lennek is, hogy még egyszer akaratom szerint utoljdra, vagyis befejezdleg) kese-
riiségemet és ebbéli tudatomar Oszinte kijelentve, kénnyebiiljek s csendesedjem.
Nincs mad, hogy jeleni levelembeni folvildgositdsok s kifejtések utdn (mind az
engem mikor nem is gondoltam volna, oly méltatlanul sértd s <bitni kivdné, An-
talnak irott, de mellékelt levele irdnt, a 16bbi melyek mind oo ténusiiak s az én
Antal elotii becsiiletem, tekintetem s nyertt jéindulatom lerontdsdra s engem ki-
rekesztésre célzok voltak, nem is emlitve mind pedig egyebekre nézve) nincs méd
mondom, hogy dt-neldssa s meg ne ismerje, hogy bizony én is sok méliatlansdgor
szenvedtem Kegyedtdl minek egy jo nagy része (t6bbként) most az Antal haldla
utdn jéve (hihetoleg nem vdrt képpen) vildgossdgra: de el-tsltiek s legyenek el-
Jeledve! 1lisiik kedvesebb foglalatossdggal a becses idét s ne rontsuk magunkat
Is egymdst rontani akarva.

Egyébardnt, a: (Kegyed dltal célba vert) oszdly bevégzéséig (végre-
hajtdsdig) is legegyszeriibb, tisztdbb, egyenesb, illobb, igazsdgosb s természe-
tesbnek tandlom engem minden (pénz- s naturale, ha ez nem tétetinék pénzzé)
Javedelembdl, mint harmadost, részeltetini de én nem térvénykezem s izetlenke-
dem, ha lehet, kivdilt az apdmmal. Kegyed lelkiismeretére bizom.

Gergelyt pedig nincs mért illé gondoskoddsom foiil félteni, hogy meg nem él,
mert & ligyes ember s életre valé jé gazddnak indult (éppen mivel nem éli magdt

a ... {itt megszakad}.

Hérom apré z6ld szindi lapocska mindkét oldaldra (740/1, 17, 2, 2Y, 3, 3Y)
irt levél (vagy fogalmazviny). Azért iktattuk a matematikai tdrgyd levelek kizé,
mert az imagindrius szimokkal kapcsolatos.

Keltezés nincs rajta, de abbdl, hogy az Antalnak irott levelet emlegeti, kévet-
keztethetiink arra, hogy azt nagybdtyja, BOLYAI ANTAL 1845-ben bekdvetkezett
haldla utdn irta. Ui. ekkor keriil Jinos kezébe Farkasnak az a levele, amelyet
Oceséhez, Antalhoz 1838. mdrcius 19-én irt.

E levélbSl hosszan idéz BENKO SAMU is [6, 86-90 old.]. Egy lényegtelen
elirdst kell csupdn kijavitanunk. Az idézet elsd része [6, 88 old.) nem az 1124
jelzetd kéziraton, hanem a 740/1" jelzetd oldalon taldlhatd.

Ez az irds enyhébb szbvegezési, mint a JAKO [17, 389-390 old.] és STACKEL
[106, 124-125 old.] dltal k6zolt fogalmazvinytoredékek (739/1).



156 7. A KET BOLYAI MATEMATIKAI TARTALMU LEVELEIBOL

7.4. Bolyai Janos levele apjahoz

gydnydriibb, diis aratdssal példdul (mi megint fol-ér magdval a QO val (kbr
négyszogesitéssel}) a MONTUCLA dltal mélidn dicsért MASCHERONI a geo-
metria constructiokat {geometriai szerkesztéseket} csupa kdr-irdssal it és nagyon
szépen, elmésen viszi ugyan véghez: de egyfeldl folteszi a 1]-dik elvét, mdsfe-
I61 a lapit melyen miikodik, s még egy 3-dik s 4-dik hidny is van. Nekem pe-
dig a Vildgon semmi sem kell (!!!) és igy, példdul féltéve a OO hatdsdt a O
azon gyonydri tulajdonnal bir, sajdt magdhoz = Oet csindlni tudni. Recte! {Igen!
Helyes!} , hogy O végesen %O nem lehet, s 16bb afféle, rég megbizonyitottam.
Amit pedig a log nat functié tdrgyrél mondottam, oly bizonyos, mint 2-2=4;
(néhdny sz6 hidnyzik a laprél} s folér némileg megannyi OO-vel. a m-t ma-
gdr még, (rott akaddlyom miatt nem igazithattam el; de csalni nem igen szokott
tapintatom avval biztat, hogy az is ki-j&; s6t még oo sok egyéb afféle. Mostan-
sdg csaknem az egész mathésis minden régior el- (hidnyzik a levél egy részlete)
16bb egyéb lényeges iij {néhdny sz6 hidnyzik} némi ezt illetét ldthat. Nagy ta-
miisdg volt a Newton (olvashatatlan). Ezr anticipdlva, nyakra-fére irdm, tartva
tdle, hogy kiilonbdn igen hdtra halasztom: mdr vdlaszlok a kiildétiék rendje sze-
rint pontonként. De még egyet: région vdlaszoltam volna, ha beteg ne legyek: de
mdr néhdny hét éta bajlédom, vagy kétszer éppen veszélyesen is lévén, de a ha-
talmas Priesznitz mddjdn (6rok hdla a testi egészség ezen nagyszeril nomds hdse
és X tussdnak!) befogva mind a hatot. Isten utdn némileg jobbacskdn lettem, s
reménylem mdr nem sokdra helyre dllok: minek irdsdval nem is alkalmatlankod-
ndm, ha nem érezném kotelesnek magamar megmenteni hosszas hallgatdsomért
és ut incassum aut perperam me jactavisse, mihi quidquam arrogavisse, vanas
exercuisse minas, gemitusque immanes ciendo murem ridiculus peperisse ne vi-
dear {ne tinjek dgy. hogy hasztalan és hamisan bilszkélkedtem, magamnak olyan

érdemeket tulajdonitottam s megalapozatlanidl fenyegettem és éridsokat nydgve
egy nevetséges egeret szilltem}; s mds

Levéhiredék egy kis cédula két oldaldn. Elején és végén csonka. A kézirat
(74171, 1%) felsb része hidnyzik, azért nem olvashaté az oldaljegyzet egy része
sem.

Keltezését nem sikeriilt megdllapitani.

L. MASCHERONI (1759-1800) neve gyakran feltlinik BOLYAI JANOS kézirata-
in. Miive a Geometria del compasso (Pavia, 1792) francia forditdsa BOLYAI sajit
tulajdona volt. Ez a levéltdredék tanisitja azt is, hogy Jdnos olvasta J. MONTUC-
LA matematikatdrténetét.
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7.5. Bolyai Janos levele apjahoz

A kivdm filvildgositdsra, kozmegnyugtatdsunkra és a tdrgyak annyiban,
ezenneli bevégzésére s részint csoddmban és szinte rémiilésemben az utébbi leve-
let — melyet az elbitt, mdr ismerve lényegét, megvallom csak futva vagy kénnyiisze-
riileg néztem dt — még tegnap estve figyelmesebben vagy aprobbra véve dtolvas-
vdn és az igaz valddi szép és joé orszdgdban hogy szokon, de idétlen kifejezettel
éljek, szerencsére nem lehetvén disharmonia, tehdt két ellenkezd kdzott egyiknek
hamis vagy hibdsnak kellvén lennije — a szdmitdsi hibdt ott taldltam réjjleni, hogy
az otti iiton, a d X, d*X.d Y, d%Y meghatdrzdsakor elmulatédott az ugyancsak
vdltozd x. y. r is annak nézetni vagyis az ezekre nézti alképzés kimaradon. Er-
re ugyanis tekintetet véve lesz, ha idd, tenta s rézpor s fdaradsdg kevesbitésért s
mocsokra kevesebb alkalom addsért ,d " helyert & -t irok, per se

, r[2ﬂ(n—x)w—ﬂzwé:]-ﬂzta-—nwé
OX=c'+— ;; :

5 ugy tovdbb; azonban, bdr-is nem dllitom, hogy ezen iiton is célt ne lehetne ér-
ni: teljességgel nem ldtom sem sziikséges-voltds, sem haszndt, sem csinosbitdst
benne nem taldlok, ezen sokkal hosszash, teherményesb, egybe-bonyolddottabb
és unalmasb iiton jdrni s keresni azt: mi mdr az orszdg-iiton kénnyén el-érédik
és ismés; mind a mellett is, hogy a figyelemre mélté igazsdg kuratdsdban ép-
pen magam sem szoktam sem az orszdgiithoz kdini magamat, sem bdrmekkora
tekintély s nehézség dlial is elijesztetni s éppen jelenleg is néhdny orids sét Co-
losz dll elottem, melyekkel meg kell kisértenem a kiizdést vagy kiildést. Hanem e
szdgletben nem vala mit tenni; én pedig kiiléndsen szeretem oly tani tdrgyakat
vdlasztani dthatds végett, melyek valoban sziikségesek, bdr hasznosak, legaldbb
Jjo tzlésiisk — Es marad vagyis dll tehdt e részben az

yox+(a—-x)0y=ac

ha tudni illik (a tudva lévé mddon elbontott pillanati erének az x-ekre L
{merlleges} oldalhatdsa mint mdr Vega is dllitja. A jobbacska, vagy megle-
hetdsbb vagy legaldbb kidzépszeri, sot még a leghalvdnyabb szerzonél is kivdlr
egy ily eljdrt terdlt tdrgyban, nagyon sziikséges az ugyan szemes vizsga, mi-elott
az ember botlasztand, s legelobb legjobb ha az ember dnmagdnak nem hiszen,
mert a sok rossz s idbtlen kézort mondanak csakugyan sok jou, s iigydst, derekat,
talpra-esettet is. De megsziindm, mert igy levélen el-nem-végzem, s az efféle, be-
ldid eldn, iigy is, mind dnként bizonyos. Csak azt jegyzem meg erre nézve még,



158 7. A KET BOLYAI MATEMATIKAI TARTALMU LEVELEIBOL

hogy furcsa, hogy vdrakozdsom ellen, minden elvétése mellett a szdmitdsnak az

y&2x+(@a-x)dy=0,

per se csak 13rténetesen, jol vagy helyesen j& ki, mind a mellert, hogy még mds
hiba is csiszik be, tudni illik az orti

SX=c — Zﬂ(a:nm —bél.

az otti médon is, vagyis az alképzéskor, csak 6-t nézve is vdltozonak, nem

52x= 2(a —x)w
r

hanem
2, —-2(a — x)w
O°X= -

kovetkeznék: de mikor aztdn az emlitett mdsodrendii © egyenlet per se nem jo-
ne ki. — Egyiittal Makdr is ugyan még az estve nézegettem: jeles, ligyds, érde-
mes, derék s becsiiletes szép jellemii ember (munkdjdt ezennel készinettel kiildvén
vissza): de egyéb siirgdsbb vagy szorgosbb és nagyobbszerii dolgaim miatt most
annyival kevésbbé érkezem, hogy bivibbin egyébbe elegyedni, hogy a Géortingai
s Oxfordi s 16bb efféle millionair. kéonyvidrakban s a 16bbiben még van 1é6mér-
dek még derekabb dolog, s végre és foleg az egész Mindenség! oc és oo filséges

kdnyve is tdrva dll az ember el és drokds dolgot ad. — A f 0-nak a ¢ b =c-bél
a b=1-nek nem dlraldnos kiovetkeztethetéséveli hasonlatjdr sem foghatom meg:
ligy az f -tan leomolnék, mely pedig minden még abban is leendk mellen, di-

csdiil dll és szildrdabban a Sion hegyénél. Azt sem foghatom meg, hogy miképp
ne lenne a tandszok elon érdekes a O li O ra dolga, sdt mi foladat volna még
tdn az egész tan mezején ennél érdekesbb, szebb és némileg inkdbb teiGpont-
jdt, korondjdt tevdje a tannak: mint ez: midén nyilvdn ldtszik, hogy hajhdssza
untalanul az egész andsz-Vildg, és sok idbtlen-sziilont mellett mily gondosan ku-
porgatjdk, ha mi szépet taldinak evvel érintkezésbe lévét. En Isten kegyelmébdl
nem elme-vakon s a priori foltett szdndokkal dolgozom: hanem gkszeriileg s a
hol mi jora iij utat veszek észrenyilni, per se lehetbleg eljdrom, mint irdm semmi
tekintély s nehézség dlral vissza-nem-rettenvén ezt senki sem teszi: semmi iif jo
nem sziiletik soha és a Mindenség ~ lesz egy oo halotthoz. Lenne csak meg! de
csindlna dm akkora ldrmdr éppen az, az egész mathem-Vildgban! minél tdn na-
gyobb sem volt, hozzd-jdrulvdn a j6 bérés pecsenye s megfelels vagy ahhoz jo
kortyok sem hidnyozvdn. — Még egyet! Az igazsdg is per se nem mind mélié a
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folvérelre; mert kiilonbén akkora tan-halmaz kerekednék, hogy a rendezés, idézis
és fol-keresés t16bb bajba keriilne az dn-eréni kigondoldsndl: mily eset van mdr
is sok kdnnyeknél, hol az dthatolds, tisztdlt és érlettség hidnyja miant gyakran
unalmasb a kicsindldsndl. Igy, hogy az alg. gdrbére bdrhonnan L van, arrdl s
bizonyithatdsdrol meg vagyok gybzddve, mint a

(f k)?
52

dllanddsdgdra nézve is, ha csakugvan igaz: de most fontosb és iij vagy ere-
dei tdrgyaként ezt nem sziikség vitamom vagy belé-ereszkednem. Afféle viszony
szdmralan van. A hol pedig jdrni méliénak raldlok: ott minden szogletet szeretek
eljdrni.

Analizist tartalmazé levél (1323/1, 1Y, 2Y, 2). Nincs keltezés rajta.

A levélben BOLYAI MAKO PAL (1724-1793) Compendiaria physica institutio
..., Partes duo, 1762-63 kdnyvének nézegetésére utal, amely BOLYAI FARKAS
tulajdondban volt [36, 45].
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7.6. Bolyai Janos levele apjahoz

Addig is mig magam oda mennék a szoban forgd kétely vagy fOlhG lehets
eloszlatdsdra s kdzmegnyugtardsunkra csoddmban egy rivid szot kivdntam ki-
zolni; bévobbon ezen magdban per se egyik fofontossdgii s érdekii tdrgyba je-
lenleg azon okbdl nem kénnydn ereszkedhetvén, hogy a mdr ottlétemkor emliter-
ten kiviil is kézelebbrol még néhdny egészen iij s ugyvancsak legfobb siilyi tdrgy
dthatdsa kisérletjére érzem magamat ugyan szorgosan fiolhiva vagy dszdondzve
és korelesnek, gyonydrii iij mezbk nyilvdn s dolgok advdn elé magukat, a koz-
ponti mozgdstan, mint a gyakorlat vagy haszndlatnak az elméletteli megegyezé-
se is arra mutat vagy int kiilénbén is alkalma-
sint eljdrt dolog lévén bdr is teendé per se még
csaknem mindeniitt van, mint emlitém, még az
oly trividlis mdsodrangii egyenlet tanban is, s
természetemben lévén, hogy semmit se szeres-
sek félig csindlni vagyis a tokély el megelé-
gedni hol respecteivel minimum a summit dis-
cedere. Egyébardnt pedig per se, mihelyt egy
kis résem lesz kozelebbi vagy eldném allé f6
dolgaimat kissé végezvén, minden olyas, kivdlt
Apdmiél, vagyon és foleg érdekel.

A mindnydjunk dlial elfogadott vagy kdzmegjegyzés szerinti al-kép- egyenlet
t iid fovdltozora nézve, tehdt az Apdm jegyeivel

ydz.r +(a —.r}dzy =1

melynek bal felbli tagja kdzvetleniil az az x és y kozouni viszonytdl fiiggetleniil
[ -ezhetd és igy

ydx+(a—x)d y=f0=mm'r..
mivel mint Apdm is irja, ennek al-képe amaz, vagy pedig egyenesen
j yd2x +f(a —x)d2y=const.;

de
f dz.t-yd.t—fd;rdx.

f(a-.r)iz_vﬂa-.:r}d_v—f{-—d.rd,v)={n-.x)dy+fd.rdy2
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melyet az el6bbivel dszizve, ki j& az emlitert és ugyancsak senki dltal el-nem -
vitdzott s nem is ostromolt vagy megtdmadort elsérendi al-kép - egyenlet, integ-
rdl egyenletiil: hol d x, d y irdnylag vagy respective az x irdnnyal || bn, és ami
L Db irdnybani sébok vagyis sebességek.

Es itt mdr nem tudom vagy értem mi okbol és Joggal lehetne tenni d y helyébe
(¢ —d y)-1. valamint azon dllitmdnyt is hihetdleg csak valami errorboli vétségnek
taldlom, hogy yd x +(a — x)d y=0, az x-nek bdrmely becsére nézve.

Hanem a dolgot szabdlyszerii rend szerint én is (gy gondolom bevégezni, hogy
a mdr taldlt f -egyenletben legeldbb is a const. leheté meghatdridséhoz ldtunk

vagy fogunk vagy kezdiink, vagy azt iigyeksziink teljesiteni vagy megtenni vagy
véghez vinni vagy hajtani vagy megkisérteni s a t.

Mdr pedig erre nézve a mozgds kezdetén vagyis a-ban, ha elészér b vagyis
Aac nem > R (ecto); iigy x=0, y=0, dy pedig c-nek ill6 decompositioja dl-
tal kdnnyén ldthatélag =c sinb, dx pedig =c cosb, mi becseket a f5l6bbi f -

egyenletben helyettesitve, lesz
O-c cosb+(a—0)csinb=const.
és gy jelen kiilonds esetben vagy adatok szerimt vagy ahhoz képest, const =
=ac sinb és tehdt
vdx+(a—x)dy=ac sinb
hatdrozottan vagy kifogds nélkiil.
Ezen egyenler balfeléli tagja mdr ugyan tébbé nem az x és y kozotti viszony-

tdl fiiggotleniil f ezhetd, azonban mindkét ragot, jelesen az elsének mdsodik izét

ezen isméskép szerint j wdv=uv - j vdu, f -ezni kezdve, kijé

U.L. Ha bA > R iigy lehet, hogy valamely a cg -hez magdhoz asymtotailag
kozelitd gorbére nézve is az elsepert terj (feliilet) — oo {tart végtelenhez). Egyé-
bardnt ezen esetre is kiterjeszthemi, ha a testet iitja bdrmely pontjdbél ugyanazon
t séibbel siirgetve gondoljuk; de mit itt most nem folytathatok.

Analizis tdrgyd levél (734/1, 1%, 2, 2"). Keltezés nélkiil.
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7.7. Bolyai Janos levele apjahoz

Sziivdsdn kbszénve a herpesre nézti tudakozdddst és holnaprai invitdtior, hol-
nap délutdn oda is iigyékszém.

Az pedig, hogy ha p prim 5 g> 1, de < g: ligy p-vel osztva q* a pot

{maradék) nem I, nem dll. Ugyanis nem csak ha prim, hanem bdrmely redlis
{egész) szdm legyen p, a*—1=(a+1)a—1) nyilvdn oszlik p-vel, mihelyt vagy
a+1, vagy a — | oszlik p-vel, azaz: mihelyt a vagy kp — 1, vagy kp + | idomu. Es
2
q°—1

aztdn a Disq. Ar. §4-je szerint éppen mindig lesz oly q < 4 is, hogy egész

2
legyen; tudni illik a-t p-vel osztva a leg < két féle (iigy mint + és -) maradvdnyok
{maradékok} < bbikér véve g-nak.

Mit is kivdnatra ezennel kivantam kézélni, hivén, hogy kis kézelebbi megte-
kintés utdn nem is lesz vala erre sziikség.

Egyébardnt én is nagyon kétve hiszek magamnak iigy, hogy leheté minden bi-
rdim dszvdsen sem birdlhatnak keményebb és kiméletlenebb szigorral meg, mint
dgnmagam de azért amit lehet dsztén - (a levélbSl egy rész ki van szakadva) ség
szerint csak megtesziink.

A gyomor fdjdalmon tudvdn azt, hogy minden tandtsom foldsleges csak saj-

ndlhatom, fdjlalhatom azt: csakugyan kis fodorminta szeszt iddogdini nem volna-
ejo? -

Rovid levél (746/1). A keltezés tekintetében tandcstalanok vagyunk. Tartal-
ma alapjdn feltételezhetjiik, hogy az 1850-es években frédott.

2 _ 2
Egy elirés van benne. A I— helyett T

P P
Dem.3).

I-I kell olvasni (I. (7.11.§)
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7.8. Bolyai Farkas levele fidhoz, Janoshoz

Szdsz Kirolynak el is kiildottem a vdlaszt: csodilkozom, hogy az ezer teen-
dok kozt dgy elfelejtettem: hogy confirmdlni {igazolni} is lehet oly hamar, melyet
t6bbként lehet két quadratra osztani, 4n + | kép alatti primet lehet, de csak unica
médon {bizonyos természetes szdmokat tobbféleképp dllithatunk elS két négyzet
Osszegeként (pl. 1105 = 337 44%=3224+9%=...), adn +1 alakd primek esetén ez
a felirds egyértelmd (4.5.8)}.

Megvéniilt az ember.
Jakab Jdnos haza jout a borvizrll kérdezte a Paganinit: kérlek prébdld el.
Az a fehémép éppen akkor vitte a holmijit el dsszevesziek.

Egy kis céduldra (1194/1) irt rovid levél. Mivel SzAsz KAROLY (1798-1853)
1848 és 1853 kozou tartézkodott Marosvisdrhelyen, a levél valésziniileg ebben
az idGben keletkezett. A 4n+ 1, alakd primekre vonatkozé megjegyzés alapjin
keletkezését inkdbb a fenti idGszak végére tehetjiik.

Misrészt a Paganinire valé utalds gondolatainkat arra a hangversenyre ird-
nyitja, amelyen BOLYAI JANOS is fellépett, s ott Paganini m(iveibdl adott el rész-
leteket. A jotékony céli hangversenyt 1843, mdjus 4-¢én tartowtdk [12, K.25/6),
igy azt is feltételezhetnénk, hogy BOLYAI FARKAS levelét Jdnoshoz kordbban irta.
Jédnos 1856. mdjus 31-én VOROGSMARTY MIHALY Ozvegye és drvdi folsegitésére
az Apollo- teremben rendezett hangversenyen ismét eljitszott néhdny hegedi-
szdimot, tobbek kozott Paganinit is (244/1), de ekkor SZASZ KAROLY mdr nem
éh.
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7.9. Bolyai Farkas levele fidhoz, Janoshoz

2.0
Ha a, b, ¢ egész szimok és a :..; egész szdm ez vagy két egész quad-

rit summdja (két egész szim négyzetének Osszege}, vagy egész quadrit (teljes
négyzet}.

Ekkor r vagy egész, vagy (rational akkor is ment.) tort: ha egész gy s is
egész midOn a egész s ha r (611, 5 is (6.

Ha r, s egészek; dgy a =r? +5° két egész quadrdt summidja.

Ha r, s tortek gy o quadrit.

Most gondoltassék oly rectang (derékszég(i) A, melyben az dtfogé Var s
egyik végéni szog v. s az azzal szembeillS befogé r =sinv - Ja

Hogy r rational legyen sin v-nek olyan Vk-nak kell lennie, hogy vka ratio-

ndl legyen. sinv=y/1—cos? v. tehdt k= | —cos® v mely rationdl mert =sin v s

cnszu+sin2u=l.

(N.B. Minden sinus nélkiil lehet r = vka, s k <1 s hogy vVka =';" legyen,

"2
k-nak = —a kell, tehit . . :,)
n?

Azonban k < | s Vak csak akkor lehet rationdl 6t — ha v olyan, hogy

n
k-—amlkurm\/ .Jum J"’ 2 —
an an? ns

Minthogy k tort edj {egy) m” < n’a: Iegyen m* =g*kan?® hol ¢ tort edj. S
;;, legkisebb kifejezésben s i,/ legyenek primek.
1*n’a

Hogy ™ cgész szdm legyen =m?; le kell rontattni (i -/...)* nek: 13-
i-l...

b6l i.l ... koziil scmmi se rontatik le és legkisebb kifejezésének n>-nek vagy
factora (i -/...)° egészen vagy csak egy része, vagy egyik sem: az els§ eset-
ben ha marad n2-b6l valami, az quadrdt, legyen p?, tehdt m* =1%pa, és igy o

legyen g =
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quadrdt; ha a-emml sem marad, Ggy m?* =1’a. tehdt a quadrit. A mdsodik eset-

bcn mnmd]un n*-bdl 22, a tobbinek a-bél kell lebontattni; maradjon a-bél u lesz
m? =12z2u, tehit u quadrﬁt és igy a 1s.

Szmuigy van ha n*-bSl semmi se rontatthatott le, s ismét a bél rontattvén le
vy maradt, m~ 2=12n? v. tehdt y quadrit és igy o is.

Innen két tortek quadritai summdja csak dgy lehet egész szdm, ha ez vagy
két egész quadrit summdja, vagy egész quadrit.

Ha pedig két quadritoknak (akdr egészek, akdr t6rt ... ) summdja egész: Ggy
ez szamtalanképpen kifejezhetd két toritek quadrdtja summadjdval.

Ugyanis legyen f az adjik {egyik} s a mdsik ¢. f > 0. s Iey:nek f—=zs
z — ¢ azon két quadritok oldaldn, melyeknek summdja f +Q legyen.

Hogy
(f =2 +(yz=0)*=f2+0?
s ebbll
__2f+2y

“-

y2+1
s v helyébe kell csak szdmot tenni.

)

Példiul (;)1(%): 2=

7, 23+2% 4 7 3 4
Ha y=1: ﬁgy i..-g z= 2 } s —-.-5—3——3 _\'E—Q—g 5
3\2 /42 4 ,
(_E) +(§) =|.Hay=2; Iesz:=§.lehﬁlf—:=0.syz-o=l.502+l"=
13 7 24 7\ /24\2
= .1 <= -, —e= =y Yl oy ~E —
l. Ha v lesz 3 tehdt f 5% yI—p= 75" s( ) +(25)
-Enl Ha v=10; lesz '--63 - —iﬁ y—- -E S (E)2
625 F S T 505 “=505" Y* 79" 505" ° \505
(1?7) 112896+ 142129 255025 =1
505 5052 "550"5 '

Az acquinoctiummal {napéjegyenlGséggel} viltozdsaim vannak - s minden
reggel egy darabig kell harcolnom, hogy a bit egy napra legy6zzem - : sem it
nem tudok maradni, sem elmenni; - csak a haldl righatja ketté a mér oldhatlan

bogot.

Ennyi minden bi feledés kozt is egy szomori jelentést kelle imom B. Ke-
mény Pdlné kérésére s megint olyan kérésre melyre nemet nem mondhatok, ke-
mencézni kell mennem.
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{A levél elsb lapjdnak felsS részén (1117/1)): Cserébe a 4m + 1 alakd primek
leg-adjszeriibb {legegyszeribb} demonstritiéjat viarom.

{A mondat utdn Jdnos megjegyzése}): Conversa is igaz igy: bdrmely pozitiv
pdratlan primnek csak egyvként két egymdshoz prim O-ra oszlé szdm prim.

(A levél iiresen maradt részein, néha a sorok kozott is olvashatjuk Bolyai
Jdnos bejegyzéseit. Példdul (1117/1Y)): fgy is helyes iit: ha a pozitiv a nem 2 O

2 2
m n
szdm dszvege iigy 2 pozitiv NO-1e sem. Mert ha a= (-;) - (;) , HgY ar® =

=mi+ri.ri= “"_"ﬂ:".;’”_ tehdr mivel a al(ut) primszdm (§) vagy m + n, vagy
m = n oszlik a-val, sét nyilvdn akkor mindenik, tehdi r? =a(s® +1%); tehdt s* +

+12=db=r?

A levelet (1117/1, 1Y, 2) BOLYAI FARKAS rdviddel bir6 KEMENY PAL ma-
lomfalvi f6ldbirtokos 1854. dprilis 15-én bekdvetkezett haldla utén irta. Erre a
B. KEMENY PALNE kérésére valé utaldsbél kdvetkeztethetiink.

Irdsdban BOLYAI FARKAS egy szimelméleti tétel bizonyitdsdt kozh fidval, s
ugyanakkor javasolja Janosnak, hogy készilse el a legegyszeriibb bizonyitdsit
a 4m+1 alakd primszdmok két négyzet Osszege alakjdban valé elbdllitdsdnak
(.Cserébe a 4m + 1 alakd primek ..."). Lathatjuk, hogy Farkasnak ez a felszé-
litdsa Jdnos felé nem az 1840-es években tortént, amint azt STACKEL BEDOHAZI
JANOS nyomdn dllitja [106, 1:96].

BOLYAI JANOS vilaszdl a (4.5.§)-ban ismertettiik.
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7.10. Bolyai Janos levele apjiahoz

Az abbéli nyughatatlansdg elenyésztésére kivinom ezennel a még tegnap est-
ve, néhdny perc alatt gondolr két reménylem nem inelegdnsnak taldlandé s dlal-
Jaban megkedvelendd okadatot (bizonyitdst) némi elsizletiil, és a még ennél is,
bdr is ez is nagyon fontos és szép, ezerszer, sO1. a mennyiben bizonvos mdr az
egész szdmiant is dthatd és kimeritd kulcesal vagy eszkézzel birok, mondhatni 0o
szer > bakra nézve 16bb hitel nyerésre, kozélni. Azon a szdmtanban mindenhato
kulcs pedig abban dll, hogy midén mdr a mdsod rangii szdmi csak két ismeret-
lenii egyenletet is, csak egy La-Grange volt képes és Gauss fololdani (nem kevés
bajjal), s az utébbi még a 3 ismeretleniit is, ha homogénea szerencsés és dicsé-
ségesen fololdotta: de ott belé is fdradva gy is el-dll, hogy kénytelennek ldtja
magdt minden tovdbbi 1épést a tandszok killonds figyelmébe ajdnlani, s az arra
nézie ipart sziiviikre kii: de a mely dolog természete szerint in oo bonyolddott
s amennyiben neheziils iiton alig léphetend ember legaldbb sokkal tovdbb és me-
Iyet én meg se kisértek: nekem, miutdn magam is némi gondolkozds utdn szinte
desperdlék {elvesziettem a reményemet), azaz erre nézve reményvesztetten csen-
desen le akarék mondani rdla, vagyis annyiban hagyni, egvébhez ldtando, Isten
kegyelmébdl, hdla érte! sikeriile bdrmily mind algebrai, mind transzcendens szd-
mi egyenletek teljesen, mégpedig akdr csak N azaz rational becsek, akdr éppen
szdmok kivdntassanak resolvdlni. Ud-tani vagy (még) folsébb kérdés aztdn, N,
al-uri, sét barmint szabdlyzott exponens vagy egyéb foltéreket is odabocsdtani
és iidi vagyis nem szdmi (vagy szdmtalan?) t6bb vdltozdjii egyenleteket is (N.B.
dltaldnos adva — | — idomii becs nyilvdn csak az egyenletek szdmdt szaporitja
oly becsekkel fololdani: melyek bdarmely adva 1, 0, vagy szdmok, legdlialdnosb.
Példdul imag. primek, 4m + | idomii primek, . .. Es ez, mint mdr bdrmely oo szer
.. eldénteni). Es még sok efféle. De torrens {zuhatag) médjdra omolvdn a leg-
derekabb eszmék, mieldn érkezném egyebeket is, tisztdra irva kozolni, ezt sietve
elkiildom.

N.B. Es a mdr Euklid dlial vizsgdlr 1okél v szdmok fogalma s tudja, azon, mdr
sem a Régiek, sem tudiomra az iijabbak dltal nem érintett, hogy minden oly szdm
megadodjék (+ is {komplex is}) anndl nevezetesb, hogy a szdmtan teiépontja.
{Ezek a sorok olvashatdk, jobb megfogalmazdsban a 800/1" oldal aljén, 1. 7.12.
levél)

Azt sejyik, hogy ez a levél (495/1), vagy inkdbb fogalmazvény is az 1854
55-6s években irédott.
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7.11. Bolyai Janos levele apjahoz

Jelentsen itt a theor.-ban kijelelt kivétellel bdarmely algebrailag haszndlt beti
0-161 kiilonbézé pozitiv szdmot. Teljesitem még pedig mindkét egymdssal némileg
rokon okadatot {bizonyitdst}, mir elsé tekintetre nem hivék, hogy lehessen, a 4m +
+ | nélkil

Theor. ha a nem dszvegje két D-szdmnak, vagyis mi evvel mindegy (egyettevd),
a-nak nincs elegy (imagindrius) {olyan m +ni alakd komplex szdm ahol m 0,
n #0} oszudja; azonban

~ (b)’_l_ (d)z_ b? +d?
“=\c c] = 2
gy a O-szdm.

b* +d?
Vagyis: Ha a= ' = ligy a vagy O-szdm, vagy két O-szdm dsszvegje.

Vagyis a kovetkezd idomjdnak a theorémdnak a 0-t is befoglalva a szdmok
kdzé, ha a nem dsszvegje két O szdmnak igy két N {raciondlis} O nak sem dssz-
vegje {[102, 352 old.] Corollary}.

Vagyis: Ha a dsszvegje két NO szdmnak: gy dsszvegje kér O szdmnak is.

Dem.l. Ha a=er® és r > |, vagyis a az 1-nél > O szimmal oszlik: gy ri? -

9

2 2 b \?2 Iy 2
'%{%=(r_r) +(§) és riz sem =:2+:2. azaz két O szdm osszvegjé-

hez: mivel kiilonbén foliét ellen a = rz{.i‘z +r2} =(r ..1:)2 +(r ”2_ rehdt a = két szdm
Ojdhoz. Ha pedig rizI:I szdm: gy '-f% r® is az. Tehdr elég mdr a theo. csak oly D

szdm osztoktol ment a-krdl dem. (Ezt a részt Bolyai igen apré betiikkel két sor
kozé és a levél oldaljegyzetébe iktatja).

A foltérbél 1) a c* =b* +d?,
{_zn{b+d:b-d] {"2=(b+di§b_dnl-

Mdr sziikséges és tudom is azon theorémdt az imagindrokra is kiterjesz-
teni, miszerint ha egy szdm a két szdm factumdt {szorzatdt} osztja mint it a
(b+d)b=d)-1, iigy dll a oly két factora (tényezbje} e, [ melyek kéziil az egyik
az eldbbi két factor egyikét, a mdsik a mdsikat osztja. (Ha a maga oszsza vala-
melyiket: gy a méridrs {a méasik oszté} =1.).
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Legyen tehdt a =ef, és
b+d bed

e f

egész. Mivel a-nak foltétel szerint nincs ¢legy osudja: mind e, mind f tisgta (m +

+ni alakd komplex szdm, ahol m =0, vagy n =0} lesz, még pedig legyen a legelsé

foltér szerint mindenik pozitiv. Ha | a leg->kéz-osztdja e, f-nek és e=Im, f =
bed

=/ n: iigy mivel T-r m is, n is osztja, a primek kiterjesztett theoridjdbol (m, n

pedig primek egymdshoz) mn is oszsza l:_;d-r. tehdt Imn a b-d-1.
Mi okoskodmdnyt folytatva, vildgos, hogy ha mind ily eset jéne el6: gy, mi-
vel a-nak nem lehet oo sok, 1-nél > osudja, egykor a mind O-szdm osztok fac-

tuma, tehdt maga is O-szdmul tiinik fol.

Dem.2. Ha m az n-hez prim: gy a primtanbdl, Imn is oszsza b, d, b+d,

bed-t1; és ha rovidségért g=mn, h= i k= i tigy nyilvdn lesz b;d . };:f =

lg g
=glh+k)h=k)= g{hz +k%); tehdt (1)-bol 2= g(hz +k*). Az elGbbi eset szerint,

szabad a g-t is, mivel a-t oszsza, minden 1-nél > O-szdm osztotél mentnek ten-
2

ni fal, miszerint nyilvdn % =h*+k¥ =g s, rehdt g*s*>=1> =h*>+k*. (Ez egés:

demonstrdtickat lehet s kell szép logikai renddel a kiilonbdz8 oszidly- s alosztd-

Ivokkal elGadni; mire most nem érkezem).

Mdr mivel a az 1-nél > O szgdmmal nem oszlik (foltét szerint) nyilvdn | =1,

mivel ekkor az a-nak osztdji primek egymdshoz, tehdt g =a; de h= Ei k= E. Es

igy a s* =h* +k* mely az (1)hez hasonlé egyenlet, csakhogy b, d. ¢ helyett h. k. s
kisebb szdmok [utébbi két sz6 kihizva) diinak. Az el6bbi modot tehdr ez utdbbi
s bdrmely igy nyerendd egyenletre is alkalmazhatni: mi dltal h, k is folytonoson
bdrhdnyszor osuédhatnak a-val, azaz a-nak bdrmely szdm exponentii potencidjd-
val: mi pedig nyilvdn csak iigy lehet, ha a=1. Miszerint meg van mutatva, hogy
ha a nem oszlik 1-nél > O szdmmal, s nem két O szdm dszvegje, de dszvegje két
NO tordnnek: tigy a =1, mibdl folobbi szerint a theoréma igazolva van.

Jdnos ebben (495/1Y, 2, 2") az irésdban apjdnak a (7.9.§)-ban vizsgdlt téte-
lével foglalkozik. Bizonyitdsa ,derék szolgdlatot tesz” majd a kdvetkez6, 7.12.
levélben, amelyet médsnap frt.
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Nem tudjuk, hogy ez a levél pontosan mikor frédott. Csak annyi bizonyos,
hogy 1854. dprilis 15. utdn és 1855. mdjusdnak vége el6ut (1. a 7.12. levélhez
flizOtt megjegyzést).

A 495/1%, 2 oldalak kihizisokkal, betolddsokkal vannak tele, sok utélagos
bejegyzés olvashaté a sorok kozott a régi sorokra rdfrva. A késGbbi bejegyzé-
seknél a sajdt maga 4ltal szerkesztett betliket haszndlja J4nos, ezért arra gondol-
hatunk, hogy miutdn apjit6l visszakapta sokat javitott els§ fogalmazésdn. Meg-
értjiik a levélben tett megjegyzését: Ez egész demonstrdiiokat lehet s kell szép
logikai renddel ... elbadni ..."

Ugyanezekkel a gondolatokkal még a német nyelvii 745/4, eléggé Ossze-
vissza firkdlt oldalon is taldlkozunk.
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7.12. Bolyai Janos levele apjahoz

A tegnapi elsé theoréma demonstrdcidjdr per se {persze} a (4m + 1)-gyel is
kénnyén véghezvihetni. Azon kiviil és foil {f6lill) van még mds hatalmasbh és
eldre wdhatva, sikeres vagy sikeriilé generdlis médom, mint mindjdrt megirom,
bdrmely szdmtani foladat megfejtésére. Ezennel bevégzem a’ 2dikét is, levelei-
met, miutdn nem lesz 10bb sziikség rdjuk, mivel nem érkezem most iijra lefrni,
visszavdro.

Ha ezen speciale theorémdk demonstrdcidji reménylent jol fogadtatnak: ri-
vid iddn késziilok, mi mdr még sajdt rengeteg vdrakozdsomat is messze foliil-
miilja, és elsd rekintetre hiszem (hogy) képielen vagy igen merésznek tetszik, az
egész oo szdmiant drhatd, vagyis arra nézve éppen mindenhatd vagy dltaldnos
kulcesal szolgdini: mi per se azt nem teheti, hogy minden speciale theorémdba
viszony vagy tulajdondba a szdmoknak belé- és leereszkedjék s azt meritsem ki:
hanem abban dll, hogy néhdny kevés oly methodust adok a Vildg kezébe, mely
dlral éppen iigy képes bdrmely foladatot, a szdmokat illetben, széles e Vildgon
megfejteni mint generdlis formuldkat kiilonds esetekre alkalmazni. Még pedig
kaovetkezoleg. Middn mdr a mdsodrangii szdmi, csak két ismeretlen- egyenleteket
is La Grange utdn, csak egy Gauss volt képes szdmok s az utobbi N {raciondlis)
quantitjuk {érékilk} dlial is, még pedig (azon tény egy lévén az emberi elme
legszebb vagy gyénydriibb és nagyobb vagy mélyebb és nehezebb, dszvebonyo-
lodott vagy dsszerakodont, legtobbél dllobb mivei koziil) nem kevés bajjal, ké-
sziilentel, dicsdségesen filoldotia ugyan, (Disquisitiones arithmeticae 216,300.§)
de ont belé is faradva (mint ldthatni §266-b6l, mi utébbit legaldbb joé és kénnyi
lesz megolvasni), iigyis eldll, hogy kénytelennek ldtja magdt, minden tovdbbi 1é-
pést a tandszok kilonds figyelmébe ajdnlani, s mint 16bb helyt teszen, arra nézii
iparjukat sziiviikre hatélag kétni: de amely a dolog mdd természete szerint in
oo bonyolultabb, minden |-gyeli szaporoddsdval hatdrzatlan- vagy isméslenek
{ismeretlenek} szdmdnak mint a functio rang- vagy gradusdnak is, egy egészen
iij vagy kiilénds methodust és theoria teremiését igényli és mdr Gaussndl elég ne-
héz minden lépttel annyira neheziil, hogy oly médon bajosan hiszem, hogy ember,
legaldbb sokkal tovdbb mehessen és milyet azon iiton én meg se kisértek médom
szerint mindeniitt célt érthetvén (az iigy haladdst mdr jové életekre halasziva);
s végre bdarmeddig menve is azon az iiton, a 0o csakugyan ki- nem - meritéd-
hetnék: nekem, miutdn magam is némi gondolkozds utdn, az dltalam kitlizét cél
elérésére nézve, szinte reményveszietten a Gaussndl is ebben egy lépést is tovibb
tehetésre nézve csendesen le akarék mondani azon vizsgdrél vagy is azt annyi-
ban hagyni, mdsokra bizva, egyébhez ldiandé: Isten kegyébdl, hdla érte! sike-

riile, bdrmily és bdrhdny mind algebrai, mind transzcendens szdmi egvenleteket
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(mi utobbi nemiiékre mdr egy Gauss maga még csak fol se mer nézni s alig
Jordult meg esze dgdban is, sot az algebraiakndl is csak a homogeneakat emliti
(§266)) teljesen még pedig minden félét akdr szdmokkal (még pedig a mint tetszik
az exponenseket s még bizonyos valamit, melyeket itt mindig realisoknak teszek
Jol kivéve az imagindrokat is befoglalva, mirdl mdr Gauss megint még csak nem
is s20l, akdr mds bdrmely foltérek alant), akdr csak N quantitas dltal (ha expo-
nensben jonnek is elé) rezolvdlhatni, azaz arra biztosan vezetd dlialdnos metho-
dust megadni. A primek kirekesztd formuldjdnak is mdr nincs kételyem, hogy,
még pedig rovid idon sikeriilnije kell, még pedig bdrmi idomuak legyenek. Uti-
nam Gauss superstes esset! {Bércsak Gauss még élne!) erre és még sok mds ~
lokra eléggé és legtekintélyesebb mélidnyolhatdsdra nézve is.

De torrens {zvuhatag) mddjdra omolvdn (mint ruit {rohan) profundo Pindarus
ore {dis Pindarus szavi), bdr is én it semmit se jdrok correct conceptus
(rendszerezd Osszefoglalds) utdn, nyakra fére sietve) a legderekabb és, a tan-
ban, hatalmasbh esynék, csak az elfeledés elleni hirtelen papirra vetésre is
id6 kell, dgy, hogy alig gybzom ezt még mind eddig is. Azonban kozelit
azon hatdridb, mikor mdr elérve a kitiizént célt, a meglévé anyagot kezdem
kireszelve, simitva, fényesitve (mi utobbi azonban nem a szemnek, csak a tanban
Jjo) egyszoval kimiivdlve, tokélyesitve tisztdra és kitelhetd jol és kellemesen olvas-
hatdlag irni. A folébbi vala az értelme azon képtelennek tetszd dllitmdnyomnak,
hogy az egész szdmiant, per se nagyjdban a leg>szeriileg, dthatortam és middn
az dlal (a készils prim-tannal) bdrmely, tehdrt a Disq. Ar.-nak is bdrmely theo-
rémdjdt procerto (bizonyosan} megmutathatni, problémdjdt rezolvdlhami és igy,
erre nézve, az egész Disq. Ar.-1. zsebbe tehetni ugyan: noha mdsfeldl, azon ABC-
Jje az 6 mddjdnak, sajdtsdgos és sokkal nehezebb volta miatt mind az enyim mel-
lett is, orok megtartdst és >ra becsiilést, respective bamulatot érdemel. E szerint

a 22" 41, anndl ezerszer cifrabb, bdarmily egybe rakotiak tdrgya is per se dt van
hatva, noha, mint nem csoda, azon specidlis esetre alkalmazni még nem érkezem.
Es nevezetes, hogy a mdr Euklid dltal vizsgdlt t6kély-szdmok, a tan gyermekko-
rdban azon (tudtomra ugyan sem a Régiek, sem az iijabbak még csak nem is
tett) hozzdtétellel, hogy minden oly szdm megadddjék, oly egyenletre vezet mely
a szdmian tetb-pontja elérésér igényli. Ugyanis arra még az sem elég, az illets
transzcendens egyenletet szdmokkal solvdlni {megoldani}, hanem a radixoknak
expresse primeknek kell lenniiik.

— Végre, hogy neldttasson képtelenséget dllitni: a tiszta matematika kimerit-
hetésére nézve még egy szor. A szdmianra nézve on dll a dolog, hol
frdm. Az (idéileniil rosszil iigy nevezert) Analisisben pedig bdrmely kérdést
legaldbb végetlen sor dltal bizonyosan megfejtheini s tehdt tovdbbi kérdés csak
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ezeknek megadort egyszerii alakbani dsszzhetését illetheti. It is mdr ugyan 16-
mérdeker rettem: de bdrmely sorra nézve csak eldonteni is, hogy lehet e példdul
algebrailag kitenni vagy nem {Tintdval dthizott mondat: mdr nil vagy kiviil esék
jelen hatdsomon s hatdrkérén ligy hiszem bdrmely véges okos lénynek it is te-
hdt 0o sok foladat marad in 0o, az ez utdni életekben solvdlandd ldt) még nem
tudom mddjdr. Csak-ugyan it is jot reménylek. Az lir-tan pedig dt-van harva. Az
erd-tan is, kivdilt a kemény testekrdli nagyban, mint a szdmian s a t16bbi.

Most a jelen dologra.
A rtegnapi kezdet szerint, Dem.l.-ben (hol a leg-> kéz-o0sz16 el-hagyandd)

4] _(xel)xel) (xel)xel) I (X+i)x—i) _ (x+i)x—i) -
P (asbXced) (a<b)ced) |@+ibXc+id) @—ib)c—id)|

F . . P P

5 {Két sor kozott apré befrds ceruzdval: Mdsképp 3 tehdt T 52
P 2,312,242

T egésztehdt, ..., p=a“+b*=c*+d*.)

ap bp
gy v i
két sem oszthatja; és (gy az a 2402 valmnﬂy I-nél > mérdje (tényezbje} a p-t
oszsza, vagyis lennie kell a p-nek az (a* +b*)-tel valamely, 1-nél> kizosztdjd-
nak. De p pozitiv prim lévén, mds pozitiv szdmmal, sajdt t6bbésin (multiplum)
kiviil, fly osztéval nem bir. Tehdt

ész: de a is, b is, <a*+b*: tehdt ez amazok egyi-

a* +b* =cp,

és (g < E is egész, azaz ¢ kozoszdja a. b-nek. De ¢ nem lehet > 1, mivel

kﬂfﬁnbeﬂ ; egész, 5 p prim lévén, c= p s tehdt

—_r ]
p(3+3) 3+%

egész volna: mi (a divisio-tanbol) lehetlen. Tehdt ¢ =1, és igy, mivel vala cp =
=a’ +b%, lesz p=a2+bz. Es igy reped, hasad, nyilik a p és sziiletik iker O-
szdm p maga is éppen azzd dralakulvdn.

Es hiszem, s6t fogadni mernék, hogy Euler is igy hozta ki, azonban az imagi-
ndrius primtan rigorosa tiszta fogalma és szigori dem ja tuddsa nélkiil; s azért

csoddlom is, hogy ismerhette egy Gauss; Disq.Ar. pag.218 foiil, dem nak el. Hi-
hetéleg 6 sem lévén, kivdlr akkor, az imagindrokra nézve, tisztdban, csak dbrdn-

dozva verte magdnak azon merészséget, az imagin, -okra ott is, mint egyebiitt
szoktdk, kiterjeszteni a redlokrdl igazakdt.
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Ha pedig még mdsképp is volna p =x*+ yl =(x+yNx=y)=(a+b)Xa+b)
ligy a primtanbél (it az x nem a félébbi értelemben hasndlddvdn), x + y =
=(u+v)(t+2), iigy hogy

a+b a-+b
u+v' 14z
egészek legvenek. De akkor nyilvdn x « y =(u « v)(t = 2), tehdt

p=(x + y)x = y)=(u+ )t 2)(u * V)t » 2) = (WP + )2+ 22).

De p prim lévén, u+ v nem lehet tisza: tehdt W+ri>1s ~-lag 2+722> 1, és
p nem volna prim.

A+B A«B
Ha mdr oD egeész, ligy oD’ tehdr
(A+B) A=B_A*+B?
(C+D) C+B (C?+D?

is egész, tehdt A + B-nek elegy-osztéja {komplex-osztéja) csak az A* + B? redl
C? + D? idomu osztdjdnak (s ha C, D nem= 0) decompozitidjdbdl eredhet: mi az
elébbi szerint primnek csak egyként eshetvén, vildgos, hogy az imagindrokat ad-
mindlva {elfogadva) és bdrmely szdmnak csak véges szdmii mérGje {tényezbje)
leher. Iy dem. nélkiil nem lehetne tudni, nem lehetne-e oo sok elegy-mérdje
(komplex tényezGje) egy szdmnak. Es tehdt igy is bdrmely szdmot, a rendre nem
tekintve, csak egyként vagyis ugyan-azon primekre szaggathatni {felbontani}. Es
a leg> kiz-osz16 (lehet mds nevet is adni a >, < nek az elegyeseknél {komplex
szdmokndl} per se nem lévén értelme) bdrmely, tehdt elegy-szdmnak is megtaldl-
tatik primekre szaggatdsa dlral. Az elGbbit igy is lehet dem. -hatni:

b ac+bd bc—ad ac+bd bc—ad
Mivel ::d = ) . m: tehdt it Tad2 2add’ tehdr O jaik dsz-
a* +b*
vegje is "l!fj‘ — m e€geész.

{Két sor kozé igen apré betdkkel: l'fy is: mivel ... p=(a+b)ced)=
=(aeb)ced), tehdt p2=[ﬂ:+b1}(€z +d*); és a® +b*. A +d* > | és pz csak
= pp, iigy, hogy > | legyen szlikségképp p=ﬂ2 +b=c?+d%).
Dem.2. Mivel

p

a+b

egész: nyilvdn oy is az. Mdraz a+b,a = b leg > kiz-oszudja (a folébbi érte-

lemben) nem lehet elegyes = x + v, mivel kiilénbén hason joggal =x = y is volna;
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de mivel p prim, mds tiszta oszudjuk sem lehet V-en kiviil: tehdt a+ b a=b
primek egymdshoz; és | gzy a prim-tanbdl, fgyfﬂiﬂjﬂk [szurzalukl azaz a® +b* is
osztja p-t: tehdt mivel a* +b* > | és p prim, p=a* +b*,

Dem.3. {ElGsztr t6bb sor dthdzva) S igy még 16bb varidcidja is van e dem. -nak.
De menyek lényegesen kiilonbdzdk?

2
Dem.3. Van oly x (Disq.Ar. §2, 4, 9, 108) nem > % . hogy

egész legyen:

hol tehdt g nem > # = % + lp mely, ha p=4m+ 1, még azon esetben is, ha
pleg <, azaz=1 (prom=0), nem >m+ |, azon til pedig minden mdskor (ha t.i.
p>1) nem >m. Mdr, mivel x*+1=(x+1)(x »1) és két factor egyikét is 4n +
+3 idomii {alakd} prim-szdm (melyet nagyon kénnyii dem-ni, hogy kér D-szdm
dszvegje soha nem fehﬂ és tehdt imag. osztdja sincs) nem oszja: a prim-tan
szerint ily prim az (x* + 1)-t sem oszthatja: tehdt q is 4n+ | idomii. Ezt + nélkiil
is megmutattam s ide valé. Ha mdr megmutathatjuk, hogy ha dll a theoréma
bdrmely, a p-nél <4n+1 idomii primrél: tigy p-rél is dll: iigy mivel 5* = 1% +22.
rol igaz. bizonyosan in o0 igaz. Mdrpedig, mihelyt p nem < 5: az el6bbi szerint

-1
g nem >m= £ 2 és 4m + | idomii primek egymértje melyek mindenike feltétel

szerint 2 O vng} is 2 elegy-factor egymérije, tehdt nyilvdn q is, és ha g =r* +s°.

2241 a*+b®  a+bXa+b) a+b a<b
Mdr pedig, dlialjdba E — e+ e =
Fiygd U PEaE CRAUENAR T e dD (r+d]{c-=d} ced cob

(uc+bd b¢+ud) . }_(ﬂr-l-bd) +(bc ﬂd) (mit cerior
o e - ) LGERGED bl B o T mit aposteriori,
imagindrok nélkiil is kﬁnnyﬂ a reductis dltal megmutami, lévén az utébbi kér O =

2 2
‘"”'M;Z :_i:’; ady? _ ;:—f ): tehdt p= két NO {raciondlis négyzet)
dsszegéhez, és igy a tegnapi theoréma erejénél fogva, mely itr nagyon folséges,
derék szolgdlator tesz, van két oly O szdm is, melyek dszvegje = p. Csakugyan
folséges, remek, fofontossdgii és haszmii egy pdr theoréma bdr-is a nélkiil per se
lehet zsiros vagy hdj-falatot enni.

De van még egy 4-dik dem., a szdmtanra mindeniitt dthaté vagy generdlis
vagy mindenhatd kulcsom dltal: mely azonban 16bbél dll, minthogy itt most egy
levélben megirhamdm.

ligy lesz p= ——

Ez a nagy f6lidns ivekre (800/1, 1%, 2, 1333/1", 1) irt hosszid levél Fermat ka-
rdcsonyi tételének (4.5.§) hdrom bizonyitdsdt tartalmazza. A sorok kzott elrejtve



7.12. BOLYA! JANOS LEVELE APJAHOZ 177

a Dem 2. el6tt egy nyilvdnvaléan ut6lagos bejegyzés kibetlizése utdn még felfe-
dezhetiink egy révid, negyedik bizonyitdst is. BOLYAI bizonyftdsaiban a komplex
egészekre vonatkozé sajdt elméletét, a primtant alkalmazza. Ezt mindegyikben
vildgosan kijelenti. Ezért meggondolkoztaté lehet a levél harmadik bekezdésé-
nek egyik zdrGjelébe tett megjegyzése a késziild primtanrél. BOLYAI elméletét
mdér rég kidolgozta (5.3.§), csak eredményeit nem foglalta egységes rendszerbe.
Itt bizonydra arra utal. hogy ezt is tervbe vette, s amint levelének folytatdsdb6l
kideril szindékdban 4llt a Disquisitiones ,.bdrmely theorémdjdr” a komplex egé-
szekre is dltaldnositani.

BOLYAIJANOS ebben a levélben vélaszol édesapja felsz6lftdsdra (7.9.§). Ezért
keletkezését 1854. dprilis 15. utdnra, s figyelembe véve a (7.17.§) utolsé sorit,
1855 méjusdnak vége elé tehetjiik, akdr az egy nappal kordbban frt el6z8, 7.11.
levélét.
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7.13. Bolyai Janos levele apjahoz

Hogy bdrmely, 4m + 1 idomu prim-szdm p két O-szdm dszvegje; és csak egy-
kénr. {Barmely pozitfv 4m + | alaki primszdm egyértelmd@en felirhaté két egész
szdm négyzetének dsszegeként.)

x1+l

Dem.1! Isméskép {ismeretes) van oly x redlis {egész) szdm: hogy egész

legyen. De x2+1 =(x+ 1)(x = 1) rehdl, az imagindriusokra is (per se szigorii

dem-ok mellett) kiterjesztett primtanbdl, lennie kell oly méddal p =ef -nek, hogy
1 x-l

I: . x—f— egészek legyenek: Sem e, sem f tisga nem lehet, mert ha egyik tisz-

ta: ugy a mdsik is nyflvdn az; de akkor a fiolsGkbeni 1 —t mindeniknek osztania

kellvén, nyilvdn mindenik csak C ¥1{%1, i) lehetne: mily két szdm egymértje

{szorzata} pedig soha sem lehet = p. Tehdt e is, f is elegy. Legyenaz a, b, ¢, d

redlis szamokat jelentvén, e=a + b, f=c+d: tehdt

p __ap _ bp
a+b a’+bh? al+b?

egész. de a is, b is, < a® +b*: tehdt ez, amazok egvikét is, mivel egyik sem lehet =
0, nem oszthatja; lennie kell tehdt az a* + b*-nak valamely az 1-nél > mérdjének
{tényez)ének), mely a p-t ossza, vagyis p-nek az a* +b*-1al valamely I-nél >
kéz-oszutdjdnak. De p prim lévén, mds szdmmal, sajdt t6bbdsin (multipla) kiviil,
ily osztéval nem bir. Vagy, révidebben: az emlitett mérbje az a* +b*-nek p-t
osztvdn, az, mivel p prim, sziikségképp = p magdhoz. Osztja tehdt p az a* + b*-1,
és ha a® +b* = cp: gy

ap bp
a2+b2' a+b?
b
egész lévén, nyilvdn ;. - is egészek, azaz c kéz-osudja a, b-nek. De ¢ nem lehet
> 1 mivel, kiilonbén
p ___ P
TR

egész lévén, ;p is az, tehdt p prim lévén, c = p, s tehdt
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is egész volna: mi pedig, mindenik folsd az alsonak < lévén, lehetlen. Tehdt c =1,
és (gy, mivel vala cp= a® +b?, lesz p=a®+b*.
Es (gy reped(ez), hasad, nyilik a p, és sziiletik gyonydrii iker D-szdm, az anya
p maga is éppen azzd vdltozvdn.
Ha pedig még mdsképp is volna p= 2+ },2 =(z¢+yNzey)=(a+b)a=b)
gy, az emlitett prim-tanbdl z + y =(u+ v)(t +q), tigy, hogy
a+bh a+b
U+v 1+q

egészek legyenek. De akkor nyflvdn z+ y=(u<v)t=q) tehdt p=(z+yNz*y)=
-(u2+ v?)(r* +qz} és (gy, p prim lévén vagy u® +v2, vagy 2 +q2 = |, tehds, az
elss esetben vagy u, vagy v=0 5 a mdsik = £\, hasonldlag a 2-dik esetben vagy
t, vagy q =0; tehdt

a+b a+b

(H+UVXI+q) z+Yy

«b
minden esetben egész, és ha ez =r +s, gy :_v nyilvdn =r = s, tehdt nyilvdn
r2+s2=1, s igy egyik r. s koziil =0, a mdsik 1. Mibbl vildgos, hogy z+ y=

=(a+b) N, s tehdt ugyanazon iker O-tor sziili.

g+h - g*h gi+h? _
Ha mdr Tl egeész: ligy T rehdt Tl egész: tehdt g + h-nak elegy

osztdja nyilvdn csak a gz +h? real k* +1* idomii oszéjdnak (hol k, | egyik sem =
0) decompozitiojdbdl eredhet, minek mddjai szdmdt is meghatdrozhatni a k* + 13-
nak 4m + 1, 4m + 3 idomii méréi szdmdbdl (kiilon-kiilén); és igy az imagindrokat
bebocsdtva (admittdlva) is

A 16bbi mds papiron van.

Fermat kardcsonyi tételének szépen letisztdzott bizonyftdsa. A kéziratos ha-
gyaték taldn legszebb oldalai (1332/1, 1%, 2) (ldsd 7. dbra, 90. old.).

Valésziniileg 1855-ben frédott. Ebben az idGben foglalkozott BOLYAI Fermat
tételével. Az el6z8 levelek tobb mondatit felismerjiik ebben az irdsban is.

Biztosan volt folytatdsa is. Erre utal a ceruzdval frt utolsé mondat: , A robbi
mds papiron van".
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7.14. Bolyai Janos levele apjahoz

Janudr 20-dn 1855-ben. Kétszer egy napon sem feredém, de mosoddm 16bh-
szor is: mire D, is rdtért. Ezek tobbnyire odivsumok valdnak: mdr menyek lega-
ldbb részint, kellemesb tdrgyakra.

A kiildén penndkar ugyan kdszénom; az ilyekkel tdan megélheni.

Gerling nem kétlém, hogy divat szerinti tudés ember, s tdn némi Sinn-nel
(érzékkel} is bir a mi szellemiink szerinti dolgokhoz (minek azonban levelében
csaknem semmi jelét sem ldthatom): minden esetre becsiilém a jora mdr csak
a képesség szerinti becsiiletes torekvést is, s rvendem ha munkdnkbdl bdr egy
szikra panant lelkében s dlialjdban mint becsiiletes embert érdeme szerint be-
csiilom. Ettingshausent is becsiilém mint sok-érdemit és distingvdlt embert, bdr
is minket tdn nem mélwdnyolni elég boldogtalan vak elfogult.

Szdsz Kdroly miért ellenezte a német kiaddsdt? Tdn a Lobatsewski és Ap-
pendix kazotti pdrvonalért? De félhiva érzem magamat azon dllitmdnyjdra: ,.azt
ketten csindltuk volt mdr régen ki” haldla utdn is ismégelni azt, mit életében is
régen kimondottam: hogy az egy szemtelen gyaldzatos hazugsdg: mert én tile
semmit sem tanultam; igaz ugyan, hogy beszéltiink (tulajdonkép én mondvdn azi
is legell6bb) hogy ha a XI. Axioma nem igaz: iigy a kdrhardr, vagy ha tetzik
circulus rad. oo egy gorbe unif. vonal in plano, vagyis, hogy ha annak egye-
nességét meg leheme mutami, iigy a XI-Axioma meg volna mutatva. De mindezt
sem vitattuk tovdbb vagy vettiik aprora s bizonyitortuk meg egyiitt s ennél to-
vibb, 16bbre nem is mentiink, mi onnan is kivildglik, hogy én aztdn magamra
mindent kidolgozva, az & (mint akkor mindjdrt irtam) Tompa Professorral s egy
Enyedi Dedkkal Aradon ndlam jdrtakor én mint merében iij dolgokat nagy ze-
lus enthusiasmussal (lelkesedéssel), hasonlé fogadiardst vdarva kdzdltem vele az
eredményeket miknek is azonban & becsiikot és hatdsukar reljességgel nem volt
még csak képes is dildmi, mind csak azt erdsitvén: hisz a nem formula! biz a nem
formula, nyilvdnos jeléiil annak, hogy mind azt nem egyiitt csindliuk.

Tovdbbd az Appendix kijoite utdn Enyeden dtjottemkor a Vdradi Dr. és Vajda
jelenlérében (ki tehdrt ma is elsd tanii lehet) kérdeztem Szdsztol sz6 keriilve az Ap-
pendixre, hogy hdt olvasta-e? Felelé: El. Kérdem: ,egészen?” Felelé: egészen.
De hogy legkisebb része lett volna benne arrdl altissimum silentium {legmélyebb
hallgatds) volr. Pedig ont jo rés {alkalom} lett volna most alacsonul hdt-megett
ellopott részéhezi jogdr megemlitni. Es ha ittléte alatt magdt hozzdm lealdzia vol-
na, mindenkor kész voltam teljes folvildgositdst és kielégitést adni, s tigy tudom
ez az igazsdg iitja nyiltan ériekezni és mindkét felet kihallgatni, nem pedig (hal-
latlanul) hdr megen bitorolni szerzdji czimet, mintha azért, hogy folteszem G.vel
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{Gaussal} egyszer, kétszer vagy bdrhdnyszor is beszéltem, az dllimi, hogy ket-
ten irtuk a Disq.Ar-t. S G.-nél is hidban locsogont olyasmit, mert okos ember az
affélét nem hiszi, sét megitéli az oly kérkedd szemrelenségét.

Gerling ha a fondkoson = lapok dltal bezdrt firok = ségét bdr a 3 oldalii
pyramisokndl megbizonyitotia, becses: elsé levelemben kétkép {két médon) is
megvan. De mint megirtam, nincs miért 1dbbét rontani vele a szemet, vagy két fé
dolog megvdltoztatandé is lévén. Ha még megérem, hogy oda mehessek s tetzend
meghallgatni elolvashatom.

A sphaeroidroli kérdést pedig a nekem irt 2 magyardzat utdn sem értem és,
hogy értsem sziikséges 1) értelmezni, mi legyen sphaerois? tdn ellipsoist ért alat-
ta; 2) az iigy eredd ellipticum A-ra nézve miféle excessus értetik; s dltaljdban az
egész kérdésnek aprora szigorral tiszidni foltétele s ekkor eldre merem igérni a
megfejteni képességemet; s gondolhamék magam is ebbéli kérdéseket, de érdek-
telen és hasztalannak ldtom.

A Crelle Journal der Math. und Physikbdl vagy kér Hefter {fiizetet) Zitia
akkori Major {6rnagy}, most Feldmarschall-Lieutenanttol darab ideig birhatvdn

sok jot raldltam benne, bdr volna még int olyasmi, Grunert ..., de e Krih -
Winkel vdros {kis védros) és orszdgban elég egy pdr djtatos imddsdgos kényv.

Reménylem csak némi egészségre tehessek szert, nyitok én kaput magamnak
egyéb > és lényegesbekkel; szégyelném is avval most eldbb fillépni.

N.B. La Grange-nak Crelle dltal sok jegyzetekkel kiadort Theor. des fonct.-jdt
is nézegetrem.

Mdr
A Pyramis telyérdl

Mint sok egyebet azon levélben, ligy ezt is ugyan mdr rég ldrtam volt az it
mindjdrt megirandé modon: de mind véges darabi = ségre nézve akarvdn tisz-
tdba jonni, mint erre nézve semmit szdmba sem vettem. Azon levelem irdsakor
azonban figyelmem egészen egyébbel (a véges =séggel) levén elfoglalva, igaz,
hogy jol ugyan, de H. F.-ként ok nélkiil keriildleg hoztam ki a pyramis telyét
{kGbtartalmat}.

Hogy pedig a dolog erét éppen ndlomndl senki inkdbb nem keresi s el sem
igen taldlja a Foldon, és hogy a levelem megirdsa utdn magam région észreve-
vém a rovidebb iirat és azt csak azért hagytam el, hogy részint untam mdr még
tobbét frni, részint nem akartam levelemet még rendetlenebbé tenni: kivildglik
jelen esetben azon otti hozzdtételbél, hogy arra még oo sok iit van.

Azon levelem irdsakor fGleg a véges darabi =séggel bajlodvdn csak tdriéne-
tesen mentem iitkozben az otti demonstraciora a fondkos pyramisok dltal, mert
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mint azon levelem ditfutdsakor rogtén magam is észrevettem, per se hogy az fol-
dsleges és még sokkal rovidebben, egyszeriiobbon lehet, a nekem megirott médon
a legegyszeriibbdn s csinosban pedig a kdvetkezbleg.

Euklid XII. 3-szerint, ha az egész pyramis = A a tetdnéli vagy leszelt mindenik
= a s mindenik prisma = P: iigy A=2a+2P. Mdr pedig (a mindjdrti §szerint
A=8a: rtehdt6a=2P a= % P.

Kivdnat szerint németiil from.

Lehrsatz. Ahnliche Kérper verhalten sich, wie die Wiirfel ihrer gleichstelligen
oder = namigen (homologen) Linien.

Beweis. Liszt sich der Korper A vom Wiirfel B, wenn auch nur stiickweise,
héchtens m Mal wegnehmen: so ist es klar, dasz (wenn die Seiten der Wiirfel B,
b sich verhalten, wie die homologen Linien der ~chen Kdrper A, a) auch a, auf
~che Art zerstiickelt, sich von b m Mal, und nicht dfter, wegnehmen lasse, und
das iiberhaupt nach Art der Suchung des griszien gemeinen Theilers A ebenso
durch B, wie a durch b gemessen werde, oder A: B=a:b, folglich auch A:a=
=B:b sei. Etz

Ennek hosszabb dem.-ja, mint egyszerii, egyenes, helyes és j6 az eszméje,
bdr is ez még leg < dolgaim kézdli. Csakugyan még van becse (bdr is mind a
véges-ség lévén szemem eldn, ezt elSbb kicsibe vettem, alig iigyélve rd) és Euklid
ota iij: és elég csoddlatos, hogy ezen Foldi Vildg Tanitdja dta egy kévetdje is
(melyeknek szdma nem csak 1, 2; midén Euklid még China s Japdnban is aligha
nem otthonos) ezt észre nem vette s az Euklid médja utdn csak a be- s kiviil- irott
prismdk dlral, a gdrbék modjdra igy hozdk ki a pyramis telyér a Tentamen iij,
elmés és szép modjdig. De megirtam volt, hogy egy-pdri {mértani} sorra is rég
vittem a legrovidebben ugyan az Euklid el6bbi prop.-ja szerint.

Most pedig megirom a dolog dltaldnos erét és a oo sok utat (minek elébbi
levelembeni emlitésébdl eléggé ldiszik, hogy mdr akkor is tudtam a legrividebb
mddot). A pyramis basissdval bdrhdny és bdrmely tdvokban egymdstél vonvdn
pdrhuzamos lapokat, s a legfdlsé pyramison aluli stratumokbdl Euklidileg egy-
egy pyramist elvdgva a maradvdny mindeniitt ugyan Euklidileg 2, ha nem is =
prismdra darabolhaté, miutdn az el6bbi német §erejénél fogva kénnyii a kis pyra-
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misokat a naggyal kitenni, a nagy pyramisok és prismdk kézétt egyenletet taldini
és ebbdl a pyramis telyét kiszdmitani.

Mds mdd (de hosszabb). Ha az el6bbi stratumok magjai a Tentamen szerint
egykoziileg kettélodnek, iigy a Tent-beli médon is lehet a corpus 5. laterum dlral
pyramist és prismdkat csindini és célt érni, de megjegyzendd, hogy a fondkos
corpus 5 laterumok = sége gy is foltétetik.

A német §-rol elobbi levelemben is érintettem volt annyit, mennyit figyelte-
tésre elégnek gondoltam. Az itti kifejtés reménylem elég lesz, bdr is itt kireszelés,
simitds, fényesités, csinositds, s6t még bdrdoldsrél is sz6 sincs és mostani dlla-
potomban nem is lehet.

Az 00 természet szerint benne rdjlik, mihelyt a pyramis a kockdval U
{irraciondlis}; ha pedig N {raciondlis} vagy commensurabilis: iigy nem is j&
egyébként oo be, csak a netdni végetlenségébe a ¥ nek. Tehdt csakugyan (bdr
is mind a 16bbi, per se a Tentamenbelivel egyiitt megtartdst érdemldk) van ennek
egyszeriiség, rdvidség, csinra nézve sajdt becse és elényje.

A német §-t pedig semmi kételyem nincs, hogy ~ lag ne vegye di, nem is lehet
mds esyme szerint. Gerlinget, ki a Le Gendreével megelégszik, ez is kétely nélkiil
kielégiti merdben & nem keresvén #-1.

A levelet (742/1, 2, 2V, 3, 39, 4, 4") 1855. janudr 20-dn frta BOLYAI JANOS.
ElsS része (a mdsodiktdl a hatodik bekezdésig és a hetedik bekezdés mondatdnak
fele) mdr ismert [17, 408-409 old.), s6t STACKEL is idéz belSle [106, 1:78 és
216). Most azért kozoljiik teljes terjedelmében, mert a nem szakember kozreadé
éppen a sok matematikai szbveget tartalmazé mdsodik részt nem publikélta. A
levél kiilonben gy kezddik, ahogy most olvashaté és nem csonka. A [17, 408
old.] oldalon 1évS els6 bekezdés nem tartozik a levélhez, az a 742/1" kéziratlap
egy Onkényesen kiragadott része.

A BoLYAI dltal németiil irt 1étel magyar forditdsa a kdvetkezGképpen hang-
zik:

Tétel. Hasonl6 testek dgy ardnylanak egymdshoz, mint a kockdk ugyanolyan
helyzetli vagy egynevi (homolég) vonalai.

Bizonyitds. Tavolitsuk el az A testet a B kockdbdl, ha darabonként is, legfen-
nebb m-szer: igy viligos, hogy (mikor a B és b kockdk oldalai gy ardnylanak
egymishoz, mint az A és a hasonlé testek homolég vonalai) a is el&dllithaté
b-b6l hasonlé médon m-szeri és nem t8bbszori eltdvolitdssal és ez voltaképpen
A-nak B-dltali legnagyobb k&zbs osztéjdnak megkeresése szerint (torténik), mi-
képp a a b dltal méretik, vagy A: B=a:b, és kivetkezésképpen A:a=B:b
lenne. Stb.
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7.15. Bolyai Farkas levele fidhoz, Jdnoshoz

A templomban hosszd prédikatcio alatt hajadonfén Grippet kaptam. A pin-
cébe hirtelen gbres miatt a gyertyét kiejtve falhoz tdmaszkodtam, mig elmult -
csengetés a kortina (szfnpadi fiiggony) lebocsdtds el6tt.

Ha a tenta megént, adj a kiildout kis iivegbe, prébéra. A gallest {gubacsot)
kevesellem a vas gdliczhoz, a vas igen mezitlen a Iéghez oxiddlédnék s az irds
sdrgulna, ha a gumi nem 6vnd. A Funke tentdja 8 I6t féin galles, s 2 16t gdlicz
(oda teszi: gar kein Gummi) de serrel 2 kupdt ad; igen j6 csak a seriink miatt
fényes.

A Vajddé éppen az amit irtdl, hanem ecet is J6 hozzd s mis manipuldcio
{eljdrds).
A hegediilésre ocular kell, mds mint az olvasdsra: talén hoz Trityi most.

—1
Ldttad-e valahol: hogy ha p primszdm, s a-nak p nem factora: gy aE!" az

-1
mp x 1 kép ald jon (m szdmot téve) {a T ==%1(mod p)}. Csak annyit izenj,
hogy lattad-e, vagy nem? de ne hagyd semmi dolgod félbe.

A levél (1358/1) keltezése: 1855. mdjus 2, s teljes terjedelmében megtaldlha-
16 a [17, 413 old.]-on. Mégis djra kozreadjuk, mert amint mér megjegyeztiik, az
elsS kozlésben elSfordulé hibdk miatt a matematikai szovegrész érthetetlen volt.
Ez egy fontos levél. Farkasnak a benne felmeriil§ kérdésére irja meg neki Jdnos,
hogy a kis Fermat-tétel forditottja 4ltaldban nem érvényes (4.3.§).

A levél hétlapjdn (1358/1") BOLYAI JANOS kdvetkez8 révid jegyzetét olvas-
hatjuk: Ha p=2m+1 primszdm, iigy a Fermat-theoréma szerint (egyszeriibbén
mint Gauss 100.§-ban), ha a nem tsbbése p, de p prim a®" = 1(mod p=2m+1),
vagyis

a* -1 (@ +1)a" -1)

P 4
a™ + 1 a™ —|
tehdt vagy " vagy

Tovdbbd, bdr-is Gauss a 106.§-a egyszerfi és széptant gyakorlatra 16bbnyire
merdben hasztalannak dllitja hibdzik, nem iigy van: mert éppen nagyon kényel-

mes {itt megszakad).
BOLYAInak ezt a gondolatdt még mdshol is (193/3) megtaldljuk.

is szdm {egész}, azaz a™ = 1 vagy —1(mod p).
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7.16. Bolyai Janos levele apjahoz

-1

A tegnapelbn igért 2 5 -re nézve ugyan ezelbiti vizsgdimat hirtelen nem kap-

hatvdn elé, vagyis inkdbb akarvdn ijbél gondolkozni rajta, még tegnap tisztdba

Jottem: mire nézve, itt rovidségért bévebb tdrgyaldst mellézve, a [f6-dolog irdnti

kétely és nyughatlansdg teljes eloszlatdsdra elég mdr a kévetkezdket is kozolni:
bizonyos az, hogy ha m nem prim: iigy

1) nem bdrmely az m-hez prim a oly, hogy n!’l-'"' = vagy I, vagy —1 legyen
(modm);

2) hogy csakugyan mindig van oly a . ..

3) hogy az oly a az m-hez csak prim lehet; mi pedig a legkiizelebbi és tulaj-
donképi fokérdés:

4) hogy éppen

Zﬁ!'l is lehet = 1 (mod m),
bdr-is m nem prim: minek megmutatdsdra per se elég egyetlen példa is, mint
a kovetkezd: melyre ugyan csak tdrténetesen de még sem vakigban, hanem elmé-
let utdn mentem.

230 _ | oszlik (341 =1 1.31)-gyel, mint oo kdnnyén meggyzbdhetni abbdl,
hogy 2102 1024: melyet osztva 341-gyel marad 1; tehdt (Disq. Ar.§7)

] -
21917221705 E -nek maradvdnya is, valamint 2>~ .pek is =1: gy,
hogy tehdt sem a Fermat theoréma sem a

néui szép sejtelem (mely ha a dolog természete szerint valésulhatott volna,
egy excelleng és n kényeln isme-jele (criterium) lesz a primeknek),
nem csak, hogy generaliter nem, hanem még azon kiilénds esetben sem dlinak,
haa=2.

La Crois-t kiildém, a polinomiumrdl van lap. 43.-16l 51-ig bazdrélag na-
gyon hosszason. De meg van a kitétel médja a Disq. Ar.-ban is lap 47 a folsé
ot rendben: minek okadatja {bizonyitdsa) nem bajos. Az izek {tagok} szdmdra
nézt ragondolva az elsé percben ldttam, hogy az a, b, ¢ ... szdma =n; ligy a
potentidjéi=1-2-3...(n+1)...

A La Crois Traité du Calcul . .. intégralt, ha most nem sziikséges szeretném
megnézegetni, mert sohasem ldam.

Ezt a levelet (1018/1, 1”) 1855 médjusdban irta BOLYAI JANOS, és részletesen
elemeztiik a (4.3.§)-ban (5. dbra, 80. old.).
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7.17. Bolyai Farkas levele fidhoz, Jdnoshoz

Az6ta mind olyan rosszdl és fondkul vagyok, hogy irdsodat nem itélhetvén
meg kérésedre visszakiildom.

A Zﬂ-"l nek conversdja jonak litsz6 demonstrici6jdt se merem llftani, Ggy
elvesztettem magamra nézve is hitelemet — amidén egy mds igen szép gondola-
tomat is félszegnek taldltam — A Gauss szdmjit se tudom, Euler sok préba nélkiil
miként taldlta ki - Gauss meg tudnd mondani, mert § is taldlta, mutatja az a szava

primus invent {elsd feltaldlé).
Fermat consiliarius szorgalmas a hivataldban s egyenes pontos biré s ilyen

cim@ munkdja is van Fermat poemata.

Néhdny éjszaka az ajté elébe jott kutydk lirmdja miatt nem alhattam s nappal
ugatdsok s orditdsuk miatt nem dolgozhattam. Nappal szemem l4ttdra ... az
Osvényen végig elé jott. A fiivet tébb helyt aratjdk. Basarézsdimat délts) estig

leszaggattdk.
Beteg vagyok s Gergelynek djabb vésdra Sajéval (?) is levert. Neki vége
absolute meg nem él, koldusbotra jut.

iiiiiiiiiiiiiiiii

A 4n + 1 csak a Petersburgi Actdkban van (Gausson kfviil), hogy l4ttam Euler
konny( szem(: de rigorra {szigorra} jra kell osztani. Péld. hogy két egész szdm
quadritumainak summdja csak két quadritumok summdjdval oszlik, belSle vett
1dedbdl csindltam ki.

A 4n +1 van a Comment. novi Petropolitan Toma V. ditum 1754 s 1755.

A levélen (1521/1%, 1) ez dll (igaz, hogy éthiizva): Piinkésd mésodnapijén
1855, vagyis Farkas 1855. mdjus 28-dn frta, vagy kés&bb.

Sz&vegébdl arra kbvetkeztethetiink, hogy ez BOLYAI JANOS 7.16. levelére irt
vilasz.

E levélnek és a 7.15. segitségével vélt bizonyoss4, hogy Jénos a 7.16. levelét
1855 mdjusdban frta.

A levél elsS és utolsé sorai fontosak. Ezért kdzepébSl néhdny sort kihagy-
tunk. Az utols6 elStti bekezdés alapjdn ismét kiigazithatjuk STACKEL néhdny
téves mondatdt [106, 1:96]. Az utolsé mondatban arra figyelmezteteti fift, hogy
Fermat kardcsonyi tételének bizonyitdsdt a teleki Tékaban lévS Petersburgi Ac-
taban taldlhatja meg. Erre azért volt sziikség, mert Janos azt hitte, hogy EULER
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is Ggy bizonyitott mint 6. ,,... fogadni mernék, hogy Euler is igy hozta ki ..."
irta Jdnos (7.12.§).

E rovid levél misodik mondatdnak egy részét ..... dgy elvesztettem magamra
nézve ..." BEDOHAZI nyomdn ALEXITS GYORGY is idézi [1, 88 old.), de hib4-
san. Szerinte a mondat utolsé szavai: ,,... igen szép gondolatomat is félszeg-
nek taldltad.” A ,taldltam” szénak a ,taldltad"-dal valé felcserélése ebben az
esetben a mondat értelmét teljesen megviltoztatja, s igy a belSle lesziirhet§ ko-
vetkeztetéseket is. Sajnos ALEXITS ezt a félreértett félmondatot elemezve, Jdnos
apjdval szemben tanusftott tapintatlansdgéra, folényeskedésére tesz elmarasztalé
megjegyzéseket, ezzel tovdbb rombolva a mér eléggé megtépdzott apa-fid vi-
szonyrdl kialakult képet.
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7.18. Bolyai Janos levele apjihoz

Az abbéli nyughatatlansdg elenyésztésére kivdnom ezennel a még akkor es-
te (néhdny perc alatt) kigondolt egy pdr (csakugyan nagyon rokon és nem
annyira a lényeghen, mint az idomban kiilonbdz8) reménylem nem inelegdns-
nak taldlandé s megkedvelendd okadatot {bizonyftdst), némi elsizletiil s az
ennél (bdr-is ez is nagyon fontos és szép) teljes bizonnyal birtokomban lévé
sok hasonlithatatlanul > bakra nézt 16bb hitel-nyerésre, kiszoini, még pedig mit
teljesithetni elsé tekintettre nem hivék a 4m+ 1 nélkiil, csupdn a primek dita-
lam régéta az imagindriusokra is kiterjeszett elemi tulajdondbdl. A ¢* pedig
procerto {bizonyosan} hibds, és azon iiton kdr volna.

Jelentsen it a theorémdban kijelslt kivéttel, bdrmely, algebrailag haszndlt
betit 0-t6l kiilénbdizd szdmot.

Theorema. Ha {A sor folé ceruzdval: d Vez-tanban) a nem &sszvegje két O szdm-
nak {egész szdm négyzetének), vagyis mi evvel egyhatdsii vagy egyettevé a-nak

_ b\* (d\* b*+d? _
nincs elegy osztdja; azonban a= (;) - ( F) =3 tigy a O-szdm {teljes

négyzet).
b? +d?

' gy a vagy O-szdm vagy két O-szdm dszvegje.

Vagy pedig igy (a kdvetkezd két idomjdban a theorémdnak a 0-t is befoglalva
a pozitiv szdmok kozé): Ha a nem dszvegje két D szdmnak: iigy két NO nak
[raciondlis szdm négyzetének} sem lehet dszvegje.

Még mdsképp: Ha a dszvegje két NO nak: igy dszvegje két O szdmnak is.
{Két sor kdzé beiktatva):
Az imagindriusokra is ki kell lehetdleg terjeszteni, az

Vagyis ha a =

2 | 2
f2yg2a| 2Parsp’=g) " [2pe+/@®—p)]
P +q? pr+q?

{Folytatds a felsS sork6zokben apré betikkel): az f, g, p. q helyett elébb F + ¢,
...1éve s az al-ut részt (képzetes részt) O-itve ha lehet, de 2, 4 rangiiakra vezet
s aztdn fo-utakrdl mdr meg van mutatva. E feldl is dénteni nagyszerit iij dolog.
Azonban d sejtelem (hozzdtevés) nem dll, mert mdr f & 32 =f 2 +(a‘,g)2 =(f+
+ 8N f — &)= bdrmely 4m, vagy pdratlan szdmhoz: de nem bdrmely efféle szdmok
20 dszvegje. ~ lag azon tan hogy 2 O szdm dsszege csak megint {olvashatatlan)
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csak O okrél dll: midén mdr f 2_ 32 =(f +g)Nf — g) nyikra oszolhatik 4m +3
idomii primmel is. Es éppen iigy szép és a baj . . .

Dem.]. Ha a=er® és r> 1, vagyis a az I-nél > O szdmmal oszlik: igy, :

r_z-

b! d! bh\2 d 2
- c;,-z =(c_r) +(;) egeész; ,.E:Pfdigm=sz+rz- azaz két O szdm dsz-

vegéhez: mivel kiilonben a=r*(s*+1*)=(rs)* +(rt)%; tehdt, a Joliét ellen a =
volna két O szdm dsszvegéhez: mivel kiilonben a =r2[sl+r"')=(rsjz+(n)2; te-

hdt a foliér ellen a = volna két O szdm Osszvegéhez. Mdsfeldl, ha e = %-nﬂ meg-

bizonyosul, hogy O szdm =2 ligy a nyilvdn =(Ir)?, tehdt a theoréma meg lesz
bizonyitva. Mi dltal oda van a dolog vive, vagy redukdlva, hogy elég vagy szabad
a-t minden I-nél nagyobb O szdm osu6tél mentnek féltenni: mit ezennel meg is
b2 +d* (bed) b

teszek. A foliérelbdl ¢* = :d = (_*_:_d) (Ezen , + ", ,, =" jegyekkel mdr
szinte egy fertdly {negyed) évszdzad (1831 elsé fele) dta nagy kényelem- és gyo-
nydrrel élek és oly szép- vagy csinosak dltaldban célszerii- és 1okélyeseknek ta-
Idlom és nagyon remélem és erGsen hiszem, hogy megldtva az egész math. Vildg
azonnal megkedvelve mohdn elfogadja, hogy még a jové életekben sem hiszem
jobbak legyenek)

Mdr a primtanbol (minek okdt int rovidségért el kell hagynom) bizonyos az,
hogy ha egy szdm a két szdm factumdt {szorzawdt} oszija, iigy a valamiképp oly

b +d® (b
két factor factuma, {két tényez§ szorzata) ([gy is: ha ={ *:}0 egésy:
b
ligy a=ef, hogy %‘ ... egész legyen. Mdr e, tehdt f is tiszta nem lehet mivel

itt b, d-t eredetiikbél nyilvdn szabad egymdshoz primeknek tenni fol tehdt e, f leg
> kaz-osudja ~ ul tehdt e is, f is elegy s b+d két elegy factor factuma, s’ tehdt
b*+d? csak 2 O dsszegével oszolhatik, még pedig 0-t kirekeszive), melyeknek

egyike az elobbi két factor egyikét, a mdsik a mdsikat oszija, a jelen esetben,

d bed
hogy van oly e, fhogy a=ef és b-% T egész legyen.

Mivel a-nak foltérel szerint nincs elegy oszidja az e, f tispdk és mivel a O

b
szdm oszidval nem bir, primek egymdshoz, tehdt mivel # tehdt . g tehdt
o is, mini I is, egész, a primtanbdl b+d=b;d is az és ha h= E.k=

¢ f ef a a
= iigy nyilvdn lesz ¢® =a(h +k)(h = k)=a(h* +k*), hol h <b.k <d, azon egy

d
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esetet, mikor a=1=1? kivéve, mikor azonban a theoréma n yilvdn dll. Itt mdr

kénnyd ldni, hogy mivel a az 1-nél nagyobb O szdmmal nem oszlik, é-h2+

+k2: mi szerint az eredeti egyenlethez ~ léra {hasonl6ra) érénk mellyel s minden
igy kijovéovel ~ log. bdnva, vildgos, hogy b, d az a-val bdrhdnyszor egymds utdn
oszolhatok. Es pedig b, d vdltozatlanok lévén nyilvdn csak iigy lehetvén bizonyos,
hogy azon féltétel, miszerint a az 1-nél nagyobb O -tal nem oszlik és mégis >
> | ellenkezd vagyis ellenkezést foglal magdban. Mibél végre foly, hogy ha a az
I-nél > O szdmmal nem oszlik (mint fol is tevédon): iigy a csak =\ lehet. Ha
a=1=12 rehdt csakugyan O-szdm.

Dem.2. Ha mdr it a bdrmely pozitiv szdm, a=ef, s mint elobb Et—d ¥ egé-

szek; | leg> kdzosutdja e, f-nek; e=Im, f=In: iigy m, n primek egymdshoz, tehdt

mivel E oszlik m-mel is, n-nel is: a primtanbdl oszlik mn-nel is, tehdt f;j

l
egész; és, ha, rovidségén, g=mn.h=£ k-i gy nyilvdn lesz cz-—d-

gl gl’ l
-Eﬂg—-g(hi-k}(h#k) =g(h* +k%); hol, mivel g!-T h-%-:b k-f d. Es

2 2
igy E egész; és g nyilvdn -:u::i2 ?mq tehdt iq 2=h®+k*. Ha mdr in i O-

szdm, iigy, mivel a =g!2 =ip?1?, nyilvdn a is az. Ha pedig nem: igy az els6hdz ~
i qz =h?+k? egyenletet nyeriink: mellyel s mindenik ez iiton kijévével, valamig
d bal-feldl elsd potencidji mértdrs (tényez8) nem O-szdm, ~ log bdnva, vildgos
az, hogy a h, k helyett mind < bbiilé szdmok lépnek, mdsfeldl pedig, hogy a’ b,
d’ osutbinak szdma csak véges lehetvén, e miitétel végnélkiil nem mehet, hanem
valamikor sziikségeskép az emlitett mértdrs is O-szdm lesz: mi dltal a egyszerre
mind O-szdm osztokra lesz szaggaiva, tehdt maga is O-szdmmal tiinik fol.

N.B. Euler jo helyt 1apogatddzont, a tapintata jé helyre vezette, de minden
alap nélkiili legfoliiletesh ebbéli eljdrdssal.

Egyiittal kivdnatra megirom réviden az erét azon theoréma demonstrdcidjd-
nak, miszerint bdrmely 4m + | idomii prim két D-szdm summdja és csak_egvként.

N.B. Ennek is van, mint a Fermat theorémdjdnak is helyes és kimerité
moddali conversdja (forditottja), r.i. Bdrmely pozitiv pdratlan szdm, mely csak

egyként dsszvegje két egymdshog prim O-szdmnak, prim.

Dem.l. Kétkép is megvan a Disq. Ar.-ban is, mutatva azon egyszeriidn vagy nem
bajosan igazolhaté tan vagy dllitmdny: miszerint —1 O-maradvdnya bdrmely
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2 (- 2
4m + | idomii p primnek, azaz: van oly xz. hogy .r____( ) =Xt ]

p p

egész legyen.

x2 41 _(x+l)x~1)

De P 5 ; tehdt az int is el6rebocsdtandd s itt filtett primtanbél,
mint az el6bbi theoréma demonstrdcidjdban, van iigy p=ef: hogy i:—l . I—}—l
egészek legvenek.

De mivel 1-t (a fols6 imag. részben) mds tiszta szdm (+, —, +, ) l-en
kiviil nem osz, vildgos az, hogy itt mdr e, f egyik is tiszta nem lehet, tehdt
elegves. Hamdre=a+b. f=c+d ésaza, b, ¢, d redlis szdmok {egész szamok)
a+b.(c+d)-nek leg> koz-osztdja (a tovabbi széveg dthdzva).

N.B. A >. < (itt csak annyit)-t az alut-nyik-re {komplex szémok} is Jol ki-
terjeszthetd, alkalmazhatni, ha a+b>c+d (a, b, ¢, d f6-nyi {valés) lévén) a* +
+b* > c? +d?). Igy legnagyobb(as) kéz-os26 . ..

A (800/3, 3%, 4) levél az 1850-es évek kdzepén keletkezett. Erre egyértelmd-
en kovetkeztethetiink a ,,... mdr szinte egy fertdly (negyed)} évszdzad (1831 elsé
fele) dra . .." félmondatbél,

Ezeken az oldalokon ugyanazt a tételt vizsgélja BOLYAL mint a (7.11.§)-ban.
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7.19. Bolyai Janos levele apjahoz

Sziikségesnek taldlom megirni ezeker.

l. A kiildétt demonstrdciom bdr-is ritul frva, jo s directe nem lehet egyszeriib-
bon; kizelebb észrevéve, nem is tricds; egyébardnt nincs miért egy szot is irjak
rola 16bbot, midbn a Disq. Ar.§96 ja 8 elsé rendjében indirecte ugyan, de révi-
den, jol és szépen van mdr dem.-va.

2. Wolfius abban is hibdzott, hogy nem mondja meg, hogy y és x primek legye-
nek; egyébardnt az ide kiildon kifejezettje x-nek el van hibdzva; ugyanis nem
Y'Qy—-1)-1
yi(y=2)+1"

hanem
J,nil-l -1

yi(y=2)+1"

Hogy ez pro y > 2, nem lehet egész, és a foladatnak meg nem felelhet, nagyon
raviden kivildglik onnan, hogy nyilvdn <

"’Ml - =]+ :
Y (y=2) y=2 = y=2

tehdt csak =1 lehet: mib6l y"(y —2)+1=y" =1, tehdt v" is =1 lenne; mi
repugndl {visszautasit}.

3. A numerus perfectus (tokéletes szdm), valamint a 22" + 1-re nézti el6bbi dem.-
om is egyébardni jé és szép, csak annak dem-ja vagyis inkdbb eldéntése hidnyzik,
hogy marad-e az Erai(r)ostheneséhez (a primekre nézve) hasonlé rostdmban va-
lamely szdm, vagy nem?

4. Azt megmutatni, hogy bdrmely 2P — 1 idomii szdm prim, mihelyt p prim,

ugvanakkor, mikor a {22“ + 1)-gvel bajléddm, éppen magam is megkisértettem,
mert valdban, mint irataim is muratjdik, magam is azon sejtelemben valék, hogy
gy 2" — 1 mindig prim, és (gy egy historiai fontossdgii s nevezetességii eredeti
remek taldimdnyja volna a legelsé oly functionak, mely mindig primer ad: azon-
ban az sem valésul, példdul 2'' —1=2047=23.89; és éppen innen emlitém a
Kdli(?) ortlétekor, hogy Wolfius hibdsan dllitja e

A levél (1014/1, 1Y) keletkezésének tekintetében biztos tdmpontunk BOLYAI-
nak a 4. pontban tett megjegyzése. Ugyanis egy 1855. jilius 11-én kelt okmdny
(1509/1) iiresen maradt részein még azt irja — hibdsan - hogy ha p prim, akkor
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2P — 1 is prim. Erre a tévedésre — amint {rja — késSbb rdjout, tehdt bizonyos, hogy
e levél 1855. jalius 11-e utdnrél valé (4.4.8).

Sajnos nem sikeriilt a kéziratokban meglelni azt a ,jé és szép” bizonyitdst,
amelyet a 3. pontban emlit.

A levél befejezése hidnyzik.
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Bolyai altal hasznalt miiszavak
és jelolések

BOLYAI JANOS fbljegyzéseiben leginkdbb a maga dltal szerkesztett jeloléseket
¢s betliket haszndlta. Sajitos médon alkotta meg az egyes fogalmak megneve-
2ését is. Jeldléseinck bevezetését tobb esetben meg is indokolta s bizik abban,
hogy azokat az utékor .smohdn” elfogadja (2.7.§). Irds kdzben gyakran hasz-
ndlt matematikai jeleket. Szinte egyetlen alkalommal sem frja le betiikkel, hogy
whagyobb”, ,kisebb”, ,végtelen”,  hasonlé”. Ezeket a szavakat a >, <, oo, ~
szimbdlumokkal helyettesiti szvegeiben.

Azzal, hogy sokszor eltért az § idejében mdr elfogadott és alkalmazott je-
I6lések haszndlatatdl s nyelvezetét sajdét megnevezéseivel tlizdelte tele, alapo-
san megneheziti kéziratos hagyatékdnak olvasdsdt. Eppen ezért azok munkja-
nak megkonnyitése érdekében, akik az elkdvetkezd években is tanulmdnyozni
szeretnék BOLYAI irdsait, 8sszegy(jidtiiik mdszavainak és szimb6lumainak nagy
részét, amelyeket az aldbbiakban ismertetiink.

Jegyzékiinkben minden dj fogalmat és jelet megszdmoztunk, megadjuk a ma
haszndlatos elnevezést és jelblését s feltiintetjiik a kézirathalmaz egy, esetenként
t6bb olyan oldaldt, amelyen ez elSfordul. Ezek a jelek, illetve fogalmak termé-
szetesen szdmos mds oldalon is elSbukkannak. BOLYAI JANOS az 4ltala hasz-
ndlt fogalmak és jelek koziil tobbet édesapja tankdnyveibdl vett dt. Megtoriénik,
hogy néha maga BOLYAI ad zdréjelben magyardzatot egy-egy ij sz6 értelmének
megvildgitdsdra. A szavakat nem szedtilk az dbécé sorrendjébe, inkdbb a rokon
értelm@eket probdltuk egy csoportba helyezni. Felsoroldsunkbél hidnyoznak az
Appendix jelSlései, mert azok mér régdta j6l ismertek.

Ne lepSdjiink meg, ha néha BOLYAI ugyanarra a fogalomra tSbb elnevezést
hasznil (példdul 7, 8, 9, 10), vagy egy szimb6lummal kiilonboz6 fogalmakat jeld]
(példdul 75, 76, 77. 78).
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8.
9.

10.
1.

8. BOLYAI ALTAL HASZNALT MUSZAVAK ES JELOLESEK

. nyi-tan (816/1") {matematika},

nyidsz vagy nyitandsz (710/2", 547/4") {matematikus},
{irész vagy fir-tandsz (710/2") {geométer},

nyi (445/4) {mennyiség),

tevé nyi vagy revd szim (445/4"%) (pozitiv mennyiség),
vevd nyi (445/4") [negativ mennyiség),

elegy nyi vagy elegves szim (1333/1) {,vegyes" komplex szdm, vagyis
olyan a+ib alaki komplex szdm, ahol sem a sem b nem nulla val6s
szdmok},

al-ut-nyi (1389/1") {komplex szdm]},

pontos- vagy mellék- vagy oldalas-nyi (445/4") {egy 1844-ben irt levélen
még 1gy nevezi a komplex szdmokat},

al-nyi (204/2) {komplex szdm},

tiszta szdm (1332/1) {olyan a +ib alakd komplex szdm, ahol a=0 vagy b=
= 0}‘

12. f&-ut-nyi (804/2) {valés szdm},
13. fBszdm, elfszdm (538/1), szitkebb értelemben vett primszdm (1431/1, 1°),

14,

15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

edi-szdm (1015/1") {raciondlis egész primszdm},

p Haupt Zahl (40/2) (p raciondlis egész primszdm, csak %1 és xp-vel
oszthaté},

Haupt=Primzahl (1190/1) {a 4m + | alakd primszdmok},

Reelle Zahl (762/5) {egész szdm),

tékélyes primszdmok (1446/10) (komplex primek, pontosan a 4m + | alakd
primszdmok komplex tényez&i mint pl. 1+2i, 6 —i, ..., hasonl6képpen az
1+i, | =i, =1 +i, =1 =i komplex primek]},

abszoliit vagy vegyes primek (1446/10, 10") {a 4m +3 alakd primszdmok,
vagyis azok a primszdmok, amelyek Z-ben is és Z[i]-ben is primek: 3, 7,
1, ...}

al (ut) prim (1117/1" oldaljegyzet,) al (lap) szdm (538/1) {komplex primek,
Z[i] primelemei, vagyis egy al(ut)prim lehet tékélyes vagy abszolit prim},

sima-nyi vagy Glatte Zahl (1213/1,1"), (1468/1) {valés szdm},

sima-nyi (1431/1, 17, 888/1", 1295/1) {ezeken az oldalakon valés egész szi-
mot jelent},

sima- vagy egyenes szdm (445/4") {valés szdm)},




23.

24,
235.
26.
27.
28.
29.
30.
3l
32.

33.
34
35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.
42.
43.
44
45.
46.
47.
48.
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redlis szam (1332/1) vagy vald-szdm (547/8") {Eléggé megtévesztS elneve-
zés, ui. Bolyai redlis szimon vagy valé-szdmon kovetkezetesen egész szd-
mot ért),

méré (102172, 1332/1) {oszt6},

mértdrs, factor (495/1") {a mésik oszt6, tényezd),
egymért (1332/1), factum (495/1") {szorzat),
mérzet, rang (1309/5) {hatvdny),

rang-jel (1032/40") {hatvénykitevs),

egymértezni (396/7) (szorozni},

mércim (1391/4) {fokszdm},

idom (703/3") {alak},

torony (1269/1") (tort, de azt is olvashatjuk, hogy pirony = lorony = pira-
mis (1291/1)),

okadat (495/1") (bizonyitds},

liszomy (1044/1, 1214/68) {kifejezés),

iz (1018/1") {tag).

Newton két iz-tana (575/10) {Newton binomidlis tétele},

egyenlet szorzoi (1309/5") vagy egyenletbeli mérttek (663/2) {egyiitthaték),
kdrcsere (396/6") {ciklikus permutdcid),

gyokmérdrei szaggatdssal (143/3) (gySktényezSkre valé bontdssal),

apré lornyokra szaggatdsa vagy hasogatdsa (1269/1") {résztrtekre valé
bontis},

primekre szaggatds (1333/1") (primtényez8kre valé bontés),
tely (742/3) {kdbtartalom),

keritény (742/3, 1271/4) {keriilet),

egy-poti sor (372/4, 697/1") {szdmtani sorozat),

egy-pdri sor (372/4, 697/1%) {mértani sorozat},

zenei-sor (372/4) {harmonikus sorozat},

tulegy pdri-sorozat (335/17") {hipergeometriai sorozat},
dszveti sor (1522/1) {magasabb rend{ szdmtani sorozat),

49. fiiggony (571/1Y) {figgvény),

50.
51.

egyld (536/20) (véiltozéb),
becs (396/7") (gyok, érék]),
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52.
33.
54.
8
56.
57.

58.
59.
60.

61.
62.
63.

64.
65.
66.

8. BOLYAI ALTAL HASZNALT MUSZAVAK ES JELOLESEK

geber (547/2) {algebra),

fid-tan (547/2) (az algebrai egyenletek elmélete},
iid-egyenletek (1288/2") (algebrai egyenletek}),
liz-tan (1192/2") (a kikiiszobdlés elmélete),
dssz-szam (1094/26) {Osszetett szam},

primtan (1332/1) {a komplex egészek oszthatésdginak elmélete, ritkdbban
wimagindrius szdmelmélet™),

dsdny (395/3) {integrél},
szorzok (703/1, 547/9) |egyiitthat6k algebrai egyenletekben),

kényleges (703/1, 1297/1) {bdrmely, tetsz6leges (547/6"), mds helyen ezt
irja: kényleges vagy ismeretlen (547/10")},

tiszta egyenlet (547/1%) {az x™ — 1 =0 binom egyenlet},
szér-becs (547/2%) {szélsGérték),

kézonien (703/7") {dltaldnosan, de azt is olvashatjuk: kézdnien, vagy hatdr-
zatlanul, vagy indefinite (547/7)),

terj (1039/1) {teriilet},
dlldny (1039/1) (téglalap),
csiiggd vagy dllé (547/7) {merbleges),

67. fentd vagy c(hjorda (547/8") {hir}.

MEGJEGYZES
BOLYAI JANOS t6bb fogalom megnevezését édesapjitél kolcsdndzte.

BOLYAI FARKAS Az arithmetica eleje cfim( munkdjdban is megtaldljuk példdul
a rang (28), becs (51), elegy (7), okadat (33), el6szdm (13), egypéti (44) s egy-
péri sorok (45) m(szavakat.

68.
69.
70.

71.

72,
73.

A BOLYAI JANOS 4ltal leggyakrabban haszndlt szimbélumok:
o, = (445/4) (i, —i, i =+/—1; Bolyai szerint v —1 becsei},
I, (396/6) (az n-edrendii egységgydk, I, =1},

@ és & (1335/6, 6", 117977, 267/16") {szinusz és koszinusz, de elSfordul-
nak a sin és cos jelek is},

N (495/1) {raciondlis szdm, Bolyai megjegyzése (206/1"): Villas Antal sze-
rint szertelen szdm},

U (399/12%) (irraciondlis szdm),
r Cx (1466/1) {r becse x-nek},
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e e D e

74.
15.

76.

17.
18.
79.
80.

82.
83.

84.

85.
86.
87.

88.
89.

90.
91.

92.
93.

& (1308/1), d, © (1323/1) (differencidl, derivilt),

Jm (1297/3%) {faktoridlis, fin=1-2-3...m, ,némely irok szerint fa=1-2.
‘3...n=n!" (396/1)},

Ja (103/6") {fa=(abe.. . kIY" =(a+Imb+13c+. ..+ 1" 2k 4 "= pym,
(6.2.9)),

Sm (1369/1) ( fin =(1 +x)™),

Sx [20, 101 old.] {az x-nek valamely functija (fiiggvénye)),
x (982/19) {keresztbeszorzis),

(a.b)"™ (517/7") {=a(a+bXa+2b)...[a+(m - 1)b)),

c V1 (759/3) (az | negyedrendd gyokei: =1, i),

= (982/19) {nem kongruens),
T (1301/8) {xTy =Ina®}),

T. (877/5) (T = % w =2r),

wq (1389/11%) {=med g},
0 (1389/3) {nulla, 1844-ben még a O jelet haszndlja (7.2.§)},

O (1190/29) {a = b (modc) helyett a = bOc, a geometridban Or az r sugani
kor abszolit geometriai keriiletét jel6li),

H (1404/2%, 1501/1) {egyenl6, ugyanaz, ,éppen oly"),
4m+1 prim =0+ 0 (1511/1, 1059/2) {Fermat két négyzetszdmitétele).

@ (703/5) I=§I

@, ®, 0, T, O é O (1297/3) {tangens, cotangens, szekdns, koszekdns,
szinusz-verzusz (= | — cos x) és koszinusz-verzusz (= 1 —sin x)},

C['_ (1309/4, 1433/3) {logaritmus naturalis},
8. 8 (1309/5) {,.szorzony vagy factorial-jel, azaz g m=1-2.3,..m"

(1298/2%)},

lﬂil m=|
© o (?57ﬂ)l=§ .
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