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ELOSZO

Tobb mint két évtizedes felsGoktatasi tevékenységem soran a kozvetlen oktato,
nevelé munkdm mellett — alapvetden a repiiléstudomany teriiletéhez tartoz6 —
rendszerek €s folyamatok matematikai modellezési lehetdségeit kutattam.

Az eddigi modellezési munkaim és eredményeim alapjan jutottam el a
modellek bizonytalansagi kérdéseinek problémaihoz, melyek elemzését a
kovetkezdkben folytatand6 kutatasaim {6 céljanak tekintek.

Jelen konyv megirdsat tobb céllal terveztem el. Részben ezzel a
munkaval szeretném rendszerezetten Osszefoglalni az eddigi miiszaki-
tudomanyos tevékenységem eredményeit, illetve megfogalmazni, kdrvonalazni a
tovabbi kutatdsaim teriiletét, iranyvonalat.

Masrészt — de nem masodlagosan — a DEBRECENI EGYETEM MUSZAKI
KAR4n oktatasra keriilé tobb tantargynak az alapjat is képezi. igy az akkreditalas
alatt 1évé  Gépészeti Tudomanyok Doktori Iskola Rendszer- és
folyamatmodellezés tantargyanak, illetve a mar akkreditalt Létesitménymérnoki
MSc szak Rendszertechnika tantargyanak.

Tudomanyos tevékenységemet — melyek Osszegzése ez a konyv — az
OKTATASI MINISZTERIUM Széchenyi Professzori Osztondijjal (1999-2002),
majd Széchenyi Istvan Osztondijjal (2003—2005) tamogatta, illetve a MAGYAR
TUDOMANYOS AKADEMIA DEBRECENI TERULETI BIZOTTSAGA (DAB) 2008-ban
DAB plakettel ismerte el, melyeket ezuton is szeretnék megkoszonni.

Koszonetet mondok SzABOLCSI ROBERT és SzABO SANDOR uraknak, a
lektoraimnak, valamint TURJANYI SANDOR, NOVAK ISTVAN és PORTIK TAMAS

uraknak segitd észrevételeikért.

Konyvemet Edesanyamnak ajanlom, 75. sziiletésnapjara.

Debrecen, 2008. aprilis 08.

Pokoradi Laszlo
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BEVEZETES

Modellezésen a valdsdgos rendszer vagy folyamat lényegi tulajdonsdgainak
felismerését, és azok valamilyen formaja leképezését értjiik. Egy adott technikai
rendszer, vagy miiszaki folyamat korszerli, tudomanyos igényli vizsgéalatanak
feltétele a rendszermodell megalkotésa.

Jelen konyv egyik fo célja a rendszerezetten Osszefoglalni a Szerzd
eddigi miszaki-tudoméanyos tevékenységét, annak eredményeit, illetve
megfogalmazni, korvonalazni tovabbi kutatdsai iranyvonaldt. Ezért a
kérdéskoroket alapvetéen (repiild)gépész szempontbol vizsgaljak a konyv
kiilonbozo fejezetei. Igy — a fenti ,,elééleti”, valamint terjedelmi okok miatt —
a konyv nem tér ki példaul az elektromos rendszerek matematikai leirasara.

A konyv masik f6 célja, hogy megfeleld alapot biztositson a Debreceni
Egyetem Miiszaki Kardn a kiilonb6zé (BSc, MSc, PhD) szintii képzések
ezirdnyl tantdrgyai tananyagainak. Ez utobbi szolgdljak a fejezetekben
bemutatasra keriild példak, esettanulmanyok is.

A konyv az alébbi fejezetekbdl all: Az elsé fejezet a rendszertechnikai
alapfogalmakat, a jellemzok, jelek és a rendszerek osztidlyozasat mutatja be. A
masodik fejezet a modell fogalmat és felosztasat irja le, részletesebben kitérve a
matematikai modellekre és a matematikai modellezés folyamatara.

A harmadik fejezet — a Szerzé korabbi ilyen iranyt vizsgalatara
tamaszkodva — a rendszerek, és folyamatok grafokkal torténd modellezését
szemlélteti. A  negyedik fejezetben a jellemzOk dimenzidival, a
dimenzidanalizissel, valamint a fizikai folyamatok hasonlosagelméletével
ismerkedhet meg az Olvaso. Az 6todik fejezet a fizikai folyamatok leirasaval
foglalkozik, ezen beliil is inkabb a mechanikai, a ho6- és aramlastani
folyamatokra koncentralva.

A hatodik fejezet a determinisztikus technikai rendszerekben lejatszodo
folyamatok leirdsara szolgélo linearis, és nem-linearis matematikai modellezési
¢s modellalkalmazasi eljardsokat mutatja be. A hetedik fejezetben a
sztochasztikus rendszer ¢és folyamatmodellezési modszerek  keriilnek
bemutatasra, a technikai eszk6zok iizemeltetési gyakorlatdbol — vett
esettanulmanyokkal egyiitt. A nyolcadik fejezet a fuzzy halmazelmélet alapjait
irja le, majd a fuzzy halmazelméletre €piild6 modellezési technikékat szemléltet,
melyek a technikai eszk6zok lizemeltetési problémaihoz kapcsolddd dontés-
elokészitési feladatok megoldasakor alkalmazhatdak. Végiil, a kilencedik fejezet
a modellezési bizonytalansaggal foglalkozik, részben elemezve a témakorhoz
kapcsoloddo — a Szerzé6 tudomanyos gondolkozasat meghatirozé —
irodalmakat, részben a Szerzé gondolatait, eddigi eredményeit bemutatva.






I. FEJEZET

RENDSZERELMELETI ALAPOK

1. BEVEZETES

A rendszerelmélet — egyes szakemberek szerint — nem mas, mint kiilonféle
matematikai moddszerek gylijteménye, melyek segitségével a rendszerek
elemezheték [1.4] [I.14]. Ezt a gyljteményt fOleg a differencia- ¢és
differencidlegyenletek, a vezérléselmélet, a kapcsoloaramkordk elmélete, az
automatdk elmélete, az informécidelmélet, a matematikai programozas, a
dinamikus programozas, a varidcidszamitas, az alkalmazott mechanika, a
dinamikus rendszerek elmélete, a funkcionalanalizis, a valosziniiségelmélet, a
jatékelmeélet teriiletérdl allitottak Ossze, de természetesen mas matematikai agak
is helyet kapnak benne.

ZADEH véleménye szerint a rendszerelmélet, mint tudomanyag, elvileg
két nagyobb részre oszthato fel [1.14]. Az elsd rész az alap, amely f6leg az olyan
alapvetd fogalmak, mint rendszer, allapot, linearitds, kauzalitds, passzivitas,
meghatdrozottsag, ekvivalencia, stabilitas, vezérelhetdség (irdnyithatosag),
megfigyelhetdség jelentésének definidlasaval és az ezekkel kapcsolatos mas
fogalmakkal, wvalamint a definidlt fogalmak alapvetd tulajdonsagainak
vizsgélataval foglalkozik. A masodik részbe azokat a kiillonboz6 modszereket,
eljarasokat ¢€s algoritmusokat sorolja ZADEH, amelyekkel az egyes specialis
rendszertipusok, mint differencidlegyenlettel leirt rendszerek, végesallapotu
rendszerek, modulrendszerek, sztochasztikus rendszerek, tanuld rendszerek,
osztott  paraméteri  rendszerek, nagyméretli rendszerek viselkedése
tanulmanyozhato.

input output
— RENDSZER =p

I.1. dbra A rendszer egyszeri értelmezése

De, mit is értiink rendszeren, illetve annak allapotan? Gyakorlati
szempontbol egy rendszer lehet az adott fizikai objektum egy modellje, amely az
ugynevezett fizikai valtozok segitségével irhato le. A ,fizikai” fogalméan a



1. Rendszerelméleti alapok

,valosagos”-t értjiikk. Tartalma lehet a sz6 szoros értelmében vett fizikai, kémiai,
vagy gazdasagi, esetleg mas jellemzo, illetve lehet ezek kombinacioja is. Ezen
mennyiségek némelyike adottnak tekinthetd: ezek a bemenetek (gerjesztések,
»inputok™). A véltozok masik csoportja, melyeket viselkedését elemzéseink
soran meg akarjuk hatarozni, a kimenetek (,,outputok™). A valtozok egy
harmadik csoportjat pedig azért vezetjiik be, hogy le tudjuk irni a gerjesztések és
valaszok kozti kapcsolatot vagy kapcsolatokat. Ekkor minden fizikai valtozot az
ahhoz rendelt jellel vagy jellemzdvel, az objektumot egy rendszerrel irjuk le.

Elméleti szempontbol a rendszer egy transzformaci6, amely adottnak
tekintett gerjesztésekhez meghatarozott valaszokat rendel, melyet a I.1. 4bra
szemléltet.

Jelen fejezetben a rendszertechnika alapfogalmait ismerheti meg a
Tisztelt Olvas6. Az 1.3. fejezetben a rendszer fogalmat fogjuk értelmezni —
tobb, mérndki szempontbdl. Ezt kovetden keriil sor a technikai rendszer
fogalmanak meghatarozasara. Mivel minden rendszer inputok és outputok kozti
transzformaciot végez, ezt kovetden a (rendszer allapotat leird) jellemzokkel, az
(input és output) jelekkel kapcsolatos alapfogalmakat (I.4. fejezet) fogjuk
ismertetni. Ezt kovetden pedig a rendszerek kiilonbozd, a késdbbi elemzések
szempontjaibol fontos, szempontl osztalyozasait végezziik el (1.5. fejezet).

l.2.  AFEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

—  altalanos fizikai valtozo;

—  valds szamok halmaza;

—  dltalanos gerjesztd jel;
altalanos rendszeroperator;
—  daltalanos valaszjel,

—  val6s egész szamok halmaza;
—  slriiség;

— 1d6;

— altalanos fizikai vektorvaltozo;
—  helyvektor;

altalanos gerjeszto jelvektor;
—  altalanos valaszjel vektor;
DIRAC-delta fiiggvény;
egységugras fliggvény;
egyseégsebesség fliggvény;
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1. Rendszerelméleti alapok

.3. A RENDSZER FOGALMA

A kiilonb6zé mérndki szakirodalmak mas és mas megfogalmazéast adnak a
rendszerrel kapcsolatban.

A mérnoki fizikdban (h6- és aramldstanban) rendszeren az anyagi vilag
vizsgalataink targyat képezd részét értjiik [[.6]. Az anyagi vilag azon részét,
amely nem tartozik a rendszerhez, kdornyezetnek nevezziik. A rendszer 1ényeges
tartozéka a rendszerhatar, amely a rendszert teljesen koriilzarja és elvalasztja
azt a kornyezetétol (1.2. abra).

A rendszernek ez a fogalmi meghatarozasa nagyon altalanosnak tiinik.
Példaul, ha d4ramlastanilag vagy hdétanilag vizsgdlunk egy gézturbinas
hajtomiivet, akkor rendszeren magat a hajtomiivet és belsd tereit kell érteni, a
kornyezeten viszont a kornyezd vilag tobbi részét. A rendszerhatart pedig a
hajtomi kiils6 burkolata, valamint a bedmld csatorna és a gazelvezetd cso
homlokfeliiletei alkotjak.

KORNYEZET Rendszerhatdr

RENDSZER

Elemi rendszer

Vonathoztatasi rendszer

[.2. 4bra Rendszer és kornyezet értelmezése a mérnoki fizikaban

Természetesen, a rendszer kivalasztasa torténhet gy is, hogy a
rendszerhatar egy képzeletbeli zart feliilet. Ilyen esettel taldlkozhatunk példaul
egy légcsavar aramlastani vizsgalatakor. Ekkor a rendszernek a légcsavaron
ataramlo levegd aramcsovét vesszilk fel. A rendszerhatart pedig az aramcsé
palastja, valamint a be-, illetve kilépd keresztmetszete alkotja (1.3. &bra).

A rendszer ¢és a kornyezet kozotti kolcsonhatas megnyilvanulhat
mechanikai, termikus vagy anyagi formaban.

Szigetelt a rendszer, ha az a kdrnyezetével semminemii energetikai vagy
materialis kolcsonhatas nem 1ép.

Zart rendszerrdl vagy anyagi térfogatrol akkor beszéliink, ha az a
kornyezetével nem 4llhat anyagi kolcsonhatasban.
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Nyitott a rendszer, ha lehetséges, hogy kornyezetével materidlis
kolcsonhatas alakuljon ki. Ekkor a rendszerbe 1éphet be, vagy a rendszerbol
Iéphet ki anyag.

Ha a kornyezet és a rendszer kozott termikus energetikai kolcsonhatés,
azaz hdcsere, nem Iéphet fel, akkor adiabatikus rendszerrdl, vagy hdszigetelt
rendszerrdl beszéliink.

1.3. &bra Légcsavar vizsgalatanal alkalmazott rendszer (d&ramcsd)

Vizsgalataink vonatkozasi rendszerén a folyamatok szinterét kijel6ld
derékszogli (vagy polar) koordinata-rendszer és az iddbeli lefolyasuknak
Iéptéket ado iddskala egyiittesét értjiik (1.2. abra).

A vonatkoztatasi rendszerhez, azaz a megfigyel6hoz képest mozdulatlan,
tetszOleges, de dalland6 alaki ¢és kiterjedésli nyitott rendszert ellenérzo
térfogatnak nevezziik. Az ellenérzd térfogat hatara az ellendrzo feliilet.

Az anyagi térfogat és az ellendrzd térfogat kozott az alabbi két 1ényeges
kiilonbség talalhato:

= az anyagi térfogat és hatara valtoztathatja az alakjat, kiterjedését és az
adott vonatkoztatdsi rendszerhez viszonyitott térbeli helyzetét, ezzel
szemben az ellendrzd térfogat hatara, az ellendrzd feliilet viszont ezt nem
teheti meg;

= az ellendrzo térfogat tomege altalaban valtozatlan és/vagy cserélédhet —
mivel az anyagaram az ellenérz6 feliileten atléphet —, ezzel szemben az
anyagi térfogaté (zart rendszeré) soha sem.

Elemi rendszernek olyan — anyaggal folytonosan kit6ltott (materidlis)
— térfogatot neveziink, amely elég kicsi ahhoz, hogy belsejében a fizikai
jellemzdk térbeli eloszlasat minden esetben egyenletesnek tekinthessiik, de
elegendden nagyszamu korpuszkulat (példaul molekulat vagy atomot) tartalmaz
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ahhoz, hogy az altaluk meghatarozott fizikai jellemzoOket statisztikai atlagként
foghassuk fel.

ZADEH szerint a rendszert ugy definidlhatjuk, mint olyan objektumok
Osszessége, amelyeket kolcsonhatasok és kdlcsonds Osszefiiggések kapcsolnak
0ssze. Ebben a megfogalmazasban az is benne rejlik, hogy majdnem minden,
ami létezik, valamilyen rendszernek tekinthetd [1.14].

Nem egészen ennyire elterjedt, de ennek ellenére szintén alapvetd
fogalom a rendszer allapota. Elsé megkozelitésben a rendszer allapota azt az
egy adott id6pontban megadott informaciok Osszességét jelenti, amely ettdl az
idponttél kezdve a rendszer viselkedésének meghatarozasahoz sziikséges. fgy
példaul a kinematikéban a szilard test allapotat egyenes vonalu mozgas esetén
helyzete-, és sebessége adja meg.

Ha a rendszert a bemenet-kimenet parok halmazaként definialjuk, akkor
az allapotot természetes médon bizonyos konzisztencia-kritériumokat kielégito
bemenet-kimenet parok részhalmazahoz kapcsolédd cimkeként hatdrozhatjuk
meg. Az ilyen részhalmazt aggregatnak nevezziik. Az aggregat koncepcidja
fontos szerepet tolt be rendszerelméletben, hiszen igen természetes modszert
szolgaltat az allapot-ekvivalencia, a rendszer-ekvivalencia, a bemenet — kimenet
allapotrelaciok, tehat a rendszerelmélet alapelveinek bevezetéséhez.

NAGY megfogalmazasaban a rendszer fogalma olyan jelenségek vagy
objektumok Osszessége, melyeket kolcsonhatasok és kolcsonds Osszefiiggések
kapcsolnak 6ssze. A folyamat a rendszeren beliil lejatszodo jelenségek térbeli
¢és/vagy iddbeli sorozata [1.5].

FopoOR [I.4] konyvében ugy fogalmaz, hogy egy rendszer az adott fizikai
objektum egy modellje, amely az tgynevezett fizikai valtozok segitségével
irhat6 le. A ,,fizikai”, véleménye szerint, azt jelenti, hogy ,,valdsdgos”; a konkrét
tartalma lehet fizikai, kémiai, gazdasagi, stb. vagy ezek keveréke. A rendszer
egy transzformacio, amely adottnak tekintett gerjesztésekhez meghatarozott
valaszokat rendel.

A fenti megfogalmazasokbol a Szerzd szerint hidnyzik, vagy nem kell6
hangsullyal jelenik meg a technikai rendszerek egyik, talan a legfontosabb
eleme — az ember. Egy tisztan technikai rendszer a valdsagban az emberért, az
emberrel egyiitt mikodik, igy nem szabad a teljes ember-gép rendszerbdl az
embert nem megemliteni. Egyik érvként megemlithetdé SZABOLCSI tudoméanyos
tevékenysége (példaul [1.12]), aki a repiilogép-vezetét a repiilésszabalyozo
rendszer aranyos—differencidlo—holtidés tagjanak tekinti, €és elemzése soran
meghatarozza a repiilésbiztonsag szempontjabodl kritikus paramétereket, melyek
a pilota emberi (fizioldgiai) mivoltanak kovetkezménye.
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Fontos azt is megemliteni, hogy a technikai eszk6zok (tervezés utani)
hasznalata, karbantartasa, javitdsa, azaz iizemeltetése is egy adott rendszerben
valosul meg. Az lizemeltetés lizemeltetési rendszerben torténik, ami a technikai
eszkodz vagy eszkozok; azok kiszolgalasat, ellendrzését, karbantartasat, javitasat
szolgaldo berendezések; az lizemeltetést végzéd (miiszaki) allomany; a
kezeldszemélyzet; az lizemeltetést iranyitod szervezet kolcsonds egyiittmiikodése
folytan valosul meg [1.8]. Ezen megfontolas hangsulyozasa azért Iényeges, mert
késdbbiekben kimondottan ember—gép rendszerek vizsgélatat is fogjuk végezni.
De, azt fontos hangsulyoznunk, hogy egy rendszer csak akkor tekinthetd
technikainak, ha az miiszaki eszkozt, berendezést vagy fizikai objektumot
tartalmaz. Tehat ez az elsddleges Osszetevoje egy technikai rendszernek.

FODOR, NAGY és ZADEH fenti megfogalmazasai sem zarjak ki ezt a
megkozelitést, ha a folyamatban résztvevd személyt a rendszer egy
objektumanak, aggregatjanak tekintjiik, igy harmojuk és a Szerzd véleménye
nem jelentés mértékben, hanem csak hangstulyokban tér el egymastol.

A fenti megfogalmazasok valamint megfontolasok, és a jelen sorok
ir6janak eddigi tapasztalatai alapjan a technikai rendszer fogalma az alabbiak
szerint hatarozhat6 meg:

Technikai rendszer az anyagi vilag vizsgalatunk targyat képezé része, mely
egymassal valamilyen kolcsonhatasban 1évé elemek (berendezések ¢és
személyek) oOsszessége. A rendszer allapota, illetve a benne lejatszodé
folyamat a be- és a kimendé valamint a belsé jellemzékkel irhaté le.

A kornyezet kolcsonhatisban lehet a rendszerrel és meghatarozza a
rendszer miikodésének peremfeltételeit.

l.4. JELLEMZOK ES JELEK

A rendszerekben lejatszodd folyamatok mérhetd mennyiségeit fizikai
mennyiségeknek nevezziik, melyek nem csak fizikai, hanem kémiai, bioldgiai,
technikai vagy gazdasagi folyamatokat is jellemezhetnek. A tovabbi
vizsgélataink sordn nem foglalkozunk a mennyiség valddi, csak annak absztrakt
(matematikai) tartalmaval. Egy valtozé valamely fizikai mennyiségnek egy
alkalmas mértékegységben kifejezett szamértékét jelenti. Egy valtozo egy fizikai
mennyiség matematikai leirasa.

A technikai folyamatokat leird jellemzdket a tulajdonsidgokat és a
rendszer allapotat meghatarozo jellemzok csoportjaba osztjuk (I.4. abra).

A tulajdonsagot kifejezd jellemzok altalaban egyértékiiek, ide tartoznak
a kiilonb6z6 geometriai adatok, valamint az anyagjellemzok, gy, mint példaul a
viszkozités, villamos vezetdképesség vagy a fajhd [1.9].

Fizikai 4llapoton az anyagi rendszer sajatossagainak — fizikai
jellemzdinek — Osszességét értjiik. Két elemi rendszer fizikai allapota azonos,
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ha a megfeleld fizikai jellemzOik értéke az adott iddpillanatban paronként
egymassal megegyeznek.

| Leiro jellemzok |

Tulajdonsag Allapot

Extenziv Intenziv
[.4. abra Leir6 jellemzdk csoportositasa ([1.9] alapjan)

A fenti definicid alapjan kijelenthetd, hogy az ilyen fizikai jellemzok
értékei csakis attol az allapottdl fliggenek, amelyben a vizsgalt idopontban az
elemi rendszer talalhato, és fliggetlen attol a folyamattol, amelyen keresztiil az
elemi rendszer az adott allapotba jutott. Ezért a fizikai jellemzdket
allapotjelzéknek is nevezhetjiik [1.7].

1.4.1. AZ EXTENZIV ES INTENZIV JELLEMZOK

Egy rendszer valamely fizikai jellemzdje extenziv, ha értékét az elemi
rendszerben mérhetd értékek Osszességeként kapjuk meg. Példaul az
aerodinamikai vizsgalatoknal alkalmazott extenziv jellemzok példaul a tomeg, a
térfogat vagy a mozgasmennyiség.

Intenzivnek tekintjiik a fizikai jellemzot, ha az nem rendelkezik az elemi
rendszerek szerinti Osszegezhetdség tulajdonsagaval. Intenziv fizikai jellemzo
példaul a nyomas és a hdmérseéklet.

Tegyiik fel, hogy van két, egyenként 1 kg tomegii, 380 K (107 °C)
hémeérsékletli testiink (amelyek itt elemi rendszereknek tekinthetdk), és ezeket
egymas mellé helyezzilk — azaz egy rendszert hozunk létre beldliik. Ennek a
rendszernek a tomege 2 kg lesz, mivel a tomeg extenziv mennyiség. De a két
test egyiittes homérséklete nem 760 K (vagy 214 °C) lesz, hanem tovabbra is
380 K marad — mert a hémérséklet intenziv allapotjelzo [1.7].

Egy extenziv jellemz0 térfogategységre vonatkoztatott értékét az adott extenziv
mennyiség striségének nevezzik. Ilyen példdul a tomegsiiriiség (jele: p),
melyet egyszeriien ,,csak” stirliségnek szokas nevezni. Az egyéb extenziv
jellemz6 térfogategységre vonatkoztatott értéke esetén a ,,stirliség” szo elé oda
kell irni az illeté extenziv jellemz6t is — példaul: ,,energiastiriség”.

Egy extenziv jellemzd tomegegységre vonatkoztatott értékét a kérdéses extenziv
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jellemzd fajlagos értékének nevezziik. Ilyen jellemzd példaul a ,,fajlagos
térfogat” — vagy egyszerlien ,,fajtérfogat” —, ami nem mas, mint az egységnyi
tomegli anyag térfogata. (Erdekességként emlithetjiik meg, hogy kordbban
alkalmazott miiszaki mértékegységrendszerben a fajlagos értékeket a
tomegegység helyett sulyegységre vonatkoztattak.)

Erdemes itt azt is megemliteni a fajsuly ,.esetét”. A fajstly definicioja
alapjan az egységnyi térfogatl anyag sulya — azaz fizikai szempontbol:
sulystiriség —, csak nevében tlinik faj(lagos) értéknek.

Konnyen belathatd, hogy az extenziv jellemzok striiségei és fajlagos
értékei mar egyértelmiien intenziv mennyiségek. A ketté kozti kapcsolatrol
pedig kimondhatjuk, hogy egy extenziv mennyiség slirlisége az adott mennyiség
fajlagos értékének ¢€s a rendszer (tomeg)siirliségének szorzataként hatarozhatod
meg [[.13].

1.4.2. A JELLEMEZOK TERBELI ES IDOBENI VALTOZASA

A fizikai jellemzO8k — az esetleges kiilonleges tartomanyoktol eltekintve — a
térben folytonosan oszlanak meg. Az ilyen térbeli megoszlasokat gylijténéven
fizikai tereknek nevezziik. A fizikai jellemzok részben skalaris (példaul
nyomads) részben vektorialis (példaul gyorsulas) jellegiick. Ennek megfelelden,
mint mar azt matematikabol tudott, beszélhetiink skalar-, és vektorterekrol. A
fizikai terek 4altalaban az i1dOben 1is valtoznak, ezért altalanos formaban
matematikailag az

[=f60)= f(xy;z7) 1.4.1)
alakban irhat6 fel, ahol f'skalar-, vagy vektor mennyiséget is jelolhet.
Homogén a fizikai tér, ha az adott f jellemz6 térbeli megoszlasa egyenletes, az

idébeni véltozasa a tér minden pontjaban, azonos mértékben és egyidejlileg
kovetkezik be, azaz az (1.4.1) egyenlet az

f=rfle;0)=rf(z) (14.2)

alakot veszi fel. Ha az f fizikai jellemzé megoszlasa térben valtozik, akkor
inhomogén a fizikai tér.

Stacionarius vagy stacioner fizikai térr6l akkor beszéliink, ha az f jellemzd
térbeli megoszlasa idében nem véltozik, azaz

f=f6e)=f(r)=flxpz) . (1.4.3)

10
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Az f jellemzd id6beni valtozdsa esetén instacioner a fizikai tér.
Kvazistacioner fizikai térrdl akkor beszéliink, ha az fjellemz06 id6ben valtozik,
de ezt a valtozast — relativ nagysaga miatt — elhanyagolhatjuk.

A skalartereket szintfeliiletekkel (szintvonalakkal) jellemezziik, amelyek a tér
azon pontjait kotik 0ssze, amelyekben az f fizikai valtozo értéke azonos (példaul
az izobarok az allandé nyomdsu pontokat magukba foglald feliiletek vagy
gorbék).

A skalarterek hely szerinti  valtozasanak jellemzésére egy
vektormennyiséget, a gradiens vektort hasznéljuk, amelynek x; y és z
komponensei a leirt fizikai mennyiség x; y ¢és z iranyt valtozdsanak
rohamossagaval, sebességével aranyosak:

_frz), oflmr). of(mr), _ of(rir)
grad f = o i+ Py j+ S k= o . (L.4.4)

Egy adott pontbeli gradiens vektor

a skalartér legrohamosabb valtozasanak iranyaval parhuzamos;
a skalartér novekedésének iranyaba mutat;

hossza egyenesen aranyos a valtozas rohamossagaval,
merdleges a szintfeliiletre (szintvonalra).

F¥F ¥

A vektorterek helyszerinti valtozasat kétféleképpen jellemezhet;jiik.
A divergencia a vektortér — adott pontbeli — forrasossagat jellemz6 skalaris
érték, meghatarozasa az alabbiak szerint torténik:

<mmﬂ=?+?+%—. (14.5)
x Oy Oz

Pozitiv értékti divergencia esetén azt mondjuk, hogy a pontban forras
van, negativ divergencia esetén pedig nyeldrdl beszéliink.

A rotacio vektor a vektortér — adott pontbeli — Orvényess€gét mutatja meg:

rotf(r;z)= (%—%}i+(@fx—afzjj+[6f" —af*Jk (1.4.6)
oy Oz 0z Ox ox Oy

Az olyan vektorteret, amelynek roticidja azonosan nulla,
orvénymentesnek, vagy masképpen konzervativnak nevezzilk. Minden
orvénymentes vektortérhez rendelhetd egy olyan

11
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p=op(r7)

skalar—vektor fliggvény, amelybdl a vektorteret leird vektor—vektor fiiggvényt
gradiens képzéssel nyerhetjiik, azaz:

f(r;7)=grado(r;z) . (L.4.7)

Ezt a ¢(r;7) fliggvényt az adott tér potencialfiiggvényének (példaul sebességi
potencidlnak) nevezziik. Ezért az Orvénymentes vektortereket potencidlos
tereknek is szokdas nevezni.

1.4.3. A JELEK

Egy jel a valtozd azon részének matematikai leirasa, amely a vizsgalataink
szamara lényeges informaciot hordozza.

Egy f jel folytonos idejii jel (FI jel), ha a 7 id6 minden valds értékére
értelmezett, azaz:

f=f) rerR . (1.4.8)

Bizonyos tipusu jelek csak a (fliggetlen) id6 7; diszkrét értékeire
értelmezettek, azaz akkor arra az esetre szoritkozunk, amikor a diszkrét idonek
csak az egész értéker fordulnak eld. Az f diszkrét ideji jel (DI jel)
megadasanak modja

f=f() ieZ . (1.4.9)

A mérndki gyakorlatban a k-adik diszkrét idOpontra a k-adik iitem
elnevezést is hasznaljuk.

A 7 € R, illetve a 7; € Z megadasat gyakran elhagyjuk, mert az f{z)
illetve a f(z;) jelolés vagy a szovegkornyezet is egyértelmiien mutatja, hogy
folytonos vagy diszkrét idejli jelrdl van-e sz6. Egy diszkrét idejii DI jel gyakran
egy folytonos idejii FI jel altal meghatarozott. Gyakori eset, amikor a f(7;)
diszkrét ideju értékek egy f(r) folytonos ideji jel értékei (mintai) a 7 = 7;
idépontokban. Az esetek tobbségében a mintavétel egyenletes, azaz:

T, =1, +tkAT (1.4.10)

ahol A7z az adott mintavételi periodusidd, illetve 7, a kezdeti id6, amely a
miiszaki gyakorlatban altalaban zérusértékiinek vessziik fel [1.11].

12
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Altalanos esetben nehéz, felesleges vagy lehetetlen egy olyan FI jelet
értelmezni, amelybdl a DI jel szarmaztathat6. Példaul a kockadobas eredményei
egy diszkrét ideji jelet hataroznak meg, ahol k a dobas sorszdma, nincs értelme
annak a kérdésnek, hogy mennyi a kockadobds ,,eredménye” két dobas kozott.

Amikor valdsagos technikai folyamatokat modelleziink, gyakran
alkalmazunk DI modellt FI folyamatra vagy forditva.

Egy f jel folytonos értékii, ha annak értéke — esetleg bizonyos
megszoritasokkal — barmilyen valos vagy komplex szam lehet. Ilyen
megszoritas lehet, hogy f csak valds ¢€s pozitiv értékli lehet, vagy nem lehet
nagyobb egy felsd, illetve kisebb egy als6 korlatnal. Gondoljunk példaul a
hémérsékletre, amely — mint az koztudott — 0 K (-273 °C) alatti értéket nem
vehet fel.

Folytonos idejii Diszkreét idejii
! !
Folytonos .
értékii
0 T 0 'i'; Tz T3 T
! f
as — az
r a h — az L
Diszkreét ’
értékii
27— aj .
0 T 0 ©w ©w T T

LI.5. abra A jelek alapvetd tipusai ([1.3] alapjan)

Egy fjel diszkrét értékii, mas néven kvantalt, ha csak bizonyos ay, a;,
a, ... valéos vagy komplex értékeket vehet fel. Ezek az a; értékek lehetnek
tetszOlegesek vagy kovethetnek bizonyos szabalyszeriiséget. Példaul a
kockadobas esetében:

13
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a=i 1<i<6 ieZ . (I.4.11)

Bizonyos mennyiségek eleve diszkrét érékiiek (példaul darabszam),
masokat folytonos értékiieknek tekintiink (sebesség, hdmérseklet). Az utdbbiak
mért értékei is diszkrét értékliek a mérés modja és a kerekités altal
meghatdrozottan.

Mind a folytonos értékii, mind a diszkrét értéki jel lehet folytonos ideji
vagy diszkrét idejii. A négy lehetdséget szemlélteti az 1.5. abra.

A folytonos idejii és folytonos értékii jeleket szokdsos analog jeleknek, a
diszkrét idejli és diszkrét értékii jeleket szokas digitalis jeleknek nevezni.
Ezeknek a kifejezéseknek azonban mas jelentésiik is hasznélatos.

Egy jelet determinisztikus jelnek neveziink, ha értéke a vizsgalat sordn minden
idépontban ismert vagy meghatdrozhato, azaz a jel (kielégitd pontossaggal)
megismételhetd folyamatot ir le.

Ha nem tudjuk a jelet megismételni, mert az azonosnak tind eljaras
kiilonbozd eredményekre vezet, akkor a jelet sztochasztikus jelnek nevezziik. A
sztochasztikus jelek leirdsara a valdszinliség szamitas fogalmait és egyenleteit,
elsOsorban a valoszintség-stiriiségfiiggvényeket alkalmazzuk.

A mérnoki gyakorlatban sokszor egy adott jel egy-egy determinisztikus
¢s sztochasztikus jel 0Osszege. Tipikus eset, amikor a hasznos jelet
determinisztikusnak, a hozza adododo zajt viszont sztochasztikus jelként irjuk
le. Ezek szétvalasztasa (a zaj kisziirése) statisztikai modszerekkel lehetséges.
[[.11]

A folyamatnak determinisztikus vagy sztochasztikus jelként torténd
leirdsa lehet kényszerti, de lehet valasztasunk kovetkezménye is. A fizikabol
ismert, hogy sok jelenséget leirhatunk determinisztikusan és statisztikusan is.

1.4.4. A VIZSGALOJELEK

A vizsgalo jelek a determinisztikus rendszerek determinisztikus jelekkel vald
vizsgélata érdekében alakitottak ki. Ezek a jelek egyértelmiiek, gyakorlatilag
viszonylag konnyen eldallithatok, és jol reprodukalhatoak. A leggyakrabban
alkalmazottakat az alabbiakban foglaljuk 6ssze [I.1]; [1.2] és [I.10] irodalmak

alapjan:

Az egységugras-fiiggvény. Jele: /(2).

0 har<0
I(z)= . 1.4.12
(T) {1 haz>0 ( )

14
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U iy

0 0 At
a b
1.6. abra Az egységugras fiiggvény €s szarmaztatasa

Viszonylag a leggyakrabban hasznalt vizsgéalé jel (I.6.a 4bra), alkalmazésat
,bekapcsolasi” jelenségnek is szokas nevezni. Gyakorlatilag nem valdsithato
meg, hiszen a jel értékét zérus id6 alatt kellene egységnyi értékiire ndvelni.
Leszarmaztathato a 1.6.b abra szerinti, folytonosan valtozoé jelbdl, ha At értéke a
zérushoz kozelit:

0 ha 7<0
T

fle)= ~ ha 0<t<Ar ; I(r)= limof(z') . (1.4.13)
T Ar—
1 ha t>At

A rendszer egységugras-alaki bemenetre adott valaszat atmeneti
fiiggvénynek nevezziik, és v,(7)-val jeloljik.

Az egységimpulzus-fiiggvény vagy mas néven DIRAC'-delta. Jele: d(7).
Koznapian szolva, ez a rendszert éré ,l0kés”, azaz végtelen rovid 1d6 alatt
meghatarozott extenzivet kozvetitd jel:

5(r)=0 720 ; Té‘(z’)dr=l . (1.4.14)

Az egységimpulzus-fliggvény matematikailag egzakt modon csak a
disztribucidelmélettel  értelmezhetd, mivel a  klasszikus értelmezése
ellentmondasokra vezethet. Fizikailag megvalosithaté rendszerekre azonban
minden tovabbi nélkiil alkalmazhat6 vizsgalo jelként.

Az 1.7.a abran szemléltetett egységimpulzus-fliggvény szarmaztatasat az

! Dirac, Paul Adrien Maurice (1902-1984): angol fizikus. A kvantum-elektrodinamika és a kvantum-térelmélet
egyik megalapozdja. Az altala kidolgozott matematikai rendszer j hulldammechanika kialakitasat tette lehetévé a
kvantumelmélet és a relativitaselmélet egyesitésével. 1933-ban fizikai Nobel-dijat kapott.
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[.7.b abra szemlélteti. Az egységimpulzus tulajdonképpen egy At szélességli és

AL amplitidoji négyszog impulzus hataresete, ha A7 a zérushoz tart:
T

0 ha 7<0

flo)= Ai ha 0<r<A7r é(r):AlimOf(r). (1.4.15)
T T—>
0 ha t©>At

(v

0 0 At
a b
1.7. dbra DIRAC-delta fliggvény és szarmaztatasa

A szabalyzéstechnikai elemzések sordn a rendszer egységimpulzus-
bemenetre adott valaszat sulyfiiggvénynek nevezziik, melynek jele: w(z). A
sulyfliggvény elonye, hogy nagyon tisztdin mutatja meg a rendszer
tulajdonsagait, mivel ekkor a mozgasat kizarolag sajat felépitése €s jellemzoi
befolyasoljak.

Az egységsebesség-fiiggvény. Jele: /(7).

i

tlft)

0
1.8. abra Egységsebesség-fliggvény

Gyakran alkalmazott vizsgdlod jel, technikailag is viszonylag eldallithato.
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Matematikai leirasa:

0 har<O

rl(z’)z{ . (1.4.16)

z har>0

Hatasara a rendszer kimenetén az egységsebességre vonatkozo, u.(z) jeli,
valaszfliggvény jelentkezik.

2
Az egységgyorsulas-fiiggvény. Jele: %l(r).

Ennél a fiiggvénynél a bemeneti jel értéke allandd, egységnyi gyorsulassal
novekszik (1.9. abra):

%1(1): T

— har2>0
2

2 0 har<0
2 (14.17)

0
1.9. abra Egységgyorsulas-fliggvény

17



1. Rendszerelméleti alapok

I.5. RENDSZEREK OSZTALYOZASA

A rendszerek osztalyozasa kiilonféle szempontok alapjan torténhet. Jelen
fejezetben — a teljesség igénye nélkiill — csak a késobbi elemzéseink
megértéseihez sziikséges osztalyozasokat végezziik el.

[.5.1. GERJESZTESEK ES VALASZOK SZAMA

Az egyvaltozos (egy-gerjesztésii, egy-valaszi) rendszer (SISO —, single input
single output”) egy kapcsolatot jelent, amely az adott u(z), illetve u(z;)
gerjesztéshez egy y(z) illetve y(t;) valaszt rendel (I.10. abra) Az Gsszerendelés
explicit alakjat az

y=Wiu} 1.5.1)

gerjesztés-valasz kapcsolat, ahol W egy operator, amely lehet a 7, illetve t;
1dotol  fliggd vagy fiiggetlen. Egy explicit gerjesztés-valasz kapcsolatot
matematikailag egy linedris-, vagy nem-linedris explicit fliggvénnyel tudjuk
leirni.

u Y
—— o
y=Wiuj
u y
—
0 T 0 T

[.10. abra Egyvaltozos rendszer leirasa

A gerjesztés-valasz kapcsolat azt jelenti, hogy ha az u gerjesztés ismert,
akkor az y valasz meghatarozhato. Fontos azt is megjegyezni, hogy a
kapcsolatot leird fliggvény invertalasaval kapott dsszefiiggés nem biztos, hogy a
rendszer milkddését irja le. Mdas szoval, ha y ismert, akkor logikailag
kovetkeztethetiink arra, hogy ezt a valaszt milyen u gerjesztés hozta 1étre, de
nem jelenti azt, hogy ha a modellezett objektum kimenetére egy y mennyiséget
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kényszeritiink, akkor az objektum bemenetén fellépd u© mennyiség az
invertalassal kapott 0sszefiiggés szerinti értékii lesz.

A mérnoki gyakorlatban gyakran taldlkozunk azzal a problémaval, hogy
a gerjesztés-valasz kapcsolat explicit alakja nem ismert. Ekkor a feladatunk
éppen az, hogy — ismerve a rendszer valamilyen leirasat — meghatarozzuk a
gerjesztés-valasz kapcsolat explicit alakjat. Ha az adott gerjesztéshez tartozo
valasz meghatarozhatd a rendszer egy leirdsabol kozvetleniil is, akkor
lehetséges, hogy nincs sziikséglink a gerjesztés-valasz kapcsolat explicit
alakjanak tényleges meghatarozasara.

Egy rendszernek lehet sok gerjesztése ¢és sok valasza. Ezt a rendszert
tobbvaltozés — sok gerjesztésii, sok valasza — (MIMO — , multiple input
multiple output”) rendszernek nevezziik. Egy ilyen rendszer explicit gerjesztés-
valasz kapcsolatok
v, = VK{ul;uz;...;um} i=12;.n , (I.5.2)
rendszerével, vagy az
y=W{u} , (1.5.3)

vektordsszefiiggéssel irhat6 le, ahol:

y =ley,] w =luwu,.u,]

m — gerjesztések szama;
n — valaszok szdma.
i, Vi .
Yz " ¥
Bt —- —
2 Yz
—— =

I.11. abra Tobbvaltozos rendszer
Ha a rendszer egy bemend jelre és tobb kimend jellel reagél, egy bemenetii;
tobb kimenetii (SIMO — ,,single input multiple output”) rendszerrdl beszéliink.

Ekkor a gerjesztés-valasz kapcsolatot egy

y=Wiu} : (1.5.4)
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alakt vektor—skalar fiiggvénnyel tudjuk leirni.

A tobb bemenetii, egy kimenetii (MISO — ,multiple input single output”)
rendszer esetén a gerjesztés-valasz kapcsolatot egy

y=W{a} , (1.5.5)
skalar—vektor fiiggvénnyel jellemezhet;jiik.
A tovabbiakban egy rendszer gerjesztés-valasz kapcsolat altalanos leirasakor az
(I.5.1) egyenlettel megadott alakot fogjuk hasznalni. A tobbi forméat csak abban
az esetben emlitjiilk meg, ha az adott elemzés sordn jelentdséggel bir a rendszer
gerjesztéseinek, illetve valaszainak a szama.

1.5.2. LINEARIS ES NEMLINEARIS RENDSZEREK

Legyen y;, illetve y, egy SISO rendszer u,, illetve u, gerjesztésekre adott
valaszai. A szuperpozicio elvén azt értjiik, hogy az

u=Cu,+C,u,
inputhoz az adott rendszer
y=C»+GCy,
outputja tartozik barmely C; és C, konstansok esetén.
Egy rendszer akkor, és csak akkor linearis, ha az explicit gerjesztés-
valasz kapcsolatban szerepld operator lineéris, vagyis ha a rendszerre érvényes a

szuperpozicié elve. Azaz minden linedris rendszer W operatora az aldbbi
tulajdonsagokkal rendelkezik:

W{Z Cl.ul} = qu{ui} , (1.5.6)

illetve
wi{Cuj=Cwiu} . (1.5.7)

Az (1.5.7) kifejezésbol kovetkezik, hogy linearis rendszer esetén az |u| =
0 ger- jesztéshez [y| = 0 valasz tartozik. Tobbvaltozos (MIMO) rendszer
esetében az (1.5.3) Osszefiiggés
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y=Wu (I.5.8),

homogén, lineéris vektor-vektor kapcsolatra modosul, azaz tenzor alakot veszi
fel, ahol W a rendszer gerjesztés-valasz matrixa.

Konnyen belathato, hogy két linedris rendszer soros vagy parhuzamos
kapcsolasabol keletkezd eredd rendszer is linearis.

Ha a rendszer nem elégiti ki a fenti kovetelményt, azaz nem linearis,
akkor nemlinearis rendszernek nevezziik.

Gyakorlatilag a fizikai, miiszaki objektumok sohasem linearisak. Ha a
gerjesztés, a valasz vagy mas valtozo talsagosan naggya valik, akkor mindig
fellépnek nemlinedris hatasok.

1.5.3. INVARIANS ES VARIANS RENDSZEREK

Egy rendszer idében invarians (idofiiggetlen-, vagy statikus), ha a gerjesztés
idobeli eltolasa csak egy ugyanekkora iddbeli eltolast okoz a valaszban is.

Legyen y,(7), illetve y,(t;) egy rendszer az u,(z), illetve u,(7;) input jelre
adott valasza. Ha a rendszer az u,(7-A7), illetve u,(z.;) idoben eltolt gerjesztésre
az

»(0) =y (z=Azr) ,illetve y,(7)=y(z.,) (L5.9)

valaszt adja, barmely tetszOleges Az, illetve k értékre, akkor, és csak akkor a
rendszert invaridnsnak tekintjiik.
Invarians rendszer operatora az alabbi tulajdonsagok valamelyikével bir:

Wlue—ac)=wh()) . illetve Wiu(r, =Wlu()] . .  (L5.10)

T>T-AT
Ha a rendszer nem invaridns, akkor azt varians (id6fliggd) rendszernek
nevezzik.

Gyakorlatban a technikai objektumok, rendszerek csak nagyon ritkan
invariansak az oregedés, a kdrnyezeti paraméteringadozasok €s hasonld hatasok
kovetkeztében. Ezen hatasok egy része (determinisztikus vagy sztochasztikus)
jarulékos gerjesztésként vehetd figyelembe. Ennek ellenére az objektum
invaridns modellje sokszor jol hasznalhat6 kozelitést jelent ha ,rovid”
idotartamok vizsgélatara szoritkozunk. Léteznek olyan objektumok, amelyek
miuikodésének 1ényege a varidns jellegiik, mint példaul a nappal és ¢jjel (de nem
vilagosban ¢€s sotétben) vagy a télen és nyaron (de nem melegben €s hidegben)
masként miikodd rendszerek
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U ¥y

0 4r T 0 4 t
[.12. dbra Iddinvarians (egyvaltozos) rendszer gerjesztése €s valasza
1.5.4. DINAMIKUS ES MEMORIAMENTES RENDSZEREK

Egy rendszer akkor memoriamentes, ha barmelyik z, illetve z; idépontban adott
valasza csak a gerjesztésnek ugyanezen t, illetve 7; id6pontbeli értékétol fiigg.
Ellenkez6 esetben a rendszer dinamikus (nem-memoriamentes).

A dinamikus rendszer rendszerallapotan a rendszer elotorténetének azt a
legkisebb halmazat értjiik, amely a multnak és a jelennek a rendszer jovojére
valé hatasat megitélhetdvé teszi. Ilyen rendszerek esetén allapotvaltozoknak
nevezziik az 1do6tdl fliggd valtozoknak azt a sziikséges €s elégséges legkisebb
halmazat, amely segitségével az adott dinamikus rendszer allapota teljes és
pontos leirasa elvégezhetd. A dinamikus rendszer allapotvaltozéi az idében
lejatszodo rendszerallapotok matematikai leirasara szolgalnak. Tehat, ekkor az
allapotvaltozok a dinamikus rendszerek &atmenetei folyamatait hivatottak
szemléltetni.

cre

crer

gerjesztésnek a
r,-Ar<r<r, ,illetve 7, <7<z,

intervallumbeli értékeitdl fiigg, ahol A7 és L véges értékkel bir.
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1.5.5. DETERMINISZTIKUS-SZTOCHASZTIKUS RENDSZEREK

A rendszer gerjesztés-valasz kapcsolata lehet determinisztikus vagy
sztochasztikus, annak fliggvényében, hogy a kapcsolatot leird egyenlet milyen
tulajdonsaggal bir.

Egy rendszert determinisztikusnak nevezziik, ha minden egyes u(7)
bemendjelhez egy meghatarozott y(z) kimendjel tartozik.

Ezzel szemben a rendszert sztochasztikusnak nevezziikk, ha egy adott
bemendjelhez tobb kimendjel is tartozhat, mégpedig mindegyik bizonyos
bekovetkezési valoszinliséggel.
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Il. FEJEZET

A MODELLEK

1. BEVEZETES

Napjainkban a modell szonak két jelentése is hasznalatos. A modell szdval
jeloljik a valamely meghatarozott jelenséghez hasonlét megvalositd
berendezést, egyes termékek mintait (ruhamodell, gépmodell), technikai
eszkozok kicsinyitett, miikodoképes formajat, amely az eredeti rendeltetési
célnak (példaul repiilégépek esetén az utas- vagy teherszallitas) természetesen
nem felel meg (az elébb mar emlitett repiildgépmodell), fogyasztoi termékek és
épitmények kiilsé képét tiikr6z6, geometriailag kisebbitett mdasat (amelyek
rendszerint szemléltetd célt szolgalnak, ¢és amelyeket — helyesen —
megkiilonboztetésiil egyre gyakrabban makettnek neveznek). Modell a neve
tovabba az olyan szemléltetd eszkdzoknek is, amelyek nagyon kicsiny (vagy
nagyon nagy) méretliek, és igy az oktatashoz jelentdsen felnagyitott (vagy
kicsinyitett) formaban mutatjdk be Oket (példaul egy atom vagy molekula,
illetve a Naprendszer modellje egy planetariumban).

A modell elnevezés értelmezésiink szerint csak azokban az esetekben
alkalmazhat6, amikor hordozo6ja az emberi megismerési folyamatot segiti eld,
ujabb ismeretek szerzését teszi lehetove.

Modellezésen értjilk a valdsagos rendszer lényegi tulajdonsagainak
felismerését, és azok valamilyen formaju leképezését [11.13]. Egy adott rendszer
korszerti, tudomanyos igényli vizsgalatanak feltétele a rendszermodell
megalkotasa.

A konyv jelen fejezete a modellek — ezen beliil a matematikai modell
— ¢értelmezésével, csoportositasaval a modellalkotds folyamatdnak kérdéseit
targyalja.

A 11.3. fejezetben modellek fogalma és osztilyozasa ismerhetd meg. A
I1.4. fejezetben kiilon targyaljuk modellek mérndki gyakorlatban leginkébb
alkalmazott tipusdval, a matematikai modellel. Majd a II.5. fejezetben a
matematikai modellezéssel ¢és a szimuldcioval kapcsolatos elvi kérdésekkel
ismerkedhet meg a Tisztelt Olvaso.

I1.2. A FEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

—  modell altalanos szerkezete;

modell altalanos (belsd) paramétere;
—  vizsgalati id0, periddusido;

—  (villamos) fesziiltség;

SRS
|
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u —  altalanos gerjesztd jel;

x —  vizszintes iranyu kitérés;
y —  é&ltalanos valaszjel;

T — 1do;

12 —  Szbgsebesség.

I1.3. A MODELLEK FOGALMA ES FELOSZTASA

A modell egy valdsagos rendszer egyszerisitett, a vizsgalat szempontjabol
Iényegi tulajdonsagait kiemeld mésa. A modell mindazon masodlagos
jellemzoket elhanyagolja, amelyeket a kitlizott vizsgalat szempontjabol nem
tekintlink meghatarozonak. Ezért elég, ha a modell a valdodi rendszert csak a
meghatdrozott szempontbdl vagy szempontokbol helyettesiti. SOt, a vizsgalat
szempontjabol 1ényegtelen szempontok figyelembevétele kifejezetten karos.
Bonyolitja magat a modellt és igy a vizsgalatot, de 1ényegi informéaciéhoz nem
jutunk vele.

Példaul egy ballisztikus rakétdt — legegyszeriibben — egy ferdén
elhajitott kdvel tudunk modellezni, ha a palyajat, repiilés dinamikajat vizsgaljuk,
¢s nem foglalkozunk a hajtomiivében lejatsz6dd6 ho- ¢és aramlastani
folyamatokkal.

Nincs kikotve, hogy modell csak az lehet, amit kizarolag erre a célra
készitiink. Az nem feltétele a modellnek. A fenti példaban szerepld kovet
hasznalhatjuk masra is, nem csak a rakéta modellezésére. Valamilyen targy
akkor valik modellé, ha a vizsgélatot végzd személy ilyen funkciot ad neki. A
modellvalasztds mégsem Onkényes, hiszen teljesitenie kell mindazokat a
kovetelményeket, amelyek az eredeti rendszerrel, jelenséggel valoé hasonlosagat
biztositjak.

MODELLEK
GONDOLATI ANYAGI
Fogalmi Geometriai
Jelképes Fizikai
Matematikai

II.1. &bra. Modellek csoportositasa

A modellek osztalyozasaval kiterjedt irodalom foglalkozik (példaul: [I1.4];
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[I1.6]; [11.9] és [II.13]). A modelleket csoportosithatjuk példaul aszerint, hogy
milyen a modell belsé természete. Ez alapjan anyagi és gondolati modelleket
kiilonboztethetiink meg (I1.1. abra).

[1.3.1. A GONDOLATI MODELLEK

A gondolati vagy mas néven eszmei modellek az ember altal felallitott logikai
kapcsolat szerint ,,miikddnek”. Modszeriiket, formajukat illetéen szubjektivek,
de tartalmukat nézve — azaz a targykort, amellyel foglalkoznak — objektivek. Az
eszmei modellek nélkiilozhetetlen elemei a megismerés folyamatanak.
Természetesen a logikai torvények alapjan kapott eredményeket ellendrizni kell
a fizikai valosagban is. Ilyen értelemben csak utdlag donthetd el, hogy valoban
modelljei voltak-e a vizsgélt folyamatnak vagy rendszernek. Mint az a II.1.
abrabol is kitlinik, kétféle gondolati modellfajtat kiillonboztetiink meg:

> fogalmit, és a
> jelképest.

A fogalmi modell a kdzvetlen érzéki tapasztalatoknak az absztrakt gondolkozés
segitségével torténd ,,feldolgozasa”. Feladata a kisérletek értelmezése, a kisérleti
eredmények alapjan a hipotézisek ellendrzése, illetve tjabb hipotézisek alkotasa.
Jelent6s eszkoze a gondolati kisérlet. Ennek soran ismert természeti, tarsadalmi
vagy gazdasagi torvények felhasznaldsdval megalkotott fogalmi modelliinket
gondolatban meghatarozott koriilmények koz¢ helyezziik és levezetjiik a vizsgalt
rendszer varhaté viselkedését, a folyamat varhato lefolyasat. Az igy kapott
eredmények kisérleti ellendrzése a gondolatmenet helyességének eldontésére,
illetve hianyossagainak feltardsara alkalmas. Ilyen gondolati kisérletnek kell
megeloznie minden tényleges kisérletet, ha el akarjuk keriilni, hogy durva
hibakat kovessiink el. Egyes teriileteken, példaul az elméleti fizikaban vagy a
csillagédszatban, a fogalmi modellalkotds nélkiil lehetetlen kutatomunkéat
végezni.

Fogalmi modelleket alkalmaznak példaul kozmogonidban, amely az
¢gitestek ¢és mas kozmikus objektumok keletkezésének tudomanya. A
kozmogoniai hipotézisek megkisérlik, hogy az égitestek ma megfigyelhetd
allapotat ismert fizikai torvények alapjan valamely korabbi allapotbol vezessék
le. Minden kozmogoniai elmélettel szemben alapvetd kovetelmény, hogy
Osszhangban legyen a megfigyelt jelenségekkel. Egy elmélet annal értékesebb,
minél egyszerlibb fizikai-kémiai allapotti anyagot feltételez az Onkényesen
kivalasztott, korabbi allapotban Ilyen példaul a rendezetlen, diffuz gazfelhd.
Noveli egy kozmogoniai elmélet értékét, ha minél tobbféle kozmikus objektum
mai allapotat tudja meghatarozni egyetlen k6zos kiindulasi allapotbol. [11.14]

Fogalmi modelleket alkalmazunk, amikor egy probléma lehetséges

27



1. A modellek

megoldasaiként kiilonféle forgatokonyveket, mas szoval, scenario-kat készitiink.
Ezt a modellezési modot elOszeretettel alkalmazzak a kockazatkezelés soran,
illetve a tarsadalomtudomanyok kiilonféle teriiletein.

A jelképes modell az empiria (tapasztalat) adatait, vagy feladatait fogalmazza
meg jelrendszerek segitségével. A mérési eredmények rendszerint tablazat,
grafikus abrazolas vagy szam-, esetleg jelrendszer formajaban adottak. Ezek
kozvetleniil a tudomanyos szinti feldolgozas, altalanositds céljara
alkalmatlanok. A mérnoki gyakorlatban példaul egy tobboldalas tablazatot vagy
leirast szemléletesség szempontjabol helyettesiteni tudunk egy egyszerl
grafikonnal. ,,A mérnok diagramokban gondolkodik’, ahogy jelen sorok irdja is
tanulta professzoratdl. A koznapi életben talan a leggyakrabban alkalmazott
jelképes modellek a kiilonféle térképek.

U

AWAW

I1.2. ébra Példak analog modellre
(a — rezgdkor idobeli fesziiltségvaltozasa; b — térképrészlet)

11.3.2. AZ ANYAGI MODELLEK

Az anyagi modellek sajat, objektiv torvényeik szerint miikodnek. Az anyagi
modelleket, mivel lényegében a vizsgalt rendszernek vagy folyamatnak az
absztrakcio eszkozeivel eldallitott képe, absztrahalt modelleknek is szokas
nevezni. Ez egyszerusitett, de a jelenség szubsztancialis (anyagi) tulajdonsagait
figyelembe vevd kép, amely a jelenség meghatarozott célu vizsgalata
szempontjabdl annak Iényegi tulajdonsdgait emeli ki. Csak a miikddés feltételeit
valaszthatjuk meg, de a belsd torvényszeriségeket nem tudjuk irdnyitani. Az
anyagi modelleket — realizalasi modjuk szerint — csoportosithatjuk, igymint:
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= homoldg, vagy mas néven geometriai;
= analog, azaz fizikai;
= matematikai modell.

A homolég modell geometriailag hasonld az eredeti rendszerhez, koriilotte
(vagy benne) hasonl6 vagy az adott vizsgalat szempontjabol ugyanolyan fizikai
jelenségek jatszodnak le. A miiszaki €letben a geometriai modelleket elsdsorban
a tervezés soran haszndljuk fel. Ekkor a bonyolult elrendezésti épitmények,
szerkezetek térbeli elhelyezését elobb geometriai modellen készitjiik el, ezért ezt
térbeli tervezésnek is nevezziik. A térbeli tervezés adott esetben sziikségtelenné
teheti a szerelési miihelyrajzokat, mivel ezeket a kisminta egyes
csomopontjainak fényképe helyettesitheti. Ennek eredményeképpen fokozodik a
tervezés megbizhatosaga is.

P¢ldaul a gyakorlati aerodinamikaban — a repiildgépek, épiiletek vagy
gépkocsik tervezése, fejlesztése soran — homolog modelleket alkalmaznak a
sz¢lcsatorna kisérletekben. (I1.3. dbra)

11.3. abra. Szélcsatorna mérdtere

Fizikai modell — vagy mas néven analég modell — esetén az eredetivel
megegyezO fizikai természeti modellen tanulmanyozzuk a rendszerben
lejatszodo jelenséget. Az eredeti és a modell hasonlosdganak feltétele, hogy
mindkettdé matematikai leirdsa (azaz matematikai modellje) megegyezzék. Az
analdog modell az eredeti rendszerhez viszonyitva hasonlé behatisra hasonld
modon valaszol. A fizikai modell semmilyen szemléletes kapcsolatban nem kell,
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hogy éalljon az eredeti jelenséggel, csak az input-ok €s az output-ok kozotti
kapcsolatot adja vissza hiien. Az ilyen modelleket realizald6 berendezéseket
analog szamitogépeknek is nevezik. A modellek ezen csoportjaba tartoznak a
kiilonféle folyamatokat szimulal6 aramkorok is.

Analdég  szamitégépekben az  adatdbrazolas folytonos  fizikai
mennyiségekkel (tdvolsag, fesziiltség, ellenallds, nyomas stb.) torténik. A
miveletek végrehajtasa a legtobb analdg szamitogépben gyakorlatilag az
adatbevitel pillanataban megtorténik, igy azt ,zérus mikodési idejii -nek is
nevezziik. Az analdg szdmitogépek pontossiga megegyezik azoknak a mérési
modszereknek a pontossagaval, amelyek segitségével az adatdbrazold fizikai
mennyiségeket mérhetjiilk.  Alkalmazasok szempontjabol az  analdg
szamitogépek altaldban ugynevezett célgépek, amelyek kizardlag egy-egy
specidlis  feladatkorben  (példaul  folyamatszabalyozds, 16elemképzés,
halozatméretezés) felmeriilé szamitasok, illetve specialis matematikai feladatok
elvégzésére alkalmasak. Példaképpen a I1.4. abra egy kitéritett, majd magara
hagyott inga lengémozgasaval analog elektromagneses rezgdkorben lejatszodo
folyamatokat és az a kettd kozti analogiat szemlélteti.

A matematikai modell a matematika szimbolum rendszerén keresztiil teremt
kapcsolatot a vizsgélt rendszer be- és kimend jellemzdi, illetve az elemzett
folyamat paraméterei kozott. A modellek koziil a mérndki gyakorlatban
legelterjedtebb a matematikai modell. Mivel jelen konyv f6 témaja pont a
matematikai modellek és alkalmazasuk a mérndki gyakorlatban a modellek ezen
osztalyaval a kdvetkezd fejezetben részletesebben foglalkozunk.

[1.3.3. EGYSZERU PELDA A MODELLEKRE

Most vizsgaljuk meg a I1.4. abran lathatdé rezgdkort. Ehhez gondolatban
allitsunk 6ssze C kapacitasti kondenzatorbdl €s L induktivitast, elhanyagolhat6
ohmos ellenallasu tekercsbdl allo rezgdkort. Mint azt a fizikai, elektrotechnikai
ismereteinkbdl tudjuk, ha a kondenzatort egy egyenaramu aramforrasra
kapcsolva feltoltjiik, akkor a fegyverzetek kozott elektromos tér keletkezik,
vagyis a kondenzatorban elektromos energiat halmozunk fel (IL.4. abra L
helyzet)

Ha a kondenzétort a tekercsen keresztiil zarjuk, akkor a kondenzator
kisiil. A kistilés kezdetekor a kondenzator fesziiltsége az U, maximalis értékii
lesz. A kisiitdaram a tekercsben magneses teret létesit, amely akkor a
legnagyobb, amikor a fegyverzetek kozott a fesziiltség zérus (I1.4. abra II.
A magneses tér valtozasakor onindukcios fesziiltség, illetve aram keletkezik,
amely a kondenzatort ellenkez6 értelemben ismét feltolti (I1.4. abra III. helyzet).
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A magneses tér energidja Ujra elektromos energidva alakul at. A kondenzétor
ismét kisiil a tekercsen keresztiil (I1.4. abra IV. helyzet) és az elektromos energia
ujra magneses energiava alakul at. Ez a folyamat tobbszor megismétlodik. A
kondenzator lemezei kozott az elektromos, a tekercsben a magneses erdtér
periodikusan valtozik, az elektromos tér energidja periodikusan atalakul a
magneses tér energidjava ¢s megforditva. De, a valosagos esetekben az ohmos
ellenallds kovetkeztében nem teljes mértékben. Ezért az elektromos és a
magneses tér energidja az idével csokken, az egymast kovetd fesziiltség- és
intenzitasmaximumok egyre kisebbek lesznek. A rezgdékorben mozgd elektronok
rezgési ,,allapotat” szabad elektromagneses rezgésnek nevezziik [I1.12], melynek
ismétlddési gyakorisagat az w, korfrekvenciaval jellemezhetjiik.

yiey —
mgh ]

11

I1.4. abra Az inga mozgéasa és a rezgokorben lejatszodo folyamat
Osszehasonlitasa
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Ha egy, a I1.4. dbran lathat6 m tomegli (Ggynevezett matematikai) ingat
egy bizonyos magassagra (vizszintes iranyban a hozzatartozo x,.. legnagyobb
mértékben) kitéritlink nyugalmi helyzetébdl, akkor annak helyzeti energiaja
megnd. (Ekkor a kondenzétor feltdltéséhez hasonldan energiat juttatunk a
rendszerbe.) Ha az ingat elengedjiik (1asd: ,,kondenzatort a tekercsen keresztiil
zarjuk” az el6z0 esetben), az a nyugalmi helyzete koriil lengd mozgast fog
végezni. Ekkor a tomegpont helyzeti energidja mozgasi energidva, majd a
mozgési ismét helyzetivé fog atalakulni (mint a rezgdkornél az elektromos és a
magneses erdterek valtozasa). Legnagyobb értékét az alsd holtpontban (I1.4.
abra II. és IV. helyzeti) éri el [II.1]. Ezen a periodikus mozgéas ismétlodési
gyakorisagat az w korfrekvenciaval tudjuk megadni.

Most, a fogalmi modellre egy kicsit visszatérve, célszerll itt megjegyezni, hogy a
fenti kisérletet ,,csak” gondolatban végeztik el. Az altalanos fizikai,
elektrotechnikai ismereteink alapjan irtuk le a rezgdkdrben, illetve az inga
kitéritésekor lejatszodo folyamatot. Azaz a rezgdkor, majd a kitéritett inga (igaz
csak egy egyszerll) fogalmi modelljét allitottunk fel.

A két jelenség fObb jellemzdi értékeinek valtozdsat matematikai
egyenletekkel is le tudjuk irni. Itt, a teljesség €s részletesség igénye nélkiil —
mely a [I[.2]; [II.12] irodalmakban részletesen megtaldlhat6 —, az alabbi
Osszefliggések irhatok fel a rezgdkor esetén az U fesziiltség valtozasa a:

U(r)=U,cos(m,7) (IL.3.1)

illetve — az [II.1]; [I1.12] irodalmak alapjan — a matematikai inga vizszintes
iranyt x kitérése:

x(r)=x,,, cos(wr) , (I1.3.2)

fiiggvénnyel irhato le. A fenti két egyenlet a rezgdkor, illetve a kitéritett inga
matematikai modelljének tekinthetd. (Ezen matematikai modellekre a I1.4
fejezetben még visszatériink.)

A két egyenlet 6sszehasonlitasdval konnyen belathatd, hogy a megfeleld
valtozok formai behelyettesitésével a masik egyenletet kapjuk meg. Azaz a
rezgésjelenség mechanikai analdgidja a veszteségmentes, (valos esetekben a
veszteséges) inga lengése. Az elektromos energianak a helyzeti, a magneses
energidnak a mozgasi energia, a kondenzator U fesziiltségének az inga x
vizszintes iranyu kitérése, illetve az [ aramerdsségnek az inga v sebessége felel
meg. Ezért az adott inga lengését, egy megfelelden megvalasztott kapacitasu
kondenzatorbol, és induktivitasu tekercsbdl allo rezgdkorrel tudjuk modellezni,
azaz annak analdég modelljeként tudjuk felhasznalni.

Most visszatérve a jelképes modellre, kijelenthetjiik, hogy a II.2a. dbran
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a csillapodas nélkiili rezgdkor fesziiltségvaltozasanak grafikonja, azaz a
lejatsz6do folyamat jelképes modellje lathat6 — mely a (I1.3.1) egyenlet
fliggvénygorbéje.

I1.4. A MATEMATIKAI MODELLEK

A modellek koziil napjaink mérndki gyakorlataban leggyakrabban alkalmazott a
matematikai modell. Ennek f6 oka a szamitastechnika robbanasszert elterjedése.

A matematikai modell valamilyen vizsgalt rendszerben lejatszodo
jelenség, folyamat vagy tevékenység a vizsgalat szempontjabol Iényeges
tulajdonsagai kozotti Osszefliggések matematikai megfogalmazasa [II.7]. A
matematikai modell egyrészt nem definialt (absztrakt, szimbolikus) matematikai
objektumokbdl (példaul szamokbol, vektorokbol) all, masrészt az objektumok
kozotti  relaciokbol  [I1.5]. A matematikai  modell a  matematika
szimbolumrendszerén keresztiil teremt kapcsolatot a vizsgalt rendszer be- és
kimeno jellemzdi kozott [11.9].

A matematikai relaci6 olyan Osszefliggés, amely két vagy tobb nem
definialt objektumot kapcsol 0Ossze. Sok reldcid matematikai miiveletekkel
kapcsol 0Ossze egy vagy tobb objektumot egy masik objektummal vagy
objektumok egy halmazaval. A matematikai modell akkor irja le jol az adott
fizikai szitudcid6 megfeleléen valasztott vondsait, ha alkalmas megfeleltetés
létesithetd a vizsgalt fizikai objektumok és a matematikai modellhez tartozo
matematikai objektumok kozott, valamint a fizikai objektumok kozotti
kapcsolatok és a matematikai modellben definialt relaciok kozott.

A matematikai formuldk ismert, valamint ismeretlen mennyiségeket
tartalmaznak, és a feladat hatarozottsdga esetén az ismeretlen kimend jellemzdk
meghatarozhatdék az ismert bemend és belsd jellemzdk birtokdban. A feladat
hatarozatlan, ha az ismeretlen, kimend jellemzdék szdma tobb mint a folyamatot
leir6 matematikai egyenletek szama. Ekkor a fiiggd valtozok vektora becsiilheto,
vagy barmelyik output paraméter csak a tobbi fliggvényeként fejezhetd ki. A
feladat talhatarozott, ha az output jellemzok szdmanal tobb, egymastol linearisan
fliggetlen matematikai egyenlet irhaté fel. A matematikai modell kell6en
definidlt kezdé ¢és peremfeltételekkel egylitt egyben az adott jelenség
algoritmusat is szolgaltathatja.

A homolég és analdog modellalkotas legtobbszor nem kozvetleniil,
hanem a matematikai modellen keresztiil torténik. Lényegében ezt végeztiik el a
I1.3.3. alfejezetben 1is. Ezek az tugynevezett madasodlagos leképezések.
Jellemzdjiik, hogy a jelenség lényegét tiikr6z6 absztrahalt modellhez elészor a
matematikai modellt alkotjuk meg. Ezutan — felhasznalva a hasonlosagelmélet
azon torvényszeriiségét, hogy a hasonld jelenségeket leir6 matematikai
Osszefiiggések formalisan azonosak vagy azonos alakra transzformalhatok —
létrehozzuk a matematikai modellnek megfeleld, az eredeti jelenséggel homolog
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vagy analdog modellt. Az ily modon masodlagos jellegii, a leir6 matematikai
formulat leképez6 analég modell mar semmilyen szemléletes kapcsolatban nem
all az eredeti jelenséggel, csak a be- és kimend jellemzok kozti kapcsolatot adja
vissza.

Példaként emlithetd a I1.3. fejezetben olvashatd rezgékdr—matematikai
inga Osszehasonlitas. Az ott szerepld (II.3.1), illetve (I1.3.2) egyenletek
masodlagos analogmodelleknek tekinthetok.

A rendszer viselkedését leir6 matematikai Osszefiiggések jellege, vagy
meghatarozasanak modszere szerint — paronként — az alabbi matematikai
modelleket kiillonboztetjiik meg [I1.6]; [I1.9] és [I.13]. A bemutatasra keriilo
felsorolas természetesen nem teljes, mivel egy konkrét, gyakorlatban
megvalositott matematikai modell altaldban az alabbi jellegek szintézisét jelenti.

A bemutatasra keriild parositdsokon til, a matematikai modelleket
szokas a bemeneti és kimeneti valtozoik szama szerint is csoportositani. Ezek
alapjan a II.1. Tablazatban szereplé modelleket kiilonboztetiink meg.

Modell tipus Felhasznalt matematikai
egyenlet
egybemenetii — egykimenetii
(Single Input Single Output — Skalar—skalar
SISO)
egybemenetii — tobbkimenetli
(Single Input Multi Output — Vektor—skalar
SIMO)
tobb-bemenetli — egykimeneti
(Multi Input Single Output — Skalar—vektor
MISO)
tobb-bemenetli — tobbkimenetl
(Multi Input Multi Output — Vektor—vektor
MIMO)

II.1. Tablazat Modellek osztalyozésa a be- és kimend jellemzdk szamai alapjan

Az utébbi harom modell esetében a leird egyenletek formailag vektor,
illetve matrix formalizmussal kezelhetdk.

Fontos megjegyezni, hogy a matematika modellek és a rendszerek
osztalyai megnevezésiikben gyakran egyeznek. Bizonyos szakirodalmak
(példaul [I1.15]) méar magan a rendszer fogalman is Iényegében nem is a valds
technikai rendszert, hanem annak matematikai modelljét értik.

Egy adott rendszer tulajdonsdgai meghatarozhatjdk, de nem
determinaljak egyértelmiien, hogy milyen matematikai modellel irhat6 le a
benne lejatszodd folyamat. Példaul egy nemlinearis rendszert kozelité elemzés
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soran linearis matematikai modellel, vagy diszkrét paraméterli rendszert
folytonos paraméterti modellel is leirhatunk.

11.4.1. STATIKUS ES DINAMIKUS MODELLEK

A statikus modell egy idoben nem valtozo allapotot ir le. Matematikailag
megfogalmazva, ilyenkor rendszer allapota algebrai egyenletekkel, vagy 1do
szerinti derivaltakat nem tartalmaz6 differencidlegyenletekkel irhato le.
Jellemzésére elterjedt még a stacionarius (vagy stacioner), allandosult, illetve
egyensulyi modell kifejezés is.

A dinamikus modellek a vizsgélt rendszer, folyamat jellemzdinek id6beni
valtozasat 1irjak le. Megjelenési formajuk kozonséges vagy parcialis
differencidlegyenlet, vagy egyenletrendszer. Lehetséges, hogy a targyalas nem
az 1d6-, hanem valamely célszertien megvalasztott transzformalt tartomanyaban
valosul meg.

Példaképpen nézziink egy gyartésort. Ha a teljes soron lejatsz6do
folyamatot elemezziik, amikor a termelés mar beallt, akkor ezt egy stacioner
modell segitségével tudjuk megtenni. De, ha ezen a gyartéosoron végig halado
egy munkadarabot vizsgalunk, ahogyan az végighalad a kiilonb6z6 technologiai
helyeken, akkor egy instacioner modellt kell felallitanunk.

A helikopter forgoszarnyak mitkodésének modellezése soran a lapatok
valtoz6 aerodinamikai helyzetének elemzése— a forgdszarny-tengely
koriilfordulasa soran valtozo — ugynevezett azimut szog fliggvényében torténik,
mely igy az id6 — a tengely forgasi szogsebessége alapjan — transzformalt
idétartomanynak tekinthetd.

11.4.2. LINEARIS ES NEMLINEARIS MODELLEK

A linearis modellekben csak a valtozok és derivaltjaik szerepelhetnek, altalaban
alland6 egyiitthatokkal szorozva. Egy matematikai modell akkor, és csak akkor
linearis, ha a folyamatot leir6 egyenletrendszer kielégiti az 1.5.2. fejezetben
meghatarozott szuperpozicid elvét. A szuperpozicio elvébdl kovetkezik, hogy
linearis matematikai modellek alakjai csak a homogén, linearis egyenlet, illetve
egyenletrendszer lehet.

A nemlinearis modellek az elézé kotottségektdl mentesek. Az adott
rendszerben lejatszodo folyamatot leird egyenletek legalabb egyike nemlinedris,

azaz valamilyen hatvany szog-, vagy egyéb mas fliggvényt is tartalmaz.

A nemlinearis modellek — az egyszerlibb vizsgalat érdekében —
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valamilyen linearizalasi médon alakithatok 4t linedris modellekké. Ezekkel az
eljarasokkal a VL fejezetben, a linearizalasbol szarmazd
modellbizonytalansaggal a VIII. fejezetben fogunk részletesebben foglalkozni.
A matematikai modellvizsgalatok kezdetén — a korlatozott numerikus
szamitasi lehetdségek miatt altalaban — csak linearis modellek felallitdsaval és
alkalmazasaval foglalkoztak a szakemberek. Fontos azonban tudnunk, hogy a
linearizaldssal  nyert  linedris  modellek  csak  viszonylag  sziik
paramétertartomanyban alkalmazhatéak megfeleld pontossaggal. Napjainkban a
szamitasi modszereket €s foleg a szamitogépes lehetoségeket kihasznalva egyre
jobban terjednek el a nemlinearis matematikai modellek. Ez viszont magaval
vonja, hogy a modellezések soran megjelennek kiilonféle kaotikus jelenségek is.

11.4.3. DETERMINISZTIKUS ES SZTOCHASZTIKUS MODELLEK

A determinisztikus modellekben szerepld jellemzok, valamint maguk a
valtozok egyértelmii fliggvényekkel térben és idoben egyarant megadhatok.

A sztochasztikus modellek ugyanezen jellemzdi és/vagy valtozoi csak bizonyos
valoszinliségi Osszefliggések felhasznalasaval hatdrozhatok meg.

Egy egyszerli példanak vegyiink egy dobokockat. Ha az eldobésa utani
roppalyajat vizsgaljuk, akkor determinisztikus modellt kell alkalmaznunk. Ha
viszont azt elemezziikk, hogy milyen szdmmal felfel¢ esik le, akkor
sztochasztikus modellt kell valasztanunk vizsgalatunkhoz.

A valésagos technikai  folyamatok lényegében mindegyike
sztochasztikusnak tekinthetd, az adott rendszer inputjai és belsé paraméterei
bizonytalansagainak kovetkeztében. Ezért a determinisztikus modellek
alkalmazasaval a kimend jellemzoknek ,,csak™ varhatd értékei hatarozhatoak
meg. A fenti egyszerti példat is, ha ,,kozelebbrél megnézziink”, kijelenthetjiik,
hogy a dobokocka roppalyajanak meghatarozasi is sztochasztikus modellel
irhatd le. Mert példaul, nem tudjuk, hogy az adott kocka tomege (mint belsd
paraméter) milyen mértékben tér el a névleges értékétdl, illetve, hogy — a
meteoroldgiai jelenségek kovetkeztében pontosan milyen a levegd striisége
(mint input paraméter), igy a légellenallas nagysaga. Ezzel a kérdéskorrel, mely
a modellezési bizonytalansagot jelenti — a VI. fejezetben még részletesebben
fogunk foglalkozni.

[1.4.4. FOLYTONOS IDEJU ES DISZKRET IDEJU MODELLEK
A folytonos idejii modellek esetén a modellezett rendszert vagy folyamatot

leir6d jellemzok, fliggetlen és fliggd valtozok a vizsgalt idé alatt barmelyik
pillanatban vehetnek fel valamilyen értéket. Azaz a folytonos idejii modellek
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inputjai és outputjai egyarant folytonos ideji, FI jelek (lasd. 1.4.3. alfejezet).

Diszkrét idejii modell esetében a jellemzok csak adott, konkrét
iddpillanatokban vehetnek fel értékeket. Mas megfogalmazasban, a diszkrétidejii
modell fiiggetlen és fiiggd valtozoi diszkrét idejii, DI jelek lehetnek.

A matematikai modellek folytonos vagy diszkrét ideji jellegét csak a
dinamikus (instacioner) modellek esetén kell vizsgalnunk, mivel a stacioner
modellben a paraméterek nem valtoznak az id6 vagy annak valamilyen
transzformalt paramétere fiiggvényében. Ha a modellezet folyamatot egy id6ben
folytonos egyenlettel vagy egyenlet-rendszerrel irunk le, akkor az egy folytonos
idejli modellt jelent. De a modell alkalmazasakor altalanosan azt bizonyos
id6léptetéssel fogjuk megoldani, azaz az eredeti folytonos idejii modellt diszkrét
idejivé alakitjuk at. Példaul, ha a modell egy iddszerinti differencialegyenlet,
akkor azt atalakitjuk differencia egyenleté.

11.4.5. FOLYTONOS PARAMETERU ES DISZKRET PARAMETERU MODELLEK

A folytonos paraméterii (vagy folytonos allapotterii) modellekben a valtozok
egy adott tartomdnyon, értékhataron beliil barmilyen értéket felvehetnek, azaz
folytonos paraméterti jelek.

Diszkrét paraméterii (vagy diszkrét allapotterii) modellek esetén a valtozok
csak meghatarozott diszkrét értékeket vehetnek fel. Azaz a diszkrét paraméteri
modellek inputjai és outputjai egyarant diszkrét paraméterQi jelek (lasd. 1.4.3.
fejezet).

A lottoszamokat adott idében htuzzak és azok csak konkrét, egész
szamok lehetnek. Ezért a lottohuzast egy diszkrét ideji, diszkrét allapottert,
sztochasztikus modellel tudjuk matematikailag leirni és vizsgalni.

Eletink soran — sajnos — folyamatosan Oregsziink, azaz
matematikailag megfogalmazva: €letiink egy folytonos idejii folyamat. De mivel
¢letkorunkat években mondjuk meg, igy az csak diszkrét értékeket vehet fel. Ez
példa arra, hogy egy folytonos paraméterii (esetleg, idejli) folyamatot diszkrét
paraméteriiként (vagy idejiként) is vizsgalhatunk.

I1.5. MODELLEZES ES SZIMULACIO

A matematikai modellek alkotasi eljarasokrol és alkalmazasardl kiterjedt
szakirodalom talalhatd. Ezek koziil — figyelembe véve a késobbi fejezetek
témakoreit — jelen fejezetben a [I1.6]; [I1.8]; [II.9]; [I1.10] ¢és a [II.13]

irodalmakban talalhato informaciok és vélemények Osszegzése olvashato.
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11. A modellek

A matematikai modellalkotds Iényegében az adott rendszert, illetve a benne
lejatsz6do folyamatot leird egyenletek, a kezdeti- és peremfeltételeket, valamint
a kapcsoldodod adatrendszer felallitasat, illetve a megold6 algoritmust jelenti.
Azért kell ide sorolnunk a megold6 algoritmust is, mert az meghatarozza a
megoldds  pontossadgat, igy a modell alkalmazhatosdgat is. A
természettudomanyi, muszaki problémak kezelésénél ezek az Osszefliggések
altalaban differencidlegyenletek. Amennyiben a vizsgélt rendszer vagy folyamat
idébeli valtozasanak leirasa a térbeli eloszlasi probléma megoldasaval is
kiegésziil, akkor természetesen parcidlis differencialegyenletet vagy
egyenletrendszert kell felirnunk és megoldanunk.

U MODELL | VY

—— L

M p

I1.5. abra Mérnoki probléma matematikai modelljének egyszeriisitett sémaja

Egy mérndki probléma matematikai modelljének egyszerisitett sémaja
lathato a I1.5. dbran. Az é&bra alapjan a modellalkotasi feladat 1ényegében az
alabbi harom 6 mozzanatbol all:

> a modell M szerkezetének megadasa;
> a modell p paramétereinek megadasa;
> a modell validalasa.

A szimuldci6 egy adott probléma megoldasara felallitott matematikai
modell felhaszndldsa a vizsgalt jelenség vagy rendszer — a vizsgalat
szempontjabél — minél teljesebb mértéki megismerése érdekében. A
szimulaci6 soran az adott rendszer bemenetén megjelend valtozok (a
gerjesztések €s a zavarasok), valamint a rendszert jellemzd tgynevezett belsd
paraméterek (példaul geometriai és/vagy anyagjellemzok) a rendszer kimend
paramétereire gyakorolt hatdsait elemezhetjiik. Mindezekhez el6szor is
szlikségiink van az adott problémat — a megkivant mérndki pontossaggal —
leir6 modell felallitasara ¢és ellendrzésére. A szimulaciés eredmények
pontossagat nagymértékben az alkalmazott modell szabja meg. A matematikai
modell kimend paramétereinek tulajdonsagai alapjan megkiilonboztethetiink
analitikus és digitalis szimulaciot.
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11. A modellek

[1.5.1. MODELLALKOTASI ELJARASOK

Egy rendszer matematikai modelljének megalkotasahoz alapvetéen két
sz€lsdséges elméleti modszer kinalkozik:

white-box eljaras

Ebben az esetben a modell felallitdsa alapvetden a rendszerrdl vagy folyamatrél
kapott elézetes informéciok alapjan, fizikai megfontolasokra,
torvényszerliségekre tamaszkodva torténik az analitikus formaju, kozvetlen
matematikai modell eldallitasa.

A modszer elénye, hogy a modell fizikai paramétereinek valos tartalma,
jelentése van, hatrdnya viszont, hogy a modell felépitése altalaban rendkiviil
bonyolult. = Tobbnyire  tervezési, a  rendszerrdl  torténd  részletes
informacidszerzési igény kielégitése esetén alkalmazzuk, azaz a mérnoki
gyakorlatban ez fordul eld leggyakrabban.

black-box eljaras

Ez a masik szélsOséges elméleti — megfigyelési, illetve kisérleti — modszer.
Ekkor a modell felallitasahoz csak kisérletekkel, mérésekkel lehet informaciokat
szerezni. Lehetséges megfigyelési kisérlet lehet ebben az esetben a 1.4.4.
fejezetben ismertetett vizsgaldjelekre adott rendszervalaszok (példaul az
atmeneti fliggvény) elemzése. Ha nincs mas alapinformacio, akkor kiindulasként
, mint matematikai modell, példaul polinommal torténd kozelitést biztositd
egyenleteket lehet felhasznalni.

Az black-box modellek 1ényeges elénye a viszonylagos egyszertségiik.
Viszont egyértelmiien az a hatranyuk, hogy a paramétereknek, adott esetben,
nincs valds fizikai jelentése. Bizonyos esetekben, az egyszerliségbdl fakaddan
ezek a modellek is nagyon jol alkalmazhatok. Mivel az ilyen a modelleket a
vizsgalt rendszer kimeneti €s bemeneti jellemz6i alapjan allitjuk eld, egyes
idegen nyelvii szakirodalmak Input/Output (I/O) modelleknek is nevezik.

A két fenti, elvi sz€lsdségeket jelentd eljaras ,,kozott” talalhatd az ugynevezett
vegyes modell alkalmazésa.

grey-box eljaras
Ez a megkozelitési eljaras 1ényegében az el6z6 két mddszer kombindcidja. A
valosadgos a miiszaki gyakorlatban legtobbszor ez az eset fordul eld. Mivel egy
mérndki probléma megoldasa sorar nem kell teljes egészében ,,a sotétben
tapogatoznunk”, mindig vannak kapaszkodok, ugyanakkor vannak nem ismert
,,s0tét foltok™ is.
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11.5.2. A MATEMATIKAI MODELLALKOTAS CELJAI

Az alkalmazott modell milyenségét, annak pontossagat mindig az adott
felhasznalasi cél donti el. Igy a vizsgalat soran a modell létrehozasanak egyik
legfontosabb eleme a modellképzés céljanak meghatarozasa. A modellalkotas
célja szerint a miiszaki gyakorlatban lehet:

= tudomanyos;
> fejlesztési;
= rutin mérnoki tevékenységet segito.

A kiilonb6zd céli modelleket elsésorban a modell pontossaga, illetve a
modell pontossdganak — azaz a modell hibdjanak és bizonytalansdganak —
ellendrzése szempontjabol kiilonboztethetjiilk meg egymastol.

Egy tudomanyos modellnek egy sziikebb jelenség vizsgalatabol altalanosit. igy
a hibas modell késObbiekben hibas kovetkeztetéseket vonhat maga utan, amit a
tapasztalat mar nem igazol. Ezért a tudomanyos modellek megalkotasanal
kiilonosen fontos, hogy:

= a modell jol és egyértelmiien meghatarozott hibdjat k6zolni kell, amit a
modell tapasztalati, kisérleti ellendrzésével kell megadni;
= amodell alkalmazhatdsagi hatarait meg kell hatarozni, és azt kozolni kell.

A fejlesztési, tervezési céli modellezés soran a modellalkotds pontossagat
igazitani kell az adott feladathoz. Minden ilyen esetben, még egy 0j berendezés
megalkotdsandl is, valamilyen elézményekre épithet a modell felallitd és
alkalmaz6 mérndk. Az elsé feladat ezért mindig az, hogy megismerjik a
tudomanyos ¢ szakmai elézményeket.

A rutin mérnoki tevékenységet segito modellezés a modellalkotas
,legveszélyesebb” teriilete. Ugyanis sokszor a mérndk egy, akar ,,szokvanyos”
szamitas elvégzése sordn nem is gondol arra, hogy ez a szamitds valamilyen
modellalkotas eredménye. Pedig ez alapvetd kérdés! Az ugyanis, hogy milyen
modellb6l — azaz milyen szakmai megfontolas, fizikai torvényszeriiségek
alapjan — szarmazik az adott szamitdsi modszer, és hogy az adott modell az
adott esetben kielégité-e, valamint az, hogy hol vannak a modell
alkalmazhatdsdgéanak hatarai.

Egy mérnodki eljards rutinszerli alkalmazasa elvezethet oda, hogy
¢szrevétleniil tallépjiik az alkalmazhatosagi hatarokat. Ezért mindig tudatositani
kell az alkalmazéval a modellt, amelynek eredménye az eljards, a szamitas,
valamint azt, hogy melyek az alkalmazasanak feltételei.
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Osszességében a modellezési célok lehetnek:

= modellezés (tervezés alatt alld6 rendszerek vagy specialis jelenségek
vizsgalata, lehetséges miiszaki megoldasok kivalasztasa, egyes szerkezeti
jellemzdk eltéréseinek tanulméanyozésa);

= tervezés (optimalis rendszerek kialakitasa, gazdasagosabb megoldasok
keresése, valamint élettartam- és koltségtervezés);

= vizsgalat (lizemi jellemzok értékelése, szerkezeti, lizemelletési jellemzok
eltérései hatasainak elemzése, diagnosztikai jellemzok kivalasztasa);

= vizsgalat tervezése (kisérleti probajaratok, lizembe helyezési programok

meghatarozasa, diagnosztikai ilizemmodok kijeldlése, alkalmassagi

vizsgalatok programjainak 0sszeallitasa);

mindsités (alkalmassagi eldirasok, mindségi kovetelmények kidolgozasa);

irdnyitas, szabalyozas (optimdlis és adaptiv iranyitas, egyedi allapot-

szabalyozas megvaldsitas);

= allapot-felismerés (adatgyiijt6 és feldolgozorendszerben alkalmazhato,
kénnyen azonosithato, adaptiv modellek kidolgozasa).

¥+ ¥

11.5.3. A MATEMATIKAI MODELLEZES ES SZIMULACIO FOLYAMATA

A szadmos szakirodalom eltér6 modon fogalmazza meg a matematikai
modellezés ¢és szimuldcié folyamatat, annak fobb lépéseit. Az irodalmak
mindegyike 1ényegében a fejezet elején mar meghatarozott hairom mozzanatot
irja le, a szerzoik eltérd szemlélete fiiggvényében. Ezen a kiilonbségek 6 okai
— a szakemberek eltéré szemléletén tul — az, hogy modellalkotist mas-mas
elemzési célbdl irjak le és elemzik.

A Szémitogépes Szimuldcios Tarsasdg (Society for Computer
Simulation) 1979-ben meghatdrozta a modellezés, és a szimulacid elsddleges
fazisainak ¢és feladatainak egy masik sémajat. Bar ez a séma is egyszerl
szerkezetli, j0l mutatja a modellezés és a szimulacio legfébb feladatait, illetve
szemlélteti a modell képzésének, feliilvizsgdlatanak, és validalasdnak helyét,
szerepét a folyamatban.

A 1I.6. abra azt szemlélteti, hogy a rendszerelemzés az adott rendszer
elvi modelljének megalkotasahoz alkalmazzak. A modellképzés, azaz a modell
M szerkezetének megadasa, tulajdonképpen a matematikai modell felépitésének,
fokszdmanak rogzitését jelenti, a leird egyenleteinek formalizalt megadasaval
egylitt. Ez torténhet a fentiekben mar ismertet white-, black- vagy gray-box
eljarasok valamelyikével.

A programozds soran az elvi modellt konvertaljuk matematikai
(szamitogépes) modellé. Ekkor kell megadnunk a rendszert jellemzd belséd
paraméterek alapjan az adott modell p paramétereit.

A matematikai modell egyik alapvetdé megolddsi modja az analitikus
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megoldas, de napjainkban a szamitogépek rendkiviil széles korl elterjedésével
egyre jobban el6térbe keriilnek a kiilonb6zé numerikus megoldasok alkalmazasa

is.
/’\Modellképzés

[ Rendszer ~
Y
~
‘ Rendszerelemzés
~
) ‘
)
Szimulacié Elvi modell
Modell validécié :
: Proqra.mozas
|
Numerikus modell
Modell felulvusgalai

I1.6. abra A modellezés és szimulaci6 elsddleges fazisai és feladatai ([I1.8])

A numerikus megoldasok soran gyakorlatilag csak a digitalis
szamitogépeknek van igazan szerepe a hétkdznapi életben eléfordulod
alkalmazasokndl. Nem elfelejtend0 azonban az, hogy néhany teriileten a
dinamikus rendszerek vizsgalatdra igen hatékonyan alkalmazhatok az analdg
szamitogépek is. Az analdg szdmitogépek lényegében az adott folyamat vagy
rendszer elektromos analég modelljeit jelentik (mint ahogy azt a I1.3.2.
alfejezetben mar olvashatd volt). Legnagyobb hatranyuk a bemeneti adatok
megadasanak, illetve az eredmények megjelenitésének nehézkes kezelése. Ezen
problémak megoldasanak egyik lehetséges moddja a hibrid szamitogépek, vagy
hibrid-analoég szimulacids programrendszer alkalmazéasa digitalis szamitogép
esetén. Ezen utobbi megoldasi modszer azért nagyon népszerii, mert kikertili az
Osszes, az analog gépek esetén fennallo nehézséget, de kihasznalja annak
minden elényét.

A modell ,,josaganak" ellendrzése tulajdonképpen a mért eredményekkel
valé Osszevetést jelenti. Amennyiben az ellenérzés soran kideriil, hogy a
feltételezett modell nem teljesiti az adott mérndki vagy tudomanyos probléma
kapcsan megkovetelt pontossagi eldirasokat, akkor minden esetben egy iteracios
feladatot kell megoldanunk. Ez azt jelenti, hogy vissza kell térniink a
modellalkotasi algoritmus elejére, €s esetleg tjabb paraméterek bevonasaval,
figyelembevételével egy Ujabb, javitott felépitéssel kell elvégezni a modell
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azonositasat. Ezutdn természetesen Ujbol végre kell hajtanunk a modell
validalasahoz leirt feladatokat.

A vizsgalt rendszer viselkedésének leirasara felallitott matematikai
modell josdga igazolasdnak legegyszerlibb modja az, hogy az eredeti
rendszerben méréseket végziink, és azok eredményeit 6sszevetjiik a modell altal
szolgaltatott eredményekkel. Ezek alapjan lehet a modell végleges szerkezetét és
a leir6 egyenletben szereplé paraméterek (p;, i = 1; 2, ... k) értékeit megadni. A
fizikai alap megkozelités esetében a modellszerkezet adott, ezért ott elsésorban a
paraméterek értékeinek meghatérozasara kell figyelniink.

A modellalkotds soran — matematikai értelemben a modell () és a
mérések (p) altal szolgaltatott eredmények eltéréseit kell minimalni
(identifikacio):

w(7)-p(p;7)= min . 1L5.1)

Az eldjeles eltérések kompenzalod hatdsanak elkeriilésére, a minimalasi
feladat megoldasara leggyakrabban az tugynevezett legkisebb négyzetek
modszerét alkalmazzuk. Ennek alapjan a (I1.5.1) egyenlet — a négyzetes
eltérések Osszegének minimalasi feltételével — a vizsgalt folyamat teljes T
id6tartamara vonatkozodan a kovetkezdé modon irhato at:

W(e)-3(p;7)fdr = min . (1.5.2)

S =

Ha a rendszer vagy a modell diszkrét idejii, a (I1.5.2) egyenletet
modositani kell, és aj = 1;2;... ; m véges szamu mintavételezési iddpontokban
vett értékek alapjan felirni:

m

>, -5,(p)f =min . (I15.3)

J=1

A fentiekben elmondottak szerint a kisérleti ellendrzés megvaldsitasanak
hatasvazlatat a I1.7. dbra mutatja be.

RENDSZER Y " |
- ~ {y-3¥ P [ dr —
| MODELL ¥ g

I1.7. abra A modell kisérleti ellendrzésének hatdsvazlata ([11.6] alapjan)
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A Dbemutatott hatdsvazlat alapjan megkaphatjuk az adott mérnoki
problémat (rendszert) legjobban leir6 matematikai modell (leiré egyenlet)
végleges alakjat. Az ellenérzott modell tovabbi felhasznalasa elsésorban
szimulécios célokra torténhet.

IGENY
Rogszud falmédrt igdy -———-—- - l
A kivalasztott rendszer vizsgilata
| )
Elvi Gyakorlati

l w-— Logikat hibdk - -»

r

Fizikai térvények Mérések végzése
alkalmazasa
A L rdst zajok
Helytelen _ .
alkalmazds 4 4
Modellképzés Adatrdgzités
Helytelen dltaldnositds L * = Kvantdldsi hibdk
¥ L
Egyszerilsitések Adatfeldolgozas
é;’g;;médﬁdsf e V=~ Médszertani hibdk
Modell
Az igényelnek
nem megfeleld ————ememaaao -
modell ¥

Kisérleti alkalmazas
pontositas — illesztés

Rossz kisérleti .
alkalm azds |
Alkalmazas
Helytelen alkalmazds ammmm-= > l

I1.8. abra A modellképzés altalanos logikaja ([11.10] alapjan)
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A Dbemutatott hatdsvazlat alapjan megkaphatjuk az adott miszaki
problémat (rendszert) legjobban leird6 matematikai modell végleges alakjat. Az
ellendrzétt modell tovabbi felhaszndldsa elssorban szimulacids célokra
torténhet.

A mar ellen6rzott és kelld pontossaggal birdé matematikai modell legegyszeriibb
felhasznalasi modja, a rendszer y kimend valtozoit az u bemend paraméterek
kiilonbozo értékéi fiiggvényében meghatarozzuk. Tulajdonképpen ez a vizsgalati
modszer a klasszikus értelemben vett szimulacio. A 11.5. abraval szemléltetve ez
azt jelenti, hogy ismerjiik a vizsgalt rendszer M modelljét és p paramétereit.
Ezek alapjan elemezhetjiik kiilonb6z6 u bemeneti valtozok hatdsat a rendszer y
kimenetére. A kapott eredményekbdl vonhatunk le kovetkeztetéseket a rendszer
viselkedésére, ¢€s tehetliink javaslatot a rendszer tervezésére, esetleg
modositasara. Ez a feladat az ugynevezett paraméterérzékenységi vizsgalat
(részletesebben lasd az VI.5. fejezetet). Fontos, hogy mar a rendszer
tervezésekor is gondot forditsunk azon paraméterek azonositisara, amelyek a
rendszer viselkedését dontéen befolyasoljadk, amelyekre a rendszer a
legérzékenyebben reagal.

Tobb be-, és kimenetli, MIMO rendszernél valamennyi kimeneti
valtozéra meg kell hatdroznunk valamennyi bemend paraméter okozta valtozast,
amely elemzés eredménye az ugynevezett. érzékenységi matrix.

Lényegében a fent leirt folyamat egy mas szempontd, és részletesebb
sémajat, altalanos logikajat szemlélteti a I1.8. abra, ahol a dolt betiikkel a
lehetséges hibdk is olvashatok.

A 1I1.9. abra viszont a [II.8] irodalom szerz6i interpretalasaban
szemlélteti a modellezés €s a szimulacio fazisait.

Az itt megjelenitett kiilonb6z0 fazisok tartalmazzdk az Osszes
nagyméretli szimulacids analizis részfeladatait, foleg arra az esetre, amikor a
matematikai modell parcidlis differencidlegyenleteket tartalmaz. A fazisok
sorrendje egyben az adat- és informdciddramlasokat is magaban foglalja,
megmutatva, hogy mely fazis lehet hatdssal a dontésekre vagy modszerekre
késobbi fazisok valamelyikében. De, lehetséges jelentds visszacsatolds és
interakci6 a fazisok kozott, melyeket a szaggatott vonalu nyilak jelképeznek az
abran.
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Rendszer
A rendszer elvi Az elvi modell
modellezése _ | matematikai leirasa -
i
l
i
i
Diszkretizdlt modell Diszkf{etiZ_éléS ésaz | 1§
: S Zm— algorntmus
| . Programozasa s o kivalasztasa
i
I
I
|
!_,, -4 Programozott modell Numerikus megoldas
| numerikus megoldasa reprezentalasa

I1.9. abra A szdmitogépes modellezés €s szimulacid ajanlott fazisai ([11.8])

A modellezési €és a szimulacios folyamat a tervezék vagy dontéshozok
altal feltett kérdésekkel kezdddik, melyeknek legalabb egy része szimulacios
elemzéssel valaszolhatdo meg. Most nézziik a fazisokat kiilon kiilon:

A rendszer elvi modellezése

Ebben a kezdeti fazisban meghatdrozzuk az adott rendszer és kornyezetének
specifikacioit. E specifikaciok megfogalmazasa soran a rendszerben lejatsz6do
valos eseményeket €s fizikai folyamatokat kell figyelembe venniink. Szintén
ekkor kell meghatdrozni azokat a rendszerelemeket és kornyezeti hatasokat,
melyek valamilyen sztochasztikus jellemzokkel birhatnak. Ezek a
meghatdrozasok az adott modellezési feladat elvarasaira alapulnak, figyelembe
véve a rendszer lehetséges érzékenységét ezekre a jelenségekre, folyamatokra €s
elemekre. A rendszer elvi modellezése soran nem matematikai egyenleteket kell
felirnunk, hanem a lehetséges események, és fizikai folyamatok alapvetd
feltételeit kell meghataroznunk.
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A rendszer €s a kornyezet specifikacidinak meghatarozéasa utdn a fizikai
jellemzok kapcsolatainak kiilonb6zo szintjeit kell meghataroznunk. Ha ez nem
torténik meg, akkor a késébbi fazisokbol vissza kell térniink ehhez a fazishoz.

Az elvi modell matematikai leirdasa

Ennek a fazisnak a legelsddlegesebb feladata a részletes és pontos matematikai
modell felallitasa. Egy rendszer vagy folyamat komplex matematikai modellje
altalaban szamos matematikai részmodellt tartalmaz. Ilyenek lehetnek példaul
egy Osszetett rendszer esetén az elemek és berendezések modelljei. A modell
komplexitdsa nagymértékben fiigg a fizikai paraméterek komplexitasatol, azok
szamossagatol és a koztik 1évo kapcsolatok szintjeitdl. Az ekkor felallitott
matematikai  modellek  parcialis  differencialegyenletek, perem-  ¢és
segédfeltételek, valamint kezdeti feltételek meghatdrozasanak Osszességét is
tartalmazza.

Szintén ezen fazis sordn kell meghataroznunk a modellel kapcsolatos
nem-determinisztikus kérdések jelenlétét is. Szdmos elmélet és megfontolas
segitheti a feladat megoldasat.

Kovetkez6 fontos kérdés a modell nem-komplexitasa, mivel a modell a
vizsgalt rendszer ,.csak” egyszerisitett leképezése. (,,Minden modell rossz,
néhany koziilitk haszndlhato.” [11.8]) Fontos itt egy kicsit megallnunk. A
modellalkotas egyik lényegi kérdése pont a modell komplexitdsanak és nem-
komplexitasanak egyensulya. NANDORI [I1.6] konyvében ezt a kérdést az alabbi
szerint fogalmazza meg:

»Az a jo modell, amely a lehetd legegyszeriibb,
de a célnak megfelelo pontossaggal kozeliti a valosdagot.”

Mit is jelent ez az egyszerli, de nagyon tomor mondat? Az, és csak az a
modellnek tekintheté jonak, amely a vizsgalat szempontjabol fontos
paramétereket, Osszefliggéseket és a peremfeltételeket megfeleld pontossaggal
figyelembe veszi, de mindazon masodlagos jellemzdket elhanyagolja, amelyeket
a kitlizott vizsgalat szempontjabol nem tekintiink meghatarozonak.

Diszkretizdlas és az algoritmus kivalasztasa
Ez a fazis két f6 feladatbol all.

Ezek kozil az els6, hogy a folytonos (idejii és/vagy paraméterii)
matematikai modellt diszkretizaljuk, gy, hogy az numerikusan megoldhato
legyen, azaz létrehozzuk a rendszer numerikus modelljét. Egyszeriien
megfogalmazva, a matematika segitségével a differencial- és integralszamitasi
feladatokat aritmetikai feladatokka alakitjuk at. A diszkretizalas sordn az Gsszes
térbeli €s idobeli differencialasi modszert, a diszkrét formdban meghatarozott
peremfeltételeket és geometriai hatdrokat, valamint — ha az sziikséges — a
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racsgeneralasi moddszereket analitikai formaban kell meghatdroznunk. Mas
szoval, az algoritmusokat €¢s a modszereket matematikailag diszkrét formaban
kell leirnunk. Ekkor a folytonos matematikai formak diszkrété valo atalakitasara
koncentralunk, nem a numerikus megoldasra.

Ennek a fazisnak a masik f6 feladata a diszkretizalt matematikai modell,
az elérni kivant modellezési pontossag €s — ha az indokolt — az alkalmazando
szamitogép sajatossagai alapjan az algoritmus kivalasztasa.

A diszretizalt modell programozdsa

Ez a fazis mindegyik modellezése feladatnal megegyezik. Ekkor a korabbiakban
felallitott numerikus modell és a kivalasztott megoldasi algoritmus adott
programnyelvre valo leforditasat kell elvégezni. A feladat nagyméreti, dsszetett
rendszer ¢és igy modell esetén programozd bevondsat teheti sziikségessé.
Viszonylag egyszerlibb esetekben felhasznalhatunk valamilyen ismert
kereskedelmi programrendszert (példaul MATLAB® Simulink) is.

A programozott modell numerikus megolddsa
Ekkor az el6z0 fazisban megirt szamitégépes program futtatdsaval
meghatarozzuk a numerikus modell eredményeit, azaz a kimend jellemzdoket.

A numerikus megoldas reprezentdldsa

A modellezés ¢és szimuldcid utolsé fazisa a szamitdsi eredmények
reprezentalasa, megjelenitése, valamint azok interpretalasa, értelmezése. Ekkor
kiilonféle szamsorok, tablazatok, grafikonok vagy diagrammok forméjaban
jelenitjik meg az eredményeket. Ezt kovetden adott szakmai szempontok
alapjdn — részben szubjektiv médon — értelmezziik azokat. Az értelmezést és
igy annak eredményét nagyban befolydsolja, sét 1ényegében meg is hatarozza a
modellezési cél. Igy az értelmezés eredménye alkalmazhaté 0j rendszer
tervezésére, méretezésére, meglévé rendszer modositasara, felhasznalhato
lizemeltetési vagy mas szempontu dontések elOkészitésére, tamogatasara. Ez
utobbi esetben fel kell hivni a figyelmet, hogy a dontési folyamat soran
alkalmazott modellek, illetve a veliik kapott eredmények ,,csak” segédeszkdzok
lehetnek a dontéshozo szdmara. A dontést az arra felhatalmazott személynek
kell meghoznia.
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. FEJEZET

RENDSZEREK GRAF-MODELLEZESE

I1.1. BEVEZETES

A rendszerelmélet gyakorlati alkalmazasaiban, a megoldas lehetoségének
megitélésében a vizsgalt rendszer mérete az egyik legfontosabb tényezd. A
méret ekkor durvan a rendszerben szerepld ,.elemek” szdmat jelenti, ahol az
elemeket ,,intuitiv”’ értelemben kell definialnunk.

Egy rendszer vizsgélatanak egyik fontos allomésa az elemek kozti —
sok esetben bonyolult kdlcsonhatasokat is jelenthetd — kapcsolatok tényének
feltarasa és grafban torténd abrazolasa.

A diszkrét allapotteri — vagy valamilyen moédon igy approximalt —
folyamatok &brazolasa a lehetséges allapotok, és az allapot-valtasok alkotta
grafok segitségével torténhet. Ilyenek példaul a [II1.5] irodalomban, illetve a
VIII. fejezetben talalhat6 lizemeltetési tipusgrafok is.

A rendszert eldszor diszkrét graffal (vagy halozattal) kell reprezentalni.
Ez szamos fizikai, tehat példaul elektromos, mechanikus, hidraulikus rendszer
esetén megtehetd. Sot, parcidlis differencidlegyenletekkel leirt rendszerek
grafmodellje is megkonstrualhato.

Egy  nagyméretli, linearis  rendszer  graf-reprezentacidjanak
meghatdrozasa utan a grafot jelképes értelemben ,.fel kell vagni” kisebb
részgrafokra, majd a részgrafok egyenleteinek megoldasa utan az egyes részek
megoldasait ,,0ssze kell kapcsolni” (ha sziikséges, akar tobb 1épésben is), ami az
eredeti rendszer megoldasdhoz vezet. A graf egyrészt fontos allomas az eredeti,
teljes rendszer egyenleteinek felallitasaban, masrészt a vagasi eljarés
megtervezéséhez nyujt segitséget [111.7].

A grafelméletnek és mérnoki alkalmazéasanak kiterjedt matematikai és
miiszaki szakirodalma talalhat6. Jelen fejezetben elébb a grafelmélet — a
rendszer- ¢és folyamatmodellezés szempontjabol fontos — (matematikai)
alapfogalmait ismertetjiik, alapvetéen a [III.1]; [III.2] és [III.3] irodalmak
alapjan. A kovetkezd alfejezetben a rendszerek elérhetéség matrixa egy,
konnyen algoritmizalhato — a Szerzd altal korabbi kidolgozott, de nem széles
korben publikalt — matrixaritmetikai eljarasat mutatjuk be.

l.2. A FEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

E —  élek halmaza;
e — ¢l
g —  graf;
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—  szdgpontok halmaza;
—  szogpont;

—  szomszédossagi matrix;
—  élmatrix;

Osszegmatrix;

—  szignum matrix;

—  elérhetdségi matrix;

—  tavolsag;

—  fokszam.

SANLIT®WPT v
|

[11.3. GRAFELMELETI ALAPFOGALMAK

A graf olyan alakzat, amely pontokbdl és bizonyos pontpéarokat dsszekotd (nem
feltétlentil egyenes) vonaldarabokbol all. Matematikai megfogalmazasban a
G(P;E;f) grafon olyan alakzatot értiink, amely a P pontokbol és bizonyos
pontokat Osszekotd E vonaldarabokbol all. A P halmaz elemeit pontoknak
(esetleg graf szogpontjainak vagy csucsainak), az E halmaz elemeit pedig a graf
éleinek nevezziik. A fenti jelolésben szereplo f fliggvény az E halmazt képezi le
a PxP-re, azaz barmely e élhez hozzarendel egy pontpart a P halmaz elemei
koziil. Ezért f-t szokas illeszkedési leképezésnek is nevezni..

Iranyitott grafrol akkor beszEliink, ha az élek végpontjainak sorrendjére
is tekintettel vagyunk. Ha P ¢és E valamelyike nem véges elemli halmaz,
végtelen grafrol beszéliink. A véges graf véges sok csucesal és véges sok éllel
bir.

a P2 P2

III.1. &bra Iranyitott (a) és iranyitatlan (b) véges graf ([II1.1] alapjan)

A véges grafokat gy szemléltethetjiik, hogy minden P; csucsahoz a sik
egy pontjat rendeljiik, és két szogpontot akkor kotlink Gssze — egy iranyitott
vagy iranyitatlan — gorbével, ha a graf a két szogpont kozt €It tartalmaz. A
III.1. &brén egy iranyitott (III.1.a), illetve egy irdnyitatlan (III.1.b) véges graf
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lathato. (A végtelen grafok szemléltetésétdl — terjedelmi okok miatt — jelen
konyvben eltekintiink.)

Iranyitatlan graf esetén, ha p; és p; csicsokat Osszekoti valamely ey €l,
akkor a p; és p; szomszédos szogpontok, ¢és az e, ¢l végpontjai. Példaul a II1.1.b
abran szemléltetett p; €s p, szogpontok szomszédosak, mert e4 €1 6sszekoti Oket,
igy es végpontjai p; és p, szogpontok.

Iranyitott graf esetén, ha az e; él p-bol p-be iranyul, akkor p; a
kezdépontja, p; pedig a végpontja az ¢, iranyitott élnek, illetve p; szomszédja
pi-nek. A IIl.1.a abran lathato graf es élének kezddpontja p,, végpontja p;, és p;
szomszédja p,-nek

Két grafot izomorfnak tekintiink, ha P, illetve P, pontjaik és £, illetve
E, éleik kozott illeszkedéstartd kdlcsondsen egyértelmil lejépezés 1étesitheto.
Izomorf grafok azonos dbraval szemléltethetok.

Ha egy graf sikban ugy szemléltethetd, hogy az éleknek megfeleld
vonalak csakis a graf pontjaiban metszik egymast, sik-grafrol, vagy sikba
rajzolhaté grafrol, ha nem, akkor térbeli grafrol beszélink. A III.1. 4dbran
lathat6 grafok sik-grafok, még a II1.2. abran térbeli grafok lathatok.

Azt az ¢€lt, melynek (iranyitott graf esetén) a kiinduld €s a célpontja,
illetve (irdnyitatlan graf esetén) mindkét végpontja azonos, hurok élnek, vagy
huroknak nevezziik. Példaul a III.1 &dbran lathaté grafok e; élei hurkok. Ha tobb
¢l ugyanaz a két szogpontot koti Ossze, tobbszoros élekrol beszéliink.
Tobbszoros €l talalhatdo a III.1. abra grafok e, és e, élei tobbszords éleket
alkotnak p, és p, szogpontok kozott.. Az egyszeridt grafok hurkokat és
tobbszords ¢leket nem tartalmaznak.

Egy graf p; csicsahoz illeszkedd €lvégek o(p;) szamat a p; fokszamanak,
vagy fokanak nevezziik, azt mondjuk, hogy a p; szogpont @-edfokl. Iranyitott
graf esetén a p;-hez kifelé, illetve befelé irdnyitottan illeszked6 €lvégek szama a
pi csucs

¢ui(pi) — a p; pont kifoka,
illetve
@pe(p;) — a p; pont befoka.

A nulladik fokli cstics neve: izolalt pont. Példaul a III.1.b abran lathatd
iranyitatlan graf p; szogpontja negyedfokd, illetve a III.1.a 4bra iranyitott grafja
p;s csucsanak kifoka: 3, befoka pedig 1.

Egy iranyitatlan grafot teljes grafnak nevezziik, P barmely két csucsa
szomszédos. A I1I.2.a dbran egy 5 szdgpontu teljes (térbeli) graf lathato.

Amennyiben egy irdnyitatlan S(P;E;f) graf P szdgpontjait X és Y
diszjunkt részhalmazra ugy tudjuk felosztani, hogy a graf mindegyik éle egy
X-beli és egy Y-beli szogpontot kot 6ssze, akkor G(P;E;f) paros graf. Egy ilyen
paros grafot teljes paros grafnak nevezzilk, ha X minden csucsat Y
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mindencsucsaval ¢l koti 6ssze. A 111.2.b abra egy teljes paros grafot személtet,
ahol az X csucshalmaz 2, az Y csucshalmaz pedig 3 elemti.

3

Pz Ps Y_:;

X,
Y,

X
Y,

P Ds
a b

II1.2. 4bra Teljes grafok ([111.2] alapjan)

A GPE;f) gratnak a S(PE’f) részgrafja, ha P’, illetve E’
részhalmaza P-nek, illetve E-nek és barmely e eE, akkor f(e)=f(e).
Amennyiben E’ pontosan azokat az E-beli éleket tartalmazza, melyek a P’
szogpontjait kotik Ossze, akkor S(PE’;f’) a S(P;E;f) graf P’ altal feszitett
részgrafja.

Iranyitatlan graf esetén minden az E elemeibdl 4llo

F=(eilpp:}t; ex{pa;psfts ... es{ps;psii})

sorozatot s hossziisagu élsorozatnak nevezzik. Ha p; és p,.; pontok
megegyeznek, de rajta kiviil mas pontot csak egyszer ,,érint” az élsorozat, akkor
zart élsorozatrol vagy korrdl, ellenkezd esetben nyitott élsorozatrol beszéliink.
Osszefiiggdé graf esetén a graf barmely két szogpontja kozott létezik ut. A
III.1.b 4&bra irdnyitatlan grafjaban példaul nyitott az (es{psps}; es{ps p2t)
¢lsorozat, melynek hossza: 2, illetve egy 3 €l hosszusagu kort alkot az (e;{p;,p./};
65{p2,'p3}; 62{p3,'p1}) ¢élsorozat.

Egy iranyitott grafban a p; és p; csucs J(p;;p;) tavolsaga a két szogpontot
minimalis €élszdmmal 6sszekotd élsorozat €leinek szdma. Iranyitott graf esetén
az ¢lek F = (e;; ey ... e;) sorozatat s hosszusagu lancnak vagy vonalnak
nevezzik, ha F egy ¢€let sem tartalmaz kétszer, és minden, a sorozatban 1€vé e;
¢lre igaz, hogy az e; kezd6pontja e;_; végpontja, és végpontja az e;,; kezddpontja.
Egy lancot akkor tekintjiik palyanak, ha az e; ¢l kezddpontja az e, €l végpontja.
A IIl.1.a &bran lathatd iranyitott grafban példaul az (es{p.;pst; esipsp4})
¢lsorozat egy lancot, illetve az (e;{p;;p2}; esipaps}; exips pi}) élsorozat egy 3 ¢l
hosszusagu palyat alkot. Megallapithato, hogy a p, és p, szogpontok tavolsaga 2.
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Ha egy adott 9(P;E;f) graf f leképezése minden élhez egy valds szamot
rendel, akkor az egy sulyozott graf, és ekkor w(e;) az e; él sulya, vagy esetleg
hossza. A technikai rendszerek modellezése soran a grafmodellek éleihez
gyakran nem csak valos, hanem komplex szamot, vektort, illetve valos skalar-,
komplex- vagy vektorfiiggvényt is rendelhetliink. Sulyozott graffal fogunk
talalkozni a VIL.5. fejezetben.

P

Ps 2

P77 Ps P3 Ps Ps

a b
II1.3. 4bra Fa grafok

Az olyan 0sszefliggd irdnyitatlan graf neve, mely nem tartalmaz koroket, a fa.
Az n cstcspontot tartalmazo fanak pontosan n-/ ¢€le van. A I11.3.a abra egy 6
szogpontu fa graf lathaté mely éleinek szama: 5. Egy fa grafban barmely két
pontot pontosan egy ut kot ossze. Egy kivalasztott szogponttal bird fat gyokeres
fanak nevezziik, és a kivalasztott csucs pedig a gyokér. A II1.3.b abra egy
gyokeres fa grafot mutat, melynek gyokere az p; szogpont.

A grafok egy masik 4brazolési, leirdsi modja a beldliik képezhetd kiilonbozd
matrixok.

A graf ¢€lei kozti kapcsolatokat az ugynevezett cslics- (szomszédossagi-, vagy
adjacencia-) matrixszal lehet tablazatosan megadni.

Az iranyitatlan graf A = [a;]-vel jelolt szomszédossagi matrixa i-edik sor
Jj-edik elemének a;; értéke jeloli a p; és a p; szogpontokat dsszekotd élek szamat.

Iranyitott graf esetén az A matrix i-edik sor j-edik elemének a; értéke a
pi szogpontbol induld és a p; végpontu élek szamat jeloli.

Konnyen belathatd, hogy irdnyitatlan graf esetén az adjacencia-matrix
mindig szimmetrikus, mig irdnyitott grafnak a szomszédossagi matrixa
antiszimmetrikus is lehet — példaképpen lasd a (I11.3.1) és (I11.3.2) egyenletek.
A III.1. 4bran lathato grafok adjacencia-matrixai a kovetkezé modon irhatdk fel:
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= iranyitott graf (IIl.1.a abra) csicsmatrixa:

1 100

At 0 L0 (IM.3.1)
2 0 01
0 0 0O

= iranyitatlan graf (III.1.b abra) csticsmatrixa:

11 20

Al O L0 (I11.3.2)
2 1 01
0010

A grafok élei és szogpontjai kozti kapcsolatot az ugynevezett élmatrixok
(incidencia-martixok vagy illeszkedési matrixok)segitségével tudjuk
szemléltetni.

A B = [b;] incidencia-matrixot a S(P;E;f) grathoz alabbiak szerint
rendeljiik:

iranyitatlan graf esetén:

. 1, hé e; nem hurokél, ésilleszkedik a p, - hez (I11.3.3)
Y10, minden mas esetben
iranyitott graf esetén:
1, hae, nemhurokél, ¢éskezddpontja p,
b;=1—1, hae, nemhurokél, ésvégpontja p, (IT1.3.4)

0, hae, hurokel, vagy nemilleszkedik p, -hez

Példaként a III.1. abran lathat6é grafok incidencia-matrixai a kdvetkezd modon
irhatok fel:

= iranyitott graf (IIl.1.a dbra) élmatrixa:

: (111.3.5)
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= iranyitatlan graf (II1.1.b abra) élmatrixa:

(111.3.6)

=

Il
o o o O
S = O =
S O = =
S = O =
S = = O
—_— = O O

l.4. GRAF-MODELLEK VIZSGALATA

A (féleg nem matematikai) szakirodalmak egy kore nem az el6zd alfejezetben
leirt, a (II1.3.1), illetve (II1.3.2) egyenletekkel szemléltetett — definiciokat
hasznalja. A rendszerek ¢s folyamatok modellezése szempontjabol a
legfontosabb kérdés a rendszer elemei, a folyamat allomdsai kozti kapcsolat
l1étének feltdrasa. Ezért azt nem sziikséges vizsgalnunk, hogy a szomszédos
pontok kozott vannak-e tobbszords élek és hurok élek, mint azt majd a
kovetkezé alfejezetben tapasztalhatjuk. Igy jelen alfejezetben az alabbi
definicidkat fogjuk alkalmazni:

Az iranyitatlan graf A-val jelolt szomszédossagi matrixa i-edik sor j-edik
elemének értéke 1, ha az i-edik és a j-edik szogpontokat kdzvetleniil 6sszekdti a
graf valamely éle, illetve 0, ha nem. Matematikailag felirva:

_ |1, havanolyané¢l, amelynek két végpontja p, és p; (I1L.4.1)
v 0, minden maés esetben o
Iranyitott graf esetén az A matrix a; eleme pedig:
_ |1, havan p,-bél indul6es p, -be vezetd €l (I11.4.2)
i 0, minden mas esetben o

Konnyen belathatd, hogy a korabban definialt csticsmatrixbol a szignum
figgvény felhasznalasaval — lasd (I11.4.6) ¢és (I11.4.7) egyenletek —
megkaphat6 a fenti definicid szerinti szomszédossagi matrix.

Az elemek kozti Osszetett kapcsolatokat a rendszer vizsgélati grafjdnak
ugynevezett elérhetdségi matrixa jellemzi.

Egy m szogpontbol allo graf elérhetdségi matrixan azt az m sorbol és
oszlopbdl all6 D,,,,, matrixot értjiik, ahol:

_ {1, haa p, -cstcsbola p; szogpont elérhets (1L43)

Y 10, hanem
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Egy adott rendszer vagy diszkrét allapotterii folyamat grafelméleti
vizsgalatanal a fo feladat az elérhetdségi matrix 1étrehozdsa. Ez a matrix egy
rendszer esetén példaul azt mutatja meg, hogy az egyik (az i-edik) elem
anomaliaja hatassal van-e a masik (j-edik) elem miikodésére. Valamely folyamat
vizsgélata esetén pedig megadja azt, hogy mely dallapotokbdl lehet mely
allapotokba eljutni.

A [IIL.3] irodalom alapjan az elérhetdségi matrixot a szomszédossagi
matrix hatvanyai segitségével tudjuk felallitani. Ehhez a matrixszorzas
szabalyainak megfelelden hatarozzuk meg az mxm méretli A adjacencia-matrix
A’ jelii négyzetmatrixanak o' elemét az:

=Y a.a, (IL.4.4)
s=1

egyenlettel.
A korabbi definiciokat felhasznalva kijelenthetjiik, hogy

ha nem tudunk egy 1épésben eljutni az i-edik szégpontbdl az s-edikbe (azaz ha
a;; = 0), vagy ha az s-edikbdl a j-edikbe (vagyis ha a; = 0).

Ha viszont egy-egy lépésben el tudunk jutni p;-bdl p,-be és p,-bél p;-be,
azaz, haa;=ay;= I:

fgy a (Il14.4) egyenlettel meghatdrozott a”! értéke — a fenti szorzatok

szummazasa kovetkeztében — azt adja meg, hogy a graf i-edik szégpontjabol
hany kiilonb6z0 uton tudunk két 1épéssel eljutni a j-edik szogpontba.

Fontos itt megjegyezni, hogy jelen tanulmanyban az utak
kiilonbozdségén az altaluk érintett szogpontok, vagy azok sorrendjének
kiilonbozdségét értjiikk. Az ugyanazon szdgpontokat megegyezd sorrendben
tartalmazd, de mas élekbdl allo utakat azonosaknak tekintjiikk. Ilyen eset
fordulhat eld, ha a grafon beliil két szogpontot egynél tobb ¢él kot Ossze. Ezt az
egyszerlsito feltételt azért vezetjiik be, mert végso célunk az elérhetdség vagy el
nem érhetdség tényének megallapitasa a tényleges utak egymastol fiiggetleniil.
Vizsgalatunk f6 célja a grafok szogpontjai kdzt meglévo kapcsolatok feltarasa.

Konnyen belathatdo az A szomszédossagi matrix A*-val jeldlt k-adik

hatvanymatrixanak o) eleme azt mutatja meg, hogy k lépésben az i-edik

szOgpontbol a j-edikbe hany egymastol — a fenti értelmezés szerint —
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1I1. Rendszerek graf-modellezése

fliggetlen Uton lehet eljutni. Ennek a kijelentésnek pontos, matematikailag
egzakt bizonyitdsa a [II1.3] irodalomban taldlhato meg.
A hatvanymatrixok

H, =) A" (111.4.5)

Osszegével kapott H; 6sszegmatrix hl.E.k] eleme azt adja meg, hogy legfeljebb £
1épésben az i-edik szogpontbdl a j-edikbe hany — egymastol fliggetlen — uton
lehet eljutni.

Képezziink a H; matrixokbol S, jelti matrixokat az alabbi fliggvény
szerint:

S, =sign H,
(I11.4.6)
sg‘] = sign hi][.k]
ahol:
I, hap>0
signn=< 0, hap=0 (I11.4.7)
-1, han<0

és nevezziik el ezeket a H; matrix szignum matrixanak.

Az igy kapott szignum matrixok s[[/.k] elemei azt adjak meg, hogy
legfeljebb & 1épésben a graf p; szogpontjabdl el lehet-e jutni a j-edik
szogpontjaba — a (I11.4.3) egyenlettel megadott elérhetdségi matrixszal analog
moédon — azaz:

M=

(IL.4.8)

{1, haa p, -csticsbola p; sz6gpont maximum k 1épésben elérhetd

0, hanem

Mivel egy m szogpontbdl all6 grafban a leghosszabb lehetséges ¢lsorozat
maximum m ¢€lbdl allhat, mely — a kiindulasi szogpont kivételével — minden
hozza tartoz6 szdgpontot csak egyszer érint — azaz a lehetséges leghosszabb
kor, vagy palya —, a fenti matrixmiiveleteket végezziik el m-szer.

Az igy kapott S,, szignummatrix lesz a vizsgalt graf elérhetéségi matrixa.

A fentiek alapjan megallapithato, hogy egy m szogpontbdl allo graf A,
szomszédossagi matrixanak ismeretében a Z,,,,, elérhetdségi matrixa
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Z-= signi A" (I11.4.9)

n=l
egyenlettel meghatarozhato.
Egy egyszerii példa:

A fentiekben leirt mdodszer szemléltetése érdekében elemezzik a 111.4. abran

lathato iranyitott grafot.

I11.4. abra Uzemeltetési folyamat tipusgrafja

Ekkor a (II1.4.2) egyenlet alapjan felirt szomszédossagi matrix:

01 111
00 0 O0O0
A=[0 0 010 (11L.4.10)
1.0 0 0O
00 0 1 0

A fenti A matrixbol kiindulva, a (I11.4.4); (I11.4.5) és (I11.4.6) egyenletek
felhasznalasaval a hatvany-, Osszeg-, és szignum matrixok az alabbi alakot
fogjak felvenni:
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A" H, Sk
2. lépés:
1 00 20 111 31 1 1111
1 00 00 1 0010 10010
1 00 00 1 0010 10010
01 1 11 I 1111 1 1111
0 0 00 0] 0 0 00 0 000 0 0
3. lépés:
2 1 1 11 32 2 42 1 11 11
01 1 11 111 21 1 11 11
01 1 11 111 21 I 11 11
1 0020 211 31 11111
000 0 0 0000 0] 000 0 0]
4. lépés:
1 2 2 4 2 4 4 4 8 4 111 11
1 0 020 21 1 41 I 11 11
1 00 20 21 1 41 11111
21 1 11 4 2 2 4 2 1 1 1 11
00 0 0 0] 00 00 0] 000 0 0]
5. lépés:
4 1 1 5 1 8 5 5 13 5 1 1 1 1 1
21 1 11 4 2 2 5 2 1 1 1 1 1
2 1 1 11 4 2 2 5 2 1 1 1 1 1
1 2 2 4 2 54 4 8 4 1 11 11
000 0 0 000 0 0 0000 0]

Igy a vizsgalt graf elérhetéségi matrixa:

11111

11111
Z=[1 1111 (IIL.4.11)
11111

0 0 00 0

Természetesen a bemutatott egyszeri példa esetén a  graf
megtekintésébdl belathatd, hagy a ps szdgpont (allapot vagy rendszerelem)
kivételével barmely allapotbdl barmely szogpontba el lehet jutni. A (II1.4.11)
egyenlet Z matrixa azt is szemlélteti, hogy a ps szogpont csak ,,nyeld”-ként
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miikodik. Ez azt jelenti, hogy ha a graf egy folyamatot szemlétet, az nem lehet
stacioner.

A grafbol az is kitlinik, hogy benne a — fenti feltételeket kielégitd —
leghosszabb Ut harom ¢Ibdl all. Ez utobbival magyardzhat6 az, hogy a 4. és 5.
1épéshez tartozéd szignum matrixok mar egyenldk. Mivel altalanos esetben, ha a
szogpontok szdma m, a fenti kritériuminak megfeleld leghosszabb ut hosszat
megadni nem tudjuk, ezért célszerl vizsgalatunkat mindig m-szer elvégezni.

Egy Osszetettebb rendszer, tehat bonyolultabb graf esetén a fenti
bekezdésben tett megallapitdsok beldtdsa konnyen nem lehetséges, igy az
ismertetett — konnyen algoritmizalhatd — modszer alkalmazéasa sziikségessé
valhat.
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IV. FEJEZET

DIMENZIOANALIZIS ES HASONLOSAG

IV.1. BEVEZETES

Egy fizikai valtozo tobbi jellemzohoz vald kapcsolatdit azok dimenzidi
nagymértékben befolyasoljak. A valtozok dimenzidinak elemzésével részben
meghatarozhatok azok kapcsolatai, illetve vizsgalhatok a valos jelenségek kozti
hasonlésagok. A fizikai  valtozok  mértékegységei, illetve a
mértékegységrendszerek szdmos konyvben (példaul: [IV.1] ¢és [IV.6])
ismerhet6k meg. A dimenzidanalizissel kiterjedt mérnoki szakirodalom (példaul:
[IV.3]; [IV.10] és [IV.11]) foglalkozik. Az fizikai folyamatok hasonldsagi
vizsgalatait, kritériumait lényegében minden hé-, €s aramlastani irodalom
(példaul: [IV.2]; [TV.8]; [IV.9] és [IV.12]) ismerteti.

A konyv jelen része a fenti irodalmakra tamaszkodva Osszegzi a
modellalkotashoz sziikséges a fizikai jellemzOk dimenzidival, hasonlosagaval
kapcsolatos ismereteket. A IV.3. fejezetben a fizikai valtozok dimenzidival és
mértékegységrendszereivel kapcsolatos alapismeretekre tehet szert a Tisztelt
Olvas6. A 1V.3 fejezet a dimenzidanalizis rovid ismertetése olvashatd (A
kérdéskort teljes korl, részletes leirdasa a [IV.10] irodalomban tekinthetd meg).
Végezetiil, a hasonlosagelmélettel, valamint miiszaki hd-, és aramlastani
elemzések soran alkalmazott hasonldsagi kritériumokkal foglalkozunk.

IV.2. AFEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

— altalanos fizikai valtozo;

— elektromos aramerdsség dimenzidja;

—  fényerdsség dimenzidja

—  hosszlisag dimenzidja;

tomeg dimenzioja;

— anyagmennyiség dimenzioja;

— 1d6 dimenzidja;

— termodinamikai hémérséklet dimenzioja;

DNZETES~S
|

IV.3. A JELLEMZOK DIMENZIOI
Egy jellemz6 mas mennyiségekkel valo kapcsolatanak jellegét annak dimenzidja
fejezi ki.

A fizikai mennyiségek kozott meghatarozott Osszefiiggések vannak.
Ezért, ha e fizikai mennyiségek koziil egyeseket alapmennyiségeknek tekintiink,
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akkor az 0Osszes tOobbi fizikai mennyiség dimenzidja meghatirozott modon
kifejezhet6 az alapmennyiségek dimenzidjaval. Az alapmennyiségekre
vonatkozokat elsddleges, a tobbire vonatkozot masodlagos vagy leszarmaztatott
dimenzidénak nevezziik.
Az alapegységek megvalasztasa utan egyértelmiien adddnak a leszarmaztatott
egységek dimenzioi.

A dimenzi6 (altalanos jele dim /) olyan kifejezés (szimbolum), amely
megadja, hogy milyen kapcsolat van a fizikai mennyiség és az alapmennyiségek,
illetve alapegységek kozott. Tehdt a mennyiségnek a tartalmat fejezi ki, és
fliggetlen a szamértéktdl €s a mértekegységtol; csak azt fejezi ki, hogyan
hataroztuk meg (definidltuk) az alapmennyiséggel.

Példaul a sebesség dimenzidja:

dimv=dmL_ (IV.3.1)

dim7t

vagyis az [ tavolsag dimenzidja osztva a 7 id6 dimenziodjaval.

A dimenzi6 a jelenség belso 1ényegére nem jellemz6, ugyanis kiillonbozo
mennyiségnek azonos dimenzidja lehet (példdul a munka és a nyomaték
dimenzidja egyarant L°MT"?).

A dimenzid és a mértékegység fogalmat sokan Osszekeverik, amikor
gyakran a mértékegység helyett dimenziot mondanak. Ugyanazon fizikai
mennyiségnek csak egyféle dimenzidja, de tobbféle mértékegysége lehet.
Példaul a sebesség dimenzidja — mint azt az (IV.3.1) kifejezésbdl is latszik —
csak LT, mértékegysége viszont tobb is lehet, példaul:

m 4 km , tengeri mérfold
—=ms ; — ;, csomb=—"————
s ora ora

Helytelen tehat azt mondani, hogy a sebesség dimenzidja ms™.

Az alapdimenzidk valamely megvalasztasaval adott egy mértékegység-
rendszer, vagyis a mértékegységek egyértelmi Osszessége. Ezutan a fizikai
valtozok egy-egy halmazahoz (az azonos nevii fizikai mennyiségekhez) tartozo
barmely elem nagysagat megadhatjuk egy szammal, amely (4ltalaban) azt fejezi
ki hanyszorosa a mértékegységnek. Ezt a szamot mérészamnak nevezziik.

IV.3.1. Az S| MERTEKEGYSEGRENDSZER
Hazénkban jelenleg alkalmazhatd mértékegységrendszer az 1960-ban elfogadott
¢s jelenleg alkalmazott SI (SYSTEME INTERNATIONAL D’UNITES — NEMZETKOZI

MERTEKEGYSEG-RENDSZER) is [IV.1]. Az Sl-egységek alkalmazasaval a
dimenzié gyakorlati jelentdsége csokken, mert az Sl-egység a dimenzidval
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egyenértékil informaciot ad a mennyiségrol, de ez csak akkor tiinik ki vildgosan,
ha a kiilon nevii (példaul pascal, newton, joule stb.) egységeket alap ¢és
kiegészitdegységekkel fejezziik ki.

A nemzetk6zi mértékegység-rendszer mértékegységeit harom csoportra
osztjuk:

= alapegységek;
> kiegészitdegységek;
= szarmaztatott egységek.

Az SI valamennyi egységét a hét alapegységbdl és a két kiegészitd-
egységbdl lehet szdrmaztatni. Ezen alap- és kiegészitdegységeket az IV.1.
Tablazat  tartalmazza. A  szarmaztatott egységek az  alap- és
kiegészitéegységekbdl szarmaztathatok szorzéassal és/vagy osztassal, mégpedig a
fizikai fogalmat, allapotot, folyamatot definialé egyenlettel.

A mennyiség Az SI egység
Neve | Jele | Dimenzi6jele Neve | Jele
Alapmennyiségek Alapegységek
hosszlsag / L méter m
tomeg m M kilogramm kg
< 1 mdasodperc
1dg ¢ T (szekundum) s
’elektro”mo’s 1 1 amper A
aramerQsség
termodinamik |- 7 o kelvin K
al hdmérséklet
anyag- n N mol mol
mennyiség
fényerdsség 1, J kandela Cd
Kiegészit6 mennyiségek Kiegészitoegységek
sikszog o, f;y ... 1 radian rad
térszog Q(w) 1 szteradidn sr

IV.1. Téblazat Az SI rendszer alapmennyiségei €s alapegységei.

Az SI egységrendszer szabdlyai szerint valamely fizikai mennyiség
megadasara az SI altal megengedett torvényes mértékegységeknek ¢és a tiz
pozitiv vagy negativ kitevds hatvéanyait kifejez6 tigynevezett prefixumoknak a
kombinécidja hasznalhatd. (Egyszerre legfeljebb egy prefixum alkalmazhato,
ezért szabalytalan példdaul a kordbban a spektroszkopiaban széles korben
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hasznalt millimikron mértékegység.) Az SI altal megengedett prefixumok a
IV.2. Téabldzatban tekinthetok meg. A fentiek mellett léteznek olyan nem SI
mértékegységek, amelyek kizdrolag bizonyos specidlis teriileteken
alkalmazhatok. Ilyenek a tengerhajozasban és légikozlekedésben a tengeri
mérfold, illetve a csillagaszatban a csillagaszati egység, a fényév és a parsec.

Osszetett prefixumot nem szabad alkalmazni, példaul tilos a
millimikrométer (mum) hasznalata a nanométer (nm) helyett.

A prefixum Decimalis
Neve | Jele szorzo
szamértéke

exa- E 10"
peta- P 10"
tera- T 10"
giga- G 10°
mega- M 10°
kilo- k 10°
hekto-* | 7 10°
deka-* da 10
deci-* d 10"
centi-* c 10
milli- m 10~
mikro- | u 10°
nano- n 107
piko- p 107"
femto- f 10"
atto- a 10"

IV.2. Tablazat Az SI egységekhez alkalmazhat6 prefixumok és decimalis
szorzok

A hekto-, a deka-, a deci- és a centi- prefixumok hasznalatat az SI a kdvetkezok
szerint korlatozza:

> a méterrel (és az ebbdl szarmazd négyzetméterrel, kobméterrel)
kapcsolatban a deci és a centi prefixum is alkalmazhato;

= a literrel kapcsolatban a hekto-, a deci- és a centi- prefixum is
alkalmazhato;

= a grammal kapcsolatban a deka- és a centi- prefixum is alkalmazhat6 (a
dekagramm jelolésére megengedett a dag jelolés helyett dkg jelolés is).
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A 10° Pa érték helyett alkalmazhatjuk a bar mértékegységet, de csak gazok és
folyadékok nyomas értékének kifejezésére.

Megnevezés[Szimbo- Jellegzetes | Alapdimenziokbol Leiras
lum alak szarmaztatas

bar bar 10° Pa 10° m kg s~ 0az- és
folyadéknyomas

becquerel Bg s s radioaktivitas

coulomb C sA sA elektromos
mennyiség,
elektromos t6ltés

Celsius fok °C K K Celsius
homérseklet

farad F c/v m kg’ s’ A’ kapacités

oray Gy Jkg m’ elnyelt ionizalt
sugarddzis

henry H Wb/A m’ kg s A~ induktivitds

hertz Hz 1/s s frekvencia

joule J Nm m’kgs~ energia, munka,
homennyiség

lumen Im cd sr cd fénydram

lux Ix Im m” m” cd megvilagitas

newton N m kg s~ mkgs” erd

ohm Q V/A m'kgs® A7 elektromos
ellenallas

ascal Pa Nm” m kg s~ nyomas, fesziiltség

siemens S AV m’kg's’ A’ elektromos
vezetOképesség

sievert Sv Jrkg m’s” dozisegyenérték

tesla T Wb m” kgs? A" magneses
fluxusstiriiség

volt 14 W/A m’kgs” A7 elektromos
fesziiltség,

otencialkiilonbség

watt w J/s m’ kgs~ teljesitmény,
sugarzasi fluxus

weber Wb Vs m kg s? A7 magneses fluxus

IV.3. Téblazat Az SI 6nall6 nevill szarmaztatott egységei
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Tilos prefixumokat kapcsolni a kovetkezo egységekhez:

a fokhoz, az ivperchez, az ivmasodperchez;

perchez, az 6réhoz, a naphoz, a héthez, a honaphoz, az évhez;

a Celsius-fokhoz;

a tengeri mérfoldhodz, a csillagdszati egységhez, a parsechez, a fényévhez;
a hektarhoz.

¥¥¥ ¥+

IV.3.2. AZ ANGOL-SZASZ MERTEKEGYSEGRENDSZEREK

Azokat a mértékegységeket és  mértékegységrendszereket nevezziik
angolszasznak, amelyek eldszor Nagy-Britannidban, a Brit Nemzetkdzosség
orszagaiban, valamint az Egyesiilt Allamokban hasznélatosak. Az angolszasz
mértékegységek meglehetdsen szovevényes rendszert alkotnak. Ez tobb okra
vezethetd vissza. Az egyes mennyiségek kiillonb6z0 mértékegységei nem
decimdlisan kapcsolodnak egymdshoz, ugyanazon mennyiségre tobbféle
rendszer is hasznalatos, sok a rendszeren kiviili mértékegység, az Egyesiilt
Kirdlysagban ¢és az USA-ban néhany mértékegység értelmezése eltérd,
mikdzben neviik megegyezik.

A hosszusag legfontosabb mértékegységei ma mar Nagy-Britannidban is
az USA-ban egyarant a yard alapegységre épiilnek. A yardot viszont 1959 o6ta
hivatalos definicidja szerint a méterre alapozzak:

1 yard = 0,9144 m.

A tobbi hosszusag-mértékegységet ebbdl szarmaztatjak, tobbé-keveésbeé
egységes modon. Szigoruan véve az USA-ban kétféle rendszer van: néhany
hosszusag-mértékegység alapja nem a yard, illetve ennek harmada a foot (1ab):

1 foot = 0,3048 m,

hanem az ugynevezett survey foot. Mivel azonban a két foot kozotti relativ
eltérés 2 -10°°, ezért ez az eltérés az atszamitasok soran tobbnyire figyelmen
kiviil hagyhat6.

A hosszasag-mértekegységek négyzeteként, illetve kobeként értelmezik
teriilet-mértékegységeket, illetve térfogat mértékegységeket. De, a térfogat-
(Grtartalom-) mértékegységekre azonban hasznalatos egy masik rendszer is,
amelynek alapja a gallon. Az USA-ban a gallon értéke pontosan rogzitett (1 inch
= 25,4 mm), ezért a gallon kobméterben is pontosan kifejezhetd:

1 (US) gallon = 231 cubic inches (= 3,78543 liter).
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Nagy Britannidban az imperial gallon Sl-egyenértéke nincs pontosan
rogzitve, ezért csak megkdozelitd dtszamitasa adhatdo meg:

1 (UK) gallon = 4,546 liter,

ami természetesen vonatkozik a gallonbol szarmaztatott tobbi mértékegységre
is. A gyakorlati nehézséget inkabb az okozza, hogy a két gallon jelentékenyen
(mintegy 20%-kal) eltér egymastol.

A tomegmértékegységek ma mar az UK-ban ¢és az USA-ban egyarant a
pound (font) alapegységre épiilnek. A pound viszont az 1959 o6ta hivatalos
definicidja szerint a kilogrammra van alapozva:

1 pound = 11b=0,45359237 kg.

A tobbi tomegmértékegységet ebbdl szadrmaztatjdk tobbé-kevésbé
egységes modon. Fontos itt roviden még megemliteni, hogy a fenti
sajatossdgokon  til  két  angol-szdsz  mértékegységrendszert  tudunk
megkiilonboztetni. Ezek:

Az angol-szdsz erd alapu (mérndki) rendszer:

Ebben a rendszerben az alapmértékegységek a foot, vagy inch, a pound és
masodperc. Ekkor a pound erét jelent. Ennek megfeleléen a tomeg
mértékegysége a kovetkezd, melynek neve slug:

2

1s1ug=1b's

Az erédimenzidjaként hasznalt /b-t olykor /bf-nek (pound-force — font-
erd) irjak, annak érdekében, hogy megkiilonboztessiik az angol-szdsz tomeg
alapu rendszerben hasznalt /b tdmeg-dimenziotol.

Ez a rendszer még a birodalmi mérnoki vagy miivaki rendszer néven is
ismert.

Az angol-szasz tomeg alapu (tudomdnyos) rendszer:

A mas néven birodalmi tudomanyos tomegrendszernek is hivott a rendszerben a
tomeg mértékegysége a pound (Ib). Kovetkezésképpen, az erd dimenzidja
szarmaztatott egység. Egysége a poundal, amely azzal az er6vel egyenld, ami
ahhoz sziikséges, hogy az I fontnyi tdmegnek / fis” gyorsulast eredményez. Az
1 poundal-nyi er6 SI-megfeleldje:

1 poundal = 0,138254951376 N,
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mig az angol-szasz mérnoki rendszerben:

1 poundal = 0,03108095017 Ibf-
IV.3.3. A DIMENZIOK ARITMETIKAJA
Ebben az alfejezetben roviden a dimenzidk aritmetikdjaval kapcsolatos
legfontosabb tételekkel foglalkozunk. Ezen tételek meglehetdsen intuitivnak
latszanak, bizonyitasuktdl itt eltekintiink.
Szorzatok tételei:

Barmely két valtoz6 dimenzidjanak szorzata egyenld a két valtozd szorzatanak
dimenzidjaval. Azaz, f; €s f; jelll valtozok esetén:

VATARIV A I (IV.3.2)

Adott n valtozé dimenzidjanak szorzata megegyezik az adott n valtozd
szorzatanak dimenziojaval:

H[f]{l‘[f} : (IV.3.3)

A dimenzidk szorzata asszociativ tulajdonsaggal bir.

Hanyadosok tétele:
Barmely két valtoz6 dimenzidjanak hanyadosa egyenld a két valtozo
hanyadosanak dimenzidjaval. Azaz, f; €s f; jelll valtozok esetén:

E{j _ L{j . (IV 3.4)

Hatvanyok tétele:
Egy f valtoz6 valamely (n-edik) hatvanydnak dimenzidja egyenlé az adott
valtoz6 dimenzidjanak hatvanyaval, azaz:

=0 (IV.3.5)

Differencidlok tételei:
Barmely két valtézo differencidljaibol alkotott hanyadosnak dimenzidja a
dimenziodja egyenld a két valt6zo dimenzidjanak hanyadosaval, azaz:
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Bﬁ :[[2]] . (IV.3.6)

Az f; valtozo f; szerinti n-edrendii derivaltjanak dimenzidja az f; és /5" valtozok
dimenzidjanak hanyadosaval egyenld:

{d"ﬂ:% . (IV.3.7)
a1 |f
Integraltétel:

Egy integradl dimenzidja az integrandus ¢€s a fiiggetlen valtozd dimenzidjdnak
szorzataval egyenld, azaz:

[ r@a]=lr-a=lr@l] . (IV.3.8)
IV.4. A DIMENZIOANALIZIS

Egy valos rendszeren beliili fizikai folyamatok lejatszodasat a rajuk jellemzo
természeti torvények determindljdk. A rendszer a természettorvények alapjan
reagal az inputokra, annak fliggvényében, hogy milyen a kapcsolata a
kornyezetével, illetve allapota a vizsgalt folyamat megkezdése elott. Ha
ismerjik a rendszer matematikai modelljét, bizonyos egyértelmiiségi
feltételezéseket biztositva, kovetkeztetni tudunk a rendszer kimenet vagy
eloszlds fliggvényre, ami tulajdonképpen a természeti torvényt leird
differencidlegyenlet megoldésat jelenti, direkt vagy indirekt Giton. A matematikai
modell megfogalmazasadhoz a transzportelmélet nyujt segitséget.

Lehetséges, hogy a vizsgalt jelenség Osszetettsége, az egyértelmiiségi
feltételek bonyolultsdga kovetkeztében a matematikai modell megfogalmazasa
— jelenlegi ismereteink szerint — nem lehetséges. Ilyenkor a kisérleteink
értekeléséhez felhasznalhatjuk azt a tételt, hogy a matematikai modell
megolddsa dimenzié nélkiili szdmok kozotti fliggvénykapesolat forméjaban
adhat6 meg.

A dimenzidanalizis a dimenzi6 nélkiili hatvanyszorzatok képzési
modjaval foglalkozik. Célja a valtozok olyan csoportositisa, hogy a valtozok
szamanal kevesebb csoport kozotti Gsszefliggés felderitésével kaphassunk képet
a rendszerben lejatszodo jelenségrol.

Maga a dimenzidanalizis elnevezés BRIDGMANN-t8] szarmazik és alapjat
az ugynevezett BUCKINGHAM-tétel képezi:

A dimenzionalisan homogén oOsszefiiggések visszavezethetok a valtozokbol
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képzett dimenzio nélkiili hatvanyszorzatok ,,teljes készlete” kozotti kapcsolatra.

Teljesnek akkor neveziink egy készletet, ha valamennyi, egymastol
fiiggetlen elemét tartalmazza. Ez — adott esetben — azt jelenti, hogy a kapott
dimenzié nélkiili valtozok egymastol fiiggetlenek, és az alapvaltozokbol
képezett barmely mas dimenzio nélkiili szamot a teljes készletben szerepld
dimenziod nélkiili valtozok hatvanyszorzataként adhatjuk meg.

A dimenzidanalizis nem fog mennyiségi informacidét adni, ezért
kisérletekre mindenképpen sziikség van. A dimenzidanalizis akkor, és csakis
akkor hasznalhato, ha nem ismert a vizsgalt folyamat matematikai modellje, de
ismertek a jelenség input és output fizikai valtozoi. Akkor nem szabad
hasznalni, amikor ismert a rendszer vagy folyamat matematikai modellje, mivel
az egyenletanalizisnél lényegesen bizonytalanabb. Ha pedig nem ismertek a
modellezett rendszer jellemz0 fizikai valtozoéi, akkor nem lehet alkalmazni.

IV.4.1. A DIMENZIONALIS HOMOGENITAS

Barmely fizikai 6sszefliggést leiro egyenlet, illetve megoldasa helyességének két
alapvet6 kritériumat kell megfogalmaznunk. Ezek:

> mindkét oldala numerikusan egyenld kell, hogy legyen;
> mindkét oldala dimenzionalisan homogén kell, hogy legyen.

Az egyenlet oldalainak egyenldsége magatodl értetddik. Jelen alfejezetben
a dimenzionalis homogenitas kovetelményének teljesiilését biztositd szabalyokat
foglaljuk Ossze.

Ha egy Osszefliggés dimenziondlisan homogén és numerikusan helyes
valamely mértékegységrendszerben, akkor ugyancsak helyes barmelyik
kovetkezetesen alkalmazott mértékegységrendszerben.

1. szabaly:
Minden analitikusan levezetett egyenlet bal ¢és jobb oldala azonos
dimenzidjunak, mértékegységlinek kell lennie. Minden szam, mely megjelenik
az egyenletben, dimenziomentesnek (pontosabban 1 dimenzidjinak) kell lennie.
Egy kisérleti iton meghatarozott vagy levezetett képlet esetén a szabaly
ugy modosul, hogy ekkor megengedettek a dimenzids konstansok. Ez az jelenti,
hogy az egyenletben szerepld szamhoz (beleértve magat az 1-t is) rendelhetlink
valamilyen dimenziét. Ha valamelyik konstans rendelkezik dimenzidval, a
képletben szerepld Osszes valtozd dimenzidjat, mértékegységét meg kell
hatdrozni, kiilonben az adott egyenlet fizikailag hasznalhatatlan.
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2. szabaly:

Ha egy elméleti iton levezetett egyenlet egyik vagy mindkét oldalan tobb mint
egy tag Osszeadassal vagy kivonassal 6sszekdtve szerepel, akkor minden ilyen
tag dimenzidja, mértékegysége azonos kell, hogy legyen.

3. szabaly:
A zérus dimenzidja barmennyi €s barmi lehet.

4. szabaly:

Elméletileg levezetett (de, csak a levezetés végeredményeként megjelend)
egyenletben egy transzcendens fliggvény kitevéi ¢€s argumentumai
dimenzidémentesek.

Ha az egyenletet kisérleti uton hatarozzuk meg, akkor a benne megjelend
numerikus egylitthatokat (beleértve az 1-et is) ugy kell beallitani, vagy
szabalyozni, hogy az emlitett kitevOk ¢€s argumentumok dimenzidomentesek
legyenek.

5. szabaly:
Minden dimenzionélisan és numerikusan helyes fizikai Osszekapcsolast leird
egyenlet csak egy fliggd (kimend) valtozot tartalmazhat.

6. szabaly:

Egy grafikon akkor ¢és csakis akkor homogén, azaz barmely
mértékegységrendszerben érvényes a koordinataléptékek megvaltoztatasa
nélkiil, ha a valtozokhoz tarsitott paraméter(ek) dimenzidmentes(ek).

7. szabaly:
Ha egy dimenzionalisan homogén egyenletben minden valtozé dimenzidémentes,
akkor a paraméterek is dimenzidémentesek.

8. szabaly:
Egy dimenziomentes valtoz6 nagysaga invaridns azon dimenzid- &s
mértékegységrendszerre nézve, melyben a valtozo dsszetevoit kifejeztiik.

9. szabaly:

Ha egy mennyiség valamely mértékegységrendszerben dimenzidomentes, akkor
minden mas mértékegységrendszerben is dimenzidmentes.
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IV.4.2. A DIMENZIOANALIiZIS MODSZERE

A dimenzidanalizis modszerének alkalmazasakor a vizsgalt rendszert vagy
folyamatot jellemzd fizikai valtozok felsorolasabol indulunk ki, majd felirjuk
ezen valtozokra a dimenzidomatrixot. Egy nagyon egyszerli példanak vegyiik a
I1.3.3. alfejezetben mar vizsgalt matematikai ingat, és hatdrozzuk meg annak 7
lengésidejét. Ekkor a szoba johetd fizikai jellemzok:

Valtozo neve: Jele: | Dimenzidja: | SI mértékegysége:
Lengésidd T T S
Fonalhossz / L m
Inga tomege m M kg
Nehézségi térerd (gyorsulas) g LT’ ms™

IV 4. Tablazat Vizsgalt fizikai valtozok dimenzionalis jellemzdi

Ebben az esetben a dimenziomatrix:

(IV.4.1)

3
_ O = o N~

N O o = N
O»—‘oog

A dimenziématrix alapjdn mar meghatarozhaték a vizsgalt rendszer,
folyamatot jellemzd dimenzié nélkiili szamok. Tobbféle modszer ismeretes. A
bazisfaktor-modszer probalgatas nélkiil ad eredményt. Az eljaras Iényege, hogy
a dimenzidmatrixot ugynevezett bazisfaktorokra bontjuk, azaz olyan két matrix
szorzatara, amelyek koziil az elsének oszlopai, a masodiknak pedig sorai
linearisan fliggetlenek. A bazismatrixbol pedig meghatarozhatok a fizikai
mennyiségek baziselemei.

A bazisfaktorokra bontas (viszonylag hosszadalmas) miivelete igen
gyakran — gyakorlatilag minden esetben — elkeriilhetd, ezért annak
ismertetésével nem foglalkozunk.

[rjuk az elsé sorba azt a valtozot, amelynek dimenzidja valamelyik
alapdimenzioval megegyezik. Ez legyen a vizsgdlt ingank esetében az /
fonalhossz. Ezzel meghatarozott a dimenzidématrix elsé oszlopanak értelme
(nevezetesen az L-hez tartoz6 hatvanykitevok keriilnek majd az elsé oszlopba).
A tobbi oszlop még hatarozatlan marad:
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L

V.42
/100 ( )

A kovetkezd sorba arra a valtozora vonatkozd hatvanykitevoket irjuk,
amelynek dimenziéja a hosszisdgon kivil maximum egy alapdimenziot
tartalmaz:

0o . (IV.4.3)

L
1
1 -2 0

g

Majd a fenti elv szerint folytatjuk a matrix sorainak feltdltését, azaz esetiinkben:

L T M
P (IV.4.4)
g 1 -2 0
m 0 0 1

Ha az alapdimenzidink elfogytak, a sorok mar tetszés szerint tdlthet6k fel.
Célszert a fliggd valtozot (vagy valtozokat) ekkor az elsd sorba (vagy sorokba)
helyezni.

L T M
[ 1 0 0
g 1 =2 0 (Iv.4.5)
m 0 0o 1
T, 0 1 0
Majd az oszlopokat rendre z;; z»; ..., a sorokat y;; y,; ... betlikkel jeldlve, a
dimenziomatrix az alabbi alakot veszi fel:
Z1 Zp 1z
» 1 0 0
y, 1 =2 0 (IV.4.6)
ys 0 1
yi 0 0

Ezt kovetden fejezzik ki az yi-ket a z-k fiiggvényében (esetiinkben: az
elsd harom) kifejezésbol:
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=2z
v, =2z,—2z, ; (Iv.4.7)
V3 =12

A linedrisan fiiggetlen kifejezésekbdl meghatarozzuk a z-ket, mint y-k
figgvényét:

L =h
5= (IV.4.8)
3=
Mivel:
V=2, (Iv.4.9)
igy felirhat6 a
yo=z =08 (IV.4.10)

egyenldség. Visszatérve az eredeti értelmezéshez (az y-k az egyes fizikai
valtozok dimenzidinak logaritmusat jelentik), a valtozok dimenzid nélkiili
hatvanyszorzatait kapjuk:

lnTO:%(lnl—lng) , (Iv.4.11)

azaz:

wa . (IV.4.12)
g

A (IV.4.10), illetve az abbdl kovetkezd (IV.4.12) egyenlet arra is ramutat,
hogy az elemzés kezdetekor kivalasztott jellemzok koziil az inga tomege nem
befolyasolja a lengésidét. — A T lengésidd nem fiiggvénye az m tomegnek.

A fenti, egyszeri dimenzidanalizisb6l nem jon ki, de a mérési eredmények
alapjan megallapithaté (valamint az irodalmakbol — példaul [IV.3] — mar
ismert), hogy kis kitérések esetén a (IV.4.12) ardnyossag egy 2z érték,
dimenzié nélkiilli ([/] dimenzidju) konstanssal kiegésziilve adja meg a
matematikai inga lengésideje a:
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n=27 |l . (IV.4.12)

g

Osszefliggéssel hatarozhaté meg.
IV.5. FOLYAMATOK HASONLOSAGA

A hasonldsag fogalma és vizsgalata rendkiviil fontos szerepet jatszik a mérnoki
gondolkodasban és tevékenységben. SzigorGan vizsgdlva a vildg minden
jelensége, rendszere egymastol kiilonbozik, nem lehet két azonosat talalni
kozottiik. De ugyannak mondott két jelenség sem lesz azonos egymassal, ha két
kiilonbozo idépontban vizsgaljuk. (Mas megfogalmazéasban: szigortan nézve
minden rendszer varians.)

A fent leirtakbol arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a végtelen sok,
egymastol kiillonbozo jelenség megismerése lehetetlen. Valdjaban ez is lenne a
helyzet, ha az csak arra torekednénk, hogy minden egyes jelenséget
teljességében irjon le.

A mérndki gondolkodas alapja azonban az altalanositas, az absztrakcio.
A fogalomalkotas 1ényegében nem mas, mint a lényeges kozos tulajdonsagok
felismerésével ¢€és a Iényegtelen kiillonbozdségek elhanyagolasdval torténd
csoportositas. Masképpen megfogalmazva, a fogalomalkotas nem mads, mint
valamely k6z6s halmazba rendezés. Ekkor a fogalom a halmaz ,,neve” egyben a
halmaz elemeinek kozos tulajdonsagat is jelenti. Halmazba rendezni mindig
csak valamilyen csoportositasi szempont szerint lehet.

Az egy halmazba tartoz6 elemeknek tehat (bizonyos) kozds
tulajdonsagaik vannak. E koz0s tulajdonsadgok alapjan az egy halmazba tartozo
elemek hasonlok egymashoz. Ebbdl kovetkezik, hogy értelmetlen dolog
altalaban hasonldsagrol beszélni, mindig hozza kell tenni: milyen szempontok,
illetve tulajdonsagok szerinti hasonldsagrol van szo.

A hasonlosag felismerésére és feltételeinek meghatdrozasara a miiszaki
¢letben és a természettudomanyokban azért sziikséges, mert annak segitségével
valamely jelenség vagy rendszer ismert adatainak ismeretében kovetkeztetéseket
tudjunk levonni egy masik jelenségre vagy rendszerre vonatkozoan. Igy képesek
lesziink megoldani valamilyen 1) tervezési, fejlesztési feladatot. Marpedig
mindig a konkrét feladattél fiigg, hogy melyek a Ilényeges vizsgalati,
modellezési szempontok, amelyeknek meg kell egyezniiik, és melyek a
Iényegtelenek, amelyek elemzésétdl eltekinthetiink. (Ne feledjiik a II. fejezetben
megfogalmazott kritériumot, hogy a j6 modellnek a lehetd legegyszeribbnek
kell lennie, de az adott rendszert, folyamatot a célnak megfeleld pontossaggal
kell kozelitenie.) Igy megkiilonboztetjiik a geometriai hasonlosagot és a
jelenségek hasonlosagat.

A hasonlésagi modszer alapja a fizikai valtozok kozotti kapcsolatokat
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kifejezd egyenletek dimenzionalis homogenitasa, ami azt jelenti, hogy az adott

folyamatot leir6 egyenletek a mértékegységrendszer transzformaciojaval
szemben szimmetrikusak.

IV.5.1. A GEOMETRIAI HASONLOSAG

Két kiilonboz6 targy geometrialag hasonld, ha a megfelel6 nagyitassal a
kisebbik a nagyobban teljesen megegyezik. Mas megfogalmazasban: két idom
geometriailag hasonlé egymashoz, ha egyiket a masikba folytonos, linearis
transzformacio viszi at.

A geometriai hasonldsag meghatarozasakor figyelmen kiviil kell hagyni
a targyak ,,mindségét”, és csak a format kell vizsgélni.

A geometriai hasonlosag konnyen felismerhetd, de ugyanakkor nagyon
félrevezetd is lehet. Ha a méretek aranyos ndvelése vagy csokkentése nem
befolydsolna valamely berendezés miikodését, nagyon egyszerti dolgunk lenne.
Nem kellene mast csindlni, csak egyszerlien megépiteni méretaranyosan a
berendezést, ez lenne a modell, és ezen tanulminyozhatndnk az eredeti
tulajdonsagait.

A parhuzamosok euklidészi axidomaja tartalmazza a geometriai
hasonlosag fogalmat: ,,vannak egymashoz hasonlé alakzatok™, azaz barmelyik
geometriai idomot deformalds nélkiil nagyobbithatjuk (vagy kisebbithetjiik), és
ezzel egy masik (az el6z6hoz hasonld) geometriai idomot kapunk.

Ez a meghatdrozas egyenértékli azzal, hogy adott egyeneshez adott
ponton at nem szerkesztheté egynél tobb parhuzamos egyenes. Ez utdbbi az
euklidészi geometriai jellemzd axidmajaként ismeretes. A parhuzamosokra és a
hasonlé idomokra vonatkozé megallapitasok koziil barmelyiket fogadjuk el
bizonyitds nélkiil igaznak (vagyis axidmanak), a mdasik mar tiszta logikai
levezetéssel bizonyithato.

IV.5.2. HO- ES ARAMLASTANI HASONLOSAGOK

Az aero- ¢és termodinamikai kisérletek dontd tobbségét az aramlasba helyezett
test kicsinyitett masan, sz¢€l- vagy vizcsatorndkban végzik el. Ahhoz, hogy két
egymassal geometriailag hasonlod (példaul a valddi és a lekicsinyitett hajotest
koriili) térben az 4ramlds szintén geometriailag hasonld legyen — azaz az
aramvonalak is hasonloak legyenek —, nem elegendd a hatarolo feliiletek
hasonlosaga, hanem az is sziikséges, hogy a kiilonféle eredetli erék is azonos
viszonyban legyenek egymassal.

A hasonlosagelmélet 1ényegében a geometriai hasonlosag fogalméanak
altalanositasa, a folyamatokat a hasonlosagi kritériumok alapjan veti egybe.
Ezek tigynevezett dimenzionélkiili szamok (pontosan fogalmazva a dimenzidjuk
1). Ha két folyamat hasonlésagi kritériumai megegyeznek, akkor az a két fizikai
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folyamat egymassal egybevethetd, attol fliggetleniil, hogy a geometriai méretek,
sebességek, erdhatasok nem egyenlok.
Aramlo kozeg esetén az egyes folyadékrészekre hat a:

gravitacios térer6 (suly): — G;
nyomadsbol szarmazd erd: — P,
surlodasbol szarmazo eré:  — S.

D'ALAMBERT' nyoman a mozgéasegyenleteket Gigy fogalmazhatjuk meg,
hogy ezekkel az erdkkel egyensulyt tart a T gyorsuldsbol szarmazo ugynevezett
tehetetlenségi eré. Igy az aramlasok hasonlosaganak biztositasahoz e négy
erdnek az aranyat kellene alland6 értéken tartani. Miutdn a négy eré egymassal
egyensulyt tart, elegendé ezekbdl harom erd kozott fenndllo két viszonyt
vizsgélni. Természetesen, ilyenkor az er0k viszonya alatt azok abszolut
értékeinek aranyat értjiik.

FROUDE*-szam:

A FROUDE-szam meghatarozdsahoz vizsgajuk meg a tehetetlenségi erd ¢€s stly a
viszonyat:

az egységnyi térfogatl folyadékelemre hat6 stlyerd:
G=pg ; (Iv.s.1)
az egységnyi térfogatra hato tehetetlenségi erd:
T=-pa . (Iv.5.2)

A gyorsulasra a dimenzidanalizisben hasznalt meggondolasok alapjan az
alabbi aranyossagot irhatjuk fel:

2

a NCT (IV.5.3)

ahol:

[ — az aramlésba helyezett test jellemzd hosszmértékegységii geometriai

' D’Alambert, Jean-Baptiste le Rond (1717-1783): Francia fizikus, matematikus, természetfilozofus. A francia
felvildgosodas vezetd alakjai kozé tartozott. Az analitikus mechanika egyik megalapitoja.

2 Froude, William (1810-1879): brit mémok. O alkalmazta elséként gyakorlatban a hasonlésagi torvényt a
folyadékok mechanikédjaban. Modellkisérleteihez eldszor hasznalt kisérleti vizmedencét.
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mérete.

Ellendrizziik le a fenti (IV.5.3) egyenlet helyességét, behelyettesitve a
két valtozé dimenzidjat:

(L)

_ (L2T72 )L—l — LT ,

ami gyorsulds dimenzidjaval egyezik, tehidt az aradnyossag -elfogadhato.
Belathatjuk gy is az egyenlet helyességét, hogy a centrifugalis gyorsuldsra
gondolunk. Igy, a fenti aranyossag alapjan felirhatjuk, hogy:

2
C

T-pS (IV.5.4)

Ekkor a tehetetlenségi és a térerd viszonya:

2
C
pP— 2
_L :;E - (IV.5.5)

QN

Ezen viszonyszam

Fr=—S (IV.5.6)

négyzetgyokét nevezzilk a FROUDE-féle szdmnak. Az olyan daramlastani
jelenségek hasonlosaganal, amelyeknél a térerd lényeges szerepet jatszik
(példaul folyadékfelszinen keletkezd hullamok vizsgalata) a FROUDE-szamok
egyenldsége a donto.

REYNOLDS -szdm

A REYNOLDS-szam meghatarozasahoz vizsgdljuk meg a tehetetlenségi és a
surl6do erdk viszonyat.

Az egységnyi térfogatra — példaként az x iranyban — hat6 surlodasi erd
a NAVIER-STOKES egyenlet (1asd V.5.1. alfejezetben) alapjan:

3 Reynolds, Osborne (1842-1912): angol fizikus. Jelentds munkat végzett a kozeg belsd strlodasanak
vizsgélataban.
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S ~ull (IV.5.7)

Alkalmazva a 1V.3.3. alfejezetben megfogalmazott n-ed renddi derivalt
dimenzidjaval kapcsolatos — a (IV.3.7) egyenlettel leirt — tételt::

c

S~ ns (IV.5.8)

A (IV.5.4) és a (IV.5.8) egyenletek alapjan irhatjuk fel a tehetetlenségi és
a surlodasi erdk aranyat:

()

P
T Z1r_pd (IV.5.9)
A) u

7]

\I‘\J‘Q‘N‘Q

Felhasznalva a kinematikai viszkozitési tényezd meghatarozasanak

y=H (IV.5.10)
2

Osszefliggését kapjuk a REYNOLDS-szam egyenletét, azaz:

Re=L (IV.5.11)

14

Az aramlo kozegbe teljesen alameriil6 testek kortili aramlasnal, valamint
az olyan térben torténd aramlés esetén, melyet a kozeg teljesen kitolt (példaul a
hidraulikai rendszerekben) a REYNOLDS-szam azonossaga a hasonlosag feltétele.

A ho- és aramlastanban leginkabb alkalmazott két fenti hasonlosdgi szam

részletes ismertetése utan, most az egyéb — koztiik a hétanban is — eléforduld
hasonlosagi kritériumokat soroljuk fel, azok levezetése, igazolasa nélkiil.
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STROUHAL®-szdm:

Az aramlas instacionaritdsanak a gazdinamikai jellemzokre gyakorolt hatdsat
leird szam:

Sh = % , (IV.5.9)
ahol:
T — az instacioner folyamatra jellemz6 1d6.

NUSSELT -szdm:

A hoéatadas jellemzésére szolgald hasonldsagi kritérium:
=% (IV.5.10)

ahol:
a — héatadasi tényezo.
PECLET -szdam:

A kozeg belsé energiandvekedésének ¢és a kozolt honek a viszonyat leird
kritérium:

Pe=vi ‘32” : (IV.5.11)

ahol:

¢ — a kozeg 4llando nyomdson vett fajhdje;

4 Strouhal, Vincenz (1850-1922): cseh fizikus. A surlodasi hangok vizsgalataban ért el kiemelkedd
eredményeket.

* Nusselt, Ernst Kraft Wilhelm (1882 —1957): német mérndk. A réla elnevezett dramlastani hasonlosagi szam
kidolgozoja.

8 péclet Jean Claude Eugeéne (1793-1857): francia fizikus. A parizsi Ecole Normale-ben tanult a szintén neves
GAY-Lussac-al egyiitt, majd a Collége de Marseille, az Ecole Normale és az Ecole Centrale des Arts et
Manufactures professzoraként tevékenykedett.
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PRANDTL -szdm:

A gézban végbemend molekularis impulzus-, és hoatviteli folyamatok viszonyat
megado szam:

Pr= c;“ , (IV.5.12)
ahol:
A — a kozeg hovezetési tényezdje.

A PRANDTL-szam meghatarozhaté a PECLET-szdm és a REYNOLDS-szam
hanyadosaként, azaz:

_Pe

P IV.5.13).
T ( )
A PRANDTL-szdm reciproka a STANTON-szdm.
si= (IV.5.14)
C[)ﬂ

A turbulens dramlasra vonatkoztatott y, turbulens viszkozitassal €és a A,
turbulens hdvezetési tényezOvel szamitott PRANDTL-szam az ugynevezett
turbulens PRANDTL-szam:

Pr = cﬁﬂ“f : (IV.5.15)

(4

KNUDSEN®*-szdm:

A gazmolekuldk {itkozések kozti s atlagos szabad uthossza €s az [ jellemzo
linearis geometriai méret aranya:

Kn = (IV.5.16)

~ |«

7 Prandtl, Ludwig (1875-1953): német fizikus, aerodinamikus. Nevéhez fiiz6dik a Gottingeni Kisérleti
Aerodinamikai Allomés létrehozasa. Fontos szerepe volt a véges szarny elméletének kidolgozasaban és a
hatéarréteg-elmélet megalapozasiban. Ot tekintik a modern hidro- és aerodinamika megalapitjanak.

8 Knudsen, Martin (1871-1949): dan fizikus. A hangelnyelést tanulmanyozta és adta meg annak helyes
magyarazatat.
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Kn » I esetén: a kozeg igen ritka (példaul vakuum);
Kn « I esetén: a kozeg homogén (szilard) testként kezelhetd.

EULER’-szdm:

A gaz tehetetlenségi, illetve a nyomaseséstol fliggd erdk viszonyat kifejezd
szam:

Eu= (IV.5.17)

ahol:
Ap — a gaz nyomasesese.
CHAUCHY"-szdm:

A kozeg Osszenyomhatosaga és az dramlasba helyezett test rugalmassaga kozotti
viszonyt kifejez6 szam:

Ca=t | (IV.5.18)
E
ahol:
E — az aramlasba helyezett test rugalmassagi modulusa.

GRASHOF"'-szdm:

Szabad aramlasban a térerd és a surlodési erdk ardnyat kifejezd hasonlosagi
kritérium:

_ 3
Gr=P po% ,

o R

(IV.5.19)
ahol:

® Euler, Leonard (1707-1783): svéjci matematikus, fizikus. Munkéasiga meghatarozo jelentéségii az analitikus
geometria, a trigonometria, valamint az integralszamitas teriiletén. Maradando6 eredményei fizikaban az
aramlasokra vonatkozé mozgasegyenletek, a merev testek mechanikajat leird analitikus modszerek és a hangtani
vizsgalatok.

" Chauchy, Augustin (1789-1857): francia matematikus. A parizsi hadmémokok képzésére szolgalé FEcole
Polytechnique hallgatdja volt. 1848-t61 a Sorbonne professzora.

""" Grashof Franc (1826-1893): német mérndk. A karlsruhei egyetemen az alkalmazott mechanika és a
teoretikus gépészet tanara volt.
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A a statikus felhajtoero kifejezése.

MACH"-szdm:

Mivel az aramlési sebesség ¢és a hang terjedési sebességének viszonya
meghataroz6 egy =zavards hatdsanak kitett aramlasi zona kiterjedésének
szempontjabol, ezért a két sebesség dimenzid nélkiili viszonyszdmat, mint
jellemz6 hasonlosagi kritériumot fogjuk fel, amelyet MACH-szamnak nevezziik:

M=5 (IV.5.20)
a
ahol:
a — a HELYT (!) hangsebesség.
A MACH-szam bevezetésével az dramlasokat feloszthatjuk (alapvetden):
M<I — hangsebesség alatti,
illetve
M>1 — hangsebesség feletti
aramlasra.

Ha az aramlasi sebesség kisebb a helyi hangsebességnél, a zavards a
teljes térben észlelhetd, mig ha az d4ramldsi sebesség nagyobb a
hangsebességnél, a zavarforras hatasa csak a csucsaval railleszkedd, a térben
rogzitett helyzetli zavardsi kiip — az ngynevezett MACH-kip — belsejében
terjed. Természetesen mas fontos kiilonbség is talalhat6é a hangsebesség alatti és
feletti aramlasok kozt. Tovabba lényeges miiszaki kérdések meriilnek fel amikor
az araml6 kozeg sebessége atlépi a hangsebességet.

12 Mach, Ernst (1838-1916): osztrak fizikus, filozofus. Elséként tanulményozta a hangnal nagyobb sebességii
aramlasokat. Filozofiai nézetei komoly hatassal voltak a XX. szazad fizikajara.
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V. FEJEZET

FIZIKAI FOLYAMATOK LEIRASA

V.1. BEVEZETES

Rendszerek matematikai modellezése soran — explicit vagy implicit forméban
— az alapvetd fizikai torvényszeriiségeket alkalmazzuk. Tisztan gépészeti,
mechanikai rendszerek esetén e fizikai torvényszeriiségek alapvetdéen a merev
testek mechanikdja, illetve a hd- és aramlastan teriileteihez tartoznak. Korszert,
integralt rendszerek modellezése esetén mas (példaul villamossagtani)
torvényszeriségeket is fugyelembe kell venniink.

Egy determinisztikus stacioner rendszermodell felallitdsakor lényegében
a részegységek kozti anyagaram egyenldséget, valamint az er6-, a nyomaték-
illetve munka-, vagy teljesitményegyenstlyokat leir6 matematikai egyenleteket
alkalmazzuk. Instacioner modellezés esetén pedig az energia- vagy
tomegvaltozast, illetve — az eré-, vagy nyomaték egyenldtlenség esetén
alkalmazand6 — az impulzus-, a perdiilet-, vagy a munka-tételt leiré formulakat
alkalmazzuk.

A konyv jelen fejezetében a fizikai — ezeken beliill a mechanikai,
valamint a ho-, és aramlastani — folyamatokat leird altalanos egyenletek
ismertetésére keriil sor. El8szor a fizikai jellemzdk valtozasat, transzportjat leird
altalanos transzportegyenlet differencial-, és integral alapjait ismerheti meg a
Tisztelt Olvasd. Az V 4. fejezetben az anyagaramok vizsgalatat végezziik el —
a mar megismert altalanos transzportegyenlet alkalmazasaval. Ezt kovetden az
eré- €s nyomaték egyenstlyok és egyenldtlenségek elemzését, leirdsat végezziik
el. Végezetil a munkatétellel kapcsolatos, a gépészeti matematikai
modellalkotas szempontjabol fontosabb ismereteket 6sszegezziik.

V.2. AFEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

—  feliilet;

—  altalanos extenziv fizikai jellemzo;
altalanos fizikai jellemzd;

—  feliiletvektor

—  sebesség

—  helyvektor;

— 1do

e BN T
|
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V.3 AZ ALTALANOS TRANSZPORTEGYENLET

A matematikai modellalkotas soran fel kell irnunk a vizsgalt anyag, adott fizikai
jellemzd, vagy energiaforma valtozasat, illetve aramlasat a modellezett technikai
rendszerben vagy fizikai térben. Ezt — a konkrét esetekben jelentds eltéréseket
mutatd — feladatot egyszerlien a most targyalasra keriild torvényszerliség
értelemszerli, az adott modellezési problémara torténd alkalmazasaval tudjuk
megoldani.

V.3.1. A LAGRANGE- ES AZ EULER-FELE LEIRASI MOD

Az anyagaram kinematikdjanak vizsgalatakor két kiilonboz6 targyaldsi mod
szerint jarhatunk el. A LAGRANGE'-t6] szarmaz6 leirasi méd a pontrendszerek
mechanikdjdban haszndlatos eljards, mig az FEuler-féle leirds a kontinuum
szemléleten alapszik.

LAGRANGE-féle leirasi mod

A anyag mozgdsat mint az egyes elemi rendszerek helyzeteinek 7 id6 szerinti
valtozasat irja le. Ehhez el0szor is meg kell kiilonboztetniink az egyes elemi
rendszereket. Az elemi rendszer lehet egy atom, molekula, egy kontinuum
kivalasztott egyébként mozgod kis tartoméanya, az atomok adott halmaza 4ltal
meghatarozott mozgd, esetleg torzuld térfogatelem. Képzeljiik el, hogy egy 7,
id6pillanatban ismerjiik az 6sszes elemi rendszer pillanatnyi helyzetét, vagyis —
az i-edik elem esetén — az ezt megado r; helyvektort. Ez az r; vektor — mint
név a személyt — a vizsgalat sordn egyértelmlien megkiilonbdzteti az adott
elemi rendszert. Az f altalanos fizikai mennyiséget is az elemi rendszerhez,
elemi tartomanyhoz kotjiikk. Az f ,.egyiitt mozog” a kijel6lt tartomannyal. A
tdmegaram mozgasat az egyes elemi rendszerek 7 idopillanatban elfoglalt térbeli
helyzetét megado

r=r(r;r) (V.3.1)
altalanos egyenlet irja le, amit a V.1. dbra szemléltet.

Egy kiszemelt — ¢és az r; vektorral megjelolt — tomegelem f fizikai
jellemzdjének értékét (mikozben az r; vektor allando) az:

fi = fi(r;;7) (V.3.2)

egyenlettel irhatjuk le.

! Lagrange, Joseph Louis (1736—1813): francia matematikus, fizikus. A newtoni mechanikat analitikus formaba
ontotte. JelentGsek az algebrai egyenletekre vonatkozo, a variaciészamitas €s a szamelmélet terén elért
eredményei. Mar 19 évesen a torinoi tiizériskolan tanitott.
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B//iﬁm7

X

V.1. abra LAGRANGE-f¢le leirasi mod alkalmazasa sebesség vizsgalata esetén
A — az elemi rendszer helye a 7, idOpillanatban;
B — az elemi rendszer helye a 7 idOpillanatban.

A LAGRANGE-féle szemlélet igy az f fizikai jellemzdt is (példaul
hémérséklet, mozgasmennyiség) az adott elemi rendszerhez koti. Igy jol titkrozi
a fizikai valdsagot, mivel ezen jellemzdket valoban az anyagi részecskék
hordozzdk. Ezért ezt a targyaldsi modot szokas anmyagi leirasnak, vagy
masképpen szubsztancialis reprezentacionak is nevezni.

Ezt a szemlelétet ott célszerli alkalmazni, ahol a vizsgalat soran egy
kiszemelt anyaghalmaz egyedi sorsat, jellemzdinek valtozasat elemezziik. De
alkalmazasaval lehet altalanos, az anyag egészére vonatkoz6 kovetkeztetéseket
is levonni. A LAGRANGE-féle leirasi modot alkalmaztunk példaul a I1.3.3.
alfejezetben, amikor a matematikai inga sebességét, kitérését irtuk le. A leirdsi
mod hétranyaként egyértelmiien az mutatkozik, hogy konkrét miiszaki feladat
megoldasara, egyszerli matematikai forméja ellenére is, nehezen alkalmazhato.
Gondoljunk csak bele, hogy az 1 cm’ térfogatn, fizikai normalallapoti
(Ty = 273,15 K; py = 101325 Pa) gazban 2,7 - 10" szamt molekula talalhato.
Mindegyikdjiik mozgasanak leirdsa elég hosszadalmas lenne.

EULER-féle leirasi mod

Ez a targyalasi mod nem az egyes tomegelemek mozgasanak részletes idobeni
lefolyasat koveti nyomon, hanem a kozeg f fizikai jellemz6jét a tér és az id6
fliggvényeként adja meg a

f=f0) (V.3.3)
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V. Fizikai folyamatok leirdsa

altalanos alakban, att6l fiiggetleniil, hogy a kozeg melyik elemi része
tartozkodik a tér r helyvektorral jelolt pontjdban a 7 idépillanatban (V.2 4bra).

V.2. dbra Euler-féle targyalasi mod alkalmazéasa sebesség vizsgalata esetén

Az (V.3.3) egyenlet r ¢és 7 fiiggetlen valtozoit Euler-féle valtozoknak is
nevezzik.

Ezen felfogas szerint példaul a sebesség és a gyorsulds nem az anyaghoz,
hanem a térhez kotott jellemz0d, szemben a szubsztancidlis leirdsi moddal. Ezért
ezt a targyaldsmodot térbeli leirasnak is nevezik.

Az FEuler-féle targyalasmod matematikailag sokkal egyszeriibb, jobban
megfelel a mérési gyakorlatban altaldnosan alkalmazott mdodszereknek is. Mivel
az araml6 kozegben a fizikai jellemzdket rendszerint nem az dramléssal egyiitt
mozg6, hanem a mérdtérben rogzitett miiszerrel tudjuk mérni.

A késébbiekben — néhany kivételtdl eltekintve — az Euler-féle leirasi
modot fogjuk kovetni (példaul az 1.4. fejezetben is mar ezt tettiik).

A (V.3.3) egyenlet egy altalanos, az tgynevezett haromméretii fizikai teret ir
le — amely lehet instacioner ¢és inhomogén is. Kiilonleges esetekben
természetesen ez az egyenlet modosulni, egyszeriisddni fog. A kovetkezOkben
az ilyen fizikai tereket mutatjuk be, roviden.

Talalhatunk olyan fizikai tereket, ahol az egymassal parhuzamos sikok
allapotjelzd eloszlasai megegyeznek. Az ilyen aramlésokat kétméretii vagy
sikaramlasoknak nevezziik. Sikaramldsnak tekinthetjiilk példaul a végtelen
szarny koriili aramlést. Ekkor, az ugynevezett kétméretii fizikai tér esetén az
(V.3.3) altalanos egyenlet az

f=flesr)= flxy7) (V.3.4)
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alakot veszi fel.

Ha a kozeg mozgasa lehet olyan is, hogy az aramvonalak parhuzamos
egyenesek vagy egymassal egybevagd térgorbék, ekkor egyméretii, vagy
egydimenzios aramlasr6l — mas fizikai jellemzok leirdsa esetén egyméretii
fizikai térr6l — beszéliink. Ekkor az f fizikai jellemzd eloszlasat leiro (V.3.3)
egyenlet altaldban a

f=flx1) (V.3.5)

skalar—skalar fiiggvényként kezelhetd. Egyméretli &ramlasnak feltételezziilk — a
kozeget surlodasmentesnek feltételezve — a csOvezetékekben torténd aramlast.

V.3.2. AZ ALTALANOS TRANSZPORT EGYENLET DIFFERENCIAL ALAKJA

Az adramld kozeg fizikai jellemzOinek valtozésa és mozgéasa kozott szoros
kapcsolat all fenn. Az Euler-féle szemléletmod helyhez kototten adja meg a
fizikai jellemzOk iddébeni valtozasat — lasd az (V.3.3) egyenletet. Ezek
Osszessége viszont nem azonos az anyag fizikai allapotanak valtozasaval. Ezért
most az Euler-téle reprezentacioé felhasznalasaval irjuk le ugyanazon kontinuum
elem (elemi rendszer) f fizikai jellemzdje id6beni valtozasanak vizsgalatat.

Az f éltalanos fizikai jellemz6 idobeli valtozasat — vagy mas (példaul
fizikai) szemlélet esetén valtozasi gyorsasagat — az (V.3.3) egyenlet id6 szerinti
derivaltjaval kapjuk meg, amely

d(/(r;7)) _o(f(r;7)) o/ (rsz)) or (V.3.6)

dr or or or

alaku lesz.

Az egyenlet jobb oldalanak elsé tagja az f(r;z) fliggvény 7 id6 szerinti
parcialis derivaltja. A masodik tag pedig az f(r,7) fliggvény r helyvektor szerinti
parcialis derivaltjanak és a kozegelem helyzetét leird r(z) belso fiiggvény 7 ido
szerinti derivaltjanak szorzata (az Osszetett fliggvények derivalasanal
alkalmazott tigynevezett lancszabaly alapjan). Ez utobbi differencialhdnyadosrol
pedig koztudott, hogy a vizsgalt elemi rendszer sebességét jelenti. (mivel a
sebesség a helyvektor id6 szerinti valtozasa — matematikailag derivaltja), azaz:

dr or or

d(/(r;z)) _o(/(r7)) oU/(mr)) | (V.3.7)

A fenti, (V.3.7) kifejezés az altalanos transzportegyenlet differencial
alakja. Fizikailag mit is jelent ez az egyenlet?
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> Az (V.3.7) egyenlet bal oldala egy kontinuum elem (szubsztancia) f(r,t)
figgvénnyel leirhato fizikai jellemz6jének id6beni valtozasat adja meg.
Ezta

d(/(r;7))
acen (V.3.8)

valtozast az fjellemz6 szubsztancialis valtozasanak nevezziik.
> Az (V.3.7) egyenlet jobb oldaldnak els6

a(ffgrr ) (V.3.9)

tagja a lokalis valtozas, amely az f fizikai jellemzdnek a tér egy rogzitett
helyén id6ben bekovetkezd valtozasat fejezi ki.

> Konvektiv valtozasnak nevezziik az (V.3.7) egyenlet jobb oldaldnak
masodik

a(f(r;7))
vl (V.3.10)

tagjat. Ez a kontinuum elem f jellemzdjének azt a valtozasat fejezi ki,
amelyet az adott iddpillanatban az elemi rendszer az f mennyiség fizikai
terében torténd sajat mozgasa kovetkeztében szenved el.

Koénnyen belathatd, hogy az (V.3.7) egyenlet a Lagrange- és az Euler-féle
reprezentacio kozott képez hidat.

Ha a fizikai tér homogén, vagyis

—0 (V.3.11)

of(r;))
or

akkor az aramlo kozeg fizikai jellemzdje csak az 1dd fliggvényében valtozhat,
azaz a szubsztancidlis valtozds azonosan egyenld lesz a lokalis valtozassal.
Hasonlo eset all fenn, ha a fizikai tér inhomogén, de a kozeg nem aramlik,
mivel.
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Stacioner fizikai tér esetén, ha

KAVALLLYZ) JY B (V.3.12)

az aramlé kontinuum elem fizikai jellemzdje csak akkor valtozhat, ha ez a
jellemz6 a térben valtozik, azaz ha van konvektiv valtozasa.

V.3.3. AZ ALTALANOS TRANSZPORT EGYENLET INTEGRAL ALAKJA

Az altalanos transzport egyenlet felirasahoz most kdssiik ki, hogy az f'egy F-el
jelolt extenziv altalanos fizikai jellemzd striisége legyen.

b
V.3. dbra Az altalanos transzportegyenlet felirasa
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Egy V térfogatl rendszer esetén a két valtozd kozti 6sszefliggés az

F(r)= If(r;r)dV (V.3.13)

V(r)

integrallal irhato le. Az F(z) jellemz6 id6beli valtozasat a

4 pr)=L jfr 4 (V.3.14)

dr Tyl

integréllal adhatjuk meg, melynek levezetéséhez hasznaljuk fel a

crer

[ jf r; T}IV} = l1m[ If v,V — '[f ;7 )V (V.3.15)

A0
V(r : A T V(zo+A7) V(7o)

hatarértéket.
A jobb oldal els6 integraljat ki kell terjeszteniink a V(z,) térfogat 7)+A7
id6pillanatban 1évo

V(e, +A7)=V(z,)+AV(z, + A7) (V.3.16)

megvaltozott térfogatara. Ez a térfogatvaltozas két Osszetevo ereddje. Ez elsd
Osszetevd az ugymond belépd térfogat, melyet a V.3.b abran vizszintesen
vonalkazott teriilettel jeldlink. A madasik komponens pedig — az abran
fiiggdleges vonalkazassal lathaté — tUgynevezett kilépd térfogat. Ezek
figyelembevételével az (V.3.15) egyenlet az aldbbi alakuva valik:

LZT [ £l T)dV:| -

V(7o) =1,
lim .

= lim

At — 0470

If(r;ro+Af}iV+ Jf(r;rO+Ar}1V— J.f(r;fo}iV:|:

_V(ro) AV (zo+A7) V(7o)
(V.3.17)

=limL Ifrf0+Ar frsz)dv + jf(r;rO+Ar}iV:|=

Ar—0
AT |V (z) AV (zo+A7)

= | lim L{f(r;z'o +A7)— f(r;z, )JdV + J. lim Lf(r T, + ATV

A 0 A 0
vl 20 AT A (nean) 20 AT

Az egyenlet jobb oldaldnak elsd integrandusa — a differencidlhdnyados
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definicidja alapjan — az f fizikai jellemz6 7 1d6 szerinti parcialis derivaltjaval
egyenld, azaz:

limL{f(r;rO+Az')—f(r;ro)}dV= j MV , (V.3.18)
Vo) 70 AT ) OF

amely a mar rogzitett alaku-, és helyzetli tartoméanyra szdmitott integral lesz, és
amit célszerti az (V.3.8) egyenlet jobb oldalanak elsd tagjaval (az f fizikai
jellemzd lokéalis valtozasaval) 6sszehasonlitani.

A jobb oldal mésodik tagja tovabbi vizsgalatdhoz — mivel az a kozeg
aramlasabol adodd AV(ry+A4r) térfogatvaltozds hatasat fejezi ki — a dV
differencialt elemi térfogataramnak vegytiik és vezessiik be a

dV = Are(r;7)dA (V.3.19)

kifejezést, ahol:

dA elemi feliiletvektor.

Ekkor:

1
Iim — flr;z,+ At dV = | lim — f(r;7, + A7 )Azelr;z, JdA =
AV(TUW)AHOA,f( o +ATH ] tim, S (ra  ArAw(rz,

(V.3.21)
jhmfr 7, +AT)e(r;7, A = Jfr 7, )e(r; 7, A

(4)
Ez utobbi egyenldség a

lim f(r;z, +A7)= f(r;7,)

A0

hatarérték miatt all fenn.

Figyelembe véve, hogy vizsgdlatunkat tetszéleges 7, iddpillanatban
végeztilk, annak kiilon jelolése elhagyhato. Igy az (V.3.18) egyenlet és az
(V.3.20) egyenldségek figyelembevételével az (V.3.15) egyenlet az alabbi alakot
veszi fel:

iF(r):j fé dV+jfr t)e(r;z)dA| (V.3.21)

V(7o) (4)

amely az altalanos transzport-egyenlet integral alakja.
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Az egyenlet fizikailag gy értelmezendd, hogy az aramlo kozegben
tetszes szerint kijelolt rendszer valamely F' extenziv jellemzdjének

%F(T)

szubsztancialis megvaltozasa két részbdl tevodik:

> egyrészt az extenziv jellemzd a rendszerrel éppen fedésben 1évé V
térfogatban bekovetkezo

[ L)y

lokalis valtozasbol.

= masrészt az extenziv jellemz6é a V térfogatot koriilhataroldo A feliileten
1d6egység alatt athaladé anyaggal érkezd, illetve tdvozd

[ Feso)e(rir)aa

(4)
mennyiségébdl, azaz a konvektiv valtozasbal.

V.4. AZ ANYAGARAM VIZSGALATA

A miszaki rendszerek matematikai modelljének egyik altalanosan eléforduld
fontos részfeladata a modellezett rendszeren beliili kontinuum aram leirasa. Az
Osszenyomhatd6 — vagy Osszenyomhatatlannak nem tekintheté — kozeg
aramlasa esetén létezik egy fontos kérdés, melynek targyaldsat célszeri kiilon
vizsgélnunk. Ehhez célszeri alkalmaznunk, majd azt — a levonandd
kovetkeztetések szempontjabdl — elemezniink az el6z0 fejezetben leir altaldnos
transzportegyenletet ~az  araml6  kézeg  mennyiségére, azaz az
anyagmegmaradasra.

V.4.1. AFOLYTONOSSAGI TORVENY

Az anyagmegmaradas elvét aramlo (cseppfolyds vagy légnemil) kontinuumra
leird Osszefiiggést hivjuk a folytonossag torvényének.

A folytonossag torvénye kimondja, hogy tetszoleges zart rendszerben a
kozeg m tomege az dramlas soran nem valtozhat, mai matematikai formaban
felirva:
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dm

e V4.l
o (V.4.1)

Mivel m tomeg extenziv jellemzo, a V.3.3. alfejezetben leirtak szerint,
annak strlisége a p (tomeg)stirtiség. Igy az (V.3.21) egyenlet alapjan az

F=m ¢ésaz f=p

formalis behelyettesitéssel a folytonossagi torvény integral alakja az aldbbi
formaban irhato fel:

dm op
—= | =dV + dA =0 . V4.2
dr (;[) or (}[)pc ( )

Az (V.4.2) egyenlet szerint, ha a V ellendrz6 térfogatba az azt hatarold 4
ellendrzofeliileten keresztiil adott id6 alatt nagyobb tomeg aramlik be, mint
amennyi tavozik, akkor tulstilyban kell kel lenni azon térfogatrészeknek, ahol a
kozeg stirlisége idoben ndvekszik, és forditva.

A kozeg aramcsdben torténé — vagyis egyméretii — stacioner aramlasa
esetén az aramvonalakra merdleges keresztmetszet minden egyes pontjdban
egyforma sebességgel és strtiséggel rendelkezik, azaz e két jellemz6 csak az
aramvonal mentén mért ivhossznak a fliggvénye. Mivel az dramcsd palastjan
kozeg nem Iéphet &t csak az 4; és A, jelolésli be-, és kilépd keresztmetszeten
1éphet ki vagy be kozeg. Ekkor az (V.4.2) egyenlet a

picd = pye,4,
vagy egyszeriibben: (V.4.3)
pcA = allando

alakot fogja felvenni, mely bal oldaldnak differencialjarol tudjuk, hogy zérus,
azaz:

i =" a5+ M e s Mgy (V.4.4)
op oc 04

Ha az (V.4.3) egyenletbdl a parcialis differencidlhdnyadosokat meghatarozzuk:
cAdp+ pAdc+ pcdA=0 (V.4.5)

amit pcd = 0-val osztva, megkapjuk a keresett egyenletet:
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dp , de  dd _

T (V.4.6)

V.4.2. OSSZENYOMHATO KOZEG EGYMERETU ARAMLASA
Az Osszenyomhatd kozeg valtozd Kkeresztmetszeti aramcsOben torténd

izentropikus dramlasanak vizsgéalatahoz kiindulasképpen a nyitott rendszerre
érvényes energia egyenletet alkalmazzuk [V.4]; [V.6] . Ez a

2

%ﬂ' = allandé (V.4.7)
alakban irhato fel, ahol:
i — az aramlo kozeg fajlagos entalpidja és a

i=c,T (V4.8)
illetve a

di=vip=" (V.4.9)
el

modokon szamithato, ahol:
Cp — a kozeg allandé nyomason vett fajhoje.

A elemzésiinkhoz irjuk fel az energia egyenlet

di+cdc:d—p+cdc:0 , (V.4.10)
P

illetve a folytonossagi torvény egyméretli &ramlasara felirt

de  dp  dd_

0 V4.1l
et ( )

differencial alakjat. Az (V.4.10) egyenletet alakitsuk at felhaszndlva a hang
gazokban torténd terjedése sebességének

98



V. Fizikai folyamatok leirdsa

o [
dp
Osszefliggését [V.6]:
@+cdc:d—pd—p+cdc=azd—p+cdc:o . (V.4.12)
p dp p p
Ebbdl:
dp _ _cde (V.4.13)
Yol a

amit ha az (V.4.11) egyenletbe behelyettesitiink, és azt atrendezziik, az alabbi
egyenletet kapjuk:

d4 _cde _de _cdcc _de (V.4.14)

2 2
A a ¢ a ¢ c¢

Alkalmazva a MACH-szam fogalmat — lasd a (IV.5.20) egyenletet —, alakul ki
a keresett kifejezés:

%:WA”@ _ (V.4.15)

c

A fenti egyenlet fontos gazdinamikai torvényszeriiséget fejez ki, az
aramlasi keresztmetszet €s az aramlasi sebesség valtozasanak kapcsolatarol:

> ha az dramlas hangsebesség alatti — azaz M < | —, akkor az &ramldasi
keresztmetszet ndvekedéséhez sebességesokkenés tartozik és forditva;

> hangsebesség feletti aramlaskor — azaz M > | —, a keresztmetszet
novekedéséhez sebességndvekedées tartozik és forditva;

> az aramlasi csatorna legszlikebb keresztmetszetében, amikor d4 = 0
vagy M = 1, vagy dc = 0 érték tartozik. M = [ eset — azaz a
hangsebesség elérése — csak az dramlasi csatorna legkisebb

keresztmetszetében torténhet.
Most vizsgaljuk meg egy tartalybol sziikiild csatornan keresztiil torténd

izentropikus gazkiaramlast (V.4. dbra) a kovetkezé gondolatmenet tiikkrében:
Ha a kidramld gaz sebessége a szlikiild csatorndban novekszik — az
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energia egyenlet (és az energia megmaradas) értelmében entalpidja, azaz
homérséklete csokken. Ha csokken a gaz homérséklete, csokken a gézban a
hang terjedési sebessége. Igy kialakulhat egy olyan éallapot, amikor a gaz

aramlési sebessége egyenld lesz a helyi hangsebességgel.
Mikor kovetkezik be ez a jelenség?

Po po. T

V.4. abra A kritikus allapotjelzk meghatarozasa
Ehhez alkalmazzuk az adiabatikus hangsebesség
a,, =KkRT
egyenletét [V.6], ahol:

K — a gaz adiabatikus kitevdje;
R — a gaz gazalanddja.

Valamint hatarozzuk meg a
azaz a

energia egyenletbdl az d&ramlo kdzeg sebességét:
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c= ZLlR(TO—T) . (V.4.17)

K —

A fenti gondolatmenet szerint az (V.4.16) és az (V.4.17) egyenletek bal
oldalai az adott esetben egyenldk, tehat akkor a jobb oldalak is, azaz:

2;§Tﬂﬂ—ﬂ=Jﬁﬁ : (V.4.18)

Hatdrozzuk meg ¢és Tj;-ként jeloljik azt a homérsékletet, ahol a
sebességek egyenlové valnak.

2 R(T,~T,,)= kRT,,, . (V.4.19)

K' —
Ty =Ty = KT_lTkm (V.4.20)
%=[K_1+QEM=(K+I}@, : (V.421)

2 2
Ebbol:
2
I (V.4.22)
K+1

A hozza tartozo py,;, jelti kritikus nyomas:

2 Vea
N . V.4.23
plml pO(K-’rl) ( )
A pii kritikus slirtiség:
1
_ (2)“‘ (V.4.24)
P = Po P . -

A kritikus sebesség értéke a
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ckrit = KRT,

krit

2 2 p
Chit =4/ 7% = ——
K+1 k+1 p,

kifejezések segitségével hatarozhatdé meg.

A fenti egyenletekkel meghatarozott allapotjelzoket Kkritikus
allapotjelzéknek nevezziik.

Kétatomos gazok ¢és keverékeik — példaul a levegd annak tekinthetd —
esetén a kritikus értékek:

(V.4.25)

P = 0,528p,
pkrit = 07634100 (V 4 26)
T, = 08337, o

¢ =0,913a,

De miért kritikus az az allapot, amit ezek a paraméterek meghataroznak?
Hol alakul ki ez az allapot az dramlasi csatornaban?

Kritikus sebesség — azaz a helyi hangsebesség — az aramlasi csatorna
legkisebb keresztmetszetében fog kialakulni. Ezt igazoltuk az (V.4.15)
egyenlettel.

Viszont ha a kritikus hangsebességet a legkisebb keresztmetszetben éri el
a kiaramlo gaz, akkor ott helyi hangsebességnél nagyobb sebességet nem tudunk
elérni. Ez pedig azt jelenti, hogy ha az aramlési csatorna legsziikebb
keresztmetszetében elérjiik a kritikus sebességet — kialakul a kritikus allapot —
, tovabb novelni nem tudjuk a csatornan atdramld kozeg tomegaramat. Ezt a
jelenséget szokas Uigy is nevezni, hogy a keresztmetszet, vagy a csatorna
lezar.

Ez a jelenség 1ép fel gazturbindk 4llo lapatkoszoraindl, illetve a
sugarhajtomivek fuavocsoveinél, illetve (rossz méretezés esetén) kialakulhat a
dugattytis héerdgépek kipufogd rendszerében is.

Vizsgaljuk meg a tartalybol kidramld kozeg tOmegéaramat a tartalyban
uralkodo, illetve a kdrnyezeti nyomasok aranyai fliggvényében. A folytonossagi
torvény €s a hétani alapegyenletek felhasznalasaval — a levezetést mellézve —,
a tomegaram az alabbi mddon hatarozhat6 meg:

x-1

2 K-l
=425 p.p, (pJK —(Pj . (V.4.27)
k-1 Po Po

A fenti egyenlettel leirt fliggvény menetét lathatjuk az V.5. abran. A K-
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val jelolt tetOponttdl balra esd részét szaggatott vonallal rajzolt gorbe
szemlélteti.

.
I

K

.
T max

|
[
|
[
I
|
I
|
I
I
[
|
1
L

Py Py
V.5. dbra Tomegaram valtozasa a nyomasviszony fiiggvényében

Ha 0sszehasonlitjuk az (V.4.27) 0Osszefliggés altal meghatarozott
fliggvényt az elobb megismertekkel, érdekes képet kapunk.

A K maximum ponttdl jobbra a tapasztalat és a fliggvény értéke
megegyezik. Ha csokkentjiilk a kornyezeti, vagy mas néven ellennyomast, a
tartalybol kidramlo gaz tdmegarama ndvekszik.

A kritikus nyomasviszony elérése utan hidba csokkentjiik az
ellennyomast, a kiaramlé tomegaram allandé értékii (maximalis) marad. Ekkor
mar nem fog az aramlési sebesség értéke novekedni a csatorna
végkeresztmetszetében. Ezt mutatja az abran a K ponttol balra a folytonos vonal.

A maximalis tomegaramot az alabbi egyenlettel tudjuk meghatarozni:

2
. 2 \«t
mmax = Akril \/ZKlpopO(K"'rlj . (V428)

K+

V.4.3. A GAZDINAMIKAI FUGGVENYEK

A fentiekben leirt fizikai tOrvényszeriiségek figyelembevételével a
kompresszibilis kdzeg egyméretli aramlasanak vizsgalata (példaul a gazturbinas
hajtomiivek modellezése) soran a kozeg paramétereinek leirdsara az igynevezett
gazdinamikai fiiggvényeket alkalmazzuk (lasd a VL.8. fejezetet). A dimenzio
nélkiili gdzdinamikai fliggvények — a levezetések mellézése nélkiil:
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sebességviszony:
C
A=— (V.4.29)
Ckrit
homérsékletviszony:
T(ﬂ)—l—Z—:ﬂz : (V.4.30)
nyomdsviszony:
H(ﬂ){l—::fjm ; (V.431)
suriségviszony:
1
g(ﬂ):( —Z:f]“ ; (V.4.31)
tomegdram viszony:
, i
g(2)="""= zg(z)(’f;j“ . (V.4.32)
mmax

V.5. EROK ES NYOMATEKOK VIZSGALATA
NEWTON’ elsé térvénye kimondja, hogy:

., Minden test megmarad a nyugalom vagy az egyenesvonalu egyenletes mozgas
allapotaban, amig red hato erok ennek az dllapotnak a megvaltoztatisara nem
kényszeritik.” [V.8]

Ezen kozismert fizikai alaptorvény alapjan konnyen belathatd, hogy egy
gépészeti rendszer akkor fog id6ben allandd moddon miikddni, ha a
részegységeire hatd erok és nyomatékok ereddi zérusértékiiek. Tehat stacioner

* Newton, Sir Isaac (1643—1727): angol fizikus, matematikus. Kora tudomanyos életének s egyben a tudomany
torténetének is egyik legkiemelkeddbb alakja. Munkassagaval a korabbi statikus vilagkép helyett dinamikus,
egységes vilagszemléletet adott, amely megteremtette a mechanikus materializmus természettudomanyos
alapjait.
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matematikai modell felirdsa esetén az erd- €s/vagy nyomatéki egyensulyokat
kell felirnunk az adott részegységekre.

Instacioner rendszermodellezés esetén a kinetika tételeit kell
alkalmaznunk, azaz felirnunk a modellezett rendszer elemeire. Ezért jelen
alfejezetben ezen fizikai torvényszertiségeket ismertetjiik — ha sziikséges, kiilon
a merev testekre €s az araml6 kozegre alkalmazva.

V.5.1. NEWTON MASODIK TORVENYE

NEWTON masodik torvénye a dinamika alaptérvényének tekinthetd, melynek
megfogalmazasa a kdvetkezo:

A mozgas valtozasa aranyos a mozgato erével, és a valtozas iranya egyezik az
ero iranyaval.” [V.8]

Matematikailag megfogalmazva:
F=ma . (V.51

Newton szovegébdl kideriil, hogy az itt szerepld F erd az anyagi pontra hatod
erdk ereddjét jelenti. Igy, az erdk fliggetlensége alapjan :

a=Ya==— (V.5.2)

azaz a tOmegpont gyorsuldsa a rdhatdo F; erék altal eldidézett a; gyorsuldsok
Osszegével egyenlo.

Merev testre — sajatossagaibol adéddéan — koncentralt, vonalmentén-, feliileten
megoszlo, és térbeli erdk hathatnak. Vizsgélataink soran mind a négy tipust er6t
figyelembe kell venniink, illetve azt eldonteniink, hogy a vizsgalati, modellezési
szempontok alapjan, mely erék hagyhatok figyelmen kiviil.

Példaul egy tomegkozéppontjaba koncentralt merevtestre hatd erdk
ismeretében a test gyorsulasai (és az azokbdl szamithato mas paraméterek)
meghatdrozhatok. A repiilésmechanikai vizsgélataink sordn a repiiléshez
sziilkséges  teljesitmény  elemzésekor  ugynevezett pontszeri  (azaz
tomegkozéppontjaba koncentralt) repiildgépet vizsgalunk. Ekkor, természetesen
nem foglalkozunk a repiilégépre (pontosabban fogalmazva a repiilégép
sulypontjara) haté nyomatékokkal.

A strlodasmentes kozeg aramlasanak dinamikai alapegyenletét LEONARD EULER
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svajci matematikus ¢és fizikus irta fel Newton masodik torvényének
alkalmazaséaval az idealis kontinuum aramlasara.

Az EULER egyenlet felirdsanak els6 1épéseként, az (V.5.1) egyenlet bal
oldaldnak meghatarozasa érdekében, vizsgaljuk meg egy tetszéleges alaku
ellendrzo térfogatra hato erdket (V.3. ébra).

A rendszer egy adott, elemi térfogati részére hat6 dF, igynevezett elemi
térfogati er6 az alabbi mdédon hatarozhaté meg:

dF, = pgdV (V.5.3)
Az egész rendszerre hat6 térfogati erdk ereddje pedig az

F, = [ pgav (V.5.4)

")

térfogati integrallal lesz egyenld.

Egy feliiletelemre hato dF; feliileti erd nagysaga egyenesen aranyos a
feliiletelem, valamint a rendszer, illetve a kornyezet kozti nyomaskiilonbség
nagysagaval. Iranya ellentétes a feliiletelem vektoranak irdnyaval (mivel az
mindig a rendszerbdl kifelé mutat), azaz:

dF, =-pdA (V.5.5)
Az egész rendszerre hat6 feliileti erdk ereddje pedig az:

F,=— [ pdA (V.5.6)

(4)

feliileti integrallal hatdrozhaté meg.
Mivel az idealis kozeg aramlésa esetén surlddasi erd nem lép fel, a
rendszerre hat6 erdk ereddje az alabbi mddon irhato fel:

F= [pgdV - [pda . (V.5.7)

) (4)

A tovabbi vizsgalataink érdekében az (V.5.6) egyenletet alakitsuk at a
GAUSS'~OSZTROGRADSZKIJ tétel felhasznalasaval:

* Gauss, Karl Friedrich (1777-1855): német matematikus, fizikus. Sokoldald, korszakalkoto munkassaga révén
kortarsai "princeps mathematicorum" a matematika fejedelmének nevezték. Gottingeni tanulmanyai alatt
ismerkedett meg ¢és kotott baratsagot Bolyai Farkassal.

’ Osztrogradszkij, Mihail Vasziljevics (1801-1862): orosz matematikus. Alapveté eredményei sziilettek az
analizis, az elméleti mechanika és a matematikai fizika teriiletein.
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J-pdA = .[gradpdV . (V.5.8)
) )

Ez alapjan az ered6 er6t meghatarozo (V.5.7) egyenlet a

F= ngdV— JgradpdV: j [g—;gradp}pdV (V.5.9)

) ) )

alakot veszi fel.
Kovetkezd 1épésként az (V.5.1) egyenlet jobb oldaldnak részletes
leirasahoz vegyiik eld a korabban leirtakbdl a tomeg €s a stirtiség kozotti

m= | pdv (V.5.10)

)

kapcsolatot — lasd (V.3.13) egyenlet.

Az aramlé kozeg gyorsuldsa meghatarozhaté az altalanos transzport
egyenlet differencial alakjanak — (V.3.7) egyenlet — felhasznalasaval.
Figyelembe véve az aramlo kontinuum mozgdsformait, a konvektiv gyorsulas
két OsszetevOore bonthatd. Ezek kozil az els6 — az (V.5.11) egyenlet jobb
oldalanak masodik tagja — a sebességnagysaganak térbeli valtozasat adja meg.
Meég az (V.5.11) egyenlet jobb oldalanak harmadik tagja a sebesség iranyanak
helyszerinti valtozasat fejezi ki. (Az Osszefiiggés levezetésétol — terjedelmi
okok miatt — itt eltekintiink. Vektor-analitikus igazoldsa az [V.6] irodalomban
részletesen tanulméanyozhato.)

2

ac(r;r)-i-grad[ch—cxrotc (V.5.11)

T

a=

egyenletét. Ezek alapjan felirhat6, hogy:

ma= .[ {ac(r;r)Jrgrad(c;J—cxrotc}pdV . (V.5.12)

& or

Az (V.5.9) és az (V.5.12) egyenletek alapjan az (V.5.1) egyenlet az

| [g—;gradp}pdh

)

.[ |:6C((;;T)+grad[ ZJ—cxrotc}pdV (V513)

C
") 2

alakot vesz fel.
Mivel vizsgalatunkat tetszéleges térfogati rendszerre végeztiik el, az
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(V.5.13) egyenldség a benne szerepld integrandus egyenldségét is jelenti, azaz:

ac(r;7)

T

2

g—lgradp: +grad(c2j—c><rotc . (V.5.14)
P

Ez az EULER egyenlet, ami az dramlastan alapegyenlete. Maga az EULER
egyenlet a koznapi miszaki gyakorlatban — bar alakilag egyszeri — nem
alkalmazhat6. Ennek oka a benne szerepldé matematikai miiveletek konkrét

esetre torténd megoldasanak bonyolultsaga. De, a késobbiekben — a BERNOULLI
egyenlet felirasanal — az EULER egyenletet fogjuk felhasznalni.

A NAVIER’-STOKES’ egyenlet a surlodasos kozeg dramlasanak alapegyenlete,
Newton méasodik térvényének felirdsa a strlodasos kozeg aramlasara. Mivel a
NAVIER—-STOKES egyenlet Iényegében a kordbban megismert EULER egyenlet
ugymond surlodasos parja, levezetése hasonloan torténhet.

Surlodéasos kontinuum esetén a feliileti er6k nem csak — az idedlis
kozegnél mar megismert — a feliiletre merdlegesen haté nyomasbol, hanem a
kozeg surlodasabol is keletkezhetnek. Ezeket, mint feliiletegységre jutd erdket
tudjuk jellemezni, amit — a szilardsagtanbol atvett kifejezéssel —
fesziiltségeknek neveziink. A fenti fizikai megfontolast figyelembe véve, a
bonyolult vektoranalitikus levezetést melldzve az Osszenyomhatatlan kozeg
aramlasara felirt NAVIER—STOKES egyenlet az alabbi alakot veszi fel:

2

g+VAc—grad£=2j+grad(C2j—c><rotc . (V.5.15)

Az egyenlet bal oldalanak masodik tagja fejezi ki a kdzeg surlodasa
kovetkeztében fellépo erdket, és ahol:

A — a LAPLACE® operator:

2. .
= i+—j+—Kk . V.5.16
o) o ( )

Egy valos éramlas modellezésekor a NAVIER-STOKES egyenletet
alkalmazzuk az 4aramlasba helyezett test fala mentén kialakulé hatarréteg

S Navier, Louis (1785-1836): francia fizikus. A rugalmassag elméletével és a folyadékok strlodasaval
foglalkozott. A ,,gyorsulasarol nevezetes” Coriolis kdzvetlen munkatarsa volt.

7 Stokes, Sir George Gabriel (1819-1903): brit matematikus, fizikus. Nevéhez fiizédik a mozgé folyadékok
surlodasanak modern elmélete valamint a nevét viseli egy altalanosan alkalmazott integraltétel is.

8 Laplace, Piere Simon (1749-1827): francia matematikus, csillagasz. Tanulmanyait a beaumonti katonai
iskolaban végezte. Késébb az Ecole Militaire matematika tanarava nevezték ki.
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vizsgélatakor. A hatarréteken kivil — ahol a kozeg surlédasmentesnek
tekinthet6 — az EULER egyenletet alkalmazzuk.

V.5.2. AZ IMPULZUS TETEL
A merev testek mechanikdjdban alkalmazott elsé sulypont-tétel kimondja:

Tetszoleges mechanikai rendszer impulzusa vagy mozgdsmennyisége a sulypont
c sebességenek és a rendszer m tomegének szorzataval egyenlo, azaz:

I=mc . (V.5.17)
A masodik sulypontétel pedig a kovetkezdket mondja ki:

Tetszoleges mechanikai rendszer impulzusanak idoszerinti derivaltja (véltozas)
egyrészt a sulypont gyorsulasanak és a rendszer tomegének szorzataval
(m=const. esetén), masreészt a rendszerre hato erdk ésszegével egyenlo, azaz:

dd

EIE(MC)ZZIMZZF . (V518)
Merev testek esetén az V.5.1. alfejezetben leirt megfontolasok alkalmazhatdak,
azaz figyelembe kell venniink a koncentrélt, vonalmentén-, feliileten megoszlo

¢s térbeli erdket, illetve el kell hanyagolnunk azokat, melyek a modellezési
vizsgalataink szempontjabol nem célszeri figyelembe venniink.

Az aerodinamika impulzus tétele altalanos alakjanak felirasat a fenti, (V.5.18)
egyenlet alapjan végezziik el (V.3. abra).

Elsdként irjuk fel az (V.5.18) egyenlet jobb oldalat, a kozegre hatd
erdket, az Euler egyenlet felirdsanal mar meghatarozott modon, azaz:

Y F=[pgdv - [pda . (V.5.19)

) (4)

Az egyenlet bal oldalanak felirasahoz az altalanos transzportegyenlet
integral alakjat — az (V.3.21) egyenlet — felhasznaljuk az

F=1=mc ¢ésaz f=pc

formalis behelyettesitéssel. Igy az impulzus tétel altalanos alakja az alabbi
forméban irhato fel:
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a_ jMdm [edin= [ pgav - [ paa| (V.5.20)
dr 5, 07 () ) ()

Fizikai tartalma a kovetkez6: Egy nyitott rendszeren athaladd kozeg
mozgasmennyiségének idéegységre jutd megvaltozasa (a bal oldal) egyrészt a
rendszerhatdron atlépd kontinuumhoz kototten be-, és kidramld impulzusok
kiilonbsége (a ,,kozépsod oldal” masodik tagja, masrészt a rendszerre hatd erdkre
)jobb oldal) vezethetd vissza. Meg kell jegyezni, hogy e fenti két hatas
kiilonbségét fejezi ki a ,,kdzEépsd oldal” elsd tagja. Ez a tag az ellendrzd feliileten
belil maradd részecskék mozgasmennyiségének valtozasat (a lokalis
impulzusvaltozast) adja meg és stacioner aramlés esetén azonosan zérussal lesz
egyenld. [gy az id6allé aramlasra felirt impulzus tétel:

[edi= [ pgav - [ pda (V.5.21)

(4) ) (4)

alaku lesz

A=A, + A5+ A, + 4,
A’:A; |A3|A}—’

V.6. dbra Az impulzus tétel alkalmazasa

A gyakorlati alkalmazas szempontjabdl célszerli a feliileti erdket
szétvalasztani. Vegylik kiilon az ellendrzd feliilet A” jeli, igynevezett szabad
(példaul az V.6. dbran a pontvonalak), az aramlasba helyezett testtel vagy az
aramlast hatarolo fallal nem érintkezd, részét, illetve a test aramlasra gyakorolt
Fr feliileti eréket. Igy:

[pdA= [pdA-F, . (V.5.22)

(4) (4

AZ (V.5.22) kifejezés alapjan az dramlastani impulzus tétel staciondrius
aramlasra az
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[edin= [ pgav - [ pdA+F, (V.5.23)
(4 ) (4

alakban irhato fel.

A fenti egyenlet felirdsaval és megoldasaval meg tudjuk hatarozni, hogy
egy nyitott rendszerbe be- és kilépd kontinuum mozgidsmennyisége
(pontosabban impulzusarama) hogyan valtozott meg, azaz milyen erdk hatottak
az kozegre a rendszeren beliil. Meghatarozhatjuk azt, hogy rendszer (példaul egy
csovezeték rendszer) vagy az dramlasba helyezett test (példaul a légcsavar vagy
ventilator) milyen erével hat a kontinuumra. A D’ ALAMBERT elv alapjan viszont
kimondhatd, hogy az dramlo kozeg ugyanekkora nagysagu, de ellentétes irdnyt
erével hat a rendszerre, illetve az aramlasba helyezett testre.

V.5.3. APERDULET TETEL

Egy m tomegli, ¢ sebességgel mozgd anyagi pontnak a tér valamely tetszés
szerinti — rp helyvektorral megadott — P pontjara vett Il impulzusnyomatékan
(més néven perdiiletén) a

M=(r—r,)xcem (V.5.24)

vektort értjiik.

V.7. abra Perdiilet tétel felirasa

Fontos itt megjegyezni, hogy tobb — altalaban a merevtestek mozgasat
vizsgaldo — szakirodalom (koztiik példaul az [V.8]) értelmezésében a fenti
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egyenlet a perdiilet tétel. Mas (alapvetden ho- és aramlastani) szakirodalmak
(példaul [V.3] — [V.6]) viszont a késObbiekben szerepld Osszefiiggéseket tekinti
a perdiilet tételnek, melyek az el6zéekben emlitett irodalmak a perdiilet-
impulzus tételnek nevezik.

Tovabbiakban — az egyszerlibb irasmod érdekében — a viszonyitasi
rendszer origdjat a P pontban helyezziik el, igy:

r, =0

Egy tetszOleges merev test sulypontjara vett impulzusnyomatékanak
idéegységre es6 megvaltozasa egyenld a testre hato kiils erdk sulypontra vett
nyomatékainak ereddjével, azaz:

C:TH Y (V.5.25)
T

Ha a merev test sikmozgast végez, a sulyponti z tengelyre felirt perdiilet tétel az

alabbi alakot veszi fel (a részletes, vektoralgebrai levezetés a [V.8] irodalomban
tanulmanyozhato):

—J6o=M, , (V.5.26)

ahol:
J. — a merev test z tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka.

A (V.5.25) egyenlet alapjan kijelenthetd, ha egy merev testre hatd
nyomatékok ereddje nem zérus (vektor), akkor az adott test (példaul a gép
fogorésze vagy tengelye) az eredd nyomaték és a test tehetetlenségi
nyomatékanak fliggvényében szoggyorsulast fog végezni, azaz szogsebessége,
fordulatszdma valtozni fog. Ezt a torvényszerliséget hasznalhatjuk fel példaul
egy gazturbinas hajtomil instacioner termikus modelljének felallitasakor is.

A perdiilet-tétel aramlastanban hasznalatos formajanak felirasahoz alkalmazzuk
az altalanos transzportegyenlet integral alakjat — az (V.3.21) egyenletet — az

F=Il=rxme ¢ésaz f=rxpc

formalis behelyettesitéssel. [gy — az impulzus tétel felirisaval analég moédon —
az (V.5.25) egyenlet bal oldala az alabbi formaban irhato fel:
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%: I %[p(rxc)]dV+ Ip(rxc)ch (V.5.27)
(@) (4)

Az (V.5.25) egyenlet jobb oldala részletesen a nyomaték és az erd kozti
M=rxF

kapcsolat felhasznalasaval az (V.5.25) egyenlet jobb oldala alapjan irhato fel, az
alabbi modon:

Y M= [rxpgdV - [rxpdA+M, (V.5.28)
") (A"
ahol:
Mr — az aramlésba helyezett test vagy az aramlast hatarolé fal kozegre

gyakorolt erdinek nyomatéka, azaz:
M, =1y xF;
Az (V.5.27) és az (V.5.28) kifejezések alapjan az aramléstan

impulzusnyomatéki tétele (figyelembe véve a V.5.2. alfejezetben leirt levezetést
¢s annak indoklasait):

Ii[p(r xe)lav + jp(rxc)ch: _[r x pgdV — jrxpdA+MR , (V.5.29)
07 ) ) )

illetve stacioner aramlas esetén, mivel akkor:

J ai[p(r xc)]dV =0 5

) ot

Ip(rxc)ch: Irxpng— J‘r><pdA+MR . (V.5.30)
(4) ) (4

Az  impulzusnyomatéki  tétel legfontosabb  alkalmazasa az
aramlastechnikai gépek (szivattyuk, kompresszorok, turbindk) teriiletén van.
Példaul, ezen gépek miikdodésének alapelvét kifejezd, tgynevezett Euler-féle
turbina egyenlet legegyszerlibben a perdiilet tétel segitségével tudjuk
modellezni.

113



V. Fizikai folyamatok leirdsa

V.6. A MUNKA-TETEL

Ha egy anyagi pont egy F er6 hatdsara ds elmozdulast végez, akkor az F er6 ds
elemi ton végzett fizikai munkajat a

dW = Fds (V.6.1)
skalaris szorzattal hatarozzuk meg. A fizikai munka csak az er6tdl és az altala
létrehozott elmozdulastol fligg, az anyagi pont tomege ¢€s elmozdulds ideje
kdzOmbos.

Egy c¢ sebességgel mozgd, dm tomegli anyagi pont mozgasi (kinetikus)

energidjan a

m

dE :%czdm (V.6.2)

mennyiséget értjik.

A kinetika munkatétele kimondja, hogy:

Tetszoleges — mechanikai  rendszeren a  rendszerre hato  erck egy
idointervallumban végzett munkaja egyenlo a rendszer mozgasi energiajanak az

adott idointervallum alatti megvaltozasaval. [V .8]

Az tugynevezett Orvénymentes, konzervativ, vagy potencidlos erétérrol
besz¢llink, ha a hozza tartdz6 térerdsség a

g(r;7)=—grad g(r; 7) (V.6.3)
forméban hatarozhat6 meg, ahol:

¢(r;z) — az erbtér potencidlja, amely az egységnyi tomegli test
munkavégzo képességét jelenti.

Ha egy konzervativ erdétérben egy m tomegii anyagi pont mozog két
tetszoleges pont kdzott az erétérbdl ra hatod

F, =gm

g
erd
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W, = [Eds = (g, ) (V.6.4)

1

nagysagu munkat végez, azaz csak a kezdd és végpontbeli potencialis energia
kiilonbségével egyenld. Ekkor barmely két tetszOleges pont kozott befutott
palyagorbe nem befolyasolja az ehhez sziikséges befektetendd, vagy igy
nyerhetd munka csak a mozgas kezd6 és végpontjatol (pontosabban fogalmazva
az azokhoz rendelt potencialjatol) fiigg.

A kinetika fent emlitett munkatétele szerint viszont a mozgési energia a

I/Vl2 = EmZ _Eml

kiilonbséggel egyenld. A munka fenti két egyenldségébodl
Em2 _Eml = m(¢l _¢2)

vagy

E, +m¢ =E ,+mg, =W, . (V.6.5)

ml

A fenti egyenlet alapjan kijelenthetjiik, hogy egy konzervativ erétérben
mozgod tdmegre az erétér hatdsan kiviil mas er6 nem hat, a tomeg mozgasi €s
potencidlos, helyzeti energidinak Osszege alland6. Az energidknak az eldbbi
egyensulyat azok az er6k nem zavarjak meg, amelyek a mozgés soran fizikai
munkat nem végeznek. Ha mas, munkat végzo erd is hat a merev testre, akkor a
fenti egyensuly megbomlik.

Aramlo kontimuumok energiavaltozasainak leirasara a rajuk jellemz6
er6hatasok ¢és mozgasformdk figyelembevételével, az EULER-egyenlet alapjan
irhato le. Ezt a torvényszerliséget el6szor DANIEL BERNOULLI' svijci
matematikus ¢és fizikus vezette le.

A BERNOULLI egyenlet az EULER egyenlet az aramlasi tér két tetszdleges
pontja kozti vonalmenti integralasaval nyerhetd. igy er6 jellegii (dimenzidjn)
mennyiségek ,,elmozdulassal vald szorzasaval” munka, energia jellegli skalar
valtozokat kapunk — lasd az (V.6.1) egyenletet —, melyek mérése és szamitasi
kezelése egyszerlibb, a gyakorlati életben jobban hasznalhatobb.

A BERNOULLI egyenlet levezetéséhez eloszor tételezziik fel, hogy a g
er6tér orvénymentes €s Orvényes erdterek ereddje, azaz:

10 Bernoulli, Daniel (1700-1782): svajci matematikus, fizikus. A hires Bernoulli csaladd — mely harom
generacion beliil kilenc matematikust adott — tagja. Tudomanyos munkajat foleg Szentpétervaron és Bazelben
folytatta.
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g=—gradg+g, , (V.6.6)
ahol:
gn — az orvényes erdtér térerdsség vektora.

fgy a kiinduld Euler — azaz a (V.5.14) — egyenlet (atrendezés utan) az alabbi
alakot veszi fel:

2
@—cxrotc+grad ¢ +grad¢—gu+grad£:0 . (V.6.7)
or 2 P
@
e ra
ds

V.8. dbra A BERNOULLI egyenlet felirasa

A BERNOULLI egyenlet ezen kifejezés vonalmenti integraljabol adoédik.
Az integralast az aramlasi tér barmely (O és @ jelti) két pontja kozott,
tetszOleges utvonalon végezhetjiik el (V.8. abra). Ekkor:

toc. 7 ¢ —c ¢ tdp
[Sds—[exroteds+ =2t +[g, — g |- [ g ds+ [ =0 (V.6.8)
1 82‘ 1 2 1 . 1 p
ahol a bal oldal:
t dc
1. tagja: jgds a sebesség nagysaganak idébeni valtozasabol;
1
2
2. tagja: jc xroteds a sebességtér orvényességébol;
1
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22

3. tagja: = 5 © az eltérd sebességnagysagokbol;

4. tagja: (6, -4 ] a potencidlos (6rvénymentes) erétérbdl;
2

5. tagja: jg",ds a nem potencidlos (6rvényes) erétérbol;
1
2

. dp . ; . _—

6. tagja: j; a valtoz6 nyomaseloszlasbol

1

szarmazo, vagy elleniikben befektetendd munkakat jelentik.

A ,kdznapi” mérnoki gyakorlatban éaltaldban a BERNOULLI egyenlet
inkompresszibilis kozeg gravitaciés erdétérben torténé stacioner,
orvénymentes aramlasra felirt alakja is elegend6. De azt fontos
hangstlyoznunk, hogy csak a fenti feltételeket kielégitdé aramlast lehet
vizsgéalnunk a tovabbiakban felirdsra keriilé Osszefliggésekkel. Ekkor az (V.6.8)
egyenleten az alabbi egyszertisitések végezhetdk el:

1. tag: zérussal lesz egyenld, mert az aramlod kozeg jellemzdéi idében nem
valtoznak;
2. tag: zérussal lesz egyenld, mert az d&ramlas 6rvénymentes;

4. tag: felhasznalva, hogy a gravitacios erdtérben a kdzeg potencialja
¢ =gh (V.6.9)

egyenlettel hatarozhaté meg, ahol:

h — a vizsgalt pont zérus helyzeti energidju helyhez viszonyitott
magassaga.
g — a nehézségi gyorsulas;

5. tag: értéke zérussa valik, mert a gravitacios erdtér orvénymentes;

6. tag: az alabbi alakot veszi fel:

[ Ligp=tp (V.6.10)

mert az 6sszenyomhatatlan kdzeg stirtisége allando, ezért a p stiriség az integral
jel elé kiemelhetd.
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A fenti atalakitas utdn a BERNOULLI egyenlet:

; P

2
< © P
—+gh+—=—"+gh, +—
2 gn o 2 &n,

(V.6.11)

2
o+ = dllands
2 P

alakot veszi fel. Az (V.6.11) egyenlet minkét oldalanak g nehézségi gyorsulassal
vald osztdsa esetén:

2
—+h +ﬁ—c—2+hz+&

2 2
& rE g rg (V.6.12)

—— =dllando

egyenletet kapjuk, melynek minden tagja hossz (,,magassag”) dimenzioju. Az
els6 tagot sebességi, a masodikat geometriai, mig a harmadikat
nyomasmagassagnak is nevezziik. A BERNOULLI egyenlet ezen alakjat gyakran
energia egyenletként is értelmezik. Az elsé tag valoban az egységnyi tomegii
kozeg kinetika, a masodik tag pedig a potencidlos (helyzeti) energidjat jelenti a
tér valamely pontjan. Viszont fogalmilag helytelen a harmadik tag
»,hyomasenergia” elnevezése, mert ez nem energia, hanem az egységnyi tomegi
kontinuum altal a nyomasbol szarmaz6 erd ellenében végzett munka, amikor a
kozeg a vizsgalt ponton athalad — ez az attolasi munka.
Ha az (V.6.11) egyenlet oldalait a p slirlisséggel szorozzuk, azt a

P P
ch +0gh + p, 25622 +pgh, + p,

Y (V.6.13)
—C
2

+ pgh+ p = allando

formaban irhatjuk fel. Ekkor nyomdésdimenzidji tagokat kapunk. Konnyen
belathatd, hogy az egyenlet elsé tagja a térfogategységnyi kozeg kinetikai, a
masodik pedig a potencialos energiajat jelenti a tér valamely pontjan. Ezek a
tagok tehat energia stirliségként is értelmezhetdk.

Vizszintes vagy elhanyagolhatd szintkiilonbségli aramlas esetén a h
geometriai magassag kiilonbség zérusnak tekinthetd. Ilyen esetekben az (V.6.13)
egyenlet a

gcz + p =dllandé = p, (V.6.14)
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alakot veszi fel, ahol az elsé tagot dinamikus nyomasnak, a masodik tagok
statikus nyomasnak nevezziik. A két nyomas 0sszege — a ,,k0z¢éps6 oldalon”
talalhat6 allando — pedig az ugynevezett 6ssznyomas.

Az aramlésba helyezett merev test feliiletének azon pontjaiban, ahol az
aramlasi sebesség zérusra csokken, a (V.6.14) kifejezés értelmében 6ssznyomadst
mérhetiink. Az ilyen pontokat torlépontoknak nevezziik.
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VI. FEJEZET

DETERMINISZTIKUS RENDSZERMODELLEZES

VI.1. BEVEZETES

A valos technikai rendszerekben lejatsz6do fizikai folyamatokat altalaban
determinisztikus modellek irjuk le. Jelen fejezetben a determinisztikus
matematikai  rendszermodellezés  kiilonbozé6  modszereit  ismertetjiik.
Természetesen, a mérnoki gyakorlatban az ismertetetésre keriilé eljarasokon tal
tobb is alkalmazhatd. Mivel jelen konyv egyik {6 célja a Szerzd eddigi
tudomanyos munkajanak rendszerezd Osszegzése, igy csak az 4ltala korabban
alkalmazott technikdk bemutatdsara kertil sor.

A VIL3. fejezetben a nemlinedris matematikai modellek felallitasi és
megoldasi lehetdségeit ismerheti meg az Olvaso, egy ,,allatorvos egyetemi 160”-ra
emlékeztetd rendszer példdjan keresztiil. Itt roviden kitériink a kiilonféle
numerikus matematikai megoldasi algoritmusokra is, melyekrdl részletesen
tobbek kozt a felhasznalt irodalmakban felsorolt publikaciokban olvashatunk. A
VI1.4. fejezet a linearis diagnosztikai modellezést mutatja be. Az ezt kovetd
fejezetek a matematikai modellek alkalmazasi lehetdségeit szemlélteti a mérnoki
gyakorlatban. A Szerzd ezen témakorrel kapcsolatos eredményei, tobbek kozott,
a [VL.8] — [VI.13] és [VI.16] irodalmakbol ismerhetd meg részletesebben.

VI.2. A FEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

D —  szlras;

M —  varhato érték;

R;r —  korrelacios egyiitthato

X; — i-edik fliggetlen valtozo

Vi —  i-edik fiiggd valtozo

€ —  megkivant kozelitési pontossag;

n —  altaldnos paraméter (valdsziniliségi valtozo);
U —  altalanos valdsziniiségi valtozo.

VI.3. NEMLINEARIS MODELLEZES

Jelen fejezetben egy nemlinearis determinisztikus matematikai modell
felallitasat és megoldasi médjait ismertetjlik, egy mintapéldan keresztiil. A VI.1.
abra szemlélteti a modellezendd rendszer blokkdiagramjat.

Ekkor kijelenthetjiik, hogy az I.; II.; IIl. és IV. aggregatokbol &llo
halmaz jelenti a rendszert, mivel ezek egyiittes miikdodését vizsgaljuk. Ez a
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rendszer a kornyezettol k; i; k és [ gerjesztd jeleket kap €s azokra m valaszjellel
reagal — azaz a rendszer tobb bemenetli, egy kimenetli (MISO).

Egy rendszer matematikai modelljének felallitdsat a rendszer
funkcionalis — a modellezett iizemmod szempontjdbol fontos —
részegységeinek (aggregatjainak) meghatarozasaval kell kezdeni.

h i k1
BT
RENDSZER

________________________________________________________________________

VI.1. dbra A modellezett rendszer blokkdiagramja

A funkcionalis részegységekre bontaskor eldszor ki kell szlirni azokat az
aggregatokat, melyek a rendszer modellezett 6sszmiikodésében alapvetden nem
vesznek részt — azaz passziv elemek. Ezt a feladatot alapvetden a rendszerben
lejatszod6 folyamat fogalmi modellezésével tudjuk elvégezni. Példaul egy
pneumatikus rendszer allandosult iizemmoddjanak modellezésekor el kell
tekinteniink a sziir6ktél. Mivel a szlirok el6tti €és utani nyomasok a rendszer
allandosult — példaul befékezett — allapotaban kiegyenlitédnek, ezért azokat,
mint fojtasok nem sziikséges figyelembe venni. De, ugyanezen rendszer Kki-,
vagy befékezési folyamatanak modellezésekor figyelembe kell venniink.

Ezt kovetden a részegységek kozti kapcsolatot célszerii megvizsgalni —
a kapcsolati graf felrajzolasdval és annak vizsgalatdval. Ezt az elemzést fOleg
akkor javasolt elvégezni, ha a rendszer sok részegységet tartalmaz, mert akkor a
koztiik 1év6 kapcsolat nehezen kezelhetd ,,fejben”.
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A VI.2. abra a fenti, mintapélda rendszer kapcsolati grafjat, illetve a
(VL.3.1) egyenlet a graf szomszédossagi matrixat szemlélteti.

i ¥ Y

VI1.2. abra. A modellezett rendszer kapcsolati grafja

01 0 O
0 01 1
A= (VL3.1)
1 0 0 O
0 0 0 O

A (V1.3.1) egyenlettel megadott szomszédossagi matrix alapjan a graf
(azaz a rendszer) elérhetdségi matrixa — a IIL.4. fejezetben ismertetett eljaras
alapjan:

1 1 1 1

A (V1.3.2)
1 1 1 1
0 0 0 O

Az elérhet6ségi matrixbol jol lathatd, hogy a IV. jelii aggregatban
lejatsz6do folyamat nincs hatdssal a rendszer tobbi elemére. Ezzel egy 1dében
megallapithatd, hogy a madsik harom elemben fellépd valamilyen paraméter
eltérés, meghibasodas hatast gyakorol a tobbi elem miikddésére is.

Kovetkezd feladat a kivalasztott részegségek be- és kimend jellemzoit kell
megvizsgalnunk és a koztiik 1évé fizikai kapcsolatot felirnunk — a I1.5.1.

alfejezetben mar ismertetett eljardsok valamelyikével. Ez esetiinkben:

s I. berendezés:

a=hca (VL3.3)
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> II. berendezés:

b=a-i+f ; (VL.3.4)
> II1. berendezés:
c=br* (V1.3.5)
> IV. berendezés:
1
m= 2"12’ , (V1.3.6)

vagy formailag egyszeriibb, vektor—vektor fiiggvény alakban:

fy=gx) . (VL.3.7)
ahol:
X — fiiggetlen paraméterek vektora:
xX'=[a b ¢ m] ; (VIL.3.8)
y — fliggd paraméterek vektora:
vi=lh a i p 7 kI o] . (V1.3.9)

A fenti Osszefiiggésekben « ; f; 7 €s @ a berendezések ugynevezett
belsd paraméterei. Példaul rugomerevség, dramlasi keresztmetszet. Az a ; b ; ¢ ;
m; h;i;késlvaltozok pedig a rendszer, illetve elemei bemeneti (gerjesztd) és
kimeneti (vélasz) jelei. Példaul koérnyezeti nyomads, tomegaram, vagy leadott
(esetleg felvett) teljesitmény.

A felallitott modellt ezek utan a numerikus megoldéasa és alkalmazasa érdekében
fel kell tolteni adatokkal — a I1.5.3. alfejezetben leirtak szerint. Ekkor vagy a
rendszerrel kapcsolatos leirdsokat kell tanulmanyoznunk, vagy a wvalds
rendszeren kell méréseket végezniink.

A nemlineéris — esetleg implicit — fiiggvény, egyenletek, egyenletrendszerek
(azaz matematikai modellek) megolddsara szamtalan matematikai moddszer
ismert, melyek részletesen megismerhetdk példaul a [VI.1] [VL.2] [VL.3] és
[VI.5] irodalmakbdl. Fontos azt is megjegyezniink, hogy napjainkban jelentds
szamu matematikai programcsomag taldlhatd kereskedelmi forgalomban. Ilyen
példaul a MATLAB® program, mely szabalyzastechnikai alkalmazasait a
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[VI.18] és [VI.19] irodalmak mutatjak be. A publikicidk alapvetd célja, hogy
segitse ¢€s tamogassa a miszaki szakemberek munkéjat kiilonféle
szabalyozastechnikai problémaék, feladatok szamitogépes megoldasa soran.
Ezek segitségével a mdar viszonylag nagyméretli, €s implicit nemlinearis
modellek viszonylag gyorsan megoldhatok — a numerikus méodszerek elmélytlt
ismerete nélkiil is. A kovetkezékben csak az alabbi méddszereket fogjuk roviden
ismertetni, melyeket leggyakrabban alkalmaznak kiilonféle modellek megoldasa
soran. Ezek:

> NEWTON-RAPHSON modszer;
> gradiens mddszer.

VI1.3.1. NEWTON-RAPHSON MODSZER

Az
filxsesx,) =0
f(x;5..5x,) = 0
vagy rovidebben felirva: (VL.3.10)
f(x)=0

nemlinedris egyenletrendszer megoldasahoz feltételezziik, hogy a valtozdk
kozelitd értékei ismertek és azokat az

X0 =[x@ 5O xO] (VL3.11)

n

ugynevezett kezdGvektorba rendezzikk. A nulladik megkozelitést adé x©

vektorbdl kiindulva képezzik az x" vektort, ugy, hogy az fi, fo, ... , fa
figgvényeket linearizaljuk az x© pont koriilli TAYLOR-sorok konstans és
elsé6foka tagjainak felhasznaldsaval. Szemléletes megfogalmazasban a
feliileteket érintdsikjaikkal helyettesitjiik. Ha az igy kapott

h(&xT) (X(O))

1 n

(0) (0) .
<°>)+—aﬁ1(;x )(xl—xf°>)+...+—8f"6(x )(x,—x") = 0
xl’l

X

A+ BED (o fHED (¢ oy

(V1.3.12)
fu(x

linearis egyenletrendszernek létezik megoldasa, akkor azt valasztjuk az x

vektornak. Ezt matrixalgebrai formaban felirva, és a filiggvényrendszerhez
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tartozo
Jx) = {jﬂ =M} (VL3.13)
ox,
JACOBI matrixot alkalmazva:
FEY+IE")x-x)=0 . (VL3.14)
Ha létezik egyértelmii megoldas, akkor az x'" vektor a JACOBI matrix inverzének
felhasznalasaval meghatarozhat6, azaz altalanos forméaban irva az x**" vektor:
X =x® g Yy, k=0,1,2, ... . (VL3.15)
A fenti leirt kozelitést addig kell alkalmaznunk, amig:
%«s , i=1..n (V1.3.16)
egyenldtlenség nem teljesiil mindegyik valtozora, ahol:
& — amegkivant kozelitési pontossag.
VI.3.2. A GRADIENS MODSZER
A gradiens modszer Iényege, hogy az n dimenzios térben a
f(®)]=0 (V1.3.17)

egyenlettel megadott nemlinearis fliggvény értékeinek valtozasdt mindig a
szintfelliletekre mer6leges iranyban haladva vizsgaljuk.

Kiindulva a nulladik megkézelitést jelentd x© pontrél, az f(x) = Ax?)
szintfellilethez tartoz6 normalis mentén addig haladunk, amig el nem jutunk az
Ax) = AxY) szintfeliiletre — az elsé megkozelitést jelentd x pontba. Majd az
el6bbi médon meghatarozzuk az x® pontot, és igy tovabb...

Azaz egy fliggvény gradiense az alabbi modon hatarozhaté meg:

gradf (x)=Vf(x) , (VIL.3.18)
ahol:

\4 — HAMILTON (nabla) operator:
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v = ﬁel,iez,...,ien ,
dcl dCZ dcn
ahol e; az i-edik tengelyirdnyu egységvektor.
fgy:
X =x®P 2 vFx®) (VL.3.19)
Mivel
x> Fx)y> FxP)> ..., (VI.3.20)

ha folytatjuk az eljarast, akkor gyorsan fogunk kozeledni ahhoz a ponthoz,
melyben az f(x) fiiggvény kelld pontossaggal kielégiti a (V1.3.17) egyenletet.

VIL.3. abra A gradiens mddszer szemléltetése

A gradiens modszert foleg olyan technikai problémak megoldasanal
célszerli alkalmaznunk, ahol az f(x) fiiggvénynek van gradiense. Hatranya az,
hogy konnyen ,kifuthat” valamely helyi, lokélis minimumra. Ezért alkalmazasa
eldtt célszerli tanulmanyozni, hogy a fliggvény milyen mértékben rendelkezhet
lokalis minimumokkal. Ha a fiiggvénylink jelentds helyi minimumokkal bir, a
gradiens modszer alkalmazéasa el6tt az abszolut minimum hely koérnyezetének
behatarolasdhoz példaul a RANDOM modszert célszeri hasznalni. A
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RANDOM modszer hasznalatakor a kijelolt térrészben véletleniil generalt
pontok koziil a legkisebb eltérést addo pontot kivalasztjuk. Majd kovetkezd
1épésként az igy kivalasztott pont koriil egy kisebb teret kijelolve folytatjuk a
minimum pont kozelitését.

VI1.3.3. MINTAPELDA MEGOLDASA

A VI.1. 4dbran szemléltetett rendszer matematikai modelljének tekinthetjiik a
(VL.3.3) — (VL.3.6) egyenletek alkotta egyenletrendszert. A modell feltoltése
érdekében meghatiroztuk a bemendjelek, illetve a rendszer belsd
paramétereinek névleges értékeit, melyeket a VI.1. Téblazat tartalmazza.

A modell megolddsara a NEWTON-RAPSHON modszert alkalmaztuk az
I. iizemmodd esetében felvett kiinduld adatok felhasznaldasdval. A masik két
lizemmod esetén pedig az el6zd lizemmod eredményeit hasznaltuk fel a
kezddvektor feltoltésére. A kozelitési pontossagot

=107
értékben vettiik fel.
Paraméter: Névleges érték:
I. iizemmod II. iizemmod | III. iizemmod
h 1500*"° 1600*"° 1700*"°
. +10
! 4507
+5
k 6307°
+0,05
/ 15,2702
o 0’75i0,01
ﬁ 1,35_0’01
+0,03
T 2 10—0,02
w 3 5i0,02
K 1,4

VI.1. Téblazat A modellezett rendszer névleges (fiiggetlen) paraméterei
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A modelleredmények, a névleges €s szamitott értékei, valamint azok
relativ eltérései a VI.2. Tablazatban olvashatok. A modelleredmények értékelési
¢s felhasznalasi lehetdségeit, azok modszereit a késobbi alfejezetekben fogjuk
ismertetni.

Paraméter: Erték:
I. iizemmod
modell névleges relativ
eredmény: érték: eltérés:

a 448,791 450 0,002687
b 0,14118 0,14 -0,00843
c 0,39892 0,40 0,0027
m 194033,787 194000 -0,00017

I1. iizemmod I11. iizemmod
a 448,782 448,775
b 0,13236 0,12457
c 0,37398 0,35198
m 206973,445 219913,102

VI1.2. Tablazat Modelleredmények

VI.4. LINEARIS MODELLEZES

Egy rendszer linearis diagnosztikai modelljének feléallitdsdhoz az eredeti —
altaldban nem linearis — modellt, azaz egyenletrendszert valamilyen modon
linearizalni kell. Ekkor egy olyan lineéris egyenletrendszert kapunk, amely a
vizsgalt rendszer paramétereinek relativ valtozasai kozti kapcsolatot irja le. A
linearizalashoz altaladban az alabbi modszerek valamelyikét célszerti valasztani:

logaritmikus linearizalas;

teljes derivalas;
TAYLOR-sorfejtés modszere;
LIE-MAGNUS-sorfejtés modszere.

¥y ¥ ¥ ¥

Ezek koziil részletesen a — kevésbé ismert — logaritmikus linearizalast
fogjuk bemutatni. Ezt a linearizalasi modszert sok esetben célszerli alkalmazni
hétani folyamatokat leir6 modellek esetén, amikor a kiilonféle (példaul nyomas)
aranyok hatvanyai szerepelnek az egyenletekben.
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VI.4.1. LOGARITMIKUS LINEARIZALAS
Ennek a modszernek a Iényege az, hogy a korabban leirt
y=f(x;%5...x,) (VI4.1)
egyenlet mindkét oldalanak
Iny=Inf(x;x;.x,) (V1.4.2)

természetes alapu logaritmusat vessziik ¢€s ezt az egyenletet mindegyik
(kivalasztott) valtozé szerint differencialjuk, kihasznalva az

(npy== (V1.4.3)
n

elemi derivalt fliggvényt. Ekkor egy olyan egyenletet kapunk, mely a
paraméterek

an A _ s, (V1.4.4)
n n

relativ valtozasai kozti kapcsolatot irja le, azaz az alabbi egyenletet kapjuk:
=K +K,5,+.K &, . (VL4.5)

Most nézziik az el6z0 fejezetben felallitott nemlinearis modell — a
(VIL.3.3) — (V1.3.6) egyenletek alkotta egyenletrendszer — esetére a logaritmikus
linearizélas folyamatat:

> A (VIL.3.3) egyenlet mindkét oldalanak természetes alapt logaritmusa:
a=hca = Ina=In(hca)=Inh+Inc+lna |, (VL.4.6)

majd annak teljes derivalésa:

da_dk d,da (V1.4.7)
a h ¢ «
azaz.

da=0h+doc+da . (VI.4.8)
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> A (VL3.4) egyenlet esetén:
b=a-i+f = Inb=In(a-i+})
annak teljes derivaltja:

db 1 1 . 1
+

= da— di
b a—-i+p a—i+pf

Ebben az esetben mindegyik tagok meg kell béviteniink - -vel, igy:
X.

db a i . B

= da— di+
b ala—i+p) ila—i+p) Pla—i+ p)

azaz:

B g 5. P sp
a—i+pf a—i+pf a—i+pf

> Az (VIL.3.3) egyenlet esetén:

c=br" = Inc=Inb+xlnz |,

dc db drn

b T

b

igy:
oc=0b+kxor

> A (VL.2.4) egyenlet esetén:

k-1

_ 2klo
b K

e

Mivel az allando (/n2) derivaltja zérus:

de dk dl x-1do db

e k | «x o b

b

vagy mas formdban:

se=h+ 8+ so—op
K
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a—i+,6'dﬂ

ap

9

— ne=m2+nk+in/+ S ho-mb

(V1.4.9)

(V1.4.10)

(VL4.11)

(V1.4.12)

(V1.4.13)

(V1.4.14)

(V1.4.15)

(VI.4.16)

(V1.4.17)

(V1.4.18)
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V1.4.2. TELJES DERIVALAS

Ezen eljaras alkalmazésa soran az eredeti

y=f(x;x,5...x,) (VL.4.19)
egyenlet mindkét oldalanak
gy= T X %) g ST X) g (V1.4.20)
ox, ox

n

teljes derivaltjat képezziik, majd mindkét oldal mindegyik tagjat bévitjik -
X

i

vel, azaz:
dy _ O (x5%;...%,) % PRRNLC/A CCLECH e ) X, dx
y ox, SOasxy5.00x,), 1 ox, S(x5x,5...x,)x, ’
(VL.4.21)
A
K = of (x5 %,5...X,) Xi (V1.4.22)
ox, S (x5 x55...x,)

egyiitthatd bevezetésével, és a (VI.4.4) egyenlet felhaszndlasaval az alabbi
lineéris egyenletet kapjuk:

=Ko +...+K &, . (V1.4.23)
VI1.4.3. TAYLOR (LIE-MAGNUS) SORFEJTES
Ekkor az eredeti

y=f(x;%,...x,) (V1.4.24)

egyenletet az

y+Ay = f(x;x,.. x)+28f(xl,x2 x)l iaf(xl,xz x,) 1

= Oox, i! = X, i!

(VL4.25)

Axl

132



VI. Determinisztikus rendszermodellezés

TAYLOR-sorba fejtjiilk, majd a magasabb rendli (magasabb fokszadmu) tagokat
elhanyagoljuk, igy a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

Ay = af(xl;xz...xn)Ax +m+8f(x1;x2...xn)Ax
ox, : ox !

n

: (V1.4.26)

melynek mindkét oldalat elosszuk az eredeti — (VI1.4.24) — egyenlet azonos
oldalaval, azaz:

Ay I (x5x,...x,) 1 XA 4 +8f(xl;x2...xn) 1 X,
- 1 oo

y axl f(xl;x2""xn) xl axn f(‘xl;x2"‘xn) xn

n

(V1.4.27)
Felhasznalva a (V1.4.4) ¢és a (V1.4.22) egyenleteket kapjuk meg a

o =Ko +...+K ok, (V1.4.28)

keresett linearis egyenletet.

Ezt az eljarést akkor célszerii alkalmazni, ha az eredeti egyenlet tobbszor
is derivalhat6. Tobbek kozott a linearis repiilésmechanikai modellek
felallitasakor alkalmazzak.

A LIE-MAGNUS-sorfejtést, matrixegyenletek linearizalasara
alkalmazhatjuk, (durvan egyszerli megfogalmazasban) mint ,,matrixos TAYLOR-
sorba fejtés” nevezhetjik. A modszerrdl, illetve annak alkalmazisarol (a
rakétatestek szilardsagi méretezésben) a [V1.7] irodalomban olvashatunk.

VI1.4.4. A DIAGNOSZTIKAI MATRIX

A (V1.4.8); (VI1.4.12); (V1.4.15) és (VI1.4.18) egyenletek alkotjak a VI.1. abran
szemléltetett rendszer linearis (linearizalt) matematikai diagnosztikai modelljét.
Ezek az egyenletek — mint mar azt korabban is hangsulyoztuk — a fliggd (Jy)
¢s fiiggetlen (0x) jellemzdk relativ eltérései kozti kapcsolatot irjak linedrisan —
lasd (VI.3.8) és (V1.3.9) egyenleteket. Ez a kapcsolat matrix forméaban az alabbi
modon irhato fel:

ASy=B& (V1.4.29)

ahol: A és B a rendszer kiilsé és belsé paramétereinek egyiitthatd matrixai,
melyek a fenti példa rendszer esetén az aldbbiak lesznek:
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1 0 -1 0
- 1 0 0
A=| a-i+p , (V1.4.30)
0 -1 1 0
0 10 1]
11 0 0 00 0]
00 ——! Z p > 00 0
_ a-i+pf a-i+
B=1, , 0 0 00 o (VL.4.31)
00 0 o o1 1 X!
L K
Bevezetve a
D=A"'B (V1.4.32)
diagnosztikai matrixot, a (VI1..4.29) egyenlet a
Sy =D (V1.4.33)

alaktira modosul.
V1.4.5 MINTAPELDA MEGOLDASA
Figyelembe véve a VI.1., valamint a VI.2. Téabldzatban meghatdrozott

paraméterértékeket, a vizsgalt rendszer egyliitthatd matrixai (azok elemei) az
alabbi értékeket fogjak felvenni — az 1. (h = 1500) lizemmod esetén:

1 0 -1 0
-3178,77 1 0 O
- , (V1.4.34)
0 -1 1 O
0 1 0 1
1 1 0 0 0 00 0
0 0 -3187,33 952 0 0 0 0
B= (V1.4.35)
0 0 0 0 L4 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0,285
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-0,0003 -0,0003 -0,0003 0,0000
-1,0003 -0,0003 -1,0003 0,0000
-1,0003 -0,0003 -0,0003 0,0000
1,0003  0,0003 11,0003 1,0000

_1_

, (V1.4.36)

-0,00031 -0,00031 1,00300 -0,00301 -0,00044 0,00000 0,00000 0,00000
-1,00031 -1,00031 1,00301 0,00301 -1,40044 0,00000 0,00000 0,00000
-1,00031 -1,00031 1,00301 -0,00301 -0,00044 0,00000 0,00000 0,00000
1,00031 1,00031 -1,00301 0,00301 1,40044 1,00000 1,00000 0,28500
(V1.4.37)

Az igy meghatarozott linearis diagnosztikai modell, diagnosztikai matrix
alkalmazasi lehetdségeit a kovetkezd fejezetben fogjuk ismertetni.

VI.5. ERZEKENYSEGVIZSGALAT

Az ¢el6z0 fejezetben felallitott linearis és nem linedris matematikai modellek
felhasznéalhatok a vizsgalt rendszer érzékenységvizsgalatanak elvégzésére. Ezen
elemzés lényege, hogy a fliggetlen valtozok értékeinek — azaz az x, illetve a 0x
vektor elemeinek — megvaltoztatdsaval szimuldljuk az adott részegység vagy
alkatrész meghibasodasat, elhasznalodasat, a gyartasi eltéréseket, vagy a
kornyezeti hatdsok megvaltozasat. A feléllitott matematikai modellek
felhasznalasaval — az adott egyenletek megoldasdval — meghatarozhatd, hogy
miként fognak valtozni a fiiggd valtozok — azaz az vy, illetve a dy vektorok
elemei. Igy ez az elemzés megmutatia a rendszer érzékenységét a kiilonféle
modellezett paraméter-eltérésre, vagy eltérésekre. Ha egyszerre csak egy
fliggetlen valtozé értékét valtoztatjuk — egyparaméteres (lasd a VI.3. abréat), ha
tobb értekét modositjuk — tobbparaméteres erzékenységvizsgalatrol (lasd VI.4.
abra grafikonjait) beszéliink.

Fontos itt hangsulyozni, hogy ezt a vizsgalatot — mint, minden modell
vizsgalatot — nem a valds rendszeren, hanem annak (jelen esetben a
matematikai) modelljén tudjuk elvégezni. Ez jelenti a modellvizsgalatok egyik
legnagyobb eldnyét, mivel az elemzéshez nem kell a wvaloés rendszer
részegységeit tonkretenni, hogy annak karos — esetleg katasztrofalis —
kovetkezményeit megismerhessilk. A matematikai modell ilyetén torténd
alkalmazasara a VI.8. fejezetben olvashatunk konkrét példat.

Az érzékenységvizsgalat elvégzésekor mindig figyelembe kell venniink
azt, hogy a vizsgalt rendszerlink, igy az (eredeti) modelliink nemlineéaris. Ezért a
vizsgéalat soran — az (eredeti) modell, vagy a rendszer ,nemlinearitdsa”
fliggvényében — a fliggetlen valtozok értékeit altaldban csak 1 ~ 2 %-al lehet
valtoztatni.
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a b c m
h=+1%—h=1500
-3,14686 10™ -1,00031 -1,00031 1,00031
h=+1%—h=1600
-2,94216 10™ -1,00029 -1,00029 1,00029
h=+1%—h=1700
-2,78614 10™ -1,00028 -1,00028 1,00028
Jd=+1% —h=1500
1,00301 1,00301 1,00301 -1,00301
on=+1% —h=1500
-4,40560 10™ -1,40044 -4,40560 10™ 1,40044
ow=+1% —h=1500
0,00000 0,00000 0,00000 0,28571
h=+1%és da=+1% —h=1500
-6,2937 10™ -2,00062 -2,00062 2,00062
Of=+1% és ox=+1% — h=1500
-3,44958 10~ -1,40344 -3,44959 10~ 1,40344

VI.3. Téblazat Az érzékenységvizsgalat eredményei

[%] 2

0.000
-1,000 \—

oh=+1% h=1500
1.500 7 o, .
0,500 - /
-0,500 4 da Sh éc om
-1,500 -

or=+1% h=1500

1,000 - x: x %
[%6]
0.000
da ob oc om
-1,000 - b
oi=+1% h=1500
1,000 7 /o7
0,500 -
0.000 x x x/ .
o ahb oc dm
ow=+1% h=1500
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Példaképpen, az el6z6 fejezetben felallitott nemlinearis mintapélda
modell felhasznalasaval elvégzett érzékenységvizsgalat eredményeit a VI.3.
Tablazat, valamint a VI.4. — VI.6. abrak szemléltetik. Természetesen ez az
elemzés még ennél az egyszerli rendszer esetén is szamtalan modellezhetd
szituaciot enged meg az elemezést végz0 szakemberek szamara. (Az
érzékenységvizsgalat eredményeinek egy masik felhaszndlasi lehetOségét
ismerteti a VI.6. fejezet.)

2,000 q [%] 7 1,500 ~ [%] X
1,000 ~
0,500
0,000 T T T 1
000 \ / 05004 da b s om
-2.000 - -1.500 - *

oh=+1%¢és da=+1% h=1500 of=+1%¢é onr=+1% h=1500

VI.5. abra Kétparaméteres érzékenységvizsgalatok eredményei

Természetes az érzékenységvizsgalat elvégezhetd a rendszer tobb
munkapontjdn is. Erre mutat példat a VI.6. dbra, mely az a paraméter A
fliggetlen jellemz6é 1 %-0s novekedésére mutatott érzékenységét szemlélteti a
rendszer VI.3. fejezetben méar modellezett izemmodjai esetén.

oa
[%]
1500 1600 1700
_2!5 I [ I
-3,0 4
35

oh=+1% h=1500~ 1700

V1.6. abra Az a paraméter érzékenysége kiilonbozo tizemmaddokon

A fenti eredményekbdl tobb kovetkeztetést lehet levonni a modellezett rendszer
viselkedésével kapcsolatban. Ezek példaul az alabbiak:

> a IV berendezés (és a teljes rendszer) m kimend jele a legtobb esetben
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ellentétes ertelmi  (eldjelli) érzékenységet mutat a tobbi filiggd
paraméterhez képest;

> a IV. berendezés belsd paramétereinek valtozésai nincsenek hatassal a
rendszer tobbi elemének kimend jeleire. (ez az eredmény mar varhato
volt a VI.3. fejezet elején meghatarozott elérhetdségi matrix vizsgalata
alapjan).

VI.6. KORRELACIOS-CSALAD VIZSGALAT

A kiilonféle technikai rendszerek diagnosztikai elemzésének egyik forméja a
vizsgalt rendszer mérhetd, kiilsd jellemzdinek korrelacios-csalad vizsgalata.

Az elemzés célja statisztikai modszerrel megallapitani, hogy a rendszer
kiilsé jellemz6i milyen korreldcids kapcsolatban vannak egymaéssal a belsd
jellemzok eltéréseinek hatdsara fellépd valtozasukkor [VI.17]. A korrelacids
egyiitthatd a valdsziniiségi valtozok kozotti sztochasztikus kapcsolat erdsségét
jellemzi [VI.14]. A vizsgalati eredmény —az ugynevezett korrelacios graf —
felhasznalasaval hatarozhatok meg a kiilsé jellemzOk azon csaladjai, melyeken
beliil a paraméterek erds egymas kozti korreldcioval rendelkeznek. Ezekbdl a
csaladokbol kivalaszthaték azok a fizikai vagy technikai mennyiségek, melyek
mérésével a legkevesebb szadmu, kell6 pontossdgi ¢és technikailag kdnnyen
kivitelezheté méréssel, de a megfeleld biztonsaggal megallapithaté a rendszer
pillanatnyi miiszaki allapota.

Két erds, pozitiv korrelacidval bird jellemzd koziil, ha az egyik valamely
iranyba valtozik — a korrelacids egyiitthatonak megfeleléen — nagy
valdszinliséggel a masik is abban az iranyban modosul. Erds negativ korrelacid
esetén természetesen ellenkezd eldjeliiek a valtozasok. Ebben az esetben pedig
elegend6 csak az egyik — pontosabban vagy technikailag konnyebben mérhetd
— paramétert mérni.

A korrelacids-csalad vizsgalattal a rendszer mérhetd, kiilsé jellemzdinek
egymas kozti sztochasztikus kapcsolatait vizsgaljuk. A modszer segitségével
allapithatjuk meg, hogy optimalisan mely jellemzOket célszerli mérni a rendszer
lizemeltetése soran.

Két valoszinliségi valtozo kozotti sztochasztikus kapcsolat er0sségét a
korrelacios egylitthatdval jellemezhetjilk. Az 7 és a u véges pozitiv szorasu
valoszinliségi valtozok korrelacids egylitthatojanak a

M{[(17 =M (7)) (u — M (11))] (VL6.1)
D(m)D(w)

R(n, 1) =

mennyiséget nevezziik [VI.15], ahol:
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M — a valoszinliségi valtozo varhato értéke;
D — a valoszinliségi valtozo szorasa.

Ha 7 és 1 egymastol fliggetlen valoszintiségi valtozok, akkor
R(n,u)=0 . (VL.6.2)
Ha

R(nu)>0 (V1.6.3)

akkor 7 és 1 kozott pozitiv korrelaciorol beszéliink. Ebben az esetben ha fennall
az

n> M(n) (VI1.6.4)

egyenl6tlenség altalaban arra kovetkeztethetiink, hogy a
> M(u) (VL6.5)

egyenldtlenség is fennall, és forditva . Ez azt jelenti, hogy ekkor vérhatolag
mindkét valtozo értékének eltérése a varhatd értékétdl azonos eldjelll lesz.
Negativ korrelacid esetén pedig a két valdszinliségi valtozo varhatd értékeiktol
valo eltérése nagy valoszinliséggel ellentétes eldjelii lesz.

Fontos megjegyezniink, hogy a korrelacios egyiitthatd értéke mindig -1
¢és +1 kozé esik, azaz:

~1<R(pu)<1 . (V1.6.6)

Az R(n,u) korrelacios egyiitthatot az 77 és i valtozokra vonatkozo x;; x;;
... X,y 1lletve yy; v, ... ; v, mintdk alapjan az

n 1 n 1 n
a3 5150
Jj=1 Jj=1

=t = ‘ - (VL6.7)
n 1< n 1<
i=1 Jj=1 i=1 j=1

képlettel becsiiljiik [VI.6].
Tobb valoszinliségi valtozé esetén a (VI.6.7) egyenlet alapjdn paronként
statisztikailag meghatarozott r; egylitthatokat az
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o h U
12 v 7.

R=| 2 (VL6.8)
rnl rn2 rnn

korrelacio-matrixba rendezhetjiik. A korreldcido-matrix mindig szimmetrikus és
foatlgjanak elemei mindig eggyel egyenldk, azaz:

(VL.6.9)

A korrelacios-csalad vizsgalathoz — a statisztikai elemzés elvégzése érdekében
— a kiils6é jellemzdék értékeinek kelld szdmu sokasaga szikséges. Ezen
adathalmaz ismeretéhez a vizsgélt rendszert, vagy annak modelljét tudjuk
alkalmazni. A gyakorlati megvalosithatésag szempontjabol legcélszeribb a
rendszer linedris vagy nemlineédris matematikai modelljét felhasznalnunk.

Els6 1épésként a nem mérhetd belsd, illetve a kornyezeti jellemzok valds
értékeinek eloszlasat hatarozzuk meg. Ehhez felhasznalhatok a modell
feltoltésekor, illetve a rendszer lizemeltetési sajatossagainak elemzésekor kapott
adatok. Az elsd esetben példaként emlithetjiik a kiilonb6zd geometriai adatok
felvételét vagy valamely technikai jellemzd (példaul rugdémerevség)
meghatdrozasat. A masodikon pedig rendszer kornyezete altal meghatarozott
kornyezeti paraméterek vizsgalatat értjiik.

A fenti statisztikai eloszlasok jellege, és paraméterei ismeretében
gerjesztjik a modellt. Ekkor a fentiekben meghatarozott eloszlasok alapjan a
belsd ¢és a kornyezeti jellemzOk véletlenszerien felvett értékeit, mint kiindulo
adatokat felhasznalva oldjuk meg a rendszer matematikai modelljét a mérhetd,
kiils6 jellemzOkre. A kapott eredmények alapjan meghatarozzuk — a (VI.6.7)
egyenlet felhasznaldsdval — a vizsgdlando kiilsd jellemzdk kozti korrelacids
egyiitthatokat és azokat a korrelacio-matrixba rendezziik — példaként lassuk az

1,00 -0,40 0,95 —080 —0,20]
~0,40 1,00 0,60 015 0,70
R=| 095 060 100 —030 045 (VL6.10)
~080 015 030 1,00 051
-020 0,70 045 051 1,00

korreldcios matrixot, majd
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> kivalasztjuk a legnagyobb abszolut értekii egylitthatot a matrixbol — a
foatlo elemeinek figyelmen kiviil hagyasaval — és a hozza tartozd két
paramétert egy graf szogpontjaiként abrazoljuk. Az 0Osszekotd Elre
felirjuk a korrelacios egytitthato értekeét (VI.7a. dbra).

> Az utolsé két paraméter sordban vagy oszlopdban megkeressiik a
legnagyobb abszolut értékii korrelacios egyiitthatot tigy, hogy a mar
abrazolt paramétereket €s a f64atld elemeit figyelmen kiviil hagyjuk. Az
igy kivalasztott ijabb paramétert illetve az egyiitthatot — fenti mdédon
— abrazoljuk a grafban (VI.7b. 4bra).

> Ez utobbit addig ismételjiik, mig az dsszes paramétert nem abrazoljuk a
grafon (V1.7c. — VLI.7d. abrék).

> A grifon a meghatirozott hatarértékkel kijeloljik a korrelacios-
csaladokat ugy, hogy a csaldd rész grafjin beliill nem Iehet a
hatarértéknél kisebb kapcsolat.

A fenti modon meghatarozott csaladokbol kell kivalasztanunk azokat a
jellemzdket, melyeket a legcélszerlibb mérni. A kivalasztasnal figyelembe kell
venniink, hogy az adott paraméter milyen kapcsolatban van a csalad tobbi
tagjaval, mérése technikailag hogyan oldhaté meg, vagy mérésével milyen
informécidtartalmu adatot kapunk.

A korrelacids-csaladd vizsgalat alkalmazdsanak egyik jelentds kérdése a
csaladok elvalasztasdhoz szlikséges hatarérték meghatarozasa. Ekkor figyelembe
kell venniink a rendszer sajatossagait, technikai és anyagi lehetOségeinket,
illetve a miuszaki allapot meghatarozasanak sziikséges pontossagat. Fontos
szempontként kell kezelniink a rendszer meghibasodasanak, hibas miikodésének
kovetkezményeit (példaul katasztrofa, vagy csak zavar). Altalaban hatarértéknek
0,5 ~ 0,8 kozti értéket célszerli valasztani [VI.12].

Ha magas hatarértéket valasztunk, akkor tobb csaladot kapunk. Ekkor a
mérések alapjan pontosabb képhez jutunk a rendszer pillanatnyi miiszaki
allapotarol, de a tobb csalad tobb mérendd paramétert is jelent. Ez nagyobb
technikai és igy anyagi befektetést igényel. Ha viszont alacsony hatarértéket
valasztunk, a csaladok, és igy a mérendd paraméterek szdma csokkeni fog.
Ebben az esetben kisebb lesz a technikai és anyagi befektetés, de a rendszerrdl
kaphat6 informacio is jelentdsen csokken, vagy csOkkenhet. Ezért igényel
megfontolast a hatarérték megallapitésa.

A vizsgalat elvégzésének masik fontos kérdése a korrelacios egyiitthatok
meghatirozasdhoz sziikséges mintdk (gerjesztések) szdmanak meghatdrozasa.
Ezen probléma megoldasahoz a statisztikai mintak, azaz a modell gerjesztésének
szamat fokozatosan célszerli novelniink és a korrelacidomatrixok elemeit
meghataroznunk. Ezt addig sziikséges folytatnunk, amig az el6z0 minta-
szamhoz tartozo korrelaciomatrixhoz képest az azonos elemek kozti legnagyobb
kiilonbség nem csokkent egy hatarérték — altalaban 0,01 — ala [VL.11].
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A korrelacids-csalad vizsgalat elvégzése utan a kijeldlt csaladokbodl a
mérendd paramétereket technikai, mérhetdségi €s mas diagnosztikai szempontok
figyelembevételével kell kivalasztanunk.

A B C D E
A -0,40 0,95 -0,80 -0,20 e
B -0,40 0,60 0,15 0,70 0,95
C|l 095 0,60 -0,30 0,45 e
b -0,80 0,15 -0,30 0,51
E -0,20 0,70 0,45 0,51
A
A B C D E
A -0,40 0,95 -0,80 -0,20 Q
B -0,40 0,60 0,15 0,70 -0,80
Cc 095 0,60 -0,30 0,45
D| -080]| 0,15 -0,30 0,51 e
E -0,20 0,70 0,45 0,51 0,95
B
A B C D E
A -0,40 0,95 -0,80 -0,20 Q
B | -0,40 0,60 0,15 0,70 -0,80
Cc 095 0,60 -0,30 0,45 -0,40
b -0,80 0,15 -0,30 0,51 ° e
E -0,20 0,70 0,45 0,51 0,95
C
A B C D E
A -0,40 0,95 -0,80 -0,20 @
B -040 0,60 0,15 0,70
Cc 09 0,60 -0,30 0,45
b -0,80 0,15 -0,30 0,51
E -0,20] 0,70f 0,45 0,51

d

VI.7. dbra A korreléacids-csalad vizsgalat
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VI.7. ALLAPOTBECSLES
A VI1.4. fejezetben felallitott
Ady(r)=Box(r) . (VL7.1)

alaku linearis matematikai diagnosztikai modell felhaszndlhaté a modellezett
rendszer pillanatnyi miiszaki allapotdnak meghatidrozasara. Ekkor a mérhetd
kiilsé jellemzOk ismeretében, alkalmas numerikus moédszer felhaszndldséval
megbecsiilhetjiik a kozvetleniil nem mérhetd, nem meghatirozhatd belsd
jellemzdk pillanatnyi értékét, és igy a rendszer miiszaki allapotat.

Az allapotbecslés lehetévé teszi, hogy a belsd jellemzOk, azaz az
alkatrészek allapota meghatarozhatd a diagnosztizalt rendszer szétszerelése
nélkiil. Igy jelentdsen csokkenthetd a kemény idd (kotott iizemidd) szerinti
karbantartasi stratégiara jellemzé az i1ddszakos ellendrzések sordn tortént
tévedések, illetve az ezekbdl szdrmazd meghibasodasok szdma és
kovetkezménye.

A (VL7.1) egyenlet felhasznalasaval, a mérhetd, kiilsé jellemzdk, illetve
az A ¢és B egyiitthato-matrixok elemeinek ismerete alapjan hatarozhatok
(becsiilhetdk) meg a belso jellemzok értékei, azaz a rendszer pillanatnyi miiszaki
allapota.

Ha a belsd jellemzdk A egyiitthatomatrixa invertalhato, hagyomanyos modon, a
D=B'A (VL.7.2)
diagnosztikai matrix felhasznalésaval, azaz a

oy(r)=Déx(r)
azaz (VL.7.3)
oy(r)—-Dox(r)=0

egyenlet alapjan kell megbecsiilni a belsé jellemzdk relativ eltéréseinek oJx
vektorat.

Abban az esetben, amikor belsé jellemzdk A egyiitthatomatrixa nem
invertalhato, az

u(t) = Ady(t) (VL.7.4)
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segédvektor bevezetésével modosithatd a (VI.7.3) egyenlet. Ekkor azt a Jx
vektort kell megbecsiilniink, amely teljesiti az

u(z)-Box(r)=0 (VL7.5)
egyenldséget [VI.9].

A (VL.7.3.), illetve a (VL.7.5) egyenletekkel meghatarozott feladat valamilyen
numerikus médszerrel oldhaté meg, melyekkel — roviden — a VI.3. fejezetben
mar megismerkedtiink. Ekkor

£ (&) =(y(r)-Dx(2)) (VL7.6)
illetve

(&%) = (u(r)-Bx(r)) (VL.7.7)
skalar—vektor fliggvény minimumat kell keresniink.

A technikai rendszer pillanatnyi miiszaki allapotainak egyszeriien kezelhetd, de
egzakt Osszehasonlitasa érdekében ugynevezett jellemz6 paramétereket célszer
meghatarozni. Jellemzd paraméter a rendszer felhasznéalasaval, lizemeltetésével
kapcsolatos legfontosabb jellemzd lehet. Ez vagy egy belsé jellemzd, vagy
azokbol kozvetleniill meghatarozhaté paraméter lehet. Példaul ilyen jellemzd
sugarhajtomiivek esetén a toloerd vagy a leadott hasznos teljesitmény.

A [VI.12] irodalomban részletesen tanulmanyozhato6 egy, a Mi-8 Hip helikopter

feklevegd rendszer Aallapotbecslését végzd eljarast. Ekkor kiilsd és belsd
valtozok relativ eltéréseinek vektora:

é‘yT:[é‘pH b, b, & &, o6y Oy 527[] > (VL7.3)

& =[p, OF, OF, OF, & oF & oOF & o & o] , (VLT9)

voltak, ahol:

Pu — kdrnyezeti nyomas;

Db — feknyomas;

Da — fekezes utani tartdlynyomas;
Z — i-edik fékpofa fékrése;

De — vezérldnyomas;

Fy — i-edik rugd ereje;
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— i-edik visszahuzo rugo6 rugomerevseége;
— i-edik fékpofa nyomo ereje

A vektorok meghatarozasa ugy tortént, hogy a kiilsd jellemzok vektoraba
a jelenleg is mérhetd paramétereket keriiltek. Azért volt sziikséges ezen
megoldas valasztasa, mert a kidolgozott modszert egy olyan technikai eszkdzon
kellett — lehetett — alkalmazni, amelyiket eredetileg nem az allapotszerinti
lizemeltetésre terveztek. Az igy kapott egyiitthatomatrixokat adjdk meg a
(VL.7.10) és (V1.7.11) egyenletek (a matrix elemeinek részletes kifejezésétol,
terjedelmi okok miatt eltekintiink).
Mivel az A matrix nem négyzetes, az allapotbecslésre a (VI.7.4) és
(VL.7.7) egyenleteket, valamint a gradiens mddszert alkalmaztak.

[ -K, 0 K, 0
K, 0 0
-K, —-K; 0 K,
A=l -K;, -K; 0 0
-K, —-K; 0 0
-K, -K; 0 0
L KIS K14 1 _Klé
-1 K, -K, 0 0 O
K 0 0 -K, 0 O
0 O 0 0 -K,, -1
= 0O O 0 0 0 O
0O O 0 0 0 O
0 O 0 0 0 O
-K,; 0 0 0 0 O
& Do)
\“x
/.x
—

02

640

650 660 670 680 690 700 710
tizemnid [repUlt 6ra]

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

K, 0 0 0 (VL.7.10)
0 K, 0 0
0 0 K, 0
_Km Kl() _Km -K,
0 O 0 O 0 O
0 O 0 O 0 O
0 O 0 O 0 O
-K, -1 0 0 0 of (VL7.11)

0 0 -k, -1 0 0
0 0 0 0 -k, -1
0 O 0 O 0 O
38 [107]

08

06 — —~—]

04 \"@

02 \ ’/

%

0

VI1.8. abra Fékhatas becsilt relativ eltérései

8 naptari igﬁ rh(map]10

11 12

Szemléltetésképpen, a fékhatds csokkenés a fenti modon, egy Ot
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mérésbol allo méréssorozattal meghatarozott értekeit szemlélteti a VI.8. 4bra az
lizemidd (repiilt 1d6), illetve a naptari id6 fliggvényében. A fékaszimmetria
relativ valtozasanak értékeit szemlélteti a VI.9. dbra az lizemidd, illetve a naptari
1d6 fliggvényében.

&R, [107] &y [107]
25 025
02 X 02 X
015 015
01 X X v\ 01 EX X
0,05 005
0 i 0 \xi
&40 650 660 | 670 630, 690 F00 710 ) 7 8 .9 10 11 12
Uzemidd [repllt ora] naptari idé [hénap]
VI1.9. abra Fékaszimmetria relativ eltérései
VI.8. KULONLEGES UZEMMODOK VIZSGALATA
A felallitott matematikai modellek jol alkalmazhatoak kiilonleges — adott
esetben tiltott — lizemmodok elemzésére is. Jelen fejezetben egy ilyen példardl
olvashatunk, roviden — a felallitott és alkalmazott modell részletesebben a

[VI.12] irodalombol ismerhetd meg.

—_—

P R O s \F '
S ra - JH1
_ ! e |1l

e b= =

s

VI.10. abra Az AI-9V hajtomi
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Az AI-9V gazturbinds hajtomii (VI.10. abra) feladata a légijarmi 6
hajtomiivei indité rendszereinek (inditd turbinainak) sfiritett levegdvel torténd
taplalasa, vagy a fedélzeti egyenaramu haldzat taplalasa, ha — valamilyen ok
miatt — a fogeneratorok nem milkodnek. A hajtomiinek az alabbi harom
lizemmodjat kiilonboztetjiik meg:

> tiresjarati tizemmod,

A hajtomii tizemi (35300 ~ 39150 perc™) fordulatszamon mikddik, a levegé a
nyomaskiegyenlité térbdl a kornyezetbe keriil, valamint a generator nincs
terhelve. A maximalisan megengedett turbina utani (7,) gdzhémérséklet: 700 °C.

> generator lizemmaod,

A hajtdmti  inditdmotor—generatora  generatorként legfeljebb 3 kW
teljesitménnyel egyenaramot szolgéltat a halozatba. A levegd a
nyomaskiegyenlitd térbdl a kornyezetbe jut. A maximalisan megengedett turbina
utani gazhémérséklet: 750 °C.

> levegbelvezetés lizemmod.

A hajtomii a nyomaskiegyenlitd téren keresztll siiritett levegdt biztosit a
fohajtomiivek inditdsahoz. Ekkor a generdtor nincs terhelve. A maximalisan
megengedett turbina utani (7)) gazhémérséklet: 750 °C.

Fontos {izemeltetési utasitds, hogy nem megengedett egyidejiileg a
levegOelvezetés €s a generator iizemmodok alkalmazasa.

A hajtomi termikus matematikai modelljének feldllitdsahoz az alabbi {6 fizikai
torvényszerliségeket kell felirnunk, és azok bels6 osszefliggéseit feltarnunk:

> kompresszor €s turbina kozti anyagaram egyenldség:
mi—m+ma—mr =0 (VL8.1)
ahol:
mi — kompresszor tomegarama, ami a VI.11. abran lathato
jelleggorbék alapjan hatarozhaté meg;
m — a féhajtémi inditasdhoz elvezetett levegd tomegarama;
m 7 — tiizeldanyag tomegaram;
mr — turbina tomegéarama, ami a VI.12. abran lathato jelleggorbék

alapjan hatdrozhat6 meg.
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qfi)

ahol:

men

ahol:

Rav

0.7

VI.11. &bra Kompresszor jelleggorbéi
Ty — nyomasviszony; #;, — hatasfok; ¢(4) — tomegaram viszony

turbina és gazelvezetd kozti anyagaram egyenldség:
”;1T_7;’len =0 5 (VI.8.2)

— gazelvezetd tomegarama.
kompresszor €s turbina kozti energia (teljesitmény) egyenlOség:

Pn,~B-P,=0 (V1.8.3)

— turbina teljesitménye, ami a VI.12. abran lathatd jelleggdrbék

alapjan hatdrozhat6 meg;
— a forgorész mechanikai hatasfoka;

— kompresszor teljesitményigénye, ami a VI.11. &bran lathato

jelleggorbék alapjan hatarozhaté meg;
— segédberendezések teljesitményigénye.
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> szabalyzasi torvényszeriiség:
n=const. (VIL.8.4)
ahol:
n — forgorész pillanatnyi (fizikai) fordulatszama;
He
T0.84 0.4 Au=0,5
0.6
0.7
/.
+0.8
a;
0.76 T4 1.6
0.9 ) ) 4
14 1.6

VI1.12. dbra Turbina jelleggorbéi
7, — nyomasviszony; #, — hatasfok; g(4) — tdomegaram viszony

A fenti — (VL.8.1) ~ (V1.8.4) — egyenletek, és azok belsd Osszefliggései
alkotta nemlinearis termodinamikai matematikai modell felhasznalasaval tudjuk
modellezni és elemezni az AI-9V hajtoml miikodését. Az elemzésekrdl €s az
azokbol levont kovetkeztetésekrdl részletesen lehet olvasni a [VI.12]
irodalomban.

A fejezet elején emlitett tiltott — levegdelvezetés és generdtor —
tizemmod modellezése érdekében a (VI.8.3) egyenletet az aldbbi modon
modositottuk:

Py, —P.-P—P, =0 (VL.8.5)

t a gen
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a generator teljesitményigénye.

Ekkor a tiltott iizemmedd modelljét a (VL.8.1); (VIL.8.2); (VIL.8.5) és
(VI.8.4) egyenletek (valamint azok belsd Osszefliggései) fogjak alkotni. A két
modell futtatasdnak eredményeit mutatja a VI.4. Tabldzat, Osszevetve a
megengedhetd (névleges) értékekkel.

A VI.4. Tablazat eredményeinek Osszehasonlitisaval modellezett nem
megengedhetd ilizemmoddal kapcsolatban az alabbi foébb kovetkeztetéseket
tudjuk levonni:

»  aturbina el6tti (7;,) hdmérséklet 36 °C-al megnéit;
»  a turbina utani (7,) homérséklet 31 °C-al megnoétt, s6t 27 °C-al tallépi a
megengedhetd maximalis lizemeltetési értéket.

Megengedhet6
Paraméter modositott | ,eredeti” (névleges)
modell eredményei értékek
Kompresszor utdni hdmérséklet 443 K 434 K
Kompresszor utani nyomads 307889 Pa | 294344 Pa
Turbina el6tti hdmérséklet 1251 K 1164 K
Turbina el6tti nyomaés 289425 Pa | 276684 Pa
Turbina utdni hémérseklet 1050 K 979 K 1023 K
(777 °C) (706 °C) (750 °C)
Turbina utdni nyomas 114020 Pa | 112877 Pa
Elvezetett levegd tomegarama | 0,403 kg s [ 0,399 kg s™ 04kgs’

V1.4. Tablazat Modellek eredményei

Ezek kovetkeztetések azért i1s fontosak, mert koztudott, hogy a

gazturbinds hajtomiivek legnagyobb szerkezeti problémaja a turbindk
héterhelése.
A modellfuttatasi eredmények egyértelmilen igazoltdk, hogy az egyiittes
lizemmod alkalmazasa esetén a turbina tulzott héterhelést kapna, ami nem
megengedhetd. Fontos itt ismételten megjegyezniink, hogy a fenti elemzést a
matematikai modellen végeztiik el, nem egy valos hajtdomiivon, igy annak nem
okoztunk szerkezeti karosodast.
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VII. FEJEZET

SZTOCHASZTIKUS MODELLEZES

VIl.1. BEVEZETES

A mérnoki gyakorlat egyik f6 része a kiilonbozo technikai berendezések és
rendszerek lizemeltetése, karbantartasa. Az lizemeltetés tagabb értelemben a
technikai eszkozok hasznalatanak, kiilonb6z0 szintli kiszolgalasdnak ¢és
javitasanak Osszetett folyamata, az lizemeltetés soran az iizembentartok (az
alkalmazo szervezeti egységek) hasznaljak (lizemben tartjdk), tdroljak, az
iizemfenntartas keretében kiszolgaljak, karbantartjak, javitjdk a technikai
eszkozoket. Egy technikai eszkdz lizemeltetése az eszkozzel, vagy annak
valamely rendszerével, berendezésével a gyartds és a kiselejtezés kozott
torténtek Osszessége. Ez a valos, fizikai folyamat matematikai szempontbol
sztochasztikus folyamatnak tekinthetd.

Jelen fejezetben alapvetden a Szerzd eddigi sztochasztikus (lizemeltetési)
folyamatmodellezési tevékenységét, eredményeit mutatja be. A VIL3. fejezetben
roviden a sztochasztikus folyamatok matematikai alapjai ismerhetok meg — a
[VIL.2]; [VIL.3]; [VIL4]; [VILS8]; [VIL.9]; [VIL.24]; [VIL.25]; [VIL.26]¢és [VII.32]
irodalmak alapjan. Fontos itt kiilon megemliteni SZABOLCSI ezirdnyu
publikacidit, melyek jelentds hatast gyakoroltak a Szerz6 tudomanyos
gondolkozasara. SZABOLCSI a [VIL.28] cikkében Osszefoglalta a sztochasztikus
jelek, és sztochasztikus rendszerek statisztikai jellemzdit, majd automatikai
alaptagokon, illetve egy zart szabalyozasi rendszeren bemutatta az egyes jelek
jellemzdinek (példaul korrelécio, stirliség-fiiggvény) szamitasat, és szamitogépes
forraskodot irt a jelek, és a rendszerek modellezésére. SzAaBOLCSI [VIL.29]
cikkében a légkori turbulencia sztochasztikus modellezésével is foglalkozik:
kiilonféle 1ddjardsi viszonyokra meghatirozza a sztochasztikus 1égkdri
turbulencia modell statisztikai jellemzdit, szamitdégépes forraskodot készit e
folyamatok modellezésére. A szerzd bemutatja tovabba a légkori turbulencia
egyes sebességi idosorait, amelyek jol alkalmazhatéak a mérnoki tervezoi
feladatok megoldasa soran. SzABoOLCSI [VIL.30] cikkében a dinamikus
rendszerek additiv, és multiplikativ paraméterbizonytalansagainak matematikai
modellezésével foglalkozik. A szerz0 mindkét tipikus
paraméterbizonytalansagra meghatarozta a robusztus stabilitds fogalmat, és
annak matematikai-iranyitastechnikai kritériumait, valamint a stabilitdsi
tartalékok meghatarozasaval megadja a mindségvizsgalat egyik fontos 1épését is.
SzaBoLcst a [VIL.31] cikkében automatikus repiiléssszabalyozd rendszerek
robusztussdganak vizsgalatdval foglalkozik. A szerz6 igazolta, hogy a
repiilégéptorzs szabad lengései iranyitastechnikai  értelemben additiv
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paraméterbizonytalansagként értelmezhetdek. Egy gyakorlati példan keresztiil
bemutatta, hogyan végezhetd el a stabilitadsjavitd csillapitd automata
robusztussaganak vizsgalata. Eme irdnyitastechnikai feladata megolddsara a
szerz0 1j szamitogépes forraskodot készitett, és alkalmazott a szimuldci6 soran.
A kovetkezd fejezetekben a sztochasztikus rendszer, illetve folyamatmodellezés
kiilonb6z6 szinti moddszerei, eljarasai olvashatok. A VIL.4. fejezetben egy
egyszerl valoszinliségi modell alkalmazasanak bemutatasara kertil sor. A VILS.
beallt — azaz stacioner — {lizemeltetési folyamat valdsziniiségi
modellvizsgélatat szemlélteti. Végiil, a VIL.7. fejezet repilildgépek tizemeltetési
folyamaténak tobbszemponta sorbanallasi modellvizsgélatat irja le roviden.

VII.2. A FEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

—  étlag;

—  valbszintiség;

—  szoras;

altalanos valtozo;

—  beérkezési intenzitas;

—  kiszolgélasi intenzités;

— 1do6;

—  empirikus varhatoérték;

—  empirikus szoras;

—  1iddszerinti derivalt (,,sebesség”).

IR > Q N3
|

- >

VIL.3. A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

Egy #(r) folyamat sztochasztikus, ha minden lehetséges 7 idoponthoz tartozik
egy 7(7) valoszinliségi valtozo, és az idépontok minden véges [z;, 7, ...] halmaza
esetében adott az 5(z;), n(t;), ... valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasa. A
sztochasztikus folyamatot diszkrétnek, illetve folytonosnak nevezziik, ha #(z;),
n(zy), ... egyiittes eloszlasa diszkrét, illetve folytonos a 7 értékek minden véges
[7;, 75, ...] halmazara. Abban a specialis esetben, ha a t fiiggetlen valtozo
értékeinek halmaza megszamlalhatd, sztochasztikus sorozatrdl beszéliink.
Altaldnosabban, egy sztochasztikus folyamat az () = [7:(1), 5:0), ...]
tobbdimenzids valtozoval irhatd le. Gyakran vizsgalnak olyan sztochasztikus
folyamatokat is, amelyekben az 5 valtozé egy tobbdimenzids euklideszi tér
pontjain fut keresztiil.

A sztochasztikus folyamatokat altalaban aszerint osztalyozzuk, hogy a
kiilonb6z6 7;, 75, ... idépontoknak megfeleld #;, #,, ... valoszinliségi valtozok
kozott milyen jellegh a fliggdségi kapcsolat wan. A fontosabb fajtdk a
kovetkezOk: MARKOV folyamat, POISSON folyamat, staciondrius folyamat,
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valamint GAUSS folyamat. A kovetkez6kben mi csak a MARKOV folyamatokkal
foglalkozunk.

VI1.3.1. MARKOV FOLYAMATOK

Az olyan sztochasztikus folyamatot, amelynek jovobeli alakulasat a multbeli
alakulasa csak a jelenlegi 4allapoton keresztiill befolydsolja, azaz amely
utohatasmentes, MARKOV folyamatnak nevezziik. Azaz amikor az adott véletlen
folyamat jovobeni lefolyésat csak a jelen allapot hatarozza meg. Ilyen példaul a
lottosorsolas, amikor a lehetséges masodik huzott szamot csak az elsd szdm
befolyésolja, fiiggetleniil a korabbi sorsolasok eredményeitdl. Ilyenkor
mindegyik szam ugyanakkora valdsziniiséggel lehet a masodik, csak a mar
elsének kihuzott nem.

Az lizemeltetési folyamatok rendszerszemléletli vizsgalata esetén
megallapithatd, hogy az egyes, jol definidlt allapotokbol vald tavozasok
figgetlenek az elézdkben torténtektdl. Ezen tulajdonsdg alapjan a technikai
eszkozok tlizemeltetési folyamata MARKOV folyamatnak tekinthetd ¢és igy
matematikailag MARKOV lanccal modellezhetd.

Egy lizemeltetési rendszerrdl vagy valamely belsé folyamatarol, illetve
azok iranyitdsanak hatasossagarol bizonyos jellemzok ismeretében donthetiink.
Ilyen jellemzd lehet példaul az egységnyi lizemiddre esd koltség, vagy
kiszolgalasi munkaigény. Ezen jellemzOk meghatirozdsa az adott lizemeltetési
folyamat rendszerszemléletli vizsgalatakor, annak folytonos idejl, diszkrét
allapotterti markovi modelljeinek segitségével torténhet.

Matematikailag felirva egy #5(z) valoszinliségi folyamat MARKOV
folyamat, ha minden 7, <7, < ... <17, < 7,47 ; és X; < X, < .. < X, < X, valos
szamra teljesiil a:

Plp(z,.) = X, uln(z) = X5..n(z,) = X, )= Pln(z,.) = X,uln(z) = X,)  (VIL3.1)

feltételes valoszintiségek egyenldsége.

Ha az #(r) folyamat a vizsgalt iddintervallum barmely pillanataban
felvehet valamilyen X értéket, akkor az folytonos, ha m csak Kkitiintetett
idépontokban rendelkezhet értékkel, diszkrét idejii. Diszkrét allapotteriinek
tekintjiik azt a sztochasztikus folyamatot, ahol az #» valoszinliségi valtozo
lehetséges értékei véges, vagy megszamlalhatoan végtelen elemli halmazt
alkotnak.

Egy MARKOV folyamat az allapotokbol vald tavozasok eloszldsai €s az
atmenet valoszinliségek megadasaval egyértelmiien jellemezhetd. Ha az
allapotokbol vald tdvozasok eloszlasainak jellegei nem exponencidlisak —
legalabb egy eltér —, akkor az adott utohatdsmentes sztochasztikus folyamatot
fél-markovinak nevezziik.
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A véges vagy megszamlalhatéoan végtelen — azaz diszkrét —
allapotterii, utbhatdsmentes sztochasztikus folyamat MARKOV lancot alkot.

Osszességében megallapithatjuk, hogy az iizemeltetési folyamat egy
folytonos idejti, diszkrét allapotterti markovi- vagy fél-markovi folyamatként
(azaz lancként) modellezhetd és megfeleld statisztikai adatok birtokaban
elemezhetd.

VI1.3.2. SORBANALLASI FOLYAMATOK

Sorbanallasi, kiszolgalasi rendszeren olyan rendszert értiink, amelybe a
fogyasztok véletlenszertien érkeznek be, az eltérd igényeik kielégitésére varnak,
majd a kiszolgalasuk utan a rendszerbdl tavoznak. Ilyen sorbanallési
rendszernek tekinthetjik az olyan {izemeltetési folyamatokat, melyekben
nagyobb tomegii technikai eszk6z hasonlo tipust miiszaki kiszolgalasa torténik.

A fogyasztok rendszerbe valdo belépése az érkezési folyamat. Az
érkezések kozti idok egy {X,} sorozattal jellemezhetOk. Ekkor X; az els6
fogyasztod rendszerbe torténd beérkezéséig eltelt idot, X; az i-7-edik és az i-edik
fogyasztd beérkezése kozott eltelt idot jelenti.

A kiszolgalasi mechanizmus leirhatdé az egymasutan beérkezett
fogyasztok {W,} kiszolgalasi idejéeinek véletlen sorozatdval. Ahol W; az i-edik
fogyasztd kiszolgalasanak idejét jelenti. Ez az ugynevezett kiszolgéalési sorrend,
vagy kiszolgalasi mechanizmus is véletlenszeriinek tekinthetd.

A varakoz6 sor N, hossza azon fogyasztok szamaval egyenlé a t
idopillanatban, melyek kiszolgalasa folyamatban van, vagy amelyek
kiszolgalasra varnak. Ez az el6zéekhez hasonldan, egy folytonos idejli, diszkrét
allapotterli sztochasztikus folyamat. Ezen folyamat i-edik allapotan azt értjiik,
hogy a kiszolgalasi rendszerben i mennyiségli fogyaszto tartdzkodik.

Egy kiszolgalasi rendszer modelljének felhasznéalasaval meghatarozhato
a fogyasztok varakozasi ideje; a foglaltsagi intervallum hossza (vagyis az a
folyamatos 1d6, amely alatt a kiszolgalo egység allanddan foglalt); az iiresjarati
iddszak hossza; a pillanatnyi munkahatralék, a rendszerben 1év6 igények szdma.
A fenti mennyiségek mindegyike valdsziniiségi valtozonak tekinthetd.

A fent emlitett {X,} és {W,} véletlen sorozatok hatdrozzak meg a
kiszolgalasi rendszer, a véarakozasi sor viselkedését. Jellemzésiikre szolgal a A
jelll beérkezési intenzitas, illetve a u kiszolgalasi intenzitds. E két paraméter
statisztikai meghatarozasa az alabbi modon torténhet:

A== (VIL3.2)

1
X
illetve

: (VIL3.3)
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ahol:

— a beérkezések kozti idok atlaga;
— a kiszolgalasi idok atlaga.

SIS

Egy egyszerli markovi sorbanallési rendszer az alabbi tulajdonsadgokkal bir:

) — Egy érkezés valoszinlisége egy kellden kicsiny A7 iddintervallum
alatt:
Mt +o(dy)
ahol:
o(dry) — a lehetetlen esemény bekovetkezésének valdsziniisége.
an — Egy kiszolgalds befejezésének valoszinlisége az eldzdvel

megegyez0 At iddintervallum alatt:
ult + o(4dzv)

feltéve, hogy az intervallum kezdeti pillanataban a sor nem iires.

ay) — Annak a valoszinlisége, hogy egynél tobb beérkezés vagy
kiszolgalas torténik a vizsgalt A7 id0 alatt:
o(4zt)
mely valoszinliség hatarértéke:
lim o(A7)=0
Ar—0
av) — Az (I) és (II) tulajdonsagok a rendszerben korabban torténtektdl

¢s minden mas feltételtdl fiiggetlenek, azaz markoviak.

Az (I) — (IV) tulajdonsagokbol kovetkezik, hogy az {X,} érkezések kozti és a
{W,} kiszolgalasi 1dok kielégitik a felgjitasi folyamatokat jellemzd
»feledékenység” tulajdonsdgot. Mindkét sorozat — egymastol is — fiiggetlen
valosziniiségi valtozok sora és

det illetve  pe " (VIL.3.4)

stiriség fliggvényekkel irhato le.
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A fenti folyamatok utdhatds-mentességébdl kovetkezik, hogy a jovObeni —
nulldhoz tartd6 — At iddintervallum alatti a kiszolgaldérendszerbe valo belépés,
illetve onnan torténd kilépés valdsziniisége érzéketlen a folyamat multbeli
torténetére, ha adott a varakozasi sor hossza néhany rogzitett idépillanatban. igy
N, egy folytonos ideju, {0,1,2; ... ;K} véges allapotteri MARKOV lancot alkot.
Az N, folyamat allapotat a sor hossza hatdrozza meg a {0;1;2; ... K} diszkrét
allapottérben.

Tobbcsatornas kiszolgaldsi rendszer

A kiszolgalo allomésok vagy més néven a kiszolgalasi csatornak » szama alatt az
egyszerre, parhuzamosan ¢és egymastol fiiggetleniil miikodo kiszolgalok szamat
értjiik. Tobb kiszolgalasi csatorna esetén a rendszer (7I) tulajdonsaga az alabbiak
szerint modosul:

(Ila) — Egy kiszolgalas valoszintisége a fentiekkel egyezd At iddintervallum
alatt az NV, = i egyenlOség esetén:

wi=iudr+o(dy) ha i<r |,
(VIL3.5)
w=rudr+o(dy) ha i>r

Korlatozott tarolasi méretii kiszolgaldsi rendszer

A korlatozott taroldsi méret azt jelenti, hogy ha a sorban allok szama eléri a
maximalis K értéket, az ijabb beérkezo fogyasztokat a rendszer elutasitja, mig a
sor hossza K ald nem csokken. Ebben az esetben a folyamatnak (I) tulajdonsaga
az alabbiak szerint valtozik:

(Ib) — Ha a sor hossza kisebb a K maximalis tarolasi méretnél, annak a
valdsziniisége, hogy a sor At iddintervallum alatt eggyel ndvekszik:

)t +o(7) ha N,<K : (VIL3.6a)

— Ha a sor hossza egyenl6 a maximalis tarolasi mérettel, ez a
valoszinliség:

o4t ha N,=K (VIL3.6b)

lesz.
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VIl.4. MEGHIBASODASI FOLYAMAT MODELLEZESE

Egy technikai rendszer meghibasodasi folyamatanak egyik rendszerszemléletii
elemzési modja, annak valdsziniiségi modellvizsgalata. Ez egy viszonylag
egyszeri modell, de felhasznalasaval fontos dontések hozhatok meg. Példaul
egy rendszeren beliili elemek meghibasodasai bekdvetkezésének valosziniiségi
modelljei segitségével alakithato ki a rendszer karbantartasi ciklusrendje.

Meghibasodasi  valoszinliségi modell alapjan  torténd  ciklusido
meghatdrozasanak altalanos menete a kdvetkezo:

> megfelel6 mennyiségli, valamint mindségli meghibasodasi adattal
feltoltott adatbazis gytijtése a modellezett tizemeltetési folyamatrol;

> meg kell hatdrozni a meghibasodasi adatok statisztikai jellemzdit (fel
kell rajzolni a tapasztalati stirliség—, illetve eloszlasfiiggvényt);

> meg kell allapitani, mely elméleti eloszlas kozeliti meg leginkabb a
meghatéarozott tapasztalati fliggvényeinket;

> a megfeleld elméleti eloszlas ismert dsszefliggései alapjan és a gyakorlati
elvarasokat figyelembe véve meghatarozzuk a sziikséges kiszolgalasi
miivelet idoszakossagat.

Az elemzd eljarast egy példan keresztiil fogjuk bemutatni:

890,1 914,0 9250 9539 9652 966,0 9851 9869 9941 1006,1
1006,5 10150 1019,7 1020,6 10254 10255 10256 1028,6 1029,5 1029,5
1032,0 1036,5 1043,5 10488 10492 1052,1 1052,8 1054,1 1059,3 1060,0
1062,2 1063,5 1064,3 10683 1071,6 1076,6 1076,7 10799 1083,4 1087,3
1088,9 1089,8 1089,9 1100,6 1101,4 11057 1106,5 1112,5 11133 1115,6
11222 11243 11257 11299 11350 1136,1 1137,3 11384 1138,5 1138,5
1139,7 1142,7 1144,1 11463 1146,5 11493 1149,7 11499 1150,0 1150,7
1151,0 1151,0 11542 11552 11593 1159,3 1161,9 1162,6 1163,9 1166,6
1170,7 1172,3 1173,7 11750 1178, 1178,8 1180,0 1180,8 1180,9 1188,0
1189,4 1193,5 1194,7 11948 1196,5 1200,3 12024 12032 12043 1204,6
1206,8 12073 1212,1 1213,0 1213,9 12149 12160 1217,0 1218,0 1218,7
1219,5 12222 12224 1227,1 12292 12328 1237,6 12404 12412 1250,0
1251,5 1253,3 1256,8 12588 1263,9 12669 1267,1 1267,7 12758 12759
1285,0 1288,7 1307,6 1323,1 1331,6 1334,5 13432 1354,7 13874 14202
1456,2

VII.1. Tablazat Meghibasodasi adatok
Egy gyartoberendezés alkatrészénél elhasznalodasa kovetkeztében — az adott

vizsgalati idészak alatt — 141 darab meghibasodast tapasztaltak, melyek a
VII.1. Tablazatban megadott lizemorak utan kovetkeztek be.
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A vallalat vezetése elvarasként fogalmazta meg, hogy a berendezés
karbantartasi rendjét ugy kell kialakitani, hogy annak 90 %-os készenléte
biztositott legyen. Fontos itt még megjegyezniink, hogy a példaban vizsgalt
alkatrész megbizhatosadgi szempontbol azonnal javithaté, azaz szamottevo
javitasi, cserélési idot nem igényel.

Az adatgylijtés (melynek eredménye lathato a VII.1. Téblazatban) utan
meg kell hataroznunk a meghibasodasok eloszlasanak torvényszerliségét, az azt
leiro, vagy legjobban megkdzelitd elméleti eloszlast, az eloszlas paramétereit.

[%]20 ///%/%//
10- %%%

900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

VII.1. abra. Gyakorisag-siiriség diagram

A statisztikai jellemzok meghatarozasat a meghibasoddsok empirikus
varhat6 értéke (azaz a szamtani atlaga) munkaoraban kifejezve:

;

M=

77:

N
esetiinkben: (VIL4.1)

7=1150 munkaéra.

A korrigalt tapasztalati szorés:
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esetiinkben: (VIL.4.2)
7 =102,3 munkaora,

Az illeszkedési kritériumok alapjdn végzendd vizsgalatokat a
matematikai-statisztikai szakirodalom bdven targyalja, illetve a kiilonbozo
szoftverek segitségével konnyen, kiillondsebb statisztikai jartassag nélkiil
elvégezhetdk. Erre jelen konyvben kiilon nem tériink ki.

A gyakorisag-slirliség diagrambol, illetve a normalitds vizsgéalatbol
megallapithatjuk, hogy az alkatrészek meghibasodasai normaélis eloszlashoz
kozeli eloszlast kovetnek (elfogadasi valoszintiség 90 %-nal nagyobb). Ez
egyben azt is jelenti, hogy a meghibasodasok fokozatosak, azaz az alkatrészek
elhasznalodasanak, nem pedig valamilyen, az iizemeltetési rendszerben vagy
annak koOrnyezetében bedllt valtozasok kovetkezményei. A  tovabbi
vizsgalatokhoz ezért a tényleges (tapasztalati) gyakorisag-stirtiség diagramot egy

m=1i=1150 ,
o =H=1023

jellemzékkel bird normal eloszlassal helyettesithetjiik. Igy a vizsgalandd
normalis eloszlas stirliségfiiggvénye:
(n-7)

1 N 21}2

S = T ,

2

ami esetiinkben: (VIL.4.3)

(n-1150)?
2.102,3%

1
Sm= 102,327 ¢ ’

Annak a valdszinliségét, hogy a valdszinliségi valtoz6 — amely jelen
esetben a munkadora — adott értéknél kisebbet vesz fel, a valtozd
eloszlasfiiggvénye adja meg (amit a siirliségfiiggvénybdl hatarozott integralassal
kapunk meg).
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VII. Sztochasztikus modellezés
X
Plp<X)=F(X)= j f(dt . (VIL.4.4)

A fokozatos meghibasodasokat akkor célszeri megeldzni, amikor még
azok bekovetkezése megfeleléen nagy valdszinliséggel megelézhetd. A
gyakorlati tervezOmunkdndl természetesen a miiszaki-matematikai mérlegelés
mellett tekintettel kell lenni a gazdasdgossagi és megbizhatdsagi szempontokra
is. A gazdasagossagi szempontok figyelembevételének egyik modja az, amikor
az ellendrzések, illetve cserék, javitasok és eszkozkiesések koltségeit elemzik.
Megbizhatosagi elemzések soran mérlegelni kell a varhaté meghibasodas
biztonsagi kovetkezményeit.

A fokozatos meghibasodasok esetén eléforduld normal eloszlés
sajatossaga, hogy a (VII.4.4) egyenlettel felirt eloszlasfiiggvénynek nincs zart
alaki megolddsa. Ezért, — ha az elemzést nem valamilyen statisztikai
szoftverrel végezziik — a fentiekben meghatarozott paraméterii normal eloszlast
at kell transzformalnunk az tgynevezett standard (m = 0 ; ¢ = [) normal
eloszlasra, melynek eloszlasfiiggvénye valoszinliség szamitdsi, statisztikai
tablazatokban megtalalhato.

Az eloszlasfliggvény, és a megengedhetd meghibasodasi valoszinliség
ismeretében tudjuk meghatarozni a javitasok, karbantartasok vagy ellendrzések
kozti ciklusok hosszat.

Példankban, mivel a fentiekben leirt feltételek alapjan 10 %
meghibasodasi valoszinliséget engediink meg, a standard normdl eloszlas
tablazatat felhasznalva:

X =m-128lc=1150-1,280-102,3=1018,954

Azaz, 1018,954 munkaoranként kell kicserélniink, esetleg ellendrizniink az adott
alkatrészt. A fenti moddszerrel meghatarozott {izemidot, vagy mas
teljesitményjellemz6t (példaul futott kilométer, vagy gyartott termékszam)
kerekiteni célszertl, illetve bizonyos tiirésértéket kell megadnunk. Az ellendrzési
ciklus tliréseit a névleges értek +20 és —10%-aban, kerekitve szokas
meghatdrozni. Esetiinkben tehat az ellendrzéseket:

+200

1000~

munkaoranként célszerii elrendelni.

Ha a fenti valdszinliségi modellelemzést egy technikai eszkdz minden
rendszerére, fodarabjara elvégezziik a kapott eredmények Osszegzéseként tudjuk
meghatdrozni annak karbantartasi ciklusrend;ét.
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VIL5. UZEMELTETESI, KARBANTARTASI FOLYAMAT
MODELLEZESE

Ugynevezett beallt iizemeltetési, karbantartasi folyamatokat stacioner
Markov folyamattal tudjuk matematikailag modellezni [VIL.27]. Bedllt
tizemeltetési folyamaton olyan folyamatot értiink, ahol a kiilonféle allapotvaltasi
— foéleg a meghibasoddsi — valoszinliségek iddben nem (vagy csak
elhanyagolhatd  mértékben) valtoznak. Ilyen iizemeltetési folyamatot
tapasztalhatunk a bejaratasi és a kidregedési szakaszok kozott, ha nem lép fel
jelentés valtozas az lizemeltetési koriilményekben. Jelen fejezetben ezt a
modellezési eljarast egy mintapélda megoldasan keresztiill szemléltetjiik,
bemutatva egy, a Szerzd altal kidolgozott, j61 algoritmizalhatd6 modellmegoldasi
eljarast is.

Meghibasodas A tipusu B tipusu

meghibésodasi atlagido: 51,6 ora 39,35 ora

meghibasodasi intenzitas pi2=1,938 107 P13 =2,541 10
2

atlagos javitasi ido 10,2 ora 4 ora

javitasi intenzitas B2 =9.803 107 B3 = 0,25

atlagos munkaigény 10,2 munkaora 8 munkaora

atlagos koltség 5430 HUF 1432 HUF

a masik hiba javitasa kozben _ _

torténd bekovetkezési intenzitas P =0,2145 B54 = 0,0511

atlagos javitasi 1d6 3,5 ora
javitasi intenzitas L= P =0,286
atlagos munkaigény 4,6 munkaora
atlagos koltség 6458 HUF

VII.2. Tablazat Statisztikai elemzés f6bb adatai

Egy gyartésor egyik berendezésének iizemeltetése soran két eltérd tipusu
meghibdsodast tapasztaltak. Mindkét fellépett hiba javitasa kozben gyakran
eléfordult, hogy a masik tipusu hiba fellépése is hamarosan bekdvetkezik.
Ekkor, a masik tipust hiba megel6zd javitasat is elvégezték a karbantartok. A
meghibasodasi adatok — VIIL4. fejezetben leirt — statisztikai elemzése
kimutatta, hogy a mindkét tipusi meghibasodas bekdvetkezési gyakorisagai
exponencidlis jellegli eloszlasokkal birnak és a gyartosor mitkodési idejétdl
fiiggetlenek. A meghibasodasok ¢és a javitasaik statisztikai fobb adatait a VIL.2.
Tablazat tartalmazza.
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Bis b2
Bis B2
1 — Rendeltetésserti hasznalat.
Pai Pai 2 — A tipust meghibasodas javitasa;
3 — B tipust meghibasodas javitasa;
P @ Pz 4 — Mindkét tipusu meghibasodas
egyidejii javitasa;

VIL.2. abra A folyamat grafmodellje

A karbantartési folyamat stacioner valoszinliségi modelljének felallitasat
a grafmodell felrajzolasaval kezdjiik. A folyamatot sulyozott élii iranyitott
graffal tudjuk szemléltetni (VII.2. dbra).

Az adatok elemzése alapjan kijelenthetd, hogy a folyamat MARKOV
modellje felallithat6, ¢és azzal elemezhetd. A grafmodell szerint a
KoLMoGOROV-féle differencial-egyenletrendszer — mely az allapotokban vald
tartdzkodds valdszinliségeinek idébeni véltozasat irja le — az aldbbi mddon
irhato fel:

B(t)=~(B,, + BB (7) + By, Py(7) + By P (T)
Pz(T) = _(ﬂzl + ﬁ24 )Pz (o) + ﬂlzR (r)+ ﬁ42P4 () , (VHS 1)
P3 (r)= _(ﬂ_ﬂ + ﬂ34 )Ps (r)+ ﬁ]}R (r)+ ﬂ43P4 ()
P,(t) = (B, + B)P,(1) + By P (7) + B, P(7)

ahol B; az allapotvaltasi intenzitasok, melynek értékeit a VII.2. Tablazat
tartalmazza.

Mivel az Aaltalunk vizsgélt folyamatot bedlltnak, azaz idében
valtozatlannak tekintjiik, igy az allapotokban vald tartézkodasi valdszintiségek
1d6szerinti derivaltjaira teljesiil, hogy:

P()=P(@)=P(@)=F()=0 . (VIL5.2)

Ekkor a (VIL.5.1) egyenlet matrixaritmetikai alakban is felirhato:

0=Bp , (VIL5.3)

ahol:

0 — nullvektor:
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0'=[0 0 0 o] ;

B — a (VIL.5.1) egyenletrendszer egylitthatomatrixa:
~(Bn+bBs3) B Bsi 0
B= ﬂlZ _(ﬂ21+ﬁ24) 0 ﬂ42 .
B 0 ~ (B +Pu) B ’
0 Poa B ~(Bn+Fi)
p — az allapotokban val¢ tartozkodasok valoszintiségvektora:

p'=[F B P P]

A megoldas tovabbi feltétele, hogy
P(r)=1 , (VIL5.4)
1

amely azt fejezi ki, hogy az lizemeltetés targya csak a fenti négy allapot (melyek
esetiinkben a teljes eseményteret alkotjak) valamelyikében tartézkodhat.

Az egyenletrendszer megoldasakor problémaként jelentkezett, hogy a
numerikus algoritmusok konnyen a trivialis megoldast adjak (vagy adhatjak)
meg. Mivel a Szerzd kutatasi célja egy konnyen algoritmizalhatd vizsgalati
eljaras kidolgozasa volt, ezért a fenti eljarast modositotta, lasd a [VIL.17],
[VIL.18] és [VIL.23] irodalmakat. Ekkor az N-ismeretlenes (esetiinkben négy-
ismeretlenes) egyenletrendszert ~N+I/-ismeretlenesre alakitotta 4at. Az
allapotokban tartdozkodasok valoszinliségeinek vektora N+/-edik elemének a
teljes eseménytér bekovetkezésének valoszintiségét — a (VII.5.4) egyenletet —
tekintve. Igy a (VIL5.3) egyenlet az alabbi alakura modosult:

o (VIL5.5)

Ez a lineéris egyenletrendszer mar barmely ismert numerikus modszerrel
kapott eredménye a (VIL.5.3) egyenlet trivialistol eltérdo megoldasa lesz.

A fenti egyenletrendszer VII.2. Téablazat értékeinek felhasznaldsaval
torténdé megoldasa az alabbi allapotokban valo tartdzkodasi valdsziniiségeket
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jelenti:
P;=0,7689 ; P,=0,0855; P;=0,1044 ; P,=0,0414

A fenti eredmény alapjan els6sorban ki tudjuk jelenteni, hogy a
berendezés esetén 76,89 %-os készenlétet tudunk biztositani a jelenlegi
karbantartasi rendszerrel. Mivel ismert a javitasi koltségek, illetve a javitasi
munkaigények, igy prognosztizalhatjuk, egy adott 7 vizsgalati id0 alatti Ky
javitasi koltséget, illetve Ms munkaigényt. Ez az aldbbi 0Osszefiiggések
segitségével oldhatdo meg:

4
K =TS ";Pf , (VIL5.6)
i=2 i
illetve
4
M, =TS ’";Pf , (VIL5.7)
i=2 i
ahol:
ki — i-edik javitas koltsége;
m; — i-edik javitds munkaigénye.

Példank esetén 10000 oraval szamolva:

K. =10000 5430-00855  1432-0,1044  6458-0.0414) | (o 00r g pyup
10,2 4,0 3,5
illetve
K, = 10000(10’21'8’385 5.8 01044 46 'g’g4l4j =3487,1 munkadra

166



VII. Sztochasztikus modellezés

VII.6. AZ UZEMELTETES ALLAPOTFIGYELESRE EPULO
IRANYITASA

Egy technikai rendszert, illetve annak rendszereit, berendezéseit lizemeltetésiik
soran sztochasztikus hatasok érik: kiilsd zavarasok, illetve belsdé zajok terhelik.
Ezen hatasok kovetkeztében miiszaki allapotuk halmozottan, és véletlenszeriien
véltozik. Altalaban, hasznalat soran iizemaéllapotuk romlik, mig javitas,
karbantartds soran javul. A vizsgalt rendszer pillanatnyi miiszaki allapotat az
ugynevezett belsd paraméterek (példaul rugémerevség, elektromos ellenallés,
vagy egy részegység hatasfoka) hatarozzak meg. Ezért — matematikailag — a
miiszaki allapotot a belsd paraméterek altal meghatarozott, tobbdimenzids tér
egy pontjaval jellemezhetjiik.

A miiszaki diagnosztika feladata a rendszer eme paramétertérben
elfoglalt pillanatnyi helyének meghatirozdsa (ez ismerheté meg a VI.7.
fejezetben), mozgasi sebességének, és iranyanak prognosztizalasa.

A jellemz6é technikai paraméter pillanatnyi értéke, és valtozasi
sebességének ismeretében donthetiink, hogy a kovetkezd ellendrzésig
sziikséges-e karbantartast vagy javitast végezni a rendszeren. Ehhez a jellemzo,
meghibasodashoz tartozo értékének ismeretében meg kell hatarozni annak az
tizemképes miitkodéshez megengedhetd értékét, és megengedhetd valtozasi
sebességét.

Egy #n paraméter meghibasodashoz tart6z6 7, értékének és az
ellendrzései kozti Ar id6 ismeretében az iizemképes mitkodéshez megengedhetd
nn erteke és 7, sebessége meghatirozasahoz az alabbi egyszerlsitd

feltételezéseket tessziik:

> az n paraméter valtozasa a An hosszu [7,;n, ]| intervallumban linearis;
> a paraméter valtozasanak » sebessége egy, a vizsgalt rendszer
lizemidejétdl fiiggetlen £(7) valoszinliségi slirliséggel jellemezhetd.

A feltételezésekbdl esetleg szdrmazd pontatlansdgokat az 7 valtozasi
sebesség véletlen voltat az f(7) valdszinliségi slrliséggel bird valdszinliségi
valtozoként torténd kezelésével egyensiulyozzuk ki.

Ha az i-edik ellendrzésnéln eléri azp, megengedhetd értéket és a
paraméter ezt kovetden

._Anpg
>7
7 At
sebességgel valtozik, a jellemzo a kovetkezd (i+1-edik) ellendrzés eldtt eléri az
n, meghibasodasi értéket.
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T, l-l_ i ’Ll'i Tj‘+ 1 Tr
VIL.3. dbra Megengedhetd paraméterértékek meghatarozésa

Ezért az lizemképes miikddéshez megengedhetd 7, paramétervaltozasi
sebesség értéke:

) =1 VIL6.1
77»1 AT > ( )
a meghibdsodasi valoszinliség:
iy
P(A7,An) = Pl >7,)=1-P(r <n,)=1- [ fGDdn . (VIL6.2)
A O kockazati — megengedhetd meghibdsoddsi — valoszinliség

ismeretében, azt a (VI1.6.2) egyenletbe behelyettesitve kapjuk:

0=P(Ar.Ap=1- [ (i . (VIL6.3)

-

Ha statisztikai illeszkedésvizsgalattal nem tudjuk meghatarozni az 7
paraméter valtozasi sebességének sirliségét, akkor valamely altalanosan
alkalmazott eloszlastipust célszerti feltételezniink.

> Egyenletes eloszlds esetén:
0 ha ﬁmin > 77
f(ﬂ) = ; = L ha ﬁmax 2 ’7 2 ’?min > (VII'64)
nmax ~ Mmin A’]
0 ha 77> 77,
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ahol:
Mo maximalis paramétervaltozasi sebesség;
Moin~ — minimalis paramétervaltozasi sebesség;

A77 = ’7max - 7.7min . (VII'65)

Ekkor, felhasznalva a (VIIL.6.3) egyenletet:

T

| n An
=1- |—dnp=1-"m=1- VIL6.6
© ;[OAf] g An ATAn ( )
azaz:
An=(01-0)AAn . (VIL6.7)
> Exponencidlis eloszlas esetén:
)= 0 ha 7<0
m= Je ha 0<p (VIL.6.8))
Ekkor:
QO=1-¢*n | (VIL6.9)
illetve:
An=—@m . (VILX10)
> Normadlis (GAUSS) eloszlds esetén:
1 _Gp=m)? 6
P) = 20° . VIL6.11
AGD) . «/ﬁe ( )

Normadl (GAUSS) valtozasi sebesség eloszlas esetén algebrailag konnyen
levezethetd megoldast nem taldlunk. Ezért a statisztikailag meghatarozott, vagy
felvett varhat6 érték, és szoras adatok alapjan, azokat standard normal
eloszlasban kifejezve, hatarozhatjuk meg a megengedhetd paramétervaltozasi
sebesség €s a Ay tartomany nagysagat.

Az lizemképes mitkddéshez megengedhetd paraméter érték:
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n,=m,—-An . (VIL.6.12)

Ha az n és az nértékek kisebbek a (VIL.6.12), illetve a (VIL.6.1)

egyenletekkel meghatarozott értékeknél, akkor a rendszer a kovetkezo
ellendrzésig, karbantartasig legkevesebb 7/-Q valdszinliséggel nem hibasodik
meg.

A [VIL16]; [VIL.17] és [VIIL.19] irodalmakban részletesebben tanulmanyozhatd
a Mi-8 Hip tipusu helikopter féklevegd rendszerének allapotfigyelésre €piild
iranyitorendszere, illetve a hozzé kapcsolddo sztochasztikus modell kidolgozésa.
Ekkor az elemzés soran — mint az mar a VI.7. fejezetben is olvashato volt —
vezetd paraméternek a fékhatds csokkenése, illetve a fékhatds aszimmetridja
volt. Az iizemeltetési hatarértékek meghatarozdséhoz a paramétervaltozasi
sebesség slirtiségét egyenletes eloszlasuként modellezték — lasd a (VI.6.4) ~
(VIL.6.7) egyenleteket. Elemzési adatoknak a VI.7. fejezetben bemutatott
elemzés eredményei kertiltek felhasznalasra.

Az éllapotfigyeld eljarasra ¢épiild iizemeltetés-iranyitasi modszer
kidolgozasa érdekében sziikséges volt a vezetd paraméterek — a rendszer
tizemképességét meghataroz6 — hatarértékeinek ismerete. A két vezetd
paraméter ezen értékeit sem légiigyi eldirasok, sem egyéb mas szabélyzatok,
vagy technoldgiai utasitisok sem adtdk meg. Ezért szakértéi kérddivek
felhasznalasaval az alabbi adatok meghatarozasara is sor keriilt az elemzés
soran:

> az lizemeltetés szempontjabol még megengedhetd
»  fékhatas csokkenés;
»  fék-aszimmetria;
> az ellendrzések kozotti ajanlott
> repiilt id6;
»  naptari ido.

A szakért6i valaszok értékelésével részletesebben, a VIIL.6 fejezetben, a
fuzzy dontési modellalkotas ismertetése soran foglakozunk.

A VL7, illetve VL.8. abrahoz csatlakozoan a VII.4., illetve VIL.5. abrak a
fékhatas, illetve fékaszimmetria valtozasi sebességeit, valamint azok
megengedhetd értékeit szemlélteti repiilt-, valamint naptari id6 fiiggvényében.
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VIL5. abra Fékaszimmetria valtozasi sebességek

A VL7, illetve VL.8. abrahoz csatlakozoan a VII.4., illetve VIL.5. abrak a
fékhatas, illetve fékaszimmetria valtozasi sebességeit, valamint azok
megengedhetd értékeit szemlélteti repiilt-, valamint naptari 1d6 fliggvényében.

VII.7. SORBANALLASI MODELLEK

Egy kiszolgalasi rendszer modelljének felhasznaldsdval meghatarozhaté a
fogyasztok varakozasi ideje, a foglaltsagi intervallum hossza (vagyis az a
folyamatos 1dd, amely alatt a kiszolgdlo egység allandoan foglalt), az iiresjarati
idészakok hossza, a pillanatnyi munkahatralék, a rendszerben lévd igények
szama.

A sorbanallasi modellek felhasznalhatok kiilonboz6 logisztikai, miiszaki
kiszolgalési rendszerek, folyamatok elemzésére. Ilyen vizsgalat lehet példaul a
repiiléterek elokészitd zonai sziikséges befogadoképességeinek, a repiilési
feladatokat kiszolgalo kiilonleges gépjarmiivek szamanak meghatarozasa.

Ugyanezen matematikai moddszerrel allapithatdé meg példaul a javitd
mihelyek sziikséges kapacitasa, illetve specialis szerszamainak, késziilékeinek
optimalis szama is. Fontos kérdés egy kiszolgalasi rendszer vagy folyamat
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sorbanallasi modell feldllitdisa soran — még a legelején — a fogyasztok, a
kiszolgalok, a kiszolgalasi csatornak, illetve a kiszolgéalas pontos meghatarozasa.

A MiG-29 Fulcrum tipusu repiilégépek harcrendbe allitdsaval kapcsolatban
meriilt fel a mérndk-miiszaki kiszolgalasara hasznalt zona sziikséges mérete,
azon beliil a kiszolgald helyek szama meghatarozasanak kérdése. A problémara
a MARKOV-tipusi sorbanalldsi folyamatok elméletének alkalmazasaval
kaphattunk korszerti, rendszerszemléletii megoldast.

A kiképzési repiilés miiszaki kiszolgalasa matematikai szempontbdl egy
tobbcsatornds, korlatozott taroldsi méretli, markovi, vagy fél-markovi
sorbanallasi rendszert alkot. Ekkor a repiilésen résztvevd gépeket tekintjiik a
fogyasztoknak, a repiilomiiszaki allomanyt pedig a kiszolgaloknak.

Vizsgalatunkban a kiszolgéalas alatt nem csak a repiilégépek ismételt
feladatra vald elOkészitését, hanem utana, a koOvetkez6 feladatra valo
varakozasat is értjiik, mivel mindkettd a kiszolgalé zoéndban (a kiszolgalo
helyen) megy végbe. Igy a tivozasi folyamaton a gépek a zonabol a kovetkezd
gyakorlatra vald tavozasat értjiik. Ezt a folyamatot alapvetden a repiilési
tervtabla hatdrozza meg. Viszont a kiképzési repiilés soran az egyéb,
véletlenszerti kiilsd hatasok miatt a tervtablatol torténd eltérés léphet fel. Igy ez
a folyamat irdnyitott (de!) sztochasztikus folyamatnak tekinthetd. Ilyen kiilsd
hatas lehet példaul a kiképzési repiilés soran esetleg fellépd jelentds iddjaras
valtozas.

Erkezési folyamat Tavozasi folyamat

SIS S S R RS

Kiszolgalok

VIL.6. abra A kiképzési repiilés, mint sorbanallasi folyamat
Szintén a repiilési tervtabla hatarozza meg az ugynevezett kiszolgalasi

sorrendet vagy kiszolgéalasi mechanizmus-t is, mely — a fent emlitett okok miatt
— szintén véletlenszertinek tekinthetd.
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Tobbesatornasnak tekinthetd a vizsgalt rendszer, mert a zonaban a
miiszaki allomany a kiszolgalé helyeken egyszerre, parhuzamosan végezheti az
ismételt feladatra valo elokészitések.

A kiszolgalo allomasok, vagy mas néven a kiszolgalasi csatornak szamat
jelen esetben — a miiszaki értelemben vett — kiszolgalo helyek (a toltokutak
vagy toltdkocsik, foldi aramforrasok) szama jelenti. Roviden fogalmazva: a
kiszolgalo csatorndk szadmat mindig a rendszer — szakmai szempontokbol —
»legsziikebb keresztmetszete” hatarozza meg.

A korlatozott tarolasi méretet a repiilésen résztvevo gépek szamaként —
mint a rendszer jellemzdjét — vettiik fel. Feltételeztiik, hogy a kiképzési repiilés
soran Ujabb, illetve nem a repiiléegységhez tartozd gép, vagy gépek
kiszolgalasara nem keriill sor. Ezzel a feltétellel a felallitandd atmenet-
valdszinliségi matrix méretét hataroztuk meg.

A modellvizsgalat soran egy varakozasi-hossz problémat kellett
megoldani. Ekkor a kiszolgalasra vard fogyasztok szamat, amely tartalmazza
azokat is, melyek kiszolgélasa éppen folyik, elemeztiik az id6 fiiggvényében.
Ugyanis a rendszerben 1év6 igények szdma hatdrozza meg elemzésiink soran a
kiszolgalo zona sziikséges befogadd képességét.

A kiképzési repiilések miiszaki kiszolgdlasanak tdbbcsatornas,
korlatozott tarolasi méretii sorbanallasi modellezése esetén a kiszolgald zondban
tartozkodo gépek szdma egy folytonos idejt, {0;1,2; ..... K} véges allapotterti N,
MARKOV-lancot alkot, az aldbbi valoszinliségi derivalt matrixszal:

B A 0 R
o —(A+uw) A .o 0

A=| 0 H, A+ A . .. 0 R (VIL.7.1)
L 0 0 s —m

ahol g értékeit a VIL.3. fejezetben leirt (I1a) feltétel — a (VII.3.5) egyenlet —
alapjan lehet meghatarozni.

A (VIL7.1) egyenlet felhasznalasaval — PREKOPA [VII.24] szerint —
felirhat6 az alabbi matrixegyenlet

dp(7)

=Ap(r) . (VIL7.2)
dr

A (VIL7.2) egyenlet jelenti a kiképzési repiilések miiszaki
kiszolgalasanak sorbanallasi modelljét.

A modell feltdltése — a u €és a A tényezOk meghatarozdsa — érdekében
felvett adatok statisztikai vizsgalatdnak eredményeit a VII.3.Tablazat, a VIL.7.
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abra szemlélteti.

Beérkezési Kiszolgalasi
folyamat folyamat

megfigyelés 76 76
minimum 0 20
maximum 39 69
atlag 7,3314 34,7223
intenzitas A=0,1364 u=0,0288
szabadsagfok 5 5
x’ 0,8460 10,6573
elf. valdszinliség ~0,975 ~0,05

VIL.3. Téblazat Statisztikai vizsgalatok eredményei

Az elvégzett statisztikai vizsgalatok alapjan hatdroztuk meg az X
beérkezések kozti id6k atlagat, abbol a A beérkezési intenzitast, illetve a Wa
kiszolgalasi idOk atlagat és a i kiszolgalasi intenzitast.

40 20

s R e R e s S

20

lz S0 15 20 25 30 3 4 2200
X [perc] -

VIL.7. abra Beérkezési id6k6zok és kiszolgalasi id6k hisztogramjai

A VIL3. tablazat ¢s a VIL.7. abra alapjan megallapithat6, hogy mig az
érkezési folyamat — jo kozelitéssel — exponencialisnak tekinthetd, a tavozasi
folyamat ettél jelentds eltérést mutat. Igy az illeszkedési vizsgalatok eredményei
alapjan kijelenthetd, hogy a statisztikailag feldolgozott miiszaki kiszolgalasi
folyamatok fél-markovi kiszolgalasi folyamatként kezelhetd.

Stacioner, azaz mar bedllt, kiszolgéalasi folyamat esetén az N, folyamat
allapotokban tartdzkodas valoszinliségének vektora a

Ap=0 (VIL7.3)

egyenlet, a VIL.5 fejezetben leirt — lasd a (VII.5.5) egyenletet algoritmus szerint
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— megoldasaként kaphat6 meg.
A (VIL7.3) egyenlet alapjan meghatarozhaté az allapotokban valo
tartozkodasok p valoszinliség-vektora, illetve a

K
P=>P (VIL7.4)

i=r+l

elutasitas, a mi esetiinkben: a zonabodl torténd kiszorulds, mas szoval, a zoéna
elotti torlodas valoszintisége.

A modell gyakorlati alkalmazasa szempontjabol a legfontosabb jellemz6
lehet a kiszolgal6 zona fogaddképességének

P, =1-P (VIL7.5)

Jk q

valoszinlisége. Ez a paraméter annak a valdszinliségét fejezi ki, hogy a zéna
képes befogadni az Osszes, ismételt feladatra vald elokészitést igényld
repiilégépet.

A modellhez az elézéekben megallapitott beérkezési ¢€s kiszolgalasi
intenzitasokat felhasznalva hataroztuk meg a A matrix elemeit.

A modellt miikddtetd program futtatdsdval elemezhetd adott szdmu
repiilégép kiszolgalasa kiilonbozé befogadd képességii zona esetén, illetve egy
adott befogadd képességli zonabol, valtozd gépszam mellett torténd kiszolgalas.
Az elsO esetben a kiszolgaldé zona befogadoképességét tudjuk optimalizalni. A
masiknal pedig meghatdrozhatjuk egy adott — példaul egy ugynevezett
mandver-repiilotér fogadoképességét az altalunk megallapitott feltételek mellett.

VII.7.1. A KISZOLGALO ZONA BEFOGADOKEPESSEGENEK MEGHATAROZASA

Egy kiképzési repiilés beallt — stacioner — miiszaki kiszolgalasat modelleztiik,
a kiszolgalo zona eltéré befogaddképességei esetén. A modellezett kiképzési
repiilésen 20 gép vett részt.

A futasi eredményeket a VIL.8. abra szemlélteti. A grafikonokon a
kiszolgalasi folyamat allapotban vald tartozkodasi valdszinliségeinek valtozésai
lathatok kiillonbozo zonakapacitas esetén.

A fenti eredmények elemzésével valaszthatd ki adott szamu repiil6gép
kiképzési repiilésének mérnok-miszaki biztositasdhoz sziikséges kiszolgalo
zona befogadod képesség.

Ehhez elsé 1épésként meg kell hatdrozni annak a megengedhetd
valoszinliségét, hogy a repiilés soran a kiszolgal6 zona elétt torlodas 1€p fel.

A zona kapacitasanak azt a legkisebb kiszolgald csatorna szamot
célszerti valasztani, mely kielégiti a meghatarozott hatarértéket.
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Fontos megjegyezni,

hogy az

igy kivalasztott értéket csak a

rendszerszemléleti megkozelités eredményének szabad tekinteni. A zona
befogadd képességével kapcsolatos végleges dontés meghozatalanal figyelembe
kell venni mas, a kovetkezOkben felsoroléasra keriild, szempontokat is.

P;
0l

s

0l

N LR
0246 81001R1KI6IED

C
r=16; P,= 0,0543

NECL R i

P;
01 —
Qo B
oLl LU R
02468 0DRHKUIILD
b
r=14;P,= 02056
P,
0l —
s B
MECCECCOCCCCRRanans i
0246810RKUICIED

d
r=18;P,=0,0152

VIIL.8. abra Az allapotokban valo tartézkodéasok valdszintiségei eltérd r
kiszolgélohely szam és 20 repiil6gép esetén

VII.7.2. A KISZOLGALHATO GEPSZAM MEGHATAROZASA

A kiképzési repiilések miiszaki kiszolgalasanak bedllt sorbanélldsi modellje
felhasznalhato egy, mar meglévo befogadd képességli zonabol a kiszolgalhato

replilégépek szamanak meghatarozasara.
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Ez az elemzés sziikséges példaul a vizsgalt repiildtérre telepiilt
repiildegység gépszamanak novelése esetén, vagy egy masik replildegység
repiildgépeinek — harcaszati gyakorlat sordn, vagy a bazis repiilotér felijitasa
alkalmabol torténd — ideiglenes attelepitésének tervezésekor, szervezésekor.
Ezt a vizsgalatot célszerli elvégezni a mandver-repiiléterek kijeldlése, a roluk
torténd lizemeltetések tervezése soran is.

Az elemzés elvégzéséhez a korabban feldllitott stacioner sorbanallasi
modellt kell alkalmazni azonos kiszolgdldo csatorna szdm esetén, eltérd
repiilégépszamokkal. Az igy elvégzett szamitdsok eredményeit mutatja be a
VIL.9. ébra.

P,' Pf
Q015 Q15
o ] a—m || [k
a0 — 005
0O 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 I 4
a b
K=11;P,= 00295 K=12; P,=0,0642
P, P,
015 Qal1s
al | 01 = | P
0051 005
o111 = o o E
0O 2 4 6 8 10 2 4 0 2 4 6 8 10 I 1«
C d
K=13;P,=01021 K=14;,P,=01414

VIIL.9. dbra Az éllapotokban valo tartozkodasok valdszintiségei 10
kiszolgalohely és eltérd gépszamok esetén
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A kapott eredmények alapjan egy 10 féréhelyes sziikség zona esetén — a
fentiekben meghatarozott beérkezési és kiszolgalasi intenzitasokkal szdmolva, €s

figyelembe véve az lizemeltetés

ideiglenes jellegét — maximum 12

(P, = 6,42%) repuldgép kiszolgalasat célszerli tervezni folyamatos repiild

uzemben.
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VIIl. FEJEZET

FUZZY MODELLEZES

VIIl.1. BEVEZETES

Napjaink korszerli technikai berendezései és dontéshozatali mddszerei mind
sz¢élesebb korben alkalmaznak valamilyen fuzzy eszkozt, fuzzy szabalyz6 vagy
szakértoi rendszert. A fuzzy halmazelmélet, és logika 1965-ben sziiletett meg,
LOFTI ZADEH ,,Fuzzy Sets” cimi cikkében [VIIL.24]. A fuzzy logika egy olyan
Uj matematikai eszkdz, mellyel a valos vildg bizonytalansdgait tudjuk
modellezni.

Egyes magyar szakirodalmak mindsitd logikanak 1is nevezik a
matematika ezen 4gat. A szotarak szerint a ,,fuzzy” angol sz6 jelentése (tobbek
kozott): homalyos, elmosodott, 1agy korvonalu, életlen konturu. Alapvetden a
fuzzysag a pontatlansag egy tipusa. Olyan elemek csoportositdsabol, halmazabol
szarmaz6 pontatlansag, melyeknek nincsenek hatdrozott korvonalai. A fuzzy
foglalhatok és megoldhatok a tulsagosan bonyolult, hagyomanyos vizsgalati
modszerek segitségével nehezen megfogalmazhaté problémak. Mérnoki
szempontbol a fuzzy logika egy olyan modszer, mellyel az analog folyamatokat
digitalis eszkozokkel (példaul személyi szadmitogépekkel) lehet modellezni. Mas
— humadn jellegli — tudoméanyos fogalmazasban a fuzzy elmélet az intuiciot
tekinti a kdzponti magyarazo paradigmanak.

A klasszikus logika fobb elveit eldszor Arisztotelész fejtette ki, és
legfontosabb eljardsait is 6 hatarozta meg. Az arisztotelészi logikat talan
legjobban a ,kizart kozép térvényével” tudjuk jellemezni, ami szerint minden
logikai kovetkeztetés csak igaz {1} vagy hamis {0} eredményti lehet.

A fuzzy logika egy olyan sokértékli logika, mely egy kovetkeztetés
eredményének megengedi a klasszikus logikaban felvehetd igaz {1} és hamis
{0} kozti — azaz a [0;1] zart intervallumban definialt — barmely valos értéket.

A fejezetben el6bb fuzzy halmazelmélet — a [VIIL1]; [VIIL4]; [VIIL6];
[VIIL.7]; [VIIL.20]; [VII1.22] ¢és [VIII.24] irodalmakban alapjan 6sszegfoglalt —
alapfogalmai olvashatok. Ezt kdvetden a technikai eszk6zok iizemeltetése soran
alkalmazhato kiilonféle — a fuzzy halmazelméleten alapuldé — modellezési
dontés-elokészitési modell feldllitdsi metddusat és alkalmazdsi lehetdségeit
ismerheti meg a Tisztelt Olvas6, a Szerzé [VIIL.9] — [VIIL.18] publikécidiban
mar kozreadott eredmények rendszerezett Osszefoglalasaként. A VIII.4. fejezet
egy, a fuzzy halmazelméletre épiild kockazatbecslési eljarast mutat be. A VIIL.S.
fejezetben a fuzzy hibamod- és hataselemzés keriil bemutatasra. Majd a VIIL.6.
fejezetben egy ilizemeltetési dontés-elokészitd modell ismerhetdé meg, melyben a
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szakértok véleményét fuzzy halmazelméleti modszerrel modellezziik.

VIIl.2. A FEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

Y —  fuzzy kovetkeztetés értéke;
U —  igazsag érték;
Uz) —  tagsagi fliggvény.

VIIL.3. A FUZZY HALMAZELMELET ALAPJAI

A klasszikus logikaval 6sszekapcsolt BOOLE-algebra pontosan definilt, és éles
hatarral rendelkez6 halmazokkal végzend6 miiveletekkel foglalkozik.

Vegyiink példaul egy B jelli paramétert, melynek értékeinek 3 és 4
ko6zott kell lennie, azaz:

3<B<4 (VIIL.3.1)

feltételt kell (kéne) kielégiteni.

De, mi torténik akkor, ha ezt a B ¢értéket valamilyen mérés
eredményeként kapjuk? Pontatlan a miiszer, a skalar6l rosszul olvassuk le az
értéket. Ekkor fog ,.elfuzzysodni” az (1) egyenl6tlenség kielégitésének igaz
volta. Ugyanis — figyelembe véve a fenti tévedési lehetdségeket — a B
értékének meghatarozasaban pontatlansag 1ép fel. Ezt a pontatlansagot — azaz a
3< B <4 feltétel teljesitésének igaz voltanak mértékét — a B jellemzd u(B) jeli
tagsagi fiiggvényével tudjuk jellemezni. A tagsagi fiiggvény — kovetve a
klasszikus logikat — csak a:

0<pu<l (VIIL.32)

értéket veheti fel.
Példaul, esetiinkben ezt a pontatlansagot megadhatjuk az alabbi
fiiggvénnyel:

0  ha x<2
x—2 ha 2<x<3
u(B)=1 1  ha 3<x<4 . (VIIL3.3)
5-x ha 4<x<5
0 ha 5<x
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1(B) H(B)

0 5 0 0 i 10
BOOLE halmaz Fuzzy halmaz

VIII.1. 4bra BOOLE és fuzzy halmazok dsszehasonlitasa

Természetesen a tagsagi fliggvény megadasara nem csak linedris
egyenletek alkalmazhatok.

L. A. ZADEH a BOOLE-algebraban alkalmazott metszet helyett a MINIMUM
OPERATOR-t; az unié helyett a MAXIMUM OPERATOR-t javasolta bevezetni, a
VIII.1. Tablazat szerint.

Boole-algebrai miivelet | Fuzzy miivelet
Metszet Minimum u(AnB)= MIN(u(A), 1(B))
Uni6 Maximum 1(40 B)= MAX (u(A), (B))
Negacio Negacio w(A)=1- u(4)

VIII.1. Tablazat Fuzzy miiveletek

1 1 1 I
Fuzzyfikicio " Ertelmezés ; Osszegzés \ Defuzzyfikdcio |
) 1 1 1
X =2 #(Xy) 1. szabdly |— #(Z1) —
2 w0 S i
- L f] 4
hau(Z)=0 > #

VIIL.2. abra Fuzzy rendszerben lejatszodo folyamat
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Egy fuzzy logikai modszert alkalmaz6 dontéshozatali eljaras vagy fuzzy
szabalyzd rendszer lényegében az alabbi folyamatot hajtja végre. Ezek a
rendszerek, folyamatok egy iddben tobb logikai szabalyt — ugynevezett
szabalybazist — alkalmaznak. A szabalybdzis sajatossaga, hogy a logikai
szabalyok arisztotelészi logika szerinti megoldasai — egy idoben — eltérd
eredményeket adhatnak. Lényegében ezen ellentmondast oldja fel a fuzzy logika
alkalmazasa. A folyamat fobb Iépéseinek lancolatat szemlélteti a VIII.2. 4bra.

VIII.3.1. Fuzzyfikacio

Az elsé 1épésben — melyet fuzzyfikacionak neveziink — a rendszer konkrét
értékekkel bird bemend jellemzdinek pillanatnyi €les értékeihez egy-egy fuzzy
tagsagi értéket rendeliink. Ekkor, példaul a (VIIL.3.3) egyenlethez, illetve a
VIII.1. abrdhoz hasonl6 meghatarozésokat alkalmazunk példdul a bemeneti
adatok pontatlansdgainak, bizonytalansagainak jellemzésére. A fuzzifikacio
elvégzéséhez eldszor is meg kell hatdroznunk — még a dontéshozatali modell
felallitaisakor — a modellezés soran alkalmazandé kategoriakat és a hozzajuk
kapcsolodo tagsagi fiiggvényeket.

Kategdriak meghatarozasa

A kategoridk meghatarozasahoz eldszor is meg kell allapitanunk, hogy az adott
dontést mely tényezok befolyasoljak. Példaul, altalanos kockazatbecslés esetén a
kockazati szintet egyrészt az esemény bekdvetkezésének gyakorisaga
(valdsziniisége), masrészt a felléphetd veszteség mértéke hatarozza meg. Ezzel
ellentétben, példaul a hibamod- és hataselemzés (FMEA) esetén a befolyasold
tényezOk a bekovetkezés gyakorisdga, a kdvetkezmény mértéke és a hiba ok
felderithetdségének szintje [VIIL.21].

Ekkor a kovetkezdket kell figyelembe venniink. El8szor is minél tobb
kategoriat hatarozunk meg, a vizsgalat annal bonyolultabba valik, illetve az
alkalmazas soran a szakértok kozott jobban megndhet a félreértések lehetdsége
is. Viszont eldnyt az jelent, hogy arnyaltabb eredményeket kaphatunk. Fontos
még arra is odafigyelniink, hogy a kategoridk neve, és meghatarozasa a konkrét
folyamathoz kapcsolddjon, annak szakmai szempontjait kielégitse.

Természetesen az is lehetséges, hogy a valoszinliségi, példaul a
bekovetkezési kategoridkat statisztikailag vagy szakértéi vélemények alapjan
becsiilt valoszinliségi értékek alapjan hatarozzuk meg. Természetesen nem
sziikséges konkrét nevet adnunk a kategoridknak, a fogalmuk alapjan is
alkalmazhatjuk ¢és ,,csak” egy koddal jeloljiik azokat.

A tagsagi fuggvények meghatarozasa

Az elézéekben kivalasztott és definialt kategoriak fuzzy tagsagi fiiggvényeinek
meghatarozasa tobbféle modon lehetséges. A u(x;4) tagsagi fliiggvény az x
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jellemz6 adott 4 halmazhoz valo tartozasanak mértékét adja meg. Ezek pontos
meghatdrozasa alapvetdéen nem fuzzy-halmazelméleti, hanem a konkrét
kérdéskorhoz kapcsolodd szakmai feladat is. Itt csak a fuzzy logikdban
leginkabb alkalmazott trapéz ¢és haromszog fiiggvények felvételi modjait
mutatjuk be. A lehetséges tagsagi fliggvényekkel kapcsolatban részletesebben
lehet olvasni a [VIII.20] irodalomban.

Fontos kérdés itt az ugynevezett éles skdla meghatarozasa. Ha tisztan
szakértdi véleményekre tdmaszkodunk a tagsagi fiiggvények felvételekor, akkor
egy ,0 — 10” vagy ,,1 — 107, esetleg ,,0 — 1007, ,,1 — 100 skalat célszert
valasztani. Altaldban ez az az intervallum, melyben kénnyen tudunk ,,mozogni”,
kiilonbozd dolgokat, eseményeket 0sszehasonlitani. Lehetséges masfajta skala
alkalmazasa is. Ilyen példat lathatunk a valoszintiségi értékek (VII.4 Tablazat)
alapjan felvehetd tagsagi fiiggvények esetében, melyet a VIIL.10. &bra
szemléltet. (Ebben az esetben a vizszintes skdla logaritmikus, igy az 4bran
egyenesnek latsz6 fliggvények a valosadgban logaritmikusak.)

U
i B_C “

ol 4 D 4

VIII.3. abra. Tagsagi fliggvények toréspontjai

Az elsO, és talan a legegyszeriibb megoldas a kiilonbozo kategoriak
tagsagi fliggvényei sarokpontjainak felvétele szakért6i vélemények alapjan. Ezt
a modszert inkabb akkor célszeri alkalmazni, ha a megkérdezett szakértok
megfeleld szintli fuzzy-logikai ismerettel birnak.

Ekkor a VIIL3. abra alapjan — egy tablazat segitségével — a trapéz A;
B; C és D, illetve a haromszog fliggvény esetén a haromszog A; B és C
pontjainak vizszintes koordinatait kell megkérdezniink a szakértOktol. A tagsagi
fiiggvények értékeit pedig a valaszok atlaga, vagy stlyozott atlaga képezi.
Sulyozott atlag alkalmazasa esetén a szakértoket, tapasztalatuk, a kérdéskorhoz
val6é szakmai kapcsolatuk alapjan egy ugynevezett K kompetenciatényezdvel
jellemezziik. Ezt szemlélteti a VIII.2. Tablazat, illetve a tdblazat eredményei
alapjan felvett, a VIIL.4. dbran lathato fiiggvény.

185



VIII. Fuzzy modellezés

Szakértd E L f .y ) =z
K 1.4 1.2 1 3,6 K,
A 5 4 4
KA 7 6 4 17 4,7
B 6 5 5
KB 8.4 6 5 19,4 54
C 75 75 75
K-C 10,5 9 75 27 7,5
D 8.2 8 8
K-C 11,48 9.6 8 29,08 8,1

VIII.2 Téblazat. Tagsagi fiiggvények felvétele (példa)

H
1,01

0,51
0,6

04

0,2

0.0 P
0 5 10

VIIIL.4. abra. Tagsagi fliggvények felvétele (példa)

A masik lehetséges modszer, hogy a kiilonb6zo kategoriak intervallumait
kérdezziik meg a szakértoktdl. Erre mutat példat egy a vizsga nehézségét becsld
eljaras esetére a kérdoiv, illetve a kiértékelési grafikon a VIIL.S. dbran. A
grafikon a vélaszok relativ gyakorisagat (szaggatott vonal), illetve annak
korrigalasaval meghatarozott trapéz alaku tagsagi fliggvényt szemlélteti
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Etrem, hogy ... egy tantargy nehézségének alabbt kategdnét silyozza egy 1-10 skalén,
megadva mindegyk kategona mintrugm s mazimum érteket]

A tantargy:
Kategoria |Definicio Min. | Max.
Bonyolult | Azaz az dsszetett &5 nehezen dlathatd részek aranya jelentos, 10

nagyrészt ilyen az egesz jeayzet

Tanulhato |Azaz az dsszetett & nehezen dlathatd részek arinya a jegyzet

egeszeher képest kb, 0%,

Olvasmanyos| Azaz az Gsszetett s nehezen lathatd részek ardnya mar

legfeljebb coak 30% s az {rott jegyzetet , olvasés kozben nem

lehet letent, annyira erdekes”

Kinnyi | Azaz az dsszetett & nehiezen atlathaté reszek aranya mar

legfeliebb coak egy tizede az egész jegyzetnek, ésmegtanulasa | 1

egyszert olvasatrais |ehetseges,

a— Kérdoiv

Bonyolult kategoria

1
/
0,8

0,6 1 /

0,4

0,2 1

O 1 1 1 1 1 _\,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

— — Valaszok Korrigalt
b — tagsagi fliggvény felvétele

VIIL.5 abra. Kérdoiv €s tagsagi fiiggvények felvétele a kérddiv alapjan (példa)
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VIII.3.2. ERTELMEZES

Ebben a Iépésben az elézéleg meghatarozott fuzzy értékek felhasznalasaval
hatdrozzuk meg az Osszes szabaly alkalmazasanak eredményeit. Ezeket a
szabalyokat a rendszer felallitasakor kell meghatdroznunk. Ekkor haszndljuk a
VIII.1. Téblazatban bemutatott — vagy az adott fuzzy dontési modell felallitoja
altal definialt — miiveleteket.

Szabalybazis felallitasa

A korabban meghatarozott kategériadk alapjan a kockazatbecslés logikai
szabdlyait, azaz a szabalybazisat kell meghataroznunk. Két befolydsolo tényezd
esetén egyszerlien ezt egy dontési matrixszal tudjuk szemléltetni. Ilyen példat
lathatunk a VIIL4. fejezetben (VIIL.5 Tablazat). Harom ES logikai kapcsolatban
1évé meghatarozo tényez6 — példaul hibamod és hataselemzés esetén — a
szabalybazist mint egy Rubik kocka tudjuk szemléltetni, ahogyan azkésdbb, a
VIILS. fejezetben (VIII.19. Tablazat), részletesen olvashato. VAGY logikai
kapcsolatot tartalmazé dontési kifejezésekkel talalkozhatunk a VIII.6. fejezetben
— (VIIL.6.1) és (VIIL6.4) egyenletek —, bar azok nem alkotnak teljes
szabalybazist.

VI1.3.3. OsszEGzES

Az Osszegzésben az értelmezés soran kapott, nem zérusértékli eredmények
Osszeflizése torténik. Az Osszegzés soran valamelyik, a VIII.1. Téablazatban
szemléltetett fuzzy logikai miiveletet alkalmazzuk a vizsgalt, vagy szabalyozott
folyamat sajatossagainak figyelembevételével.

A kovetkeztetési algoritmus eredményiil egy fuzzy halmazt ad. Ez az
elsddleges konkluzio, mely altalaban lingvisztikai kifejezésekkel kozelithetd,
vagy Osszetett rendszerek esetén mas fuzzy iranyitdsi rendszer bemeneti
adataként hasznosithato.

VII1.3.4. DEFUZZIFIKACIO

A folyamat utolsé lépése az ugynevezett defuzzyfikicio. Ekkor a fuzzy
konklt1zi6 alapjan ki kell valasztanunk azt a konkrét értéket, mely az adott fuzzy
halmazt az alkalmazastol, illetve modellezett rendszertdl fiiggden legjobban
jellemzi.Az alkalmazas tipusatol fliggben a fuzzy halmaz értelme eltérd lehet,
ezért a megfeleld eredmény eléréséhez kiilonbozé defuzzifikdcios modszerek
koziil célszerti valasztani.

A szakirodalomban (példaul [VIIL.6]) szdmos defuzzifikdcios modszer
ismert, melyek koziil a legismertebbeket és leggyakrabban alkalmazottakat
mutatjuk be.
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Sulypont médszer (COG)

Ez az egyik leggyakrabban hasznalt defuzzifikacids moédszer. Eldnyei kozé
tartozik, hogy haromszog és trapéz alakl szabdlyoknal viszonylag egyszeriien
szamolhatd, valamint hogy kozvetlen iranyitds esetén majdnem mindig
folytonos viselkedést eredményez: ha a megfigyelés s ezzel egyiitt a szabalyok
alkalmazhatdsaganak mértéke kis mértékben valtozik, az nem okoz nagy eltérést
az ugynevezett crisp (éles, mar ,,nem fuzzy”) kdvetkezmény értékében sem. Ez
annak a kovetkezménye, hogy a mdodszer minden tiizeld szabalyt az illeszkedési
mértékiikknek megfeleléen veszi tekintetbe, igy minden tiizeld (melynek
igazsagértéke zérustdl eltérd) szabalynak van befolyasa a defuzzifikalt érték
meghatarozasaban.

U
1

'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\.""'\.'\."%‘/l
-

:
R R e e
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e S S S e, o A X
A S S g e g e e X v 2 g
ARsaiiss ittt e e e e e,

Ycoc
VIIL6. abra. Defuzzifikalas sulypont mddszerrel

A COG defuzzifikacios eredmény altalanos formaban az:

> [ w(2)zdz
Yopp =, (VIIL3.4a)

3 [u iz

i=l S

vagy egyszeriibben:

Yopy =20 : (VIIL3.4b)
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egyenlettel tudjuk meghatarozni, ahol:

n — a nullatol eltérd igazsagértékii részkovetkeztetések szama;
2, - az i-edik részhalmaz stlypontjanak vizszintes koordinataja;
A, — az i-edik részhalmaz teriilete (sulyozo értéke).

Geometriai kdzéppont modszer (COA)

Nagyon hasonlo a sulyponti moédszerhez, s ezért itt emlitjiik a geometriai
kozéppont modszert (Center of Area). A két modszer kozotti kiilonbség, hogy a
sulypont modszer a tobb részkonkluzio altal fedett teriileteket tobbszordsen
szamolja, mig a geometriai kozéppont modszer csak a 0Osszegzett us
kovetkezmény alakjat veszi figyelembe, igy az atlapolt teriileteket természetesen
csak egyszeres sullyal veszi figyelembe, mint példdul a VIIL.6. abran a
kétszeresen vonalkazott teriiletet. Komoly hatranya a sulypont modszerhez ké
pest, hogy bonyolult alaku részkonkluziok esetén igen nehezen szamolhato.

U
[

Ycou
VIIL.7. ébra. Defuzzifikalas geometriai kozéppont modszerrel

A defuzzifikalt értek COA eljaréassal az

[ 13(2)zdz
Yopu="2— (VIIL3.5)

[ 115(2)z

altalanos alaku kifejezés alapjan szdmolhato.
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Maximumok Stlyozott Atlaga modszer
A defuzzyfikalahoz leggyakrabban a Weighted Mean of Maximum
(Maximumok Stlyozott Atlaga) eljarast alkalmazzak. Ekkor a valos érték a

n
2z,
— _i=l

Y, WMM n

Z:ui

i=1

(VIIL3.6)

modon szamithato, ahol:

n — a nullatél eltéro értékkel bird kovetkeztetések szama;
z; — az i-edik tagsagi fiiggvény sulyozo értéke;
Wi — az i-edik tagsagi fiiggvény tagsagi értéke.

u

VIII.8 abra WMM defuzzifikacio

A tagsagi fliggvények sulyozo értékén vagy azt az egy értéket értjiik,
ahol a legnagyobb tagsagi értéket eléri, ha csak egy pontban éri el. Abban az
esetben, ha egy intervallumon a legnagyobb értékkel bir a fiiggvény, akkor
ennek a szakasznak a kozépértékét kell venniink sulyozé értéknek. Elonye, hogy
egyszerlien szamolhato.
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VIIl.4. FUZZY MODELL ALKALMAZASA A KOCKAZATBECSLESBEN

Minden emberi tevékenység maga utan von valamilyen formaja-, és mérvi
kockézatot. Ez lehet példaul, hogy elvesztjiik a focimeccset, megbukunk a
vizsgan, vagy elesiink egy jelentds gazdasagi bevételtol.

A kockazatkezelés folyamatanak kiemelten fontos momentuma a
kockézati szint becslése, amelynek soran objektiv értékitélet alakithatd ki az
egyes kockazati tényezokrdl. Metodoldgiai szempontbol célszerli ezt a fazist is
jol elkiilonithetd 1épések sorozatara bontani [VIII.14].

A veszélyeztetettség becslésekor felmérések, vizsgalatok, megfigyelések
¢s mas feltérképezési technikak segitenek meghatirozni ¢és rogziteni a
veszélynek valo kitettség szintjét.

A sulyossag (kovetkezmény) becslése soran meg kell hatdroznunk a
vesz€ly sulyossagat, mint annak potencialis hatasat személyekre, eszkozokre
vagy magara a folyamatra. A sulyossagi kategoriakat meghatarozhatjuk, mint a
legrosszabb kimenetel kvalitativ mértékét, példaul, amely személyi hiba,
kornyezeti  koriilmények, tervezési pontatlansag, rendszer-, alrendszer-
komponens hiba kovetkezménye.

A veszély valoszintiségének becslésekor meg kell hatarozni annak a
valoszinliségét, hogy a kordbban azonositott veszély a mar meghatarozott
sulyossagt kudarchoz, vagy veszteséghez vezet. A valdszinliség meghatarozhato
szubjektiv becsléssel, kvantitativ modszerekkel, vagy ezek kombinaciojaval.

Teljes kockazat becslése a bekovetkezési valdszinliség €s a sulyossag
ismeretében oldhato meg. Fontos megjegyezniink, hogy a kockazatot a
sulyossag/kitettség €s a veszély valdsziniiségének valamilyen kombindcidjaként
— de, nem feltétlen azok szorzataként — hatérozhatjuk meg.

A teljes kockazat meghatdrozasara, becslésére alkalmazott modszereket
két csoportba sorolhatjuk.

Az ugynevezett kemény (mas néven kvantitativ) moddszerek esetén a
kockazat mértékét a varhatd veszteség szamszerUsitett nagysaganak, és a
veszteség bekovetkezés valdszinliségének szorzataval hatdrozzuk meg. A
veszteség ilyen szamszerlsitett kifejezése lehet példaul a befektetett vagy
hitelezett 0Osszeg vagy a kifizetendd Kkartérités nagysaga. A veszteség
bekovetkezésének  valoszinliségét —  KOLMOGOROV  axidmarendszerét
felhasznalva — a [0;1] intervallumon beliili szammal jellemezhetjiik. Szamos,
lizemeltetési, kornyezetvédelmi, katonai és politikai dontéshozatalban az ilyen
tipusu kockazatbecslés nem alkalmazhato, szakmai és féleg erkodlcsi okok miatt.

Az ugynevezett lagy kockdzatbecsld eljardsok valamilyen kvalitativ
eljarast alkalmaznak. Az egyik ilyen modszer a fuzzy halmazelméleten alapulo
kockézatbecslés.

A kovetkezOkben a fuzzy halmazelméletre €piilé lagy kockazatbecslési
eljarast mutatjuk be, egy esettanulmany példdjan keresztiil.
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VIIl.4.1. ELOKESZITESI SZAKASZ

A fuzzy logikai kockézatbecslést a szabalybazis és a hozzd kapcsolddo
fogalmak, ¢és kategoridk definidlasaval kell kezdeni. A VIIL.3. Tablazat az
elemzés soran alkalmazott sulyossagi, a VIIL.4. Tablazat a valosziniiségi
kategoriakat foglalja ssze.

Katasztrofikus | A folyamat teljes kudarca, halal vagy a miikddtetett technikai eszko6z
elvesztése.
Kritikus Jelentds feladat-er6zio, erds karosodas, foglalkozasi megbetegedés
vagy technikai eszk6z nagymérvii karosodas.
Csekély Kismértéki feladat-er6zio, karosodas, kismértékii foglalkozasi
megbetegedés, vagy rendszerkarosodas.
Elhanyagolhaté | A fentieknél kisebb mérvii feladat-erdzio, karosodas, foglalkozasi
megbetegede€s, vagy rendszerkarosodas.
VIIIL.3. Tablazat. Stlyossagi kategoriak
0 ha x<1
0 ha x<0
x—=2 ha 1<x<2
(gm)=] b ha 0=x<l (Cse)=1 1 ha 2<x<4
O™ ha 12x<2 )= et
5-x ha 4<x<5
0 ha 2Zx
O ha d=x VIIL4.1
0 ha x<4 ( 4.1)
0  ha x<8
x—4 ha 4<x<5
(Kri)=1 1 ha 5<x<8 (Kar)=)?~ e B=x<?
# - # I ha 9<x<10
9-x ha 8<x<9
0 ha 10<x
0 ha 9=2x
1
) . — Elhanyagolhat6
! ’ - —-Csekel
0,5 , . Y
b . — Kritikus
! m ;! - - - Katasztrofikus
] \ B
0 \‘, T 1 l| T T |'.
0 5 10

VIIL9. abra Stlyossagi kategoriak tagsagi fliggvényei
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Valdsziniiségi kategoria | Valoszinliségi érték
Valoszertitlen 0 — 0,001
Ritka 0,0001 — 0,01
Eseti 0,001 —0,1
Valo6szini 0,01 —0,2
Gyakori 0,1 —1

VIIIL.4. Tablazat Valoszintiségi kategoriak

0 ha x<0 0 ha x<10™
1 ha 0<x<10™* N |4+logx ha 10*<x<107
,u(Vn) = —4 3 /u(RZ) = -3 2
‘lgx+3‘ ha 107 <x<10 ‘1gx+2‘ ha 107 <x<10
0 ha 107 <x 0 ha 1072 <x
0 ha x<107?
2+logx ha 1072 <x<10"
Vii )= VIIL.4.2
ﬂ( ) ha 107 <x<0,2 ( )
0 ha 0,2<x
0 ha x<107 0 ha x<0,1
3+logx ha 107 <x<107? log02+logx ha 0,1<x<0,2
ﬂ(ES) = 2 10 (Gy) =
lgx+1| ha 107 <x<10 ha 02<x<l
0 ha 107" <x 0 ha 1<x
1 p
//\\ o ;I
/I % - I — Valbszertitlen
Y ! -—-Ritka
0.5 — Eseti
- - - Valoszinl
— = Gyakori
0 —
0, 0001 0, 001 0,1 1.0
VIII.10. dbra Valo6szintiségi kategoridk tagsagi fiiggvényei
Kockézat sulyossag ¢és valoszintiség fiiggvényében meghatarozo

szabalybazist a

Kockazatbecslési

Matrix

(Risk  Assessment Matrix)

meghatarozasaval irjuk le. A VIILS. Tablazat egy Kockazatbecslesi Matrixot
mutat, amely 20 ES kapcsolatot tartalmazé logikai kifejezést szemlétet. Ezek a
kifejezések alkotjak esetiinkben a kockéazatbecslési eljaras szabalybazisat.
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Gyakori | Valoészinli | Eseti | Ritka | Valdszeriitlen
Katasztrofikus NM NM M M K
Kritikus NM M M K A
Csekély M K K A A
Elhanyagolhat6 K A A A A
Nagyon Magas;  Magas; Kozepes; Alacsony.
VIILS. Tablazat Kockazatbecslési Matrix
1 7 \
! !
/ \\ . — Alacsony
! \ - —-Kozepes
0,5 ;
/ \‘ — Magas
,’ \\ ; - - - Nagyon Magas
ol ;
0 5 10
VIII.11. abra Kockazati kategoriak tagsagi fiiggvényei
0  ha x<1
0 ha x<0
x=2 ha 1<x<2
(A)= ha 0<x<l M)=1 1 ha 2<x<5
a 2—-x ha 1<x<2 " T ’
6-—x ha 5<x<6
0 ha 2<x
0 ha 6Zx 1143
0 ha x<5 (VIIL4.3)
0 ha x<8
x—=5 ha 5<x<6
(K)={ 1 ha 6<x<8 (Nm)=| ¥ e BExed
# = # I ha 9<x<10
9-x ha 8<x<9
0 ha 10<Zx
0 ha 9<x

Kovetkezo 1épésként a be- és kimend jellemzok tagsagi fliggvényeit kell
felvenni. A VIIL.9. dbra a stlyossagi kategoridk tagsagi fliggvényeit szemlélteti
egy [0, 10] skaldhoz viszonyitva. A VIII.10. abran a valdszinliségi kategoriak
tagsagi fliggvényei lathatok. A VIII.11. 4bra pedig a becsiilt kockdzat — mint
kimend jellemz6 — kategoriainak tagsagi fiiggvényeit mutatja.
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VII1.4.2. ALKALMAZASI| SZAKASZ

A szakértéi felmérések eredményeként a vizsgalt lizemeltetési esemény
veszélyességének, varhatd negativ kovetkezményének sulyossaga 4,75 értéki, a
korabban felvett [0;10] skalan, illetve az esemény bekdvetkezésének becsiilt
valoszintisége 0,005.

Az elsO, fuzzyfikacié 1épésben a rendszer konkrét értékekkel bird
bemend jellemzdéinek pillanatnyi értékeihez egy-egy fuzzy tagsagi értéket
rendeliink — a (VIIL.4.1), illetve a (VII1.4.2) egyenletek alapjan.

,u(a _sulyossag kritikus) =0,75;
,u(a _sulyossag ké'zepes) =0,25.

1 7 7 ;
! \ \ fl
1 \ 4
! i : 0,75
! \ \
1 \ f
0.5 : : \
1 | f
3 . 0,25

] ;
0 i ‘ .

0 475 10
VIII.12. abra Sulyossagi kategoriak igazsagértékeinek meghatarozasa

y(a _valosziniiség eseti) =0,7;

y(a _valésziniiség _ritka)=0,3.

1 N f
// \\ " d
/ \\ P v f
/I \ \ -‘ i 0,7
0,5 ) X f
E) 7 \\ "\ / .
/ . '
7 ] I v 0}3
/ b . '
! N ,' \/I
/ A\
0 _i'ﬂ’ I’ \I T
0,0001 0,005 0.1 1,0

VIII.13. 4dbra Sulyossagi kategoridk igazsagértékeinek meghatarozéasa

A fuzzytikécioval kapott eredmények alapjan az alabbi megallapitasokat
tehet;jiik:

> a veszély sulyossdga bizonyos (0,75) mértékben kritikusnak, illetve
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bizonyos (0,25) fokig kdzepesnek tekintheto;
> a jelenség bekovetkezésének gyakorisaga bizonyos (0,7) fokig esetinek,
illetve bizonyos (0,3) mértékben gyakorinak mindsithetd.

Az értelmezés szakaszban az el6zdleg meghatarozott fuzzy értékek
felhasznalasaval hatarozzuk meg az Osszes szabaly alkalmazasanak eredményeit.
Esetiinkben a Kockézatbecslési Matrix alapjan az alabbi logikai szabalyokat kell

alkalmazni:
HA a _sulyossag _kritikus
ES a _valosziniiség _eseti

AKKOR a kockdzat _magas

HA a _sulyossag _kozepes
ES a _valosziniiség _eseti
AKKOR a kockdzat kozepes

HA a _sulyossag _kritikus
ES a _valosziniiség _ritka
AKKOR a kockazat kozepes

HA a _sulyossdag kozepes
ES a _valosziniiség _ritka
AKKOR a kockdzat _alacsony

= u(z)=min(0,75; 0,7)=0,7 ; (VIIL4.4)
=  u(z)=min(025; 0,7)=025 ; (VIIL.4.5)
=  u(z)=min(0,75; 03)=03 ; (VIIL.4.6)
= u(z)=min(0,25; 03)=0,25 (VIIL4.7)

Az Osszegzés 1épésben az értelmezés soran kapott nem zérus értékii, azaz
tiizel6 eredmények Osszefiizése torténik.

1

5
)
N,
N,

4,93 10

crer

igazsagértékének a legnagyobbat kell venniink, azaz:

ula_kockdzat _kizepes)=max(u(z,, ); u(z,,))=max(0,25; 03)=03 ;

(VIIL4.8)
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,u(a _kockazat _ magas) =07
ula_kockdzat _kizepes)=03 (VIIL4.9)
/t(a _kockazat _ alacsony) =0,25

A kockazatbecslési folyamat utols6 1épése az uGgynevezett
defuzzyfikacio. Ekkor a kimend jellemzok igazsag értékeit konvertaljuk vissza
valos, éles értékeké. Esetiinkben — Maximumok Stlyozott Atlaga modszert
alkalmazva:

~0,25-0,85+0,3-3,5+0,7-7  6,1625

= =493
0,25+03+0,7 1,25

Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt jelenség kockazatanak értéke az altalunk felvett
[0; 10] skalan 4,93-as értekdl.

A fenti eredmény alapjan tudjuk — szintén szakmai szempontbdl —
meghatdrozni, hogy az adott kockazati szint elfogadhaté-e. Illetve — ha nem —
a kockazatkezelési folyamat folytatasdval kell donteni a kockazati szint
csokkentési modjarol.

VIIL.5. FUZZY FMEA

A technikai eszkozok, rendszerek meghibasodasanak kockazata alapvetéen a
bekovetkezés gyakorisagatol (valdszinliségétdl), a kdvetkezmény sulyossagatol,
¢s a hiba vagy az azt kivalto ok felderithetdségétdl (detektalhatdsagatol) fiigg.
Egy integralt technikai rendszer megbizhatdsagénak novelése — akar tervezés
vagy az lizembenntartdsa soran — a lehetséges hibak kockazati szintjének
elemzésével egyiitt lehetséges. A hibamod- és hataselemzés (FMEA — Failure
Mode and Effect Analysis) célja egy technikai rendszer vagy folyamat
hibalehetdségeinek, az azokat eldidézé okok felismerése, valamint kockazati
szint szerinti rangsoroldsa [VIIL.21]. Az eljards leirasara ¢s alkalmazasa
kiilonb6zé szabvanyokat dolgoztak ki. Ilyen példdul az IEC Standard
Publication 812 [VIII.3].

Az elemzés soran egy szakértd csoport meghatdrozza a vizsgalt
rendszerben fellépd Osszes lehetséges hibat és azok kivaltd okait. Az igy
meghatarozott okok kockdzati mértékét azok bekovetkezési gyakorisaga,
stlyossaga ¢és észlelhetdsége fliggvényében hatarozzdk meg, altalaban a fenti
harom tényezd szorzataként. Ha a tényezOk meghatarozasahoz nem
rendelkeziink megfeleld statisztikai adathalmazzal, a szakértok véleményére
¢épiild becsiilt értékeket kell alkalmaznunk [VIIL.21]. A szakértéi vélemények —
az eltéréen értelmezett nyelvi kategoridk, fogalmak kovetkeztében — bizonyos
foku bizonytalansagot tartalmaznak.
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A kovetkezékben egy Magyarorszagra is telepiilt multinaciondlis
vallalatnal elvégzett fuzzy logikai hibamod és hatas elemzés egy elemén
keresztiill — egy adott hiba kockézati szintjének meghatarozadsat — mutatjuk
meg. Mivel az elvégzett vizsgalat részleteinek kozléséhez a megrendelé nem
jarult hozza, a vizsgalatot a konkrét szakmai (nem az FMEA mddszertanahoz
kapcsolodo) részletek mellézésével tessziik meg.

VII1.5.1. ELOKESZITESI SZAKASZ
Az elokészitési szakaszban elsd 1épéseként a fellépd hiba kovetkezményének,

¢szlelhetdségének, gyakorisdganak, majd az eredé kockézati szintjének
fogalmait hataroztuk meg. Ezeket szemlélteti a VIIIL.6. és a VIIL.7. tablazat.

Kovetkezmény Eszlelhetség
S1 | Kényelmetlenséget okoz | D1 | Rendsz. adm. azonnal észreveszi
S2 | Alternativ megoldas D2 | Rendsz. adm. késébb veszi észre
S3 | Jovdbeli ledllas D3 | Felh. azonnal észreveszi
S4 | Csokkentett gyartas D4 | Felh. késobb veszi észre
S5 | Gyartés ledllés D5 | Késdbb véletlenszeriien veszik észre
S6 | Téves teszt eredmény

VIIL.6. Tablazat Kovetkezmény és észlelhetdségi kategoriak

1,00 - - 7 Y
YRV
073 \ / \i/ \ -

0,50 | !
.." N | I \ ,' 1
I': / ' ;!

0 ,2 5 I,'I / ! " \

! /
0,00 — .

------- S2 —S3 ——S4—-S5----S6
VIII.15. dbra A kovetkezmény kategéridk tagsagi fiiggvényei
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1,00 -, T T
0,75 : i ‘\
' /
\ Il\/ \I \ 'I
0,50 ¥
- I
o ; \‘
0,25 .
/ \
\ / III\./ \ I \
0,00 ‘ ‘ ' ‘ !

VIII.16. dbra Az észlelhetOségi kategoriak tagsagi fliggvényei

------- D2 —D3 —— D4 —--D5

wl N
N ENAWANA

------- 02 —03 —— 04

VIII.17. dbra A gyakorisagi kategdridk tagsagi fliggvényei

Gyakorisag Kockazat
01 | Evente vagy ritkibban C4 | Nagyon Magas
02 | Evente pérszor C3 | Magas
03 | Havonta tobbszor C2 | Kozepes
04 | Hetente tobbszor Cl1 | Alacsony

VIIIL.7. Tablazat Gyakorisagi ¢s kockazati kategoriak
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Kovetkezd 1épésként a kiilonbozé kategoriak tagsagi fliggvényeit
hataroztuk meg. A fiiggvények felvételénél a szakértdk véleményére
tamaszkodtunk.

1,00

0,75

0,50 1

0,25 1

0,00

—C1 C2 —C3 ——C4
VIII.18. abra A kockazati kategoriak tagsagi fiiggvényei

Végezetiil meghataroztuk — kérdoéivek felhasznalasaval — a kockézati
szint meghatdrozasahoz sziikséges logikai szabalyokat, azaz a szabalybazist.
Esetiinkben a szabalybazis 120 logikai kifejezést tartalmaz.

A kérddives feldolgozas soran a szakértk elészor onalldan allitottak fel
a szabalybazisaikat. Azon kovetkeztetési szabalyok esetén, ahol nem volt eltérés
a javaslatok koziil, ott azok kertiltek a végleges szabalybazisba. Ahol eltérés volt
a szakértok véleményei kozott, ott konszenzusos dontést hozott az elemzd
csoport, figyelembe véve a szakemberek érveit.

Mivel a kockézati szint harom jellemzd fliggvénye, igy a szabalybazist
szemléltetni egy — a RUBIK kockdhoz hasonlit6 — tgynevezett
haromdimenzids matrixszal lehetséges. Ezt mutatja a VIII.19. dbra.
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> D5

C3

VIII.19. abra Kockazatbecslési szabalybazis
VII1.5.2. ALKALMAZASI SZAKASZ

Az elokészitési szakasz befejezése utan a szakértdi csoport meghatarozta a
kiilonbozd lehetséges hibakat €s azok kivaltd okait. Példankban az egyik ilyen
hiba kockazati szintjét hatarozzuk meg a fuzzy logikai kockazatelemzéssel.

A vizsgalt hiba okot az alabbi adatokkal — a szakérték kiillon—kiilon
megadott értékei stulyozott atlagaként — jellemezték a fent meghatarozott tizes
skalan:
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Gyakorisag: 2,167; Sulyossag: 5,333, Eszlelhetéség: 1,167 .
A fuzzytikéacid sordn — a korabban meghatarozott tagsagi fliggvények
alapjan — a kiilonb6zo gyakorisagi, stlyossagi és észlelhet6ségi kategoriak

igazsag értékét hataroztuk meg:

§=5333 = u($3)=0,667

; VIIILS.1
u(S4)=0333 ( )
D=1,667 = u(D1)=0333 (VIIL5.2)
u(D2)=0,667
0=2167 = u(01)=1,000 ; (VIIL5.3)

Az értelmezés soran a tiizeld szabalyok igazsagértékeit hataroztuk meg. Mivel a
harom bemend valtozé kozott ES logikai kapcsolat van, a MINIMUM
operatorokat alkalmaztunk.

Ol AS3ADI =C2
1,(C2) = min(u(O1); u(S3); 1(D1)) = min(1; 0,667; 0,333) = 0,333

Ol AS3AD2=C2
1,(C2) = min(u(O1); 1(S3); 1(D2)) = min(1; 0,667; 0,667) = 0,667

1(C2) = max(z, (C2); 1,(C2)) = max(0,333;0,667) = 0,667 ,  (VIIL5.4)
illetve:

Ol 2S84 ADI =C3
2,(C3) = min(u(O1); 1(S4); 1(D1)) = min(1; 0,333;0,333) = 0,333

Ol AS4AD2 =C3
1,(C3) = min(u(01); 1(S4); 4(D2)) = min(1; 0,333; 0,667) = 0,333

1(C3) = max(u, (C3); 1, (C3)) = max(0,333;0,333)= 0,333 .  (VIIL5.5)

Az 6sszegzés soran a C2 és C3 fuzzy részhalmazokat 0sszegezziik, mivel
ezek birtak nullatol eltérd igazsagértékkel. Ezt a VIIL.20. abra szemléltet. Végiil
is ez jelenti a vizsgalatunk fuzzy eredményét, amit adott esetben szakmailag is
tudunk értékelni. Példaul ez mutathatja meg azt, hogy a kiilonbozd kockazati
értékek milyen igazsagértékkel fogadhatok el.
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A defuzzyfikacié soran a stlypont modszert alkalmazva hataroztuk meg
az fuzzy eredményt adé halmazhoz (VIII.20. &bra) kapcsolhatd éles érték az
alabbi modon hatarozhatd meg:

¢ W Cw

C2 4,00 2,22 888
c3 7,00 1,22 8,55

>  — 344 1743
C= 17,43 =5,07 .
3,44
1,00
0,75
0,50
0,25
0,00
0 1 5 7 8 9 10
—Cl €2 —C3 ——C4

VIII.20. abra Az 0sszegzés eredménye

Rogzitette a vizsgalando jellemzoket, azok lehetséges hibamodjait, majd
a hibakat kivalto lehetséges okokat.

Kovetkezd 1épésként a csoport tagjai — egymastol fiiggetleniill — az
elézoekben felsorolt lehetséges hiba okok bekovetkezési gyakorisagat, a
kovetkezmény sulyossagat és az észlelhetdség mértéket hataroztdk meg, az
elokészitd fazisban definialt kategoridk és skaldk szigoru felhasznéldsaval. Ezen
meghatdrozasok, valamint az elemzés eredményeit mutatja be a 4.19. és a 4.20.
abra
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Inf.vezeto Rendsz.adm. Tesztm.
Vizsgalandé Lehetséges
Kod jellemz6 hibaméd () S D. | O S D [0 S D C
Lotus Notes Adatbazis
D111 |probléma probléma 3,00] 6,00] 3,00] 3,00| 4,00 6,00} 3,50] 3,00| 1,00] 52,815
D112 2,001 6,00 3,00] 1,00| 7,00] 1,00 3,50] 3,00| 1,00] 40,000
Replikécios
D121 probléma 2,001 4,00 9,00] 3,00 4,00] 6,00] 3,00]| 3,00 1,00] 26,625
D122 1,00] 6,00 3,00] 1,00 7,00] 1,00 2,00] 3,00 1,00] 40,000
D123 3,00| 6,00 3,00] 3,00 4,00] 6,00] 2,00] 3,00 1,00] 40,000
Kommunikaciés | Ertesités
D211 | hiba hidnya 2,001 4,00 7,00] 4,00 4,00]| 7,00] 4,00| 5,00 | 10,00] 81,250
Hibas csatolt
D221 file 2,001 4,00 7,00] 3,00 3,00] 9,00] 4,00 5,00| 5,00] 75,310
D222 2,001 4,00 7,00] 3,00 3,00] 9,00] 4,00] 5,00| 5,00] 75,310
D232 Téves értesités | 1,00 | 4,00 7,00 3,00| 4,00 | 8,00] 4,00{ 5,00| 8,00] 70,000
VIIL.8. Tablazat Az elemzés eredményei
90,00
80,00 -
WWW
70,00 DT I o ey
e AT s W AT s
e At M A S
60,00 SIS v rar e e
e AT s W AT s
e At M A S
50.00 T S
Fomznsieny] e At M A S
40,00 % derery S T R
R A A W T AT A AT A A e AT s W AT s
3000 PO boabead b i
T T vy Ty s P
2000 BN U e
A A A S e At M A S
10,00 B oA R
0,00

D111 D112 DI21 D122 D123

D211 D221 D222 D232

VIIL.21. dbra Az elemzés eredményei

Az ¢les értéket mar szakmai (nem fuzzy logikai) szempontbol kell
értékelniink. Ezek részletes ismertetésétdl jelen esettanulmdnyban eltekintiink.
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D211 D221 D222 D232 D111 D112 DI122 DI23 DI21

VIIL.22. dbra Kockézati rangsor
VIII.6. FUZZY DONTESI MODELL

Az lizemeltetés iranyitasa soran gyakran el6fordulhat, hogy dontéshozatalhoz
nem rendelkeziink megfeleld6 — példaul valamilyen hatdsagi vagy torvényi
eldirasban szereplé — hatdradattal. Ilyenkor Ugynevezett szakértdi riportok
készitése és azok kiértékelése sziikséges. Ilyen esettel talalkozott a Szerzd,
amikor a Mi-8 Hip helikopter féklevegd-rendszerének diagnosztikara épiild
iranyitasi rendszerét dolgozta ki (lasd VIL.6. fejezetet). Fontos megjegyezni,
hogy még a legkisebb, de mar kell¢ ismerettel rendelkezd szakember is jelentds
mérvi tapasztalattal rendelkezik, de ennek korrekt szamszersitése igen nehéz
feladatot jelent. A szakértok kikérdezésével kapjuk meg a fuzzy-alap
dontéshozatali eljarads kiinduld adatait. Mivel ezek a szakértdi vélemények
egyéni tapasztalatok kiértekelésébdl szarmaznak, jelentds szubjektivitassal
birnak. Ezért nem lehet ezeket ,teljesen objektiv’ adatokként kezelni — de
fuzzy tagsagi értékeknek tekinthetok.

A helikopterek  megengedhetd  fékhatas-csokkenésének, illetve
fékaszimmetridjanak, valamint az ellendrzések kozotti naptari és repiilt 1d6
meghatdrozasara végzett szakértéi felmérés eredményeit szemlélteti a VIIIL.O.
Tablézat.

A kérdésekre a négy — a Magyar Honvédségben akkor harcrendben
1évé — helikoptertipus foldi és 1égi lizemeltetdi valaszoltak, azért, mert mind a
négy tipus féklevegd-rendszerének felépitése 1ényegében megegyezik, eltérések
csak a miikodési paramétereik kozott talalhatok. Ezért a mas tipuson szerzett
lizemeltetési tapasztalatok a vizsgalt Mi-8 helikopter esetén is felhasznalhatok.

A vélaszt adok helikoptervezetdk és miiszakiak csoportra oszthatok. Ez
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utobbiak kozé keriiltek a — hajozo 4allomanyba tartoz6 — fedélzeti
technikusokat is. A fedélzeti technikusok a helikoptert nem vezetik, igy a
fékrendszert sem hasznaljak kozvetleniil, hanem — mint ahogy a foldi
lizemeltetOk is — a miiszaki lizemeltetését végzik.

miiszaki | hel. vez. | 6sszesen
Megengedhetd min. 0,0 0,0 0,0
fékhatas-csokkenés | max. 50,0 50,0 50,0
[%] atlag 20,5 17,8 18,6
median | 20,0 17,5 20,0
Megengedhetd min. 0,0 0,0 0,0
fékaszimmetria max. 35,0 25,0 35,0
[%] atlag 10,1 7,4 8,3
median 5,0 5,0 5,0

Korrelacié a megengedett 0,475 0,164 0,313
fékhatas és aszimmetria

kozott
Ellen6rzések kozti |min. 5,0
lizemido max. 200,0
[repiilt ora] atlag 79,8
median | 100,0
Ellen6rzések kozti | min. 3,0
naptari id6 max. 365,0
[nap] atlag 121,7
median | 60,0

VIIL9. Tablazat Szakértoi felmérés statisztikai eredményei

Az ellendrzések kozti naptari és repiilt lizemidok vizsgalatanal csak a
miuszaki allomany valaszai keriiltek elemzésre. A technologidkban ¢és
kiszolgalasi utasitasokban meghatarozott miiszaki kiszolgéalasi munkdkat 6k
végzik, igy csak az § tapasztalatuk tekintheté mérvadonak.

VIII.6.1. ELLENORZESEK KOZTI UZEMIDO MEGHATAROZASA

Elso feladat a VIL.6. fejezetben kidolgozott allapotfigyelésre €piild iizemeltetés
iranyitasi rendszerhez az ellenérzési ciklusidok meghatarozasa — a szakértoi
felmérés eredményeinek felhasznalasaval.

Mivel mar egy tizemeltetett, harcrendben 1€v6 tipusra kell az ellendrzési
ciklusiddt meghatarozni, igy azt egy mar meglévé és miikodo ellendrzési,
karbantartasi idérendbe kell beilleszteni.
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Elsé 1épésként fel kell irni
kifejezést:

az ehhez kapcsolodd dontési (logikai)

HA az_utolso_ellendrzés_ota_eltelt naptari _ido
VAGY a_repiilt _ora _miatt _sziikséges . (VHI.6. 1)

AKKOR ellendrzést _kell

végehajtani.

gy a feladat az, hogy a mar meglévé ellendrzési rendben szerepld

lehetséges naptari és repiilt idokkel
igazsagértékeét.

A miuszakiak valasza alapjan
allithatok fel:

0 ha

TS 0 ha
lu(trep ) = tm _ 80
L +0,5 ha

240
1 ha
0 ha
napt - 3 ha

—J) 236
/u(tnapt)_ tna — 121

S 4+0,5 ha

488
1 ha

megvizsgaljuk a fenti logikai kifejezés

az alabbi egyszerli tagsagi fiiggvények

5<t,, <80

: (VIIL6.2)
80 <1,, <200

200<z,,

Lagn = 3

3<t,,, <121

; (VIIL6.3)
121<1,,, <356

356<t

napt

A jelenlegi rendszer szerint az id6szakos vizsgalatok kozti maximalis és
minimalis repiilt idok (VIIL.6.2) egyenlet alapjan meghatarozott tagsagi értékeit

a VIII.10. Tablazat tartalmazza.

1
Hirep

0.5 1

0 50 100 trep [repilt draf 200

.'”fr.'upf

0.5

] 100 200 tmapt [nap| 400

" VIIL.23. 4bra Ellendrzések kozti idok tagsagi fliggvényei

A VIII.11. Tablazat a naptari id6 szerinti ellendrzésekhez tartdzo tagsagi
értékeket mutatja. Ezen kategoéridba sorolhatok a téli, illetve nyari atallasi

feladatok végrehajtasa is.
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A (VIIL6.1) logikai — pontosabban az abban szereplé VAGY —
kapcsolathoz a fuzzy logikdban a MAXIMUM operator tartozik. A lehetséges
megengedhetd iddintervallum parokhoz tartozd igazsag értékeket a VIIL.12.
Tabléazat tartalmazza.

Id6szakos vizsgalat| ¢, U(trep) Naptari 1d0 szerinti |ty | t(tnapy)
[r. Ora] ellenérzések [nap]
- o 60 0,367 60" nap utani 65 |0,263
>0 oras 45 10,267 60 | 0,242
jg 120 | 0,667 Téli és nyari 240 | 0,745
10077 4ras 90 0,542 atallasok 120 | 0,496
j‘z‘g 240 1
200 6ras 180 | 0,917
VIII.10. Tablazat VIII.11. Tablazat
+10 +20 +40
50 7 drés 100" 6ras 2007 Grés
45 60 90 120 180 240

60 0,267 | 0,367 | 0,542 | 0,667 | 0,917 | 1,000
65 0,267 | 0,367 | 0,542 | 0,667 | 0,917 | 1,000
Teéli és nyari | 120 | 0,496 | 0,496 | 0,542 | 0,667 | 0,917 | 1,000
atallasok 240 | 0,745 | 0,745 | 0,745 0,745 | 0917 | 1,000

60" nap

VIII.12. Téblazat A (VIIL.6.1) logikai kifejezés lehetséges igazsagértékei

A tablazatban megadott — Osszesen 24 — logikai kovetkeztetés alapjan
ki tudjuk vélasztani azt a repiilt és naptari id6 part, melyek kielégitik a
megfelelden biztonsagos ellendrzési 1idékozoket. Célszerlinek latszik, hogy a
logikai kovetkeztetés igazsagértéke 0,7 ~ 0,8 kozt legyen, ami egyben azt is
jelenti, hogy az ellendrzés elvégzése 0,3 ~ 0,2-es igazsagértékkel felesleges.
Ekkor nem til gyakran végziink ellenérzéseket, de még nem nagy kockazatot
vallalunk, hogy két ellendrzés kozott meghibasodas Iépjen fel. Ezek alapjan — a
szakértdi vélemények figyelembevételével — az ellendrzéseket

+20

1007 repiilt éra
lizemido utan, valamint
a téli, illetve nyari atallasi munkak soran

javasolt elvégezni.
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VI11.6.2. MEGENGEDHETO PARAMETERELTERESEK MEGHATAROZASA

Kovetkezo feladat a megengedhetd paraméter-eltérések (fékhatas-csokkenés és
fék aszimmetria) meghatarozasa a szakért6i felmérés alapjan. Ekkor azt a két
paraméterértéket kell kivalasztanunk, melyek megfeleld igazsagértékkel
kielégitik a

HA a_ fékhatds — csokkenés
VAGY  a_ fékaszimmetria _eléri _a __hatarértéket
AKKOR javitast _kell végrehajtani

(VIIL6.4)

dontést — logikai kijelentést.
A fékhatas-csokkenés meg nem engedhetdségének tagsagi fliggvényei a
helikoptervezetdk és a miiszakiak valaszanak értékelése alapjan (VIII.24. 4bra):

0 ha oF; <0
3‘5526 ha 0<dF, <17.8
1E) =15 17 ; (VIIL6.52)
T 0010,5 ha 17,8<6F, <50
64,4
1 ha 50<oF;
0 ha oF; <0
- % ha 0<dF, <20,5
#2),; = _ , (VIIL6.5b)
oF; ~20,5 +0,5 ha 20,5<0F, <50
1 ha 50<oF;
illetve a megengedhetd fékaszimmetria tagsagi fiiggvényei:
0 ha JF, <0
ff% ha 0<dF, <74
u(A),, = S 74 ; (VIIL.6.6a)
Fam 2405 ha 7.4<0F, <25
35,2
1 ha 25<dF,
0 ha oF, <0
25?2 ha 0<dF, <10,
1A=V F 101 (VIIL6.6b)
Fa—5240,5 ha 10,]<dF, <35
49.8
1 ha 35<0dF,
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= -mii. —hv.

0 25 oF s [%] 50 0 20 OF, [%] a0
VIII.24. 4bra Megengedhetd paraméter-eltérések tagsagi fliggvényei

Erdekes itt megjegyezni, hogy mind két jellemzére a helikoptervezetok
kisebb megengedhetd értékeket adtak meg, igy a tagsagi fliggvények is eltérnek
egymastol. Ez azzal magyarazhato, hogy a helikopter fékezését a pilotak végzik,
ami miatt egy mas, pontosabb szempontbdl latjak a felvetett problémat is.
Viszont az adott valaszok kozti korrelacio értéke, melyek a VIIIL.9. Tablazatban
talalhatok, a miiszakiak esetében nagyobb. Ami a miiszaki 4allomany
kovetkezetesebb technikai tudasat igazolja. Ez pedig a végzett munka, a szakmai
iranyultsag és az alapvetden tobb miiszaki ismeret kdvetkezménye. Lényegében
a fuzzy logika a fenti szemléletbeli eltérésbdl adodd logikai ellentmondasok
feloldéasara szolgal.

OF sy, [%] OFun [%0]

wZ) =07 1uZ) =08 |\wA) =07 uA4) =038
Helikoptervezetd 30,68 37,10 14,44 17,96

k
Miszakiak 32,30 38,20 20,06 25,04

VIII.12. Tablazat Igazsag értékekhez tartozo eltérések

A (VIIIL.6.4) logikai kifejezésben a VAGY kapcsolat szerepel, aminek a
MAXIMUM operator fuzzy megfeleldje. Ezért a kifejezés akkor fogja elérni a
meghatarozott igazsagértéket, ha barmelyik feltétel tagsagi értéke eléri azt. igy a
hatarértékek meghatdrozasa a tagsagi fiiggvények azon értékeinek keresését
jelenti, ahol az eléri a megéllapitott értéket. Célszerlinek latszik itt is, hogy a
(VIII.6.4) logikai kovetkeztetés igazsagértéke 0,7 ~ 0,8 kozott legyen. Ez
egyben azt is jelenti, hogy a javitds, karbantartas elvégzése 0,3 ~ 0,2
igazsagértékkel feleslegesnek tlinik. A VIIL.12. Téblazat szemlélteti a két
értékhez tartozd, mind a helikoptervezetk, mind a miiszakiak valaszai, tagsagi
fliggvényei alapjan meghatarozott megengedhetd paraméter-eltérések értékeit.
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Az igy kapott eredmények ¢és a VIL.6. fejezetben ismertetett indokok
alapjan, az ott leirt matematikai diagnosztikdra épiilé ilizemeltetés-iranyitési
eljarashoz javasolt megengedhetd paraméter-eltéréseket a VIII.13. Tablazat
tartalmazza. Osszehasonlitisi céllal a harmadik oszlop a statisztikai
elemzésekkel kapott eredményeket szemlélteti.

Fuzzy Statisztikai

eredmény eredmény
oF sy [%] 20 10
OF y, [%0] 10 2,5

VIII.13. Téblazat Javasolt megengedhetd paraméter-eltérések

A fuzzy logika alkalmazédsaval tett mindkét javaslat eltér a Szerzo
korabban tett javaslataitol, azoknal enyhébbek. A VI.6. fejezetben bemutatott
allapotbecsléssel meghatarozott eltérések (0,1 ~ 0,6 %o) nagysagrendekkel
kisebbek a szakértdi valaszok statisztikai kiértékelésével megallapitott (2,5 ~ 10
%) hatarértekeknél.
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IX. FEJEZET

A MODELLEZESI BIZONYTALANSAG

IX.1. BEVEZETES

Egy matematikai modell felallitasakor, illetve a kapott eredmények elemzésekor
mindig  szamolnunk  kell  valamilyen  fajtdju, valamint  mértéki
bizonytalansaggal. Ennek oka részben az, hogy ismereteink sosem teljesek a
modellezett rendszerrel kapcsolatban, illetve a rendelkezésre allo adataink is
némi pontatlansaggal birnak.

Jelen fejezetben a Szerz6 eldbb Osszegzi a modellezési
bizonytalansaggal kapcsolatos irodalmakat, melyek donté hatast gyakoroltak
gondolkodéaséara, valamint megfogalmazza — a témakorrel kapcsolatos —
gondolatait is, melyeket az elkovetkezo kutatasai vezérgondolatainak tekint. Ezt
kovetd fejezetek a Szerzd kordbban kidolgozott modellezési bizonytalansag
elemzési modszereit mutatjdk be. A XI.4. fejezetben determinisztikus
rendszermodell ~ parametrikus  bizonytalansaganak valoszinliségi, illetve
intervallum elemzése, valamint ezek inverz feladatainak megoldéasa ismerhet6
meg. A XI5, fejezet egy sztochasztikus folyamatmodell parametrikus
bizonytalansdg valoszinliségi elemzésének elméleti megoldasat, majd egy
esettanulmanyon keresztiil gyakorlati alkalmazasi lehetdségét szemlélteti.

IX.2. A FEJEZETBEN ALKALMAZOTT ALTALANOS JELOLESEK

P —  valosziniiség;
A —  sz0ras ;
—  éatlag.

IX.3. A BIZONYTALANSAG ERTELMEZESE

A bizonytalansag értelmezésékor feltétlen figyelembe kell venniink a kockazat
fogalmat is, mely értelmezésével és kiilonb6zd becslési modjaival a VIIL.4 és
VIIL5 fejezetekben mar talalkozhattunk. A kockazat tudomanyos vizsgalata XX.
szazad elején kezdddott el, bar a klasszikus szerencsejatékokkal kapcsolatban
mar a XVIIL. szdzadban is voltak matematikai alapu kockazati megfontolasok,
amelyek késobb a valoszinlségszamitas kialakulasahoz vezettek. A kockazat
kiilonb6zd meghatarozasaiban kozds vonas, hogy mindegyik a kockazatot
elssorban a bizonytalansaggal kapcsolja dssze. Példaul WILLET meghatarozasa:
»d  kockazat egy memkivanatos esemény  bekovetkezésének  objektiv
bizonytalansaga” [1X.26].

215



IX. A modellezési bizonytalansag

KNIGHT a mult szazad huszas éveiben mar megkiilonbozteti a kockazatot
és a bizonytalansagot. Ugy vélte, hogy kockazatos az, ami ellen valamilyen
moédon lehet védekezni, mert ismerteknek tételezhetéek fel a lehetséges
kimenetek és azok valoszinliségi eloszlasa. A bizonytalansag ellen — véleménye
szerint — viszont nem lehet védekezni, mert a kimenetek valdszintliségi eloszlasa
nem ismert. A bizonytalansag fenti fogalmat strukturalis bizonytalansagnak is
szokas nevezni, ami azt jelenti, hogy a modellezd, a dontéshozé nem tudja
meghatarozni vagy felbecsiilni a lehetséges kimeneteket vagy alternativakat. A
bizonytalansadg gyengébb formaja az tigynevezett parametrikus bizonytalansag,
ami akkor all fenn, ha a képesek vagyunk meghatdrozni minden lehetséges
kimenetet, de azt nem tudjuk, hogy ezek koziil melyik fog bekdvetkezni.

KNIGHT a  kockdzat ¢és  bizonytalansag  tekintetében  tett
megkiilonboztetése, bar sokan vitattak és vitatjak napjainkban is, mindenképpen
nagy jelentdségli, ahol a kiilonbség az eredmények valdszinliségi kimenetekhez
rendelhetdsége értelmében all fenn. Ezzel kapcsolatban KEYNES az alabbiakat
fogalmazta meg:

A ’bizonytalan’ ismeretével kapcsolatban megjegyezheto, hogy nem tennék
kiilonbséget a bizonyosan ismert s a csupan valoszinii kozott. A rulett jaték
eredménye ebben az értelemben nincs kitéve bizonytalansagnak. A kifejezést
abban az értelemben hasznalom, hogy az europai haboru kilatasa bizonytalan,
avagy a réz ara és a kamatlab husz év mulva milyen lesz. Ilyen esetekben nincs
tudomanyos alap barmilyen valosziniiséeg szamitasahoz. Egyszeriien nem
tudjuk.” [1X.3]

KEYNES véleménye szerint, az ismeret hidnyanak vagy részleges
birtoklasanak donté szerepe van a kockazat, illetve a bizonytalansag
definialasaban.

A ,kockdzat — bizonytalansag” vita nagyon régodta tart, még ma is
messze van attol, hogy minden szakember 4ltal megoldasrol lehetne beszélni.

A matematikai modellezés f0 feladata valos fizikai jelenségek
folyamatok vagy rendszerek modelljeinek felallitdsa. A numerikus modelleket
¢s paramétereket a modellezett rendszer természete €s a megkivant pontossagl
eredmény fiiggvényében kell kivalasztanunk. A gerjesztések, valamint a belsd
jellemzdk helyes feldolgozasa biztositja, hogy a rendszer valds tulajdonsagai
tikkrozodnek az eredményekben. Ezért kritikus kérdés a megfeleld modell és a
rendelkezésre 4all6 adatok helyes feldolgozasa. A mérnoki gyakorlatban a
rendelkezésre all6 informécié gyakran nem kellden megbizhaté vagy pontos —
inkdbb pontatlan, diffuz, fluktudld, nem teljes, toredékes, megbizhatatlan,
félreérthetd, és foleg a nyelvi valtozok jelentds szubjektivitassal birnak. Ezeket
az informéciokat fOleg tervek, tervrajzok, mérések, megfigyelések,
tapasztalatok, szakértéi ismeretek, és eldirdsok alapjan nyerhetjiik. Réadasul,
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ezeket az adatokat a gyartas, lizemeltetés soran bekovetkezd emberi tévedések,
hibak, illetve a kornyezet paramétereinek sztochasztikus valtozésai is
befolyasoljak. A fenti jelenségeket egy altalanos kifejezéssel tudjuk dsszegezni,
ez a bizonytalansag [IX.5]. A bizonytalansag elvalaszthatatlan egy modelltdl, a
gerjesztésektdol és a modellparaméterekt6l. A bizonytalansag elemzés
informaciot ad a kapott valaszok hibahatdrairol, a modell eredményeinek
elfogadasi szintjérdl.

A rendelkezésre 4ll6 informaciok bizonytalansaga megakadalyozhatja a
helyes modell, valamint pontos adatok, felesleges informaciok nélkiili
meghatarozasat. Itt fontos felidézni a 11.5.3. alfejezetben leirtakat, azaz: ,,4z a jo
modell, amely a leheté legegyszeriibb, de a célnak megfelelé pontossaggal
kozeliti a valosagot.” Masképpen megfogalmazva: Az, és csak az a modell
tekinthetd jonak, amely a vizsgalat szempontjabol fontos paramétereket,
Osszefliggéseket ¢és a peremfeltételeket megfeleld pontossdggal figyelembe
veszi, de mindazon mésodlagos jellemzdket elhanyagolja, amelyeket a kitlizott
vizsgalat szempontjabol nem tekintliink meghatarozonak.

Ezért, a bizonytalansdgot egy alkalmas modellel kell leirnunk, mely
Osszhangban van a fizikai rendszerrdl rendelkezésre allo informdacidinkkal, és
azt valamilyen numerikus modon oldunk meg. Ebbol a szempontbol a
hidnyossagok torzitott szamitasi eredményekhez, rossz dontésekhez vezethetnek.

A bizonytalansdg — annak forrasa alapjan torténd — osztalyozésa
megkiilonboztet parametrikus (angol nevén: ,,aleatory uncertainty”, illetve a
modern szabalyozastechnikédban inkébb a ,,parameter uncertainty’) és ismereti
(epistemic) bizonytalansdgot. Bar ez a csoportositds nem abszolut kategorikus
terminoldgiat hasznal, alkalmas megkiilonboztetés ad a nem redukalhato
parametrikus bizonytalansag, illetve a redukalhat6 bizonytalansag kozott. Mivel
az elso a paraméteringadozashoz kothetd — szemben az utobbi, az ismeretek
hidnyahoz kapcsolhat6 — ismereti bizonytalansaggal [IX.13]. Ez indokolja a
parametrikus bizonytalansag értelmezését ugy, mint sztochasztikus (aleatory —
véletlenen mulo, esetleges) bizonytalansag — ami a valds rendszerrdl szerzett
véletlen tapasztalatok eredményeként jelenik meg.

Az ismereti bizonytalansag szubjektiv bizonytalansagként szemlélhetd,
ami mint a valoszinliségi modellezéssel szembendlldé okok sorozataként
vezethetd be. Ezek az okok magukba foglalhatjdk példaul az informaciok
hianyéat, mely megakadalyozhatja a helyes modell és a véletlen természet
altalanos megfigyelési rendszereinek meghatarozasat.

A parametrikus bizonytalansdg elsddlegesen az objektivitashoz
kapcsolhatd, szemben az ismereti bizonytalansaggal, mely az objektivitashoz és
szubjektivitashoz egyarant kothetd, esetileg kiilon-kiilon, illetve egyszerre.
Kovetkezésképpen, a parametrikus bizonytalansag megfeleld6 moddszerekkel
modellezhetd €és dolgozhato fel.

Példaul SZABOLCSI a repiil0géptorzs elasztikus mozgasdnak matematikai
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leirasaval foglalkozott, és igazolta, hogy az aeroelasztikus hajlito lengések
iranyitastechnikai jellemzo6i, az erdsitési tényezd, a sajatlengések frekvenciaja,
valamint a csillapitdsi tényezd, a merev repiildgép repiilésdinamikai
jellemzdihez képest paraméterbizonytalansagként értelmezhetdek, amelyek
matematikai modellezésére az additiv sémat javasolta [1X.30].

IX.3.1. A BIZONYTALANSAG ELEMZESI MODJAI

A parametrikus bizonytalansdg tudomdnyos szintli elemzése alapvetden két
eltéré modon oldhato meg [IX.5].

Az els6 mdéd a gerjesztések bizonytalansaga kovetkeztében fellépd
lehetséges rendszervalaszok meghatarozasa intervallum értékekkel. Ezen eljarasi
mod annak figyelembevétele, hogy néhany vagy az Gsszes paraméter nem egy
adott értékkel rendelkezik, hanem bizonyos intervallumon beliil talalhato.
Altalanos megfogalmazasuk esetén az intervallumokhoz nem kapcsolunk
valoszinliségi eloszldsokat, csak a lényegi eredmények lehetséges jovObeli
értékeit hatarozzuk meg.

Ha csak egy paraméter értéke bizonytalan, annak a megfeleld
intervallumat kell figyelembe venniink, mint a rendszervalaszok egy véges
halmazat. De, ha tobb paramétert kell figyelembe venniink, fliggetlen kimenetek
keletkeznek, mivel tobb valtozo korrelalt lehet. Ezért a fliggetlen feltételezések
sok esetben az extrém értékek irrealis kombinacidihoz vezethetnek.

Szdmos esetben el6fordul, hogy az adott problémat egy linedris
matematikai modellel tudjuk elemezni, de az egyiitthatok és a paraméterek
valamilyen szintli bizonytalansaggal, igy egy intervallummal birnak. Az

Ax=b (IX.3.1)

alaku linearis rendszereket, ahol az A egyiitthatomatrix, illetve b vektor elemei
intervallumok, linearis intervallumrendszereknek nevezziik [1X.14].

A masik alapvetd modszer a koOrnyezet gerjesztéseinek minden
lehetséges eleméhez vald valamilyen valdszinliségi eloszlas rendelése.
A lehetséges rendszervalaszokhoz torténd valdsziniiségek rendelése egy
altalanosan alkalmazott gyakorlat, noha ilyenkor az sem ritka, hogy az
ugynevezett szubjektiv valoszinliségekkel taldlkozunk, ami a szakértok (vagy
bizonyos esetekben a laikusok) altal becsiilt valoszinliségi értéket jelent. Néhany
esetben eme szubjektiv valoszinliségeket, mint intervallumokat adjak meg,
ilyenkor ugynevezett masodrendii bizonytalansagi modellekrdl beszEliink.

Gyakoribb esetben, ha az adatok valdszinliségi eloszldsai ismertek,
elméletileg  mindegyik alternativa  kovetkezményeinek eloszlasat is
megtudhatjuk. Ez egy egyszerli kritérium esetén a vizsgalt rendszer vagy
folyamat kvalitativ tulajdonsagénak valoszinliségi eloszlasat jelenti.
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Példaul egy determinisztikus vizsgéalati modell esetén, amikor a modell bels6
jellemzdi valamilyen bizonytalansaggal birnak a kalkulacio sordan hasznalt valos
értéki mennyiségekkel kapcsolatban, a bizonytalansagelemzés
intervallumelemzéshez vezethet. A valoszinliségi modszerek, mint példaul a
Monte Carlo szimulaci6, alkalmazasa szintén felhasznalhatok egy
determinisztikus modell parametrikus bizonytalansagi elemzés€hez, mert az egy
adott pont koriili lehetséges értékek valdsziniiségi eloszlasat adja meg. Monte-
Carlo modszereknek nevezziik a matematikai modellek megoldasanak véletlen
mennyiségek modellezését felhasznaldé numerikus moddszereit, ¢és azok
jellemzdinek statisztikus értékelését. A modszert széles korben alkalmazzak
kiilonbozd események lehetséges kimeneteleinek ¢és azok valoszinliségeinek
szimuldciojara, amikor a rendszer gerjesztd paraméterei bizonytalanok.
Lényege, hogy az egyes bizonytalan gerjesztésekhez rendelt valdsziniiség-
eloszlas alapjan véletlenszerlien valasztunk ki értékeket, amelyeket a
szimulacios vizsgalat egy-egy kisérletében haszndlunk fel. Ezt a modszert
alkalmazzuk a VI.6. fejezetben ismertetett korrelacios-csalad vizsgalat soran a
statisztikai elemzéshez sziikséges mintak nyerése érdekében is.

Természetesen, az olyan vizsgalatoknal, ahol a bizonytalansag elemzése
kivanatos, az alkalmazott modellek nem mindegyike determinisztikus. Ezek
donté része ,,majdnem valdszinliségi”, €s a modern kockdzatelemzések és
biztonsagi becslések dontd részénél is eléfordul. Ekkor a valdsziniiségi
szamitasok valdszinliségi bizonytalansagelemzéséhez, az eredd elemzés pedig
egy ugynevezett masodrendli valdszinliségi becsléshez vezethet. Az ilyen
tanulmanyok elvégzése bonyolult lehet, a megkovetelt nagy szamitési
miveletszdm miatt. Szintén jelentds problémat okozhat az eredmények kdnnyen
értelmezhetd szemléltetése is.

Determinisztikus
szamitas

Valésziniiségi Intervallum
megkozelités elemzés

Misodrendii Valosziniiségi
valdsziniiség korlatelemzés

IX.1. dbra Az eltérd bizonytalansagelemzési modok [1X.5]
Alternativaként hasznalhatunk korlatozasi megkozelitést a valoszinliségi

szamitasokhoz is. Ekkor a valdszinliségi eloszlasok intervallum tipusat kapjuk.
Ezt a technikat valoszinliségi korlatelemzésnek (PBA — Probability Bounds
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Analysis) nevezziik. Ez a megkozelités valdszinliségi eloszlasokkal kapcsolatos
bizonytalansagat jellemzi egy, a hatareloszlas filiggvény-parban fekvo
ugynevezett kumulativ eloszlasfiiggvények halmazaval.

Ha az adatok szdma nem elegendd a statisztikai elemzésekhez, igy a
valdsziniiség szamitds alkalmazasdhoz, analogidk alapjan fel lehet tételezni az
eloszlas jellegét, de ennek mar szubjektiv jellege van. Kell6 tapasztalattal az
eloszlas lehetséges also és felsd hatarait ki lehet jelolni. Ez utobbi vezet a
valoszinliségi korlatelemzéshez.

A IX.1. 4bra a fent emlitett lehetséges elemzési modokat, benne a nyilak
a modok fejlédését szemlélteti.

Egy viszonylag 0 0t a kiegészitd informéciok bizonytalansagi
modellekbe torténd beépitésére a fuzzy halmazelmélet alkalmazasa, amikor nem
statisztikai adatokkal rendelkezziik az adatokkal kapcsolatos szakértdi
vélemények kvalitativ leirdsai vagy az alternativak kovetkezményeinek
értékelésére. A modellelemzések bemend adatai bizonytalansaganak ezen
elemzésére, kezelésére a VIII. fejezetben, a fuzzy modellezéssel kapcsolatban
olvashatunk példakat.

Az intervallumok alkalmazasa a bizonytalansag leirasaban egy specialis
esete a fuzzy értékeknek, amikor nem rendelkeziink jarulékos informacioval a
lehetséges értékek halmazaival kapcsolatban [I1X.5].

Ha — a (IX.3.1) egyenlettel leirt — rendszerek esetén egyszeri
intervallumokat alkalmazunk a modell bizonytalansaganak elemzése sordn,
konnyen tulbecsiilt intervallumokat kaphatunk megoldasnak. Ezért célszeri
feltételezniink, hogy az egyiitthatok €s a paraméterek adott intervallumhoz valo
tartozasa is csak bizonyos igazsagértékkel birnak. Igy a linedris intervallum
rendszereket, ahol A matrix és a b vektor elemei fuzzy értékekkel birnak, fuzzy-
linearis modelleknek nevezziik. A fuzzy-linedris modellek elméletével ¢és
alkalmazasi lehetdségeivel a [1X.14] publikacié foglalkozik részletesen.

IX.3.2. A KOCKAZATKEZELES BIZONYTALANSAGA

A kockdzat olyan 0Osszetett fogalom —mint mar azt kordbban, a VIIL4.
fejezetben elemeztilk —, mely két alapfogalomra épiil. Ezek, az egy negativ
értékelésti kovetkezmény mértéke és ennek bekovetkezési valdszintisége. E
kettd alapfogalmat tigynevezett kemény (mennyiségi, statisztikai modszereket
alkalmazo), illetve lagy (szubjektiv, egyéni intuicidkra épiild) modszerekkel
tudjuk meghatéarozni.

Az objektiv valoszinliség az a szam, amely meghatdrozasa statisztikai,
valoszinliség-szamitdsi vagy kombinatorikai moddszerekkel lehetséges. Ha
valoszinliségi becslésiinket csak néhany megfigyelésre alapozzuk, vagy csupan
sejtéslinkre, megérzéseinkre, egyéni preferenciakra hagyatkozunk, akkor
szubjektiv valdszintiségrol beszéliink. E két véglet kozott helyezkedik el az
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ugynevezett szintetikus valoszintiség. Egy esemény ugynevezett szintetikus
valoszinliségét nem kozvetleniil mérjiik, hanem modellezés vagy hasonld
objektiv valdsziniiségi rendszerek alapjan becsiiljiik.

A gyakorlatban szdmos olyan katasztrofaszertien bekovetkez6 esemény
torténhet meg, amely soran a bizonytalansagok, objektiv valdszinliségek
lényeges szerepet jatszanak a lehetséges kimenetek leirasaban. Ilyenek lehetnek
egyes légikatasztrofak, egyes orvosi miitétek eredményességével Osszefiiggd
jelenségek, példaul beépitett protézis hirtelen karosodasa, stb. [1X.7], [[X.29]

Példaul az objektiv valdszinliségek (statisztikai) vizsgalata alapjan
kijelenthetjiik azt a tényt, hogy a légi kozlekedés biztonsagosabb a kozhtinal.
Viszont tobb személy esetében a repiiléstdl valo félelem f6 okdnak a — sajat
megérzései alapjan vélt — szubjektiv valdszinliség tiinik. Ennek f6 oka
vélelmezhetden a sajtd, mely minden légi katasztrofarol részletesen beszamol,
még a kozuti balesetekben meghaltakrol csak egy kis hirben tajékoztat. Ezért, az
ezzel a kérdéskorrel foglalkozd 1égikozlekedési szakemberek, szakérték a
repiilés  veszélyességének  tarsadalmi  megitélését egy  szintetikus
valoszintiségként elemzik.

Ha egy esemény kovetkezménye kdzvetleniil megfigyelhetd és mérhetd,
tovabba értéke meghatarozott és kifejezett, akkor objektiv kdvetkezményrol
beszéliink. Masik végletként, mint szubjektiv kovetkezmény, a dontéshozo
személy szamara egy kockéazatos helyzetben a kovetkezmény értéke teljes
mértékben a szoban forgd személy értékrendszerétdl és a helyzettdl fiigg. A fenti
két hatar kozott definidlhatjuk az Ggynevezett megfigyelheté kovetkezmény
érteket.

Bizonyos (példaul politikai vagy maganéleti) dontéseknél a varhato
elényt vagy hatranyt kozvetleniil nem, vagy a valdsagot egysikuan tiikroz6
moédon tudjuk objektiven szamszertsitve értékelni. Ekkor csak szubjektiv vagy
megfigyelhetd kovetkezményt vizsgalhatunk a kockazat kezelése, csokkentése
soran.

Az objektivista szemlélet legjelentdsebb kovetd eszméje volt a MISES ¢€s
REICHENBACH altal képviselt ,,relativ gyakorisag” nézete [IX.3]. Eszerint: egy
adott esemény valdszinlisége valamely kisérletben, az esemény hasonlo
kisérletek végtelen lancolataban torténd bekovetkezésének relativ eldfordulésa.
Ez azt jelenti, hogy ha egy esemény k alkalommal megtorténik n azonos és
fiiggetlen kisérlet sordn, akkor — ha a kisérletek szamat kellden nagynak
valasztjuk —, a

pk (IX.3.2)

n

arany elvileg egészen kozel lehet ama esemény ,,objektiv”’ valoszinliségéhez.
Ha az elegend6 adat alkalmassa valik, a valoszinliségi hozzarendelések
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kozti egyensuly megvaldsulhat, de nem feltétleniil, mivel szubjektiv elemek
mindig beépiilnek a becslési folyamatba. Eles kiilonbséget nem lehet tenni az
objektiv, redlis kockazat €s az érzéklet kockazat kozott.

Bayes-i kornyezetben megtalalhatéak a kockéazatelemzés fobb elvei,
melyeket a [X.2. dbra szemléltet. Az alapelvek:

1. Helyezziik a kozéppontba a vizsgalt rendszer vagy folyamat
mennyiségileg kifejezhetd allapotait, példaul a fizikai valosag és a
természet mennyiségei az elemzés idopontjaban legyenek
megfigyelhetdk.

2. A megfigyelhet6 értékek legyenek eldre jelezhetok.

Annak a bizonytalansagat, hogy mely érték megfigyelhetd, a

valosziniiségek atlagaval kell kifejezni. Ez a bizonytalansag a tudas

hidnyénak eredménye.

W

A IX.2. dbra az aldbbi modon értelmezhetd: Egy kockéazatelemzd (vagy
egy elemzd csoport) végzi a kockazatelemzést. A kozéppontban a vildg van, és
parcialisan néhany jovoben megfigyelheté Ci; X = (X}, X5, ... X;) érték irjale a
vilagot, rendszert vagy folyamatot. Az elemz6é a kérdéskorrdl szerzett tudésa
alapjan egy vagy tobb modellt allit fel, mely leirja a kapcsolatot a C atfogo
rendszerteljesitmény mérték és X mennyiség kozott, mely a részletesebb szintii
értekek vektora. Az elemzd becsli az X vektor bizonytalansdgat, melyet
egyszerusiteni kell a becslés soran. Ilyen egyszertsités példaul az X; jellemzdok
kozotti fliggetlenség feltételezése. Valoszinliségi szdmitdsokat vagy a fuzzy
halmazok elméletét alkalmazva, az X bizonytalansaganak becslése az f modellel
egyiitt, adja az elemzés eredményét, példaul a C valdszinliségi eloszlasat és
elorejelzését.

AVEN véleménye szerint, az X vektor értékei bizonytalansaganak
meghatarozasdhoz valdszinliségi modelleket vezethetiink be, és Bayes-i
eljarasokat alkalmazhatunk, mely valdsziniiségi eloszlasokat konzisztens modon
bevonjak a megfigyelt adatok szamitasaba. Ezen nézettel vitatkozva, jelen sorok
ir6ja azt vallja, hogy a kockazat becslése soran a szakértok (vagy a laikusok),
mint a nem kivant esemény bekovetkezési valoszinliségével, mint a
kovetkezményével kapcsolatos véleményének modellezéséhez, a fellépd
bizonytalansdgok becsléséhez, kezeléséhez a fuzzy halmazok elméletének
alkalmazésa is megfeleld modszer lehet. Ezt jelzi a IX.2. abran a fuzzy logikaval
kapcsolatos kiegészitések a [IX.1] irodalombdl atvett logikai diagramban.

Kiegészitve AVEN megfogalmazasat, a kockéazatelemzés tudoményos
alapjai az alabbiakkal 6sszegezhetok:

> A rendszer teljesitményérdl, és a hozzd kapcsolodd megfigyelhetd
értékekrol vald ismeretek leirhatok, modellek, megfigyelt adatok ¢és a

222



IX. A modellezési bizonytalansag

szakértdi (adott esetekben laikusi) vélemények alapjan;
A folyamatos bizonytalansagbecslés a valoszinliségi szabalyok vagy a
fuzzy halmazok elméletének alkalmazasaval lehetséges.

A kockazat leirasa

*

C; elorejelzése: C;
Bizonytalansag: P(Ci=c)
w(@y

Valosziniiségi
(fuzzy)

szamitds

Modell A bizonytalansag
eseti kapcsolatok: becslése
C=1X) P(X<x)
X

A kockazatelemzo felfogasa a vilagrol

Hattér informaciok, melyek magukba foglaljak a tapasztalati
adatokat és a szakmai tapasztalatokat

A vizsgalt rendszer vagy folyamat

A jovoben megfigyelhetd Ci; X = (X, X5, ... X;3) mennyiségek

IX.2. abra Eldrejelz6 megkozelitésii kockazatelemzés fobb elemei
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IX.4. DETERMINISZTIKUS MODELL PARAMETRIKUS
BIZONYTALANSAGANAK VIZSGALATA — GYARTASI
PARAMETER-ELTERESEK HATASAINAK ELEMZESE

Integralt rendszerek tervezésekor nagy fontossagli kérdés a berendezések vagy
az alkatrészek megengedhetd paraméter-eltéréseinek, gyartasi tiirésinek
meghatéarozasa.

A részegységek gyartasi tlréseinek, illetve az {izemeltetés soran
megengedett paraméter-eltéréseinek helytelen meghatarozésa tobb problémat is
okozhat, akar a teljes rendszer miikodésében. Lehetséges, hogy a teljes rendszer
nem teljesiti az eldirt miikodési paramétereket, mikdzben az Gsszes berendezés,
alkatrész kielégiti a veliik szemben tamasztott gyartasi kovetelményeket. Méas
esetekben a rendszer lizemeltetését teszi bonyolultta, koltségessé. Ez utdbbira jo
forgdszarny lapatok, melyeket csak dtdarabos készletekben lehetett cserélni —
egy lapat sériilése esetén is.

A fenti miszaki kérdés vizsgalhat6 az adott rendszer linedris
matematikai diagnosztikai modelljének felhasznalasaval.

Az inverz feladat megoldasakor az egyes részegységek megengedhetd
paraméter eltéréseit keressiik a teljes rendszer szamara eldirt vagy legkedvezbb
technikai kovetelmények (megengedhetd kimend paraméter-eltéréseinek)
biztositdsa érdekében. Ilyen eset lehet, amikor a rendszer feladata szigort
kovetelményeket tdmaszt a kimend jellemzok eltéréseivel szemben, vagy ha a
kiilsé jellemzok fentiekben meghatarozott tiirései nem megfeleldek.

Fontos azonban megjegyezniink, hogy az inverz feladat megolddsa nem
egyértelmii és nem egyediilli eljaras a feltett kérdésre adandd valasz
kimondéséra. Nem egyértelmii, mert a megoldas soran optimum-keresd, becsld
modszereket kell alkalmaznunk. Nem egyediili, mert a végleges dontéshez, a
tirések meghatarozashoz mindenképpen sziikséges megvizsgalni a gyartod
technologiai lehetdségeit is. Ez a modszer ,,csak” hatasos segitséget nyujt a
probléma megoldasahoz.

IX.4.1. A VALOSZINUSEGI ELEMZES ELMELETI MEGOLDASA

A tapasztalatok szerint a gépgyartasban, nagy sorozatban gyartott termékek
méretei, miszaki jellemzdi igen joO kozelitéssel normalis eloszlasunak
tekinthetok. Ezért a mérnoki gyakorlatban elsd megkozelitésként a valoszinliségi
valtozokat normalis eloszlasuként szokds kezelni. A gyartdsi paraméter-
eltérésekbdl szdrmazd parametrikus modell bizonytalansadg jelen elemzéséhez
feltételezziik, hogy a belsd jellemzOok gyartasi eltérésinek mindegyike normal
eloszlassal bird, paronként fliggetlen valoszinliségi valtozd. Ebben az esetben a
rendszer bels6 jellemzdéinek varhato értéke csak a névleges érték kortl
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szimmetrikus tlirésmezd esetén lesz egyenld a névleges értékkel. Szorasaik
pedig a tlirésmezdk ,hosszai” egy-hatodainak tekinthetdk, az tgynevezett 3o
szabaly alkalmazaséaval. Ezen valoszinliségszamitasi szabaly értelmében egy m
varhato értékkel €s o szorassal bird, normal eloszlast valdsziniiségi valtozo altal
felvett értékek ,,gyakorlatilag biztosan” — val6jaban 0,9973 valdsziniiséggel —
az (m-3o; m+30) intervallumba esnek.

fgy a belsé jellemzdk varhato értékeinek vektora:

%= % , (IX.4.1)
valamint szérasvektora:
X= % : (IX.4.2)
ahol:
Xpar a bels6 jellemz6k maximalis értékeinek vektora:
Xpnax = [xlmax Xomax - xnmax] ;
Xpin a belsd jellemzdk maximalis értékeinek vektora:
Xppin = [xlmin Xomin  +-- 'xmmin]

A kiilsé jellemzOk ugynevezett mért (valds értékkel bird) szorasainak
meghatarozasdhoz elsé 1épésként meg kell hataroznunk a bels6 jellemzok
ugynevezett relativ szorasait, ami (esetiinkben) a belso jellemzd mért szorasanak
¢s a mért névleges érté¢kének hanyadosa, azaz:

X=X, X , (I1X.4.3)
ahol:
Xoom — a belsd jellemzdk névleges érték matrixa:
X1 om o ... 0
6 0. X

nnom

225



IX. A modellezési bizonytalansag

A bels6 jellemzdk relativ szoras vektoranak ismeretében, felhasznalva a
rendszer linearis diagnosztikai modelljét, azaz a (V1.4.33) egyenletet, kapjuk
meg a kiilsd jellemzok

&y =D&x=DX,, X . (IX.4.4)

relativ szoras vektorat. A kiils6 jellemzdk névleges értékei

Yy Lnom 0 A O
Ynom — O Yy 2nom ) O
0 o 0 Yy mnom

alkalmazasaval, a kiilsd jellemzok
y = Ynom@ = Ylll)mDX;(llmi (IX'4'5)
mért (valos értékil) szorasait kapjuk meg. Bevezetjiik az

S=Y, DX (IX.4.6)

ugynevezett mért diagnosztikai matrixot, amivel a (IX.4.5) egyenlet az
y =Sx (IX.4.7)

alakra egyszerusitheto.

A kilsé jellemzOk varhatd értékeinek meghatdrozasahoz fel kell
venniink a belsé jellemzok ugynevezett relativ varhatoé értékvektorat. Ez a
jellemzd a varhato és a névleges értékek kozti kiillonbség

& :Xnomil(i_xnom) (IX48)
relativ értékeit tartalmazza, ahol:

Xpom @ — a belsd jellemzok névleges érték vektora.

T

X = [xlnam 'x2rmm e X

nom nnom ]

A szorasok vizsgalatdnal bemutatott levezetést megismételve kapjuk meg a
kiilso jellemzok névleges érték vektorat is:
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y = ynom +S(i/_xll0m) M (IX.4.9)
ahol:

Ynom @ — a belso jellemzok névleges érték vektora.

yﬁom = [y]nom y2nom o ymnom]

A kiilsé jellemzOk — a belsé paraméterek gyartasi eltéréseibdl szarmazo
— gyartasi szordsmezOinek értékei, a fentebb mar emlitett 3c szabaly
alkalmazésaval:

. =y -3y
Yoin =YY (IX.4.10)
Yomax =Y +3¥

IX.4.2. A VALOSZINUSEGI ELEMZES INVERZ FELADATA

Az inverz feladat megoldasakor — a (IX.4.7) egyenlet alapjan — keressiik a

belsé jellemzOk szoérdsanak azon x vektorat, amely megfeleld kozelitéssel
kielégiti az

(y-sx) =0 (IX.4.11)

egyenldséget. Ez barmely minimum-keresé eljarassal (példdul gradiens
modszerrel — lasd a VI.3.2. alfejezetet) kell6 pontossaggal megoldhato.

A bels6 jellemzOk sziikséges varhato értékeinek meghatarozasahoz a
(IX.4.9) egyenlet atrendezése

y_ynom = S(i_xnom) s (IX412)

és az
u:y_ynom > (IX413)
V=X—X,0m (IX.4.14)

segédvektorok bevezetése sziikséges. Ekkor a (IX.4.9) egyenlet az
u=Sv (IX.4.15)

alaktra egyszerlisodik. Valamely optimum-keresé eljarassal meg kell
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becsiilniink azt a v vektort, amely kielégiti az
(u-Sv)’ =0 (IX.4.16)
egyenletet. Ekkor a belso jellemzok sziikséges varhato értéke

X=x,,+vV , (IX.4.17)

illetve a belsd jellemzok sziikséges tliréseit az

X, =X —3X

(IX.4.18)

X = X +3X

vektorok ismeretében tudjuk meghatarozni.

IX.4.3. AZ INTERVALLUM ELEMZESE ELMELETI MEGOLDASA

A belsd jellemzdk ismeretlen eloszlasa esetén a parametrikus bizonytalansagot
vizsgalatahoz intervallumelemzést kell alkalmaznunk. Ekkor elsé 1épésként meg

kell hataroznunk azok relativ maximalis-, és minimalis értékeinek vektorait,
melyek a névleges értékeitdl vald, ahhoz viszonyitott eltéréseit fejezik ki

m(xmax _Xnom) , (IX419)

A tovabbi vizsgalatokhoz a korabban (a VI.4.4 alfejezetben) felallitott
diagnosztikai matrixot felhasznalva kell meghataroznunk az ugynevezett pozitiv
¢s negativ diagnosztikai matrixok elemeit az alabbi egyenletek alapjan:

d, ha d;>0
Df{dﬁ*:{o ha d,.j<o}
d, ha d;<0
D:{d"f:{o ha d[/>0:l

A fentiek alapjan a kiilsd jellemzdk relativ maximum, illetve minimum
értékeinek vektorai a

(IX.4.20)

5ymax = D+6xmax + D—éxmin

\ \ (IX.4.21)
aymin = D+axmin + D—éxmax

228



IX. A modellezési bizonytalansag

egyenletekkel hatarozhatok meg, melyek — az inverz feladat késébbi megoldasa
érdekében — az aldbbi hipermatrix egyenletbe rendezhetdk:

me} _ {m D}Fxmx} ' (IX.4.22)

5y min D - D + 5X min

Ismerve a kiilsé jellemzok relativ maximum €s minimum értékeit, a
kiilsd jellemzdk szorasi tartomdnyainak hatarai az

ymax = ynﬂm + (Ynom§Ymax) IX 4 23
Ymin = Y nom +<Y"0m§ymin) > (IX.4.23)

egyenletek alkalmazéasaval kapjuk meg.
IX.4.4. AZ INTERVALLUM ELEMZESE INVERZ FELADATA

Az inverz feladat megoldasdhoz meg kell hatdrozni a kiilsé jellemzdk
megengedett relativ maximum és minimum értékeinek vektorat, az alédbbi
egyenletek felhasznalasaval:

§ymax = Yr:ﬂlm(ymax - ynom) . (IX424)
§ymin = Yn_olm(ymin - Yme)

A kils6 jellemzok megengedett eltéréseinek ismeretében a belsd
jellemzok sziikséges szorasait ugy tudjuk meghatarozni, hogy — a (1X.4.22)
egyenlet alapjan —keressiik a belsd paraméterek azon relativ maximum és
minimum érték vektorait, melyek megfeleld pontossaggal kielégitik a

(|:5ymax:| _ |:D+ D:||:5Xmax :D =0 (IX425)
O min D D, | o,

matrix egyenletet. A belsd jellemzok relativ megengedhetd mért maximum és
minimum érték vektorai ismeretében azok abszolit megengedhetd értékei az
alabbi egyenletekkel hatarozhatok meg:

max — Xnom + (X 5Xmax)
Xmin = Xnom + (X 5Xmin)

nom

nom

(IX.4.26)
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IX.4.5. MINTAPELDA INTERVALLUM ELEMZESE

A VI. fejezetben bemutatott mintapéldat felhasznalva jelen fejezetben a gyartési
paraméter-eltérések hatdsainak intervallum elemzését szemléltetjiik. A
vizsgélathoz eldszor fel kell vennliink a modellezett rendszer bels6
paramétereinek névleges értékeit, illetve a gyartasi tlirések also és felso értékeit.
Ezeket az adatokat foglalja 6ssze a IX.1. Tablazat a modellezett rendszer I
(h=1500""") lizemmodjara.

Paraméter: Ertékek:
Minimalis Névleges Maximalis
h 1490 1500 1510
a 0,74 0,75 0,76
i 445 450 460
B 1,34 1,35 1,35
V1 2,08 2,10 2,13
k 624 630 635
[ 15,00 15,20 15,25
o 3,48 3,50 3,52

IX.1. Tablazat Gyartasi paraméter intervallumok

A IX.1. Téblazat a lapjan a rendszer belso jellemzdinek — lasd (VI.3.9)
egyenletet:

> minimalis értékeinek vektora:

xi. =[1490,0 0,74 4450 134 2,08 6240 150 448] , (IX.4.27)
> maximalis értékeinek vektora:

xo.. =[1510,0 0,76 460,0 135 213 6350 1525 352] , (IX.4.28)
> névleges értékeinek vektora:

xI =[1500,0 0,75 450,0 135 2,1 630,0 152 35] , (IX.4.29)

illetve matrixa:

230



[1500,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

A (IX.4.19)
értékek vektorai:

IX. A modellezési bizonytalansag

0,0
0,75
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

45

[0,006667 |

0,013333
0,022222
0,0

0,014286
0,007937
0,003289

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,005714 |

0,0
0,0
0,0
1,35
0,0
0,0
0,0
0,0

00 00
00 00
00 00
00 00
21 00
0,0 630,0
00 00 1
00 00

[—0,006667 |
—-0,013333
-0,011111
—-0,007407
—-0,009524
—-0,009524
-0,013158

| 0,005714]

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
52
0,0

0,0]
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
3,5

Az tgynevezett pozitiv, illetve negativ diagnosztikai
(VIL.4.37), valamint a (IX.4.20) egyenletek alapjan:

0,0 0,0 1,00300 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 1,00301 0,0 0,0 0,0

D.= 0,0 0,0 1,00301 0,0 0,0 0,0
1,00031 1,00031 0,0 0,00301 1,40044 1,0
-0,00031 -0,00031 0,0 -0,00301 -0,00044
-1,00031 -1,00031 0,0 -0,00301 -1,40044

~71-1,00031 -1,00031 0,0 -0,00301 -0,00044
0,0 0,0 -1,00301 0,0 0,0

0,0
0,0
0,0
1,0

0,0
0,0
0,0
0,0

(IX.4. 30)

egyenlet alapjdn a maximalis, illetve minimadlis relativ

(IX.4.31)

matrixok — a

0,0
0,0
0,0

0,285

0,0
0,0
0,0
0,0

(IX.4.32)

0,0
0,0
0,0
0,0

A fentiekben meghatarozott matrixokat és vektorokat behelyettesitve a
(IX.4.22) egyenletbe, megkapjuk a kiilsé jellemzOk relativ maximalis és
minimalis értékeinek vektorat:
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0,022321]
0,031846
0,022321
0,041777
~0,011157
~0,025443
~0,011157
| —0,035442

%
= 1X.4.33
-] 439

Felhasznalva a IV.3. fejezetben megkapott eredményeket — lasd VI.
Tablazatot, valamint a (V1.3.8) egyenletet —, tudjuk meghatarozni a rendszer
kiilsé jellemzodinek névleges értékeinek vektorat:

Yiem =[450,0 0,14 04 194000,0] (IX.4.34)
valamint matrixat:
450,0 0,0 0,0 0,0
0,0 014 00 0,0
nom = . (IX.4.35)
0,0 00 04 0,0
0,0 0,0 0,0 19400,0

Végiil a (IX.4.23) egyenlet felhasznalasaval kapjuk meg a rendszer
kimend jellemzdéinek minimalis, illetve maximalis értékeit, melyek a 1X.2.
Tablazatban lathatok.

Paraméter: Ertékek:
Minimalis Névleges Maximalis
a 444,979 450 460,0446
b 0,1364 0,14 0,1444
c 0,3955 0,4 0,4089
m 187124,2 19400 202104,7

IX.2. Tablazat Az intervallum elemzés eredményei

A fenti leirt parametrikus modell bizonytalansdg vizsgalat eredményét

ezek utdn a vizsgalt rendszer fontos szakmai szempontjai szerint kell a
szakértoknek elvégezni, melytdl jelen konyvben eltekintiink.
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IX.5. SZTOCHASZTIKUS MODELL PARAMETRIKUS
BIZONYTALANSAGANAK VIZSGALATA — JAVITASI ]
MUNKAIGENY KETDIMENZIOS VALOSZINUSEGI BECSLESE

Az lizemeltetés menedzsment gyakorlatdban a legtobbszor el6forduld kérdés,
hogy a tervezési idészakban, a megadott 7' (példaul termelési) teljesitményigény
kielégités¢hez  mekkora  javitasi, karbantartdsi munkaigénnyel kell
rendelkezniink? Mekkora javitd, karbantarté kapacitast kell biztositanunk?
A feladat a T teljesitménymutatd alapjan a sziikséges javitasi munkakapacités
igény meghatarozasa. A feladat megoldasahoz ismerniink kell az {izemeltetett
rendszer meghibasodasi rat4jat, valamint az egy meghibasodas javitasi (esetleg
koltség vagy anyag) igényét.

A 1 meghibasodasi rata a meghibasodéasok adott idépontra vonatkozoan
meghatarozott feltételes valdszinség stirtisége, feltéve, hogy addig az idopontig a
vizsgalt rendszer vagy elem meghibdsoddsa nem kovetkezett be. A A(z)
fliggvény minden 7 idOpontban annak a valdsziniiségét adja meg, hogy az adott ¢
idépontig hibamentesen mikodé elem a kovetkezd At iddegység alatt
meghibasodik. Mértékegysége: teljesitménymutats”, vagy annak valamilyen
t6bbszorose, példaul: repiilt 6ra™.

A meghibasodasi rata statisztikailag a

n
= IX.5.1
NAt ( )
modon hatdrozhato meg, ahol:
n - a At vizsgalati 1d6 alatt meghibasodott elemek szama;
N — a vizsgalati iddszak kezdetén miik6do elemek szama;
At — a vizsgalati id6tartam (teljesitménytartam).

Egy technikai rendszer ilizemeltetése sordn a meghibdsodasi rata értéke
valtozik, illetve a (IX.5.1) egyenlet alapjan torténd statisztikai meghatarozasa is
bizonyos mértékii bizonytalansaggal bir. fgy a 1 meghibasodasi rata
valosziniiségi valtozonak tekinthetd, mely 2 varhatoértékkel, Aszorassal és f
(x) stirtiség-, illetve F ; (x) eloszlas fliggvénnyel irhato le.

A meghibdsodasi rata ¢és a tervezett teljesitmény ismeretében a
meghibasodasok n szdmanak varhato értéke az

) (IX.5.2)

egyenlettel hatdrozhato meg.
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Az egy meghibasodas kijavitasahoz sziikséges m munkaigény — az
lizemeltetési, javitasi folyamatok sztochasztikus volta kovetkeztében — is
valoszinliségi valtozoként kezelendd, mely m varhatod értékkel, m szordssal,
illetve f, (y) strtiség-, valamint F,, (y) eloszlasfiiggvénnyel irhato le.

A vizsgalati (becslési) iddintervallumban sziikséges javitasi kapacitas

igény varhato érétke az
M = mi (IX.5.3)

egyenlettel hatdrozhato meg.

Ha a varhato javitdsi munkaigény becslésekor nem annak véarhato
értékét, hanem adott megbizhatosagi értékkel egy intervallumon beliili
elhelyezkedését akarjuk megbecsiilni, figyelembe kell venniink a
megbizhatosagi rata, illetve az egy meghibasodéds javitdsi munkaigényének
valoszinliségi  eloszlasat. A fenti meghatarozdsi metdédus szerint a
meghibasodasok szdmanak becslési pontatlansaga a

)’max
P, = [ £,(0dx = F,(2)~ F, (A (IX.5.4)
Z’mm

integrallal hatarozhat6 meg, ahol:

Amin~ — a meghibasodasi rata becslési intervallumanak alsé (minimalis)
értéke;

e — a meghibasodasi rata becslési intervallumanak felsé (maximalis)
értéke.

A javitdsi munkaigény becslés masodik Iépésének — lasd (IX.5.3)
egyenlet — becslési pontossaga hasonl6 modon, az aldbbi 0Osszefiiggéssel
hatarozhaté meg:

mmax

Pm = .[fm(y)dy:Fm(mmax)_Fm(mmin) ’ (IXSS)
ahol:
Mpin  — az egy javitas munkaigényének becslési intervallumanak also
(minimalis) értéke;
Myay — az egy javitds munkaigényének becslési intervallumanak felsd

(maximalis) értéke.
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A teljes becslési folyamat pontossaga pedig a

P,=PP, (IX.5.6)
szorzattal szamithato.

Fontos itt megjegyezni, hogy a gyakorlati alkalmazas soran pont ezen
fenti s Amax €S Muin; Mpg, €rtékeket kell megkeresniink a becslés kivant
pontossaganak elérése érdekében.

IX.5.1. ELMELETI MEGOLDAS

Jelen fejezet célja e probléma megoldasa, azaz egy olyan javitdsi munkaigény
becsld eljaras kidolgozasa, mely a meghibasodasi ratat és az egy meghibasodas
javitasahoz szilikséges munkadrat, mint valdsziniiségi valtozot kezelve biztositja
a teljes becslés kivant pontossagat, megbizhatosagat. A feladat megoldasahoz a
bevezetdben leirt szakmai indokok alapjan bevezetett egyszerlisito feltételként a
/ meghibasodasi ratat és az egy meghibasodas m javitasi munkaigényét normalis
eloszlasu, filiggetlen valoszinliségi valtozokként kezeljik. Egyszeriisitd
feltételezésiink igazoldsanak tekinthetd a IX.5.2. alfejezetben olvashatd
esettanulmany sordn elvégzett elemzés, mely szerint a két valosziniiségi valtozo
kozti korrelacios egytitthato értéke ,,csak™: 0,173.

A fent korvonalazott feladatot alapvetden két moédon tudjuk megoldani.
Elsé megkozelités esetén meghatarozzuk mindkét becslési 1épés megengedhetd
bizonytalansagat, ugy, hogy azok eredd pontossaga a teljes becslés — lasd
(IX.5.6) egyenlet — pontossagéaval legyen egyenld. Ekkor a (IX.5.4), illetve
(IX.5.5) kifejezések alapjan tudjuk meghatarozni a A5 Amar, 111€tVe Mpin; Mipax
értékeket. Majd a munkaigény minimum €és maximum értéke a:

M. =Ti m.
min minmin (IX 5 7)
Mmax = Tl m

kifejezésekkel hatarozhaté meg.

Ezt a fenti vizsgalati médot 1ényegében a 1X.3. fejezetben ismertetett
intervallumelemzésnek tekinthetjiik.

Ekkor felvetédik, hogy a figyelembe vett valdsziniiségi valtozok
statisztikai becsléseit, illetve megengedett munkaigény-becslési pontossdganak
értékeit megfeleld korrektséggel szamitottuk-e ki? A fenti bizonytalansagi forras
kikiiszobolhetd, ha a teljes becslést egy kétdimenzids valdszinliségi — az
egyszeriisitdé  feltételek  kovetkeztében —  normalis  valdsziniiségi
eloszlasfiiggvény felhasznaladsaval oldjuk meg. Ekkor az alkalmazando
stiriségfiiggvény a:
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1[5
1

—e
27Am

Sl y)= (IX.5.8)

alakot veszi fel [IX.9], melyet — altalanos esetre a IX.3. dbra szemléltet.

b fxy)

[X.3. 4bra Javitasi munkaigény-becslés kétdimenzids normalis eloszlasanak
stiriségfiiggvénye ([IX.11] alapjan)

A [IX.10] irodalom szerint a (1X.5.8) egyenlettel leirt eloszlas a

£x}4]2+(y;1ﬁjzzgz (IX.5.9)

egyenletli nivoellipszissel szemléltethetd. Annak a valdsziniisége, hogy egy (x,y)
koordinataji pont az adott nivoellipszisen beliill helyezkedik el, a két-
szabadsagfoku y” eloszlas felhasznalasaval a

P, =F., (@) (IX.5.10)

egyenlettel hatdrozhato meg.

A (szakmai) becslés kivant pontossaganak, Pz valdsziniiségének
ismeretében, a két-szabadsagfoku y° eloszlas alapjan €’ meghatarozhato.

Ekkor az €’ ismeretében, pedig — az ellipszis (IX.5.9) egyenletének
felhasznélasaval keresendd az a (x,;y) pont, mely esetén a A €s az m szorzata
extrémummal rendelkezik. Ezen pontok ismeretében a javitdsi munkaigény
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minimum, illetve maximum értéke az:

Mmin = T{ }min
M T

v (IX.5.11)
max {xy }max

egyenletekkel hatdrozhato meg.

A IX.3. fejezetben leirtak alapjan kijelenthetd, hogy ezen masodik
esetben a (I1X.5.2) ¢és (IX.5.3) egyenletek alkotta egyszeri modell parametrikus
bizonytalansdganak masodrendii valdsziniliségi elemzését végeztiik el.

IX.5.2. ESETTANULMANY

A fentickben elméletileg bemutatott javitdsi munkaigény-becslé eljaras
alkalmazasi lehet0ség szemléltetésére az aldbbi esettanulméanyt mutatjuk be.

Egy kelet-magyarorszagi termeld vallalat egy gépcsoportjanak két év
soran gyljtott havi meghibdsodasi és javitdsi adatait elemeztik. Az ezer
miikodési orara szamitott meghibasodasi ratak relativ eloszlasat a 1X.4. abra, a
javitasi atlagidok relativ eloszlasat a IX.5. abra szemlélteti, a statisztikai
elemzések fobb adatai az 1X.3. Tablazatban 6sszegeztiik.

35
[%]
30+

./ \
25 7 0' ‘\

20 i ll t‘

1 5 7 o'

1 0 7 4| s,

5 N ex a

0z

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lambda

IX.4. dbra Meghibasodasi ratak relativ eloszlasa {}
1000 6ra

Az alkalmazas altalanos szemléltetése érdekében — esetiinkben — az
egy termelési Ordra juta varhato javitdsi munkaigény becslésének eredményeit
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mutatjuk be a IX.4 Tablazatban, illetve a IX.6. abran, kiilonb6zo becslési
valoszinliségek esetén.

30
[7o]
251

201 e

151 e N

10 T l" W

5 6 7 8 9 10 11 12 13
Jjavitasi munkaigény

IX.5. abra Egy meghibésodas javitdsi munkaigények relativ eloszlasa

[munkaora]
Meghibéasodasi rata| Egy meghibasodas
1 javitasi munkaigénye
{1000 (’)ra} [munkaoral

Atlag 6,063 8,762
Szoras: 1,439 1,738
Mintaszam: 24 24

Elf. valosziniiség: 0,738 0,691
Korrelacids egyiitthatd: 0,173

IX.3. Téblazat Statisztikai elemzések fobb eredményei
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— — minimum —— maximum

140
120

—_——
_
——

0,75 0,80 0,85 0,90 095 P 1,00

IX.6. abra Becslési eredmények

A grafikon jol szemlélteti azt a mar eldre varhatdé eredményt, hogy az
elvart becslési valdsziniiség novelésével egylitt novekszik a becslési intervallum
is.

P (xy)min (xy) max
0,75 129,236 | 83,886

0,80 27,652 86,595
0,90 [ 23,600 | 94,106
0,95 [ 20,388 100,763
0,990 | 14,769 | 114,414
0,995 [ 12,880 [ 119,772

IX.4. Tablazat Becslési eredmények { jav. éra }
1000 6ra

Természetesen a fenti parametrikus modell bizonytalansdg eredményét
tisztdn szakmai, menedzsment szempontbdl kell elvégezni, és az alapjan
meghatarozni az optimalis javitasi, karbantartdsi munkakapacitast a modellezett
termelési idOtartamra.

Az eddigi eredmények alapjan a Szerz6 témakorrel kapcsolatos jovébeni
tevékenységét az alabbiakban fogalmazza meg: Az lizemeltetési koltséget,
munkaerd-, anyag- vagy energiasziikségletet, illetve a javitas kovetkeztében
fellépd (naptari) idokiesést, két (esetleg tobb) dimenzids valosziniiségi modellre
épiilo, becsldeljarasok kidolgozasat ha, a felhasznalt valdszinliségi valtozok
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IX. A modellezési bizonytalansag

(jelen tanulmanyban: 4; m):

>
D

nem fliggetlenek egymastol;
nem normalis eloszlassal birnak;

vagy nem két valtozotdl fiigg a becsiilt tizemeltetési jellemzo (a fejezetben: M).
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