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Ez a tankonyv els6dlegesen az Eotvos Lordnd Tudoményegyetem els6éves matema-
tikus és alkalmazott matematikus hallgatéi szdmadra késziilt, e szakoknak a tematik4jat
koveti; az elemi algebrai és a linedris algebrai ismeretek a matematika szinte minden terii-
letén és az alkalmazdsokban is nélkiilozhetetlenek. Emellett a linedris algebra sziikségsze-
rlien absztrakt tdrgyaldsa j6 dtmenetet nyujt a tervezett masodik kotetben szerepld algebrai
struktirdkhoz is.

Ma mar Magyarorszagon (is) sok egyetemi szint{ jegyzet és tankonyv foglalkozik az
elemi és linedris algebra targyaldsaval. Ezek mindegyike mads felfogasban targyalja a fenti
tananyagot, ezért nem lehet e tankonyveket rangsorolni; tulajdonképpen jol kiegészitik egy-
mast. Ez a tankonyv az 1977-ben megjelent Klasszikus és linedris algebra c. tankdnyvem
poétlasara késziilt, amelynek legutobbi kiadasa is elfogyott. Tekintettel arra, hogy az idézett
tankonyvhoz képest 1ényeges valtoztatdsokat éreztem sziikségesnek (tobbek kozott szeret-
tem volna egységesiteni az ugyancsak nem kaphat6 Altaldnos algebra c. tankonyvemmel),
ezért nem tartottam jonak a fenti tankonyv djabb — lényegében véltozatlan — kiad4sat.
Nem véltoztattam a konyv ,,szellemén”, a tananyagot is f6leg bdvitettem. A tételek bizonyi-
tdsdban a leglényegesebb vdltozds az, hogy az ottani formalizmust igyekeztem elkeriilni,
arra torekedve, hogy a definiciék ne ,jigyesek”, hanem a lényeget jobban megmutatéok
legyenek.

A kotet két részre oszlik. Az elsé rész targya a klasszikus vagy elemi algebra. A kozép-
iskoldban tanult szimfogalom atismétlése és néhany altalanos algebrai fogalom (elnevezés)
bevezetése utdn a komplex szdmok ismertetése kovetkezik. Ezek utdn a matrixok, majd a
determindns bevezetésére keriil sor. E résznek a befejezéseként az egy- és tobbhatdrozatland
polinomokat targyaljuk. Itt alapvetd szempont a fogalmak minél tisztdbb, minél precizebb
bevezetése. Csak ezutdn keriilhet sor az érdemi tdrgyaldsra.

A masodik rész a linedris algebra. A linedris algebra eredetileg elsGsorban a linedris
egyenletrendszerekkel foglalkozott. Ehhez a matrixok és ezekhez kapcsolédva a koordiné-
tak szolgéltattdk a mddszert. E felfogdssal szemben nagy valtozast jelentett a tomor jelolés-
mdéd, amelyben a vektorterek és a linedris leképezések jutottak sz6hoz. Ennek megfelel6en
a fogalmak geometriai jelentést kaptak; eziltal sokkal viligosabba valtak. Eles ellentét-
ként a fogalmak absztraktabbak lettek, ami az elvontabb targyaldsmoédot tette sziikségessé.
A fentebb emlitett tankdonyvhoz képest igyekeztem ezen enyhiteni, ahol tudtam (mind a
definici6kban, mind a tdrgyalds sorrendjében). A konyvben M jeldli a bizonyitdsok, illetve
definicidk és [ jeloli a megjegyzések végét.
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Remélem, hogy ezt a tankonyvet sikerrel hasznélhatjdk mas szakok és mds egyetemek
hallgatéi is. ElsGsorban természetesen azokra a hallgatékra gondolok, akik matematikus
szakra jarnak. Ugy vélem, hogy egyéb matematikit tanul6 egyetemi hallgatdk is tanulhat-
nak e konyvbdl; mindenekel6tt algebrai médszereket.

Természetesen egyetlen konyv (de az internet sem) sem potolhatja az éI6 el6adas
élményét. A matematikat csak dgy lehet megtanulni, ha (lehet6leg aktivan) nyomon kovet-
jik a gondolkoddsmddot, az esetleges hibdkat; és a tételeket, a fogalmakat és a bizonyi-
tdsokat in statu nascendi (a sziiletés pillanatdban) lathatjuk. Semmi sem poétolhat egy vitat
az elb6addval. Az irott segédanyagra az ismeretek felfrissitésekor van sziikség. Ettdl fiig-
getleniil célszerlinek tartom azt, hogy a tankonyv a kozolt tananyagon kiviil lehetSleg gon-
dolkozni is tanitson és magyardzzon. Természetesen ehhez sziikséges, hogy a fogalmak,
tételek és a bizonyitdsok (eltekintve néhdny hosszadalmas és mechanikus bizonyitastol)
mind megtaldlhat6ak legyenek a tankonyvben.

A szerepl6 fogalmak és tételek az elméleti és az alkalmazott matematika legkiilonbo-
z8bb teriileteirdl szarmaznak. Ezeknek a fogalmaknak a motivaci6jar6l azért mondtam le,
mert ez az egész targyaldst igen hosszadalmassé és esetleg érthetetlenebbé tenné. Megma-
radtam az algebrai keretek kozott, és az alkalmazdsokra vald utaldst a megfeleld szaktar-
gyakra hagytam.

Koszonetnyilvanitas. E konyv készitésében haldval tartozom azoknak, akik velem a
matematikai gondolkozdsmédot megismertették és megszerettették. fgy Neukomm GyurLa
gimndziumi tanidromnak, GEHER IsTVAN egyetemi didktdrsamnak, Fucus LAszL6, RENYI
ALFRED, PETER ROzsa és mindenekfelett TURAN PAL egyetemi tandraimnak. Haldval tar-
tozom didkjaimnak és tanitvanyaimnak, akik dllandé javit6 célzattal birdltdk munkdimat; és
akikt6l ugyancsak nagyon sokat tanultam. Ezeknek a didkoknak a szdma olyan nagy, hogy
Oket felsorolva 6hatatlanul kimaradna j6 néhany, akiket nem szeretnék megbéntani. Ezért
inkabb egyetlen nevet sem irok ide; 6k tgyis tudjak, hogy réluk van sz6. Héldval tartozom

)

algebrista kollégdimnak, akik jelenlétiikkel erdsitették a magyar algebrista kozosséget.

Vannak, akik a konyv kozvetlen megjelenését is elGsegitették. Hélaval és koszonet-
tel tartozom két lektoromnak, CsAkKANY BELAnak és PALFY PETER PALnak, akik magukra
vallaltdk az atnézés keserveit, szamos értelemzavardé hibat6l mentve meg a konyvet. Ha

Py

valami benne maradt, az nem az § munkdjukat, hanem az enyémet mindsiti.

Halaval tartozom a konyv eldéllitdsdban vald részvételéért FRiep KaTavLinnak a sze-
désért, a Nemzeti Tankonyvkiadoban ParLoiTay MARriAnak és BaLassa ZsoriAnak, akik
a konyvet gondoztdk. Héldval tartozom az anyagi hattér biztositdsaért a SzECHENYI Pro-
rEsszor1 OszTonpimak, valamint a T 023186 és T 029525 szdmd OTKA-nak. Végiil, de
nem utolsésorban héldval tartozom feleségemnek, Hay ErzsEBETnek, az erkolesi hattér

biztositasaért, tiirelméért és a konyv atolvasasaban nyujtott segitségéért.

Budapesten a 2000. évben

Fried Ervin
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ELSO FEJEZET

KOMPLEX SZAMOK

1. A természetes szamoktol a valos szamokig

A komplex szamok vizsgalata el6tt tekintsiik at a valés szamok alapvetd algebrai tulaj-
donsdagait. A valds szdmokat — mint kézépiskolai tananyagot — targyaldsaink sordn ismer-
teknek tételezziik fel. Ennek megfeleléen a felsorolt algebrai tulajdonsdgokat sem fogjuk
bizonyitani. (A késSbbiek sordn ezekre bizonyos értelemben majd sor keriil.) A valds sza-
moknak nagyon sok fontos tulajdonsiga van; itt azonban csak olyanokra lesz sziikségiink,
amelyekben csupén e szdmok kozotti miiveletek és relacidk szerepelnek. Ezeket nevezziik
algebrai tulajdonsagoknak.

Targyalni fogjuk az Osszeadds, kivonds, szorzds és osztds, valamint a hatvanyozis,
gyokvonds és logaritmdlds alapvet6 azonossagait; tovabba az oszthatdsagi és rendezési rela-
cidkat.

Béarmely két a és b valds szamnak létezik az a + b Osszege és az ab (a - b, vagy
mas jeloléssel a x b) szorzata. a és b az Osszeg tagjai, illetve a szorzat tényezoi. Mindkét
miiveletre, az dsszeaddsra és a szorzdsra érvényes a kommutativitds (felcserélhetdség) és
az asszociativitds (tdrsithatosig), azaz barmely a, b, ¢ valos szdmokra:

a+b=b+a, ab=bhba, (a+b)y+c=a+b+c), (ab)c=a(bc).

A szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv (szétoszto), azaz c(a+b) = ca+cb, tetszo-
leges a, b, ¢ valds szamok esetében. Ebbdl kovetkezik az (a+b)(c+d) = ac+ad +bc+bd,
specidlisan az (a + b)(a + b) = aa + ab + ab + bb 6sszefiiggés.

Ezeket a miiveleteket direkt miiveleteknek is szoktak nevezni.

Az Osszeg és az egyik tag ismeretében egyértelm@ien meghatdrozhaté a masik tag,
ennek a meghatdrozdsat kivondsnak nevezzik. Ha a + b = ¢, akkor a b = ¢ — a jelolést
hasznaljuk, ¢ a kisebbitendo, a a kivonando és b a kiilonbség. Barmely a valés szdmra a
0 = a — a szdm ugyanaz, ezt nullinak nevezik. 0 azzal jellemezhets, hogy tetszSleges b
valés szam esetén 0+ b = b. A —a =0 — a szam csak a-t6l fiigg, ez az a ellentettje (vagy
negativja, vagy additiv inverze). Ervényesek az
(a+b)—c=a+b—-c), (a—b)+c=a—(b—c), (a—b)—c=a—(b+c), a+(—b)=a—>b
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Osszefiiggések. A kivonast nem kell 4j miiveletnek tekinteni, mert az 6sszeaddssal megha-
tarozhatd. A kivondast inverz miiveletnek is szoktdk nevezni.

A disztributivitdst felhaszndlva kapjuk, hogy (@ — b)c = ac — bc, (a + b)(a — b) =
= aa — bb; tovabba (—a)b = a(—b) = —ab, (—a)(—b) = ab, valamint Oa = 0. Ez utébbi
tulajdonsaggal egyediil a O rendelkezik.

Ugyancsak inverz mfivelet az osztds, amikor a szorzat és az egyik tényez6 ismeretében
keressiik a mdasikat. Az osztds nem mindig végezhets el:

0-val nem lehet osztani!

a a
Ha ugyanis 1étezne o akkor a =0 (6> = 0 volna, barmely a valds szdmra.

c . P . p
Ha ¢ = ab, akkor b = — (vagy b = c/a); itt ¢ az osztando, a az 0szto és b a hdnyados.
a

a # 0Qesetén 1 = a mindig ugyanaz, 1 neve egy; és jellemezhet6 azzal, hogy barmely b
a

1
valés szdmra 1b = b igaz. Ha a # 0, akkor — az a reciproka vagy multiplikativ inverze.
a

Az osztas, valamint az 6sszeadds és a kivonds kozott ¢ # 0 esetén érvényesek az aldbbi
kapcsolatok:

a+b_a b a—b a b —a a

) bl

C C C c c c C —C

Ezek utdn specidlis (ismert) szdmkoroket fogunk nézni.

A természetes szamok. Az emberekben eredendGen ,.természetesen” kialakult szam-
fogalom. Ezek azok a szamok, amelyeket az 1-b&l szamléldssal nyerhetiink: 1,2,3,4, ...
soha abba nem hagyva a szdmldldst és mindig djabb és tjabb szdmokat nyerve. Ezt az
aldbbi mdédon fogalmazhatjuk meg pontosabban:

1. 1 természetes szam.

2. Minden n természetes szimnak van egy n’ rakovetkezéje.

3.n" # 1.

4. Han' = k', akkor n = k.

Ezekkel még nem irtuk le teljesen a természetes szdmokat, mert a természetes sza-

moknak alapvetd tulajdonsdga a teljes indukcio. Ez azt mondja ki, hogy:
Ha

1. az 1 szamnak megvan egy T tulajdonsdga és

2. valahdnyszor egy természetes szamnak megvan e tulajdonsdga, akkor a rakovetkezo-
nek is megvan;

gy minden természetes szim rendelkezik e tulajdonsiggal.

A teljes indukcié segitségével definidlhatjuk az Gsszeadast és a szorzast, valamint a
kisebb relaciot is.
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Megjegyzések

1. Noha 0 sem torténelmileg, sem ,.érzelmileg” nem természetes szam, matematikai szempont-
bdl sokszor hasznos annak tekinteni. Ez kiilonosen akkor van igy, ha egy teljes indukcids bizonyitas-
ndl a két 1épés bizonyitdsa 1ényegében ugyanigy torténhet, mig az 4llitas a 0 esetére szinte bizonyitast
sem igényel.

2. A teljes indukcidval val6 definidlds az valdjdban nem bizonyitds, de ez is megtehetd. Ebben
az esetben rekurziorol beszEliink.

3. Nem definidltuk a ,tulajdonsdg”-ot. Ilyenképpen szinte minden értelmetlen 4llitds bizonyit-
haté volna. Valdjdban csak olyan tulajdonsdgokat engedhetiink meg, amelyeket ,Jlogikai formuld-
val” lehet megadni. Példdul ilyen az, hogy barmely szdmot a rakovetkez6vel szorozva pédros szamot
kapunk.

4. Miutan ,.tudjuk”, mik a természetes szdimok, ezért nem definidlhatjuk &ket, mert csak gy
lehetne definidlni, hogy valami sokkal bonyolultabbat hasznadlunk fel. Ezért a fentiekben csupdn azt
fogalmaztuk meg, hogy a természetes szimoknak melyek az alaptulajdonsdgaik. Ha ebben egyetér-
tiink, akkor ugyanazt a matematikat ,,izziik”. A fenti axiomarendszert bevezetGjiik nevérdl Peano-
axiomdknak nevezziik. |

A természetes szamok korében mindig elvégezhetd az 6sszeadds és a szorzds, de dlta-
Idban sem a kivonds, sem az osztds nem végezhetd el. A természetes szdmok halmazat
N-nel fogjuk jelolni. Azokat az 1-t6l kiilonbozd természetes szamokat, amelyek felirhaték
két 1-t6l kiilonbozb természetes szam szorzataként, dsszetett szamoknak nevezziik, ame-
lyek nem {rhaték igy fel, azoknak a neve primszim. A szdmelmélet alaptétele kimondja,
hogy minden Osszetett szdm egyértelmien (azaz a tényez6k sorrendjétdl eltekintve) fel-

bonthaté primszdmok szorzatdra. (Ha ,,egytényezss” szorzatot is megengediink, akkor csak
az 1l-et kell kizarnunk.)

Az egész szamok. Noha torténetileg a pozitiv raciondlis, s6t az irraciondlis szamo-
kat is kordbban ismerték, egyszer(ibb el6bb az egész szadmokat targyalni. Ezek a szdmok a
természetes szimokbdl tgy nyerhetSk, hogy a fenti miiveleteken kiviil a kivondst is meg-
engedjiik. Az igy kapott ,,4j” szamok tehat 0, —1, —2, —3, —4,...; egy 0j szdm a 0, és
minden természetes szdmhoz ,,ugyanaz”, de egy — jelet téve eléje. Konnyen (de hossza-
dalmasan) belathat6, hogy a miiveleteket a ,,megszokott” médon értelmezve, azokra a mar
targyalt Osszefiiggések igazak. Az egész szdmok halmazit Z-vel fogjuk jeldlni; ez a hal-
maz az Osszeaddson és szorzdson kiviil még a kivondsra is zart (azaz ezek a miiveletek sem
vezetnek ki e szdmkorbdl). Ha az egész szamok korében csak az dsszeaddst és a kivondst
nézziik, akkor erre a Z™ jelolést fogjuk haszndlni.

Erdemes megtanulni a kovetkezd elnevezéseket:

Ha egy szdmhalmaz az Osszeaddsra és a kivondsra is zdrt (vagyis ezek a miveletek
nem vezetnek ki a halmazbél), akkor azt mondjuk, hogy e szdmhalmaz az Osszeaddsra
nézve csoport. Ugyanigy, ha egy szdmhalmaz a szorzdsra €s az osztdsra zart, akkor ez a
szorzdsra nézve csoport. Ha csak az Osszeaddsra (szorzdsra) valé zartsdgot tudjuk, akkor
az Osszeaddsra (szorzdsra) vonatkozd félcsoportrol beszéliink.

N az 9sszeaddsra és a szorzdsra nézve is félcsoport. Ha egy szamhalmaz az 6sszeaddsra

nézve csoport és a szorzasra nézve félcsoport, akkor ez az 6sszeaddsra és a szorzdsra nézve
gyird. Ilyen példaul Z.
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Z-ben két relaciot értelmeziink, az egyik az oszthatosdg, a masik a rendezés.

Az a | b reléci6 azt fejezi ki, hogy a a b-nek osztoja, illetve b az a-nak tobbszorose,
ami azt jelenti, hogy létezik egy olyan ¢ egész szdm, amire b = ac. E reldcidénak a kovetkez6
alapvet6 tulajdonsdgai vannak:

Az a | b,a| (—b), (—a)|b, (—a)| (—b) feltételek ekvivalensek.

Az oszthatdsag reflexiv (a | a), antiszimmetrikus (ha a | b és b | a, akkor vagy a = b,
vagy a = —b) és tranzitiv (haa | b és b | ¢, akkor a | ¢).

Haa | bésa|c,akkora | (b+c)és a | (b— c); tovibba tetszbleges d egész szam
esetén a | (bd).

Az a egész szam pontosan akkor oszt6ja minden egész szamnak, ha a = 1 vagy a =
—1. Egy a egész szdmnak pontosan akkor osztéja minden egész szdm, ha a = 0. (Noha

clo

értelmetlen, a 0 | O reldci6 igaz.)

Az a és b egész szamoknak 1étezik d = (a, b) legnagyobb k6zos osztojuk és ¢ = [a, b]
legkisebb kozos tobbszorosiik. Ezekre d | a, d | b, a | ¢, b | ¢ teljesiil 4gy, hogy az u | a,
u | b,illetve a | v, b | v feltételekbdl u | d, illetve ¢ | v kovetkezik. Ha feltessziik, hogy c is,
d is vagy természetes szam, vagy 0, akkor ezek a szdmok egyértelmiien meghatarozottak.
Ha (a, b) = 1, akkor relativ prim szamokrol besz€liink.

A masik relaci6 a rendezés, ezt a kivonassal definidljuk:

a nagyobb, mint b (jelben a > b), ha a — b természetes szam. Ekkor azt is mondjuk,
hogy b kisebb, mint a (b < a). Ha a > 0, akkor a pozitiv, ha a < 0, akkor a negativ.

A rendezés irreflexiv (a > a soha sem teljesiil), antiszimmetrikus (a > b és b > a
egyszerre nem teljesiilhet, és tranzitiv (ha a > b és b > c, akkor a > c). (Vigyazat! Az
itt szerepld antiszimmetria nem egészen ugyanaz, mint az el6z8; ez azért van, mert itt az
egyenlGséget is kizarjuk.)

A rendezés teljes, azaz barmely a és b szdmokraa > b, a = b és a < b koziil pontosan
az egyik igaz. A ,hozzdadas” és a pozitiv szdmmal val6 szorzds monoton, azaz a > b és
tetszGleges c, tovabba pozitiv d mellett a+c > b+c és ad > bd. (Ha d = 0, akkor ad = bd,
ha d < 0, akkor ad < bd kovetkezik.)

Haszndlatos ezzel kapcsolatban még a nagyobb-egyenlo, illetve kisebb-egyenl6 (a >
> b, illetve b < a), ami azt jelenti, hogy vagy a > b, vagy a = b. Ennek a rel4ciénak a
tulajdonsdgai az el6z6ébdl leolvashatok. Ha a > b, akkor ezek maximuma, illetve mini-
muma: max(a, b) = a, illetve min(a, b) = b.

Az a és —a kozil csak egyik lehet pozitiv. Ezt az a abszolit értékének nevezziik és
|a|-kel jeloljiik. Kiilon definici6 az, hogy |0] = 0. Az abszolit értékre az aldbbiak teljesiil-
nek:

labl =a| - |bl,  la+b| <lal+bl, la—b|=>|(la] —|b])|.

Az abszolut érték segitségével megfogalmazhatd a maradékos osztas:

Bdrmely a egész és barmely 0-t6l kiilonb6zo b egész szdmokhoz Iéteznek olyan q és
r egész szamok, amelyekre:

a=bg+r és |r| < |b|. (Negativ r is megengedett.)
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A maradékos osztés biztositja, hogy elvégezhetd az igynevezett euklideszi algoritmus,

amelynek segitségével elGallithaté két szdm legnagyobb kozos osztdja és bizonyithaté a
szamelmélet alaptétele.

A racionalis szimok. Ezeket a szdmokat igy kapjuk, hogy még a nemnulla egész
szdmmal val6 osztast is megengedjiik. A raciondlis szamok tehat % alakd tortek. Itt a
a tort szamldloja, b a tort nevezdje. Az ket elvdlaszté vizszintes vonal neve tortvonal.
Kiilonbozd tortek is jelolhetik ugyanazt a raciondlis szdmot: % = 2 pontosan akkor, ha

ad = bc. Ezek korében elvégezhet6 az 6sszeadds, kivonds, szorzds és a nemnulla racionélis
szdmmal val6 osztds (amit : jelol):
a ¢ ad+bc a ¢ ad-—bc a ¢ ac a ¢ ad

b d” " bd b d bd ' b d bd b d bc
amennyiben a fellépd nevezdk egyike sem 0. Itt is érvényesek az egész szdmokra latott
azonossagok. A raciondlis szimok korében elvégezhet6 az osztds is (persze 0-val nem!).
Ilyen esetben a szamgy(ir(it szimtestnek nevezziik. A raciondlis szdmtestet Q-val fogjuk
jelolni. Ha a raciondlis szdmokat mint additiv csoportot nézziik, akkor erre a Q* jelolést
fogjuk haszndlni. Vigyédzat! A matematikai analizisben Q* a pozitiv raciondlis szdmokat
jeloli.

A raciondlis szdmok korében is beszélhetiink rendezésrdl; erre is hasonldak érvénye-
sek, mint az egészek korében. J6 tudni, hogy % > 0 akkor és csak akkor igaz, ha ab > 0.

Az egész szamok korében barmely egész szdmndl volt , kozvetleniil” kisebb is és nagyobb

is. A raciondlis szdmoknal ez nincs igy, barmely két kiilonb6z6 raciondlis szam kozott van
r+s

Ujabb: Ha r < s, akkor r < < s.

Erdemes megjegyezni, hogy a pozitiv raciondlis szdmok a szorzdsra nézve csoportot
alkotnak.

Megjegyzések
1. A raciondlis sz6 nem azt jelenti, hogy ésszer(, hanem azt, hogy viszonyszdm. A régi gérogok

csak a ,,mérérud” egész szdmu tobbszoroseinek a mértékét tekintették szdmnak; a raciondlis szdmok
csak ugy jelentkeztek ndluk, mint két ilyen tdvolsdgnak az ardnya.

2. Erdemes észrevenni, hogy csak a természetes szdmok esetében soroltunk fel axiémékat, a
tobbi szamfajtit ezekbdl épitettiik fel. A Peano-axiémarendszerr6l senki sem tudja bebizonyitani,
hogy ellentmonddsmentes. Ha az Gjabb, b6vebb szdmfajtdkat is axiomakkal definidlnank, akkor egyre
kellemetlenebb helyzetbe jutndnk. Ezen gy segitiink, hogy ,.tudva”, mik azok az egészek, illetve raci-
ondlisak, ezekre a természetes szamok segitségével egy ,,modell”-t épitiink fel. Ha tehat a természetes
szamok korében nincs ellentmondds, akkor ezekben a b&vebb szamkorokben sincs.

Altalaban azokat az axiémarendszereket fogadjuk el ellentmonddsmenteseknek, amelyekre Iéte-
zik véges modell.

3. A tortszamok kozott nincsenek ott az egész szdmok, mert ,,mds az alakjuk”. Ezzel szemben
vannak e szdmkorben olyan szdmok, amelyeket ugy tekinthetiink, mintha 6k egész szdmok lenné-

nek. Nevezetesen az % helyett azt képzelhetjiik, hogy az a egész szdm all. A veliik valé miveletek

pontosan gy végezhetdk, mint az egészekkel. O
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A valos szimok. A valés szdmokat nem szirmaztathatjuk a raciondlis szdmokbol
»algebrai médon”. Ezek szemléletesen a kovetkezdképpen kaphaték. A rendezés tulaj-
donsdgai alapjan a raciondlis szdmokat Ugy képzelhetjiik el, hogy ezek egy egyenesen, a
szamegyenesen helyezkednek el. Kozottiik azonban ,.kimaradnak™ pontok. Ezt a tulajdon-
sagot pontosabban a kovetkezSképpen fejezhetjiik ki: Legyen P és Q a raciondlis szdmok
két olyan részhalmaza, hogy barmely raciondlis szdm e két részhalmaz koziil pontosan az
egyiknek eleme; tovabb4, ha p egy P-beli és g egy Q-beli szam, akkor p < g. Ezen feliil
még azt is feltessziik, hogy P-ben nincs legnagyobb raciondlis szdm. (Ha m ilyen volna,
akkor P helyett vegyiik azt a P; halmazt, amelyet az m elhagydsdval nyeriink, mig Q
helyett azt a Q; halmazt, amelyet Ggy kapunk, hogy Q-hoz hozzavessziik m-et is. P; és
0, is eleget tesznek a kir6tt feltételeknek, de Pj-ben nincs legnagyobb szam, hiszen bar-
mely két kiilonboz6 raciondlis szdm kozott van téliik kiillonboz6.) Minden ilyen dgynevezett
szelet meghatdroz pontosan egy valds szamot, amely minden P-beli szimndal nagyobb, de
egyik Q-belinél sem. Ez a valds szdm pontosan akkor ,tekinthet6” raciondlisnak, ha Q-nak
van legkisebb eleme; méghozza ekkor pontosan ezt a raciondlis szdmot jellemeztiik. Ezek
alapjan a valds szamokra is értelmezhetd a rendezés, amire a mar szerepelt tulajdonsagok
teljesiilnek. A valdés szamokrdl mar emlitettiik, hogy szamtestet alkotnak. Ezt a szamtestet
R fogja jelolni. Ha a vals szamok additiv csoportjat nézziik, akkor az R* jelolést fogjuk
haszndlni. Itt is vigyazni kell, mert analizisben ez a pozitiv valés szdmok halmazat jeloli.
Itt is érvényesek a mar targyalt miiveleti azonossagok, valamint a rendezésnek és az abszo-
lut értéknek a miveletekkel kapcsolatos tulajdonsdgai. (Valéjdban éppen ez az elv teszi
lehetévé az Osszeadds és a szorzas definicidjat.)

1-nél nagyobb n természetes szdmmal vald szorzds megegyezik a masik tényezd n

n-szer
példanyban vett Osszegével: n - a = a+---+a. Kiilon értelmezend6 az 1 -a = a és a
0-a =0. Negativ egész szdmmal vald szorzds is értelmezhetd; ha n természetes szam,
akkor (—n) - a = n - (—a). Ennek analdégidjara definidlhat6é a hatvanyozas.
n-szer

Han > 1 természetes szam, akkor legyena™ =a - ...-a. Legyena' =a ésa’ = 1.

Ha n természetes szam, akkor legyen a™" = ai" (feltéve, hogy a # 0).

Igen fontos specidlis eset az n = 2. Az a* szdmot az a szdm négyzetének nevezziik.
Egyediil a 0 négyzete 0, minden mds valés szdm négyzete pozitiv. Fontos Osszefiiggés,
hogy (—a)* = a®.

Az n =3 esetben is szokdsos kiilon elnevezés: a® az a szdm kobe. Kénnyen belathatd,
hogy kiilonb6z6 szdmok kobe is kiilonbozd, pozitivaké pozitiv, negativaké negativ.

Az a +— a® megfeleltetés neve négyzetre emelés; az a + a° megfeleltetésé kibre
emelés.

Ha a” = ¢, akkor a neve alap, b neve kitevd és ¢ neve hatvany. Az eddigiekben a
kitevs egész szam volt; mas kitevd esetén mindig feltessziik, hogy az alap pozitiv szam.
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Ha n természetes szdm, akkor az a” = b kapcsolatot a = Vb is jeloli. Az a pozitivitdsa
kovetkeztében itt a egyértelmtien meghatarozott. E jelolésnél gyokvondsrol beszEliink; b a

2 2z

gyok alapja, n a gyokkitevo és a a gyok.
Az n =1 esetben nem szoktak gyokvondsrdl beszélni. Az n = 2 esetben a gyokkitevot

elhagyva a = Jb helyett Vb szerepel. Ebben az esetben négyzetgyokvondsrol beszéliink.
Mint a négyzetre emelésnél lattuk, valés szdm négyzete nem lehet negativ; igy negativ
valés szamnak nincs négyzetgyoke (a valds szamok korében).

Legyen r = P tetsz6leges raciondlis szam, ahol feltehets, hogy ¢ > 0. Definici6 sze-
q

rint legyen a” = ¥/aP. Az alap pozitivitdsibdl kovetkezik, hogy a raciondlis hatvany egyér-
telm{ien meghatdrozott pozitiv szam. Pozitiv alap esetén a raciondlis kitevjli hatvanyra az
alabbiak teljesiilnek:

ar+s =ar 'as’ ars =(ar)s’ (ab)r =ar 'br'

Haa < bésr > 0, akkor a” < b"; har < s ésa > 1, akkor a” < a®. Ezeket az
osszefiiggéseket a hatvanyozds monotonitisanak nevezziik. Ez a tulajdonsidg és a valds
szdmoknak a raciondlis szdmokkal val6 leirdsa lehet6séget ad arra, hogy a valos kitevoji ab
hatvanyt is definidlhassuk. Erre is érvényesek a mar ismertetett Osszefiiggések. Ez pozitiv
alapra specidlis esetként tartalmazza a gyokvondst. Mivel a hatvinyozds nem kommutativ,
ezért egy masik inverz mivelete is van, a logaritmaids, amikor az alapbdl és a hatvanybdl
hatdrozzuk meg a kitevét. Az a’ = ¢ esetben a kovetkez6 elnevezések hasznalatosak: a az
alap, ¢ a logaritmdlando vagy numerus és b a logaritmus. Ebben az esetben a log, c = b
jelolés hasznalatos.

Halmaz, relacio, fiiggvény. Ezek a fogalmak nem tartoznak ugyan a szamfogalom
korébe, de szerepelnek a kozépiskolai tananyagban, és a tovdbbiakban itt is sziikség lesz
rajuk. A halmazokrdl van szemléletes képiink. A halmazokat még annyira sem irjuk itt le,
mint amennyire a természetes szamokkal tettiik a Peano-axiémaknal. Ennek az az oka, hogy
a természetes szam fogalma €s azoknak szdmlélas utjan valdé nyerése val6ban természetes;
mig a halmazok ,,absztrakt” tulajdonsdgai sokkal nehezebben belathat6ak.

A halmazokat &ltaldban latin nagybetiikkel fogjuk jelolni. A halmazoknak ,.eredends”
tulajdonsdga, hogy elemeik vannak. Ezeket az elemeket altaldban latin kisbetiikkel jelol-
jik. Azt, hogy x eleme az A halmaznak, igy fogjuk jelolni, hogy x € A. Van egyetlen
halmaz, amelynek egyetlen eleme sincs; ezt ugy nevezik, hogy iires halmaz, ezt ¥ jeloli.
Azt mondjuk, hogy B részhalmaza A-nak (B C A), ha b € B esetén b € A is teljesiil. Az
A és B halmazok direkt szorzatan azt az A x B halmazt értjiik, amelynek elemei azok az
(a, b) parok, amelyekre a € A és b € B. Tobb halmaznak is képezhetd a direkt szorzata:
A X B x C az (a, b, c¢) harmasokbdl all, ahol a € A,b € B,c € C. Megemlitjiik, hogy
ezt sokszor ugyanannak fogjuk tekinteni, mint az A x (B x C) vagy az (A x B) x C hal-
mazt; noha formalisan az el6bbinek az elemei az (a, (b, ¢)) elemek, az utébbinak pedig az
((a, b), c) alaku elemek.

Ha a halmazt elemei felsoroldsdval adjuk meg, akkor a felsorolt elemeket kapcsos
zardjelek kozé tessziik. Példaul az {1, 2, 5} halmaz elemei a felsorolt hirom szdm, mig az
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{1,2,5, a, b} halmazé ezeken kiviil még az a és a b betd is. A felsoroldsnal mindegy, hogy
az elemeket milyen sorrendben irjuk, a halmaz nem véltozik. A halmaz elemei kiilonbo-
z8ek, igy az {1, 2, 5,2, 2, 1} halmaznak is csak hdrom eleme van.

Ha a halmazt dgy akarjuk megadni, hogy egy halmaz elemeibdl valamilyen ,utasi-
tassal” vélasztunk ki elemeket, akkor is kapcsos zardjelet haszndlunk, de kozottiik hizunk
egy fliggbleges vonalat. Ettdl balra szerepelnek az elemek és az, hogy honnan vialasztjuk
ki 8ket; mig jobbra az, hogy milyen mddon torténik a kivdlasztds. Példdul az A = {i €
€ N | 3 <i <7} azt jelenti, hogy a természetes szamok koziil azokat tekintjiik, amelyek
3-nél nagyobbak, de 7-nél nem. Ez a halmaz tehat a {4, 5, 6, 7}.

Az A halmazon értelmezett reldcio egy ,.kapcsolat” az A elemei kozott. Azt, hogy egy
o relci6 fenndll az a és b elemek kozott, dltaldban dgy jeloljiik, hogy apb (mint példaul
a < b). Hasznalatos még a p(a, b) jelolés is. Mivel itt két elem szerepel, ezért ilyenkor két-
vdltozos reliciorol beszéliink. Léteznek még t0bbvaltozos relaciok és egyvaltozos reldcio
is.

Ugyancsak nem magyardzzuk, hogy mi a fiiggvény vagy leképezés. Ha az f fiiggvény

az A halmazt képezi le a B halmazra, akkor ezt f : A — B vagy A —f> B fogja jelolni. Azt
mondjuk, hogy A = D(f) az f értelmezési tartomanya és B = R(f) az f értékkészlete.
(Altaldban csak az f(a) alaki elemek halmazat szoktdk értékkészletnek nevezni.) Ha f az
A-beli a elemet a B-beli b elemre képezi le, ezt b = f(a) vagy f : a — b jeloli (figyel-
jik meg, hogy itt a nyilnak ,talpa” van). (Néha a b elem kiirdsa nélkiil csak a — f(a)
szerepel.)

Ha B minden eleme f(a) alaku, akkor azt mondjuk, hogy f : A — B sziirjektiv. Ha
kiilonbo6z6 A-beli elemek képe is kiillonboz6, azaz minden b € B elemhez legfeljebb egy
olyan a € A taldlhatd, amelyre b = f(a), akkor injektiv fliggvényrdl beszéliink. Ha mindkét
feltétel teljesiil, akkor a fiiggvény bijektiv. Bijektiv fliggvényre igen fontos példa egy-egy
halmaz identitisa, az a fiiggvény, amely a szoban forgd halmaz minden elemének 6nmagéat
felelteti meg. Természetesen az identitds(fiiggvény) minden halmazndl més. Az A halmaz
identitdsat 14 fogja jelolni (erre tehat D(14) = R(14) éshaa € A, akkor 14 : a +— a).

A fiiggvények korében nagyon fontos mivelet a kompozicio: Ha f : A — B és
g: B — C, akkor a go f, vagy roviden gf : A — C fiiggvény definicié szerint legyen az
a — g(f(a)). Konnyen lathat6, hogy példaul a fenti f fiiggvényre foly =1po f = f.

Az identitasok segitségével konnyen jellemezhetSk a szerepl$ kiilonféle fiiggvényfaj-
tdk. Legyen f : A — B. Az f fiiggvény pontosan akkor injektiv, ha vanolyan g : B — A
fliggvény, amelyre g o f = 14, pontosan akkor sziirjektiv, ha van olyan g : B — A fiigg-
vény, amelyre f o g = 1p, és pontosan akkor bijektiv, ha van olyan g : B — A fiiggvény,
amely mindkét feltételt kielégiti. Az els6 esetben g sziirjektiv, a madsodik esetben injektiv,
a harmadik esetben pedig bijektiv lesz. Az elsé két esetben a g fiiggvény nem feltétleniil
egyértelmii (csak ha f bijektiv); a harmadik esetben viszont csak egy ilyen g fiiggvény
létezik. Ekkor ezt a fiiggvényt g = f~! jelolheti és azt mondjuk, hogy g az f inverz
fiiggvénye.

Az algebrdban alapvetd jelentSségliek azok a leképezések, amelyek miivelettartok.
Ilyenekkel mar taldlkoztunk is: Mivelettartd az a leképezés, amely az a egész szdmnak
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. a . ” . . £ - . .
megfelelteti az 1 tortet. Ugyancsak miivelettart leképezést nyertiink, amikor az r racio-

ndlis szamnak azt a P, Q részhalmazpart (tehat valds szamot) feleltettiik meg, amelynél r a
Q-nak a legkisebb eleme. (Gondoljuk meg, miképpen adjuk 6ssze a valds szamokndl emli-
tett részhalmazpdrokat.) Ezek a leképezések teszik lehetdvé, hogy az djabb szdmkorben
felfedezhessiik” a régit.

A miivelettart6 leképezéseket homomorfizmusoknak nevezik. A fliggvények tulajdon-
sdganak megfelel6en beszEliink injektiv homomorfizmusrol, illetve sziirjektiv homomorfiz-
musrol. Fontossdga miatt a bijektiv homomorfizmus kiilon nevet kapott, ezt izomorfizmus-
nak hivjuk. Kénnyen beldthaté, hogy ha f : A — B izomorfizmus, akkor f~!: B — A is
az.

Megjegyzések

1. A reldcidkat tekinthetjiik igy, mint az A x A, vagy altaldnosabban, mint az A x B részhal-

mazait; nevezetesen a o relacidval egyiitt tekinthetjiik azokat az (a, b) € A x B parokat, amelyekre

apb teljesiil. Mivel ,.ennél tobb” egyetlen reldciéra sem mondhato, ezért reldcionak nevezhetjiik az
A x A — vagy éltaldban tetsz6leges direkt szorzat — részhalmazait.

2. A fiiggvényeket viszont értelmezhetjiik gy, mint specidlis reldciokat. Egy f : A — B
fiiggvényt akkor ,ismeriink”, ha ismerjiik az 6sszes (a, f(a)) € A x B elemet. Vildgos, hogy ez
egy ¢ relacid, amely azzal a tulajdonsdggal rendelkezik, hogy ha (a, b1) és (a, by) mindegyike a
,relacidhoz tartozik™, akkor b| = b;.

3. Erdemes észrevenni, hogy ha az f : A — B és g : B — A fiiggvényekre g o f = 14, akkor
f biztosan injektiv és g biztosan sziirjektiv. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy g az f balinverze
és f a g jobbinverze. Ha még f o g = 1p is teljesiil, akkor mindkét fiiggvény bijektiv; egymas
inverzei. 0

Szumma és produktum. (Noha kozépiskoldban nem kotelez6 anyag, mégis sziikségiink
lesz két ,,roviditésre”.)

Legyen I = {i € N | k <i < n} és tegyiik fel, hogy adott egy f : I — A fiiggvény.
Ilyen esetben f(i) helyett haszndlatos az a; jelolés; az i neve index és I egy indexhalmaz.

k-tdl és n-tél fliggben a kovetkez6képpen értelmezziik az

n n
S=>a;, illetve  P=]]a
ik i=k

jeleket:
l.Hak <n: S=ax+...4+a,8é P=aqay-...-a, (n —k+1 tag, illetve tényezs).
2.Hak=n:S=P=aq.
3.Hak=n+1:5=0¢& P=1.

k—1 k—1 -1
4. Hak >n+1: S=—(Z a,-),illetve pP= (]‘[ a,-> )

i=n+l i=n+1
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Az S, illetve P jeleket a kovetkez6képpen olvassdk: szumma i egyenl$ k-tol n-ig a;,

n r
illetve produktum i egyenld k-tdl n-ig a;. A fenti definiciéval érvényes a Zai = Z a; +
i=k i=k

n
+ Z a; Osszefliggés, illetve ennek a produktumra vonatkozé analogonja.
i=r+l1
Ha az {a; | i € N} szamok koziil csak véges sok kiilonbozik 0-t6l (illetve 1-t61), akkor
a megfeleld végtelen Osszeget, illetve szorzatot is értelmezhetjiik: csak a 0-tdl (illetve 1-t6l)
kiilonbozdket adjuk (illetve szorozzuk) Gssze.

Ha a k és n ,hatdrok” az adatokbdl vildgosak, akkor nem frjuk ki &ket. Ugyancsak
nem frjuk ki az indexeket sem, ha azok elhagydsa nem okoz zavart.
n
A produktumnak igen fontos specidlis esete a kovetkezd: n! = l_[i (olv.: n faktori-
i=l1
alis). A definiciobdl kovetkezik, hogy 0! = 1! = 1; mig n > 1 esetén n! az n-ig terjedd
természetes szamok szorzata.

Miiveletek maradékokkal. Végezetiil néhany példat adunk olyan halmazokra, ame-
lyeknek az elemei nem szdmok, de a miiveletek természetes modon definidlhatok rajuk.
Tovéabbd az is igaz, hogy ezekre a miiveletekre teljesiilnek a szdmokra megismert mdveleti
szabdlyok. (De nem értelmezheték e halmazon a targyalt relaciok.)

Tekintsiink egy rogzitett, 1-nél nagyobb m természetes szamot. A vizsgilt halmaz
elemei az egész szamok részhalmazai lesznek. Két egész szam akkor tartozzék ugyanabba
a részhalmazba, ha a kiilonbségiik oszthaté m-mel. Az oszthatésdg tulajdonsagai alapjan
ekkor minden szdm pontosan egy ilyen halmazba esik, amelyeket modulo m vett maradék-
osztilyoknak neveziink. Igy ezeket barmely elemiik egyértelmiien meghatdrozza; jelolje az
i-t tartalmazé maradékosztalyt [i].

Az oszthatdsagi tulajdonsagokbol konnyen lathatd, hogy az [i + j], illetve [i - j] mara-
dékosztily nem az i, illetve j szamokt6l, hanem csupén az [i] és [j] maradékosztalyoktol
fiigg. Eppen ezért ezek tekinthetSk az [i] és [ j] maradékosztalyok Gsszegének, illetve szor-
zatdnak: [i] + [j] = [i + j] és [i]-[j] = [i - j]. A miiveleti azonossdgok teljesiilnek, és
elvégezhetd a kivonds: [i] — [j] = [i — j]. Ezeket a maradékosztalyokat az adott miive-

o o

letekre nézve gyiiriinek; pontosabban modulo m vett maradékosztaly-gyiriinek nevezziik.

Ezt a gyfirtit Z,, jeloli. Ebben a gyfirtiben pontosan akkor végezhet§ el az osztds, ham = p
primszam. Azt mondjuk, hogy a modulo p vett maradékosztalyok testet alkotnak.

A Q vagy az R esetében a maradékosztalyok szorzata problémdt jelent, az 6sszeadds
€s a kivonds viszont nem. Kiilonosen fontos az az eset, amikor ,,modulo” 1 tekintjik e
szamokat, azaz két raciondlis szdmot akkor vesziink ugyanabba a ,,maradékosztily”-ba, ha
kiilonbségiik egész szam.
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2. A komplex szamok bevezetése

A val6s szamkor sok feladat megolddsandl nem bizonyul elégségesnek. A kozépisko-
lai tanulméanyok soran is taldlkozhattunk olyan masodfoki egyenletekkel, amelyeknek nem
volt gyokiik a valés szamok korében. Ez tulajdonképpen nem okoz gondot, mert ilyen eset-
ben egyszerden azt mondhattuk, hogy a kérdéses egyenletnek nincs gyoke. (Hiszen példaul
az x = x + 1 egyenletnek semmilyen szdmkorben sem lehet gyoke.) Nagyon sokdig fel
sem meriilt ijabb szamok bevezetésének a sziikségessége avégett, hogy ezeknek a masod-
foku egyenleteknek is legyen gyokiik. Az djkor elején — amikor a harmadfoki egyenletek
megoldasat is megtaldltdk — megvéltozott a helyzet. (Ezt majd a testbSvitések targyaldsa-
ndl értjiilk meg.) Azt tapasztaltdk, hogy bizonyos értelmetlen ,,valamik”-kel gy szdmolva,
mintha azok szdmok lennének, megkaphatjuk az egyenlet gyokeit. Ami még ennél is 1énye-
gesebb, ez éppen akkor fordult el6, amikor az egyenletnek harom kiilonb6zé valés gyoke
volt. Més tton viszont nem lehetett ezeket a gyokoket megtalalni.

Ennek a felfedezésnek a kovetkezménye, hogy ezeket a ,,valami”-ket kénytelenek vol-
tak szdmoknak tekinteni. Ennek ellenére a matematikusok jo része sokdig idegenkedett az
Uj, ugynevezett komplex szamoktol. Azb6ta a komplex szamok természetesen megszokotta
valtak és igen széles korben nyujtanak fontos segédeszkozt.

A komplex szdmok bevezetésével olyan szamkort akarunk taldlni, amelyben mind a
négy ,.alapmiivelet” elvégezhetd (tehdt szdmtest), és még a negativ szdmok is felirhatéak
négyzetként (azaz van négyzetgyokiik).

Konnyen belathaték a kovetkezok:

Ha ilyen szdmok vannak, akkor kozottiik 1étezik egy olyan is, amelynek a négyzete
—1, jellje ezt — pontosabban egy ilyet — a = jel. Erre tehat %> = —1. Ha a miiveleti
azonossagok érvényben maradnak, akkor * természetes kitevdji hatvanyai rendre: *, —1,
—, 1; ahonnan kezdve ismét elolrél kezd6dik a sor. Ennek megfeleléen az dj szdmkor
elemei a + b - x alakdak (a és b szamok — azaz valds szamok).

Itt a kovetkezd kérdések meriilnek fel: 1. Mind kiilonbozéek-e ezek a szdmok?
2. Hogyan végziink mtiveleteket ezekkel a szdmokkal? Pontosabban szélva ekozben nem
Iépnek-e fel Gjabb szamok, illetve nem jutunk-e ellentmondasra?

Ha a+bx =c+dx és b # d, akkor a miiveleti azonossdgokbodl * = % kovetkezne.

Tekintettel arra, hogy ez valds szdm, ennek a négyzete nem lehet —1. A b = d esetben
viszont az a = ¢ Osszefiiggést kapjuk, tehat a kiilonboz6 formdju 1Gj szamok valéban kiilon-
bozdek.

A miiveleti azonossdgokbol azonnal kapjuk, hogy a miveleteket a kovetkez6képpen
kell végezni: (a +b*)+(c+dx*) = (a+c)+(b+d)*, (a+bx)(c+dx) = (ac —bd)+(ad+bc)x.
Elvégezhetd a kivonas is, erre (a + bx) — (c +d*) = (a — ¢) + (b — d)* addédik.

Az osztas elvégezhet6ségét majd a ,,preciz” bevezetés utan targyaljuk. Ehhez a komp-
lex szamokra egy modellt kell adni, amelyik a fenti vizsgdlaton alapszik.
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1.1. Definicié. Komplex szimoknak nevezziik a valés szamokbdl 4ll6 (a, b) szampa-
rokat, amelyek egyenl8ségét, 6sszegét és szorzatit az aldbbiakkal definidljuk:

(1) (a,b)=(c,d) akkor és csak akkor, ha a=c é b=d,

(11) (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) és (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

A (1) alatt definidlt két miivelet koziil az els6t a komplex szamok Osszeaddsanak, a maso-
dikat a komplex szdmok szorzdsanak nevezziik. [ |

1.1. Tétel. A komplex szimok kérében mindkét miivelet kommutativ és asszociativ,
tovabbad a szorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv.

Bizonyitas. A bizonyitisnal minden esetben két komplex szdm megegyezését kell
beldtni, amit az (1) Osszefiiggés szerint tehetiink meg.

Mivel (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) és (c,d) + (a,b) = (c +a,d + b) jobb olda-
lai a valds szamokra vonatkozé 6sszeadds kommutativitdsa alapjan megegyeznek, ezért a
komplex szdmok 6sszeadédsa is kommutativ. Az 6sszeadds asszociativitdsanak a bizonyitdsa
is egyszer(i, bar hosszadalmasabb:

(a,by+[(c,d)+ (e, Hl=(a,b)+(c+e,d+ f)=(a+(c+e),b+(d+ [)),
[(a,b)+(c,d)]+(e, f=(a+c,b+d)+ (e, f)=(a+c)+e,(b+d)+ [)),
és ezek az R-beli asszociativitds alapjan egyenldk.
A szorzds kommutativitdsit bizonyitjuk:
(a,b)(c,d)=(ac —bd,ad +bc) és (c,d)(a,b)=(ca—db,cb+da),

amihez az R-beli szorzds kommutativitdsdn kiviil az 0sszeaddsé is kell. Hasonl6képpen
bizonyithaté a szorzds asszociativitdsa, de ez még hosszadalmasabb:

(a,b)l(c,d)e, ] =(a,b)(ce—df cf +de)=
= (a(ce —df) — b(cf +de),alcf +de) + b(ce — df),
[(a, b)(c, d)(e, )= (ac —bd,ad +bc)(e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + bc) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e).
Végiil a disztributivitds bizonyitasa:
(a,D)l(c,d)+ (e, Hl =(a,b)(c+e,d+ f)=
=(a(c+e)—bd+ f),a(d+ f)+b(c+e)),
(a,b)(c,d)+ (a,b)e, f)=(ac — bd,ad + bc) + (ae — bf, af + be) =
=(ac —bd +ae — bf,ad + bc+af +be).

Az egyenldséget mindkét esetben a valds szamokra vonatkozé azonossagok teljestilése
biztositja. ]

1.2. Tétel. A komplex szamok korében elvégezhetd a kivonas, Iétezik nulla és minden
komplex szamnak létezik ellentettje.
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Bizonyitas. A kivonds elvégezhetGsége azt jelenti, hogy adott (a, b) és (c, d) komplex
szdmokhoz taldlhat6 olyan (x, y) komplex szam, amelyre (a, b)+(x, y) = (c, d). A komplex
szdmok Osszeaddsdnak és egyenl6ségének a definicidja alapjan ez csak ugy lehet, ha x =
=c—aésy =d— b. Azt, hogy ez valoban megfelel a kovetelménynek, az (a, b) +
+(c—a,d—b)=(@+c—a,b+d —Db)=(c,d) egyenlbség bizonyitja.

Ebbd&l mar vildgos, hogy a nulla komplex szdm csak a (0, 0) lehet, és valéban (0, 0) +
+(a,b)=(0+a,0+b) =(a,b). Hasonlé6 médon adddik az is, hogy —(a, b) = (—a, —b). R

1.3. Tétel. A komplex szimok kérében minden nullitol kiilonb6z6 szammal egyér-
telmifen lehet osztani; a komplex szidmok tehat szamtestet alkotnak. Ezt a szamtestet C
Jeloli.

Bizonyitas. Feladatunk tehat, hogy a (¢, d) # (0,0) és a (a, b) komplex szdmokhoz
olyan (x, y) komplex szamot taldljunk, amelyre (c, d)(x, y) = (a, b) teljesiil. A komplex
szdmok szorzasanak és egyenléségének a definicidja alapjin ez a

cx—dy=a és cy+dx=>b
Osszefiiggéshez vezet. Adjuk hozzd az elsé egyenléség c-szeresét a masodik egyenl8ség
d-szereséhez, illetve vonjuk ki az els6 egyenlOség d-szeresét a masodik egyenl8ség c-
szeresébdl. Ekkor a
(A+dHx=ac+bd é  (*+d>)y=bc—ad
egyenl8ségekhez jutunk. Mivel (c,d) # (0,0) és 0-tdl kiilonbozé valés szdm négyzete
ac+bd bc —ad

a2 Y= Lo
ct+d cr+d?

Ha tehat elvégezhetd az osztds, akkor csak ez lehet az eredmény. Egyszer(i szimolassal
beldthato, hogy ez valéban megfelel, tehit az osztds elvégezhetd. [ |

pozitiv, ezért ¢* + d*> # 0. Eszerint csak az lehetséges, hogy x =

Mivel a komplex szdmok (valés szdm, valds szdm) alakiak, ezért formailag nincse-
nek koztiik a valés szdmok. A konstrukcié alapjan azonban vildgos, hogy az (a, 0) alakud
komplex szdm pontosan az a valds szamnak felel meg. Pontosabban szélva:

1.4. Tétel. Az a — (a,0) fiiggvény egy R — C injektiv homomorfizmus. Ennek
megtelelden a tovdbbiakban az (a, 0) komplex szam helyébe a-t irhatunk.

Bizonyitas. A megfeleltetés egyértelmiisége azonnal kovetkezik a komplex szdmok
egyenldségének a definicidjabdl, hiszen, ha (a, 0) = (b, 0), akkor @ = b. A homomorfizmus
azt jelenti, hogy miivelettart6, azaz az 0sszeg képe a képek Osszege és a szorzat képe
a képek szorzata (ebbdl mar azonnal kovetkezik, hogy hasonld igaz a kiilonbségre és a
hanyadosra is). A komplex szdmok Osszeaddsdnak és szorzasdnak a definicidjabol

@, 0)+b,0)=(a+b,0) és (a,0)(b,0) = (ab,0)

kovetkezik, ami az Osszeg- és szorzattartdst bizonyitja. (A kiilonbségre és a hanyadosra
vonatkoz6 4llitds abbdl adédik, hogy ezeket az 0sszeaddssal, illetve a szorzdssal egyértel-
mien lehet definidlni.) [ |
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1.5. Tétel. C elemei egyértelmiien felirhatok a+b-i alakban, ahol a és b valos szamok
ési?=—1, aholi a(0,1) € C part jeloli.

Bizonyitds. A szorzis definicidja szerint az i = (0,1) komplex szamra i> =
=(0,1)0,1) =0 —-1,0+0) = (—1,0) = —1. A komplex szdmokra értelmezett miive-
letekbdl

a+b-i=(a,0)+(,0)0,1)=(a,0+0—-0,b+0)=(a,b)
kovetkezik, amely a felirds egyértelmiiségét adja, de egyszersmind a felirhatésagot is,
hiszen a komplex szamok (a, b) alaktak. [ |

Megjegyzés. A komplex szdimok bevezetésénél egészen sarkitva kellett foglalkozni a modelial-

kotdssal, noha err6l mar az el6z6 ,,szamkorbdvitéseknél” is volt sz6. Amikor még csupdn a valds

szdmoknak van értelmiik, akkor — ha elfogadjuk is az i?=—1 tulajdonsagu ,,4j” szdm létezését —

nincs értelme annak, hogy ezt megszorozzuk egy valds szimmal, illetve ehhez a szorzathoz még egy
val6s szdmot hozza is adjunk. Eppen ezért egyszerre kellett az dsszes ,,valamit” tekinteni, értelmezni
redjuk a miveleteket és észlelni, hogy ezek ,lényegében” tartalmazzdk a régieket is, azokra az dj
miiveletek megegyeznek a régiekkel; és az uj ,,valamik” gy viselkednek, ahogy szeretnénk.

Az eljaras harom részbdl all:

1. Elképzeljiik, hogy milyen elemeket kapunk. A feltételezett azonossdgokkal szamolva megalla-
pitjuk, hogy milyen alakuak lesznek az uj elemek és miképpen kell veliik miiveleteket végezni.

2. Definidljuk az iij elemeket és a veliik végzendd uj miiveleteket.

3. Ellendrizziik, hogy amit kaptunk, megfelel-e kivdnalmainknak. Rendszerint azt is meg kell
nézni, hogy a régi elemek ,,megfeleléen” ott vannak-e az tjak kozott.

A matematikai gondolatok szempontjabdl az els6 rész a legfontosabb, hiszen itt fogalmazodik
meg, hogy mire van sziikségiink, mit és hogyan akarunk tenni. Lehet, hogy meglep&en hangzik, de
itt egyaltaldn nincs sziikség a matematikai precizitdsra. A matematikai precizitds ugyanis csak akkor
sziikséges, amikor elmondjuk — akadr mdsoknak, akdr magunknak — az eredményt, amit kaptunk.
Ez a heurisztika, a ,rajovés mivészete”. Eppen ezért sok esetben célszerti ezt — és csak ezt —
elmondani.

A madsodik rész az, amit ,szdraz matematikdnak” is lehet nevezni. Itt nincs sziikség ,.érzel-
mekre”, igen pontosan meg kell adni a definicidkat. Azt is mondhatjuk, hogy ez a ,matematikai
Iényeg”.

A harmadik részben ugyancsak aprélékosan kell eljarni, hiszen itt d6l el, hogy tényleg minden
az elbzetes elgondolds szerint torténik-e. A szdmoldsok sokszor hosszadalmasak, megismétlédnek és
unalmasak. Ezeket rendszerint rd lehet bizni azokra, akikkel az eredményt kozoljiik. ]

A komplex szdm fogalma a legtiagabb , kozismert” szdmfogalom. Minden ,,masfajta”
szamot tigy tekinthetiink, mint speciélis tulajdonsdgi komplex szamot. Eppen ezért a tovab-
biakban ,,szam” mindig azt fogja jelenteni, hogy komplex szam. Minden mas esetben meg-
mondjuk, milyen specidlis esetre gondolunk.

A komplex szdmok bevezetésénél abbdl indultunk ki, hogy egy olyan * valamit kere-
siink, amelynek a négyzete —1. Taldltunk is ilyet, amit végiil is i-vel jeloltiink. (Ezt a
szamot a matematikdban mindigi jeloli.) Ezzel a tulajdonsdggal viszont nemcsak i, hanem
—i is rendelkezik. Nincs mod annak az eldontésére, hogy melyikiik az i és melyikiik a —i.
Pontosabban sz6lva, ha i helyébe mindeniitt (—i)-t tesziink, az 6sszes mivelet ,,ugyanigy”
végezhet$ el. Ezzel egy id6ben célszerli néhdny més fogalmat is definidlni:
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1.2. Definicié. A C komplex szdmtest i elemét komplex egységnek nevezziik.
A z = a + bi komplex szdmnak a = 9i(z) a valés és b = Im (z) a képzetes része. W

1.6. Tétel. AzaC — C leképezés, amely a z = a+bi komplex szamhoz a konjugaltjat,
a7 =a — bi komplex szamot rendeli hozz4, egy izomorfizmus, amelyet kétszer alkalmazva
az identitast nyerjiik.

Emellett igazak a kovetkezbek:

(1) S(z) = z+7 valos szam, amelyet z nyomdnak neveziink.
(2) N(z) = zz nemnegativ valos szdm, amely pontosan akkor 0, ha z = 0. Ennek neve a z
normdja.

z,w € C esetén S(z+w) = S(z) + S(w) és N(z-w) = N(z) - N(w).

|z| = v/ N(z) neve a z abszoliit értéke; |z| = 0 pontosan akkor, ha z = 0, egyébként az
abszoliit érték pozitiv. |z - w| = |z| - |w].

Bizonyitas. Tekintsiik azt a ¢ : C — C fiiggvényt, amelyre @ : z > z. ®*(a +bi) =
= @(a — bi) = a — (—b)i = a + bi alapjan @-t kétszer alkalmazva valéban az identitast
nyerjik. Erre gy utalunk, hogy a konjugdlas involicié. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy
@ bijekci6: Ha @(z) = @ (w), akkor z = @*(z) = @*(w) = w; és barmely z € C szdmra
7= @(P(2)).

A miivelettartishoz legyen z = a+bi és w = c+di. Ekkor7 = a—bi ésw = ¢ — di. igy

Z+w=(@—bi)+(c—di)=(a+c)—(b+d)i=7+w;
Z-w=(a—>bi) (c—di)=(ac —bd)— (ad + bc)i =7Zw.

A konjugdlds kiilonbség- és hanyadostartdsdnak beldtdsdhoz legyen u =z — w és v =

=L (itt w # 0). EbbSl z = u + w, illetve z = vw alapjdn — az Osszeg- €s szorzattartas
w

kovetkeztében 7 = u + w, illetve 7 = v - w. (Az involicié tulajdonsdgai miatt a masodik

esetben w # 0.) A kivonds és az osztds egyértelmiisége biztositja a kiilonbség- és hdnya-

dostartdst.

Az (1) allitas abbdl adédik, hogy S(z) = 29%(z), mig (2) abbdl, hogy N(z) = (R(z))* +
+(Im (2)).

A nyomra és a normdra vonatkoz¢ 4llitds konnyen beldthaté abbdl, hogy a konjuga-
14s Osszeg-, illetve szorzattartd. Valéban S(z + w) = z+w)+z+w = (z+w)+7+w =
= S(z) + S(w). A szorzatra vonatkozé allitds bizonyitdsa teljesen hasonlé médon torténik.
Az abszoltit értékre vonatkozd allitds az el6z6ekbdl kovetkezik, tekintettel arra, hogy nem-
negativ valds szdm négyzetgyoke definicié szerint nemnegativ. [ |

1.7. Tétel. Egy komplex szam pontosan akkor egyenld konjugdltjaval, ha valos; pon-
tosan akkor egyenlo abszoliit értékével, ha nemnegativ valos; pontosan akkor negativja
abszoliit értékének, ha nempozitiv valos.

Tetszbleges z = a + bi komplex szamhoz pontosan egy olyan w = x + yi komplex
szam van, amelyre w* = z, tovabbd vagy x > 0, vagy x = 0 és ekkor y > 0. Ezt a
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szdmot a 7 négyzetgyokének nevezziik és w = /z-vel jeloljiik; ily modon egy (egyértékii)
fiiggvényhez jutunk.

Bizonyitas. Az, hogy az a+bi komplex szam megegyezik a konjugdltjaval, azt jelenti,
hogy a +bi = a — bi, ami a komplex szdmok egyenl&ségének a definicidja szerint pontosan
akkor all fenn, ha b = —b, azaz, ha b = 0. Mivel egy komplex szdm abszolut értéke
nemnegativ valds, ezért a feltétel mindkét esetben sziikséges. Ha z = a > 0, akkor a

definiciébdl |z]| = v/(a%2 +0) = a, mig a z = a < 0 esetben |z]| = v/(a? +0) = —a.

A tovdbbiakhoz mindenekelStt megnézziik, hogy milyen w = x+yi elégitheti ki egyal-
taldban a w? = z Gsszefiiggést. A négyzetre emelést elvégezve z = (x> — y?)+2xyi adédik.
A komplex szdmok egyenlGségének a definicidja alapjan azt kapjuk, hogy

x> —y*=a és 2xy = b.

Ebbdl mar meghatarozhaté x és y lehetséges értéke, de az egyszer(ibb szamolds végett
célszeri a masodik egyenl6ség helyett az

a’+b* = N(@) = Nw’) = (Nw))’ = («* + %),
illetve az ebbdl ad6dé x* + y* = Va2 + b? egyenlséget venni figyelembe. Igy az

, a++a*+b? ) , —a+~a’+b?

= €s Yy =——
2 2

osszefiiggésekhez jutunk. Mivel a® + b* > a?, ezért egyik tort sem negativ, tehét ilyen
tulajdonsagi x és y valds szamok léteznek. Ez elvileg négy lehet6séget enged meg. Most
célszerti figyelembe venni az elmell6zott 2xy = b egyenlSséget. Ha b pozitiv, akkor a
és b megegyezd elGjelliek, ha negativ, akkor kiilonbozé elgjelliek; mig a b = 0 esetben
valamelyikiik 0. (Ez utdbbi esettd]l egyeldre tekintsiink el.) Ekkor mindkét esetben két-két
lehetdség marad, s a két komplex szdm egymds negativja. Behelyettesitéssel meggy6z6d-
hetiink arrél, hogy w? = z mindkét esetben fennill. Ha b = 0, akkor az a > 0 esetben
w = ++/a, mig az a < 0 esetben a w = ++/—a - i, végezetiil az a = 0 esetben w = 0
adédik. Ez utébbi esetben csak egyetlen szdm négyzete z, a tobbi esetben pontosan két
ilyen taldlhat6; egymads negativjai. A kir6tt megszoritds pontosan azt teszi lehetévé, hogy
a négyzetgyokvonast egyértéki fiiggvénynek tekinthessiik. [ |

Megjegyezziik, hogy a ,,négyzetgyokfiiggvény” nem rendelkezik a valés szdmoknal
megszokott 0sszes tulajdonsaggal. Példaul

—1=i’=v=1-/=1=/(-D)(=)=+/1=1
nyilvanvalé ellentmondds. A definiciok alapjan a hiba csak a kozépen 4all6 egyenléségben
lehet. Eszerint egy szorzat négyzetgyoke nem feltétlen egyezik meg a tényezdk négyzet-
gyokének a szorzatdval. Azt lehetne gondolni, hogy ez azért tortént, mert ,;rosszul” értel-
meztiik a négyzetgyokfiiggvényt. Be lehet latni azonban, hogy nem az értelmezéssel van
baj; a kivant tulajdonsag altaldban nem teljesiilhet a komplex szamok korében.
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3. A komplex szamok geometriai bevezetése

Mint mér emlitettiik, a komplex szdmok sokdig idegenszeriinek téintek. Eppen ezért
bevezetésiikre tobbféle utat prébéltak meg, hogy lehetévé tegyék minél természetesebb lei-
rasukat. Tobb szempontbdl is hasznos, ha itt az el6z6 — tgynevezett algebrai — beveze-
téstdl 1ényegesen kiilonboz8 geometriai bevezetést is megtargyaljuk. Ennek egyik haszna
az, hogy megismerhetjiik a komplex szdmok egy madsfajta ,,arculatat”, masrészt az itteni

eredmények segitséget nyudjtanak a komplex szamok tovébbi targyaldsahoz is.

A valds szdmok ,betoltik” a szdmegyenest. Eppen ezért a komplex szdmoknak mar
csak ezen kiviil van hely. Ez azt jelenti, hogy a komplex szdmokat a sikban vagy a térben
abrazolhatjuk. Ha megtartjuk a mar szerepl$ valds szdmpar alakot, akkor célszert a sikbeli
abrazolas. (Azt az algebrai struktirdk targyaldsanal latni fogjuk, hogy térbeli dbrazolds
,jozan” feltételek mellett lehetetlen.)

1.8. Tétel. A z = a + bi komplex szamnak megfeleltetve a sik (a, b) koordinataji
pontjat, illetve a (0, 0) pontbol e pontba mutatoé z. vektort, mindkét esetben bijekciot kapunk.

Bizonyitas. Mindkét allitas azonnal kovetkezik abbdl, hogy mind az a + bi komp-
lex szdm, mind az (a, b) koordinat4ji pont, mind a (0, 0) pontbdl e pontba mutatd vektor
egyértelmien meghatarozott az a és b valés szamokkal; tovabbd minden a és b valés szam
meghatdroz egy komplex szdmot, egy pontot, valamint az ebbe a pontba mutat6 vektort. l

E tétel kovetkezményeként felvaltva haszndlhatjuk a komplex szdm, a pont és a vektor
elnevezést, mindig ugyanarra fogunk gondolni. Amennyiben ki akarjuk hangsilyozni, hogy
most a ,,vektoros szemléletet” helyezziik el6térbe, akkor — mint ahogy a vektorok jelo-
1ésénél 4ltaldban teszik — vastagitott betiiket hasznalunk. fgy z és z ugyanazt a komplex

szamot jelol(het)i, de ez az utdbbi jelolés hangsilyozza azt, hogy most vektorként kezeljiik.

Fontos megjegyezni a kovetkezdket: Egy vektor nem valtozik meg azzal, hogy par-
huzamosan eltoljuk. Ennek megfeleléen a (0, 0) pontbdl az (a, b) pontba mutaté vektor
ugyanazt a komplex szdmot jeleniti meg, mint a (c, d) pontbdl az (a + ¢, b + d) pontba
mutaté vektor.

A kovetkezSkben a komplex szdmokrdl felhasznéljuk az ismert azonossiagokat, az
Osszeg és a szorzat kommutativitdsat €s asszociativitdsat, valamint a disztributivitast.
Célunk megvizsgalni, miképpen lehet a sikbeli dbrazolasndl a miiveletek elvégzését leirni.

1.9. Tétel. A komplex szamok Gsszeaddsa a vektorosszeadas. Két komplex szam szor-
zatanak a hossza megegyezik a tényezOk hosszanak a szorzatdval. Van egy olyan e vektor,
amelyre barmely z komplex szam esetén ez = 7. Az e-vel parhuzamos vektorok felelnek
meg a valos szamoknak. Egy valos szammal valo szorzds minden vektort vele parhuza-
mos vektorba visz. Ha a valos szdm pozitiv, akkor a kapott vektor az eredetivel egyenld
dlldasu is.
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Bizonyitas. (a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i alapjan tényleg a vektorosszeadas felel
meg az Osszeaddsnak. A Pitagorasz-tétel alapjan egy z vektor hossza éppen a megfeleld z
komplex szadm abszolit értéke; s az |zw| = |z] - |w| Osszefiiggés bizonyitja a masodik
allitast. Az e vektor az, amelynek végpontja (1, 0). Az a valés szdmnak megfelel6 a = (a, 0)
vektor valoban parhuzamos e-vel; és mds vektor nem parhuzamos vele. A c(a, b) = (ca, cb)
Osszefiiggés bizonyitja az utolsé két allitast. [ |

A komplex szdamok geometriai bevezetésénél az 1.9. Tételben megfogalmazottakon
kiviil elég azt feltenni, hogy a szorzds is kommutativ és asszociativ; tovabbd az 6sszeaddsra
nézve disztributiv. (Az 6sszeadds kommutativitasa és asszociativitdsa, valamint a kivonas
egyértelmii elvégezhet6sége annak a kdvetkezménye, hogy ez a vektordsszeadas.)

Az itt megfogalmazottakat nem fogjuk minden esetben hangstilyozni, de a bizonyita-
sok sordn ezeket barki ellendrizheti.

1.10. Tétel. Egy rogzitett z # 0 komplex szdmmal valo szorzdasnal minden olyan
hdromszog, amelynek egyik csiicsa az origoban van, egy vele hasonlé hiromszogbe megy
at, amelynek egyik csiicsa ugyancsak az origoban van. A hasonlésagnal mindegyik csiics-
nak e csiics z-szerese felel meg.

Bizonyitas. Legyen az origdbdl az eredeti haromszog masik két csticsdba mutatd vek-
tor w és v és legyen u = w — v, azaz w = u + v. A disztributivitds alapjan a szorzas utan
kapott vektorokra wz = uz + vz teljesiil. Az abszolut értékre vonatkozé feltétel alapjan az
Uj hiaromszog oldalai hosszdnak az eredeti haromszog megfelel oldalai hosszdhoz val6

ardnya mindig |z| lesz; tehat a mondott hasonlésdg valéban fennall. [ ]
u (u+v)z
u+v
vZ uz
v
1. dbra 2. dbra

1.3. Definicié. Egy z # 0 komplex szadm arc (z) arkuszdn vagy irdnyszogén azt a
360°-ndl kisebb nemnegativ szoget értjiik, amellyel az e vektort pozitiv (az éramutaté jara-
saval ellenkezs) irdnyba elforgatva a z-vel egyallasi vektort kapunk (tehat z-nek pozitiv
szamszorosat). 0-nak nincs arkusza. |
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ez az arc(z)

nem ez az arc(z)

- nem ez az arc(z)

3. abra

Megjegyezziik, hogy arkusz helyett egyes konyvekben haszndlatos az argumentum
elnevezés is.

1.11. Tétel. Nemnulla komplex szam pozitiv valos szimszorosanak az arkusza mege-
gyezik az eredeti szam arkuszdval. Minden nemnulla komplex szim egyértelmiien felirhato
egy pozitiv valos szamnak és egy egységnyi abszoliit értékil komplex szamnak a szorzata-
ként, amelynek az arkusza megegyezik az eredeti szam arkuszdval.

Bizonyitas. Az els§ dllitdis nem mads, mint az 1.9. Tétel utolsé allitdsanak atfogalma-
zasa. Legyen z # 0 egy komplex szdm. Ekkor r = |z| pozitiv valés szdm; ennek s inverze
tehdt ugyancsak pozitiv valés szam. Legyen zy = sz, amely az els6 allitas szerint z-vel
egyirdnyd. Ennek abszolut értéke |zg| = s|z| = sr = 1, és z = rz, biztositja a felirhatésagot.
Legyen most z = tw a feltételeknek megfeleld felirds. Az abszoliit érték egyértelmiiségének
a kovetkeztében ¢ = r. A fennall6 rw = rz, felirast s-sel szorozva a w = srw = srzy = Zg

egyenl8séghez jutunk; ami pontosan az egyértelmiiséget jelenti. [ |

1.12. Tétel. Két nemnulla komplex szam szorzatanak arkusza megegyezik a tényezok
arkuszanak (modulo 360° vett) dsszegével:

arc (z) + arc (w), ha arc(z) + arc (w) < 360°
arc (z) + arc (w) — 360°, ha arc(z)+ arc(w) > 360°

arc (zw) = {

Bizonyitas. Legyen r = |z| és s = |w|. Mint lattuk, vannak olyan egységnyi abszolut
értékti u és v komplex szdmok, amelyekre z = ru és w = sv; tovabba arc (u) és arc (z),
valamint arc (v) és arc (w) megegyeznek. Ezen feliil, a zv = rsuv felirdsbdl az is kovetke-
zik, hogy arc (zv) és arc (uv) is egyenldek. Ezért elegend$ a tételt olyan u és v komplex
szdmokra bizonyitani, amelyek abszolut értéke 1.
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Legyen u arkusza ¢ és v arkusza ¥. Az e és u meghatdrozta haromszoget v-vel szo-
rozva a v €s uv altal meghatarozott hiromszoget nyerjiikk. Mivel ez az el6bbihez hasonld,
ezért a v és uv vektorok bezarta szog ugyancsak ¢. Azt azonban egyeldre nem tudjuk, hogy
a szorzassal kapott haromszog koriiljarasi irdinya megegyezik-e az eredeti haromszogével,
vagy éppen ellenkezd. Mds széval nem tudjuk, hogy az uv arkusza (tehdt e-vel bezart
szoge) ¥ + ¢ avagy ¥ — ¢. A kommutativitds miatt u és v szerepe felcserélhets, azaz

ugyanigy azt is kapjuk, hogy ez a szog vagy ¢ + ¥, vagy ¢ — .

4. abra 5. abra

Ha valamelyik esetben az Osszeget kapjuk, akkor természetesen ez adédik a masik
esetben is (nincs kizdrva, hogy ez megegyezzék a kiilonbséggel). Az az eset marad, amikor
mindkét esetben a kiilonbséget kapjuk. Mivel a két szog ekkor is egyenld, ezért kiilonbsé-
gik 2(¢p — ¥) = (¢ — ¥) — (Y — @) egész szdmu tobbszorose 0°-nak; tehdt ¢ — ¥ egész
szamu tobbszorose 180°-nak. Feltehetd tehdt, hogy ez a kiilonbség vagy 180°, vagy 360°.

Az elsd esetben uv = —e, a masodik esetben uv = e. Az is kovetkezik, hogy az elsé eset-
ben v = —u és a masodik esetben v = u. Ezekbdl mindkét esetben a u> = e egyenlSség

kovetkezik. Mivel e = e, ezért a miiveleti azonosségokat felhaszndlva azt kapjuk, hogy
(u + e)(u — e) = 0. Abszolut értékekre térve az addédik, hogy a két tényezd valamelyiké-
nek az abszolut értéke — és igy maga ez a tényezd 0. Eszerint vagy u = —e vagy u = e.
Eszerint ¢ = 180° vagy ¢ = 0°; és hasonl6 értékek adédnak -re is. Ezekben az esetekben
viszont a két szog kiilonbsége és Osszege megegyezik, ezért a szorzat arkusza megegyezik
az arkuszok Osszegével. [ |

Az 1.12. Tételbdl azonnal kovetkezik, hogy az e-re merdleges egységnyi hosszisagu
i komplex szdm négyzete —e, tehit ez az i komplex szdm. Persze (—i)> = —e is igaz,
barmelyikiiket tekinthetjiik i-nek. Altaldban azt tekintjiik i-nek, amelyiknek az arkusza 90°.

Vegyiik figyelembe, hogy ezeket a mdér ismert — eredményeket tisztdn az 1.9.
Tételben szerepld és e tétel bizonyitdsa utdn kozvetleniil emlitett miiveleti azonossdgok
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6. dbra

alapjan nyertiik. Ebbdl a bevezetésbdl kiindulva az a + bi komplex szamot gy nyerhetjiik,
hogy ezt feleltetjiik meg az a + b - i vektornak.

4. A komplex szamok trigonometrikus alakja

A komplex szdmok bevezetésénél négy jellemzd (valdés szdm) adattal taldlkoztunk.
Ezek a komplex szdm valds és képzetes része, abszoltit értéke és arkusza. (Ez utébbi csak
akkor, ha a komplex szdm nem 0.) Ezek az adatok nem fiiggetlenek; kozottiik az aldbbi
Osszefiiggések allnak fenn:

1.13. Tétel. Legyen a z komplex szdamra R(z) =a,Im () = b, |z| =r ész # O esetén
arc (z) = ¢. Ekkor

a b
) r=~a?+b?, tovabbd  cosg=— és sing=—

r r
(1) a=r-cose és b=r-sing.

Bizonyitas. Az els6 egyenlGség azonnal kovetkezik a Pitagorasz-tételbdl, a tobbiek
pedig a szogfiiggvények altaldnos értelmezésébdl. [ ]

A () alatti Osszefiiggés azt adja meg, miképpen kaphatjuk meg a valds és a képze-
tes részt az abszolut érték és az arkusz ismeretében. Az (1) alatti Osszefiiggésben az elsé
egyenl8ség azt adja meg, miképpen kaphatjuk meg az abszolut értéket a valds és a kép-
zetes rész ismeretében; majd ezt is felhaszndlva miképpen kaphaté meg a komplex szdm
arkusza. Azért szerepel két szogfiiggvény is, mert az arkuszt egyikiik sem hatdrozza meg
egyértelmtien. Ha viszont az egyik szogfiiggvényt ismerjiik, akkor az arkusz meghatiroza-
sdhoz elég mar a masik szogfiiggvény eldjelét tudni. A kovetkez6ben lehetéséget mutatunk
az arkusz egyértelmi kiszamithatésagara:
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1.14. Tétel. A z = a + bi # 0 komplex szdm arkusza egyértelmilen meghatdrozott a

r—a

@ = 2-arctan = 2.arctan

" osszefiiggéssel (ab = 0 esetben a masodik dsszetiiggés
r+a

nem hasznalhato).

2

Bizonyitas. Az r> —a® = b* 6sszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a két tort megegyezik,

kivéve a b = 0 és az r = —a esetet. Igy b = 0 esetén a masodik Osszefiiggés nem hasz-
ndlhatd, és r = —a esetén az elsé sem. Ekkor azonban a tangensfiiggvény értelmezésébdl

azonnal kovetkezik, hogy ¢ = 180°. A tovdbbiakban legyen b # 0, amib8l r # —a is
kovetkezik. Mint tudjuk, 1étezik olyan w = x + yi komplex szdm, amelyre z = w?. Ekkor

az 1.12. Tétel alapjan 2 - arc (w) = arc (z), azaz vagy arc (w) = %, vagy arc (w) = g +180°.

Tekintettel arra, hogy az arkusz 360°-ndl kisebb €s a tangensfiiggvény periédusa 180°, ezért
mindkét esetben igaz a ¢ = 2 - arctan(tg(arc (w))) 0sszefiiggés. Haszndljuk fel a komplex
szam négyzetgyokének meghatirozasanal kapott egyenléségeket (itt is ugyanazok a betiik
2 b
szerepelnek): x2+y2=r,2x> =a+r és 2xy = b. Ebbdl tg(arc (w)) = Y _ ,
x 2x* r+a
mint allitottuk. [ |

Az aldbbiakban csak 0-t6] kiilonb6zé komplex szdmokkal foglalkozunk.

1.15. Tétel. Minden z # 0 komplex szam egyértelmiien felirhato
z=r-(cosp+i-sing)
alakban, ahol r pozitiv valds szdm és ¢ < 360° nemnegativ szog.
E felirdsban r = |z| és ¢ = arc (2).

Bizonyitas. Az 1.13. Tétel alapjan a fenti véalasztassal valban teljesiil a
z=a+bi=r-cosp+(r-sing)i =r-(cosg+1i-sing)
osszefiiggés. Tegylik fel, hogy valamilyen r és ¢ vilasztdssal igaz a kivant Osszefiiggés.
Ebbdl azonnal kovetkeznek az a = 9i(z) = r-cos¢ és a b =Im (z) = r - sin ¢ egyenldségek.

Az 1.13. Tételben mondottak szerint tehat |z| = Va2 + b?%; tovdbba cos(arc (z)) = cos ¢ és
sin(arc (z)) = sin ¢, a ¢-re vonatkozé korlatozas szerint tehat arc (z) = ¢. [ |

1.4. Definicié. A z # 0 komplex szdmnak pozitiv r-rel felirt
z=r-(cos@+i-sing)

alakjat a komplex szadm trigonometrikus alakjanak nevezziik. [ |

Megjegyezziik, hogy a trigonometrikus alak annak ellenére egyértelm(, hogy a szogre
nem tettiink semmiféle megkotést. Viszont a szog természetesen nem egyértelm. A trigo-
nometrikus fiiggvények elemi tulajdonsdgaibdl azonnal kovetkezik, hogy ¢-nek pontosan
azok a szogek felelnek meg, amelyek z arkuszat6l 360° egész szdmi t6bbszorosében tér-
nek el.
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1.16. Tétel (Mo1vrE). Legyen az # 0 és w # 0 komplex szdmok trigonometrikus
alakja:
z=r-(cosg+i-sing) és w=s-(cosy +i-siny).
Ekkor zw, illetve 7' (n € N) trigonometrikus alakja:
zw =rs(cos(p + ) +i -sin(p + ), illetve 7" =r"(cos(ng) +i - sin(ng)).

Bizonyitas. Az 1.6. Tétel szerint a szorzat abszoldt értéke megegyezik a tényez8k
abszolut értékeinek a szorzataval. Az 1.12. Tétel szerint a szorzat arkusza egyenld a ténye-
70k arkuszainak az 6sszegével. A trigonometrikus alak egyértelmiiségébdl tehat kovetkezik
a tétel els6 egyenlGsége. A w = z vélasztassal kapjuk a masodik egyenl8séget az n = 2
esetben. Ebbdl teljes indukcidval kovetkezik a masodik egyenldség minden n természetes
szdmra. [ ]

Kovetkezmény. Barmely ¢ szogre cos® ¢ + sin® ¢ = 1. TetszGleges ¢ és ¥ szogekre
érvényes:
cos(¢p+¥)=cosg-cosy —sing - siny, sin(¢ + ) =sing - cos ¥ + cos ¢ - sin .
Tetszbleges ¢ szogre érvényesek az aldbbiak:
cos(2¢) = cos’ ¢ —sin* ¢ és  sin(2p) =2 -sing - cos @,
cos(3p) =cos’ ¢ —3 -cosg -sin® ¢ =4 - cos® ¢ — 3 - cos g,

sin(3¢) =3 - cos’ ¢ - sing — sin® ¢ =3 - sing — 4 - sin’ ¢.

Bizonyitas. Az els6 Osszefiiggés azonnal adédik abbdl, hogy a z = cose +i - sing
komplex szdm abszolit értéke 1.

A Moivre tételében szerepld két komplex szdmot valasszuk ugy, hogy r = s = 1
legyen. Ekkor e komplex szdmok szorzatat algebrai alakban kiszamolva:

zw = (cos @ +1 - sing)(cosy +1 - siny) =
=(cosg-cosy —sing - siny) + (sing - cos ¥ +cos¢ - sinyr) - i

adddik. Moivre tétele szerint viszont a szorzat: zw = cos(¢ +v)+i -sin(p +1). Az algebrai
alak egyértelmiiségébdl kapjuk az elsd két Osszefiiggést.

Az sszeg hatvanyai alapjan kiszamolva z>-et és z°-t kapjuk, hogy:
(cos@ +i - sing)? = (cos> ¢ — sin® ) +i - (2sin ¢ cos @),
(cos@ +i - sing)’ = (cos® ¢ — 3cos@sin® @) +i - (3 cos® gsing — sin’ ).
Ezeket hasonlitsuk 0ssze a Moivre-tételben kapott 0sszefiiggésekkel. Az 6sszehasonlitds-
bdl a komplex szdmok egyenldségének a definicidjat figyelembe véve azonnal kovetkezik
a kétszeres szogekre vonatkoz6 Osszefiiggés és a haromszoros szogekre vonatkoz6 elsd két

osszefiiggés is. Ez utébbiakat tovabb alakithatjuk a cos? ¢ +sin’ ¢ = 1 Gsszefiiggés felhasz-
ndldsdval; igy adédnak a haromszoros szdgekre vonatkozé masodik Osszefiiggések. [ ]
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Megjegyzés. Az eljarast tovabb folytatva hasonld Osszefiiggéseket kapunk a tobbszoros szo-
gekre.

Noha keriil6 dton, de ténylegesen bizonyitottuk a szogosszegekre €s a tobbszords szogekre
vonatkozé Osszefiiggéseket; ugyanis ezeket elézetesen még burkoltan sem haszndltuk fel. Csupén a
forgasszogek trigonometrikus fiiggvényeinek az elemi tulajdonsdgaira timaszkodtunk. Ennek a bizo-
nyitasnak az egyik ,,szépsége” az, hogy nem kell eseteket megkiilonboztetni aszerint, hogy a szogek,
és azok osszege kisebb-e vagy nagyobb-e 90°-ndl, illetve 180°-nél. A trigonometrikus kifejezések-
nek a komplex szamokra valé ,atforditasi” lehet6ségét a komplex szimok geometriai targyaldsa tette
lehet6vé. A fenti trigonometrikus Osszefiiggések mar az 1.12. Tételben ,.el voltak bujtatva”. A masik
,,SZ€pség” az, hogy ennél a bizonyitdsndl vildgosan latszik, miért ilyen alakdak az Osszefiiggések. O]

A komplex szdmoknak tetszSleges (akar komplex kitev§jli) hatvdnya is értelmezhetd.

P z 2z

Nekiink itt csak egész kitevdjl hatvanyokra (és késSbb gyokvondsra) lesz sziikségiink.

1.5. Definicié. TetszSleges z # 0 komplex szdmra z° = 1, és barmely n természetes
1

szdm esetén 7z " = —. [ ]
ZVl

1.17. Tétel. Legyenek 7z és w, mint az 1.16. Tételben. Ekkor hanyadosuk trigonomet-

rikus alakja

< r ..

w- ;(COS(fp —¥)+i-sin(g —¥));
és tetszbleges n egész szam esetén 7" trigonometrikus alakja

7" = r'*(cos(ng) +i - sin(ng)).

. " < . . . . .o
Bizonyitas. Legyen a — = u komplex szam trigonometrikus alakja: #(cos x +i -sin y).
w

Moivre tétele szerint z = wu trigonometrikus alakja st(cos(y + x) + i - sin(y + x)). A
trigonometrikus alak egyértelmiisége alapjan ez azt jelenti, hogy st = r és az arkuszok
kiilonbsége: ¢ — (¥ + x) a 360° egész szdmii tobbszorose. Ebbdl viszont az kivetkezik,

,
hogy t = —, és az, hogy (¢ — ) — x egész szamii tobbszorose 360°-nak.
s
A hatvéanyozasra vonatkoz6 azonossdgot bizonyitottuk pozitiv kitevére. Ez az azonos-

sdg trividlisan igaz az n = 0 esetben, mert 1 abszoliit értéke 1 és arkusza 0°. Tekintsiink
most egy negativ kitevt, amelyet O — n alakba irhatunk, ahol n természetes szam. Ezt a

27z

felirdst és a hanyados trigonometrikus alakban val6 el6allitasat felhaszndlva kapjuk, hogy:

77 "= rin(cos(OO —n@)+i -sin(0° — np)) = r " cos((—n)g) + i - sin((—n)e). ]

Végezetiil a gyokvonassal és ennek egy fontos specidlis esetével foglalkozunk.

1.18. Tétel. Legyen a z # 0 komplex szdm trigonometrikus alakja
z=r(cosg +i-sing).
Ekkor a w" = 7 0Osszefiiggést pontosan azok a komplex szdamok elégitik ki, amelyeknek a
trigonometrikus alakja
w =s(cosy +i -siny),
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360°
ahols= r ésr=2 +k.
n

, valamilyen k egész szdmmal.

A kapott w komplex szimok ko6zott pontosan n darab kiilonbozé van. Ezek minde-
gyike megkaphato példaul iigy, hogy k értékének rendre a0, 1, ...,n — 1 egész szamokat
valasztjuk.

Bizonyitas. MindenekelStt megmutatjuk, hogy csak a fenti w komplex szamok johet-
nek széba. Legyen w egy, a kivinalmaknak eleget tevé komplex szdm. Tekintettel arra,
hogy z # 0, ezért w is kiilonbozik 0-tdl; tehat létezik trigonometrikus alakja: frjuk fel ezt a
tételben megadott jelolésekkel. Moivre tétele alapjan a hatvanyozast elvégezve a kovetkez8
Osszefiiggéshez jutunk:

s"=r é  ny—¢@=k-360° ahol k tetszSleges egész.

Mivel s csak pozitiv lehet, ezért egyértelmiien meghatdrozott: s = /r. A szogekre
most kapott Osszefiiggésbdl n-nel valé osztds utdn valdban a tételben megfogalmazott
Osszefiiggés adodik. Forditva: a kiszdmitott s abszolut értékkel és i arkusszal trigonomet-
rikus alakban felirt birmelyik w komplex szdm n-edik hatvdnya nyilvdnval6an megegyezik
z trigonometrikus alakjaval.

Most még azt kell beldtni, hogy w” = z tulajdonsdgd komplex szdm valdban n darab
van; s ezek mindegyike megegyezik a felsoroltak valamelyikével. A w" = z tulajdonségui

komplex szdmok mindegyikének s az abszolit értéke, ezért csak azt kell megnézni, mikor
(o]

egyenld, illetve mikor kiilonboz6 az arkuszuk. Legyenek vy = d +k- a fellépd
n

(¢}

arkuszok. Két ilyennek a kiilonbsége v — ¢; = (k — j) - . Ez pedig pontosan akkor

n
egész szamu tobbszorose 360°-nak, ha k — j egész szdmu tobbszorose n-nek. Vildgos, hogy

ak=0,1,...,n— 1 szamok koziil egyetlen par kiilonbsége sem oszthat6 n-nel. Masrészt
viszont tetsz6leges k szaimnak az n-nel valé osztdsi maradéka a fentiek kozott van, és igy
a kiilonbségiik n-nel oszthato. [ |

A gyokvondsnak most a z = 1 specidlis esetét fogjuk vizsgalni:

1.6. Definicié. Azokat a w komplex szdmokat, amelyekre egy adott n természetes
szdm mellett w" = 1, n-edik komplex egységgyokoknek nevezziik. [ |

1.19. Tétel. Az n-edik komplex egységgyokoket a kovetkez6 alakban adhatjuk meg:

360° 360°
8k=COS(k- >+iosin<k' ),
n n

aholk =0, 1, ..., n—1. Emellett ugyanezen k értékekre érvényes az ey = (enk osszefiiggés.

v

Bizonyitas. A felirds azonnal kovetkezik az el6z6 tételbdl, tekintettel arra, hogy 1

trigonometrikus alakja 1-(cos0°+i -sin0°). Az & = (enk egyenl8ség ebbdl a Moivre-tétel
alkalmazdsaval adddik. [ |
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1.20. Tétel. Az s n-edik egységgyokre az alabbi négy allitds ekvivalens:

P

(1) e természetes kitevojii hatvanyaként minden n-edik egységgyok elball.
(2) k az n-hez relativ prim.

s

(3) ey -nak n-nél alacsonyabb természetes kitevojii hatvanya nem 1.
(4) ex-nak n darab kiilonb6z6 természetes kitevojii hatvanya van.

Bizonyitas. Mindenekel6tt gondoljuk meg a bizonyitds menetét. Mivel azt kell
belatni, hogy a négy allitds barmelyikébdl kovetkezik a masik harom, ez 0sszesen 4 x 3 =
= 12 bizonyitast jelentene. Ezek koziil néhanyat el lehet hagyni. Azt fogjuk bebizonyitani
ugyanis, hogy mindegyik 4llitasb6l kovetkezik az utdna szerepld és a legutols6bodl az elsé.
Ez a fenti tizenkét aprébb 4allitds koziil csupan négynek a bizonyitdsat jelenti. Mégis, ezal-
tal mindegyik 4llitds bizonyitast nyer. Hiszen barmelyik 4llitdsbdl kiindulva bizonyitott a
kovetkezd, majd az utdna kovetkez$ és igy tovabb. Ha az utolséhoz elériink, akkor ebbdl
ismét az els§ igazsagara kovetkeztethetlink. Barmelyikb6l indultunk is ki, ebbdl legfeljebb
harom 1€pés utdn barmelyik masik igazolast nyer. Ezt a bizonyitasi ,.eljards”-t ciklikus
bizonyitdsnak nevezik.

Lassuk tehat a tétel ciklikus bizonyitdsat:

e

(1)-bdl kovetkezik (2): Ha g; természetes kitev6ji hatvanyaként minden n-edik

7z

egységgyok eldall, akkor elddll ¢ is, tehat van olyan j természetes szdm, amire 8/]( =é&].
A komplex szdmok trigonometrikus alakjat és a Moivre-tételt felhaszndlva ez azt jelenti,

360° 360°
hogy kj - és egymast6l 360° egész szami tobbszorosében térnek el. Ez azt
n
— kj—1 _kj 1. . e A
jelenti, hogy —— = — — — egész szdm, azaz kj — 1 egész szdmu tobbszorose n-nek.
n n o n

Létezik tehat olyan ¢ egész szam, amelyre kj — 1 = n{, azaz kj — nf = 1. Ez pedig csak
ugy lehet, ha k és n relativ primek, hiszen barmely kozos osztdjuk 1-nek is osztdja; és 1
egyetlen primszdmmal sem oszthatd.

(2)-bdl kovetkezik (3): Feltételiink szerint k az n-hez relativ prim. Definicié szerint

360° 360°
skzcos(k- >+i~sin(k~ )
n n

Moivre tétele alapjan tetszdleges j természetes szamra
; 360° 360°
(ex)! = cos <kj : ) +1i - sin <kj . )
n n

adodik. Azt kell belatnunk, hogy 0 < j < n esetén ez nem lehet 1. Ez pontosan azt jelenti,

360

hogy kj -
n
szam; amit igy fogalmazhatunk, hogy n nem lehet osztdja kj-nek. Tekintettel arra, hogy

k és n relativ primek, az egyértelm{i primtényez8s felbontds szerint az oszthatésdg csak

akkor éllhat fenn, ha n a j-nek osztéja. Ez viszont a 0 < j < n feltétel miatt lehetetlen.
(3)-b6l kovetkezik (4): Feltétel szerint (8k)j # 1,ha 0 < j < n. Tekintsiik e¢-nak két

kiilonbozd kitevojl hatvanyat és nézziik meg, mikor lehetnek ezek egyenléek. Az u < v

k
nem lehet egész szdmd tobbszorose 360°-nak, vagyis Y nem lehet egész
n
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természetes szdmokra (g)" = (ex)" akkor teljesiil, ha a v —u természetes szdmra (g5)" ™"

= 1. Amennyiben v — u < n, akkor ez feltétel szerint lehetetlen. Igy az (ex)) szdmok
mindegyike kiilonboz8, ha 0 < j < n. Eszerint taldltunk n darab kiilonb6z6 hatvanyt.
Tekintettel arra, hogy ezek mindegyike n-edik egységgyok, amelyeknek a szdma Osszesen
n, ezért tobb kiilonb6z6 hatvany nem létezik.

(4)-bdl kovetkezik (1): Mivel ¢; minden hatvanya n-edik egységgyok és e hatvanyok
szama feltételiink szerint n, ezért hatvanyai kozott minden n-edik egységgyok ott van, mert
n-edik egységgyok is pontosan n van. ]

1.7. Definicié. Azokat az n-edik egységgyokoket, amelyekre az 1.20. Tétel valamelyik
feltétele teljesiil, primitiv n-edik egységgyokoknek nevezziik.

1.21. Tétel. Minden ¢ n-edik egységgyokhoz Iétezik n-nek pontosan egy olyan k 0sz-
toja, amelyre ¢ k-adik primitiv egységgyok. A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n)
(¢ az Euler-féle ¢-fiiggvényt jeloli, azaz ¢(n) az n-nél nem nagyobb n-hez relativ prim
természetes szamok szama).

Bizonyitas. Ha ¢ egy n-edik egységgyok, akkor tekintsiik azokat a j természetes sza-
mokat, amelyekre el =1. Ilyen biztosan van, hiszen n = j megfelel. Mivel a természetes
szdmok minden halmazaban van legkisebb szam, ezért ezek kozott is taldlhaté egy ilyen;
jelolje ezt k. A k minimalitdsa kovetkeztében Y # 1,ha 0 < j < k; az 1.20. Tétel (3)
pontja szerint tehat e primitiv k-adik egységgyok.

A maradékos osztds alapjan az n-hez és a pozitiv k-hoz taldlhat6 olyan g és r egész
szdm, amelyre n = kg +r és |r| < k. A hatvinyozds azonossagait felhaszndlva ebbdl a
kovetkezdket kapjuk:

l=g" =gl = (kY. " =19 . " =1.¢" =¢".

Mivel 1-nek a reciproka is 1, ezért "l = 1. Ebb6l k minimalitdsa és |r| < k folytan |r| =0
és igy r = 0 kovetkezik. Ez pedig azt jelenti, hogy n = kr, azaz k val6ban osztdja n-nek.
A k egyértelmiisége ugyancsak az 1.20.Tétel (3) pontjabdl kovetkezik.

Végezetiil, az 1.20. Tétel (2) pontja szerint a primitiv n-edik egységgyokok szdma
megegyezik az n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim természetes szamok szdmdaval. Mér-
pedig ez éppen az Euler-fiiggvény definicidja. [ ]

Az 1.21. Tétel mutatja meg, hogy miért volt sziikség az 1.20. Tételben felsorolt allita-
sok ekvivalencidjara; ugyanis itt a bizonyitas soran hol az egyik, hol a masik tulajdonsagot
hasznéltuk.
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Feladatok

1. Gyfirtit, illetve testet alkotnak-e a kovetkezd szdmhalmazok a komplex szdmok Osszeadd-
sdra és szorzdsara: a) az (a, 0) alakdak, b) a (0, b) alakdak, c¢) azok az (a, b) alakiak, amelyekre: a, b
egészek; a, b raciondlisak; a raciondlis és b egy raciondlis szdm \/3-szorosa (vagy N/5-szbrise stb.),
d) a egész és b paros, illetve egy egész szam V/3-szorosa (vagy V/5-szorose stb.).

2. Legyen N rogzitett egész, a és b pedig tetszbleges egész szamok. Milyen p természetes

b
szdm esetében alkotnak gyfir(it az (g, —-+/N ) alakd (komplex) szdmok?
pp

3. A nemnulla komplex szdmok aldbbi részhalmazai koziil melyek alkotnak félcsoportot a
Szorzasra:

a) az Osszes; b) azok, amelyeknek az abszolit értéke 1; c¢) azok, amelyeknek az abszolut értéke
nem 1; d) azok, amelyeknek az abszolut értéke nagyobb, mint egy rogzitett » > 0 valds szdm, ahol
r>1;r=1;r <1, e) azok, amelyeknek az abszolut értéke kisebb, mint egy rogzitett r > 0 valds
szam, ahol r > 1;r=1;r < 1.

4. Bizonyitsuk be, hogy az 1 abszolit értékdi komplex szdmok (illetve az egységgyokok) a
szorzdsra nézve egy olyan csoportot alkotnak, amely izomorf a valds (illetve a raciondlis) szamok
additiv csoportjaval modulo 1.

5. Bizonyitsuk be, hogy barmely ¢ valds szamra S(c-z) = ¢-S(z) (S(z) a z nyoma); hatdrozzuk
meg az Osszes olyan F : C — R fiiggvényt, amelyre F(z) additiv (azaz F(z + w) = F(z) + F(w)) és
F(c-2)=c- F(2).

6. Bizonyitsuk be, hogy ha két egész szdm mindegyike elGdll két egész szdm négyzet-
Osszegeként, akkor ugyanez igaz szorzatukra is; mig hanyadosuk (ha az oszt6 nem nulla) két racio-
ndlis szdm négyzetosszege lesz.

7. Legyen a + bi = (x + yi)2. Bizonyitsuk be, hogy x és y elgjele a kovetkez6képpen fiigg
b-t6l: Ha b = 0, akkor x és y valamelyike is 0, ha b > 0, akkor x és y megegyez$ elgjeltiek, ha
b < 0, akkor x és y kiilonbozd eljeliiek.

8. Hatdrozzuk meg 2i négyzetgyokét.

9. Bizonyitsuk be, hogy N(z) és Im (z) additiv fiiggvények.
10. Fejezziik ki M(zw)-t és Im (zw)-t R(z), Im (z), R(w) és Im (w) segitségével.
11. Hatdrozzuk meg R(i - z)-t és Im (i - 2)-t N(z) és Im (z) segitségével.
12. Fejezziik ki M(z)-t és Im (z)-t S(z) és a miiveletek segitségével.

13. A sik milyen transzformicidjit adja meg a z — z + a fiiggvény, ahol a tetszSleges adott
komplex szdm?

komplex szdm; ha a =0, ha |a| = 1, ha a > 0 valés?

15. Milyen siktranszformécioét hoz létre a z — 7 fliggvény?

s

16. Irjuk le az dsszes olyan siktranszforméciét, amely el6allithat z — a - z + b tgynevezett
linedris fiiggvényként, ahol a # 0 és a, b tetsz6legesen adott komplex szdmok.
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17. Tetsz6legesen adott a, b komplex szdmok (a # 0) esetén hatdrozzuk meg, milyen transz-
formdciét frnak le a z — a - 7 + b Ggynevezett mdsodfaju linedris fiiggvények.

Megjegyezziik, hogy a linedris és mdsodfaju linedris fiiggvények esetében, ha a # 0, akkor
a fiiggvényt reguldrisnak nevezik, mig az a = 0 esetben szinguldris fliggvényrdl beszélink. Mi a
tovdbbiakban csak a reguldris esetet nézziik, éppen ezért nem tessziik ki a ,,reguléris” jelz6t.

18. Bizonyitsuk be, hogy a linedris fiiggvények a kompoziciéra nézve csoportot alkotnak, de
a kompozicié miivelete nem kommutativ (azaz 1éteznek olyan f, g : C — C linedris fiiggvények,
amelyekre f o g # go f. (Tetsz6leges H nem iires halmaz egy adott o mtiveletre csoport, ha ez a
miivelet asszociativ, és barmely a, b € H elemhez létezik olyan [egyértelm(i] u, v € H, amelyekre
aou=bésvoa=>b.)

19. Bizonyitsuk be, hogy a linedris és a masodfajui fiiggvények a kompoziciéra nézve csoportot
alkotnak. Igaz-e ez akkor is, ha csak a masodfajiakat tekintjiik?

20. Mi a feltétele annak, hogy két komplex szim — mint vektor — egymdsra merSleges
legyen? (Tobbféleképpen is megfogalmazhatd.)

21. Legyen a egy origén it nem mens egyenesnek az origéhoz legkdzelebbi pontja. Bizonyitsuk
be, hogy ezen az egyenesen pontosan a z = a(1+u-i) alakid szdmok vannak rajta, ahol u© € R. Hogyan
adhat6k meg egy origén dtmend egyenes pontjai?

22. Adott a # b komplex szdmokra hol helyezkednek el a siknak azok a z pontjai, amelyekre
z—b=(z—a)u-i,ahol u € R?

23. Legyen a # 0 adott komplex és A # 0 valds szam, tovdabbd u € R. Hol helyezkednek
el asitkonaz = % alakd szamok? Mi a geometriai értelme annak, hogy A > 0, illetve
A< 0? m

24. Milyen geometriai transzformaciét hoz 1étre az az inverzionak nevezett fiiggvény, amely
minden z # 0 komplex szdmhoz konjugaltjdnak reciprokat, azaz l—t rendeli hozza? Mutassuk meg,
hogy az inverzi6 egy involucio6. :

25. Mibe visz 4t az inverzi6 egy origén dtmend egyenest?

26. Mibe visz it az inverzi6 egy az origdn it nem mens egyenest? (Hasznéljuk a 21. és 23.
feladatok eredményét.)

27. Mibe visz it az inverzid egy origdn atmend, illetve egy origén at nem mend kort?

az+b o ,
] alakud fliggvényeket, ahol a, b, ¢, d tet-

28. Linedris tortfiiggvénynek nevezziik a z —

szbleges, az ad # bc feltételnek eleget tevé komplex szamok. Hatdrozzuk meg a linedris tortfiigg-
vények 4ltal megadott geometriai transzformécick tulajdonsagait. Allitsuk el a linedris tortfiiggvé-
nyeket egyszer(ibb fiiggvények kompozicidjaként. (Miért van sziikség az ad # bc feltételre?)

29. Bizonyitsuk be, hogy a linedris tortfiiggvények a kompoziciéra nézve csoportot alkotnak.

az+b
30. Csoportot alkotnak-e a z — f 7 alakd dgynevezett mdsodfaji linedris tortfiiggvények a

c
kompozicidra, ahol a, b, c, d tetsz6leges, az ad # bc feltételnek eleget tevd komplex szamok. Mivel
kell még e halmazt kiegésziteni, hogy csoportot kapjunk?



42 L rész 1. Komplex szamok

31. Adott a komplex sikon az e egységvektor és a pozitiv forgasirany. Miképpen valtozik meg
az f(z) fliggvény geometriai képe, ha helyette az f(z + a) — a fiiggvényt tekintjiik, ahol a rogzitett
(a-2)

komplex szdm. Milyen véltozast jelent az, ha az eredeti fiiggvénynek az ! fuggvényt feleltetjiik

meg, abban az esetben, ha |a| = 1, illetve ha a pozitiv valés szdm?

32. Milyen valtozast jelent az el6z6 feladatbeli filiggvény geometriai képében, ha az
f(z) — f(z) megfeleltetést tekintjiik?

33. Allitsuk el6 a sik tetszGleges hasonlésdgi transzforméciGjat komplex fiiggvények segitségé-
vel.

34. Bizonyitsuk be, hogy barmely egybevigdsigi siktranszformécié elGallithaté legfeljebb
harom tiikr6zés egymadsutinjaként.

35. Mi a kapcsolat az r - (cosg — i - sing) €s az r - (cos¢ + i - sing) szdmok kozott? Mi az
r - (cos¢@ —i - sing) trigonometrikus alakja?

36. A komplex szamokra vonatkozé négyzetgyokvondst felhaszndlva bizonyitsuk be, hogy

[ 1+ cos [1—si
cos (%) = %. Bizonyitsuk be, hogy sin (g) = %, ha sin ¢ pozitiv, és ennek

negativja, ha sin ¢ negativ (0° < ¢ < 360°).

37. Bizonyitsuk be, hogy a komplex szamok Osszeaddsara érvényes az tigynevezett haromszog-
egyenldtlenség; azaz tetszdleges z és w komplex szamokra teljesil: |z + w| < |z| + |w].

38. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges z és w komplex szdmokra teljesiil: |z + w| > ||z] — |w]].
39. Mit tudunk mondani arc(1 + z)-r6l arc(z) ismeretében?
40. Mit tudunk mondani arc(z + w)-rdl arc(z) és arc(w) ismeretében?

41. Tekintsiik azt az egyenest, amelynek az origéhoz legktzelebbi pontja az i komplex szdm.
Mibe viszi ezt az egyenest a négyzetre emelés mint geometriai transzformdci6?

7 2

42. Az el6z6 feladatbeli egyenesre alkalmazzuk a kobre, illetve a negyedik hatvanyra valé eme-
1ést mint geometriai transzformdciét. Mutassuk meg, hogy hurkolt gérbét kapunk, amelyik egy pont-
ban metszi onmagét. Milyen lesz e gorbék képe?

7oz

43. Mi torténik, ha az el6z6 feladatban magasabb hatvanyt vizsgdlunk? Mitdl fiigg a gorbe
onmagéval valé metszéspontjainak a szdma?

44. Tekintsiik a 41. feladatban szerepl6 egyenest, és vizsgaljuk a képét, ha négyzetre emelés
helyett a négyzetgyokvonast nézziik. Milyen alaku lesz a kép, ha a gyokkitevét noveljiik?

45. Bizonyitsuk be, hogy ha n és k relativ primek, akkor minden nk-adik primitiv egységgyok
el6éll egy n-edik és egy k-adik primitiv egységgyok szorzataként; és minden ilyen szorzat egy nk-
adik primitiv egységgyokat allit eld.

46. Mit éllithatunk az el6z6 feladatban, ha n és k nem relativ primek?

47. Bizonyitsuk be, hogy minden primitiv egységgyok el6dll mint primhatvanyokhoz tartozé
primitiv egységgyokok szorzata.

—-1-4/-3

48. Hatarozzuk meg a o = — komplex szdm abszolut értékét és arkuszat; tovabba 0°

algebrai alakjat.



MASODIK FEJEZET

MATRIXOK

1. A matrix definicidja

A matematikdban — de altaldban az életben is — gyakoriak az olyan rendszerek, ame-
lyeknek a ,,jellemzéséhez” tobb szdm sziikséges. (Példaul: egy tetraéder jellemezhetd az élei
hosszdval, egy elektromos hdlézat a csomépontok kozotti részek ellendlldsdnak nagysaga-
val, egy ,,gazdasdgi helyzet” azzal, hogy minden egyes termékbdl mennyi dramlik egyik
»agazat”-bol a mdsikba stb.)

Ezekben az esetekben természetesen nemcsak az szamit, hogy milyen adatok szere-
pelnek, hanem az is, hogy ezek az adatok ,.,egymashoz képest” hogyan helyezkednek el.
Ezzel lehet ugyanis meghatdrozni, hogy egy-egy adat mit jellemez. Ilyen esetekben a sz6-
ban forgd alakzathoz tartozé matrixrél beszéliink.

A matrixoknak nagyon kiilonboz6 ,.alakjuk™ lehet; annak megfelel6en, hogy a sze-
replé szamokat hogyan helyeztiik el. Ezt az elhelyezést altaldban a célszertiség diktilja. A
leggyakrabban téglalap alaki matrixokat haszndlnak. Az alabbiakban mi is csak ilyenekkel
foglalkozunk, s6t a definiciét is igy adjuk meg, hogy csupdn ezeket tekintjiik métrixoknak.

Matrixoknak tekintjiik tehat adatoknak téglalap alakban valo elrendezését. E téglala-
pokrdl feltessziik, hogy véges sok soruk és véges sok oszlopuk van. A matrixban szerepld
adatokat a matrix elemeinek nevezziik. Ezek az adatok &ltalaban szamok, de a késGbbi-
ekben mas adatok is el6fordulnak, példaul fiiggvények vagy esetleg djabb matrixok is.
Az elemeket azzal hatdrozzuk meg, hogy egy-egy elemrél megmondjuk, melyik sorban és
melyik oszlopban all. Az itt levd sor- és oszlopszdmot az elemhez irjuk kettds indexként.
(Ha félreértésre ad okot, akkor az indexeket vesszdvel vélasztjuk el egymdstol.) a; ; vala-
mely matrixnak az i-edik sordban és j-edik oszlopdban levd elemet jeloli. Példaul as s azt
az elemet jeloli, amelyik a matrix harmadik sordban és 6todik oszlopdban all.

A miatrixokat rendszerint zardjelbe tessziik, azért, hogy az egész tdblazatot egyetlen
egységként kezelhessiik. Az irodalomban tobbféle zaréjel haszndlatos. Szokds az is, hogy
feltiintetik a soroknak is és az oszlopoknak is a szamat. gy egy matrix — éltaldban — a
kovetkez&képpen irhato fel:
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Q. o o o
Rl 2 <
N N N N
wn w2 72 w2
o o o o
1. sor — ajy ap ... ajj ... ap
2.s0r — az axp ... Gy ... an
i.sor — ajy  Gip ... Gjj ... dip
k. sor — agr Qky ... Agj ... Qg

Mi a matrixokat szogletes zardjelbe tettiik. Haszndlatos ezen kiviil a kerek zaréjel
vagy két-két fiiggbleges vonal. Amennyiben nem akarjuk a matrixokat ilyen ,,terjedelme-
sen” felirni, roviditést haszndlunk. Ilyen esetben a jellemzd adatokat kell feltiintetni. Azt
szoktdk megadni tehat, hogy a matrixnak hany sora és hany oszlopa van, tovabba azt, hogy
miképpen hatdrozhaté meg altaldban valamely sor egy-egy eleme. Ezt az aldbbi médon
tessziik (feltiintettiik az egyéb matrixjelolési modokat is) :

laijlin, vagy  (@ij)kns vagy  llaijllkn-
Ha valamilyen médon adott a sorok és oszlopok szdma, vagy ezek az adatok pilla-
natnyilag nem lényegesek, akkor ezeket nem is frjuk ki. Igy a matrixjelolés a kovetkezs

lesz:
laij], vagy  (aij), vagy  laijll.

A fentiekben a matrixokat csak szemléletesen definidltuk. A szemléletes definicidra
mindenképpen sziikség van, mert csak igy lehet latni, hogy mirél van sz6. Masrészt a
madtrixokkal valé ,,manipuldlds” sziikségessé teszi ezeknek lehet6leg minél precizebb defi-
nicidjat is.

Lattuk, hogy a matrixot azzal tudtuk meghatarozni, hogy megadtuk sorainak és osz-
lopainak a szdmét, valamint azt, hogy egy-egy el6irt helyen milyen szdm all. Ez a szam
tehat a helynek a fiiggvénye. A ,hely” pedig nem mds, mint egy szampar. fgy a matrixot
egy olyan ,fiiggvény”’-nek tekinthetjiik, amely egy természetes szdmokbol all6 szampér-
hoz egy szdmot rendel hozza. Azt kell még megnézni, hogy milyen szamparok 1éphetnek
fel. Ez pedig nyilvanvald, hiszen pontosan azok a szampérok léphetnek fel, amelyekben
az els6 helyen k-ndl, a masodik helyen pedig n-nél nem nagyobb természetes szdm &ll.
Specidlisan egyetlen sort vagy egyetlen oszlopot, s6t egyetlen elemet is egy-egy matrixnak
tekinthetiink.

A kovetkez6kben az aldbbi jeloléseket fogjuk precizen definidlni. Az A matrix sorai-
nak a szdmat s(A), oszlopainak a szdméat o(A) fogja jelolni (s a sor és o az oszlop rovidi-
tése). ; A jeloli a matrix i-edik sordt, A; a j-edik oszlopdt €s ; A; a matrix i-edik sordnak
a j-edik elemét (pontosabban azt az egyelemii matrixot, amelynek ez az egyetlen eleme).
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2.1. Definicid. Jelolje I, = {i € N | i < n} az n-nél nem nagyobb természetes szamok
halmazait, és legyen K egy tetszbleges szamtest. Egy A : Iy x I, — K fiiggvényt K-elemi
vagy K feletti matrixnak neveziink. (Ha K a komplex, a valds, illetve a raciondlis szamtest,
akkor — megfeleléen — komplex, valds, illetve raciondlis elem{ matrixokrél besz€liink.)

A fenti matrixrél azt mondjuk, hogy s(A) = k sora és o(A) = n oszlopa van. Ha
s(A) = 0(A), akkor négyzetes (kvadratikus) matrixrél beszéliink. [ |

Ezzel elmondtuk, hogy a métrix elemei honnan valék (a K szdmtestbol), €s elmondtuk,
hogy hany sora és oszlopa van. Megmondtuk tovdbbd, hogy hogyan fogjuk jeldlni az A
matrix sorainak és oszlopainak a szdmat. Természetesen a matrixra tovabbra is agy kell
gondolni, mint az elemeinek egy téglalap alaku elhelyezésére. A fentebb leirt matrix
esetében tehdt a;; = A(i, j), azaz a ,fliggvény” értéke az (i, j) helyen. Tulajdonképpen
A((i, j)) volna a preciz jelolés, de nem okozhat félreértést, ha a kétszeres zardjelek helyett
egyszeres zardjeleket frunk (a tovdbbiakban is).

A kovetkezdkben formailag is értelmezni fogjuk a métrix sorait, oszlopait és elemeit:

2.2. Definicié. Legyen A tetszGleges matrix.

Az A matrix i-edik sordn azt az ; A matrixot értjiik, amelyre s(; A) = 1, 0(A) = 0(A),
és ;A(l, j) = A(i, j). (Itt természetesen az i index mdr rogzitett, csak a j véltozik 1-t61
n-ig.)

Az A mitrix j-edik oszlopdn azt az A ; métrixot értjiik, amelyre s(A ;) = s(A), 0(Aj) =
=1,és A;(, 1) = AG, j). (Itt viszont a j index rogzitett €s az i vdltozik 1-t6l k-ig.)

Ha s(A) = 1, akkor A sormatrix, ha 0(A) = 1, akkor A oszlopmatrix.

Sormitrix, illetve oszlopmatrix helyett gyakorta haszndlatos a sorvektor, illetve osz-
lopvektor kifejezés. |

Az A = [a; j]x,n matrix esetében tehat

alj
azj

,'A [a,-l aip ... a,-j a,-,,] és Aj=

a;j

L Akj

Itt is hangstilyozzuk, hogy a formadlis definicié helyett elég azt tudni, hogy ;A az A
matrix i-edik sordnak, mig A; az A matrix j-edik oszlopdnak a rovid jelolése.

A matrixok esetében is az a célszerd, ha az egyenldségnél nem koveteljik meg az
értékkészletek megegyezését, vagyis ha példaul egy valds elem(i méatrix minden eleme raci-
ondlis, akkor nem tekintjiik kiilonb6zének attdl a matrixtdl, amelyik ,,ugyanez”, csak éppen
raciondlis elem@i matrixnak értelmeztiik.

2.3. Definicié. Ha az A és B matrixoknak ugyanaz az értelmezési tartomdnya (D(A) =
= D(B)), akkor egyez0 alakdaknak nevezziik 6ket. Ha ezen feliil még minden (i, j) € D(A)
parra A(i, j) = B(i, j) is teljesiil, akkor a két matrixot egyenlének tekintjiik. [ |
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Ez tulajdonképpen a formélis megfogalmazasa annak, hogy mindkét matrixban ugyan-
annyi sor és ugyanannyi oszlop van, és a megfelel6 helyen 4ll6 elemek megegyeznek.

2.1. Tétel. Tetszoleges A madtrixra ;(Aj) = (;A);.

Bizonyités. Definici6 szerint mind az ; A mdtrixnak, mind az ;(A ;) matrixnak egy sora
van. Mivel s((;A);) = s(; A), ezért az s((; A);) matrixnak is egy sora van. Hasonl6képpen
lathat6 be, hogy mindkét széban forgd matrixnak egy oszlopa van. Ezért az egyenléséghez
elég azt megnézni, hogy e matrixok ugyanazt az értéket veszik fel az (1, 1) helyen:

i(ApA, D =(ApHGE D =AG j)=GAXL, j)=GA);A, 1. &

A tételben szerepl6 két matrixnak egyetlen eleme, A(i, j), természetesen az A matrix
i-edik sordban 4ll6 j-edik elem, ami a tétel szerint ugyanaz, mint a j-edik oszlop i-edik
eleme. Ezt mondja ki az aldbbi

2.4. Definicié. Az ;A; = ;(A;) = (;A); matrix egyetlen eleme az A matrix i-edik
soranak j-edik eleme. [ ]

Természetesen szemléletesen tudjuk, hogy mi egy métrix sora és oszlopa, illetve egy
eleme. A fenti ,precizkedésre” azért van sziikség, mert a matrixokkal valé miiveletek
sordn elég bonyolult kifejezések adddnak; és ezeknek az egyenl6ségét konnyebb forma-
lisan belatni.

2. Miveletek a matrixokkal

A matrixok haszna és a veliik valé miiveletek ,,értelme” a linedris algebra targyaldsanal
valik vildgossd. A matrixok targyaldsa viszont enélkiil is lehetséges, és tobb szempontbol
célszerti. Egyel6re elégedjiink meg azzal, hogy a matrixokat a szdmok ,,altalanositidsainak”
tekinthetjiik. Pontosabban sz6lva — ahogy az el6z6 pontban lattuk — az egyelem@ matri-
xokat ,,szinte” azonosaknak tekinthetjiikk a szdmokkal. Tekintettel arra, hogy a szdmokkal
kiilonb6z6 miiveleteket tudunk végezni, ezért lehet6ség van arra, hogy a miiveleteket altala-
ban a maétrixokra kiterjeszthessiik. E kiterjesztésnél természetesen vigyazni kell arra, hogy
specidlis esetben — vagyis egyelem(i matrixokra — a mfivelet ugyanaz legyen, mint a
szamokra.

Mint emlitettiik, a matrixokkal végzett miiveleteknek a célszeriiségét majd a kés6bbi-
ekben fogjuk latni. Egyel6re nehéz volna e miiveleteket indokolni, mint ahogy a szdmok-
kal végzett miiveletek altaldnositdsa sem tekinthet$ kielégitd célnak. fgy azutdn megért-
hetd, hogy a matrixokkal valé miiveletek koziil példaul a szorzdsnak kétféle dltaldnositisa
is lesz. Minden egyes miiveletet egyébként a 2.3. Definicié figyelembevételével fogunk
meghatdrozni. Fontos megfigyelni, hogy e miiveletekkel kapcsolatos bizonyitisokndl nem
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szerepel az osztas és (a 2.8. Tétel masodik egyenldségétsl, valamint a 2.10. Tétel osz-
lopaiban felsorolt masodik és negyedik egyenl&ségtdl eltekintve) nincs sziikség a szorzds
kommutativitdsdra sem.

2.5. Definicié. Legyen A egy K feletti matrix és ¢ € K. Ha A = [a](= [a]i1), akkor
legyen c[a] = [ca]; egyébként legyen cA az a matrix, amelyre D(cA) = D(A) és ;(cA); =
=c- ,'Aj. |

Megjegyezziik, hogy a definicié masodik felének is van értelme, mert egyelem{i mat-
rixokra a definici6 elsé felében értelmeztiik a ¢ elemmel vald szorzést.

2.2. Tétel. Tetszbleges K feletti A matrix, valamint c,d € K esetében teljesiilnek a
(cd)A =c(dA) és 1A = A egyenlbségek.

Bizonyitas. A szerepld matrixok nyilvan mind egyez$ alakdak.
i((cd)A)j = (cd)iAj =c(d;Aj) = ci(dA); = i(c(dA));
bizonyitja az elsd dllitast, €s ;(1- A); =1-;A; =;A; a mésodikat. [ |

A matrixokndl az egyenl8séget ugy értelmeztik mint fliggvények egyenléségét.
Hasonl6 médon értelmezziik a matrixok 6sszegét is. Tekintettel arra, hogy csak olyan fiigg-
vények (pl. valds fliggvények) 0sszegét értelmezhetjiik, amelyeknek ugyanaz az értelmezési
tartomdnyuk, ezért ugyanezt kikotjiikk a matrixokra is.

2.6. Definicié. Ha az A és B matrixokra D(A) = D(B), akkor e matrixok A + B
Osszegét a D(A+ B) = D(A) és j(A+ B); = ;A +;B; Osszefiiggéssel definidljuk. [ |

Megjegyzés. A definici6 szerint a két matrix 0sszege tehdt ugyanolyan alakd, mint amilyenek az
eredeti matrixok voltak, tovabbd egy-egy helyen 4ll6 elem megegyezik az adott két matrix megfeleld
helyen 4ll6 elemeinek az Osszegével. A definicié csak egyez6 alakd matrixok 6sszegét adja meg. Ha
a két matrix alakja nem egyezik meg, akkor nem értelmezziik e két matrix osszegét. (Ilyen esetekben
késébb sem adunk definiciot.) O

2.3. Tétel. Legyenek A, B és C egyezl alaku matrixok. Ekkor
A+B=B+A és A+(B+C)=(A+B)+C,
azaz az Osszeadds kommutativ és asszociativ. Ezenfeliil tetszbleges x, y € K mellett telje-
stilnek az alabbi egyenlbségek:
(x+y)A=xA+yA és x(A+B)=xA+xB.

Bizonyitas. A 2.5. és 2.6. Definici6 alapjdn a felirt miveletek mindegyike elvégez-
hetd, és a kapott matrixok értelmezési tartomdnya mindegyik esetben ugyanaz. Jelolje az
adott matrixok i-edik sordnak j-edik elemét rendre a;;, b;; €s c;;. Bizonyitandd, hogy mind
a négy egyenldségben a bal oldali és a jobb oldali matrix i-edik sordnak j-edik eleme meg-
egyezik. Ez az aldbbi négy egyenlGségre vezethet6 vissza:

ajj +bjj = bjj +a;j €s ajj +(bij +cij) = (ajj +bij) +cij,

(x+y)a,-j = Xajj + yaij és x(aij+b,-j)=xa,~j+xb,~j.
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Az els6 két egyenlGség a szamok Osszeaddsdnak a kommutativitisa és asszociativitasa
miatt all fenn. Az utolsé két egyenl6ség pedig a szorzdsnak az 6sszeaddsra vonatkozé diszt-
ributivitdsdbdl kovetkezik. |

A matrixok korében elvégezhetd a kivonds is — bizonyos esetekben (éppen akkor,
amikor a két matrix alakja megegyezik). Emellett barmilyen, rogzitett alaki matrixok
kozott van olyan matrix, amely dgy viselkedik, mint a szdmok kozott a 0. Azt mondhat-
juk, hogy minden alakhoz kiilon-kiilon ,,0-métrix” 1étezik. Ennek ellenére, ha ez nem okoz
zavart, a ,,0-métrixot” az alaktdl fiiggetleniil egységesen fogjuk jelolni.

2.4. Tétel. Ha A és B egyez0 alaki matrixok, akkor Iétezik egy olyan egyértelmiien
meghatdrozott C matrix, amelyre A = B + C. Létezik tovabbd egy olyan — ugyancsak
egyértelmii — O madtrix, amelyre A = A+ O. A C madtrixot az A és B matrixok kiilonb-
ségének nevezziik és (A — B)-vel jeloljiik. A O matrix neve nullmdtrix. Haszndlatos még
O — A helyett a — A jelolés, ez A ellentettje vagy negativja.

cA = O csak gy lehetséges, hogy vagy c =0, vagy A = O, és ekkor teljesiil is.

Bizonyitas. ElGszor lassuk a kivondst. Nyilvanvald, hogy csak D(C) = D(B) lehetsé-
ges. Az 6sszeadds definicidjabol kovetkezik, hogy csak az a C matrix felel meg, amelyre
iCj = ;Aj —;Bj. Masrészt vildgos, hogy ez a matrix val6ban kielégiti a feltételt. Ebbdl
mar kovetkezik az is, hogy az O matrix egyértelmi és 1étezik; csupan az lehetne a baj,
hogy minden matrixra mas €s mds ad6dna. Tekintettel azonban arra, hogy ; A; = ; A, ezért
a kiilonbségmatrix minden eleme 0. Ezzel a nullmétrix egyértelmiisége is bizonyitdst nyert.

Az utolsé 4llitds nyilvanvald. ]

Megjegyezziik még, hogy a 2.5. Definiciobdl tiistént addédik a —A = (—1)- A Gsszefiig-
gés is. Azt is konnyen belathatjuk, hogy barmely n természetes szdmra az n-tagi A+---+A
Osszeg megegyezik n - A-val és 0- A = O is érvényes.

A tovabbiakban a matrixok szorzdsdval foglalkozunk. A matrixszorzds azonban elég
bonyolult, ezért célszerti, hogy el6késziiletiil csak bizonyos specidlis matrixok szorzatat
értelmezziik.

2.7. Definicié. Legyen az A és B matrixokra s(A) = o(B) = 1 (tehat A sormatrix és
B oszlopmatrix), és o(A) = s(B) (tehat elemeik szdma egyezd). Ekkor a két matrix A - B

szorzatan azt az egyelemii matrixot értjiik, amelynek eleme Z 14; - i By. [ |

E definici6 szerint tehat az

A=la; ay ... an] és B =

bn
matrixok szorzata A - B =a; - by +ax - by +--- + a, - b,. Lathatd, hogy a szorzést csak
akkor végezhetjiik el, ha a két matrixnak ugyanannyi eleme van. Abban a specidlis esetben,
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amikor a két matrix mindegyike egyetlen elembdl all, akkor éppen a szamok szorzdsira
jutunk vissza.

A matrixok szorzdsa valdjaban a linedris fiiggvényrendszerek behelyettesitésének felel
meg. gy A az y = a;x+- - -+anx, fiiggvényt, mig B az x; = b; fiiggvényrendszert jellemzi.
Behelyettesitve, az y = a1b; + - - - + apb,, Osszefiiggéshez jutunk, ahol egy konstans tag 1ép
fel, ami éppen az A B maétrix egyetlen eleme.

Kiilonb6z6 elemszamu sor és oszlop szorzatat nem definidljuk.

Most pedig ratériink a matrixok szorzatdnak az édltalanos definicidjara.

2.8. Definicié. Tegyiik fel, hogy az A és B matrixokra o(A) = s(B) teljesiil. Ekkor e
két métrix A - B szorzatat a kovetkezSképpen értelmezziik:

s(AB) =s(A), o(AB)=o0(B) és i(AB)j = (A)(Bj). [ ]

Megjegyzés. A feltétel szerint az A matrix i-edik sordra és a B matrix j-edik oszlopara tel-
jesiilnek a 2.7. Definici6 feltételei, vagyis a szorzatmatrix elemeit valéban definidltuk. A definiciét
széban ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a szorzat i-edik sordnak j-edik eleme az els6 tényezd i-edik
sordnak és a masodik tényezd j-edik oszlopdnak a szorzata. |

A matrixszorzast dltaldban is jol motivélja linedris fiiggvények behelyettesitése. Ha

X = Za;,j €s yj = ij,ka, akkor x; = Z Zai,jbj,k zkx- Ezt a kapcsolatot a
J k k J
linedris algebra tirgyaldsdndl majd részletesebben is bemutatjuk.

7z

Technikailag az aldbbi médon gy6zdédhetiink meg konnyen arrél, hogy két — konk-
rétan megadott — matrixot az adott sorrendben 6ssze lehet-e szorozni, és ha igen, akkor
hogyan kaphatjuk meg a szorzat elemeit:

Helyezziik el a két matrixot igy, hogy soraik vizszintesen legyenek; tovabba az elsd
tényezd ,,jobb oldali felsé sarka” és a masodik tényez6 ,bal oldali als6 sarka” ugyanoda
keriiljon. A két matrixot akkor és csak akkor szorozhatjuk Ossze, ha az a sikrész, amely
az elsd tényezd ,,folott” €s a masodik tényezd ,.el6tt” van, egy négyzet. Ebben az eset-
ben a szorzatmatrixot az elsd tényezd ,,utdn” és a masodik tényezd ,,alatt” levd részben
»helyezhetjiik el”.

A szorzatmatrix barmelyik elemét a kovetkez6képpen irhatjuk fel: megnézziik, hogy
a széban forgé elem ,,el6tt” melyik sor all az els6 tényez&ben és azt, hogy a széban forgd
elem ,,folott” melyik oszlop ll a masodik tényezdben. A kapott sornak és a kapott oszlop-
nak a 2.7. Definiciéban adott szorzata fogja megadni a kivant elemet. Az is viladgos, hogy
a szorzatnak annyi sora van, mint az elsd tényezdnek, és annyi oszlopa, mint a masodik
tényezbnek.

7 z

A kovetkezd abran lathaté az eljaras:



50 I rész

2. Matrixok

r oszlop n oszlop
itt egy négyzetnek §
kell 4llnia 2
r sor ™
=
®
~

k sor
i-edik sor «—n0O
A i-edik sor j-edik eleme

<~ AB

2.5. Tétel. Ha a madtrixszorzds elvégezhetd, akkor asszociativ, azaz o(A) = s(B) és

o(B) = s(C) esetén A(BC) = (AB)C.

Bizonyitas. A szorzas definicidja szerint s(BC) = s(B) és o(AB) = o(B), tehat mind-
két oldal értelmezve van. A megfeleld elemek egyenldségét a kovetkez6képpen lathatjuk

be:

i(A(BC))j = GAXBC)j = Y (ANG(BC)j) =Y (A)(-B)C))) =

=Y GA) (ZQBS)(SCJ») =Y > iArrBy-sCj =

N

i(AB)(C)j =i((AB)C);.

2.6. Tétel. A matrixok szorzdsa nem kommutativ.

> (Z(l-ArxrBs)) («Cj) =D i(AB)(:C)) =

Bizonyitas. Azt, hogy valamely azonossidg nem érvényes, gy kell érteni, hogy nem
mindig teljesiil. Tulajdonképpen ezt nagyon egyszertien beldthatjuk. Ha ugyanis egy olyan
A és egy olyan B matrixot tekintiink, amelyre o(A) = s(B), de s(A) # o(B) (ilyenek
nyilvan léteznek), akkor az AB szorzat definidlva van, de a BA szorzat nincs. Felmeriil
azonban az a lehetdség, hogy taldn amikor az AB és BA szorzat mindegyike értelmezve
van, akkor megegyeznek. Hogy ennek sem kell mindig teljesiilni, azt igy lathatjuk be, hogy
a matrixok vélasztasanal s(A) = o(B) is teljesiiljon, de ez a szdm ne legyen egyenld s(B)-
vel. Ekkor létezik mindkét szorzat, de nem lehetnek egyenlSk, hiszen D(AB) és D(BA)
is kiilonboznek. Erre megint lehet azt az ellenvetést tenni, hogy esetleg D(AB) = D(BA)

esetén teljesiil a kommutativitas.
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Avégett, hogy ennek a lehetetlenségét is belassuk, olyan A és B matrixokat kell meg-
adni, hogy s(A) = s(B) = o(A) = o(B), és a két szorzat ennek ellenére sem egyenld.
Lassunk erre egy konkrét példat, amikor a sorok és az oszlopok szdma is kett. Legyen

01 ) 110
A—[O 0j| és B—|:O Oj|'

Ekkor konny(i szdmolassal adddik, hogy
00 . {0 1
AB—|:O Oi| és BA—[0 0:|. |
2.7. Tétel. Ha egy szorzat valamelyik tényezdje nullmatrix, akkor a szorzat is az;
azonban a szorzat lehet gy is nullmadtrix, hogy egyik tényez0 sem az.

7 2

Bizonyitas. A most megadott példa bizonyitja a tétel masodik 4llitdsat, az elss allitds
pedig nyilvanvalé. [ ]

2.8. Tétel. Ha létezik az AB szorzat, akkor tetszéleges ¢ szamra teljesiil a c(AB) =
= (cA)B = A(cB) 0Osszefiiggés.

Bizonyitas. Szdmmal valé szorzdsnal a matrix értelmezési tartomanya nem valtozik,
ezért mindhdrom esetben ugyanazt az értelmezési tartomanyt kapjuk. A matrixok elemeit
megfelel6en a;,-rel, illetve b, j-vel jeldlve az elemek egyenlségéhez azt kell megmutatni,

hogy

c (Zairbrj) = Z(Cair)brj = Zair(Cbrj);

ami viszont azonnal kovetkezik a disztributivitasbdl és az asszociativitasbol, valamint a
kommutativitasbol. [ |

2.9. Tétel. A matrixszorzds az dsszeaddsra vonatkozoan disztributiv. Vagyis, ha az A,
B, C és D matrixokra D(A) = D(B) és o(C) = s(A), o(A) = s(D), akkor érvényesek az
alabbi egyenléségek:

C(A+B)=CA+CB és (A+B)D=AD+BD.

Bizonyitas. A feltételekbdl azonnal kovetkezik, hogy barmelyik egyenlGségnél mind-
két oldalon ugyanolyan alakd matrix all. A matrixok elemeit megfeleléen a, b, ¢ és d
betiikkel jelolve az i-edik sor j-edik elemét kiszdmitva, ezek egyenl8sége a kovetkezShoz

vezet:
Zcir(arj + br]) = Zcirarj + Zcirbrjv
r r r

Z(ais +bis)dsj = Zaisdsj + Zbisdsj-
s s s
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Ezek mindegyike azonnal kovetkezik az Osszeadds azonossigaibdl és a szorzdsnak az
Osszeaddsra vonatkozé disztributivitdsabol. (A polinomokndl a behelyettesités miiveletének

a targyaldsa alkalmabdl 1atjuk majd, hogy a ,.két disztributivitds” fiiggetlen egymastol.)

A 2.9. Tételbsl azonnal adddik az alabbi

Kovetkezmény. A K testbdl vett elemil, n sord és n oszlopd matrixok K, halmaza a

s

fent értelmezett Osszeaddsra és szorzdsra nézve egy nemkommutativ gyirit alkot, amelyet

o

a K feletti n-szer n-es teljes matrixgyiiriinek neveziink. [ |
A matrixokndl fontos szerepet jatszanak az aldbbi fogalmak:

2.9. Definici6. Az A négyzetes matrix fédiagondlisan az ; A; elemeket és S(A) nyo-
mén a ZiAi Osszeget értjiik.
i
Ha egy négyzetes métrixban a fédiagondlis elemeinek kivételével minden elem O,
akkor diagondlis métrixrdl beszéliink. Ha emellett a f6diagondlis elemei egyenléek, akkor
ezt a matrixot skalarmatrixnak nevezziik. [ ]

Megjegyzés. Az A matrix nyomaét jelolik még Sp(A)-val és Tr(A)-val is. ]

A matrixok korében még két igen fontos miiveletet vezetiink be. Ezek egyike sem
mond semmit a szdmok esetében; egyikiik a matrixnak a fédiagondlisra val6 ,.tiikrozése”. A
masik mivelet a konjugélds altalanositasanak tekinthets. Ezt tigy végezziik, hogy a matrixot
tiikkrozziik a fédiagondlisdra, majd minden egyes elemének a konjugaltjat vessziik.

2.10. Definicié. Legyen A tetszleges matrix. Az A matrix A' transzponaltjan azt a
matrixot értjiikk, amelyre s(A") = 0(A), o(A") = s(A), tovabba ,-(AT)j = jA;. Az A métrix
adjungdltjan pedig azt az A* métrixot értjiik, amelyre D(A*) = D(AT), és i(A%); = j(A);. =

2.10. Tétel. Ha az alabbi egyenl6ségekben Iétezik a bal oldal, akkor Iétezik a jobb
oldal is, és fennall az egyenloség:

(AH' = A, (A" = A;
(c-A)f=c- (A, (c- A =c- A%
(A+B)' =A"+ B, (A+ B)* = A* + B*;
(AB) = BTA", (AB)* = B*A*.

Bizonyitas. A transzpondltakra vonatkoz6 els6 harom allitas nyilvanvaldan teljesiil. A
negyedik 4llitasbdl is vildgos annyi, hogy a jobb oldali matrix 1étezik és ugyanolyan alakd,
mint a bal oldali. A bal oldali szorzatmatrix i-edik sordnak a j-edik eleme nem mads, mint
az AB matrix j-edik sordnak az i-edik eleme. Az elemeket megfeleléen betlizve ez az elem

Z ajrby; lesz. A jobb oldalon dll6 matrix i-edik sordnak j-edik elemét ugy kapjuk, hogy
-

B' i-edik sordnak és A" j-edik oszlopdnak a szorzatit vessziik. Ez pedig, a transzponalt
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definici6jat figyelembe véve, nem mads, mint Z briaj,. A két 6sszeg pedig nyilvdnval6an
r

megegyezik. [ |
Az adjungéltakra vonatkoz6 azonossagok — a konjugalas tulajdonsagait felhasznalva
— kozvetleniil adédnak a transzponéltakra vonatkozé azonossagokbdl.

Megjegyzés. Bizonyitds kozben lattuk, hogy sormatrix transzpondltja oszlopmatrix, az oszlop-
matrixé pedig sormatrix. Pontosabban szélva fennall: (AT),- = (,-A)Jr és j(AT) = (Aj)T.

Megemlitjiik még a kovetkezSket. Ha az A matrixra AT = A, illetve A* = A teljesiil, akkor a
matrixot szimmetrikusnak, illetve onadjungaltnak nevezik. O

3. Permutaciok

A permuticidkkal tulajdonképpen a kombinatorika foglalkozik, nem pedig az algebra.
Itteni targyaldsukra a kés6bb bevezetésre keriilé determindns definidldsandl van sziikség.
Bizonyos szdmok — vagy egyéb elemek — permutéciéjdn ezeknek mds sorrendben valé
felirasat értik. Mi e helyett a ,,statikus” szemlélet helyett azt az ,.eljarast” fogjuk tekinteni,
amikor (vagy ahogyan) ezt a felirdst végezziik. Eppen ezért a mozgdst jobban kifejezs

permutaldst fogjuk hasznalni elnevezésként.

2.11. Definicio. Rogzitett n természetes szam esetén permutdldsnak nevezziik az I, =

= {1, 2, ..., n} halmaznak vagy barmely n elemii halmaznak 6nmagara valé kolcsondsen
egyértelmii leképezését, azaz bijekcidjat. [ ]

Megjegyzés. Egy o permutdlds tehdt egy olyan fiiggvény, amelyre D(o) = R(o) = I,, azaz
mind az értelmezési tartomanya, mind az értékkészlete az 1-t8l n-ig terjedd természetes szamok hal-
maza, ahol n egy rogzitett természetes szam. Ezenfelill még annak is kell teljesiilnie, hogy o az I,
kiilonboz6 elemeihez kiilonbozd elemeket rendel hozz4, tovdbbd mindig lehet taldlni olyan elemet,
amelyhez a o egy el6irt elemet rendel hozza.

Erdemes felfigyelni arra a tényre, hogy egy véges halmaz énmagéra val6 leképezése esetében

mind az injektivitdsbol, mind a sziirjektivitasbol kovetkezik, hogy a leképezés bijektiv. ]
Ha o : I, — I, egy permutélés, akkor o (1), 5(2), ..., o(n) a megfeleld permutacio.

A kovetkezd tétel a permutdldsoknak szdmunkra alapvetd tulajdonsigait rogziti:

2.11. Tétel. Egy n elemii A halmaz permutaldsainak a szdma n!. Az A halmaz per-
mutalasai a fiiggvénykompoziciora nézve csoportot alkotnak; azaz két permutalis szorzata
(kompozicioja) is permutdlds, ez a szorzds asszociativ, létezik ,,egységelem” és minden
elemnek van inverze.

Bizonyitas. ElSszor nézziik a csoporttulajdonsdgok (azaz a kompozicié felsorolt tulaj-
donsagainak) bizonyitasat. Legyenek o, 7 : A — A bijektivek. Ha a € A, akkor t(a) € A,
és igy ot(a) = o(t(a)) € A, tehit ot : A - A. Haa,b € A é a # b, akkor 7 injekti-
vitdsa miatt t(a) # t(b), és igy o injektivitdsa miatt ot(a) # o1(b); tehit ot is injektiv.
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Mivel o sziirjektiv, ezért tetsz6leges a € A elemhez 1étezik olyan b € A elem, amire a =
= o(b). A t sziirjektivitdsa miatt ehhez a b elemhez viszont van olyan ¢ elem, amelyre
b =1(c). Ezért a = o01(c), tehét ot is sziirjektiv. Ez az injektivitdssal egyiitt pontosan azt
jelenti, hogy ot is bijektiv.

A szorzat asszociativitdsdhoz nincs is sziikség masra, csak arra, hogy a szorzas az
.egymds utdn végzés”. Legyen o, 7,0 : A — A ésa € A. Ekkor ((o1)0)(a) = (o T)(0(a)) =
= o(1(o(a))) = o((ro)(a)) = (o(re))(a), ami a fiiggvényegyenlSség definicidja szerint
pontosan az asszociativitast jelenti.

A szorzas ,egységeleme” egy olyan ¢ : A — A elem, amelyre barmely 0 : A — A
esetén ot = 10 = o. Ennek a feltételnek nyilvan megfelel az identitds, azaz az u(a) =
= a tulajdonsdgu leképezés. Ez olyan bijekcid, amely kielégiti a fenti kivanalmakat. (M4s
permutdlds nyilvan nem is felelne meg.)

1 1 —1 z

Mivel o bijektiv, ezért 0~ : o(a) + a is bijekci6, amire 0o~ =0 0 = és
(e~ H! = o teljesiilnek.

Most ratériink az els6 allitas bizonyitdsara:

Altalaban azt bizonyitjuk be, hogy n-elemii A halmaznak barmely n-elemi B halmazra
val6 bijekcidinak a szdma n!. Allitdsunkat n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk.

1. Az n = 1 esetben egyetlen lehetdség van; és valéban 1! = 1.

2. n — 1-r6l n-re. Tekintsiik az A = {ay,a;,...,a,} és a B ={by, by, ..., b,} halma-
zokkal egyiitt az 0sszes o : A — B bijekcié halmazat. Barmely ilyen leképezés injektiv
moddon képezi le az A halmaz A’ ={a1, ar, ..., a,_1} részhalmazit B-be. Nem B-re, mert

egy elemnek biztosan ki kell maradnia. Jeloljiikk B;-vel azt a halmazt, amelyet a B-bdl a b;
elhagydsdval nyeriink. Mivel A’-nek n — 1 eleme van, ezért a fenti o leképezések az A’-t
mindig valamelyik B;-re képezik le. Az indukciés feltevés szerint ezeknek a bijekcidknak
a szama minden egyes i esetén (n — 1)!. Ezek a bijekciék minden ilyen esetben pontosan
egyféleképpen terjeszthetSk ki az A-t B-be vivd bijekciokka, nevezetesen ugy, hogy az a,
elemet minden esetben a megfelels b; elemre képezziik le. Mivel a B-bdl kihagyhat6 ele-
mek szdma n, ezért az igy elGallitott bijekcidk szdma n - (n — 1)! = n!. Vildgos, hogy igy
minden A — B bijekcié valéban el§ is all. [ |

2.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy a o permuticiéndl a o (i), o(j) péar inverziéban
all, hai < j és o(i) > o(j). A o permuticidondl inverziéban all6 parok szdmit a o
inverzidszdmanak nevezziik és I(o)-val jeloljik.

A o permutéciét parosnak, illetve paratlannak nevezziik aszerint, hogy /(o) paros-e
vagy pédratlan. Ezt a tulajdonsdgot o paritdsanak nevezziik. Ha ¢ és t mindegyike paros
vagy mindegyike pdratlan, akkor egyenld paritdsiaknak nevezziik Sket; egyébként kiilon-
boz6 paritdsiaknak. ]

P@©)

2.12. Tétel. Legyen P(o) = l_[{(a(j) —o(@)|i,j € In;i < j} és Qo) = PO

Ekkor Q(0) = 1, ha o pdros és Q(c) = —1, ha o pdratlan, azaz Q(c) = (—1)1@.
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o(j)—o( o(j)—o(

Bizonyitas. Definici6 szerint Q(o’) az 6sszes M, azaz az 0sszes M

u(j) — @) j—i
alaku tort szorzata, ahol i < j ési, j € I,.

Ez azt jelenti, hogy a szorzat szdmldléjaban is és a nevezdjében is az 1-t8l n-ig terjedd
szdmok kiilonbségei allnak; mégpedig minden kiilonbség pontosan egyszer szerepel, mert
o bijektiv. fgy a szorzat szamlal6janak és nevezdjének megegyezik az abszolit értéke, tehat
a hanyados vagy +1, vagy —1. Ha a o(j) és a o(i) par inverziéban 4ll, akkor a megfelel
o(j)—o()

- tort negativ, egyébként pozitiv. Eszerint Q(c) annyi negativ tényezdt tartal-

Jj—i
maz, amennyi a ¢ inverzidinak a szdma; tehat pontosan akkor —1 a szorzat, ha ¢ paratlan.
0(0) = (=)@ trividlisan igaz. -

2.13. Tétel. Legyen o,t € S,,. Ekkor Q(ot) = Q(o) - Q(t); azaz Q multiplikativ.
n > 2 esetén az I, pdros és pdratlan permutdcioinak a szdma megegyezik.

N .y , . o(j)—o() . .
Bizonyitas. A Q(o) értéke nem fiigg attdl, hogy a ———— torteket milyen sor-
i

rendbe irjuk. Ez azt jelenti, hogy nem valtozik meg Q(o) értéke, ha I, elemeire egy tet-
sz6leges T permutdlast alkalmazunk:

P(oct) P(ot) PQl) Q(or)
Q(O‘) = = . = .
P(r) P P(r) QO)
Ez bizonyitja a Q(o1) = Q(0) - Q(7) Osszefliggést.

Legyen 7 az a permutdlds, amelyre 7(1) = 2, 7(2) = 1 és w(i) =i, hai > 2. A

Q(m) szorzat-elbéllitisaban azoknak a torteknek az értéke, amelyeknek a nevezdjében a
kiilonbség mindegyik tagja nagyobb, mint 2, az 1 lesz. Azoknak a torteknek az értéke,

7z

amelyeknek a nevezdjében a kiilonbségnek csak az egyik tagja nagyobb, mint 2, az mindig

-2
, vagy l 5 alakdak, ahol i > 2). A megmaradd egyetlen
i

pozitiv lesz (ezek vagy l 1
i —

tényez6 TT1C —1. Eszerint & paratlan permutécid. Tekintettel arra, hogy nw = ¢, ezért

a o — or megfeleltetés paros permutilashoz paratlant, paratlanhoz parosat rendel hozzi;
bijektiv médon. [ |

2.14. Tétel. Legyenn > 2, 0 € S,. Ekkor Q™ = Q(o) és barmely Tt € S, esetén
Q(tar_l) = Q(0). Ha o transzpozicio — azaz két elemet cserél fel és a tobbit onmagaba
viszi —, akkor o pdratian.

Bizonyitas. 1 = Q() = Q™ 'o) = 0™ - Qo) bizonyitja az elsé allitast.
O multiplikativitisa és e tétel elsé allitdsa alapjan Q(tot™") = 0(1)0@)QGEY =
= 0(1)Q(x"HQ(0) = Q(0).

Legyen o egy transzpozicid, amelyre példaul o(i) = j, o(j) = i és minden mads

7z

széba jovo k esetén o(k) = k. Tekintsiik most az el6z6 tétel bizonyitdsdban szerepld m
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transzpoziciét, amelyre tehat w(1) = 2, w(2) = 1 és £ > 2 esetén w(£) = £. Ott azt is
lattuk, hogy m pératlan permutilds. Legyen most A = {3,...,n} és B az I,-nek az a
részhalmaza, amely az i és j elhagydsdval keletkezik. Definidljuk az I, T permutdldsat
a kovetkez8képpen: t(1) = i, t(2) = j és képezze le t az A halmazt a B-re bijektiv
médon — ez lehetséges, mert mindkét halmaznak n — 2 eleme van. Ekkor tnt Q) =
=tn(l)=1(2) =j és ot '(j) = tw(2) = (1) = i. B tobbi elemére v (k) € A miatt
a1 (k) = T (k) és igy trr N(k) =k, vagyis trt ! = 0. A tétel masodik allitdsa szerint
Q(o) és m egyenld paritasuak; tehat o paratlan. [ |

4. A determinans

A determindnsra a matematika majd minden dgaban sziikség van. Az algebraban els6-
sorban elséfokd egyenletrendszerek megolddsandl alkalmazzak. Tulajdonképpen a deter-
mindns fogalmdval szinte mindeniitt taldlkozunk, ahol négyzetes matrixok szerepelnek —
azaz olyan matrixok, amelyeknél a sorok és oszlopok szdma megegyezik. A determindns
nem mds, mint egy négyzetes matrixhoz hozzéarendelt szdm. A determindns meghatdroza-
sandl mar sziikségiink van arra, hogy a matrix elemeire igaz a szorzds kommutativitasa; s6t
az inverz matrix meghatdrozdsanal az osztas elvégezhetGségére is. A linedris algebra tar-
gyaldsandl latjuk majd a determindns ,,fogalmi” jelentését is. Itt most egy elemi definiciét
adunk:

2.13. Definicid. Legyen az A négyzetes mdtrixra s(A) =0(A)=nés ;Aj =a;j. Az A
matrix determinansan az
1A= Y (=) @a0) - are) - @now
oEeSy,

szamot értjik. Ha o(A) = n, akkor n-edrendii determinansrol beszéliink.

Az ai5(1) - A262) - - - - Anon) Szorzatokat a determindns tagjainak nevezziik, és (—1)1 ©)
e tagok eldjele. Az 6sszegben szerepld tagokat elbjeles tagoknak nevezziik. [ |
Megjegyzések

1. Valés szamok esetében egy matrix determindnsdnak egy tagja lehet pozitiv vagy negativ. E
tag elGjele nem ettdl fiigg.

2. Egy n-edrendl matrix determindnsdnak tehat annyi tagja van, amekkora S,,; azaz n!. Egy-egy
tagban (az elGjeltdl eltekintve) pontosan n darab tényez6 szerepel.

A 2.13. Definici6 a kovetkezdket mondja a matrix determindnsdnak az elkészitésérdl:

Vilasszunk ki a matrix minden egyes sordbol egy-egy elemet ugy, hogy ezek kiilonboz6 oszlo-
pokban legyenek, majd ezeket az elemeket szorozzuk Ossze. Ha a sorindexeket természetes sorrend-
ben vessziik, akkor megnézziik, hogy az oszlopindexek permuticidja paros-e vagy pdratlan, és ennek
megfelel6en a szorzatot véltozatlanul hagyjuk, vagy megszorozzuk (—1)-gyel. Tegyiik meg ezt min-
den lehetséges modon és a kapott szorzatokat adjuk Ossze, ez az Osszeg lesz a matrix determindnsa.
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Mint mondottuk, ez a definici6 teljesen elemi, de igen bonyolult. Ezen a médon — altaldban —
igen nehéz volna kiszdmitani egy négyzetes matrix determindnsét. Eppen ezért olyan szdmolasi sza-
balyokat fogunk megadni, amelyek a determindns kiszamitdsat egyszerlibbé teszik. A linedris algebra
targyaldsandl majd latni fogjuk, hogy a determindns ,,fogalmi” definici6jandl pontosan ezek a tulaj-
donsdgok jatszanak szerepet.

3. Vegyiik észre, hogy a determindns tagjaiban levd tényezdket barmilyen sorrendben irhatjuk.
Célszer( és sziikséges az el6jel meghatdrozasa abban az esetben, ha a tagot nem dgy irjuk fel, hogy
a sorindexek természetes sorrendben vannak. Legyen az(1)o(1) - dr(2)0(2) * - - - * @r(n)o(n) @ determindns
egy kiszemelt tagja, amelyik megegyezik az ajq(1) - @26(2) - - - - - Gno(n) taggal. Ebben a szorzatban az

aiq (i) tényez6 valamelyik a;(j)o(j) t€nyezdvel egyez6 indexd, azaz i = ©(j) €s 0(i) = 0(j) = Q‘L'_l (i),

vagyis o = ot~ , tehdt (—1)!@ = (—1)!@™™") = (_1)/©@®)_ Ennek megfelelden a 2.13. Definicié a
kovetkezbvel ekvivalens:

2.13. Definicié véltozat. Legyen az A négyzetes matrixra s(A) = 0o(A) =n és ;A; =
= ajj. Az A matrix determindnsdn az

1 1
14l = Z(_l) @O ar o0y - dr@oe) - - - - Grmom

szdmot értjiik, ahol ot ! végigfut S, elemein. [ |

4. Ha az A matrix elemekkel van megadva, akkor determindnsdndl nem tessziik ki a mdtrixot
jelol§ szimbSlumot, hanem az elemeket csupén két fiiggdleges vonal kozé tessziik. Igy, attél fiiggen,
hogy a determindns rendjét is jelolni akarjuk vagy sem, az [a;j]n, matrix determindnsdra vagy az
|aijln, vagy az |a;;| jelolést hasznéljuk. |A| helyett haszndlni fogjuk még a det(A) jelolést is.

5. n < 3 esetén az n-edrendli determindns viszonylag konnyen meghatarozhaté:

Az els6rendl determindnsnak egyetlen tagja van, amelyet nem kell (—1)-gyel szorozni, mert
az egyetlen elemi halmaznak nem létezik olyan permuticidja, amelyben inverzi6 lenne. Ebben az
esetben a determindns a mdtrix egyetlen eleme lesz.

A madsodrendl determindnsnak 2! = 2 tagja van. Az oszlopindexek sorrendje vagy 1,2, vagy
2, 1; az els6hoz tartozé permutdcié paros, a masodikhoz tartozé paratlan. Igy a masodrendd determi-
ndns a kovetkez6képpen kaphato:

i Z =a-d—>b-c.

A harmadrendd determindns 3! = 6 tagjandl az oszlopindexek lehetséges sorrendje (1,2, 3),
(1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), 3,1,2) és (3,2, 1). Az els6, negyedik és 6todik esetben a megfeleld
permuticié paros, a tobbiben pdratlan. Tehdt ezt a determindnst igy kaphatjuk:

ay ay as
bl b2 b3 = a1b203 — a1b302 — a2b163 +(12b361 + a3b162 — a3b261.
1 ¢

Ez az 0sszefiiggés viszonylag még konnyen megjegyezhets. Evégett irjuk le a harmadik oszlop

utdn az els6t, majd ez utdn a masodik oszlopot is még egyszer. Egy olyan matrixot kapunk, amelynek
hdrom sora és 6t oszlopa van:
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Konnyen ellendrizhetS, hogy a tagokat a kovetkezSképpen kaphatjuk meg. Az egy vonallal
0sszekotott harom-hdrom elemet mindig 6sszeszorozzuk. Ha a vonalat folyamatosan jeloltiik, a szor-
zatot valtozatlanul hagyjuk, ha viszont a vonalat szaggatottan jeloltiik, a szorzatot még (—1)-gyel is
meg kell szorozzuk. Ezt az Osszefiiggést, illetve kiszdmitdsi médot Sarrus-szabalynak nevezik. Bizo-
nyos rutin utdn mdr nincs sziikség az elsd két oszlop ismételt lefrdsdra. A kovetkez6 sémdkon az
elemeket csupdn pontokkal jeloljiik. Az egy vonallal vagy egy ,hdromszoggel” osszekotott elemeket
kell dsszeszorozni. A folyamatos vonal esetében pozitiv, a szaggatott vonal esetén negativ elgjellel
kell elltni a szorzatokat.

pozitiv elgjellel: negativ eldjellel:

Legaldbb negyedrendl determindnsok esetében a szdmoldsokhoz semmiféle ,.konny{ szabaly”
nincs. ]

A kovetkez6 tételben a determinansok alaptulajdonsigait fogalmazzuk meg, vagyis
azokat a tulajdonsdgokat, amelyeket kozvetleniil a determinans definici6jabol vezetiink le.

A késdbbi tulajdonsdgok mind olyanok lesznek, amelyeket az itt levezetett tulajdonsagok-
bél fogunk bizonyitani, anélkiil, hogy a determinans definicidjara ismét hivatkoznank.

2.15. Tétel. Barmely n természetes szam esetén az n-edrenddl determindnsokra igazak
az alabbiak:

a) Ha egy négyzetes mdtrix valamely sordt vagy oszlopat megszorozzuk egy ¢ szam-
mal, akkor a kapott matrix determindnsa az eredeti matrix determindnsianak a c-szerese
lesz.

b) Ha egy négyzetes mdtrix sorait permutdljuk, akkor paros permutdlds esetén nem
vdltozik a determindns, pdratlan permutdlas esetén pedig elGjelet valt. Specidlisan, ha két
sort felcseréliink, akkor a kapott mdtrix determindnsa az eredeti matrix determindnsdnak a
negativja lesz.

<

c) Tegyiik fel, hogy az A’, A" és A négyzetes matrixokhoz talilhaté olyan i természe-
tes szam, amelyre j # i mellett igaz a jA’ = jA” = j A 0Osszefiiggés, tovabbd A+ AT = A
(vagyis az elsé két matrix i-edik sordnak az Osszege a harmadik matrix i-edik sora; mig a
t6bbi sorok mindhdrom madtrixban megegyeznek). Ekkor det(A”) + det(A”) = det(A).

d) Ha egy négyzetes matrixban a fédiagonalis minden eleme +1 és a tobbi elem mind
0, akkor e matrix determindnsa 1.

e) Egy négyzetes matrix transzpondltjanak a determindnsa megegyezik az eredeti mat-
rix determindnsdval.
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Bizonyitds. a) Legyen A = [a;;] az eredeti métrix és B = [b;;] az a matrix, amit dgy
kapunk, hogy az A matrix egy sordt vagy egy oszlopat c-vel szorozzuk. A 2.13. Definicié
szerint ez utobbi matrix determindnsa az el6bbitdl abban kiilonbozik, hogy mindeniitt az a
betii helyett b betd dll, azonban az indexek megegyeznek. Tekintettel arra, hogy a szorzatok
minden sorbdl és minden oszlopbdl pontosan egy elemet tartalmaznak, az utébbi métrix
determindnsdban barmelyik tagot vessziik is ki, e tagban pontosan egy tényezd lesz az
eredetiben megfeleld tag megfeleld tényezjének a c-szerese, a tobbi tényez6 valtozatlan
marad. Tehdt a masodik matrix determindnsdnak minden tagja az elsé matrix megfeleld
tagjanak a c-szerese lesz. gy az egész determinéns is az eredeti matrix determindnsanak a
c-szerese lesz.

b) Irjuk fel A determindnsit a 2.13. Definiciéban adott médon:

1
|Al = Z (=D Dai5q0) - a0 - - - anom-
oeSy,

Tegyiik fel, hogy a sorokra a 7 permutalast alkalmaztuk. Ez azt jelenti, hogy a kapott
B = [b;;] métrixban a 7 (i)-edik sorban szerepel az A matrix i-edik sora. Azaz, a B-mdtrix

i-edik sora az eredeti matrix 7 ~!(i)-edik sora lesz. Igy B determinénsa:

|B| = Z (—l)l(o)bm(l) by .. bnom =

oesS,
_ I(o) _
= Z (=D az—11601)  Ar-10002) " -+ - A= mpom) =
ogeSy,
—1
= Z (=IO Dg100) - @) - - - - Anom),
oesS,

felhaszndlva a 2.13. Definiciénak a 3. megjegyzésében szerepld viltozatit. Az I(w ') =
= [ () Osszefiiggés alapjan tehat |B| = (—1)1 ™| A|, mint allitottuk. Tekintettel arra, hogy
két sor cseréje paratlan permutalds, ezért ekkor valdban el6jelet valt a determindns.

¢) A b) pont alapjén feltehetd, hogy i = 1. Legyen A = [a;;], A’ = [b;j] és A” = [c;j].
Tekintsiik |A|-ban a o permutéldshoz tartoz eldjeles tagot. Ez ai o1 - aj ;) alaku, ahol a
mésodik tényez6 aj ;) = 42,6(2) - n,om)- E tényezGben nem szerepel a métrix elsd sordbdl
vett elem. Hasonloképpen 4ll el6 a mésik két matrixnak a o permutdldshoz tartozé elgjeles
tagja, ezek b1 o) - b o) illetve ci o) - ¢f 5y alakiak, ahol a by ;. illetve a cf 5,
szorzatokat hasonléképpen hatdroztuk meg, mint az a; ,;, szorzatot. A métrixok elemei a
mésodik sortél kezdve megegyeznek, igy af ;) = b 51y = ¢} 51)» Mg @160y = b1y +
+c1,001)- Bz azt jelenti, hogy az A métrix determindnsdnak minden tagja el64ll a masik két
matrix megfelel$ tagjdnak 6sszegeként, és igy ez a determindns valéban egyenld a mdsik
két determindns 0sszegével.

d) A szereplé matrix determindnsdban azoknak a tagoknak mindegyike 0, amelyekben
egyetlen tényezdben is olyan a;; elem all, amelyre i # j, hiszen valamelyik t€nyezd 0. Az
egyetlen megmaradt tag aj; - ax - .. .- ay,, ami az identikus permutdldshoz tartozik, és igy
elgjele +1, mert az identikus permutdcié paros.



60 I rész 2. Matrixok

e) Az eredeti A = [a;;] madtrix transzponaltja [b;;] = [aj;]. Itt a o permutdldshoz

tartozoé tag (—I)I(J)blg(l) . b20‘(2) B bno‘(n) = (—l)l(a)ag(m “Ag22 -+ Aomn- Ez pedig a
a 2.13. Definiciénak a 3. megjegyzésében szerepld valtozata alapjan megegyezik (elGjelét

z 2z

tekintve is!) az A matrix determindnsdban fellép6 (—1)1 (”)alg(l) “Aoa(2) - - - Ano(n) taggal;
tehat a két determindns valéban egyenld. [ |

1. Kiegészités. A 2.15. Tétel b) és c) pontja akkor is igaz marad, ha sor helyett 0sz-
lopot tekintiink.

Bizonyitas. A szerepld matrixokat transzpondlva, a bizonyitott tétel alapjan a meg-
felel§ Osszefiiggések sorokra vonatkozé allitdsokba menvén &t, igazak lesznek. A tétel e)
pontja szerint ekkor az eredeti Osszefiiggések is érvényesek. [ |

2. Kiegészités. Ha egy A négyzetes matrix valamelyik sordban vagy oszlopaban min-
den elem 0, akkor determindnsa 0.

Bizonyitas. Ha a szdban forgd sort 0-val szorozzuk, akkor a matrix nem viltozik. A
2.15. Tétel a) pontja alapjan determindnsa az eredeti determinans 0-szorosa lesz, azaz |A| =
= 0-|A| = 0. Az oszlopokra vonatkoz6 4llitds ebbdl azonnal adédik az 1. Kovetkezmény
alapjan. ]

A determindns meghatarozasandl igen fontos az alabbi

2.16. Tétel. Ha egy madtrixban két sor (vagy oszlop) megegyezik, akkor determindnsa
0. Ha egy matrix valamely sordhoz (vagy oszlopdhoz) hozzaadjuk egy téle kiilonb6zd sor
(vagy oszlop) szamszorosat, akkor determindansa nem vdaltozik.

Bizonyitas. A 2.15. Tétel e) pontja alapjan elegendd csak a sorokra vonatkozé allitast
bizonyitani. Legyen az A (négyzetes) matrix determindnsa —d. Ha A-nak két sorit felcse-
réljiik, akkor egy olyan A" métrixot kapunk, amelynek determinénsa a 2.15. Tétel b) pontja
szerint d. Ha azt a két sort cseréljiik fel, amelyik megegyezik, akkor A" = A miatt d = —d
adddik. Ez csak a d = 0 esetben lehet.

Tekintsiink most egy tetszSleges (négyzetes) A matrixot. Ha e matrix i-edik sordhoz
hozz4adjuk a j-edik sordnak c-szeresét (j # i), akkor a kapott A’ mdtrix determindnsa
a 2.15. Tétel c) pontja alapjan két méatrix determindnsdnak az 0sszegével lesz egyenld. E
két matrix egyike az eredeti A matrix. A mdsik matrix — jelolje ezt A” — tgy adédik az
A-bél, hogy az A mitrix i-edik sora helyén a j-edik sornak a c-szerese szerepel. Az |A”|
determindnst a kovetkez&képpen hatirozhatjuk meg. Legyen A" az a matrix, amelyet tgy
kapunk az A matrixbdl, hogy annak j-edik sordban is az i-edik sor szerepel. E tétel elsd
4llitasa alapjan |A”'| = 0. A 2.15. Tétel a) pontja alapjan |A”| = ¢ - |A”| = 0. Igy valéban
|A'| = |Al [ ]
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1. Kiegészités. A 2.16. Tételben leirt eljarassal, sor-, illetve oszlopcserével, valamint
egy sordnak vagy oszlopanak (—1)-gyel valo szorzdasdval minden négyzetes matrix diago-
ndlis alakra hozhato gy, hogy kozben determindnsa nem valtozik.

Bizonyitas. Legyen A = [a;;] négyzetes n-edrendi matrix. Tegyiik fel, hogy a k-
ndl kisebb indext sorokban és oszlopokban a f6diagondlis elemein kiviil mindeniitt O all.
A fenti eljarassal el fogjuk érni, hogy ez a k-adik sorra és oszlopra is teljesiiljon. Ezzel
legfeljebb n 1épésben megkapjuk a kivant diagondlis alakot. (A k = 0 eset adja az ,,indulé”
1épést.)

1. Ha minden i > k indexre az i-edik sorban és oszlopban csak 0 4ll, akkor a matrix
mar diagondlis alakban van.

2. Ha van olyan i, j > k index, amire a;; # 0, akkor a kdvetkez8képpen jarhatunk
el: Mindenekel6tt célszer( a legkisebb ilyen i, majd ezen beliil a legkisebb ilyen j indexet
venni. Ha i > k, akkor felcseréljiik az i-edik és k-adik sort, s ha j > k, felcseréljik a
j-edik és k-adik oszlopot. Ezaltal a matrix elsé k — 1 sora és oszlopa nem véltozott meg;
tehat ott tovabbra is minden diagonélison kiviili elem 0. Attdl fiiggéen, hogy egy vagy két
1épést kellett-e megtenniink, a determindns elGjelet véltott, illetve nem véltozott. Az el6bbi
esetben (példdul) a k-adik sort (—1)-gyel szorozzuk. A matrix els6 k — 1 sora és oszlopa
most sem valtozott meg; tehat ott tovdbbra is minden diagondlison kiviili elem 0. A most
kapott determindns viszont megegyezik az eredetivel. Jeloljik a most kapott matrix elemeit
b[ j -vel.

3. Minden i > k indexre az i-edik sorbdl vonjuk ki a k-adik sor (b;j/bgj)-szorosat.
Ezaltal a k-adik oszlopban csak a diagondlis elem fog kiilonbozni 0-t6l, és a k-adik sor
nem véltozik meg. Most minden j > k indexre vonjuk ki a k-adik sor (by;/bii)-szorosit a
j-edik oszlopbdl. Ezutdn mar a k-adik sorban is csak a f6diagondlis elem lesz 0-t6l kiilon-
boz6. Mivel ezek a 1épések a determindnst nem valtoztatjdk meg, ezért valoban elértiik a
bizonyitas elején kitlizott célt. |

Megjegyzés. A fenti Kiegészités mddot ad a determindns viszonylag gyors kiszdmoldsédra, amely
programozhaté is, és szamitégépen gyorsan elvégezhets. ]

2. Kiegészités. Ha egy négyzetes matrixban a fédiagondlis alatt (vagy felett) dll6 min-
den elem 0, akkor a matrix determindnsa megegyezik a fodiagonalis elemeinek szorzatdval.

Bizonyitds. Ha az A = [a; ;], madtrixban a f6diagondlis alatt 4116 minden elem 0
(a;,j =0, hai > j), akkor tekintsiik a f6diagondlis elemeinek a1, ..., an,, sorozatét.
Tegyiik fel, hogy ebben a sorozatban minden i < r indexre a;; # 0. Vonjuk ki az elsd

ai,j P T PO . . ; PR
oszlop —L-szeresét a j-edik oszlopb6l minden j > 1 indexre. Ezutdn a masodik oszlop
ai

a
“2) 76rosét a j-edik oszlopbdl minden j > 2 indexre és igy tovdbb az (r — 1)-edik
az;

oszlopig. A 2.16. Tétel szerint a kapott B = [b; ;] mdtrix determindnsa megegyezik az

eredeti A matrix determindnsdval. Az eljards alapjan a B matrix els6 r — 1 sordban a
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fédiagondlis minden eleme 0. Ezért az r-edik oszlopban b; , = 0, hai < r. Azi > r
esetben az A madtrixra kirdtt feltétel kovetkeztében b; , = a; ,, hiszen az ezeken a helyeken
4all6 elemekbdl mindig O-t vontunk ki.

Ha a,, = 0, akkor a B matrix r-edik oszlopdnak minden eleme 0. A 2.15. Tétel 2.
Kiegészitése szerint tehat |B| = 0. Ekkor viszont a fédiagonalis elemeinek a szorzata is 0,
hiszen e szorzat egyik tényez&je is 0. Amennyiben a f6diagondlis egyetlen eleme sem O,
akkor az eljarast folytatva egy olyan B diagondlis matrixot kapunk, amelyben a f6diago-
ndlison kiviil minden elem 0, és a f6diagondlis elemei ugyanazok, mint az A maétrixban. A
2.15. Tétel a) és d) pontja alapjan ennek determindnsa éppen a f6diagondlis elemeinek a
Szorzata. |

5. A determinans Kkifejtése

Az els6-, méasod- és harmadrenddi determindns meghatdrozasi médjat ismerjiik, ezért
lehetséges volna az n-edrenddi determindnst rekurzivan meghatdrozni. Ezt valéban meg is
lehet tenni. ElSkésziiletiil azonban néhdny fogalomra lesz sziikségiink.

2.14. Definicio. Ha egy matrix egy sorit vagy egy oszlopat elhagyjuk, a kapott matri-
xot az eredeti matrix részmatrixdnak nevezziik. Ha egy matrixnak egyetlen sora és egyetlen
oszlopa van, akkor nincs részmatrixa. Egy matrix részmatrixanak nevezziik az 6sszes olyan
matrixot, amelyek a fenti eljardssal az eredeti matrixbdl nyerhetSek. |

Megjegyzés. Az eljaras els6 1épése az aldbbi mddon irhatd le részletesebben. Tetsz6leges A mat-
rixbdl a kovetkezSképpen készitiink egy A’ matrixot: Rogzitiink egy i természetes szdmot, és j < i
esetén legyen jA' = jA, ha pedig j > i, akkor legyen jA’ = j; A. Hasonl¢ vonatkozik egy oszlop
elhagydsara. A mésodik rész azt mondja ki, hogy ezt a 1épést a kapott Gj mdtrixra tovabb folytatva
mindig az eredeti métrix egy részmatrixat kapjuk. Masképpen fogalmazva: egy matrix részmatrixait
ugy nyerhetjiik, hogy bizonyos sorait és/vagy oszlopait elhagyjuk.

Nem mondhatjuk azonban azt, hogy bizonyos sorokat vagy oszlopokat megtartunk, mert a
.megmaradt” soroknak nem feltétleniil marad meg minden eleme. a

Induljunk ki egy A négyzetes matrixbol. Legyen ennek a determindnsa |A|, i-edik
sordnak a j-edik eleme pedig a;;. Ha az A mdtrix i-edik sordt és j-edik oszlopit elhagyjuk,
akkor ismét egy négyzetes matrixot kapunk. Ezeknek a tovabbiakban fontos szerepiik van.

2.15. Definicid. Legyen Aj;;) az a métrix, amely az A matrixbdl az i-edik sor és a j-
edik oszlop elhagydsdval keletkezik. Az A matrix ;A; eleméhez tartozé aldetermindnsnak

nevezziik az A;; = (—1)i* . |Aij)| szamot. [ |

Megjegyzések
1. Az aldetermindns tehdt nem egy részmdtrix determindnsa, hanem vagy részmadtrix determi-
ndnsa, vagy ennek negativja — az elhagyott oszlop és sor indexétdl fiigg6en.
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2. Konnyti meghatdrozni, hogy egy aldetermindns megegyezik-e a megfelel6 részmatrix deter-
mindnsdval, vagy annak ellentettje lesz-e. Erre szolgdl az ugynevezett sakktdblaszabdly. Képzeljiik
el az eredeti matrixot mint egy sakktablat, amelynek n sora és n oszlopa van (az igazi sakktablanal
n = 8). Ezt a sakktablat ugy képezhetjiik, hogy az elemeket az egyes mezSkbe irjuk. A mezSket
azonban nem ,,sO0tét”-re €s ,,vildgos’-ra szinezziik, hanem a felhaszndlt ,,szinek” legyenek a ,,plusz”
és ,,minusz” jelek. Ezenfeliil még azt is fel kell tenni, hogy az els6 sor elsé elemének megfeleld
mezGbe a + jelet irjuk. fgy a kovetkezd ,,szinezést” kapjuk:

e e S e A
_+_+_...
+_+_...

Amelyik mez&be a + jel kertilt, az ahhoz tartoz6 aldetermindns megegyezik a megfelelS részmat-
rix determindnsdval. Amelyik mez&ben a — jel van, az pedig e métrix determindnsdnak az ellentettje
lesz. O

2.17. Tétel. Ha az A = [a;;] négyzetes matrix i-edik sordban vagy j-edik oszlopdban
az ajj-t6l kiilonbozé minden elem 0, akkor e mdtrix |A| determindnsdra |A| = ajj - Ajj
teljestil.

Bizonyitas. Az a;; = 0 esetben az dllitds trividlisan igaz. Az a;; # 0 esetben tgy
bizonyitunk, hogy az 4llit4st egyre egyszeriibb esetekre vezetjiik vissza. Ekdzben a métrixot
megvdltoztatjuk, azonban a megfelel determindnsok nem véltoznak.

1. Feltehetd, hogy sem az i-edik sorban, sem a j-edik oszlopban nincs a;;-t8l elte-
kintve 0-t6l kiilonboz6 elem. Valéban, az i-edik sor (vagy a j-edik oszlop) megfeleld
tobbszordsét a tobbi sorhoz (vagy oszlophoz) hozzdadva ez elérhetd. Tudjuk, hogy ekdzben
a determindns nem valtozott. Mdsrészt az i-edik sor j-edik eleméhez tartozé részmaétrix-
szal az eljaras alatt nem torténik semmi, ezért determindnsa sem valtozhat. Végiil pedig a
szoban forg6 sor- és oszlopindexek valtozatlanok 1évén, a (=1)i* tényezd sem valtozik.

2. Feltehet6, hogy i = j = 1. A sorok és oszlopok szimmetrikus helyzetének kovetkez-
tében elég, ha azt bizonyitjuk, hogy i = 1 feltehets. Cseréljiik fel az i-edik sort rendre az
(i — 1)-edikkel, az (i —2)-edikkel, . . ., a masodikkal, az els6vel. E sorcseréknél a részmatrix
nem valtozik, €s igy nem véltozik determindnsa sem. Nem viltozik meg az a;; elem sem.
Az eredeti matrixban viszont i — 1 szdmu sorcserét végeztiink, és igy az dj matrix deter-
mindnsa az eredeti matrixénak a (—1)'~'-szerese lesz. Tekintettel arra, hogy az eljarasnal

az i-edik sorbdl az elsé lett, az aldetermindnsndl fellépd (—1)i+j faktorbdl (—1)1+j lett.

E kettének a hdnyadosa pedig ugyancsak (=1)7'. Azaz, az eredetileg felirt Osszefiiggés
akkor és csak akkor 4ll fenn, ha az 4j matrixban igaz a megfelel6 Osszefiiggés.

3. Feltehet6, hogy a métrixok diagondlis alakiiak — ekkor pedig az allitds igaz. Alkal-
mazzuk ugyanis a 2.16. Tétel utdni 1. Kiegészitést a részmatrixra. Ha ekozben valamelyik
sor vagy oszlop minden eleme O lesz, akkor ez a sor vagy oszlop az eredeti métrixban is
0-va valik; igy A = 0 és A; i = 0. Ha ez az eset nem fordul el6, akkor a részmatrixot is



64 I rész 2. Matrixok

€s az eredeti matrixot is diagondlis alakra hoztuk. Mivel eljaras kozben mind a részmatrix-
ban, mind az eredetiben ugyanannyi sorcserét, illetve ugyanannyi oszlopcserét végeztiink,
a bizonyitandé6 egyenléség mindkét oldalat (—1)-nek ugyanannyiadik hatvanydval szorozva
helyes egyenl6séghez jutunk; bizonyitva a kivant allitast. u

2.18. Tétel (Kifejtési tétel). Ha egy négyzetes mdtrix valamely sordnak vagy oszlo-
pdnak elemeit megszorozzuk a hozzdjuk tartozo aldeterminanssal, és a kapott szorzatokat
Osszeadjuk, akkor a mdtrix determindnsdt kapjuk. Vagyis az A = [a;;] mdtrix |A| determi-

ndnsdra:
Al =) aij - Aij =) aij - Aij.
J i

Bizonyitas. Ismét elég, ha a sorokra vonatkozé dllitast bizonyitjuk. Definidljuk —
rogzitett i esetén — az AY) matrixot ugy, hogy i-edik sordnak j-edik eleme a;; legyen, e
sor tobbi eleme pedig 0. A matrix tobbi sora egyezzék meg az A matrix megfelel sordval.
Ekkor a 2.15. Tétel c) pontjanak ismételt alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy:

|A] = [AD] + |AP ]+ +]AM)].

A 2.17. Tétel szerint viszont IA(j)| = a;j - Ajj, ami bizonyitja a tételt. [ |

Kiegészités (ferde kifejtés). Ha egy négyzetes matrix valamely sordnak (oszlopanak)
elemeit megszorozzuk egy masik sor (oszlop) megfelel6 eleméhez tartozo aldetermindnssal,
akkor ezek osszege 0 lesz, vagyis:

ozza,-j.A,jzzaij-Am ahol r# i, s# j.
j i

Bizonyitas. Szintén elég, ha a sorokra szoritkozunk. Tegyiik fel, hogy az i-edik sor
elemeit a j-edik sor megfelel§ elemeihez tartozé aldetermindnsokkal szorozzuk. Tekint-
stink most egy matrixot, amely az adottdl abban kiilonbozik, hogy e matrix minden sora az
eredetinek a megfeleld soraval egyenld, kivéve a j-ediket, amely az eredeti matrix i-edik
sordval egyezik meg. E matrix determindnsarél mar tudjuk, hogy 0. Ha viszont e matrix
determindnsét ,kifejtjiilk a j-edik sor szerint”, akkor éppen a fenti dsszeget kapjuk; ami
bizonyitja 4llitdsunkat. |
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6. Specialis matrixok

A determindnsok felhasznaldsaval méd nyilik arra, hogy bizonyos métrixok kozotti
specidlis Osszefliggéseket megfogalmazhassunk. El6késziiletiil azonban sziikségiink lesz
egy — a késdbbiekben is igen fontos — fogalomra, amelynek a segitségével megéllapithat-
juk, hogy egy négyzetes matrix determindnsa 0 vagy sem. (Itt csak egy ,.elvi” megallapitas-

r6l van sz6. Gyakorlatban a mér ismertetett eljarassal hatdrozhatjuk meg a determindnst.)

2.16. Definicié. Legyenek ALV AD azonos alakd métrixok, tovabba ¢, ..., cr
tetsz6leges szdmok e matrixok kozos értékkészlet-tartomanyabdl. A

AV 4. g AP

matrixokat az adott matrixok linearis kombinacidinak nevezziik. Ha a tekintett szamok
mindegyike 0, akkor trividlis linedris kombinéciérél beszéliink. Minden mds esetben nem
trivialis linearis kombinaciordl. [

Vildgos, hogy matrixoknak a trividlis linedris kombindcidja (ha készithet6 linedris
kombinécid) a nullmatrixot adja. El6fordulnak azonban olyan specidlis esetek, amikor a
matrixok egy nem trividlis linedris kombindicidja is a nullmdtrixot eredményezi. Péld4ul az
A=[1,2,3], B=1[4,5,6],C =[7,8,9] mitrixokra 1- A+(—2)-B+1-C = [0, 0, 0]. Eppen
ez adja a kovetkez6 definiciénak az értelmét:

2.17. Definicié. Ha bizonyos matrixoknak van olyan nem trividlis linedris kombina-
ci6ja, amely a nullmatrixot adja, akkor e matrixokat linedrisan Osszefiiggbknek nevezzik.
Ha ilyen linedris kombindci6 nincs, akkor linedrisan fiiggetlen matrixokrdl beszéliink. MW

2.19. Tétel. Egy négyzetes matrix determindnsa akkor és csak akkor 0, ha sorai (0sz-
lopai) linedrisan Osszefiiggoek.

Bizonyitas. Tekintsiik az A = [q;;] négyzetes matrixot. A szimmetria miatt itt is ele-
gendd, ha csak a sorokkal foglalkozunk. El8szor tegyiik fel azt, hogy e matrix sorai line-
arisan Osszefiiggenek. Mds széval 1éteznek olyan cy, ..., ¢, szdmok, amelyek koziil nem
mind 0, hogy a ¢ - (jA)+- - - + ¢, - (,A) matrix minden eleme 0. A feltétel miatt van olyan
i index, hogy c¢; # 0. Szorozzuk ekkor meg az eredeti matrix i-edik sorit c;-vel, majd
az igy kapott mdtrix i-edik sordhoz adjuk hozzd, minden i-tdl kiilonboz$ j-re, a matrix
Jj-edik sordnak cj-szeresét. A kapott B mitrixra egyrészt |B| = ¢; - |A|, a 2.15. Tétel a)
pontja és a 2.16. Tétel alapjan. Mdasrészt e matrixnak egy sora — a feltétel szerint — csupa
0-bdl all, amibdl az kovetkezik, hogy determinansa 0. Szamok szorzata csak tgy lehet O,
ha valamelyik tényez6 0, de ¢; # 0, ezért |A| = 0.

Tegyiik most azt fel, hogy az adott métrix determinansa 0. Allitasunkat a determinans
rendjére vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha a determinéns rendje 1, akkor a mat-
rixnak egyetlen eleme van, amely a feltétel alapjan 0. A ¢; = 1 vélasztdssal olyan nem
trividlis linedris kombindcidhoz jutunk, amely a nullmétrixot adja.
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Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden (n — 1)-edrend(i determindnsra. Ha az adott A
matrix els$ soraban minden elem 0, akkor ¢, =--- =¢, =0, ¢; = 1 valasztassal a ¢; - (1A)+
+ -+ +cp - (,A) linedris kombindcié a nullmétrixot adja, és ¢; # O miatt ez nem trividlis
linedris kombindcié. Ha a métrix elsd sordban nem minden elem 0, akkor feltehet8, hogy ez
éppen az elsé elem. A sorok Osszefligghségén vagy fiiggetlenségén ugyanis nem valtoztat
az oszlopok cseréje (az Osszefiiggés azt jelenti, hogy minden oszlopban O keletkezik a
megfeleld linedris kombindcional), ezért feltehetd, hogy a;; # 0. Az is vildgos, hogy a
linedris Osszefiiggés, illetve fiiggetlenség megmarad, ha az els sort elosztjuk aj;-gyel.
Ezaltal a matrix determinansa is a;;-ed részére valtozik, tehat 0 marad.

Vonjuk most ki az i-edik sorbdl az elsd sor a;-szeresét. A kapott A’ métrixban az elsé
oszlop elsd eleme 1, a tobbi pedig 0. Az eljards sordn a determindns nem valtozik meg,
tehat tovabbra is |A’| = 0. Tekintsiik most az elsS sor és els6 oszlop elhagydsdval keletkezé
B matrixot. A 2.17. Tétel alapjan 0 = |A| = 1-|B|, azaz |B| = 0. A teljes indukcids feltevés
miatt 1éteznek olyan b, ..., b, szdmok, amelyek kozott van 0-t6l kiillonbozs és by - 2 B +
4+-+-+by -, B =0. Mivel az A’ métrix els6 oszlopaban a masodik sort6l kezdve mindeniitt
0 4ll, ezért by - 2 A"+ ---+ by, - yA' = 0 is teljesiil. A fenti dsszefiiggésbe a fenndlls ;A" =
=;A —aj; - 1A egyenl6ségeket (i > 1) behelyettesitve

by 2A+---+by-yA—(ay+---+ay) - 1A=0
addédik. Ez az A matrix sorainak egy linedris kombinicidja, de nem a trividlis linedris
kombindacid, hiszen feltételiink szerint a b,, ..., b, szdmok kozott van 0-t6l kiilonb6zs. W

2.20. Tétel. Ha az n soru négyzetes A matrix determindnsa 0, akkor talalhato hozzd
olyan ugyancsak n sori négyzetes B madtrix, amelynek nem minden eleme 0, de BA null-
matrix.

Bizonyitas. A 2.19. Tétel szerint 1éteznek olyan ¢; szamok, amelyek kozott van O-

tél kiilonboz8, hogy Z ¢i(;A) a nullmétrixot adja. E matrix j-edik eleme a tagok j-edik
i

elemének az Osszege, azaz Z ci(;Aj); ami feltétel szerint O-val egyenld. Definidljuk most

l
a B midtrixot tgy, hogy ; B; = c;j. Ekkor B nem a nullmatrix, hiszen van 0-tdl kiilonbdz6

eleme. (Az is feltehetd, hogy B-nek éppen n sora van, tehat négyzetes matrix, ez azonban
a bizonyitasnal tulajdonképpen nem is lényeges.) Most a BA matrix i-edik soranak j-edik
elemét hatdrozzuk meg:

i(BA)j = BXAj) =) ¢k (Aj)=0. ]
k
Tovébbi eldkésziiletiil bevezetjiik az dgynevezett Kronecker féle §-fiiggvényt.

2.18. Definicid. Jelolje &;; azt a természetes szamparokon értelmezett fiiggvényt,
amelynek értéke 1, ha i és j megegyezik, mig i # j esetében a fiiggvényérték 0. [ |

Megjegyzés. A fiiggvény analég médon értelmezhet§ tetszéleges halmaz esetén, azaz 1 az értéke
azonos elemekbdl 4ll6 parra, és 0 az értéke kiillonbozd elemekbdl 4ll6 parra. O



2. 6. Specialis matrixok L rész 67

2.19. Definicié. Azokat az I négyzetes matrixokat, amelyekre ;/; = §;;, egységmat-
rixoknak nevezziik. Ha azt is jelolni akarjuk hogy a matrixnak n sora van, akkor az I,
jelolést hasznaljuk. ]

2.21. Tétel. Ha egy I egységmatrixra Iétezik az Al, illetve az I B szorzat, akkor Al =
= A, illetve I B = B. Ezzel a tulajdonsdggal csak az egységmatrixok rendelkeznek.

7 oz

Bizonyitas. Az els§ dllitdsnal a szimmetria miatt elég az Al-re vonatkozd részt
belatni.

(AD; =Y GADGL) =) (A = iAj,
k k

mint allitottuk.

Ha valamely E madtrix hasonlé tulajdonsdggal rendelkezik, akkor a megfeleld sor-
szdmu [ egységmatrixszal szorozva az EI szorzat [ a feltétel szerint, és E a most bizo-
nyitottak alapjan. Tehat e két matrix valéban egyenld. [ |

2.20. Definici6. Ha az A négyzetes matrixhoz taldlhaté olyan B, illetve C matrix,
amelyekre BA, illetve AC egységmatrix, akkor ezeket — megfeleléen — az A matrix bal,
illetve jobb oldali inverz matrixdnak — vagy roviden balinverzének, illetve jobbinverzének
— nevezziik. Ha B = C, akkor inverz matrixrdl beszéliink. [ |

Megjegyzés. Noha egyelSre nem lesz sziikségiink rd, tetszSleges téglalap alakd métrix esetében
definidlhaté a balinverz és a jobbinverz. Ha A-nak k sora és n oszlopa van, akkor a BA szorzatnak
(ha 1étezik) n oszlopa van. Ezért ez csak az [, egységmatrix lehet. Ha BA = I,,, akkor B az A-nak
balinverze. (Ekkor természetesen B-nek n sora €s k oszlopa van.) Megfelel6en, ha AC = I, akkor C
az A-nak jobbinverze. A linedris algebra targyaldsandl latni fogjuk, hogy k # n esetében csak egyik
oldali inverz 1étezhet (ha k < n, akkor AC = Ij lehetséges). a

2.22. Tétel. Ha az A négyzetes madtrix determindnsa nem 0, akkor Iétezik inverz mat-
rixa.

Bizonyitas. Legyen az A = [g;;] mdtrix a determindnsa 0-t6l kiilonb6z8. Ekkor a
kovetkez&képpen fogjuk megkonstrudlni az A-nak a B = [b;;] inverz matrixdt: legyen

bij=Aj;- a~', ahol A ji a j-edik sor i-edik eleméhez tartozo aldetermindns. Ebbdl:
i(AB)j = aix - Aji-a”".
k
A jobb oldalon a kifejtési tétel szerint a -a~' =1 4ll az i = j esetben, mig a ferde kifejtés

szerint O-t kapunk, ha i # j. Igy B az A-nak jobbinverze. Az oszlopok szerinti kifejtést
haszndlva ugyanigy adddik, hogy B balinverze is A-nak, ami bizonyitja a tételt. [ |

2.23. Tétel. Ha az A négyzetes matrix determindnsa 0, akkor nem Iétezik sem balin-
verze, sem jobbinverze.
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Bizonyitas. Azt mutatjuk meg, hogy az A-nak nincs jobbinverze. A balinverzre vonat-
koz6 allitast hasonldan (illetve a transzpondlds felhasznaldsaval) bizonyithatjuk. Tekint-
siik az A matrixhoz a 2.20. Tételben konstrudlt B matrixot, amelynek minden egyes sora
ugyanaz volt. BA = 0 alapjan barmely C matrixot is tekintiink, B(AC) is nullmétrix lesz

(amennyiben a szorzds elvégezhets). Igy Z(,- Bi)(xrACj) = 0, ami azt jelenti, hogy AC
k

sorainak a B valamely sora elemeivel vett linedris kombinéci6ja a nullmétrixot adja. Tekin-
tettel arra, hogy B nem a nullmétrix volt, ezért a széban forg6 linedris kombindcié nem a
trividlis. Ebbdl pedig a 2.19. Tétel alapjan az kovetkezik, hogy az AC matrix determindnsa
0. Az egységmatrix determindnsa a 2.15. Tétel d) pontja szerint 1 (tehdt nem 0), ezért a
szorzat nem lehet az egységmatrix. [ |

Megjegyzés. Tulajdonképpen tobbet is bebizonyitottunk, mint amit 4llitottunk. Nevezetesen,
csak annyit haszndltunk fel, hogy az A négyzetes matrixhoz 1étezik olyan B maétrix, amelyik nem
nullmétrix, de a BA szorzat nullmétrix. Mar ebbdl kovetkezik tehdt, hogy az A matrixnak nem létezik
jobbinverze. Ebbdl azonban az is kovetkezik, hogy az A matrix sorainak létezik olyan nem trividlis
linedris kombinécidja, amely a nullmatrixot adja, vagyis a széban forgd matrix determinédnsa 0.

A 2.23. Tétel szerint, ha az A négyzetes mdtrixnak létezik balinverze, akkor determindnsa nem
lehet 0. Ebbsl viszont a 2.22. Tétel alapjan kovetkezik, hogy létezik inverze, ami megegyezik a
balinverzével. g

Eredményeinket a kovetkez6képpen foglalhatjuk 6ssze:

A négyzetes matrixok koziil pontosan azok a nulldetermindnstdak, amelyeknek nem
1étezik sem bal-, sem jobbinverziik, illetve taldlhaté hozzdjuk olyan matrix, amelyik nem
nullmaétrix, de az eredetit szorozva vele mégis a nullmatrixot kapjuk (ilyen taldlhat6 ,bal
oldalrél” is €s ,,jobb oldalrdl” is).

A nem nulldetermindnsi matrixok pontosan azok, amelyeknek 1étezik inverziik, illetve
egy madtrixszal balrdl vagy jobbrdl szorozva csak ugy kaphatunk nullmétrixot, ha ez a
tényezd is nullmatrix.

Ezeknek az éllitdsoknak a bizonyitasat nem kozoljikk. Az eddig bizonyitott tételekbdl
azonban csupdn a miiveletekre vonatkozé 0sszefiiggések felhasznédldsaval bizonyithatok.

Megjegyzés. Lattuk, hogy ha két négyzetes matrix valamelyikének a determinédnsa 0, akkor a
szorzatuknak (ha 1étezik) szintén O lesz a determindnsa. Ennél tobb is igaz: nevezetesen, ha két négy-
zetes matrix 0sszeszorozhatd, akkor szorzatuk determindnsa megegyezik a tényez6k determindnsdnak
a szorzatdval. Ennek a bizonyitdsa itt nagyon hosszadalmas lenne; a linedris algebra targyaldsa koz-
ben majd adunk erre egy egyszer(i bizonyitast. ]

Feladatok

Az 1-25. feladatokban azonos méretli négyzetes matrixok szerepelnek:

1. Milyen feltétel mellett igaz (A + B)> = A% +2AB + B, (A + B)(A — B) = A> — B?;
(A+B)?=A*+B*
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2. Mutassuk meg, hogy ha AB = A és BA = B, akkor mindkét matrix idempotens — azaz
A? = A, illetve B = B.

3. Mutassuk meg, hogy lehet A>=Aés B>=Bés AB=BA= 0.
4. Bizonyitsuk be, hogy ha A~! és B! léteznek, akkor (AB) ™' = B~1A™1.
5. Mutassuk meg, hogy A akkor és csak akkor involiicio, azaz A% =1 ha I+A)(I—-A)=0.

6. Bizonyitsuk be, hogy szimmetrikus A és B mdtrixokra AB pontosan akkor szimmetrikus,
ha AB = BA.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha A szimmetrikus, akkor barmely P mdtrixra létezik PAP" és az
szimmetrikus.

8. Bizonyitsuk be, hogy A és B pontosan akkor felcserélhetdek, ha A — cI és B — cl felcse-
rélhetSek (c egy szam).

9. Mutassuk meg, hogy A + AT és AAT mindig szimmetrikus, és A + A* és AA* mindig
Onadjungalt.

b . .
10. Feleltessiik meg az a+bi komplex szdmnak az [ a ] valés elem( matrixot. Bizonyitsuk
a

be, hogy ez egy injektiv homomorfizmus, amelynél a nyom a nyomba és a norma a determindnsba
megy at.

a B
_B&

testet alkotnak (a szorzds nem kommutativ).

11. Tekintsiik a komplex elem [ i| matrixot. Bizonyitsuk be, hogy ezek az 0sszeaddsra

és a szorzdsra egy ,,nemkommutativ”’
13. Bizonyitsuk be, hogy ha A nilpotens (azaz van olyan n természetes szdm, amelyre A" = 0),
akkor (I — A)-nak létezik inverze.

14. Egy matrix felsé (also) haromszdg madtrix, ha a fédiagondlis alatti (feletti) elemek minde-
gyike 0. (Az a;; elem a f6diagondlis alatt van, ha i > j, a f6diagondlis felett, ha i < j.) Bizonyitsuk
be, hogy a fels6 (als6) hdromszog métrixok az 0sszeaddsra €s szorzdsra egy nemkommutativ gydrt
alkotnak.

15. Nevezziink egy fels6 (alsé) haromszog matrixot szigordan felsé (als6) haromszog matrix-
nak, ha a fédiagondlisban is csupa 0O 4ll. Bizonyitsuk be, hogy ezek is gyfir(it alkotnak; és ebben a

2 o

gytirtiben minden n-tényez8s szorzat O (n a matrixok sorszdma).
16. Bizonyitsuk be, hogy ha A idempotens, akkor B =1 — A is az; és AB=BA = O.

17. Bizonyitsuk be, hogy ha egy matrix minden matrixszal felcserélhets, akkor skaldr matrix.
Bizonyitsuk be, hogy diagondlis matrixokkal felcserélhetdé matrixok pontosan a diagondlis matrixok.

18. Hatdrozzuk meg az AB — B A nyomét. Bizonyitsuk be, hogy AB — BA = I lehetetlen.

19. Bizonyitsuk be, hogy A~ akkor és csak akkor létezik, ha A-val lehet ,.egyszertsiteni”,
azaz az AB = AC feltételbdl mindig kovetkezik B = C.

20. Egy A maétrixot antiszimmetrikusnak neveziink, ha A" = —A. Hatdrozzuk meg az antiszim-
metrikus matrixok diagondlis elemeit.
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21. Bizonyitsuk be, hogy minden A Onadjungdlt matrix felirhaté A +i - B alakban, ahol A
szimmetrikus, B antiszimmetrikus (valésak) és i a komplex egység.

22. Bizonyitsuk be, hogy ha A-nak létezik inverze, akkor (A + B)A™'(A — B)=(A — B)A"'(A + B).

23. Bizonyitsuk be, hogy egy paratlan sorszamu antiszimmetrikus (valds elemii) matrix deter-
mindnsa 0.

24. Bizonyitsuk be, hogy egy onadjungalt métrix determindnsa valds.

25. Legyenek az A, B, C négyzetes matrixok méretei megegyezdek (mint ahogy a feladatok

A
elején mar feltettiik). Bizonyitsuk be, hogy a P = [

0
c B]ma’ltrixra|P|=|A|-|B|.

26. Bizonyitsuk be, hogy ha az A; mdtrixok méretei, illetve a B; matrixok méretei egymads
kozott azonosak €s l1éteznek az A; B; szorzatok, akkor
By
[Ay ... A ]| P | =ABi+ - +A/B,.
Ar

Definidljuk a végtelen matrixokat a kovetkez6képpen:

Definici6. Jelolje N a természetes szdmok halmazit, és legyen K egy tetszSleges

szamtest. Egy A : N x N — K fiiggvényt K-elemt, vagy K feletti végtelen matrixnak
neveziink.

A fenti matrixr6l azt mondjuk, hogy végtelen sok sora és végtelen sok oszlopa van.
Itt négyzetes (kvadratikus) matrixrdl nincs értelme beszélni. [ |

27. Bizonyitsuk be, hogy az A = [a; ;] és B = [b; ;] végtelen métrixok Osszegét az A+B = C =
=[ci,j] = lai,j + b;, ;] Osszefiiggéssel; a d - A szorzatot ad - A = [d - a;,j] Osszefiiggéssel definidlva,
e miiveletekkel a végtelen matrixokra ugyanolyan azonossagok teljesiilnek, mint a végesekre.

28. Mutassuk meg, hogy végtelen matrixok esetében a D = A - B szorzatra a D = [d; ;] =

= [Z aiibr, ,} definici6 értelmetlen.

t
Nevezziink egy A = [a;, ;] végtelen matrixot
. sorvégesnek, ha minden i-hez van olyan j;, hogy j > ji esetén a; j =0,
. oszlopvégesnek, ha minden j-hez van olyan i, hogy i > i; esetén a; j =0,
. sor- és oszlopvégesnek, ha sorvéges és oszlopvéges,
. végesnek, ha van olyan n, hogy i, j > n esetén a; j = 0.

AW~

29. Bizonyitsuk be, hogy a fent definialt négyfajta matrix esetén a definidlt 6sszeadasnak is és
a szdmmal val6 szorzdsnak is ugyanilyen fajta matrix az eredménye.

30. Bizonyitsuk be, hogy a fent definidlt négyfajta matrix esetén a definidlt szorzds elvégezhets
és ugyanilyen fajta matrix az eredménye.

31. Milyen matrixot kapunk, ha egy sorvéges matrixot €s egy véges matrixot szorzunk?

32. Legyen A sorvéges, B oszlopvéges; mit tudunk mondani az AB, illetve a BA matrixr6l?



HARMADIK FEJEZET

EGYHATAROZATLANU POLINOMOK

1. Az egyhatarozatland polinomok fogalma

A polinomok bevezetése az egyenletek targyaldsanal valt sziikségessé. Az egyenletben
szerepld ismeretlenrdl az egyenlet megoldésa eltt csak azokat a tulajdonsdgokat lehet fel-
tenni, amelyek minden szdmra teljesiilnek. Valami ,,altaldnos” vagy ,.hatdrozatlan” szdmra
lenne sziikség, amellyel gy lehetne szdmolni, mintha szdm lenne, és a végén a helyére
akdrmelyik szdmot beirhatjuk.

Példaként nézziik az x> — 3x + 2 = 0 egyenlet megolddsit. Ennek az egyenletnek a
bal oldalat felirhatjuk (x — 2)(x — 1) alakban. Mas széval X2 =3x+2=(x—-2)(x—1.
Ez ut6bbi felirds egy ,,azonossag”, vagyis az egyenléség mindig teljesiil, barmilyen szimot
frunk is az x helyébe. Behelyettesités utdn persze a két tényezd szorzata csak ugy lehet O,
ha valamelyik tényez$ az; vagyis az eredeti egyenletnek csak 1 vagy 2 lehet a megoldésa.

Egy ilyen x ,hatdrozatlan” szdmmal tehat miveleteket lehetne végezni; azaz tetszole-
ges ,konkrét” ag, ay, . .., a, szdmokkal képezhetnénk az agp + ajx + - - - + a,x" alaki kife-
jezéseket, majd ezeknek esetleg a hanyadosat is. Ez utébbiakat most nem fogjuk targyalni.
A fenti ,kifejezéseknél” az okoz gondot, hogy értelmetlen egy ,,formdlis” hatdrozatlant
és egy konkrét szdmot Osszeszorozni, vagy a hatdrozatlant hatvdnyozni, illetve ilyeneket
Osszeadni.

A polinomok ag+ajx +- - -+aux™ alakd ,kifejezések”, ahol az a;-k ,,valamilyen” szd-
mok. Tulajdonképpen szamok helyett tekinthetnénk példaul matrixokat is. Altalanosabban
ezek egy R gyfrd elemei. Az ,,x” nem ismeretlen, mert nem egyenletet akarunk megol-
dani; de nem is valtozd, mert nem fiiggvényeket adtunk meg. Az x-et itt hatdrozatlannak
fogjuk hivni.

A polinom a fiiggvény ,.el6készitd” alakja; a hatdrozatlan ,tulajdonsdga” az, hogy
,barmit behelyettesithetiink”. A ,barmi” azt jelenti, hogy amit behelyettesitiink, az alta-
laban egy nagyobb § gyfirti eleme. (Egy egész egyiitthatds polinomba behelyettesitjilk a
,»gyokeit”, amelyek 4ltaldban nem is raciondlis szdmok.) Emellett azt , képzeljiik”, hogy a
miiveleti Osszefiiggések megmaradnak.
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Lehetséges volna a polinomokat gy értelmezni, ahogyan azokat elképzeljiik. A minél
pontosabb bevezetésnél viszont itt is annak az altaldnos algebrai elvnek az alkalmazésa a
célszer(i, amit a komplex szdmokndl mdr lattunk. El6bb adjuk meg egyszerre az Osszes
szoba jové kifejezést, ezekre értelmeziink miiveleteket igy, ahogy szeretnénk, — majd
ezutdn igazoljuk, hogy a megadott ,,valamik™ koz6tt ott van a kivant hatdrozatlan is — st
mi tobb, ugyantigy lehet vele szdmolni, mint ahogyan akartuk. Lathatd, hogy szinte ez az
egyetlen célravezetd médszer. Ha ugyanis a fenti tipusi valamik 1éteznek, és rendelkez-
nek a kivant tulajdonsdgokkal, akkor egyszerre is megadhatok. Ez az eljards tehat célhoz
vezet. (Megjegyezziik, hogy mds mddszert is alkalmazhatunk. Ha valamikrdl eleve tudjuk,
hogy tgy viselkednek, mint a kérdéses kifejezések, akkor egyszeriien ezeket adjuk meg —
mint egy modellt. fgy példaul a polinomok bevezetésére alkalmas lenne bizonyos specidlis
végtelen négyzetes matrixokat tekinteni, a matrixmiiveletekre mint miiveletekre nézve.)

A polinomok tirgyaldsandl el6szor figyelembe kell venniink, hogy milyen szamok az
egylitthatok. A szamunkra legfontosabb eset az, amikor az egyiitthatékat valamilyen tet-
sz€s szerinti (szam)gy(ir(ibdl vehetjilk. Az x ,hatdrozatlan” polinomjai tehat e (szdm)gyd-
ribdl valo egyiitthatokkal adhatok meg. Vagyis ezek a polinomok gy tekinthetSk, mint a
(szam)gyliribol vett elemek egy sorozata. Errdl a sorozatr6l nem tehetjiik fel, hogy adott
szamu elembdl all, mert e polinomok akarmilyen ,.hossziak” lehetnek. Ezért tehat célszer(
a polinomokat végtelen sorozatokkal jellemezni. E végtelen sorozatok azonban nem lehet-
nek ténylegesen végtelen hossziak, mert a behelyettesités utan kapott végtelen dsszegeknek
altalaban nincs értelmiik. Ezen ugy segithetiink, hogy kikdtjiik: a sorozat elemei valahon-
nan kezdve mind 0O-val egyenl6ek. (Egy olyan ,,végtelen” Osszeg, amelyben csak véges
sok tag kiilonbozik 0-t6l, mar konnyen meghatdrozhatd, ez megegyezik a 0-t6] kiillonb6z6
tagok Osszegével.)

A tovabbiakban meg kell figyelniink, hogy a hatarozatlanra valéban semmiféle megko-
tés nem 4llhat-e fenn, azaz két polinom csak ugy egyezhet-e meg, ha a megfeleld egyiitt-
haték is megegyeznek. (Kiilonben a hatdrozatlan ,,gyoke” volna a két polinom ,.kiilonb-
ségének”, vagyis nem irhatndnk helyébe akarmilyen szdmot.) Azt is meg kell nézniink,
hogy miképpen végezhetjiik a polinomokkal a miiveleteket — figyelembe véve a szdmokra
vonatkozé miiveleti azonossidgokat. Mindezek ismeretében definidlhatjuk a miiveleteket
altalaban. (A miiveletek definiciéjdnak a célszerliségét nem mutatjuk meg, de meg lehet
vizsgdlni, hogy a miiveleteket valéban ennek az alapjdn fogjuk definidlni.)

v o

Avégett, hogy a polinomokat a szerepl6 szamgyfirti elemeitdl j61 megkiilonboztethes-
stik, a bevezetésiiknél a polinomokat vastagitott betlikkel fogjuk jelolni.

2 o

3.1. Definicié. R (szam)gy(ir(ibeli egyiitthatds vagy R feletti egyhatdrozatlani polino-
moknak nevezziik az R elemeibdl képezett olyan

f=(ap,ar,...,an,...)
végtelen sorozatokat, amelyekben csak véges sok 0-t6] kiilonb6z6 szdm szerepel.
A sorozatban szerepld szdmok a polinom egyiitthatdi.

A fenti fés a g=(by, by, ...,by,...) R-beli egyiitthatés polinomokat akkor tekintjiik
egyenléeknek, ha minden i indexre érvényes az a; = b; Osszefliggés.
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Az R-beli egyiitthatés polinomokra az aldbbi mtiveleteket értelmezziik:

1. Haa € Résf=(ag,...,as, ...)egy R feletti polinom, akkor ezek szorzata az af =
=(a-ap,...,a-as,...) polinom.

2. Haf=(ag,...,as,...)és g=(by, ..., bs,...) két R-beli egyiitthatés polinom, akkor
ezecku=f+g=1_(c,...,cs,...) 0sszegét a ¢; = a; + b; Osszefiiggéssel definidljuk,
ahol i végigfut a nemnegativ egész szamokon.

3. A (2) alatt adott f és g polinomok v=Ff-g=(dy,d|,...,d,...)szorzatit a

1
dl = Za]bl—] = aob,‘ +a1bi—] + ... +aib0
Jj=0
osszefiiggéssel definidljuk, ahol i végigfut a nemnegativ egész szamokon. [

Most és a tovabbiakban feltessziik, hogy az 1 szdm eleme az R gyfir{inek.
Mindenekel6tt az R-beli egyiitthatés polinomokra vonatkozé miiveleti azonossdgokat
allapitjuk meg:
3.1. Tétel. Az R feletti polinomokra érvényesek a kdvetkezd azonossagok:
1. Az Osszeaddsra vonatkozo azonossdgok:
(1) Az Osszeadas kommutativ.
(2) Az Osszeadis asszociativ.
(3) Elvégezhetd a kivonds (egyértelmiien).
II. A szorzdsra vonatkozo azonossagok:
(1) A szorzds kommutativ.
(2) A szorzds asszociativ.
III. A miiveleteket 0sszekoté azonossagok:
(1) A szorzds az 0sszeadasra nézve disztributiv.
) a(f+g) =af +ag,
(3) (a +b)f = af + bf,
4 (ab)f = a(bh),
5) 1f=f,
(6) a(fg) = (af)g = f(ag).
ahol f és g tetszoleges R-beli egyiitthatos polinomok, a,b € R, és 1 az ,,egy” szam.

Bizonyitas. A polinomok egyenlGségének a definicija alapjan azt kell megmutat-
nunk, hogy a megfelel§ egyenldségek minden egyiitthatéra érvényesek.

Legyenek f, g és h adott polinomok, amelyeknek az (n+1)-edik helyen 4ll6 egyiitthatdi
rendre a,, b, és c,. Ezeket fogjuk haszndlni a bizonyitdsnal.

L(1) £+ g és g+ f megfelelS egyiitthatéi a, + b, és b, + a,, amelyek a szdmok Ossze-
addsdnak a kommutativitdsa alapjan megegyeznek.

L.2) (f+g) +h és f+ (g +h) megfelels egyiitthat6i (a, + by) + ¢, és ap + (by + cn),
amelyek ugyancsak megegyeznek a szdmokra vonatkozé asszociativitds alapjan.
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L.(3) f — g definici6 szerint az a polinom, amelyet g-hez adva f-et kapunk. E kiilonb-
ségpolinomnak az (n + 1)-edik egyiitthatéja csak a, — b, lehet; és ez nyilvan meg is felel
a feltételnek. Jegyezziik meg azt is, hogy az a o polinom, amelynek minden egyiitthat6ja
0, rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy o + f = f, tetszGleges f polinomra. Létezik
még minden f polinomnak egy egyértelmi negativja, amelynek (n + 1)-edik egyiitthat6ja
éppen —ay.

IL.(1) A megfelel egyiitthatok egyenl6sége azt jelenti, hogy

n n
E aiby—; = E bian—;.
i=0 i=0

A masodik 0sszegben az Osszegzést i helyett (n —i)-re végezve és a tényezdket felcserélve
éppen a bal oldali 6sszeget kapjuk.

I1.(2) Legyen a harom vizsgdlt polinom f, g és h. Azt kell megmutatni, hogy az (fg)h
és az f(gh) szorzat megegyezik. A megfelel$ egyiitthatok itt sokkal bonyolultabban frhatok
csak fel:

Z Zaj . bi_j Cn—i, illetve Zai ij cCp—i—j
i J i J

Itt mind a bal, mind a jobb oldalon pontosan az &sszes olyan a; - b; - ¢ alakd szorzat
szerepel, amelyekre i + j +k = n. gy a megfelel$ egyiitthaték megegyeznek, tehit egyenls

a két polinom is.
I1.(1) Az (f+ g)h és fh + gh polinomok (n + 1)-edik egyiitthatdja:

Z(a[ +bj)cp_i, illetve Z ajcy_;i + Z bijcy_;.
i i

l
Ezek pedig a szdmokra vonatkoz6 disztributivitds alapjan egyenlGek.
A 1III. (2)-t81 (5)-ig terjedd azonossagok érvényessége rendre az a(a, +by,) = aa,+ab,,
(a + b)ap = aay, + bay, (ab)a, = a(bay) és 1 - a, = a, egyenldségekbdl kovetkezik.
Végiil a II1.(6) Osszefiiggés az

a (Z aibni> =Y (aap)by—i =y _ai(ab,_;)
i i i
egyenlségekbdl nyerhetd. |

Formalisan tekintve, az R-beli egyiitthatés polinomok kozott nem szerepelnek az R-
beli szamok. ,,Valdjaban” viszont vildgos, hogy a ,.konstans polinomok™ R-beli szdmoknak
is tekinthet6ek. Ezt mondja ki precizen az aldbbi

3.2. Tétel. Aza— £, =(a,0,...,0,...) megfeleltetés egyértelmiien és miivelettar-

toan képezi le az R szamgyiiriit az R-beli egyiitthatos polinomok gyiiriijébe (tehdt ez egy
injektiv homomorfizmus), tovabba barmely £ R-beli egyiitthatos polinomra af =f, - f.

Mindezek alapjan ugy tekinthetjiik, hogy az R-beli egyiitthatos polinomok kozott ott
vannak az R-beli szdmok is.
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Bizonyitas. A megfeleltetés egyértelmisége nyilvanvald, a miivelettartas pedig kovet-
kezik a polinomok ko6zotti 6sszeadds és szorzds definicidjabdl. A polinomok szorzasabol
az utoljara emlitett azonossag is azonnal adddik. (A megfelels egyiitthatdk kiszamitasat az
olvasdra bizzuk.)

Ezek szerint az f, alaki polinomokat tigy tekinthetjiik, mint az R-beli szamokat. S6t,
még az is érvényes, hogy egy ilyen polinommal val6 szorzds ugyanazt adja, mint a megfe-
lel6 szammal val6 szorzds. Ez azt jelenti, hogy az R elemei helyébe a megfelel6 polinomo-
kat frva be a 3.1. Tétel 6sszes azonossaga is érvényben marad (csak azokat kell megnézni,
amelyekben szdmok is szerepelnek): II1.(2) és II1.(3) a disztributivitasbol, I11.(4) és II1.(6)
az asszociativitisbdl és a kommutativitasbol kovetkezik, a II1.(5) pedig trividlis. Ez jelenti
pontosan azt, hogy tgy tekinthetjiik, hogy az f, polinom helyén az a szdm 4ll, vagyis a
polinomok k&zott ott vannak az R elemei is. [ |

Megjegyzés. Tekintettel arra, hogy a szdmokat is polinomoknak tekinthetjiik, ezért a tovéabbi-
akban mdr nincs sziikség arra, hogy a polinomokat vastagitott bettikkel jeloljiik. O

3.3. Tétel. Jelolje x azt a polinomot, amelyben a mdsodik egyiitthato 1, a tobbi pedig
0, azazx =(0,1,0,...,0,...). Ekkor az f = (ap, ay, ..., ay, ...) polinom felirhato az
f=ao+a; -x+---+apx" +---
alakban, ahol az a; szam a 3.2. Tételben megadott polinomnak felel meg, a miiveletek a
polinomokra értelmezett miiveletek.

A kapott polinomokat az x hatarozatlan R-beli egyiitthatos polinomjainak nevezziik.

(x hatvanyait a szokdsos modon rekurzivan definidljuk: N =1, x'=x, .., Prasi

=xk~x.)

Bizonyitas. A polinomok 0sszeadasanak a definicija szerint minden polinom olyan
polinomoknak az 6sszegeként irhaté fel, amelyekben egyetlenegy 0-tdl kiilonbozé egyiitt-
hat6 szerepel — hiszen a 0-t1 kiilonbdzs egyiitthatok szama véges. gy az elébbi f poli-
nom (0, ...,0,aq;,0,...) alaki polinomok Osszege, ahol az a; szdm az (i + 1)-edik egyiitt-
hat6. Ezt a polinomot is tovabb alakithatjuk, és a; - (0,...,0,1,0,...) = a; - g; alakba
frhatjuk, ahol g;-ben az egyetlen 1-es az (i + 1)-edik helyen all. Megmutatjuk, hogy g;
éppen az adott x polinom i-edik hatvdnya. Ezt az i-re vonatkoz6 teljes indukciéval bizo-
nyitjuk.

Az i = 0 esetben a szereplS g; polinomra gy = 1 = x* a 3.2. Tételbeli megfeleltetés
és x" definiciGja szerint. g = x! definicié szerint teljesiil. Tegyiik fel, hogy x/ = g i
A hatvanyozds azonossdgai alapjan ekkor X =xoxl = x gj- A 3.1. Definicidban a
szorzdsndl hasznalt polinomokra legyen f =x, g =g; ésv = x/*'. Ekkor a;i=0,hai # 1
€sa; =1,tovdbbd b; =0, hai # jésbj=1. Ebbol d, = 0 kbvetkezik, kivéve azn = j+1
esetet, amikor az 0sszeg tagjai kozott fellép az egyetlen nem O szorzat: a; -bj=1-1=1.
Tehdt dj,; = 1, vagyis x/* = gj+l- [ |

3.2. Definicié. Az R szamgyiribeli egyiitthatés polinomokat a definidlt 6sszeaddsra

és szorzasra nézve R feletti polinomgyftirtinek nevezzik.
Az x=(0,1,0,...,0,...) jelolés esetén e polinomgyfriire az R[x] jelolést haszndljuk. M
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3.3. Definicio. Az R[x]-beli
f=ao+aix+---+aix' +-- +ayx"

polinom esetén az a; neve az i-edfokd tag egyiitthatdja. A 0-adfoku tag egyiitthatdja a
polinom konstans tagja.

Ha a, kiilonbozik 0-tdl, akkor ezt a szdmot a polinom fGegyiitthatéjdnak nevezziik.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy »n a polinom foka.

A polinom fokara a gr(f) jelolést fogjuk hasznalni. (Szokdsos még a deg(f) jelolés
is.)

Ha a polinomnak nincs 0-t6] kiilonboz6 egyiitthat6ja, akkor a polinomnak nem defi-
nidlunk fokot.

Ha gr(f) = 0, akkor a polinomot konstansnak vagy konstans polinomnak nevezziik.

Ha gr(f) = 1, akkor azt mondjuk, hogy a polinom els6fokd vagy linedris.

Ha a polinom féegyiitthatdja 1, akkor normalt polinomrdl beszéliink. [ |

3.4. Tétel. Legyen f, g € R[x].

(1) Ha mindketto kiilonbozik 0-tol és gr(f) > gr(g), akkor vagy f+g=0, vagy
gr(f +g) < gr(f). A gr(f) # gr(g) esetben igaz a gr(f + g) = gr(f) Osszefiigges.

(2) f-g =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha f és g koziil legalabb az egyik 0. Ellenkezo

esetben gr(f - g) = gr(f) + gr(g). Ekkor a szorzat féegyiitthatoja a tényez6k fbegyritt-
hatoinak a szorzata. Specidlisan, ha mindkét polinom normalt, akkor szorzatuk is az.

Bizonyitas. Legyen elGszor mindkét polinom 0-t6l kiilonb6z8, és legyen gr(f) =

=n > k = gr(g). Més szdval a polinomok
f=ap+ - +apx" 6 g=bo+-+bpxk

alakban irhaték, ahol mind a,, mind by kiilonbozik 0-t6l. Az n = k esetben f+g =
= (ap + bo) + - - - + (an + by)x". Ha ez a polinom 0-t4l kiilonbozik, akkor egyiitthatéi kzott
is van 0-tdl kiilonb6z6. Az n-nél magasabb foku tagok egyiitthatéi mind 0-val egyenlbek,
ezért a polinom foka legfeljebb n, ahogy allitottuk. Ha viszont k < n, akkor az Gsszeg
féegyiitthat6ja biztosan a, lesz, ami kiilonbozik 0-t6l. Ezzel az (1) alatti allitast igazoltuk.

(2) bizonyitasdhoz el6szor is megjegyezziik, hogy ha a két polinom koziil valamelyik
0, akkor a szorzat is az. Valéban, ekkor — figyelembe véve a szorzds definici6jat — e
szorzatban fellépd kéttényez8s szorzatok mindegyikében legaldbb az egyik tényezé O, s
igy e szorzatok maguk O-val egyenléek. Ekkor viszont ezek Osszege is csak O lehet, tehat
a szorzatpolinom minden egyiitthat6ja 0, ami éppen azt jelenti, hogy a szorzatpolinom is
0. Ha a két polinom egyike sem 0, akkor a bizonyitas elején megadott alakban felirva,
an és by éppen e polinomok féegyiitthat6i. Ekkor a disztributivitds és az xtoxd = xit
Osszefiiggés felhaszndlasaval e két polinom szorzata

f-g=aohy+ -+ (apbp)x™*

alaku lesz, ahol a szorzat fel nem irt tagjaiban x kitevdje (n +k)-ndl kisebb €s pozitiv. (Per-
sze egy-egy x-hatvany egyiitthatdja tobb kéttényez0s szorzat osszege lesz.) A féegyiitthatok
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0-tdl kiilonboznek, ezért szorzatuk is 0-tdl kiilonbozs. Egyrészt tehat a szorzat féegyiittha-
toja éppen az (n +k)-adfokd tag egyiitthat6ja, vagyis a szorzat foka megegyezik a tényezdk
fokdnak az 0sszegével. Mdsrészt azt is kaptuk, hogy a szorzat f6egyiitthat6ja a tényezdk
féegyiitthatéinak a szorzata, amibdl viszont azonnal kovetkezik, hogy normalt polinomok
szorzata is normalt polinom. ]

A 3.2. Definiciéban szerepelt a polinomgyiri elnevezés. A szamgytrtikkel mar a
komplex szdmok bevezetésénél taldlkoztunk. A ,,gyliri” sz6 arra utal, hogy a vizsgélt rend-
szer elemeire milyen miiveleteket értelmeztiink; és ezekre a miiveletekre milyen azonossa-
gok teljesiilnek. Mindkét esetben két miivelet szerepelt, amelyeket dsszeaddsnak és szor-
zdsnak neveziink. Az ezekre vonatkoz6 azonossigokat a 3.1. Tételben soroltuk fel. Ezek

szerint:

az 0sszeadas is €s a szorzds is kommutativ és asszociativ; elvégezhet6 a kivonds, és a
szorzds az 0sszeadasra nézve disztributiv.

e

Ha egy ilyen tulajdonsdgi rendszeriink van, akkor altaldban gyiiriir6l beszéEliink.
Hasonl6 azonossidgoknak tesznek eleget az azonos alakd négyzetes matrixok is; de azok
korében a szorzds nem kommutativ. Tekintettel arra, hogy a matrixok is igen fontos szere-
pet jatszanak a matematikdban, ezért a gy(ir(ik esetében nem teszik fel a szorzds kommutati-
vitdsat. Nagyon sok esetben viszont mégis fenndll a kommutativitds is. Ezt hangsilyozandé
kommutativ gyirirol beszéliink. A matrixok esetében el6fordulhatott, hogy két négyzetes
matrix szorzata annak ellenére O volt, hogy a tényez8k egyike sem volt az. Ilyen eset-
ben nullosztopdrrol beszEliink. A polinomoknal lattuk, hogy ez nem fordulhatott el§; és a
szdmokndl sem. Ha a gy(r{iben nincsenek nullosztéparok, akkor nullosztémentes gy{ir(ir6l
beszEliink. Ha a gy(irli kommutativ és nullosztémentes, akkor ,,majdnem” olyan, mint az
egész szdmok gyflirdje; és a neve integritisi tartomdny (a latin integer sz6bodl, amelynek
jelentése egész).

A péros szdmokra is teljesiilnek a fenti azonossdgok, de ennek az integritdsi tarto-
mdanynak sok kellemetlen, ,.furcsa” tulajdonsdga van. Ennek az az oka, hogy a péros sza-
mok kozétt nincs ott az 1. Ha a gyf(iriiben van az 1 tulajdonsigaival rendelkez6 elem (azaz

7

olyan 1, amelyre 1 - x = x teljesiil barmely gyfirtibeli x esetén), akkor egységelemes gyfi-

7 2

riir6l beszéliink.

o

Igen fontos szamgyf(irtik a szdmtestek. Ennek fontos altaldnositdsai a kommutativ tes-
tek, amelyek olyan (egységelemes) integritdsi tartomdnyok, amelyekben a nemnulla ele-
mekkel osztani is lehet.

A 3.1. Tétel kiegészitése. Ha R tetszbleges egységelemes integritdsi tartomany, akkor
R([x] is az.

A bizonyitds ugyandgy torténik, mint a 3.1. Tételé. Azt kell megfigyelni, hogy ott az
R-nek csak azokat a tulajdonsagait hasznéltuk ki, amelyek minden egységelemes integritasi
tartomanyban igazak. [ |
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2. Maradékos osztas és oszthatdsag

Tudjuk, hogy az egész szdmok korében elvégezhetd a maradékos osztds. Ennek a
segitségével az egész szdmoknak igen sok fontos tulajdonsagat lehet bizonyitani. Ott ,,dur-
van megfogalmazva” az érvényes, hogy a maradék abszolut értéke mindig kisebb lesz, mint
az oszt6é. Egy K (szam)testbeli egyiitthatds polinomok esetében is hasonlé tulajdonsdgot
fogunk igazolni, de itt az abszolut érték szerepét a polinom foka veszi at.

3.5. Tétel. Legyen K tetszbleges kommutativ test (szamtest). A K[x] polinomgyiri
tetszOleges f eleméhez és g 0-t6l kiilonb6zé eleméhez talalhatok olyan ugyancsak K[x]-
beli g és r polinomok, amelyekre:

(1) f=q-g+r, ahol
(2) vagyr =0, vagy gr(r) < gr(g). Ezt az eljardst maradékos osztasnak nevezziik.

Kiegészités. Az f és g polinomok a q ésr polinomokat egyértelmiien meghatarozzak.

Bizonyitas. Az f fokdra vonatkoz6 teljes indukcidval bizonyitunk. Az f =0, illetve
a gr(f) < gr(g) esetben a ¢ = 0 és r = f valasztassal a kivant polinomokat mar meg is
kaptuk.

Tegyiik fel, hogy gr(f) = n > gr(g), és f helyébe barmely n-nél alacsonyabb foku
polinomot irva taldlhatunk a kovetelményeknek megfelel polinomokat. Feltevésiink alap-
jan g-nek létezik foka; legyen ez k. A fokokra vonatkozé feltevés szerint n — k nemnegativ,
és igy létezik az X"k polinom, amely természetesen ugyancsak K[x] eleme. Ekkor K[x]-
ben van a g| = X"k g polinom is, amelynek a foka — a 3.4. Tétel (2) pontja szerint
— pontosan n. Legyen a az f-nek és b a g-nek, és igy g;-nek a f6egyiitthat6ja. Ekkor a

& = 5 g1 polinom f8egyiitthatéja ugyancsak a lesz; tovabbd e polinom foka is n. Igy

az fi = f — g» polinom n-edfoku tagjanak az egyiitthatéja 0, azaz e polinom foka n-nél
kisebb. A teljes indukcids feltevés szerint tehat taldlhatok olyan g, és r; K[x]-beli poli-
nomok, amelyekre teljesiil az f; = q; - g + r; Osszefiiggés, tovabba vagy r; = 0, vagy
gr(ry) < gr(g).

Ekkor a g = % - X

n—k 4 q1 és az r = r| polinomok megfelelnek a kivant feltételnek.

Valéban, az r definici6ja alapjan (2) teljesiil, mert ez a feltétel r|-re teljesiil. Tehat csak
(1) bizonyitdsa van hatra. Azonban
g-g+r=n+q-g+n=a+fi=a+(f-g)=rf
bizonyitja ezt az Osszefiiggést is.
A kiegészités bizonyitasa végett tegyiik fel, hogy a feltételeknek mind a g, r;, mind
a ¢, r» par megfelel. Ebbdl azonnal kovetkezik a
qig+r=qag +ra, illetve a (g1 —q2)g=r—nr
egyenldség. A masodik egyenldség jobb oldaldn 4116 polinom a 3.4. Tétel (1) pontja alapjan
vagy a 0 polinom, vagy az r;j-kre vonatkozé feltétel szerint foka kisebb, mint a g foka.
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Hasznéljuk most fel a 3.4. Tétel (2) pontjat. Eszerint az egyenl6ség bal oldalan 4ll6 polinom
vagy 0, vagy a foka legaldabb akkora, mint a g polinom foka. Ez utébbi lehet6ség azonban
ellentmond a jobb oldali polinom fokar6l megallapitottnak, ezért a szorzat csak O lehet. A
maradékos osztds feltételei szerint g # 0, ezért g; —g> = 0. Mivel a bal oldalon 0 all, ezért
a jobb oldalon is 0-nak kell allnia: r; —r, = 0. Ez pedig valdban a g és az r egyértelmiiségét
jelenti. [ |

Megjegyzés. Ha a K test helyett egy R gyfirtit tekintiink, akkor is bizonyithatunk a 3.5. Tétellel
analdg tételt. Ekkor a g polinomrdl azt célszer(i feltenni, hogy normadlt (ebbdl g # 0 is kovetkezik).
A maradékos osztds egyébként pontosan akkor végezhet$ el, ha g féegyiitthatja minden R-beli
elemnek ,,0sztéja” (R-ben léteznek a megfelelé hanyadosok.) a

A tovabbiakban a polinomokra vonatkoz6 oszthatésdgot vizsgaljuk. Ezt a fogalmat
ugy lehetne értelmezni, hogy a 3.5. Tételben szereplé maradékos osztdsndl legyen a mara-
dék 0. Ezzel azonban bizonyos foku korldtozast kapnank, ugyanis ott az ,,0szt6” csak 0-t6l
kiilonb6zd lehetett. Marpedig az oszthatésadgndl nem csak meg lehet, de célszerd is meg-
engedni a 0-t is.

3.4. Definicié. Legyen f, g € K[x]. Azt mondjuk, hogy f osztdja g-nek (g tobbszo-
rose f-nek) — jelben f | g —, ha létezik olyan & € K[x], amelyre g = f - h. [ ]

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ennél a definiciéndl nem csak azt nem hasznaltuk ki, hogy K
test, hanem azt sem, hogy polinomokrdl van sz6. Vildgos, hogy ez a fogalom tetszSleges integritdsi
tartomdnyban definidlhat6. O

3.6. Tétel. Ha a 3.4. Definicioban szereplé g # 0 és f = 0, akkor ilyen h nem
létezik. Ha f = g = 0, akkor minden h polinom megfelel. Egyébként, ha van ilyen h
polinom, akkor egyértelmi, olyannyira, hogy ha egy K -nal bévebb L testbeli egyiitthatos
h polinomot talalunk, akkor ez megegyezik az itteni polinommal.

Bizonyitas. Az els6 két allitas nyilvanvaldan igaz. Tegyiik most fel, hogy f # 0, és
egy K-ndl esetleg bovebb L testben létezik a feltételnek eleget tevé i polinom. K C L
miatt f, g € L[x] is igaz. Ebben a polinomgyfriiben tehét teljesiil a g = f - h + 0 feli-
rds; amely megfelel az L[x]-beli maradékos osztasnak. Mivel f # 0, a 3.5. Tétel szerint
léteznek olyan g,r € K[x] polinomok, amelyekre g = f - g + r, tovabba vagy r = 0,
vagy gr(r) < gr(f). Ez a felirds L(x)-ben is tekinthetd a maradékos osztds felirdsdnak. A
3.5. Tétel kiegészitése szerint a maradékos osztds L[x]-ben is egyértelm{, amibdl & = g és
r = 0 kovetkezik. g € K[x] bizonyitja, hogy a ,.hdnyados” valéban K[x]-ben van. [ |

3.7. Tétel. Legyenek f,g,h € K[x] ésc,d € K (c # 0,d # 0). A K[x]-beli
oszthatdsdg rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:
(1) Reflexiv, azaz f | f.

(2) Legyen f; = cf és g = dg. Ekkor f| | g1 és f | g ekvivalensek (ilyen esetben azt
mondjuk, hogy f| és f, illetve g| és g asszocidltak).
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(3) Az oszthatésag antiszimmetrikus abban az értelemben, hogy f | g és g | f egyiit-
tes teljesiilése esetén e polinomok egymas asszocidltjai, illetve ha mindkett6 normait
polinom, akkor egyenlbek.

(4) Az oszthatosag tranzitiv, azaz f | g és g | h esetén f | h.

(5) Ha f | g, akkor barmely h-ra f | (gh).

(6) Ha f | g és f | h, akkor f | (g+h) és f | (g —h).

Bizonyitas. (1) azonnal kdvetkezik abbdl, hogy 1- f = f.

(2)-nél feltétel szerint 1étezik ¢ ' és d ™!, amib6l f = ¢! f; és g = d ' g kovetkezik.
Igy az ekvivalencidhoz elég annak a bizonyitdsa, hogy f | g esetén fi | g1 is igaz. Legyen
tehat g = f - h, ekkor g; = fi - (¢! - d - h), tehét a masik oszthatdsdg is teljesiil.

(3)-ban feltétel szerint alkalmas u, v € K[x] polinomokra f = g-u és g = f-v, amibél
azt kapjuk, hogy f = f - (vu) és g = g - (uv). Az f = g = 0 esetben ezek természetesen
asszocidltak. Ha ezek barmelyike nem 0, akkor a szorzat fokdra vonatkozé Osszefiiggés
(3.4. Tétel (2)) szerint uv foka 0, és ugyanannak alapjan mindkettd konstans. Igy f és g
valéban asszocidltak.

(4)-ben feltételiink alapjan vannak olyan u, v € K[x] polinomok, amelyekre g = fu
és h = gv, és igy h = f(uv), tehat f | h.
Ebbdl azonnal kovetkezik (5), hiszen g | (gh).

(6)-nal feltétel szerint 1éteznek olyan u, v € K[x] polinomok, amelyekre g = fu és
h = fv. Ebbdl azt kapjuk, hogy g +h = f(u+v) és g —h = f(u — v); ami bizonyitja a
kivant oszthatésagot. [ |

3.8. Tétel. Egy polinom akkor €s csak akkor osztoja minden polinomnak, ha osztoja
1-nek. Ez akkor €s csak akkor teljesiil, ha a polinom egy nemnulla konstans.

A 0 polinom egyediil a 0 polinomnak osztdja. A 0 polinomnak minden polinom osz-
toja.

Bizonyitas. Ha egy polinom osztdja minden polinomnak, akkor oszt6ja specidlisan az
I-nek is. Ha egy polinom osztdja az 1-nek, akkor a 3.4. Tétel (2) pontja szerint csak 0-t61
kiilonb6z6 konstans lehet. Amennyiben a polinom egy 0-t6] kiilonboz6 a konstans, akkor
az f = a - (a” ' f) 6sszefiiggés alapjan osztGja minden polinomnak. Ezzel az els6 hdrom
tulajdonsdg ekvivalencidjat kimutattuk.

Ha f =0- g, akkor f =0, tehat a 0 polinom val6ban csak dnmagéanak lehet oszt6ja.
Végiil 0 =0 - f bizonyitja az utolsé allitast. [ |

Az aldbbiakban az oszthat6ésdg szempontjdbol specidlisan viselkedd, de igen fontos
polinomtipust értelmeziink. Szoritkozzunk egyel6re csak normélt polinomokra. Ekkor az
1 polinomnak 6nmagan kiviil nincs osztdja, tehat osztdinak a szdma 1. Minden mads poli-
nomnak legaldbb két osztdja van, nevezetesen 1 és onmaga. Azok a polinomok jitszanak
szempontunkbdl fontos szerepet, amelyeknek nincs is tobb osztéjuk. E polinomok — I4t-
hatéan — a természetes szamok korében a primszdmoknak felelnek meg.
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3.5. Definicio. Egy polinomot a K szamtest felett felbonthatatlannak (irreducibilisnek)
neveziink, ha nem bonthat6 fel két ndla alacsonyabb fokt K[x]-beli polinom szorzatara, és
a polinom nem konstans. [ ]

Megjegyzés. Els6foku polinom mindig irreducibilis, hiszen az 1-nél alacsonyabb foku polinom
konstans, €s konstansok szorzata nem lehet els6foku. O

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a nem konstans f € K[x] polinom — a K szamtest
felett — rendelkezik a primtulajdonsaggal, ha barmely g, & € K[x] polinomok esetében az
f 1 (gh) feltételbdl kovetkezik, hogy vagy f | g, vagy f | h. [ |

Megjegyzés. Mindkét definiciondl fontos, hogy egy adott K szamtestre vonatkozik. Ugyanis

példaul az =2 polinomrél megmutathatd, hogy a raciondlis szdmtest felett irreducibilis €s rendel-
kezik a primtulajdonsdggal is, a valds szamtest felett pedig egyik éllitds sem igaz e polinomra. [

3.9. Tétel. Rogzitett K szamtest felett az alabbi dllitisok ekvivalensek:
(1) Az f polinom irreducibilis.
(2) Ha f = uv nem konstans, akkor u és v valamelyike konstans.
(3) Ha f = uv nem konstans, akkor u és v valamelyike f-nek asszocialtja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f irreducibis és legyen f = u - v. Feltétel szerint u és v
valamelyikének a foka megegyezik f fokdval (nagyobb nem lehet), ezért a masik tényezd
0-adfokd. Tehat (1)-bdl kovetkezik (2).

Ha (2) teljesiil az f polinomra és f = u - v, akkor példaul u = a konstans. f nem
konstans, ezért a # 0, és igy v = a~ ! f. Tehat (2)-bél kovetkezik (3).

Ha f-re igaz (3) és f =u - v, akkor a tényez6k valamelyike f-nek asszocidltja, tehat
nem lehet f-nél alacsonyabb fokd. [ |

Kiegészités. Minden primtulajdonsdgu polinom irreducibilis.

Bizonyitas. Irjuk fel a primtulajdonsagi f polinomot f = gh alakban. Ekkor f ter-
mészetesen osztdja a gh szorzatnak. A primtulajdonsig szerint tehat f osztéja e két tényezd
valamelyikének — példdul g-nek. g eleve osztdja az f-nek, ezért a 3.7. Tétel (2) pontjabdl
azonnal adédik az itteni (3) Osszefiiggés. |

Megjegyzések
1. Annak a bizonyitdsa, hogy minden irreducibilis polinom primtulajdonsagu, sokkal hosszadal-
masabb; ezt csak a kovetkezd pontban fogjuk bebizonyitani.

2. Tulajdonképpen minden 0-tdl kiilonb6z6 konstans polinom is rendelkezik a tételben szerepld
tulajdonsagok mindegyikével. Ennek ellenére ezeket a polinomokat ki kellett zarni a kés6bb megfo-
galmazandé egyértelmii felbontdsi tétel érdekében. Azt is beldthatjuk, hogy a 0 polinom is rendelkezik

a primtulajdonsdggal, azonban ez a polinom nem irreducibilis. ]
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3. Polinomidealok és a legnagyobb kozos oszto

Célunk a 3.9. Tétel bizonyitdsdnak a befejezése, azaz annak a bizonyitdsa, hogy rog-
zitett K szamtest felett egy irreducibilis polinom mindig rendelkezik a primtulajdonsdggal.

Ennek érdekében és a bizonyitds egyszeriibbé tétele végett két fogalmat vezetiink be, a
polinomidedl és a polinomok legnagyobb kozds osztojanak a fogalméat. Ez utébbi teljesen
analog a természetes szamoknadl jol ismert legnagyobb kozos oszté fogalmaval. Megfor-
ditva, az el6bbi fogalom megfelel6jét értelmezhetjiik az egész szamok esetére. Be lehet
l4tni, hogy az itt bizonyitdsra keriil6 tételek megfelel6i igazak az egész szamokra is, tehat
lehetséges ugyanezekkel a médszerekkel az egész szamokra vonatkozé ugynevezett ,,szam-
elmélet alaptételét” bizonyitani.

3.7. Definicié. Egy K[x] polinomgyf{r{ elemeinek valamely H részhalmazit e poli-
nomgyfiri polinomidedljanak — vagy roviden idedlnak — nevezziik, ha az alabbi tulaj-
donsigok teljesiilnek ra:

(1) H nem iires.
(2) ha f,g € H, akkor f — g € H is fennall.
(3) Ha f € H és u € K[x], akkor fu € H. |

3.10. Tétel. Legyen H a K[x] egy polinomidedlja. Ekkor: 0 € H, ha g € H, akkor
—g€Hésha f,ge H, akkor f+g € H.

Az egyediil a 0-bol allo ({0}) részhalmaz és K[x] idedlok. Ezeket trividlis idedloknak
nevezziik, a tobbi idedl neve valodi ideal.

Bizonyitas. A 3.7. Definici6 (1) pontja szerint barmely H ideédlban van egy f poli-
nom. A (2) pont szerint 0 = f — f € H. Ha g € H, akkor ebbdl ugyancsak a fenti
definici6 (2) pontja alapjan —g = 0 — g € H; amibdl ugyanezt a pontot felhaszndlva
f+g=f—(—g) e H kovetkezik.

{0} és K[x] trividlisan kielégitik a 3.7. Definiciéban szerepld mindhdrom feltételt. W

3.11. Tétel. Ha {H, | » € A} a K[x] idedljainak halmaza, akkor ezek H kOz0s része
is idedl. A K|[x] polinomjaibol 4ll6 barmely halmazhoz van egy legkisebb olyan idedl,
amelyik ezek mindegyikét tartalmazza. Ezt e polinomhalmaz generalta idedlnak nevezziik.

Ha a polinomhalmaz véges: { fi, ..., fun}, akkor az altaluk generalt idealt (fi, ..., fn)
jeloli. Ennek az idedlnak az elemei az fiu, + - - -+ fyu, alaku polinomok, ahol u,, ..., u,
a K[x] tetszoleges elemei.

Az egy elemmel generdlhato idealt foidedlnak nevezziik.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy H idedl, azt kell ellendrizni, hogy teljesiilnek-e ra a 3.7.
Definicié pontjai. Mivel minden egyes H, idedl, ezért O mindegyiknek eleme, igy benne
van koz0s résziikben, azaz H-ban is. Ha f, g € H, akkor mindkét polinom eleme minden
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egyes Hj-nak is. [gy f — g is eleme ezeknek az idedloknak, tehit f — g eleme a kizos
résznek. Amennyiben f € H, akkor minden egyes Hj-ban is benne van, tehit ezekben
benne van fu is, barmely u € K[x] esetén, és igy fu € H is igaz.

Tekintsiik most a K[x]-beli polinomoknak egy tetszleges F halmazéit. Az # halmazt
biztosan tartalmazza egy idedl; nevezetesen maga K[x]. Vegyiik most az 0sszes olyan H)
idedlt, amely az F halmazt tartalmazza. Ezeknek a H kozos része természetesen tartal-
mazza az ¥ halmaz minden elemét. Mint ldttuk, ez egy idedl, amelyik persze minden Z-et
tartalmazé idedlban benne van; igy a legkisebb F-et tartalmazé idedl.

Tegyiik fel, hogy % = {fi,..., fu}. Az idedl definicidja és a 3.10. Tétel szerint az

F generdlta H = (f1, ..., fy) idedlban benne vannak az 6sszes fiuj + - -+ + fpu, alakd
polinomok, ahol uy,...,u, a K[x] tetsz6leges elemei. Azt kell mar csak belatni, hogy

ezek az elemek tartalmazzdk ¥ elemeit és idedlt alkotnak.

Az u; =1¢és uj;=0(j # i) vilasztassal kapjuk, hogy f; € H.

Az u; = 0 vélasztassal kapjuk, hogy 0 € H.

Ha f = fiuy+---+ faun € g = fivi +- -+ fuvn, akkor f —g = fi(uy —v))+---+
+ fu(uy, — vy) € H alapjan H zart a kivondsra.

Végiil, ha f = fiu; +---+ fau,y és v € K[x], akkor fv = fiujv+---+ fpupv € H
biztositja a harmadik feltétel teljesiilését is. [ |

3.12. Tétel. K[x]-ben minden ideal foideal.

Bizonyitas. Legyen H a szdban forgd polinomgyf(irl egy tetszGleges idedlja. Ha H
egyediil a 0 polinombdl all, akkor trividlisan H = (0). Tegyiik fel tehat, hogy H-ban talal-
haté 0-tdl kiilonb6z6 polinom. A polinomok foka természetes szam, ezért H-ban 1étezik
olyan d polinom, amelynek a foka minimdlis, vagyis H-ban d fokdnal alacsonyabb foku
polinom nem létezik. Tekintsiik most a H ideédlnak egy tetszbleges f elemét. Mivel d # 0,
a 3.5. Tétel szerint léteznek olyan g és r polinomok, amelyekre f = dg+r, és vagy gr(r) <
< gr(d), vagy r = 0. A felirt egyenl6séget r = f —dq alakba irhatjuk at. Az idedl definici6-
jaban szerepld (3), illetve (2) tulajdonsag miatt d-vel egyiitt dg is, tovabba dg-val és f-fel
egyiitt r = f —dgq is a H idedlban van. A d-re kir6tt feltétel szerint azonban gr(r) < gr(d)
lehetetlen, mert » € H. Igy csak r = 0 lehet, vagyis H minden eleme a d-nek tobbszorose.
Mais széval H minden eleme a (d) f6idedlban van. A 3.11. Tétel alapjan tehdt H = (d). &

3.8. Definicié. A d € K|[x] polinomot az fi, ..., f;, € K[x] polinomok legnagyobb
kozos osztéjanak nevezziik, ha:

M d| fi,....d| fn (azaz d k6z0s 0sztd), €s
) hag| fi,...,g| fa, akkor g | d (azaz d oszthatésagban ,legnagyobb”). |

Megjegyezziik, hogy a definiciébdl nem kovetkezik eleve, hogy legnagyobb ko6zos
oszté mindig 1étezik.
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3.13. Tétel. A K[x] polinomgyiirii barmely fi, ..., f, polinomjainak Iétezik legna-
gyobb kozos osztoja, amely asszocialtaktol eltekintve egyértelmii. Mégpedig, ha az (fi, . ..
..., fn) idedlt — mint f0idedlt — a d polinom generdlja, akkor e polinomok legnagyobb
koz0s osztoja d.

Bizonyitas. A legnagyobb k6zos 0szt6 1étezéséhez természetesen elég azt bizonyitani,
hogy az (fi, ..., fn) idedlnak a d generdtoreleme e polinomok legnagyobb kozos osztdja.
A 3.12. Tétel alapjan 1étezik olyan d € K[x] polinom, amelyre (fi, ..., fn) = (d) teljesiil.
Ebbdl f; € (d) alapjan azonnal kovetkezik, hogy d az adott polinomoknak k6zos osztdja.
Masrészt d € (fi, ..., fn) alapjan d felirhaté alkalmas uy, .. ., u, polinomokkal d = fiu;+
+ .-+ + fpu, alakban. Ha most g | f;, akkor a 3.7. Tétel (5) és (6) pontja szerint g | d is
igaz. Ezzel a legnagyobb kozos oszt6 1étezését bebizonyitottuk.

Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy a széban forgé polinomoknak d; is
és d, is legnagyobb k6z0s osztdja. Ekkor a legnagyobb kozos oszt6 definici6éjabol d; | d, is
és dy | d; is kovetkezik. A 3.7. Tétel (3) pontja biztositja, hogy ezek valéban asszocidltak. B

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az egyértelmiiség fenti bizonyitdsa azt is szolgdltatja, hogy
egy f6idedl generdtoreleme asszocidltaktdl eltekintve egyértelmd. O

3.9. Definici6. Az f és g polinomok legnagyobb k6zos osztéjat d = ( f, g)-vel fogjuk
jelolni. |

Megjegyzés. Valdjaban ez a — szokdsos — jelolés kétértelmiiségre ad lehetéséget. Az (f, g)
szimbdSlum jelolhet ugyanis egy idedlt is és egy polinomot is. ,,Enyhit” e kétértelmiiségen az a tény,
hogy a szerepld polinom éppen a szerepld idedlt generdlja. Ennek ellenére célszer(i figyelni, hogy
egy-egy esetben a jelolés mit takar; ez viszont a teljes mondat értelmébdl altaldban kovetkezik. O

3.14. Tétel. Had | (f — g), akkor (d, f) =(d, g).

Bizonyitas. Mivel d | (f — g) pontosan akkor igaz, ha d | (g — f), ezért elég azt
bizonyitani, hogy (d, f) € (d, g), azaz, hogy d, f € (d, g). Ez a d polinomra eleve igaz.
A feltétel szerint van olyan A polinom, amelyre f — g = dh, vagyis f = g+ dh. Az
idedltulajdonsdgok szerint ez pedig eleme a (d, g) idedlnak. [ ]

Megjegyzés. A most bizonyitott tétel arra szolgdl, hogy két polinom legnagyobb k6zos osztéjat
konkrétan meghatarozhassuk. Tekintsiik az f és g polinomokat. Ha f = g =0, akkor (f, g) =0, és
készen vagyunk. Ha f # 0 és g =0, akkor f | O miatt (f, g) = f. O

Kovetkezmény: euklideszi algoritmus. Ha f, g € K[x] nemnulla polinomok, akkor
a kovetkezo algoritmussal hatarozhatjuk meg legnagyobb kézo0s osztojukat: Legyen ry = f
ésry =g. Ha valamely i > 0 indexre azry,r1, ..., r; polinomok mar definidlva vannak €és
r; # 0, akkor definialjuk az r;,, polinomot az

Ti—1 =¢qi - Ti +Tiy
maradékos osztassal. Ekkor Iétezik egy olyan n index, amelyre ry.1 = 0; és ebben az eset-
ben r, a két adott polinom legnagyobb k6z0s osztoja.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ry, 1, ..., r; nemnulla polinomokat mar meghata-
roztuk. A maradékos osztds definicidja alapjan, ha r;,; = 0, akkor gr(r;y;) < gr(r;). Ezért
gr(ro), gr(ry), ..., gr(ri), gr(riy1) nemnegativ egész szdmok csokkend sorozata, igy az elja-
ras véges sok 1épésben véget ér.

A 3.14. Tétel alapjén az egymds utdni r = ry,r, ..., 'y, rpe1 = 0 maradékok sordban
(ri, riz1) = (ri—1, i) teljesiil (1 < i < n), amibdl induktiven (r;, r;iy1) = (f, g) kovetkezik.
Mint a megjegyzésben lattuk, tetszéleges h polinomra (4, 0) = h, ezért valéban r; = (f, g).

Ezzel a médszerrel nemcsak meghatdrozhaté a legnagyobb k6zos oszt6, hanem eld is
allithat6 d = fu + gv alakban. Ezt egymds utdn bizonyitjuk be a maradékok rg, i, rz, ...
...,y =d = (f, g) sorozatdra. A definici6 szerintrg= f = f-1+g-0ésr;=g=f-0+g-1.
Az ug = vy =1 és vg = u; = 0 valasztassal tehiat az i € {0, 1} esetben r; = f - u; + g - v;
teljesiil. Tegyiik fel, hogy ez igaz minden 0 < i < j esetén, ha j > 1, és tekintsiik az
rj+1 polinomot. A képzési ,,szabdly” szerint az uj,g =uj_1 — qjuj €S vVjy =Vj_| —q;V;
polinomokra:

Fiw =rj—1 —qjrj=(fuj1+gvj1)—q;(fuj+gvj)=
=fluj—qjuj)+gWj—1 —qjvj)= fuj+gvja,
ami az n = j + 1 esetre bizonyitja az el6allithatésagot. ]

3.15. Tétel. Minden irreducibilis polinom rendelkezik a primtulajdonsaggal.

Bizonyitas. Legyen a p irreducibilis polinom osztéja az fg szorzatnak. Ha p | f,
akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor tekintsiik a d = (p, f) polinomot. Mivel d | p,
ezért — p irreducibilitdsa alapjan — d vagy konstans, vagy asszocidltja p-nek. Ez ut6bbi
azonban lehetetlen, hiszen ekkor d | f miatt p | f lenne. Ezért d konstans, és ha normélt
alakjat tekintjiik, akkor d = 1. Ekkor az 1 € (p, f) feltételbdl kovetkezik olyan u és v
polinomok Iétezése, amelyekre 1 = pu + fv teljesiil. Ezt az egyenl&séget a g polinommal
szorozva a g = gpu + fgv Osszefliggéshez jutunk. A p | fg feltételbdl az oszthatosag
tulajdonsagait figyelembe véve p | g adédik, mint allitottuk. [ ]

4. Polinomok egyértelmii felbontasa

A kozépfoki tanulmanyokndl szerepld egyenletek gyokeinek a meghatdrozasanal
Iényeges volt a fellépd polinom foka. Ahogy a fokszdm novekszik, Ggy bonyolddik a
megoldds megkeresése. Eppen ezért célszeri a szereplé egyenleteket minél alacsonyabb
fokuakra visszavezetni. Ennek egyik mddja az, hogy a polinomot tényezSkre bontjuk. Itt
azonnal fellép az a kérdés, hogy vajon egyértelmii-e, illetve mennyire egyértelmi ez a fel-
bontas. Lehet, hogy ez természetesnek tiinik, de egyaltaldban nem az. A matrixegyiitthatds
polinomok esetében példdul nem igaz a felbontds egyértelmiisége (pedig a matrixegyiittha-
tés polinomok is fontos szerepet jatszanak).
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Szamtestbeli egyiitthat6s polinomokra viszont be fogjuk bizonyitani a felbonthatésagot
és az egyértelmiséget is. Az aldbbiakban egy rogzitett K[x]-beli polinomokat vizsgalunk.
A kapott eredmények viszont az adott testtSl fiiggetlenek, abban az értelemben, hogy az
eredmény ,.tipusa” mindig ugyanaz, csupan a felbontdsban kapott polinomok valtoznak a
testtdl fliggden.

E pontban tehat célunk a polinomokra egy — a szdmelmélet alaptételével analég —
tételnek a bizonyitédsa.

3.16. Tétel. A K[x]-beli tetszéleges nem konstans polinomok Iényegében egyértel-
miien bonthatok fel véges sok K felett irreducibilis polinom szorzatdra.

Megjegyzés. A szamelmélet alaptételét csak a természetes szdmokra kimondva egy szdm két
felbontdsa persze ,.formailag” lehet kiilonboz8, de eltérés csak a tényezSk sorrendjében lehet. Az
egész szamok esetében mdr az is megtorténhet, hogy egy-egy primszam helyett a negativja szerepel.
A polinomokndl viszont barmilyen konstans tényez$ felléphet. EttSl el lehetne tekinteni, ha csak
normdlt polinomokra szoritkoznank. A késébbi esetekben a megfelel tétel bizonyitdsandl viszont
ezt mar nem tudjuk megtenni. Nézziik meg tehat, mit értiink azon, hogy ,Jényegében egyértelmd’”.

Legyen az f polinomnak két felbontdsa K felett irreducibilis faktorokra:

f=pr-c.opr & f=qi-...0gs.

A felbontds egyértelmiiségén a kovetkezdket értjiik. Létezik egy olyan ¢ : {1,...,r} — {1, ...
..., s} bijektiv leképezés, amelyre a gy(;) polinom a p; polinomhoz asszocidlt. Specidlisan az is
adddik, hogy mindkét felbontdsban ugyanannyi tényezd 1ép fel. Az aldbbi bizonyitdsban érdemes
megfigyelni, hogy ez az eredmény akkor is igaz, ha a médsodik felbontdsban nem az f, hanem annak
egy g asszocidltja szerepel. Az is lathat6, hogy ha az f és g polinomok felbontdsahoz taldlhat6 a
fenti tulajdonsdgu ¢ bijekcid, akkor ez a két polinom csakis egymds asszocidltja lehet. |

Bizonyitas. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy ha f € K[x] tetsz6leges nem konstans
polinom, akkor felithaté K felett irreducibilis polinomoknak a szorzataként. (Az ,.egyté-
nyezds” felbontast is felbontdsnak nevezziik.) A bizonyitast a polinom fokara vonatkozé
teljes indukcidval végezziik. Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy ha f irreducibilis, akkor
f = f azonnal megad egy felbontast. A 3.4. Tétel (2) pontjabdl adédik, hogy minden els6-
foku polinom irreducibilis, tehat az allitds igaz, ha gr(f) = 1. Legyen most gr(f) = n, és
tegyiik fel, hogy az n-nél alacsonyabb foku polinomokra igaz az éllitds. Ha f irreducibilis,
akkor az el6zetes megjegyzés szerint mar megvan a felbontds. Amennyiben f nem irredu-
cibilis, azaz felirthat6 f = gh alakban, ahol egyik tényez6 sem konstans, akkor a fokokra
vonatkozé Osszefiiggésbdl az kovetkezik, hogy mindkét tényezd foka kisebb, mint n. A
teljes indukcids feltevés szerint tehdt mindkét polinom felirhat6 irreducibilis polinomok
szorzataként. E két felbontdsban szerepld irreducibilis faktorokat dsszeszorozva az f-nek
egy irreducibilis faktorokra valé felbontdsat nyerhetjiik.

Megjegyezziik, hogy a tényez6k szdma nem lehet nagyobb a felbontott polinom foka-
ndl. Ez is teljes indukciéval bizonyithat6, felhasznalva a 3.4. Tétel (2) pontjat.

A kovetkezdkben az egyértelmiiséget vizsgaljuk.

A bizonyitdshoz megjegyezziik, hogy egy irreducibilis polinomnak definicié szerint
csupan egyetlen felbontdsa van, azaz barmely két felbontdsndl a megfeleltetés ezt a poli-
nomot felelteti meg dnmagénak. Ezek utdn az egyértelmiiséget is a polinom fokédra vonat-
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koz6 teljes indukcidval bizonyitjuk. (Val6jaban az indukcié az irreducibilis felbontdsokban
szerepld tényez6k minimalis szdma szerint torténik, de a fenti megfogalmazas sokkal egy-
szerlibb, és a bizonyitds fokszammal is végigkdvethetd.)

Ha a polinom els6fokd, akkor irreducibilis, és igy az elézetes megjegyzés szerint igaz
az egyértelmiiség. Tegyiik most fel, hogy gr(f) = n, és az egyértelmiiség minden n-nél
alacsonyabb foku polinomra igaz (n > 1). Tekintsiik f-nek a mar felirt két, irreducibilis
faktorokra val6 felbontasat:

f=pr-o..opr & f=qi-...-qs.

Az elsé felbontds alapjan p; | f; igy pi osztéja a masodik felbontdsban megadott
szorzatnak is. p; irreducibilis, tehat rendelkezik a primtulajdonsdggal. Ebbél teljes induk-
cioval azonnal kovetkezik, hogy ha p; osztdja egy tobbtényezds szorzatnak, akkor osztdja
a szorzat valamelyik tényezGjének is. Nem megy az altaldnossdg rovasdra, ha feltessziik,
hogy ez éppen az elsé tényez. Igy pi | ¢1. A tényezSk irreducibilitdsa alapjan ¢, = ¢ - p1,
ahol ¢ € K. Ha csak egyetlen tényezd szerepel, akkor mar készen vagyunk. Ha nem, akkor

legyen g = p» - ... pr. Ennek a polinomnak egy madsik felbontdsa a kovetkezd: g =
=(c-q2)-...-qr. A szorzat fokdra vonatkoz6 0sszefiiggés alapjan gr(g) < gr(f). Tehdt a

g polinomra igaz a felbontis egyértelmiisége. Ez azt jelenti, hogy az f két felbontdsdban
szerepld tényezdket a masodiktdl kezdve megfeleltethetjiik egymdasnak a kivant médon. Ezt
a megfeleltetést kiterjesztjik a g; = ¢ - p Osszefiiggéssel az els6 tényezdkre is. [ |

5. Polinomok kompozicidja, behelyettesités

A polinomok korében még egy igen fontos miiveletet értelmeziink, a kompoziciét. Ez
nem mads, mint egy polinomnak a masikba valé ,,behelyettesitése”.

3.10. Definici6é. Legyenek f = ag+ ajx + --- + ayx" és g K(x)-beli polinomok. E
polinomok f o g kompoziciéjan az ap +a; - g+---+ay - g" polinomot értjiik. [ |

3.17. Tétel. Rogzitett K [x]-beli g polinom esetén f +— f o g a K[x]-nek olyan K [x]-
be valo homomortfizmusa (miivelettarto leképezése), amelynél minden konstansnak énmaga
felel meg.

Formulaval: Hac € K ésu,v € K|[x], akkor
(1) cog=c,
2) Mu+v)og=uog+vog,
(3) (u-v)og=(mog) (vog).

Bizonyitas. Mivel f egyértelmiien meghatarozza az egyiitthatéit, ezért f +— fog
val6ban egyértelm{ megfeleltetés. Az (1) allitds azonnal kdvetkezik a definiciobdl. A (2) és
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(3) allitas is nyilvanvald; minden olyan azonossag, ami az x-szel valé szdmoldsnal teljesiil,
igaz a g-vel val6 szdmolds esetében is. [ |

Kiegészités. Ha f — f* a K[x]-nek olyan K [x]-be valé homomorfizmusa, amelynél
minden konstansnak dnmaga felel meg, akkor f* = f o g, valamilyen alkalmas g € K|[x]
polinommal.

Bizonyitds. Legyen g = x*. Ebbdl a miivelettartds és a konstansra vonatkozé feltétel
alapjan azonnal kovetkezik az 4llités. |

Megjegyzések

1. Vil4gos, hogy az f € K[x] polinomba nem csak K[x]-beli polinomot helyettesithetiink be,
hanem tetszSleges olyan polinomot is, amelynek az egyiitthatéi egy K-ndl b6vebb L testbdl valdk.
Ez azonban nem okoz gondot, hiszen eleve kiindulhatunk az L testb8l. Amennyiben ugyanis K C L,
akkor f € L[x] is igaz; ezért x helyébe valdban barmelyik L[x]-beli polinomot beirhatjuk.

2. Az fog kompozicidra — a fiiggvénykompoziciénak megfelel6en — szokdsos az f(g) jelolés
is. Mivel f ox = f, ezért adédik a polinomokra szokdsos f(x) jelolés. a

3.18. Tétel. A polinomok kompozicioja asszociativ.

Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy a K[x] tetszGleges f, g és h elemeire
fo(goh) = (fog)oh. Ezt az dllitast az f fokdra vonatkozé teljes indukciéval bizo-
nyitjuk.

Ha f konstans, akkor az 4llitds nyilvdnvaléan igaz, mert mindkét polinom f-fel
egyenlS. Legyen gr(f) =n > 0, és tegyiik fel, hogy az 4llitas igaz minden (n — 1)-edfokud
polinomra. Specidlisan, f-et felirthatjuk f =a + f; - x alakban, ahol a konstans és gr(f}) =
=n—1. A teljes indukcids feltevés szerint tehat igaz az f1o(goh) = (fi0g)oh Osszefiiggés.
A 3.17. Tételt felhasznélva ebbdl

fo(goh)y=(fio(goh)) - (xo(goh)+a=

((ficg)oh)-(goh)+aoh=((fiog)-g+a)oh=(fog)oh
kovetkezik, amit éppen bizonyitani kellett. |

Megjegyzés. Lathatjuk, hogy a polinomok az Osszeadds és a kompozicié miveletére nézve
~majdnem” gyfrit alkotnak. Persze ez a szorzds nem kommutativ, hiszen példdul (2x) o (x + 1) =
=2x+2, mig (x+1)o(2x) = 2x + 1. Ez azért még nem olyan meglepd, mert a matrixok szorzdsa sem

kommutativ. Itt azonban mas furcsasag is van: A 3.17. Tétel (2) pontja szerint érvényes az ,.egyik
oldali” disztributivitds. A ,,mdsik oldali” disztributivitds viszont nem igaz. Péld4ul x2o (x+x) =
= (2x)2 = 4x2, mig (x2 ox)+ (x2 ox)= 22 +x%=2x% Ez mutatja, hogy a matrixmiiveletek esetében
valéban sziikséges volt mindkét disztributivitdsnak a bizonyitdsa.

A 3.17. Tétel utani masodik megjegyzésben latottak alapjan az x polinom ugy viselkedik, mint
a kompoziciéra vonatkozé ,,jobb oldali” egység. Eleve nem vildgos az, hogy x ,bal oldali” egység
is, hiszen a kompozicié miivelete nem kommutativ. Ennek ellenére tetszleges f polinomra igaz az
x o f = f Osszefiiggés is. Itt is kereshetjiik egyes polinomok ,,inverzét”, azaz adott f polinomhoz
olyan g polinomot, amelyre az f o g = g o f = x Osszefiiggések (vagy ezek egyike) fennallnak.
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Kimutathatd, hogy a két egyel&ség teljesiilése ekvivalens; és pontosan az elséfoku polinomok eseté-
ben létezik ,,inverz” (Ezt a harmadfokud polinomok gyokeinek a keresésénél hasznélni is fogjuk.) O

A 3.17. Tétel (3) pontja alapjan az Osszeadds helyett valaszthatndnk a szorzast is; ez
is ,,majdnem” gy{rd volna.

3.19. Tétel. Kompozicional a polinomok foka Osszeszorzodik (ha itt kivételesen a O
polinom fokat is 0-nak tekintjiik).

Bizonyitas. Ha f és g barmelyike konstans, akkor nyilvdn f o g is az. Egyébként, ha
g k-adfoku, akkor a 3.4. Tétel (2) allitasa szerint, gi foka ik. Ha tehdt az f polinom n-
edfokd, akkor a 3.4. Tétel (1) allitdsét figyelembe véve f o g foka megegyezik g" fokaval;
azaz nk, ahogyan ezt allitottuk. ]

Kovetkezmény. A K[x]-beli rogzitett f polinom esetén akkor €s csak akkor irhato
minden K [x]-beli polinom f o g, illetve g o f alakba, ha f elsofokii.

Bizonyitas. Ha minden K[x]-beli polinom f og vagy go f alaki, akkor a 3.19. Tétel
alapjan gr(f) osztdja minden természetes szdmnak, tehat f = ax + b, ahol a,b € K és
a # 0. Ha viszont ez teljesiil, akkor a 4 = a~'x —a~'b polinomra foh=ho f =x. A
3.18. Tételt felhaszndlva ebbdl g = f o (h o g) =(goh)o f adddik. [ ]

3.11. Definici6. Tetszdleges a € K szam és f € K[x] polinom esetén az f(a)= f oa
szdmot az f polinom a helyen vett helyettesitési értékének nevezziik. [ ]

Megjegyzés. A definicidban szereplS elnevezés helyes, mert a 3.19. Tétel szerint f(a) valéban
szdm. O

3.20. Tétel. Rogzitett a € K esetén az f +— f(a) megfeleltetés K [x]-et tigy képezi
le miivelettarto modon K -ba, hogy K minden elemének onmaga felel meg.

Ha K|[x]-et gy képezziik le miivelettart6 modon K -ba, hogy K minden elemének
onmaga felel meg, akkor Iétezik olyan a € K, hogy az f-nek éppen f(a) felel meg.

Bizonyitas. Az elsé allitds azonnal kovetkezik a 3.17. Tételbdl, tekintettel arra, hogy
fla) e K.

A masodik allitast a 3.17. Tétel Kiegészitésébdl kapjuk, figyelembe véve, hogy most
x*eKk. [ ]

Mint a kompozicidndl, latszolag itt is megszoritast jelent az, hogy a K[x]-beli polino-
mokba csak K-beli szamot helyettesithetiink be (egy raciondlis egyiitthatds polinom gyo-
keit kereshetjiik a valds szamok korében is). A kompoziciéhoz hasonldan itt is megtehetjiik,
hogy a polinom egyiitthat6it eleve abb6l a b&vebb testbSl valénak gondoljuk, amelyikbdl
a behelyettesitendd szdmokat vessziik.

Most a maradékos osztasnak a helyettesitési értékkel vald szoros kapcsolatat mutatjuk
meg.
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3.21. Tétel. Ha az f és az x — ¢ K|[x]-beli polinomokra elvégezziik a maradékos
osztast, akkor az f = g - (x — ¢) + f(c) Osszefiiggéshez jutunk.

Bizonyitas. Els6fokd polinommal végezve a maradékos osztast a maradék konstans,
ezért azt kapjuk, hogy f = g - (x — c¢) +d, valamilyen K-beli d-vel. A behelyettesitésnek
a 3.20. Tételben kimondott tulajdonsigai alapjan ebbSl f(c) = g(c) - (c —c)+d = d
kovetkezik. [ |

3.22. Tétel. Legyen f = ag+ajx + --- + apx", tovdbbd f = g - (x — ¢) + f(c) a
g=bo+bix+---+by,_1x""! polinommal. Ekkor a g egyiitthatdit és az f(c) helyettesitési
értéket rekurziven a kovetkezOképpen hatdrozhatjuk meg:

(1) bp—1 = ay:
(2) ha mar b; ismert, akkor b;j_; = b; - ¢ +a;;
(3) ha mdr by ismert, akkor f(c) = by - c + ap.

Bizonyitas. Az f =g - (x —¢) + f(c) Osszefiiggésbdl atrendezéssel a

g-x+flo)=g-c+f
Osszefiiggéshez jutunk. A polinomok egyenldsége szerint ez azt jelenti, hogy minden széba
jové i-re az x! egyiitthatéja a két oldalon megegyezik. Az x" egyiitthatéja a bal oldalon
bp—1, a jobb oldalon pedig a,. 0 < i < n esetén x! egylitthatéja a bal oldalon b;_, a jobb
oldalon pedig b; - ¢ + a;. Végiil a konstans tag a bal oldalon f(c), a jobb oldalon pedig
by - ¢ + ay. |

Megjegyzés. A fenti tétel mdédot ad mind a hdnyadospolinom egyiitthatdinak, mind a helyet-
tesitési értéknek a gyors rekurziv kiszdmitdsdra. (Ha a hatvdnyokat szorozndnk az egyiitthatokkal,
majd ezeket 0sszeadndnk, akkor 2n — 1 szdmu szorzdsra és n darab Osszeaddsra volna sziikség, és
csupdn a helyettesitési értéket kapnank meg. Lathatd, hogy a fenti eljarasndl csupdn n darab szorzas
és n darab Osszeadds sziikséges.) A kiszdmitds megkonnyitése érdekében az adatokat egy tdblazatba
szoktdk beirni. A tdbldzatot és a szdmoldsi mddszert Horner-elrendezésnek nevezik.

Ez az eljards a kovetkezé:
El6szor sorba leirjuk egymads utdn a féegylitthat6tél kezdve az f polinom egyiitthatéit:

Ezutan a kovetkezd sor elejére beirjuk a behelyettesitendd ¢ szdmot, és a, ald a,-t, ez lesz egyuttal
b,_1:

| a |odamla o] a | a

e lorma |l 11T

Ha a tdblazat mésodik sora valameddig mar ki van toltve, akkor az elsé iires helyre beirjuk az el6tte
all6 szam c-szeresének €s a hely felett 4116 szdmnak az Osszegét:
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a | |ala

Végiil az utolsé hely kitoltésénél éppen az f(c) helyettesitési értékhez jutunk:

‘ an ‘ < | ditl

c b,,_1=a,1 | b b,-_1=b,~-c+a,~

ai

ap )
‘ bo@)jvbo -C+ag

Ai+l

W | a |

Cc

bn,l:an bl‘ b,-,1=b,~~c+a,-

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az f polinom egyiitthatéinak a leifrdsakor ne feledkezziink meg a 0
egylitthatokrol, amelyek az f polinomalakjdban nincsenek lefrva.

A Horner-féle elrendezésnek nagy elénye, hogy egymads utdni sorokban kozvetleniil elvégez-
het6k a helyettesitések mds szdmmal is. Ha emellett valamikor — egy behelyettesités utin — az
itt kapott hdnyadospolinomba akarunk behelyettesiteni, akkor ugyanilyen médon ezt is megtehetjiik;
egyszerien ,,megfeledkezve” arrdl, ami e folott a sor folott all, és eltekintve az ebben a sorban az
utolsé helyen allé f(c) helyettesitési értékrdl. ]

A tovédbbiakban éppen olyan esetekrdl lesz sz6, amikor ez fontos lehet.

3.12. Definicio. A ¢ € K szamot az f € K|[x] polinom gyokének nevezzik, ha
fle)=0. [ |

3.23. Tétel. Egy f € K polinomnak akkor és csak akkor gyoke a ¢ € K szam, ha a
polinom oszthato (x — c)-vel.

Egy K felett irreducibilis f polinomnak akkor és csak akkor van K -ban gyoke, ha a
polinom elséfokd.

0-t6! kiilonb6zo polinomnak nem lehet tobb gybke, mint amekkora a polinom foka.

Egy polinomnak akkor és csak akkor gyoke minden K -beli szim, ha ez a 0 polinom.

Egyéb konstans polinomnak nincs gydke.

Bizonyitas. Az f = g-(x —c)+ f(c) felirasbdl kovetkezik, hogy (x — ¢) akkor és csak
akkor osztéja f-nek, ha f(c)-nek is osztdja. Els6foku polinom egy konstansnak akkor és
csak akkor lehet oszt6ja, ha ez a konstans 0, ezért az oszthatésag pontosan akkor teljesiil,
ha f(c)=0.

Ha az f irreducibilis polinomnak ¢ gyoke, akkor f = g - (x — ¢) csak gy lehetséges,
hogy g konstans, f tehdt valéban els6fokd. Ha pedig f els6foku, akkor O-tdl kiilonbozé
a-val ax + b alaki (a, b € K), és e polinomnak nyilvian gyoke a (—b)/a szam.

Legyen most f = p; -...- p, irreducibilis faktorokra val6 felbontas. Ekkor tetszéleges
K-beli c-re teljestil az f(c) = pi(c) - ... - pr(c) Osszefiiggés. Tehat f barmelyik gyoke

valamelyik p;-nek is gyoke lesz. Egy irreducibilis polinomnak legfeljebb egy gyoke lehet,
ezért f-nek legfeljebb r darab gyoke van. Masrészt, f foka legaldbb r, mert egy szorzat
foka megegyezik a tényezék fokdnak az Osszegével, és minden egyes tényezd legalabb
els6foku.
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Végezetiil tekintsiink egy polinomot, amelynek minden K-beli szdim gyoke. Bar-
mely szamtest tartalmazza az Osszes természetes szamot, ezért e polinomnak végtelen sok
gydke van — tehdt nem lehet foka. fgy a sz6ban forgé polinom csak a 0 polinom lehet.
Ennek valéban gyoke minden K-beli szim. Egyéb konstans polinomnak nyilvan nem lehet
gyoke. |

Megjegyzés. Emlitettiik a bevezetd részben, hogy a modulo p (p primszdm) vett maradékosz-
talyok testet alkotnak. Ezek véges testek. A testelmélet targyaldsakor le fogjuk irni az dsszes véges
testet. Ezekre a fenti tétel utolsé éllitdsdnak els6 része nem igaz. Ekkor ugyanis abbdl, hogy a test
minden eleme gyoke egy polinomnak, nem kovetkezik, hogy a polinomnak végtelen sok gyoke van.
Be lehet létni, hogy ha egy véges testnek n eleme van, akkor e test minden eleme gyoke az x" — x
polinomnak. (A tétel bizonyitdsandl nem volt sziikség arra, hogy a széban forgé test szamtest legyen,
csak arra tdmaszkodtunk, hogy végtelen sok eleme van. Ennek megfelel6en a tételnek ez a része
pontosan a végtelen testeket jellemzi.) Egyébként a testelmélet targyaldsandl be fogjuk latni, hogy
1éteznek véges testek; minden ¢ primhatvanyra lényegében egyetlenegy. O

3.13. Definicié. A K-beli ¢ szaimot a K -beli egyiitthatés f polinom legaldbb r-szeres
gydkének nevezziik, ha (x — ¢)” osztéja f-nek. Ha (x — ¢)"*! nem osztéja f-nek, akkor
azt mondjuk, hogy ¢ (pontosan) r-szeres gyok. Ebben az esetben az r szdmot a ¢ gyok
multiplicitdsdnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy ¢ tobbszoros gyok, ha valamilyen r > 1
természetes szamra r-szeres gyok. [ |

A 3.23. Tételbdl kovetkezik, hogy egy polinom tbbszords gyoke a polinomnak gyoke;
és e tétel bizonyitdsa azt is adja, hogy egy 0-tdl kiilonb6z6 polinomnak akkor sem lehet a
fokandl tobb gyoke, ha azokat multiplicitdssal szdmoljuk.

6. Polinomfiiggvény, interpolacio

Eddig a polinomok ,.formdlis” tulajdonsigait vizsgéltuk, amelyek igen hasznosak a
polinomok kezelésénél. Valgdjaban a polinomok specidlis fiiggvényekként , keletkeztek™; s
ugy tekinthet6ek, mint e fiiggvények , tikkorképei”. Az aldbbiakban a polinomokat ,,vissza-
forditjuk™; és megvizsgaljuk az éltaluk 1étrehozhaté fiiggvényeket.

3.14. Definicié. Tetszbleges f € K[x] polinomhoz rendeljiik hozzd azt az f*: K — K
fiiggvényt, amelyre barmely K-beli a esetén f* : a — f(a). Az f* neve polinomfiigg-
vény. [ |

3.24. Tétel. A 3.14. Definiciobeli f — f* megfeleltetés miivelettarto az alabbi érte-
lemben:

() (f+9)* = f*+g" (fiiggvény-dsszeadds);
2) (fe)* = f*g* (fiiggvényszorzds);
3) (fog)* = f*(g") (fiiggvénykompozicio: kozvetett fiiggvény képzése).
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Bizonyitas. Ha ¢ és ¢ a K testnek (mint halmaznak) onmagara val6 leképezései,
akkor ezek 0sszegét, szorzatit és kompozicidjat — megfeleléen —

(p+¥)(a) =)+ Y(a), (¢-¥)a)=ep)- Ya), iletve (poi)(a)=e(a))
definidlja, tetszbleges a € K esetén.
Ebbdl az elsd két osszefiiggés azonnal kovetkezik. A harmadik az

[r@ @) = f(g@)=fol(goa)=(fog)oa=(fog)a)=(fog)a)
0sszefiiggésbol adodik. [ ]

A 3.24. Tétel alapjan a polinomfiiggvényekkel éppen olyan egyszertien szimolhatunk,
mint a polinomokkal. Eppen ezért a polinomfiiggvényekkel valé szdmolds sokkal ,.gaz-
dasdgosabb”, mint ha valamilyen bonyolult fiiggvénnyel szdmolnank. Ez az egyszeriliség
azt is jelenti, hogy a szdmolas sokkal kevesebb id6t vesz igénybe. Ennek érdekében sok-
szor igen célszer( tetsz6leges fiiggvényeket polinomfiiggvényekkel ,helyettesiteni”, ,.koze-
liteni”. Természetesen ennek ,,dra” van; nevezetesen a kozelitési hiba miatt az eredmények
sem lesznek ,teljesen pontosak”. Tekintettel azonban arra, hogy a valésdgban el6forduld
mérések esetében mar az adatok sem pontosak, ennek kovetkeztében egy ,.kikovetkezte-
tett” fliggvényt nem is ismeriink, ezért konkrét szaimoldsok esetében a keletkezett hiba
viszonylag kicsi lehet. Gépi szdmoldsokndl az egyszerliség miatt altalaban ilyen mdédszert
hasznalnak.

A kozelités egyik mddja az aldbbi: Megnézziik egy adott fliggvényrdl, hogy bizonyos
helyeken milyen értékeket vesz fel, és ezutdn olyan polinomot keresiink, amely az adott
helyeken ugyanazokat az értékeket veszi fel, mint a megadott fiiggvény. Ezt az eljarast
interpoldciénak nevezik.

Az aldbbiakban bebizonyitjuk az interpolacié elvégezhetGségét.

3.25. Tétel. Legyenek ay, ay, .. .,a, a K test kiilonboz6 és by, by, ..., b, a K test tet-
széleges elemei. Ekkor Iétezik olyan f ugynevezett interpolacios polinom, amelyre f(a;) =
= b; teljesiil, aholi =0, 1,...,n.

Ha azt is feltessziik, hogy az interpolacios polinom foka legfeljebb n, akkor f egyér-
telmiien meghatarozott.

Tetszbleges g polinom akkor és csak akkor lesz a g(a;) = b; i =0, 1, ..., n) feltéte-

leket kielégit6 interpoldcios polinom, ha a fenti f polinommal
g=f+h-(x—ap)-x—ay)-...-(x —ay)
teljesiil valamely h polinomra.

Bizonyitas. Az utolsé allitds egész konnyen adddik. Ha g és f mindegyike interpola-
ci6s polinom, akkor kiilonbségiik az a; helyeken a 0 értéket veszi fel, azaz oszthaté minde-
gyik az (x —a;) polinommal. E tényezdk feltétel szerint kiilonbozdek, és mivel irreducibili-
sek (igy primtulajdonsaguiak) is, ezért g — f oszthat6 szorzatukkal. Az 4llitds megforditdsa
behelyettesitéssel azonnal belathat6.
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Ezzel beléttuk azt is, hogy két interpolaciés polinom vagy megegyezik, vagy kiilonb-
ségiik legalabb (n+1)-edfoku. Két kiilonboz8, n-nél nem nagyobb fokd polinom kiilonbsége
viszont legfeljebb n-edfoku, ezért igaz az egyértelmiiségre vonatkozé Allitas is.

Az interpoléciés polinom 1étezését az n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk.

Ha n =0, akkor f = by egy olyan interpoldcids polinom, amely mindeniitt a by értéket
veszi fel.

Tegyiik fel, hogy az allitds igaz (n — 1)-re, és legyen f olyan, n-nél alacsonyabb foku
polinom, amelyre f(a;) =b; (i =0,1,...,n — 1). Tetszbleges c € K mellett a g = f +
+c-(x —ap) ... -(x —ap—y) polinomra g(a;) =b; (i =0,1,...,n — 1), mint lattuk. A
c=[(an—ao)- ... (an —an—)"" - (by — f(ay)) vélasztassal nyilvan teljesiil g(ay) = by,
is. (Az inverzképzés elvégezhets, mert az a; elemek feltétel szerint paronként kiilonbozéek
voltak.) [ |

Megjegyzés. Az interpoldciés polinomnak a most ismertetett rekurziv meghatdrozasi médszere
a Newton-féle interpoldcio. Ezt akkor célszerli haszndlni, amikor egy fiiggvényt vizsgdlunk, és ezt
egyre tobb ,.hely” felvételével akarjuk meghatdrozni.

Olyan esetben, amikor a helyek tobb feladatndl ugyanazok, csak a felvett értékek valtoznak, cél-
szerlibb a Lagrange-féle interpoliciot hasznélni. Ez a kovetkez6képpen torténik. Legyen g = (x — agp)-

- ...+ (x —ay), és tekintsik a g; =

polinomokat, amelyekre gi(a;) = 0, ha j # i, mig
X —aj

gi(ai) = ¢;i # 0. Tekintsiik az ¢; = s ugynevezett interpoldcios alappolinomokat. Ezek azzal a
c:

1
tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy £;(a;) =0, ha j # i, mig £;(a;) = 1. Ekkor f = bolo +---+byLy
éppen az interpoldcids polinom lesz. ]

3.26. Tétel. Tetszbleges K szdamtest esetén a 3.14. Definicioban megadott f — f*
megfteleltetés injektiv, de nem sziirjektiv.

Bizonyitas. Az injektivitas azt jelenti, hogy kiilonb6z6 polinomoknak kiilonb6z6 poli-
nomfiiggvény felel meg. Legyen ennek a bizonyitdsa végett f* = g*. A 3.24. Tételt fel-
haszndlva azt kapjuk, hogy a h = f — g polinomra 7™ = f* — ¢* a nullafiiggvény, azaz h*
minden (K -beli) szdmot 0-ba visz. Ez azt jelenti, hogy ha a € K, akkor h(a) = 0. K-nak
végtelen sok eleme van és h-nak legfeljebb annyi gyoke van, amennyi a foka, ezért & = 0,
tehat f = g.

Ahhoz, hogy a megfeleltetés nem sziirjektiv, azt kell megmutatni, hogy van olyan
fliggvény, amelyik nem polinomfiiggvény. Mint lattuk, egy polinomnak legfeljebb annyi
gyoke van, amennyi a polinom foka. Igy, ha egy polinomnak végtelen sok gydke van,
akkor ez a 0 polinom. Példdul az a fiiggvény, amelyik minden 0-tdl kiilonb6z6 K -beli
helyen O-t vesz fel, ha polinomfiiggvény lenne, 0-ban is O-t venne fel. Igy, ha a fiiggvény
0-ban az 1 értéket veszi fel, nem lehet polinomfiiggvény. [ |

Megjegyzés. A bizonyitasbol vildgos, hogy a K testnek az a tulajdonsdga volt 1ényeges, hogy
végtelen sok eleme van. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy ez a feltétel valéban sziikséges. Bebi-
zonyitjuk, hogy véges testek esetében forditott a helyzet, azaz a széban forgd megfeleltetés nem injek-
tiv, hanem sziirjektiv. A sziirjektivitds azonnal kdvetkezik abbdl, hogy a testnek véges sok eleme van.
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Igy e helyeken tetsz6leges fiiggvényértékeket elSirva az interpoldciés polinomfiiggvény megegyezik
az eldre felvett fiiggvénnyel. Masrészt, vegyiik figyelembe, hogy K[x]-nek végtelen sok eleme van,
mig a K testen csak véges sok fliggvény értelmezhets. Létezniok kell tehdt olyan kiilonb6zd polino-
moknak, amelyeknek ugyanaz a polinomfiiggvény felel meg. ]

7. A legfeljebb negyedfokiu polinomok gyokeinek
meghatarozasa

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, miképpen lehet polinomok gyokeit meghatarozni. A
nulladfoki polinomok esetében a vélasz érdektelen. Els6fokd polinomokrdl pedig nyilvan-
vald, hogy pontosan egy gyokiik van, amelyik ugyanannak a szamtestnek az eleme, mint
ahonnan az egyiitthaték valdk.

Az az eljaras, amely az els6foku polinomokndl mar a megoldast szolgdltatja, a maga-
sabbfokd polinomok esetében bizonyos ,redukciét” tesz lehetdévé. A gyoktényez8k nem
valtoznak akkor, ha a polinomot egy nemnulla konstanssal szorozzuk, ezért elegendd, ha
normélt polinomok gyokeit keressiik. El6szor a masodfokd polinomok esetében nézziik
meg, miképpen lehet a gyokoket meghatdrozni. (Ez ugyan kozépiskolai anyag, de itt a
komplex szamtest is rendelkezésiinkre all, és a targyaldsmdd is kiilonbozik az ottanitdl.)

Legyen x” + px + ¢ € K[x]. Ha e polinomnak van gyoke, akkor a 3.23. Tétel szerint
oszthat6 a megfeleld gyoktényezdvel, tehdt a polinom reducibilis. Ez egy masodfoku poli-
nom, ezért két els6fokd polinom szorzata. Az egyik tényezs €s a szorzat normaltsdga miatt
a masik tényezd is normélt. Végeredményben tehit az

x2+px+q=(x—a)-(x—b)
felbontashoz jutunk. Osszegezve:

Ha az x* + px + ¢ € K[x] polinomnak van K -ban gyoke, akkor felirhato az
(x —a) - (x — b) ugynevezett gyoktényez0s alakban. A polinom 0Osszes gyokei a és b; ha
ezek egyenlbek, akkor a polinomnak egy kétszeres gyoke van.

A két els6foku tényezbt Osszeszorozva, a polinomok egyenlésége alapjan a kovetke-
z6ket nyerjiik:

Ha az x* + px + q polinom gyokei a és b, akkor

a+b=—p és a-b=gq.
Ezeket a gyokok és egyiitthatok kozotti dsszetiiggésnek nevezik.

Az (a+b)* —(a—b)* = 4ab Osszefiiggésbdl azonnal kovetkezik, hogy D = (a — b)? =
= p* —4q. Ezt a D szdmot a masodfokd polinom diszkrimindnsdnak (meghatérozé) neve-
zik. A D szdm azt hatdrozza meg, hogy a polinomnak vannak-e tobbszoros gyokei. A

diszkriminans akkor és csak akkor 0, ha a polinomnak t6bbszoros gyoke van, amely ekkor
eleme az egyiitthatokat tartalmazo testnek.
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Valéban, ha a két gyok megegyezik, akkor kiilonbségiik négyzete természetesen 0.

2 2
Forditva, ha D = 0, akkor a polinom x* + px + ¢ = x* + px + % = (x + g) alakban

irhat6 fel, ami éppen az el6bbi 4llitast adja. A tovabbiakban feltessziik, hogy K a komplex
szamtest és D # 0. A komplex szdmok korében elvégezhetd a négyzetgyokvonas, ezért
létezik a v/D komplex szam. Feltehetd, hogy a gyokoket éppen gy jeloltiik, hogy a — b =

=+/D.Ebbél, és aza+b=—p Osszefliggésbol azonnal kovetkezik, hogy a széban forgd
polinom két gyoke csak

-p+vD —p—~D
a=—— és b= ————
2 2
lehet. Azt, hogy ezek valoban gyokok, behelyettesitéssel lathatjuk be. (Példaul Horner-
elrendezéssel.) Kovetkeztethetiink azonban a 3.23. Tétel felhasznaldsaval is. A fenti a és
b szdmokra ugyanis a + b = —p és 4ab = (a + b)* — (a — b)* = p*> — D = 4q alapjin
x2+ px +¢ = (x —a)(x — b) adédik.
Ezzel a kovetkezdket lattuk be:
—p+~D
————— és

A komplex egyiitthatés x> + px + q polinomnak két gyike van, 5

—p—+D
2

egyenlo, ha a diszkriminans 0.

, ahol D = p* — 4q a polinom diszkrimindnsa. A két gyok pontosan akkor

A masodfoku polinomok gyokeinek a meghatarozasdval mar akkor is foglalkoztak,
amikor még a komplex szdmokat nem ismerték. Ezért is, meg a val6s szdmok fontossiga
miatt is célszer(, ha kiilon megvizsgaljuk a valds egyiitthatds polinomokat. Amennyiben a
polinom D diszkrimindnsa pozitiv, a fenti két gyok mindegyike valés szdm. Ha viszont a
diszkrimindns negativ szdm (a D = 0 esetet mir megvizsgaltuk), akkor a két gyok egyike
sem lesz valds. Mivel ebben az esetben a két gyok valds része megegyezik, képzetes résziik
pedig egymas ellentettje, ezért a két gyok egymasnak konjugéltja. Eredményiinket a kovet-
kezS8képpen foglalhatjuk Ossze:

Ha a valos egyiitthatos x*+ px+q polinom D diszkrimindnsa pozitiv, akkor e polinom-
nak a fenti két kiilonb6zo valos szam a gyoke; a D = 0 esetben —g a polinom kétszeres

(valos) gyoke; negativ diszkrimindns esetén a polinomnak valos gydke nincs, de a komplex
szamok korében két kiilonboz6 gyoke van, amelyek egymas konjugaltjai.

Most a harmadfoku polinomok gyokeinek a meghatarozéasara tériink rd. Ha egy K[x]-
beli harmadfokd polinom gyokeit keressiik, ezek — éltaldban — nem lesznek K-beli sza-
mok. Vérhaté azonban, hogy a mdsodfokd polinom esetéhez hasonldan itt is fellép egy
K-beli tag (a —p/2-nek megfelel6en). Ez abbdl 14thatd, hogy a gyokokhoz egy rogzitett
K-beli szamot hozzdadva, a kapott szdmok egy ugyancsak K[x]-beli polinomnak lesz-
nek gyokei (ha az eredeti polinom f, és a gyokokhoz a-t adunk, akkor a kapott polinom
f o(x —a) lesz). Ez a tag igen ,.kényelmetlen” a megoldas sordn. Ennek kikiiszobolésére
hasonléképpen jarhatunk el, mint a masodfokd polinomoknal, ha a gyokoket a teljes négy-
zetté vald kiegészitéssel keressiik. (A kiilonbség csak az, hogy a masodfokud polinomoknal
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ezaltal mar 1ényegében meg is kapjuk a megoldast, mig itt csupan ekkor kezdhetjiik el a
gyokok keresését.)

3.27. Tétel. Minden f € K|[x] harmadfokii polinomhoz talilhaté olyan x> + px +q €
€ K|[x] polinom, amelynek gyokeihez egy rogzitett d € K hozzdadisdval az | gyodkeit
nyerjiik.

Bizonyitas. Itt is elegendd, ha normalt polinomokra szoritkozunk. Legyen f =
= x> +ax?+bx +c. Ha ezt a polinomot teljes kobbé szeretnénk kiegésziteni, akkor —

3 .
az elsé két tagot figyelembe véve — ez a kob csak (x + %) lehet. Igy olyan g polino-

. a z 7 2z . . el 2 z
mot kell taldlni, amelyre g o (x + §> = f. Felhasznélva a kompozicié asszociativitasat és

a a . A a a\3 a\?2
az <x+§>o<x——> =xosszefuggestg=fo(x——) = (x——) +a(x—§> +

3 3 3
2 b 2 3
+b (x — E) +e=x>+(b-— 4 x+|c— a + il addédik. Ez valdban a kivant alakud
3 3 3 27
polinom. Az f =go (x + %) Osszefliggésbdl azonnal adédik, hogy d = %. [ ]

Megjegyzés. A tétel szerint, ha a kapott ,hidnyos” harmadfokd polinomnak vannak gydkei,
akkor vannak gyokei az eredeti polinomnak is. Az 4llitds megforditasara dltaldban nincs sziikségiink,
mert be fogjuk latni, hogy a hidnyos harmadfoki polinomnak mindig vannak gyokei. Nem ez a
helyzet akkor, ha a gyokoket nem a komplex szdmtestben, hanem egy sziikebb szdmtestben keressiik.
A bizonyitdsbdl vildgos azonban, hogy az eredeti polinomnak pontosan annyi gyoke van egy adott
szamtestben, mint amennyi a kapott hidnyos polinomnak. |

A kovetkez6kben hidnyos harmadfokd polinomok gyokeinek a meghatirozasara
tériink rd. A p = 0 esetben vildgos, hogy a polinom gyokeit kobgyokvondssal megkap-
hatjuk. Most arra szeretnénk ramutatni, hogy milyen jelenség okozza, hogy p éltalaban
kiilonbozik 0-tél. Itt csak egy példaval tudjuk ezt megvildgitani, de a felsébb tanulméanyok
alapjan megmutathat6, hogy ennek igy kell lennie.

A V2 valés szdm gyoke egy harmadfokd raciondlis egyiitthatés polinomnak, az
(x* — 2)-nek. E szdm négyzete, V4 szintén gyoke egy harmadfoku raciondlis egyiitthatds
polinomnak, (x> —4)-nek. Megmutatjuk, hogy e két szdm Gsszege, o = V244 ugyancsak
egy harmadfoku raciondlis egyiitthat6s polinom gyoke. Az

(u + v)3 =+ + 3P+ 3’ =P + 0P 3uv(u + v)

osszefiiggés alapjan o> =2+4+3 -2 a. [gy a gydke az x> — 6x — 6 polinomnak, amely
ugyancsak raciondlis egyiitthatds. (Azt is lathatjuk, hogy a kapott polinom hidnyos.)

Vilagos, hogy a fenti eljards sokkal dltaldnosabban is elvégezhetd. A fenti példa azt is
sugalmazza, hogy az adott x> + px + ¢ polinom gydkeit is célszerli u + v alakban keresni,
ahol mind u, mind v egy-egy K-beli szdm kobgyoke. Altaldban még ez sem érhet§ el;
éppen ezért a gyokoket a komplex szdmtestben keressiik.

A mir latott (u +v)® = u® + v> + 3uv(u + v) Osszefiiggés alapjan u + v gydke az
x3 — 3uvx — (u® + v*) polinomnak. Amennyiben tehit ez megegyezik az x> + px + ¢
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polinommal, akkor u + v ennek a polinomnak is gyoke lesz. E két polinom egyenléségének
sziikséges és elégséges feltétele az, hogy:

u~v=—§ és  w+vi=—¢q
legyen. Célszert az elsé feltételt
3
3..3__P°
27

alakba irni. Ekkor ugyanis ebbdl és a masodik feltételb6l — a masodfokd polinom gyo-
keinek és egyiitthatéinak az osszefiiggése alapjan — azt kapjuk, hogy u® és v* pontosan

az
3

2
+ -
X qx 27

polinom gyokei. A két gyok szerepe szimmetrikus, ezért feltehetd, hogy

u3=—%+«/5 és v3=—%—\/5,

2 3
0= (9 ()
2 3
D-t a (hidnyos) harmadfoku polinom diszkrimindnsanak nevezziik. (Magasabb szempontok
figyelembevételével célszerlibb 108 - D-t nevezni diszkrimindnsnak.)

ahol

3.28. Tétel. Az x* + px + ¢ € K[x] polinomnak akkor és csak akkor van tibbszo-
10s gyoke, ha diszkrimindnsa 0. Ebben az esetben multiplicitdssal szamolva a polinomnak
harom gyoke van, amelyek elemei a K szdmtestnek.

Bizonyitas. Mivel a polinom harmadfokd, ezért kétszeres gyok esetén els6foku ténye-
z6k szorzatdra bonthatd. Igy, ha a a polinomnak kétszeres gyoke, akkor
x3+px+q=(x—a)~(x—a)-(x—b).
A szorzast elvégezve, a polinomok egyenl6sége alapjan
2a+b =0, a*+2ab = p, a’h=—q

adodik. b-t az elsd egyenl8ségbdl kifejezve €s a masik két egyenlségbe behelyettesitve azt
kapjuk, hogy

.

Igy

2 3
D= <_%) + (?) = (@) +(=a?’ =a®—a® =0,
ahogyan azt 4llitottuk.

Tegyiik most fel, hogy D = 0. A p = 0 esetben ebbdl g = 0 kovetkezik, és ekkor 0 a
polinomnak hdromszoros gydke. Ha p # 0, akkor azt mutatjuk meg, hogy a p = —3a? és
q = 2a° Ssszefiiggésekbd] nyerhet§ a kétszeres gyoke a polinomnak. Legyen tehdt ebben
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3
az esetben a = ——q. Ebbdl:
2p

e () G) -
w=(5) (35)=%

Ezzel a p = —3a” és a g = 2a> Ssszefiiggésekhez jutottunk. Ezekbdl kozvetleniil adodik,
hogy:

x3+px+q =x3—3a2x+2a3=(x—a)o(x—a)'(x+2a).
3g és 2p is K-beliek, ezért a gyokok valéban elemei K-nak (a p = 0 esetben ez 0 € K
miatt nyilvanvalo). [ |

3.29. Tétel. Az x> + px + ¢ € K|[x] polinom gydkei pontosan azok az a + b alakii
szamok, amelyekre:

a3=—%+«/5, b3=—%—\/5 és D:(—%>2+<§>3;

tovabba az a és b szimok szorzata —g. A fenti polinomnak pontosan hirom gyoke van.

7z

Bizonyitas. A D = 0 esetben eredményiink az el6z6 tételbSl adédik. Ha D # 0 és
2
p =0, akkor D = (—%) miatt ¢ # 0. Ekkor VD = :t% (valamelyik rogzitett elgjellel).

Ebbdl a3 = —% + % és b3 = —% T % ad6dik. Ezek egyike 0, mésikuk —q, igy ab = 0 igaz.

A p = 0 esetben a polinom x> + ¢, és valéban —g + ¢ = 0. Tekintettel arra, hogy g # 0,
ezért /—q-ra valéban hdrom kiilonb6z6 érték adédik.

A tovédbbiakban a D # 0, p # 0 esettel foglalkozunk.
Vilasszuk az a-ra széba jovd harom érték valamelyikét, és tegyiik fel, hogy éppen
ezt jeloltiik a-val. A b-re széba jov6 harom érték b, pb és b, ahol o az egyik harmadik

J3

1 3 1
primitiv egységgyodk (o = —5 + % vagy o = -5~ 7). Ezeket a-val szorozva az
3

ab, pab és p*ab sziamokhoz jutunk. E hdrom szdm mindegyikének a kobe —5—7. Ap#0

feltétel miatt a most kapott hdrom szorzat kiilonbdz8, igy pontosan az egyikiik egyezik meg
3

—g-mal, mivel ennek is —5—7 a kobe. Nem megy az ltalanossag rovasara, ha feltessziik,

hogy éppen azt a szdmot jeloltiik b-vel, amelyikre ab = —%. A gyokokre szdba jovo

harom lehetSség tehat a + b, oa + 0*b és o*a + ob. A megfelelé gyoktényez6k szorzatit
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kiszamolva a kovetkez6khoz jutunk:
(x = (a+b)) - (x = (0a+¢’h) - (x — (Q*a+ b)) =
=(x —(@+b))-(x*+(a+b)x+(a*—ab+b*)=
=x3 —3abx—(a3+b3)=x3+px+q.

Ezéltal az x* + px + ¢ polinomot hdrom elséfokii tényezére bontottuk fel. Ennek a
polinomnak a gyokei tehdt éppen e harom polinom gyokei. [ ]

Megjegyzés. A kapott eredményt a kovetkez6képpen szoktdk felirni:

ahol i =0, 1, 2. A harmadfoki polinom gyokeire adott fenti kifejezés a Cardano-képlet.

2 2
Természetesen (—%) helyett mindeniitt szerepelhetne (%) is. Azért hasznaltuk mégis a

2
(—%) kifejezést, mert a kobgyok elbtt is —% all. Igy (talan) konnyebb emlékezni a képletre. [

Most ratériink annak a fontos esetnek a vizsgalatdra, amikor a polinom egyiitthat6i
valdsak.

3.30. Tétel. Ha a valos egyiitthats x> + px + q polinom D diszkrimindnsa negativ,
akkor a polinomnak hirom kiilonboz6 valos gyoke van, ha a diszkrimindns pozitiv, akkor
pontosan egy valos gyok és egy konjugalt komplex gyokpar Iép fel. A diszkriminans elGjele
a megfelel6 esetnek sziikséges feltétele is.

Bizonyitas. Legyen el6szor D pozitiv. Ekkor a 3.29. Tételben szerepld u® és v* szé-
mok mindegyike valds. D # 0 miatt feltehetd, hogy pl. u # 0, és ekkor vdlaszthatd
valosnak is. Mivel az uv szorzat valds, ezért a valasztott valds u-hoz tartozé v is valos.
Tehét a polinom u + v gyoke is valés. A masik két gyok osszege — példdul o® + o = —1
alapjan — éppen ennek a gyoknek a negativja, azaz valds. E két utébbi gyok kiilonbsége

(0 — 0H)(u — v). Itt az els6 tényezs ~/—3, vagyis tiszta képzetes szam. A mdsodik tényez
valds és kiilonbozik 0-t6l, egyébként a 3.27. Tétel szerint D = 0 volna. Igy e két gyok
kiilonbsége tiszta képzetes, és mivel Osszegiik valds, a két gyok valdoban egymds konju-
galtja.

Negativ D esetén u°> és v} egymasnak konjugaltjai. Vélaszthat tehat olyan u, v érték-
par, amelyek ugyancsak konjugaltjai egymasnak. Ekkor szorzatuk természetesen valds lesz.
Ahhoz azonban, hogy masféle pdrositdsbdl nem indulhatunk ki, azt is be kell latni, hogy
e szorzat nem lehet 0. Ennek lehetetlensége példdul gy lathatd be, hogy p = 0 esetén D
nem lehetne negativ. Mivel a két primitiv harmadik egységgyok is konjugdltja egymasnak,
ezért a ou, o*v, valamint a o’u, ov parokban is konjugilt komplex szdmok szerepelnek.
Igy a harom felléps osszeg mindegyike valds, és D # 0 miatt kiilonboza.

A feltétel sziikségessége kovetkezik abbdl, hogy valds egyiitthatés polinom diszkri-
mindnsa is valds, és egy valds szdmra a pozitivitds, negativitds és a 0-val valé egyenl6ség
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feltétele koziil pontosan az egyik teljesiil. (Vigyazni kell azonban arra, hogy egyetlen val6s
szdmot kétszer felsorolva ne tekintsiik konjugalt komplex gyokparnak.) [ |

Megjegyzés. Valos egyiitthatés polinomoknadl az a , Jegtermészetesebb” eset, amikor mindharom
gyok valds, és ezek kiilonbozdek is. Ekkor mind az egyiitthaték, mind a gyokok a valds szdmtesten
beliil maradnak. A Cardano-féle formula azonban éppen ebben az esetben csak a komplex szdimok
segitségével szolgdltatja a polinom gyokeit. Csupdn a valés szdmok ismeretében, a felléps ,,értelmet-
len” komplex szdmokkal a ,,szdmoldsi szabalyok™ szerint dolgozva meg lehetett kapni a gyokoket,
amelyeknek ismét semmi koziik sem volt a ,,segitségiil vett értelmetlen dolgokhoz”. Tgy valt sziiksé-
gessé a komplex szimoknak mint egy bévebb szdmkornek a bevezetése. A harmadfoku valds egyiitt-
hatés polinomokndl a negativ diszkrimindns esetét casus irreducibilisnek nevezik. (A testelméleti
vizsgalatokndl vélik majd vildgossd, hogy ez a ,kellemetlenség” nem keriilhetd el.) |

A tovabbiakban a negyedfoki polinomok gyokeinek a meghatdrozasat — illetve ilyen
polinomok linedris faktorokra valé felbontdsat — tlizziik ki célul. Ha azonban figyelmesen
atnézziik eddigi eredményeinket, azt latjuk, hogy a fokszdm novekedésével egyre jobban
novekszik a megoldas ,,bonyolultsdga”. Ez még fokozddik a negyedfoku polinomok eseté-
ben. fgy — bar itt is 1étezik ,,megoldSképlet” — csupdn egy eljarast fogunk adni a polinom
gyokeinek a meghatarozdsara. Ennek az eljarasnak a segitségével minden konkrét esetben
meg lehet hatdrozni a polinom gyokeit.

Az ismert azonossag alapjan elegendd, ha megmutatjuk, hogy megvaldsithat6 az

a 2
xtraxd +bx’+ex+d = (x2+§x+u) —(px +q)°

atalakitds — alkalmas u, p és ¢ szamokkal. A polinomok egyenl&ségének alapjan a fenti
Osszefiiggés ekvivalens a

2
b=%+2u—p2, c=au —2pq, d:uz—q2

egyenldségek teljesiilésével. Az els§ és a harmadik egyenldségbdl is és a masodikbdl is

Py

kifejezhetjiik 4 p>q>-t. Ezeket egyenlévé téve eredményiil
Bu+a’—4b)- (u* —d) = (au — ¢)*
adddik. Ebbdl azt kapjuk, hogy u-nak valaszthatjuk a
8x° — 4bx? + 2ac — 8d)x — (a*d — 4bd + ¢?)
polinom barmelyik gyokét. Egy harmadfokd polinomnak mindig van gyoke, ezért ilyen u-t

talalhatunk. Az u ismeretében, a p* = az +2u — b és a g* = u* — d sszefiiggések alapjan

p és g meghatarozhat6. Persze a meghatdrozas nem egyértelmi. Barmelyikiiknek vehetjiik
a negativjat is. Mégsem kapunk négy megoldast, mert 2pg = au — ¢ kovetkeztében csak
két par johet széba. (Ez annak felel meg, hogy px + g vagy —px — q az a kifejezés, amit
négyzetre akarunk emelni, azaz a felbontdsban szerepld két mdsodfokd tényezd milyen
sorrendben 1ép fel.) Ezzel bizonyitast nyert a

3.31. Tétel. Barmely komplex egyiitthatos negyedfoki polinom felbonthato négy
elséfokii tényez6 szorzatdra.
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Megjegyzések

1. Belathatd, hogy a kapott harmadfokud polinom mas-mds gyokét véve az torténik, hogy a sze-
repld négy elséfoku tényez6t mas-mas lehetséges modon pérositjuk 6ssze egymadssal. Ez a testelméleti
vizsgalatokndl — pontosabban szdlva a Galois-elmélet targyaldsandl vélik vildgossa.

2. Az algebrai vizsgdlatoknak sokdig az volt az egyik célja, hogy megolddképletet, de legaldbbis
a fenti médon leirt megoldasi eljardst taldljanak magasabb foku polinomokrais. (Ez ugyan mar egyél-
taldn nem volna hasznélhat6 vagy attekinthetd.) Bizonyitdst nyert azonban, hogy ilyen megoldéképlet
nem létezik. Ezt is a Galois-elmélet tirgyaldsandl fogjuk belatni. ]

8. Az algebra alaptételének ekvivalens alakjai

A legfeljebb negyedfoki polinomok gyokeinek meghatdrozasa alapjan azt gondolhat-
juk, hogy minden polinomot fel lehet bontani els6fokd komplex egyiitthatés polinomok
szorzatara. Azt nem allithatjuk, hogy minden polinomnak annyi gyoke van, amennyi a foka,
hiszen egy-egy els6foku faktor tobbszor is el6fordulhat. Az ebbdl szarmazé ,,zavarokat” az
alabbi médon lehet kikiiszobolni.

3.15. Definicio. Ha a K[x]-beli f polinomnak ay, ..., a, az 6sszes kiilonb6z6 K -beli
gyokei, s ezek multiplicitdsa rendre ky, ..., k,, akkor azt mondjuk, hogy az f polinomnak
a K szamtestben Osszesen k; + - - - + k, gyoke van. ]

A fenti definici6 figyelembevételével azt lehet sejteni, hogy érvényes az alabbi tétel:

Az algebra alaptétele: A komplex szamok korében minden polinomnak annyi gyoke
van, mint amennyi a foka.

Val6jaban e tételnek nem sok koze van az algebrdhoz, mert ma mar nem az az algeb-
rai vizsgélatok kiindulépontja, hogy tekintiink egy polinomot és vessziik annak a gyokeit.
Maga a tétel sem bizonyithaté algebrai eszkozokkel, csupan fiiggvénytani médon, mert
tulajdonképpen itt bizonyos tipusui fiiggvények viselkedésérdl van sz6 (a polinomfiiggvé-
nyek is ilyenek). E tételt azonban igen sokféle formdban ki lehet mondani, és ezeknek az
ekvivalencidja mar algebrai médszerekkel bizonyithaté is. Azt természetesen nem mond-
hatjuk, hogy bizonyos, a polinomokra vonatkozé allitdsok a komplex szdmtestben ekviva-
lensek, mert ezek barmelyike igaz a komplex szamtest esetében. Eppen ezért a tételt gy
fogalmazzuk meg, hogy ezek az allitdsok tetszSleges szamtest esetében ugyanazt jelentik.
Igy, ha a komplex szdmokra ezeknek az dllitdsoknak barmelyikét be tudjuk bizonyitani,
akkor madr az itt bizonyitasra keriil6 tétel kovetkeztében a tobbi dllitds is igazoldst nyer.

Egyébként az algebra alaptétele ,,nagyon sok” szdmtestre igaz.

3.32. Tétel. Barmely K szamtest esetén a K|[x]-beli polinomokra ekvivalensek az
alabbi allitasok:
(1) Minden legalabb els6foki polinomnak van K-ban gyoke.
(2) Minden legalabb els6foki polinomnak van elsofoku faktora.
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(3) Minden irreducibilis polinom elséfokd.
(4) Minden legalabb elséfoku polinom felbonthato elséfokiu polinomok szorzatdra.
(5) Ha f normdlt n-edfoku polinom, akkor felirhato f = (x —ay)-...-(x — a,) alakban.

(6) Ha f normadit n-edfokii polinom, akkor felirhato f = (x —bl)kl coo(x —b,)k’ alakban,
ahol a b; szamok kiilonbozoek és ki + - - -+ k, = n.

(7) Barmely n-edfoku polinomnak pontosan n gyoke van.

Azokat a (szdm)testeket, amelyekben e feltételek igazak, algebrailag zdrt szamtestek-
nek nevezik.

Bizonyitas. A tételt ciklikusan bizonyitjuk be, azaz kimutatjuk, hogy a fenti feltéte-
lek barmelyikébdl kovetkezik a sorrendben kovetkezd, és az utolsébol kovetkezik az elsd.
Ezzel természetesen bizonyitdst nyer az is, hogy barmelyikbdl kovetkezik az 9sszes tobbi.

(1)-bdl kovetkezik (2): Ha a gyoke az f polinomnak, akkor a 3.23. Tétel szerint f
oszthat6 az x — a els6fokd polinommal.

(2)-bdl kovetkezik (3): Az f irreducibilis polinom legaldbb els6foku, igy (2) szerint
f = (x — a) - g alaku. Az irreducibilitds definici6ja szerint e két tényezS valamelyike
konstans. Mivel az els6 faktor nem az, ezért a masodik lesz konstans. Tehat f valoban
els6foku polinom.

(3)-bdl kovetkezik (4): A 3.16. Tétel szerint tetszbleges K -beli legalabb elséfoku poli-
nom felbonthat6 irreducibilis tényezSk szorzatira. (3) alapjan viszont ezek els6fokdak.

(4)-bdl kovetkezik (5): A feltétel szerint az f polinom felirhat6 elséfokd polinomok
szorzataként. E polinomok els6foki tagjainak az egyiitthatdit kiemelve az f polinomot egy
konstansnak és normdlt els6foku polinomoknak a szorzatdra bontottuk fel. Az f normalt-
sagabdl kovetkezik, hogy a szerepld konstans 1. A szorzdsndl a fokok dsszeadddnak, ezért
a tényezdk szdma megegyezik f fokdval. Igy éppen a kivant felbontést kaptuk.

(5)-bdl kovetkezik (6): A kiinduldsul vett felirdsbol a kivantat ugy kapjuk meg, hogy
egybefoglaljuk a megegyezd tényezdket. A kitevdk Osszegére vonatkoz6 allitas ismét abbol
kovetkeztethets, hogy a szorzat foka megegyezik a fokok 6sszegével.

(6)-bdl kovetkezik (7): Az f polinomnak (6) alapjan megadott felirdsabdl kovetkezik,
hogy a 3.23. Tétel miatt e polinomnak pontosan a felsorolt » darab szdm lesz a gyoke.
Felhaszndlva a 3.13. és 3.15. Definicidkat, azt kapjuk, hogy a gyokok szdma valéban meg-
egyezik a polinom fokdval.

(7)-bdl kovetkezik (1): Minden polinomnak pontosan annyi gyoke van, amekkora a
foka, ezért egy legalabb els6foku polinomnak legaldbb egy gyoke van. [ |

Megjegyzés. Vegyiik figyelembe, hogy a 3.32. Tételben felsorolt feltételek csak algebrailag
zart (szdm)testekben igazak. Mint emlitettiik, a komplex szdmok testérdl beldthatd, hogy ilyen. A
feltételek viszont minden szdmtest esetében ekvivalensek. O

A komplex szamok nehezebb kezelhet&sége miatt sokszor célszertibb az algebra alap-
tételét a valds szamokra megfogalmazni. Természetesen ez nem azt jelenti, hogy az algebra
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alaptétele a valés szamokra is érvényes volna, hanem azt, hogy a valés szamokra kimond-
haté egy olyan tétel, amely ekvivalens az algebra alaptételével. Ennek is tobbféle, ugyan-
csak ekvivalens megfogalmazdsa van. Mindenekel6tt ezeknek az ekvivalencidjit fogjuk
kimutatni. Az el6bbiekhez hasonldan itt sem mondhatjuk ki az ekvivalenciat a valos szdm-
testre, csupdn tetszbleges szdmtestre vonatkoz6 ekvivalencidrél beszélhetiink. Tekintettel

arra, hogy az algebra alaptétele nagyon sok szamtestre teljesiil, ezért — a kés&bb szerepld
3.35. Tétel alapjan — hasonl6 igaz erre a tételre is.

3.33. Tétel. Barmely V szamtest esetén V [x]-beli polinomokra ekvivalensek az alabbi
allitasok:
(1) Minden legalabb els6fokii polinomnak van legfeljebb mdsodfokii faktora.
(2) Minden irreducibilis polinom legfeljebb masodfokii.
(3) Minden legalibb els6foki polinom felbonthato legfeljebb masodfoku irreducibilis
polinomok szorzatdra.
Azokat a (szdm)testeket, amelyekben a fenti feltételek teljesiilnek, valésan zirt
(szam)testeknek nevezik.

Bizonyitas. MindenekelGtt bebizonyitjuk az elsd harom feltétel ekvivalencidjat.

(1)-bdl kovetkezik (2): Az f irreducibilis polinomnak feltétel szerint van egy g, leg-
feljebb masodfoku faktora. Az f = gh felbontdsban az els6 tényezd nem konstans, tehat
f irreducibilitdsa alapjin a masodik tényezd az. Igy f és g foka megegyezik, tehat f
legfeljebb masodfokd.

(2)-bdl kovetkezik (3): A 3.16. Tétel szerint barmely legalabb els6fokd polinom fel-
bonthat6 irreducibilis polinomok szorzatdra. Ezek azonban a (2) feltétel alapjan legfeljebb
masodfokuiak.

(3)-bdl kovetkezik (1): A feltételben biztositott felbontdsbeli barmelyik tényezd az
eredeti polinomnak egy legfeljebb masodfoku faktora lesz. [ ]

Megjegyzés. Itt is hasonld a helyzet, mint a 3.32. Tétel esetében. E feltételek csak a valdsan
zart testek esetében teljesiilnek, de barmely szamtest esetében ekvivalensek. Azt is jo tudni, hogy a
valds szdmtest valésan zért (hiszen éppen ez a ,,valésan zart” elnevezés alapja). |

Kiegészités. A 3.33. Tételben leirt feltételek teljesiilése esetén minden pdratlan foki
polinomnak van V -ben gyoke, minden V -beli szdm vagy egy V -beli szim négyzete, vagy
egy V-beli szam négyzetének az ellentettje, és V -beli elemek négyzetének az Osszege V -
beli elem négyzete.

Bizonyitas. Mivel polinomok szorzatinak a foka megegyezik a tényezdk fokanak
az Osszegével, ezért egy pdratlan fokd polinom felbontdsdban nem lehet minden tényezd
mdsodfoku. A feltétel szerint viszont ekkor e polinomnak van els6foku faktora, ami a 3.23.
Tétel figyelembevételével azt jelenti, hogy van V-beli gyoke.

Legyen most a € V, és tekintsiik az x* — a polinomot. Ha ennek van V-ben gydke,

akkor a egy V-beli szdm negyedik hatvinya, tehit egyszersmind egy V-beli szdm négyzete
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is. Egyébként a feltétel alapjan e polinom felbonthaté két irreducibilis méasodfokd polinom
szorzatara, amelyekrdl nyilvan feltehetd az is, hogy normaltak:

2 —a=fx)-g).
Ebbsl (—x)* = x* alapjan kapjuk az eredeti polinomnak irreducibilis normalt faktorokra
valé két felbontdsat:
xf—a=f(x)-g(0) = f(=x)- g(~x).

Az egyértelmiiség miatt itt két eset lehetséges. Ha g(x) = g(—x), akkor f(x) = f(—x) is
fenndll. Ebbd] azt kapjuk, hogy f(x)=x%—b és g(x) = x> — ¢ alaki (b, c € V). A kapott
x*—a=(x*=b)-(x*—0)
egyenlGségbdl formailag pontosan az y>—a polinom V[y]-beli felbonthatésaga kovetkezik,
bizonyitva, hogy a egy V-beli szdm négyzete. A g(x) = f(—x) esetben, 0-t behelyettesitve

—a = f(0)* adédik, és igy a egy V-beli szam négyzetének a negativja.

A harmadik allitdsnak a bizonyitdsahoz elég belatni, hogy a, b € V esetén van olyan
c € V, amelyre a® + b*> = ¢>. A b = 0 esetben ¢ = a megfelel. Egyébként tekintsiik az
f(x) = x* —2ax?+a® + b* polinomot. Ha ennek van V-ben gyoke, akkor ennek a gydknek
a négyzete gyoke az x> — 2ax + a® + b* polinomnak. Ezért f(x) D diszkriminansénak a
A = /D négyzetgydkére A = /(2a)? — 4(a? +b%) = 2by/—1 € V, azaz vV/—1 = ;ib ev
(b # 0). Mint lattuk, V-ben minden elem vagy a negativja négyzet, tehit ebben az esetben
minden elem négyzet, azaz a*> + b* is. Ha az f(x) polinomnak nincs elséfoki faktora,
akkor (3) szerint felbomlik két mdsodfoku irreducibilis tényezd szorzatdra. Létezik tehat
V[x]-beli irreducibilis tényez8kre vald

x* —2ax? +a* +b* = h(x) - g(x)

felbontds. Ebbdl az x +— —x helyettesitéssel a h(—x) - g(—x) faktorokra valé felbontds
adédik. h és g irreducubilitdsdnak a kovetkeztében két eset lehet. Ha h(—x) = h(x) (és
g(—x) = g(x)), akkor a fentebb ldtottakhoz hasonléan az x> — 2ax + a” + b* reducibilitdsa
adodik, amikor is ugyanaz a végkovetkeztetés, mint az el6z6 esetben. Egyébként itt is
(x* —cx +d) - (x* + cx + d) alaku felbontést nyeriink; amib8l a” + b = d* kivetkezik. W

Megjegyzések

1. Annak a bizonyitdsa, hogy a Kiegészitésben adott feltételbdl kovetkeznek a 3.33. Tételbeliek,
komolyabb algebrai segédeszkdzoket igényel. Aki tudja, hogy az algebra alaptételének a fiiggvény-
tani bizonyitdsa elég hosszadalmas, annak szdmdra ez varhato is, hiszen ennek a feltételnek a valds
szamtestre valo teljesiilése az analizis eszkozeivel igen egyszer(ien bizonyithaté. Valdban, a feltétel
elsd része azonnal kovetkezik a Bolzano-tételb6l — felhaszndlva a polinomok folytonossdgat —, a
masik két feltétel pedig abbdl, hogy pontosan a nemnegativ szaimok allnak elé négyzetként.

2. A Kiegészitésben szerepld mdsodik és harmadik feltétel ,,triikkkds™ bizonyitdsa természetessé
valik a 3.36. Tétel felhasznaldsdval. Ez a tétel koti ugyanis Ossze az algebrailag zért és a valésan
zart testeket. Ezt felhaszndlva viszont a hdrom tétel egyiittes bizonyitdsa vdlna sziikségessé, ami a
bizonyitasi folyamatot bonyolitand el.

3. A Kiegészitésben szerepldé harmadik feltétel egyaltaldn nem tlinik természetesnek. Hiszen
a val6s szamtest esetén vildgosan ,ldthat6”, hogy pdratlan fokd polinomnak van valds gyoke, és
minden pozitiv valés szdm egy valds szdm négyzete. Mégis sziikség van erre. Ez a feltétel burkoltan
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azt mondja ki, hogy pozitiv szdmok 0sszege is pozitiv. Létezik olyan maximalis szdmtest, amelyiknek
eleme +/—3, de nem eleme +/—1. Erre a szimtestre igaz e pont elsd két dllitdsa, de a harmadik nem.

Eppen ezért e szamtest felett akdrmilyen n € N-re van olyan irreducibilis polinom, amelynek a foka
2". (Ennek a beldtédsa egydltalan nem egyszerd.) d

A tovédbbiakban a 3.32. és 3.33. Tételek egybevetése lesz a célunk. MindenekelStt az
sziikséges, hogy a V és a K szdmtest kozott olyan kapcsolat alljon fenn, mint a valds és a
komplex szdmtest kozott.

3.34. Tétel. Tegyiik fel, hogy azi képzetes egység nem eleme a V szamtestnek. Ekkor
annak a legsziikebb — V (i)-vel jelolt — szamtestnek, amelyik mind a V szamtestet, mind
az i szamot tartalmazza, az elemei egyértelmiien a + bi alakban irhatok, ahola,b € V. Az
a + bi — a — bi megfeleltetés rendelkezik a komplex konjugalas tulajdonsdgaival.

Bizonyitas. Az a + bi alaki szdmok — a miiveleti zartsdg alapjan — benne vannak
minden olyan szdmtestben, amely mind a V-t, mind az i-t tartalmazza. A felirds egyér-
telm{isége azonnal kovetkezik abbdl, hogy i ¢ V. Egyszerli szdmoldssal beldthatd, hogy
az adott alakd szamok gyfr(it alkotnak. A megadott leképezés tulajdonsdgait sz6 szerint
ugyantgy bizonyithatjuk, mint a komplex szamok esetén a konjugalds tulajdonsédgait. Ebbdl
pedig az N = a* + b” jeloléssel az

a+bi (a+bi)-(c—di) ac+bd bc—ad

c+di (c+di)(c—dh) N N
Osszefiiggés alapjan kovetkezik, hogy a megadott alaki szdmok testet alkotnak, mivel V is
szamtest. |

Megjegyzés. Természetesen ez nem ugyanaz, mint a komplex szdmok bevezetése. A V szam-
testrdl azt sem kell feltenni, hogy a 3.32. Tétel dllitdsai teljesiilnek rd. Léteznek ugyanis olyan V
szamtestek is, amelyek nem tartalmazzdk i-t, de az elemeik kozott nemcsak valés szdmok vannak.

Példaul racionalis a és b esetében az a + b~/ —3 alaki szamok szamtestet alkotnak, e szamtest nem
tartalmazza i-t, de elemei kozo6tt vannak nem valds szamok is. O

3.35. Tétel. Legyen K = V (i), és rendeljiik hozza a K -beli egyiitthatos f = ap+ax +
+ .- +apx" polinomhoz az f = ag + ajx + --- + apx" polinomot, ahol a + a a 3.34.
Tételbeli megfeleltetést jeloli. Ekkor: f = f; f+g=f+8: - 8=F 8 fog=fog:
f(a) = f(@). Tovabba: f+ f, f - f € V[x] é f = f akkor és csak akkor, ha f € V|[x].
Végiil gr(f) = gr(f).

Bizonyitas. Az elsd négy Osszefiiggés — a definiciok alapjan — egyszertien kisza-
mithatd. Az 6todik Osszefiiggés — azaz f(a) = 7(5) — az elézdnek specidlis esete. A
definiciébél azonnal lathaté, hogy f = f pontosan akkor teljesiil, ha f egyiitthatéi mind
V-bél valék. Ebbél pedig azonnal adédik az is, hogy f-nak és f-nek az Osszege is és a

szorzata is V-beli egyiitthatés. Az utolsé allitds ugyancsak nyilvanvald. ]

3.36. Tétel. Legyen K = V(i). A V testre akkor és csak akkor teljesiilnek a 3.33.
Tételbeli tulajdonsiagok, ha a K testre teljesiilnek a 3.32. Tételbeliek.
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Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy a K szamtestre érvényesek a 3.32. Tételben
kimondott tulajdonsdgok, és legyen f € V[x] legaldbb els6foki polinom. A 3.32. (2)
tulajdonsdg alapjan f-nek van K[x]-ben egy g els6foku faktora. E faktorrdl azt is felte-

hetjiik, hogy normélt. Ha g = g, akkor a 3.6. Tétel szerint az i hanyados V[x]-beli, és
8

igy f-nek van V[x]-ben egy els6foku faktora. Ellenkez6 esetben a norméltsdg alapjan g és
g nem egymds konstansszorosai, és igy g - g is osztéja f-nek. Tekintettel arra, hogy ez a
szorzat a 3.35. Tétel szerint V-beli egylitthat6s és nyilvan masodfoki, ezért — ugyancsak
a 3.6. Tétel kovetkeztében — 1étezik f-nek a V[x]-ben egy masodfoku faktora. Ezzel tehat
belattuk, hogy V-re teljesiil a 3.33. Tétel (1) pontja.

Tegyiik most fel, hogy a V testre teljesiilnek a 3.33. Tételben megadott feltételek.
Mindenekel5tt megmutatjuk, hogy ekkor minden V-beli egyiitthatés masodfokd polinom
felbonthat6 két K-beli egyiitthatds elséfokil polinom szorzatdra. Nyilvan elegendd, ha ezt
normdlt polinomokra bizonyitjuk. Legyen a vizsgélt normdlt masodfokud polinom diszkri-
mindnsa D. A 3.33. Tétel Kiegészitése alapjan vagy D, vagy —D egy V testbeli elem
négyzete. EbbdI pedig azonnal kovetkezik az 4llitas, ha a masodfoki polinomoknak a fel-
bontdsat a vizsgilt valds egyiitthatds esetre végigvissziik. Legyen most f tetszdleges K-
beli egyiitthatés legalabb elséfoki polinom. Az f - f szorzat a 3.34. Tétel szerint V-beli
egyiitthatds, és nyilvan legaldbb elséfokd. Igy a 3.33. Tétel (3) pontja szerint felbonthaté
legfeljebb masodfoku faktorok szorzatira. Ezek a mdsodfokud faktorok az elébb bizonyi-
tottak alapjan tovdbb bonthaték K[x]-ben els6foku faktorokra. A polinomok egyértelmi
felbontasara vonatkoz6 tétel szerint ebbdl adodik az f-nek elséfoku faktorokra vald fel-
bontdsa, €s igy teljesiil a 3.32. Tétel (4) feltétele. [ |

9. Racionalis és egész egyiitthatés polinomok

Az eddigiekben 1ényegében a valds és komplex egyiitthat6s polinomokat vizsgaltuk.
Térjiink most 4t a harmadik ,,fontos” szamtest, a raciondlis szamtest feletti polinomok vizs-
gdlatdra. Mindenekel6tt azt mutatjuk meg, hogy a felbontési és gyokmeghatarozasi kérdé-
sek visszavezethetSk egész egyiitthatés polinomok vizsgalatara.

A raciondlis egyiitthatés polinomok korében érvényes az egyértelmii faktorizacio,
hiszen barmely szdmtest feletti polinomgy(iriiben 1étezik maradékos osztds, aminek a segit-
ségével az egyértelmi faktorizacié bizonyithatd. Latni fogjuk, hogy az egyértelm faktori-
z4ci6 az egész egyiitthatds polinomok esetében is 1étezik. Ezt viszont nem tudjuk a maradé-
kos osztas segitségével bizonyitani, mert a maradékos osztas itt nem végezhetd el. Ennek
a kozvetlen beldtdsa igen kellemetlen volna, mert azt kellene megmutatni, hogy a mara-
déknak ,,valamije” csokken; ez a valami természetes szammal volna mérhets. Ehelyett azt
mutatjuk meg, hogy a maradékos osztdsnak egyik kovetkezménye itt nem teljesiil.

A maradékos osztds segitségével bizonyitottuk, hogy minden (polinom)idedl f&ideal.
Nos ez az egész egyiitthatés polinomok esetében nem igaz. Tekintsiik azokat az egész
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egylitthatés polinomokat, amelyeknek a konstans tagja paros. Vilagos, hogy két ilyennek a
kiilonbsége is és egy ilyennek a polinomszorosa is ilyen, tehat ezek egy [ idealt alkotnak.
Tekintslink egy (f) f6idedlt (ahol f € Z[x]), ami I-t tartalmazza. Ekkor 2, x € (f) miatt
léteznek olyan u, v € Z[x] polinomok, amelyekre 2 = u(x) - f(x) és x = v(x) - f(x). Mivel
az elsd szorzat foka 0, ezért a tényezdk foka is csak O lehet, vagyis f(x) = ¢ € Z konstans.
A masodik egyenldség szerint x = v(x) - ¢; ami csak akkor lehet, ha ¢ = 1 vagy ¢ = —1.
Ezek a polinomok viszont nem elemei az [ idedlnak.

7 2

Ezért kell az Z[x]-beli polinomok esetére az egyértelmii felbontést , keriild tton” bizo-
nyitani.

3.16. Definicié. Egy egész egyiitthatés polinomot primitiv polinomnak neveziink, ha
féegyiitthat6ja pozitiv, és egyiitthatéinak legnagyobb kozos osztdja 1. [ |

Megjegyezziik, hogy a primitiv polinom definici6jdndl 4ltaldban nem teszik fel azt,
hogy a féegyiitthat6 pozitiv, de ez a megkotés — az egyértelmiiség érdekében — hasznos.

3.37. Tétel. Minden raciondlis egyiitthatos, 0-tol kiilonboz6 polinom egyértelmiien
felbonthato egy raciondlis szamnak és egy primitiv polinomnak a szorzatara.

Bizonyitas. Legyen f(x) egy tetszGleges raciondlis egyiitthatds polinom, és legyen b
az f(x) egyiitthatéi nevez@inek a szorzata. Ekkor b - f(x) egész egyiitthats polinom. Ha
kiemeljiik e polinom egyiitthatéinak az a legnagyobb k6zos osztéjat, akkor egy olyan g(x)
egész egyiitthatds polinomot kapunk, amelyben az egyiitthatok legnagyobb kozos osztdja 1.
A kiemelt szam helyett esetleg (—a)-t kiemelve elérhet§ az is, hogy g(x) primitiv polinom

legyen. Igy f(x) az % (vagy —% ) raciondlis szdmnak és a g(x) primitiv polinomnak a
Szorzata.

Tekintsiik egy raciondlis egyiitthatés polinomnak két ilyen felirdsat:
a c
b (ag+arx + - +apx") = 7 (co+crx + -+ epx™).
b-d-vel szorozva azt kapjuk, hogy barmely i indexre ad-a; = cb-c;. Ebbdl az egyenl6ségbol
adddik, hogy a bal oldalon, illetve a jobb oldalon all6 szdmok legnagyobb kozos osztdja
megegyezik. A primitiv polinomok definici6éja alapjan tehat ad és bc vagy megegyezik,
vagy ellentétes elGjeld. Ez utébbi azonban lehetetlen, mert a, és ¢, egyike sem negativ

a ¢
és ada, = bccy,. Tehat Ak Ebbdl a szerepld primitiv polinomok egyértelmiisége is
kovetkezik. [ |

A tovédbbiakban az egész egyiitthatés polinomok felbontasaval foglalkozunk. Ehhez
itt is sziikségiink van az oszthatésdg fogalmara. Az oszthatdsdgot ugyanigy értelmezziik,
mint tetsz6leges polinomok esetében tettiik, csupdn most a hdnyadostdl is megkoveteljiik,
hogy egész egyiitthatds legyen.

3.17. Definicié. A g(x) egész egyiitthats polinom osztéja az f(x) egész egyiitthatds
polinomnak, ha létezik olyan egész egyiitthatds h(x) polinom, amelyre f(x) = g(x)-h(x). B



3.9. Racionalis és egész egyiitthatés polinomok L. rész 109

Be fogjuk latni, hogy az egész egylitthatés polinomok esetében nem osztdja barmely
konstans minden polinomnak. Azt is kimutatjuk, hogy a primszdmok primtulajdonsiga az
egész egyiitthatés polinomok korében is teljesiil.

3.38. Tétel. Egy egész szdam pontosan akkor osztdja egy egész egyiitthatos polinom-
nak, ha minden egyiitthatojanak osztoja. Ha egy primszam osztoja két egész egyiitthatos
polinom szorzatdnak, akkor osztoja valamelyik tényezonek is.

Bizonyitds. A c egész szam definici szerint akkor osztéja az f = ap+a;x+- - -+apx”"
polinomnak, ha létezik olyan g = b + byx + - - - + b,x" polinom, amelyre ¢ - g = f. Ez
ekvivalens azzal a feltétellel, hogy a; = cb; (i =0, 1, ..., n), ami pontosan azt jelenti, hogy
¢ osztdja az f polinom minden egyiitthatéjanak.

A masodik allitds bizonyitdsdra legyen a két polinom

f(x)=ap+ax +---+apx" & g(x)=bo+bix + -+ bpxF,

tovabbd ezek szorzata h(x) = co+cix+- - -+cix +---. Legyen most p egy olyan primszam,
amelyik osztdja a szorzatpolinomnak, azaz minden egyes c;-nek. Ha p osztdéja az f(x)
polinom mindegyik egyiitthatdjanak, akkor az allitds igaz. Amennyiben p nem osztdja az
f(x) mindegyik egyiitthat6jdnak, akkor van egy legkisebb index{i egyiitthat, amelynek
nem oszt6ja. Legyen ez az index u (azaz p | ag, ..., p | ay—1, de p 1 a,). E feltétel mellett
azt fogjuk bizonyitani, hogy p osztdja a g(x) polinomnak. Induktiven bizonyitunk (nem
teljes indukcidval, mert a polinomnak véges sok egyiitthatdja van). Tegyiik fel, hogy p
osztdja a g(x) polinom minden v-nél kisebb indexi egyiitthatéjanak, és azt bizonyitjuk be,
hogy by,-nek is osztdja. (Specidlisan a v = 0 esetben ,.kezdSlépésként” azt kapjuk, hogy
bo-nak osztdja a p.) Tekintsiik a szorzatpolinom u + v indexi egyiitthatdjat:

Curv = Aobysy + -+ -+ ay—1bys1 + ayby + ay1by—1 + - - - + ayvbo.

A bal oldalon 4ll6 szdm a szorzatpolinomra vonatkozd feltétel szerint oszthaté p-vel.
A jobb oldali 0sszeg els6 u tagja az f(x) egyiitthatdira, az Osszeg utolsé v tagja pedig a
g(x) egyititthatéira kir6tt feltétel alapjan oszthaté p-vel. Egy p-vel oszthaté szambdl két
p-vel oszthaté szdmot kivonva ugyancsak p-vel oszthatdé szdmot nyeriink, ezért a, b, is
oszthat6 p-vel. A primtulajdonsdg alapjan tehdt a szorzat valamelyik tényezdje is oszthat6
p-vel. Az f(x) egyiitthatéira kir6tt feltétel alapjan ez csak a b, lehet, mint allitottuk. W

A fenti eredménybdl a primitiv polinomok egy igen fontos tulajdonsdga adddik:

3.39. Tétel (Gauss lemmaja). Két primitiv polinom szorzata is primitiv polinom.

Bizonyitas. Ha két egész egyiitthatds polinom szorzata nem primitiv, akkor oszthat
egy 1-nél nagyobb egész szdmmal, és igy ennek egy primosztdjaval. A 3.38. Tétel alapjan
ez a primszam osztdja valamelyik tényezének is, ami azt jelenti, hogy ez a tényezd nem
primitiv. Tehat, amennyiben mindkét tényez6 primitiv, akkor a szorzat is csak primitiv
lehet. [ |

3.40. Tétel. Ha egy primitiv polinom irreducibilis az egész egylitthatos polinomok
korében, akkor irreducibilis a raciondlis egyiitthatos polinomok korében is.
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Bizonyitas. Legyen az f(x) primitiv polinom a g(x) és h(x) raciondlis egyiitthatés
polinomok szorzata. A 3.37. Tétel szerint e polinomok felirhaték g(x) = r - go(x), illetve
h(x) = s - ho(x) alakban, alkalmas raciondlis szdmokkal és primitiv polinomokkal. A fel-
bontdsbol f(x) = (r-s)-(go(x) - ho(x)) adddik, ahol a zaréjelben 4ll6 polinom a 3.39. Tétel
alapjan primitiv. A 3.37. Tételben levs egyértelmiiség miatt ekkor f(x) = go(x) - ho(x) (és
r-s = 1). Az irreducibilitds alapjan itt valamelyik tényez6 konstans. Ekkor pedig konstans
a megfeleld raciondlis egyiitthats polinom is, hiszen mind r, mind s raciondlis szim. W

3.41. Tétel. Ha egy egész egyiitthatos polinom a raciondlis egyrtitthatos polinomok
korében oszthato egy primitiv polinommal, akkor az egész egytitthatos polinomok korében
is oszthato vele.

Bizonyitas. Legyen f(x) egy primitiv polinom, amely osztéja a g(x) egész egyiittha-
tés polinomnak, azaz g(x) = f(x) - (r - h(x)), ahol r raciondlis szdm, és h(x) is primitiv
polinom (ez a 3.37. Tétel alapjan tehetd fel). A 3.39. Tétel szerint f(x) - h(x) primitiv, és
a 3.37. Tétel kovetkeztében r egész szdm. [ |

3.42. Tétel. Az egész egyiitthatos polinomok kérében minden irreducibilis primitiv
polinom rendelkezik a primtulajdonsdggal.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az f(x) irreducibilis primitiv polinom Z[x]-ben osz-
t6ja a g(x) és h(x) egész egyiitthatés polinomok szorzatinak. Igy a 3.40. és a 3.9. Tételek
alapjan f(x) osztdja példaul g(x)-nek a raciondlis egyiitthatés polinomok korében. Ebbél
viszont a 3.41. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy az oszthatésig az egész egyiitthatés poli-
nomok korében is fennall. |

3.43. Tétel. Az egész egyiitthatos polinomok korében érvényes az egyértelmii primté-
nyez0s felbontds; minden polinom (sorrendtdl eltekintve) egyértelmiien bonthato fel prim-
szamoknak és irreducibilis primitiv polinomoknak a szorzatdra.

Bizonyitas. A 3.37. Tétel alapjan minden egész egyiitthatds polinom felbonthat6 egy
egész szdmnak és egy primitiv polinomnak a szorzatira. Az egész szamot a szdmelmé-
let alaptétele szerint felbonthatjuk primszdmok szorzatira. A 3.40. Tétel alapjan a primi-
tiv polinomot felbonthatjuk irreducibilis primitiv polinomok szorzatara. A 3.38. és a 3.42.
Tételek kovetkeztében a felbontds egyértelmiisége a 3.16. Tételhez hasonldéan bizonyit-
haté. |

A 3.37. Tétel kovetkeztében a raciondlis egyiitthatds irreducibilis polinomok vizsgalata
visszavezethetd az egész egyiitthatds irreducibilis polinomok vizsgélatdra. Ez utébbi azért
konnyebb, mert figyelembe lehet venni az egyiitthatékra vonatkozé oszthatésagi feltétele-
ket. Az egész egyiitthatés polinomok korében szdmos olyan feltétel ismeretes, amely biz-
tositja az irreducibilitast. Ezek koziil az dgynevezett ,,irreducibilitasi kritériumok™ koziil itt
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most egyet targyalunk, a Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritériumot. A kés6b-
biekben ugyanis csak ezt hasznéljuk fel.

3.44. Tétel. Ha egy egész egyiitthatos polinomhoz taldlhato egy olyan p primszam,
amelyre a kovetkezo feltételek teljesiilnek:

(1) p nem osztoja a féegyiitthatonak,

(2) p osztoja az Osszes tobbi egyiitthatonak,

(3) p* nem osztdja a polinom konstans tagjinak,
akkor a polinom irreducibilis.

Bizonyitas. Legyen az adott egész egyiitthatés polinom:
f@) =apx +---+a1x + ao.
Tegyiik fel, hogy f(x)-et felbontottuk az ugyancsak egész egyiitthatds
gxX)=byx"+---+by s  h(x)=cyx"+-- -+

polinomok szorzatira. A (2) és (3) feltételeket figyelembe véve ag = by - ¢y kovetkeztében
a by és ¢y kozil az egyik oszthaté p-vel, a masik pedig nem. (Ha mindkettd oszthaté lenne
p-vel, akkor a szorzatuk oszthat6 lenne p*-tel is.) A szimmetria alapjdn feltehets, hogy by
nem oszthat6 p-vel, és ¢y tobbszorose p-nek. Az (1) feltétel szerint p nem osztdja az f(x)
polinomnak, €és igy nem lehet osztéja a h(x) polinomnak sem. Ez azt jelenti, hogy a h(x)
polinomnak van olyan egyiitthat6ja, amelyik nem oszthaté p-vel. Legyen c¢; a legkisebb
index{ ilyen egyiitthatd, azaz legyen co, c1, ..., cj—; tobbszorose p-nek, de c; ne legyen
p-vel oszthaté. Ekkor az

ai=by-ci+by-ci_1+--+b;i-co
Osszefiiggés alapjan a kovetkezoket dllapithatjuk meg:

A jobb oldalon az elsé tag egyik tényez§je sem oszthaté p-vel, ezért a primtulajdonsag
szerint ez a tag sem oszthaté p-vel. A tobbi tagban a feltétel szerint a masodik tényezék
mindig p-vel oszthatok, igy e tagok, valamint e tagok 6sszege is oszthaté p-vel. Egy p-vel
oszthat6 és egy p-vel nem oszthatd szdm Osszege sem lehet p-vel oszthatd, ezért a; nem
oszthaté p-vel. A (2) feltétel szerint ebbdl viszont i = n kovetkezik. Eszerint n < v, és a
szorzat fokdra vonatkozé Gsszefiiggés alapjan v < n. Igy v = n, azaz g(x) konstans. Ezzel
bebizonyitottuk az irreducibilitast. [ |

Megjegyzés. Ha specidlisan normadlt egész egyiitthats polinomokat tekintiink, akkor az (1) fel-
tétel eleve teljesiil, ezért csak a (2) és (3) feltételt kell ellendrizni. O

Kiegészités. Tetszoleges n természetes szdmhoz létezik a raciondlis szamtest felett
irreducibilis n-edfokii polinom.

Bizonyitas. Mint tudjuk, elegendd egész egyiitthatés polinomokat vizsgalni. Kimu-
tatjuk, hogy példdul az x"* — 2 polinom mindig irreducibilis a raciondlis szdmtest felett. A
p = 2 valasztassal alkalmazhatjuk a 3.44. Tételt. A 3.40. Tétel alapjan pedig kovetkezik az
allitas. |
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3.45. Tétel. Tetszoleges n természetes szdimhoz létezik olyan F,(x) egész egyiittha-
tos normdit polinom, amelynek gyokei pontosan az n-edik primitiv egységgyokok. Ezt a
polinomot az n-edik korosztasi polinomnak nevezik.

Ha n primszam, akkor F,(x) irreducibilis.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy az x” — 1 polinom gyokei pontosan az n-edik egységgyo-
kok. Az x®Vg — 1 = x"K(xk — 1) + (x** — 1) 6sszefiiggés alapjan teljes indukciéval be
lehet bizonyitani azt, hogy Xk =1 osztéja (x" — 1)-nek, amennyiben k osztdja n-nek. Ha
n = kq+r — ahol r nemnegativ, k-nal kisebb egész szdm —, akkor az x" —1 = x" (x*? —1)+
+x" — 1 6sszefiiggés felhaszndlasdval a kovetkezOket nyerjiik: a fenti tipusd polinomokra a
maradékos osztds ugyanigy elvégezhetd, mint a kitevSkre. Ennek alapjan ilyen polinomok
legnagyobb kozos osztdjdra az (x" —1, xk—1)=x"0_1 Osszefliggés teljesiil. Ebbdl pedig
az kovetkezik, hogy k-1 pontosan akkor osztdja az x” — 1 polinomnak, ha k | n teljesiil.
Tekintsiik most az n > 1 természetes szdmot, és vegyiik ennek 6sszes n-nél kisebb d osz-
tojat. Legyen ezekre a d osztokra g, (x) az Osszes x? — 1 alakyd polinom legkisebb k6zos
tobbszorose. A fenti polinomok primitivek, ezért g,(x) is primitiv. Mivel Z[x]-ben érvé-
nyes az egyértelmi faktorizécid, ezért g, (x) osztdja az x" — 1 polinomnak, és {gy normalt.

Mivel polinomok szorzatdnak a féegyiitthat6ja megegyezik a tényezdk féegyiitthatéinak a
n

szorzataval, ezért F,(x) = hanyadosuk is normalt.

8n

A konstrukcié alapjan F;(x)-nek pontosan azok az n-edik egységgyokok a gyokei,
amelyek semmilyen 0 < k < n esetén sem k-adik egységgyokok; ezek éppen a primitiv
n-edik egységgyokok. A fenti elallitast felhaszndlva, elemi szamelméleti médszerekkel
bebizonyithat6, hogy gr(F,(x)) = ¢(n), ahol ¢ az Euler-féle fiiggvényt jelsli. Igy e polinom
minden gyoke egyszeres gyok, hiszen ¢(n) a kiillonboz6 n-edik primitiv egységgyokok
szama. Az n-edik primitiv egységgyokoket dbrazolé pontok megszerkesztése ekvivalens a
koriv n egyenld részre vald felosztasaval, ezért nevezik e polinomot az n-edik korosztasi
polinomnak.

Legyen most n = p primszdm, ekkor F)p(x) = Xxp_ 11 =xP7 4 x+1. A 3.17. Tétel
alapjan tetszbleges f(x) polinom irreducibilitdsa ekvivalens az f(x+1) polinoméval, és igy

x+1)P —1
elegendd, ha kimutatjuk, hogy az # polinom irreducibilis. Ez utébbi polinomot
X

a binomidlis tétel (4.13. Tétel) alapjan az

xpfl_i_ P Xp72+"'+ p p7i71+...+ p
1 i p—1

alakban frhatjuk. Itt a féegyiitthat6 1, tehit nem oszthat6 p-vel. Az Osszes tobbi egyiitthat6
oszthaté p-vel (hiszen p! oszthaté p-vel, de p-nél kisebb pozitiv egész i-re sem i!, sem

(p — i)! nem oszthat6 p-vel). Végiil ( P 1) = p természetesen nem oszthaté p>-tel. Igy

a 3.44. Tétel bizonyitja az Fj(x) korosztési polinom irreducibilitdsat. [ ]
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Megjegyzés. Algebrai médszerekkel megmutathatd, hogy F,(x) tetsz6leges n esetén irreduci-
bilis a raciondlis szdmtest felett. Ennek a bizonyitdsdra az algebrai struktirdk tdrgyaldsakor kertil
sor. O

Végezetiil a raciondlis egyiitthatds polinomok raciondlis gyokeivel foglalkozunk. Nyil-
van itt is elegendd egész egyiitthatés polinomokra szoritkozni.

3.46. Tétel. Egy redukdlt alakban megadott tort csak akkor lehet gyoke egy egész
egylitthatos polinomnak, ha szamldloja osztoja a polinom konstans tagjanak, nevezdje pedig
a polinom féegyiitthatojanak. Egy egész szim csak akkor lehet gydke a polinomnak, ha osz-
toja a polinom konstans tagjanak. Normdlt egész egyiitthatos polinomnak minden raciondlis
gyoke egész.

Bizonyitas. Mindenekel6tt belatjuk, hogy a két utdbbi allitds azonnal kovetkezik az
els6bdl. Ha egy egész szdmot redukdlt tort alakban felirunk, akkor ez azt jelenti, hogy
nevezdje 1. Az 1 minden egész szimnak osztdja, ezért a féegyiitthatéra vonatkozé feltétel
mindig teljesiil. A feltétel masik része pedig éppen az, ami a tételben szerepel. Ha pedig a
polinom normalt, akkor a feltétel szerint csak olyan raciondlis szam lehet gyoke, amelynek
a nevezgje — redukalt alakban — oszt6ja 1-nek, azaz csak egész szdm lehet.

Az els6 éllitas bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy az
fX)=ap+aix +- - +ap_1x" " +a,x"
egész egyiitthatés n-edfokd polinomnak gyoke a redukalt alakban felirt P tort (azaz p és
q

q relativ primek). Ekkor behelyettesités és g"-nel vald szorzés utdn a
0=4q"- f(g) =apq" +arq"'p+---+an1gp" " +anp”

Osszefiiggéshez jutunk. A bal oldalon 4ll6 O oszthaté p-vel is és g-val is. A jobb oldalon
az elsd tag kivételével a tobbirdl tudjuk, hogy oszthatd p-vel, és az utolsé tag kivételével a
tobbird6l tudjuk, hogy oszthaté g-val. Az oszthatésdg tulajdonsdgaibdl azonnal kovetkezik
tehdt, hogy ¢ | (anp") és p | (apg™). Mivel p és g relativ primek, ezért — példaul az
egyértelmi primtényezds felbontést figyelembe véve — azt kapjuk, hogy g | a, és p | ap. R

Megjegyzések

1. Természetesen — az irreducibilitdsi kritériumokhoz hasonléan — itt is csak egy sziikséges
feltételt adtunk meg. Ennek a segitségével azonban véges szamu probalkozas utdn meg lehet hatdrozni
barmely adott egész egyiitthatés polinom Osszes raciondlis gyokét.

2. Az els¢ allitas itteni bizonyitdsdhoz csak kozépiskolai ismereteket hasznéltunk fel. A 3.41.

Tétel felhaszndldsdval viszont sokkal egyszertibben célt érhetiink. Ha ugyanis L gyoke az f(x) poli-
q

nomnak, akkor gx — p osztdja f(x)-nek Q[x]-ben. A feltételbdl azonnal kapjuk, hogy gx — p primitiv;

az idézett tétel szerint tehat Z[x]-ben is fenndll az oszthatésag. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy
p osztdja ap-nak és g osztdja a,-nek. |
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10. Euklideszi gytriik

Az eddigiekben hirom olyan esettel taldlkoztunk, amikor érvényes volt az egyértelmi
faktorizaci6. Ezek koziil kett6ben a bizonyitds a maradékos osztidson alapult. Ezt a fontos
esetet érdemes kiilon szemiigyre venni, és a lényeges pontokat kiilon megfogalmazni.

2

3.18. Definici6. Elemek egy R halmazat gytriinek nevezziik, ha értelmezett a halmaz-
ban két kétvaltozds miivelet, az 6sszeadds (jele +), és a szorzas (jele - vagy egymds mellé
irds), amelyekre a kovetkez8k igazak:

(1) Az 6sszeadds kommutativ és asszociativ; tovabbd elvégezhet6 a kivonds, azaz
egyértelmiien megoldhat6é az a + x = b egyenlet, a megoldast b — a jeloli. (0 =a —a.)

(2) A szorzas asszociativ és igaz mindkét disztributivitds.

o 2

Amennyiben a szorzds kommutativ, akkor kommutativ gyfirirél beszEliink; de ilyen-
kor is sokszor elhagyjuk a ,kommutativ” jelz6t.

2

Ha egy gytiriben a - b = 0 csak akkor allhat fenn, ha vagy a = 0, vagy b = 0,
akkor azt mondjuk, hogy a gyiird nullosztomentes. Kommutativ nullosztémentes gy(r{i
neve integritdsi tartomany.

Ha az R gyfriiben van ,egységelem”, azaz olyan e elem, hogy barmely a € R estén

e

e-a=a-e=a, akkor egységelemes gyiiriir6l beszéliink.

o

Egy R integritdsi tartomdanyt euklideszi gytriinek neveziink, ha nemnulla elemeire
értelmezett egy ¢ tgynevezett euklideszi norma, amelynek értékei természetes szamok és
kielégitik a maradékos osztds tulajdonsdgot:

Minden a, b € R esetén, ha b # 0, 1éteznek olyan g, r € R, amelyekre a =b-q +r
teljesiil és vagy ¢(r) < @(b), vagy r = 0. [ |

3.47. Tétel. Az euklideszi gyiiri egységelemes, érvényes benne az egyértelmil fakto-
rizacio. A minimalis normdjui elemek minden elemnek 0sztoi.

Bizonyitas. Legyen R euklideszi gyfird a ¢ euklideszi normaval. Mivel a norma érték-
készlete a természetes szamok halmaza, ezért van olyan b € R, amelyre ¢(b) minimalis.
A maradékos osztds alapjan léteznek olyan g, r € R, amelyekre b = bqg + r és ¢(b) mini-
malitdsa kovetkeztében csak r = 0 lehetséges. Igy b = be alakii. Ezért tetszGleges a € R
esetén ba = bea, azaz b(a — ea) = 0, s a nullosztdmentesség miatt a — ea = 0, tehit a = ea.
Ebbdl ugyanigy lathatd, hogy tetszbleges ¢ € R esetén ¢ = ce is igaz, vagyis e egységelem.
Ebbdl hasonlé gondolatmenettel beldthatd, hogy minden minimalis normdji elem oszt6ja
az egységelemnek; és igy minden elemnek.

Az egyértelm@ faktorizacié bizonyitdsa hasonléképpen torténhet, mint a testbeli
egylitthatés polinomok esetében, itt a polinomidedlokkal anal6g részhalmaz neve egysze-
riien csak idedl. [ |

3.48. Tétel. Ha az R egységelemes integritdsi tartomanyban érvényes az egyértelmil

faktorizicio, akkor a felette vett polinomgyiiriiben is érvényes az egyértelmii faktorizacio.
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Bizonyitas. Lényegében ugyantigy torténik, mint az egész egyiitthatés polinomok ese-
tében. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a primitiv polinomok féegyiitthatdjardl nem is tehet-
jiik fel a pozitivitdst; hiszen annak tetszéleges gyfir(iben nincs értelme. [ ]

Végezetiil a polinomgyiirik egy igen alapvetd tulajdonsdgat mutatjuk meg, amely
annak &ltaldnositdsa, hogy minden raciondlis egyiitthatos polinom tekinthet$ valds egyiitt-
hat6snak, és minden valds egyiitthatds tekinthetd komplex egyiitthatosnak:

3.49. Tétel. Legyenck R és S egységelemes integritdsi tartomanyok, és ¢ : R — S
tetsz6leges homomorfizmus. Ekkor létezik olyan egyértelmi  : R[x] — S homomorfiz-
mus, amely az R elemein megegyezik ¢-vel és x-et az S egy elore megadott s elemére
képezi Ie.

Bizonyitas. v egyértelmiisége vilagos, hiszen Zaixi képe csak Zaisi lehet. Az,
hogy ez valéban homomorfizmus, abb6l kdvetkezik, hogy minden polinom egyértelmtien
meghatdrozza az egyiitthatdit. [ |

P o

Az, hogy ez a tulajdonsag ,,jellemz8” a polinomgyiiriire, a kovetkezSket jelenti:

3.50. Tétel. Legyen R, az R-et tartalmazo integritdsi tartomdny ésr € R,. Ha tetszo-
leges S egységelemes integritdsi tartomdnyhoz, ¢ : R — S homomorfizmushoz és S-beli
s elemhez létezik olyan egyértelmiien meghatarozott  : Ry — S homomorfizmus, amely
az R elemein megegyezik ¢-vel és W (r) = s, akkor az a {1 : R[x] — R, homomorfizmus,
amely az f(x) € R[x] polinomhoz az f(r) behelyettesitési értéket rendeli, izomorfizmus.

Ha S-nek R[x]-et, ¢-nek az R identitisdt és s-nek x-et vdlasztjuk, akkor a kapott
Y homomorfizmus a V| inverze (azaz W, az Ry-nek és Yy az R[x]-nek az identikus
leképezése).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ezek a tulajdonsdgok teljesiilnek az Ry = R[x] és r = x
vélasztdssal.

Tegyiik most fel azt, hogy az R-et tartalmazé R; integritasi tartomany és ennek egy
r eleme rendelkezik a kirétt tulajdonsaggal. Vélasszuk S-t R[x]-nek, legyen ¢ az a homo-
morfizmus, amelyik R elemeihez 6nmagukat rendeli hozz4, és legyen s = x.

Feltétel szerint 1étezik (pontosan egy) olyan ¥ : Ry — R[x] homomorfizmus, amely
R minden elemét 6nmagdara képezi és ¥ (r) = x. Tekintettel arra, hogy v és ¥, mindegyike

homomorfizmus, ezért kompoziciéjuk — ha 1étezik — ugyancsak az. Mivel R, i) R[x] és
R[x] ﬂ Ry, ezért 1étezik mind az o« = Y1 : Ry — R;, mind a 8 = ¥ : R[x] — R[x]
homomorfizmus.

Mivel ¢ és ¥ mindegyike identikus R-en, ezért « és f is rendelkezik ezzel a tulajdon-

saggal. Ezen feliil a(r) = ¥ (¥ (r)) = Y1(x) =r és B(x) = ¥ (1 (x)) = ¥(r) = x. Ezekkel a
tulajdonsdgokkal, megfelelden, az R, és az R[x] identikus leképezései is rendelkeznek.

2

Alkalmazzuk most az egyértelmiiségi feltételt az R; gyfr(ire. Eszerint pontosan egy
olyan o : Ry — R; leképezés van, amelyik R-en identitds és r-t onmagéra képezi. Az
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tehdt, hogy az (g, : Ry — Ry is és « is ilyen, csak ugy lehet, ha o = (g,. Mivel R[x]
is rendelkezik az egyértelmiiségi tulajdonsiggal, ezért B : R[x] — R[x] ugyancsak az
identitds. Marpedig, ha mind v, mind ¥ identitds, akkor ¢ és i; izomorfizmusok és
egymads inverzei. [ ]

Feladatok

1. Tekintsiik az f = ag +ajx + ...+ a,x" polinomhoz azt az Ay = [a; ;] sorvéges matrixot,
amelyre a; j = aj—;, ha j > i és a; ; = 0 maskor. Bizonyitsuk be, hogy az f — Ay megfeleltetés
skaldrszorost, 0sszeget és szorzatot tart6 és injektiv.

2. A modulo m vett maradékosztdlyok koziil melyek integritdsi tartomanyok (m > 1 termé-
szetes szam)?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha az R gyf(ir(ire R[x] integritdsi tartomdny, akkor R is az.
4. Mutassuk meg, hogy az egész szdmok gytrdjliben a maradékos osztds nem egyértelm.

5. Bizonyitsuk be, hogy azok az egész egyiitthatés polinomok, amelyeknek a konstans tagja
adott n > 1 egész szdmmal oszthatd, idedlt alkotnak. Mutassuk meg, hogy ez az idedl nem generdl-
haté egyetlen elemmel.

6. Bizonyitsuk be, hogy azok a raciondlis egyiitthatés polinomok, amelyeknek a konstans tagja

paros egész szam, gyfrit alkotnak. Létezik-e ebben a gy(irtiben maradékos osztis?

7. Legyen R tetszOleges egységelemes szamgydrd, és tegyiik fel, hogy az R[x] polinomgyfi-
riiben létezik euklideszi algoritmus. Bizonyitsuk be, hogy ekkor R test.

8. Bizonyitsuk be, hogy az egész egyiitthats polinomok gytirijében nem generalhaté n elem-
mel a (2", 2" 1x, ..., 26" 71 x") idedl.

9. Legyen K test és f € K[x]. Mi az f-re vonatkozé feltétele annak, hogy K[x] minden
eleme g o f, illetve annak, hogy f o g legyen; alkalmas g € K[x] polinommal?

10. Adjunk a Horner-elrendezéshez hasonld eljarast magasabbfokd polinomokkal valé osztds
hanyadosanak és maradékdnak meghatdrozasara.

11. Legyen K a modulo p vett maradékosztilyok teste (p primszdm). Bizonyitsuk be, hogy az
f. & € K[x] polinomoknak pontosan akkor felel meg ugyanaz a polinomfiiggvény, ha f — g oszthaté
az x? — x polinommal.

12. Legyenek R, S integritdsi tartomdnyok, és ¢ : R — § sziirjektiv homomorfizmus. Mutas-
suk meg, hogy ¢ egyértelmien Kkiterjeszthetd egy olyan ¥ : R[x] — S[x] ugyancsak sziirjektiv
homomorfizmussd, amelyre ¥ (a) = ¢(a), haa € R és ¥ (x) = x.

13. Legyen K a modulo p vett maradékosztilyok teste (p primszadm). Adjunk meg olyan f €
€ K|[x] polinomot, amelyre f(0) = 1 és f(a) = 0, ha a # 0. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges
¢ : K — K fiiggvényhez 1étezik olyan f € K[x] polinom, amelynek megfeleltetett polinomfiiggvény
megegyezik ¢-vel.
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14. Legyenek py, ..., pr kiillonboz6 primszdmok és Ky, ..., K, rendre a megfelel6 maradék-
osztalyok teste modulo pp, ..., pr. Bizonyitsuk be, hogy ezekben a testekben 1étezik ,.k6z06s” inter-

polécié; azaz tetszbleges ¢; : K; — K; fliggvényekhez létezik olyan f € Z[x] polinom, amelyhez

az el6z6 feladatban taldlt f; € K;[x] polinomnak megfeleltetett polinomfiiggvény a ¢;. Mi a feltétele
annak, hogy egy g € Z[x] polinom rendelkezzék ugyanezzel a tulajdonsaggal?

15. Legyen K a modulo p vett maradékosztalyok teste. Bizonyitsuk be, hogy az x” — x + 1
polinom irreducibilis K felett.

16. Bizonyitsuk be, hogy x¥ — x + 1 irreducibilis a modulo 2 és a modulo 3 vett maradék-
osztalyok teste felett is.

17. Legyen p > 3 primszdm és K a modulo p vett maradékosztilyok teste. Bizonyitsuk be,
hogy létezik olyan a € K, amelyre x% — x — a irreducibilis K felett.

18. Altaldnositsuk az elbbi feladatot, x> — x helyébe mds f polinomot irva. Adjunk az f
altal meghatarozott polinomfiiggvényre vonatkoz6 sziikséges €s elégséges feltételt arra, hogy az f
polinom rendelkezzék ezzel a tulajdonsaggal.

19. Legyen K a modulo p vett maradékosztalyok teste, és legyen f(x) irreducibilis harmadfoku
polinom K felett. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan a € K, amelyre az f(x) — a polinomnak
tobbszoros gyoke van K-ban.

20. Adjunk meg olyan raciondlis egyiitthatés harmadfokd f(x) polinomot, amely irreducibilis
a raciondlis szdmtest felett és egyetlen a raciondlis szdm esetében sem lesz az f(x) — a polinomnak
tobbszoros gyoke (a komplex szamtestben sem).

21. Bizonyitsuk be, hogy az X —3x+1 polinom barmelyik gyoke barmely masik gyokének
egész egyiitthatés polinomja (azaz, ha a, b a fenti polinom gyoke, akkor van olyan f(x) € Z[x]
polinom, amelyre f(a) = b).

22. Legyen K egy test és f(x) € K[x]. Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) irreducibilis K felett,
akkor tetszbleges K-beli b és nemnulla a és ¢ esetén a g(x) = c¢- f(a-x +b) polinom is irreducibilis.

7z

23. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladat allitdsdnak a bizonyitdsa egyuttal azt is adja, hogy ha
f(x) reducibilis a K felett, akkor g(x) is az.

n
24, Legyen K tetszSleges (szdm)test. Bizonyitsuk be, hogy a Zaixi € K[x] polinom
i=0
n .
(ap # 0, a, # 0) pontosan akkor irreducibilis K folott, ha a Zan_ix’ polinom az. Fogalmazzuk
i=0
meg a Schonemann—Eisenstein-kritérium ,,dudlisat”.

25. Mutassuk meg, hogy a 3.47. Tétel megforditdsa nem igaz, azaz 1étezik olyan euklideszi
gylirti, amelyben van olyan elem, amelyik minden elemnek osztdja, de a normdja nem minimalis.

26. Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges n természetes szdmhoz létezik olyan euklideszi gyf(r(,
amelyben pontosan n darab irreducibilis elem van.

o e

27. Legyen R a nak a Z-t tartalmazé részgytrtje. Bizonyitsuk be, hogy R is euklideszi
gytird.
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P

28. Bizonyitsuk be, hogy ha az S euklideszi gy(iriben az euklideszi algoritmus egyértelm,
akkor van olyan K részgyfiriije és olyan x eleme, hogy S az x elemnek K-beli egyiitthatés polinom-
jaibol 4ll.

29. Tetszbleges f(x) € Q[x] polinomhoz tekintsiik az f*(x) : Q — Q polinomfiiggvényt. A
polinomok kozott vezessiink be két relaciot:

1. f ~g,havanolyana,b € Q (a # 0), hogy g = f o (ax +b).
2. f~ g, ha f* és g" értékkészlete megegyezik.
Bizonyitsuk be, hogy mindkét reldcié ekvivalenciareldcid; és megegyeznek.

30. Bizonyitsuk be, hogy max(gr(f + g), gr(f — g)) = e max(gr(f), gr(g)).

31. Bizonyitsuk be, hogy gr(f +¢) = gr(f — &) = max(gr(f), gr(g)), ha gr(f) # gr(g).

32. Legyen K test. Bizonyitsuk be, hogy K[x]-nek azok az elemei, amelyeknek adott cq, ...
..., cr € K elemek gyokei, egy polinomidedlt alkotnak.

33. Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezd polinomoknak mely raciondlis szamok lehetnek gyokei;
és ezek koziil melyek gyokok valdban:
1.2x —3,2x+3, x—1,x+1, x;
2. 3241, 2% =1, x% —4,4x% —9,6x% — 13x +6, x> — 5x +6;
3oxt 2t 4 x? =20 — 2, x* =53+ 7x? — 5x 46, 12x* — 56x% + 89x% — 56x + 12;
4. 42x% —105x + 42, 35x3 — 210x? + 385 — 210.

34. Az alabbi polinomokban hatdrozzuk meg az a, b, ¢ paraméterek értékét gy, hogy azoknak

1. legyen raciondlis gyoke,

2. legyen minél tobb raciondlis gyoke,

3. legyen raciondlis gyoke, de ne legyen egész gyoke,

4. ne legyen raciondlis gyoke:
X% +ax +1, x% +ax -2, 2x% —ax +2,
x5+ax+l, x5+ax—2, 2x5+ax+2,
x5+ax2+1, 2x5+ax2+2, x3+ax2+bx+1,
2x3+ax2+bx+2, x5+ax4+bx3+cx+1, 6x5+ax4+bx2+cx+6,

1207 + ax* +bx® — bx? +cx — 12.

35. Igaz-e az, hogy az egész egyiitthatés polinomok korében pontosan azok az f polinomok
oszthaték maradékosan egy g polinommal, amelyeknek a fGegyiitthat6ja oszthaté g féegyiitthatdja-
val?

36. Bizonyitsuk be, hogy ha egy raciondlis egyiitthatés polinom minden egész helyen egész

értéket vesz fel, akkor n!-sal szorozva egész egyiitthatGs polinomot kapunk. Allitsuk el6 az ilyen
tulajdonsdgu polinomokat rogzitett raciondlis egyiitthatés polinomok polinomjaként.

37. Bizonyitsuk be, hogy az egész egyiitthatds polinomok gyfirtijében minden n természetes
szamhoz létezik f6idedlokbdl all6 I} C I, C ... C I, lanc, de végtelen lanc nem létezik.



NEGYEDIK FEJEZET

TOBBHATAROZATLANU POLINOMOK

1. A tobbhatarozatlani polinomok fogalma

Az egyhatarozatland polinomokhoz hasonléan lehetséges — és sziikséges is — tobb-
hatdrozatland polinomokrél beszélni. Ezek — szemléletesen — nem masok, mint a hataro-
zatlanokbdl képzett hatvanyszorzatok szdmszorosainak az 6sszegei. Ebbdl az értelmezésbol
kiindulva azonban a miiveleti azonossigok bizonyitdsa igen nehézkessé valna. Eppen ezért
a definidldsnak egy masik mdédjat valasztjuk.

Képzeljiik el a tobbhatdrozatlani polinomokat gy, ahogy az el6bb tekintettiik. Legyen
x a hatdrozatlanok egyike. Vonjuk 6ssze azokat a tagokat, amelyekben x-nek ugyanaz a
hatvanya szerepel. Ezt a hatvanyt kiemelve a ,,masik” tényez6 mar nem tartalmazza ezt az
x hatdrozatlant, csak a tobbit. Igy az x hatdrozatlannak olyan polinomjait kapjuk, ahol az
egyiitthatok ugyancsak polinomok. Ezek a polinomok azonban mar csak eggyel kevesebb
hatdrozatlant tartalmaznak. Ez az eljards mddot ad a tobbhatarozatland polinomok rekurziv
definidlasara.

Példaként tekintsiik az 5x2y3+3x>y+7x%y —2x° +xy —3x+y+1 polinomot. Ha itt az
x hatdrozatlan hatvanyai szerint csoportositunk, akkor a (3y — D)3 +Gy +y)xt+(y—3)x +
+ (v + 1) alakhoz jutunk. Hasonl6képpen csoportosithatnank y hatvdnyai szerint is. A fenti
polinomban két hatdrozatlan is szerepel. Gondoljuk meg, hogy még ,,nem mondtuk meg”,
mi a ,.kéthatdrozatlant polinom”.

A fenti példaban lattuk, hogy az egyiitthaték nem szdmok, hanem maguk is polinomok,

2

egyhatdrozatland polinomok. Ezekr6l tudjuk, hogy ugyancsak gyfiriit alkotnak a kozottiik
értelmezett miiveletekre. EI6bb is taldlkoztunk mar olyan polinomokkal, amelyeknek az
egyiitthat6irdl csak azt tettiik fel, hogy gyfriit alkotnak; ilyenek voltak az egész egyiittha-
tds polinomok. Tekinthetiink azonban olyan polinomokat, amelyeknek az egyiitthat6i egy
rogzitett maradékosztaly-gytri elemei. Ez az altalanos eljaras azért célszer( és eredményes,

mert ki fogjuk mutatni, hogy a kapott ,,tobbhatdrozatlanti polinomok™ &sszessége szintén

2

gyliriit alkot a természetes médon értelmezett miiveletekre. Igy rekurziv médon értelmez-

heték az akdrmennyi hatdrozatlani polinomgyftirik. Ekkor viszont az egyiitthaték méar nem
szdmok lesznek, hanem maguk is egy gyfirt elemei.
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2

4.1. Definici6é. Legyen R tetszSleges gyiird. R = Ro-t az R feletti nullhatarozatland

2

polinomgyftirtinek nevezziik. Ha R;_; definidlva van (i = 1,2, ...), akkor R;-t ugy defini-
aljuk mint az R;_; feletti egyhatdrozatlani polinomgyfir(it, és az R feletti i-hatdrozatlani

polinomgyfirtinek nevezziik. E polinomgy{ird hatdrozatlanjat — altaldban — x;-vel jelol-
jiuk. R; helyett az R; _;[x;] vagy az R[x1, ..., x;] jelolést is hasznéljuk. [ ]

Megjegyzés. Ha kevés hatdrozatlan szerepel, akkor kiilonb6z6 betiiket haszndlunk a jelolésiikre,
indexek nélkiil. fgy a kéthatdrozatlani polinomgyfiriit példaul R[x, y] jeldli. ]

A definici6 jogossigdhoz sziikséges az aldbbi tétel:

o o o

4.1. Tétel. Egy R gyiirii feletti n-hatarozatlani polinomgyirii ugyancsak gyird, tet-
szoleges nemnegativ n egész szamra.

Bizonyitas. Az n-re vonatkoz6 teljes indukcidval bizonyitjuk be az éllitast: Az n =0
esetben az allitds definicié szerint igaz. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re, és
bizonyitjuk n-re. A definici6 alapjan R, az R, _; feletti egyhatdrozatlani polinomgy(ird, és

2oz

igy elég, ha az allitast egyhatdrozatland polinomgyfiriire bizonyitjuk.
Ez viszont tiistént adodik a 3.1. Tételbdl. [ |

4.2, Definicio. Az Ry = Rjp_i[xx] k-hatdrozatlani polinomgy(ird esetében a 3.3. Defi-
nici6 fogalmai a kovetkez6képpen modosulnak:

i-edfokd tag egyiitthat6ja helyett x;-ban i-edfokd tag egyiitthat6ja; konstans tag
helyett xi-ban konstans tag; polinom foka helyett polinom foka xi-ban; a gr jel helyett
gry jel (ha xi helyett y a hatdrozatlan, akkor gr,); konstans helyett xi-ban konstans; els6-
foku helyett xi-ban els6foku; normalt helyett x;-ban normalt. [ |

Megjegyezziik, hogy a 3.4. Tételben kimondottaknak megfelel eredmények minden
tovabbi nélkiil érvényesek a tobbhatdrozatlani polinomokra is, ha a fogalmakat a 4.2. Defi-
niciénak megfeleléen mdédositjuk.

o o

4.2. Tétel. Az R gyiiri feletti kéthatdrozatlani R[x, y] polinomgyiri elemei egyértel-
miien felirhatok a Z ai, jx’ ¥ (i, j € R) alakban, ahol az 0sszeg véges sok tagbol dll, €s

minden (i, j) nemnegativ egész szampdr legfeljebb egyszer fordul el6. A polinomgytrinek
eleme lesz minden fenti tipusi 0sszeg.

Az R[x, y] elemeire a

(Zai,jxiyj) + (Z bi,jxiyj) =D (@i, +bix'y/
(Z “"’fxiyj> ' (Z b"’fxiyj> =2 (Z("M 'bifp,ij)x"yj)

o

osszefiiggések, valamint a gyliriiket definidlo azonossagok egyértelmiien meghatirozzak az
Osszeaddst €s a szorzdst.

és a
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Bizonyitas. A felirhatdsig azonnal kdvetkezik abbodl, hogy az (R[x])[y] elemei olyan
polinomok, amelyekben az y” egyiitthatdja az x-nek R-beli egyiitthatés polinomja. Ha két
ilyen polinom megegyezik, akkor az y"-ek egyiitthatdi rendre egyenlSk. Ezek az egyiittha-
tok x-nek R-beli egyiitthatds polinomjai, ezért egyenléségiikbdl kovetkezik, hogy a meg-
felel6 R-beli elemek megegyeznek.

Azt is be kell latni, hogy minden lehet6ség el6fordul. Tekintsiik evégett az elére meg-
adott a; ; elemekkel az R[x]-beli f; = Z aj, jxi polinomokat, valamint az ezekkel képzett

4
flx,y)= Z fi y/ polinomot. Ez a polinom nyilvan a kivant kifejezést dllitja eld.
J

A polinomokra mar definidlt 6sszeaddsbdl az 6sszeadds azonossagait felhasznalva ad6-
dik, hogy valdban a szerepl$ két polinom Osszegét irtuk fel. A szorzatra ez a szorzat azo-
nossagaibol kovetkezik.

A szorzéasnak az 0sszeaddsra vonatkozd disztributivitdsa biztositja, hogy elegendd, ha
a fenti tipusu Osszegek egy-egy tagjdnak a szorzatat hatdrozzuk meg, és a szorzat ebb6l mar
egyértelmtien meghatarozott. A szorzds kommutativitdsa alapjan a fent megadott 6sszefiig-
gésb6l mar egyértelmiien meghatirozhat6 a szorzat. [ |

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ezen a ponton visszaérkeztiink a polinomokrol elképzelt kép-
hez. Az itt tdrgyalt médon viszont sikeriilt a polinomokra vonatkozé miiveleti azonossdgokat sokkal
attekinthetSbben bizonyitani. ]

4.3. Tétel. Az R gyiri feletti R[x, y] és R[y, x] polinomgyiirii megegyezik.

2y

Bizonyitas. Azt kell megmutatni, hogy a két polinomgyfir(inek ugyanazok az elemei
és a miiveletek is ugyanazok.

A 4.2. Tétel alapjan, a polinomokra vonatkozé azonossigok segitségével egyszertien
kiszamolhat6 a két polinomgyiiri megegyezése. Itt, ehelyett a 3.49. Tételt felhasznalva
egy ,.elvi” bizonyitdst adunk erre. Legyen ¢ : R — R[y, x] az a homomorfizmus, amely
R elemein az identitds. A 3.49. Tétel szerint ennek 1étezik egy olyan v : R[x] — R[y, x]
kiterjesztése, amely x-et x-be viszi. Ugyanezen ok miatt van olyan x : R[x, y] - R[y, x]
kiterjesztése y-nek, amely y-t y-ba viszi. Hasonléan definidlhaték a v, : R[y] — R[x, y]

és x1 : R[y, x] = R[x,y] homomorfizmusok.

Mivel mind a x; - x, mind a x - x; homomorfizmus identitas, ezért x és x; mindegyike
izomorfizmus. Ez az izomorfizmus x-et x-be, y-t y-ba viszi, tehdt a két polinomgy{ri
valéban egyenld. [ |

Megjegyzés. Az a ,kézenfekvs” kiterjesztés, hogy x-t y-ba, y-t x-be vissziik, csak annyit bizo-
nyit, hogy a két gy(irli izomorf (azaz 1étezik az egyiket a masikba vivd izomorfizmus).

o

Itt azonban tobbrél van sz6; a két gytirtinek ugyanazok az elemei. (Hiszen ebben a gyrliben
példaul az xy és az yx elemek megegyeznek. A kiilonbség csak annyi, hogy az els§ esetben y-nak
olyan polinomjaként tekintjiik, amelynek egyiitthatéi x-nek a polinomjai; a mdasik esetben x-nek a
polinomjaként, ahol az egyiitthaték y-nak a polinomjai. ]
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44. Tétel. Ha yi,...,y, az xi,...,xp hatdrozatlanok egy tetszéleges sorrendje,
akkor

Rlyi,...,yn]l=R[x1,...,xn].

Bizonyitas. Az n-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk. Az n = 1 esetben az
allitas trividlis, az n = 2 eset a 4.3. Tételben lett bizonyitva. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas,
ha a hatdrozatlanok szdma kevesebb, mint n > 2. Az x,, = y, esetben az indukcios feltevés

szerint R[yj, ..., yn—1] = R[xy, ..., xp—1], és igy a 4.2. Definici6é kovetkeztében igaz az
allitds. Amennyiben x, =y, (p < n), akkor {y1, ..., Yp—1, Yp+1,---» Yn} = {X1, ..., Xn—1},
és igy
Rlyt, ., yn—1,yn] = RY1, ..., Yp—1, Ypst1s - - yullypl =
= Rlx1, ..., xp—11lxn] = Rlx1, ..., Xa],
a polinomgyfir{i definicigjat és a teljes indukcids feltételt haszndlva. [ ]

A 4.4. Tétel azt mutatja, hogy tobbhatdrozatlani polinomok esetében egyik hatarozat-
lannak sincs a tobbihez képest kitiintetett szerepe. Ezzel nagy 1épést tettiink meg a tobbha-
tarozatland polinomoknak az eredetileg elképzelt alaku felirdsa felé, de gy, hogy kozben
a sziikséges Osszefliggéseket is bizonyitottuk. Az aldbbiakban a kivant felirast adjuk meg.

4.3. Definicié. Az R[x, ..., x,] polinomgyiriinek egy
p:a-xi' e xin
alakud elemét (0 # a € R és iy, ..., i nemnegativ egészek) egytaginak nevezziik.
Az a neve a p egytagu egyiitthatdja; iy, ...,i, a p egytaguban fellépS kitevok, és
gr(p) =i +---+i, a p foka. Az a = 1 esetben a p-t normaltnak nevezziik. [ ]
4.5, Tétel. Az R[xy, ..., x,] polinomgyirid barmely nem nulla eleme egyértelmiien

felirhato olyan egytaguak Osszegeként, amelyek mindegyike kiilonb6z6 normdlt egytagiiak
R-beli elemszerese. A felirasban szerepl6 egytagiiakat a polinom tagjainak nevezziik.

Bizonyitas. A hatdrozatlanok szdmdra vonatkoz6 teljes indukciéval bizonyitunk. Egy
hatdrozatlan esetében az egyhatdrozatlani polinomokra vonatkozé eredménybdl kovetkezik
azonnal az 4llitds. (A 4.3. Tétel kovetkeztében kéthatdrozatland polinomokra is igaz az alli-
tds.) Tegyiik most fel, hogy az éllitas igaz n-nél kevesebb hatdrozatland polinomgyfriikre,
és legyen R; = R[xy,...,x;—1]. Ekkor az R, = Rj[x;] = R[x, ..., x,] polinomgyrt
elemei egyértelmten felirhatok az fy + fix, +---+ ka,li alakban, ahol az f; € R; polino-
mokrol feltehetd, hogy csak a 0-t6l kiilonbozd tagokat irtuk ki. A teljes indukcids feltétel
szerint ezekre igaz az allitds. Ebbdl kozvetleniil adédik a felirhatésdg R,-ben is. Az egyér-
telmiiség abbdl kovetkezik, hogy a felirdsban x;, mindegyik hatvdnydnak az egyiitthat6ja
egyértelmi, és ezeket az egyiitthatékat az indukcids feltétel szerint egyértelmtien irhatjuk
a kivant alakba. [ |

4.4. Definicié. Az f € R[xy, ..., x,] polinom fokdn az f tagjai fokdnak a maximu-
mat értjiik; az f fokat gr( f)-fel jeloljiik. A O polinomnak nem definidlunk fokot.
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Egy polinomgyfirti valamely elemét homogén k-adfokinak (vagy roviden homogén-
nek) nevezziik, ha minden tagja k-adfokd. [}

o

4.6. Tétel. Egy polinomgyitrd minden 0-tol kiilonboz6 eleme egyértelmiien felbont-
hato kiilonboz6 foku homogén polinomok Osszegére. Azonos foki homogén polinomok
osszege vagy ugyanekkora foku homogén polinom, vagy 0. Homogén polinomok szorzata
homogén és foka a tényez6k fokanak Osszege.

Bizonyitas. Tekintsiik az R; = R[xy, ..., x,] polinomgyiri feletti R;[f] polinom-
gytrtt. A p(xy,...,x,)=a -xfl L -xfl” egytagu pontosan akkor i-edfokd, ha p(rxy, ...
o txy) = tip(xl, ..., Xxp). Ennek megfelelGen tetszéleges f(xi,...,x,) € R; polinom
pontosan akkor homogén i-edfokd, ha f(¢xy,...,tx,) = tif(xl, ..., Xp). Ez a tulajdonsag
egyértelmiien jellemzi a homogén polinomokat, éppen ezért ezt is tekinthetjiik definicionak.

Tekintsiink egy felbontast:

S@r oo xn) =holxr, .oy xp) +hi(xr, ooy xn) 4+ hg(x, . Xn)s
ahol h; i-edfokd homogén. A definicié szerint ebbdl
fxy, ..., txp) =ho(x1, ..., xp) +hi(x1, ..., Xxp)E+ -+ hp(xq, ... ,xn)tk
kovetkezik, ami azt jelenti, hogy a felbontdsban szerepld i-edfokd homogén polinom csak
az f(txy, ..., tx,) polinom ¢-ben i-edfoku tagjanak egyiitthatéja lehet. Annak a bizonyita-

séra, hogy ezek val6ban homogén i-edfokd polinomok (minden széba jové i-re), tekintsiik
az

FExt, o tx0) = foxts ooy Xn) + Fi(X0, oo X)E+ o+ fi(xr, e, X

polinomot az R[z, y] polinomgytriiben. Most a kovetkez6 két dsszefiiggéshez jutunk:
Egyrészt x; helyébe yx;-t téve:

Fayxr, . tyxn)= fo(yxi, -, yx) + AR L yxt o flyxn, Ly
Masrészt ¢ helyébe ry-t téve:
Fayx o tyx) = fo(rs oy Xn) + filxns .o Xty + -+ filxr, oo xa)(ey)F

Ezeknek mint 7 polinomjainak az egyiitthatéit Osszevetve a kivant 6sszefiiggéshez jutunk.

A masik két allitas trividlis, figyelembe véve, hogy két azonos fokid homogén polinom
0sszege valoban lehet 0 is; mig szorzatuk a nullosztdmentesség miatt nem. [ ]

Megjegyzés. Homogén polinomok 6sszege altaldban nem lesz homogén (ez azt jelentené, hogy
minden polinom homogén). ]

4.7. Tétel. Két, 0-tol kiilonboz6 polinom szorzatinak foka megegyezik a tényezok
fokanak az 6sszegével.

Bizonyitas. Legyen

f=fo+- -+ fr+--- és g=go+--+g+---
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a két adott polinom felbontdsa homogén polinomok Osszegére (gr(f;) = gr(g;) = i, ha
fi # 0, illetve g; # 0). Legyen ezek h szorzatinak homogén polinomokra valé felbon-
tdisa h = ho+---+ h; +--- (gr(h;) =i, ha h; # 0). A polinomokra vonatkoz6 miiveleti
azonossagok alapjin

hi = fo&i + fig&i—1+ -+ fi-181 + figo.
Ha marmost gr( f) = n és gr(g) = k, akkor f; és g; egyike sem 0, tehat szorzatuk sem az.
Tovabba i > n vagy j > k esetén f;g; = 0. Ezért hy = fngr killonbozik 0-tdl.
Masrészt, mivel i > n vagy j > k esetén fig; =0, ezért ha i > n +k, akkor h; =0
nyilvdnvaldan teljesiil, amibdl kovetkezik az allitas. u

2. Kompozicio, maradékos osztas, oszthatosag
tobbhatarozatlani polinomokra

Az egyhatdrozatland polinomokhoz hasonldan itt is beszélhetiink arrél, hogy valame-
lyik hatdrozatlan helyébe egy polinomot helyettesitiink; mint ahogyan ezt mar a homogén
polinomok esetében tettiik. Ez sz6 szerint ugyanigy torténhet, mint az egyhatdrozatlani
polinomoknal, tekintettel arra, hogy a vizsgélt polinom a kiszemelt hatdrozatlanban egyha-
tdrozatlani polinom. Sok esetben ez azonban nem elég, mert nemcsak az egyik, hanem a
tobbi hatdrozatlan helyébe is egy-egy polinomot kell irni. Eppen ezért esetiinkben a ,,méso-
dik helyen” nem egy, hanem annyi polinomot kell szerepeltetni, amennyi hatdrozatlan a
polinomgyfir(iben szerepel.

A behelyettesitést nem lehet ,.kiilon-kiilon” elvégezni. Ha példaul az x +y polinomban
x helyébe is és y helyébe is x + y-t helyettesitiink, akkor eredményiil 2x + 2y adédik. Ha
ezt két 1épésben tennénk, akkor elsé Iépésben (x + y) +y = x + 2y adédik. Ha most irunk y
helyébe x + y-t, akkor a 3x + 2y polinomhoz jutunk. Az egyszerre valé behelyettesités az
eljarast igen bonyolulttd teszi, ezért el6szor egytagiakra értelmezziik a behelyettesitést, és
csak azutdn 4ltaldnosan.

4.5. Definicié. Legyen p = xi' C x,i’l az R[xi, ..., x,] polinomgy(iri normalt
egytagdja és fi,..., fy tetsz8leges polinomjai. Ekkor:
po(fiseees fa)=fi' .- fin,

Ha az f polinomnak egytagiakra val6 felbontisa f = Zai - p; normdlt p; egytagidakkal,

1

akkor:
folfiooi )= ai-pio(fi..... fa)

Végiil, legyen Oo (fi, ..., fn)=0. u
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o

4.8.Tétel. Az f — fo(fi,..., fn) megfeleltetés az R[xy, ..., x,] polinomgyiirinek
onmagdra valo olyan miivelettarto leképezése, amelynél konstansnak (0-adfoku polinom-
nak) onmaga felel meg.

Egy polinomgyiiriinek minden ilyen tulajdonsaggal rendelkez6 leképezése kompozi-
cio.

Bizonyitas. Legyen f = Za[ pi és g = Zbi pi a normdlt p; egytagiiakkal (felte-

4 l
hetd, hogy ugyanazok az egytagiak szerepelnek; mert az a;, b; barmelyike O is lehet). Most
f+g= Z(a,- + b;)pi, igy elég egyetlen egytagit nézni. Ha p tetszéleges normadlt egy-
i
tagu, akkor a polinomgyfirtiben érvényes azonossdgok kovetkeztében tetszéleges a,b € R

esetében

(ap+bp)o(fi,..., fu)=Wap+bp)o fi,...,(ap+bp)o fu).
Ebbdl a 4.5. Definici6 alapjan azonnal kovetkezik, hogy a megadott megfeleltetés 6sszeg-
tarto.

Legyen most az f és g polinomoknak a 4.5. Tételben megadott alakja f = Zai pi és

1
g= ijqj, ahol a;,b; € R, tovabbd p; €s g; minden széba jovs i €s j esetén normalt
egytaéﬁ. Ha a két polinom barmelyike is 0, akkor nyilvanvald, hogy ennek a tényezdnek is
és a szorzatnak is a O felel meg, tehat ebben az esetben igaz a szorzattartds. Egyébként f - g
az fg = Zaib jpiq;j alakba irhatd. Az Gsszegre vonatkozdan bizonyitottak alapjén elég,
i

ha kimutatjjuk, hogy a szorzattartds igaz egytagiak esetében. Ez az utébbi allitds viszont
kozvetlen kovetkezménye a miiveleti azonossagoknak.

Legyen most, megforditva, egy miivelettarté leképezés adott, amelynél minden kons-
tans onmagéanak felel meg. Tegyiik fel, hogy e megfeleltetésnél az x; hatirozatlannak az
fi polinom felel meg. A szorzattartds kovetkeztében ekkor tetszbleges p egytaginak a
po(fi,..., fn) felel meg, mert a konstansoknak dnmaguk felelnek meg.

A 4.5. Tétel és az Osszegtartds kovetkeztében {gy minden 0-tdl kiilonb6z6 f polinom-
nak f o (fi,..., fn) lesz a képe. [ |

Az n-hatdrozatlant polinomok ismételt kompoziciéjarél minden tovabbi nélkiil nem
lehet beszélni. Ha azonban egyszerre mindig n darab polinomot tekintiink, akkor az egy-
hatdrozatlandakhoz hasonlé eredményt lehet kimutatni:

4.9. Tétel. Legyenek f = (f1,..., fn), € = (g1,...,8n), h = (hy, ..., hy) stb. n-
hatarozatlanii polinom-n-esek. Ertelmezziik ezekre az 0sszeadds, szorzds és kompozicio
miiveleteit az alabbi modon:

f+g=(fi+tgr,.... futgn), f-g=(fig1,.... fugn), fog=(fiog ..., fuo0g.
Ekkor mindharom miivelet asszociativ, az Osszeadas és a szorzds kommutativ, az 0ssze-
addsnak elvégezhetd az inverz miivelete, a szorzds az 0sszeaddsra nézve mindkét oldalrol
disztributiv és a kompozicio az 6sszeaddsra és a szorzdsra nézve jobb oldalrol disztributiv.
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A tétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk. [ |
4.6. Definicié. Legyen f € R[x,...,xp] és ai,...,ay, € R. Az f(ai,...,a,) =
= fo(ai,...,ay)elemet az f polinom a = (ay, ..., a,) helyen vett helyettesitési értékének

nevezziik. Ha a helyettesitési érték 0, akkor azt mondjuk, hogy a az f polinom gyoke. W

A maradékos osztds a tobbhatarozatlanti polinomok korében altalaban nem végezhetd
el. Ha ugyanis azt prébéljuk elérni, hogy a maradék foka valamelyik hatdrozatlanban csok-
kenjen, akkor a tobbi hatdrozatlanban a maradék foka nagyobb lehet, mint az osztéban. Ha
azonban ettd] eltekintiink, akkor normadlt polinomokra elvégezhetd a maradékos osztds.

4.10. Tétel. Ha az R[xy, ..., x,] polinomgyiirii g eleme x,-ben normalt, akkor a poli-
nomgylri tetszbleges f eleméhez talalhato a polinomgytirinek olyan q ésr eleme, amelyre

f=g-q+r és gr,(r) < gr,(g) vagy r=0.
Bizonyitas. Azonnal kovetkezik a 3.5. Tétel utdni megjegyzésbsl. ]

Kovetkezmény. Legyen R,—; = R[x|,...,xp—1] ésa € R,—1. Az f € Ry—1[x,]
polinomhoz akkor és csak akkor taldlhato olyan q € Ry—i[x,] polinom, amelyre [ =
=q-(xp,—a), ha fo(xy,...,xp—1,a)=0.

Bizonyitas. A 4.10. Tételbeli g szerepét itt az x, —a polinom jatssza. Ez x,-ben els6-
foku, ezért r az x,-ben konstans. A nyilvanvalé (x, — A) o (xy, ..., xp—1, a) = 0 Osszefiig-
gésbdl a 4.8. Tétel szerint kovetkezik, hogy fo(xy,...,xp—1,a)=ro(x1,...,xp—1,a). A

Nem okoz kiilon nehézséget az oszthat6sag definicidja tobbhatarozatland polinomok
esetében:

4.7. Definicié. Az R, = R[xj,...,x,] polinomgy(rl egy f eleme osztéja a poli-
nomgyliri g elemének, ha létezik a polinomgyfir(iben olyan 4 elem, amelyre g = 1 - f.
Azt is mondjuk, hogy g oszthat6 f-fel, illetve tobbszordse f-nek. (Az oszthatésagot itt is
f | g-vel jeloljiik.) |

4.11. Tétel. A 3.7. és 3.8. Tételek analogonjai érvényesek tobbhatdrozatlanii polino-
mokra is.

A tétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk. [ |

Tobbhatarozatland polinomokra is definidlhatjuk az irreducibilis polinom fogalmat,
amelyet csak ugy lehet két tényezd szorzatdra bontani, hogy valamelyik tényez6 minden
polinomnak osztéja. (Ez a tényezd nyilvan csak az R gyfird egy eleme lehet.) Itt is értel-
mezhetd a primtulajdonsdg és az asszocidltsag.

4.12. Tétel. Ha az R gyiiriiben érvényes az egyértelmil faktorizacio, akkor az R[xy, . . .

..., Xn] polinomgyiriiben is érvényes. Specidlisan, test feletti polinomgyiiriiben mindig
érvényes az egyértelmii faktorizacio.
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Bizonyitas. Azonnal kovetkezik a 3.48. Tétel n-szeri alkalmazasaval. [ ]

Olyan esetben, amikor az n-hatdrozatlani polinomgy(r{i egy f eleme rogzitett i mel-
lett, az x;-n kiviil minden hatdrozatlanban konstans, akkor fo(fi, ..., fu) helyett azt irjuk,
hogy f o f;. Ez nem okoz kétértelmiiséget, mert az f polinomban egyediil az x; szerepel,
tehdt csak az x; helyébe irhatjuk be az f;-t. De mégsem teljesen azonos az egyhatdrozat-
lantd polinomok kompozicidjaval, mert az f;-ben tobb hatdrozatlan is szerepelhet. A 3.49.
Tétel alapjan ez is behelyettesités. Az ilyen esetek gyakoriak. A homogén polinomoknal
is szerepelt hasonld. Most példaképpen azt nézziik meg, amikor kéthatdrozatlanti polinom-
gy(riiben az x" o (x + y)-t hatdrozzuk meg:

4.13. Tétel (Binomialis tétel).

x+y)t = Y lhy v n AL LR " oyl " ',
0 1 i n—1 n
!
ahol (") = — .
i il-(n—1)!

Bizonyitas. A 4.6. Tétel biztositja a felirdst, csupdn az egyiitthatokat kell meghataroz-
nunk. Ezekre konnyen kaphatunk egy rekurzids sszefiiggést az (x+y)"*! = (x+y)" - (x +y)

0 1 1
azonossagbol. (x + y)° = 1 miatt (O) = 1; tovabba n = 0-ra <0> = (

1) = 1. A felirt azo-

nossag bal oldaldn X"yl egylitthat6ja <n>, mig a jobb oldalon (elvégezve a szorzast)
i

-1 -1
(n . ) + <n 1 ), haO <i <n;és 1,hai=0vagyi =n. Ebbdl a kivant 6sszefliggés
i i

teljes indukcidval bizonyithatd. [ |

3. Egyhatarozatlani polinomok derivaltja és
tobbszoros gyokei

Az analizisbeli vizsgéalatoknal a gyokokrSl igen sokat elarul a derivalt. Polinomok
esetében — mint latni fogjuk — ezeknek az eredményeknek j6 része a derivalt formalis
tulajdonsdgaibdl kovetkezik. E formadlis tulajdonsidgoknak az a nagy eldnye, hogy olyan
polinomgyfiriik esetében is érvényesek, amikor a gydriiben nem beszélhetiink folytonos-
sagrél. Ervényesek tehdt egész egyiitthatds, illetve raciondlis egyiitthat6s polinomok eseté-
ben is. Ervényesek még a modulo p vett maradékosztilyok (p prim) esetében is. Vannak
azonban olyan testek, amelyek esetében nem érvényesek. Itt most a tételeket csak szam-
testekre mondjuk ki. A kés&bbiekben mds esetekben is fel fogjuk haszndlni; a testelmélet
targyaldsdndl majd megmutatjuk, mi az érvényesség pontos feltétele.
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Mint tudjuk, egy f(x) fiiggvénynek az a helyen vett f'(a) deriviltjat az
fla+h) — f(a)

hanyadosnak a hatarértéke adja meg, ha h-val 0-hoz tartunk. Konnyen

ellendrizhetd — és a késébbiekben latni is fogjuk —, hogy ha f(x) polinomfiiggvény,
akkor a fenti kiilonbségi hanyados is polinomfiiggvény. Marpedig i-nak egy polinomfiigg-
vénye csak akkor tarthat 0-hoz h-nak 0-hoz tartdsa esetén, ha e fliggvény oszthaté h-val.
Igy az

fa+h)= fa)+ f'(@)-h+ F(a,h)-h*
Osszefiiggéshez jutunk (F(x, y) kéthatdrozatlani polinom). Ez az Osszefiiggés alkalmas
arra, hogy segitségével értelmezhessiik polinomok derivaltjat.

4.8. Definicio. Legyen f € R[x]. Az f o (x +y) € R[x, y] polinomban mint y poli-
nomjéban az elséfoki tag f’ egyiitthat6jdt az f polinom derivaltjanak nevezziik. [ ]

Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy a fenti f o (x + y) polinomban mint y polinomjiban a
konstans tag f. A felirdsbdl azt kapjuk, hogy:

() F@+3) = fo)+ fin)y + fr)y* +---
Most a konstans tagot ugy kapjuk, hogy x-et valtozatlanul hagyva y helyébe O-t frunk. Azaz a kons-
tans:

fx) = fx+0)= folx) + fi(x)0+0+---

E megjegyzés alapjdn a kovetkezd el6allitdshoz jutottunk:
fa+y) = f)+ f(X)y + F(x, y)y*,  ahol  f' € RIx], F € R[x, yl. 0

A derivalasra vonatkozd azonossdgokat irja le az aldbbi tétel:

4.14. Tétel. A derivalt egyértelmiien meghatarozott. A derivaltra az alabbi Osszefiig-
gések teljesiilnek:

(1) Konstans derivaltja 0;

Q) (f+e) =f"+g

B)(f9) = fg+ fg:

@ (fog)=(fog-g

) (Z aixi> = Zi oa,'xi_l (a; € R).

7 2

Bizonyitas. Az elso allitds abbdl kovetkezik, hogy a () alatti kifejezésben y egyiitt-
hatdja egyértelmiien meghatarozott. Ennek kovetkezménye, hogy egy (x) alaku eldéllitdsnal
y egyiitthatdja mindig a derivaltat szolgéaltatja.

Az (1)-ben szerepld allitas azonnal kovetkezik a ¢ = ¢+ 0y + 0y? (¢ € K) felirasbdl.

Legyen most a (x)-ban adott felirdson kiviil g(x + y) = g(x) + g’ (x)y + G(x, y)y2.
Ebbdl, a kompoziciéra vonatkozé Osszefiiggések figyelembevételével a h = f + g és k =
= fg polinomokra:

h(x+y)=fx+y)+gx+y)=(f+ fy+Fy)+(g+gy+Gy*) =
=(f+9)+(f +8)y+(F+G)y*
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illetve
k(x+y)= f(x+y)gx+y)=(f+ fly+ Fy’)g+g'y+Gy*) =

=fe+(f'g+fey+(Fg+ f'g' + fG+Fg'y+ f'Gy+FGy»)y’
adodik, ami bizonyitja a (2) és (3) allitast.
A kompoziciora vonatkoz6 0sszefiiggések alapjan konnyen beldthatd, hogy tetszdleges
g és u polinomokra

flg+wy=(folx+y)o(g.u)=f(g)+f(Qu+F(gu) u’
kovetkezik. Az u helyébe irjuk a g-re vonatkozé felirdsbél adédé g’y +Gy? polinomot. Igy

a jobb oldalon y egyiitthatéja (f/(g)) - g’ lesz, ahogyan ezt dllitottuk.

Végiil, (5) bizonyitdsdhoz a (2) figyelembevételével elegendd az (axi)' =i-ax'”!

(a € R) bizonyitdsa. Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk be. i = 0 esetén az allitds (1)

alapjan igaz. (3)-bol
(ax™ = (ax' - x) = (ax") - x + (ax?) - ¥’

kovetkezik. A teljes indukcids feltevés szerint (ax’) =i - ax'~'az x + y=x+1-y+0-y

alapjan pedig x’ = 1. Ebbél

(axi'”)/:i.axi_l-x+(axi)~l=(i+l)'axi~ u

Megjegyzés. A 4.14. Tételbsl azonnal kovetkezik, hogy a € R és f € R[x] esetén (af) = af’.
Valoban, (3) és (1) miatt (af) =d'f +af’ =0f +af' = f". 0

Kovetkezmény. Ha f € R[x], akkor f' € R[x].

Bizonyitas. Feltétel szerint f egyiitthatéi R-bsl valék. Az f' minden egyes egyiittha-
toja ugy all elS, hogy f valamelyik egyiitthat6jat megszorozzuk egy egész szammal, azaz
ezt az egyiitthat6t annyiszor adjuk 6ssze, amennyi ez az egész szdm. Mivel minden szam-

gyl tartalmaz minden egész szdmot, ha 1 € R, ezért ezek mind R-beliek, azaz ugyanez
all f' egyiitthatdira is. [ |

A derivalt segitségével egy — legaldbbis elvi — lehetdség adhaté meg a polinomok
tobbszoros gyokeinek a meghatarozasara. Mindenekel6tt egy fogalomra van sziikségiink.

4.9. Definicié. Az f egyhatdrozatland polinomnak és deriviltjanak a normalt legna-
gyobb kozos osztéjat f* = (f, f')-vel fogjuk jeldlni. [ ]

4.15. Tétel. Ha K test, akkor f € K[x] esetén f* € K[x]. Tovabbai:
(1) ha f =gh és (g, h) =1, akkor f* = g*h™*;
(2) ha f =g, akkor f* = ¢"~'g*;
(3) ha f irreducibilis, akkor f* = 1.

Bizonyitas. Mivel két K [x]-beli polinom legnagyobb kdzos osztéja is K[x]-beli poli-
nom, ezért az els6 Allitds kovetkezik a 4.14. Tétel kovetkezményébdl.
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Ha g-nek és h-nak nincs ko6zos irreducibilis faktora, akkor tetszéleges K[x]-beli u
polinom esetén az egyértelmi irreducibilis faktorokra valé felbontas kovetkeztében (f, u) =
= (gh,u) = (g, w)(h, u).

Legyen most u = f' = g'h + gh’. A polinomidedlok tulajdonsigai alapjan (g, f) =
=(g,8'h+gh’)=(g, g h). A g-nek és h-nak nincs koz6s faktora, ezért (g, g'h) = (g, g’
= g*, hasonléképpen (h, f') = h*. Tehdt f* = (f, /)= (g, f)h, f))=g*h*.

Az f = g" esetben f/ = r-g""!.g — a4.14. Tétel (4) pontja szerint. Mivel a

7oz

legnagyobb kozos oszté tgyis normalt, az r konstans tényezdtdl eltekinthetiink. A g™ !
koz0s oszt6, ezért f* = (f, fH=g""'(g, g)=g"""g".

Legyen végiil f irreducibilis. A 4.14. Tétel (5) pontja szerint gr(f’) = gr(f) — 1, ha
f nem konstans. Az f és f’ polinomok legnagyobb kozos osztéja osztéja f-nek, és mivel
f irreducibilis, ezért ez a legnagyobb koz0s oszté vagy f, vagy 1. f Azonban nem lehet,
mert ekkor f egy ndla alacsonyabb fokid polinomnak (nevezetesen f’-nek) lenne osztdja.
Ezzel a (3) alatti allitast is bizonyitottuk. [ |

4.16. Tétel. Legyen f € K[x] és L egy K -t tartalmazo test. Tegyiik fel, hogy f az
L[x]-ben felbonthato
f=er-(e) ... (en)
alakba, ahol barmely két kiilonbdz0 e; €s e; relativ prim, tovdbbd egyetlen e; sem oszthato
L[x]-beli polinom négyzetével. Ekkor minden egyes e; eleme K[x]-nek és az f polinom
ismeretében egyértelmiien meghatdrozhato.

Bizonyitas. A bizonyitds sordn tobbszor felhaszndljuk azt a polinomok oszthatdsaga-
ndl targyalt tényt, hogy ha egy K[x]-beli polinom egy ugyancsak K [x]-beli polinomnak
L[x]-ben oszt6ja, akkor a hdnyados K[x]-ben van.

Az egyértelmd irreducibilis polinomokra val6 felbonthatésdg alapjin az f polinomot
is felbonthatjuk L[x]-beli irreducibilis polinomok szorzatira. Legyen e; ezek koziil azoknak
a kiilonboz6 irreducibilis tényez8knek a szorzata, amelyeknek az i-edik hatvdnya oszt6ja
f-nek, de az (i + 1)-edik hatvanya mar nem.

Minden irreducibilis faktorhoz pontosan egy ilyen kitevd tartozik, ezért barmely két
ilyen tényez$ valdban relativ prim egymadshoz. Ugyancsak a kitevd egyértelmiiségébdl
kovetkezik, hogy egyetlen e; sem oszthaté L[x]-beli polinom négyzetével.

Az e; faktorok relativ primek egymadshoz, ezért a 4.15. Tétel (1) pontja szerint f*

megegyezik az 0sszes (ef)* szorzataval. A 4.15. Tétel (2) pontja szerint ez viszont nem
i—1

mds, mint e;” - e. Mivel ¢; nem oszthaté L[x]-beli polinom négyzetével, ezért relativ

prim irreducibilis faktorok szorzatdra bonthat6: e; = py - ... - p, A 4.15. Tétel (1) pontja
szerint e* = pi -...- pf; és e tétel (3) pontja alapjan e tényez8k mindegyike 1. Eszerint

ff=e-(e3) ... (en)" .

Legyen most f1 = f, és f; = f;ﬂ’ ha j > 1. Ekkor:

fi=ei-... (e @i <n).
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A 4.15. Tétel ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy az f; polinomok mind K [x]-beliek.
Mivel f;,; osztéja f;-nek, ezért ezek g; = /i hanyadosa is K[x]-beli. Ez a hdnyados
i+l
8gi =€ ... €u.

Lathatjuk, hogy g;. is osztdja g;-nek; tehat hanyadosuk, ¢; = valéban eleme K|[x]-

8i+1
nek.
Az egyértelmi felbontds szerint az adott felirds L[x]-ben egyértelm{. Most beléttuk,

hogy L-t8l sem fiigg, tehat az egyértelmiiséget is bizonyitottuk. |

Vegyiik észre, hogy tulajdonképpen egy algoritmust is adtunk az e; polinomok megha-
tarozdsara. Ennél az algoritmusnél eleve nem lehet tudni, hogy mikor kell megallni. Tekin-
tettel arra, hogy f* nem lehet 0, és foka kisebb, mint f foka, ezért valamilyen k indexre
fr =1 adédik. Ezutdn mar minden f,; = 1 teljesiil.

Megjegyezziik még azt is, hogy ha L-nek a komplex szdmtestet vessziik (és elfo-
gadjuk, hogy a komplex szdmtestben minden polinom els6foku faktorokra bomlik), akkor
lathatd, hogy az e; polinom az f polinomnak pontosan azokat a gyokeit adja, amelyek
az eredeti polinomnak i-szeres gyokei. Az e; polinomnak mar csak egyszeres gyokei van-
nak, ezért a polinom gyokeinek a meghatdrozdsa mindig visszavezethet$ olyan polinomok
gyokeinek a meghatdrozdsara, amelyeknek csupa egyszeres gyokei vannak. (Ha az algebra
alaptételét nem vessziik figyelembe, akkor is adddik az, hogy az e; polinomoknak legfel-
jebb egyszeres gyokei vannak.)

Az egyhatdrozatland polinomok vizsgalatdban fontos szerepiik van a magasabb rendi
derivaltaknak is.

4.10. Definicié. Legyen f© = f és f&+D = (f0Y k=0, 1,...). Az f® polinomot
az f polinom k-adik derivéltjdnak nevezziik. [ ]

4.17. Tétel. a € R akkor és csak akkor k-szoros gyoke az f € R[x] polinomnak, ha
fO@= @ =...= f*P@=0, de [P #o0.

Bizonyitas. Legyen a valamilyen k-ra k-szoros gyoke az f polinomnak. Ekkor f
felithaté f = (x — a)kg alakban, ahol g(a) # 0. fgy f=k(x — a)kilg +(x — a)kg’ =
=(x—a)! g1, ahol g;(a) # 0. Ebbdl az f ® polinomokat rendre meghatarozva azt kapjuk,
hogy a feltétel sziikséges.

A feltétel elégségességét a kovetkezOképpen lathatjuk be. Ha a feltétel teljesiil vala-
milyen k-ra, akkor f(a) =0, és igy f = (x — a)" g valamilyen r-re, ahol g(a) # 0. Ebbdl
az el6z6 meggondolds alapjan azt kapjuk, hogy a az f-nek pontosan r-szeres gyoke, és
igyr==k. |

@)
0 4,

4.18. Tétel. Legyen f(x) = ap +ayx + --- + apx" € R[x]. Ekkor a; =
)

i!

¢ € R, akkor f(x)=bo+bi(x —c)+---+by(x — )", ahol b; =
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Bizonyitas. Legyen elGszor a = 0. Ekkor a kiindul6 felirdsban mindkét oldalon az
i-edik derivéltat véve f©(x) = i!-a; + ((i + D! - agspy +---) - x adédik, amibsl x = 0
helyettesitéssel kapjuk, hogy f DOy =i!-q.

Tekintsiik most a g(x) = f(x +a) = by + b1x + - - - + byx" polinomot (a kompozicié
fokara vonatkozé6 6sszefiiggés szerint ez is n-edfokd). A most kapott eredmény szerint b; =

(O
_ 80
T
hogy g (x) = f¥(x +a). Ebbsl g”(0) = (0 +a) = f(a). (]

. Az x +a derivaltja 1, ezért g magasabb rendi derivaltjait kiszdmitva, azt kapjuk,

4. Szimmetrikus és alternalé polinomok

Az egyhatarozatlani polinomok vizsgalata utdn most visszatériink a tobbhatarozatlant
polinomokhoz. A polinomok felirdsdandl sok esetben célszerd, ha jeloljiik a szerepld hatdro-

zatlanokat. fgy f €R[xy,...,xylesetén az f = f(xy, ..., x,) jelolést is haszndlni fogjuk.
Megjegyzések
1. Amennyiben R = S[y1, ..., yk] polinomgyfird, akkor az yy, ..., yx hatdrozatlanokat paramé-

tereknek nevezik. Tulajdonképpen az, hogy melyik hatdrozatlan paraméter, attdl fiigg, hogy melyiket
tekintjiik annak.

Ugyancsak fontos lesz a tovabbiakban a helyettesitéskor kapott elem jelolése.

Az f(x1,...,Xn) € R[x1, ..., x,] polinomnak az x, hatdrozatlan a € R helyen vett fo(xy,...
...y Xn—1, a) helyettesitési értékét f(xy, ..., x,_1,a) jeloli.

2. Amennyiben a hatdrozatlanok koziil bizonyosaknak a helyébe szdmokat akarunk helyettesi-
teni, és ettSl fiiggden akarjuk a polinomok viselkedését vizsgélni, akkor ezeket szoktdk paraméterek-
nek tekinteni. g

A polinomok gyokeinek a meghatirozasanal igen fontos szerepet jatszik annak a fel-
tardsa, hogy ezek a gyokok milyen ,,polinomidlis” kapcsolatban dllnak egymadssal. Ponto-
sabban szodlva, azoknak a tobbhatdrozatland polinomoknak a megkeresésérdl van sz6, ame-
lyekbe a hatdrozatlanok helyébe az eredeti polinom gyokeit beirva 0-t kapunk. Ezeknek a
megkeresése egyes konkrét polinomok esetében az ugynevezett Galois-elmélethez vezet. Itt
csupan olyan tobbhatdrozatlanti polinomok felirasat tlizziik ki célul, amelyek minden egyes
polinom esetében fontos szerepet toltenek be. Ezek az tigynevezett szimmetrikus és alter-
nalé polinomok. (Meg lehet mutatni, hogy mds polinomnak valéban nincs ilyen univerzalis
szerepe.)

Mindenekel6tt a 3.49. és 3.50. Tételek altaldnositasat targyaljuk.

3.49/A. Tétel. Legyenek R és S egységelemes integritasi tartomanyok, és ¢ : R — S
tetszoleges homomorfizmus. Ekkor létezik olyan egyértelmii v : R[x1, ..., x,] — S homo-
morfizmus, amely az R elemein megegyezik ¢-vel és minden egyes xi-t az S egy elore
megadott s; elemére képezi le.
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Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.49. Tételt rendre az R[x;], (R[x1])[x2] stb. polinomgy-
riikre. [ |

3.50/A. Tétel. Legyen R, az R-et tartalmazo integritasi tartomdny és xy, ..., x, € Rj.
Ha tetszOleges S egységelemes integritdsi tartomdnyhoz, ¢ : R — S homomorfizmushoz és
S-beli sy, ..., s, elemekhez Iétezik olyan egyértelmii  : Ry — S homomorfizmus, amely
az R elemein megegyezik ¢-vel és (x;) = s;, akkor Ry = R[xy, ..., x,].

Bizonyitas. A 3.50. Tétel bizonyitisdhoz hasonldan torténik. [ |
Tekintsiink egy 7 : {x1,...,x,} = {x1,..., x,} tetszSleges bijekciot. A polinomgyfi-

riik definicidja alapjan ez kiterjeszthet6 egy homomorfizmussa; amely a fenti két tétel miatt
izomorfizmus. A tovabbiakban ezeket az izomorfizmusokat vizsgéaljuk.

4.11. Definicié. Az f(xy,...,x,) € Ry, = R[x1, ..., x,] polinomot szimmetrikusnak
nevezziik, ha barmely w-re
f(”(xl)a-~-’7T(xn))=f(xls---axn)~ .

Mivel a 7 altal megadott izomorfizmus miivelettartd, ezért:
4.19. Tétel. R, szimmetrikus polinomjai egy T, részgyiiriit alkotnak. ]

Megjegyzés. Mig a homogén polinomokndl nem lényeges a hatdrozatlanok szdma, a szimmet-
rikusokndl igen. Ha ugyanis mér egyetlen 4j hatdrozatlant is hozzdvesziink, akkor egy nemkonstans

szimmetrikus polinom elveszti a szimmetridjat. [gy az x4+ y2 polinom akdrmennyi djabb hatdrozatlan
hozzédvétele esetén homogén masodfokd marad, azaz e polinom homogén masodfokd polinomja az
X, ¥, z, U, v hatdrozatlanoknak is. Amennyiben viszont egy tjabb z hatdrozatlant hozzavesziink, mar
elveszti a szimmetrikussagot. ]

A szimmetrikus polinomok kozott két nagyon fontos fajta van.
4.12. Definicioé. Az sp = sp(xy, ..., xn) = x{‘ +ooo x,f polinomot e hatdrozatlanok
k-adik hatvanyosszegének nevezziik. [ |

4.13. Definicié. Az adott hatirozatlanok Gsszes i-elemi halmazdbdl képezett szorza-
tok Osszegét e hatdrozatlanok i-edik elemi szimmetrikus polinomjanak nevezziik. Ez

(n)
0 =0; =0o;(xy, ...,xn)=2xj| Ceet X
ahol ji, ..., ji az {1, ..., n} halmaz Osszes i-elemi részhalmazan fut végig. [

A hatvany0osszegnél az index akdrmilyen nagy lehet. Vildgos, hogy so = n. Az elemi
szimmetrikus polinomokndl az index nem lépheti til a hatdrozatlanok szadmat; illetve ilyen
esetben ezt a polinomot 0-nak célszert definidlni (az 6sszegnek egyetlen tagja sincs). A oy
ugy tekinthetd, mint egyetlen iires szorzat 0sszege; éppen ezért a célszerl definicié oy = 1.

Az elemi szimmetrikus polinomokra — fontossaguk miatt — két masik, definicidként
tekinthet6 tulajdonsdgot adunk meg.
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4.20. Tétel. Az

aot" +a1t"71

+--tap_t+ap=0+x1)...-(t+xp)
polinomban a; =o; i =0,1,...,n).
Az elemi szimmetrikus polinomok (és csak ezek) eleget tesznek az alabbi rekurzionak:
0i(X15 ooy Xp—1, Xn) = 03 (X1, .o Xp—1) + 01 (X1, ., Xp—1) - Xy

ha 0 < i < n; emellett definicio szerint oy =1 €s al.(") =0, hai > n.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy a polinomban fellépé egyiitthatdk valéban az
elemi szimmetrikus polinomokkal egyeznek meg. Ehhez azt kell belétni, hogy i egylitt-
hat6jaban minden i-tényez0s szorzat pontosan egyszer 1ép fel. A szimmetria miatt elég
ezt az x; - ... - x; szorzatr6l megmutatni. A disztributivitds alapjdn a fenti szorzat olyan
Osszegként irhat6 fel, amelynek a tagjai olyan szorzatok, amelyekben minden egyes kéttagu
tényez6bdl vagy a ¢, vagy a megfeleld x; szerepel. A kiszemelt szorzatot pontosan akkor
kapjuk meg, ha az els6 i tényez6bdl vessziik az xy, ..., x; tagokat, és a tobbibdl a z-t.

Ezutdn megmutatjuk, hogy a szerepld egyiitthatok kielégitik a megadott rekurziét. Ez
konnyen kovetkezik a

[F+x) - F+xp—)] - E+x)=0C+x1) ... (t+xp)
felirasbol.
Végezetiil megmutatjuk, hogy a megadott rekurziobdl kévetkezik, hogy a fellépd poli-
nomok valéban az elemi szimmetrikus polinomok.
n =0 esetén az allitas trividlis. Tegytiik fel, hogy az éllitas igaz (n — 1)-re. A rekurzi6
szerint

i (X1, ..y Xn—1,Xn) =0 (X1, ..., Xn—1)+0i1(X1, ..., Xp—1) " Xn.
Itt a feltevésiink alapjan o;(xy, ..., x,—1) az x1, ..., xp— hatdrozatlanokbdl képezett 6sz-
szes i-tényezds szorzatbdl dll. Hidnyoznak még azok az i-tényez8s szorzatok, amelyekben
xn szerepel. Ezeket viszont az o;_;(xy, ..., xy—1) - X, tagbdl kapjuk meg. [ |

Célunk az alabbi tétel bizonyitdsa:

4.21. Tétel (A szimmetrikus polinomok alaptétele). Minden szimmetrikus polinom
egyértelmiien el6all mint az elemi szimmetrikus polinomok polinomyja.
Pontosabban megfogalmazva: Definidljuk tetszéleges pozitiv n egészre az aldbbi
homomorfizmusokat:
®@n: R[y1,...,yn]l = Rlx1,...,xq], ahol @, :y;+— oj.

Ekkor @, injektiv és Im(p,) = T,. (Definicio szerint ¢ : A — B esetén Im(p) =
={p(a)la € A}.)

Mint éltaldban, itt is egy eljarast adunk arra, miképpen éllithatunk el6 egy szimmet-
rikus polinomot az elemi szimmetrikusok polinomjaként. Az itt k6zolt bizonyitds teljesen
preciz, emiatt kicsit bonyolultnak tiinik. Eppen ezért el6szor egy konkrét példan mutatjuk
be az eljarast.
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Allitsuk el a harmadik hatvanyok osszegét az elemi szimmetrikus polinomokkal!

P

Ha csak egy hatdrozatlan van: x;, akkor x?—t kell eldallitani. Ehhez egyetlen hatdro-

zatlan sziikséges, y;; és a megfeleltetés y; — o(x;), hiszen xf = x?. Két hatarozatlan

esetében x; + x3 az eldallitand6 polinom, és ehhez y; mar adott. Az ennek megfeleltetett
o1(xy, )cz)3 = ()c1+)cz)3 = xf+x§+3(x1xz)(x1+xz) nem egyezik meg a kivant polinommal. Az
eltérés 3(x1x2)(x; + x2). Ez ismét szimmetrikus a két hatarozatlanban, de kozben ,,valami”
csokkent. Ez a szimmetrikus polinom o»(x1, x2)o1(x1x2), azaz az y,y;-nek megfelel$ poli-
nom. Ha most végezziik el a szdmolast, azt kapjuk, hogy xf + xg = 013 — 30107. Ez két
hatdrozatlan esetében igaz, de harom esetében mar nem. Mindenesetre a kapott yf -3y
polinomhoz mdr csak olyan tagok jdrulhatnak hozzd, amelyekben 2-nél nagyobb indexii
y szerepel (ez itt nem vildgos, csak a bizonyitds folyaman fog kideriilni — éppen ezért
van sziikség a bizonyitdsra). Azt kaptuk tehét, hogy az xf + xg + x? polinomot ,,majdnem”

27z

elédllitja az yf — 3y1y, polinom. y; helyébe a o;j(x;, x2, x3) polinomot behelyettesitve az
x13 + xg + xg polinomtdl valé eltérésre 3x xx3 = 303(x], X2, x3) adodik. A megfelels poli-
nom tehat y? — 3y1y2 + 3y3. Itt is igaz az, hogy a tovabbi tagokban fel kell 1épnie olyan
y-nak, amelynek az indexe legaldbb 4. A megfelel6 elemi szimmetrikus polinomok minden
tagjaban tehat legaldbb négy hatdrozatlan szorzata szerepel, ezért nem lehet harmadfokd.

27z

Ez az el6dllitds tehdt mar akdrmennyi hatarozatlan esetében jo.
A teljes indukciés bizonyitashoz két tovabbi homomorfizmusra és ezek inverzeire lesz
sziikségiink:

0, hai=n ,
£yt R[x1.....x0] = R[x1. ... Xy 1]; sn<x,-)={ ! é

x; maskor
* Er i Rlx1,...,xp—1] > R[x1,...,x,]; ahol &;(x;))=x; (0 <i <n).
*
0, hai=n ,
Mt Ry, - yn]l = RIyi, oo oo yn—1ls ma(i) = {Yi maskor  ©
My @ RIY1, oy Yn—1] = RIy1, ..., yal;  ahol ny(yi) = yi (0 <i <n).
A bizonyitashoz tekintsiik a kdvetkezd diagramot:
D
Rly1. ..., yn] S R[x1..... %]
(k) Nn £n
R[yla"'vyl’lfl] @n_l R[-xlv"'axnfl]

Mivel a tovdbbiakban csak egy rogzitett n esetére tekintjiik a fenti diagramot, ezért az
n és a & indexét elhagyjuk.

Lemma. A (x)-ban valoban homomorfizmust definidltunk, amelyekre mind £€*, mind
nn* identitds; a (x%) alatti diagram kommutativ, ami azt jelenti, hogy E®;, = ®n—11.
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Bizonyitas. A polinomgyiiriiket definidl6 tulajdonsdg szerint egy leképezés, amely-
nek az alapgyfriire valé6 megszoritisa homomorfizmus, egyértelmtien megadott a hatdro-
zatlanok képével. gy (x)-ban tényleg homomorfizmusokat generdltunk; és a felirt szorza-
tok valéban az identitast adjak. Hasonloképpen (xx)-ban elég annak a bizonyitdsa, hogy

E(@n(yi) = @n—1(n(y;)) teljestil minden i indexre. A 4.20. Tételt felhasznalva:
E(@l’l(yl)) = 5(0‘[(}(1, L] -xl’lflv -xl’l)) = Ul(xlv st anl, 0) =

=0;(X1,..., Xp—1) = Pp—1(3i) = Pu—1(m(¥i)),
ha i < n; mig az i = n esetben &(®@,(yn)) = ®n—1(n(yn)) = 0. [ |
Az egyértelmiiség bizonyitasa. R[yi, ..., y,]-ben n szerinti, ezen beliil pedig fok-

szamra vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk. n = 1 esetén @; izomorfizmus, tehat
injektiv. Tegyiik most fel, hogy az 4llitds igaz minden olyan esetben, amikor a hatdrozat-
lanok szdma kevesebb, mint n, és legyen F € R[yy, ..., yyl-re @,(F) =0. Ha F konstans
yn-ben, akkor n*(G) alakd, amib&l
Dn—1(G) = @p—1(N(*(G)) = @p—1(n(F)) = &(®n(F)) =£(0) =0
alapjan G = 0, és igy F = 0 kovetkezik. Egyébként legyen G = n(F); ekkor a diagram
kommutativitdsa miatt
Pn—1(G) = Pp—1(n(F)) = E(Pn(F)) =§(0) =0,

amibdl az indukcids feltevés szerint G = 0 kovetkezik. n definicidja szerint tehat F = Hy,
alaku (hiszen G ,,lényegében” az F-nek y,-ben konstans tagja) és a diagram kommutati-
vitasa alapjan @,(H)®,(y,) = 0. A nullosztémentesség és a,(l") # 0 kovetkeztében csak
@, (H) =0 lehet. Ebbdl a fokra vonatkoz6 indukcios feltevés alapjan H = 0 kovetkezik. H

Az el6allithat6sag bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz az alabbi tételre:

4.22. Tétel. Egy szimmetrikus polinomot homogén polinomok sszegére bontva, ezek
mindegyike szimmetrikus; minden szimmetrikus polinom felirhat6 homogén szimmetrikus
polinomok 6sszegeként.

Bizonyitas. Tekintsiik a homogén polinomokra val6 felbontast definidld

F@xr, o tx) = folxn, o X))+ filxn, o X+ filon, o x)tt
felirast. Az x; hatdrozatlanokra alkalmazva egy tetszdleges  bijekciot, az

fhm(xy), ..., ton(xp)) =

= for(x), -, ) + FiGTGen), . T+ fi(T (), . )R
Osszefiiggéshez jutunk, amelybdl az egyiitthatok egyértelmiisége kovetkeztében azonnal
adddik a kivant eredmény. [ ]

A felirhatésdg bizonyitdsandl is a hatdrozatlanok szdmdra, majd ezen beliil a ,,fokra”
vonatkoz6 teljes indukciét fogunk haszndlni. Minden tovabbi nélkiil viszont nem tudjuk
belatni, hogy az eljardsnal valamiféle fokszdm csokken. Eppen ezért sziikségiink lesz arra,
hogy milyen alakd polinomok képe lesz homogén szimmetrikus.
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4.23. Tétel. Az a - y{q S y,/f” € Rlyi1,...,yn] monom (azaz egytagu) silyan a
ky +2ky + - - - + nky,, szamot értjiik.

Egy k siilyii monomot &, egy k-adfokd homogén szimmetrikus polinomba képez. Egy
R[yi, ..., ynl-beli F polinom &, -nél vett képe pontosan akkor lesz homogén i -edfoku, ha
minden benne szerepl6 monom siilya i.

Ha az F polinom minden tagja i silyu, akkori sulyu polinomnak nevezziik.

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy @,(y;) = o; i-edfoki homogén, ezért — 1évén ,,a
szorzat foka megegyezik a tényezSk fokdnak az Osszegével” — azonnal adddik az elsd

allitas.

Bontsuk most fel az F polinomot Fy + F} + - - - + Fj alakba, ahol F; sulya i. Ezt dgy
tehetjiik meg, hogy egy-egy F;-be 0sszegytijtjiik a polinom i sulyud tagjait. Ekkor minden
F; képe homogén i-edfokd; és allitdsunk azonnal kovetkezik a 4.6. Tételbdl. [ |

4.24. Tétel. Minden R;-beli homogén i-edfoki szimmetrikus polinom el6dll egy i
sulyi F polinom &, -nél vett képeként.

Bizonyitas. A bizonyitdst n-re és ezen beliil i-re vonatkozo teljes indukciéval végez-
ziik. Ha n = 1, akkor minden polinom szimmetrikus és ¢ sziirjektiv, hiszen izomorfizmus.

Tegyiik most fel, hogy az 4llitds igaz minden olyan esetben, amikor a hatdrozatla-
nok szdma kevesebb, mint n. Ha a szerepld polinom homogén 0-adfokd, akkor egy ¢ € R
konstans és @, (c) = ¢ miatt igaz az éllitds. A tovdbbiakban tehat egy f(xy,..., x;) homo-
gén k-adfoku szimmetrikus polinomot tekintiink, és feltessziik, hogy az el@allitas érvényes
minden olyan homogén szimmetrikus polinomra, amelynek a foka k-nal kisebb.

Tekintstik a g(xy,...,x,—1) = E(f(x1,..., X)) € Ry—; polinomot. Most két esetet
kiilonboztetiink meg. Ha g = 0, akkor f oszthat6 x,-nel; s a szimmetrikussdg miatt minden
egyes x;-vel. Ezek paronként relativ primek 1évén, szorzatuk is osztja f-et: f = h - oy.
Mivel h foka kisebb, mint f foka, ezért el6all ¢ ,(H) alakban, ahol H silya megegyezik
h fokaval. Mivel Hy, silya H sulydndl n-nel tobb és f foka h fokandl ugyancsak n-nel
tobb, ezért a nyilvanvaléan ad6d6 @, (Hy,) = f eldallitisban teljesiilnek a kirétt feltételek.
A tovéabbiakban tehat feltehetjiik, hogy g # 0. A 4.20. Tételbdl ekkor azonnal adddik, hogy

g foka megegyezik f fokdval.

A hatdrozatlanok szdmdra vonatkoz6 teljes indukcié miatt van olyan G(yy, ..., Yp—1)
polinom R[y, ..., ys—1]-ben, amelyre ¢ = ®,—1(G) és G silya ugyancsak k. Legyen
G1 =n*(G), ekkor

E(@n(G1) = Dp—1(N(G1) = u—1(N(n*(G)) = ®n—1(G) = g
alapjan azt kapjuk, hogy az fi = @,(Gy), illetve az f, = f — fi polinomra &£(f;) =
=&(f — f1) = 0 teljesiil. Emellett G; és G stlya nyilvdn egyenl6. Ebb6l azonnal adédik
az is, hogy f) és f megegyez fokiak; igy f» és f foka is megegyezik'. Mivel £(f») = 0,

! ,Elvileg” f> = 0 is lehetséges volna, de ezt g # 0 kizarta.
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ezért van olyan H € R[yy, ..., y,] k silyd polinom, amelyre @, (H) = f>. Ekkor viszont
F =G| +H is k silyd és ¢,(F) = f. [ ]

Az eléallithatésag bizonyitasa. Azonnal kovetkezik a 4.22. és 4.24. TételekbSl. MW

Kiilonosen fontos a hatvanyosszegek meghatdrozasa. Erre egy rekurziv formulat bizo-
nyitunk:

o

4.25. Tétel (Newton-képletek). Az R, polinomgyiiriben tetszéleges pozitiv k egész
szdmra érvényesek az alabbiak:

Sk — O18k—1 + -+ (—l)k_lak_lsl + (—l)kkak =0.

Megjegyezziik, hogy ha k > n, akkor oy41 = ... =0 =0.
Bizonyitas. Tekintsiik az R[xy, ..., xj, t] polinomgyfri{iben a
=" ek (=) ot + (=D o = —x1) e (= Xp)
polinomot, ahol o; = 0;(xy, ..., x;) e hatdrozatlanok i-edik elemi szimmetrikus polinomja.

Tekintettel arra, hogy a jobb oldal minden x; helyettesitésre 0, ezért ugyanez 4ll a bal
oldalra is:

xf— o e (D) oo + (=10, = 0,
Ezeket az egyenl&ségeket minden i-re Osszeadva az

Sp— O1Sn—1 + -+ (=" lop_151 + (=1)"'no, =0 [ ]
Osszefiiggéshez jutunk, amely az eredeti 6sszefliggést adja a k = n esetre.

Tekintsiik az eredeti egyenlGség bal oldaldn all6 fi , = fkn(x1, ..., x;) polinomot.

Ez a polinom szimmetrikus, mert szimmetrikusok szorzatainak 0sszege. A homogén poli-
nomok tulajdonsdga alapjan f, x homogén is, és vagy azonosan 0, vagy k-adfokd.

Az el6zbekben beldtottak szerint f;, , = 0. Ekkor tételiink trividlisan kovetkezik az

alabbi segédtételbdl: |
Segédtétel. Legyen gi.n = 8k.n(x1, ..., Xn) € hatdrozatlanok k-adfoki homogén szim-

metrikus polinomja. Ha g, , = 0, akkor minden k-ra igaz a gi_, = 0 Iis.

Bizonyitas. A segédtételt rogzitett k mellett n-re vonatkozé teljes indukcidval bizo-
nyitjuk.

n = k esetén az allitas feltétel szerint igaz. EbbSl n < k esetére is kovetkezik az allitas
az xy—1 =...=xp = 0 helyettesitéssel.

Legyen most n > k és tegyiik fel, hogy gi », = 0. Ha gg 1 (x1, ..., Xn, Xp+1)-ben xp4
helyébe O-t frunk, akkor pontosan az x;.-,,mentes” tagokat, azaz gi ,(x1, ..., Xp)-t kapjuk.
Ez az indukcids feltevés szerint 0. Mivel gx ,41 Szimmetrikus polinom, ezért létezik olyan
Fuv1(Y1, ..., Yn, Yn+1) polinom, amelyre Fy.1(01, ..., 0n, Ons1) = &k n+1, Mint az xi, ...
..., Xp, Xp41 hatdrozatlanok polinomja.
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Tudjuk, hogy arra a &, illetve n homomorfizmusra, amelyekre &(x,+1) = 0 és £(x;) =
= xi, ha i < n, illetve n(yn+1) = 0 és n(y;) = y;, hai < n; tovdbba azokra a @; homo-
morfizmusokra, amelyek minden i < ¢ mellett y;-t az i-edik elemi szimmetrikus poli-
nomra képezik, fenndll a £, = @, n Osszefiiggés. Az indukcids feltevés azt jelenti, hogy
EDni1(Fue1) =0, igy &@,n(Fpy1) = 0. Tekintettel arra, hogy ¢ — mint tudjuk — injektiv,
ezért n(Fy41) = 0 is igaz. Eszerint F,,;-nek y,.-ben konstans tagja 0, azaz F,,; oszthatd
Yn+1-gyel. Eszerint gi .1 oszthaté o,.1-gyel. Ennek a polinomnak a foka nagyobb, mint
n, ami legalabb akkora, mint k, azaz a g ,41 polinom foka; ami csak akkor lehet, ha ez
utébbi a 0 polinom. [ ]

Térjiink most rd az tgynevezett alternalé polinomok vizsgélatara.

4.14. Definicié. Az R[xy,...,x,] polinomgy(ri egy f(xi,...,x,) elemét alter-
ndlé polinomnak nevezziik, ha barmely két hatdrozatlant felcserélve a — f(x1, ..., x,) poli-
nomba megy 4t (el6jelet valt). ]

Az alterndl6 polinomok vizsgalatdhoz sziikségiink van a polinommatrixokra, illetve
ezek determindnsdra:

4.15. Definicié. Polinommatrix az olyan matrix, amelynek elemei polinomok. [ |

A matrixokra vonatkozé eredmények alapjan a polinommatrixokkal ugyanigy sza-
molhatunk, mint akdrmilyen szamelemii matrixszal. Négyzetes polinommatrixoknak Iéte-
zik determindnsa, amelyet ugyanigy szdmolhatunk ki, mint a szdmelem{i métrixét. Csupdn
arra kell vigydzni, hogy osztist ne végezziink. Specidlisan, ha egy négyzetes matrix két
sora megegyezik, akkor determindnsa 0.

Az alternal6 polinomokndl alapvet§ szerepet jatszik az tigynevezett Vandermonde-féle
determindns.

4.16. Definicio. Az xi, ..., x, hatarozatlanok Vandermonde-féle matrixa az a matrix,
amelyben az i-edik sor j-edik eleme x;-nek a (j — 1)-edik hatvanya. Ennek a matrixnak
a determinansat nevezziik Vandermonde-determindnsnak. Ezt a determindnst V = V, =
=V(xy,...,xy) jeloli.

Az ugynevezett n-edrendli Vandermonde-determindns tehat a kovetkezd:

1 x xl2 x;’_l
1 oxo x3 ... 7!

[V(xt,. .., xp)| = . u
1 x, x2 x1
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4.26. Tétel. A Vandermonde-determindns a hatdrozatlanjainak alterndlo polinomyja.

Bizonyitas. Két hatdrozatlan felcserélésekor a szerepld matrix két sora felcserélddik.
A determinéns tulajdonsagai alapjan ekkor a determinans elGjelet valt, tehat alternalé poli-
nom. u

A 4.26. Tétel bizonyos értelemben megfordithat6. Ehhez azonban sziikségiink lesz az
alterndlé polinomok el6zetes vizsgalatara.

o

4.27. Tétel. Az R[x, y] polinomgyiirii minden alternilo polinomja oszthato (y — x)-
szel.

Bizonyitas. A 4.10. Tétel szerint az f(x, y) € R[x, y] polinom akkor és csak akkor
oszthat6 (y — x)-szel, ha f(x,x) = 0. Marpedig f(x,y) = —f(y, x) alapjan f(x,x) =
= — f(x, x), amib6l f(x, x) = 0 kovetkezik. (Lathat6, hogy a bizonyitds nem vihetd végbe

példaul, ha az R gyfiri a modulo 2 vett maradékosztalyokbdl 4ll.) [ |
4.28. Tétel. Az R[xy,...,x,] polinomgyird minden f(xi,...,x,) alterndlo poli-
nomja

S, o) =V, .o, xn) - g(x, oo, Xp)
alakba irhato, ahol g(xi, ..., x,) egy egyértelmiien meghatdrozott szimmetrikus polinom.
Ezen feliil az is igaz, hogy a V Vandermonde-féle determindns megegyezik az dsszes olyan
kiilonboz6 x j — x; polinom szorzatdval, amelyben j > i.

Bizonyitas. Legyen f az adott polinomgyfr( tetsz6leges alternal6 polinomja. A 4.27.
Tétel miatt f oszthaté minden egyes x; —x; polinommal, ahol j > i feltehets. Mivel ezek

irreducibilisek és kiilonbozéek, ezért f oszthatd ezek p = p(xy, ..., x,) szorzataval is. fgy
az
fG, oo xn)=pxg, .o xn) - 8(Xx1, .0, Xp)

felbontashoz jutottunk. Tekintettel arra, hogy p egyértelmiien meghatdrozott, az f polino-
mot megadva g is egyértelmiien meghatarozott.

Tekintsiik eldszor specidlisan az f = V esetet. Ebbdl a V = ph felbontdshoz jutunk
— valamilyen alkalmas & polinommal. Azt fogjuk megmutatni, hogy & = 1.

A szorzatfelbontds alapjan ehhez elég annak a bizonyitdsa, hogy mind V-ben, mind
p-ben ugyanaz az x, foka és ugyanaz az x,-ben vett féegyiitthato.

Allitdsunkat n-re vonatkoz6 teljes indukciéval bizonyitjuk.

Az n = 1 esetben mindkét polinomot vehetjiik 1-nek. Lathatd, hogy ez megegyezik
a specidlis esetként ad6dé definicidkkal. Egyébként az n = 2 esetben is fenndll az egyen-
16ség, mindkét polinom x, — x;. Tegyiik fel most, hogy n-re igaz az allitds, tovdbbad az
is igaz, hogy V,, = p, kiilonbozik 0-t6l. V,.i-nek az utolsé sor szerinti kifejtésébdl azt
kapjuk, hogy ez x,.;-nek legfeljebb n-edfoki polinomja, tovabba x,,; egyiitthatéja éppen
a hozza tartoz6 aldeterminans — azaz V,,. Ez kiilonbozik 0-tdl, ezért V,,,; az x,41-nek n-
edfoki polinomja; specidlisan maga is 0-tdl kiilonb6z8 polinom. pj,.;-ben n olyan tényezd
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van, amelyben x,,| szerepel, nevezetesen az X, — Xy, . - ., Xp+1 — X1 alakd tényezSk. Ezek
szorzatdban az x,.;-ben legmagasabb foku tag nyilvan x),,. A tobbi tényez6ben x,4; nem
szerepel, azaz xp.i-ben konstans. Ezért x,), | egyiitthatGja ezek szorzata lesz. Ezek a ténye-
70k azonban pontosan a pp-ben fellépd tényezSk, ami azt jelenti, hogy ez az egyiitthatd
éppen p,. A teljes indukcids feltétel szerint (figyelembe véve, hogy pu+1 a Vyi1-nek osz-
toja!) kovetkezik, hogy pn+1 = Vst

fgy eljutottunk az f = V,g Osszefiiggéshez, ahol f egy alterndlé polinom, és V a
Vandermonde-determindns. Mint lattuk, a g-t az f egyértelmiien meghatarozza. Lattuk,
hogy V maga is alterndlé polinom. Ezért barmely két hatarozatlant felcserélve a — f =
= (—Vy)g1 Osszefiiggéshez jutunk, ahol g; a g-bdl a széban forgé két hatdrozatlan felcse-
rélésével keletkezik. Ebbdl azonnal adédik, hogy g1 = g, vagyis g szimmetrikus. [ ]

Feladatok

1. Legyen K tetszSleges test, R = K[x1,...,x,] és £ = (f1,..., fu) stb. K[x]-beli polinom-
n-esek. Tekintsiik ezekre a 4.9. Tételben definidlt miiveleteket. Bizonyitsuk be, hogy ha csak az R
legfeljebb els6foku elemeit tekintjiik, akkor a polinom-n-esek az Osszeadds és a kompozicié miive-

letekre nemkommutativ gyfir(it alkotnak. Melyek e gyir{iben az (kompozicidra nézve) invertdlhat6
elemek és melyek a nullosztok?

2. Mutassuk meg, hogy a fenti R polinomgy(rt egy f(xi,...,x,) elemének lehet olyan R-
beli (g1, ..., gn) gyoke, amelyikre g; ¢ K.

3. Definidljuk a tobbhatarozatlant polinomgyfird ideéljat az egyhatdrozatlani esethez hason-
16an. Mutassuk meg, hogy minden k természetes szimhoz van olyan idedl, amelyik nem generdlhaté
k-ndl kevesebb polinommal.

4. Bizonyitsuk be, hogy tobbhatdrozatlani polinomokra is érvényes az interpolacids tétel:

Legyenek a; = (a;1,...,a;%) (i = 1,...,n) adottak ugy, hogy a K test a; j elemeire adott
r,s esetén van olyan j, hogy a,; # ay j; tovibbd b = (by, ..., by) tetsz6leges. Ekkor van olyan
f(x1,...,xx) polinom, amelyre f(a;1,...,air)=Db;.

5. Legyen p; adott primszdm és K; a modulo p; vett maradékosztilyok teste.

a) Adjunk meg olyan m(x, y, z) € K;[x, y, z] polinomot, amelyre tetszSleges a, b € K; ese-
tén m(a, a, b) = m(a, b,a) = m(b, a, a) = a (tobbségi polinom). Mutassuk meg, hogy a raciondlis
szamtest esetén nem létezik tobbségi polinom.

b) Adjunk meg olyan g(x, y, z) € K;[x, y, z] polinomot, amelyre tetsz6leges a, b, c € K; esetén

(@.b.c) = {a, haa=»>
944, %, €)= ¢, haa#b
nem létezik dudlis diszkrimindtor polinom.

(dudlis diszkrimindtor). Mutassuk meg, hogy a raciondlis szdmtest esetén

¢) Adjunk meg olyan p(x, y, z) € K;[x, y, z] polinomot, amelyre tetszSleges a, b, ¢ € K; esetén

(@.b.c)= {c, haa=>

pia, 5, 0= a, haa#b
1étezik diszkriminator.

(diszkrimindtor). Mutassuk meg, hogy a raciondlis szdmtest esetén nem
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6. Legyenek py, ..., p, kiilonbozd primszdmok és K1, ..., K, a megfelel6 primszamok sze-
rinti maradékosztalyok teste. Bizonyitsuk be, hogy léteznek a Z[x,y, z] polinomgyf{irliben olyan
m(x, y, z2), q(x, y, 2), p(x, y, z) polinomok, amelyek egyszerre adjdk a megfelels tobbségi polinomot,
dudlis diszkrimindtor polinomot és diszkrimindtor polinomot a K; testekben.

7. Legyen Q a raciondlis szdmtest. Hatdrozzuk meg az aldbbi polinomok gyokeit Q-ban, Q[¢]-
ben és Q[u, v]-ben (¢, u, v hatarozatlanok Q felett):

x—y, 2=y 22—y, 2oy, e

(A legutdbbindl tegyiik fel, hogy a Q-beli gyokok ismertek.)

8. Legyen C a komplex szamtest, és legyen n > 2 természetes szdm. Bizonyitsuk be, hogy a
C feletti x" + y"* — 7" polinom C[r]-beli gyokei (a - f(t),b - f(t), c - f(t)) alakdak, ahol f(r) € C[¢]
tetszbleges és az a, b, ¢ € C szdmokra a" + b" = ¢" teljesiil.

9. Bizonyitsuk be, hogy azok az n-hatdrozatlani polinomok, amelyeknek el6re megadott elem-
n-esek gyokei, idedlt alkotnak.

10. Bizonyitsuk be, hogy egy tobbhatdrozatlani polinomgyftirtiben azok a polinomok, amelyek-
ben nem Iép fel n-nél kisebb foku tag, — a 0-val egyiitt — ideélt alkotnak.

5. Linedaris egyenletrendszerek megoldasa

A ,klasszikus” algebra feladatdnak a magasabb foki egyenletek megolddsa mellett
évszazadokon keresztiil a linedris egyenletrendszerek megoldasat tekintették. A tovabbiak-
ban ezt vizsgaljuk. Egy olyan eljarast adunk, amelynek segitségével eldonthetjiik, hogy az
adott egyenletrendszer megoldhat6-e. Amennyiben igen, akkor az eljarassal meghatarozhat-
juk az egyenletrendszer 0sszes gyokét. Ez az eljards az tigynevezett Gauss-féle elimindcio.

4.17. Definicio. Legyen K egy szamtest, és az f;(xy, ..., Xy) polinomok (i =1, ...
..., k) legyenek elemei a K feletti K[xy, ..., x,] polinomgyiriinek. A K szamtestbeli ele-
mekbdl all6 (ay, ..., a,) matrixot (elemsorozatot) e polinomok kozos gyokének vagy az
F ={fi,..., fi} polinomrendszer gyokének nevezziik, ha minden i index mellett teljesiil
az fi(ay,...,ay) =0 egyenlség.

A K feletti & = {gy, ..., g¢} polinomrendszer az F polinomrendszer kévetkezménye
(a K felett), ha az ¥ polinomrendszer minden gyoke a ¢ polinomrendszernek is gyoke.

Két polinomrendszert (a K felett) ekvivalensnek neveziink, ha gyokeik megegyeznek,
azaz, ha mindegyik kovetkezménye a masiknak. [ ]

Megjegyzés. Kovetkezménynek azt érezziik, amit valamiképpen le tudunk vezetni. A levezetés
definicidja viszont igen komplikélt volna. Ezért célszeriibb a fenti definicié. Ezutan mar megéllapitha-
tunk olyan eljardst, amely egy egyenletrendszernek a kovetkezményét dllitja eld. Ennek segitségével
kaphatunk esetenként az eredetivel ekvivalens, de konnyebben megoldhat6 egyenletrendszert. ]

7 7

(A tovabbiakban a polinomgyfriit mindig rogzitettnek gondoljuk.)
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4.29. Tétel. Adott ¥ = {f1,..., fx} polinomrendszerbdl rogzitett i € {1,...,k} és
hj e K[x1,...,x,] (j # i) mellett készitsiink egy uj & = {g1, ..., g} polinomrendszert
ugy, hogy gi = fi ésgj=f;i —h;fi (j # i)

Ekkor a két polinomrendszer ekvivalens.

Bizonyitas. Elszor megmutatjuk, hogy a & polinomrendszer kovetkezménye az F-
nek, akkor is, ha g; helyett az f; — h; f; polinomot vessziik, egy tetszéleges K feletti h;
polinommal. Ebbdl specidlis esetként adddik a kivant kovetkezmény, a h; = 0 vélasztassal.
Ha (ay, ..., a,) gyoke F-nek, akkor

gjlar,...,ap) = fjar,....an) — hjlar,...,an) filar,...,an)=0—-0=0
alapjan gyoke 9-nek is.
Az ekvivalencidhoz elég beldtni, hogy # is kovetkezménye ¥-nek. Ez viszont azonnal
adddik abbdl, hogy fi = g;i €és f; = gj — (—h;)g;; aminek a kovetkeztében alkalmazhat

az el6bbi eljaras. [ |

4.30. Tétel. Legyenek ¢y, ...,4; € K[x1,...,x,] olyan els6foki polinomok, ame-
Iyekre az £, ..., ¢ polinomok x|-ben konstansok. Ekkor az £ = {{y, ..., ¢y} polinom-
rendszer minden (ay, az, . .., ay) megolddsdra (ay, . .., ar) megolddsa az ¥ = {{,, ..., L}
polinomrendszernek megolddsa. Amennyiben £, az x\-ben els6foku, akkor az £, minden
egyes (ay, ..., ar) megoldisihoz talalhato olyan egyértelmilen meghatirozott a,, hogy az
&£ polinomrendszernek megoldasa (ay, az, . . ., ay).

7 2

Bizonyitas. Az elsé allitas nyilvanvald, hiszen az egész rendszer minden megoldésa
gyoke egy részrendszernek is, de a széban forgd részrendszer polinomjaiban x; nem sze-
repel. Forditva is, ha van a részrendszernek egy adott tipusi megolddsa, akkor ezt az
els6 polinomba behelyettesitve egy x;-ben els6foku K-beli egyiitthat6s polinomot kapunk,
amelynek pontosan egy a; gyoke van. Feltétel szerint (ay, a, ..., ar) gyoke az £, poli-
nomrendszernek (hiszen ezek x;-t6l ,fliggetlenek™), €s a most beldtottak alapjan gyoke az
£ polinomnak is. [ ]

4.31. Tétel. AzL = {¢y,...,¥;} linedris polinomrendszernek abban az esetben, ami-
kor minden egyes {; konstans, pontosan akkor van gydke, ha minden i-re £; = 0.

Ebben az esetben minden szoba jovo (ay, . .., an) matrix gyok.

Bizonyitas. Egy konstans helyettesitési értéke mindig 6nmaga. Tehat csak akkor van
gyok, ha mindig ¢; = O teljesiil. Ekkor viszont ez az 6sszefiiggés minden helyettesités
mellett fennall. |

A fentiek figyelembevételével a kovetkez eljarast adhatjuk egy linearis polinomrend-
szer gyokeinek a megkeresésére:

1. Ha a polinomrendszer minden polinomja konstans, akkor a 4.31. Tétel szerint a
megoldhatdsdg feltétele az, hogy mindegyik polinom 0 legyen. Ebben az esetben minden
széba jovo értékrendszer megoldds lesz.
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2. Ha a polinomrendszerben van olyan polinom, amelyik valamelyik hatdrozatlanban
els6foku, akkor feltessziik, hogy ez az els6 polinom (4trendezéssel ez elérhetd), és a széba
jové hatdrozatlan (esetleges atjelolés utdn) x;. Most az elsdé polinom megfelel§ tobbszo-
roseit levonva a tobbi polinombdl, elérhetjiik, hogy az elsd polinom kivételével a tobbi
x1-ben konstans. Az dj rendszernek a 4.29. Tétel alapjan ugyanazok a megolddsai, mint az
eredetinek.

3. Az els6 polinomot elhagyva és az x| hatdrozatlantdl eltekintve megnézziik a mara-
dék rendszer megoldhatdsagit, és meghatarozzuk a megoldasait. (Ez is a most ismertetendd
eljarassal torténik, de rekurziven elvégzettnek tekinthetd, mert kevesebb a hatdrozatlan.) A
4.30. Tétel alapjan ebbdl az eredeti rendszer megoldésai egyértelmiien meghatarozhatok.

Ez az eljaras a gyakorlatban is igen fontos Gauss-féle eliminacié. Ennek segitségé-
vel barmely linedris egyenletrendszerrdl eldonthetd, hogy megoldhaté-e; amennyiben igen,
akkor az eljaras a megolddsokat is szolgéltatja.

Maga a médszer olyan 1épésekbdl all, amelyeknek az absztrakt vizsgélata elvezet a
gyakorlatban és elméletben is ugyancsak fontos linedris algebra targyaldsdhoz.
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ELSO FEJEZET

VEKTORTEREK

1. A vektortér fogalma és elemi tulajdonsagai

A linedris egyenletrendszerek megolddsanal lattuk, hogy az egész megoldasi médszer
azon mdlt, hogy a linedris polinomokat egy-egy szdmmal szoroztuk, és ezeket Osszead-
tuk. A linedris algebra tdrgya olyan rendszerek vizsgdlata, amelyekben az Osszeadds és a
szdmmal val6 szorzds végezhet$ el. Tipikusan ilyen rendszer a sik vagy a tér vektorainak
a rendszere. Eppen ebbdl ered a vektortér elnevezés is. Az osszeadds és a szammal vald
szorzds ,linearitdsat” tiikrozi e fogalomnak a masik neve, a linedris tér. Ezekben az esetek-
ben kétféle fogalom szerepel, ,,amiket 6sszeadunk” és ,,amiket szorzunk”, ezek neve vektor
és ,,amikkel szorzunk”, ezek neve skalar.

Ezeken kiviil azonban a matematika szinte minden agdban taldlkozhatunk vektorte-
rekkel. A gyakorlati alkalmazasokban is igen sok helyen 1ép fel ez a fogalom. Ezekben az
esetekben a linedris algebra tovabbi fejezeteit, illetve ezeknek az eredményeit is rendszere-
sen felhasznéljdk. Mindezek indokoljdk a vektorterek részletes, alapos targyaldsat. Szamos
gyakorlati és elméleti felhasznélds esetében nem csak szdmok, hanem maradékosztalyok is
fellépnek. Eppen ezért a skaldroknak nem csak szdmokat engediink meg, hanem tetszGleges
test elemeit.

Ha az egyenletrendszerek éltaldnos targyaldsara gondolunk, akkor lathatjuk, hogy sok
esetben nem csak szdmmal, de polinomokkal is szorozhatunk. Ez azt mutatja, hogy bizo-
nyos esetekben sziikség lehet arra, hogy a skaldrokat egy gy(ir{ib6l vegyiik. Erre mutat
az is, hogy egyes geometriai feladatok megolddsandl egész koordinitdji vektorok lépnek
fel. Ennél taldn fontosabb az a tény, hogy a vektorterek esetében vannak olyan fogalmak,
amelyek nem igazan kiilonboztethet6k meg egymadstdl, de ha a skaldrokat egy gy(irtib6l
vessziik, akkor azonnal lathaté ezek kiilonbozbsége.

Az eddigiekben elsGsorban a szdmok és polinomok szerkezeti tulajdonsédgait igyekez-
tiink lefrni, rdmutatva arra, hogy ezek a tulajdonsdgok nem kizar6lagosak. Még a matrixok
esetében sem volt semmi olyan fogalom, amelyet nem lehetett volna a kézépiskolai tanul-
manyok folyaman megérteni. Itt azonban az a cél, hogy egy altalanos, absztrakt fogalmat
vezessiink be. Ett6]l fogva semmi mast nem szabad felhaszndlni, csak a feltett vagy mar
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bebizonyitott tulajdonsagokat. Mindenekel6tt megismétliink néhany elnevezést, amelyek
mar szerepeltek:

Ha bizonyos elemek korében elvégezhetd az Osszeadds, kivonds és szorzds, amely

miiveletek rendelkeznek a mar ismertetett fontos tulajdonsagokkal, akkor gyiiriir6l beszé-
liink. Ha a szorzds kommutativ, akkor ez egy kommutativ gytiri. Egy gy(r(i elemeinek a
halmaza nem lehet iires; mindig van benne ,,nullelem”, azaz egy olyan O elem, amelyet a
gyliri barmely a eleméhez adva ismét a-t kapunk. Ha két elem szorzata csak akkor lehet
0, ha valamelyikiik O, akkor a gy(iri nullosztémentes. Nullosztémentes kommutativ gy{ri
neve integritasi tartomdny. (Mi azt is feltessziik, hogy legalabb két eleme van.) Ha létezik
benne ,,maradékos osztds” egyre csokkend ,.euklideszi normdval”, akkor ez egy euklide-

o

szi gytrid. Ha van olyan elem (1), amellyel barmely a elemet megszorozva az eredmény
ismét a, akkor ezt egységelemnek; és a gylriit egységelemesnek nevezziik. Ha a gyfiriben
elvégezhetd az osztds, akkor ez fest. A tovdbbiakban elegendd, ha az ezekre val6 utaldsndl

mindig olyan példdkra gondolunk, amelyeket az eddigiek sordn mar megismertiink.

1.1. Definicié. Elemek egy U+ halmazdt a K test feletti vektortérnek nevezziik, ha
értelmezve van a U elemei kozott egy miivelet, amelyet vektorosszeaddsnak neveziink,
értelmezve van a U elemeinek a K elemeivel valé szorzdsa, amelyet skalérral val6 szor-
zasnak neveziink; és ezekre a miiveletekre az aldbbiak teljesiilnek:

I. V* a vektorosszeaddsra nézve kommutativ csoport, azaz barmely u, v € V* elempér-
hoz hozzd van rendelve egy u+v € U 6sszeg a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) Az 6sszeadds kommutativ, azaz u+v=v+u (u, v € V).

(2) Az 6sszeadas asszociativ, azaz (u+v)+w=u+((v+w) (u,v,w € ).

(3) Létezik nullelem, azaz olyan o € U, amire 0 +u=u, hau € V.

(4) Minden elemnek létezik a nullelemre vonatkozé additiv inverze, azaz ha u € V¥, akkor

van olyan v € V%, amire v+u = 0.

Megjegyezziik, hogy sem a nullelem, sem az inverz egyértelmiségét nem koveteltiik
meg; ezeket majd bizonyitani fogjuk. Ezért az is gondot okoz, hogy az inverznél melyik
nullelemet kell venni. Mivel az egyértelmiiség teljesiil, azért itt feltehetjiilk azt is, hogy
valamelyikre vonatkozé inverzrél van szd, azt is, hogy mindig ugyanarrél, kinek hogy
tetszik.

II. A K elemeivel szorozhatjuk a U+ elemeit, pontosabban sz6lva a K minden a ele-
méhez tartozik V*-nek egy ,.egyvéltozés miivelet’-e, amelyet a : X — ax (vagy — a - X)
jeldl (x € V); és amelyre a kovetkez8 azonossdgok teljesiilnek:

(1) alu+v)=au+av.
2) (a+b)u=au+bu.
3) (ab)u = a(bu).

4) l-u=u

A K test feletti vektorterekre a g U* jelolés haszndlatos. Ha a test eleve adott, vagy
adottnak gondolt, akkor elegendd a U* jelolés is.

V- elemeit vektoroknak, K elemeit skaldroknak nevezziik. [}
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7

Teljesen hasonldan értelmezhet6 egy adott gyiri folotti modulus:

1.1.a) Definicié. Elemek egy A halmazit az R gy(rd feletti (bal oldali) R-
modulusnak nevezziik, ha értelmezve van a U* elemei kozott egy mivelet, amelyet 6ssze-
addsnak neveziink, értelmezve van az JL elemeinek az R elemeivel balrdl vald szorzésa;
és ezekre a miiveletekre az aldbbiak teljestilnek:

I. M az 6sszeaddsra nézve kommutativ csoport, azaz fenndllnak az 1.1. Definiciébeli
I. alatti feltételek.

II. Az R elemeivel szorozhatjuk az /L elemeit, pontosabban szélva az R minden r
eleméhez tartozik {-nek egy ,.egyvéltozés miivelet’-e, amelyet r : X > rx (vagy + r - X)
jelol (x € A); és amelyre a kovetkez6 azonossdagok teljesiilnek:

(1) r(@+v)=ru+rv.
2) (r+s)u=ru+su.
3) (rs)u = r(su).

%) l-u=u.

Az R gyiiri feletti bal oldali modulusokra az gL jel51és hasznélatos. Ha a gyfir( eleve
adott, vagy adottnak gondolt, akkor elegendd az A jel5lés is. [ |

Megjegyzések

1. Az 1.1.a) Definiciéndl a I1.(4) feltétel teljesiilése esetében unitér R-modulusrél beszéliink. A
linedris algebra tdrgyaldsdndl mi mindig unitér modulusokat fogunk tekinteni, akkor is, ha ezt nem
mondjuk. Nem unitér modulusok esetén lehetséges az is, hogy mindig rx = o teljesiil. Ilyen esetben
trividlis R-modulusrdl beszéliink.

2. A fentihez hasonldéan tekinthetiink jobb oldali R-modulust is. Ekkor II.(3) helyett u(rs) =
= (ur)s teljesiil; ami csak kommutativ R esetén lesz biztosan ,,ugyanaz”’, mint a ,,balszorzas”. Ebben
az esetben az UL jelolést haszndljuk.

Az R elemeit itt is skaldroknak, az /L elemeit itt is vektoroknak fogjuk nevezni.

3. Tekintettel arra, hogy itt nagyon sokféle ,,mennyiség” szerepel, ezért célszerli kovetkezetes
jelolést haszndlni. Ennek megfeleléen a gyiiriiket és testeket nagy latin betlikkel, ezek elemeit kis
latin bettikkel, a vektortereket és modulusokat irott nagybetiikkel, ezek elemeit vastagitott kisbet(ik-

P

kel fogjuk jelolni. K, L altaldban testeket, R, S dltaldban gyfrtket; U, V* dltaldban vektortereket,
M, N éltaldban modulusokat jelol. Vektorterek €s modulusok részhalmazait vastagitott nyomtatott
nagybetiikkel fogjuk jelolni (U, V) stb.

4. Altalaban az algebrai ,struktirdk” vizsgdlatdnal meg szoktdk kivanni, hogy az elemeinek a
halmaza nem iires. Itt az 1.(3) kdvetelménynek koszonhetSen erre nincs sziikség. |

Ismételten felhivjuk a figyelmet arra a kiilonbségre, ami az elemi algebrai €s a linedris
algebrai targyalds kozott fenndll. Az elemi algebrai eredmények esetében mindig lehettek
(s6t vannak!) a szdmoknak olyan tulajdonsdgai, amelyeknek az igazsdgdra a figyelembe vett
tulajdonsdgok igazsdgabol nem tudunk kovetkeztetni. Ilyen esetekben sajat magunknak kell
eldonteni, hogy egy ilyen dllitdst igaznak tételeziink-e fel, vagy sem. S6t, mi tobb, egyes
esetekben a szemléletiink alapjan allithatjuk valamirdl, hogy igaz.

A vektorterek és a modulusok esetében viszont nem ez a helyzet! A fenti két defi-
niciéban ugyanis pontosan megmondtuk, hogy mik a vektorterek, illetve a modulusok. Ez
azt jelenti, hogy az ezekre vonatkozé dllitdsok esetében a bizonyitdsndl csakis azokat a
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tulajdonsdgokat hasznalhatjuk, amelyeket a definiciokban kimondtunk. Mas széval a bizo-
nyitasok nem lehetnek ,,szemléletesek”. Az egy mas kérdés, hogy a tételek igazsaganak és
a bizonyitds menetének az elképzelésénél tdmaszkodhatunk szemléletiinkre, els§sorban a
sikbeli és a térbeli vektorok tulajdonsdgaira.

Mivel a skaldrok szdmok, polinomok, esetleg matrixok lehetnek, ezért ezekre automa-
tikusan nem érvényes a fenti megéllapitds; azaz nincsenek elére megadott tulajdonsagaik.
Ennek ellenére torekedni fogunk arra, hogy a skaldrokrdl is csak annyit tegyiink fel, hogy

2

gylrit, illetve testet alkossanak.

A fenti definicidkban szerepld Osszefiiggések a vektortér axiomai. Ezek, eltekintve
azoktdl, amelyek a nullelem, illetve az additiv inverz 1étezését kivanjdk meg, mind azo-
nossagok.

Ezek utdn lassunk a vektorterekre és a modulusokra néhdny példat:

1. példa: A tér (vagy a sik) vektorai vektorteret alkotnak a valds szdmtest felett, ha az
Osszeaddast és a skaldrral valé szorzast a geometridban ismert médon értelmezziik.

2. példa: Az ugyanolyan alakd métrixok vektorteret alkotnak a folott a szamtest f6lott,
amelybdl az elemeik valdk, ha az 6sszeaddst és a szammal vald szorzdst gy értelmezziik,
ahogy ezt a matrixok targyaldsandl tettiik. Ha az elemek egy szdmgyfiribdl vagy egy poli-

2 2

nomgyfir{ibdl valdak, akkor ezek a matrixok modulust alkotnak e gyfir( felett.

3. példa: Egy adott szamtestbeli végtelen sorozatok is vektorteret alkotnak a folott a
szamtest folott, amelybdl az elemei valdk, ha a miiveleteket hasonléan értelmezziik, mint

7 2

az el6z06 példdban. Ha az elemek egy gy(irtibdl valok, itt is modulust nyeriink.

4. példa: Adott testbeli egyiitthatés polinomok vektorteret alkotnak a folott a test folott,
amelybdl az egyiitthat6k valdk, ha a miiveleteket a polinomoknal targyalt médon értelmez-
ziik. Ugyanezen miiveletekre nézve modulust alkotnak az egész egyiitthat6s polinomok

o

az egész szamok gyirlje folott. Hasonloképpen modulust kapunk egy tobbhatdrozatlani

polinomgydir(i felett, ha tovabbi hatdrozatlanokat vesziink hozza. Egy test feletti tobbhata-
rozatland polinomok e test felett vektorteret alkotnak.

5. példa: Egy adott zart (vagy nyilt) intervallumban értelmezett valés fliggvények vek-
torteret alkotnak a valds szamtest felett, ha az 6sszeadds a fiiggvényosszeadas és a skalarral
vald szorzds a fliggvény szdmmal val6 szorzdsa. Hasonléképpen vektorteret kapunk, ha a
folytonos, vagy integrdlhatd, vagy differencidlhaté fiiggvényeket tekintjiik. (De nem kapunk
vektorteret, ha a monoton fiiggvényeket nézziik.)

6. példa: A komplex szamok vektorteret alkotnak a valés szamtest felett, ha az Ossze-
adast mint komplex szamok Osszeadésat értelmezziik és a skaldrral valé szorzast mint a
komplex szdmoknak a valés szdmokkal valé szorzdsat.

7. példa: Mind a valds szdmok, mind a komplex szdmok vektorteret alkotnak a raci-
ondlis szamtest felett, ha az Osszeadast igy értelmezziik, mint a szdmok Osszeadasit, a
skaldrral val6 szorzast pedig ugy, mint a szamok szorzasat.

o

A tovébbi példak elott sziikségiink van egy gytirGielméleti fogalomra és egy tételre:

o e

Definicié. Azt mondjuk, hogy S részgy(rije az R gyfrtinek, ha S minden eleme R-
nek is eleme, és S gyfiri az R-beli miiveletekre. Ezt a kapcsolatot S < R jeloli. [ |
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Noha a modulusokat mindig egy rogzitett gytirl felett vizsgaljuk, mégis a modulus

2

sok esetben ,,természetesen valik” egy masik gyfr( feletti modulussa:

Tétel. Legyen ¢ : S — R egy tetszbleges gyirihomomorfizmus, és M egy R-
modulus. Ekkor M. az
s-x=¢(s)-x (s€8) (xeM)
definicioval S-modulussa valik.

e

A két legfontosabb eset az, amikor S az R részgyfrtje (tehdt ¢ injektiv); és amikor S

7

az R feletti polinomgyfrt, ekkor ¢ egy behelyettesités.
Bizonyitas. A modulusokat definial6 feltételek teljesiilése konnyen ellendrizhets. W

8. példa: Ha K < L testek, akkor L vektortér K felett. Ha S < R gyiriik, akkor R
modulus S felett.

7

9. példa: Ha K test, R gytiri és K < R, akkor R vektortér a K felett, amennyiben
K egységeleme az R-nek is egységeleme. Mindig ez a helyzet, ha R nullosztémentes.

2

10. példa: Legyen K test, ekkor a K feletti T* vektortér modulus a K [x] polinomgyird
felett.

11. példa: Legyen L modulus az R gyfird felett. Ekkor AL modulus az R[xi, ..., x,]
polinomgyfird felett.

12. példa: Legyen I polinomidedlja a K[x] polinomgyf{iriinek (vagy idedlja egy tet-
szbleges gy(riinek), ekkor I modulus e gy(r( felett.

13. példa: Legyen R egy egységelemes integritdsi tartomdny és ¢ : R — S egy sziir-
jektiv homomorfizmus. Ekkor S egy R-modulus a ¢ - ¢(r) = ¢(cr) definicidval (c,r € R).
Specidlisan a modulo m vett maradékosztalyok Z,, gytrije modulus az egész szdmok gyi-
rlije folott.

14. példa: Tetsz6leges G kommutativ csoport Z-modulusnak tekinthet6 az n - g =

n-szer

=g+---+g,0-g=0¢&s(—n)-g=n-(—g) definiciéval (n € N). |

Tekintettel arra, hogy igen nehézkes volna minden bizonyitdst mindig az axidmékra
visszavezetni, ezért mindenekelStt néhdny egyszertibb kovetkezményt bizonyitunk be, ame-
lyeket aztan a tovabbiakban felhasznalhatunk.

1.1. Tétel. Tobbtagi vektorosszeg eredménye nem fiigg a tagok tdrsitdsatol és sor-
rendjétol.

Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy akdrhogyan tarsitva és felcserélve az uy, ...
..., u, vektorok Osszege mindig ugyanaz lesz. Nevezetesen azt mutatjuk meg, hogy min-
den ilyen Osszeg megegyezik egy eldre kivalasztottal. Ezt az el6re kivalasztott Osszeget
ugy kapjuk, hogy minden részosszeghez a soron kdvetkezd vektort adjuk hozza:

vVi=u,vp=vy+up,...,V; =V, 1 +U0;,...,Vy =V, +Uy,.

Allitdsunkat teljes indukci6val bizonyitjuk. Az n = 1 esetben nincs mit bizonyitani, és
az n = 2 esetben az 4llitds azonnal kovetkezik a kommutativitasbol.
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Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden olyan k-ra, amelyre k < n. Tobbtagu 6sszeget
nem definidltunk, ezért a fenti vektorokbdl képezett minden w Osszeg x + y alakd, ahol
e két vektor az adott vektorok koziil bizonyosaknak az Osszege és a tekintett vektorok
mindegyike e két tag koziil pontosan az egyikben fordul el6. A kommutativitds miatt felte-
hetjiik, hogy u,, az y-ban. Az y = u, esetben az indukcids feltétel szerint x = v,_;, amibdl
W = v,_| +u, = Vv, kovetkezik. Egyébként az indukcids feltételbdl kovetkezik, hogy y =
= z+u,. Az asszociativitds alapjan w = x+(z+u,) = (X+2z)+u,; és itt ismét az els§ esettel
allunk szemben. |

Megjegyzés. Az 1.1. Tétel alapjan az sszegekben minden zédrdjelezést el lehet hagyni, és ezzel
a lehet6séggel éltaldban €lni is fogunk. Akkor fogjuk csak kitenni a zar6jeleket, ha ezek megkonnyitik
a bizonyitas kovetését. ]

1.2. Tétel. Az 1. (3) axiomaban szerepl6 nullvektor és az 1. (4) axiomaban szerepld
ellentett egyértelmilen meghatarozott.

Bizonyitds. Legyen o’ a vektortérnek egy olyan eleme, amely ugyancsak eleget tesz
a kirétt kovetelménynek. Eszerint o’ + o = o. Tekintettel arra, hogy o nullvektor, ezért
o +0=0isigaz.
Legyen most v és w mindegyike a u vektor additiv inverze, azaz v+u =w+u = o.
Ebbdl
V=Vv+0=V+U+W)=(V+U)+W=0+W=W
kovetkezik. |

1.3. Tétel. A K test feletti U vektortérben cu = o (c € K), (u € V) pontosan akkor
igaz, ha vagy c =0, vagy u=o.
Modulusok esetében cu = o akkor is lehet, ha c =0 és u = o egyike sem igaz.

Bizonyitas. Legyen u € U+ és v a Ou ellentettje. Rendre felhasznédlva az ellentett
definicigjat, a II. (1) azonossédgot, az dsszeadds asszociativitdsat, majd ismét az ellentett és
végiil a nullvektor definiciéjat, a kovetkezSket kapjuk:

0=v+0u=v+(0+0u=v+(Ou+O0u)=(v+0u)+0u=o0+0u=_0u.

Az el6bbihez hasonldan, de II. (1) helyett II. (2)-t haszndlva

0=W+c0=W+c(0+0)=W+(co+c0) =(W+c0)+c0=0+c0 =0
adodik, ahol w a co ellentettje.

Tegyiik most fel, hogy V* vektortér a K test felett, c € K,u e V* és cu=0. Ha c =0,
akkor igaz az 4llitas. Egyébként 1étezik olyan d € K, amelyre dc = 1; hiszen K test. Most
a II. (4), majd a II. (3) azonossdg alapjan az imént bizonyitott egyenléséget felhaszndlva
azt kapjuk, hogy:

u=lu=(dc)u=d(cu)=do=o.

Vildgos, hogy modulusok esetében a megfeleld feltételek hidnyaban ez az eljdras értel-
metlen. Egyébként a késébbiekben szdmos olyan példit fogunk latni, amikor egy modu-
lusban cu = 0, noha c¢#0 és u#o. [ ]
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Megjegyzés. A szerepld test nullelemét nem szabad Osszetéveszteni a vektortér vagy a modulus
nullelemével. A fenti tétel azonban azt mutatja, hogy ezek a nullelemek elég hasonl6éan viselked-
nek. ]

1.4. Tétel. Az u vektor ellentettie megegyezik az u vektor (—1)-szeresével, c-
szeresének az ellentettje az ellentettjének a c-szeresével, illetve e vektor (—c)-szeresével.
Az u vektort n-szer dsszeadva a kapott vektorn -u (han € R).

Bizonyitas. A II. (4) és II. (1) axiémdk szerint:
(—Du+u=(—Du+lu=(—-1)+1Hu=0u=o,

felhaszndlva az 1.3. Tételt. Az 1.2. Tétel alapjan ebbdl kovetkezik az elsé allitas.

A megfelel§ azonossiagokat és az 1.3. Tételt felhasznélva nyerjiik, hogy:

c(—u)+cu=c((—a)+u)=co=0 és (—cu+cu=(—c+c)u=0u=o.

Az 1.2. Tételt felhaszndlva adédik ezekbdl a masodik allitas.

A harmadik 4llitds nyilvdnvalé teljes indukcidval bizonyithaté a II. (4) axiémdbdl és
az (n + u = nu + lu Osszefiiggésbol. [ |

Kiegészités. x = a+(—b) azx+b = a egyenlet egyértelmii megoldasa. Ezt a megoldast
a—b fogja jelolni, és ezt az elemet az a és b elemek ebben a sorrendben vett kiilonbségének
nevezziik. A kiilonbségre teljesiilnek az aldbbi azonossigok:

(a+b)—(c+d)=(a—c)+(b—-d)=a+b+(—c)+(—-d),
a—o=a és o—b=-b.

Bizonyitas. x = (x+b)+(—b) = a+(—1)b bizonyitja az egyértelmdséget. (a+(—b))+
+b=a+((—b)+b) =a+ o0 =a pedig azt adja, hogy valoban megoldast kaptunk. A felirt
azonossagok bizonyitdsit az olvaséra bizzuk. [ ]

Megjegyzés. Az 1.4. Tétel szerint u — v = u + (—1)v. Igy vektortereknél a kivondsra nincs
sziikség, mert ez mindig megadhaté skaldrszoros és Osszeadds felhaszndldsdval. Modulusok esetében
ez altalaban nincs igy. ]

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy a felsorolt példdkban valéban vektorterek, illetve modulusok szere-
pelnek.

2. Legyen R = K, a K feletti (n x n)-es matrixok gytr(je. Bizonyitsuk be, hogy az R-bdl
vett elemekbdl képezett k hosszisagu (rq, ..., i) sormatrixok R felett egy bal oldali gL, illetve egy
jobb oldali L g modulust alkotnak, ha az dsszeadds a (sor)matrixdsszeadds és az s € R elemmel vald
szorzés (sry, ..., Srg), illetve (rys, ..., ris). Bizonyitsuk be, hogy ez egy tgynevezett kettésmodulus,
azaz r,s € R, u € A esetén r(us) = (ru)s. Ezt gilg jeldli.
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3. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban van olyan u € AL és r € R, hogy ru = us egyetlen
R-beli s-re sem igaz.

4. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv valés szdimok R halmaza vektorteret alkot a Q raciondlis
szamtest felett az u - v Osszeaddsra és az r : u — u’ skaldrral valé szorzdsokra nézve (u,v € R és

re Q.

5. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv raciondlis szdmok Z-modulust alkotnak, ha a vektor-
Osszeadds a szorzds és az n egész szammal vald szorzds az n-edik hatvany.

6. Bizonyitsuk be, hogy a nemnulla valés szamok modulust alkotnak az egészek felett, ha a
vektorosszeadds a szorzds és az n egész szdmmal vald szorzds az n-edik hatvany.

7. Bizonyitsuk be, hogy a komplex szdmok aldbbi halmazai modulust alkotnak az egészek Z

gylrdje felett, ha az dsszeaddst u - v és a skaldrral vald szorzdst n : u — u” definidlja (n € Z).
1. A nemnulla komplex szdmok.
2. Az 1 abszolut értékd komplex szamok.
3. A komplex egységgyokok.
4. A pozitiv valés szamok.

2. Linearis kombinacio és linearis fiiggés

Sok esetben el6fordul, hogy vektorok (vagy mas elemek) felsorolasakor egy-egy vek-
tor tobbszor is el6fordul. Példdul egy matrix sorai maguk is matrixok. Ezeket felsorolva
lehetséges, hogy ugyanaz a sor tobbszor is szerepel, de mas helyeken. Tekintettel arra, hogy
egy halmazban minden elem csak egyszer szerepelhet, ezért ilyen esetben nem beszélhe-
tiink vektorhalmazrdl. Mdasrészt, éppen az emlitett esetben bizonyos fokig teljesen 1ényeg-
telen, hogy milyen sorrendben vessziik a matrix sorait, ezért a vektorsorozat elnevezés sem
célszerti. Ennek ellenére kénytelenek lesziink valami hasonlét mondani:

Definicio. Adott vy, ..., v, vektorok esetén vektorrendszerrdl beszéliink. Ezt a rend-
szert {vy, ..., vy} jeloli. A vektorrendszer nem véltozik meg, ha elemeit permutiljuk.

Hasonl6an értelmezhet a végtelen vektorrendszer is: Ha adott egy A ,.indexhalmaz”,
akkor {v, | A € A} vektorrendszer, ha nem vagyunk tekintettel a benne szerepld elemek
sorrendjére. [ |

A vektorterek és a modulusok esetében igen fontos fogalmat vezetiink be:

1.2. Definicié. Az uy, ..., u, vektoroknak a cy, ..., c, skaldrokkal képezett linedris
kombinacidjan a
cr-um+...+cy -y
kifejezést értjiik. Ha
v=ci-ur+...+¢Cy Uy,
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akkor azt mondjuk, hogy v linedris kombinaciéja az uy, ..., u, vektoroknak. Az iires hal-
maz linedris kombindacidja egyediil a nullvektor.

z. 2z

A linedris kombindcioban fellépd skaldrokat e linedris kombinacié egyiitthatéinak
nevezziik.

A csupa 0 egyiitthatékkal képezett linedris kombindcié neve trivilis linedris kombi-
nacid. Az Osszes tobbié nemtrividlis linedris kombinacio. [ |

Megjegyzések

1. A fenti Osszeg egyértelm( az Gsszeadds asszociativitdsa és kommutativitdsa miatt.

2. Az iires halmaz linedris kombindcidjara vonatkozo feltétel annak felel meg, hogy az iires
Osszeget is nulldnak tekintjiik.

3. Természetesen egy rogzitett linedris kombindcié esetén az egyiitthatk mindig a megfeleld

299

,,sorszamu” vektorhoz vannak hozzarendelve; azaz a cu+dv, valamint a cv+du lineéris kombinaciok
kiilonboznek. Ez akkor is igaz, ha véletleniil u = v.

4. Noha a linedris kombindcié csak egy formdlis kifejezés, mégis sokszor azonosnak fogjuk

tekinteni azzal a vektorral, amit ez a kifejezés el6allit.

PRT]

5. Lathat6, hogy a ,trivialitds” csupdn a skaldrokon mulik. O

Vektorok linedris kombindacidit véve, lehet, hogy bizonyos egyiitthaték nullaval egyen-
16k. Ezt felhasznalva értelmessé tehetd végtelen sok vektor linedris kombinacidja:

1.3. Definicié. Végtelen sok vektor linedris kombinéciéin azokat a linedris kombina-
ciokat értjiik, amelyekben majdnem minden egyiitthat6 0. (,,Majdnem minden” azt jelenti,
hogy véges sok kivétellel.) |

A vektorterek vizsgalatdban alapvetd az alabbi:

22

1.5. Tétel (eldallitasi tétel). Linedris kombindciok linedris kombinacioja az eredeti
vektorok linedris kombinacioja.

Bizonyitas. Mivel minden linedris kombinacié el6éll vektorok skalarszorosainak az
Osszegeként, ezért (az asszociativitds miatt) elegendd azt beldtni, hogy linearis kombinacidok
skaldrszorosa is €s 0sszege is linedris kombinécid. Legyenek az adott vektorok uy, ..., u,,
és ezeknek két linedris kombindcidja:

v=a;-u +...+ay-u,; és w=b-u+...+b,- uy.
Ekkor, tetszéleges ¢ € R esetén:
c-v=(c-ay)-a1+...+(c-ap) - uy,
valamint
V+w=(a;+by)-u1+...+(ay,+by) - -uy
bizonyitja az 4llitast. |

1.4. Definicié. Ha az U vektortér egy v eleme felirhat6 egy U-beli U vektorrendszer
elemeinek a linedris kombinacidjaként, akkor azt mondjuk, hogy v (linedrisan) fiigg az U
vektorrendszert6l. Ha az U vektortér V vektorrendszerének minden eleme linedrisan fiigg
az U vektorrendszert6l, akkor azt mondjuk, hogy V linedrisan fiigg az U-tdl.
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Ha a V vektorrendszer fiigg az U vektorrendszert6l és az U vektorrendszer is fiigg a
V vektorrendszertdl, akkor azt mondjuk, hogy a két vektorrendszer ekvivalens. [ |

A linedris fiiggés harom alapvetd tulajdonsdgit mondja ki az aldbbi

1.6. Tétel (Fiiggési alaptétel).
A) Minden vektorrendszer linedrisan fiigg onmagatol, egy vektorrendszer minden rész-
rendszere fiigg az eredeti vektorrendszertdl (reflexivitds).

B) Ha a V vektorrendszer fiigg az U vektorrendszertol és a W vektorrendszer fiigg a
V vektorrendszertdl, akkor a W vektorrendszer fiigg az U vektorrendszertdl (tranzitivitds).

C) Ha a v vektor nem ftiigg az U vektorrendszertdl, de fiigg az U U {u} vektorrend-
szertol, akkor az u vektor fiigg az U U {v} vektorrendszertdl.

Bizonyitas. Ha u € U, akkor az u = 1-u felirs adja, hogy u fligg az U vektorrendszer-
t6l (a tobbi egyiitthatét 0-nak valasztottuk). Ez azt bizonyitja, hogy egy vektorrendszertdl
minden részrendszere fiigg, igy dnmaga is.

27z

A B) pont azonnal kovetkezik az eldéllitdsi tételbdl az A) pont alapjan.

Tekintsiink végiil egy, a feltételeket kielégité U vektorrendszert, valamint egy u és
v vektort. A linedris fliggés alapjan léteznek olyan cy, ¢y, ..., ¢, skaldrok és olyan uy, ...
...,uy € U vektorok, amelyekre v = cou + cju; + --- + cpu, teljesil. Itt co#0, mert

1
kiilonben v fiiggene az U vektorrendszertSl. Ezért 1éteznek a b; = —— skaldrok, és igy
co
1 . . o
u=—v+bu +---+byu, ad egy megfelel6 linedris kombinaciét. [ |
co

2 2

Megjegyezziik, hogy a harmadik pont gyfiriik esetében nem igaz, hiszen gyfiriben
nem minden osztds végezhetd el.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tovdbbiakban a linedris fiiggés esetében csak a fent
bizonyitott harom tulajdonsdgot fogjuk hasznalni. Ez azt jelenti, hogy ezek a tulajdonsagok
tekinthetSk a fiiggés axiomatikus definicidjanak. Ezzel a témaval az dgynevezett matroid-
elmélet foglalkozik.

Feladatok

1. Legyenek u, v egy vektorrendszer elemei. Készitsiink egy uj vektorrendszert igy, hogy u
helyébe az u + cv vektort tessziik. Bizonyitsuk be, hogy a két vektorrendszerbdl képezhetd linedris
kombindcidk halmaza megegyezik. Altalaban miképpen cserélhetjiik ki egy vektorrendszer valamely
elemét, ha azt akarjuk, hogy a két vektorrendszerbdl képezhetd linedris kombindcidk halmaza meg-
egyezzék?

2. Tekintsiik az egész szdmok Z gy(ir(ijét mint 6nmaga feletti modulust. Mutassuk meg, hogy
erre nem teljesiil a fenti C) pont.
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2o

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (kommutativ) gy(rd feletti birmely modulusban érvényes a
C) pont, akkor ez a gyfr( test.

o

4. Legyen R egy euklideszi gyird, 4 egy R-modulus és u, v elemei az AL egy U vektorrend-
szerének. Cseréljiik ki e vektorrendszer u elemét cu + dv-vel. Mi a feltétele annak, hogy a kapott
V vektorrendszerbdl képezhetd linedris kombindciok halmaza megegyezzék az U vektorrendszerbdl
képezhetd linedris kombindciok halmazaval?

5. Bizonyitsuk be, hogy a Q raciondlis szdmtest modulus Z felett (azaz Q-t mint 7 Q-t tekint-
jiik). Mutassuk meg, hogy Q-ban nincs olyan véges ,,vektorrendszer”, amelybdl képezett vektorok

s

halmaza QQ minden elemét eldallitand. Adjunk meg ilyen tulajdonsdgu végtelen vektorrendszert.

6. Legyen . részmodulusa 7 Q-nak. Bizonyitsuk be, hogy pontosan akkor létezik .{-beli ele-
meknek olyan véges rendszere, amelyeknek a linedris kombinécidiként 44 minden eleme el$4ll, ha
az JL-beli tortek nevez6i egy korlat alatt maradnak.

7. Tekintsiink egy R egységelemes gy(ir( feletti azonos alakd matrixokat. Tudjuk, hogy ezek
modulust alkotnak R felett. Tekintsiik ezek koziil azokat, amelyekben egyetlen helyen szerepel egy
1-es, a tobbi helyen pedig 0 all. Bizonyitsuk be, hogy ezek linedris kombinicidjaként minden széban

s

forgd matrix el§allithatd.

3. Linearis osszefiiggés és fiiggetlenség

Az aldbbiakban a linedris fiiggéshez hasonl6, ugyancsak fontos fogalmat vezetiink be.

1.5. Definicié. Vektorok egy U = {uy, ..., u,} rendszere linedrisan Osszefiiggd, ha
van olyan nemtrividlis linedris kombinacidjuk, amelyre v=c; -u; +...+c, -u; =0. N

Valgjadban nem a linedris 0sszefliggés az alapvet6 fogalom, hanem ennek az ellenke-
z0je:

1.6. Definicio. Vektorok egy U = {uy, ..., u,} rendszere linedrisan fiiggetlen, ha nem
linedrisan Osszefiiggd; azaz, ha egy v =c; -u; +... + ¢, - U, linedris kombinacidjuk csak
akkor lehet o, ha ez a trivialis linearis kombinacio, azaz ¢y =...=c¢, =0. [ |

Megjegyzés. Modulusok esetében hasznosabb a linedris fiiggetlenséget a vektorokkal is Ossze-
kotve gy definidlni, hogy a cju; = ... = c,u, = o0 egyenlGségek teljesiilését kivanjuk meg, de
feltessziik, hogy az uy, ..., u, vektorok egyike sem o. Testek esetében — mint lattuk — a két foga-
lom megegyezik. |

1.7. Tétel. Ha U linedrisan 0sszetiiggd, és V 2 U, akkor V is linedrisan sszetiiggo.

Bizonyitas. Mivel U minden eleme V-ben van, ezért az az U-beli elemekkel kép-
zett nemtrividlis linedris kombindcié, amelyik o-t adott, egyszersmind V-belinek is tekint-
hetd. [ ]

Ezt a tételt érdemes forditott megfogalmazdsban is kimondani:
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1.8. Tétel. Ha U linedrisan fiiggetlen, és V C U, akkor V is linedrisan fiiggetlen. M
A linedris fliggést és a linedris Osszefiiggést kapcsolja 0ssze az

1.9. Tétel. Ha u fiigg V-t6l, akkor {u} UV linedrisan 0sszefiiggo.

Bizonyitas. Feltétel szerint 1éteznek olyan vy, ..., v, € V vektorok, és 1éteznek olyan
ci, ..., cn skaldrok, amelyekre u=c|v; + ...+ ¢, v,. Ezt tirva azt kapjuk, hogy:

(=) -ua+cy-vi+...cp Vg =0,

ami egy nemtrivialis linedris kombinéci6, hiszen —1#0. [ |

Ez a tétel altaldban nem fordithaté6 meg. Vektorterek esetében is csak részleges meg-
forditas lehet:

1.10. Tétel. Egy vektortér minden Osszefiiggl rendszerében van olyan vektor, amely
a tobbitdl fiigg.

Bizonyitas. Legyen az U vektorrendszer elemeire cju; +. .. + c,u, egy olyan nemtri-
vidlis linedris kombinacid, amely a o-t adja. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd,
hogy c;#0 (hiszen az Osszeg tagjait barmilyen sorrendben irhatjuk, és az indexezést is
megvaltoztathatjuk). Ekkor:

(&) Cn
ugy={—)) m+...+{——1]-uy
C1 1

eldéllitja u;-et a tobbiek linedris kombinacidjaként. u

7 2z

Az el6z6 tételnek egy ,.erGsebb” valtozata az aldbbi:

1.11. Tétel. Ha a fiiggetien U rendszerhez hozzavéve az u vektort dsszefiiggd rend-
szert kapunk, akkor u fiigg U-tol.

Bizonyitas. Feltétel szerint vannak olyan c,cy, ..., c, skaldrok, amelyeknek nem
mindegyike 0, és U-beli uy, ..., u, vektorok, amelyekre cu + cju; +...+c,u, =0. AzU

fliggetlensége miatt ¢ = O lehetetlen. Most mar a bizonyitds az el6z6 tételéhez hasonléan
fejezhetd be. ]

Megjegyzés. Modulusok esetében a fenti két tétel egyike sem igaz. Tekintsiik példaul Z-t mint
onmaga feletti modulust. Itt 2 - (3) + 3 - (—2) = (0), azaz (3) és (—2) linedrisan Osszefiiggenek, de
vildgos, hogy egyik sem linedrisan fiiggd a mdsiktol. a

A vektorterekben a linedris fiiggetlenségre vonatkozdan alapvetd fontossagu az
1.12. Kicserélési tétel. Ha az U linedrisan fiiggetlen rendszer fiigg a V vektorrend-

szertol, akkor minden u € U-hoz van olyan v € V, hogy W = (U \ {u}) U {v} is linedrisan
fiiggetlen.

Bizonyitas. Tekintsiik az U’ = U \ {u} rendszert. Ez, mint egy linedrisan fiiggetlen
rendszer része, ismét linedrisan fiiggetlen. Ha az U’ U {v} rendszer minden v € V esetén
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osszefiiggd volna, akkor az 1.11. Tétel kivetkeztében U’ és V ekvivalensek lennének. A
linedris fiiggés tranzitivitdsa szerint ekkor u fiiggene az U’ rendszertsl; ami ellentmond U
fliggetlenségének. |

1. Kovetkezmény. Ha az U véges fiiggetlen vektorrendszer fiigg a V vektorrendszer-
t6l, akkor van olyan W C V (fiiggetlen) vektorrendszer, amelyre U fiigg W-t6] és |U| =
=[WI.

Bizonyitas. A linedris fiiggetlenség miatt U-nak csupa kiilonb6zé elemei vannak: U =
= {uy, ..., u;}. A kicserélési tétel alapjan U elemeit rendre kicserélhetjiik V kiilonbozd
elemeire; és végiil egy olyan W C V fiiggetlen rendszert kapunk, amelynek ugyanannyi
eleme van, mint U-nak. [ |

2. Kovetkezmény. Ekvivalens fiiggetlen rendszerek elemszima megegyezik. [ |

Megjegyezziik, hogy elég annyit feltenni, hogy a két rendszer egyike fiiggetlen. Az
elsé kovetkezmény alapjan mar adédik az egyenlség.

3. Kovetkezmény. Minden vektorrendszer tartalmaz maximalis fiiggetlen rendszert.
Egy vektorrendszer ekvivalens barmely maximalis fiiggetlen részrendszerével. Ha két vek-
torrendszer ekvivalens és maximalis fiiggetlen részrendszeriik véges, akkor maximalis fiig-
getlen részrendszereik elemszdma megegyezik.

Bizonyitas. Az els allitas véges vektorrendszerekre trividlis. Végtelen esetekben csak
azt tudjuk, hogy fiiggetlen vektorrendszerek nové lancanak egyesitése is fliggetlen. Egy hal-
mazelméleti axioma szerint — amit mi elfogadunk — ebbdl kovetkezik, hogy van maxi-
mdlis fiiggetlen rendszer. Legyen U a V maximadlis fiiggetlen részrendszere. Azt tudjuk,
hogy U fiigg V-t6l. Legyen v € V. Ha v € U, akkor tudjuk, hogy v fiigg U-tdl. Ez a fiiggés
av ¢ U esetben az 1.6. Tételbdl kovetkezik. A tovabbi allitdsok nyilvanvaléak. [ |

1. példa: A sikvektorok korében barmely két nem parhuzamos vektor linedrisan fiig-
getlen rendszert alkot, de barmely harom linedrisan 0sszefiiggd.

2. példa: A térvektorok korében barmely harom nem egysikd vektor linedrisan fiigget-
len rendszert alkot, de barmely négy linedrisan Osszefiiggd.

3. példa: Tetszbleges vektortérben barmely két (k szamui) vektor barmely harom (k+ 1
darab) linedris kombindcidja linedrisan Osszefiiggd rendszert alkot.

4. példa: A K test feletti polinomok K feletti vektorterében kiilonb6z6 fokd polino-
mokbdl allé rendszer mindig fiiggetlen.

5. példa: A (0, 2) intervallumban értelmezett fiiggvények kozott fiiggetlen rendszert
alkot {1, sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x)}, de {1, sin(x), cos(x), sinz(x), cosz(x)} nem.
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Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy egy test feletti n hosszisdgi sormatrixok korében azok a madtrixok,
amelyekben egyetlen (de kiilonb6z6) helyen 1 4ll, és minden mds helyen 0, linedrisan fiiggetlenek,
de barmely mads matrix ezektdl linedrisan fligg. Mutassuk meg, hogy ebben a vektortérben barmely
n + 1 matrix linedrisan Osszefiiggd.

2. Bizonyitsuk be, hogy Q-ban barmely két vektor linedrisan dsszefiiggd.

3. Legyen R egy egységelemes integritasi tartomany. Adjunk az elemek oszthatésagaval meg-
fogalmazhaté feltételt arra, hogy R felett bairmely modulusban minden 6sszefliggé rendszerben legyen
olyan vektor, amely a tobbitdl fiigg. Mutassuk meg, hogy a raciondlis szdmtestben végtelen sok ilyen

o

részgytrd van. Adjuk meg mindet.

4. Tegyiik fel, hogy egy R gyfrt feletti tetsz6leges modulusban barmely fiiggetlen vektorrend-
szerhez ujat véve ez a vektor fligg az eredeti rendszertdl. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ez a modulus
vektortér.

5. Legyen K egy (végtelen) test. Mutassuk meg, hogy a K[x] polinomgyfiri természetes
médon modulus K[x] felett. Mutassuk meg, hogy van olyan vektor, amelyt6l minden vektor lined-
risan fiigg. Tekintsiik most csak azokat a polinomokat, amelyeknek a konstans tagja 0. Bizonyitsuk
be, hogy az eredeti mtiveletekre nézve ezek is modulust alkotnak K[x] felett. Bizonyitsuk be, hogy
ebben a modulusban barmely két vektor linedrisan 6sszefiiggd, de nincs olyan véges vektorrendszer,
amelyt6l minden vektor fiiggene.

4. Generatorrendszer és bazis

1.7. Definicié. U generadtorrendszere az U vektortérnek, ha a vektortér minden eleme
eléall az U elemeinek linedris kombinacidjaként. [ |

A generdtorrendszer bizonyos értelemben forditottan viselkedik, mint a fiiggetlen
rendszer:

1.13. Tétel. Egy vektortér valamely generdtorrendszerét tartalmazo barmely vektor-
rendszer is generdtorrendszer.

Bizonyitas. Az éllitas trividlisan igaz, hiszen mar az eredeti vektorrendszer elemeinek
linedris kombinaciodi is elallitjak a vektortér minden elemét. [ |

Az 1.12. Tétel 3. Kovetkezményébdl kapjuk:

1.14. Tétel. Ha egy vektortérnek van véges generdtorrendszere, akkor minden gene-
rdtorrendszerének legalabb annyi eleme van, mint akarmelyik linedrisan fiiggetlen rendsze-
rének. [ ]
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1.8. Definicié. Linedrisan fiiggetlen generatorrendszert bazisnak neveziink. [ |

Megjegyzés. Modulusok esetén a linedris fiiggetlenséget természetesen az 1.6. Definicié utdni
megjegyz€s szerint vessziik. ]

Ugyancsak a 3. Kovetkezménybdl adodik:

1.15. Tétel. Ha egy vektortérnek van n-elemii bazisa, akkor minden generatorrendsze-
rének legalabb n, minden fiiggetlen rendszerének legfeljebb n és minden bazisinak ponto-
san n eleme van. [ |

1.9. Definici6. Ha egy vektortérnek van n-elemd bézisa, akkor a vektorteret n-
dimenziésnak nevezziik. A U vektortér dimenziéjat dim(V*) jeloli.

Ha a vektortérben nincs véges bazis, akkor végtelen dimenzids vektortérr6l beszé-
liink. [ |

Konnyen beldthaté:

1.16. Tétel. Egy vektortérben ekvivalensek az alabbiak:
(1) A vektortérben van n-elemii tiiggetlen rendszer, de nincs n-nél tobb elem.
(2) A vektortérben van n-elemii fiiggetlen rendszer, de nincs (n + 1)-elem.
(3) A vektortérben van n-elemii generdtorrendszer, de nincs n-nél kevesebb elemi.
(4) A vektortérben van n-elemii generdtorrendszer, de nincs (n — 1)-elemii.
(5) A vektortérben van n-elemii fiiggetlen rendszer és van n-elemii generatorrendszer.
(6) A vektortér n-dimenzios. [ |

A fentiekbdl azonnal kovetkezik példaul az, hogy ha egy vektortérben nincs két fiig-
getlen elem, akkor van egyelemii generdtorrendszere. Ez modulusokra nincs igy. Tekintsiik
példaul Q-t mint Z-modulust. Itt barmely két elem linedrisan Osszefiiggd, de egyaltaldban
nincs véges generatorrendszere.

Megjegyzés. Az 1.16. Tételben felsorolt hat tulajdonsdg ,.elvben” nem ekvivalens. (1)-bdl (2)
és (3)-bol (4) logikailag is kovetkezik. A megforditas ,.eleve” nem biztos, hogy igaz; hiszen ha nem
tudjuk, mit jelentenek a fenti fogalmak, elképzelhetd, hogy van n-elemi és (n + 2)-elemi fiiggetlen
rendszer, de (n + 1)-elem{ nincs. Ugyancsak vildgos, hogy (6)-bdl kovetkezik (5), mert ha van egy
olyan n-elem( rendszer, amely fiiggetlen és egyben generatorrendszer is, akkor ez a rendszer kielé-
giti az (5)-ben megkivantakat. A megforditds itt sem nyilvdnvald, hiszen lehetne n-elemi fiiggetlen
rendszer is, n-elemi generdtorrendszer is, de elképzelhetd, hogy ezek nem egyeznek meg.

Ennek megfeleléen szokdsos a dimenzidt a lehetd ,leggyengébb” médon definidlni:

Egy vektortér dimenzioja a linedrisan fiiggetlen elemek maximalis szama.

Mi itt azért valasztottuk a ,legerdsebb” valtozatot, mert ez mutat rd a lényegre. O

1.17. Tétel. Egy vektortér minden fiiggetlen rendszere része egy bdzisnak. Egy vek-
tortér minden generdtorrendszere tartalmaz bazist. Ha az U vektortérben L linedrisan fiig-
getlen rendszer, G generatorrendszer és L. C G, akkor van a térben olyan B bazis, amelyre
LCBCG.
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Bizonyitas. Ha a harmadik 4llitdsban G-t az egész térnek vessziik, akkor az els allitas
adddik. Ha pedig L-t véalasztjuk az iires rendszernek, akkor a masodik allitast kapjuk. Elég
tehat a harmadik allitast bizonyitani.

Tekintsiik az L-et tartalmazé és G-ben benne levs fiiggetlen rendszereket. Ha az U
vektortér véges dimenzids, akkor ezek mindegyikének az elemszdma legfeljebb akkora,
mint a tér dimenzidja, azaz van kozottiik maximadlis elemszamud. Végtelen dimenzids vek-
torterekre ez a mar szoba keriilt halmazelméleti axidmanak a kovetkezménye.

Legyen tehat L € B C G olyan, hogy B linedrisan fiiggetlen, de minden néla bévebb
G-beli elemekbdl allé rendszer linedrisan Osszefiiggd. B feltétel szerint linedrisan fligget-
len; azt kell bizonyitani, hogy generatorrendszer. Ha u € G, akkor B maximalitdsa miatt u
fiigg B-t8l; igy G fiigg B-t8l. Mivel G generatorrendszer, a fiiggés tranzitivitasanak kovet-
keztében B is az. [ |

Megjegyzések

1. Lehet, hogy a vektortér trividlis, azaz egyetlen eleme a nullvektor (konnyen lathatd, hogy ez
valéban vektortér). Ebben az esetben az lires halmaz egy maximadlis fiiggetlen rendszer; ez a vektortér
nulldimenzios. Mivel minden vektortérben létezik maximalis fiiggetlen rendszer, amely bazis, ezért
végtelen dimenzids vektortérben 1étezik végtelen bdzis. A végtelen dimenzids vektorterek dimenzidit
nem kiilonboztetjiik meg, ha csak a véges dimenzids vektorterekkel foglalkozunk. Ha azonban végte-
len dimenziés vektortereket is vizsgalunk, akkor a vektortér dimenzidjan egy bazisdnak a szdmossagat
értjiik. Bebizonyithat6, hogy ez a bazistdl fliggetlen.

2. Modulusok esetében is lehet a modulus dimenzi6jar6l beszélni, de ez nem egyértelm.
Ugyanis nem minden modulusnak van bdzisa; és a bdzisok elemszdma sem egyértelmi. Ilyen eset-
ben célszerl a fent emlitett definiciét haszndlni: dimenzidja a linedrisan fliggetlen elemek maximaélis
szama. O

z 2z

A késdbbiekben igen részletesen fogunk foglalkozni vektorterek mivelettarté leképe-
zéseivel (homomorfizmusokkal). Most csak egy igen fontos ilyen tulajdonsigu leképezést
nézilink meg:

1.10. Definicié. A K test feletti 1% vektorteret a K test feletti U vektortérbe vivs
¢ : U — U bijekcidt izomorfizmusnak nevezziik, ha miivelettart6, azaz tetszGleges vy, v, €
€ U vektorokra és ¢ € K elemekre ¢(v] + v2) = ¢(v1) + ¢(v2) és p(cvy) = co(vy).

A K test feletti V* vektorteret a K test feletti U vektortérrel izomorfnak nevezziik, ha
létezik egy ¢ : U — U izomorfizmus. Ezt a kapcsolatot V* = U vagy V* = U jelsli. MW

Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy a K test feletti U vektorteret a K test feletti U vektortérbe
vive ¢ : U — U leképezés pontosan akkor mivelettartd, ha tetszéleges vy, vo € U vektorokra és
c1, c2 € K elemekre ¢(c1v] + c2va) = c19(vy) + c29(V2).

Ebbdl a feltételbdl a ¢; = ¢ = 1, illetve a ¢; = ¢ és ¢p = 0 vdlasztassal azonnal adédik a
miivelettartds. Mdasrészt viszont a mivelettartasbdl kapjuk, hogy:

p(c1vy + 2v2) = @(c1vi) + @(cav2) = c19(V1) + c29(V2). O
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1.18. Tétel. A K test feletti vektorterek izomorfizmusa ekvivalenciarelacio (reflexiv,
szimmetrikus €és tranzitiv). Ennek megfeleléen beszélhetiink izomorf vektorterekrol.

A ¢ : U — U izomorfizmus generdtorrendszert generdtorrendszerbe, linedrisan fiig-
getlen rendszert linedrisan fiiggetlen rendszerbe visz.

Két vektortér pontosan akkor izomorf, ha dimenzioik megegyeznek.

Bizonyitas. Legyen U* vektortér a K felett és definidljuk a ¢ : U — U leképezést
tetszGleges v € U vektorra a ¢(v) = v Osszefiiggéssel. Ez trividlisan izomorfizmus, tehat 1
izomorf 6nmagaval.

Legyen ¢ : U — U a K test feletti vektorterek egy izomorfizmusa. Mivel ¢ bijekcid,
ezért 1étezik ¢ : U — V* inverze. Ez azt jelenti, hogy barmely v € UV vektorra Y o(v) = v
és barmely u € U vektorra ¢/ (u) = u. Azt kell megmutatni, hogy ha ¢ miivelettart6, akkor
Y is az. Legyen uy,u; € U és ¢y, c; € K. Mivel ¢ bijektiv, ezért van olyan vy, v, € U,
amelyekre ¢(v)) = u; és ¢(v,) = u, teljesiil. Mivel ¢ miivelettart6, ezért o(c;v| + cavp) =
= c1u; + oy, amibdl Y (ciug +caup) = Y(@(c1vi+c2v2)) = c1Vi +c2v2 = e (uy) + o (up)
kovetkezik. Az izomorfizmus tehdt szimmetrikus.

Hag : VUV — Uésy : U — W a K test feletti vektorterek egy-egy izomorfizmusa,
akkor Yo trividlisan bijektiv és miivelettartd; ami a tranzitivitdst bizonyitja.

Legyen most ¢ : U — U a K test feletti vektorterek egy izomorfizmusa. Tegyiik fel
el8szor, hogy vy, v2, ... a UV-nek egy generdtorrendszere, és legyen u € U. A bijektivitds
alapjdn van olyan v € U, hogy u = ¢(v). A generitorrendszer definicidja szerint létezik egy
V= Z c;v; felirds (az 6sszeg véges). Ebbol azonnal kapjuk, hogy u = ¢(v) = Z cio(v;);

4 4
azaz ¢(vy), (v2), ... valéban generatorrendszere U-nak.

Amennyiben vy, vo,... a U-nek egy linedrisan fiiggetlen rendszere és u; = ¢(v;),
akkor tekintsiink egy Z c;ju; = o linedris kombindciot (itt 0 az U vektortér nulleleme).

l
Tekintettel arra, hogy tetszéleges u € U vektorra o+u = u, ezért ¢(0)+¢@(u) = ¢(u), hiszen
¢ miivelettartd. ¢ sziirjektivitdsdbdl kovetkezik, hogy UV tetszSleges eleme ¢(u) alaky; igy
csak ¢(0) = o € UV lehetséges, mert a kimutatott tulajdonsdggal csak a V* nullvektora
rendelkezik. Mivel ¢ izomorfizmus, ezért 1étezik egy v inverze. Ekkor yr(0) = o(€ V%),

amibdl ZCin’ =9 (Z ciui> = ¢(0) = 0 € UV kovetkezik. Tekintettel arra, hogy az
i i

eredeti rendszer linedrisan fiiggetlen, ezért ez csak gy lehet, hogy minden i-re ¢; = 0; ami
auj, uy, ... vektorrendszer fiiggetlenségét jelenti.

Ezek szerint izomorfizmusndl egy linedrisan fiiggetlen generitorrendszer képe is az;
ami a bazis és a dimenzi6 definicidjanak a kovetkeztében pontosan azt jelenti, hogy izomorf
vektorterek dimenzidja megegyezik.

Forditva, tegyiik fel, hogy az U és a U+ vektorterek izomorfak; azaz létezik ugyan-
annyi elembdl all6 {u; | i € I} és {v; | i € I} bazisuk, ahol az I indexhalmaz mindkét
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esetben ugyanaz. Ekkor a ¢ : Z ciu; Z ¢;v; leképezésrdl konnyen kimutathat6, hogy
i i

izomorfizmus. [ |

Megjegyzések
1. A fenti definici6 €s bizonyitds sz6rdl széra atvihet6 modulusokra; kivéve az 1.18. Tétel leg-
utolsé allitasat, hiszen egy modulusnak nem feltétleniil van bazisa.

2. Izomorf vektorterek ,,belsd szerkezetiiket tekintve” azonosoknak vehetSk. Ez azt jelenti, hogy
ha egy vektortérben valamit definidlhatunk vagy bizonyitunk, akkor hasonlé fogalom definidlhaté és
megfeleld tétel bizonyithaté a vele izomorf térben is. Ennek ellenére a két vektorteret nem szabad
megegyezdnek tekinteni. ]

Feladatok

1. Legyen k az m € N szamban fellépd kiilonb6z6 primtényezSk szama. Bizonyitsuk be, hogy
Z,-ben mint Z modulusban minden 1 < r < k természetes szamra létezik r-elemii bazis.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy R-modulusban van egyelemi és n-elemt bazis, akkor minden
1 < r < n esetén van r-elemi bazis.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy R-modulusban 1étezik egyelemii bdazis, akkor nem létezik
végtelen bazis.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy R-modulusnak van véges bazisa, akkor nincs végtelen.

5. Mutassuk meg, hogy 1éteznek olyan Z-modulusok, amelyek egyetlen elemmel generédlha-
téak, de nem izomorfak.

6. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan Z-modulusok, amelyek mindegyikében barmely két
elem linedrisan Osszefiiggs, de nem izomorfak.

7. Hany kiilonb6z6 bazisa van a kételemti @ test feletti n-dimenziés ¥ vektortérnek?

8. Hany kiilonb6z6 bdzisa van a p elemii Q) test feletti n-dimenziés U vektortérnek (p prim-
szam)?



MASODIK FEJEZET

VEKTORTER-KONSTRUKCIOK

1. Alterek, linearis alakzatok

A tér geometriai vizsgalatanal igen fontos szerepet toltenek be a sikok és az egyene-
sek. Ezeket kozosen linedris alakzatoknak vagy linedris részhalmazoknak nevezik. A line-
aris alakzatok a linedris algebrai tdrgyaldsokndl is igen fontos szerepet toltenek be. Min-
denekel6tt azokkal a linedris alakzatokkal foglalkozunk, amelyek ,,dtmennek” az origén.
Ezek hasonloképpen jellemezhetSk, mint a gyfiriik részgytir(ii. Természetesen itt is uta-
lunk a megfelel6 moduluselméleti fogalmakra. A linedris alakzatok €s az alterek olyasmi

kapcsolatban vannak egymadssal, mint az a - x + b és az a - x alakd polinomok.

2.1. Definicio. Egy V%, K test feletti vektortér elemeinek egy U halmazat a V* alterének
nevezziik, ha U vektortér a V*-ben értelmezett miveletekre. Ezt U < U jeloli. Ha ki akarjuk
hangsidlyozni, hogy K feletti altérrdl van sz6, akkor az U < g U* jel6lést hasznéljuk.

Egy A R-modulus elemeinek egy A" halmazit az L részmodulusdnak nevezziik, ha
N R-modulus az L-ben értelmezett miiveletekre. Ezt /° < L jel6li. Ha ki akarjuk hang-
stilyozni, hogy R feletti részmodulusrél van szé, akkor az /' < gl jelolést hasznaljuk. W

Megjegyzés. Tulajdonképpen ez a definicid kissé pongyola. Hiszen az U halmaz akkor valik
vektortérré, ha a megfeleld miiveleteket rajta értelmezziik. A ¥*-beli miiveletek viszont az egész 1*-n
vannak értelmezve. A definicié gy volna pontos, ha azt mondandnk, hogy a V*-beli miiveleteket U-ra
megszoritva, ezekre a miiveletekre nézve valik U vektortérré. |

Természetesen igen hosszadalmas volna mindig végignézni az 6sszes axiéma teljesii-
1ését. Anndl is inkdbb, mert eleve nem tudhatjuk, hogy a ,keriil6 tton” definidlt elemek
(nullvektor, kiilonbség) az altérben ugyanazok-e, mint az eredeti vektortérben. (Majd az
algebrai strukturdk targyaldsandl latni fogjuk, hogy az ilyen irdnyd eredmények nem sziik-
ségképpen igazak.) Eppen ezért mindenekelStt megmutatjuk, hogy a fenti médon definialt
elemek az altérben is ugyanazok; majd bebizonyitunk egy olyan tételt, amely megadja, mit
érdemes megnézni annak eldontésére, hogy a vektortér egy részhalmaza altér-e.

2.1. Tétel. Altérben (vagy modulusban) a nullvektor, illetve az ellentett megegyezik
az eredeti vektortérben tekintett nullvektorral, illetve ellentettel.
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Bizonyitds. Legyen o az eredeti vektortérbeli és o' az altérbeli nullvektor. Ekkor az
1.2. Tételbeli bizonyitdst sz6rdl széra alkalmazva kapjuk, hogy o' = o. Ugyanebben a
tételben a mdsik 4llitds bizonyitdsa sz6 szerint megadja, hogy az altér egy u vektordnak
altérbeli w és az eredeti térbeli v inverze megegyezik. [ |

2.2. Tétel. A K feletti V- vektortér egy U részhalmaza pontosan akkor altér, ha az
alabbi hdrom feltétel barmelyike teljestil:

(1) Nem iires és zart a V--beli 0sszeaddsra és a K elemeivel valo szorzdsra.

(2) Nem iires és U barmely két elemének minden linedris kombinacioja is benne van U-
ban.

(3) Nem iires és U elemeinek bdrmely linedris kombindcidja is benne van U-ban.
Ezek a feltételek modulusok részmodulusaira is érvényesek.

Bizonyitas. A feltételek sziikségessége vilagos.
A megforditdshoz mindenekel6tt beldtjuk, hogy a hdrom feltétel valéban ekvivalens.

Ha (1) teljesiil, akkor tekintsiik az uy, ..., u, € U vektorokat és a cy, ..., c, € K skalaro-
kat. Ekkor a feltétel szerint cjuy, ..., c,u, € U is igaz, amibdl a feltétel alapjan cju; +- - -+

+cru, € U kovetkezik; tehdt (3) is igaz. (2) a (3) feltételnek specidlis esete, igy kovetkezik
(3)-bdl. Ha (2) igaz, akkoru+v=1-u+1-véscu=c-u+0-u alapjan adédik (1).
Tegyiik most fel, hogy a kir6tt feltételek teljesiilnek. (1)-bol kovetkezik, hogy U-ban
mind az Osszeadas, mind a skalarral valé szorzas értelmezett. A 1. (1) és 1. (2), valamint a
I1. alatti axiomédk mind teljesiilnek, hiszen ezek az azonossidgok U -ben is igazak. Azt kell
még belatni, hogy 1étezik nullvektor és minden vektornak létezik ellentettje. A 2.1. Tételre
valé tekintettel elég belatni, hogy 0 € U és u € U esetén —u € U is igaz. Mivel U nem
tires, ezért 1étezik egy a € U vektor, és (1) miatt 0 = 0-a € U. Ha u € U, akkor (2) alapjan
—u=(—1)-uel. [ |

2.3. Tétel. A UV vektortér {U, | . € A} altereinek ﬂ{uk | A € A} koz0s része is
altér. Ha a A indexhalmaz véges: A = {1, ..., r}, akkor haszndlatos azU,N...NU, jelolés
is. (Esetenként a /\{Uk | A € A}, illetve Uy A ... AU, jelolést is haszndljuk.)

Minden V- vektortérben van egy legkisebb altér, amely egyediil a nullvektorbol 4ll.

Minden vektortérben van egy legnagyobb altér; maga az adott vektortér. Ezeket az altereket
trividlis altereknek nevezziik; az 0sszes tobbi altér neve valodi altér.

Ha U a V! vektortér tetszbleges részhalmaza, akkor létezik egy legkisebb altér, amelyik
U-t tartalmazza. Ezt az (U) alteret az U generalta altérnek nevezziik. Ennek az altérnek az
elemei éppen az U elemeinek a linedris kombindcioi. Az iires halmaz generalta () altér az
egyediil a nullvektorbol dllo altér. U akkor és csak akkor generdtorrendszer, ha (U) = V.

Vektortér alterének altere az eredeti vektortérnek is altere. Az alterekre hasznalt <
reldcio reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, azaz részbenrendezés. Ha 4 < B alterek és
A#RB, akkor az A < B jelolést hasznaljuk.

A UV vektortér {U, | » € A} altereinek generdtumat \/{uk | A € A}, illetve, ha a A
indexhalmaz véges: A ={1,...,r}, akkorU, Vv ...V U, jeldli.
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Bizonyitas. Legyen U’ az U, alterek kozos része. Mivel o ezen alterek mindegyiké-
ben benne van, ezért 0 € U/, tehat 2 nem iires. Ha u, v € W', akkor minden egyes A-ra
u,v € U,. Mivel ezek mind alterek, ezért minden egyes A-ra cu +dv € U, is igaz, ahol
¢,d € K. Ekkor viszont cu+dv € U is fennall, hiszen ez a fenti altereknek a kozos része.
Igy U’ valéban altér.

A legkisebb és a legnagyobb altérre vonatkoz6 allitasok trividlisan igazak.
Legyen U C UV*. Eszerint van olyan altér, amely U-t tartalmazza. Az Gsszes ilyen altér

U koz6s része az el6z6 pont miatt altér; és tartalmazza U minden elemét, hiszen ezek a sze-
repld alterek mindegyikében benne vannak. Mivel & minden U-t tartalmazé altérnek része,
ezért valéban a legkisebb ilyen altér. (Ha U iires, akkor a generdtum {o0}.) Mint a 2.2. Tétel
bizonyitds4nal lattuk, (U) tartalmazza a U elemeibdl alkotott 6sszes linedris kombinacié U’
halmazit, vagyis U’ C (U). Az 1.5. Tétel (elsallitasi tétel) szerint U’ zart a linedris kom-
binicidk képzésére; a 2.2. Tétel szerint tehat altér. A generdtum definicidja szerint tehat
(U) € U'. A generdtum tehdt valéban e linedris kombinaciékbél 4ll. A generitorrendszer
definicidja szerint tehdt (G) = V* pontosan akkor teljesiil, ha G generdtorrendszer.

Az alterek 6sszehasonlitdsara vonatkozé allitdsok nyilvanvaldak.
Az utolsé 4llitds valdjaban csak egy jelolés. ]

Megjegyzés. Az U halmaz generdlta (U) alteret gy definidltuk mint a U halmazt tartalmazé
Osszes altér metszetét. Ezutdn beldttuk, hogy ez nem mds, mint a U halmaz elemeibdl képezhetd
Osszes linedris kombindcié halmaza. Ha a generdtummal foglalkozunk, akkor ez utébbi megfogal-
mazasra feltétleniil sziikség van. Felmertiil a kérdés, hogy miért nem igy definidltuk; ekkor az adott
definiciét meg sem kellett volna emliteni. Erre az a vélasz, hogy az adott definicié egy fogalmi defini-
ci6; ehhez csak arra van sziikség, hogy az alterek metszete altér. Nem kell tudni azt, hogy miképpen
képezziik a generatum elemeit. Eppen ezért az adott definicid teljesen éltaldnos; minden megfelels
esetben hasznélhat6. ]

2.4. Tétel. Legyen U < V. Ekkor U minden bazisa kiegészitheté V' egy bdzisdva.
Kovetkezésképpen dim(U) < dim(V*). Ha U-nak van véges bdzisa, akkor U# UV esetén
dim(U) < dim(V).

Bizonyitas. Az U altér barmely bdzisa linedrisan fiiggetlen; igy — az 1.17. Tétel sze-
rint — kiegészithet6 U+ egy bdzisdva. A dimenzidkra vonatkoz6 elsé dllitds ebbdl azonnal
kovetkezik. Ha U # U*, akkor a kiegészitett bazisnak tobb eleme van, mint a kiinduldsul vett

U-beli bazis. Véges esetben tehdt a dimenzi6 valéban novekszik. [ |

Megjegyzés. Az alterek segitségével vildgithaté meg legjobban, hogy miért nem szabad az izo-
morf vektortereket egyenl6knek tekinteni. Ugyanis egy vektortérnek kiilonboz§ alterei lehetnek izo-
morfak; de az ,,egész” térben lathatd, hogy kiillonboznek. O

A ,,geometriai” térben az alterek olyan sikoknak, illetve egyeneseknek felelnek meg,
amelyek az origén keresztiilmennek. Fontosak azok a sikok, egyenesek is, amelyek nem
mennek keresztiil az origén. Ezeket igy kaphatjuk meg, hogy egy origén dtmend alakzatot
»parhuzamosan eltolunk”. Ezt a képet az alabbi m6don fogalmazhatjuk meg:
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2.2. Definicié. A UV* vektortér egy A halmazat lineéris alakzatnak nevezziik, ha l1étezik
olyan a € U vektor és olyan U altér, hogy A = {a+u | u € U}. Ebben az esetben A az
U-nak az a-val valé eltoltja. |

2.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy a K testnek kettonél tobb eleme van. Ekkor az alibbi
két feltétel barmelyike ekvivalens azzal, hogy A linedris alakzat:

(1) Haa;,a, € A ésacy,c, € K elemekre ¢y + ¢y = 1, akkor cia; + cra; € A.

n
(2) Tetszéleges n € N esetén: ha a; € A és ¢; € K olyanok, hogy Zci = 1, akkor

i=l1
n
E cia; € A.
i=1

Ha a K test kételemti, akkor (1) helyébe az alabbi feltétel Iép:
(1Y Haa,b,c € A, akkora—b+c € A.

Bizonyitis. Mindenekelstt belatjuk, hogy az (1) feltételbsl kivetkezik (17), ha K -nak
kett6nél tobb eleme van.

Legyen ¢ ¢ {0, 1} tetszOleges eleme K-nak. Ekkor 1étezik olyan d ¢ {0, 1} K-beli

1 1
elem, amelyre — + 7= 1. Valéban d = ¢ I nyilvan megfelel. Ha A-ra teljesiil (1), akkor
c

l—¢ 1-d
a,b,ccAeseténu=ca+(l—c)b,v=(l—db+de €A is igaz. Ekkor — + —— =
C
1 1
=——1+—-—1=1—-1-1=—1 alapjan
c d

1 1
a—b+c=-u+-veA
c d

is teljestil.

Most megmutatjuk, hogy (2) és (1) ekvivalensek. (2)-bdl (1) mint specidlis eset kovet-
kezik. A megforditds bizonyitdsdra legyen |K| > 2. Most n-re vonatkozé teljes indukcidval
bizonyitunk. n = 1 esetén az allitas trividlisan igaz; mig n = 2 esetén ez éppen az (1) alatti
allitas. Tegytk fel, hogy az éllitds n > 2 esetében igaz, és tekintsiik a ap, aj,...,a,; € A

n n
vektoroknak egy a’ = Z c;a; linedris kombindcibjat, ahol d = Z ¢; = 1. Ha az itt felléps
i=0 i=0
skaldrok valamelyike 0, akkor az Osszegnek legfeljebb n tagja van, a teljes indukcios fel-
tevés szerint tehat a’ € A. Ha ¢y = 1, akkor a b = (¢; + Da; + cxa2 + - - - + cpa, elem az
indukcids feltétel szerint A-beli, hiszen a tagok szdma n €s az egyiitthatok 6sszege 1. Ekkor

Ci

n
a’=apg—a; +b € A az (1) feltétel szerint. Végiil a c# 1 esetben legyen b = E ] a;.

T — Cp

=1

z. 2

n
Az egyiitthatékra vonatkozé feltételbdl Z ¢j =1 — ¢y alapjan a b-ben fellépd egyiitthatok

i=1
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osszege 1, igy a teljes indukcids feltétel miatt b € A. Most a’ = cpag + (1 — co)b, és gy
a’ € A, hiszen ennek az 6sszegnek csak két tagja van és co + (1 —cp) = 1.

Ha K-nak két eleme van, akkor ismét teljes indukcidval bizonyitunk. Most is feltehetd,
hogy minden egyiitthat6 1 és n > 3. Az indukcids feltétel szerint b =a, +---+a, € A,
amibdl a’ = ap +a; + b € A kovetkezik, hiszen a kételemd testben —1 = +1.

Tegyiik most fel, hogy A linedris alakzat, azaz barmely eleme a + u alakd, ahol a
rogzitett és u € U (U rogzitett altér). Legyen U-nak két eleme a+uésa+v;ésac,d € K
elemekre teljesiiljon ¢ +d = 1. Ekkor

c@a+u)+d@+v)=(c+d)a+(cu+dv) € A,

hiszen c+d =1és cu+dv € U.

Forditva, tegyiik fel, hogy A-ra érvényes (1), és legyen a € A. Tekintsiik az A™ =
={u—a|u e A} halmazt. a € A miatt A* nem iires.

cu—a) =cu—a)+a—a = (cu+ (1l —c)a) —a miatt c(u — a) € A*, hiszen
cu+(l—caeA mertc+(1—c)=1.

(u—a)+(v—a)=(u+v—a)—amiatt u—a)+(v—a)c A* mert 1 +1 —-1=1.

gy U = A* altér, amelyre nyilvanvaléan igaz, hogy A az U-nak a-val val6 eltoltja. W

Feladatok

1. Tekintsiik a ¥ vektortér altereinek £(7*) halmazan a A és Vv operdcidkat mint kétvaltozds
miveleteket. Bizonyitsuk be, hogy ezek a miiveletek kielégitik az aldbbiakat:
. Mindkét miivelet idempotens:  Ad =4 V A = A.
. Mindkét miivelet kommutativ.
. Mindkét miivelet asszociativ.
. Ervényes a két elnyelési tulajdonsag: (d AB) VA =LV B)AL) =4,

N W=

. Ervényes a modularitdsi tulajdonsdg: Ha .4 < 8, akkor tetszéleges B altérre
AVBYANE=AV (B A B).

6. Altaldban nem disztributiv, azaz 1éteznek olyan A, B, € alterek, amelyekre

AVBYNBEZANE)V(BAB)Es (LAB)VEZLV B)A(BV B).

Definicié. Az n-dimenzids vektortér altereinek osszességét (n—1)-dimenzids projektiv
térnek nevezziik. Ha az «, B alterekre 4 < B, akkor azt mondjuk, hogy 4 rajta van a 5-n,
illetve B keresztiilmegy .4-n.

Az egydimenzids alterek a projektiv tér pontjai, a kétdimenziésak a projektiv tér egye-
nesei, a haromdimenzidésak neve projektiv sik. [ |

2. Bizonyitsuk be, hogy a projektiv stk barmely két pontjdn a projektiv siknak pontosan egy
egyenese megy keresztiil és barmely két egyenesének pontosan egy kozos pontja van.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha linedris alakzatok k6z6s része nem iires, akkor linedris alakzat.
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4. Nevezziik az A = a+.4 linedris alakzatot a B = b+ 3% linedris alakzattal parhuzamosnak, ha
A < B. Bizonyitsuk be, hogy ez a reldcié reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus.

5. Nevezziink két linedris alakzatot parhuzamosnak, ha mindegyik pdrhuzamos a mdsikkal.
Mutassuk meg, hogy ez egy ekvivalenciarel4cio.

6. Tekintsiik az aj x| +- - - +a, x, + b linedris polinomot. Ennek gyoke az n-eleml sormatrixok
korében az u = [£, ..., &,] vektor, ha a1&; + - - - + a,&, + b = 0. Mutassuk meg, hogy egy linedris
polinom gyokei linedris alakzatot alkotnak. Milyenek azok a linedris polinomok, amelyekhez az ily
moédon megfeleltetett linedris alakzat altér?

7. Tekintsiik a hdromdimenzids vektorteret, ebben a projektiv sikot és egy olyan linedris alak-
zatot, amely egy siknak az eltoltja, de nem altér. Tekintsiik ennek az eltoltnak a metszetét a projektiv
sik pontjaival és egyeneseivel. Bizonyitsuk be, hogy igy a ,naiv értelemben vett” projektiv sikot
kapjuk. Minek felel meg a ,,végtelen tdvoli” egyenes, illetve a ,,végtelen tdvoli” pontok?

8. Bizonyitsuk be, hogy egy szamtest feletti vektortérnek vagy egy, vagy ketts, vagy végtelen
sok altere van.

9. Jelolje Q, az egészek modulo p vett maradékosztalyainak testét. Hany eleme és hany altere
van a Q) feletti n-dimenzi6s vektortérnek? Héany eleme van a Q, feletti n-dimenzids projektiv tér-
nek?

a
10. Bi itsuk be, h
izonyitsuk be, hogy az [b atb

alkotnak a matrixmtveletekre. (Egyébként, ha p olyan primszam, amelyik 5-tel osztva 2-t vagy 3-at

ad maradékul, és a,b € Q,, akkor a fenti matrixok egy p2 elem testet alkotnak. Mds primszdm
esetében nem alkotnak testet.)

] alaki matrixok (a, b € Qy) egy négyelemi testet

11. Tételezziik fel, hogy a LOTTO egyik hizdsandl minden kihtzott szam legfeljebb 21. Hany
lottdszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy mindenképpen legyen kozottiik kéttaldlatos?

12. Legyen A a k-dimenzids U altérnek U-tdl kiilonbozd eltoltja. Bizonyitsuk be, hogy A-ban
barmely k + 2 vektor linedrisan Osszefiiggd, de van k + 1 olyan, amelyik linedrisan fiiggetlen.
Az aldbbiakban R mindig egységelemes integritdsi tartomanyt jelol. Emlékeztetiink arra, hogy

egy gylrlinek valamely nemiires részhalmazat részgyiirinek nevezziik, ha zart a gyf{ir(ibeli miivele-
tekre. Rp jeloli a gy(r(it mint nmaga feletti modulust.

13. Bizonyitsuk be, hogy Rz minden részmodulusa részgytirt.

14. Mutassuk meg, hogy Q[x]-ben van olyan részgy(rt, amelyik nem részmodulus (Q{x]-
modulus).

o

15. Mutassuk meg, hogy @-ban van olyan Z-modulus, amelyik nem részgyird, és bizonyitsuk
be, hogy minden részgyfiri Z-modulus.

16. Jellemezziik a felléps tortek nevezGivel a Q részmodulusait és részgyfrit.

17. Bizonyitsuk be, hogy Rg-ben (R egységelemes!) 1étezik egyelemii generitorrendszer; s ha

R euklideszi gyfirt, akkor minden részmodulusa is egy elemmel generdlhat6.
18. Bizonyitsuk be, hogy Z[x]-ben van Z[x] részmodulusainak olyan U; >Ur>...>U, >. ..

végtelen sorozata, hogy U, nem generdlhaté n-nél kevesebb elemmel, de minden részmodulus gene-
ralhaté véges sok elemmel.

19. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladattal analég eredmény bizonyithaté a Q feletti k-

hatdrozatland polinomgyfirtire tetsz6leges k € N esetén.
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20. Adjunk meg olyan R gyfrtit (egységelemes integritdsi tartomdnyt), amelyikre Rp ugyan
egy elemmel generdlhatd, de van olyan részmodulusa, amelyik nem generdlhat6 véges sok elemmel.

2. Faktorterek

Az aldbbiakban egyetlen altér eltoltjait vizsgaljuk. Ezek hasonléképpen viselkednek,
mint az egész szamoknak modulo m vett maradékosztalyai rogzitett m egész szam esetén.

A linedris alakzat fogalmat a 2.2. Definiciéban vezettiik be. A maradékosztilyokhoz
hasonléan U két eltoltjanak vagy nincs kozos eleme, vagy pontosan ugyanazok az elemei.
Ennek a bizonyitdsdhoz felhasznaljuk ezeknek egy jellemzését:

2.6. Tétel. A UV vektortéru, v elemei pontosan akkor vannak az U altér ugyanazon
eltoltjaban, hau — v € U.

Bizonyitas. Ha a két vektor eleme az 2 altér a-val valé eltoltjanak, akkor u = a + u’
ésv=a+Vv,aholu’,v € U. Ekkoru—v=(a+u)—(a+Vv)=u —v € U; hiszen U altér.
Forditva, tegyiik fel, hogy u — v = w € U, és legyen v az U-nak a-val val6 eltoltjiban,
azaz v =a+u’, ahol ' € U. Ekkor u = v+ w = a + (u’ + w) ugyancsak eleme az U altér
a-val val6 eltoltjanak, hiszen u’ +w € U, mert U altér. [

2.7. Tétel. Az adott altér szerinti ugyanazon eltolthoz valo tartozds ekvivalenciareld-
cio (azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv). Ezt a reldciot (a kongruencidkhoz hasonloan)
u = v(U) fogja jelolni. Az ekvivalenciaosztilyok pontosan az U eltoltjai. Ha A és B két
ekvivalenciaosztdly, akkor ezek vagy megegyeznek, vagy diszjunktak.

Bizonyitas. A 2.6. Tétel szerint u és v pontosan akkor tartoznak ugyanazon eltolthoz,
ha u — v € U. Ennek megfelelGen a reflexivitds azt jelenti, hogy u — u € U; ez abbdl
kovetkezik, hogy o € U. A szimmetria azt jelenti, hogy ha w = u — v € U, akkor —w =
= v—u € U is igaz; ami abbdl kovetkezik, hogy egy altérben barmely elemének az
ellentettje is benne van. A tranzitivitds azt jelenti, hogy hau —v € U ésv—w € U
mindegyike teljesiil, akkor igaz u — w € U is. Ez pedig annak kovetkezménye, hogy egy
altér barmely két elemével egyiitt ezek Osszegét is tartalmazza; marpedigu—w = (u—v)+
+(v—w).

Azt, hogy az ekvivalenciaosztilyok pontosan az U eltoltjai, a 2.6. Tétel mondta ki. Ha
A és B két ekvivalenciaosztily, akkor legyen a € A és b € B tetszSlegesen valasztva. Ha
u € ANB, akkor u = a és a = b; s az ekvivalenciarelacidk tulajdonsdgai alapjan a = b,
tehat A = B. [ ]

Kovetkezmény. Legyen U a UV vektortér altere, A az U-nak egy eltoltja és a € A.
Ekkor A az U-nak a-val valo eltoltja (is). Az A tetszéleges elemét e linedris alakzat egy
reprezentansanak nevezziik.
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Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy tetszéleges a’ € A esetén u = a’ —a € U, ezért
a’ = a+u, vagyis A minden eleme benne van az a-val valé eltoltban. A 2.7. Tétel alapjin
a két eltolt megegyezik. ]

2.8. Tétel. A K test feletti U vektortér U altere altal a V elemein megadott fenti
ekvivalenciarelicio a miiveletekkel kompatibilis:

Legyen A és B az U-nak két eltoltja, a,a’ € A, b,b’ € B ésc € K. Ekkora+Db,
valamint a’' +b' ugyanabban az eltoltban vannak; ugyanigy, mint ahogy a ca és ca’ is.

Bizonyitds. A 2.6. Tétel szerint feltételiink azt jelenti, hogy a—a’, b—b’ € U. Ebbdl
kell arra kovetkeztetni, hogy (a+b) — (a’ +b') € U és ca — ca’ € U.

Az els6 osszefiiggés az (a+b)—(a’+b’) = (a—a')+(b—Db’) egyenlSségbdl, a masodik a
ca—ca’ = c(a—a’) egyenl8ségbdl kovetkezik; tekintettel arra, hogy U mind az 6sszeaddsra,
mind a skaldrral val6 szorzdsra zart. ]

A 2.8. Tétel lehetdséget ad arra, hogy egy altér eltoltjaival miveleteket végezziink; s
ezek az alterek a definidlt miiveletekre nézve maguk is vektorteret alkossanak. A mive-
letek definidldsara két lehet6ség is van, de egyik esetben sem vildgos az, hogy a definialt
miiveletek valéban ,.értelmesek”. Ezt mindkét esetben utdlag kell beldtni.

2.3. Definicio. Legyen U vektortér a K test felett és legyen U < V.

1. valtozat: Ha A az U-nak a-val valo eltoltja és B az U-nak b-vel val6 eltoltja, akkor
legyen A+B az U-nak (a+b)-vel valg eltoltja és c-A az U-nak c-a-val valé eltoltja (c € K).

2. valtozat: Ha A és B az U-nak két eltoltja, akkor legyen

{c-alae A}, hac#0

Uu, hac=0. u

A+B={a+b|acA,becB} és c~A={

Megjegyzés. Az 1. viltozat esetében nem vildgos, hogy a definidlt 6sszeg és skaldrszoros nem
fiigg-e attdl, hogy melyik reprezentanst szemeltiik ki. A 2. valtozat esetében az nem vildgos, hogy a
definidlt 0sszeg és skaldrszoros valéban az U altér eltoltja. ]

2.9. Tétel. A 2.3. Definicio 1. pontjaban megadott miiveletek eredménye nem fiigg a
reprezentanstol. A 2. pontban megadott miiveletek eredménye az U altér eltoltja. A kétfé-
leképpen megadott miiveletek ugyanazt az dsszeget és skalarszorost adjak.

Bizonyitas. A 2.8. Tétel bizonyitdsa azonnal szolgaltatja az 1. valtozatban a mivele-
tek egyértelmiségét.
A 2. véltozatban legyen a,a’ € A és b,b’ € B. Az el6bb tekintetbe vett egyen-
16ségekbdl kovetkezik, hogy A + B elemei is €s ¢ - A elemei is egyetlen eltoltba esnek.
a+b+u = (a+u)+(b+o0) bizonyitja, hogy A +B az adott eltolt minden elemét tartalmazza
1

(uel).c-atu=c- <a+ - -u) bizonyitja, hogy ¢ - A az adott eltolt minden elemét
c

tartalmazza (u € W), ha ¢#0; mig a ¢ = 0 eset trividlis.

A két definici6 ekvivalencidja nyilvanvalé. ]
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Megjegyzés. A 2. valtozatban elég lenne azt megkovetelni, hogy A+B tartalmazza az 6sszes a+b
(a € A, b € B) alaki elemet és c- A tartalmazza az 6sszes c-a (a € A) alakid elemet. Ezekrdl el6z6leg
mdr beldttuk, hogy egyetlen eltoltba esnek; ezért a definicié teljesen ,,szabdlyos” volna. Emellett még
arra sem lenne sziikség, hogy a skaldrszoros definiciéjdban eseteket kelljen megkiilonboztetni. Azért
vélasztottuk mégis az ,ligyetlenebb” formdt, mert az jobban megmutatja, hogy miképpen addédik az
Osszeg és a skaldrszoros. ]

2.10. Tétel. Legyen U vektortér a K test felett és legyen U < V. Az U eltoltjai
vektorteret alkotnak a K felett a 2.3. Definicioban megadott miiveletekre nézve. Ezt a vek-
torteret a U vektortér U szerinti faktorterének nevezziik és (U /U)-val jeloljiik.

AV /U és al*/{o} faktortereket trividlis faktortereknek nevezziik; az sszes tobbinek
a neve valodi faktortér.

A V-beli a vektornak megfeleltetve az 6t tartalmazo A eltoltat, ez az a — A meg-
feleltetés a kovetkez6 tulajdonsdggal rendelkezik: a+b +— A+ B ésc-a— c- A (ahol
b +— B, illetve ¢ € K ). (Ezzel ekvivalans ac-a+d -b +— c¢- A +d - B definicio, ahol az
elobbieken tiil d € K is fel van téve.)

A tétel — megfeleléen — modulusokra is igaz.

Bizonyitas. A 2.9. Tétel alapjan a 2.3. pontban az eltoltakra valéban mitiveleteket
értelmeztiink. Ezek a mfiveletek megfelelnek a K feletti vektortereknél bevezetett miive-
leteknek. A miiveleti azonossdgok azonnal lathaté médon kovetkeznek a U*-ben teljesiils
megfelel§ miveleti azonossagokbdl. A faktortér nullvektora U. A megfeleltetésnél allitott
tulajdonsdgok is azonnal kovetkeznek a megfeleltetés megadasabdl. ]

2.11. Tétel. Ha ({uy,...,u,}UU) =V ésw; € U; € V/U, akkor Uy, ..., U, al/U
generdtorrendszere. Specidlisan ez az eset dll fenn, haway, ..., w, generdtorrendszer.

HaU;, ..., U, aV*/U-ban tiiggetlen rendszer, akkor barmely v; € U; elemekre (min-
den egyes U;-bol pontosan egyet valasztva!) ezek nemtrividlis linedris kombindcidja nem
lehet eleme U-nak, specidlisan, linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas. Legyen U € U*/U és tekintsiink egy tetszleges u € U vektort. Feltétel
szerint ez eleme az ({uy, ..., u,} UU) generdtumnak, azaz 1éteznek olyan cy,...,c, € K
skaldrok és olyan uy € U vektor, amelyre u = up +cju; + - - - + ¢u,. A linedris alakzatokra
definialt mtiveletek alapjan a jobb oldal eleme a c¢;U;+- - -+c¢, U, eltoltnak; tehat Uy, ..., U,
valéban generdtorrendszer.

Tegyiik most fel, hogy Uy, ..., U, egy fiiggetlen rendszer és legyen u; € U;. Legye-

;
nek a cy, ..., c, € K skaldrok olyanok, hogy Z ciju; € U. Ekkor — a linedris alakzatokra

i=1

r r
definidlt miiveleteket figyelembe véve — azt kapjuk, hogy Z cu; € Z ¢ U; =U. A fel-
i=I i=I
tett linedris fiiggetlenség kovetkeztében itt minden egyes i indexre ¢; = 0; amibdl azonnal
kovetkezik a kiszemelt vektorokra az allitas. |
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Feladatok

1. Legyen K test, V'x véges dimenziés, és U < gUV. Bizonyitsuk be, hogy dim(V*/U) =
= dim(?¥) — dim(U).

2. Legyenek U < kU vektorterek. Bizonyitsuk be, hogy van olyan W < gV altér, hogy
W AU={o} é W v U="1. Mutassuk meg, hogy W &ltaldban nem egyértelmf.

3. Bizonyitsuk be, hogy egy vektortér minden faktortere izomorf egy alterével és viszont.

4. Mutassuk meg, hogy Z7, minden valédi részmodulusa izomorf Z-vel, de valédi faktor-
modulusai nem izomorfak Z-vel.

S. Mutassuk meg, hogy Z kiilonboz6 részmodulusok szerinti faktormodulusai nem izomor-
fak egymdssal.

6. Mutassuk meg, hogy Q[X]Q[x] -nek vannak olyan kiilonboz6 részmodulusai, hogy a szerin-
tiik vett faktormodulusok izomorfak.

7. Mutassuk meg, hogy ha R olyan egységelemes integritdsi tartomdny, hogy Rg minden
valédi faktormodulusa izomorf egy valddi részmodulusdval, akkor R test.

8. Legyen U < kU és tekintsiik azt a ¢ : ¥ — UV/U leképezést, amely minden v € U
elemnek megfelelteti az U-nak a v-t tartalmazé eltoltjat. Bizonyitsuk be, hogy W < U+ esetén ¢(') =
={p(v) |ve W} =V/U

9. Legyen U, I és o, mint a 8. feladatban, és legyen #* < 1/ Jelolje W* az {u | (u) € W*}
halmazt. Bizonyitsuk be, hogy U < W* < V%,

10. A 8. és a 9. feladat jeldléseit haszndlva bizonyitsuk be, hogy @(W*) = W* és (W) =W VU
11. Bizonyitsuk be, hogy a 8., 9. és 10. feladat eredményei modulusokra is igazak.
12. Legyen U < xW < gU-. Bizonyitsuk be, hogy (V/U)/(@(W)/U) és V/W izomorfak.

13. Bizonyitsuk be, hogy Q7 minden valddi faktormodulusa izomorf a komplex egységgydkok
Z-modulusanak egy részcsoportjaval (ez utobbiakban a vektorok Osszege a szorzds és az n egész
szammal val6 szorzds az n-edik hatvéany).

3. Direkt osszeg és direkt szorzat

Tekintsiik a K feletti U vektortér egy U alterét. Ha a U+/U faktortérnek adott egy
Ui, ..., Uy, ... bazisa, akkor lattuk, hogy minden egyes U;-bdl egy-egy v; elemet kiva-
lasztva, ezek fiiggetlenek lesznek, s6t egyetlen nemtrividlis linedris kombindciéjuk sem
eshet U-ba (2.11. Tétel). Ez azt jelenti, hogy az dltaluk generdlt ¥ altérnek és az U altér-
nek egyetlen kozos eleme a o vektor. Ugyancsak a 2.11. Tételbdl kapjuk, hogy U VW = U.
Ezt, és az elbb kapott U A W = {o} Osszefiiggést nézve semmiféle ,.eltérést” nem talal-
hatunk a két altér kozott; a U tér e két alterébdl teljesen szimmetrikusan ,,épiil fel”. Ez a
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jelenség hasonlatos ahhoz, ahogy a sikbeli koordinéta-rendszer a két koordinatatengelybdl
elééll. Ez a konstrukci6 altaldban is elvégezhetd és igen hasznos.

2.4. Definicié. A K feletti U vektortér 4 és B altereinek direkt Gsszege — jel6lésben
V=Ad®dB—hadVvRB=VéE&AAT =0, ahol O = {o}. Itt 4 és B a direkt Gsszeg
tagjai. Az d = O és B =V, illetve az A = U és B = O esetben trividlis direkt 6sszegrol
beszEliink, minden mds esetben valddi direkt 6sszegrol.

Megjegyzés. A direkt 6sszeg egyik tagja dltaldban nem hatdrozza meg a masikat; kivéve, ha ez
a tag O vagy V. Ekkor a masik tag, megfelel6en, V%, illetve 0. O

A direkt 6sszeg modulusok esetében hasonléan értelmezhetd. [ |
Az elnevezést és a jelolést jobban megmagyardzza az aldbbi

2.12. Tétel. UV akkor és csak akkor direkt dsszege A és B altereinek, ha U minden
eleme egyértelmiien felirhato a + b alakban, ahola € 4 ésb € 5.

Ekkor az A egy A és a B egy B generdtorrendszerének egyesitése V-nek egy genera-
torrendszere; és amennyiben ezek mindegyike a megfelel6 altérnek bazisa, akkor egyesité-
siik ugyancsak bdzisa U-nek.

A V- vektortér barmely A alteréhez Iétezik olyan B altere, hogy V' = A & 5.

Minden ilyen 3 altér az A-nak direkt kiegészitdje.

Bizonyitas. A direkt Osszeg tulajdonsag is és az elGallithatésdgi tulajdonsdg is két
részre bonthat6. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy — megfeleléen — ezek ekvivalensek.

Ha U = 4 v B, akkor e két altér generélja V*-t; azaz U* minden v eleme el6dll olyan
linedris kombindcioként, amelyben a fellépé vektorok mindegyike vagy .{-ban, vagy &-
ben van. Tekintettel arra, hogy mind .4, mind % zért a linedris kombinécié képzésére, ezért

7z

ezeket Osszevonva egy v = a + b alaki el&éllitdst nyeriink, ahol a € 4 és b € 3.

Forditva, ha T* minden eleme felirhaté ilyen alakban, akkor ¥ = .4 v % nyilvanval6an
igaz.

Tegyiik most fel, hogy 4 A B = 0, és legyen v = a; + b; = a; + by, ahol aj, a, € 4
és by, b, € B. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy a; — a; = b, — by. Itt a bal oldal .4-nak, a jobb
oldal B-nek az eleme. Mivel e két altérnek egyetlen k6zds eleme o, ezért valéban a; = a,
és by = by, mint allitottuk.

Forditva, ha minden olyan elem, amely a + b alakban irhat6 (a € 4, b € ), csak
egyféleképpen irhat6 ilyen alakba, akkor tekintsiik az 4 A JB-nek egy u elemét. Mivel o
is eleme a kozos résznek, ezért u-nak u + o is és 0 + u is egy-egy megfeleld felirdsa. Az
egyértelmiiség alapjan ebbdl azonnal kovetkezik u = 0; azaz a kozos résznek o az egyetlen
eleme.

Legyen most A az .4-nak és B a B-nek generdtorrendszere. Ekkor az A U B generilta
altér tartalmazza az 4 és B alterek mindegyikét, tehét («{ v B)-t is; igy valéban generétor-
rendszer. Amennyiben mind A, mind B bazis, akkor tekintsiik ezeknek az elemeknek egy
0= Zcia[ + Zdjbj linedris kombindcidjat, ahol az a;-k az A-nak és a b;-k a B-nek

i J
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kiilonb6z6 elemei. Mivel a = Zc, a €cdésb= Zd ibj € B, ezérta=—-b e ANPB;

vagyis a = —b = o. Teklntettel arra, hogy mind A mind B bazis, ez azt jelenti, hogy
minden i-re ¢; = 0 €s minden j-re d; = 0, ami bizonyitja a kivént linedris fliggetlenséget.

Végezetiil tekintsiik a U*/4 faktortér egy U; bazisdt. A 2.11. Tétel szerint minden
egyes U-bdl kivdlasztva egy u; elemet, az ezek generdlta B altérre teljesiil a UV = A & B
felirds. n

Megjegyzések
1. Elég gyakran el6fordul olyan eset, amikor £ V B = UV, de & A B# 0. A U elemei ekkor

s

is elGallnak egy «4-beli és egy B-beli elem Osszegeként, de az elGdllitds nem egyértelmd. Ebben az
esetben a U = 4 + B jelolést haszndljuk. Természetesen az is lehet, hogy az alterek generdtuma
nem az egész tér. Ekkor is alkalmazhatjuk az 4 + % jelolést, ami most a V-nek egy altere. Vegyiik
figyelembe, hogy az 4+3% altér ugyanazt jelenti, mint az 4V # altér. Ez utébbi jelolésnek az a haszna,
hogy mas ,algebrai struktirdk” esetében is értelmes; mig az el6bbi jelolés vektortereknél és néhany
,,hasonld jellegli” algebrai struktirdndl sokkal szemléletesebben mutatja, hogy a kapott altér elemei
Osszeg alakban frhaték fel.

2. A bizonyitds menetébdl konnyen lathatd, hogy az egyes alterek egy-egy fiiggetlen rendszeré-
nek az egyesitése a direkt 6sszegben fiiggetlen rendszer. Ez a tulajdonsdg egyébként azzal ekvivalens,
hogy a két altérnek egyediil a nullvektor k6zos eleme. ]

Kiegészités. A @ részleges miivelet kommutativ: Ha A & B és B @ A bdrmelyike
létezik, akkor létezik a masik is, és megegyeznek.

Bizonyitas. Azonnal kovetkezik a definiciobdl. [ ]

7z

Hasonléképpen, mint ahogy a sik eldéll a két koordinatatengely ,,direkt dsszegeként”,

7z

a tér is el6all mint a harom koordinatatengely direkt sszege. Ennek megfeleléen értelmez-
het6 a tobbtagi direkt 6sszegként vald eldallitds. Ezt azonban célszertibb a 2.12. Tételben
adott eldallitasnak megfeleléen értelmezni; mint latni fogjuk, az eredeti definicié atvitele

egyaltaldban nem magatdl értetddos.

2.5. Definicié. A V* teret az Uy, Uy, ..., U, alterei direkt 6sszegének nevezziik, ha
minden v € U vektor egyértelmden elGall v =u; + u, + - - - + u, alakban, ahol u; € U;.

,
Ebben az esetben a V' = U, @ Uy B -+ - D U, vagy a @ U; jelblést hasznaljuk.
i=1
Végtelen tagi direkt 0sszeget is definidlhatunk, de akkor ki kell kotni, hogy a fellépd
vektorok kozott csak véges sok kiilonbozik o-tdl. [ |

2.13. Tétel. A V- vektortér akkor és csak akkor all el6 U; altereinek direkt osszege-
ként, ha az U; alterek generdljdak V-t és barmely U; altérnek a tobbiek generdtumdval valo
koz0s része egyediil a o vektort tartalmazza.

Bizonyitas. A 2.12. Tételhez hasonléan az el6allithatésdg nyilvanvaldan ekvivalens
azzal, hogy a sz6ban forgé alterek generdljdk V*-t. Azt fogjuk bizonyitani, hogy a kovetkezd
két allitas ekvivalens:
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7z

1. Minden olyan vektor esetén, amely elGéllithaté U;-beli vektorok osszegeként, az
elééllitas egyértelmd.

2. Barmely U; altérnek a tobbiek generdtumadval val6 kozos része egyediil a o vektort
tartalmazza.

Tegyiik fel, hogy 1. igaz. Nem megy az éltalanossdg rovésdra, ha az U alteret sze-
meljik ki. Legyen ve Ui AUz V... VU,), azaz v=uy + - -- + v, (; € U;). Ekkor az

u; = —v vektorra u; +up +- - - +u, = 0. Mivel 0 € U; minden i-re igaz, ezért 0; +02 +- - - +
+ 0, = 0 is igaz (itt 0; azt jelenti, hogy most éppen az U; altérbdl vettiik a o vektort). Az
el6allithatosag egyértelmiiségének a kovetkeztében tehdt u; = o, specidlisan v = —u; = o,

mint allitottuk.
Tegyiik most fel, hogy 2. igaz, és legyen
v=u+ootu, =up e, (u,ul € Uy)

27z

a v vektornak két el6allitdsa. Ekkor barmely i indexre u; — ug = Z(u’j —u;). Itt a bal
J#I

oldal U;-ben van, a jobb oldal pedig az Osszes tobbi U ; generdtumdban. A feltétel szerint

tehdt u; — ug = 0, azaz barmely i indexre ug = u;, tehat az el6allitds egyértelmd. [ ]

Megjegyzés. Hasonléan a két altér esetéhez, itt is el6fordulhat, hogy a generdtumot kell vizs-
gdlni olyan esetben, amikor az &sszeg-el6allitds nem feltétlen egyértelmii. Mivel ebben az esetben

is ,,érthet6bb” az, hogy 0sszeg szerepel, ezért itt is haszndlni fogjuk \/u,- helyett a Zu,- jelolést
i i

(végtelen sok altér esetében is). O

Tekintettel arra, hogy a generatumképzésnél 1ényegtelen a sorrend és a tarsitds, ezért
igaz a kovetkezd:

Kiegészités. A tobbtagii direkt Osszeg kommutativ és asszociativ. [ |

Megjegyzés. Vilagos, hogy az az értelmezés, miszerint barmelyik altérnek a tobbiek generdtu-
madval valé kozos része egyediil a nullvektorbdl 4ll, két altér esetében is igaz. Az a kézenfekvSnek
tling altalanositds, hogy barmely két altérnek a metszete egyediil a nullvektort tartalmazza, nem ekvi-
valens a tobbtagu direkt 6sszeg fent adott definicidjaval. Gondoljuk meg azt, hogy a sikon akdrmennyi
(de legaldbb 2) origén dtmens egyenest tekintiink, ezek generaljdk a sikot, és barmely kettének egye-
diil a nullvektor a k6zos eleme. Ennek ellenére az 6sszeg-el6dllithatésdg tavolrdl sem egyértelmd.

Azért tekintettiik kéttagi Osszeg esetében mégis az ott megadott definiciét els6dlegesen, mert
ez nem haszndlja a miiveleteket. Tobbtagu 0sszegnél viszont nem lett volna érthets, hogy miért az a
,.,mivelet nélkiili” definicid, ami a 2.13. Tételben adddott. O

A térbeli koordinata-rendszerben minden pont jellemezhetd koordinatdival, mas széval
(a, b, c) alakban adhaté meg. Ez a teret kicsit mdsképpen 4llitja el6 egydimenzids alterek
segitségével. Az egydimenzids alterekben egyetlen koordinata 1étezik, igy a fenti vektorhoz
tartoz6 harom vektor (a), (b) és (c¢). Ezek most nincsenek a térben, mert nem (xk, *, %)
alakdak. A térbeli halmaz tulajdonképpen az egyes halmazoknak a direkt szorzata. Ezt az
elképzelést tikrozi a kovetkez6:
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2.6. Definicié. Az U4, ..., U, K feletti vektorterek V- = U x - - - x U, direkt szorzatian
a kovetkezdket értjiik:

UV tartéhalmaza (alaphalmaza) az u = (uy, ..., u,) sorozatokbdl all, ahol u; € U;.

Hace K, akkorc-u=(c-uy,...,c-u,).

Hav = (vy,...,v,) atartéhalmaz egy masik (nem feltétleniil kiilonbz5) eleme, akkor
u+v=U+vy,...,u +Vv).

-
A direkt szorzatra haszndlatos még a l_[ U; jelblés is.
i=1
Ugyanazon K test feletti végtelen sok vektortér direkt szorzatét is hasonléképpen defi-
nidljuk, de a sorozatok végtelen hosszuiak.
Az adott U; vektortereket a direkt szorzat komponenseinek nevezziik.

Modulusok esetében a direkt szorzat hasonl6 médon definidlhaté. [ |

2.14. Tétel. Adott test feletti vektorterek direkt szorzata a 2.6. Definicioban adott
miiveletekre nézve vektortér e test felett.

Bizonyitas. A miveleteket definidltuk. Az ezekre vonatkoz6 azonossagok teljesiilése
azonnal kovetkezik abbdl, hogy ezek komponensenként teljesiilnek. A nullvektornak és az
ellentettnek a 1étezését kell még beldtni; de ez is egyszer(i. A direkt szorzat nullvektora a
0 = (0y,...,0;), ahol 0; az U; nullvektora. A o + u = u 6sszefiiggés azonnal kovetkezik
abbdl, hogy az i-edik komponensben o;+u; = u; teljesiil. A direkt szorzatban az u = (uy, . ..
...,u,) elem ellentettjét —u = (—uy, ..., —u,) definidlja. A komponensenként fennallé
u; + (—u;) = o; Osszefiiggésbdl azonnal kovetkezik az, hogy u + (—u) = o. [ |

A direkt szorzat ,,formailag” nem egyenld a direkt Osszeggel. Mégis elég szoros kap-
csolat all fenn kozottiik:

2.15. Tétel. Véges sok komponens esetén a direkt 0sszeg és a direkt szorzat izomor-
fak.

Végtelen sok komponens esetén a direkt 0sszeg izomorf a direkt szorzat egy valodi
alterével.

Bizonyitas. Legyen a K test feletti U* vektortér az U; vektortereinek a direkt 6sszege,
és legyen UV = Hu,-. Definidljuk a ¢ : T — U* leképezést a kovetkez8képpen:

Hav= Zlui, ahol u; € U;, akkor legyen p(v) =v=(uy,...,ux,...).

Ha adott legy v = Z u; elem is, ahol u; € U;, valamint adottak a K-beli c, d elemek
is, akkor a direkt 6sszegl tulajdonsdgai szerint w=c-v+d-v = Z(c -u; +d - ug), ahol

i
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c-u; +d -u; € U;. Ekkor, a direkt szorzatban értelmezett miveletek alapjan
pw)=(c-uj+d-u},...,c-u+d-u},...)=
=c-(up,...,u,..)+d-(W},... 0, . ) =c-p(V)+d - V),
azaz ¢ miivelettartd.

Tekintettel arra, hogy a direkt 0sszeg egy vektordban majdnem minden tag a null-
vektor (azaz csak véges sok tag kiilonbozik a nullvektort6l), ezért a direkt szorzatban csak
olyan vektorok fordulhatnak elé képként, amelyekben majdnem minden komponens a null-
vektor (azaz csak véges sok komponens kiilonbozik a nullvektortdl). Mivel az U; alterek
generéljak U*-t, ezért minden ilyen vektort megkapunk. Az is vildgos, hogy az ilyen vek-
torok a U vektortérnek egy U* alterét alkotjak. Eszerint ¢ tulajdonképpen a U**-ra képezi
le a V-t. Ebben az értelemben a ¢ : U — U* sziirjektiv és miivelettarté. Ahhoz, hogy ez
éppen a kivant izomorfizmus, azt kell még belatni, hogy ¢ injektiv. Tekintsiik evégett a
v,V € U elemeket, amelyekre ¢(v) = ¢(v'). A miivelettartds alapjan ez azt jelenti, hogy a
w =v —V elemre ¢(w) = o teljesiil. Ennek a vektornak az i-edik komponense o;, ami azt
jelenti, hogy w a megfeleld alterekbe esd nullvektorok 6sszege, azaz w = 0; hiszen a direkt
osszegben a felbontds egyértelmi. Eszerint v/ = v, azaz a leképezés valéban izomorfizmus.

Azt kell még belatni, hogy véges sok vektortér direkt szorzata izomorf ezek direkt
osszegével. Ennek azonban ebben a megfogalmazasban nincs értelme. Ugyanis a direkt
0sszegben szerepld vektorterek egyetlen vektortérnek az alterei; mig a direkt szorzat kom-
ponenseirdl semmi ilyet nem tehetiink fel. Eppen ezért az éllitast célszerd a kovetkezbkép-
pen atfogalmazni:

Ha adottak a K feletti U4, . .., U, vektorterek, akkor ezek U = U; x --- x U, szor-
zatdhoz taldlhato olyan U, K feletti U-val izomorf vektortér és ennek olyan V', ..., %,
alterei, amelyeknek V- a direkt dsszege, tovabbd minden i indexre U; és VF; izomorfak.

Az ennek megfelel6 allitast végtelen sok vektortérre bizonyitjuk, azzal a megkotéssel,
hogy az U direkt szorzat helyett azt az U™ alteret tekintjiik, amely azokbdl a sorozatok-
bol 4ll, amelyekben majdnem minden komponens a nullvektor. (Tudjuk, hogy véges sok
vektortér esetében U* =U.)

A bizonyitdsndl legyen egyszeriien U = U*. A V% altér 4lljon azokbdl a soroza-
tokbdl, amelyekben az i-edik helyen barmi allhat, a tobbi helyen pedig a nullvektor. Az
u; — (01,...0;_1,4;, 0,1, ...) megfeleltetés nyilvan izomorfizmus és a jobb oldali soro-
zatok rogzitett i indexre U™ -nak alterét alkotjak. Mivel ilyen sorozatok 6sszegeként minden
olyan sorozat (egyértelmiien) el6dll, amelyben majdnem minden elem a nullvektor, ezért
teljesiil a direkt 0sszeg tulajdonsag. [ ]

A direkt szorzat nem lehet kommutativ, legaldbbis igy nem, mint a direkt 0sszeg.
Hiszen az U x V* elemei (u, v) alakd pdrok, mig a U x U elemei (v, u) alakdak (u € U,
v € T*). Algebrai struktirdk — igy vektorterek — esetében az egyenlGség helyett elegendd
az izomorfizmust tekinteni. (Ezt a 2.15. Tétel bizonyitdsanal is lathattuk.)
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2.16. Tétel. A direkt szorzat kommutativ és asszociativ, azaz:
AXxB=ERB x A € WxB)xB=AxX(BxE),
ahol 4, B, € vektorterek a K test felett. (A tétel modulusokra is igaz.)

Bizonyitas. A két izomorfizmust 1étrehoz6 leképezés megaddsa kézenfekvs:
(a,b) — (b, a) és ((a,b), ¢) — (a, (b, ¢)),
aholaed, beB, cect.
A megfeleltetés nyilvdnvaldan bijektiv és a miivelettartds bizonyitdsa is trividlis. W

Feladatok

P

1. Legyen U = 4 @ B. Igaz-e az, hogy ¥ minden bdézisa el6dll £ és B egy-egy bdzisdnak
egyesitéseként?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy vektortér direkt felbonthatatlan, azaz nem egyelem és csak
trividlis médon irhat6 fel direkt osszegként, akkor 1-dimenzids; a K feletti direkt felbonthatatlan
vektorterek mind izomorfak.

3. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi Z-modulusok mind direkt felbonthatatlanok, de nem izo-
morfak: Z, (p € N primszdm), valamint Q.

4. Igaz-e az, hogy ha egy R integritdsi tartomanyra minden direkt felbonthatatlan R-modulus
izomorf, akkor R test?

5. Bizonyitsuk be, hogy egy K test feletti legaldbb kételeml vektortér felirhaté egydimenzids
altereinek direkt 0sszegeként.

6. Legyen {u, | n € N} az U vektortér egy bdzisa. Bizonyitsuk be, hogy U-nak vannak olyan

oo
Ui (k € N) alterei (végtelen sok!), amelyekre @ U; = U mellett minden egyes k-ra Uy = U teljesiil.
i=1

7. Legyen {u, | n € N} az U vektortér egy bdzisa, és legyen ¥%; = (u;). Ekkor természetesen

o0 o0
U= @ 1. Bizonyitsuk be, hogy ¥ = ]_1[ Wi U
i= i=

8. A vektorterekre adott feladatok sordban lattuk, hogy a pozitiv raciondlis szimok modulust
alkotnak 7Z felett, ha a vektorOsszeadds a szorzds €s az n egész szammal val6 szorzds az n-edik
hatvany. Bizonyitsuk be, hogy rogzitett p primszam egész kitevGjli hatvanyai is Z-modulust alkotnak
ezekre a miiveletekre. Bizonyitsuk be, hogy az el6bbi ez utébbiaknak a direkt dsszege.

9. A vektorterekre adott feladatok sordban lattuk, hogy a nemnulla komplex szamoknak bizo-
nyos részhalmazai modulust alkotnak Z felett, ha a vektordsszeadds a szorzds és az n egész szdmmal
val6 szorzds az n-edik hatvany.

1. Bizonyitsuk be, hogy az 6sszes nemnulla komplex szimokbdl 4ll6 szdmhalmaz mint Z-modulus
direkt Osszege az 1 abszoliit értéktieknek és a pozitiv valésaknak.

2. Bizonyitsuk be, hogy az egységgyokok Z-modulusa (végtelen) direkt dsszege a p-hatvanyadik
egységgyokoknek, rogzitett p primszamokra. (Ezek olyan ¢ komplex szdmok, amelyekhez talal-

hat6 olyan n természetes szm, hogy £*") = 1)



HARMADIK FEJEZET

LINEARIS LEKEPEZESEK

1. Homogén linearis leképezések értelmezése

Béarmiféle matematikai struktirdndl kozponti szerepet jatszanak a ,struktiratartéd”
leképezések (fiiggvények). Algebrai struktirdk esetében a struktiratartas azt jelenti, hogy a
leképezés miivelettartd, azaz esetiinkben Osszeget és skaldrszorost tart. Ilyennel mar taldl-
koztunk itt is: ilyenek voltak az izomorfizmusok.

A linedris algebrdban a mivelettartd leképezések kiilonosen fontosak. Ezek adjak
meg ugyanis az elvi hatteret a matrixokkal val6 ,,manipuldciékhoz” (mesterkedésekhez). A
linedris leképezésekre vonatkozé eredmények, annak ellenére, hogy egyszertieknek latsza-
nak, tdvolrdél sem azok. Ezeknek a bonyolultsagat érzékeltethetjiik azzal, hogy vektorterek
helyett — idénként — modulusokat is néziink.

A matrixok esetében azok elemei egy rogzitett ,.értelmezési tartomany”-bol keriiltek
ki; ennek megfelel6en az aldbbiakban egy rogzitett K test feletti vektortereket (illetve egy
rogzitett gyird folotti modulusokat) fogunk nézni. A rogzitett test altaldban vagy a valds,
vagy a komplex szdmtest lesz. Annak megmutatdsira, hogy a kapott eredmények még vek-
torterek esetében sem trividlisan igazak, tobb esetben utalunk majd a raciondlis, illetve
véges testek feletti vektorterekre.

Bevezetésként megemlitjiik még, hogy az ,,igazi” fiiggvények ,kicsiben” linedrisan
viselkednek, ami kiilonos fontossdgot ad a linedris fiiggvények targyaldsanak.

3.1. Definicié. Az (adott K test feletti) U vektortérnek a 1% vektortérbe vald
¢ : U — UV mivelettarté leképezését (homogén) linedris leképezésnek vagy vektortér-
homomorfizmusnak (K-homomorfizmusnak) nevezziik.

A leképezésekhez hasonlban itt is haszndljuk az U Lv jelolést.

Ha hangsilyozni akarjuk, hogy mely test feletti vektorterekrdl van sz, vagy a test
el6z6leg még nem Keriilt széba, akkor a ¢k, g : U —> V, o - Ug — Vg, U > gV,

valamint az U 25 1, U K 9] k jeloléseket is haszndljuk.
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Modulusok esetében is haszndljuk a homogén linedris leképezés elnevezést; de els6-
sorban modulus-homomorfizmusrél (R-modulusok esetében R-homomorfizmusrél) fogunk
beszélni. [ ]

Megjegyzés. Linedris leképezés (avagy fiiggvény) példaul az a - x + b fiiggvény, ahol a, b rog-
zitett valés szdmok. Ez a polinomfiiggvény nem homogén polinomhoz tartozik; ellentétben az a - x
fiiggvénnyel. Mi els6dlegesen homogén linedris fiiggvényekkel fogunk foglalkozni; a ,homogén”
jelzbt csak ,roviditésként” hagyjuk el.

Emlékeztetiink arra, hogy a miivelettartds definicié szerint azt jelenti, hogy ha a, b € U, akkor
p(a+b) =p(a)+ ¢(b), tovibbd ha ¢ € K, akkor ¢(c - a) = ¢ - p(a). O

3.1. Tétel. ¢ : U — UV pontosan akkor homogén linedris, ha linedris kombindciot
tart.

Bizonyitas. Ha ¢ : U — U mivelettartd, akkor az Gsszeaddstartést, majd a skaldrral
valé szorzastartast felhasznalva

p(c-a+d-b)=g¢(c-a)+¢(d-b)=c-¢p(a)+d- o)
adodik, ahola,b e U ésc,d € K.

Forditva, ha ¢(c-a+d-b) = c-¢(a)+d-¢(b), akkor ¢ = d = 1 valasztassal az Gsszegtartast
kapjuk; s ha d = 0, akkor azt kapjuk, hogy ¢ meg6rzi a skaldrral val6 szorzast. |

Kovetkezmény. Homogén linedris leképezés a nullvektort nullvektorba s egy vektor
ellentettjét a kép ellentettjébe viszi.

7 2

Bizonyitas. ¢(u) = p(u+0) = ¢(u) + ¢(0) bizonyitja az elsé allitast. A masodik abbdl
kovetkezik, hogy ha a + b = o, akkor ¢(a) + ¢(b) = ¢(0) = 0. [ ]

Az aldbbiakban néhany példan megmutatjuk, hogy milyen sok esetben taldlkozhatunk
linedris leképezésekkel. Nem fogjuk bebizonyitani, hogy ezek valdban linedris leképezések;
a bizonyitdsokat feladatnak hagyjuk.

1. példa: Tekintsiik a ,,geometriai sikon” az alabbi leképezéseket:
. Egy origén atmend egyenesre valé merdleges vetités.
. Egy origén dtmend egyenesre vald tiikrozés.
. Az origéra valé tiikrozés.
. Az orig6 koriili forgatas.

Whn B W N =

. Az orig6bdl val6 ardnyos nyujtds (centralis hasonldsag).
(Megjegyezziik, hogy ha az origd helyett egy mdsik pontot védlasztunk, akkor is linedris
leképezést kapunk, de nem homogén linedrist.)
2. példa: Vetitsiik a geometriai (haromdimenzios) teret egy origén atmend sikra vagy
egyenesre; tiikrozziik egy origén dtmend sikra vagy egyenesre; forgassuk a teret egy origdn
atmend egyenes koriil stb.
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3. példa: Matrixokbdl all6 vektorteret (nem feltétlen az 6sszes matrixok vektorterét)
képezziik le matrixokbdl all6 vektortérre ugy, hogy az eredeti matrixnak elhagyjuk bizo-
nyos sorait és/vagy oszlopait.

4. példa: Tekintsiik egy rogzitett K test felett a K[x] polinomgyfir{it mint K feletti
vektorteret. Ennek elemeit fogjuk leképezni.

1. f-nek feleltessiik meg f'-t, az f derivaltjat; leképezés 6nmagdra (ha 1+ 1#£0).

2. Rogzitett g € K[x] mellett f — f - g; leképezés dnmagéba.

3. Rogzitett n-edfokd g € K[x] mellett f-nek feleltessiik meg a g-vel val6 osztis mara-
dékat; leképezés az n-nél alacsonyabb fokud polinomok vektorterébe.

4. Rogzitett ¢ € K mellett f — f(c); leképezés K -ba.

5. példa: Tetszbleges komplex szamnak feleltessiik meg a valés részét, illetve a kép-
zetes részét (C — R).

6. példa: Valos szamokbdl 4ll6 konvergens sorozatoknak feleltessiik meg a hatarérté-
kiiket (vektorterek R felett).

7. példa: Adott intervallumban derivalhaté fiiggvények R feletti vektorterét képezziik
le az Osszes fiiggvények vektorterébe az f — f’ leképezéssel.

8. példa: Adott [a, b] intervallumban integralhaté fiiggvények R feletti vektorterét
b
képezziik le R-re az f — / f leképezéssel.
a

9. példa: Legyenek a < b < ¢ < d val6s szamok. Up az [a, d] intervallumban és Vp
a [b, c] intervallumban értelmezett valGs fiiggvények tere. TetszGleges f € U képe legyen
az az f) € U fiiggvény, amelyre tetszGleges b < & < ¢ mellett f1(§) = f(&).

Mint a fiiggvényeknél dltaldban, a linedris fliiggvényeknél is lehetséges ezeket tobbfé-
leképpen megadni. A fiiggvényeknél — igy a linedris fiiggvényeknél is — alapvetd kiva-
nalom, hogy ne fiiggjenek a megadads maédjatol, csak attdl, hogy ,,mit” és ,,hova” képeznek.
Még egy — latszolag technikai — probléma is fellép. Ennek megvilagitdsara tekintsiik az
x? fiiggvényt. Ez a fiiggvény a valés szdmokat a valds szamokba képezi le. Egyszersmind
a raciondlis szdmokat is leképezi a raciondlis szimokba. Ugyanaz-e ez a két fiiggvény?
Hatasukat tekintve igen, de formailag mégis célszeri megkiilonboztetni Sket. Teljesen ele-
get tesziink a ,,lényegnek”, ha azt mondjuk, hogy az utébbi az eldbbinek megszoritdsa a
raciondlis szdmokra. Még jobban bonyolddik a helyzet, ha azt is figyelembe vessziik, hogy
a fiiggvény nemnegativ szdmokra képez. Itt is célszerli megkiilonboztetni a két esetet asze-
rint, hogy az 0sszes szamot vagy csak a pozitivakat tekintjiik ,,céltartomanynak”.

3.2. Definicié. Az ag : A; — Ay és Bg : B1 — B, (homogén linedris) leképezéseket
pontosan akkor tekintjiik egyenl6knek, ha 4; = B4, 4y = B,; tovdbba tetszSleges u € 4
elemre a(u) = S(u). [ |

Megjegyzések

1. A definici6 ,,jogossdgdhoz” be kell litni, hogy itt az értelmezett egyenldség rendelkezik az
egyenldség szokdsos és természetes tulajdonsdgaival, azaz ekvivalenciareldcié. Ennek a ténynek az
egyszer( belatdsat az olvasdra bizzuk.



184 IL. rész 3. Linedris leképezések

2. Mar taldlkoztunk az izomorfizmussal, ami nem mds, mint egy bijektiv homogén linedris
leképezés. Természetesen — mint dltaldban is — fontos szerepet toltenek be az injektiv és sziirjektiv
homogén linedris leképezések. Valdjadban mar ezekre is lattunk példdkat.

Ha U < ¥, akkor — mint emlitettiik — az U-beli miiveletek tulajdonképpen nem azonosak a
U-beliekkel, hanem azok megszoritdsai. Ennek megfelelGen tgy tekinthetjiik a helyzetet, mintha U és
U, fiiggetlen” vektorterek lennének egy u : U — U bedgyazassal, azaz egy u(u) — u, nyilvanvaléan
injektiv homogén linedris leképezéssel.

Ha W = V*/U, akkor a v : v — V megfeleltetés, ahol v € V, sziirjektiv. Errdl is beldttuk, hogy
mivelettartd, tehdt ez egy sziirjektiv homogén linedris leképezés.

Mindkét esetben ,.egyontetien” adtuk meg a leképezést, a kép ,természetesen” adddott. Ilyen
esetekben természetes leképezésekrol beszEliink. A természetes leképezést lehet egész pontosan defi-
nidlni, de ehhez igen sok fogalomra van sziikség. Vektorterek vagy modulusok esetében akkor mon-
dunk egy leképezést természetesnek, ha bazis felhasznadldsa nélkiil adhato meg. A fenti leképezések
ilyenek. Nem minden leképezés ilyen. Tekintsiik példdul az u, v, w bézissal rendelkezd U vektorteret
és ennek W = (w) alterét. Definidljuk a ¢ : ¥ — V*/W leképezést a kovetkezSképpen: ¢(a-u+b-v+
+c-w)=a-V+b-U, ahol U a W-nek u-val és V a #-nek v-vel valé eltoltja. (Tehdt tulajdonképpen
két bazisvektort ,felcseréltiink”.) Ez nem természetes leképezés. (Ezt majd akkor tudjuk beldtni, ha
a ,természetesség” fogalmat kicsit pontosabban tudjuk definidlni.) O

Feladatok

1. Legyenek S, R egységelemes integritdsi tartomanyok és legyen ¢ : § — R gyfirtthomo-
morfizmus. Bizonyitsuk be, hogy minden R-homomorfizmus tekinthetd S-homomorfizmusnak.

27z

2. Az el6z6 feladatndl legyen S = Z. Ez azt jelenti, hogy minden modulus Z-modulus. A
vektortér-axiomak koziil mi fejezi ki azt, hogy a modulus Z-modulus?

n
3. Adjunk meg ,természetes” 7; : 1_[.;&,- — d; sziirjektiv homogén linedris leképezéseket.
i=1

2. Linearis leképezések elemi tulajdonsagai

Mint emlitettiik, a linedris leképezések elméleti hatteret adnak a ,,matrixmanipulacidk-
nak”. Ezeknek a kézzelfoghat6 formaba Ontése el6tt sziikséglink van a linedris leképezések
,,J0” megismerésére.

Az elézbekben taldlkoztunk madr bijektiv, injektiv és sziirjektiv linedris leképezésekkel.
A legtobb linedris leképezés természetesen nem ilyen. (Miért is volna?) Sziikséges azonban
tudni, hogy egy linedris leképezés ,,mennyire” tér el ezektdl az esetektSl. Az injektivitast
az jellemzi, hogy kiilonb6z6 vektoroknak a képe is kiilonboz8. Az ettdl vald eltérést az
jellemzi, hogy tobb vektornak is lehet a képe ugyanaz. Vektorterek (és modulusok) esetében
ez az eset konnyen jellemezhetd:
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3.2. Tétel. A ¢ linearis leképezésnél két vektornak pontosan akkor ugyanaz a képe,
ha kiilonbségiik képe a nullvektor.

Bizonyitas. Legyen ¢g : U — U, és legyenek a,b € U. A miivelettartds alapjan
o(a—b) = p(a) — p(b). A két vektornak pontosan akkor ugyanaz a képe, ha a jobb oldalon
a U nullvektora 4ll; azaz, ha a két vektor kiilonbségének a képe a T* nullvektora. [}

A sziirjektivitastol vald eltérést az adja meg, hogy a ,.képtérben” mely vektorok nem

v 2 oz

Iépnek fel. Ezt és az el6z6 tételt haszndlja fel az aldbbi igen alapvetd

3.3. Definicio. Legyen ¢ : U — gV Jeldlje Ker () azoknak az U-beli vektoroknak
a halmazat, amelyeket ¢ a 0ys-re képez le. Ezt a halmazt a ¢ magjdnak nevezziik. Jeldlje
Im (¢) azoknak a V*-beli vektoroknak a halmdazat, amelyekre ¢ leképez U-beli vektort. Ezt
a halmazt a ¢ képének nevezziik. Ezek formadlis definicidja tehat:

Ker () ={ue U | pu) = oy} és Im (¢) = {pw) € V | u € U}. [ ]

Az aldbbi tétel a mag és a kép alapvet$ tulajdonsdgat mondja ki:

3.3. Tétel. Legyen ¢ : U — V. Ekkor Ker (¢) < U ésIm (¢) < V.
Ennek megfeleléen a magtér és képtér elnevezést fogjuk haszndlni.

Bizonyitas. Legyen a, b € Ker (¢). Ekkor tetszSleges a, b € K esetén:
pla-a+b-b)y=a-gp@+b-pb)=a-op+b- -0y =0y,
vagyis Ker (¢) zdrt a linedris kombindci6 képzésére. Mivel tartalmazza a 0y; vektort, ezért

nem iires, tehat altér. Tekintsiik Im (¢) két elemét, ezek definicié szerint ¢(a) és ¢(b)
alakdak, ahol a, b € U. Mivel ¢ linedris kombinaciét tart, ezért a K test a, b elemeire

a-p@+b-pb)=¢@-a+b-b),
vagyis Im (¢) < U, hiszen nem iires. [ |

7 .z

A kovetkez6 tétel egy altalanos algebrai tételnek a vektorterekre vonatkozoé specidlis
esete. Ez a tétel megmutatja, hogy a magtér és a képtér egyiittese ,,méri”” az izomorfizmustol
valé eltérést.

3.4. Tétel. Ha g : U — UV, akkor Im (¢) = U/ Ker (p).

Bizonyitas. Jellje W a ¢ magterét. Az Im (¢) tetsz6leges v eleme feltétel szerint
v = @(u) alakd, ahol u € U. Feleltessiik meg ennek a v elemnek azt a W szerinti U
eltoltat, amelyik az u elemet tartalmazza. Ha ¢(u’) = v ugyancsak fenndll, akkor a 3.2.
Tétel szerint u' — u € Ker (¢), és igy mindketten ugyanabban a mellékosztalyban vannak.
Eszerint Im (¢) minden elemének egyértelmiien feleltettiink meg egy eltoltat.

Ha v/ = ¢(u) és u, valamint u’ ugyanabban az eltoltban vannak, akkor u' —u € W,
és igy v/ = (') = p(u) = v; tehdt a megfeleltetés injektiv.

Mivel % -nek minden eltoltja tartalmazza U egy elemét, amit ¢ a V*-be képez, ezért a
megfeleltetés sziirjektiv.
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Legyenek U; és U, a W -nek u;-gyel és u,-vel valé eltoltjai. Ekkor tetszSleges ¢, d €
€ K esetén

(p(C-ll1+d~ll2)=C~g0(ll1)+d~(p(ll2) és C-ll1+d-ll2 €C~U1+d-U2
bizonyitja a miivelettartast. |

Megjegyzés. Az els6 1épés itt az volt, hogy megmutattuk, hogy tényleg egy leképezést definidl-
tunk. Erre azért volt sziikség, mert tobb elemnek is ugyanaz a ¢-nél vett képe. Eleve nem tudhatjuk,
hogy ezek mindegyike ugyanabban az eltoltban van-e. ]

Ennek a tételnek fontos ,,mérhetd” kovetkezménye:

3.5. Tétel. Legyen ¢ : U — V*. Ha U véges dimenzios, akkor
dim(Ker (¢)) + dim(Im (¢)) = dim(2).

Bizonyitas. Ha U véges dimenzids, akkor minden altere és faktortere is az. Mivel
véges dimenziés vektorterek izomorfizmusabol kovetkezik, hogy dimenziéjuk megegye-
zik, ezért dim(Im (¢)) = dim(U /W), ahol W = Ker (p). A kivant egyenlGség bizonyita-
sdhoz tehat elég azt beldtni, hogy dim(U /W) = dim(U) — dim(W). Ezt tetszGleges véges
dimenziés U térre és ennek tetszGleges W alterére igazoljuk (ez volt a faktorterekre vonat-
kozé 1. feladat). A faktorterekre vonatkozo 2.4. Tétel szerint % minden wy, ..., w, bézisa
kiegészithet6 U egy wi, ..., Wr, Uy, ..., Uy bazisdvd. Ez generatorrendszer, tehét a 2.11.
Tétel szerint a W -nek az ezeket tartalmazé eltoltjai a faktortérnek egy generdtorrendszerét
alkotjdk. Mivel a wy, ..., w, elemek mind ¥ -ben vannak, ezért az u; elemeket tartalmazé
Ui, ..., U eltoltak is generadtorrendszert alkotnak. Ha ezeknek egy nemtrividlis linedris
kombinacidja a faktortér nullvektora lenne, akkor az uy, ..., uy vektorok megfelel6 lined-
ris kombinécidja eleme volna ¥ -nek, ami a wy, ..., W, uy, ..., ug vektorok fiiggetlensége
alapjan lehetetlen. |

Megjegyzés. Erdemes felfigyelni arra, hogy a tételben megadott formula nem tartalmazza kife-
jezetten a UV vektorteret. Ez csak annyiban jatszik szerepet, hogy a képtér dimenzidja nem lehet
nagyobb a ¥ dimenziéjanal. |

3.4. Definici6. Egy ¢ linearis leképezés rangjanak nevezziik az r(p) = dim(Im (¢))
szamot. [ ]

3.6. Tétel. ¢ : U — V- akkor és csak akkor injektiv, ha Ker (¢) = {0y} és akkor és
csak akkor sziirjektiv, ha Im (@) = V.

7 2

Bizonyitas. Az els6 allitds azonnal kovetkezik a 3.2. Tételbdl; mig a masodik a sziir-
jektivitas definici6jabol. |

,
3.7. Tétel. Legyen U = l_[ud,-. Legyen r; : U — A; az i-edik projekcio, azaz
i=1
legyen m; : (ay, ..., a,) — a;. Ez egy sziirjektiv homomorfizmus, amelynél Ker () A ...
...AKer () = {oy}. HaU; jeloli az dsszes j-tol kiilonbozo Ker (1) kozos részét, akkor
U= ealeu,»,



3.2. Linedris leképezések elemi tulajdonsdgai II. rész 187

Forditva, ha Iéteznek olyan o; : U — A; sziirjektiv homomorfizmusok, amelyekre
teljesiil Ker (o1) A ... AKer (o) = {0y}, akkor Iétezik egy (természetes) U — U injektiv
homomorfizmus.

Bizonyitas. A m; leképezések mindegyike sziirjektiv homomorfizmus, a direkt szorzat
definicidja szerint. u = (ay, ..., a,) pontosan akkor eleme Ker (;;)-nek, ha minden a; =
= 0;. Ha ez minden i-re teljesiil, akkor u minden komponense nullvektor, tehat u = o.
Definicié szerint U j -ben azok a sorozatok vannak, amelyekben i # j esetén a; = o;; azaz
azok a sorozatok, amelyekben a j-edik helyen barmi 4ll, a tobbi helyen pedig a nullvektor.
Ezeknek az U — mint lattuk — direkt 6sszege.

Tekintsiik most az adott o; sziirjektiv homomorfizmusokat. Tetsz6leges v € U vek-
tornak feleltessiik meg az u = (o7(v), . . ., 0,(v)) vektort. Ez a megfeleltetés nyilvan homo-
morfizmus. (Altaliban nem sziirjektiv!) E homomorfizmus magja azokbdl az elemekbé] 4ll,
amelyek minden .{;-ben a nullvektorra képez&dnek le, azaz amelyek minden o; magjiban
benne vannak. Feltételiink szerint ezek kozos része egyediil a nullvektorbol dll. A 3.6. Tétel
szerint tehdt ez a megfeleltetés valéban injektiv. ]

PV

A kovetkezd tétel az interpoldcidhoz hasonlé tulajdonsédgot ir le. Ez a tétel nyujt segit-
séget ahhoz, hogy a leképezéseket matrixokkal tudjuk megjeleniteni.

3.8. Tétel. LegyenU = {uy, ..., u,} azU vektortér egy generdtorrendszere és legye-
nek vy, ..., v, € UV tetszbleges vektorok. Ekkor legfeljebb egy olyan ¢ : U — V* linedris

leképezés van, amelynél ¢(u;) = v;. Ha az U rendszer linedrisan fiiggetlen, akkor létezik
is ilyen leképezés.

Bizonyitas. Mivel U generétorrendszer, ezért az U vektortér barmely u vektora felir-
haté u = cju; + - - - + c,u, alakban. Mivel ¢ linedris kombinécidt tart, ezért u képe csak
vV =c1V] +---+cpV, lehet. Ha U bazis, akkor a felirds egyértelmi; és igy a kép is az. A
linedris kombindcidkra vonatkoz6 elemi Osszefiiggések alapjan ez a megfeleltetés miivelet-
tarto. |

Megjegyzés. Konnyen beldthatd, hogy a kérdéses linedris leképezés 1étezése azon miuilik, hogy
U fiiggetlen. Ekkor ugyanis kiegészithetd bazissd; és a fenti tétel alapjan valéban létezik a kivéant
tulajdonsaggal rendelkezd leképezés. Ha U nem bdzis, akkor tobb lehet&ségiink van a , kiterjesztésre”,
és 1gy tobb ilyen leképezés is 1étezik. ]

3.5. Definicié. Legyen U, < U és ¢ : U — UV egy linedris leképezés. A ¢ : Uy — V
leképezést a ¢ megszoritdsanak nevezziik, ha minden u € U, esetén ¢;(u) = ¢(u). Ekkor
azt is mondjuk, hogy ¢ a ¢;-nek Kkiterjesztése (U-ra).

A megszoritdsra haszndlatos a ¢; = ¢ | U jelolés. [ ]

39. Tétel. Hally < U és ¢ : U — V egy linedris leképezés és ¢, : Uy — V- a
megszoritasa, akkor ¢, is linedris leképezés.

LegyenU = U ®U, és g; ap : U — V megszoritdsall;-re (i € {1,2}). Hau = u;+u,
(u; € U;), akkor p(u) = 1(u1) + 2(W2).
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Forditva, ha adottak a ¢; : U; — U (i € {1, 2}) leképezések, akkor Iétezik pontosan
egy olyan ¢ : U — V- leképezés, amelyre p(u) = @ (uy) + ¢2(up), aholu =u; +u, ésu; €
€ U;. Ennek a leképezésnek az U;-re valo megszoritdsa a ¢;; ezt a ¢ = @1 ® @, leképezést
a @) és ¢, direkt Osszegének nevezziik.

Bizonyitas. Az els6 allitds azonnal kovetkezik abbdl, hogy egy leképezés pontosan
akkor linearis, ha linearis kombindaciét tart.

A masodik éllitdsban felirt egyenldséghez a kdvetkez&képpen jutunk:
) = p(uy) + @(uz) = @1(u;) + @2(u2).

Haa ¢; : U; — V (i € {1, 2}) leképezések adottak, akkor azt kell megmutatni, hogy
a tételben definidlt ¢ leképezés valéban V-re képez és linedris. Az, hogy ¢ : U — UV,
azonnal kovetkezik a ¢ definidlasabol. A linedris kombinécié tartdsdhoz legyen p(u) =
= @i(u1) + g2(w2) €s p(v) = @1(v1) + @2(v2) (wy, Vi € Uy és w, V2 € Up); tovdbba ¢, d
skalarok. Ekkor:
(0(6‘11 + dV) = (p((Cll1 + dV]) + (Cll2 + de)) = (pl(Clll + dV]) + (02(Cl12 + de) =

= coi(wy) +doi(vi) + cpa(2) + da(v2) = cpr(ay) + ca(wa) + dgi (Vi) + dga(v2) =

= c(gi1(ar) + p2(u2)) + d(@1(V1) + 92(v2)) = co(u) + d(v). u

3.6. Definici6. Ha a 3.9. Tételben V- = U = U ® U, és ¢, az identitds (azaz ¢;(u;) =
= u; minden u; € U, vektorra), és ¢, a ,,null-leképezés” (azaz ¢->(uy) = 0, minden u; € U,
vektorra), akkor azt mondjuk, hogy direkt 6sszegiik az U -re val6 projekcid, vagy vetités. l

Feladatok

1. Legyen U az U-nak egy n-elemi részhalmaza. Bizonyitsuk be, hogy ha barmely * vektor-
térnek barmely n-elem( V részhalmazihoz legfeljebb egy olyan ¢ : U — UV linedris leképezés van,
amely az adott u; € U elemek mindegyikét az elSirt v; € V elembe viszi, akkor U generdtorrendszer.
Ha viszont mindig van ilyen ¢, akkor U linedrisan fiiggetlen.

2. Bizonyitsuk be a 3.8. Tételt végtelen dimenziés vektorterekre.

3. Mutassuk meg, hogy egy modulus-homomorfizmus is megszorithaté barmely részmodu-
lusra, de egy részmodulusnak nem minden homomorfizmusa terjeszthetd ki az egész modulus egy
homomorfizmusava.

4. Legyen R egységelemes integritdsi tartomdny. Bizonyitsuk be, hogy ha barmely 4 R-
modulus barmely A részmodulusdnak ¢; : #M; — N R-homomorfizmusa Kkiterjeszthetd egy
¢ : M — N R-homorfizmusavd, akkor R test.
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3. A linearis leképezések tere

Az algebrai vizsgélatokndl alapvetd kovetelmény az, hogy a vizsgdlt ,tirgyakkal”
miiveleteket tudjunk végezni. Mint emlitettiik, a linedris leképezések adjik a matrixok elvi
,hatterét”; és az itteni miiveletek ,,magyardzzak meg” a matrixmiiveleteket. A linedris leké-
pezésekkel végezhetd miiveletek viszont igen természetesen adddnak; ezek a fiiggvényekre
adott miiveletekkel azonosak.

3.10. Tétel. Tetszbleges g : U — V- linedris leképezés és ¢ € K esetén a (co) :
u — cu Jsszefiiggéssel értelmezett cp : U — UV leképezés linedris. Ezt a leképezést a ¢
leképezés c-szeresének nevezzik.

Bizonyitas. cg : U — V* trividlis. A linedris kombindcié tartdsa a kovetkezGképpen
lathat6 be. Legyenek a,b € U és a, b € K. Ekkor:

(cp)(aa+ bb) = c - (p(aa+bb)) =c - (ap(a) + bp(b)) =
=ca-p@+ch-pb)=ac-p@+bc-pb)=a-(cp)a)+b-(cp)b). N

A fiiggvényoOsszeadds a linedris leképezésekre is értelmezhetd; és kideriil, hogy az
eredmény ismét linedris leképezés. Arra kell csak vigydzni, hogy az értelmezési tartoma-
nyok is megegyezzenek és az értékkészlet-tartomanyok is.

3.11. Tétel. Legyenek ¢, v : U — V- linedris leképezések. Ezek (p+) : u — @(u)+
+ Y (u) definicioval adott 0sszege egy (¢ + V) : W — V linedris leképezés.

Bizonyitas. Itt is csupdn a miivelettartdst kell ellendrizni. Legyen, evégett, a,b € U
és a,b € K. Ekkor:

(¢ +¥)(aa+ bb) = p(aa+ bb) + Y (aa + bb) =
=ag(a) + be(b) + ay(a) + byr(b) = a((¢ + ¥)(a)) + b((¢ + ¥)(b)). u

Megjegyzés. Ellentétben az alterek esetével a leképezések Osszege nem egy ,.gyengitett formdja”
a direkt 6sszegnek. A direkt Osszeg esetén a ,tagok” egy vektortér (vagy modulus) altereit képezik
le; mig az Osszeg esetén az egész teret. ]

3.12. Tétel. Az Uk vektorteret a Vg vektortérbe vivé homogén linedris leképe-
zések K -vektorteret alkotnak a 3.10. és 3.11. Tételekben értelmezett miiveletekre nézve.
Ezt a vektorteret Hom (U, V), vagy precizebben Hom g (U, V%) jeloli. (R-modulusokra

Hom gr(U,N') a jelblés. Ez csak kommutativ gyiiridk esetén R-modulus, egyébként kom-
mutativ csoport.)

Bizonyitas. A fent idézett tételek szerint a Hom (U, %) elemeire mind az osszea-
déds, mind a skaldrral valé szorzds definidlva van; és az eredmény eleme Hom (U, V%)-
nek. Azt kell belatni, hogy teljesiilnek a vektorterekre kimondott axiémak. Ezek kozott két
olyan van, amelyik bizonyos elemek 1étezését mondja ki, a tobbiek azonossagok teljesiilését
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kivanjak meg. El6szor ezeket bizonyitjuk. A leképezések egyenlGségének az értelmezése
szerint azt kell megmutatni, hogy az azonossag bal €s jobb oldalan all6 leképezés tetszle-
gesen vdlasztott vektort ugyanabba visz.
I. Az 6sszeadésra vonatkoz6 axiémak:
(1) Kommutativitds: Ha o, 8 € Hom (U, V") és u € U, akkor (« + B)(u) = a(u) + B(u) =
= +aw) = (B +a)(u).
(2) Asszociativitds: Ha «, B8, ¥ € Hom (U, V) és u € U, akkor ((a + B) + y)(u) = (a(u) +
+ W) +y() =a() +(B(w) + y(w) = (a + (B +y))(w).
II. A skaldrral val6 szorzds axiémadi. Itt o, 8 € Hom (U, V%) és a, b, c € K:
(1) ((a+b)a)() = (a +b)a(u) = ax(u) + ba(u) = (ax + ba)(u).
(2) (cla +p)W) = c(a + p)(w) = ca(m) + cf(w) = (ca + cf)(w).
(3) ((ab)a)(w) = (ab)a(u) = a(ba)(w) = (a(ba))(w).
@ (- =1-(x(w) = ().
A null-leképezésre és az ellentettre vonatkoz6 azonossagok el6tt definidlni kell ezeket.
Legyen w : U — U az a leképezés, amelyre tetszGleges u € U esetén w(u) = 0. Ez
a leképezés trividlisan linedris és az 1.1. Definicié I. (3) tulajdonsiga a kovetkez&képpen
adddik:
(@ +w)() =a() +w() = a() + oy = a(u).
Végezetiil az o leképezés ellentettjét definidlja az a & : U — UV leképezés, amelyre
&) = —a(u) tetszbleges u € U mellett. Ez, mint egy linedris leképezés skaldrszorosa,
szintén linedris leképezés. Most az 1.1. Definici6 1. (4) azonossdgat bizonyitjuk:

(o +£)(1) = a(u) + £(u) = a(u) + (—Da(u) = 0y = w(Bu). W

Feladatok

1. Legyen U = ®f_ Ui, ¢ : U — 1, ¢; : U; — U olyanok, hogy ¢ = ®;¢;. Definidlja oDt
(/J(i) = (@ #iw;) ® ¢;. Bizonyitsuk be, hogy ¢ = go(l) +- 4+ (p(").
2. Bizonyitsuk be, hogy az U vektortérre vonatkoz6 aldbbi két allitds ekvivalens:

a) A v € U linedrisan fiigg az uy, ..., u, € U elemektdl.
b) Ha ¢ € Hom (U, U) linedris leképezésre p(u;) = ... = p(u,) = 0, akkor ¢(v) = 0 is igaz.

3. Bizonyitsuk be, hogy
r(a + B) < dim(Im (@) VIm (B)) < r(a) + r(B).
Mutassunk példat arra, hogy r(« + B)# r(«) + r(8), noha Im (a) A Im (B8) = {o}.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha c# 0 skaldr, akkor r(cgp) = r(p).

5. Legyenek B, a1, ...,a, € Hom (U, V*). Bizonyitsuk be, hogy B pontosan akkor fiigg az
{a, ..., o} rendszertdl, ha tetszbleges u € U esetén B(u) az {«(w), ..., o (0)} rendszernek ugyan-

azon egyiitthatokkal képezett linedris kombindcidja. (Mutassuk meg, hogy ezt elég U egy bazisanak
az elemeire megkovetelni.)
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4. Linearis leképezések szorzasa

A fiiggvényekhez hasonldan a linedris leképezések szorzasat is a kompozicidjuk defi-
nidlja. Tudjuk, hogy a kompozicié nem kommutativ; s6t az Osszeaddsra nézve altalaban
nem is disztributiv. Itt viszont — héla a linearitdsnak — teljesiil a disztributivitds. Fellép
viszont egy masik probléma, nevezetesen az, hogy a kompozicié nem mindig végezhetd el.
Ehhez az sziikséges, hogy az elsé tényezd ,,onnan” képezzen, ,,ahova” a masodik képez.

3.13. Tétel. Legyen g : U — UV és g : V- — W . Ekkor ezeknek a o : p(¥(u))
(u € W) osszefiiggéssel definidlt szorzata is linedris leképezés. Erre v : U — W igaz.

Bizonyitas. ¢y természetesen leképezés, a két leképezés kompozicidja, és az utolsd
allitds is trividlisan teljesiil. Még a miivelettartdst kell bizonyitani. Legyenek a,b € U és
a,b € K. Ekkor:

(p¥)(aa+bb) = p(y(aa + bb)) = p(ayy(a) + by (b)) =
=ag(y(a)) + be(Y (b)) = aley)(a) + b(ey)(b). [

Megjegyzések
1. Altaldban tehdt az > B és a 6 —ﬂ> D leképezések nem szorozhatdk Ossze. (Legaldbbis nem

a kompozicidval.) Erre csak akkor van lehet6ség, ha € = B (vagy, ha 2 = ), tehét az 45 %—ﬂ> D

o . L. . .
esetben. Ekkor a szorzatra 4 ﬂ—> 2 adddik. (A masik esetben az af szorzat 1étezik.) Az egyik szorzat
1étezésébdl nem kovetkezik a masik szorzat 1étezése.

2. Furcsanak ttinhet, hogy a leképezések szorzasdnal el§szor a masodik tényez6t kell alkalmazni
és utdna az els6t. Ennek az az oka, hogy a fiiggvényjelolésnél elol dll a fiiggvény és utdna az, amire
a fliggvényt alkalmazni kell. Sok esetben természetesebb az ugynevezett ,lengyel jelolés”, amit elsS-
sorban logikdban alkalmaznak. A jelolésmod valdszintileg annak koszonhetd, hogy az indoeurdpai
nyelvekben elol 4ll a birtok és utdna a birtokos. A magyar nyelvben forditott a helyzet, szdmunkra

teh4t mindenképpen a forditott jelolés volna vildgosabb (szamunkra V2 nem négyzetgyoke a 2-nek,
hanem 2-nek a négyzetgyoke, vagy sin(;r) nem szinusza a w-nek, hanem m-nek a szinusza). ]

3.14. Tétel. A linedris leképezések szorzdsa asszociativ, az Osszeadasra nézve diszt-
ributiv és érvényesek a c(af) = (ca)B = a(cB) egyenlbségek, ahol c € K és az «, B
K -homomorfizmusoknak Iétezik az of szorzata.

Bizonyitas. Az asszociativitds tetszleges leképezések szorzatdra teljesiil. Az, hogy
az (aB)y = a(By) szorzat mindkét oldalan linedris leképezés van, abbdl kovetkezik, hogy
két linedris leképezés szorzata is linedris leképezés. (Konnyen lathat6, hogy a fenti harom-
tényezbs szorzatok pontosan akkor léteznek, ha az o8 és By szorzatok mindegyike 1étezik.)

A disztributivitds bizonyitdsa el6tt megjegyezziik, hogy itt kétféle disztributivitds van.
Mint a polinomokndl lattuk, az egyik oldali disztributivitdsbél nem kovetkezik a mdsik
oldali. Ezen tilmenden 4altaldban lehet, hogy az (o + B)y szorzat l1étezik, mig a y(« + B)
szorzat nem. Ennek megfeleléen kétféle bizonyitdsra van sziikség. Noha a két bizonyitas
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formailag igen hasonld, a 1épések helyességének az oka a két bizonyitdsban mas és mas.
Legyenek tehét adottak a kovetkez8 K-homomorfizmusok: y : U — V-, «, B : UV — W és
8:W — J. Azt fogjuk bizonyitani, hogy
(x+ By =ay +By és S(a + B) =da +88B.

A leképezések megaddsabdl azonnal kovetkezik, hogy az egyenléségek mindkét oldala
értelmes; és ezek linedris leképezések. A leképezések egyenléségéhez azt kell megmutatni,
hogy az els6 egyenléség mindkét oldala ugyanabba a vektorba viszi az U vektortér tetszs-
leges u elemét; a mdsodik esetben ugyanezt kell bizonyitani tetsz6leges v € U* vektorra.

(@ +By)w) = (a + B)(y(w) = a(y (W) + By (w) =
= (ay)) + (By)w) = (ay + By)(u).
(B + BN(V) = 6((a + B)(V)) = 8(ee(v) + B(V)) =
= 8(a(v)) +8(B(V)) = (8a + 8B)(V).
A tételbeli utolsé két egyenlséghez feltétel szerint az sziikséges, hogy  : U — V- és

a U — W. Ekkor tetszbleges u € U esetén a kapott (c(af))(u), (ca)(B()) és a((cB)(u))
vektorok mindegyike c(x(B(u))), tehét a leképezések valéban megegyeznek. [ |

Kiegészités. A szorzas a direkt 0sszeggel felcserélhetb, azaz

(01 @a2) - (B1 @ P2)=P1 -1 ® P2,
ha a fenti (részleges) miiveletek elvégezhetok.

Bizonyitas. Legyenek U, U+, W vektorterek egy adott K test felett, U = U; & U,,
V=1 @ V%,. Legyenek tovabbd o; : U; — UV és B; : V4 — W linedris leképezések
(i € {1,2}), tovabbd o = a1 D az és B = By @ Bo. Azt kell beldtni, hogy

Bra=p o @B as.

Feltétel szerint tetszGleges U-beli u vektor u; + u, alakba irhatd, ahol u; € U; és

u € uz. Ekkor
Ba(u) = Ba(u; +uy) = Blaj(uy) + az(uz)) = Bi(ai(uy)) + Baaz(uy)) =
= Bra; @ Braz(uy +12) = Brag @ Braz (). [ ]

3.7. Definici6. Az Ug vektortérnek azt az « = 1y : U — U leképezését, amely
minden vektort onmagéra képez, az U vektortér identitdsdnak vagy identikus leképezésének
nevezziik. |

Megjegyezziik, hogy minden vektortérnél az identitas trividlisan homogén linearis.

3.15. Tétel. Minden o linearis leképezéshez talalhato pontosan egy olyan i, illetve
1y identitds, amelyre Lo = aly = .

Tetszbleges t identitasra érvényesek az ot = a és (f = B egyenl6ségek, amennyiben
a bal oldalon levé szorzasok elvégezhetéek. Ezen Osszefiiggések koziil barmelyik jellemzi
az identitasokat.
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Legyen o : U — V és wy : Uy — U, valamint w, : V — V-, null-leképezések. Ekkor
awy : Uy — V és ana : V- — UV, mindegyike null-leképezés.

Bizonyitas. Legyen o : U, — U,;. Az « balrdl csak az U, tér ¢; identitdsdval, jobbrol
pedig csak az U, tér 1, identitdsdval szorozhatd; igy ezek az identitdsok egyértelmiiek. Ha
u € Uy, akkor (ai)(w) = a(ix(u)) = a(u), tehit aty = a. Tovabba (1a)(u) = ((a(u)) =
= «a(u), tehat ;8 = B. Ha az ¢ identitasra («, illetve B¢ értelmezett, akkor az elébbiek
szerint (o = «, illetve Bt = B.

Tegyiik fel, hogy az ¢ leképezésre teljesiil az, hogy at = o, amennyiben a bal oldalon
levé szorzas elvégezhets. Legyen ¢ az t-hoz tartozo bal oldali identitds. Ez azt jelenti, hogy
(1t = t. Méasrészt viszont az ¢ tulajdonsdga alapjan ¢t = ¢, azaz ¢ = (|, tehat ¢ identitds. A
madsik 4llitds szimmetrikusan bizonyithat6.

A null-leképezésekre vonatkozé dallitdsok trividlisan kovetkeznek abbdl, hogy egy
homogén linedris leképezés pontosan akkor null-leképezés, ha minden vektort nullvektorra
képez. [ |

Linedris leképezések esetén az osztds dltaldban nem végezhetS el, még akkor sem, ha
a vektorterek megfeleld ,.elrendezése” ezt lehet6vé tenné. Az osztds elvégezhet6ségének
vannak gyengébb formadi, illetve vannak akaddlyai. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy itt
kiilon kell nézni bal oldali és jobb oldali osztast, hiszen a szorzds nem kommutativ.

3.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy a t, illetve 0 homogén linedris leképezés az «,
illetve a B homogén linedris leképezésnek bal oldali, illetve jobb oldali inverze, ha t«,
illetve Bo identitas. [ |

3.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az o leképezés balregularis (a S jobbregularis), ha
az o€ = an (a up = vP) feltételbdl mindig kovetkezik &€ = n (u = v). [ ]

3.10. Definicio. Tegyiik fel, hogy «f = w. Ha B# w, akkor a-t bal oldali nulloszténak
nevezziik; ha o # w, akkor 8 jobb oldali nulloszté. [}

A kovetkezo két tétel a fenti fogalmak kozotti kapcsolatokra vilagit ra:

3.16. Tétel. A kovetkezd dllitasok ekvivalensek:
(1) o injekcio (injektiv).
(2) a-nak Ilétezik balinverze.
(3) « balreguliris.
(4) o nem bal oldali nulloszto.

Bizonyitas. Legyen elGszor o : U — UV injektiv, és legyen V%) = Im («). A 2.12.
Tétel alapjan van olyan U, < U, amelyre ¥ = V| @ V*,. Mivel Ker («) = {0}, ezért az
u — a(u) egy U — V| izomorfizmust hoz 1étre. Ennek 1étezik tehét egy 7, : Uy — U
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inverze. Legyen 1, : U, — U az a (lineéris) leképezés, ami V%, minden elemét o-ba viszi.
A T = 1) ® 1, megfeleltetésre (0, a U*;-beli nullvektor):

T(a(w) = t(e(m) +02) = T1(x(W) + 2(02) =u+o0 =1,
tehat a-nak létezik balinverze.

Legyen aé = an, és tegylik fel, hogy a-nak létezik egy t balinverze. Ebbdl kapjuk,
hogy & =& = ta§ = tan =y = n, tehat « balreguldris.

Legyen most « balreguldris, és tegyiik fel, hogy o = w. (Vigyédzat, ® mindig a megfe-
lels null-leképezést jeloli!) Tekintettel a trividlisan teljesiilé aw = w egyenlségre aff = xw,
s a balregularitds alapjan § = w, azaz « nem bal oldali nulloszto.

Végezetiil tegyiik fel, hogy o : U — U nem bal oldali nulloszt6. Legyen U, = Ker («),
és legyen U = U; & U,. Legyen o : U; — U az a leképezés, amely minden vektort
onmagdara képez (ez nyilvdn homogén linedris). Legyen o, : U, — U a null-leképezés. A
o =01 @ 0y leképezésre és az u = u; +u, (u; € Uy) vektorra:

ao(u) =ao(u; +w) =ao(wy) +aor(wp) =a(u;))+x(0)=0+0=0
alapjan oo = w. A feltétel szerint tehit o = w, igy o1 minden vektort o-ra képez, ami csak
ugy lehet, ha U, = {0}, ami az injektivitdssal ekvivalens. [

3.17. Tétel. A kovetkezd allitasok ekvivalensek:
(1) « sziirjekcio (sziirjektiv).
(2) a-nak Iétezik jobbinverze.
(3) « jobbreguliris.
(@) a nem jobb oldali nulloszto.

Bizonyitas. Legyen « : U — UV sziirjektiv, U = Ker (a) és U = Uy & U,. A 2.11.
Tétel alapjan a-nak az U,-re valé megszoritdsa egy ap : U, — U* izomorfizmus. Ez azt
jelenti, hogy V% minden eleme egyértelmiien felirhaté v = «(u,) alakban, ahol u, € U,;
tovdbba ap-nek létezik egy v : U — U, inverze. Ekkor tetsz8leges v € U elemre v =
= a(up), ahol uy € Uy és 7(V) = wy. fgy a(t(V)) = a(wy) = v, azaz ot a 1* identitdsa, tehat
T az o jobbinverze.

Ha «-nak létezik egy 7 jobbinverze, akkor tegyiik fel, hogy a u, v linedris leképezé-
sekre puo = v teljesiil. Ekkor o = put = pot = vat = vi = v, azaz o jobbreguldris.

Amennyiben o jobbreguldris és So = w, akkor a jobbregularitds és a wa = w (a két
null-leképezés itt sem ugyanaz!) 6sszefiiggés alapjan kapjuk, hogy 8 = w; azaz o nem jobb
oldali nulloszt6.

Végezetiil tegyiik fel, hogy @ : U — V* nem jobb oldali nulloszt. Legyen V% =
=Im (a) és U = Uy @ V. Legyen o7 : Uy — U a null-leképezés és o, : U, — UV a
bedgyazés (azaz 02(v2) = Vo, ha v, € 1) és legyen o = o1 @ 0,. Most tetsz6leges u € U
vektorra

(oa)(u) = o(a(w)) = (01 & 02)(a(w)) = o1(a(w)) + 02(0) =0+ 0 =0,

tehat o a null-leképezés, amibsl UV, = {0}; és ezért « sziirjektivitdsa kovetkezik. [
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3.18. Tétel. Ha egy o : U — V* linedris leképezésnek Iétezik bal oldali inverze is és
jobb oldali inverze is, akkor ezek megegyeznek. Ebben az esetben a leképezés inverzérdl
beszéliink. Az « inverzét o™ jeloli. Ez pontosan akkor igaz, ha a izomorfizmus.

Ha létezik o~ ! 1

és B! és Iétezik a Ba szorzat, akkor (Ba) ' =a ' s (@) =

Bizonyitas. Legyen 7 bal oldali és o jobb oldali inverz, azaz to = tj; és oo = 17s.

Ekkor
T =11y =1(a0) = (Ta)o = 1Y 0 = 0.

Ez nyilvdnval6an pontosan az izomorfizmusokra igaz.

Ha létezik o' és B! és létezik az o szorzat, akkor

(@ "B B =a (B Pa=aw=a"a=1

alapjan o'~ a Ba balinverze. Hasonl6képpen lithaté be, hogy ez jobbinverz is; igy
a 17! = (Ba)~!. Ugyancsak egyszeriien beldthaté az (a~!)™! = « sszefiiggés is. [ |

Mir szerepeltek olyan linedris leképezések, amelyek egy vektorteret 6nmagaba képez-
tek. Ebben a fontos specidlis esetben kiilon nevet adunk a leképezésnek:

3.11. Definicié. Egy vektortérnek 6nmagdaba valé linearis leképezését linedris transz-
formdaciénak nevezziik. [ |

3.19. Tétel. Az Uk vektortér linedris transzformdcioi az Osszeaddsra és szorzdsra

nézve egy dltalaban nemkommutativ gyirit alkotnak, amelyet U endomorfizmusgyiiridjé-
nek neveziink és End (U)-val vagy End g (U)-val jeloliink.

Bizonyitas. Azonnal kovetkezik a 3.14. Tételbdl. |

Megjegyzés. Ha End (U) miveleteihez hozzavessziik a skaldrokkal valé szorzast, valamint a
3.14. Tételben szerepld tjabb azonossdgot is, akkor egy ugyancsak fontos struktirat kapunk, amely-
nek a neve hiperkomplex rendszer, vagy algebra a K test felett. ]

3.20. Tétel. Ha o egy véges dimenzios vektortér linedris transzformdcioja, akkor a
3.16. és a 3.17. Tételekben adott tulajdonsdgok ekvivalensek.

Bizonyitas. Legyen o az n-dimenziés U vektortér linedris transzformécidja. Ekkor a
3.5. Tétel szerint
dim(Ker («)) + dim(Im (@)) = n.
Ezért a dim(Ker («)) = 0 és a dim(Im (o)) = n feltételek ekvivalensek. Az els6 egyenldség
azt jelenti, hogy o magja egyediil a nullvektorbdl all, azaz « injektiv, mig a masodik azt,
hogy o képe az egész tér, azaz « sziirjektiv. Ezek pedig az idézett tételekben az (1) helyen
szerepld feltételek. [ |

Ebbdl, a 3.18. Tételt is figyelembe véve, azonnal adddik a
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Kovetkezmény. Ha egy véges dimenzios tér valamely transzformdciojanak Iétezik
egyik oldali inverze, akkor ez mar kétoldali inverz. [ |

A gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl is igen fontos definicié kovetkezik:

3.12. Definicié. Legyen ¢ az U tér egy lineéris transzformécidja.

I. Ha minden v € ¥ < U vektorra ¢(v) € 1, akkor V-t a ¢ invaridns alterének
nevezziik.

II. Egydimenzids invaridns altér generitoreleme a ¢ sajatvektora.

III. Ha V* nem csak a nullvektorbdl all, és maximalis olyan altér, amelynek minden
eleme g-nek sajatvektora, akkor V* neve sajataltér.

IV. Ha a ¢ skaldrhoz van olyan u sajitvektor, amelyre ¢(u) = c-u, akkor c-t a ¢ sajét-
értékének nevezzik. (c az u-hoz tartoz6 sajatérték és u egy c-hez tartozé sajatvektor.) H

Megjegyzés. A sajatértékeket dltaldban A-val szoktdk jelolni. Mi ezt itt azért nem tessziik, mert a
gorog betliket a leképezések jelolésére haszndljuk. Az invaridns alterek, a sajatvektorok és a sajatérté-
kek a linedris algebrdban és az alkalmazdsokban is kdzponti jelentdségtliek; részletesebb vizsgalatukra
kés&bb tériink ra. g

Feladatok

1. Legyen u, v ,,a” kétdimenzids U tér egy bdzisa, és definidlja az o, B : U — U linedris
leképezéseket az a(u) = 0, a(v) = u, illetve a (u) = u, B(v) = o Osszefiiggés. Bizonyitsuk be, hogy
pontosan egy-egy ilyen linedris leképezés 1étezik; tovabba fo = a és aff = w.

2. Mutassuk meg, hogy egy linedris leképezésnek létezhet olyan bal-, illetve jobbinverze, ame-
lyik nem linedris leképezés.

3. Mutassuk meg, hogy egy linedris leképezésnek 1étezhet tobb bal-, illetve jobbinverze.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy « leképezés mindkét oldali nullosztd, akkor létezik olyan S# w
leképezés, amelyre aff = w és Ba = w is teljesiil.

6. Adjunk meg olyan linedris leképezést, amely ,.egyik oldali” nulloszté és 1étezik ,,masik
oldali” inverze.

7. Mutassuk meg, hogy végtelen dimenziés terekben a 3.20. Tétel Kovetkezménye nem igaz.

8. Bizonyitsuk be, hogy ugyanahhoz a transzformaciéhoz tartozé invaridns alterek metszete is
és generdtuma is invaridns altér.

9. Bizonyitsuk be, hogy o8 = w pontosan akkor igaz, ha Im (8) < Ker ().

10. Bizonyitsuk be, hogy egy sajataltér minden vektora ugyanahhoz a sajatértékhez tartozik; és
ugy is definidlhat6, hogy egy adott sajatértékhez tartozd sajitvektorok dsszessége.

11. Bizonyitsuk be, hogy r(eBy) < r(B) (ha a szorzat l1étezik).
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12. Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatb6l ,formailag” kovetkezik az, hogy r(epy) <
< min(r(¢), r(1)); és az is, hogy reguldris «, y esetében r(aBy) =r(B).

13. Bizonyitsuk be, hogy
r(ef) < r(B) — dim(Im (B) A Ker (@) < min(r(a), r(B8)).

14. Bizonyitsuk be, hogy ¢ : ¥ — U pontosan akkor projekcid, ha ¢ idempotens, azaz 2 =¢.

5. Linearis fiiggvények és a dualis tér

A Hom (U, V) ,kifejezés” tigy viselkedik, mint egy kétvaltozos fiiggvény, amely két
K folotti vektortérhez egy harmadikat rendel hozza. (Az ilyenfajta fiiggvényeket funkto-
roknak nevezik.) Ennek a hozzdrendelésnek a ,,szabdlyait” a késébbiekben fogjuk vizsgélni.
Egyel6re bizonyos specidlis eseteket néziink meg. Az U = UV esetet mér lattuk; ekkor kap-
tuk a linedris transzformacidkat.

A kovetkez6kben azt nézziik meg, amikor a két szerepld vektortér egyike igen specia-
lis. Ezen azt értjiik, hogy a dimenzidja kicsi. A legkisebb lehetséges dimenzi6 a 0. Vildgos,
hogy Hom (0, T*) = © és Hom (V*, 0) = 0. A kovetkezd lehetGség, amikor az egyik vektor-
tér 1-dimenzids. Természetesen ,,rengeteg” 1-dimenzids vektortér van (rogzitett K esetében
is). Ki lehet azonban mutatni (éppen a funktorokra vonatkozé szabalyok segitségével), hogy
az eredmény mindig ,,ugyanaz” (izomorfiatdl eltekintve — sot ,természetes” izomorfiatdl
eltekintve). Inkabb kivélasztunk a sok egydimenzids tér koziil egy olyat, amely egyszertien
és természetesen adodik; ez pedig maga a K test. Ennek a specidlis vdlasztdsnak még egy
nagy elénye van. Egy tetsz6leges 1-dimenzids vektortér esetén barmely u# o vektor bazisa
a térnek; és nincs méd arra, hogy egy ,természetes” bazist valasszunk. Ezzel szemben a K
esetében erre van mdd, és ezt meg is tessziik:

K -ban mindig az 1 egységelembdl allo {1} halmazt tekintjiik (természetes) bazisnak.

Az el6z6eknek megfelelGen két specidlis esettel foglalkozunk, az egyik a Hom (K, V),
a mdsik a Hom (U, Kg). Valéjdban szdlni kellene a legspecidlisabb esetrdl (ez a
Hom (Kx, Kg) eset), de ezt az elsd esettel egyiitt targyaljuk.

3.21. Tétel. A v € UV vektornak feleltessiik meg azt aVv € Hom (K, V%) leképezést,
amelyre V(1) = v. Ez a leképezés egyértelmil, és a v — V megfeleltetés egy természetes
U — Hom (K, V) izomorfizmust hoz Iétre; amin azt értjiik, hogy tetszbleges ¢ : U — W
homogén linedris leképezésre gof(\\lf) =@ oV =g(Bv).

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy 1 a K bazisa, ezért, ha megmondjuk 1 képét, akkor
ezzel egyértelmiien meghataroztunk egy homogén linedris leképezést. Ha ¢ € Hom (K, V),
akkor ¢(1) meghatdrozza ¢-t; igy a v — V megfeleltetés sziirjektiv. Ha V = w, akkor
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v = V(1) = w(l) = o kovetkeztében a megfeleltetés injektiv; és igy valéban bijekcid.
Legyenek a,b € V%, a, b € K. Ekkor

(aa+bb)(1) = aa+ bb = a@(1) + bb(1) = (a3 + bb)(1)
alapjan érvényes a miivelettartas.
A természetesség a kovetkez6képpen lathaté be:

p((1) = p(v) = p(F(1)) = (9 0 V)(1).

Mivel a két leképezés a Kg bazisan megegyezik, ezért egyenld a két leképezés is. [ |

Megjegyzés. Ennek a tételnek egy nagyon hasznos ,,formdlis” kovetkezménye van. Az egyszerre
megadott izomorfizmusok alapjan a vektorokat egyszerre helyettesithetjiik leképezésekkel. Ez olyan,
mintha vektorok nem is lennének, csupdn homogén linedris leképezések. Hiszen a bizonyitott izo-
morfizmusok alapjan a kapott leképezésekkel ugyanigy szdmolhatunk, mint az eredeti vektorokkal.
A ¢(v)-nek megfeleld (/;E;) leképezés nem mds, mint a ¢ és a vV leképezéseknek ebben a sorrend-
ben vett szorzata. Ha a természetes izomorfizmus alapjan ,.elfelejtkeziink” a foléhizasrol, akkor azt
kapjuk, hogy ¢(v) nem mds, mint a ¢-nek és a v-nek a szorzata. Ennek megfelelGen ¢(v) helyett
haszndlni fogjuk a ¢v jelolést is, amelyik ugy viselkedik, mint a szorzds; legaldbbis az Gsszeaddsra
nézve disztributiv €s asszociativ (ha elvégezhetd).

A ¢(cv) = cp(v) Osszefliggést pedig ugy értelmezhetjiik, hogy a skaldrok minden leképezéssel
felcserélhet6k. Egyébként a skaldroknak is megfeleltethetiink egy linedris leképezést a 3.21. Tétel
alapjan: ¢ € K skaldrnak az a Hom (K, K)-beli leképezés felel meg, amelyik 1-et c-re képezi; ez a
c-vel val6 szorzés. |

Ezek utdn ratériink a ,,mdsik” esetre, a Hom (U, K) vizsgdlatara. Mivel itt K rogzitett,
ez Ugy tekinthetd, mint egy egyvaltozdés funktor (vagyis fiiggvény).

3.13. Definicié. Az U* = Hom (U, K) vektorteret az U dudlis terének nevezziik.
Ennek elemeit dudlis vektoroknak vagy linedris fiiggvényeknek vagy linedris operatoroknak
nevezziik. |

Megjegyzés. Az U jelolést csak ,hazi hasznilatra” vezettiik be. Az u* jeloléssel gyakrabban
taldlkozhatunk; de ez sem altaldnos. |

3.22. Tétel. Ha U véges dimenzids, akkor UW* = U. Ez az izomorfizmus azonban
nem természetes izomorfizmus.

Bizonyitas. Tekintsiik az U vektortérnek egy {uy,...,u,} bdzisit. A két vektortér
izomorfizmusdhoz elegendd bizonyitani, hogy egyenlé dimenziésak. Ehhez az kell, hogy
U*-nak legyen n-elemii bézisa. Tekintsiik az U™ tér {uf,...,u}} elemeit, amelyeket a

kovetkezdképpen definidlunk: Legyen uj(u;) = §; ;, ahol § az tigynevezett Kronecker-féle
§,azaz §;; =1, hai = j és &;j =0, hai#j. (Tehdt uj(w;) = 1 és uj(u;) = 0, ha j#
#1i.) Ezek a leképezések linedrisan fiiggetlenek: Ha ugyanis ¢ = cjuj + -+ + c,u) = o,
(i—1)-szer (n—i)-szer
/_/% /_/% . . . .
akkor p(u;) =0+---+0+4¢; +0+---+0 = w(u;) = 0 alapjén ¢; = 0; tehat a fenti linedris
kombin4ci6 trividlis.
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Legyen ¢ € U™ egy tetszSleges leképezés €s legyen ¢(u;) = d;. Tekintsiik most a
(i—1)-szer (n—i)-szer
— e — e
V¥ = duf + - + dyu), leképezést. Erre Yy(u;) =0+---+0+d; +0+---+0 = d; = ¢(u;)
alapjan ¢ = ¢, hiszen {uy,...,u,} az U egy bazisa. fgy a felvett leképezések U*-nak
generdtorrendszerét is alkotjak. |

Megjegyzés. A 3.22. Tétel alapjan a uni — Zc,-u;“ megfeleltetés izomorfizmus. De

1 1
biztosan nem természetes, hiszen, ha U-ban egy madsik bdzist vesziink fel, akkor egy mdsik izomor-
fizmust kapunk. Ett6] még lehetséges volna az, hogy létezik egy természetes izomorfizmus a két tér
kozott; de bebizonyithatd, hogy nem igy van.

Azt is meg lehet mutatni, hogy ha 2 nem véges dimenzids, akkor a két vektortér nem is izomorf.
Erdemes megemliteni viszont az U és az U™ = (U*)* kozotti ,természetes” kapcsolatot. Legyen
u € U, és feleltessiik meg ennek azt az W € U** leképezést, amely tetszleges ¢ € U* leképezést g(u)-

ba visz (U(p) = @(u)). Ez a megfeleltetés véges dimenzids vektorterekre természetes izomorfizmus;
a végtelen dimenzids esetben is természetes, de csupan injekcio. O

Feladatok

1. Legyen {u, v} az U Q feletti vektortér egy bdzisa és {u*, v*} az ehhez tartoz6 bézisa az U*
dudlis térnek. Keressiik meg U*-nak azt a bazisat, amelyet akkor kapunk, ha %-ban az e = u + 3v és
f = 2e + v vektorokbdl 4116 bazist vélasztjuk.

2. Bizonyitsuk be, hogy az U(p) = ¢(u) megfeleltetéssel adott leképezés valéban természe-
tes; véges dimenzids esetben izomorfizmus és végtelen dimenzids esetben nem izomorfizmus, csak
injektiv.

3. Tekintsiik a Z-modulusok $ = {Z,Z,,Q, Z®Z,8, &,} halmazit, ahol & az egységgyokok
halmaza és &, a p-hatvinyadik egységgyokok halmaza és a vektorosszeadds a szorzds. Hatdrozzuk
meg a Hom (L, /') Z-modulusokat, ha L, V" € 9.

4. Legyen ¢ : U — UV izomorfizmus. Bizonyitsuk be, hogy Hom (U, 4) = Hom (., ) és
Hom (8, %) = Hom (B, V") ,,természetes mdédon”.

5. Legyenek U, V', U;-k és VFj-k vektorterek egy adott test felett. Bizonyitsuk be, hogy
Hom (X, @vj) e~ @Hom (U, 1¥}) és Hom (@ui, W= l_[Hom WU, V).
J J i i



NEGYEDIK FEJEZET

KOORDINATIZALAS

1. Vektorok koordinatai és leképezések matrixa

Mint mar emlitettiik, a vektorok a linedris fiiggvényeknek (vagy a homogén lineéris
polinomoknak), a linedris leképezések meg ilyenekbdl 4ll6 rendszernek a tomor jelolé-
sei. Ahhoz, hogy ezekkel szdmolni tudjunk, sziikséges ezeknek szdmokkal val6 megaddsa.
Azonnal megjegyezziik, hogy a ,,numerikus jellemz8k” nem mindig szdmok, lehetnek pél-
daul polinomok, maradékosztilyok; altaldban tetszéleges gy(rii elemei. Ez a numerikus
jellemz6 még mindig csak egy ,.kozbiils allapot”; itt példaul az (x, y) — 2x + 3y fiigg-
vény helyett csupan a (2, 3) szampar szerepel. Az egész fejezetben csak véges dimenzids
vektorterekkel foglalkozunk; mert a tényleges gyakorlati alkalmazasban ezek fordulnak elé.
Ennek ellenére célszerli gondolatban a végtelen dimenzids vektortereket és a modulusokat

is figyelembe venni.

A vektorok koordinatizalasahoz sziikség van a koordinata-rendszerre. Ezt egy bazissal
lehet megadni. Ha mas bazist vesziink fel, akkor természetesen megvaltoznak a vektorok
koordinatdi. Még azt is fontos megjegyezni, hogy egy sikbeli ,,alakzat” nem véltozik meg,
ha példaul a két koordinatatengelyt felcseréljiik, de az alakzat dltal meghatdrozott fiiggvény
igen (més az y = x> és az x = y3, vagyis y = /x fiiggvény). Erre a jelenségre mar utal-
tunk akkor, amikor emlitettiik, hogy a linedris kombinaciéknal figyelembe kell venni, hogy
melyik skaldr melyik vektornak az egyiitthatdja. Eddig a bazisokat 1ényegében halmaz-
ként kezeltiik; ezutdn viszont kiilonbozdnek kell tekinteni azokat a bazisokat, amelyekben
ugyanazok a vektorok szerepelnek, csak mas sorrendben.

4.1. Definicié. Az U vektortér U = {uy, ..., u,} és U = {u], ..., u),} bdzisa azonos,
ha minden i € {1,...,n} mellett u; = u;. Ezt U = U’ fogja jelolni. A U = U’ jel6lés
tovabbra is a két halmaz egyenldségét fogja jelenteni. [ ]

A vektorok koordinatdinak, illetve a leképezések matrixdnak a meghatarozasara hasz-
nosak olyan formalis szabélyok, amelyek a szamoldsokat, de mindenekel&tt a bizonyitdsok
menetét megkonnyitik. El6késziiletiil bizonyitjuk az aldbbiakat:
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4.1. Tétel. Legyen U = {uy,...,u,} az Ug ésV = {vy,..., v} a Vg vektortér
egy-egy bdzisa azU* = {uf, ... wy} ésV* ={v], ..., v}} dudlis bazisokkal egyiitt. Ekkor:

) o= Z{ﬁiu;“ | w; € U} =1y, az U vektortér identitisa.
i
(2) ¥ =vu* aHom (U, V%) egy < 1 rangii eleme (v € V* ésu € U); tovabbd Hom (U, 1)

minden < 1 rangi eleme ilyen alakba irhato. (Egy ilyen szorzatot diddnak neveziink.)
(3) Minden ¢ : U — V- homomorfizmushoz Iéteznek olyan (nem egyértelmiien meghatd-

rozott) ay, ...,a, € U ésby, ..., b, € U vektorok, amelyekre ¢ = aibj + - - - +a,b},
ahol r = r(¢).

(4) Ha adott ey, ...,e; € U ésfy,....f; € U vektorokra ¢ = €/f] + --- +€f}, akkor
s > r(p).

Bizonyités. (1): A dudlis bazis definicidja alapjdn a(u;) = Y Wufu; = u; = i(u;)
i
(u; € U). Igy a két leképezés U egy bézisin megegyezik. Mivel mindegyikiik linedris,
ezért a két leképezés egyenld.

2): U5 K -5 ¥ miatt ¥ € Hom (U, V). Ha v’ € U, akkor u*u’ = ¢ € K miatt
(') = cv, tehdt Im () < (v), azaz r(y) < 1.

Legyen most #(y) < 1. Ha a rang 0, akkor ¥ = w; és w = 00" egy megfeleld
felirds. Egyébként van olyan u; € U, amelyre v = y(u;)# 0. Mivel u ¢ Ker (), tovdbba
dim(Ker (y)) = dim(U) — 1, ezért Ker () egy uy, ..., u, bazisit u;-gyel kiegészitve U-
nak egy olyan U bazisat kapjuk, amelynek elemeit az u; kivételével ¢ o-ba viszi. Tekintsiik
ennek a bazisnak az u*y, ..., u*, dudlis bazisdt. Definici6 szerint u*ju =1 és utju; = 0,
hai > 1. Mivel u —~ u* izomorfizmus, ezért van olyan u € U, amelyre u* = u*;. Erre
tehat vu*(u;) = v és vu™(u;) = 0, hai > 1. Eszerint ¥ és vu™ ezen a bazison megegyeznek,
tehdt ¢ = vu*.

(3): Legyen dim(U) = n és r = r(¢p), ekkor dim(Ker (¢)) = n — r. A Ker (¢)-
nek egy €41, ..., €, bazisdt egészitsiik ki a ¢y, ..., ¢, elemekkel az U egy C bézisdva.
Legyen C* = ¢*(,...,¢", az ehhez a bézishoz tartozé dudlis bazis. Ez azt jelenti, hogy
¢'icj =6; j. U és U™ izomorfizmusa alapjn léteznek olyan b; elemek, amelyek az eredeti
bézishoz tartozé izomorfizmusndl ¢*;-nak felelnek meg, azaz by =c¢*; (i = 1,...,n). Ez
azt jelenti, hogy bjc; = §; ;. Legyenek tovdbba a; = ¢(cy), ..., a, = ¢(c,); és tekintsiik
ay =abl+-.-+2a,b’ elemet, amely nyilvdn eleme Hom (U, V)-nek. Erre, 1 <i <n
esetén:

W — o)) =ple) = 3 Fjble = | ¥ T =0 haisr
: ! ; A 0—0=o0, hai>r.
Igy e két leképezés egy bazison megegyezik; tehit ¢ = .
(4): Tegyiik most fel, hogy adott e, ..., e; € U és fy,...,f; € U vektorokra ¢ =

=€f] +--- +&f;. Most tetszSleges u € U esetén (u) elddll mint az ey, ..., e; vekto-
roknak a f{(u), ..., f;(u) skaldrokkal képezett linedris kombindciGja. Ez azt jelenti, hogy
o) € (er,...,e5), azaz Im (p) < (e, ..., es). Mivel ennek az altérnek e, ..., es; egy

generdtorrendszere, ezért dimenzidja < s. Ezért ugyanez igaz ezen altér Im (¢) alterére,
tehdt s > r(¢). [
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4.2. Tétel. LegyenU = {uy,...,u,} az Ug vektortérnek ésV = {vy, ..., v} a Vg
vektortérnek egy-egy bazisa. Ekkor (V;u; |i=1,...,n;j=1,... k} bdzisaHom (U, V)-
nek.

Bizonyitas. A 4.1. Tétel szerint a fenti homomorfizmusok mind elemei Hom (U, 1¥)-
nek. Tekintsiik a ¢ = Z ci,jVjuj homomorfizmust (¢; ; € K), és tegyiik fel, hogy ¢ = w.
iJ
Ekkor, rogzitett up € U és vy € U mellett
0= V:;(fﬂ(llp)) = Cq,p((Vqu)(uZ(up))) =Cq,p>
tehat a fenti homomorfizmusok fiiggetlenek. Legyen most 1 € Hom (U, 1) adott és tekint-
sik a K-beli d; ; = le//ﬁi(l) skaldrokat. Azt kapjuk, hogy a

D dijViup 1<i<n 1<j<k
iJj

homomorfizmus minden uw; bazisvektort ugyanabba visz, mint ¥, igy megegyeznek; tehat
az adott rendszer valoban bdzis. |

Ezutéan rétérhetiink az U tér tetszGleges u vektora koordindtdinak, illetve tetszdleges
¢ : U — T homomorfizmus métrixdnak a meghatdrozdsdra. Mint mondottuk, rogzitve van
az U tér egy U bdzisa, a V* tér egy V bézisa a megfelels U* és V* dudlis bazisokkal egyiitt.

4.2. Definicio. Egy u = cju; + - - - + cyu, € U vektornak az U bazisban felirt koordi-
ndtdin a cy, ..., ¢, elemsorozatot értjiik; ¢; az i-edik koordindta. [

4.3. Tétel. Az u vektor i -edik koordinatdja u} (u).
Az u vektornak az U bazisban adott koordindtdit oszlopmatrixban felirva, ezt a kévet-
kezbképpen adhatjuk meg:
Cl UT (w)
w=w=| =1 | =[w@],,.
Cn u) (u)
Rogzitett bazis esetén a vektor és a koordindtik egyértelmiien meghatdrozzak egymast.

Bizonyitas. Az U vektor i-edik koordinatdjara adott Osszefiiggés azonnal kdvetkezik
a dudlis bazis definicigjabol.

A harmadik formula a jelzett oszlopmatrix tényleges felirdsa. A negyedik formula
ugyanezt adja, a koordindtdkat az el6bbi Osszefiiggés alapjan behelyettesitve. Az utolsé
formula ugyanennek a tomor jelolése, megadva a képzési szabdlyt és a matrix sorainak
és oszlopainak a szdméat. Az els6 és a mdsodik formula tulajdonképpen jelolés. Az elsd
formula egyszerien azt mondja, hogy az u vektor matrixarél beszéliink, mig a masodik
formula azt is hozzéteszi, hogy az U béazisban felirt matrixrdl van sz6.

Az utolsé allitas ismét trivialis. [ |
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Megjegyzések

1. Az els6 helyen all6 jelolés akkor célszerl, ha a bazis rogzitett, és formalis szdmoldsokat
akarunk végezni. A masodik helyen 4ll6 jelolés hasonld célokat szolgdl, de olyan esetekben, amikor
tekintettel kell lenni a bdzisra; esetleg tobb bdzisban is fel akarjuk irni az oszlopvektort. A harmadik
jelolés a konkrét ,,numerikus” szdmolds esetén sziikséges. A negyedik és 6todik jelolésre akkor van
sziikség, amikor meg akarjuk mondani, miképpen jottek 1étre a koordinatak.

2. Furcsédnak tlinhet, hogy a koordindtdkat nem sorvektorral, hanem oszlopvektorral adjuk meg.
Ez annak a kovetkezménye, hogy a fiiggvényeket az argumentumok elé irjuk. O

4.3. Definici6. Legyenek az U és U K-vektorterek adva az U = {uy, ..., u,} és V =
= {vy, ..., V;} bdzisokkal; és legyen ¢ : U — V*. E leképezésnek a fenti bazisokban vett
[p] = V]V matrixdt [¢] = [v}(p(u;)]k., definidlja. n

Megjegyzés. Természetesen ¢ matrixa mindkét bazistol fiigg, ezért van sziikség a két ,fels6”
indexre. A formula megjegyzésének a megkonnyitésére megjegyezziik, hogy a ¢ ,,alkalmazédsakor”,

amire alkalmazzuk, az ,,utdna van”, és az ,elkészitett” eredmény ,,elétte keletkezik”. Ezért van jobb
oldalon az U tér bazisa és bal oldalon a V* téré. Egyébként ezt a matrixot részletesen kiirva azt kapjuk,

hogy
Vilpup) ... vi(p(u,))

Vipll = ; : : O
Vilpu) ... vi(p(uy)

4.4. Tétel. Rogzitett bazisok esetén a leképezés és a mdtrixa egyértelmiien meghata-
rozzdk egymdast.

(V] = [v], [u*] = [u]’, [¢]; = [p@))]. ilp] = [Viel. ilp]; = [Vie(u))]; a megfelels,
rogzitett bazisokban. [t] = [§; j] minden bazisban.

Bizonyitas. MindenekelStt megjegyezziik, hogy a K test bazisa természetesen {1}.

1. Definici6 szerint Y[v]!"} = [VIV(D]Ik,1 = [V]V],1; ami nem mds, mint a v métrixa.

2. Definici6 szerint B [u*]Y = [1*u* (u;)]1.n. Ennek a métrixnak az elemei ugyanazok,
mint az u elemei, csak nem egy oszlopban, hanem egy sorban vannak elrendezve; igy
valéban [u*] = [u]’.

3. Definici6 szerint ¢ maétrixa az adott bazisokban [¢] = [V’;(go(uq))]kyn, ahol pésgq a
~futd” sor-, illetve oszlopindex. Ennek a matrixnak a j-edik oszlopat ugy kaphatjuk, hogy
q helyébe a rogzitett j indexet {rjuk. Ekkor a [VZ(q)(u iN]k,1 egyoszlopu matrixot kapjuk.
A vektorok koordindtdjara adott utolsé formula szerint €z nem mds, mint a ¢(u;) mdtrixa
az adott bazisban.

4. Ismét induljunk ki a [¢] = [V’}‘,((p(uq))]k,n felirasbol. Most az i-edik sorra
[V} (¢(ug))]i,» ad6dik. A 2. ponthoz hasonléan kapjuk, hogy ez a v}¢ leképezés matrixa.

5. Ez az eredmény azonnal ad6dik a 4. és 5. pont egymas utdni alkalmazasaval.

6. Definici6 szerint [t]y,, = [0} (L )]n,n = [0 @)]nn = [8; jln,n [

Megjegyzés. Erdemes felfigyelni arra a 3. pont alapjdn ad6dé fontos tényre, hogy egy leképezés
matrixaban a j-edik oszlopban pontosan a j-edik bazisvektor képének koordinatdi allnak. |
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4.5. Tétel. Rogzitett bazisok esetén
[c-el=c-lgl la + B]=[a] +[B]. o] =[o]l7],

ha a megfelel6 miiveletek elvégezhetdk.

Bizonyitas. Az elsé allitds azonnal kovetkezik a V;»“((cgo)(ui)) = cv;k((go)(ui)) felirasbol
és a matrixokra vonatkozé [cF] = c[ F] Osszefiiggésbdl.

Legyen most o, 8 : U — VU az U = {uy,...,u,} és V = {vy,...,v;} bazisok-
kal. A megfelel matrixokban az i-edik sor j-edik eleme: v} (c + B)(u;), illetve via(u;)
és v/ B(u i)- A leképezésekkel végezhetd miiveletek alapjan az els6 elem a masik kettd
Osszege. A matrixok definicidja szerint tehat valéban igaz az [«a + 8] = [«] + [B] Osszefiig-
gés.

Tekintsiik végezetiil az U LN [ N leképezéseket a megfelels U = {uy, ..., u,},
V=A{v,...,vi} és W = {wy, ..., wy} bazisokkal egyiitt. A szorzatleképezés matrixdban

az i-edik sor j-edik elemére a kovetkezdket kapjuk:

) - k L= k - k k L=
l[ar]]—wiatu]—wiatvru]—wicr(E V,V,)tu]—
t

= Z(w}“av,v}kruj) = Z(w;“av,)(vfruj) = [wiol[t(u))] =;[o][r];.
t t
Ezzel a szorzdsra vonatkoz6 allitast is bizonyitottuk. ]

Megjegyzés. Tulajdonképpen a matrixmiiveleteket a fenti Osszefiiggések alapjan lehetne defini-
alni. Ez rdmutat arra, hogy miért igy definidltuk a matrixokkal végezhetd miveleteket. Egy kérdés
azonban nyitva maradna ennél a definiciéndl, nevezetesen az, hogy a miiveletek nem fiiggenek-e
attdl, hogy melyik bazisban irjuk fel a leképezések matrixat. A bazistol valo fiiggetlenség azonban
vildgos, hiszen a miiveletek eredménye csak az el6re megadott matrixok elemeitdl fligg. ]

A miatrixok esetében még egy ,,mivelet” szerepelt, a transzpondlds. Most azt fogjuk
megnézni, hogy ez ,,miképpen hat vissza” a leképezésekre. Mar eloljairéban megjegyezziik,
hogy az eredmény bazisfiiggd, azaz a leképezés transzpondltja fiigg a felvett bazistol.

4.4. Definicio. Legyenek adva a K feletti U és U* vektorterek az U = {uy, ..., u,} és
V ={vy,..., v} bazisokkal. A ¢ : U — U* leképezésnek a fenti bézisban felirt ¢* : U —
— U transzpondltjdn azt a leképezést értjiik, amelynek a fenti bazisokban felirt matrixdra
[p*] =[] teljesiil. [ |

Megjegyzés. Lehetséges, hogy kiilonboz6 bazisok esetében is ugyanaz a transzpondlt. Annak
a lefrasara, hogy az ilyen bdzisok milyen kapcsolatban dllnak egymadssal, az euklideszi tereknél
kertil sor. ]
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4.6. Tétel. Ervényesek az alibbiak:
() u* =u*.
(2) ¢* =) @;Viu,v}).
ij
B) (co)" =cp™, () =9, (@+p)*=a"+p% (07)" =1"0"
@) r(@*) =r(p).

Bizonyitds. (1) azonnal kovetkezik abbdl, hogy a 4.4. Tétel szerint [u*] = [u]’, ami
definicié szerint [0*]; és adott bazis esetén a leképezéseket egyértelmiien meghatdrozza a
matrixuk.

(2) bizonyitasdhoz is azt mutatjuk meg, hogy a két leképezésnek ugyanaz a matrixa
az adott bazisban. Definici6 szerint ,[¢*]; = 4[¢]p. Mésrészt a ¢ = Z(ﬁ ivieu;vy)

iJ
leképezésre vildgos, hogy ¥ : U — U, tovédbba:
plWly =ulhyvg = Z(uZujvj%pujv;“vq) =
iJ
=D 8jpVieu;dig = Vyoup = 4lelp.
iJ

A (3) alatti Osszefiiggések azonnal adédnak abbdl, hogy a megfeleld Osszefiiggések
a matrixokra igazak és rogzitett bazisok esetében a leképezések és matrixuk egyértelmiien
meghatirozzak egymast.

(4) bizonyitasdhoz irjuk fel ¢-t diddok Osszegeként a 4.1. Tétel (3) pontjanak megfe-
lelGen dgy, hogy a tagok szdma megegyezzék ¢ rangjaval: ¢ = Viuj + --- +V,ul. A (3)
alatti harmadik, negyedik, majd az els6 egyenlGség szerint:

=+ +v ) =Viu) + -+ Vu)*
=) D)+ + @) E) =W+ 0V

A 4.1. Tétel (4) pontja szerint tehat r(¢*) < r(¢p). Ezt az eredményt ¢ helyett ¢*-ra alkal-

mazva (¢™)* = ¢ alapjan kapjuk, hogy r(¢) < r(¢™). [ ]

Megjegyzés. Tulajdonképpen a (3) alatti Osszefiiggések bizonyitdsdhoz sincs sziikség a matri-

xokrol tanultakra. A (2) alatti 6sszefiiggés alapjan ezek szdmoldssal igazolhatdk. ]
Feladatok

1. Legyen K egy véges, g-elemii test €s Uk egy n-dimenzids vektortér (tudjuk, hogy ¢ lehet
primszam és be lehet l4tni, hogy primszamhatvény is; az is igaz, hogy mds eset nem lehetséges).

1. Hény kiilonbdz8 bazisa van U-nak?
2. Hény bazisban fordulnak el§ ugyanazok a vektorok?
3. Milyen oszthatdsdgi kapcsolatra kovetkeztethetiink a fentiekbd1?
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2. Legyen ¢ =€ ff +--- +€,(f] a ¢ : U — V leképezés egy felirdsa, ahol ey, ..., e, € U és
fi, ..., f; € U. Bizonyitsuk be, hogy s = r(¢) akkor és csak akkor teljesiil, ha mind az e;, mind az f;

vektorok fiiggetlenek.

3. Mutassuk meg, hogy létezik olyan ¢ = Elff + - +35f§’,‘ feliras, amelyben példdul az e;
vektorok fiiggetlenek, de az f; vektorok nem.

s—1
4. Tegyiik fel, hogy a ¢ = & +--- + &f* felirasban f, fiigg a tobbi f;-t6l: f; = Zcif,-.
i=1
Helyettesitsiik be fs-nek ezt a kifejezését a p-re adott formuldba. Mutassuk meg, hogy megfeleld

0sszevondsok utdn ¢-re egy ,,rovidebb” eldallitast kapunk.

s 7oz

5. Tegyiik fel, hogy egy leképezést elGallitottunk diddok Osszegeként. Az el6z6 feladat felhasz-
ndlasaval mutassuk meg, hogy ebbdl az eldallitasbol konstrudlhatunk egy olyan eldéllitast, amelyben
a diddok szama megegyezik a leképezés rangjaval.

6. Irjuk fel egy projekcié matrixat egy olyan bazisban, amelynek minden egyes eleme vagy a
projekcié magterében, vagy a projekcié képterében van.

7. Legyen ¢ € End (W), ¥ < U a ¢-nek invaridns altere, V a T*-nek és U az U-nak egy V-t
tartalmazo bazisa. Milyen lesz ¢ madtrixa ebben a bdzisban?

8. Hatdrozzuk meg a ¢ = o @& B matrixat alkalmas bazisban.

9. Legyenek u;-k az U tér U bézisdnak és v;-k a U tér V bézisdnak az elemei. Hatdrozzuk
meg ezekben a bazisokban a v;u és dltaldban a vu* métrixdt. Milyen esetben tudjuk meghatdrozni
az u*v matrix4t? Ebben az esetben hatdrozzuk is meg.

10. Legyenek U és U nem feltétleniil véges dimenzids vektorterek a K test felett; és legyenek
U, V a megfelel§ vektorterek bazisai. Milyen feltételnek tesznek eleget e vektorterek elemeinek a
koordinatdi? Milyen matrixok dllnak el ¢ : U — U+ leképezések matrixaiként?

11. Fogalmazzuk meg, miképpen kell végezni a végtelen dimenzids vektorterek leképezéseinek
vizsgalatdndl keletkezd matrixokkal végzett miiveleteket.

12. Mutassuk meg, hogy bdzisokkal rendelkez Z-modulusok leképezéseinek métrixdban az
elemek Z-beliek (azaz egész szimok), és minden egész elemi véges matrix eléall ilyen médon. Mit
mondhatunk a végtelen matrixok esetében?

13. Mutassuk meg, hogy ha egy R-modulusnak van egy G generitorrendszere, akkor minden
eleméhez hozz4 tudunk rendelni egy matrixot a targyalt médon. (Mikor egyértelmi ez a matrix min-
den vektor esetében?) Allapitsuk meg, hogy milyen kapcsolatnak kell fennallnia két matrix kozott, ha
azok ugyanazt a vektort jellemzik. Bizonyitsuk be, hogy ez a kapcsolat ,,a priori” ekvivalenciarelacio.
frjuk le ,,numerikusan” ezt a relaciot.

1
14. Tekintsiik a Q" z-nek a G = {un =—
n!

ne N} generatorrendszerét. Irjuk fel az % eQ

tortnek a koordinatdit ebben a generatorrendszerben. Allapitsuk meg, hogy két ilyen koordindta mikor
jellemzi ugyanazt a tortet. Hatdrozzuk meg a fenti modulus endomorfizmusainak matrixait; illetve e
matrixok ekvivalenciaosztalyait az el6z6 feladatnal targyalt ekvivalenciareldcional.
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2. Attérés j bazisra

A kiilonféle geometriai alakzatok felismeréséhez sziikséges, hogy azok olyan koordi-
ndta-rendszerben legyenek felirva, amely lehetSvé teszi geometriai jellemzik felismerését.
Atvitt értelemben ezek az alakzatok fizikai objektumok lefrdsara is szolgdlnak. A matema-
tikai vizsgélatok mds 4gaiban is 1ényeges, hogy ezekre a kérdésekre vadlaszolni tudjunk.
Egyelére még nem tudjuk azt, hogy milyen alakzatokat kell vizsgdlni, és az sem vildgos,
hogy mely koordinata-rendszerben aruljdk el az alakzatok jellegiiket. Miel6tt ezekre ratér-
nénk, sziikség van arra, hogy miképpen térhetiink at dj koordinéta-rendszerre. Egyel6re
azt nézziik meg, hogy miképpen valtozik meg egy vektor koordinatdja vagy egy leképezés
matrixa akkor, ha dj koordindta-rendszert — azaz 4j bazist — vdlasztunk.

Béarmely leképezés esetében (tudjuk, hogy a vektorokat magukat is tekinthetjiik leké-
pezéseknek) két vektortér szerepel; az, amit leképeziink és az, ahova leképeziink. Ennek
megfeleléen mindkét vektortérben meg kell vizsgdlni a bdzisvaltoztatds hatdsit. Egy
dologra azért nagyon kell vigydzni; ha egyetlen vektortér linedris transzformdciéit néz-
ziik, akkor célszeri a két kiindul bazist ugyanannak venni, és ennek megfeleléen a bazist
mindkét esetben ugyanigy kell valtoztatni. Természetesen a K alaptestben a bazis mindig
a rogzitett {1}.

A bizonyitds sordn néha zavar6 a sokféle jelolés; éppen ezért eleve rogzitiink minden
el6fordul6 jelolést, amelyeket az 4j bazisra valé attérésnél hasznalni fogunk.

Jelolés. Legyen adva a K test feletti U és U* vektortér, megfelelGen az U = {uy, ...
...,uy}ésaV={vy,..., v} bazisokkal. Vegyiink fel a két vektortérben egy-egy uj bazist,
U-ban az E = {ey, ..., e,]} bazist és V*-ben az F = {f}, ..., f;;} bazist.

Legyen o : U — U az a transzformdcid, amelyre o(u;) = e; és v : U — U aza
transzformacid, amelyre t(v;) =f; (1 < j <n és 1 <i < k). Ezeket a transzformacidkat
kisérd transzformécidknak fogjuk nevezni.

Legyen U* = {uj, ..., u;} az U-nak, V* = {v{, ..., v;} a V-nek, E" = {e*|, ... €%}
az E-nek és F* = {f*|, ..., f";} az F-nek megfeleld dudlis bazis.

4.7. Tétel. A fenti jelolést haszndlva legyen ¢ : U — V. Ekkor
Flpl® = ViV - Vi1V - Yio1".

Bizonyitas. Definici6 szerint ¥[¢1® = [f*; (p(e; )]k n-

Itt e; = o(u;). Az f*; meghatdrozdsihoz vegyiik figyelembe, hogy f; = 7(v;). Ebbdl
azonnal kapjuk, hogy f*;(vy) = £*;f; = §; ;. Ez azt jelenti, hogy a V bdzison f*;7 és v}
ugyandgy hatnak; tehat megegyeznek. Ezért f*; = V:-k7,'71 (t egy bazist bazisba visz, tehat
létezik inverze). Behelyettesitve a kérdéses matrixra [V?‘tfl(go(a(e i]k,n adédik, ami nem

mas, mint a rflqw leképezésnek az eredeti bazisokban felirt matrixa. Mivel adott bazisok-
ban a szorzat matrixa megegyezik a tényez6k matrixdnak a szorzatdval, ezért valoban:

Flo1E = VeV ViV - YoV (]
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Specidlis esetként adédik az alabbi

Kiegészités. Az U =1+ esetben (ekkor feltétel szerintV=U,F=E ést =0):

Elgl® = Vo=V VgV . Vo1V,
Az U = K esetben (ekkor feltétel szerint U=E = {1} és o =1):
F=Vie "WV VM,  azaz  Fvi=Vie 'V Vvl

A V = K esetben (ekkor feltétel szerintV=F = {1} ést =0):
(w1 = Y- Vo1V m

Megjegyzések
1. Trjuk fel o matrix4t az E bazisban:
| O O -1

Ez nem mads, mint U[a_laa]U = U[O’]U, azaz a kisérd transzforméciok métrixa az dj bazisban
is ugyanaz, mint a régiben.

2. Az 4j bézisra val6 attérésnél szerepel egy [t~ '] alakd métrix. Mivel a szorzat métrixa egyenld
a matrixok szorzataval, ezért [r_l][r] = [1'_1 7] = [t]. Azt mér tudjuk, hogy [¢] métrixdban a f&dia-
gondlis minden eleme 1, s a tobbi elem 0. Ez a megfelel6 méretli egységmatrix, és ezért [t alr
métrix inverze: [t]'. Az inverz métrix meghatdrozasaval a kovetkezd pontban foglalkozunk. O

Feladatok

1. Legyenek U = {uy,...,u,} és E = {e],...,e,} az U vektortér bazisai. Legyen e; =
= Z i juj. Trjuk fel a o kisérd transzformaci6 matrixét.
j

2. Legyenek E = U (nem E = U) az U tér bézisai. [rjuk fel a o kisér transzformacié matrixat.
3. Hatdrozzuk meg az dj bézisrdl a régire valo attérés kisérd transzformacidinak a matrixat.

4. Hogyan véltoznak meg a fent targyalt tételek, ha a vektorterek nem feltétleniil véges dimen-
zidsak?

5. Tekintsiik a modulo 30 vett egész szdmokat mint Z-modulust (Z3¢). Bizonyitsuk be, hogy
a kovetkez6 ,,vektorrendszerek™ bazist alkotnak: {1}, {6, 25}, {10, 21}, {15, 16}, {6, 10, 15}. frjuk fel
az n ,,vektor” koordindtdit e bazisokban. Hatdrozzuk meg az ezekhez tartozé kisérd transzformacidk
matrixdt (a megfelel§ bazisban). Bizonyitsuk be, hogy ennek a modulusnak minden homomorfizmusa
¢n - k — n -k alakd (n, k € NU {0}). Hatdrozzuk meg, hogy miképpen véltoznak a matrixok az tj
bazisra val6 attérésnél.
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3. Matrix rangja és inverze

Ha egy leképezés matrixa egy alkalmas bdzisban esetleg diagondlis alakd, akkor vild-
gos, hogy az a leképezés a bazisvektorok irdnydban hogyan hat; amibdl a leképezés teljes
hatdsa konnyen meghatdrozhaté. Altaldban a leképezések nem ilyenek, de majd latni fog-
juk, hogy minden leképezéshez tartozik olyan bazis, amelyikben a leképezés matrixa eléggé
elarulja a leképezés hatdsat. Az U4j bazisra val6 attérésnél altaldban egyenként vesziink fel
egy-egy Uj bazisvektort (hasonléképpen, mint a kicserélési tételnél). Eppen ezért hasznos,
ha megnézziik, milyen alakd az ilyen leképezések maétrixa.

Lattuk, hogy ha U = {uy,...,u,} az U és V = {vy,...,v,} a U vektortér egy-egy
bézisa, akkor a {(V;u; | 1 <i < n,1 < j < k} vektorok a Hom (U, 1) egy bazisit
alkotjak. A U = U esetben V = U. Ekkor a fenti baziselemekre ¢; ; = u;u; adédik. Ezek a
leképezések a kovetkezO ,,szabdly” szerint szorozhatok Ossze: &; j - €p.q = 8; p - €i, 4. Ezek
mindegyikének 1 a rangja. Az i = j esetben a négyzete dnmaga, az i # j esetben a négyzete
a null-leképezés. Ezeknek az eseteknek az altalanositdsara is sziikségiink van:

4.5. Definici6. Az « € End (U) elemet nilpotensnek nevezziik, ha van olyan n € N,
amelyre " = w. Az o € End (U) elemet idempotensnek nevezziik, ha o’ =a. [ |

4.8. Tétel. Ha a € End (U) nilpotens, akkor 1 — o is és .+« is invertdlhato; az ?=w
esetben | — o és  + « egymads inverzei.

Bizonyitas. Ha of = o, akkor trividlis szamoldssal kapjuk, hogy

(L—Ol)-(L+Ot+~-~+0[k71)=L—Olk=L.
A masodik 4llitds abbdl kovetkezik, hogy of = w esetén (—a)f = w is igaz. A fenti bizo-
nyitasbdl az o? = w esetben (¢t — a)(t + ) = ¢ kivetkezik. [

4.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az End (U) valamely £ # w elemére ¢ = ¢. Ekkor  + ce
c

pontosan akkor invertdlhato, ha c# — 1. Ekkor (1 + ce) l=1— T1 £.
c

Bizonyitas. A c# — 1 esetben létezik d = %, és igy
c

(t+ce)t—de)=1t+(c—d—cd)e=1t+(c—d(l+c)e=1t.
Amennyiben ¢ = —1, akkor £# w miatt 1étezik olyan u € U vektor, amelyre v = g(u)#
#0. Erre ¢ = ¢ miatt
t=e)v)=uv)—¢e(v)=v— ez(u) =v—¢e(u)=v—v= Bo,

ami azt jelenti, hogy Ker (¢« — €)# {0}; tehat : — & nem invertalhatd. [ |

4.6. Definicié. Az U vektortérnek a rogzitett U bdzishoz tartozé ¢ + ce; ; alaki endo-
morfizmusait elemi transzformacioknak nevezziik, kivéve, hai = j és ¢ = —1. [}
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Megjegyzések

1. Az elemi transzformdaciék valdjdban a matrixok elemi dtalakitdsainak felelnek meg, mint
azt latni fogjuk. A célunk az, hogy a vektortérben elemrdl elemre Gjabb és djabb bazist keressiink,
mig végre a leképezés matrixa kivdnalmainknak megfeleld alakot 6lt. A vizsgdlt bdzisokhoz tartozé
elemi transzformdciok minden 1épésnél megvaltoznak. Tekintettel arra, hogy az adott transzformé-
ci6 matrixa is ,,ugyanolyan médon valtozik” minden 1€pésnél, ezért e matrixoknak megfelel6 elemi
atalakitasoknak a ,,matrixleirdsa” mindig ugyanolyan lesz.

2. A 4.8. és a 4.9. Tételek alapjan egy elemi transzformdciénak az inverze is elemi transzfor-

macid; mégpedig ugyanolyan ,,jellegli”, mint az eredeti.
3. Az elemi transzformécioknak két kiilonbozd tipusa van, annak megfeleléen, hogy i = j vagy

sem. Ezeket, illetve a megfelel6 matrixukat a 4.11. Tételben fogjuk jellemezni. ]
4.10. Tétel. Legyen U = {uy,...,u,} az U vektortér adott bazisa, és o = t + cej j
egy ezen bazishoz tartozo elemi transzformacio. Ekkor a o (U) = {o(u)), ..., o(u,)} bdzis

tigy all el6 az eredetibél, hogy az i-edik bazisvektor c-szeresét hozzdadjuk a j-edik bazis-
vektorhoz; és a j-edik bazisvektort kivéve a tobbit vdltozatlanul hagyjuk.

Bizonyitds. Az ¢; j(u;) = ujuf(u;) =;(8;,) = 8; ;u; Osszefiiggés alapjin

Uy, ha t#l

U(u’)zu’+08i”u1={u-+cu- ha t=i
i Jo =1,

mint allitottuk. [ |

Megjegyzés. Az i = j esetben a tétel szerint az i-edik bazisvektort kell megszorozni (1 +c)-vel.
Ha ¢ = —1, akkor ennél a transzformdciéndl az i-edik bdzisvektor o-ba megy &t; tehdt az eredeti
bazis képe nem lesz bazis. ]

4.11. Tétel. Legyen U = {uy,...,u,} az U vektortér egy bdzisa és legyen o egy
]U

elemi transzformacio. Ekkor U[cr a kovetkezo alakii:

(1) Hai = j, akkor a matrix fodiagonalisaban az i-edik elem 1 + c, a fédiagonalis
tobbi eleme 1 és a matrix tobbi eleme 0.

(2) Az i# j esetben a fodiagondlis minden eleme 1, a j-edik sor i-edik eleme c és a
matrix tobbi eleme 0.

Bizonyitas. Mint tudjuk, [t +cs; ;] = [t] +c[e;, j]. « mdtrixdban a f6diagondlis minden
eleme 1 és a matrix tobbi eleme 0. Tovabba:

—_

U . hap=j,q=i
pleijlg = u’;uju?‘uq(l) =8p,j - diq = { 0 maskor,

amibdl azonnal kovetkezik az allitas. [ |

4.12. Tétel. Legyen W l) ULV, tovabbd U = {uy, ..., u,} az U vektortér egy
bdzisa és az €; j = Uju; jeloléssel o =+ ce; j az U egy elemi transzformdcioja.

Ezt az elemi transzformdciot végrehajtva az ij bdzisban ¢ madtrixa tigy kaphato az ere-
detibdl, hogy annak i-edik oszlopdhoz hozzdadjuk a j-ediknek a c-szeresét. A  esetében
annak j-edik sordbol kivonjuk a i -ediknek a d-szeresét, ahol o l=1— ds;, -

Ezekben az esetekben azt mondjuk, hogy a mdtrixon elemi atalakitdst végeztiink.
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Bizonyitas. A ¢ matrixa az (j bazisban ugyanaz, mint o a régiben. Tekintsiik ennek
a matrixnak az r-edik oszlopat:
[poly = [pou,] = [pu,] + clpu;uiu,] = [pu,]+cd; y[pu;] =
_ [e]r, ha r#i
lpli +clelj, har=i.
Y esetében az Uj bazisban matrixa megegyezik vy matrixdval a régi bazisban, ahol

T =0 !. A 4.6. Definici6 utini masodik megjegyzés szerint T ugyanolyan jellegi, mint o
A fenti bizonyitashoz hasonléan:

sltyl = [uity] = [ug] — dufu;u ] = [uf] — dés ;0] =

_ [, ha s# j
jlvl—dily], has=j.
Ezzel allitasunkat bizonyitottuk. [ |

Megjegyzés. A matrixoknak kétféle elemi atalakitdsa van. Az i # j esetben egy sorhoz (oszlop-
hoz) egy tdle kiilénbozo sor (oszlop) skalarszorosat adjuk hozzd. Az i = j esetben viszont egy sort
(oszlopot) szorzunk egy nemnulla skaldrral.

A determindnsok tdrgyaldsanal lattuk, hogy négyzetes matrixok esetében az elsd fajta elemi ata-
lakitds nem viltoztatja meg a matrix determindnsat; mig a masodik fajtdndl a determindns a szerepld
skaldrral szorzédik. (Ez egyébként akkor is igaz, ha a skaldr 0.) g

Lattuk, hogy milyen kapcsolat dll fenn egy leképezés matrixai kozott. Most azt nézziik
meg, hogy mi mondhat6 azokrdl a leképezésekrdl, amelyeknek a matrixa megegyezik. Erre
azért van sziikség, mert altaldban a matrixok adottak.

4.13. Tétel. Ha V[oz]U = F[,B]E, akkor vannak olyan o, v invertdlhato homomorfiz-

musok, amelyekre 8 = rao L.

Bizonyitas. Eleve nem tessziik fel azt sem, hogy o és 8 ugyanazokat a vektortereket
és ugyanoda képezi le. Legyen V a U vektortérnek, U az U vektortérnek, F az F vektor-
térnek és E az & vektortérnek a bazisa. Mivel a mdtrixok egyezd alakdak, ezért |V| = |F|
és |U| = |E|, tehdt a V* és az ¥, valamint az U és az & vektorterek egyenlé dimenzidsak.
Léteznek tehdt o : U — & és t : UV — F izomorfizmusok. Azt is feltehetjiik, hogy ezek az
izomorfizmusok a felvett bazisokat viszik egymdsba; méghozza tgy, hogy a képelemnek
ugyanaz az indexe, mint az eredetié. A jobb 4ttekinthet6ség végett a fellépd leképezéseket
egy uUgynevezett diagrammal dbrazoljuk:

uU—2—p
o T‘
s . g

Mivel a U és az F terek kiilonboz8knek tekinthetSk, mindkét térben jelslhetjiik ugyandgy
a dudlis bazist. E két matrix megegyezése azt jelenti, hogy a bazisok megfelel§ elemeire
viau; = ffBe;. Vegyiik most figyelembe, hogy f; = tv; és e; = ou;. A & = fif; =
= frv; Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy £t = vi (hiszen £}t V-t képezi le az alaptestbe).
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Ez utébbit v = fi7 ' alakba frva azt nyerjiik, hogy viou; = vit~'Bou; teljesiil minden
indexpdrra. A bazisvektorok linedris fiiggetlensége alapjan ebbdl « = ! B0 kovetkezik,
ami ekvivalens az eredeti 4llitdssal. [ |

4.14. Tétel. Ha az A madtrixra A = [«], akkor r(«) csak az A-tol fiigg. Ezt a szamot
az A rangjdnak nevezziik és r(A)-val jeloljiik. Egy madtrix rangja nem valtozik meg, ha a
madtrixon elemi transzformadciot hajtunk végre.

Bizonyitas. Mindkét allitas azon alapszik, hogy ha af 1étezik, akkor a szorzat rangja
legfeljebb akkora, mint az egyes tényezoké.

Legyen U i) V-5 9. Mivel (xf)(m) = a(B(0)) € Im (@), azaz Im (¢B) < Im (a),
ezért r(af) < r(x). Ha Zciﬂ(ui) = 0, akkor Zcia(ﬂ(ui)) = o is igaz, vagyis Im (af)-

ban a linedrisan fiiggetlen elemek maximaélis szdma legfeljebb annyi, mint Im (8)-ban, azaz
r(aB) <r(B).

Ebbdl konnyen bizonyithatd, hogy ha a szorzat egyik tényezdbje invertilhato, akkor a
szorzat rangja egyenlé a mdsik tényezd rangjaval.

Legyen ¢ = oy, ahol «, B invertdlhatéak. Az el6bb beldtottak szerint (@) < r().
Az invertdlhatésagot felhasznalva ¥ = o~ '~ ! adédik. Itt is kovetkezik az el6bb beldtot-
tak szerint az, hogy r(¥) < r(¢); tehat a két rang megegyezik.

Ezek utdn ratérhetiink a tétel két allitdsdnak a bizonyitisara:

Ha ,,alkalmas” bazisokban A = [«] = [B], akkor a 4.13. Tétel szerint 1éteznek olyan
o, T invertdlhatd6 homomorfizmusok, amelyekre g = tao "', Az elérebocsdtottak szerint
tehat r(a) = r(B).

A 4.12. Tétel szerint, ha egy matrixon elemi atalakitast végziink, akkor ez annak felel
meg, hogy a ,,megfelel6” leképezést egy invertalhatd leképezéssel szorozzuk. Az elérebo-
csétottak szerint tehdt a matrix rangja nem véltozik meg. [ ]

4.15. Tétel. Elemi dtalakitasok sorozatdval elérhetd, hogy egy matrix két sordt (osz-
lopat) felcser¢ljiik.

Bizonyitas. Két sor (oszlop) felcserélése azt jelenti, hogy az eredeti bazisban (illetve
ezek egyikében) két bazisvektort felcseréliink. Elég tehit azt megmutatni, hogy ez elérhetd
elemi transzformacidkkal. Mivel itt a bazisnak csupan két eleme szerepel, ezért elég csak
ezeket figyelembe venni. Legyen e két bazisvektor u és v. Az

(u,v)—> (u+v,v) > (u+v,v—(u+v))=(a+v,—u) -
— @+v+(—u),—u) =(v,—u) - (v, (—D)(—uw)) = (v,u)

sorozat minden egyes 1épése elemi transzformdcid; és végiil a két bazisvektor felcseréls-
dik. [ ]
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4.16. Tétel. Részmatrix rangja nem lehet nagyobb, mint az eredeti matrix rangja. Egy
madtrix rangja megegyezik linedrisan fiiggetlen oszlopainak (sorainak) maximalis szdmaval.
Egy matrix rangja r, ha van olyan r sori négyzetes részmatrixa, amelynek a determindnsa
nem 0, de barmely s > r esetén az 0sszes s soru négyzetes részmdtrixanak a determi-
ndnsa 0.

Bizonyitas. Legyen A = [«], ahol « : U — UV és uy, ..., u, az a bdzis, amelyben a
fenti matrixfelirds megvaldsul. A rangja az a(u;) vektorok generdlta altér dimenziéja. Ha
e vektorok koziil egyet elhagyunk, akkor a dimenzié nem néhet. Ez az eredeti matrix egy
oszlopanak az elhagyasat jelenti. Egy sor elhagyédsara vonatkozéan ezen kiviil még azt is
figyelembe kell venni, hogy a transzpondlt matrix rangja megegyezik az eredetiével. Az
elsé allitds most mar a részmatrix definici6jabol kovetkezik.

Mivel r(A) = dim(Im («)), ezért a mdsodik allitdsnak az oszlopokra vonatkozd része
is igaz; a sorokra vonatkozd résznél ismét figyelembe kell venni a transzpondlt rangjara
vonatkozé eredményt.

Ha az A matrix rangja r, akkor van r darab fiiggetlen oszlopa. A tobbit elhagyva
olyan maétrixot kapunk, amelynek » szamu oszlopa van, és ugyanennyi a rangja is. Hason-
16képpen jarhatunk el a sorokkal is; ekkor egy olyan négyzetes métrixhoz jutunk, amelynek
sorszdma is, oszlopszdma is és rangja is . A determindnsrdl tanultak alapjdn e métrix deter-
mindnsa nem lehet 0, mert sorai fiiggetlenek. Ha s > r, akkor barmely n — s sor és oszlop
elhagyésaval olyan négyzetes matrixhoz jutunk, amelynek rangja < s, tehat sorai sszefiig-
genek. Ugyancsak a determindnsra bizonyitottak alapjan ebbdl kovetkezik, hogy e matrix
determindnsa 0. [ |

4.17. Tétel. Elemi transzformdciokkal minden matrixbol olyan [a; ;] mdtrix nyerheto,
amelyben a ,,fodiagondlis” elsé r eleme 1, a mdtrix t6bbi eleme 0 (azaz a;, ji=1, hai =
= j <r ésa;j =0 mdskor); és itt r a matrix rangja.

Bizonyitas. Ha a matrix minden eleme 0, akkor készen vagyunk. Ha van a matrix-
ban nemnulla elem, akkor a 4.15. Tétel szerint elemi atalakitasokkal elérhetS, hogy ez az
elsé sor els6 eleme legyen. Az els6 sort ennek az elemnek a reciprokdval megszorozva
az Uj matrixban az els6 sor elsd eleme 1 — ez is elemi 4talakitds. Ugyancsak elemi dta-
lakitasokkal (az elsd sor, illetve oszlop megfeleld tobbszoroseinek a tobbi sorbdl, illetve
oszlopbdl vald kivondsaval) elérhetd, hogy az elsé sorban és oszlopban minden tovabbi
elem O legyen. Az eljarast most azzal a részmatrixszal folytatjuk, amelyik az eredetibdl
az els6 sor és oszlop elhagyasaval keletkezik. Ennek a matrixnak minden elemi atalaki-
tdsa természetesen az eredetinek is elemi 4talakitisa. Az eljards addig folytathatd, amig a
megmaradd részmdtrixnak (ha ilyen van) minden eleme O lesz. Ilyen médon egy, a tétel-
ben eldirt alakd matrixot kapunk, amelynek a rangja a 4.14. Tétel szerint megegyezik az
eredeti matrix rangjaval. E matrixban az els6 r sorbdl és oszlopbdl all6 négyzetes matrix
determindnsa 1. Ha mas sor vagy oszlop (is) szerepel, akkor a determindns O, hiszen egy
soranak (€s oszlopanak) minden eleme 0. A 4.16. Tétel szerint tehat a matrix rangja r. W
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A most targyalt eljards tulajdonképpen alkalmas egy négyzetes matrix determindnsa-
nak a megéllapitdsara; amennyiben az el6fordulé osztdsokat nem végezziik el. Ekkor egy
diagondlis matrixot kapunk. A fenti 1épéseknél a determindns (mint ott bizonyitottuk) nem
valtozik meg; csupdn a sorcserénél valt eldjelet. Ezt figyelembe véve megkaphatjuk a deter-
minanst.

A fenti eljards segitségével elég egyszerlien meghatirozhatjuk egy négyzetes matrix
inverzét is:

4.18. Tétel. Legyen A egy négyzetes matrix. Ha determindnsa nem 0, akkor A
csak az oszlopokkal végzett elemi dtalakitasokkal dtvihetd az I identitismatrixba. Ha egy-
szersmind az identitdsmadtrixszal is sorban elvégezziik ezeket az elemi atalakitisokat, akkor
ebbdl pontosan az A matrix inverzéhez jutunk.

Természetesen hasonlo eredményt kaphatunk, ha az dtalakitdsokat csak a sorokkal
végezziik.

Bizonyitas. Legyen — alkalmas béazisokban — A = [¢], ahol « : U — U. A 4.17.

Tétel szerint 1éteznek olyan oy, ..., 05 és 1y, ..., 7, elemi transzformacidk, amelyekre a
B =1 -«a-o transzformacié matrixa az identitdsmatrix, azaz B =, ahol Tt =7 -...- 71 és
o =o01-...-05. AKkapott t = T - o - o egyenlGséget balrél t inverzével és jobbrdl t-val
szorozva azt kapjuk, hogy t =« - o - 7.
Ez azt jelenti, hogy o - T az « inverze. Ezt tigy frhatjuk, hogy « ' =1 -0 - 7.
Azit=a-0y-... 05 Tp ... 71 Osszefliggés azt mondja, hogy az A matrixbdl az

oszlopokkal a megfelel§ elemi atalakitdsokat elvégezve (el6szor a o-hez tartoz6t stb.) az

identitdsmatrixhoz jutunk. Ezzel az elsd allitdst mar igazoltuk is.

Aza ' = -0y-...-05-7,-. . -7 felirds alapjan azt kapjuk, hogy ha az identitasmatrixbol
indulunk ki, akkor ugyanez az elemi atalakitds sorozat az A matrix inverzét szolgaltatja. W

A gyakorlatban sok moédszer ismeretes az inverz mdtrix meghatdrozdsara. Ezek
,,sikere” azon mulik, hogy az eredeti matrix milyen ,,feltételek’-nek tesz eleget. Itt most egy
olyan eljarast mutatunk meg, amelyik a diddfelbontdson alapszik. Az eljaras alapgondolata
— leképezésekre megfogalmazva — a kovetkezé:

4.19. Tétel. Legyen a : U — U egy invertalhato transzformdcio és legyen rogzitve
egy bazis. Ekkor eldonthets, hogy milyen u, v esetén létezik inverze az o + Vu* transzfor-
madcionak és az inverz egyszertien meghatarozhato.

Bizonyitas. Az a = esetben a 4.9. Tételhez hasonl6an jarhatunk el. Legyen u*v(l) =

¢ . Ennek

= c. Ha ¢ = —1, akkor nincs inverz, egyébként az inverz « — dvu*, ahol d = 7
+c

a bizonyitdsa ugyanigy torténik, mint a 4.9. Tételé.

Az éltaldnos esetben az o + Vu* = (1 + o~ 'Vu* = a(l + a1 (V)u*) Ssszefiiggésbol
ad6do __
(+vVu") ' = ((+a" 1 (vu*) la!
egyenldség alapjan kaphatjuk meg az inverzet. [ ]
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Megjegyzés. Ez az eljaras ,,diagondlisan domindns” matrixok esetén hasznalhaté. Ez azt jelenti,
hogy a matrix A = D + T alakd, ahol D egy invertdlhat6 diagondlis matrix és T-nek kicsi a rangja.
Ekkor ugyanis a diagondlis matrix inverze trividlisan ad6dik (a megfelel§ diagondlis elemeknek kell
venni az inverzét); és a 4.19. Tételbeli 1épést kell annyiszor alkalmazni, amekkora a T rangja.

A gyakorlatban — kozelitd adatok esetén — a ,,nagyon kis elemii diddokat” el is hanyagol-
hatjuk. |

Feladatok

1. Trjuk fel az ¢; ; =W, u leképezések métrix4t az adott U bazisban.
2. Milyen alakd az ¢; ; = u ju; leképezések matrixa tetsz6leges bdzisban?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy madtrixnak csak a soraival végziink elemi 4talakitast, akkor
az a kovetkezd alakra hozhaté: Minden i sorindexhez létezik egy f(i) > i oszlopindex, Ggy, hogy
a;j=0,ha j < f(@i); ai iy =1, fG+1)> f@).

4. A sik derékszogti forgatasdanak a matrixa semmilyen bazisban sem lehet diagondlis. Elemi
transzformdacidkkal viszont diagondlis alakra hozhat6. Nem ellentmondds ez?!

5. Legyen o az U vektortér egy linedris transzformacidja és U%; (i = 1,...,r) az o invaridns
alterei, amelyekre & = V| @ --- @ V. Milyen alakid lesz o métrixa egy olyan béazisban, amelynek
minden eleme valamelyik ¥¥;-ben van; mégpedig tigy, hogy el6szor a V1-be esd, majd a U*,-be esd
stb. bazisvektorokat soroljuk fel?

6. Irjuk fel egy idempotens transzformacié métrixat ,,alkalmas” bazisban.

7. Irjuk fel egy nilpotens transzformacié matrix4t ,,alkalmas” bézisban.



OTODIK FEJEZET

BIHOMOMORFIZMUSOK

1. Bilinearis leképezések, bilinearis formak

A szdmok szorzasandl a disztributivitas azt fejezi ki, hogy a szorzds — mint két-
valtozos fiiggvény — barmelyik tényezSt rogzitve a masik tényezbben ,,additiv’. Hasonld
jelenséget figyelhetiink meg a vektortér axiomdindl is: (a+b)u = au+bu és a(u+v) = au+
+av. Ez a tulajdonsdg fenndll a matrixok szorzatéra is: ha létezik az A; B;j matrixszorzat,
akkor (A1 +A2)Bj = A1Bj+AxBj és A;(B1+By) = A; Bi + A; B>. A métrixokra bizonyitott
c(AB) = (cA)B = A(cB) tulajdonsag alapjan azt is l1atjuk, hogy a szorzds egyik tényezdjét
rogzitve a masik tényezdben linedris fliggvényt kapunk. Vildgos, hogy ez a megel6z6 két
esetben is igaz. A linedris fliggvényeket linedris leképezéseknek vagy homomorfizmusok-
nak is nevezziik. A homomorfizmus sz6 a legaltalanosabb; ez azt jelenti, hogy nem szamit,
milyen miiveletek vannak értelmezve; a leképezés legyen mivelettartd. Ennek megfeleléen
itt is felsoroljuk az ,,altaldnos” elnevezést is.

5.1. Definicié. Legyenek adottak a K test feletti U, U*, W vektorterek. Egy B : U x
x U — W leképezést bihomomorfizmusnak vagy bilinedris leképezésnek neveziink, ha
barmelyik valtoz6jit barhogyan rogzitve a masikban linedris leképezést kapunk. A W = K
esetben bilinedris fiiggvényrél fogunk beszélni.

2

Ha a K test helyett egy R gyfir( feletti modulusokat néziink, akkor csak a bihomo-
morfizmus elnevezést hasznaljuk.

Bihomomorfizmusok egyenléségét fiiggvényegyenlSségként definidljuk.
A bihomomorfizmusokat vastagitott latin nagybettikkel fogjuk jel6lni. [ |

Egy bihomomorfizmus nem a direkt szorzat homomorfizmusa. Ez azonnal lathatd, ha
a bihomomorfizmus jelentését formulakkal megfogalmazzuk:

5.1. Tétel. AB: U xUV — W fiiggvény akkor és csak akkor bilinedris leképezés, ha
tetszéleges u,u’ € U, v,V € V* és c € K esetén érvényesek az alibbiak:
(1) B@+u',v)=B(u,v) + B, v),
(2) B(u,v+V) =B(u,v) +Bu, V),
3) B(c-u,v)=B(u,c-v)=c-B(u,v). [ |
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5.2. Tétel. Az U x V — W bihomomorfizmusok K -vektorteret alkotnak az aldbbi
miiveletekre:

(1) (¢B): (u,v) > c-(Bu,v)),
2) (A+B): (u,v) =~ A(u, v) + B(u, v).

Bizonyitas. A linedris leképezésekre vonatkozé skaldrszoros €s Osszeg definicidja
alapjan vildgos, hogy mindkét esetben bilinedris leképezést nyeriink. A vektortér-axiomak
teljesiilésének trividlis kiszdmoldsat az olvaséra bizzuk. [ |

A két valtozé természetesen ,,nem cserélhet helyet”, annak ellenére, hogy a B'(v,u) =
= B(u, v) is bihomomorfizmus; hiszen ez a ¥ x U vektorteret képezi W -be. Ez a helycsere
még akkor sem lehetséges, ha az U és V* vektorterek megegyeznek. Abban az — egyébként
igen fontos specidlis esetben, amikor ez lehetséges, ezekre a bilinedris leképezésekre
kiilon elnevezést hasznélunk:

5.2. Definicié. Az S : U x U — W bihomomorfizmust szimmetrikusnak nevezziik, ha
minden u, v € U esetén S(u, v) = S(v, u) teljesiil.

AT :UxU — W bihomomorfizmust antiszimmetrikusnak nevezziik, ha minden
u, v € U esetén T(u, v) = —T(v, u) teljesiil. [ |

z 2z

Kés6bb majd l4tni fogjuk, hogy az antiszimmetrikus leképezések legalabb olyan fon-
tosak, mint a szimmetrikusak. Az els6 erre utald jelet az alabbi tételben fogalmazhatjuk
meg:

5.3. Tétel. Egy T :U x U — W bihomomorfizmusra az aldbbiak ekvivalensek:

(1) T antiszimmetrikus.
(2) Hau € U, akkor T (u, u) = o.
(3) A fiiggvényérték nem valtozik, ha valamelyik argumentumhoz hozzaadjuk a masik
argumentum egy skalarszorosdt, azazu,v € U és c € K esetén
Ta+c-v,v)=T@,v+c-u) =T,v).

Bizonyitas. Ha T antiszimmetrikus, akkor T(u, u) = —T(u, u), amib6l T(u,u) = o
kovetkezik.
Ha (2) igaz, akkor a bilinearitds alapjan
Ta+c-v,v)=T@,v)+c-T(v,v)=T(ua,v) és
T, v+c-u)=T@,v)+c- T, u)=T(u,v).
(3)-bdl a 4.15. Tétel bizonyitdsdhoz hasonldéan kaphaté az antiszimmetria:
T, v)=Ta+v,v)=Ta+v,v—(u+v))=Tu+v, —u)=
=Tu+v—u,—u)=T(v,—u)=—-T(v,u). [ |

5.4. Tétel. Legyen A azU xU-t aW -be vivé bihomomorfizmusok tere. Ennek egy
illetve I alterét alkotjak a szimmetrikus, illetve az antiszimmetrikus bihomomorfizmusok.
Ezekre teljesiil: M =& & T .
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Bizonyitas. Az, hogy & és J mindegyike altér, az vildgos. Az is nyilvanvald, hogy
(ha K-ban 1 + 1#0, akkor) a két altérnek egyetlen kozos eleme az azonosan o leképezés.
A direkt 0sszeg felbontdshoz most mar csak azt kell megmutatni, hogy barmely bilinea-
ris leképezés felirhaté egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus leképezés Osszegeként.
Tekintsiik evégett a B-vel egyiitt azt a B* leképezést, amelyre B*(u, v) = B(v, u). Vildgos,
hogy ez is bihomomorfizmus és ugyancsak eleme ./{-nek. Legyen most:

1 1
S=—.B+B* é T=—.(B-B".
2( ) és 2( )

Vildgos, hogy B = S + T. Trividlis szdmoldssal belathaté az is, hogy S szimmetrikus és T
antiszimmetrikus. [ |

5.5. Tétel. Legyen B : U x V' — W bihomomorfizmus, o : W' — U, B : VW — V* és
y : W — W' homomorfizmusok. Ekkor a y(B(a(u'), B(V)) formulival megadott leképe-
zés egy U x VW — W' bihomomorfizmus.

Bizonyitds. A leképezések kompozicidja alapjan vildgos, hogy egy U’ x VW — W’
leképezést kaptunk. Ha u’ rogzitett, akkor a(u’) sem viltozik. Ekkor B bihomomorfizmus
volta miatt hdrom homomorfizmus kompozici6jit kapjuk. Hasonl6 eredmény adédik v/ rog-
zitése esetében is. [ |

A homomorfizmusokhoz hasonléan a bihomomorfizmusok is eldirhatok egy ,,bazispa-
ron”:

5.6. Tétel. Legyen U ={u; |i € I} az U vektortérnek ésV ={v; | j € J} al* vek-
tortérnek egy-egy bazisa. Ekkor tetszbleges {w; j € W | (i, j) € I x J} vektorrendszerhez
létezik pontosan egy olyan B : U x U — W bihomomorfizmus, amelyre B(u;,v;) = w; ;.

Bizonyitas. Az egyértelmiiség azonnal kovetkezik a bilinearitdsbdl, tekintettel arra,

hogy minden vektor (egyértelmiien) eldallithaté a bazisvektorok linedris kombinaciéjaként.
Ez a B leképezés tehat csak ugy definidlhatd, hogy:

B Zc,‘ui,ZdjVj =chidjwi,jv

icly jedo icly jedo

ahol Iy € I és Jy € J valamilyen véges részhalmazok. Mivel U és V bazisok (tehat
fiiggetlen rendszerek), ezért a fenti Osszefiiggés valdban egy leképezést definial. Vildgos,
hogy itt akdr az elsd, akdr a mdsodik argumentumot rogzitjiik, a kapott leképezés pontosan
Ugy van megadva, mint ahogy azt a linedris leképezések esetében tettiik. [ ]

A W vektortérnek is tekintve egy bdzisit azonnal adédik a kovetkez6:
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Kiegészités. Ha W = {w,, | m € M} a' W vektortér egy bazisa, és ebben a bdzisban
W= Z e j.mWm, ahol My C M is egy véges részhalmaz, akkor
meMy

B Zciui,ZdjVj ZZZ Z Cidjei,j,mwm-.

iely jedo iely jeJomeM,

Kovetkezmény. Minden U x UV — W bilinedris leképezés egyértelmiien meghata-
rozhaté U x U — K bilinedris tiiggvényekkel.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a fenti kiegészitésben szerepld formula egyértelmien adott

a B, Zc[ui, Z divj | = Z Z Z cidje; jm leképezésekkel. E leképezések

iely jedo iely jeJomeM,
mindegyike az U x UV vektorteret képezi le K-ba. Ezek a leképezések w (B(u, v)) alakdak,
ahol w, a megfelel§ dudlis bazis elemein fut végig. Az 5.5. Tétel szerint tehdt bihomo-
morfizmusok. [ |

7z z

Megjegyzés. Ez az eljards csak akkor vihet§ at maradéktalanul modulusokra, ha a % modulus-
nak 1étezik bazisa. g
Tekintsiik az 5.6. Tételben szereplé U és V bazisokat. Legyenek x = in“i ésy=
i
= Z yjv; adott vektorok. Legyen tovdbbd a B : U x U — K bilinedris fiiggvényre
J
B(u;, v;j) = b; j. Ekkor a B bilinedris fiiggvényre B(x,y) = Z Zbiij,’yj teljestl. Itt x;
i
€s y; tetszOleges K-beli elemek lehetnek; vagyis ,,véltozok”. Ennek megfelel6en tekint-
hetjiilk 6ket hatdrozatlanoknak, amikor is egy n + k hatdrozatlani polinomot nyeriink. E
polinomokban az x;-knek (y j-knek) tetsz8leges rogzitett értéket adva, a tobbi hatdrozatlan-
ban (homogén) linedris polinomokat nyeriink.

5.3. Definicid. Az x; és y; hatdrozatlanokban felirt K-beli egyiitthatds Z Z bi jxiyj

o
polinomot bilineéris formadnak vagy bilinedris alaknak nevezziik. [ |

o

Megjegyzés. Tekintsik a K szamtest feletti K[xy,...,x,, y1,..., Y] polinomgytriiben a
Zci, jXx;yj alakd ,bilinedris” polinomokat. Ezek a polinomok a polinomokkal végezhetd miive-

letekre nézve vektorteret alkotnak a K test felett. Tekintsiik az wy, ..., u, bazisa U és a vy, ..., vk
bazisd U vektortereket.

TetszSleges B : U x I — K bilinedris fiiggvény egyértelmiien definidlhaté a B(u;, v;) = ¢; ;
egyenl8ségekkel — és ezek az egyenléségek mindig megadnak egy bilinedris fiiggvényt. Az ezekkel
a konstansokkal megadott bilinedris fiiggvénynek megfeleltetve a Z ¢;,jx;y; alaki bilinedris poli-

nomot egy izomorfizmust nyeriink a fenti vektortér és a bilinedris fiiggvények vektortere kozott (a
bizonyitas trividlis). O
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Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az 5.3. Tétel nem igaz, pontosabban szélva nem igy igaz; €s kiiszo-
boljiik ki a hidnyossagot.

2. Mutassuk meg, hogy az 5.6. Tételben, ha valamelyik bazis helyett generatorrendszert mon-
dunk, akkor az egyértelmiiség igaz, de a bithomomorfizmus nem feltétleniil 1étezik. Ha viszont mind-
két rendszer fiiggetlen, de valamelyikiik nem bdzis, akkor tobb ilyen tulajdonsdgi bihomomorfizmus
is 1étezik.

3. Legyenek U;, V¥, W vektorterek ugyanazon test felett és legyen Jl; j az U; x U — W;
bilinedris leképezések vektortere. Miképpen konstrudlhatjuk meg az .#; ; vektorterek segitségével

a @Pudxv > @w). Puoxv - (]_[W,) (Hu,) x v -~ (Pw),
i j i j i j
(l_[ u,-) x U — (l_[ w j) bihomomorfizmusokbdl 4116 vektortereket?
i J

4. Bizonyitsuk be, hogy barmely B : 4 x 8 — 6 modulus-bihomomorfizmusra és barmely
acdésbe?Belemre B(a,0p) =B(oy, b) = 0g.

5. Legyen B : Q7 x Qz — Q7 bihomomorfizmus. Hany nemnulla racionalis szimpdron kell
megadni a B értékét, hogy ezzel B egyértelmlien meghatdrozott lehessen? Ennek alapjan fogalmazzuk
meg az 5.6. Tételt Z-modulusokra.

6. Mennyi — az Osszeaddsra nézve disztributiv — szorzatot értelmezhetiink Z-n, Q-n és Z,-
en? Ezek koziil mennyi asszociativ? Van-e kozottiikk nemkommutativ?

7. Tekintsiik a komplex egységgyokok € halmazat mint Z-modulust (vektordsszeadds a szor-
z4s, skaldrral val6 szorzds a hatvanyozas). Hatdrozzuk meg az 6sszes 6 x 6 — € bihomomorfizmust.

8. Legyen L a K testnek részteste. Ekkor minden K-vektortér L-vektortér is. Legyenek
U, V, W K-vektorterek. Milyen kapcsolat dll fenn a Bx : & x ¥* — W K-bihomomorfizmusok és a
B, : U x V¥ — W L-bihomomorfizmusok vektorterei kozott?

9. Milyen feltétel mellett lesz két bilinedris leképezés szorzata is bilinearis?

10. Legyenek u € U és v € 1 vektorterek. Bizonyitsuk be, hogy A(u, v) = Uv*, és U = ¥
esetén B(u, v) = v*U is bilinedris leképezések. Hova képeznek?

11. Legyen ¢ : U — UV homogén linedris leképezés. Bizonyitsuk be, hogy C(u, v) = u*¢(v)
bihomomorfizmus. Honnan hova képez?

12. Legyen B* az 5.4. Tételben leirt megfeleltetés, azaz B*(u, v) = B(v, u). Bizonyitsuk be,
hogy B akkor és csak akkor szimmetrikus (antiszimmetrikus), ha B* =B (B* = —B).

13. Tekintsiik a haromdimenziés térbeli vektoridlis szorzatot. Bizonyitsuk be, hogy ez egy anti-
szimmetrikus bilinedris leképezés.
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2. Bilinearis fiiggvények matrixa

Lattuk, hogy barmely U x ¥ — W bilinedris leképezés megadhaté U x UV — K
specidlis bilinedris leképezések egy rendszerével. (Mint az 5.1. Definiciéban mondottuk, a
K-ba torténd bilinedris leképezéseket bilinedris fiiggvényeknek fogjuk nevezni.)

5.4. Definicio. Legyen U = {uy,...,u,} az Ug és V = {vy, ..., v;} a Vg vektortér
egy-egy rogzitett bazisa. Ekkor a B = [B] = [B]U’V = [B(u;, V)], x métrixot a B : U x
x U — K bilinedris fiiggvény adott bazisokban felirt matrixdnak nevezziik. [ |

5.7. Tétel. Rogzitett bazisok esetén tetszoleges B = [b; jl, i matrixhoz pontosan egy
olyan B : U x V" — K bilinedris tiiggvény Iétezik, amelyre [B] = B.

Bizonyitas. Az 5.6. Tétel szerint az adott B = [b; ;], x mdtrixhoz létezik pontosan egy
olyan B bilineéris fiiggvény, amelyre B(u;, v;) = b; ; teljesiil minden széba jov6 index-
parra, ahol 1 <i <n és 1 < j < k. Az 5.4. Definici6 alapjan [B] = B. [}

5.8. Tétel. Adott B : U x V — K bilinedris fiiggvényhez pontosan egy olyan f3 :
UV — U linedris leképezés taldlhato, amelyre az adott bdzisokban [B] = [8]. Ezen a mddon
minden bilinedris leképezés megkaphato.

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy a bilinedris fiiggvények is és a homogén linedris
leképezések is kolcsonodsen és egyértelmiien meghatdrozhatok mdtrixukkal, ezért elegendd
(és sziikséges) azt beldtni, hogy a megadott méatrixok azonos méretiiek.

A B mitrixdban a sorindexek szdma annyi, mint & dimenzi6ja és az oszlopindexek
szdma UV dimenzidjdval egyenlS. Eszerint [B]-nek n sora és k oszlopa van. Mivel 8 egy
k-dimenzids teret képez le egy n-dimenzidsra, ezért § matrixdban k oszlop és n sor van;
mint allitottuk. |

Kiegészités. A fenti megfeleltetésben B = u*B(v), ahol u* az U bdzist az U* dudlis
bazisba képez6 izomorfizmusndl az a vektor képe.

Bizonyitas. Vildgos, hogy u*B(v) mind u-ban, mind v-ben linedris, ha a masik argu-
mentumot rogzitjiik. Elég tehat annak a beldtdsa, hogy a két bilinedris fiiggvénynek az
adott bazisokban ugyanaz a mdtrixa. B matrixa a szerepl6 bazisokban — definicié szerint
— [B(u;, v)]. Egy tetszSleges ¢ : & — F leképezés mitrixa az &-beli E és #-beli F bazi-
sokban olyan, hogy a j-edik oszlopban az e; képe 4ll; mégpedig az i-edik helyen £ ¢(e;).
Esetiinkben ez u;k B(v;). A mitrixok egyenl8sége szerint ez ugyancsak [B(u;, v;)]. [ |

Bilinedris fiiggvények, illetve bilinedris leképezések esetében is sziikséges tudni azt,
miképpen valtozik meg a métrix, ha dj bézisra tériink 4t. Itt is haszndlni fogjuk azokat a
jeloléseket, amelyek a linedris transzformaciok esetében szerepeltek:
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Jelolés. Legyen adva a K test feletti U és U* vektortér, megfelelGen az U = {uy, ...
..., uy}ésaV={vy,..., v} bazisokkal. Vegyiink fel a két vektortérben egy-egy 1j bazist,
U-ban az E = {eq, ..., e,} bazist és V-ben az F = {f,, ..., f;} bazist.

Legyen o : U — U az a transzformdcid, amelyre o(u;) =e; és 7 : U — VU aza
transzformacid, amelyre t(v;) =f; (1 < j <n és 1 <i < k). Ezeket a transzformacidkat
kisérd transzformdcidknak fogjuk nevezni.

Legyen U* = {u, ..., u;} az U-nak, V* = {v], ..., v;} a V-nek, E" = {e*|, ..., e",}
az E-nek és F* = {f*|, ..., f*;} az F-nek megfelels dudlis bazis.

5.9. Tétel. Legyen [B]U’V = V[,B]U. Ekkor — a fenti jelolést haszndlva — [B]F"F =
- V[U*ﬁT]U

Bizonyitas. A bilinedris fiiggvény matrixdnak a definicidja szerint B ) bazisban felirt
matrixdban az i-edik sor j-edik eleme

B(e;. f)) =€/ B(f;) = (c(v;))*B(r(u))) = vio*Bru; = v (c*r)u;,

ami pontosan a Vio* ,B‘L']U matrix i-edik sordnak a j-edik eleme. [ ]
5.10. Tétel. Rogzitett bizisok esetén B(u, v) = [u]"[B][v].

Bizonyitas. Az 5.8. Tételben szereplé 8 homomorfizmusra:
B(u, v) = [B(u, v)] = [v*Bu] = [v*][8][u] = [v][B][u]. [ ]

5.11. Tétel. A B*(v,u) = B(u,v) egyenléséggel definidlt fiiggvény is bilinedris,
amelyre [B*] = [B]'.

Bizonyitas. Az elsé allitas trivialis; a masodik azonnal ad6dik a bilinedris fiiggvény
matrixdnak a definici6jabol. ]

Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az 5.8. Tételben szereplé B : V¥ — U linedris leképezéshez hasonldan
B* : U — V is egyértelmiien meghatdrozza B-t.

2. Hogyan valtozik meg egy bilinedris fiiggvény madtrixa, ha valamelyik bazis elemein egy
elemi transzformdciét végziink?

3. Mutassuk meg, hogy tetszGleges bilinedris fiiggvény esetén a megfelel vektortereken
valaszthatdk olyan bazisok, amelyekben e fiiggvény matrixa ,,diagondlis”. (Ha nem négyzetes a mat-
rix, akkor ez azt jelenti, hogy a métrix a; ; eleme 0, ha i# j.)

4. Milyenek azok a bilinedris fliggvények, amelyeknél valamelyik vektortérnek az alaptestet
valasztjuk?
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5. Legyenek o és 7, mint az 5.8. Tétel utdni jelolésben, és B, valamint 8, mint a Tételben.
Milyen o és t esetében lesz a B — B megfeleltetés az (j bézisban is ugyanez? Mutassunk olyan
példat is, amikor a megfeleltetés megvaltozik.

3. Homogén koordinatak, kvadratikus alakok
a valods térben

5.5. Definicié. Legyen U vektortér a K test felett és A : U x U — K egy biline-
aris fiiggvény. A Q(x) = A(x, x) kifejezést kvadratikus alaknak (kvadratikus formanak)
nevezzik. [ ]

Megjegyzés. Az 5.4. Definicié utdni megjegyzésben szereplé megfeleltetés itt is figyelembe
vehetd. Ekkor a Q(x) kvadratikus alaknak egy Z ¢, jx;x; homogén méisodfoku (kvadratikus) poli-
nom felel meg. Itt is vildgos, hogy a megfeleltetés mindkét irdnyban létrehozhat6, csak az nem igaz,
hogy egyértelmii. A fellépd masodfoki polinomok ugyanis nem kiilonboznek, hiszen példaul xyx, =
= xpx1. Ennek megfelelGen az is lehetséges, hogy az A és B bilinedris fiiggvények esetében A(x, X) =
= B(x, x). a

5.12. Tétel. AzA :UxU — K ésB:UxU— K bilinedris fiiggvények ponto-
san akkor hozzik létre ugyanazt a kvadratikus alakot, ha a kiilonbségiik antiszimmetrikus.
Minden kvadratikus fiiggvényhez pontosan egy olyan szimmetrikus fiiggvény van, amely
ezt a kvadratikus alakot hozza Iétre.

A kvadratikus alakok a skaldrral valo szorzdsra és az Osszeaddsra nézve vektorteret
alkotnak. Az a @ megfeleltetés, amelyik minden bilinedris fiiggvénynek az altala Ilétreho-
zott kvadratikus alakot felelteti meg, egy sziirjektiv homomorfizmus, amelynek magtere
az antiszimmetrikus fiiggvényekbdl all és amelyet a szimmetrikusok alterére megszoritva
izomorfizmust kapunk.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a Tétel els6 része kovetkezik a masodik részbgl.

Tekintsiik a @ megfeleltetést. Ha A és B bilinedris fiiggvények, akkor a C = aA +
+ bB bilinedris fliggvényre C(X, x) = aA(X, X) + bB(x, x). Ezzel igazoltuk, hogy & sziirjek-
tiv homomorfizmus. Az 5.3. Tétel szerint B pontosan akkor antiszimmetrikus, ha Q(x) =
= B(x, x) = 0. Az 5.4. Tétel szerint a bilinedris fiiggvények tere a szimmetrikusoknak és
az antiszimmetrikusoknak a direkt 0sszege; ezért @-nek a szimmetrikusokra valé megszo-
ritdsa valéban izomorfizmus. [ |

Megjegyzések
1. Az el6z6ekbdl vildgosan l4thatd, hogy igen szoros a kapcsolat a koordindta-geometria €s a
vektorterek kozott. Egy helyen azonban ,.ellentmondds™ 1ép fel. Tekintsiik példdul az x — 2y = 3

egyenlet meghatdrozta egyenest. Ez az egyenes nem linedris altere a kétdimenzids vektortérnek; mert
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a vektorterekben minden altér tartalmazza a O vektort. Két lehet6ség kindlkozik a probléma megol-
dasara. Az egyik az, ha a fenti egyenest gy tekintjiik, mint az x — 2y altérnek azt a mellékosztalyat,
amelyik a (3, 0) ponton megy 4t. Ez tulajdonképpen j6, csak technikailag kissé iigyetlen.

A masik lehet&ség a kovetkezd:

A kétdimenzios sikot Uigy dgyazzuk be a haromdimenzids térbe, hogy minden egyes pontjanak
a harmadik koordinat4ja 1 legyen. Igy a fenti egyenlet helyett az x — 2y — 3z = 0 siknak és a z = 1
siknak a metszetér6l van sz6. Mivel a masodik sik rogzitett, ezért az elsd sik teljesen meghatdrozza
a szoban forgd egyenest. S6t, mi tobb, meghatarozza az egyenes ,,végtelen tavoli pontjat” is (vagyis
az egyenes irdnyat). Nevezetesen a z = 0 esetben kapott x = 2y lesz ez az irdny. Illyen mddon a
kétdimenzids sikot ,.kiegészitettiik” az elsd pont feladatai kozott mar targyalt kétdimenzids projektiv
sikka.

Ez az eljarés tetszbleges alakzatndl automatikusan elvégezhetd. Tekintsiik példaul az x2 +2y2 =
=4, illetve az x> — 2y% = 4 egyenletekkel adott ellipszist, illetve hiperboldt. Ezek az x = ;2 ésy=

3
= i—z helyettesitéssel (és x32-nel val6 szorzds utan) a kovetkez6be mennek at: x% + Zx% — 4x§ =0,
3

illetve x12 - 2x§ - 4x§ = 0. Lathat6, hogy a kapott egyenletek bal oldalin homogén (mésodfoku)
polinomok allnak. Ha itt végezziik el az x3 = 0 helyettesitést, akkor azt kapjuk, hogy az els6 alak-
zatnak nincs végtelen tdvoli pontja, mig a mdsodiknak kett§ van. Ezért ellipszis az els6 és ezért
hiperbola a masodik.

Vildgos, hogy a fenti koordinatdk mindegyikét tetsz6leges szimmal szorozva az eredeti alak-
zatnak ugyanazt a pontjat kapjuk.

A fenti eljaras az idézett feladatokndl mar targyalt kovetkezd képet sugallja:

Az n-dimenziés tér minden pontjat az (n + 1)-dimenzids vektortér egy-egy egyenese jellemzi.
Az egyenesek jellemzése sikokkal stb. torténik. Tekintettel arra, hogy ebben a modellben a ,,végtelen
tavoli alakzatok™ is helyet kapnak, ezért nem az euklideszi teret, hanem az ugynevezett projektiv teret
modelleztiik. Ennek megfelelSen a projektiv stk modelljében az elemek a rogzitett O ponton dtmend
alakzatok; a pontokat az egyenesek, az egyeneseket a sikok helyettesitik.

Azt is lathatjuk, hogy a kapott polinom az x;-k rogzitése esetén az y;-knek, mig ezek rogzitése
esetén az elbbieknek lesz homogén linedris polinomja. Amiket kaptunk, azok tehat bilinedris formak.

2. A vektoros ,felfogds” tomorsége f6leg akkor lesz hasznos, amikor az 4j bazisra valé attérést
fogjuk vizsgdlni. A megértést viszont elsegiti az, ha a fenti kapcsolatokat bilinedris és kvadratikus

formakon is végigkovetjiik. Tekintsik a b(xy, ..., Xp, Vi, ..., Yn) = Zb,-, jxiy; bilinedris format.

Itt az y; — x; helyettesitéssel egy q(x1, ..., x,) = Zbi' jxix; kvadratikus alakot nyeriink. A nyert
kvadratikus alak pontosan akkor lesz a trividlis O polinom, ha minden i, j parra b; ; = —bj ;, vagyis
a fenti bilinedris formédban x;y; €s x;y; egyiitthat6i egymdsnak negativjai. Ez azt jelenti, hogy az x;-
ket a megfeleld y;-kkel felcserélve a bilinedris forma a negativjdba megy 4t; azaz antiszimmetrikus.
Ha a b(x1,...,xn, Y1, ..., yn) polinom egyben szimmetrikus is, azaz az x;-ket a megfeleld y;-kkel
felcserélve a bilinedris forma nem valtozik, akkor ez a polinom csak az azonosan 0 polinom lehet;
hiszen ez azt jelenti, hogy b; j = bj; is igaz. (Vigydzat! A fenti polinom szimmetrikussiga nem
ugyanaz, mint a szimmetrikus polinomok esetében!)

Amennyiben a kvadratikus alak adott, akkor nem tudunk kiilonbséget tenni az x;x; és
az xjx; kozott. Ennek megfeleléen egy kvadratikus alakot csak tdgy tudunk megadni, hogy

q(X1, ..., X)) = Zci, jxixj. Ehhez a kvadratikus alakhoz viszont kénnyen megtaldlhatjuk azt a
i<j

b(X1y ooy Xns Vs evesYn) = Zbi'jxi y; szimmetrikus bilinedris formét, amelyhez ez a kvadratikus

1
alak tartozik, nevezetesen, ha az egyiitthatokat Ggy valasztjuk, hogy b; ; = b;; = Ec,-, j legyen.



5.3. Homogén koordindtak, kvadratikus alakok a valds térben II. rész 225

3. Noha nem tartozik az algebra tirgykorébe, de érdemes sz6t ejteni az aldbbiakrél. Az igyne-
vezett ,,analitikus sokasdgok”-nak minden egyes pontban szdmos jellemz6 tulajdonsdguk van. Min-
denekel6tt a ,,ponthoz nagyon kozel” van valamilyen ,irdnyuk”, amit a derivélt fejez ki. Ez egy
,linedris valami”’; aminek a lefrdsa (homogén) linedris leképezésekkel torténhet. Ez a linedris leképe-
z€s 1ényegében leirja az ,érintSteret”. A masik tulajdonsdg a kovetkez6képpen kaphaté. Mozgassuk
el az érintSteret onmagdval parhuzamosan egy kicsit, majd kezdjiik visszafele tolni. Ezek a terek
a vizsgalt alakzatot egy 1-gyel kisebb dimenzids valamiben metszik; amelyeknek a formdja egyre
inkdbb hasonlitani kezd egymdshoz, ha a teret visszatoljuk az érintStérbe. A hatdresetként kapott
alakzat kvadratikus, és megadja a sokasdg ,,jellegét” a pontban.

Durvén szdlva egy ,.tisztességes” feliilet minden pontban vagy lapos, mint egy sik, vagy dudo-
rodik, mint egy ellipszoid, vagy olyan, mint egy ugynevezett nyeregfeliilet stb.

Ennek megfelelGen a ,linedris formak™ (azaz homogén linedris polinomok) mellett igen fontos
szerepet jatszanak a kvadratikus formak (azaz homogén mdsodfokd polinomok) is. A kvadratikus
formdk vizsgdlata latszélag nem linedris algebra. A mar latott egyszer(, de fontos és hasznos triikkel
azonban minden kvadratikus forma ,,4tjatszhat6” a linedris algebrdaba. Nevezetesen azzal, hogy ,.a
hatdrozatlanok felét atnevezziik™. O

A valds test vagy annak résztestei esetében beszélhetiink egy kvadratikus alak altal
felvett értékek elGjelérdl. Igy példaul az x, y valtozok esetében x? + y? csak akkor nem
pozitiv, ha x = y = 0 (ekkor sem negativ!), az x? sohasem lehet negativ, mig az x> — y?
polinom akar pozitiv, akdr negativ értékeket is felvehet. Ennek megfeleléen a kovetkezs-
képpen osztalyozzuk a kvadratikus alakokat:

5.6. Definicio. Az R feletti Q(x) kvadratikus alak, illetve a Q-t definidlé szimmet-
rikus bilinedris fliggvény kvadratikus karakterét (kvadratikus jellegét) a kovetkez6képpen
definialjuk:

(1) Pozitiv definit, ha x# o esetén Q(x) > O.
(i) Negativ definit, ha —Q(x) pozitiv definit.
(ii) Pozitiv szemidefinit, ha Q(x) > 0.
(ii") Negativ szemidefinit, ha —Q(x) pozitiv szemidefinit.
(>iii) Indefinit minden mads esetben.
A kvadratikus karakter definici6jat a késébbiekben még finomitani fogjuk. [ ]

A kvadratikus alakok kvadratikus jellegének felismeréséhez sziikséges a kvadratikus
alakot alkalmas bézisban felirni. Ehhez mindenekel6tt a kvadratikus alakot jellemz6 mat-
rixra van sziikségiink; valamint arra, miképpen véltozik meg egy kvadratikus alak matrixa
akkor, ha 1dj bazist valasztunk.

5.7. Definicio. Legyen Q(x) kvadratikus alak az U vektortéren. Ekkor Q-nak az U
bazisban megadott [Q]U matrixdn a Q kvadratikus alakot definidlé S(u, v) szimmetrikus

S]U,U

bilinedris fliggvénynek az adott bazisban felirt [ matrixdt értjiik. |

5.13. Tétel. Legyenek U ésE az U vektortér bdzisai, és o az a transzformacio, amely
U-t, az elemek sorrendjét is megtartva, E-be viszi. Ekkor tetszoleges Q kvadratikus alak

esetében [QI¥ = [o]17[Q1Y[o].

Bizonyitas. Az 5.5. Definicié alapjan azonnal kovetkezik az 5.9. Tételbdl. [ |
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Feladatok

1. A kvadratikus alakok vektorterének alterét alkotjdk-e az adott kvadratikus karakter@i kvad-
ratikus alakok?

2. Hogyan viltozik meg egy kvadratikus alak matrixa, ha a bazison egy elemi transzformaciot
végziink?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy R feletti Q kvadratikus alak akkor és csak akkor definit, ha x# o
esetén Q(x)# 0.

4. Bizonyitsuk be, hogy Q felett van olyan Q indefinit kvadratikus alak, amelyre x# 0 esetében
Qx)#0.

5. A valds szdmokbdl 4ll6 (ay, ..., an, ...) végtelen sorozatok R felett vektorteret alkotnak
o0

a komponensenkénti miiveletekre. Mutassuk meg, hogy a Z ci, jai2 kifejezés kvadratikus alak, de

1
nincs kvadratikus karaktere.

6. Mutassuk meg, hogy a valés szamokbdl 4ll6 azon (ay, . . ., an, . . .) végtelen sorozatok, ame-

lyekben csak véges sok elem nem 0, az el6z6 feladatban adott vektortérnek alterét alkotjak. Mutassuk
o0

meg, hogy itt a Z ci, jaiz kvadratikus alaknak 1étezik kvadratikus karaktere.
1

7. Tekintsiik azokat a valds szdmokbdl all6 (ay, ..., a,, . ..) végtelen sorozatokat, amelyekre a

(e}

Z ai2 sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy ezek a sorozatok vektorteret alkotnak R felett. Mutassuk
1

meg, hogy itt is 1éteznek olyan kvadratikus alakok, amelyeknek 1étezik kvadratikus karakteriik.

8. Legyen Q és P két kvadratikus alak. Mi mondhat6 a Q +P kvadratikus karakterér6l a tagok
kvadratikus karakterének ismeretében?

9. Bizonyitsuk be, hogy barmely kvadratikus alak el6dll két pozitiv definit kvadratikus alak
kiilonbségeként.

10. Adott egy kvadratikus alak matrixa. Mondjunk olyan feltételeket, amelyek alapjan ranézésre
eldonthetjiik, hogy ez a kvadratikus alak biztosan indefinit, illetve biztosan nem definit.

11. Egy kvadratikus alak métrixdnak a determindnsa 0. Mit jelent ez?

12. Bizonyitsuk be, hogy egy bilinedris fiiggvény matrixdnak a rangja nem valtozik meg, ha uj
bazisra tériink.
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4. Kvadratikus alakok négyzetosszeggé
transzformalasa

Mint emlitettiik, a kvadratikus alakok jellegének a megallapitadsahoz a kvadratikus ala-
kokat olyan bazisban sziikséges felirni, amelyben ez a jelleg vildgosan lathat6. Ebben a
pontban kizardlag a valos test feletti vektorterekkel foglalkozunk.

5.14. Tétel. A valos test feletti véges dimenzios U térben minden Q(x) kvadratikus
alak négyzetosszeggé transzformalhato, azaz létezik olyan U = {uy, ..., w,} bdzis, amely-
ben tetszbleges x = Zx,-u,- vektor esetén Q(x) = Z c,-xiz, ahol ¢; = Q(u;).

i i

1

A Tételt szimmetrikus bilinedris fiiggvényekre atfogalmazva bizonyitjuk be; ehhez
sziikségiink van egy fogalomra:

5.8. Definicié. Legyen A : U x U — K tetszbleges szimmetrikus bilineéris fiiggvény.
Legyenek u,v e U, és V-, W < U.

Azt mondjuk, hogy u és v A-ortogondlisak (vagy roviden ortogonalisak), ha
A(u,v) =0. Ezt a relaciét u L, v (vagy roviden u L v) jeloli. Azt mondjuk, hogy u
(A-)ortogondlis V-re (jelben u L ¥, ha u L v, minden v € U esetében. Azt mondjuk,
hogy UV (A-)ortogondlis ¥ -re, ha minden v € UV esetén v L .

TetszGleges U+ esetében legyen U = {u € U | u L ).

Az U vektortér egy U = {uy,...,u,, ...} bazisit (A)-ortogondlisnak nevezziik, ha
i#jeseténu; L uj. |

5.15. Tétel. Az 5.8. Definicio jeloléseivel a kovetkezOk igazak:

Az ortogonalitas szimmetrikus reldcio. w L U akkor és csak akkor teljesiil, ha u orto-
gondlis V- egy bazisdra. Igazak tovdabbd az aldbbiak:

(1) ¥ < W esetén wt <yt

) v >,

3) vl Z et

(4) Ha A a V-n (pozitiv) definit, akkor VLAV = {0}.
(5) Ha V' még véges dimenziés is, akkor U = UV @ 1.

(6) Ez utobbi esetben V-nek létezik ortogondlis bazisa (azaz olyan bazis, amelynek elemei
pdronként ortogonalisak egymdasra).

Bizonyitas. Az ortogonalitds szimmetridja tiistént kovetkezik A szimmetrikussagabol.

Ha u L U, akkor persze u ortogondlis V* minden bézisdra. Forditva, ha u bizonyos
vektorokra ortogondlis, akkor a bilinearitds folytan ortogondlis e vektorok tetszSleges line-
aris kombindcidjdra is; és igy ortogondlis az ezen vektorok altal kifeszitett altérre is.
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(1):Hax € W, akkor x L w minden w € W esetén, igy x L v minden v € U* esetén
is, azaz x € U+,
(2): Legyen v € U*. Ekkor, minden x € VL esetén x L V, azaz (?/“J‘)J‘ definicidja

szerint v € UL,

(3): Legyen W = V-, ¥ =W+, T =%+, (2)-t alkalmazva 1* helyett W -re, azt kapjuk,
hogy > W. (2) szerint & > U, amibdl (1) alapjan W > T kovetkezik.

(4): Legyen v € V- AV Ekkor v L v, azaz Q(v) = 0, ami a pozitiv definitség alapjan
csak akkor lehet, ha v =0.

(5) és (6): E két tulajdonsdgot egyszerre bizonyitjuk, a V*-nek a k dimenzidjdra vonat-
koz6 teljes indukcidval. A k = 1 esetben (6) trividlisan igaz. Tegyiik fel, hogy (6) igaz a

k = n esetben és legyen V = {vy, ..., v,} a U* egy ortogondlis bazisa. Azt kell megmutatni,
hogy tetsz6leges u € U felirhaté u = v + w alakban, ahol v € ¥ és w € V. Legyen:
_ A, vy) A(u, vp)
YA T A

(Itt A(v;, v;)# 0 a definitség miatt.) Nyilvdn v € U*; tovdbb4 a bilinearitds és a bazisvekto-
rok ortogonalitdsa alapjan A(v, v;) = A(u, v;). Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy aw =u—v
vektor ortogondlis a felirt bazisra; igy, a tétel masodik dllitdsa szerint ortogondlis az egész
altérre.

Eszerint (5) igaz, ha dim(¥*) = n. Tekintsiink most egy — a feltételeknek megfelel
— (n+1)-dimenziés T* alteret és annak egy n-dimenzidés W alterét a V = {vy, ..., v,} orto-
gondlis bézissal. Ez a bazis *-ben linedrisan fiiggetlen, ezért kiegészithets egy u vektorral
a U egy bazisdva. Az indukcids feltétel alapjan — (5)-6t felhaszndlva — ehhez taldlhat6
egy olyan w vektor, amellyel V-t kiegészitve a U egy ortogonalis bdzisat kapjuk. [ ]

Kiegészités (Scumit-féle ortogonalizacié). Ha U = {uy, ...u,} az U vektortér egy
bazisa, akkor a Q kvadratikus alakhoz talialhato olyan V = {vy,...v,} ortogonalis bazis,
amelyre (vi,...,Vv;i) =(uy,...,w;) teljesiil minden 1 <i < n esetén.

Bizonyitas. Az 5.15. Tétel (6) pontjdnak bizonyitdsanal vélasszuk U*-nek rendre az
U bazis els6 i szamu vektora dltal generdlt alteret. Ekkor a konstrudlt V bézisok rendre
rendelkezni fognak a kivant tulajdonsiggal. [ |

5.16. Tétel. Legyen A egy szimmetrikus bilinearis fiiggvény a véges dimenzids U
téren. Ekkor a tér felbomlik a pdronként ortogonalis R, S és I alterek osszegére, ahol A -
nak az R -re vonatkozo megszoritdsa pozitiv definit, a J -re vonatkozo megszoritdsa negativ
definit, és az  -re vonatkozo megszoritasa azonosan 0.

Tehetetlenségi tétel (SYLVESTER ). A fenti alterek dimenzioi —r, s ést — nem fiig-
genek az alterektdl, csak a szimmetrikus bilinedris fiiggvénytdl (illetve a kvadratikus alak-
tol!).
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Bizonyitas. Legyen R egy maximadlis olyan altér, amelyen A pozitiv definit. A maxi-
malitds miatt tetszOleges w € R vektorhoz van olyan v € R, hogy az u = v + w#0
vektorra A(u, u) < 0 teljesiil. Ebbdl:

0>Au) =AW, V) +2AV, W)+ AW, w) = A(v, V) + A(w, w) > A(wW, w);

és igy A az R+ altéren negativ szemidefinit. Analég médon valaszthatunk R -ben egy
maximadlis olyan 7 alteret, ahol A negativ definit. Most a fenti eljarassal a J-re ortogonélis
R+-beli vektorokra egy olyan S altér adédik, amelyen A pozitiv szemidefinit. Tekintettel
arra, hogy <-en A negativ szemidefinit is, ezért identikusan 0.

Ezzel megkaptuk a kivant hdarom paronként ortogondlis alteret. Legyen ezeknek a
dimenzidja rendre r, s, t. Tegyiik fel, hogy taldltunk harom hasonlé tulajdonsiaggal ren-
delkezd R, ' és T’ alteret, amelyeknek a dimenzidja megfeleléen ', s”, ¢". (Ilyen djabb
altérhdrmas mindig van is, kivéve, ha a fenti alterek koziil valamelyik az egész tér. Az S
azonban abszolit egyértelmi €s megegyezik UJ‘-sel.)

Ha n az egész tér dimenzi6ja, akkor r +s+t = r’'+s'+1t = n. Mivel (R +¥) A I’ csak
a nullvektort tartalmazhatja, ezért r +s+t' <n =r+s+t, azaz t' < t. Ugyanigy l4that6 be
az is, hogy t < t’; tehdt ¢’ = ¢. Hasonl6képpen kaphatjuk az r’ = r egyenlSséget is; amibdl
mér s’ = s is kovetkezik. [ |

Most bizonyitjuk be az 5.14. Tételt, illetve e tételnek az alabbi kiegészitését:

5.14/B. Tétel. Azn-dimenzios tér barmely Q(x) kvadratikus alakjahoz talalhato olyan
U = {uy, ..., u,} bdzis, amelyben a kvadratikus alak négyzetosszeggé transzformdlodik. Ez
azt jelenti, hogy Iéteznek olyan cy, . .., ¢, skaldrok, hogy az x = x|u; + - - - + x,u,, helyen
acixi+---+cpx} értéket veszi fel (tehdt c\xi + - -+ cyx; alakivd ,,vilik”).

A cj-k kozott a pozitivak, negativak és nullak sziama nem fiigg a bazistol.

Bizonyitas. Tekintsiik a Q kvadratikus alakhoz tartoz6 A szimmetrikus bilinedris
figgvényt. Az 5.15. Tétel szerint az eredeti U vektortér felbomlik paronként ortogonalis
R,¥, T alterek direkt 6sszegére tigy, hogy A az els§ altéren pozitiv definit, a masodikon
azonosan 0 és a harmadikon negativ definit. Az 5.15. Tétel szerint az R és a J altere-
ken létezik A-ortogondlis bazis; mig az & altéren minden bézis ilyen. E hdrom fiiggetlen
rendszer egyesitése az eredeti altérnek egy A-ortogondlis bazisat adja. Ez a bazis az A-
ortogonalitds miatt rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.

Ha az alterek dimenzi6ja — megfeleléen — r, s, ¢, akkor e szdmok éppen a pozitiv, 0
és negativ egyiitthatok szdmat adjdk meg. Tegyiik fel, hogy adott egy olyan bazis, amelyben
a szoban forgd kvadratikus alak a kivant alakot 6lti és az els6 r darab pozitiv, a kovetkezd
s darab 0 és az utolsé ¢ darab negativ. Ekkor az ezek altal kifeszitett paronként ortogonalis
altereken a bilinedris fliggvény rendre pozitiv definit, azonosan 0, illetve negativ definit. A
tehetetlenségi tétel szerint viszont ezek a dimenziék nem fiigghetnek a bazistol. [ |

Megjegyzés. Az 5.14/B. Tétel adja azt a finomitdst, amire a kvadratikus karakter elnevezésnél
mar utaltunk. A Q kvadratikus alaknal a felléps r, s, ¢ szdmok invaridnsak, és ezek a szdmok adjak
meg az adott kvadratikus alak kvadratikus karakterét. ]



230 II. rész 5. Bihomomorfizmusok

Feladatok

1. Legyen A(u, v) tetszGleges bilinedris fliggvény az U téren, amelyre az A-ortogonalitds szim-
metrikus. Kovetkezik-e ebbdl, hogy A is szimmetrikus?

2. Legyen A szimmetrikus, nem definit bilinedris fliggvény az R feletti U vektortéren. Bizo-
nyitsuk be, hogy van olyan u € U, amelyik dnmagéra A-ortogondlis.

3. Bizonyitsuk be, hogy az R feletti U vektortéren értelmezett A szimmetrikus bilinedris fiigg-
vényhez akkor és csak akkor van olyan bdzis, hogy e bazis u elemeire A(u, u)# 0, ha barmely ¥ < U

altérre V4L =1,

4. Sikbeli gorbék homogén koordinatdi legyenek x, y, z. Milyen gorbét jellemez egy pozitiv
definit (x? + y% + z%), egy szemidefinit (x> + y?) és egy indefinit (x> — y?) kvadratikus alak?

5. Tetszbleges B bilinedris fiiggvényre definidljuk az ortogonalitdst a szimmetrikus bilinedris
fliggvények esetéhez hasonléan. Mutassuk meg, hogy az ortogonalitds szimmetridjabol nem kovet-
kezik B szimmetridja. Milyen B esetében lesz minden vektor 6nmagéra ortogonélis?

6. Mutassuk meg, hogy az 5.15. Tételben mindig van olyan ¥ altér, amelyre vt A U-# {0},
amennyiben A nem definit.

7. Mutassuk meg, hogy ha U végtelen dimenzids és A pozitiv definit, akkor 1étezik olyan
U < U, amelyre vt DV < U.

8. Bizonyitsuk be, hogy az 5.16. Tételben szerepl$ & altér valoban egyértelm( és megegyezik
Ut-sel.

9. Legyen U < U és R, ', T az U-beli R, F, T alterekkel a Q kvadratikus alakhoz, illetve
ennek 2'-re valé megszoritdsdhoz analég médon definidlt alterek; az 5.16. Tételnek megfelelGen.
Bizonyitsuk be, hogy 4ltaldban nem igaz az, hogy ® < R vagy 9’ < 9. Bizonyitsuk be, hogy az
R, <, T megvilaszthat6 dgy, hogy ez teljesiiljon. Bizonyitsuk be, hogy ¥’ < & még ekkor sem mindig
igaz. Bizonyitsuk be, hogy szemidefinit kvadratikus alak esetében ez is elérhetd.

10. Legyen Q kvadratikus alak a véges dimenzids U vektortéren, és R, <, 7 az 5.16. Tételben
konstrualt harom altér. Legyenek ] < R, ¥1 < ¥, I < T és U =R| & F1 & J;. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor létezik olyan U, L U, altér, amelyre U = U D Us.

5. Bilinearis fiiggvények és kvadratikus alakok a
komplex térben

Mind az analizisben, mind a geometridban, leginkdbb az algebrai geometridban igen
fontos szerepet jatszanak a komplex szdmtest feletti vektorterek; illetve az ezekben értel-
mezett bilinedris és kvadratikus alakok. A komplex tér esetében is fontos jellemzést ad
a kvadratikus alak kvadratikus karaktere. Illetve csak adhatna, ha a kvadratikus karakter-
nek minden tovabbi nélkiil volna értelme. Tekintsiink ugyanis egy tetszéleges A bilinearis
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fiiggvényt. Erre A(iX, ixX) = i°A(X, X) = —A(X, X) ad6dik. Igy nem beszélhetiink arrél, hogy
egy kvadratikus alak pozitiv (szemi)definit lehetne. Ez ellen ugy ,,védekezhetiink”, hogy az
egyik (az elsd) tényez&bdl nem a szerepld skaldrt, hanem annak a konjugdltjat emeljiik ki.
Ennek a kovetkezetes végigviteléhez néhany definiciora és néhdny eddigi eredmény anal6-
gidjdra van sziikség.

Ezen vizsgalatok folyaman mindig a komplex szdmtest feletti véges dimenzids vek-
tortereket fogunk tekinteni.

5.9. Definicio. A C komplex test feletti U,V vektorterek esetében a ¢ : U — V
leképezést masodfaji homogén linedrisnak nevezziik, ha additiv (p(u + v) = ¢(u) + ¢(v))
és masodfajd homogén, azaz ¢ € C esetén ¢(cu) = cop(u).

Amennyiben masodfaji homogén linedris fiiggvények is szerepelnek, akkor a homo-
gén linedris fliggvényeket els6faju homogén linedris fiiggvényeknek nevezzik. Azt fog-
juk mondani, hogy az els6faji homogén linedris leképezés jellege +1, a masodfajué pedig
—1. |

Megjegyzés. Természetesen tetszSleges test esetében is beszélhetliink masodfaji linedris fliggvé-
nyekrdl. Ekkor is ¢ — ¢ a komplex konjugdlds. Az eredmények azért akkor is érvényben maradnak,
ha ez a megfeleltetés az identitds. Val6jaban csak annyi sziikséges, hogy a megfeleltetés Osszeg- és
szorzattart involicid (@ =¢) legyen. O

A tovabbiakban mindenekel6tt az lesz a célunk, hogy a kétféle homogén linedris leké-
pezés kozotti kapcsolatot minél jobban leirjuk.

5.17. Tétel. Legyenek U Ay} i) W homogén linedris leképezések. Ekkor ¢ is
homogén linedris és jellege megegyezik  jellegének és ¢ jellegének a szorzatdval.

Bizonyitas. Mivel mindkét leképezés Osszegtartd, ezért szorzatuk is az. Legyen
o(cu) = p(c)p() és Y(dv) = v(d)y(v). Ekkor ¥ro(cu) = v(u(c))ye(a). Ha v és 1 minde-
gyike a konjugdlds, vagy mindegyikiik az identitds, akkor v o u identitds, mert a konjugalas
involutérius. Ha a kettd valamelyike az identitds, a masik meg a konjugalds, akkor vo i a
konjugalas. [ |

A kapcsolat lefrdsdhoz egy specidlis fajta mdsodfaji homogén linedris leképezést
fogunk felhaszndlni.

5.10. Definicié. A ¢(u) = u jeloléssel megadott ¢ : U — U mdsodfaji homogén
linedris leképezést konjugalasnak fogjuk nevezni, ha involutérius, azaz, ha @ =u

Osszegtarté ¢ : U — 1* leképezés esetén a @ : u — (@) Osszefiiggéssel definialt
© : U — V leképezést a ¢ konjugidltjdnak nevezziik. [ |

Megjegyzés. Természetesen a konjugédlds minden vektortéren mds és mds. S6t, mi tobb, egyetlen
vektortéren is léteznek kiilonbozd konjugdlasok. ]

5.18. Tétel. Egy homogén linedris leképezés elbtt vagy utin tetszbleges konjugdlast
végrehajtva a kapott leképezés jellege az eredeti leképezés jellegének a negativja. Min-
den homogén linedris leképezés megkaphato ilyen modon egy ellenkezd jellegli homogén
linedris leképezésbdl; tetszolegesen valasztott konjugdldssal.
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Haagp:U— V ésag:U— V valamelyike additiv leképezés, akkor a mdsik is az.
Teljesiil a ¢ = ¢ Osszefiiggés. Ha valamelyikiik homogén linedris, akkor a masik is az; és
kiilonbozo jellegiiek.

Bizonyitas. Az elsé allitds azonnal adddik az 5.17. Tételbdl, tekintettel arra, hogy a
konjugdlds masodfaju.

A mdsodik allitas bizonyitdsdhoz tekintsiink egy tetszGleges ¢ : U — U* homogén
linedris leképezést és legyen o az U és B a UV vektortér egy-egy konjugdldsa. Definicié
szerint ez azt jelenti, hogy mind o o @, mind 8 o B az identitds. Ezért ¢ = p o fo 8 =
=aoao@. Bzt ¢ = (pof)o B = ao(x o) alakba irva, az elsd dllitds alapjan maris
kovetkezik a masodik allitas.

Tekintsiink most egy ¢ : U — U+ additiv leképezést, és legyen v : U — U a v(u) =
= u Osszefiiggéssel definidlt konjugdlas. Ekkor definicié szerint ¢ = ¢ o v. A tétel eddig
bizonyitott allitdsaibdl most mdr azonnal kovetkeznek a tovdbbiak. |

Ezaltal a masodfaji linedris leképezéseket visszavezettik az els6fajiakra és egy
Kitiintetett” tipusi masodfajira. Most ez utébbinak adjuk meg a leirasat:

5.19. Tétel. LegyenU ={u; | i € I} azU vektortér egy bdzisa. Ekkor azu = Z ciu;

1

vektorhoz hozzdrendelve au = Z c;u; vektort, konjugdldst kapunk.
i
Forditva, minden konjugalashoz talilhato olyan bazis, amelyben ez a fenti format 6lti.

Bizonyitas. Az els§ allitds bizonyitdsa csupa trividlis szamoldsbdl dll, amelyeket az
olvaséra bizunk. Szemléltetésiil csak a legkevésbé trivialisat kozoljiik, amely szerint a hoz-
zarendelés masodfaja.

cu= E cciu; = E Cciui=EE ciu; =c-u.
i i i

Tekintsiik a C feletti U vektortér egy ¢ konjugédldsit. Mint tudjuk, U természetes
moédon vektortér az R valds test felett. Tekintettel arra, hogy egy valés szam konjugéltja
onmaga, ezért ¢ az Up vektortérnek homogén linedris leképezése. Mivel ¢ involicid, ezért

pau+pm)=u+gp@ & @ —em)=—u—qp).
Maérmost vildgos, hogy U = {v | ¢(v) = v} és W = {w | ¢(w) = —w} mindegyike altér
R felett, mégpedig a +1 és —1 sajatértékekhez tartoz6 sajataltér. E két altérnek nyilvan
1
egyediil a 0 a k6zos része és u = 3 [(u+ @) + (u — @(u))] alapjan U a generdtumuk.

Ha ¢(u) = cu valamilyen valés c-re, akkor p(iu) = —i@p(u) = —icu = —c(iu). Ez azt
jelenti, hogy az i-vel valé szorzds egy bijekcidt 1étesit a valds feletti U és W alterek kozott.

Tekintsiik most a U altér egy tetszbleges U = {u; | t € T} bazisdt. A fenti bijekci6 és
U =V @R kovetkeztében U generdtorrendszere U -nek. Ha ezek egy Z(c,+id,)ut line-

1

aris kombindcidja a o-vektort adja, akkor tekintsiik a U*-beli v = Z ciuy és w = Zd;u,
1 t
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vektorokat. Feltétel szerint v+iw = 0. Mivel iw € W és V" AW = {0}, ezért csak v=w =0
lehet. Tekintettel arra, hogy U bézis, ezért minden ¢ € T indexre ¢; = d; = 0 teljesiil; igy
U az U térnek is bazisa. Az u = Z(c, +id;)u; elemre

1

pu)=¢ (Z(Ct + idt)“t) = thut - Zidtut = th +idsu;. [ |
7 7 7 7

5.11. Definicié. A komplex szdmtest feletti 2, U+, W vektorterekre az A : U x TV — W
leképezést bilinedrisnak nevezziik, ha A(u, v) rogzitett u esetén v-ben els6faji és rogzitett
v esetén u-ban masodfaji. A W = C esetben bilinedris fiiggvényr6l fogunk beszélni.

Tetsz6leges A : U x U — C esetén Q(x) = A(x, x) kvadratikus alak. [ ]

Megjegyzés. Itt is megéllapithatd egy szoros kapcsolat a ,bilinedris és kvadratikus polino-
mokkal”. Ez esetben viszont meg kell viltoztatni a polinom fogalmat. Igy bizonyos hatdrozatlanok
helyébe azok ,konjugdltjat” kell irni. Ez ,.elrontja” a kvadratikus alakok szimmetrikussdgit. Az x

hatdrozatlannak kvadratikus alakja példaul az x* + 3xX — 5%°. O

A valos esetben kapott eredmények legnagyobb része szinte szé szerint atvihetd a
komplex esetre is; csupan a megfelel6 helyen a konjugaltat kell venni. Van azonban
néhany egészen eliitd eset. A bilinedris fiiggvények természetesen vektorteret alkotnak
a komplex szamtest felett; éppigy, mint a kvadratikus alakok. Az is vildgos, hogy az
A(u, v) — A(x, x) megfeleltetés homomorfizmus. A valés esettel ellentétben itt a kdvet-
kezd igaz:

5.20. Tétel. Az A(u,v) — A(X, X) megfeleltetés bijektiv.

Bizonyitas. Azt kell beldtni, hogy egyediil az azonosan nulla bilineéris leképezésnek
felel meg az azonosan nulla kvadratikus alak.

Mint a valds esetben lattuk, ha A(x, x) = 0, akkor
O0=A@u+v,u+v)=A(m,u) +A(n, V) + ANV, 0) + AV, V) =0+ A, v) + A(v,u) + 0
alapjan A(v,u) = —A(u, v). Ebbél
i-A(m,v)=A(,i-v)=—A@G- -v,u)=—(—i)A(v,u) = (—i)A(u, V)

adddik, amibdl valéban kovetkezik, hogy A azonosan nulla. [
Tekintsiik az U térnek egy rogzitett U = {uy,...,u,} és a V* térnek egy rogzitett
V = {vi,..., vk} bézisit. A bilinearitds kovetkezt€ben az a; ; = A(u;, v;) szdmok, illetve

az ezekbdl 4ll6 [a; ;] matrix egyértelmlien meghatdrozza a bilinedris fliggvényt; és az is
vildgos, hogy adott szdmokbdl 4ll6 [a;, ;] matrix egyértelmiien meghatdroz egy bilinedris
fliggvényt, amelyhez pontosan ez a matrix tartozik.

Ha viszont adottak az u = Zciu,- és v = Zd iv; vektorok, akkor A(u, v) nem
i J

1
Zai,jcidj lesz, hanem Zai,jc_idj~
i,j iJ
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Természetesen itt is tekinthetjiik azt az o : V* — U homogén linedris leképezést,
amelynek a matrixa [a;, ;]. Ebben az esetben viszont u*«(v) nem lesz minden tovabbi nélkiil
egyenlS A(u, v)-vel, ahogy ezt éppen most mutattuk meg. Ezen tgy segitiink, hogy a dudlis
bazisra valo attérésnél az u = Z cju; vektornak az u* = Zc_iui vektort feleltetjiik meg.

4 4

Komplex tereknél mindig a fentiek szerint értelmezziik az u*-ot.

Ennek megfeleléen az A(u, v) értékét nem az [u]"[«][v], hanem az [u]*[e][v] matrix-
szorzat adja meg; ahol * a matrixoknal targyalt adjungaltat (azaz a transzpondlt konjugalt-
jat) jeloli.

Ennek megfelelGen véltozik a ,.formula” az dj bazisra val6 attérésnél.

Még mindig gondot okoz a definitség definiciéja. Az xy kvadratikus alak példdul az
x — i, y — 1 helyettesitésnél az i értéket veszi fel, ami sem nem pozitiv, sem nem
negativ, sem nem 0. A definitségrdl tehét csak akkor beszélhetiink, ha a kvadratikus alak
mindig val6s értéket vesz fel.

5.21. Tétel. Az A(u, v) bilinedris fiiggvényhez tartozo kvadratikus alak értékkészlete
pontosan akkor dll csupa valos szambol, ha A(v,u) = A(u, v). Az ilyen bilinedris fiiggvé-
nyeket Hermite-féléknek nevezik.

Bizonyitas. Ha az A bilinedris fiiggvény Hermite-féle, akkor A(x, x) = A(X, X) kovet-
keztében a megfeleld kvadratikus alak valéban csak valds értékeket vesz fel.

Tetszbleges A(u, v) bilinedris fiiggvény esetében a B(u, v) = A(v, u) ugyancsak bili-
nedris, hiszen a konjugalds miatt ez is u-ban mdasodfaji és v-ben els6faji. Ezért ezek
T(u, v) = A(u, v) — B(u, v) kiilonbsége is bilinedris. Ha az adott bilinedris fliggvényhez
tartoz6 kvadratikus alak csupa valds értéket vesz fel, akkor a T(u, v)-hez tartozé kvadrati-
kus alakra:

T(x,x) = A(X,x) — A(x, x) =0,
tetsz6leges x mellett. Az 5.20. Tétel szerint tehat T(u, v) a nulla fiiggvény, azaz A valéban
Hermite-féle. [ |

5.12. Definicié. Hermite-féle bilinedris fiiggvényekre és a hozzdjuk tartozé kvadrati-
kus alakokra a kvadratikus karaktert ugyantiigy értelmezziik, ahogy azt az 5.6. Definiciéban
tettiik szimmetrikus bilinedris fliggvényekre és a megfelel6 kvadratikus alakokra. [ ]

5.13. Definicié. Az A-ortogonalitis és az A-ortogondlis bazis fogalmat hasonld
moédon definidljuk, mint azt a valds esetre az 5.8. Definicidban, illetve az 5.15. Tételben
tettiik. [ |

5.22. Tétel. A komplex test feletti véges dimenzios U térben minden Q(x) kvadra-
tikus alak négyzetosszeggé transzformdlhato, azaz Iétezik olyan U = {uy,...,u,} bazis,
amelyben tetszbleges x = Z x;u; vektor esetén Q(x) = Z c;x;xi, ahol ¢; = Q(u;).

1 1



5.5. Bilinedris fiiggvények és kvadratikus alakok a komplex térben IL. rész 235

Bizonyitas. Hasonloképpen torténhet, mint az 5.14. Tételé valds esetben; illetve az
Hermite-féle bilinedris fiiggvényre is igaz a megfeleld tétel, mint a valés esetben a szim-
metrikus bilinedris fiiggvényekre. ]

5.23. Tétel. Hermite-féle bilinedris fiiggvényekre, illetve kvadratikus alakokra érvé-
nyes a tehetetlenségi tétel.

Bizonyitas. A bizonyitds teljesen hasonlé az 5.16. Tételben szerepld valds esetre
vonatkozé bizonyitdshoz. [ ]

Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a ¢ : u — @(u) leképezésre hasonléak igazak, mint a @ leképezésre.
Mutassuk meg, hogy @ 4ltaldban kiilonbozik @-tél.

2. Mutassuk meg, hogy ¢ - ¥ = @ - ¥ nem feltétleniil teljesiil.

3. Milyen feltételek esetén teljesiil az el6z6 feladatban szerepld egyenldség?
4. Bizonyitsuk be, hogy minden bilinedris fiiggvény egyértelmden felirhaté o + i - 8 alakban,
ahol « és B Hermite-féle bilinedris fliggvények.

5. Legyen @ : U — U mésodfaji linedris leképezés €s o : U — U linedris transzformdcio.
Bizonyitsuk be, hogy (@ (u) o a)(v) bilinedris fiiggvény.

6. Tegyiik fel, hogy az 6sszes C-vektortérben rogzitettiink egy-egy konjugéldst. Bizonyitsuk
be, hogy azok a ¢ : U — U leképezések, amelyekre ¢ = 25, vektorteret alkotnak a ,,természetes”
miiveletekre.

7. Tegyiik fel, hogy az U tér «, B transzformdcidira u*av és u*Bv mindegyike Hermite-féle.
Bizonyitsuk be, hogy a8 = Ba esetén u*afv is az.

8. Bizonyitsuk be, hogy az U x U — C bilinedris fiiggvények R feletti vektorterében az
Hermite-félék alteret alkotnak.



HATODIK FEJEZET

EUKLIDESZI TEREK

1. A valos euklideszi tér

A vektorterek eddigi vizsgélatdban csak az dgynevezett affin tulajdonsagok jatszottak
szerepet. (Ezért nevezik a vektortereket mds szdval affin tereknek is.) Pontosabban szélva,
eddig nem besz€ltiink méretes vonatkozasokrdl. Nem tudtuk mérni a vektorok hosszat sem,
csupan a parhuzamos vektorok ardnyardl beszélhettiink. Sok olyan kérdés van azonban,
amelyeknél a tadvolsagok vagy szogek is szerepelnek. Ezek nem csak a tényleges geometriai
vizsgélatokndl fordulnak el8, hanem sok mas esetben is lényeges szerepet jatszanak.

A két- vagy haromdimenzids valds tér esetében a hossziisag €s a szog segitségével
definialt skaldris szorzat igen sok esetben hasznos segitséget nyujt feladatok megoldasa-
hoz. Az itteni ,,eredend6en absztrakt” targyaldsméd alapjan nincs lehetdségiink a hosszu-
sag, illetve a szog kozvetlen értelmezésére. Definidlhatjuk viszont kozvetleniil a skaldris
szorzatot, amely lehet6séget ad a hosszuisag és a szog definidldséara is. Az u és a v vekto-
rok skaldris szorzatt a geometriai vizsgdlatokndl dgy értelmezik, hogy [u| - |v| - cos (¢),
ahol |ul, |v| e vektorok hossza és ¢ az éltaluk kozbezart szog. Ez a definicié esetiinkben
tehdt széba sem johet. Ismeretes azonban, hogy két vektor skaldris szorzata kifejezhetd
ezek koordindtdival. Egy vektor koordindtdinak a meghatdrozasidhoz tehat egy bazisra van
sziikség. Ez azt jelenti, hogy a skaldris szorzat fiigg a bazistol.

6.1. Definicié (A valtozat). Legyen U = {uy,...,u,} a (valds) test feletti U véges
dimenzids vektortér egy bazisa. E tér a = Z aju; és b = Z b;u; vektorainak e bazisban
i i

megadott skaldris vagy bels6 szorzatin az (a;b) = Z aib; szamot értjik.
i
Ha az U téren egy skaldrszorzat (azaz skalaris szorzat) van értelmezve, akkor azt
mondjuk, hogy U euklideszi tér erre a skaldrszorzatra nézve. |

(Megjegyezziik, hogy ha a valés szamtest helyett mas testet tekintiink, akkor a skala-
ris szorzat ebben a testben van. Bizonyos testeknél — példdul a komplex szamtestnél —
masképpen célszert definidlni a skaldris szorzatot.)

Kiegészités. Ha azu és v vektoroknak az U bazisban felirt matrixai [u] és [v], akkor
(u;v) = [u]"[v]. [
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6.1. Tétel. Az U téren értelmezett barmely skaldrszorzat pozitiv definit bilinedris
fiiggvény; és minden pozitiv definit bilinedris fiiggvényhez Iétezik olyan bazis, amelyben
ez a fiiggvény skalarszorzatta valik.

Bizonyitas. Legyen S(u, v) = (u;v) egy adott U bazishoz tartozé skaldris szorzat. A
szorzas kommutativitdsa alapjan S szimmetrikus. A szorzdsnak az Osszeaddsra vonatkozé

disztributivitdsa alapjan S bilinedris. A b = a esetben S(a,a) = Zaiz; ami nem lehet
i

negativ, és 0 is csak akkor, ha a = 0, ami bizonyitja, hogy a skaldrszorzat valéban pozitiv
definit.

Legyen most A tetsz6leges pozitiv definit bilinedris fiiggvény az U téren. Az ortogo-
nalizécios tétel (5.14.) szerint 1étezik olyan U = {uy, ..., u,} bazis, amelyben a megfeleld

Q kvadratikus alak négyzetosszeggé valik: Q(x) = Z cixl»z, ahol x = inui; és a pozitiv

4 4
definitség miatt mindegyik c; pozitiv. Valasszuk most a V = {vy, ..., v, } bazist Ggy, hogy
u; = ./c;v; legyen, ami a c¢;-k pozitivitdsa alapjdn lehetséges. Ekkor ebben a bézisban

Q) = A(x,x) = Z yl.z, ahol x = Z yivi. Legyen S az ezen bazishoz tartozé skaldr-
i i

szorzat. Az S dltal meghatarozott kvadratikus alak pontosan Q(x). Mivel a skalarszorzat
is szimmetrikus bilinedris fiiggvény és két szimmetrikus bilinedris fiiggvényhez tartozé
kvadratikus alak csak akkor egyenl$, ha az eredeti szimmetrikus bilinedris fiiggvények is
megegyeznek, ezért A = S. |

A skaldris szorzatnak az A véltozatban adott eredeti definicidja a 6.1. Tétel alapjan
megvéltoztathato:

6.1. Definicié (B valtozat). A valds test feletti U vektortéren adott barmely pozitiv
definit szimmetrikus bilinedris fiiggvényt skalaris szorzatnak nevezziik. [ |

Megjegyzések

1. A skaldris szorzat nem ,,igazi” miivelet. Az eddigi miiveletek mind olyanok voltak, amelyek
vektorhoz vagy vektorokhoz rendeltek vektort. A skaldris szorzat viszont nem vektort, hanem skaldrt
rendel a vektorokhoz. Ez inkabb egy reldci6hoz hasonlit, csak itt nem az ,,igaz” vagy ,.hamis” értéket,
hanem szdmértéket rendeliink hozza egy parhoz.

2. A skaldris szorzat definiciéjara adott B véltozatnak tobbek kozott az az elénye, hogy végtelen
dimenzi6s tereken is értelmezhetS (1.: Schwarz-féle egyenlGtlenség). ]

Euklideszi terek esetében is lehet homomorfizmusrél, azaz homogén linedris leképe-
7&sr0l beszElni, ez olyan leképezést jelent, amelyik a skaldris szorzatot is megtartja:

6.2. Definicié. Euklideszi terek esetében a ¢ : U — U homomorfizmust euklideszi tér
homomorfizmusnak nevezziik, ha skaldrszorzattart. Ha ¢ bijektiv, akkor ez izomorfizmus.
Ebben az esetben izomorf euklideszi terekrgl beszéliink. [ |

6.2. Tétel. Euklideszi terek kozti homomorfizmus mindig injektiv. Két euklideszi tér
pontosan akkor izomort, ha mint vektorterek izomorfak.

Nem minden vektortér-izomorfizmus izomorfizmusa az euklideszi tereknek!
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Bizonyitas. Legyen ¢ : U — V* euklideszi tér homomorfizmus. Ha u € Ker (¢),
akkor ¢(u) = o € UV, és a skaldrszorzattartds miatt (u;u) = (0;0) = 0, amibSl u = o
kovetkezik, hiszen a skaldrszorzat pozitiv definit.

Ha ¢ izomorfizmus, akkor természetesen dimenzidtartd is. Ha U-nak és U*-nek meg-
egyezik a dimenzidja, akkor a skaldrszorzatot definidlé bazisoknak ugyanannyi elemiik
van. Legyenek ezek — megfeleléen — U = {u;,...,u,} és V = {v,...,v,}. Ekkor a
¢ : u; — v; megfeleltetéssel definidlt homomorfizmus nyilvan skaldrszorzattartd.

(Ha az u; bazisvektort 2u;-be vissziik és minden mas bazisvektort bnmagéaba, akkor
ez nyilvan izomorfizmus lesz, de nem tartja meg a skalarszorzatot.) [ |

Egy bazis természetesen egyértelmiien meghataroz egy skalarszorzatot. Forditva azon-
ban ez nem igaz; egy skaldrszorzat, mint bilinedris fiiggvény, tobb bazishoz is tartozhat. Ha
adott egy tetszdleges pozitiv definit szimmetrikus bilinedris fiiggvény, akkor megadhatjuk
az Osszes olyan bazist, amely ezt a bilinedris fiiggvényt hozza 1étre skaldrszorzatként:

6.3. Tétel. Egy U = {uy,...,w,} bdzis pontosan akkor adja skaldrszorzatként az
S(x,y) szimmetrikus pozitiv definit bilinedris fiiggvényt, ha e fiiggvényre nézve ortonor-
madlt; azaz S(u;,u;)=34; ;.

Bizonyitas. Az U bézishoz tartoz6 skaldrszorzatra (u;;u;) = §; ; teljesiil. Mivel egy
bilinedris fiiggvényt az 5.6. Tétel szerint egyértelmiien meghatdroz egy bazisparon felvett
értékeinek rendszere, ezért ez a skalarszorzat ugyanaz, mint az adott S bilinedris fiiggvény.

Az, hogy a skaldrszorzatot definidlé bazis e skaldrszorzatra nézve ortonormalt, a defi-
nici6 alapjan trividlis. |

6.3. Definici6. Az U euklideszi tér egy U altere euklideszi altér, ha az U-n definidlt
skaldrszorzatot U -re megszoritva, U+ alkalmas bézisdban skalarszorzattd valik. [}

6.4. Tétel. Egy euklideszi tér minden altere euklideszi altér.

Bizonyitas. Legyen S az eredeti téren definidlt skaldris szorzat. Ez, mint bilinedris
fliggvény, az altéren is pozitiv definit és szimmetrikus. A 6.3. Tétel szerint tehat ezen altér

alkalmas bazisdban skalarszorzatta valik. [ ]
Feladatok
1. Alljon az R feletti Ug vektortér az a = (ag, a1, . . ., an, .. .) végtelen sorozatokbdl. Legyen

U az az altér, amelyben a sorozatoknak majdnem minden eleme 0. Tekintsiik azokat az a sorozatokat,

o0
amelyekre a 2:(01,-)2 végtelen sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy ezek egy U alteret alkotnak,
i=0
o0
amelyre U; < U < Uy. Bizonyitsuk be, hogy a,b € U esetén a Zai b; végtelen sor konvergens és
i=0
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o0
wAmanz:mhﬁgyﬁymﬁmdﬁmb—mem%ummm%mhmm&BMmﬁwkm,
i=0

hogy U-nak van olyan ¥ altere, amelyre V% + vt £

2. Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladat U vektorterének nincs megszamldlhat6 bazisa. Igaz-e,
hogy ha egy U vektortérnek van megszdmlalhaté bézisa, akkor minden ¥+ < U altérre teljesiil:

v+vt=u?

3. Melyek az R feletti & altéren értelmezett azon szimmetrikus bilinedris fiiggvények, ame-
lyekre minden ortogondlis rendszer fiiggetlen?

4. Tekintsiik a [0, 1] intervallumon folytonos fliggvényeket. Bizonyitsuk be, hogy ezek az R
1

felett egy € vektorteret alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy e téren az / fg integrdl (f, g € 6) pozitiv
0

definit szimmetrikus bilinedris fiiggvény.

5. Az U euklideszi tér tetsz6leges u eleméhez tekintsiik a ¢y : v > (u; v) linedris leképezést.
Bizonyitsuk be, hogy az u +— ¢, leképezés U-t a dudlis térbe vivé izomorfizmus. Mutassuk meg,
hogy az u* = ¢y esetben a skaldrszorzatot értelmez$ bdzis képe pontosan a dudlis bdzis. Mutassuk
meg, hogy ennél a megfeleltetésnél pontosan az ortonormdlt bazisoknak felel meg a dudlis béazisuk.

6. Bizonyitsuk be, hogy véges testek feletti legaldbb hdromdimenziés vektorterekben egy
kvadratikus alak sohasem lehet ,,pozitiv definit”, azaz mindig van 6nmagara merdleges vektor.

7. Bizonyitsuk be, hogy p = 4k + 3 alakd primszdm esetén a p elemi test feletti kétdimenzids
térben az x2 + y2 kvadratikus alak csak az x = y = 0 esetben nulla.

2. A valés euklideszi terek geometriaja

Annak a ténynek, hogy az egyez8 dimenziéju euklideszi terek izomorfak, két fontos
kovetkezménye is van. Mindkettd a geometriai tér fontossdgat mutatja.

Tegyiik fel, hogy az R feletti két- vagy haromdimenzids térben kell valamit bizonyi-
tani. Ez a tér a 6.2. Tétel szerint izomorf a geometriai sikkal, illetve térrel. [gy médunkban
van barmely 4llitast szemléletesen ellendrizni. Még azt is megtehetjiik, hogy egy geometriai
eredményt az izomorfizmussal ,,atvisziink™ a széban forgé euklideszi térbe.

A madsik lehetdséget a 6.4. Tétel adja. Tegyiik fel, hogy egy euklideszi térben vala-
milyen allitast a dimenzi6 szerinti teljes indukcidval akarunk bizonyitani. Mivel a tér bar-
mely haromdimenzids altere a geometriai hdromdimenziés altérrel izomorf, ezért a bizonyi-
tast barmelyik haromdimenzids altéren ,.elkezdhetjiik”. S6t, mi tobb, az esetleges sejtésiink

” 2

helyességét — az el6bbiek alapjan — a geometriai térben valdszin{isithetjiik.

Ezek utdn megtehetnénk, hogy a legfeljebb haromdimenziés geometriai térre vonat-
kozo6 eredményeket itt is igaznak fogadjuk el. Ezt azonban két ok miatt nem tessziik:
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Egyrészt, a geometriai tér geometridjabdl nagyon kevés fogalomra lesz sziikségiink,
amiket itt geometriai szemlélet nélkiil is definidlhatunk. Ezaltal egyébként a geometriai tér
fogalmait is sokkal pontosabban tudjuk definidlni.

Masrészt, az itteni bizonyitasok ,,absztrakt vazat” is jobban lehet latni; ami azt jelenti,
hogy konnyebben atvihet6k mads, olyan esetekre is, ahol szemléletiink nem segit.

6.4. Definicié. Az (u;v) skaldrszorzattal megadott U euklideszi tér egy u vektordnak

hosszan az |u| = y/(u; u) nemnegativ szamot értjilk. A o-tdl kiilénb6z6 u és v vektorok ¢
hajldsszoge az a nemnegativ, 180°-ndl nem nagyobb szog legyen, amelynek koszinuszéra
[a] - |v] - cos (¢) = (u; V) teljesiil.

A o vektornak és tetszleges u vektornak nem definidlunk hajlasszoget. ]

A fenti definicié nyilvanvaldan tiikrozi a geometriai fogalmakat. Az el6zetes ,.elve-
ink”-nek megfelel6en mégis be kell latni, hogy a definicié helyes — azaz a definialt fogal-
mak ,,léteznek”. Az abszolut érték 1étezik, mert a skaldrszorzat nem negativ, tehét a négy-
zetgyokvonds elvégezhetd, és definicié szerint a négyzetgyok sem negativ.

A hajlasszog definici6jandl két problémdval is szembe kell nézni. A ,, masodik” prob-
léma az egyszer(ibb; nevezetesen az, hogy adott koszinuszui szog a tekintett intervallumban
pontosan egy van. Ezt akdr geometriai, akdr fliggvénytani dton beldthatjuk; és el is fogad-
juk.

A masik probléma az, hogy létezik-e ilyen szog. Itt azt kell elfogadnunk, hogy minden
szamhoz, amelynek abszolut értéke legfeljebb 1, taldlhaté olyan szog, amelynek pontosan
ennyi a koszinusza. Ezzel arra az algebrai kérdésre redukaltuk a problémat, hogy igaz-e az
[a] - |v] > |(u; v)| Osszefiiggés. Az abszolut értékek nemnegativitdsa miatt ez ekvivalens az
alabbi, tgynevezett Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlStlenséggel:

(wu) - (v;v) > (w;v)~.

Ezt az egyenl6tlenséget az aldbbiakban valamivel ltalanosabban bizonyitjuk, megmutatva,
hogy mely bilinedris fiiggvény esetében teljesiil az analég egyenlbtlenség.

6.5. Tétel. Egy valos U téren értelmezett szimmetrikus bilinedris A fliggvényre akkor
és csak akkor igaz minden a,b € U esetén az
A(a,a) - A(b,b) > A(a, b)’
egyenlétlenség, ha A szemidefinit.

Bizonyitas. Ha A indefinit, akkor barmely A-ortogondlis bazisban léteznek olyan A-
ortogondlis u és v vektorok, amelyekre A(u, u) és A(v, v) kiilonboz6 elGjeltiek. Ezek szor-
zata negativ, mig az A-ortogonalitds kovetkeztében A(u, v) = 0; igy a tételbeli egyenl6t-
lenség nem teljesil.

Legyen most A szemidefinit. Mindenekel6tt belatjuk, hogy elég az allitast pozitiv sze-
midefinit bilinedris fiiggvényekre bizonyitani. Ha ugyanis A negativ szemidefinit, akkor
—A pozitiv szemidefinit. Ha erre igaz az 4llitas, akkor

A(a,a) - A(b.b) = (—A(a,a)) - (~A(b. b)) > (-A(a, b))’ = (A(a, b))’
alapjan az eredeti bilinedris fiiggvényre is igaz.
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Legyen most A pozitiv szemidefinit szimmetrikus bilinedris fiiggvény. Ha A(a, a) =
= A(b, b) = 0, akkor a bilinearitdst felhaszndlva a pozitiv szemidefinitségbdl tetszéleges ¢
valds szdmra

0<A(a+cb,a+cb)=2-c-A(a,b)
kovetkezik. A ¢ = —A(a, b) vilasztassal ebbdl A(a, b)2 < 0 addédik, ami csak ugy lehetsé-
ges, hogy A(a, b) = 0; és ekkor az egyenlStlenség valdban fennall.

Feltehet$ tehat, hogy példaul A(a, a) > 0. Mivel A pozitiv szemidefinit szimmetrikus
bilinedris fiiggvény, ezért tetszdleges c valds szdmra

0<A(a,a)-A(ca+b,ca+b)=c*(A(a, a))> +2c-A(a, a) - A(a, b)+
+A(a, a)-A(b,b) = (c - A(a, a) + A(a, b))’ + A(a, a) - A(b, b) — (A(a, b))?

teljesiil. A feltétel szerint A(a,a) # 0, ezért valaszthaté ¢ = —ii:: :; Ekkor a jobb
oldalon 4ll6 els6 tag O lesz, és igy

0 < A(a, a) - A(b, b) — (A(a, b))*
adddik, mint allitottuk. [ |

Kiegészités (Schwarz-féle egyenl6tlenség). Ha f és g az [a, b] intervallumban integ-

b 2 b b
rdlhato fiiggvények, akkor / fg| < f 2. f g%
a a a

Bizonyitas. Ismeretes, hogy az adott intervallumban négyzetesen integralhat6 fiigg-
vények a szokdsos miiveletekre vektorteret alkotnak R felett. Az ebben az intervallumban
vett szorzatintegral nyilvanvaldéan szimmetrikus és bilinedris. Tekintettel arra, hogy ez nem
lehet negativ (de 0 igen!), ezért ez a fiiggvény pozitiv szemidefinit. A 6.5. Tétel szerint tehat
igaz az egyenlGtlenség. (Egyébként az, hogy két négyzetesen integralhaté fliggvény dsszege
is négyzetesen integralhat6 fliggvény, éppen a Schwarz-féle egyenlStlenségbdl kovetke-
zik.) [ |

Kovetkezmény. Kér vektor hajlisszoge pontosan akkor 90°, ha skaldrszorzatuk 0,
azaz a skalarszorzatra mint bilinedris fiiggvényre nézve ortogondlisak.

Ilyen vektorokat ortogondlisnak vagy egymasra merolegesnek hivunk. Azt, hogy u és
v merdlegesek, u L v jeloli.

A nullvektor minden vektorra merdleges.

Bizonyitas. A hajlasszog pontosan akkor derékszog, ha koszinusza 0, azaz a szoget
definidlé egyenldség bal oldalan O 4ll. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha a jobb oldalon
is 0 van, azaz a skaldrszorzat 0. Az utolsé éllitas a fenti kiegészitésbdl adodik. [ ]

6.6. Tétel (hiromszdg-egyenlbtlenség). Az euklideszi tér tetszbleges a és b vektordra
|a+b| < |a| +|b].
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Bizonyitas. Mivel mindkét oldalon nemnegativ szdmok allnak, ezért elég bebizonyi-
tani, hogy az egyenl6tlenség a négyzeteikre teljesiil. Az abszolit érték definicidja szerint
tehdt a bizonyitand6 allitas:

(a+b;a+b) <(a;a)+2-|a|-|b|+(b;b).
A bilinedris fiiggvényekre vonatkozé azonossagok szerint ez az egyenlStlenség az (a;b) <
< |a| - |b| egyenlbtlenséggel ekvivalens. Ez utébbi pedig trividlisan kovetkezik a Cauchy—
Bunyakovszkij-féle egyenl6tlenségbdl. ]

Megjegyzés. Ha az a és b vektorokat ,.egymdashoz fiizziik”, akkor egy olyan haromszoget
kapunk, amelynek a harmadik oldala éppen az a + b vektor. A 6.6. Tétel tehat pontosan azt mondja
ki, hogy egy hdromszog két oldala hosszdnak dsszege mindig nagyobb a hdromszog harmadik oldala
hosszandl. (Ha a két vektor parhuzamos, akkor nem kapunk haromszoget. Csak ekkor éllhat egyen-
16ség; s ha a két vektor irdnya is megegyezik, akkor valéban egyenlgséget kapunk.) O

A szodgekre vonatkoz6 Osszefiiggések koziil csak olyanokkal foglalkozunk, amelyek-
ben a merdlegesség szerepel. A merSlegesség a geometridban is alapvetébb fogalom a
szognél. Ezt a linedris algebrai vizsgalatoknal is lattuk; az ortogonalitast sokkal el6bb értel-
meztiik, mint a szoget. Azt is lattuk, hogy az ortogonalitds definici6jdhoz nem volt sziikség
olyan ,,bonyolult” fogalomra, mint a koszinuszfiiggvény viselkedése. A tovdbbiakban érde-
mes a definicidkat és a tételeket a geometriai megfeleld fogalmakkal 6sszevetni.

6.5. Definici6. Egy u vektort egy U altérre merdlegesnek (ortogonalisnak) neveziink,
ha minden, az altérbe es6 vektorra merGleges. Ezt a relaciét u L U jeloli. [ ]

6.7. Tétel. Egy vektor akkor és csak akkor merdleges egy altérre, ha az altér valamely
bazisanak elemeire merdleges.

Bizonyitas. Lasd az A-ortogonalitidsra vonatkozé megfeleld 5.15. Tétel bizonyi-
tasat. |

6.6. Definicio. Az U vektortér U* altere merSleges a W altérre, ha a U altér minden
eleme merGleges a W altérre. Ezt a reldciot U L W jeloli. [ ]

6.8. Tétel. A UV altér akkor és csak akkor merbleges a W altérre, ha a UV altér vala-
mely bdzisdnak elemei merdlegesek a W altérre. Az alterek merblegessége szimmetrikus
fogalom.

Bizonyitas. Lasd az A-ortogonalitisra vonatkozé megfelel 5.15. Tétel bizonyita-
sat. |

Legyen U az U euklideszi tér altere. Az 5.15. Tétel miatt U = U @ V. Ez azt jelenti,
hogy minden u € U vektor egyértelmien felirhaté u = v+w alakban, ahol v € UV és w L .

Ezt az euklideszi tereknél fontos tételt itt ismételten bizonyitjuk; megadva az eléallitast is,
ha adott UV egy bézisa. A kovetkez§ tétel ennél tobbet is mond ki.
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6.9. Tétel. Ha U altere az U euklideszi térnek, akkor minden w € U egyértelmifen
elédllithato w = v + w alakban, ahol v € 1+ ésw L V. Barmely u =V +w elddllitisndl a
v e V feltételbél kovetkezik, hogy |w| < |W'| és egyenléség csak aw' = w esetben lehet.

v az u vektor V-re valo meréleges (ortogondlis) vetiilete.

Bizonyitas. Legyen V = {e, ..., e} a U* egy ortonormdlt bdzisa. Ha az u vektorhoz
van megfelel6 v vektor, akkor ez egyrészt Zciei alakd, masrészt a w = u — v egyenls-

l
séggel definidlt vektorra w L U* teljesiil. Ez pontosan akkor dll fenn, ha minden i indexre
w L e;, azaz (w;e;) = 0 teljestil. A w = u — v egyenl&ség és a skalarszorzat bilinearitdsa
miatt ez azt jelenti, hogy minden i és j indexre igaz az (u;e;) = Z cj(e;;e;) Osszefliggés.
J
Tekintettel arra, hogy a felvett bdzis ortonormdlt volt, ezért (e;;e;) = §; j. Ezt behelyet-

tesitve azt kapjuk, hogy ¢; = (u;e;), azaz v = Z(u; e;)e;. Ebbdl a felirt egyenléséget
i

felhasznalva w is megkaphat6.

Tekintsiink most egy u = v/ + w’ eldllitdst, ahol v € 1. EbbSl W =u — Vv = (v +
+w) —V = w+ (v — V) kovetkezik. Mivel w L (v — V'), ezért skaldrszorzatuk 0; igy
(Wi W) = (W; W) + (v — V); (v — V), azaz |W|? = |w|* + |[v — V/|>. Ez azt jelenti, hogy
|W|?> > |w|? és egyenlGség csak a v = v esetben lehet. ]

7z

Megjegyezziik, hogy a v és w vektorok akkor is el6allithatok, ha kiinduldsul nem
ortonormalt, hanem tetszbleges bazist vesziink, de ez esetben a leirds sokkal bonyolultabb.
Itt is a bazisvektorparok skaldris szorzata jatszik szerepet. Ennek leirdsdhoz hasznos az
alabbi matrix, illetve ennek determindansa:

6.7. Definici6. Az {aj, ..., a,} vektorrendszerbdl elkészitett [(a;; a;)] métrixot e rend-
szer Gram-féle matrixdnak, €s ennek |(a;;a;)| determindnsét e rendszer Gram-féle deter-
minansanak nevezik. [ |

Természetesen az a vektortér, amelyikbdl a fenti vektorokat vettiik, nem kell, hogy
r-dimenzids legyen.

6.10. Tétel. Egy vektorrendszer Gram-féle madtrixa akkor és csak akkor szinguldris
(tehat Gram-féle determinansa akkor és csak akkor (), ha a vektorrendszer linearisan 0ssze-
fiiggd.

Bizonyitas. A matrixok targyaldsdnal lattuk, hogy egy négyzetes matrix determindnsa
pontosan akkor 0, ha oszlopai (vagy sorai) linedrisan Osszefiiggenek. Egy r oszlopi M
matrix oszlopai akkor linedrisan 6sszefiigg6k, ha a megfeleld oszlopokat alkalmas cy, ...
..., cr skaldrokkal szorozva és Osszeadva a csupa 0-bdl all6 oszlopot kapjuk, ahol nem
mindegyik ¢; = 0. Ezt ugy fogalmazhatjuk, hogy arra a v vektorra, amelynek matrixa
[V]T =[c1,...,cr], az Mv = 0 Osszefiiggés teljesiil.

Tekintsiik most azt az A matrixot, amelynek j-edik oszlopdban az a; koordinatdi
allnak (1 < j < r). A matrixok szorzdsdnak a definicidja szerint a szerepld Gram-féle
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matrix pontosan ATA. Az el6rebocsatottak szerint azt kell tehét bizonyitani, hogy pontosan
akkor létezik olyan u # o vektor, amelyre Au = o, ha 1étezik olyan v # o vektor, amelyre

ATAv = 0. Azt fogjuk kimutatni, hogy v = u is igaz.

Ha u # o0 és Au = o, akkor természetesen A" Au = o is igaz. Forditva, az A"Av = o
feltételbSl (ahol v # o) azt kapjuk, hogy v'ATAv = vie = 0. A szorzat transzpondlt-
jara vonatkozé azonossdg szerint a bal oldalon (Av)'Av 4ll, ami nem mds, mint Av-nek

onmagaval val6 skaldrszorzata. A skaldrszorzat pozitiv definitsége miatt ebbdl Av = o
kovetkezik. [ |

Mint l4ttuk, két euklideszi tér pontosan akkor izomorf egymadssal, ha mint vektorterek
izomorfak. Az eltérés annyi, hogy sokkal kevesebb izomorfizmus létezik euklideszi terek
esetében. Ezt akkor lathatjuk legvildgosabban, ha egy tér 6nmagéval val6 izomorfizmusait
nézziik. Tekintsiik a sikot mint euklideszi teret, és legyenek e tér egy ortonormadlt bazisanak
elemei az e = [1,0] és f = [0, 1] vektorok. Ha a sikon felvesziink két tetsz6leges fiigget-
len vektort, akkor van olyan vektortér-transzformacid, amely az eredetit ezekbe viszi. Ha
viszont azt is megkivanjuk, hogy a transzformdcié megtartsa a skaldrszorzatot, akkor mar
az e vektor képe is csak egységnyi hosszisagu lehet; az f vektor képére pedig csak két lehe-
téségiink van mar. Ez mutatja, hogy valéban sokkal kevesebb transzforméci6 tartja meg a
skalarszorzatot.

Feladatok

1. Irjuk fel az euklideszi tér két vektorat egy adott bazisban. Irjuk fel a Cauchy-Bunyakovsz-
kij-egyenl6tlenséget a koordindtdk segitségével.

2. Mi a feltétele annak, hogy a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlGtlenségben egyenlség dlljon?
Mi kovetkezik ebbdl a hdromszog-egyenlStlenségre?

3. Altaldnositsuk az alterek merlegességét tigy, hogy ez két, nem a nullvektorban metsz6 sik
esetében a geometriai merSlegességet adja.

4. Bizonyitsuk be, hogy két linedris alakzat elemeibdl képezett kiilonbségvektorok hosszanak

mindig létezik minimuma. Ennek alapjén értelmezziik linedris alakzatok tavolsagét. Ervényes-e itt is
a hdromszog-egyenltlenség?

5. Ertelmezziik olyan alterek szogét, amelyek csak a nullvektorban metszik egymadst.

6. A tér dimenzidjara vonatkozé teljes indukcidval értelmezziik valédi médon metsz6 — de
egymadst nem tartalmazé — alterek szogét is, felhaszndlva a haromdimenziés geometriai térben két
sik hajlasszogének a definiciéjét.

7. Bizonyitsuk be, hogy a Gram-féle determindns mindig nemnegativ.

8. Az {aj,...,a,;} és a {by,..., b} vektorrendszerekre tekintsiik a |(a;, b;)| determindnst.
Bizonyitsuk be, hogy ez akkor és csak akkor 0, ha a két vektorrendszer valamelyike linedrisan 0ssze-
fliggd. Igaz-e, hogy ez sem lehet negativ?

9. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A matrix esetén igaz az r(ATA) = r(A) egyenlGség.
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3. A komplex euklideszi tér

A komplex szdmtest feletti vektorterekhez hasonldéan beszélhetiink a komplex szamtest
feletti euklideszi terekrSl. Erre analizisben, geometridban és algebrai geometridban sziikség
is van. A komplex szamtest esetében is értelmezhetd egy bazishoz tartozé skaldris szorzat.
Ebben az esetben is gondot okoz a megfeleld kvadratikus alak ,,pozitivitdsa”. Itt is hason-
I6képpen kell eljarni, mint a bilinedris fiiggvények esetében altaldban.

6.8. Definicié. Legyen U = {u;,...,u,} a komplex test feletti U véges dimenzids
vektortér egy bdzisa. E tér a = Za,-u,- és b= Zb,-u,- vektorainak e bdzisban megadott
i i
skaldris vagy belsd szorzatan az (a;b) = Za_;bi szamot értjik.
i
Ha az U téren egy skaldrszorzat van értelmezve, akkor azt mondjuk, hogy U euklideszi
tér erre a skalarszorzatra nézve. [ ]

Kiegészités. Ha azu és v vektoroknak az U bazisban felirt matrixai [u] és [v], akkor
(w;v) = [u]*[v]. [

6.11. Tétel. A skaldrszorzat pozitiv definit Hermite-féle bilinearis fiiggvény. Minden
pozitiv definit Hermite-féle bilinearis fiiggvényhez talilhato olyan bazis, amelyben skaldr-
szorzattd valik.

Ennek alapjan a skaldrszorzat itt is definidlhaté mint pozitiv definit Hermite-féle bili-
nedris fiiggvény.

Bizonyitas. A 6.1. Tétel bizonyitdsa a megfeleld fogalmak kicserélésével szordl szora
atvihetd. |

Megjegyzés. A valds euklideszi terek altereire vonatkozé eredmények bizonyitésai is sz6 szerint
atvihet6k a komplex szamtest feletti euklideszi terekre. O

6.12. Tétel. A Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlotlenség és a haromszog-egyenlbtien-
ség 1gaz a komplex euklideszi térben is.

Bizonyitas. A 6.5. Tétel bizonyitdsa kisebb véltoztatdsokkal atvihet6 a komplex esetre
is. Tekintettel arra, hogy az Hermite-féle bilinedris fliggvény nem szimmetrikus, ezért az
egyenlStlenséget az

A(a,a)-A(b,b) > A(a,b) - A(b, a)

alakban kell megadni. Annak a bizonyitasa, hogy ez csak szemidefinit fiiggvényekre tel-
jesiilhet, pontosan gy torténhet, mint a valds esetben. Ugyancsak a valds esethez hason-
16an lathat6 be az is, hogy elég pozitiv szemidefinit fiiggvényekkel foglalkozni; és ekkor az
egyenlGtlenség teljesiil, ha A(a, a) = A(b, b) = 0. A fennmaradé eset bizonyitasa is hasonld,
csak éppen nem haszndlhatjuk a szimmetridt. Ennek megfelel6en nem teljes négyzetre valé
kiegészitést kell alkalmazni, hanem ehelyett (c - A(a, a) + A(a, b))-nek és konjugaltjanak a
szorzata szerepel.

Ebbs]l mar adédik a haromszog-egyenlStlenség is. ]



HETEDIK FEJEZET

AZ EUKLIDESZI TER LINEARIS
TRANSZFORMA CIOI

1. Linearis transzformaciok polinomja

A linedris transzforméciok ,,geometriai viselkedésének™ leirdsanal fontos szerepet tolt
be egy-egy transzformacié ismételt alkalmazasa; illetve mindazok a transzformacidk, ame-
lyek e transzformdaciébol a transzformécidkra értelmezett miiveletek segitségével eldallit-
hatéak.

7.1. Tétel. Legyen U (véges dimenzids) vektortér a K test felett és o € End (U) (az
U egy linedris transzformdcidja). Ekkor Iétezik pontosan egy olyan @ : K[x] — End (U),
amelynél @y(c) = ct (c € K ést az End (U) identitdsa) és @y(x) = a.

A képként fellépb transzformdciokat o polinomjainak nevezziik. Az f(x) =co+cix +
+ -+ c,x" polinom képét f(a) = ¢y +cia +---+ ¢y’ jeldli. Ha f(a) = w, akkor azt
mondjuk, hogy o gyoke az f(x) polinomnak. Azok a polinomok, amelyeknek o gyokiik,
idedlt alkotnak. Ez az idedl nem 0. Ennek az idedlnak az m(x) = my(x) normalt generdtor-
elemét az o minimalpolinomjanak nevezziik.

A dim(U) = n esetben minden minimdlpolinom foka legfeljebb n>.

Bizonyitas. A vektorterek elemi tulajdonsagai alapjan a ¢ — ct megfeleltetés izomor-
fizmus. A polinomgyfirlik alapvet6 tulajdonsdga szerint ez kiterjeszthetd az x — o feltétel
mellett; feltéve, hogy az ezek altal generalt gyliri kommutativ. Ez viszont igy van, hiszen
az identitas skaldrszorosai és egy rogzitett transzformacié hatvanyai egymassal felcserél-
het6ek (a szorzasra nézve).

A tovabbiakhoz elég azt belatni, hogy minden linedris transzformécié gyoke egy nem-

2
" transz-

nulla polinomnak, amelynek a foka legfeljebb n®. Evégett tekintsiik az ¢, «, . . . ,
formaciékat. Ezeknek a szdma n® + 1. Tekintettel arra, hogy dim(End (U)) = n?, ezért e
transzformacidk linedrisan Osszefiiggenek: cot + cjoe + -« - + anotnz, nem csupa 0 egylitt-
hatékkal. Ez azt jelenti, hogy az f(x) = co+cix +--- + cnzx”2 nemnulla polinomnak o

gyoke. ]
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A 7.1. Tétel egy igen fontos példat ad modulusra.

7.2. Tétel. A 7.1. Tételben megadott @ homomorfizmus dltal U R-modulussd valik,
ahol R = K[x]. Rogzitett, de tetszbleges o esetén rU végesen generdlt és torziomodulus.
Ez utobbi azt jelenti, hogy minden w € U elemhez taldlhato olyanr € R (r # 0), amelyre
ra=o.

Bizonyitas. Az elso allitds azonnal kovetkezik a linedris transzformacidkra és a vek-
torokra vonatkozé azonossdgokbdl. A kapott modulusnak van véges generdtorrendszere,
hiszen az U tetszGleges bazisdnak linedris kombindcidjaként akkor is megkaphatunk min-
den elemet, ha csak a K elemeivel szorzunk. Mivel my (1) = 0 és my(x) # 0, ezért minden
vektorhoz univerzalisan vélaszthatjuk az r = my(x) elemet. [ |

Tekintettel arra, hogy a 7.2. Tételben az r univerzalisan valaszthat6, elég volna a
tovabbiakban csak ilyen tulajdonsdgd modulusokat vizsgdlni. Azért tesziink fel a tovab-
biakban latszolag kevesebbet, mert az aldbbi dltaldnos tételben is kovetkezik az ,,univer-
zalis szorz6” 1éte. Jelenleg csak a fenti specidlis R-modulusra vonatkoz6 eredményekre
van sziikséglink, de a bizonyitas az alabbi altaldnos esetben is pontosan ugyanigy torténik.
Ezzel egyiittal arra is ravilagithatunk, hogy ,,miért igaz” a tétel.

7.3. Tétel (fGidedlgytirik feletti végesen generalt torzidmodulusok alaptétele 1. rész).
Legyen A végesen generdlt torziomodulus az R foidedlgyird felett. Ekkor Iétezik olyan
r # 0 elem az R-ben, amelyre ru = o, tetszbleges u € A esetén. Az ezen tulajdonsdggal
rendelkezGr € R elemek fOidedlt alkotnak, amelynek egy generdtorelemét az M exponen-

sének nevezziik.

Ha az M r exponense felirhato paronként relativ primek ry - . . .-ry szorzataként, akkor
M felbonthatd részmodulusainak M, & . . . &My direkt dsszegére tigy, hogy M; is végesen
generdlt torzié R-modulus és M; exponense r;.

Ha azr; elemek tovdbb mar nem bonthatok relativ prim elemek szorzatdra (azaz egyet-
len felbonthatatlan elem hatvanyai), akkor a felbontds abszoliit egyértelmii: barmely mds
felbontasban csak a tagok sorrendje valtozhat.

Az u € M generdlta részmodulus r(u) exponensét az u elem rendjének nevezziik.

2

Bizonyitas. Mindenekel6tt felidézziik a definiciéban haszndlt gytirdelméleti fogalma-
kat és sziikséges eredményeket.

2

Az R gyfirt integritasi tartomany, ha a szorzds kommutativ és nincsenek benne null-
osztok. Egy I € R nemiires részhalmaz ideél, ha zart a kivondsra, Osszeadasra és a gyfi-

riibeli elemmel valé szorzdsra. Egy idedl f6idedl, ha egyetlen elem gyfir{ibeli tobbszoro-
seibdl all (feltessziik, hogy a gyf(riiben 1étezik egységelem). Egy gylr( fbidedlgyiirii, ha

o

benne minden idedl f6idedl (feltessziik, hogy integritdsi tartomédny). Ha R f&idedlgy(ird,
akkor barmely a, b € R esetében létezik olyan x, y € R, amelyre az a, b generélta idedl
d generatoreleme kielégiti az ax + by = d feltételt (azaz (a, b) = (d)). Az a és b elemek
relativ primek, ha (a, b) = (1). F6idedlgyfirliben érvényes az egyértelmi faktorizacié. Ezt

o z 2z

az eredményt egyeldre csak euklideszi gy(irid esetére tudjuk, de a késébbiek sordn beldtjuk
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s . 2

f6idedlgytrtikre is. Az egyértelmi faktorizaciébdl kovetkezik, hogy ha a f6idealgyfirt ele-
meinek ap, as, ..., a, ... sorozatdban minden elem oszt6ja az el6zének, akkor valahonnét
kezdve ezek az elemek egymads asszocidltjai (tehat ugyanazt a féidedlt generdljdk); hiszen
mindegyiknek legfeljebb annyi primtényezdje van, mint az el6z6nek. A linedris algebrai
alkalmazdsnal elég euklideszi gyiiriikre gondolni, mert a 7.1. Tételben megadott megfelel-

2 2

tetésnél polinomgyfirt szerepel, ami euklideszi gytrd.

Ezek utdn nézziik a tétel bizonyitasat:

Legyen U = {uy, ..., u} az M egy generitorrendszere. Mivel ./ torziémodulus, ezért
vannak olyan nemnulla r;,...,7; € R elemek, amelyekre r,u; = o (1 < i < t). Az
r= l_[r; szorzat nem 0, mert R integritdsi tartomdny, emellett ru; = o. Mivel U gene-

4
ratorrendszer €s R kommutativ, ezért ru = o teljesiil az R minden u elemére. A modulus
axiémadibodl kovetkezik, hogy az ilyen tulajdonsigi r € R elemek idedlt alkotnak; s mivel

7

R f6idedlgyir, ezért ez az idedl f6idedl.

Tegyiik most fel, hogy az A( modulus r exponense felbomlik a relativ prim a és b
elemek szorzatdra; igy van olyan x,y € R, amelyre ax + by = 1. Ez azt jelenti, hogy
minden u € J felirthaté u = axu + byu alakban. Legyen 4, = {bu | u € M} és M} =
= {au | u € J}. Vildgos, hogy M, és A} részmodulusok, amelyekre a fenti felbontés
alapjan M, +Mp = M kdvetkezik.

Mivel r = ab az M exponense, ezért all, = {abu | u € M} = {0} és bl = {bau | u €
€ M} = {o}. Ha marmost v € A, NAp, akkor av = bv = 0 miatt v = 1v = x(av) + y(bv) =
=x0+ yo = 0, vagyis My NMp = {0}, tehat M =M, D M.

Legyen a’ az A, és b’ az L, exponense. Mint lattuk, a’ oszt6ja a-nak és b’ osztéja
b-nek. Mdsrészt a'Ml, = {0} miatt a’bAl = {0}, és igy r = ab osztéja a’b-nek, amibsl az
kovetkezik, hogy a osztéja a’-nek; vagyis ./, exponense a. Hasonl6képpen lp-nek b az
exponense.

Tekintettel arra, hogy U az 4L generatorrendszere, ezért a {bu | u € U} elemek az M,
egy generatorrendszerét alkotjdk. Tehat e részmodulusok végesen generaltak.

Ebbdl teljes indukcioval kovetkezik a tobbtagi 6sszegfelbontisra vonatkozé allitas.

Az egyértelm(iség bizonyitdsanal tegyiik fel, hogy egyetlen r; sem bonthat6 tovabb
relativ prim tényezdk szorzatdra. Legyen M = M| & ... Gaaixt;c, egy tetszbleges, hasonld
felbontds, ahol Ji/t; exponense rl-’ . Az R-beli egyértelmi faktorizacié miatt k' = k, és az
ri/ elemek csak sorrendben kiillonbozhetnek az r; elemektdl. Ezért feltehets, hogy ri’ =ri.
A tovédbbiakban mdr nem lesz sziikség arra, hogy az r;-k nem bonthat6k fel relativ prim
tényezSk szorzatara.

Legyen s; = rL Azt tudjuk, hogy r; az Al; exponense, és s; a tobbi tag direkt Gssze-

4
gének az exponense. Mivel r; és s; relativ primek, ezért r; a tobbi tag direkt 6sszegének

egyetlen elemét sem viheti o-ba, azaz M; = {u € A | rju = o}. Ugyanez mondhaté el
M;-rfﬂ is. Tekintettel arra, hogy {u € AL | r;u = o} a részmodulustdl fiiggetlen definicid,
ezért a megfeleld részmodulusok valéban megegyeznek. [ |
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Kovetkezmény. LegyenU (véges dimenzios) vektortér a K test felett és @ € End (U)
(az U egy linedris transzformacidja). Legyen tovabba m(x) € K[x] az « minimdipolinomja,
ésm(x)=my(x)-...-ms(x) e polinomnak K [x]-beli paronként relativ prim faktorokra valo
felbontasa.

Ekkor a tér felbomlik M = M, & ... B M, direkt Osszegre, ahol minden egyes M; az
a-nak invaridns altere. a-t az M;-re megszoritva, a kapott o; minimdlpolinomja pontosan
mi(x). o =1 D...Da,. Ha minden egyes m;(x) faktor egyetlen irreducibilis polinomnak a
hatvdnya, akkor az invaridns alterek (sorrendtdl eltekintve) egyértelmiien meghatdrozottak.

Legyen U; ={u; 1, ..., u;,,} (1 <i <1t) é& U e bdzisok sorrendben valo egyesitése.
Ha A; = [«;] a szerepl6 bazisban, akkor U-nak a megadott bazisdban A = [«] a kovetkezd
alaki — tgynevezett blokkokra diagonizdlt — matrix:

Legyen f(i) = Zni‘ Ekkor az A madtrixban az (f(i) + 1)-t6] f(i + 1)-ig terjed6

j<i
sorokban és oszlopokban pontosan az A; matrix dll; és minden tovabbi elem 0.

Bizonyitas. MindenekelStt megjegyezziik, hogy a részmodulusok pontosan az invari-
ans alterek.

Val6ban, ha ¥ < U részmodulus, akkor & minden polinomja — specidlisan « is —
Onmagéba viszi; igy invarians altér. Forditva, ha U invarians altér, akkor «, igy & minden
hatvadnya és ezek skaldrszorosdnak Osszegei is Onmagdaba viszik; vagyis részmodulus.

A 7.1. Tétel szerint U végesen generdlt torzibmodulus K[x] felett, és exponense az
« transzformdcié m(x) minimdlpolinomja. Tekintettel arra, hogy K[x]-ben érvényes az
euklideszi algoritmus, ezért alkalmazhaté a 7.3. Tétel. Eszerint tehdt 1étezik egy U = U, &
... ® U, direkt 6sszegre valé olyan egyértelmi felbontds, amelyben az i-edik komponens
exponense az m;(x) polinom.

A 7.3. Tételbdl az is kovetkezik, hogy a megszoritissal ad6d6 «; minimélpolinomja az
m;(x) polinom. Az a-nak ezek direkt dsszegére valé felbontdsa a 3.9. Tételbdl kovetkezik.

7z

Az A mitrix el6dllitdsa azonnal kovetkezik abbdl, hogy az U; alterek invaridnsak. W

7.4. Tétel. Legyen azlU téra linedris transzformdciojanak az m(x) minimdlpolinomja
egy K felett irreducibilis r-edfoku p(x) polinom k-adik hatvanya. Ekkor barmely i < k
természetes szdmhoz Iétezik a térben o -nak olyan invaridns altere, amelynek dimenzioja
pontosan i -r.

Egy transzformdcio minimdlpolinomjanak foka legfeljebb akkora, mint a tér dimenzidja.

Bizonyitas. Legyen 8 = p(«). Feltétel szerint ,Bk =w,dei < kesetén B’ # w. Ez azt
jelenti, hogy van a térben olyan u vektor, amelyre ﬂk(u) =o0, de ,Bk_l(u) # 0. Tekintsiik
az

w =g =uuw=4'w,... u=p"(w
vektorokat. Tekintsiik tovabbd minden i < r mellett az

—1
w, o(w), ..., o (u;)
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vektorokat is. Ezeket a vektorokat irjuk fel tdblazatban:

—1
u, o), ..., o 1(111)
w, a(w), ..., o (w)
: : T
u, a(ug), ..., o (w)

Azt fogjuk megmutatni, hogy ezek a vektorok linedrisan fiiggetlenek, és barmelyik
sortd]l kezdve e sorban és az Gsszes alatta levd sorban fellépd vektorok o egy invaridns
alterét generaljdk. Tekintsiik az i-edik sortél kezdve az osszes elemet. Ezek ug ; = o’ (u;),
ahol 1 <s <rési <j <k Has <r—1,akkor a(uy ;) =ug ;. Azs =r — 1 esetben
a(u,_; ;) =o' (u;) adédik.

Feltehetd, hogy a p(x) polinom normalt: p(x) = x" +¢,_1x" "'+ +c;x + ¢. Ebbdl

azt kapjuk, hogy

B=p@)=a +cr_10" L+ Hora + ot

azaz
o (uj) =ujy — (crm1" " (W)) + -+ -+ crau;j) + couj).
Mivel a jobb oldalon 4ll6 vektorok mind a vizsgélt altérben vannak, ezért o’ (u j) is oda

esik (a j = k esetben B(ug) = o). Igy a j-edik sor barmely vektordt o a szerepl$ altérbe
viszi. Mivel ez minden sorra igaz, ezért az altér invaridns.

A fenti o’ (u;) alaki vektorok szdma kr. Tekintettel arra, hogy ezek a vektorok gene-
ratorrendszert alkotnak, ezért linedris fiiggetlenségiik bizonyitdsira elegends ebben az altér-
ben kr darab fiiggetlen vektort taldlni. Vegyiik evégett az u, a(u), . . ., o* =1 (u) alaku vek-

kr—1 ) kr—1 )
torokat. Ha ezeknek a Z cia'(u) linedris kombindcidja o, akkor az f(x) = Z cix'

i=0 i=0
polinomra f(«) : u — o. Feltehets, hogy f(x) a legalacsonyabbfoki olyan polinom,
amelyre f(a)(w) = 0. Ha marmost d(x) az m(x) és az f(x) legnagyobb kozos osztdja,
akkor d(«) : u — o is igaz, mert m(o) minden vektort o-ba visz. Az f(x) valasztdsa foly-
tan tehdt d(x) = f(x). A polinomok egyértelmii faktoriziciéja alapjan csak d(x) = p(x)’
lehet (r < k). Mivel p(x) = B, ezért azt kaptuk, hogy ﬂt(u) = 0. Feltételiink szerint ez csak
at > k esetben lehet, amibdl gr( f(x) > kr kovetkezik, ellentétben feltevésiinkkel. [}

7.5. Tétel. Az« transzformdcio minimdlpolinomjanak gydkei pontosan az o sajater-
tekei.

Bizonyitas. Ha ¢ az o egy sajatértéke, akkor van olyan u # o vektor, amelyre
a(u) = cu. Ebbd] kovetkezik, hogy tetszbleges f(x) alaptestbeli egyiitthatés polinomra
f(x)(m) = f(c)u. Ha f(x) = m(x) az @ minimdlpolinomja, akkor 0 = m(«)(u) = m(c)u, ami
u # o miatt csak ugy lehet, ha m(c) = 0; a sajatérték tehit gyoke a minimélpolinomnak.

Ha ¢ gyoke az o transzformécié m(x) minimdalpolinomjanak, akkor m(x) oszthaté az
x — ¢ polinommal. A 7.3. Tétel Kévetkezménye és a 7.4. Tétel alapjan tehat van a térben
az a-nak olyan invaridns altere, amely egydimenzids és «-t erre megszoritva a minimal-
polinomja pontosan x — c. Ez azt jelenti, hogy ennek az altérnek az elemeit az o — ct
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transzformacio6 a nullvektorba viszi. Ennek az altérnek az u generatoreleme nem a nullvek-
tor (hiszen az altér egydimenzids) és (¢ — ct)(u) = 0, azaz a(u) = cu. [ |

Megjegyzés. A karakterisztikus polinom tdrgyaldsandl lattuk, hogy egy transzformdcié karakte-

z .z

risztikus polinomjanak a gyokei is a transzformdcié sajatértékei. A késébbiekben majd latni fogjuk,
hogy e két polinom kozott sokkal szorosabb kapcsolat all fenn. O

7.6. Tétel. A komplex szdmtest feletti véges dimenzios vektorterekben minden
transzformdcionak van sajatvektora; a valos szamtest feletti véges dimenzios vektorterek-
ben minden transzformdcionak van legfeljebb kétdimenzios invaridns altere.

Bizonyitas. Az els§ dllitds azonnal kovetkezik a 7.5. Tételbdl, hiszen a komplex
szdmtestben minden polinomnak van gyoke.

A valés esetben a 7.3. Tétel Kovetkezménye és a 7.4. Tétel alapjan van a térben olyan
invaridns altér, amelynek dimenziéja megegyezik a minimalpolinom egy irreducibilis fak-
tordnak a fokdval. Ebbdl azonnal kovetkezik az 4llitds, figyelembe véve, hogy a valds test
felett minden nemkonstans polinom felbomlik elsé- vagy masodfokd polinomok szorza-

z

tara. [ |

Feladatok

1. Legyenek R, M, M;, r, r;, mint a 7.3. Tételben. Mutassuk meg, hogy .{; a legnagyobb
olyan részmodulus, amelynek r; az exponense. Mutassuk meg, hogy j # i esetén az r;-vel vald
szorzas bijekcié az AL j-n.

2. Legyen « az C feletti n-dimenziés U vektortér linedris transzformacidja. Mekkora lehet
minimédlisan és maximadlisan az « invaridns altereinek a szdma?

3. Adott az n-dimenziés U vektortér C felett. Mely f(x) polinomok esetén 1étezik hasonlésag-
tol eltekintve egyetlen olyan transzformécié, amelynek ez a minimalpolinomja? (Az « és § transzfor-

mdcidk hasonldak, ha van olyan o invertdlhat6 transzformdacid, amelyre o = ! Bo. A hasonldsig
azt jelenti, hogy a két transzformdcié ugyanugy hat, csak mds bazisok esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy
hasonlé transzformdciék minimdlpolinomjai is megegyeznek.)

4. Lehet-e egy transzformacié minimélpolinomjdnak tobbszoros gyoke?

5. Bizonyitsuk be, hogy adott els6foku polinomhoz csak egy olyan transzformacié létezik,
amelynek ez a minimdlpolinomja.

6. Irjuk le (a legaldbb haromdimenzids térben) azokat a transzformécidkat, amelyeknek a mini-

madlpolinomja x2 =1, (x — 1)?, illetve x> — x. Mutassuk meg, hogy ezen polinomok barmelyike

esetében taldlhatok olyan transzformdacidk, amelyeknek ez a minimélpolinomjuk, de nem hasonléak.

7. Bizonyitsuk be, hogy az n-dimenziés U vektortér esetében a tetsz8legesen adott
=" = —aix —ap € K[x] polinomhoz 1étezik olyan transzformécid, amelynek ez a

minimédlpolinomja.

8. Mutassuk meg, hogy a kétdimenziés valés térnek van olyan transzformdcidja, amelynek
nincs sajatvektora.
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9. Bizonyitsuk be, hogy a haromdimenziés valés térben viszont minden transzformdciénak
van sajatvektora.

10. Legyen f(x) € Q[x] egy irreducibilis n-edfokd polinom és « a raciondlis test feletti n-
dimenzids U térnek egy olyan linedris transzformacidja, amelynek f(x) a minimalpolinomja. Bizo-
nyitsuk be, hogy End (U)-nak az ¢, o, . .., "~ ! transzformacicdk 4ltal kifeszitett altere a transzforma-
cidkkal végezhetd miiveletekre nézve testet alkot; s e testben az f(x) polinomnak létezik gyoke.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha az el6z6 feladatban az f(x) polinom nem irreducibilis, akkor nem
kaphatunk testet.

2. Linearis transzformaciok invarians alterei
az euklideszi térben

Az euklideszi terek esetében a skaldrszorzat segitségével igen egyszertien definidlhaté
a transzformdacidk adjungéltja és transzpondltja. Tulajdonképpen elég az adjungalttal fog-
lalkozni, hiszen valds esetben ez automatikusan a transzponaltba megy at.

Tekintsiik az U = {uy,...,u,} bazishoz tartoz6 skalarszorzatot, és irjuk fel az «
transzformdcié madtrixdt ebben a bdzisban. E matrix j-edik oszlopdban az a(u;) vektor
koordinatéi allnak; s ennek i-edik eleme u;"(ot(u 7)), ami nem mds, mint (u;; c(u;)). fgy az

o transzformdacié U bazisaban felirt [oz]U = A = [a; ;] métrixdra a; ; = (u;; a(u;)) teljesil.
Mairmost, a skaldrszorzat tulajdonsigai szerint
() =aj; = ;;a(w)) = (c(u;);u)).
Tekintettel arra, hogy a skaldrszorzat bilinedris fiiggvény, ezért tetszSleges u és v vekto-
rokra igaz az
(W a*(v)) = (a(u); v)

Osszefiiggés. Ez azt jelenti, hogy a transzforméaci6 adjungéltjat definidlhatjuk a skalarszor-
zattal. Ha tetsz6leges ortonormadlt bazist vesziink fel, akkor is ugyanezt az adjungélést kap-
juk, errdl egyszertien meggy6z6dhetiink a bazisvektorok behelyettesitésével. Az is vildgos,
hogy a skalarszorzatot definidlé bazis skaldrszorosat véve is ugyanez marad az adjungalas.

Megmutatjuk, hogy az adjungélds a fenti bazisvaltoztatas erejéig egyértelmiien meg-
hatdrozza a skaldrszorzatot.

Tekintsiink a téren két skalarszorzatot (pozitiv definit szimmetrikus fiiggvényt): S(u, v)
és T(u, v). Az 5.8. Tétel szerint adott bazis esetén minden bilinedris fiiggvényhez 1étezik
olyan transzformécid, amelynek az adott bazisban ugyanaz a matrixa, mint a megadott
bilinedris fliggvényé. Eszerint 1éteznek olyan o és t transzformdiciok, amelyekre

S(u, v) = T(o(u), v) és T(u, v) = S(z(u), v)
teljesiil. Ebb6l S(u, v) = S(to(u), v) kovetkezik, tehat to = ¢, vagyis 7 és o egymads
inverzei. Jelolje 5 illetve T, megfelelSen, az adjungalast, azaz legyen
S(a(u),v) =S, e5(v))  é  T(a(u),v) =T, ol (V).
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Ebbdl azt kapjuk, hogy:
T(u, OtT(V)) =T(x(u), v) = S(ra(n), v) =
=S(u, &35 (v)) =T(o (), @55 (v)) = T(w, o T 5 5 (v));
amibsl o! = aToeStS, illetve 7l = &
egymds inverzei.

5 kovetkezik, figyelembe véve, hogy t és o

Ha a két adjungélas megegyezik, akkor ebbdl S5a% = o515 kovetkezik. Mivel « és
igy oS is tetsz6leges, ezért ez csak ugy lehet, ha 5 és igy t is az identitdsnak nemnulla
skaldrszorosa. u

7.1. Definicio. A C feletti U (komplex) euklideszi tér « transzformdcidjanak adjun-
galtjan azt az o™ transzformdciét értjiik, amelyre (u; a*(v)) = (a(u); v) teljesiil.
Az R esetében (tehdt valés euklideszi térben) transzpondltrdl beszéliink. [ ]

Ez a definici6 nyilvdnvaldan ekvivalens az eredetivel. Ugyancsak azonnal kovetkezik
az alabbi

7.7. Tétel. Az U bdzishoz tartozé skaldrszorzatot tekintve az o és o transzfor-
madcickra minden ortonormdlt bdzisban teljesiil az [a*] = [a]* dsszefiiggés. [ ]

Megjegyzés. A métrixok targyalasandl ldttuk, hogy AB* = B* A*, ezért ez igaz a linedris transz-
formécidkra is. Az itteni definici6 alapjan ez most minden szdmolds nélkiil adédik:

(u; (@B)* (V) = (@B(w); v) = (Bu); o™ (v)) = (w; B (v)). O

7.8. Tétel. Az U euklideszi tér egy V' altere akkor és csak akkor invaridns altere
a-nak, ha U~ invaridns altere o™ -nak.

Bizonyitas. Legyen U* az « invariéns altere és tekintsiik a (I egy tetszGleges w ele-
mét. Mivel U az a-nak invaridns altere, ezért tetszGleges v € U vektorra a(v) € U is
igaz. A merdleges alterek definicidja szerint tehdt «(v) L w, azaz (x(v); w) = 0. Az adjun-
galt definici6jabol (v;a™(w)) = 0 kdvetkezik, ami azt jelenti, hogy v L o™(w). Tekintettel
arra, hogy v a U altér tetsz6leges eleme volt, ezért a®(w) L 1%, azaz o™ (w) € VL, mint
allitottuk.

Ebbs] mar azonnal kovetkezik az allitds megforditdsa is, tekintettel arra, hogy (o
=aés (VD=1 ]

*)* —

7.2. Definici6. Az euklideszi tér egy o transzformdaciéjat normélisnak nevezziik, ha
oo = aa’. [ |

A normalis transzformdacidk leifrdsdhoz fel fogunk haszndlni egy matrixokra vonat-
kozo6, bnmagéban is érdekes eredményt:

Lemma. Tetszéleges A és B madtrixokra, ha Iétezik az AB és a BA szorzat, akkor
S(AB) = S(BA). Ha az A matrixra S(AA*) =0, akkor A = O. (S(M) az M nyoma.)
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Bizonyitas. Legyen A = [a; ;] és B = [bp4]. Az AB mitrix i-edik sordnak i-edik

eleme Zai’jbj’i' A f6diagondlis elemeinek az Osszege tehdt S(AB) = Zai’/bf’i' Az
J iJ
S(BA)-ra adédo érték: Z bp,qaq,p, ami nyilvanvaléan megegyezik S(AB)-vel.
Pq
A B = A* esetben azt kapjuk, hogy S(AA™) = Za,’yjﬁj = Z la; j|*. Bz pedig nem
in i’j

mds, mint az A métrix elemei abszolut értéke négyzeteinek az Ssszege. Ezért az S(AA™) =
= 0 esetben A minden eleme 0, ezért A = O. [

7.9. Tétel. Egy euklideszi tér barmely a normalis transzformdciojahoz taldlhatok
olyan minimalis invaridns alterek, amelyek pdronként ortogondlisak, direkt Osszegiik az
egész tér és a-t ezek barmelyikére megszoritva ismét normalis transzformaciot nyertink.

Bizonyitas. A tételt a tér dimenzidjara vonatkozé teljes indukcidval bizonyitjuk. Egy-
dimenzids térre az allitas trividlis.

Tegyiik fel, hogy igaz a tétel minden n-nél kisebb dimenzidju térre, és legyen o az n-
dimenziés U euklideszi tér egy normalis linedris transzformécidja. Ha «-nak nincsen valddi
invaridns altere, akkor 2 minimélis invaridns altér, és a tétel trividlisan igaz.

A tovédbbiakban legyen U* az a-nak k dimenzids valédi invaridns altere (azaz 0 <
< k < n). Legyen V a U* egy ortonormélt bazisa és W a W = U+ altéré. Vilagos, hogy
U = VU W ortonormalt bazis az U térben. Irjuk fel o matrixit ebben a bazisban tgy,
hogy el6szor V vektorait soroljuk fel. Tekintettel arra, hogy V* invaridns altér, ezért V*-beli
elemeket V-beli elemekbe visz, ezért az els6 k oszlopban az els6 k sort kivéve csupa 0 4ll.

. . s A B . ‘ ( o
Ez azt jelenti, hogy o matrixa |: 0 Ci| alaku, ahol A és C négyzetes matrixok (O a csupa
* *
0 elem(i matrix). Ekkor viszont o™ matrixa ugyanebben a b4zisban [ B* O :| aés a*

felcserélhetGsége alapjan, a matrixokat ,,blokkonként” 6sszeszorozva
AA*+ BB* BC* _ A*A A*B
[ CB* CC*} B |:B*A B*B+C*C}

adddik. Az els6é k sorbdl és oszlopbdl allé blokkokat dsszehasonlitva, ebbdl azt kapjuk,
hogy AA™+ BB* = A*A. Mivel egy maétrix nyoma egyértelmi €s 6sszeg nyoma megegye-
zik a nyomok Osszegével, ezért ebbsl S(AA™) + S(BB*) = S(A* A) kovetkezik.

A Lemma elsé allitdsa szerint S(BB*) = 0, amib6]l a Lemma mdsodik 4llit4dsa szerint
B = O* kovetkezik (azért frunk itt O*-ot, mert ez az eredeti métrixban szerepld O matrix
tilkkorképe).

Ezek alapjdn « a W altér elemeit is ¥ -be viszi, igy W is invaridns altere «-nak. Mivel
ezek eleve ortogondlisak, ezért a teret valoban felbontottuk két egymadsra merdleges valddi
invaridns altér direkt 6sszegére. a-t U -re megszoritva, ennek métrixa a V bazisban A. o™
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esetében B* = O miatt erre A* adédik. Mivel B = O, ezért BB* = O, amib6l AA*+BB* =
= A™ A kovetkeztében AA™ = A* A adédik. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a-nak 1*-re
valé megszoritdsa normdlis. A két szorzatmatrix utolsé blokkjainak Osszehasonlitdsdbol
hasonléképpen kapjuk, hogy a ¥ -re valé megszoritds is normélis. |

7.10. Tétel. A komplex szamtest feletti vektortér egy linearis transzformacioja akkor
és csak akkor normadlis, ha alkalmas ortonormalt bazisban matrixa diagondlissa valik.

A valos szamtest feletti vektortérben barmely normalis linedris transzformaciohoz van
olyan ortonormdlt bazis, amelyben matrixa legfeljebb kétszer kettes diagonalis blokkokra
bomlik.

Bizonyitas. A 7.9. Tétel szerint a tér felbomlik paronként ortogondalis minimalis inva-
ridns alterek direkt Osszegére. A 7.6. Tétel szerint ezek a minimalis invaridns alterek a
komplex esetben egydimenzidsak, a valés esetben pedig legfeljebb kétdimenzidésak. Ha
a bazisvektorokat ezekbdl az alterekbdl vélasztjuk, akkor egy olyan ortonormadlt bazist
kapunk, amelyben a transzformacié matrixa éppen a kivant alakot olti.

A megforditishoz, a komplex esetben, tekintsiink egy olyan « transzformdciét, amely-
nek a matrixa alkalmas ortonormalt bazisban diagondlissd valik. Természetesen, ekkor o™
matrixa is diagondlis lesz. A diagondlis matrixok szorzdsi ,,szabdly”-dnak kovetkeztében
e két matrixtényez§ felcserélhetd, hiszen a komplex szdmok szorzdsa kommutativ. Tekin-
tettel arra, hogy rogzitett bdzis esetén a matrixok egyértelmien meghatdrozzak a linedris
transzformaciot, a két transzformacié valdban felcserélhetd. [}

Feladatok

1. Az adjungdlt itteni definicigjat felhaszndlva bizonyitsuk be az adjungalds elemi tulajdonsa-
gait; beleértve azt, hogy az aa™ = w feltételbsl kovetkezik, hogy a = w.

2. Egy euklideszi tér o és B transzformacidit felcserélhetSknek nevezziik, ha o = fa. Bizo-
nyitsuk be, hogy a térben 1étezik olyan k6z0s invaridns altér, amelyekre ezeket megszoritva a meg-
szoritdsok minimélpolinomja az eredeti minimdlpolinomok egy-egy irreducibilis faktora.

3. Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatban szerepl$ invaridns altér dimenzidja legfeljebb a
két irreducibilis faktor fokdnak a szorzata. Mutassuk meg, hogy a szorzat akkor is felléphet, ha a két
faktor foka megegyezik.

4. Igaz-e, hogy a komplex euklideszi térben két felcserélheté normadlis transzformécié szorzata
ismét normdlis?

5. Igaz-e, hogy a komplex euklideszi térben két felcserélhetd normadlis transzformécionak
megegyeznek a sajatvektorai?

6. Igaz-e, hogy ha a komplex euklideszi tér két normalis linedris transzformécidjanak meg-
egyeznek a sajdtvektorai, akkor a transzformdaciok felcserélhet6k? Igaz-e, hogy ebben az esetben a
szorzat is normélis?
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7. Bizonyitsuk be, hogy egy legaldbb kétdimenziés komplex euklideszi térben minden transz-
formacidhoz taldlhat6 tdle linedrisan fiiggetlen vele felcserélhetS transzformécio.

8. Bizonyitsuk be, hogy egy kétdimenziés komplex euklideszi térben nem létezik harom line-
arisan fiiggetlen paronként felcserélhetd linedris transzformécio.

9. Bizonyitsuk be, hogy egy n-dimenzidés komplex euklideszi térben 1étezik n darab linedrisan
fiiggetlen pdronként felcserélhetd linedris transzformécio.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha o* polinomja a-nak, akkor o normalis transzformécio.

11. Az interpolaci6 segitségével mutassuk meg, hogy a komplex esetben, ha o normadlis, akkor
a* polinomja a-nak.

3. Szimmetrikus és onadjungalt transzformaciok

A normadlis transzformécidknak két igen fontos specidlis esete van. El§szor a konnyeb-
ben leirhatéval foglalkozunk. Ezt a kvadratikus alakok euklideszi térben vald vizsgalatanal
fogjuk felhasznalni.

7.3. Definicié. A komplex, illetve valds szamtest feletti euklideszi tér egy o linedris
transzformdciéjat onadjungaltnak, illetve szimmetrikusnak nevezziik, ha o = «. [ |

Mindenekel6tt megmutatjuk a transzformécidknak a kvadratikus alakokkal valé szo-
ros kapcsolatiat. Emlékeztetiink rd, hogy a valds szdmtest feletti vektorterekben a kvadrati-
kus alakokat a szimmetrikus bilinedris fiiggvényekkel definidltuk; mig a komplex szdmtest
esetében a kvadratikus karakter csak akkor valt értelmezhet6vé, ha a bilinedris fiiggvény
Hermite-féle volt.

7.11. Tétel. Az euklideszi tér o linedris transzformadcidja akkor és csak akkor onad-
Jjungdlt, illetve szimmetrikus, ha az A(u, v) = w*av bilinedris fiiggvény Hermite-féle, illetve
szimmetrikus.

Bizonyitas. Mindenekel6tt tisztdzni kell u* jelentését. Tekintettel arra, hogy a skaldr-
szorzatot egy bazis hatdrozza meg, ezért vildgos, hogy a duilis tér kijelolt bazisa e bazisnak
legyen a dudlisa.

A bilinedris fiiggvényekre vonatkozé feltétel mindkét esetben azt jelenti, hogy A(u, v)
és A(v, u) egymds konjugiltjai. Az A(v, u) = v¥au = u*a*v Osszefiiggés szerint e feltétel
azzal ekvivalens, hogy u*av = u*a™v. EbbSl a B = o™ — « linedris transzformdaciéra
(u; Bv) = u*Bv = 0 kovetkezik. Most, a specidlis u = Bv vélasztdssal azt kapjuk, hogy
(Bv; Bv) = 0. Mivel a skaldrszorzat pozitiv definit, ezért ez csak akkor lehet, ha v = o
teljesiil minden v vektorra, azaz 8 = w. Igy o* = &, mint 4llitottuk.

Forditva, az o® = o egyenl&ségb6l azonnal kdvetkezik, hogy u*av = u*o*v, ami —
mint lattuk — ekvivalens azzal, hogy o onadjungilt, illetve szimmetrikus. |
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7.12. Tétel. Onadjungalt, illetve szimmetrikus transzformdcié matrixa minden orto-
normalt bazisban onadjungdlt, illetve szimmetrikus; s ha egy transzformdcio matrixa vala-
mely ortonormdlt bazisban onadjungdlt, illetve szimmetrikus, akkor a transzformdcio is
onadjungdlt, illetve szimmetrikus.

Bizonyitas. Azonnal kiovetkezik a 7.7. Tételbdl, tekintettel arra, hogy o 6nmagaval
felcserélhetd — igy normadlis. ]

7.13. Tétel. Onadjungilt transzformdcio sajatértékei valosak. Onadjungdlt transzfor-
madciohoz talalhato olyan ortonormalt bazis, amelyben madtrixa diagondlissd valik, és a dia-
gondalis elemei a transzformadcio sajatértékei.

Bizonyitas. Legyen ¢ az o 6nadjungdlt transzformdcionak egy u sajatvektorhoz tar-
tozé sajatértéke. A skaldrszorzat pozitiv definitségének kovetkeztében van olyan d skalar,
amelyre (u,u) = d>. Mivel egy sajitvektor nem lehet nullvektor, ezért feltehets, hogy
d > 0. Igy de = u egyértelmiien definidl egy e vektort, amely ugyancsak a ¢ sajitértékhez
tartozik és abszolit értéke 1. Erre — a™ = « alapjdn — :

c=(e;ce) = (e;xe) = (a*e;e) = (we;e) = (e;ae) =¢ - 1,
ami pontosan azt jelenti, hogy c valds.

A tétel tovabbi része a normadlis transzforméciok lefrasat nyujté 7.10. Tételbdl kovet-
kezik. |

Szimmetrikus transzformécié a valds esetben is normalis. Tekintettel azonban arra,
hogy a valés test feletti polinomok kozott masodfokuak is lehetnek irreducibilisek, ezért
normalis transzformacioknak lehet kétdimenziés minimalis invaridns altere — és ez valo-
ban €l§ is fordul. Szimmetrikus transzformaciok esetében viszont kétdimenzids invarians
altér soha nem minimalis:

7.14. Tétel. Szimmetrikus transzformdciohoz talalhato a térben olyan ortonormalt
bazis, amelynek elemei a transzformdcio sajatvektorai. E bdzisban a transzformdcio matrixa
diagondlis.

Bizonyitas. Az els6 éllitishoz csupédn azt kell beldtni — mint elGzetesen megjegyez-
tiik —, hogy kétdimenzids invaridns altér nem lehet minimalis.

Ezt sokféleképpen lehet bizonyitani, a legegyszer(ibb taldn az, ha felirjuk e transzfor-

b .
b Ci| alaku,

ahol a, b, ¢ valés szamok. E matrixnak a karakterisztikus polinomja (x — a)(x — ¢) — b? =
=x>—(a+c)x+ac—b* E polinom diszkrimindnsa D = (a +¢)? —dac+4b* = (a—c)* +4b>.
Mivel ez nem negativ, ezért a karakterisztikus polinomnak 1étezik valés gyoke, amirdl lat-
tuk, hogy a megfelel6 transzformaciénak sajatértéke. Ezért a transzformacidénak van egy-
dimenzids invaridns altere.

A masodik allitas most mar azonnal adddik a 7.10. Tételbsl. [ |

PR P . . . - a
macié matrixdt egy ortonormalt bazisban. A szimmetria miatt ez a matrix [
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Feladatok

1. Hatdrozzuk meg azoknak a transzformacidknak a szerkezetét, amelyeknek az adjungdltja,
illetve transzponéltja az eredetinek els6foku polinomja.

2. Bizonyitsuk be, hogy 6nadjungilt, illetve szimmetrikus transzformdcidk osszege is 6nad-
jungdlt, illetve szimmetrikus.

3. Bizonyitsuk be, hogy szimmetrikus transzformécidk linedris kombinécidja is szimmetrikus.
Mutassuk meg, hogy ez 6nadjungdltakra csak bizonyos megszoritdssal érvényes.

4. Mi a feltétele annak, hogy két 6nadjungdlt, illetve szimmetrikus transzformacié szorzata is
onadjungdlt, illetve szimmetrikus legyen? Mi a feltétel haromtényez8s szorzat esetén?

5. Milyen kapcsolatot jelent a komplex test feletti vektortér egy transzformdcidja és annak
adjungéltja kozott az, hogy a transzformacié métrixa egy ortonormélt bazisban szimmetrikus?

6. Adjunk meg a Q feletti kétdimenzids euklideszi térben olyan szimmetrikus transzformaciot,
amelynek nincs sajdtvektora.

7. Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi tér tetszbleges a transzformécidjdra ae™ mindig 6nad-
jungdlt, illetve szimmetrikus. A normaélis transzformacidknal szerepld lemma bizonyitdsdban latottak
felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy nem minden 6nadjungilt, illetve szimmetrikus transzformacié
irhat6 fel a fenti alakban.

4. Ortogonalis és unitér transzformaciok

Most a normadlis transzformaciok egy madsik fontos tipusat fogjuk vizsgalni.

7.4. Definicié. A komplex, illetve a valds tér egy linedris transzformdcidjat unitérnek,
illetve ortogondlisnak nevezziik, ha adjungéltja, illetve transzponéltja megegyezik inverzé-
vel. [ |

Megjegyzés. Mivel egy transzformdcié inverze mindkétoldali inverz, ezért egy unitér, illetve
egy ortogondlis transzformacié normalis. O

Az unitér, illetve ortogondlis transzforméci6 fontossdgat és a skaldris szorzattal vald
szoros kapcsolatdt mutatja az aldbbi:

7.15. Tétel. Az euklideszi tér egy o linedris transzformacioja akkor és csak akkor
uniter, illetve ortogondlis, ha skalarszorzattarto.

Bizonyitas. Tekintsiik az
(cm;av) — (;v) = (wa*av) — (w;v) = (u; (@*a — 1)v)
egyenlGséget. Itt a bal oldalon akkor és csak akkor all minden u és v esetén 0, ha « ska-
larszorzattart6. A jobb oldalon biztosan O 4ll, ha « unitér, illetve ortogonalis. Ha a jobb
oldalon minden vektorpdrra 0 4ll, akkor 0-t kapunk az u = (a*a — ()v esetben is. A skaldr-
szorzat pozitiv definitsége alapjdn ez azt jelenti, hogy (o™« —t)vo teljesiil minden vektorra,
azaz oo — 1 = w, vagyis a unitér, illetve ortogondlis. ]
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Ahhoz, hogy egy transzformacié unitér, illetve ortogondlis legyen, ennél kevesebb is
elég:

7.16. Tétel. Az cuklideszi tér egy transzformacioja akkor €s csak akkor unitér, illetve
ortogondlis, ha tdvolsagtarto.

Bizonyitas. A 7.15. Tétel alapjin természetesen elég annak a kimutatdsa, hogy a
tavolsagtartds ekvivalens a skaldrszorzattartdssal. Ezt Uigy fogalmazhatjuk meg, hogy az
(u; v) — (u; v) bilinedris fiiggvény pontosan akkor azonosan 0, ha az (ax;ax) — (X;X)
kvadratikus alak is az. Ez viszont azonnal kovetkezik az 5.12., illetve az 5.21. Tételbdl,
mert a vizsgalt bilinedris fiiggvény szimmetrikus, illetve Hermite-féle. [ |

Kiegészités. Unitér, illetve ortogonalis transzformdciok szorzata és inverze is unitér,
illetve ortogondlis.

Bizonyitas. A szorzatra vonatkozo allitast a kovetkezGképpen lathatjuk be formélisan,
az (aB)* = B*a™ felhaszndldsdval:
(@B)(@pB)* = (@p)p*a™ = a(fp™)a* = awd™ = aa™ = 1.
A 7.16. Tétel viszont nytjt egy fogalmi bizonyitdst; eszerint ugyanis a két transzformacié
mindegyike azzal jellemezhetd, hogy tdvolsdgtartok. Ekkor viszont a szorzatuk is tdvol-
sagtartd, ami éppen a kivant tulajdonsdgot jelenti. Ugyanez a meggondolds bizonyitja az
inverz transzforméaciéra vonatkozé allitast is. [ |

Itt is fontos tudni, hogy miképpen ismerhet6 fel egy unitér, illetve egy ortogondlis
transzformacié ortonormalt bazisban felirt matrixarol.

7.17. Tétel. Egy unitér, illetve egy ortogonalis transzformacio barmely ortonormalt
bazisban felirt matrixdban a madtrix i -edik oszlopa és j-edik oszlopa adjungaltjanak, illetve
transzpondltjdnak a mdtrixszorzata d; ;j. Az ilyen mdtrixokat unitér, illetve ortogondlis mat-
rixoknak nevezik. Forditva is igaz, minden unitér, illetve ortogondlis madtrix el6all, mint
egy unitér, illetve ortogonalis transzformacionak ortonormalt bazisban felirt matrixa.

Bdrmely unitér, illetve ortogonalis matrixban a sorokra is hasonlo feltétel teljesiil, mint

az oszlopokra.

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy valds esetben az adjungalt a transzpondlttal egyezik
meg, ezért elég az unitér esettel foglalkozni.

Legyen « unitér transzformdcio és ey, ..., e, egy ortonormdlt bazis az U euklideszi
téren. A 7.15. Tétel szerint ey, ..., oe, is ortonormalt (ezért bazis). Ez azt jelenti, hogy
(ce;;e;) = §; ;. A transzformdcié madtrixdt ebben a bazisban felirva, az teljesiti a mondott
feltételeket.

Tegyiik most fel, hagy a matrix eleget tesz a kirétt feltételeknek és tekintsiik az dltala
meghatdrozott o transzformdaciét. Vegyiik azt a skaldrszorzatot, amely ehhez az e, ..., e,
bazishoz tartozik. Ekkor ezek egy ortonormalt rendszert alkotnak. A matrixra kirdtt felté-
telek alapjan (ce;;ae;) = (e;;¢€;), hiszen ae; mdtrixa éppen az adott matrix i-edik osz-
lopa. Ebb6l — a 7.15. Tétel bizonyitdsdban latottakhoz hasonléan — azt kapjuk, hogy
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(ej; (@ — 1)e;) = 0. A bilinearitst felhaszndlva ebbdl (u; («*a — 1)v) = 0 kovetkezik
minden u, v vektorpdrra, igy csak o*a — ¢ lehet, vagyis a valdban unitér.
A sorokra vonatkozé allitds azzal ekvivalens, hogy o™ is unitér. Ez viszont pontosan

azt jelenti, hogy o~ ! unitér, hiszen o* = o', Ez viszont azért igaz, mert egy skaldrszor-
zattart6 leképezés inverze is skaldrszorzattartd. [ ]

Megjegyzések

1. A tételben szerepld i-edik oszlop és j-edik oszlop konjugdltjdnak a szorzata az egyik sor-
rendben egy matrix, a masik sorrendben egy szdm. Természetesen ebben a sorrendben 6sszeszorozva
adédhat csak §; ;. Illetve, ha a masik sorrendben is egy szdmot kapunk, akkor a mdtrixnak csak
egyetlen eleme van, amikor az egész eset trividlis.

2. A komplex esetben vigyazni kell arra, hogy két oszlop skaldrszorzatdndl az egyiknek a kon-
jugéltja szerepel. Ezt szdmolds kdzben gyakran elfelejtik, és ezdltal hamis eredményhez jutnak.

3. A 7.17. Tételbdl azonnal kovetkezik, hogy egy matrix pontosan akkor ,,0szloportogonalis”,
ha ,,sorortogondlis”. Ennek a fenti tétel nélkiili bizonyitdsa még kétszer kettes matrixok esetében is
sok szdmoldst igényel. Nagyobb matrixokndl valdsziniileg kilatdstalan. |

7.18. Tétel. Unitér, illetve ortogonalis transzformacio sajatértékei egységnyi abszoluit
értékiiek.

Bizonyitas. Ha ¢ sajatértéke az o unitér vagy ortogondlis transzformacionak, akkor
tekintsiink egy ehhez tartoz6 u sajatvektort. A tavolsdgtartds kovetkezményeként:
(w;u) = (au; ) = (cu;cu) =c¢ - c(u; ).
Mivel u # o, hiszen sajatvektor, ezért (u; u)-val egyszer(sithetiink, és a c¢-c = 1 eredmény-
hez jutunk. [ |

A tovabbiakban kiilon kell tdrgyalni az unitér és az ortogondlis transzformadcidkat,
mert az eredmények kiilonbozd tipusiak.

7.19. Tétel. Egy transzformacio akkor és csak akkor unitér, ha talalhato hozzd olyan
ortonormdlt bazis, amelyben matrixa diagonalis, és a diagondlis elemei egységnyi abszoliit
értékiiek.

Bizonyitas. Mivel unitér transzformacié normadlis, ezért alkalmazhaté a 7.10. Tétel. A
kapott diagondlis matrix elemei a transzformdci6 sajdtértékei, amelyek a 7.18. Tétel szerint
egységnyi abszolut értékiiek.

A megforditas trividlis, hiszen a leirt tulajdonsdgi matrix olyan transzformacié mat-
rixa, amely egy adott ortonormalt bazist ortonormélt bazisba visz, tehat unitér. [ |

A valds euklideszi térben nem csak a normdlis, hanem specidlisan az ortogondlis
transzformacié matrixa sem lesz alkalmas ortonormélt béazisban diagondlis. Lehetséges
ugyanis, hogy a transzformdaciénak 1étezik kétdimenziés minimadlis invaridns altere. Min-
denekel6tt ezeket a specidlis ortogondlis transzformdacidkat irjuk le.

7.20. Tétel. Ha a kétdimenzios valos euklideszi tér egy a ortogondlis transzforma-
ciojanak nincs valodi invaridns altere, akkor létezik olyan ¢ szog, amelyre alkalmas orto-

normalt bazisban matrixa
cos@ —sing
sing  cosg@
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alaku. Az ilyen transzformaciokat ¢ szoggel pozitiv irdnyba valo elforgatisnak nevezziik.
Az elforgatas ortogonalis transzformacio, amelynek nincs valodi invaridns altere, kivéve,
ha ¢ 180° egész szamii tobbszorise.

Minden ilyen matrixhoz ortogondlis transzformacio tartozik.

Bizonyitas. Legyen « matrixa egy ortonormalt bazisban |:Z 2:| A 7.17. Tétel alap-

jan fennéllnak az

a*+b*=1, ac+bd=0, c*+d*=1
osszefiiggések. Ha b = 0, illetve ¢ = 0, akkor az elsd, illetve a mdsodik bazisvektor o-
nak sajatvektora, tehdt a tér nem minimalis invaridns altér. Egyébként 1étezik olyan ¢ valds
szam, amelyre ¢ = tb, mert b # 0. Ezt a felirt hdrom egyenl&ség koziil a kozépsdbe beirva
a0 = atb + bd = b(at + d) egyenldséget nyerjiik. b # 0 miatt ebbdl azt kapjuk, hogy
d = —ta. Igy a masik két felirt egyenl&ségbsl

l=c2+d>=*b* + %> =*(b* +a®) =1?

kovetkezik. Eszerint vagy ¢ = 1, vagy t = —1. Az els6 esetben a transzformacié maétrixa
szimmetrikus, ezért o-nak van valddi invarians altere. A masodik esetben ¢ = —b és d = a.

Az a® + b = 1 feltétel alapjan létezik olyan 0 < ¢ < 360°, amelyre a = cos¢ és b = sing
(persze ¢ = 180° esetében ismét szimmetrikus transzforméciét kapunk).

a2

A ,,megforditas” trividlis. [}

Megjegyzés. Konnyen beldthatd, hogy a fenti transzformaciénak minden bazisban ilyen alakd
a matrixa. 0

Kovetkezmény. A valds euklideszi térben minden ortogondlis transzformdciohoz
talalhato olyan ortonormalt bazis, amelyben legfeljebb kétszer kettes diagonalis blokkokon
kiviil minden elem 0. A kétszer kettes diagondlis blokkok olyan alakiiak, mint amilyeneket
a tételben leirtunk; az egyszer egyes blokkok eleme pedig vagy +1, vagy —1.

Bizonyitas. A normadlis transzformacidkra vonatkozo6 7.9. Tétel szerint az ortogondlis
transzformacidkhoz 1étezik olyan ortonormalt bazis, amelyben madtrixa ,blokkdiagonélis”
és a blokkok mérete legfeljebb kétszer kettes. Ha a megfelel6 altér a transzformécionak
minimdlis invaridns altere, akkor a kétszer kettes diagondlis blokk valéban olyan alaku,
mint amilyet a tételben leirtunk. Ha a blokk egyszer egyes, akkor a blokk eleme termé-
szetesen sajatérték; a 7.18. Tétel szerint tehat valéban egységnyi abszolit értékd, s mivel
valés szam, ezért vagy +1, vagy —1.

Vildgos, hogy minden ilyen matrixhoz létezik olyan ortogondlis transzformacio,
amelynek alkalmas ortonormalt bazisban pontosan ez a matrixa. [ |

A fenti leirds az ortogondlis transzformdciok szamoldsra alkalmas formédjat mutatja be.
Az aldbbiakban ezeknek egy geometriai jellegli form4jat irjuk le.

7.5. Definicié. Az U euklideszi tér egy « transzformdciéjat a U altérre valé tiikro-

zésnek nevezziik, ha barmely v € % elemre av = v és minden w € W = VL elemre
aOwW = —W. [ |
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7.21. Tétel. Minden tiikrézés ortogonalis transzformacio. Az U egész térre valo tiik-
rozés az identitis. A {o} altérre valo tiikrozés k6zéppontos tiikrozés.

Az o transzformdcio akkor és csak akkor tiikrozés, ha szimmetrikus és ortogondlis.

Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan ortonormalt bazist, amelynek minden eleme vagy
V-ben, vagy W -ben van. Ebben a bdzisban o matrixa diagonélis, és a diagondlis minden
eleme 1 abszolut értékl. « tehat ortogondlis. Mivel a kapott matrix szimmetrikus, ezért a
transzformdcié szimmetrikus.

Legyen most o szimmetrikus és ortogondlis. Mivel szimmetrikus, tehat alkalmas orto-
normaélt bazisban matrixa diagondlis. Mivel ortogonalis, ezért a diagondlis elemei egységnyi
abszolit értékiiek, azaz mind +1 vagy —1. Ez a transzformaci6 tehdt azon bazisvektorok
altal kifeszitett altérre val6 tiikrozés, amelyekhez tartozé oszlopban a diagondlis eleme +1.

Az egész térre valo tiikrozés trividlisan az identitds. A {o} altérre valo tiikr6zésnél min-
den vektor a negativjdba megy; ezt tehat joggal nevezhetjiik kozéppontos tiikrozésnek. W

7.22. Tétel. A valos euklideszi tér minden ortogonalis transzformacioja vagy tiikro-
z¢és, vagy ket tiikrozés szorzata.

Bizonyitas. Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy egy tiikr6zés is és ezért két tiikkrozés
szorzata is ortogondlis. A tétel dllitdsa tehat dgy is fogalmazhatd, hogy csak ezen a médon
nyerhetiink ortogondlis transzformdciot.

A tételt a tér dimenzidjara vonatkozé teljes indukcidval bizonyitjuk. Ha a tér egy-
dimenzids, akkor az « ortogondlis transzformdciénak van sajatvektora, amelyhez tartoz6
sajatérték +1 vagy —1; igy o megfelelen vagy az identitds, vagy kozéppontos tiikrozés.

Ha a tér kétdimenzids, akkor két esetet kiilonboztetiink meg. Azt az esetet, amikor
a-nak van sajatvektora, az indukcidés 1€pésnél fogjuk targyalni. Egyébként van a térben
olyan u vektor, amelyre ou nem parhuzamos u-val, azaz e vektorok linedrisan fiiggetlenek.
Nyilvan feltehetS, hogy u abszolut értéke 1. Mivel a tér kétdimenzids, ezért a linedrisan
fliggetlen {u, cu} rendszer a tér egy bazisa (persze nem feltétleniil ortonormélt). Tekintsiik
az e = u+ou és az f = u— ou vektorokat. (Erdemes a bizonyitds elvégzése el6tt megnézni,
hogy ha « forgatas, akkor mit tudhatunk e két vektorr6l!) A skaldrszorzat bilinearitaséat és
szimmetridjat felhasznalva:

(u+ou;u—ou) = (w;u) + (eu;u) — (w;ou) — (@u;u) = 1 + (euw;u) — (eu;u) — 1 =0,
azaz e és f ortogonalisak.

Definidljuk a t transzformdciét az {u, ou} bazison tgy, hogy t(u) = cu és t(ou) = u.
Ekkor 7(e) = t(u+au) = au+u =¢e és 7f = t(u — ou) = ou — u = —f. Eszerint 7 az
e generdlta altérre val6 tiikkr6zés. Ekkor viszont a ¢ = to transzformdcio is ortogonilis,
mert két ortogondlisnak a szorzata. Erre o(u) = Ttou = u, vagyis u a o sajatvektora, tehat
o is tiikrozés. Tekintettel arra, hogy minden tiikrozésnek a négyzete az identitds, ezért o =

27z

=170 = T0, vagyis o elball két tiikrozés szorzataként.

Ha a tér dimenziéja nagyobb, mint 2, vagy a tér nem minimalis invaridns altér, akkor a
tér felbomlik o-nak két U, és U, egymdsra merGleges valddi invaridns altere direkt 6ssze-
gére. Az indukci6s feltevés miatt ezekre mar igaz az allitds. Legyen «; az o megszoritdsa
az U; altérre. Mivel U, és U, invaridns alterek, ezért o; ortogondlis transzformacié az U;
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altéren. Mivel valédi alterekrdl van sz, az indukci6s feltétel alapjan léteznek olyan oy, 1),
illetve o, 1, tiikrozések az Uy, illetve U, altéren, amelyekre «; = 1;0; (i € {1,2}). A 3.14.
Tétel utani kiegészités szerint a szorzat felcserélhetd a leképezések direkt Osszegével:
(1@ - (@)= 1) )=a1Bx =a.

A tétel bizonyitdsdhoz ezek utdn mdar csak azt kell kimutatni, hogy 0 = 01 @ 0y (és T =
=11 @ 1) tiikrozés. A tiikrozés definicija szerint van olyan Uy < Uy, illetve U, < U,
hogy az U,-beli, illetve U,-beli W = Uf‘, illetve W = Uﬁ‘ alterekkel o; identitds *;-n és
kozéppontos tiikrozés W;-n (i € {1, 2}). A szerepld négy altér paronként ortogondlis, igy
V=V 1@V, éW=W,dW, is ortogondlisak és direkt dsszegiik az egész tér. A leképe-
zések direkt osszegének definicidja szerint o identitds a U* altéren és kozéppontos tiikrozés
a W altéren, azaz valdban tiikrozés. A t-ra vonatkozé allitds hasonldan lathat6 be. [ ]

Feladatok

1. Lattuk, hogy egy véges dimenzids térben egy U bazis egy @y bijekciét hoz 1étre a biline-
aris fliggvények €s a linedris transzformdaciok kozott, megfeleltetve egymdsnak azokat, amelyeknek
a matrixa e bazisban megegyezik: @y : A — o akkor és csak akkor, ha az U bazisban [A] = [«].
Bizonyitsuk be, hogy @y = @y pontosan akkor teljesiil, ha U és V ugyanazt a skaldrszorzatot defi-
nialjak.

2. Az n-dimenzids térben hipersiknak nevezik az (n — 1)-dimenziés altereket. Nevezziik
a hipersikokra val6 tiikrozést hipertiikrozésnek. Bizonyitsuk be, hogy a valds szamtest feletti n-

dimenziés tér minden ortogondlis transzformaciéja el6all mint legfeljebb n + 1 hipertiikr6zés szor-
zata.

3. Ha 7 tiikr6zés az euklideszi téren, akkor 72 = . Kovetkezik-e ebbdl az utébbi feltételbdl,
hogy t tiikrozés?

4. Bizonyitsuk be, hogy barmely normadlis transzformacié el6all mint egy 6nadjungélt és egy
unitér, illetve egy szimmetrikus és egy ortogondlis transzformécié szorzata. Mutassuk meg, hogy egy
onadjungélt és egy unitér, illetve egy szimmetrikus €s egy ortogondlis transzformacié szorzata nem
feltétlen normalis. Milyen feltétel mellett lesz az?

5. Mutassuk meg, hogy az aldbbi matrixok ortogondlisak, és frjuk fel diagondlis alakjukat és
minimélpolinomjukat:

1 V3 3 4
2 2 5 5 [0 1]
V3 I 4 31 -1 0
) 5.5

6. Van-e a QQ feletti haromdimenzids térben olyan ortogondlis transzformacid, amelynek nincs
sajatvektora?

7. Van-e a Q feletti nyolcdimenzids térben olyan ortogondlis transzformécié, amelyiknek
nincs valddi invaridns altere?

O, ] matrixok hasonléak.

1 .
8. Bizonyitsuk be, hogy a [ 01 0] és az [(l)



264 II. rész 7. Az euklideszi tér linearis transzformacioi

9. Tekintsiik a kétdimenzids C feletti vektortér kovetkezd unitér linedris transzformacioéit: 1 =

1 1
= [O (])], 1= [(l) i)i]’ J = [_()] 0], K = [(1) (l)] Bizonyitsuk be, hogy az ezek generilta

altér a miiveletekre egy nemkommutativ testet alkot. Hatdrozzuk meg az e testhez tartozé matrixok
altalanos alakjat.

b
10. Legyenek az A = [Z d] matrix elemei egy R f6idedlgy(irtbdl, és tegyiik fel, hogy ¢ =
= ax + by az a és b ,Jlegnagyobb kozos osztdja”. Bizonyitsuk be, hogy van olyan B, az R felett

t 0 p
invertdlhaté matrix, amelyre AB = [* *] alakd. Altaldnositsuk a feladatot.

11. Mutassuk meg, hogy egy Q feletti kétszer kettes ortogonélis matrix minden sordban pon-
tosan egy 0 4ll, s a tobbi elem abszolut értéke 1.

12. Mutassuk meg, hogy van olyan négyszer négyes T ortogondlis matrix, amelyben minden

1
elem abszolut értéke R

13. Mutassuk meg, hogy ha A ortogondlis matrix, és az el6z6 feladat T madtrixdban minden

1
elem helyébe EA_t tesziink, akkor ugyancsak ortogondlis matrixot kapunk.

cosgp —sing

14. Legyen [ ] a valés kétdimenziods tér egy ortogondlis transzformdacidjanak a

sing  cos ¢
matrixa adott ortonormdlt bazisban. Mennyiben véltozhat meg a mdtrix, ha egy madsik ortonormélt
bazist vesziink fel?

15. Legyen A a valds kétdimenzids euklideszi tér sajatvektor nélkiili ortogondlis transzforma-
ci6janak valamely ortonormadlt bazisban felirt matrixa. Tekintsiik A-t egy unitér transzformdcié mat-
rixdnak, és irjuk fel diagondlis alakjat.

5. Kvadratikus alakok az euklideszi térben

A kvadratikus alakokat a valds térben egyértelmiien meghatdrozhattuk egy szimmet-
rikus bilinedris fiiggvénnyel. A komplex tér esetében nem volt sziikség specidlis bilinearis
fiiggvényre, de a definitségr6l csak Hermite-féle fiiggvények esetében tudtunk beszélni.
Az euklideszi terekben mindkét fiiggvénytipus egyértelmiien meghataroz egy-egy speci-
alis fajta linedris transzformdcidt, nevezetesen egy szimmetrikus, illetve egy Onadjungalt
transzformaciot. Ezek segitségével két igen hasznos informécidt nyerhetiink az euklideszi
terekben megadott kvadratikus alakokrdl. Mindenekel6tt egy fogalomra lesz sziikségiink:

7.6. Definicié. Az n-dimenzids euklideszi térben azoknak az x vektoroknak a halma-
zat, amelyeknek az abszoltt értéke 1, az n-dimenzids tér egységgdmbjének nevezzik. MW

A fenti definici6 fiiggetlen attdl, hogy a valds vagy a komplex euklideszi térr6l beszé-
liilnk. A tovabbi eredmények is teljesen hasonléak mind a valds, mind a komplex tér eseté-
ben. Az aldbbi tételek kimondasédban is és bizonyitdsdban is azt tessziik fel, hogy a komp-
lex szamtest feletti vektorteret vizsgalunk. A valés szadmtest esetében ugyanigy torténik a
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bizonyitds; de azt is mondhatjuk, hogy az aldbbi bizonyitdsok a valés szamtest esetében
»a valés szamtest feletti tételek bizonyitdsava valnak”. El6szor a sajatértékek ugynevezett
extremadlis tulajdonsdgat bizonyitjuk be:

7.23. Tétel. Legyen a a komplex euklideszi tér egy onadjungdit linedris transzforma-
cioja. Ekkor az (X;«x) kvadratikus alak az egész téren valos értéki, és az egységgombre
megszoritva ott felveszi a minimumat. A minimum helye o egy sajitvektora, és a minimum
a hozza tartozo sajatérték.

Bizonyitas. A 7.13. Tétel szerint az o 6nadjungdlt transzformacidhoz talalhaté olyan
E = {ey, ..., e,;} ortonormdlt bazis, amelynek elemei éppen e transzfomacid sajitvektorai.
Az (orto)normadltsag szerint e bazis elemei az egységgombon vannak. Mivel sajatvektorok,
ezért vannak olyan Ay, ..., A, szdmok, amelyek a megfeleld sajatértékek (mint emlitettiik,
a sajatértékeket altaldban a A betiivel jelolik). Ez azt jelenti, hogy «(e;) = 1;e; (1 <i <n).
a-nak az E bazisban felirt matrixa diagondlis, és a diagondlis elemei éppen a A; szdmok,
amelyek valdésak, hiszen o Oonadjungdlt. A baziselemek sorrendjének esetleges cseréjével
elérhetd, hogy A} < Ay <... <X, legyen.

Ekkor a B = a — A - ¢ transzformdacié ugyancsak onadjungalt, mert két 6nadjungalt
transzformdcio kiilonbsége. Az is igaz, hogy f maitrixa a fenti E bazisban szintén diagona-
lis; tovabba e matrix diagondlisdnak i-edik eleme A; — A1, ami nemnegativ. A kvadratikus
alakok tehetetlenségi tétele alapjan S pozitiv szemidefinit. Ezért az egységgdmb barmely x
vektorara:

Xax) =& B+ -0X) =& BX)+A(xX) = 0+2; -1 =4y
Ezzel beléttuk, hogy A; az (x; @x) kvadratikus alaknak az egységgdmbon felvett minimuma.
Ezt a minimumot a vizsgalt kvadratikus alak valéban felveszi (példdul az e; helyen, de

esetleg mashol is). A felvett érték pontosan A;, ami valéban sajatértéke az o transzforma-
ciénak. [ |

7.24. Tétel (Fotengelytétel). Az ecuklideszi térben barmely Hermite-féle bilinedris
fiiggvényhez tartozo kvadratikus alakhoz taldlhato olyan ortonormdlt bazis, amelyben a
kvadratikus alak négyzetosszeggé valik.

Bizonyitas. A tekintett A Hermite-féle bilinedris alakhoz a 7.11. Tétel szerint egyér-
telmden taldlhaté olyan o 6nadjungalt transzformdacio, amelyre A(u, v) = (u; a(v)). A 7.13.
Tétel szerint 1étezik olyan E = {e, ..., e,} ortonormdlt bazis, amelyben « matrixa diago-
nélis lesz. Mivel e bazis ortonormaélt, ezért benne [A] = [«]. fgy az adott kvadratikus alak
matrixa diagonalis; e bazisban A négyzetosszeggé transzformalddik. [ ]

Megjegyzés. A 7.23. és a 7.24. tételek alapjan tetszOleges kvadratikus alaknak elvileg egysze-
rtien megtaldlhatjuk a f6tengelyeit. El6szor meghatdrozzuk a kvadratikus alaknak mint masodfoku
fliggvénynek a minimumadt, azzal a feltétellel, hogy a koordinatdk négyzetosszege 1 (feltételes szE€lso-
érték). Ez nem mads, mint a vizsgalt kvadratikus alak legkisebb sajatértéke. A szemléletesség kedvéért
feltessziik, hogy ez pozitiv. Ekkor megkapjuk, hogy mi annak a testnek a legnagyobb(!) vastagsiga,
amit a megadott masodrendd feliilet hatdrol (ez a legkisebb sajatértékhez tartozik).
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Ezutdn meghatdrozzuk a kapott ¢ sajatértékhez tartozé u sajatvektort (illetve ezek egyikét).
Ha A a kvadratikus alak matrixa (eleve abban az oszlopvektorok meghatdrozta bazisban dolgo-
zunk, amelynek elemeiben egyetlen 1 szerepel, a tobbi 0), akkor az u sajitvektor koordinatdit az
(A — ¢ - I)(u) = o (u koordindtdiban) linedris egyenletrendszer szolgaltatja. Ez lesz egyiittal az egyik
tengelyirany. (Lehetséges, hogy a test olyan, mint egy hosszabb tengelye koriil megforgatott ellip-
szis. Ekkor tobb ilyen irdny van, ebben az esetben valasztunk koziilik paronként merlegeseket. Ez
a vdlasztds nem ,kotelezd”, de lehetséges.)

Ha bizonyos sajitvektorokat mar megkaptunk, akkor a kvadratikus alakot megszoritjuk az
ezekre ortogondlis vektorokbdl 4ll6 altérre, és ott folytatjuk tovabb az eljarast.

A fentiek alapjan a f6tengelyek meghatdrozasa nem okoz elvi nehézséget. Egyetlen dolog szo-
rul magyardzatra; nevezetesen az, hogy miért abban az irdnyban a legvastagabb a test, amelyikhez a
legkisebb sajatérték tartozik. Sikgorbéket tekintiink, azaz hdrom homogén koordindta adott. A négy-
zetosszeggé vald transzformdlds utdn a matrix diagondlis lesz. Tekintettel arra, hogy a harmadik

a 0 O
koordinatat 1-nek kell vélasztani, célszer(i azt feltenni, hogy a matrix |:0 b 0 :| alaku, vagyis a
00 -1

széban forgd kifejezés ax® + by? = 1. Az is feltehetd, hogy a > b. A sajitvektorok transzponaltjai:
e=[1,0,0], f=[0,1,0], g=[0,0, 1]. A sajatértékek rendre a, b, —1. A kapott gorbénél a tengelyek

1 1
hossza: e irdnyban — és f irianyban — — madrmint, ha b > 0. Lathatd, hogy kisebb sajatértékhez
va Vb

valéban nagyobb vastagsdg jarul. Annak a megéllapitdsat, hogy a és b el6jelétdl (+, 0, —) miképpen
fiigg a gorbe jellege, az olvaséra bizzuk. |

Feladatok

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi kvadratikus alakok kvadratikus karakterét és f6tengelyeit:

a) xy; b)x2+3y2; o) x? —3y2; d) x* —2xy+3y2;
e)x2—4xy+3y2; f)x2+4xy+8xz+6y2—4yz+18z2;

2) x> +6xy +2xz+4y? — 2yz +27%; h) X% +4xy + 6xz +2x7 + 27 + 27w + 4w?;
)2xy+8xz+2xw+2yz+4yw +2zw + 3w J)2xy +2xz +2yz; k)2xy +2yz +2zw.

2. Legyen U az n-dimenziés tér egy bazisa. Igaz-e az, hogy ha egy kvadratikus alak az U
bizonyos ,,specidlis” elemei generdlta barmely altéren pozitiv definit, akkor az egész téren az, ha e
specidlis rendszer: a) a kételemiek; b)az (n — 1)-elemiiek; c) a legfeljebb (n — 1)-elemiiek?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy vektortérben adott egy pozitiv definit és egy tetszSleges (szim-
metrikus, illetve Hermite-féle) bilinedris fliggvény, akkor taldlhat6 olyan bdzis, amelyben mindkét
fliggvény négyzetdsszeggé valik.



NYOLCADIK FEJEZET

A KARAKTERISZTIKUS POLINOM

1. A determinans

Négyzetes matrixok determindnsdval mar az elsd részben, a matrixok targyaldsanal
taldlkoztunk. A tovéabbiakban a determindns fogalménak a linedris algebrai hatterét szeret-
nénk megvildgitani.

Emlékeztetiink arra, hogy egy négyzetes matrix determindnsit meghatarozhatjuk gy,
hogy csak a soraival, illetve csak az oszlopaival végziink miiveleteket. Szamunkra célsze-
riibb az oszlopokat vizsgélni. Egy négyzetes matrix determindnsit meg tudjuk hatdrozni az
alabbi ,,szabalyok” felhaszndldsaval:

(1) Ha egy matrix valamelyik oszlopat egy c¢ skaldrral szorozzuk, akkor a kapott matrix
determindnsa az eredeti métrix determindnsdnak a c-szerese lesz.

(2) Ha az A és a B matrixban az i-edik oszlop kivételével a tobbi megegyezik, és a C
matrix i-edik oszlopdban e két oszlop Osszege szerepel, s a tobbi oszlop ugyanaz, mint
A megfelelS oszlopa, akkor det(C) = det(A) + det(B).

(3) Ha egy négyzetes matrix két oszlopdt felcseréljiik, akkor az Gj matrix determindnsa az
eredeti determindns negativja lesz.

(4) Ha egy négyzetes matrix fédiagonalisanak minden eleme 1, és a tobbi elem 0, akkor
determindnsa 1.

(Megjegyezziik, hogy a determindns targyaldsinidl nem ezeket a tulajdonsdgokat
mutattuk ki, de bebizonyitottuk, hogy ezek ekvivalensek az eredetileg adott tulajdonsa-
gokkal.)

Vegyiik szemiigyre ezeket a tulajdonsagokat mint az oszlopvektorok tulajdonsagat. Ha
a matrix sorainak szdma n, akkor az n-dimenzids tér vektorairdl van sz6. Mivel az oszlopok
szdma is n, ezért a determindns ugy tekinthet§, mint az n-dimenzids téren értelmezett n-
valtozoés fiiggvény. Nézziik meg a fenti négy tulajdonsdg linedris algebrai értelmét:

Az (1) és (2) tulajdonsdg azt mondja ki, hogy ha a matrix n — 1 oszlopét rogzitjiik,
akkor a determinans a fennmaradé (vektor)valtozéban linedris. A bilinearitashoz hasonléan
erre Ugy fogunk utalni, hogy a determindns vektorvaltozéiban multilinedris, pontosabban
n-linedris fiiggvény. A (3) tulajdonsdg egyike azoknak, amelyek az antiszimmetrikus bili-
nedris fliggvényeket jellemezték. Ennek alapjan a determindnst antiszimmetrikus n-linedris



268 IL. rész 8. A karakterisztikus polinom

fliggvénynek nevezziikk. A (4) tulajdonsigbdl, noha nagyon fontos, jelenleg csak annyit
érdemes megjegyezni, hogy a fiiggvény nemtrividlis, azaz nem minden vektor-n-esre veszi
fel a O értéket. (Az azonosan 0 fiiggvény ugyanis szintén kielégiti az els6 harom ,,axi6-
mat”.)

Erdemes megnézni ezeknek a tulajdonsdgoknak a geometriai jelentését is. Természe-
tesen csak a valds szamtest feletti két-, illetve haromdimenziés térrel foglalkozhatunk. A
sikban két vektor egy paralelogrammat feszit ki. Vildgos, hogy ha a két vektor barmelyi-
két c-szeresre nyujtjuk, akkor a paralelogramma teriilete is c-szeresére novekszik (egyelore
maradjunk pozitiv szimoknal). A (2) feltétel a teriiletnek azt a tulajdonsidgat mondja ki,
hogy egyik oldalukndl ,,0sszeragasztott” paralelogrammak teriilete 6sszead6dik. Nehezebb
értelmezni a harmadik feltételt. Tegyiik fel, hogy a két oszlopvektor a és b ebben a sor-
rendben, és mondjuk pozitiv forgatds viszi a-t a b irdnydba és dllasdba. Tegyiik fel azt is,
hogy ekkor a determindns is pozitiv. Ha most megcseréljiik a két vektor sorrendjét, akkor
az elsd vektort negativ forgatds viszi a mdsodik vektor irdnydba és dlldsdba. Mint tudjuk,
ekkor a determindns is elGjelet valt. Ezt a helyzetet tgy is felfoghatjuk, hogy most a sikot
a ,,masik oldalarél” nézziik. Ha a két vektor altal kifeszitett haromszoget tekintjiik, akkor
a ,,kozos csics—elsd vektor vége—masodik vektor vége” ponthdrmasban a forgédsirany
valtozik meg. Mindez azt mutatja, hogy érdemes elGjeles teriiletet tekinteni. Val6jadban
persze nem tudjuk, hogy a determindns minek a teriiletét adja meg, a paralelogrammaét
vagy a haromszogét. Ami biztos, hogy ezekkel ardnyos. (Egyébként a paralelogramméét,
de ennek a bizonyitdsa nem az algebranak, hanem a geometridnak a feladata.) Hasonl6 a
helyzet a térben, ott a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon eljeles térfogatat adja
a determindns. A determindns tehdt az n-dimenzids térben megadja egy test térfogatanak a
mértékét.

8.1. Definicié. A K test felett n-dimenzids U téren értelmezett

n-szer

e e
w:Ux---xU—->K
n-valtozds fiiggvényt n-linedrisnak neveziink, ha barmely n — 1 valtozéjat rogzitve a n-
edikben (homogén) linedris.
Egy, az n-dimenzids téren értelmezett n-linedris p fiiggvényt mértéknek nevezziik, ha
barmely n — 2 valtozéjat rogzitve a megmaradé kettSben antiszimmetrikus. [ |

8.1. Tétel. Linedrisan Osszefiiggd vektorokra barmely mérték 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy a vektorok kozott szerepel a o is. Ekkor a
0 -0 = o alapjan 0-t kiemelve a mérték O-szorosra véltozik. Masrészt nem valtozik meg,
hiszen a vektorok nem viltoztak meg. fgy a mérték valéban 0. Ha mdrmost a szerepls
vektorok linedrisan Osszefiiggenek, akkor van olyan vektor, amelyhez a tobbiek megfeleld
skalarszorosait hozzdadva a o vektort kapjuk; tehat a mérték 0. Mint az antiszimmetrikus
bilinedris fiiggvényekre bizonyitottuk, az eljards sordn a fiiggvényérték nem valtozik meg;
igy az eredeti mértéke is 0. |

8.2. Tétel. Ha az U vektortéren értelmezett © mérték egy adott bdzison 0, akkor
azonosan 0.
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Bizonyitas. Legyen E = {ey, ..., e,} a szoban forgé bazis. Az antiszimmetria miatt az
{1,2, ..., n} halmaz barmely o permutdcidjira p(es(iy, .. ., €sm)) = £u(er, ..., e;) =0, a
feltétel alapjan. A multilinearitds miatt birmely n darab vektorra p(uy, ..., u,) eléall fenti
tipusu kifejezések skaldrszorosainak 6sszegeként; igy valéban 0. [ |

8.3. Tétel. A K feletti n-dimenzios térben értelmezett n-linedris fiiggvények vektor-
teret alkotnak a K test felett, amelynek a mértékek egydimenzios alterét alkotjak.

7 z

Bizonyitas. A tétel els§ allitdsa nyilvanvaldan igaz. Az is vilagos, hogy ennek a vek-
tortérnek alterét alkotjdk a mértékek, hiszen — mint a bilinedris fiiggvényeknél lattuk —
antiszimmetrikus linedris fliggvények linedris kombindcidja is antiszimmetrikus linedris
fliggvény.

Mindenekel6tt belatjuk, hogy a mértékek altere nem nulldimenzids, azaz létezik nem-
trividlis mérték. (Ezt a bevezetS részben mar jeleztiik.) Legyenek ay, ..., a, az U vektor-
térnek e sorrendben felirt elemei. Rogzitsiik a tér egy U bézisat, és tekintsiik azt az A mat-
rixot, amelyben a j-edik oszlop az U bézisban felirt [a ;] matrix. Definidljuk a p fliggvényt
a kovetkez6képpen: u(aj,...,a,) = det(A). A matrix determindnsdnak a tulajdonsigai
kovetkeztében ez a fiiggvény az oszlopoknak — és igy az Gket meghatdrozé vektoroknak
— multilinedris antiszimmetrikus fiiggvénye, tehat mérték. Tekintettel arra, hogy a bazis
esetén a matrix egy olyan skaldrmatrix, amelyben a diagondlis minden eleme 1, ezért az
ehhez tartozo fliggvényérték 1; igy p egy nemtrividlis mérték.

Legyen most pg egy nemtrividlis mérték. A 8.2. Tétel szerint 1étezik olyan E = {e, . ..

..., ey} bazis, amelyre uo({e, ..., e,}) =e # 0. Ezért tetsz6leges u mérték esetén 1étezik
olyan ¢ = ¢, skaldr, amelyre
uep,...,ep)=c-e=c-upler,...,e,).
Mivel a mértékek vektorteret alkotnak, ezért ' = u—cpuo is mérték. A most latottak szerint
per, ... ep)=q(er, ..., e) —c-poler, ..., e,)=0.
A 8.2. Tétel szerint tehdt u trividlis mérték, vagyis
uQay, ..., uy) =c - po(ay, ..., Wy)
teljesiil minden {uy, ..., u,} vektorrendszerre, azaz u = cpo. [}

8.4. Tétel. Legyen o az n-dimenzios U vektortér linedris transzformacioja. Ekkor
létezik olyan egyértelmilen meghatarozott |«| skalir, hogy barmely {uy, ..., u,} vektor-
rendszerre és (1 mértékre

plauy), ..., a(uy)) = fefuuy, ... ).

Bizonyitas. Valasszunk egy tetszGleges u mértéket. o linearitdsa alapjdn a fenti
egyenldség bal oldala a szerepld vektorokban n-linedris és antiszimmetrikus, tehat mér-
ték. Ugyancsak mérték szerepel a jobb oldalon is; mégpedig tetszblegesen valasztott skaldr

tényezd esetében is. Ha a mérték nem trividlis, akkor tetsz6leges E = {ey, . .., e, } bazis ese-
tében egyenl8séget kapunk, az || = u(a(er), ..., aley)) - (uler, ..., e,)) ! vélasztdssal.

Ha egy masik, nemtrividlis mértéket valasztunk, akkor a fenti egyenléség mindkét oldala
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ugyanazzal a skaldrral szorz6dik, tekintettel arra, hogy a mértékek tere egydimenziés. Esze-
rint || minden nemtrividlis mértékre ugyanaz. Ez a skaldr a trividlis mértékre is megfelel;
hiszen ekkor a fenti egyenléség mindkét oldaldn O 4ll. |

8.5. Tétel. |« - B| = |a|-|B].

Bizonyitas. Legyen i a tér egy nemtrividlis mértéke, és valasszuk az E = {ey, ..., e,}
bazist ugy, hogy azon a mérték 1 legyen (ez nem lényeges, de igy konnyebb a szdmolas).
A 8.4. Tétel alapjan

lafl = lapl - p(er, . ... en) = u(ap(er), ..., ap(e,)) =
= loef - (Bler), ..., pen)) = laf| - |B] - pler, ..., en) = |ef - [B]. u

8.6. Tétel. « akkor és csak akkor szinguldris, ha |a| = 0.

Bizonyitas. Vilasszunk egy nemtrividlis mértéket és egy E = {ey,...,e,} bazist.
Mivel e bazison a mérték nem 0, ezért || akkor és csak akkor 0, ha w(ax(ey), ..., a(e,)) =
= 0. A 8.1. és a 8.2. Tételek szerint ez pontosan akkor teljesiil, ha az «a(ey), ..., a(e,)
vektorok linedrisan 6sszefiiggenek. Ennek viszont az a feltétele, hogy Ker (o) nem trivia-
lis, azaz o szinguldris transzformacio. |

8.7. Tétel. |«| = det[a], a tér barmely bazisdaban.

Bizonyitas. Tekintsiink el6szor egy olyan E = {ey, ..., e,} bazist, amelynek a mér-
téke 1. A 8.3. Tétel szerint az ebben a bazisban felirt matrixra det(A) = det[«] egy mérték.
Tekintettel arra, hogy az adott bazison ezek megegyeznek és a mértékek tere egydimen-
zi6s, ezért || = det[o] igaz az adott bazisban. Uj bazisra valé 4ttérésnél o matrixa az dj
bézisban megegyezik a o~ 'ao transzformécionak a régi bazisban felirt matrixdval. A 8.5.
Tétel alapjan:

lo™lao| =107 || - lo] = |07 - |o| - |al = o oa| = |al. m
1. Kovetkezmény (a determindnsok szorzastétele). det(AB) = det(A) - det(B).

Bizonyitas. Legyenek « és 8 olyan transzforméciok az U vektortérben, amelyeknek
valamely bazisban felirt matrixaira [¢] = A és [B] = B. A transzformacidk szorzatira
[¢B] = AB teljesiil; amibdl a 8.7. Tétel alapjan |of| = det(AB) kovetkezik. Ugyanezt a
tételt felhaszndlva kapjuk, hogy || = det(A) és |B| = det(B). A 8.5. Tételbdl kovetkezik,
hogy det(AB) = det(A) - det(B). [ |

1
det(A)”

2. Kovetkezmény. Ha det(A) # 0, akkor det(A™") =
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Bizonyitas. Ha det(A) # 0, akkor A reguldris, igy létezik inverze. A determinan-
sok szorzastételébsl A - A~ = I alapjan det(A) - det(A™") = det(A - A™!) = det(/) = 1
kovetkezik. [ |

Megjegyzések

1. A determindns itt targyalt bevezetése megmutatja a determindns igazi jelentését. Az n-
dimenzi6s térben a térfogat nem egyértelmti dolog. Az megéllapodds, hogy az egységnyi élhosszi-
sdgu (n-dimenzids) kocka térfogata legyen egységnyi. Az viszont bizonyithatd, hogy a térfogat egy
ardnyossagi tényez6tol eltekintve egyértelmilien meghatdrozott. Itt az analizisbeli bizonyitast ,,atu-
gorva” formdlisan értelmeztiik a mértéket (a térfogatot) bizonyos testekre. Ez a definicié eleget
tett azoknak a kivdnalmaknak, amelyeket a térfogattdl elvarunk. A fent bizonyitott eredmények azt
mutatjak, hogy egy linedris transzformacié barmely széba jovo ,,valami”-nek a térfogatdt ugyanolyan
ardnyban vailtoztatja meg; noha a térfogat nem is egyértelmi. Nos, ez a térfogat-valtoztatdsi ardny a
transzformdcié matrixdnak a determindnsdval egyezik meg. Kiilon érdekesség az, hogy ez a deter-
mindns nem fiigg att6l, hogy melyik bazisban tekintjiik a transzformécié métrixat. (Persze miért is
fiiggene, hiszen a transzformdcié madtrixa csak arra szolgdl — esetiinkben —, hogy ezt az ardnyt ki
tudjuk szamitani.)

2. A determindns ,,elvi” definiciéjandl szépséghibdnak tlinhet az, hogy a determindns létezését
csak a matrixok targyaldsandl taldlhat6 kellemetlen szimoldsos formdban tudtuk bizonyitani. (Persze,
ez szinte mindig 1gy van, az egyértelmiiség konnyebben lathaté be, mint a 1étezés.) Létezik azonban
egy ,.elvi” kiszamitds is. Gondoljuk meg, hogy egy sikidom teriiletét vagy egy test térfogatét az ,,alap-
szor magassdg” elvével lehet kiszdmolni. Ezt a mértéknél is meg lehet tenni. Természetesen vigyazni
kell arra, hogy az ,,alap” is és a ,,magassag” is elGjeles. Ez az eljaras, illetve elképzelés lehetGséget
ad a determindns (vagy a mérték) rekurziv definiciéjara. A matrixok tdrgyaldsandl szerepelt is ez a
modszer. Nevezetesen a kifejtési tétel pontosan ezt az eljarast tiikrozi. ]

Feladatok

1. Héany dimenzids vektorteret alkotnak a K test felett a K feletti n-dimenzids térben értelme-
zett n-linedris fiiggvények?

2. Bizonyitsuk be, hogy pozitiv definit kvadratikus alak matrixdnak a determindnsa pozitiv.
Mutassuk meg, hogy a megforditds nem igaz. Mely kvadratikus alakok matrixdnak a determindnsa 0?

3. Bizonyitsuk be, hogy unitér transzformacié ortonormadlt bazisban vett matrixdnak a deter-
mindnsa 1 abszoldt értékd.

4. Bizonyitsuk be, hogy a valds tér ortogondlis transzformaciéjanak ortonormadlt bazisban vett
matrixdnak a determindnsa +1 vagy —1. Mutassuk meg, hogy a megforditds nem igaz.

5. Egy matrixot permuticios mdtrixnak neveziink, ha minden sordban és minden oszlopdban
egyetlen 1-es szerepel és a tobbi elem 0. (Mit permutdl?) Bizonyitsuk be, hogy a permutédciés mat-
rixok ortogondlisak. Hatdrozzuk meg (elvben) minimélpolinomjukat, sajitértékeiket és sajatvektora-
ikat.

6. Legyenek A, B és U n-sord négyzetes matrixok és O az az n-sord négyzetes matrix,
amelynek minden eleme 0. Tekintsiik a kdvetkezd blokkokra beosztott 2n-sord négyzetes matrixo-
B U A U .
kat: P = [O A] és Q= [AB 0 ] Bizonyitsuk be, hogy det(P) = det(A) - det(B) és det(Q) =
=(—1)"det(BA) - det(U).
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7. Az el6z6 feladatban legyen U = —I. Mutassuk meg, hogy P elemi 4talakitasokkal olyan
formdjuiv4 alakithaté 4t, mint Q. Ennek felhaszndldsdval bizonyitsuk be elemi tton a determindnsok
szorzastételét.

2. Polinommatrixok normalalakja, karakterisztikus
polinom

Ismét visszatériink a matrixok vizsgdlatara, célunk a karakterisztikus polinom részletes
tanulmanyozdsa. Az aldbbiakban, ha nem mondunk mast, matrixon rendszerint négyzet
alaku matrixot értiink. A K testbeli elemli A négyzetes matrix karakterisztikus polinomja
definicié szerint az A — x - I matrix determinansa, ahol / és A azonos méretliek és x
hatdrozatlan a K test felett. Az A —x - I matrixot ugy tekinthetjiik, mint egy olyan matrixot,
amelynek elemei K-beli egyiitthatés polinomok.

8.2. Definicié. A K test feletti polinommatrixnak neveziink egy matrixot, ha elemei
K[x]-beli polinomok. Az ilyen métrixok jelolésére az A(x) alakot fogjuk haszndlni.

7

Egy R gyfir( feletti matrixnak neveziink egy matrixot, ha elemei R-beliek. [ |

A bevezetd részben lattuk az ilyen matrixokrdl, hogy hasonléképpen kezelheték, mint
a testbdl vett elemi métrixok. Mint ott emlitettiik, az egyetlen kivétel az, hogy ebben az
esetben nem feltétleniil képezhetjiik a matrix inverzét, akkor sem, ha a determindnsa nem O.

A leképezések matrixdnak a vizsgdlatandl lattuk, hogy igen fontos szerepet jatszanak
az invertdlhaté matrixok, illetve az ilyenekkel val6 szorzas. Ott viszont csak olyan matri-
xokkal foglalkoztunk, amelyeknek elemeit egy testb6l vettiik. Minden tovabbi nélkiil alkal-
mazhatdak volndnak ezek az eljardsok, ha tudnank, hogy a szerepld R gyiri benne van egy
testben. Ez igaz akkor, ha R egységelemes integritdsi tartomany. A megfeleld testet hason-
16képpen kaphatjuk meg, mint ahogy az egész szamokbdl felépitjiik a raciondlis szdmtestet.
Ezt a testet az adott integritdsi tartomany hanyadostestének nevezziik. Az egyéltaldin nem

bonyolult bizonyitasra a masodik kotetben kertil sor.

8.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A (négyzetes) matrix elemei egy R egységelemes
integritasi tartomanybol valok. A-nak akkor és csak akkor Iétezik inverze R felett, ha deter-
mindnsa R-beli egység. A K[x] feletti A(x) (négyzetes) polinommadtrixnak akkor és csak
akkor Iétezik polinommatrix inverze, ha determindnsa K -beli nemnulla elem.

Bizonyitas. A determindns definicigjanal lattuk, hogy ha egy négyzetes matrix deter-
minansa nem 0, akkor inverzének elemeit az eredeti matrix elemeibdl 6sszeadas, kivonas,
szorzds segitségével és a determindnssal val6 osztdssal kaphatjuk meg. Ez azt jelenti, hogy
ha a matrix determindnsa egység (azaz R minden elemének oszt6ja), akkor az inverz mat-
rix elemei is R-belieck. Ha A-nak 1étezik inverze, akkor taldlhaté6 hozza olyan B matrix,
amelyre AB = I. A determindnsok szorzistétele alapjan det(A) - det(B) = det(]) = 1, igy
det(A) osztdja 1-nek, tehat egység.
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A polinommatrixokra vonatkozé 4llitds ebbdl azonnal kovetkezik, hiszen testbeli
egylitthats polinomok esetében pontosan a nemnulla konstansok az egységek. [ |

Megjegyzés. A determindnsok szorzdstételére létezik egy szamoldsos bizonyitds, ahol nincs
sziikség a hanyadostestre (1. az el6z6 rész feladatsordt). Ez a bizonyitds viszont nem mutatja meg
a determindns jelentését. O

A kovetkezOkben egységelemes integritdsi tartomdny esetére dtnézziik a matrixokon
végezhetd elemi 4talakitdsokat, amelyeket a rang és az inverz vizsgédlatdndl targyaltunk
(a 4.5. Definici6tdl a 4.17. Tételig). Ezekbdl az elemi atalakitidsokra lesz sziikségiink, és
azokra a matrixokra, amelyekkel val6 szorzds ezt az elemi atalakitdst 1étrehozza.

8.3. Definicio. Rogzitett méreti négyzetes matrixokndl E; ; jeloli azt a midtrixot,

amelyben az i-edik sor j-edik eleme 1 és a tobbi elem 0. I = Z E;; az identitdsmétrix. W

1

8.9. Tétel. R feletti rogzitett méretii négyzetes matrixok esetén E; j - Ep 4 =8 pEj 4.
Az alabbi harom tipusi matrix invertilhato:
(D) I+c-E;j (i # j)inverzel —c- Ejj.

c
(2) I +c-Ej;, hal+c egység; inverze I — Tac E;;.
c

() I+E;;j+E;; —E;; — Ejj; inverze 6nmaga.
E matrixokat elemi dtalakitomadtrixoknak fogjuk nevezni.

Bizonyitas. Az elso allitas trividlisan kiszamolhaté. Mindhdarom tovébbi allitds bizo-
nyitist nyert a matrixok rangja targyaldsandl; de egyszerli szdmoldssal megkaphaté az
Ei j-Epq=90jpEjq Osszefliggést felhaszndlva. [ |

8.4. Definicié. Téglalap alakd matrix esetén elemi oszlopatalakitisnak nevezziik a
kovetkezdket:

1. Ha egy oszlophoz egy t6le kiilonbozé oszlop c-szeresét hozzaadjuk.
2. Egy oszlopot egy ¢ egységgel megszorzunk.
3. Két oszlopot felcseréliink.
Hasonl6é médon értelmezhet6k az elemi sordtalakitasok. |

8.10. Tétel. Az elemi oszlopatalakitisok pontosan iigy dllnak el6, hogy a megtelelé
mérett, azonos tipusi elemi dtalakitomatrixszal szorzunk jobbrol. Az elemi sordtalakitdsok
pontosan gy dllnak elo, hogy a megtelelo méretii, azonos tipusti elemi dtalakitomadtrixszal
szorzunk balrol.

Bizonyitas. Hasonloképpen torténik, mint azokra a matrixokra, amelyeknek az ele-
meit egy testbdl vettiik. |

Matrixok elemi atalakitasat a rang meghatarozasara hasznaltuk. Ott az eredeti matrix-
bél egy olyan diagondlis matrixot nyertiink, amelyben az i-edik sor i-edik eleme valamed-
dig 1 volt, és az Osszes tovabbi elem 0. Ez gy(riik esetében nem érhetd el még egyszer
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egyes matrixokra sem; ha példdul a matrix egyetlen eleme az x hatdrozatlan, akkor ebbdl

a gytrimiveletek segitségével soha nem kaphatunk nemnulla konstanst. Ennek ellenére
specidlis gylriik esetében kaphatunk egy specidlis diagondlis alakot.

2

8.5. Definici6. Az R gyfir( feletti A = [qa; ;] madtrixot normdlalakinak mondjuk, ha
minden i-re a; ; osztdja a;;; ;+1-nek és a matrix tobbi eleme 0. [ |

8.11. Tétel. Euklideszi gyiirii feletti matrix véges sok elemi atalakitdssal normalalakra
hozhato.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a matrixnak k oszlopa, n sora van, és példdul k < n.
Az allitast k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitjuk. A k = O esetben a feltétel iires, igy az
allitas igaz. (Ez a feltétel valdjaban azt takarja, hogy az indukciés 1épés magaban foglalja
specidlis esetként a k = 1 esetet is.)

Az eredeti matrixb6l elemi atalakitdsokkal egy olyan madtrixot fogunk késziteni,
amelyben az els6 sor els6 eleme a matrix minden elemének oszt6ja. Ehhez egy tobblépéses
eljarast (algoritmust) adunk meg. Mivel R euklideszi gy(ird, ezért 1étezik olyan ¢ : R — N
euklideszi norma, amelyre tetsz6leges a, b € R esetén, ha b # 0, taldlhat6 olyan g, r € R,
hogy a = bg +r és vagy r =0, vagy ¢(r) < ¢(b).

Legyen a vizsgdlt mdtrix A = [a; ;j]. Ha a mdtrix minden eleme 0, akkor a matrix
normélalaki. Ha van nemnulla elem a matrixban, akkor esetleges sor- és oszlopcserével
elérhets, hogy a;,1 # 0. (A keletkezett ij matrixban szerepl$ elemek indexeit megvaltoz-
tatjuk aszerint, hogy azok e matrix melyik helyén dllnak. Tehét, ha az eredeti métrix i-edik
sordnak j-edik eleme keriil az elsd sor els6 helyére, akkor ettdl kezdve ezt az elemet nem
a;, j, hanem a1 fogja jeldlni.) Tekintettel arra, hogy ¢ értékkészlete természetes szamokbdl
all, ezért esetleges djabb sor-, illetve oszlopcserékkel az is elérhetd, hogy ¢(ai,1) < ¢(a;, i)
tetszbleges i, j parra. Ez az eljards els6 1épése.

Ha a matrix els6 sordban van olyan a, ;, amelyik nem oszthat6 a;,;-gyel, akkor a
maradékos osztds 1€te miatt van olyan g,r € R, amelyre a; ; = q -a;,; +r, ahol r # 0
miatt ¢(r) < ¢(aj,1). Az els6 oszlop g-szorosit kivonva a j-edikbdl egy olyan elemi 4tala-
kitast végeztiink, amely utdn egy elemnek az euklideszi normdja kisebb, mint a; -é. Ez az
eljards masodik 1épése. Ezutan megismételjiik az elsd 1épést, majd djra a masodikat, és igy
tovabb. Tekintettel arra, hogy a kapott minimdlis norm4ji elem norméja egyre csokken, és
a norma természetes szam, ezért véges sok 1épésben eljutunk egy olyan helyzethez, hogy a
masodik 1épés mar nem végezhetd el (hiszen az elsé mindig elvégezhetd). Ez viszont akkor
kovetkezik be, ha az els6 sor minden eleme oszthat6 a; -gyel. Ha az els6 sor minden eleme
oszthat6 aj 1-gyel, akkor az elsd oszlop megfeleld tobbszordsét kivonva a tobbib6l, az elsd
sorban az elsd elemet kivéve minden elem 0 lesz; és ezek is elemi atalakitiasok.

Ezutdn kovetkezik a harmadik 1€pés, ami ugyanolyan, mint az elsé 1€pés, de az els6
sor helyett az els6 oszlopra végezziik. Ha itt az elemi 4talakitds utdn taldlunk egy olyan
elemet, amelynek az euklideszi normdja kisebb, mint a; ;-¢, akkor megint elolrdl kezdjiik
az eljarast. Ennek az ismétlése is csak véges sokszor kovetkezhet be, hiszen természetes
szdmok minden csokkend sorozata véges. Most mér feltehetd, hogy az elsé oszlop minden
eleme oszthatd a;,;-gyel. (Itt is ,.kinulldzhatndnk™ az els6 oszlopot, de a tovabbiak céljabol
ezt nem most tessziik.)
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Tegyiik most fel, hogy van a matrixban olyan a; ; elem, amelyik nem oszthat6 aj, -
gyel, azaz a; ; = qay 1 +r, ahol ¢(r) < ¢(a1,1). A harmadik 1épés kovetkezt€ben van olyan
p, amelyre a; | = pay,;. Ezutdn két elemi atalakitdst végziink. El8szor kivonjuk az i-edik
sorbdl az elsd sor (p — 1)-szeresét, majd a j-edik oszlopbdl az elsé oszlop g-szorosat. Az
els6 atalakitds utdn az i-edik sor els6 helyén a;,; fog éllni, mig a j-edik helyen 4ll6 elem
nem viltozik, hiszen a; ; = 0. A masodik elemi atalakitds utdn a; ; helyére r keriil. Most
ismét visszatérhetiink az els6 1épéshez, és igy tovabb. Mivel természetes szdimok csokkend
sorozata véges, ezért véges sok lépésben befejez6dik az eljards, ami azt jelenti, hogy a
matrix minden eleme oszthat6 a; 1-gyel.

Vegyiik észre, hogy ha a kiinduldsndl egy d elem a matrix 6sszes elemének osztéja
volt, akkor ez az elem az eljaras végén is oszt6ja lesz minden elemnek.

A matrix elsé sorat és els6 oszlopat elhagyva egy olyan matrixhoz jutunk, amelynek
k—1 oszlopa és n—1 sora van. A teljes indukci6s feltétel szerint ez a métrix elemi atalakita-
sokkal a kivant alakra hozhat6. Ezek az elemi dtalakitdsok eleve tekinthetdk az eredeti mat-
rix elemi dtalakitdsainak. Ennek a mdtrixnak az a; », . . ., ax x elemeire az indukcids feltétel
szerint érvényesek az oszthatdsagi megkotések; és mivel a;,; a matrix minden elemének
osztdja, ezért ap »-nek is. Végiil az elsd, majd a mdsodik, . . ., végiil a k-adik sor megfeleld
tobbszoroseit kivonva az utdnuk kovetkezd sorokbdl olyan matrixot kapunk, amelyben az
a; ;-ktdl kiilonb6z6 minden elem 0. [ |

2

Mint mondottuk, szdmunkra itt csak az euklideszi gyfirtik fontosak. Valamivel 6ssze-
tettebb eljardssal viszont egy éltaldnosabb tételt bizonyithatunk:

o

Kiegészités. A 8.11. Tétel akkor is igaz, ha az R gyiri csak (6idedlgyird.

Bizonyitas. Lényegében ugyanazt az eljarast folytatjuk, mint az euklideszi gydrik
esetében. Az oszlop-, illetve sorcserék tovdbbra is invertdlhaté matrixszal val6 szorzdssal
adédnak.

Tegyiik fel, hogy a matrix elsd sordnak elsd két eleme a és b, amelyek d legnagyobb

kozos osztéja ax + by = d alaki, alkalmas x, y € R elemekkel, hiszen R f6idedlgyird. A
matrix tobbi elemét *x-gal jelolve tekintsiik a kdvetkezd szorzatot:

b . de...O
* ok % * 2 0 .0
ko ok ok ES d

0 1 ..0
k ko ok ES
Lo 0 0 ... 1

o . a b L P .
A masodik matrix determinédnsa x - 7 +y- p = 1, ezért invertalhat6. A szorzat elsé

b a
soranak els6 eleme ax + by = d, és a sor masodik eleme —a - p +b - 7 =0.

Ezt az eljarast folytatva elérhetd, hogy az elsd sor elsé eleme az eredeti matrix elsd
sordban lev6 elemeinek (egyik) legnagyobb kozos osztdja legyen, mig a sor tobbi eleme
mind 0.
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Most ugyanazt az eljarast végezziik az els oszloppal, majd ismét az elsd sorral és igy
tovabb. Tekintettel arra, hogy a kapott matrix elsé sordnak els6 eleme mindig osztdja lesz
az el6z6 matrix elsd sora elsd elemének, ezért az eljards véges sok 1épésben véget ér, mint
ez az egyértelmi faktorizaciébol kovetkezik.

Jelolje a kapott matrix elsé sordban 4ll6 elemet aj (# 0); az els6 sor és az elsd
oszlop tobbi eleme 0. Legyen a; ; az i-edik sor j-edik eleme. A i-edik sort az els6hoz
adva (ez is elemi dtalakitds) az els6 sor j-edik eleme q; ;. Ha ez nem oszthat6 a;,-gyel,
akkor ismét folytathatjuk az eljarast. Tekintettel arra, hogy minden 1épésben ismét osztét
nyeriink, ezért az egész eljards véges sok 1épésben befejezddik az egyértelmi faktorizacid
kovetkeztében. |

A normélalakot tobbféleképpen allithatjuk eld, ezért sziikséges annak a belatdsa, hogy
a normadlalak nem fiigg az el6allitds mddjatol. Evégett olyan invaridns adatokat kell taldlni,
amelyek a normadlalak el6dllitdsakor véltozatlanok maradnak, és meghatdrozzdk a normal-
alakot.

8.6. Definicié. Az R ecuklideszi gyr( feletti A matrix i-edik A;(A) determindnsosz-
téjat a kovetkezSképpen definidljuk:

Ao(A) =1
Ha i > 0, de nem nagyobb a madtrix sorai és oszlopai szdmdndl, akkor tekintsiik a

métrix i-edrend{i négyzetes részmatrixainak a determindnsat, és legyen A;(A) ezeknek a
legnagyobb ko6z6s osztdja.

Ha i nagyobb, mint a madtrix sorainak vagy oszlopainak a szdma, akkor legyen
Ai(A)=0. [ |

8.12. Tétel. Ha egy matrixon elemi dtalakitast végziink, akkor a determindnsosztok
asszocidltsdg erejéig nem valtoznak meg.

Bizonyitas. A tétel trividlisan igaz, ha i = 0, illetve, ha nagyobb, mint a matrix sorai-
nak vagy oszlopainak a szdma.

Az elemi 4talakitdsndl azt vessziik figyelembe, hogy ezek egy invertdlhaté matrixszal
valé szorzdssal hozhatdk 1étre. Azt kell tehat megmutatni, hogy ha P, illetve Q invertal-
haté matrixok, akkor A;(PA) = A;(AQ) = A;(A), amennyiben a megfeleld szorzasok
elvégezhetdk.

Tekintettel arra, hogy barmely A maétrix esetén det(A") = det(A), ezért Aj(AT) =
= A;(A). Ha tehat A;(AQ) = A;(A) minden invertdlhaté Q-ra és minden A-ra igaz, akkor
PT invertdlhatésdga miatt

Ai(PA) = Ai(PA)) = A;(ATPT) = A (AT) = Ai(A).

Ha Q invertdlhat6, akkor Q! is az. Ezért elég belatni, hogy A;(A) osztéja A;(AQ)-
nak. Valéban, hiszen emiatt az is igaz, hogy A;(AQ) osztéja A;(AQQ ™ ")-nek, igy ezek
asszocidltak.

Ennél — latszélag — tobbet bizonyitunk be, nevezetesen azt, hogy tetszbleges A és
B matrixokra, ha AB létezik, akkor A;(A) osztdja A;j(AB)-nek (i a szereplé sorok és
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oszlopok szdmandl nem nagyobb természetes szam). Legyen A = [a, v], B = [bu.v] és
legyen n az A oszlopainak és B sorainak a szdma. Ekkor az AB matrixban a p-edik sor
g-adik eleme:
ap,1 - bl,q +---+apn- bn,q.
Az AB mitrix egy i sord részmatrixdnak egy oszlopaban ilyen elemek 4llnak, ahol a sorin-
dexek rendre py, ..., p;, az oszlopindex pedig véltozatlan. Jelolje a, azt az oszlopmatrixot,
amelyben az s-edik helyen a, , 4ll. Ekkor a sz6ban forgé matrix megfeleld oszlopa:
a ~b1,q +---+a, 'bn,q-

A determindns tulajdonsdga alapjan e matrix determindnsa felbonthaté n-tagi Osszegre,
ahol az Osszeg r-edik tagja by 4-szorosa azon matrix determindnsdnak, amelyben az r-edik
oszlop a,, s a tobbi oszlop véltozatlan. Ezt az eljdrdst minden oszlopra elvégezve olyan
Osszeget kapunk, amelynek a tagjai ugy 4allnak eld, hogy az A madtrix i sord négyzetes
matrixanak determinansat szorozzuk a B matrix elemeinek a szorzatdval. Tekintettel arra,
hogy A;(A) osztéja a fellépd determindnsok mindegyikének, ezért osztéja a fellépd szorza-
tosszegeknek, amelyek pontosan az AB matrix megfelel6 aldetermindnsai. Ekkor viszont
Ai(A) osztdja ezek legnagyobb kozos osztdjanak, A;(AB)-nek is. [ ]

1. Kovetkezmény. FEuklideszi gytrd feletti matrixok normdlalakja egyértelmiien
meghatarozott.

Bizonyitas. Tekintsiik az eredeti matrix Ag, Ay, ..., A determinansosztéit. A fenti
tétel szerint ezek megegyeznek a normdlalakban kapott determindnsosztékkal. A normadl-
alak diagonalisaban 4ll6 elemek (a9 = 1), ay, az, .. ., ay. Ezek kozott szerepelhet O is, de
az oszthatdsagi feltétel miatt az a; = 0 esetben a;,; = 0 is fenndll. Feltehet6 tehat, hogy r
a legnagyobb index, amelyre a, # 0 (ekkor r pontosan a matrix rangja). Ha i > r, akkor
minden i sord négyzetes matrixban szerepel olyan sor, amelynek minden eleme 0, tehat
minden ilyen matrix determindnsa 0, {gy ezek legnagyobb kozos osztdja, A; is 0. Az i <
< r esetben 0 lesz minden olyan négyzetes matrix determindnsa, amelyben r-nél nagyobb
indexi{i sor vagy oszlop szerepel. Hasonl6képpen beldthat6, hogy a fennmaradé esetekben
is 0 a determindns, amennyiben a részmdtrix nem szimmetrikus (tehat a fellépd oszlopin-

dexek nem egyeznek meg a fellépS sorindexekkel). Ezek a matrixok elhagyhatdk, hiszen O
minden elemnek tobbszorose. A fennmarad6 matrixok diagonalisak, ezért determindnsuk a

diagondlis elemek szorzata. Legyenek ezek aj,, ..., a jis ahol j; < ... < j;. Ebbdl azonnal
kovetkezik, hogy tetszSleges r mellett r < j.. Az a; elemekre beldtott oszthatdsdgi kap-
csolat alapjan ezek a szorzatok mind oszthatdk az a, - ... - a; szorzattal. Tekintettel arra,

hogy ez maga is egy fellépé determindns, ezért éppen ez az i-edik determindnsoszté. Ezek
szerint:
NAo=ao=1, Ai=a;, Ar=a,-a, ..., Ap=ai-...-ay.
Ebbs6]l meghatdrozhatok a normélalak diagondlisdnak elemei. Ha A; # 0, akkor a;,; =
Aj -
= 2l , mig a A; =0 esetben a;,; =0 is igaz. [ |
i

sz

2. Kovetkezmény. Minden determinansoszto osztoja a kovetkezének. A fellépo
hdnyadosokat elemi osztoknak nevezziik. Ha nincs hanyados, akkor a megfelel6 elemi
0szto 0.
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Bizonyitas. Ez azonnal addédik az 1. Kovetkezménybdl, mint ahogy az is, hogy az
elemi oszték pontosan az a; elemek. [ |

3. Kovetkezmény. A fenti tétel és a két kovetkezmény akkor is igaz, ha a matrixnak
végtelen sok sora van.

Természetesen ekkor nem a matrix formalis definicidjdra gondolunk, hanem a sorokat
egy halmaz elemeivel indexezziik.

Bizonyitas. A normaélalak megéllapitisandl nem hasznaltuk ki, hogy a sorok szdma
véges. Az egyértelmiiség bizonyitdsdndl viszont sziikség volt a determindnsosztdkra, és
arra, hogy invertdlhaté matrixszal val6 szorzdsndl ezek nem valtoznak meg. Végtelen mat-
rixokndl ezek bonyodalmat okozhatnak. El6fordulhat ugyanis, hogy egyik sorbdl ki kell
vonni egy mdsik sor ,,skaldrszorosat”, de a két sor kozott végtelen sok sor van. Ezen a
kovetkezbképpen segithetiink.

Azt kell belatni, hogy ha kétféleképpen allitjuk is elé a normalalakot, ugyanazokhoz az
elemi osztékhoz jutunk. Mindkét eljarasban csak véges sok sor szerepelhet. Sorcserékkel
hozzuk el6ére ezeket a sorokat. Ezek a harmadik tipusd elemi 4talakitdsok. Mint lattuk,
ilyen elemi atalakitasoknal a részmétrixok 1ényegében valtozatlanul maradnak. Ezutan mar
szoritkozhatunk arra a véges részmadtrixra, amelyben a szdmunkra lényeges szerepet betoltd
sorok vannak. Most mar a véges esetben haszndlt eljarasbol kovetkezik, hogy mindkét
esetben ugyanazokhoz az elemi osztékhoz jutunk.

Megjegyezziik, hogy ekkor az utolso eljarasi 1épés nem végezhetd el, hiszen végtelen
sok sorbdl kellene mdsik sor skaldrszorosdt kivonni, ami véges sok 1épésben lehetetlen.
Ekkor csak azt mondhatjuk ki, hogy egy-egy oszlop elemei az ezen oszlop diagonalis ele-
meinek a tobbszorosei. [ |

Az alébbi kovetkezményeket f6idedlgyiriikre mondjuk ki, de csak euklideszi gydrtikre

2

bizonyitjuk. A f6idedlgy(iriik esetében a szamolds bonyolultabb.

o

4. Kovetkezmény. Legyen U = {uy,...,w,} az R fGidedigyiiri feletti Ml modulus
egy bdzisa (abban az értelemben, hogy elemeinek csak a csupa 0 egyiitthatokkal képe-
zett linedris kombindcidja o). Ekkor az M tetszbleges N részmodulusdhoz talalhaté A -ben
olyan V = {vy, ..., vy} bazis és R-nek olyan ay, ..., a, elemei, amelyek mindegyike 0sz-
toja a kovetkezonek, hogy a w| = a|vy, ..., Wy = a, Vv, elemek koziil a o-tol kiilonbozbek
az N egy (fentebbi értelemben vett) bazisat alkotjdk.

Azay, ..., a, sorozat N -nel (asszocidltsdg erejéig) egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas. Tekintsiik azokat a [cy, ..., c,] sorvektorokat, amelyekre cju; + --- +
+ cpu, € N, Készitsiik el azt a (egy olyan) végtelen sok sorbdl dll6 madtrixot, amelynek
ezek a sorai. A kapott matrixot normdlalakra hozhatjuk. Az oszlopokkal végzett elemi ata-
lakitasok, mint lattuk, elemi bazistranszformacioknak felelnek meg. Minden ilyen 1€pésnél
AM-nek egy uj bazisit kapjuk, és a sorok elemei most mdr A/ ugyanazon elemének az Uj
bazisban felirt koordinatai lesznek. A sorokkal végzett elemi 4talakitdsnal mindig olyan
sort kapunk, amelyik mar valahol szerepelt a matrixban, hiszen barmely részmodulus zart
a linedris kombindcié képzésére. Ezért a sorokkal csupdn cserét kell végezni. Végezetiil
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egy olyan matrixot kapunk, amelyben az els6 n sor altal meghatdrozott matrix diagonalis,
a diagondlis elemei ay, ..., a,, minden diagondlis elem osztdja a kovetkezének, ezek az
elemek 1ényegében egyértelmiiek és minden elem tobbszorose az ezen oszlopba es6 diago-
nalis elemnek.

Ekkor az oszlopoknak megfeleltetett v; baziselemek nyilvan eleget tesznek a megfo-
galmazott tulajdonsagoknak. ]

7

5. Kovetkezmény (f6idedlgyfiriik feletti végesen generdlt torziomodulusok alaptétele
II. rész). Legyen Ml végesen generdlt torziomodulus az R féidedlgyiird felett. Ekkor A -
nek Iétezik olyan U = {uy, ..., u,} bdzisa, és olyan r; € R elemek, amelyek mindegyike
egy felbonthatatlan elem hatvanya, hogy r; = r(w;) (azaz r; a u; rendje). Az r; elemek
rendszere egyértelmiien meghatirozott.

Bizonyitas. A fenti bazis 1éte azt jelenti, hogy . olyan tagok direkt 6sszegére bont-
hatd, amelyek egyetlen elem R-beli elemszereseibdl dllnak, és ezeknek a részmodulusok-
nak az exponense egy-egy felbonthatatlan elem hatvanya. A f6idedlgyfrtik feletti végesen
generdlt torziomodulusok alaptétele 1. rész szerint L felbonthaté olyan tagok direkt dssze-
gére, amelyeknek az exponense egy felbonthatatlan elem hatvanya. Ez a felbontds abszolut
egyértelmi. Ezért most mar csak azt kell beldtni, hogy ezek a modulusok tovabb bonthaték

a fent meghatdrozott médon. Legyen { egy olyan végesen generdlt modulus, amelynek az

exponense pk, ahol p € K felbonthatatlan, és legyen A = {ay,...,a,} az Al generitor-
rendszere. Tekintsiik az R elemeibdl készitett n hosszisdgi sormdtrixokat. Ennek bazisat
alkotjak azok az w; matrixok, amelyekben az i-edik helyen 4ll6 elem 1, a tobbi pedig O
(0 < i < n). Ezzel egy végesen generélt X' modulust kaptunk az R euklideszi gyiirt (illetve
féidedlgyiiri) felett, amelynek U = {u;, ..., u,} egy bdzisa. Mivel ez bazis, ezért 1étezik
egy olyan egyértelmiien meghatdrozott ¢ : X — J homomorfizmus, amelynél p(u;) =
= a;. Mivel A generdtorrendszer, ezért ¢ sziirjektiv. Legyen & ennek a homomorfizmusnak
a magja. A 4. Kovetkezmény szerint X-nak van olyan V = {v, ..., v,} bézisa és R-nek
olyan ry, ..., r, elemei, hogy a w; = r;v; elemek koziil, amelyik nem o, az £ egy bazisat
alkotjak. Ezekre az elemekre még az is igaz, hogy r; osztéja az r;,-nek.

Legyen ¢(v;) = b;. Itt r;b; = 0, mert r;v; € £. Mivel AL exponense a p felbontha-
tatlan elem egy hatvdnya, és r; osztéja az exponensnek, ezért r; is hatvdnya a p-nek. Az
ri-k oszthat6sagi viszonya alapjdn nagyobb index{ r; a p-nek nagyobb kitevdji hatvanya.
El6fordulhatnak O kitevdjti hatvanyok is. Ha példdul az els6 ¢ darab ilyen, akkor /L elG4ll a
{Vis1, ..., vy} fliggetlen rendszer generélta részmodulus képeként is. Ezért eleve feltehetd,
hogy r; nem egység.

A 4. Kovetkezmény alapjan a b; elemek egy linedris kombinaciéja csak akkor lehet
o, ha minden egyes egyiitthat6 oszthat6é a megfelels r;-vel. Ezzel megkaptuk a kivant fel-
bontdst, és az egyértelmiiség kovetkezik az r;-k egyértelmiiségébdl. [ ]

Megjegyzés. A 8.11. Tétel, illetve annak kiegészitése akkor is igaz marad, ha az R gy(r(ir6l csak
azt tessziik fel, hogy abban minden végesen generdlt idedl f6idedl. Ebben az esetben nem haszndlhat6
az egyértelmd faktorizdcid, ugyanis az nem igaz (1. az aldbbi példat). Elég viszont azt megmutatni,
hogy véges sok 1épéssel (elemi dtalakitdssal) a ,,bal fels§ sarokba” vihet§ egy olyan elem, amelyik
minden elemnek osztéja. Azt véges sok 1épésben elérhetjiik, hogy az elsd sorban és az els6 oszlopban
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az elsd elem kivételével minden elem 0 legyen — ugyantigy, mint ahogy a kiegészitésben tettiik.
Teljes indukciét haszndlva feltehetS, hogy az elsS sor és els6 oszlop elhagyasaval kapott métrix véges
sok 1épéssel normdlalakra hozhat6. Legyenek a az els6 sor els6 eleme és by, ..., b, a megmaradt

sz

matrixban a ,,diagondlis” elemek. (Azért van idézGjel, mert a matrix nem feltétleniil négyzetes.) A

. . b
masodik sort az els6hoz adva, a bal fels6 kétszer kettes részmatrix [g b] alakd lesz (b = b1). Az

d 0
idézett kiegészités jeloléseit haszndlva a szorzatmatrix bal felsé kétszer kettes matrixra |: b ab i|

adddik; és a tobbi elem nem valtozik. Tekintettel arra, hogy d | by és by | b; (i > 1), ezért d osztdja

. P . o L . L a
a diagonadlis minden elemének, a harmadiktdl kezdve. De a masodiknak is osztéja, hiszen az 7 b.

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy van-e olyan gyfir(i, amelyben minden végesen generalt
idedl f6idedl, de van nem végesen generdlt idedl is. Ennek megmutatdsara tekintsiik azokat a K test
feletti ,.formdlis polinomokat”, amelyekben az x ,hatdrozatlan” ,kitev§je” tetsz8leges nemnegativ
raciondlis szdm. Ezek f(x) =ajx"! +---+a,x" alaki kifejezések, ahol ay,...,a, € K és 0 <r; <

... < rp raciondlis szdmok. Ha véges sok ilyen kifejezésiink van, akkor a fellépd kitev6k mindegyike
egy (nem egyértelmii) r raciondlis szdm egész szamu tobbszordse. Ezek a polinomok gy irhatok,
mint az y = x" ,,igazi” polinomjai, és aszerint is lehet veliik szimolni. Ennek megfeleléen barmely
véges sok elem dltal generdlt idedl fGidedl. Létezik viszont olyan idedl, amelyik nem generdlhaté
véges sok elemmel. Tekintsiik példdul azokat a polinomokat, amelyekben a ,konstans tag” 0. Ezek
nyilvan egy [ idedlt alkotnak. Ez az idedl nem lehet f6idedl. Ez az idedl tartalmazza ugyanis az 6sszes
x¥ alakd polinomot, ezért generdtoreleme is csak x° alakd lehetne. Mivel a generdtorelem minden

ilyen elemnek osztdja, ezért csak x% =1 lehetne a generdtorelem, ami viszont nincs bent az idedlban.

Az ilyen gyiiriik feletti modulusokra nem feltétleniil igaz viszont a 8.12. Tétel utdni 4. Kovet-
kezmény (valdjaban a 8.11. Tétel kdvetkezménye, amelynek a bizonyitdsdhoz van sziikség a 8.12.
Tételre). Legyen R a fenti raciondlis kitevds polinomok gyfir(ije, és tekintsiik R-et mint 5nmaga feletti
modulust. g R végesen generdlt, 1 generdtoreleme; s6t bazisa. g R-nek részmodulusa a fenti / idedl.
Konnyen ldthat6, hogy g R-nek egyelemii bazisa csak K-beli konstans lehet; ami ugyanazt jelenti,
mint ha az 1-et tekintjiik. Az 1 elemnek akdr véges sok ry, ..., r, elemmel képezett tobbszorosei
(vagyis maguk ezek az elemek) csak akkor vannak /-ben, ha ezeknek a konstans tagja 0. Mint lattuk,
ezek nem generdljak /-t. (Egyébként R felett nem is linedrisan fliggetlenek.)

Ez azt mutatja, hogy a 8.12. Tétel utdni 3. Kovetkezmény sem lehet igaz. Ha a ,,végtelen x
x 17-es matrix soraiba az [ idedl elemeit frjuk, akkor ezt a matrixot véges sok 1épésben nem tudjuk
normalalakra hozni. |

Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy példaul a Q[x, y] feletti [x y:| matrix elemi 4talakitdsokkal nem
y X

1 0
hozhat6 normélalakra. Mutassuk meg, hogy ha ennek volna normadlalakja, akkor az [ 0 52— y2]
volna.

2. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges integritdsi tartomany feletti modulusban azok az elemek,
amelyeket alkalmas nemnulla gy(rtibeli elemmel szorozva o-t kapunk, részmodulust alkotnak. Bizo-

e

nyitsuk be, hogy euklideszi gyfir(i esetében ez a részmodulus végesen generdlt, ha az eredeti az.
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o

3. Bizonyitsuk be, hogy euklideszi gy(r( feletti minden végesen generalt modulusra igaz az
alaptétel, és azoknak a direkt 0sszeadanddknak a szdma is egyértelmiien meghatdrozott, amelyeket

s

egyetlen nemnulla gytr{ibeli elemmel szorozva sem kapunk o-t.

4. Legyen R a Q feletti kéthatdrozatland polinomok gyfirGje. Adjunk példat olyan 4L végesen
generdlt R-modulusra, amelyben 1étezik részmodulusok M| > M7 > ... > M, > ... végtelen lanca,
hogy mindegyik ./{; generdlhat6 i elemmel, de egyik sem generdlhaté i-nél kevesebb elemmel.

6. Mutassuk meg, hogy minden véges kommutativ csoport felirhaté primhatvanyrendii Abel-
csoportok direkt osszegeként; és az adott rendek, valamint a rogzitett rendd tagok szdma egyértelmien
meghatdrozott (Véges Abel-csoportok alaptétele).

3. Matrixpolinomok, invaridns faktorok

A tovdbbiakhoz el6késziiletiil sziikségiink van két, négyzetes polinommatrixokra
vonatkoz6 tételre:

8.13. Tétel. Legyenek ai(x), ..., a,(x) rendre a normalalakban megadott A(x) poli-
nommatrix diagondlisdnak elemei. Az A(x)-hez és az f(x) polinomhoz akkor és csak akkor
létezik olyan B(x) polinommadtrix, amelyre B(x)A(x) = f(x)I, ha a,(x) osztoja f(x)-nek.

Bizonyitas. Ha az oszthatésagi kapcsolat fenndll, akkor az oszthatésdg tranzitivitsa
alapjan minden diagondlis elem osztéja f(x)-nek. Léteznek tehat olyan b;(x) polinomok,
amelyekre f(x) = b;j(x)a;(x). Ha marmost B(x)-nek azt a diagondlis métrixot valasztjuk,
amelyben a diagondlis elemek rendre éppen ezek a polinomok, akkor a fenti szorzat pon-
tosan a kivant skaldrmétrixot adja.

Amennyiben 1étezik a fenti szorzattulajdonsdgot kielégitdé B(x) = [b; j(x)] polinom-
matrix, akkor a szorzat utols6 sordnak utolsé elemére b, ,(x)an(x) = f(x) adédik, vagyis
teljesiil az oszthatésagi feltétel. [ |

8.14. Tétel. A tetszbleges A(x) polinommatrixhoz és az f(x) polinomhoz akkor és
csak akkor Iétezik olyan B(x) polinommatrix, amelyre B(x)A(x) = f(x)I, ha A(x) nor-
madlalakjaban az utolso sor utolso eleme osztoja f(x)-nek.

Bizonyitas. (A jobb attekinthetGség kedvéért a bizonyitds sordn a hatarozatlant nem
jeloljiik.) Tudjuk, hogy az A matrix normalalakjat P A Q szorzatként kaphatjuk meg, ahol
P és Q invertdlhat6 polinommatrixok. Tegyiik fel el8szor, hogy B-A = f-1. Ha P és Q
tetszbleges invertdlhaté polinommatrixok, akkor

(Q7'BPTY) - (PAQ)= Q7 '(BAQ=f-(Q7'Q)=f-1.
felhaszndlva azt, hogy az f polinom skaldr, és igy a Q' matrixszal felcserélhetd.

Amennyiben a PAQ mitrixhoz taldlhaté olyan B’ métrix, amelyre B'PAQ =
= f -1, akkor az el6z6 egyenlGségsorozat alapjan taldlhaté6 megfelel6 B matrix az A =
= P Y (PAQ)Q ™! mitrixhoz is (nevezetesen B = Q B’ P megfelel). [ ]



282 IL. rész 8. A karakterisztikus polinom

Ezek utan ratériink a matrixpolinomok vizsgalatara. A kiindulasi észrevétel az, hogy
az x hatdrozatlan egy skaldr.

8.15. Tétel. Tetszbleges K [x] feletti A(x) (négyzetes) polinommatrixhoz egyértel-
miien Iéteznek olyan Ay, Ay, ..., A, K feletti matrixok (A, # O), amelyekre
Ax)=Ag+Aix+---+ Ax"
tgynevezett matrixpolinom alakba irhaté. Minden madtrixpolinom egy polinommatrix mat-
rixpolinom alakja. A matrixpolinomok a polinommiiveletekre egy nemkommutativ gyiiriit
alkotnak.

Az A, = I esetben r-edfokii normalt matrixpolinomrol beszéliink.

Bizonyitas. Legyen A(x) = |:Z al{k}xk:|. Ekkor az A = [al{k}] matrixok nyilvan
k

megfeleléek. Az is vildgos, hogy az adott A(x) polinommatrixhoz csak ezek a matrixok
felelnek meg. Tovabb4, tetszdlegesen valasztott K-bdl vett eleml Ao, Ay, ..., A, matri-
x0kbdl a fenti médon elkészitett Ag+ Ajx+- - -+ A,x" métrix polinommaétrixsz4 alakithato.
Tekintettel arra, hogy a skaldrok a matrixokkal felcserélhet6k és a matrixok egy nemkom-

2

mutativ gy(r(t alkotnak, ezért az utolsé éllités is igaz. [ |

A miatrixpolinomok is rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy a hatdrozatlan
helyébe barmit beirhatunk, és ezzel egy homomorfizmust hozunk 1étre. Természetesen itt a
képek nem egy kommutativ, hanem egy nemkommutativ gy(iri elemei lesznek. Az viszont
gondot jelent, hogy a polinomszorzas definiciéjdban a hatdrozatlan felcserélhetd az egyiitt-
hatékkal. Ezért itt a kommutativ gyfiriik esetében talalt tételnél csak egy gyengébb ered-

mény igaz.

8.7. Definicié. A polinomokkal kapcsolatos fogalmakat hasonléképpen értelmezziik,
mint a skaldregyiitthatds esetben. A fenti A(x) polinom B helyen vett helyettesitési értéke:

AB)=Ay+ A B+---+A.B",
ahol B ugyanakkora méretd matrix, mint A(x). Az A(B) = O esetben B-t az A(x) gytkének
nevezziik. [ |

Mint emlitettiik, a szorzdssal gondok vannak. Valéban, ha példdul A(x) = A - x, és
B(x) = B, akkor D(x) = A(x)- B(x) = ABx. Ekkor tetsz6leges M maétrixra A(M)- B(M) =
= AMB, mig D(M) = ABM, amelyek altaldban nem egyeznek meg. A tovabbiakban
sziikségiink lesz ugyan arra, hogy a szorzat helyettesitési értéke megegyezik a helyettesitési
értékek szorzatdval, de szerencsére csak olyan esetben, amikor az igaz:

8.16. Tétel. Legyenek A(x), B(x) matrixegyiitthatos polinomok, és legyen C(x) =
= A(x) + B(x), tovdbbda D(x) = A(x) - B(x). Ekkor tetszoleges azonos alaki M matrixra
C(M)=A(M)+B(M), és ha M felcserélheté a B(x) egyiitthatoival, akkor D(M) = A(M) -
- B(M).

Bizonyitas. Az Osszeaddsra vonatkozd azonossagnal a szorzdsrél csupan annak az
Osszeaddsra vonatkoz6 disztributivitdsat hasznaljuk fel; az tehat igaz. A szorzasnal a kom-

mutativitast akkor hasznaljuk, amikor azt irjuk fel, hogy Aix' - B jxj = (A;B j)x”j LAz
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asszociativitas alapjan ehhez annyi elég, hogy x'B i =B jxi. Ha tehat ez igaz M-re, azaz
M'B i = BiM i akkor érvényes a szorzatra vonatkozé Allitds. Ez az egyenldség viszont
nyilvan kovetkezik az M B; = B; M egyenlGségbdl. [ |

A maradékos osztisra itt is hasonlé eredmény igaz, mint a tetszéleges kommutativ

o

gytrik feletti polinomokra:

8.17. Tétel. Tetszdleges A(x) és normdlt B(x) polinommatrixokhoz léteznek olyan
Q(x) és R(x) polinommadtrixok, amelyekre
A(x) = Q(x)B(x) + R(x),
ahol vagy R(x) = O, vagy R(x) foka kisebb, mint B(x) foka.

Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy B(x) normadlt, ezért nem a O matrix, igy van foka.
A bizonyitds hasonlé médon torténik, mint a kommutativ esetben, azaz rogzitett B(x) ese-
tén A(x) fokdra valé teljes indukcidéval:

Ha A(x) foka kisebb B(x) fokandl, vagy A(x) = O, akkor vdlaszthatjuk a Q(x) = O
és R(x) = A(x) matrixokat.

Legyen B(x) = By+.. .+onk, A(x) = Ag+---+A,x", ahol n > k, és tegyiik fel, hogy
a felirds érvényes minden olyan esetben, amikor az A(x) foka kisebb, mint n. Tekintsiik
az A'(x) = A(x) — A, xR B(x) polinommatrixot. A jobb oldalon 4ll6 els6 tag foka
n. A jobb oldalon dll6 masodik tag foka is n, hiszen a szorzat foka a tényezdék fokainak
az Osszegével egyenld. E mdésodik tag féegyiitthatéja is A, (mint az elsé tagé), hiszen
szorzasndl a féegyiitthatok (a megfelels sorrendben!) dsszeszorzédnak. Ezért az A'(x) foka
kisebb, mint n, tehdt felirhaté A’(x) = Q'(x)B(x)+ R’(x) alakban. Ekkor viszont az eredeti
A(x) matrixra is megkaphat6 a kivant felirds, nevezetesen a Q(x) = A, xR 0'(x) és
R(x) = R'(x) valasztassal. [

Megjegyzések
1. Tekintettel arra, hogy minden madtrix oszthat6 a K test barmely 0-tdl kiilonb6z6 elemével,
ezért a 8.17. Tételben B(x) helyett ¢ - B(x) is vehet, ahol ¢ € K és ¢ # 0.

2. A maésik oldali maradékos osztds is ugyanigy elvégezhetd. A tovdbbiakban azonban csak erre
lesz sziikségiink. |

8.18. Tétel. Az A madtrix akkor és csak akkor gyoke az F(x) matrixegyiitthatos poli-
nomnak, ha létezik olyan Q(x) polinommaitrix, amelyre

Fx)=0x)-(A—-1-x).

Bizonyitas. A 8.17. Tétel szerint tetszSleges F(x) polinommatrixhoz 1étezik olyan
Q(x) polinommatrix és R konstans matrix, amelyre

F(x)=0()-(A—1-x)+R,
hiszen A — I - x egy normalt els6foki (—1)-szerese (ez 6nmagdaba foglalja az R = O esetet

is). Tekintettel arra, hogy A felcserélhet6 e polinom egyiitthatéival, ezért a 8.16. Tétel
szerint F(A) = R, hiszen A — A = O. Amennyiben tehit F(A) = O, akkor 1étezik a kivant
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felbontas. Ha viszont 1étezik a kivant felbontds, akkor mar a 8.16. Tételbdl kovetkezik,
hogy F(A)= 0. |

8.19. Tétel. Legyen a az n-dimenzios tér egy linedris transzformacioja, és A ennek
valamely bazisban felirt matrixa. Az A — I - x mdtrix normalalakja nem fiigg a bazistol. E
normalalak diagonalisanak a;(x) elemei (ezek neve megtfeleléen az i -edik invaridns faktor)
ugyancsak fiiggetlenek a bdzistol. Az an(x) elem az « transzformdcio (és az A madtrix)
minimdlpolinomja. Ennek tobbszorose a det(A — I - x) determindns, amely megegyezik a
transzformdacio (és a matrix) karakterisztikus polinomjiaval — és ez ugyancsak nem fiigg a
bazistol. A karakterisztikus polinom n-edfoki. Az o transzformdcio és az A matrix gyoke
a karakterisztikus polinomnak (CayLEY-HAMILTON-tétel).

Bizonyitds. A 4.7. Tétel kiegészitése szerint o matrixa egy maésik bazisban T 'AT

alaku. Ebben a bazisban a vizsgélt polinommatrix

T'AT —1-x=T "(A-1-XT,
amelynek a 8.12. Tétel szerint ugyanaz a normalalakja, mint az eredetinek. Ezért az inva-
ridns faktorok valéban nem fiiggenek a bazistol.

Skaldregyiitthatos polinomokra f(«) matrixa megegyezik az f[A] = [ f(A)] métrix-
szal. A 8.18. Tétel szerint A akkor és csak akkor gyoke az f(x) polinomnak, ha van olyan
Q(x) polinommatrix, amire f(x)-I = Q(x)-(A — 1 -x). A 8.13. Tétel szerint ez pontosan
akkor kovetkezik be, ha a,(x) osztéja f(x)-nek, ami azt jelenti, hogy a,(x) az A (s az «)
minimdlpolinomja. A karakterisztikus polinom éppen az n-edik determindnsoszto, igy ez
sem fiigg a bazist6l. Mivel ez éppen az elemi oszték szorzata, azért A ennek is gyoke. W

Megjegyzés. Az, hogy egy mdtrix gyoke a karakterisztikus polinomjdnak, viszonylag egyszer(
szamitdssal is igazolhat6. Ez a szamitds viszont nem adja az elemi oszték tulajdonsagait.

Célszer(i viszont felhivni a figyelmet az aldbbiakra: Az A matrix gyoke ugyan a det(A — [ - x)
polinomnak, de itt x helyébe formélisan A-t {rva nem kapunk azonosan O-t, hiszen az A — [ - x
matrixban az x helyébe A-t frva egy olyan matrixhoz jutunk, amelynek a f6diagonalisdban is matrixok
allnak, s az eredmény teljesen attekinthetetlen. ]

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az A — I - x polinommatrix invaridns faktorai kozott nem szerepelhet
a 0 polinom.

2. Van-e olyan transzformacid, amelynek a karakterisztikus polinomja megegyezik minimal-
polinomjdval?

3. Hatdrozzuk meg a komplex szamtest feletti normalis, 6nadjungdlt €s unitér transzformaciok,
illetve a valds szamtest feletti szimmetrikus €s ortogondlis transzforméacidk invaridns faktorait.

4. Hozzuk az A — I - x matrixot normalalakra, ha:
1. A diagondlis matrix.
2. Az A mitrix egyetlen eleme 1, s a tobbi 0.
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5. Legyen o a Q feletti n-dimenzids vektortér linedris transzformdacidja. Milyen k esetén lehet
o* az identitds, illetve az  transzforméci6?

6. Egy polinommatrix normdlalakjdban nincs két elem, amely csak konstansban térne el egy-
mastél. Mit tudunk mondani a matrix elemeinek a fokarél?

7. Melyek a kétdimenzids tér azon transzformdcidi, amelyek karakterisztikus polinomja nem
egyezik meg minimdlpolinomjaval?

|
8. Bizonyitsuk be, hogy az n-dimenzids tér barmely transzformacidjanak legfeljebb 5(1 +
++/8n + 1) kiilonb6z6 invarians faktora van.

9. Legyenek ¢ < k < n rogzitett természetes szdmok. Adjunk meg az n-dimenziés térben
olyan « transzformdcidt, amelynek minimélpolinomja xk—xt. Igaz-e, hogy barmely két ilyen transz-

formdcié hasonlé? (a és B hasonldak, ha ,,ugyanigy hatnak, de més bazison”; azaz, ha g = o lao

alaku.)

10. Legyen o az U vektortér linedris transzformécidja. Tetsz6leges u € U vektorhoz rendeljiik
hozzd azt a minimdlis fokd gy(x) polinomot, amelyre gy(e) : u — o. Bizonyitsuk be, hogy ez
értelmes definici6. Mennyi ezeknek a polinomoknak (asszocidltaktdl eltekintve) a szdma? Milyen
kapcsolatban allnak ezek a polinomok a minimélpolinommal?

11. Legyen o az U vektortér linedris transzformacidja. Tetszbleges g(x) polinomhoz rendeljiik

hozza azt a U C U halmazt, amelynek elemeire g(«)(v) = 0. Milyen kapcsolatot 1étesit ez és az el6z6
példdban megadott hozzarendelés a polinomgy(iri és a vektortér kozott?

12. Jellemezziik azokat a linedris transzformdacidkat, amelyeknek a minimalpolinomja mege-
gyezik karakterisztikus polinomjukkal.

4. A Jordan-féle normalalak

A komplex euklideszi tér normadlis linedris transzformacidinak matrixa alkalmas bézis-
ban diagonalissa valt. A valds esetben ez nem volt igaz: egy forgatds matrixa dltaladban nem
lehet diagondlis. Ennek oka az, hogy e transzforméciénak nincs sajatvektora, mert karak-
terisztikus polinomja irreducibilis. Tekintettel arra, hogy a komplex szdmtest feletti tetszs-
leges polinomnak van komplex gyoke, ezért egy transzformdacidnak 1étezik sajatértéke, igy
sajatvektora. Ennek ellenére a komplex szdmtest feletti vektortérben vannak olyan transz-
formaciok, amelyek matrixa nem hozhaté diagonélis alakra.

Erre mutatunk egy tipikus példat. Majd latni fogjuk, hogy mas, ett6l 1ényegesen eltérd
eset nem is lehet. Legyen U = {uy, ..., u,} a komplex szdmtest feletti 2 vektortér egy
béazisa, és definidljuk e tér ¥ linedris transzformdéciéjit a kovetkezSképpen: i < n esetén
legyen ¥ (u;) = u;,, és legyen 9 (u,) = 0. Vildgos, hogy e transzformaciét n-szer alkal-
mazva az o transzforméciét kapjuk, azaz ¥ gyoke az x" polinomnak. Ebbdl kovetkezik,
hogy minimélpolinomja osztGja ennek a polinomnak (tekintettel arra, hogy 9"~ ! # w,
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ezért x" pontosan a minimalpolinom). Mivel egy transzformécié minden sajatértéke gyoke
a minimélpolinomnak, ezért ¥-nak egyetlen sajatértéke van, a 0. Amennyiben ¥ matrixa
egy bazisban diagondlissa valik, akkor a diagondlis elemei a sajatértékek, ezért csak a ¥ =
= w eset lehet, ami csak az n = 1 esetben lehetséges. E transzformécié matrixat a fenti
bazisban felirva, a matrix i-edik oszlopdnak (i + 1)-edik eleme 1 (i < n), s a tobbi elem O.

E transzformdaciébdl (a legalabb kétdimenzids térben) tobb olyan transzformacid is
készithets, amely nem hozhat6 diagonalis alakra. Tetsz6leges ¢ komplex szdm esetén ilyen
a ¥ +ct transzformdcio is. Ha ugyanis ennek a matrixa valamely bézisban diagondlis volna,
akkor e bazisban ¥ matrixa is diagondlis lenne, tekintettel arra, hogy —ct métrixa minden
bazisban diagonalis.

Ebbdl tovébbi hasonlé jellegi transzformdciokat tudunk késziteni. Legyen U =
=U & DUy, és legyen ¥; az U; altéren hasonldéképpen értelmezve, mint fent. Legyen
tovdbba (; az U; tér identitdsa, és ¢; tetszGleges komplex szam. Ekkor az «; = ¥; + cj;
transzformdcidkra az o = o) @ --- D o transzformdicid egyetlen bazisban sem hozhaté
ennél ,.diagondlisabb” alakra. A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy ilyen alak alkalmas
bazisban minden transzformaciénal elérhetd.

8.20. Tétel. Legyen o a komplex szamtest feletti U vektortér egy linedris transzfor-

macioja. Ekkor U elddll o invaridns altereinek U = Uy @ - - - ® Uy, direkt dsszegeként gy,
hogy a-nak ezekre az alterekre valo o; megszoritdsara a kovetkez6 igaz:

AzU; altéren van olyan ¥; transzformdcid és olyanw; vektor, hogy valamely n; termé-

. ni—1 p PN s < QM
szetes szdmra az u;, ¥;w;, ..., v;' w; vektorok az U; tér egy bdzisat alkotjdk és vt =

= 0;; tovdbbd van olyan c¢; komplex szdm, hogy az U; altér v; identitdsdaval o; = ¥; + cjl;
teljestil.
Természetesen o = a1 @ - - - D o,.

Bizonyitas. Mint tudjuk, azzal a ¢ : C[x] — End (/) homomorfizmussal, amely C
elemeinek a veliik val6 szorzést és x-nek az o transzformdciét felelteti meg, az U vektortér
modulussé valik C[x] felett. Mivel C[x] euklideszi gy(ir(, ezért érvényes rd a 8.12. Tétel.
Ennek 5. Kovetkezménye alapjan 1étezik U-nak « invaridns alterei direkt dsszegére val6
olyan U = U, ®- - - ® Uy felbontdsa, amelyben a megfelels «; megszoritdsokra a kovetkezd
igaz. Az oj-nek az m;(x) minimélpolinomja egyetlen irreducibilis p;(x) polinom hatvinya
(mi(x) = p;(x)"), és van olyan u; elem, amelynek a rendje m;(x); tovdbbd ezek U-nak
— mint modulusnak — a bazisat alkotjdk. Ez azt jelenti, hogy Zaiui = o csak akkor

igaz, ha minden i-re g;u; = o teljesiil (itt @; € C[x]). Ebbdl kéveltkezik, hogy az ozl.] (u;)
elemek (j > 0) generaljak U;-t. Tekintettel arra, hogy C felett csak az els6fokd polinomok
irreducibilisek, ezért p;(x) = x — ¢; alkalmas ¢; € C szdmmal. (T6bb indexhez is tartozhat
ugyanaz a ¢; szdm és ugyanaz az n; kitevd.)

(A kovetkez6 részben a konnyebb attekinthetSség végett elhagyjuk az indexeket.)
Tekintsiik az U; tér ¥; = o; — ¢;(; transzformdcidjat, ahol ¢; identikus transzformdci az
U;-n. Mivel @ minimdlpolinomja (x — ¢)", ezért ¢ minimalpolinomja x". Eszerint 8" = w,
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de 9"! # w. Van tehdt olyan u vektor, amelyre 9"~ '(u) # o, de ¥"(u) = 0. Ekkor a

o (u) vektorok (0 < j < n) fliggetlenek. A feltétel szerint e vektorok generatorrendszert
alkotnak; azaz bazist. [ |

Kovetkezmény. Jordan-féle normalalak. Legyen o a komplex szimtest feletti n-

dimenzios tér egy linedris transzformacioja, és legyenek o sajatértékei acy, ..., cy szamok.
Ekkor van a térnek olyan bazisa, amelyben matrixa az alabbi alakot olti:
A0 ... 0 A, O ... 0 Cff."'gg
O Ay...O O Aip,... O b
Coe s s sAij=
oo L o 00...¢s0
O 0 ...A, O O ...Ajy 00...1c¢

ahol az elsé matrix olyan blokkokbal dll, mint amilyent a masodik mutat és ennek blokkjait
a harmadikban ldthatjuk. Az egyes A; madtrixokban ugyanazok a sajatértékek szerepelnek,
€s az A; j mdtrixokrol feltehetd, hogy ndvekvo j mellett a méreteik nem nonek.

A harmadik tipusi mdatrixokat Jordan-blokkoknak nevezziik.

Bizonyitas. A megfeleld bazist ,,blokkokbdl” éllitjuk els. Az els6 1épésben tekintsiik
az o minimdlpolinomjanak paronként relativ prim faktorokra valé maximalis felbontdsat.
Az ezekhez tartoz6 invaridns alterekre megszoritva a kapott transzformaciok minimélpoli-
nomja egy-egy linedris polinom hatvanya lesz, minden esetben mds és mas linedris poli-
nomé (alaptétel 1.). A kapott matrix olyan lesz, mint az elsdnek felirt matrix, fiiggetleniil
attol, hogy ezekben az alterekben milyen bézist vesziink fel.

A masodik 1épésnél az alteret tovabb bontjuk olyan alterekre, amelyeket modulusként
egyetlen elem general (alaptétel I1.). Az el6z6hoz hasonlé matrixfelbontast kapunk, azzal a
kiilonbséggel, hogy itt mar mindig ugyanaz lesz a linedris faktor. Ezeket az altereket (illetve
a megfeleld ,bazisblokkokat”) ugy rakhatjuk sorba, hogy a felsoroldsndl a dimenzidk ne

n&jenek.

A harmadik 1épésnél a 8.20. Tételben adott ¥ transzformacié segitségével kapjuk meg
a matrix alakjat. [ |

Megjegyzés. A Jordan-féle normdlalak igen hasznos akkor, ha a matrix (vagy a transzforma-
ci6) valamilyen polinomjét akarjuk kiszdmitani. A transzformdciok direkt 6sszegének a definiciéjanél
lattuk, hogy a direkt 6sszeg az Osszeaddssal is és a szorzdssal is felcserélhetd. Tetszoleges f(x) poli-
nomra fenndll tehat az f(o; @ --- D ay) = f(a) D --- D f(o) Osszefliggés. Ez azt jelenti, hogy az
f(A) kiszamitdsanal csak a Jordan-blokkok polinomjit kell meghatirozni. Kénnyen kiszdmolhato,
hogy tetszbleges c¢ konstansra

@)
+ fl‘#xl + e

fa+o)=flO+f©Ox+--

s

ahol £ az i-edik derivaltat jeloli. Az A = T +c- I behelyettesitéssel (T = [9]) a kovetkez5t kapjuk:

@) )
FA = FTHe-D=f©-T+ 7@ T+ s gty
1!
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Lathat6, hogy itt az eredeti matrixtdl fiiggetleniil egyetlen 7" matrix hatvanyait kell meghata-
rozni, majd ezeket kell megszorozni egy-egy A-tdl fliggd skaldrral, és a kapott métrixokat 6sszeadni.

A T-hez tartoz6 ¢ transzformacié a tekintetbe vett bazis minden elemét a kovetkezdbe viszi,
s az utolsét o-ba. ¥-nak az i-edik hatvdnya tehdt minden bazisvektort az i-vel nagyobb index{ibe

visz, s ha az indexek ,elfogytak”, akkor o-ba. Ezért T' métrixdban a j-edik oszlop (i + j)-edik
eleme 1, s az dsszes tobbi elem 0. Ezek a matrixok ,.egymdst nem zavarjdk”, s igy az f(A) konnyen
meghatdrozhaté. Példaként felirunk egy ilyen matrixot az 6tdimenzids tér esetére:

- fo) 0 0 0 0 7
fo f@ 0 0 0
/ 2(6) o fe&o 0 0
e e

"(c c 0
e o ;{((c)) "
o v v !
Ry 3 > fi© flo
Erdemes észrevenni, hogy akdrmekkora fokid polinom esetében is legfeljebb annyi tagot kell
figyelembe venni, mint a tér dimenzidja. ]

8.21. Tétel. A Jordan-féle normadlalak egyértelmilen meghatarozott.

Bizonyitas. Induljunk ki egy o transzformdcié ,,valamelyik” A Jordan-féle normal-
alakjabdl és hatdrozzuk meg az A — x - I polinommatrix normédlalakjat. Tudjuk, hogy ez
nem fiigg att6l, hogy a transzformacié matrixat melyik bazisban irtuk fel. Ha tehat a poli-
nommatrix normdlalakjabol egyértelmiien vissza tudunk kovetkeztetni a Jordan-féle nor-
madlalakra, akkor ez is egyértelmilien meghatdrozott. Az A — x - I polinommatrix fé6diago-
ndlisdban a ¢; — x polinomok allnak, ahol a ¢; szdmok az o sajatértékei. Avégett, hogy
az amugy is sok paramétert tartalmazé bizonyitast valamivel attekinthet6bbé tegyiik, ezt a
polinomot p;-vel fogjuk jelolni.

Tegyiik fel, hogy az eredeti A matrixnak n sora és oszlopa van. Ez a matrix felbomlik
az Ay, ..., Ar matrixok direkt Osszegére, ahol az A; matrixnak n; sora van és a fédiago-
ndlisban mindeniitt p; all. Itt n =ny +- - - + ng.

Az A; matrix tovdbb bomlik az A; 1, ..., A; ,; matrixok direkt 6sszegére, ahol az A; s
madtrixnak n; g sora van, €s ezekre n; | > ... > Ry, €SN =N+ F gy

Feladatunk annak a bizonyitdsa, hogy az itt szerepl$ n, k, n;, n;,; szdémok és a p;
polinomok egyértelmien visszakaphatdk e matrix normalalakjabél.

Tegyiik fel, hogy e matrix 7-edik determindnsosztdjat akarjuk meghatarozni. Ehhez
sziikségiink van a matrix f-edrend{i aldetermindnsaira. Tekintettel arra, hogy a 0 mindennek
tobbszorose, ezért szdmunkra csak a nemnulla determindnsok 1ényegesek.

Nézziik meg el8szor, hogy két matrix direkt 0sszegében miképpen kaphatunk #-
edrendi nemnulla aldetermindnst. Tegylik fel, hogy az elsé maétrixnak £ sora van és a
masodiknak n — £. Legyen a t-edrendli matrix olyan, hogy az els6 p sordnak és els6 g
0 “;:| alakd,
ahol U és W négyzetes métrixok, O-nak minden eleme 0, U-nak g sora és oszlopa van és

oszlopdnak az indexe nem nagyobb, mint £. Ha p < ¢, akkor ez a matrix |:U
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W-nek t — g; tovabba U-nak az utols6 ¢ — p sora csupa 0. Ekkor e matrix determindnsa
a det(U) és det(W) szorzata, s mivel az elsé tényezd 0, igy az egész szorzat az. Hasonld
a helyzet a p > ¢ esetben is. Ezért csak akkor kaphatunk nemnulla determindnst, ha az
£-edrendi és az (n — ¢)-edrenddi két részmdtrix egy-egy megfeleld méretdi matrixdnak a
determindnsét szorozzuk 0ssze.

Ebbdl induktiven azonnal kovetkezik, hogy hasonléképpen allithaték el a t-edrendi
részmatrixok determindnsai tobbtagu direkt 0sszeg esetében is.

Nézziik meg most, hogy mivel lesznek egyenl6k az egyes A; ; matrixokhoz tartozo
determindnsok. Itt egyetlenegy n; j-rendli részmadtrix van (maga az egész matrix), ennek a
determindnsa a f6diagondlis elemeinek a szorzata, azaz p;-nek az n; j-edik hatvanya. Ha
p < n; j, akkor tekintsiik azt a részmatrixot, amit Ugy kapunk, hogy az els6 sort elhagyva
vessziik a kovetkez8 p sort, tovabbd az elsé p darab oszlopot. Ebben a maétrixban a f6di-
agondlis minden eleme 1, alatta pedig minden elem 0. Ezért ennek a métrixnak a determi-
ndnsa 1. Tekintettel arra, hogy feladatunk ilyen determindnsok legnagyobb kozos osztojat
meghatdrozni, ezért csak ezt a két lehetéséget kell figyelembe venni.

Ha az 6sszes blokkbol elhagyunk egy sort, akkor olyan métrixot kapunk, amely deter-
mindnsdnak minden ,,blokk-tényez&je” 1. Ezért az ekkora méretdl métrixok determindn-
sdnak a legnagyobb kozos osztdja is 1. Ugyanez érvényes akkor is, ha ennél tobb sort
hagyunk el.

Nézziik meg, mi torténik akkor, ha ennél kevesebb sort hagyunk el. Tekintsiik azt az
esetet, amikor csak az A;-bdl hagyunk el néhany sort. Ha ugyanabbdl az A; ;-bdl hagyunk
el két sort, akkor a kapott determindnsban ez egy darab 1-es tényezét jelent, mig, ha egy
madsikbdl is, az két ilyen tényezSt hoz 1étre. Ez azt jelenti, hogy az utébbi osztdja az els-
z8nek. Mivel a legnagyobb kozos osztét kell meghatdrozni, ezért elég azokat az eseteket
nézni, amikor minden egyes blokkbdl csak egyetlen sort hagyunk el. De ezek kozott még
tovabbi oszthatdsagi reldcio 4ll fenn. Az A-nak a determindnsa p?i. Ha az A; ;-bdl hagyunk
el egy sort, akkor a kitev0 n; ;j-vel csokken. Ezek legnagyobb kozos osztdjat akkor nyerjiik,
ha a kitev6 a lehetd legnagyobb, azaz n; — n; ;.

Ezaltal egy olyan (n—1)-edrendi méatrixot nyertiink, amelyben pi az n; —n; ; kitevdvel
szerepel, mig az Osszes tobbi j-re p jazn j-ediken. Az (n — 1)-edik determinansosztéban,
An—1-ben, ezek legnagyobb kozos osztéjdban, minden p; a lehetd minimalis kitevGvel
szerepel, azaz n; —n; | kitevével. A kovetkez6 determindnsosztd, A,—» Ugy kaphatd, hogy
a kovetkez6 méretli matrixnak is elhagyjuk egy sordt, azaz a p; kitevSje most mar n; »-vel
is csOkken. Az eljarast tovabb folytatva a megfeleld determindnsosztékban a kitevdk egyre
csokkennek.

Célszerti a determinansosztok helyett az elemi osztokat figyelembe venni. Az n-edik

. . An
elemi osztd

alakja:
n—1
ni,i na,1 N, 1
R R
Hasonl6képpen az (n — 1)-edik elemi oszto:
ni2 nz.» %)

P Py -t Dpos
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€és igy tovabb. Természetesen, ha valamelyik kitevé mar nem 1ép fel, akkor a megfelel6
hatvany itt mar nem jelentkezik.

Ezek a polinomok mar egyértelmiien meghatdrozzak a linedris faktorokat és a fellépd
blokkok méreteit. |

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha két transzforméciénak a megfelel6 invaridns faktorai megegyez-
nek, akkor a transzformaciok hasonldak.

2. Mutassuk meg, hogy két transzforméciénak akkor is megegyezhet a minimalpolinomja €s
a karakterisztikus polinomja, ha a transzformacidk nem hasonléak.

3. Mutassuk meg, hogy ,.éppen nem lehet latni” olyan nem hasonlé transzformdacidkat, ame-
lyeknek minimdlpolinomjuk és és karakterisztikus polinomjuk is megegyezik (azaz hany dimenzids
valds térben lehetséges ez?).

4. Bizonyitsuk be, hogy egy transzformacié matrixdnak minden bazisban ugyanannyi a nyoma.

5. Mi a kapcsolat egy transzformdacié matrixdban a szimmetrikusan elhelyezkedd részmatrixok
determindnsai és a karakterisztikus polinom kozott?

6. Legyen f(x) tetszSleges polinom és A négyzetes matrix. Mutassuk meg, hogy ha P és Q

ugyanekkora méretd invertdlhat6 matrixok, akkor f(A) = P_lf (PAQYO™ . Miképpen hasznosit-
haté ez tetsz6leges matrix polinomjinak a kiszdmitdsara?

A tovabbiakban csak adott méretii négyzetes matrixokat tekintiink.
Azt mondjuk, hogy az Ay = [aff‘}] métrixok (k € NU{0}) sorozata tart (konvergdl) az A = [a; ;]

o0 o0
mdtrixhoz (jelben grg Ay = A), ha tetsz8leges i, j indexpdrra lkmg afkj) =a,j.

oo
Azt mondjuk, hogy a Z Ay sor Osszege az A matrix, ha a By = Bp+- - -+ Bx matrixok sorozata
k=0
tart A-hoz.
oo o0
% . _ k ) P 1 . _ k
Tetszbleges f(x) = chx hatvanysor esetén formalisan tekinthetjik az f(A) = chA
k=0 k=0

hatvanysort. A hatvanysor konvergens az A helyen, ha ez a sor konvergens.

7. Bizonyitsuk be, hogy barmely hatvanysor konvergens az A helyen, ha A-nak minden sajat-
értéke 0.

8. Adjunk az A sajatértékeire vonatkozo feltételt arra, hogy egy adott hatvanysor az A helyen
konvergens legyen.

A

9. Definidljuk az e”, sin A és cos A matrixokat.

10. Hatérozzuk meg az (I — A)~! hatvanysorat. Milyen A esetén konvergal ez az I — A inver-
zéhez?

11. Milyen A matrixokra létezik log(A)?



KILENCEDIK FEJEZET

DETERMINANSOK ALKALMAZASA

1. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

A linedris egyenletrendszereket mar targyaltuk a linedris algebra bevezetésekor, pon-
tosabban a bevezetése el6tt. Akkor megmutattuk, miképpen lehet ezeket a Gauss-féle elimi-
ndciéval megoldani. Noha ez a legegyszeriibb €s legjobb megoldasi eljards, mégis érdemes
a linedris egyenletrendszereket a linedris algebrai médszerek segitségével is megvizsgélni.
Itt elsGsorban azt szeretnénk megnézni, hogy milyen feltétel mellett oldhaté meg az egyen-
letrendszer.

A linedris egyenletrendszereket a kovetkezé formédban szoktdk megadni:
ap Xy taypxe +...+a X = b]

a1 Xy +axpxo +...+ay kX = b2

(%) ap,1X1 +ap2X2 + ... +ay i X; = by,

ahol az a; ;-k és a b;-k adott szdmok €s az x ;j-k ismeretlenek. Maga a felirds azt jelenti,
hogy keressiink a ismeretlenek helyébe a széban forgd egyenldséget kielégité szamokat, az
egyenletrendszer megoldasait.

Az a; ; egyiitthatokat és a b; konstansokat valamilyen (szdm)testbSl vessziik, és a
megoldasokat is ebben a testben keressiik. (El6fordulnak olyan esetek is, amikor test helyett
gylri szerepel; példaul egész egyiitthats egyenletrendszerek egész megolddsainak a kere-
sése.) A megoldhatdsdg vizsgdlata végett célszer(ibb az egyes oszlopokat oszlopvektorok
alakjaban felirni:

ap, an aipk by
a, an ar k by
al = . 9 a2 = . 9t ak = . 9 b = .
ap,1 ap,2 an.k by

Ezek utdn az adott egyenletrendszer a kovetkez$ alakot olti:
(k) xia; + xpap + - - - + xgag =b.
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Ekkor tgy tekinthetjiik, hogy az a; és a b vektorok egy adott n-dimenziés térnek az elemei.
A (x) egyenletrendszer megoldhatdsdga azt jelenti, hogy alkalmas x; szdmokra teljesiil ().
Megfogalmazva:

9.1.A Tétel. A (x) egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha ab vektor
benne van az a; vektorok generdlta altérben. [ |

Ezt a feltételt atirhatjuk vektorrendszerekre. Eszerint a megoldhatésdgnak az a felté-
tele, hogy b fiiggjon az A = {ay, ..., a;} vektorrendszertSl; mas széval az, hogy az A és
az A U {b} vektorrendszerek rangja megegyezzék. Ezt a feltételt célszeri matrixokra atfo-
galmazni. Legyen A =[[a;], ..., [ax]] és B =[[a1], ..., [ar], [b]]. A-t az egyenletrendszer
madtrixdnak és B-t a kibovitett matrixnak nevezik. (B ugy all el6 A-bdl, hogy utolsé osz-
lopnak még odairjuk a [b] oszlopmaétrixot.)

9.1.B Tétel. A (x) egyenletrendszer akkor €s csak akkor oldhaté meg, ha az egyen-
letrendszer matrixdnak és a kibovitett matrixnak megegyezik a rangja, azazr(A) =r(B). R

LehetGség van még tomorebb megfogalmazdsra: Tekintsiik a k-dimenziés U és n-
dimenziés U vektortereket, és legyen o : U — V* az a linedris leképezés, amely az U
vektortér U = {uy, ..., ux} bdzisdnak elemein a kovetkez6képpen hat: «(u;) = a;. Ha van
az egyenletrendszernek megoldésa, ez azt jelenti, hogy az U tér X = xju; + ... + xpu
vektordra «(x) = xja; + ...+ xga; = b. Feladatunk tehat olyan x vektort taldlni, amelyre
a(x) =b. Itt « is €s b is matrixdval adottak, [a] = A = [a; ;] €s [b] = [b;] (x mdtrixa [x] =
= [x;]). A megoldhatdsdg feltétele, hogy l€tezz€k a most megfogalmazott feltételt kielégitd
x vektor:

9.1.C Tétel. A (x) egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha ab vektor
benne van az o képterében, azazb € Im («). [ ]

Altaldban egy linedris egyenletrendszernek tobb megoldésa is van (megolddson termé-
szetesen megoldasvektort értiink). Vegyiik szemiigyre, mi a feltétele annak, hogy a megol-
das egyértelmii legyen. Ha x is és y is megolddsok, akkor a(x—y) = a(x)—a(y) = b—b = o,
vagyis X —y € Ker («). Forditva, tetszdleges z € Ker (o) és x megoldds esetén vildgos,
hogy x + z is megoldés. Eszerint a megoldas egyértelmiisége azt jelenti, hogy o magtere
egyediil a nullvektorbél alljon. Ez akkor kovetkezik be, ha « fiiggetlen vektorokat fiiggetlen
vektorokba visz; specidlisan, ha a felvett U bazis vektorainak az ay, ..., a; képei linedri-
san fiiggetlenek. A linedris fliggetlenség viszont azt jelenti, hogy r(A) = k. Matrixokkal
megfogalmazva:

9.1.D Tétel. A (x) egyenletrendszernek akkor és csak akkor van egyértelmi megol-
ddsa, ha r(A) = r(B) = k. (Van megoldas és a rang megegyezik az ismeretlenek szima-
val.) |
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2. Homogén linearis egyenletrendszerek

Mint fentebb lattuk, az A[x] = [b] matrixegyenlet megoldasait a kovetkez6képpen
kaphatjuk meg. Tekintiink egy xo megoldast, és ekkor minden megoldas x = x( + z alakud
lesz, ahol z € Ker («) (ahol A a o métrixa). Mas széval z az A[x] = o Ugynevezett homo-
gén linedris egyenletrendszer megolddsa. A homogén linedris egyenletrendszerek megol-
ddsainak a vizsgdlata mds szempontokbdl is igen fontos. Ennek az egyenletrendszernek
trividlisan megolddsa a o vektor.

A o vektort a homogén linedris egyenletrendszer trividlis megolddsanak nevezziik.

Homogén linedris egyenletrendszer esetében éppen az a fontos kérdés, hogy mikor
van a rendszernek trividlistdl kiilonbdz6 megoldasa. Mivel megoldds mindig 1étezik, ezért
ennek a feltétele 7(A) < k (hiszen nagyobb nem is lehet):

9.2.A Tétel. Homogén linedris egyenletrendszernek akkor van nemtrividlis megol-
ddsa, ha a matrix rangja kisebb az ismeretlenek szamandl. [ ]

Természetesen ebben az esetben is meg kell adni a megoldasokat, ami — éltaldban
— nem egyszerd. Most két fontos specidlis esetet néziink.

El6szor a sajatvektorokrdl szolunk. Ha adott egy A négyzetes maétrix, akkor tudjuk,
hogy ennek sajatértékei a det(A — x - I) karakterisztikus polinom gyokei. Ha ¢ ennek egy
gyoke, akkor ehhez a sajatértékhez tartozé Osszes x sajatvektort igy kaphatjuk, hogy meg-
keressiik az (A — ¢ - I)[x] = [0] homogén linedris egyenletrendszer megoldésait. Ezzel
a sajatvektorok meghatdrozasat elvileg megoldottuk. (A gyakorlati meghatarozasnal sok
nehézséggel kell szembenézni.)

A masik fontos specidlis esetben ugyancsak megegyezik az egyenletek és ismeretlenek
szdma. Ekkor az a feltétel, hogy o magja nem csak a nullvektorbdl 4ll, pontosan azt jelenti,
hogy « szinguldris, azaz det(A) = 0.

9.2.B Tétel. Azn =k esetben az A[X] = [0] egyenletnek pontosan akkor van nemtri-
vidlis megoldasa, ha det(A) = 0. [ |

Tekintsiik egy geometriai alakzatnak, példdul egy kornek az egyenletét: a(x? + y?) +
+bx +cy+d = 0. Fel szeretnénk irni harom adott ponton dtmend kor egyenletét. Legyenek
ezek a pontok (xo, ¥9), (x1, y1) és (x2, ¥2). Emellett van még egy ,.futé” pont, amelynek a
koordinatéi (x, y). Ez azt jelenti, hogy e négy pont barmelyikét behelyettesitve az egyenlet
bal oldaldba valéban O-t kapunk. Feladatunk az a, b, ¢, d szdmok meghatdrozdsa. Most
a,b,c,d az ismeretlenek. Ezeknek egyiitthatéi rendre az x> + y*, x, y és 1 polinomok,
illetve az xiz + yiz, xi, yi és 1 szamok (ahol i € {0, 1, 2}). A kapott homogén linedris
egyenletrendszernek pontosan akkor van megolddsa, ha matrixdnak determindnsa 0. Ezt

felirva: 5 5
X“+y° x oy

2,2
x% + y% X0 Yo
Xp+yr X1on

2 2
Xy +y; X2 »2

— =
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adadik. Vegyiik észre, hogy ez egy egyenletet szolgéltat, ami pontosan a kor (x, y) pontjaira
teljesiil. Ez tehat éppen a kor egyenletét adja meg. Ha két pont egybeesik, akkor nem
kapunk egyenletet (nem egyértelm@ a kor). Ha a harom pont egy egyenesen van, akkor
kiderithetd, hogy a = 0 adédik, azaz egy egyenest kapunk.

Erdemes megemliteni, hogy hasonlé a helyzet az interpoldciénal is. Ezt az esetet
kés6bb targyaljuk.

Feladatok

1. Masodfoku ,,gorbék™ éltaldnos koordindta-rendszerbeli egyenlete ax® + bxy + ¢y* +dx +
+ey+ f=0,ahol a,b,c,d, e, f € R, é ezek koziil nem mind 0. Bizonyitsuk be, hogy barmely 6t
ponton keresztiil pontosan egy méasodfokd gorbe fektethetd.

2. Hatarozzuk meg a (0, 0), (0, 1), (1, 0), illetve (—1, 2), (0, 1), (1, 0) pontokon atmend kor
egyenletét.

3. A rezultans

Tekintslink az R egyértelmii faktorizaciés tartomdany (a tovabbiakban igy roviditjiik:
EFT) feletti két polinomot: f, g € R[x]. Azt akarjuk megnézni, hogy milyen feltétel mellett
van ezeknek kozos gyokiik. El6szor ennek egy elég trividlisnak téing atfogalmazasat adjuk
meg, majd ezt fogjuk atirni a linedris egyenletrendszerek megoldhatésiga feltételével egy
jOl haszndlhat6 alakba.

9.3. Tétel. Az R egyértelmii faktorizdcios tartomdny feletti f(x), g(x) polinomoknak
akkor és csak akkor van kozos faktoruk, ha léteznek olyan u(x), v(x) R feletti polinomok,
amelyekre a kovetkezo teljesiil:

u(x) - fx) —v(x)-gx)=0 és gru) <gr(g), gr(v) <gr(f).

Bizonyitas. Legyen d(x) = Inko(f(x), g(x)). Ha d(x) nem konstans, akkor u(x) =
fli ; v(x) = —f(( ) kielégitik a kirétt feltételeket. Tegyiik most fel — forditva —, hogy

X
ilyen u és v polinomok léteznek. Mivel R EFT, ezért R[x] is az. Feltehet$ tehat, hogy u
és v relativ primek (hiszen osztdsndl a fok csak csokkenhet!). Ez azt jelenti, hogy példaul
v(x) osztdja f(x)-nek a hanyadostest felett; s az egyértelm faktorizacid alapjan R felett is.
Eszerint létezik olyan d(x) polinom, amelyre f = d-v; s a fokokra vonatkoz6 feltétel miatt
d(x) nem konstans. Behelyettesitve a fenti egyenlségbe, majd v(x)-szel osztvaa g =d -u
egyenldséghez jutunk; ami éppen azt mutatja, hogy a két adott polinomnak 1étezik k6zos
faktora. [ |
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9.1. Definicié. Legyenek f(x) =a,x" +---+ajx +ap és g(x) = bkxk +---+bix+bg
R-beli egyiitthatés polinomok. Ezek rezultdnsan az

a, an—1 ... Qu—k Ap—k—1 -.-. 4o 0 ... 00
0O a, ... a1 aup—p ... ai ag ... 0 0
0 0 . an an—1 ... Q Qk—y ... 4 ao
by by, ... bo 0 ... 0 0 ... 00
RUL®O=10 b ... b bhh ... 0O 0O ... 0 0
0 0o ... 0 0 ver bg—1 br— ... by O
0 0 0 0 ... by br_y ... b1 b
determinanst értjiik. [ |

94. Tétel. Az f és g R EFT-beli polinomoknak akkor és csak akkor van kozos
gyokiik, ha rezultansuk Q.

Bizonyitas. Legyenek f és g, mint a 9.1. Definiciéban. A 9.3. Tétel szerint a k6zos
gyokok 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele alkalmas u és v polinomok létezése.
Alkalmas x-hatvannyal szorozva elérhet8, hogy gr(u) = k — 1 és gr(v) = n — 1 legyen:
u(x) = uk_lxk_l oo ux +ug, 68 V(X)) = Vx4 ux + vp. frjuk most fel az
u(x) - f(x) —v(x) - g(x) polinomban x hatvanyainak az egyiitthatdjat:

XK= egyiitthatGja:  apup_, —bpvn,—1
X2 egyiitthatja:  an—iug—1 + anltk—s  —bj—1Vp—1 — brva—s
k=1 egyiitthatéja:  agug—; + arug—z + -+ —bg_p(?Mvp_y — - - -
xk=2 egylitthatdja: Oug—1 +aoug—+... —bg_p_1(Mvy—y —---
x egyiitthatdja: aol1 + ajlug —bov; — brvy
x¥ egyiitthatéja: aolg —bovg

[(?!) azt jelenti, hogy negativ index esetén ez a tag nem lép fel.]

Az a feltétel, hogy u(x) - f(x) — v(x) - g(x) = 0, azt jelenti, hogy léteznek olyan
Uf—1, ... Uy &S Vp—1, ..., Vo nem csupa 0 elemek, amelyekre a fenti egyiitthatok minde-
gyike 0. A homogén linedris egyenletrendszerek megoldhat6sagara latott feltétel szerint ez
pontosan akkor kovetkezik be, ha ezekben mint ismeretlenekben tekintett egyenletrendszer
determinansa 0. Ez a determinédns viszont éppen R(f, g). [ |

A rezultins segitségével — legaldbbis elvben — magasabbfoki egyenletrendszerek is
megoldhatdk. A fenti médszer azt adja, hogy ha van példaul két polinomunk két hatiro-
zatlannal, akkor az egyik hatdrozatlanra felirt rezultdns a masik hatdrozatlanra egy olyan
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egyenletet ad, amelynek minden gyoke esetén (és csak ekkor!) lehet kozos gyok. Igy, 16pé-
senként egy-egy hatarozatlan kikiiszobolhetd; de azon az dron, hogy a tobbi hatarozatlanban
a polinomok foka ,,iszonyatosan” megnovekszik.

1. Kovetkezmény. Legyenek a 9.1. Definicioban szerepl6 f(x), illetve g(x) polinom
gyokei, megfelelben, o1, ...,a, €s By, ..., Bx. Ekkor:

n k
R(f.g)=ay - bf - []] [t = B

i=1 j=1

Bizonyitas. MindenekelGStt megjegyezziik a kovetkezSket.

Py

A testbdvitéseknél 14tni fogjuk, hogy barmilyen integritdsi tartomdnybdl indulunk is
ki, alkalmas testben a polinomnak 1étezik annyi gyoke (multiplicitdssal), amekkora a foka.

A rezultdns a két polinom egyiitthatéinak a polinomja. Ezek viszont polinomjai a

féegyiitthaténak és a gyokoknek, hiszen 4 a gyokok elemi szimmetrikus polinomjaival
an

b .
vagy azok negativjaval egyeznek meg (hasonl6 igaz b—j esetében is).
k

Ennek megfeleléen tekinthetjiik a féegytitthatékat és a gyokoket hatdrozatlanoknak.
Ha ezekre bebizonyitjuk az egyenlGséget, akkor barmely konkrét esetre is egyenlséget
kapunk, behelyettesitéssel.

n k
Legyen tehat f(r) = ajp l_[(t — x;) és g(t) = by l_[(t — yj). Ebbdl azt kapjuk,
i=1 j=1
hogy R(f, g) = P(an, bk, x1,...,Xn, ¥1, ..., Yr) polinomja e hatdrozatlanoknak. A rezul-
tdns tulajdonsaga alapjan akdrmelyik x; helyébe barmelyik y;-t frva a rezultdns O-val lesz
egyenlS. Mint a tobbhatdrozatland polinomok targyaldsanal lattuk, ennek kovetkezménye,
hogy a rezultdns (mint polinom) oszthaté minden egyes x; —y; polinommal, mert ezek nor-
madltak. Tekintettel arra, hogy ezek a polinomok relativ primek is, ezért a rezultdns oszthat6
ezek szorzatdval is. A rezultdns els6 k sordban szereplé minden egyes polinom oszthaté az
ap, hatarozatlannal és a tobbi sorban szerepld polinomok mindegyike oszthat6 by-val. Mivel
ezek is relativ primek a tobbiekhez, ezért a rezultans oszthat6 ezek szorzatdval, ami pon-
tosan a jobb oldalon levé szorzat.

A rezultins elsé k sordban minden egyes x; legfeljebb az elsé hatvanyon szerepel.
Ezért a rezultdns minden egyes x;-ben legfeljebb k-adfokud és hasonléképpen minden egyes
yj-ben legfeljebb n-edfoki tagot tartalmazhat. fgy a bal oldal a jobb oldalnak konstansszo-
rosa (szdmszorosa). Ez a konstans alkalmas behelyettesitéssel meghatdrozhat (barmely
olyan behelyettesitéssel, amelyre a jobb oldal nem 0). Legyen példaul a, = by = y; =
=.--=yr=16& x; =--- = x, = 0. Ekkor a szorzat értéke 1. A rezultanst szolgéltato
matrix pedig |:£‘ gi| alakd, ahol I identitdsmatrix, O minden eleme 0 és B-ben a f6di-
agondlisban egyesek, felette nulldk allnak. Ennek a determindnsa is 1, ami bizonyitja az
egyenlOséget. ]
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2. Kovetkezmény. Legyenek f(x) és g(x), mint az 1. Kovetkezményben. Ekkor:

n k
R(f, @) =ay [ |8l = D)™ [T 8-

i=1 j=I
Bizonyitas. Az els6 egyenl&ség bizonyitasara bontsuk fel g(x)-et tényezdire:

k
g) =br [ o — B
j=1
Ezt behelyettesitve az elsé egyenl6ség jobb oldaldba pontosan a rezultanst kapjuk, ami
bizonyitja az els6 egyenléséget. A rezultinst meghatarozé matrixban n - k sorcserével az
R(g, f) rezultanst meghatdrozé matrix adédik; igy a masodik egyenldség is is igaz. [ ]

3. Kovetkezmény. Legyen f(x), mint a fentiekben, azzal a megkdotéssel, hogy a, = 1
(tehdt normdlt). Legyen g(x) = f'(x) az f(x) deriviltja. Definidlia D = D(f) = R(f, f))
az f(x) polinom diszkrimindnsat. Ekkor D(f) = H(a,- —aj).

i#]
A diszkrimindns pontosan akkor 0, ha f(x)-nek t6bbszoros gyokei vannak.

Bizonyitas. Induljunk ki a 2. Kovetkezményben szereplé elsé egyenlGségbdl. Az

n
fx)= H(x — o) polinom derivaltjat a szorzat derivalasi szabdlya alapjan meghatarozva
i=1

azt kapjuk, hogy:

Flay=) =) @ —aim) - (= i) - (= an).

i=1

n
Az R(f, f) = l_[ f/(a;) egyenléségbdl adédik a diszkrimindns eldllitdsa.
i=1
A tobbszoros gyokokre vonatkoz6 allitas azonnal kovetkezik a szorzat-el6allitasbol. W

s

Megjegyzés. A diszkrimindns el6all mint V(ay,...,«,) négyzete vagy annak negativja
(V(x1, ..., x,) a Vandermonde-matrix). (Nem irjuk ki az elGjelet, mert ez a szakirodalomban nem
egységes.) A rezultdnsalakban val6 el6allitds lehetGséget ad a diszkrimindnsnak az egyiitthatok segit-
ségével valé meghatdrozdsdra, anélkiil, hogy a szimmetrikus polinomok alaptételét felhasznalnank. [

Példik:
1. Legyen f(x) = x%+ax +b. Ekkor
1 a b 1 a b
D(f)=|2 a 0|=|0 —a —2b|=—a®+4b,
0 2 a 0 2 a

ami elgjeltd] eltekintve megegyezik a masodfokd polinom diszkrimindnsaval.
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2. Legyen f(x) = x>+ px +¢ hidnyos harmadfoki polinom. Ennek a diszkrimindnsara
a kovetkezd adddik:

1 0 p g O 1 0 p q 0

01 0 p g¢q 01 O )4 q —2p —-3¢qg O
30p 0 0|=|0 0 —2p -3¢q 0 |= ‘ 0 —-2p —3¢q|=
03 0 poO 00 0 =2p -3¢ 3 0 )4
003 0 p 00 3 0 p

= 4p’ 4274 = 108 ((_gy + (g)-*) ,

ami lényegében megegyezik a Cardano-képletben a gyok alatt 4ll6 kifejezéssel.

Feladatok

1. Hatdrozzuk meg mechanikusan, hogy milyen a valds szdm esetén van az B 4x?43x+a
és x2+3x+2 polinomoknak k6z6s faktoruk.

2. Oldjuk meg az
x=1D-y*+@x+1D)-y—2=0
x=1-y*+x-y—1=0
egyenletrendszereket.

=1 Y+@x+D)-y—1=0

il
Heve D 4xy—1=0

3. Oldjuk meg az 2+1=2y, Y2 +1=2z, 22 +1=2x egyenletrendszert a valds szam-
testben.

4. Linearis egyenletrendszerek kozelito megoldasa

A gyakorlati életben adédé linedris egyenletrendszereknél az egyiitthatok nem ponto-
sak. Az ismeretlenek ,,jobb” meghatarozhatésaga végett a sziikségesnél tobb mérést végez-
nek. Ha k darab ismeretlen mennyiség szerepel, akkor minden mérés egy egyenletet jelent,
ezért az egyenletek n szdma nagyobb k-ndl. (Persze tdl sok mérés sokkal tobb szamolast
jelent, ezért csak egy kicsivel tobb mérést érdemes végezni, mondjuk k + log(k) szadmuit.)
Természetesen teljesen felesleges a méréseket ugyanolyan adatokkal végezni, azaz igye-
kezni kell e mérési adatok fiiggetlenségére. Ha példaul az ax + by = c¢ egyenletbdl kell
mérések tutjan x-et és y-t meghatarozni, akkor tigy mériink, hogy az a-kbél és b-kbdl allo
vektorok fiiggetlenek legyenek. Tegyiik fel, hogy harom mérés esetén a kovetkez6k addd-
tak c-re:

x+y=7, x+2y=9 és 2x +y =13.
Ennek az egyenletrendszernek nincs megolddsa, mert a masodik és harmadik egyenlet-
bdl azt kapjuk, hogy 3x + 3y = 22, ami nem ugyanaz, mint az els§ egyenletbdl adodé
3(x +y)=21.
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s 2z

Itt tehat a bal oldalon fellépé ay, ..., a, vektoroknak nem lesz a jobb oldalon all6 b
vektor linedris kombinéci6ja. Emellett, a mérések fiiggetlensége alapjan feltehetjiik, hogy
az aj, ..., a, vektorok linedrisan fiiggetlenek. Esetlinkben az a cél, hogy a legjobban koze-
1it6 megoldast megtaldljuk. Evégett tekintsiik az oszlopvektorokbdl 4ll6 n-dimenzids teret
euklideszi térnek, amelyben az a bazis definidlja a skaldrszorzast, amelynek vektoraiban
egyetlen 1-es szerepel és a tobbi elem 0. Ebben a térben az ay, .. ., a, vektorok egy alteret
feszitenek ki, amelynek b nem eleme. Tudjuk viszont, hogy b-nek van erre az altérre egy
a vetiilete, amelyik az Osszes altérbeli vektorok koziil a legkdzelebb van b-hez. Erre az

a= Z x;a; vektorra az teljesiil, hogy b — a merSleges az altérre, vagyis minden egyes a;

4
vektorra. A skaldrszorzat felhaszndldsaval ezt egy olyan egyenletrendszerre frtuk at, amely-
nek mitrixa egy Gram-féle matrix:

(ar;apx; +(a;a)xz + ...+ (a;apxg = (a3 b)

(az;ap)x; + (az; ax)xp + ... + (a2 ag)xg = (a2; b)
(k * %)

(ar;a)xy + (g a2)xy +. ..+ (ag; ag)xg = (ag; b).

Mivel a a; vektorok fiiggetlenek, ezért a Gram-féle determindns nem 0. Igy az egyenlet-
rendszer matrixdnak a rangja k, s mivel a kibdvitett matrix rangja ennél nem lehet nagyobb
(természetesen kisebb sem), ezért az egyenletrendszernek 1étezik egyértelmi megoldasa. A

fenti szampéldanal a kapott egyenletrendszer: 6x + 5y = 42, 5x + 6y = 38, amelynek a

o x < 02 18
mego asax—ll,y—ll.

5. A Cramer-szabaly

A Gram-féle matrixndl egy olyan egyenletrendszer szerepel, amelyben az egyenletek
és az ismeretlenek szdma megegyezik és az egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van.
(Nem nehéz belatni, hogy tetszSleges linedris egyenletrendszernél ezen kiviil csak , linedris
paraméterekre” van sziikség.)

Tegyiik fel, hogy a (k) alatti egyenletrendszernél n = k, és ez megegyezik az egyen-
letrendszer matrixdnak a rangjaval. Ez azt jelenti, hogy az A matrix reguldris, tehat deter-
mindnsa nem 0. Tudjuk, hogy ekkor az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van,
legyen ez (xx) alakban:

b231X1 + -+ apx,.
A mértékek multilinearitdsa alapjan ebbdl, tetszSleges széba jovo i index esetén

w@i,...,a; 1, b a;,...,a) = p@, ..., a,) - x;
adodik, tekintettel arra, hogy linedrisan 0sszefiiggd vektorokra a mérték O.
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Mivel a mérték skalartényezotdl eltekintve egyértelmd, valaszthatjuk azt a mértéket,
amely az I matrix oszlopain éppen e matrix determindnsat veszi fel. Ez a mérték minden
matrix esetében az oszlopvektorokhoz a matrix determindnsat rendeli. Ez4ltal a kovetkezs-
ket bizonyitottuk be:

Ha (x)-bann = k = r(A), akkor tekintsiik az egyenletrendszer matrixdnak a D determi-
ndnsat és legyen D; annak a matrixnak a determindnsa, amely az A matrixbol tigy adodik,

1

hogy az i-edik oszlop helyébe [b]-t irunk. Ekkor az egyenletrendszer megolddsat x; = %
adja.

Ezt az eljarast nevezik CRAMER-szabdlynak.

A Cramer-szabdly hasznosan alkalmazhaté interpoldcié esetében is. Itt adottak az
aop, ai, . .., ay (kiilonbozd) helyek, és ezeken a by, by, . . ., b, fliggvényértékek. Olyan p(x)
legfeljebb n-edfoki polinomot keresiink, amelyre p(a;) = b;. Ezek a p(x) polinom n + 1
egylitthatéjara n + 1 egyenletet adnak, amelyek az egylitthatokban linedrisak. Itt mind az
egyenletek szdma, mind az ismeretlenek szdma n + 1; a Cramer-szabély alkalmazhatdsa-
gdhoz az kell még, hogy az egyenletrendszer matrixdnak a determindnsa ne legyen 0. Ez
a matrix viszont az ao, ai, . . ., ap szamokbdl képezett Vandermonde-matrix, igy determi-
ndnsa, a helyekre vonatkoz¢ feltevésiink alapjan, nem O.

6. Kvadratikus alakok jellegének a megallapitasa

A kvadratikus alakok jellegének a megdllapitdsdra elsésorban geometriai kérdéseknél
van sziikség. Ezért a kovetkezSkben feltessziik, hogy a valds szdmtest feletti vektorterek-
8l van sz6; bar a komplex szamtest feletti vektorterekre is igazolhaték hasonlé mddon a
megfeleld eredmények.

Tudjuk, hogy a kvadratikus alakok matrixa szimmetrikus, és alkalmas bazisban dia-
gondlissa valik. Azt is tudjuk, hogy a diagondlisban szerepld pozitiv, negativ és 0 szamok
szama nem fiigg a bazist6l. Az Uj bazisra val6 attérés sok esetben eléggé bonyolult, ezért
most olyan feltételeket szeretnénk taldlni, amelyek enélkiil is megadjak az adott kvadratikus
alak kvadratikus karakterét.

Tudjuk, hogy egy vektortér Uj bézisit elemi transzformdciok sorozatdval hozhatjuk
1étre. Azt is tudjuk, hogy egy elemi transzformdcié vagy azt jelenti, hogy egy bazisvektor
skalarszorosat hozzaadjuk egy téle kiilonb6zd bazisvektorhoz, vagy azt, hogy egy bazis-
vektort egy nemnulla skaldrral szorzunk, vagy azt, hogy két bazisvektort felcseréliink. (E
harmadik kiilon emlitésére nincs sziikség, de sok esetben kényelmesebbé teszi az eljarast.)
Ezek az eljarasok egy-egy matrixon mindig egy elemi atalakitast jelentenek. A haromféle
elemi dtalakitds: egy oszlop skaldrszorosat hozzdadjuk egy masik oszlophoz, egy oszlopot
egy nemnulla skaldrral szorzunk, vagy két oszlopot felcseréliink. Hasonl6 elemi atalakita-
sokat végezhetiink a sorokkal is.
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Amikor a linedris transzformécidkat vizsgaltuk, akkor elég volt ezeket vagy csak bal-
161, vagy csak jobbrél nézni, noha az atalakitds A — S~'AS alakd. Kvadratikus alakoknal
A > STAS az 4talakitds menete. Itt nem lehet a két oldalrél val6 szorzdst kiilén nézni, mert
akkor ,,menet kozben” elveszik a szimmetrikussdg. Az elemi transzformacidk és transzpo-
ndltjuk matrixai kozti 6sszefiiggés alapjan kvadratikus alak métrixdval a kovetkez$ elemi
atalakitasok végezhetSk:

A kvadratikus alak matrixdban az i -edik sor c-szeresét hozzaadjuk a j-edik sorhoz és
az i-edik oszlop c-szeresét hozzdadjuk a j-edik oszlophoz (i # j).

A kvadratikus alak matrixaban az i -edik sort is és az i -edik oszlopot is megszorozzuk
egy ¢ # 0 szammal.

A kvadratikus alak matrixdban az i-edik és j-edik oszlopot, valamint az i-edik €s j-
edik sort is felcseréljiik.

Itt is azt fogjuk beldtni (mint a matrixok normélalakjinal), hogy a megfelelé diago-
nalizaci6 kozben bizonyos jellemzé adatok nem véltoznak meg; és ezek az adatok itt is a
matrixbol elkészithetd determindnsok lesznek.

Legyen n a (négyzetes) szimmetrikus A matrix sorainak a szdma és legyen A; az a
(szimmetrikus) részmatrix, amelyet Ggy kapunk, hogy az i-edik sor utdni sorokat és az i-
edik oszlop utani oszlopokat elhagyjuk. Ezutdn a kovetkez&képpen definidljuk az A métrix
A; féminorjait (vagy féaldetermindnsait): Ag =1, és i > 0 esetére A; az A; determindnsa.
(Nem tévesztendd Ossze a determindnsosztokkal!)

Az A matrix féminorjai sorozatin a Ay, Ay, - - ., Ap Sorozatot értjiik.

9.5.A Tétel. Egy kvadratikus alak akkor és csak akkor pozitiv (negativ) definit, ha
féminorjainak a sorozata jeltarto (jelvalto).

Bizonyitas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy egy kvadratikus alak negativjat véve
matrixa (—1)-gyel szorzédik. Ezaltal a paros rendii féminorok nem véltoznak, mig a parat-
lan rendtiek elGjelet valtanak. Igy a tételt pozitiv definit kvadratikus alakokra bizonyitva
abbdl tiistént kovetkezik a tétel negativ definit kvadratikus alakokra is (mivel Ag =1 > 0).

A bizonyitdshoz arra is sziikségiink lesz, hogy pozitiv definit kvadratikus alak mat-
rixdnak a determindnsa pozitiv. Ez igaz egy olyan bdzisban, amelyben a kvadratikus alak
matrixa diagondlissd vélik, hiszen a pozitiv definitség miatt a diagondlisnak csak pozitiv
elemei lehetnek. Legyen A a kvadratikus alak matrixa, ekkor egy dj bazisban a maétrix
STAS alakd, ahol S és igy S' is invertdlhaté. Ha ez egy diagonalis alak, akkor

0 < det(STAS) = det(S™) det(A) det(S) = det(S") det(S) det(A).
Tekintettel arra, hogy egy matrix transzpondltjdnak a determindnsa megegyezik az eredeti
matrix determindnsdval, ezért det(S") det(S) pozitivitasa kovetkezik, és igy det(A) is pozi-
tiv.
Ezutdn diagonizdlni fogjuk a kvadratikus alak matrixat dgy, hogy kozben a f&mino-
rok sorozata ne valtozzék meg. Az eljardsban arra kell ligyelni, hogy egyik sorhoz (vagy
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oszlophoz) se adjunk egy nagyobb index{ sort (vagy oszlopot), mert ezaltal a féminorok
sorozata megvaltozhatna. Eppen ezért csak a kovetkezS tipusi 1épést végezziik: i < j
esetén az i-edik sor c-szeresét hozzdadjuk a j-edik sorhoz és az i-edik oszlop c-szeresét
hozzdadjuk a j-edik oszlophoz.

Tegyiik fel, hogy a tételbeli két feltétel barmelyike teljesiil, és az els6 k sorra és osz-
lopra mar elvégeztiik a diagonalizdldst ugy, hogy minden k-ndl kisebb indexre ezekben a
sorokban és oszlopokban a fédiagonalison kiviil minden elem 0, és a f6diagondlis elemei
pozitivak; tovabba egyetlen féminor sem véltozott meg. A k = 1 esetben ez eleve teljesiil,
mert Ag = 1 > 0. Tekintsiik most Ag-t. Ennek a determindnsa mindkét esetben pozitiv.
Ha a kvadratikus alak pozitiv definit, akkor minden altéren pozitiv definit, az el6zetesen
belatott eredmény miatt tehat pozitiv a determindnsa. Ha viszont azt tudjuk, hogy a fémi-
norok sorozata jeltartd, akkor ez azért pozitiv, mert a nulladik f6minor pozitiv. Tekintettel
arra, hogy ez a pozitiv determindns megegyezik a diagondlis elemek szorzatdval, ezért a
diagondlis k-adik eleme — mint két pozitiv elem hdnyadosa — szintén pozitiv. A kapott
matrix szimmetrikus. A szimmetria megmarad, ha minden k-ndl nagyobb indexi{ sorbol
kivonjuk a k-adik sor megfeleld skaldrszorosét és ugyanezen skaldrral szorozva minden k-
nal nagyobb indexii oszlopbdl a k-adik oszlop skaldrszorosat. Ezt megtehetjiik ugy, hogy
most mar a k-adik sorban és a k-adik oszlopban is csak a diagondlis elem ne legyen 0;
s mint lattuk, a diagondlis k-adik eleme pozitiv. Ahhoz, hogy az indukciés 1épést alkal-
mazni tudjuk, mér csak azt kell beldtni, hogy a féminorok sorozata tovéabbra is véltozatlan.
Ez viszont vildgos, hiszen az elemi 4talakitdsokndl mindig a megfeleld6 matrixokon beliil
maradtunk. Ebbs] azonnal kovetkezik a két feltétel ekvivalencidja. ]

A kovetkezdkben a szemidefinit kvadratikus alakokkal foglalkozunk. Természetesen
itt is elegendd a pozitiv szemidefinit kvadratikus alakokra szoritkozni. Pozitiv szemidefinit
kvadratikus alakoknal is meg lehet fogalmazni egy viszonylag egyszer( sziikséges feltételt,
ez azonban nem elégséges. Meg fogunk adni két elégséges feltételt is, ezek viszont nem
olyan egyszertiek, mint a sziikséges feltétel.

A pozitiv szemidefinit kvadratikus alakok matrixdra is hasonl6 jellegii tétel igaz, mint
a pozitiv definit esetben:

9.5.B Tétel. Pozitiv szemidefinit kvadratikus alak matrixanak a determindnsa nem-
negativ, s ha a kvadratikus alak nem pozitiv definit, akkor a determindns 0.

Bizonyitas. Mint lattuk, 4j bazisra val6 attérésnél egy kvadratikus alak matrixdnak a
determindnsa pozitiv szdmmal szorzédik. Ezért elég az allitast olyan bazisra bizonyitani,
amelyben a kvadratikus alak métrixa diagondlis. A pozitiv szemidefinitség miatt a diago-
ndlis elemei nem lehetnek negativak, s ha a kvadratikus alak nem pozitiv definit, akkor
szerepel kozottiik O is. [ |

9.5.C Tétel. Pozitiv szemidefinit kvadratikus alak matrixa fominorjainak a sorozata
valameddig jeltarto, és attol kezdve mindegyik 0.
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Bizonyitas. Tekintsiik a Q(x) kvadratikus alak matrixat valamelyik bazisban. Mivel
Q(x) pozitiv szemidefinit, ezért 1étezik olyan maximalis s index, hogy Q(x) az els6 s szdmu
bézisvektor generdlta altéren pozitiv definit (s = 0 is lehet). Igy a pozitiv definit kvadratikus
alakokra vonatkoz6 tétel miatt a féminorok sorozatidban az elsé s+1 jeltartd. Az (s+1)-edik
vektor, és barmely tovabbi vektor hozzavételével a kapott altéren Q(x) mar nem pozitiv
definit. Az el6z6 tétel szerint tehat a megfeleld determindnsok mindegyike 0. |

Ebbdl a feltételb6l még nem kovetkezik az, hogy a kvadratikus alak valéban pozitiv
szemidefinit.

9.5.D Tétel. Tegyiik fel, hogy a Q(x) kvadratikus alakhoz tartozo matrix elsé r + 1
féminorjanak Ao, A1, ..., Ar Sorozata jeltarto, és minden olyanr +1, illetve r +2 sorbol és
oszlopbol dllo szimmetrikus matrix determindnsa 0, amelyik az els6 r sorbol és oszlopbol
allo A, matrixot tartalmazza. Ekkor Q(X) pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. Végezziik el a pozitiv definit kvadratikus alakok esetében adott eljarast
az elsG r bazisvektorra. Ezaltal sem a kvadratikus karakter, sem az érintett determinansok
nem véltoznak meg. Az eljards végén a matrix diagondlisdban a pozitiv ay, ..., a, elemek
allnak, mig az els6 r sor és elsd r oszlop Osszes tobbi eleme 0 lesz. Azt fogjuk megmutatni,
hogy a feltételek teljesiilése esetén a mdtrix Osszes tobbi eleme is 0; a tehetetlenségi tétel
alapjan tehat a kvadratikus alak pozitiv szemidefinit.

Legyen i > r, a; a diagondlis i-edik eleme, és vegylik hozzd A,-hez az i-edik sort
és oszlopot. A kapott matrix a konstrukcié kovetkeztében diagondlis, és determindnsa a
diagonalis elemek aj - ... - a, - a; szorzata. Feltétel szerint ez a szorzat 0, de az els6 r
tényezd nem az, ezért a; = 0. Ezért a diagonalis Osszes tobbi eleme O.

Legyen most r < i < j, és legyen a matrix i-edik sordnak j-edik eleme b. Tekintsiik
ezutan azt a matrixot, amelyik A,-en kiviil az i-edik és j-edik sort és oszlopot is tartal-
mazza. Mivel a diagondlis i-edik és j-edik eleme is 0, ezért az Gj mdtrixban az utolsé két

0 b . . p . X
b ool A két utolsé sort felcserélve a determinans elG-
jelet valt és a matrix diagondlissd valik. Ennek megfelelen a kapott matrix determindnsa
—ay ... ar - b?. Feltétel szerint ez 0, de az els6 r tényezd szorzata nem 0, ezért b = 0,

mint allitottuk. [ |

sor €s oszlop alkotta részmatrix

9.5.E Tétel. Tegyiik fel, hogy egy kvadratikus alak matrixaban az elsé r + 1 féminor
sorozata jeltarto, ahol r a matrix rangja. Ekkor a kvadratikus alak pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. A rangra vonatkozé feltétel szerint minden olyan négyzetes részmatrix

7z

determindnsa 0, amelyikben r-nél tobb sor szerepel. Ezért alkalmazhaté az el6z6 tétel. W
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Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy nem csak pozitiv definit kvadratikus alakok matrixdnak a determindnsa
pozitiv.

2. Mutassuk meg, hogy nem csak szemidefinit kvadratikus alakok madtrixdnak a determi-
ndnsa 0.

3. Mutassuk meg, hogy nem csak pozitiv szemidefinit kvadratikus alakok métrixdra teljestil-
het, hogy a f6minorok valameddig jeltartdk, s attél kezdve mind 0. Adjuk meg a legkisebb méretii
ellenpéldat.

4. Bizonyitsuk be, hogy pozitiv szemidefinit kvadratikus alakok esetében a két adott elégséges
feltétel nem sziikséges.

5. A fenti tételek alapjan fogalmazzunk meg sziikséges és elégséges feltételt is arra, hogy egy
kvadratikus alak indefinit.

6. Tekintsiik egy kvadratikus alak madtrixdnak a fédiagonalisat. Milyen esetben mondhatjuk
azonnal, hogy a kvadratikus alak nem definit, illetve nem szemidefinit?

7. Fogalmazzunk meg az el6bbihez hasonld feltételt a mdsodrenddi szimmetrikus aldetermi-
nansokra.



TIZEDIK FEJEZET

TENZOROK

1. A tenzorszorzat

A tenzorok elsésorban a fizikdban és a geometridban fordulnak el. Kozottiik a harom
legismertebb a gradiens, a roticié és a divergencia. Mindenekel6tt szeretnénk ezeket vaz-
latosan megismertetni:

Ha az n-dimenzios térben (fizikdban minden valtozé paraméter egy dimenziét jelent)
egy skalarfliggvény (példaul a hdmérséklet) pontrél pontra véltozik, akkor vannak olyan
irdnyok, amelyekben a valtozds a leger6sebb. Ezt az irdnyt hatdrozza meg a gradiens.

A masik két tenzor esetében vektorfiiggvény valtozik pontrél pontra (példaul szél ira-
nya és er0ssége). A rotdcié azt mutatja, hogy valamely pontban van-e orvénylés, illetve
milyen irdnyd és mekkora. A divergencia a ,,térrészbe” bemend és kijovd ,,anyagmennyi-
ség” vektori 0sszegét méri. Ha ez a vektordsszeg valahol pozitiv, akkor ott forrds van, ha
negativ, akkor elnyelés.

Ezeket a ,,mennyiségeket”’, noha nem fiiggenek a koordinatdktol, koordindta-rendszer-
ben szoktdk megadni. Az adatok jobb kiszdmithatdsdga és értékelése végett természetesen
még alkalmas koordindta-rendszert kell taldlni. A koordinita-rendszer megvaltoztatdsa ese-
tén a fenti mennyiségeket megadd adatok bizonyos szabdly szerint valtoznak meg. Ennek
a naiv kifejezése az, hogy ,,a tenzorok olyan mennyiségek, amelyek koordindtatranszfor-
macié esetén bizonyos (megadott) szabdly szerint valtoznak”. Valdjaban a tenzorok dgy
tekinthet6k, mint bizonyos tipust multilinedris vektorfiiggvények.

A kovetkezdkben a tenzorfogalom algebrai megalapozdsit fogjuk megadni. A fenti
kapcsolatokrél mar nem fogunk sz6lni, csupdn az algebrai bevezetés a cél. Erdemes meg-
emliteni, hogy a tenzorok ma mdr az algebran beliil is szdmos helyen felhasznalhatok.

A tenzorok esetében tobb vektortérhez rendeliink egy tjabbat (bevezetésként csak két
vektortérhez). Ezt a hozzarendelést nevezziik tenzorszorzasnak. A tenzorszorzat bevezeté-
sére hidrom lehet6ség nyilik.

A ,legfoldhozragadtabb” az, amikor egyszerlien megadjuk a konstrudlt tér egy bazisat.
Ez azért nem célszerd, mert itt elsikkad a hozzarendelés és ez a tér konnyen Osszetéveszt-

z 2z

heté massal. (Erre majd kés6bb ra fogunk mutatni.)
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A legabsztraktabb az, amikor megadjuk a tenzorszorzat jellemzé tulajdonsédgait, és
azt mondjuk, hogy ha van valami, ami ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik, akkor azt
nevezziik tenzorszorzatnak. Ennek a bevezetésnek az a hdtrdnya, hogy nem lehet l4tni,
mirdl van sz6.

Mi a kozéputat fogjuk valasztani, megkonstrudljuk a tenzorszorzatot. Valdjdban az

27 oz

el6z6 két , felfogasra” is sziikség van, ezeket targyalds kozben meg fogjuk mutatni.

Még egy dolgot sziikséges megjegyezni. Tekintettel arra, hogy a tenzorszorzat, mint
vektortér, mdssal is Osszetéveszthets, ezért parhuzamosan modulusok tenzorszorzatit is
nézni fogjuk. A tovdbbiakban adott feladatok a modulusok esetében ramutatnak a tenzor-
szorzat viselkedési furcsasagaira.

2

Kiinduldsul tekintsiink egy R egységelemes kommutativ gy(riit és két rogzitett R-
modulust, U-t és V-t. Vizsgélni szeretnénk az A : U x V¥ — W bihomomorfizmuso-
kat. Tekintettel arra, hogy ezek elég bonyolultak, ezért szeretnénk e bihomomorfizmusokat
egyetlen rogzitett bihomomorfizmus segitségével visszavezetni homomorfizmusokra. Az
els6 gond ott 1€p fel, hogy a fenti A leképezés nem a direkt szorzatrél valé6 homomorfizmus.
Valéban, a bihomomorfizmus tulajdonsagai alapjan A(u; +up, v) = A(uy, v) + A(uy, v), ha
ez a direkt szorzat homomorfizmusa lenne, akkor v = 0+ v miatt A(u; +up, v) = A(uy, 0) +
+ A(uy, v) is fenndllna, azaz A(u;, v) nem fiiggene v-t6l; és hasonléképpen u,-t6l sem.
Ezért a keresett homomorfizmus nem képezhet a direkt szorzatrél.

Ennek a probléménak a megolddsdhoz a szabad modulusokra van sziikségiink:

2

10.1. Definicio. Legyen R egy egységelemes kommutativ gy, ./ egy R-modulus.
Ha M az AL egy bézisa, akkor ./{-et az M generdlta szabad modulusnak nevezziik. (Bdzison
most azt értjiik, hogy elemeinek egy linedris kombinaciéja csak akkor lehet o, ha minden
egylitthat6 0.) |

10.1. Tétel. Tetszoleges H halmazhoz Iétezik a H generdlta ¥ g(H) szabad R-
modulus.

Bizonyitas. Készitsiik el a {Zahh |he H} formadlis Osszegeket, ahol véges sok
h

h € H kivétellel minden ap, = 0. Két ilyen {Zahh |he H} és {thh |he H} sz~
h h
szeget akkor tekintiink egyenlének, ha minden h € H esetén ap = by. Ezek 6sszeaddsat

és R-beli elemmel val6 szorzdsiat komponensenként végezziik. Vildgos, hogy eziltal egy
R-modulust nyertiink, amelynek ,,lényegében” H egy bazisa. [ |

Ha a tovédbbiakban a bihomomorfizmusokat kiterjesztjiik az U x UV* generalta szabad
R-modulusra, akkor ott mir megfogalmazhatjuk a bihomomorfizmus tulajdonsigait. Elsé
1épésként ezt a kiterjesztést tetszOleges fiiggvényre tessziik meg:
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10.2. Tétel. Legyen @ : H — Fr(H) az a leképezés, amely H tetszbleges h ele-
mét onmagara mint ¥ g(H) bdziselemére képezi le. Ekkor tetszbleges M R-modulus esetén
létezik egy bijekcio az A : H — M fiiggvények és az AT r(H) — M homomorfizmusok
kozott, amelyet A = Ad ad meg.

Bizonyitas. Vilagos, hogy ha AT r(H) — M egy homomorﬁzmus akkor az A =
=Ad fuggvenyre A : H — L. Ha viszont A adott, akkor A csak az az A fliggvény lehet,
amelyre A(d)(h)) = A(h). Ilyen homomorfizmus viszont egyértelmtien 1étezik, hiszen egy
bazison definidlt tetszdleges fiiggvény egyértelmiien kiterjeszthetd6 homomorfizmussa. A
definiciébdl vildgos, hogy a két megfeleltetés egymads inverze. [ |

Most azt fogjuk megnézni, milyen feltétel mellett lesz A bihomomorfizmus.

10.2. Definicié. Tekintsiik az F g (U x T*) szabad modulusnak azt az £ részmodulusat,
amelyet a kovetkez6 elemek generdlnak:

(up +uz, v) — (ug, v) — (w2, v) €s (u,vy+va)—(u,vy)—(u,vy),
(c-w,v)—c-(u,v) é (u,c-v)—c-(u,v);

ahol uj, wp,u € U, vi,vo, v € U és c € R. A fenti elemeket elemi linearitisoknak, az &
elemeit pedig a linearitdsoknak fogjuk nevezni. [ ]

10.3. Tétel. A akkor és csak akkor bihomomorfizmus, ha ¥ < Ker (K).

Bizonyitas. A bihomomorfizmus definiciéja szerint A akkor és csak akkor bihomo-
morfizmus, ha

A +uy,v) =A(u,v)+Am,v) és A, vy +vy) =A(u, v))+Au, vp),
Alc-w,v)=c-A(n,v) és A, c-v)=c-A(u, V).
[rjunk most A helyébe Ad-t. Ekkor az
Kq)(u] +u,v)= ch(ul, v)+ ch(uZ, v)
és Kgb(u, Vi+Vy)= ch(u, vi)+ ch(u, v2),
ch(c -u,V)=c- Kgb(u, v) é€s ch(u, c-v)=c- Kgb(u, V)

egyenlGségekhez jutunk. Mivel @ a szabad modulusba képez, ahol az U x U* elemeinek
mar képezhetjiik a formadlis linedris kombindcidit, ezért azt kapjuk, hogy

A(@(u; +us,v) — @y, V) — d(us, ) = 0,
A(@(, Vi +V2) — @(u, V1) — &, v2)) = 0,
A@C-u,V)—c-dp,v)=0 é A(@,c-v)—c-d,v)=o.

fgy valéban £ < Ker (K), hiszen tartalmazza £ egy generatorrendszerét.
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Tegyiik most fel, hogy £ < Ker (K). Ez azt jelenti, hogy A az aldbbi elemek minde-
gyikét o-ba viszi:

o +up, V) — @(uy, V) — P, v)) € (W, Vi +v2) — d(u, Vi) — O(u, v2),
d(c-u,v)—c-@p(u,v) é @, c-v)—c-@(u,v).
Ennek alapjan, az A = A felhaszndldsdval az
A +uy, v) =A@, v)+A(up,v) é A(u, vy +v2) =A(u, vi) + A(u, vp),
A(c-u,v)=c-A(u,v) é A, c-v)=c-A(,vV)

Osszefiiggést kapjuk, tehat A valéban bihomomorfizmus. [ ]

Tekintsiink most egy tetszéleges U R-modulust és annak egy U* részmodulusat. Mint
tudjuk, 1étezik az U /V* faktormodulus, amelynek elemei a U* eltoltjai. Az U-beli u vektort
tartalmazé eltoltat [u]-val jeloltiik. Lattuk, hogy ezek R-modulust alkotnak az [u] + [v] =
= [u+v] és c[u] = [cu] miiveletekre. Azt is lattuk, hogy ¥ : u — [u] homomorfizmus,
amelynek magja V.

10.4. Tétel. Ha ¢ : U — A tetszbleges olyan homomorfizmus, amelynek magjdra
U < Ker () teljesiil, akkor Iétezik pontosan egy olyan ¢ /U : U /U — A homomorfizmus,
amelyre ¢ = (¢/V)¥Y. Minden U/V — M homomorfizmus egyértelmiien felirhato ilyen
alakban. (Masodik izomorfizmustétel.)

Bizonyitas. Definidlnunk kell egy, a feltételeknek eleget tevs v : U/V — M fiigg-
vényt. A ¢ = YW Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy minden u € U mellett p(u) =
= ¥ (PY()) = Y([u]), ami megadja, hogy csak ¥ ([u]) = ¢(u) lehet a definicié (ezzel
egyébként a masodik allitdsban szerepld egyértelmiiséget is beldttuk). Meg kell mutatni,
hogy az igy definidlt ¢ val6éban homomorfizmus. A mtvelettartis a faktormodulus defini-
ci6jabdl azonnal kovetkezik. Az ilyen esetekben szokdsos médon csak az a kérdés, hogy
Y leképezés-e. Hiszen a leképezendd elemeket tobbféleképpen is megadhatjuk. Legyen
[u] = [u']. Ez azt jelenti, hogy [u — u'] = [o0], azaz u — u’ € U*. Tekintettel arra, hogy
UV < Ker (), ezért u—u’ € Ker (¢), azaz p(u—u') = 0, és igy ¢(u) = p(u'). Ez pedig pont
azt jelenti, hogy U/V elemeinek y-nél egyértelmi a képe. Tehdt /U = v a megfelel
valasztas.

Ezzel tulajdonképpen a mésodik allitast is beldttuk, hiszen adott i esetén ¢ = YV
megfelel a kovetelményeknek. u

10.3. Definicio. Legyenek adottak az U és U R-modulusok, és legyen & az F g(U x V)-
beli linearitdsok halmaza (£ részmodulus). Jelolje U @ V az F (U x V)/£ modulust. Az

Ux VL TrUx V) SURV
diagramban legyen ¥ = W¢. Ekkor U ® V*-t az U és V* (ebben a sorrendben vett) tenzor-

, , T . . .
szorzatdnak, és az U x V' — U ® V* diagramot tenzorszorzat-diagramnak nevezzik. M
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10.5. Tétel. U x V u ® V- bihomomorfizmus. Minden A : U x U — L biho-
momorfizmushoz létezik pontosan egy olyan o : U @ U — A homomorfizmus, amelyre
A =o¥, azaz az

A

UxV — M

|

UV —— M

diagram kommutativ.

Bizonyitas. Definici6 szerint ¥ = W, és Ker (V) = £. A 10.3. Tétel szerint tehit ¥
bihomomorfizmus. A masodik 4llitds azonnal kovetkezik a 10.3. és 10. 4. Tételekbsl. W
A most bizonyitott tétel teljesen definidlja a tenzorszorzatot a kovetkezd értelemben:

10.6. Tétel. Legyent: U x UV — T egy olyan bihomomorfizmus, amelyre a kovet-
kezb igaz:

Tetszéleges A : U x U — W bihomomorfizmushoz Iétezik pontosan egy olyan ¢ :
J — W homomorfizmus, amelyre A = ¢ - t, azaz az aldbbi diagram kommutativ:

UxV — g

I

UxV Ay,

Ekkor Iéteznek olyan a és B izomorfizmusok, amelyek egymads inverzei és amelyekre
t

UxV —— UV U x 1 g
I [l
t T
U xV T Ux TV —— UV
kommutativ diagramok. [ |

Bizonyitas. A tenzorszorzat elbb bizonyitott tulajdonsiga és a tételben feltett tulaj-
donsdg alapjan a fenti o és B homomorfizmusok léteznek; csak azt kell belatni, hogy egy-
mds inverzei (ebbdl ugyanis azonnal kovetkezik az is, hogy izomorfizmusok). A fenti két
diagramot ,,egymdshoz flizve” az aldbbi két diagramot nyerjiik:

UV —— URV UxV —- g

L ﬁal L aﬂ[
T t

UV —— URV UxV —— g

amelyek nyilvan ugyancsak kommutativak.



310 II. rész 10. Tenzorok

Vilagos, hogy a fenti két diagram oly mddon is kommutativva tehetd, hogy Bo helyére
az U @ V-nek, az af helyére pedig a T-nek az identitdsét tessziik. Tekintettel arra, hogy a
kiegésziteés egyertelmi, ezért for = 1y g1 €S aff = Lg. [ ]

Nagyon fontos, hogy ebbdl nem csak az deriil ki, hogy a tenzorszorzat izomor-
fizmus erejéig egyértelmd, hanem az is, hogy az izomorfizmus a ,,tenzorszorzatra valo
leképezések’-et is ,,egymasba viszi”.

A 10.6. Tétel alapjan a tenzorszorzat definidlhaté volna a most bebizonyitott tulaj-
donsdggal, amelyet ,.ko-univerzalitds’-nak neveziink. Ez egy sokkal egyszer{ibben meg-
fogalmazhat6 tulajdonsag, csak az a hibdja, hogy nem kovetkezik belSle a tenzorszorzat

1étezése.

10.7. Tétel. Jeloljeu®v az (u,v) € U x U elem T-nél vett képét: u @ v = T((u, v)).
Ezek az elemek U @ V- egy generdtorrendszerét alkotjik, és kozottiik az aldbbi Osszefiig-
gések allnak fenn:

W+ WL)RIV==UuR®V+UW, ®YV, URQ(Vi+V2)=u@®@V;+u® vy,

c-@®v)=(c-u)®v=u(c-v).

Bizonyitas. Definici6é szerint az (u, v) parok Fgr(U x V) egy bdzisit alkotjak, tehat
generatorrendszert. Mivel barmely homomorfizmus minden generatorrendszert generator-
rendszerbe visz, ezért az u ® v elemek valéban generatorrendszert alkotnak. Barmelyik
felirt egyenlGségben a baloldalt és a jobboldalt szerepld elemek olyan F g(U x UF)-beli
elemek képei, amelyek ugyanazon £ szerinti eltoltban fekszenek, tehdt W-nél vett képiik
megegyezik. ]

Mint emlitettiik, vektorterek esetében van a definiciéra egy harmadik lehet&ség.
Régebben ezt hasznaltdk; de sok olyan tulajdonsdgot nem lehetett latni belSle, amely a ten-
zorszorzatnak alapvet&en fontos tulajdonsdga. Mindenekel6tt nincs ,,beleépitve” a ¥ biho-
momorfizmus. Igen kevés elényt jelent emellett, hogy ,.konnyebb”. Ezt a tulajdonsagot irja
le az alébbi:

10.8. Tétel. Ha {w; | i € I} azU, {v; | j € J} a U egy-egy bdzisa, akkor az
{0, ®v;liel, jeJ}elemek azU ® UV egy bazisit alkotjik.

Bizonyitas. Mint lattuk, az 6sszes u® v alaki elem U ® U egy generdtorrendszere. A
bilinearitds alapjdn ezek mindegyike felirhat6 az w; ® v -k linedris kombinécidjaként; tehat
a tételbeli elemek generdtorrendszert alkotnak. Mint a bihomomorfizmusok targyaldsanal
bizonyitottuk, létezik olyan A : U x T* — W bihomomorfizmus, amely a bdziselemparokon
tetszGlegesen eldirt. Legyen {u} | i € I} és {v;k- | j € J} a megfeleld terek egy-egy dudlis
bazisa. Adott p € I, ¢ € J indexre tekintsiik most azt az A, , : U x U — R fiiggvényt,
amelyet A, , @ (u,Vv) > (u;(u)) . (VZ(V)) definidl. Ez nyilvanvaléan bihomomorfizmus,
amely az (up, v4) elemet R egységelemébe viszi; €s minden mds (u;, v;) bdziselemet 0-
ba. Tekintsiik azt az egyértelmiien meghatdrozott ¢, , : U ® U@ — R homomorfizmust,
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amelyre A, ; = ¢p 4% Legyen Zc[,ju,- ® v; = 0. Ekkor:
iJ

0=9pq Zci,jui QVj| =¢pg* Zci,j(ui, Vi)| =Apyq Zci,j(lli, Vi)| =¢pyg-
ij ij ij
Eszerint a kivélasztott elem barmely egyiitthatdja 0; tehdt a felsorolt elemek valéban
linedrisan fiiggetlenek.

Megjegyzések
1. A fenti eljards mutatja a legabsztraktabb mddszer fontossdgét. Ez az eljards adja az egyetlen
kozvetlen lehetdséget arra, hogy a tenzorszorzat bizonyos elemeinek a fliggetlenségét bebizonyitsuk.

o

2. A fentiekben az R gyfrit rogzitettiik. Egy-egy modulus tobb gyiird f616tti modulus is lehet.

Ennek megfeleléen az ® jel helyett célszerli az @ jelet haszndlni. a
Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy Y @ * minden eleme felirhaté u® v alakui elemek (egyiitthaté nélkiili)
Osszegeként.

2. Legyenek u; ® v; € U @ V¥, ahol U = {uy, ..., ux} és V = {vy, ..., vk} vektorrendszerek.
Bizonyitsuk be, hogy a Z u; ® v; felirhaté kevesebb u ® v alaki elem Osszegeként, ha akar az U,
i
akdr a V rendszer linedrisan 6sszefiiggd.

3. Bizonyitsuk be, hogy vektorterek esetén, ha az el6z6 feladatban U és V fiiggetlenek, akkor
a vizsgalt 0sszeg nem irhat6 fel kevesebb tag 0sszegeként.

4. Legyenek U és U egydimenziés vektorterek. Bizonyitsuk be, hogy U @ U = U.

5. Bizonyitsuk be, hogy C ® -C és C ® pC nem izomorf R-vektorterek.

2. A tenzorszorzat elemi tulajdonsagai

10.9. Tétel. R @ U = U, a tenzorszorzds kommutativ és asszociativ, azaz U Q@ V- =
EVQUESURITHW =URQ MV QW). A fenti izomorfizmusok természetesek.

Bizonyitas. MindenekelStt megmutatjuk, hogy az u — 1 ® u leképezés természetes
izomorfizmus.

Feleltessiik meg a (c, u) parnak (¢ € R, u € W) az U-beli cu elemet. Ez nyilvdnvaléan
egy A : R x U — U bihomomorfizmus. Igy van olyan ¢ : R ® U — U homomorfizmus,
hogy A = ¢%.
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R®U-ban a c @ u=1Q c-u alaki elemek generatorrendszert alkotnak. Mivel ilyen
alakd elemek 6sszege is ilyen alakd, ezért R ® U minden eleme 1 ® u alakd. Ha 1l @ u €
€ Ker (¢), akkor 0 = ¢(1 @ u) = ¢T((1,u)) = A((1, u)) = u miatt 1 ® u = 0. Ebb4l azonnal
kovetkezik, hogy ¢ izomorfizmus; amelynek ¥ inverze éppen a megadott izomorfizmus.

Az, hogy a fenti ¥ : U — R ® U természetes (hasonléan az U — Hom (K, U)
esethez), a kovetkezbket jelenti:

Legyen ¢ : U — U és jelolje 1 ®@¢ azt a leképezést, amelyre 1®¢ : 1Qu i~ 1Q¢(u);
ekkor Y ¢ = (1 ® ¢)¥. Ez viszont azonnal lathat6.

A kommutativitds bizonyitdsdhoz tekintsik a T, : U x UV — U @ V és a
TV x U — TV ® U tenzorszorzatokat, valamint az Aj(u,v) = v @ u és az Ay(v,u) =
= u ® v Osszefiiggéssel definialt leképezéseket. Ez utébbiak bihomomorfizmusok, igy 1étez-
nek olyan ¢, ¢, homomorfizmusok, amelyekre A = ¢;T| és Ay = T, teljesiil. EbbSl a
szokdsos modon kovetkezik, hogy ¢, ¢» egymds inverzei — tehdt izomorfizmusok is. Itt
is beldthatd a ,természetesség”.

Az asszociativitds is hasonlé elven lathaté be. Itt a bihomomorfizmus (vagy ,.triho-
momorfizmus”?) az ((u, v), w) — 1 ® (v ® w) megfeleltetéssel — illetve ennek dudlisaval
— definidlhat6. Ezek a leképezések barmely két véltozd rogzitése esetén a harmadikban
linedrisak. Ebbdl kaphatd, hogy dtvezethet6k a megfeleld tenzorszorzaton, ami itt is az
izomorfizmushoz vezet (amely természetesen természetes). [ |

10.10. Tétel. Tetszbleges A, B és € vektorterek (s6t kommutativ R-re R-modulusok)
esetén Hom (4 @ B, €) és Hom (4, Hom (B, 6)) (természetes modon) izomortak.

Bizonyitas. Ha ¢ € Hom (4, Hom (&, 8)), akkor ¢ minden a € 4 elemhez a
Hom (5, €) egy ¢a elemét rendeli hozza. Erre @a(b) = ¢ € €. Mivel ¢ is és @, is homo-
morfizmus, ezért a megfeleltetés 4 x B-nek egy B-be valé bihomomorfizmusa. Létezik
tehdt egy olyan egyértelmi ¢ € Hom (4 ® B, €), amelyre ¢ = ¢T. Ez a megfeleltetés
,nyilvan” bijektiv.

A természetesség a kovetkezoket jelenti: Legyenek adottak az

A : Hom (4 ® B, ) — Hom (4, Hom (B, €)) és

A’ : Hom (4’ @ B, ¢’) — Hom (4’, Hom (%', €'))
megfelel6 izomorfizmusok. Ekkor tetsz6leges

a:d — A, BB — B, y:8—6¢
esetén ,természetesen” értelmezhetdk a
Hom (o, Hom (8, y)) : Hom (4, Hom (8, €)) — Hom (4’, Hom (%', §)),
valamint a
Hom (¢ ® B, ¥) : Hom (4 ® B, 6) — Hom (4’ @ B', €")
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homomorfizmusok; és ezekre a
A

Hom (A4, Hom (%, 6)) Hom (4 ® %, 6)
Hom (&,Hom (8,y)) Hom (@®8,y)
Hom (', Hom (B'. €')) —2—~ Hom ({' ® B €')
diagram mindig kommutativ. Ennek a bizonyitasat itt nem végezziik el. [ |

Megjegyzés. Vektorterek esetében ebbdl kovetkezik, hogy:
(4 ® B)* = Hom (4 ® B, K) = Hom («, Hom (8, K)) = Hom (4, B%). O

10.11. Tétel. Létezik egy A : Hom (4, F) ® € — Hom (d, B ® €) természetes
homomorfizmus.

Bizonyitas. Adott ¢ € Hom (4, B) és ¢ € § esetén feleltessiik meg a (¢, ¢) parnak azt
a leképezést, amely az .{-beli a elemet a p(a)®c elembe viszi. Mivel ez bihomomorfizmus,
ezért létezik a kivant A homomorfizmus. A ,természetesség” az el6z6 tételhez hasonléan

egy

Hom (4, B) @ € A

Hom (4, 3 ® 6)
Hom (@, B)®y Hom («, ®Y)
Hom (4, 8 @ € A Hom (4, B’ ® €')
alakd diagram kommutativitdsat jelenti, alkalmas
a:d — A, B:B—F, y:6—¢

homomorfizmusokkal. [ |

A megfelelé izomorfizmusokat figyelembe véve véges dimenziés vektorterekre a
kovetkezbket kapjuk:

Legyenek az .4, B, € vektorterek egy-egy bazisdnak elemei az a;, b;, ¢, vektorok.
Az 4* dudlis bazisdnak elemei az aj leképezések. Ekkor az elsé vektortérnek egy bdzisa a
(b; ~a;“) ® ¢ elemekbdl dll. A ezeknek a (b; @ ¢;) - a;“ elemeket felelteti meg; ami viszont
a masodik vektortér egy bazisa. Eszerint A ebben az esetben izomorfizmus.

A B = K specidlis esetben az 4* ® € = Hom («, €) izomorfizmushoz jutunk; tekin-
tettel arra, hogy K ® € = 6. (Mivel itt minden izomorfizmus természetes, ezért a most
kapott izomorfizmus is az.)

Mostani eredményiinket Osszevetve azzal, amit az el6bb kaptunk, véges dimenzids
vektorterekre a kovetkez$ adddik:

A ®RB)* = Hom (4, B*) = A" @ B*.

10.12. Tétel. Létezik egy A : A — (4™)* természetes homomorfizmus.
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Bizonyitas. Feleltessiik meg az .{-beli a vektornak azt az « homomorfizmust, amely
az u” € 4 leképezésnek az u*(a) elemet felelteti meg. Ez nyilvdn homomorfizmus; amely-
r6l konnyen beldthatd, hogy természetes. ]

Ha a természetesen izomorf vektorterek kozott ,nem tesziink kiilonbséget”, akkor
véges dimenzids vektorterek esetében minden egyes vizsgalt funktornal (vagyis vektorteret
vektortérbe vivd fliggvénynél) elég az eredeti tereket, a dudlis tereket és ezek tenzorszor-
zatat nézni.

10.4. Definicio. TetszGleges U4, ..., U, V1, ..., s K-vektorterek esetén az
U@ UMW -V
elemeit tenzoroknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy ezek a tenzorok az els6 r véltozéban
kovaridnsak; a tobbiben pedig kontravaridnsak. ]

Megjegyzés. Erdemes felfigyelni arra, hogy egy tenzor éppen azokban a véltozékban kovaridns,
amelyeket kontravaridns funktor hoz létre; mig azokban, amelyeket kovaridns funktor hoz 1étre, a
tenzor kontravaridns. Ennek az az oka, hogy amikor a tenzorokat hasznalni kezdték, még nem voltak
funktorok, és a variancidt annak megfelel6en tekintették, hogy tj bdzisra 4ttérve miképpen valtoznak
meg a koordinatak. ]

Matrixok tenzorszorzatat kétféleképpen is tekinthetjilk. Egyrészt, mint egy olyan ,,szu-
permatrixot”, amely a tenzorszorzaton hat; masrészt, mint az eredeti matrixok vektorterének
a tenzorszorzatdt. Ezek nem azonos fogalmak, de szoros kapcsolat van kozottiik:

10.13. Tétel. Létezik egy A : Hom (4, U) ® Hom (£, 1*) - Hom (d @ B, U @ T*)
természetes homomorfizmus.

Bizonyitas. Tetszbleges (o, 8) € Hom (4, W) x Hom (£, V%) parnak feleltessiik meg
azt az [, B] : A x B — UV fliggvényt, amelyre [o, B] : (a, b) — a(a) ® B(b). Kénnyen
lathatd, hogy ez egy bihomomorfizmus. Létezik tehdt egy olyan {o, 8} : A QB — U Q V-
homomorfizmus, amelyre {&, 8} : a @ b — aa ® b és [o, ] = {o, B} - ¥}, ahol
T dxB— AR R atenzorhomomorfizmus.

Ezéltal 1étrehoztunk egy { }: Hom («, U) x Hom (B, %) — Hom (4 @ B, U @ V)
leképezést. Ez is nyilvanvaléan bihomomorfizmus. Ezért felirhaté { } = AT, alakba, ahol
%> : Hom (4, U) x Hom (#, V") — Hom (4, U) ® Hom (R, V*) a tenzorhomomorfizmus.

Annak a bizonyitdsdra, hogy ez a homomorfizmus természetes, mindenekelStt meg
kell mondani, hogy milyen homomorfizmusokat definidlunk a Hom (<, &) ® Hom (%, V*)-
ken és a Hom (4 ® B, U ® V¥)-ken. A megfeleld ,,variancidkat” figyelembe véve legyenek
adottak a

04—, VB <—F, o:U—->U, V=W
homomorfizmusok. Ezek a kdvetkez6 homomorfizmusokat definidljdk:
¢ 1 Hom (4, U) ® Hom (8, 1*) — Hom (4', W) ® Hom (%', 1),
E:HmWRB,URV) > Hom (d' @ B, U @),
ahol { :a® B +— cap@tBY; ham :a®b — m(a®Db), akkor legyen () : 2’ ®
b = Al @ 1) A(p @ )@ ®b'). Egyszerii szdmoldssal belathatd, hogy A =£A. B
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Megjegyzés. A fent definidlt A dltaldban nemcsak hogy nem izomorfizmus, de se nem sziirjek-
tiv, se nem injektiv.
Tekintsiink példaként Z-modulusokat, azaz Abel-csoportokat. Legyenek £ = (a), B = (b),

U = (u), ¥ = (v) ciklikus csoportok; az elsé kettd p-elemi, a masodik kettd pz-elemfi. Ekkor
Hom («4, U) egy a generdlta ciklikus csoport, amelynek generatorelemére a(a) = pu, és hasonlokép-
pen Hom (B, V) egy B generdlta ciklikus csoport, amelynek generdtorelemére S(b) = pv. £ @ B is

ciklikus p-edrendii csoport a ® b generatorelemmel, mig a ciklikus pz-rendﬁ U ® U generatoreleme
u ® v. Az el6z8ekhez hasonlatosan a Hom (4 ® B, U ® V) is ciklikus p-edrend( csoport. A

A : Hom («4, &) ® Hom (8B, ") > Hom (4 ® B, U ® V)
homomorfizmus tehdt egy ciklikus p-edrendd csoportot képez egy madsik ciklikus p-edrendii cso-
portba. Igy egyértelmiien meghatdrozott az o ® B generétorelem képével. Erre a definici6 alapjan

(@® B)a®b) =@ @ Bb) =(pu)® (pv) = (PW)®V=0® V=0
adodik, tehat A(x ® B) = w, vagyis A sem sziirjektiv, sem injektiv. O

Kiegészités. Ha .d, B véges dimenzids vektorterek, akkor A izomorfizmus.

Bizonyitas. Legyenek {...,a;,...},{...,bp, ...}, {...,u;, ...}, {...,v4, ...}, rendre
az 4, B, U, U vektorterek bazisai. Tudjuk, hogy ekkor «; ; : a; +— &; - u;, illetve
Bp.g : br = 8 r - V4 bazisok. Ezért bazist alkotnak az «; j ® Bp 4 elemek is.

Al j ® Bp.g) i a @by = ;1 3p ru; ® vq kovetkeztében a fent kapott bazis képe is
egy bazis lesz, mert véges dimenzids vektorterek tenzorszorzata is véges dimenzids.

A B = R speciilis esetben egy Hom (4, W) @  — Hom (4, U @ V"), az U =T = R
esetben pedig egy 4* @ B* — (4 ® B)* természetes homomorfizmust nyeriink, amelyek
mindegyike izomorfizmust ad véges dimenzids vektorterekre.

Mivel a A(x ® B) dgy hat £ ® B-n, mint az o« ® B természetes képe, ezért ,,azonosit-
hatjuk vele”. Ha tehdt adottak

A58 L6 o ut v Lo,
akkor tekinthetjiik a kovetkezdket:

AU o1 P2 g,

A fentiek alapjan B Q V¥ - ¢ ® ¢ = Ba @ Y, és 1 ® 1 = 1; ami azt jelenti, hogy
a tenzorszorzat mindkét valtozéjaban kovarians funktor. A ,,Hom” funktorndl nem voltak
ilyen problémak, mert a Hom (¢, ¢) alakd ,,valami”-nek nem volt eleve jelentése; ezért
szabadon definidlhattuk.

Tekintsiink most egy f : .4 — Hom (%, &) homomorfizmust. Ez minden .4-beli a-nak
megfeleltet egy fa homomorfizmust, amelyre fa(b) € €. Mivel f; homomorfizmus, ezért
f rogzitett a-ra b-ben linedris. Mivel f homomorfizmus, ezért rogzitett b esetén a > f,(b)
homomorfizmus. Igy f egy bihomomorfizmusnak tekinthetd.

Forditva, barmely A : 4 x $ — € bihomomorfizmus egyértelmiien definidl egy 4 —
— Hom (&, €) homomorfizmust, az a — (b — A(a, b)) definiciéval. Konnyen l4thatd,
hogy e két megfeleltetés egymads inverze.
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Legyenek most adva az A, B : .« x B — & bihomomorfizmusok, a hozzdjuk tartozé
f.g : 4 — Hom (&, €) homomorfizmusokkal. Az A +B : 4 x B — 6 bihomomorfiz-
mushoz tartozé h : .4 — Hom (B, €) homomorfizmusra ha(b) = (A + B)(a,b) = A(a, b) +
+ B(a,b) = fa(b) + ga(b); ami azt mutatja, hogy a megfeleltetés 0sszegtarté (hasonléan
lathat6, hogy a skaldrszorzdst is megtartja). Igy a megfeleltetés izomorfizmus.

Rogzitett A, B, 6 esetén a T : A x B — A @ B tenzorszorzatra tekintsik a ¢ —
— A = ¢-T-vel definidlt megfeleltetést, amely trividlisan homomorfizmus. A tenzorszorzat
definici6ja alapjan sziirjektiv is és injektiv is. Igy ez egy izomorfizmus.

A fenti két izomorfizmust kompondlva egy Hom (4, Hom ($, €)) — Hom (d® %, €)
(természetes) izomorfizmust nyeriink. [ |

7 _ 2z

Az el6z6ek szembetlind ellentéteként most megmutatjuk, hogy a dudlis térrel valo
izomorfizmus nem természetes izomorfizmus:

Tekintsiik a K test feletti egydimenziés U vektorteret, s legyen ennek egy baziseleme
e. A @ : U — U* megfeleltetésnél u* € U* definicié szerint az a homomorfizmus, amelyre
u*(u) = 1. Az, hogy @ természetes homomorfizmus (izomorfizmus), azt jelentené, hogy
minden ¢ : & — U homomorfizmushoz létezik egy olyan ¢* : U* — U™ homomorfizmus,
amelyre a

U —— u
of el
U N U*

diagram kommutativ. Legyen ¢(e) = ce. Tekintettel arra, hogy (ce)*(ce) = 1, ezért ekkor

1 1
(Pp(e)(e) = (ce)*(e) = — vagyis ¢gp(e) = Ee*. Ha a diagram kommutativ volna, akkor

%k k %k 1 k Z £ * k 1 kX z
¢ (e") = ¢"P(e) = —e” lenne. Hasonldan, {(e) = de esetében ™ (e*) = Ee és (o +
c

+ Y)(e) = (c + d)e kovetkeztében (¢ + )" (e*) = Ci

disztributivitasb6l ad6dd @ (¢ + ¥) = (¢ + ¥)* @ Osszefiiggésnek.

Az sem segitene, ha ¢™ irdnyat ellenkezdre véltoztatnank, mert a ¢ = w valasztdssal a
@ vagy értelmetlenné vdlna, vagy az w-homomorfizmusra képezne, amit viszont egyetlen
homomorfizmus sem vihet 4t e*-ba.

de* volna. Ez viszont ellentmond a

Feladatok

1. Az el6z6 rész feladatai kozott 1attuk, hogy egydimenzids vektortérre U izomorf U ® U-val.
Bizonyitsuk be, hogy nem létezik koztiik természetes izomorfizmus.

2. Bizonyitsuk be, hogy rogzitett v e U esetén u — u ® v egy U — U @ U injektiv homo-
morfizmus. Mutassuk meg, hogy nem természetes homomorfizmus.
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. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,,, Zi) csoportokat, ha (n, k) = 1.
. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,, Zy) csoportokat, ha k|n.

. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,, Zi) csoportokat, tetsz6leges k és n esetén.

3
4
5
6. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,,, Z) csoportokat.
7. Hatarozzuk meg a Hom (Z,Z,) csoportokat.
8. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,, Q) és Hom (Q, Z,) csoportokat.
9. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,Q) és Hom (Q, Z) csoportokat.
10. Legyen T a komplex egységgydkok csoportja. Bizonyitsuk be, hogy T = Q/Z.
11. Hatdrozzuk meg a Hom (Z,,, T) csoportokat.
12. Legyen G = Zy, ® - - - @ Zy,. Hatdrozzuk meg Hom (G, T)-t.
13. Hatdrozzuk meg: Hom (Z,T), Hom (Q, T), Hom (T, Z), Hom (T, Q).

14. Jelolje T poo a T azon elemeinek halmazit, amelyek rendje a p primszdm egy hatvénya.
Bizonyitsuk be, hogy T o részcsoport, és T az Osszes ilyenek direkt Osszege.

15. A 11., 12. és 13. feladatok T helyett a T 00 csoporttal.

16. Hatdrozzuk meg — sorrendben — a fenti H csoportokra az End (H) gyfirtiket.
17. Hatarozzuk meg — sorrendben — a fenti H; és Hy csoportokra a H; ® Hy csoportokat.

18. Legyenek ¢ : d — o' és ¥ : U — U’ Abel-csoport- (modulus-)homomorfizmusok. Tekint-
siik a Hom (¢, 1) : Hom (&', U) — Hom (4, U) és a Hom (1, v) : Hom (4, U) — Hom (4, U’)
indukdlt homomorfizmusokat. Milyen ,jektivek” ezek, ha g, illetve i injektiv, illetve sziirjektiv?
Mit mondhatunk a ¢ ® 1 : 4 @ U — ' ® U homomorfizmusrél?

19. Legyenek « 58 —ﬂ> 6 Abel-csoport-homomorfizmusok és 1 = 19, az U Abel-csoport iden-
titdsa. Tegyiik fel, hogy Im («) = Ker (B). Igaz-e, hogy Im (Hom (1, «)) = Ker (Hom (1, B)),
Im (Hom (8, 1)) = Ker (Hom (¢, 1)), Im (1 @ o) = Ker (1 ® B)?

20. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan 4 Abel-csoportot, amelyre megfelel6en fennallnak:
Hom (4, T) = 0, Hom (T,«) = 0, Hom (4, T pec) = 0, Hom (4,Q = 0, Hom (Q,«&) = 0,
Hom (T oo, ) =0, d®@T =0, 4 ® T e =0, 4@ Q=0.

21. Van-e olyan « Abel-csoport, amelyre Hom (4, ¢) = 0 esetén ¥ = 0 ad6dik? Ha van ilyen,
hatdrozzuk meg az Osszeset.

22. Van-e olyan « Abel-csoport, amelyre Hom (¢, 4) = 0 esetén ¥ = 0 ad6dik? Ha van ilyen,
hatdrozzuk meg az Osszeset.

23. Van-e olyan 4 Abel-csoport, amelyre ¥ ® 4 = 0 esetén ¥ = 0 adédik? Ha van ilyen,
hatdrozzuk meg az Osszeset.

24. Legyen U* a K feletti % vektortér U bdzisanak a dudlis bazisa. Bizonyitsuk be, hogy minden
A : U x ¥ — K bihomomorfizmushoz van olyan « : ¥ — U homomorfizmus, amelyre A(u, v) =
= u*(a(v)).
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3. Matrix-eloallitasok, tenzor koordinatai

Mindenekel6tt célszerii felidézni a bilinedris formdkra és leképezésekre kapott matrix-
eldallitasokat:

Tekintsiink egy A : U x U — W bihomomorfizmust. Elegend6 a W = K esetet nézni,
amikor bilinedris fiiggvényrdl beszéliink.

Tegyiik fel, hogy U = {uy,...,u,} az U és V = {vy, ..., vk} a U vektortér egy-egy
bdzisa. Ha marmost x = inui ésy= Z y;jV; egy-egy tetsz8leges vektor a megfeleld
vektorterekben, akkor:

A Y =)D (i yj) - A, v)).
i

Definici6. Ha U = {uy,...,u,} az U és V = {vy,..., v} a U vektortér egy-egy
bézisa, akkor az A : U x U — K bilinedris fiiggvény e bazisban felirt matrixdnak nevezziik
az

F=1fij1=1A1="[A1Y = [AQ;, V)l
matrixot. u

Az A(x,y) = ZZ(xi - ¥j) - fi,j felirdst az x; €s y; hatdrozatlanok polinomjdnak
i
tekintve bilinedris alakot vagy bilinedris format kapunk.

Tétel. Adott bdzisok esetén minden A : U x V — K bilinedris fiiggvényhez Iétezik
pontosan egy olyan ¢ : V — U homomorfizmus, amelyre [A] = [¢]. Erre a homomorfiz-
musra A(x,y) =y oX(1). [

A fenti megfeleltetés természetesen ,,nem természetes”, azaz mds bdzis esetén mds
homomorfizmust kapunk!

Tétel. Rogzitett bazisok esetén A(X,y) = x1'[Ally]. [ ]

Az U és UV terekben egy-egy Uj bézist, E-t és F-et felvéve, az ¢; = o(u;) és f; = (v;)
kisérs transzformaciokkal:
P [ATY = [e1[@]f)] = [wi ] [0 1 [lT]lv; ],

amibdl adddik az alabbi

Tétel. A fenti modon uj bazisokra valo dttérésnél az A bilinedris fliggvény matrixa a
kovetkezoképpen viltozik: F[A]E = [O‘]TV[A]U[‘C]. [ |

A homomorfizmusok és a bilinedris leképezések matrixai kozott igen lényeges elvi
kiilonbség van.

Legyen adva az U vektortérben egy U = {uy, ..., u,} és a U vektortérben egy V =
= {vy, ..., V¢} bézis. Tekintsiink most egy ¢ : U — U* homomorfizmust és egy A : U x
x U — K bilinedris fiiggvényt, amelyek mindegyikének [a; ;] a mtrixa.
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Az, hogy a homomorfizmusnak ez a matrixa, azt jelenti, hogy
0= Y Yt
i

alakba frhaté fel. Az itt 4116 Osszeget tgy képzelhetjiik el, hogy ez a V* ® U egy homo-
morfizmusdndl jott 1étre; mégpedig tgy, hogy a V; ® u; baziselemeknek a v ju;" homomor-
fizmusokat feleltetjiik meg. Eszerint:

¢ a ZZlai,jlvj(X)u,- képe.
i

A lényegében a tenzorszorzatbdl szarmaztathatd. Nevezetesen ez ,.ekvivalens” azzal a
leképezéssel, amelyik a v; ® u; elemeket g; ;-be képezi. Ha tehdt meg akarjuk kapni adott

X = Zx,u, ésy= Z y;V; esetén A(x, y)-t, akkor ez tgy 4ll el§, mint

ZZ(X, YV ®u; képe, ha Vi ®u; = aj ;.

Mindkét esetben tehdt a tenzorszorzat egy elemének képérdl van sz6. (Az pillanatnyi-
lag nem lényeges, hogy a két tenzorszorzat nem ugyanaz.) De amig a homomorfizmusnal
a matrix elemei a fellépd tenzor egyiitthatéi, addig a bilinedris fiiggvénynél az egyiitthatok
a megfeleld 0 ® O-k képei. Ez az oka annak, hogy uj bazisra val6 attérésnél a bilinearis
fliggvény matrixa ,,mindkét valtozéban” kovaridnsan transzformal6dik; noha a tenzorszor-
zat egyik eleme sem a dudlis térbdl vald. Az ,igazi” tehat az, amit a homomorfizmusnal

sz

kapunk; és ez a fellépd egyiitthatokbol készitett matrix. Ezt tiikrozi az aldbbi

10.5. Definicié. Tekintsiik a
g = u’l"(g)...@uj‘@]}l@...us
tenzorszorzatnak azt a bazisat, amelynek elemei:
U@ @U@V @ ® V)
ahol az egyes komponensek a megfelel6 vektorterek adott bazisvektorain futnak végig. A

tenzorszorzat egy elemét e bazisban felirva a kapott egyiitthatokat a tenzornak az adott
bazisokban felirt koordinatdinak nevezziik. [ |

Nem okoz elvi nehézséget az aldbbi tétel bizonyitdsa, de a hosszadalmas szdmolds (és
a nem is egész pontos definicié) miatt elhagyjuk:

10.14. Tétel. Ha az egyes vektorterekben Uj bazisokat vezetiink be, akkor a tenzor-
szorzatban a koordindtik a kovaridns komponensekben kovaridnsul; a kontravaridnsokban
kontravaridansul transzformalodnak.

A ,,...varidns transzformal6das” nem volt definidlva, mert itt az egyiitthatok nem egy
métrixot alkotnak, és ezt kellene ,,szorozni” egy matrixszal. Elégedjiink meg azzal, amit a
homomorfizmusoknal lattunk.
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4. A tenzoralgebra, szimmetrikus és
antiszimmetrikus tenzorok

A kovetkezSkben egyetlen vektortéren értelmezett kontravaridns tenzorokat fogunk
vizsgélni.

10.6. Definicié. Adott 2 vektortér esetén az
k tényezd
k
UV =UR--- U (k>1)

elemeit k-adfokd tenzoroknak nevezziik. Az els6foku tenzorok az UV = U elemei; a nul-
ladfokiak pedig U = K elemei. [ ]

Az eddigiekben lattuk, hogyan lehet tenzorokat skaldrral szorozni és egyenld foku
tenzorokat 6sszeadni. A tovabbiakban az lesz a célunk, hogy az dsszeadast kiilonb6z6 fokd
tenzorokra is kiterjessziik; tovabba tenzorok szorzatat is definidljuk. Ehhez sziikségiink lesz
az aldbbira:

Lemma. LegyenV = {...,v;,... | i € I} aV* vektortér egy bdzisa. A bdzisvek-
torokra értelmezett tetszbleges asszociativ szorzds egyértelmiien kiterjesztheté V-nek egy
asszociativ és disztributiv szorzdsdavd, amellyel V- algebrdavd valik.

Bizonyitas. Ha egy disztributiv kiterjesztést akarunk, akkor ez csak

(Zaivl) ijVj = ZZ(aibj)ViVj
i J l J

lehet. Tgy a kiterjesztés egyértelmii. Az azonossagok teljesiilése a kovetkezGképpen lathatd
be:

Legyen a = Za,v,, b= Zb Vjésc= chvk Az
(ab)e = Z Z Z(a,b c)(Vivi)ve és a(be) = Z Z Z(a,b cRIVi(VjVE)

Osszefiiggés blzonylt]a az asszociativitast. Az (a+b)c = ac+bc disztributivitds belatdsdhoz
tegyiik fel, hogy az a és a b vektorokban ugyanazok az indexek szerepelnek (a ,hidnyz6”
bazisvektorok egyiitthatéit 0-nak vessziik). Ekkor azt kell tehat belatnunk, hogy

[(ai +bi)ck] - vivi € lajck]l - Vivk + [bick] - vivk
megegyeznek, ami igaz. A masik oldali disztributivitds hasonléképpen l4thaté be.
A (cu)v = u(cv) = c(uv) bizonyitdsa trividlis. [ |
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10.15. Tétel. Adott U vektortér esetén tekintsiik a
T=IU)=UO+UD +UD + . UM ...
direkt dsszeget. Definidljuk I elemeinek a szorzatit mint az
R - Qu) Wy @ - QW)= Q- Quy

szorzds kiterjesztését. Ezdltal I egy algebrdvd vilik, amelyet az U feletti tenzoralgebrdnak
neveziink.

Bizonyitas. Legyen E = {...,e;,...} az U egy rogzitett bazisa. Ekkor 7-nek egy
bézisa lesz az Osszes €;, ® --- ® e;, tenzorok halmaza, ahol a tényez8k szdma O is lehet
(ekkor az 1 a baziselem), és az indexek kdzott azonosak is lehetnek.

A fent definidlt szorzds egyértelmiien meghatdrozza ezeknek a bdziselemeknek a szor-
zatit. (Azért nem a baziselemekkel definidltuk a szorzast, hogy az ne fiiggjon a bazistdl.)
Mivel ez a szorzas trividlisan asszociativ, ezért valéban egy algebrat nyertiink. [ ]

Noha a tenzori szorzat kommutativ, u ® v és v ® u mégis kiilonbozéek. A kommu-
tativitds ugyanis a két vektortér (természetes) izomorfidjat jelenti; nem pedig azt, hogy az
izomorfizmusndl egymdsnak megfeleltetett elemek megegyeznek. Ennek ellenére elképzel-
hetd, hogy egy tenzor szimmetrikus; példdul u® v+v ®u ilyen. Vildgos, hogy azonos fokud
szimmetrikus tenzorok Osszege is ugyanilyen fokd szimmetrikus tenzor; kiilonb6z6 foku-
aké viszont mar nem az. Szimmetrikus tenzorok szorzata sem szimmetrikus. Eppen ezért a
szimmetrikus tenzorokat masképpen célszer(i definidlni. Azt mondjuk meg, hogy két tenzor
(példaul u ® v és v ® u) mikor szdmitanak azonosnak. Vilagos, hogy akkor, ha egyikbdl
ugy allithat6 el a masik, hogy barmelyik tagban felcseréliink egy-egy komponenst. Tekin-
tettel arra, hogy ez mindig visszavezethet6 egymds melletti komponensek cseréjére, ezért
célszeri az aldbbi

10.7. Definicié. A J(U)-beli u ® v — v ® u elemeket antiszimmetridknak nevezziik.
Legyen 4 az antiszimmetridk generélta (kétoldali!) idedl. Az S (U) = T (U)/A faktoralgebra
elemeit szimmetrikus tenzoroknak nevezziik. [ ]

A szimmetrikus tenzorok tehat mellékosztalyok. Tekintettel arra, hogy a szimmetrikus
tenzorokat nem sokat vizsgaljuk, ezért szimukra nem vezetiink be kiilon jelolést; s6t még
azt sem frjuk oda, hogy mi szerinti (4-szerinti) mellékosztilyok szerepelnek.

10.16. Tétel. LegyenE = {ey, ..., e,} azlU egy bazisa. Ekkor a szimmetrikus tenzo-
rok algebrdjanak egy bazisa az
e/ @ - ®e, i1 =... <0}
halmaz.
Bizonyitas. Mivel egy ,.egytagi” tenzorban barmely két egymds utdni komponenst
felcserélve a két tenzor kiilonbsége mindig egy antiszimmetria és barmely permuticié el6all
egymas melletti elemek cseréjeként, ezért a fenti elemek egy generatorrendszert alkotnak.



322 II. rész 10. Tenzorok

Az, hogy linedrisan fiiggetlenek, hasonldéan bizonyithaté, mint ahogy az antiszimmetrikus
esetben fogjuk tenni, csak sokkal bonyolultabb. Ezért ezt elhagyjuk. [ |

Az antiszimmetrikus tenzorokat hasonl6 elvek szerint definidljuk, mint a szimmetri-
kusokat.

10.8. Definicio. Legyen J az U vektortér tenzoralgebrdja. Legyen & az u ® u alakd
elemek generdlta idedl. A ¥ = Y(U) = T /F algebrit az U feletti Grassmann-algebrinak
nevezziik; és elemeit antiszimmetrikus tenzoroknak.

Az u; ® --- ® u, elemnek a Grassmann-algebrabeli képét u; A ... A u, jeloli. A
Grassmann-algebrabeli szorzas neve kiilsé szorzas.

Az UD-nek ©-beli képét 9V -vel jeloljiik. u

10.17. Tétel. LegyenE ={ey, ..., e,} azU egy bdzisa. Ekkor a kovetkez6k teljesiil-
nek:

(1) Bdrmely u, v vektorrav Au=—uAV.
(2) Bdrmely
r tényezd
e e
A:Ux---xU—>TV

r-linedris antiszimmetrikus leképezéshez egyértelmiien Iétezik olyan ¢ : 47 — 1
homomorfizmus, amelyre

A, ...,u)=¢ A... Au).
(3) A Grassmann-algebra egy bazisat alkotja az
{eg Aoone, i <. . <y}

halmaz.

@) dim(&) = 2", dim(&®) = (Z)

Bizonyitas. Az (1) allitds abbdl kovetkezik, hogy:
URV+vRu=U+vV)Q@U+VvV)—u@u—-vQeves

(2)-t a kovetkez8képpen bizonyitjuk:

Egy adott A : U" — V r-linedris antiszimmetrikus fliggvényhez a tenzorszorzat tulaj-
donségai szerint 1étezik olyan egyértelmd v : U”) — U* homomorfizmus, amelyre A =
=¢¥%,;ahol T, : U — U a tenzorszorzatot jellemz6 r-homomorfizmus. Az antiszim-
metria miatt Ker (i) tartalmazza U N F elemeit. A masodik izomorfizmustétel szerint
tehat 1étezik a megfelel faktorizacio.

(3) bizonyitdsdhoz el6szor a kovetkezdket nézziik. J-nek az E dltal meghatdrozott
bazisabol azoknak az elemeknek az Gsszege vagy a kiilonbsége, amelyekben ugyanazok a
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bézisvektorok (multiplicitdssal) szerepelnek, (1) miatt #-be esik. Ezért elegendd olyan szor-
zatokat nézni, ahol az indexek nem csokkennek. A definici6 szerint azok a tagok, amelyek-
ben két egymds utdni index megegyezik, ugyancsak J-be esnek; ezért a felsorolt elemek
generdtorrendszert alkotnak.

A linedris fiiggetlenséghez elGszor azt latjuk be, hogy a U™-belie; ® --- @ e, ¢ 5.
Ehhez (2) miatt elég azt megmutatni, hogy van olyan n-linedris antiszimmetrikus fiiggvény,
amely nem azonosan 0 — illetve a fenti elemet példdul 1-be viszi. Ezt a tér dimenzidjara
vonatkoz6 teljes indukcidval bizonyitjuk. n = 1 esetén az allitas trividlisan igaz.

Tegyiik fel, hogy az allitds igaz barmely (n — 1)-dimenzids térre, és tekintsiik az n-
dimenzids tér fenti bazisat.

Definidlnunk kell egy 0,(uy,...,u,) antiszimmetrikus n-linedris fiiggvényt. Ilyen
fliggvény viszont 1étezik, hiszen barmely w(uy, ..., u,) mérték rendelkezik ezzel a tulaj-
donsaggal.

Legyen most s € Z olyan, hogy a feltételezett bazisvektoroknak egy lineéris kombi-
nécidja. Azt fogjuk bizonyitani, hogy minden egyes egyiitthaté 0. Legyen evégett ¢ - €;, ®
® --®e;, (i1 <...<ir)az s-nek egy olyan tagja, hogy minden mds tagban legaldbb r
tényezd 1ép fel. Legyenek a kimaradt indexek j; < ... < js (r +s = n), és szorozzuk meg
s-tej ®---Q®ej -sel. Mivel minden mas tagban e komponensek koziil legalabb az egyik
fellép, ezért ez a szorzat c - e; ® - - - ® e, (vagy a negativja). Az idedltulajdonsag szerint
ez is J-ben van, ami — mint el6bb belattuk — csak dgy lehet, ha ¢ = 0. Ebbdl trividlisan
kovetkezik, hogy s = 0. Igy a felsorolt elemek valéban linedrisan fiiggetlenek.

(4) trividlisan kovetkezik abbodl, hogy a felsorolt baziselemek annyian vannak, ahdny
részhalmaza egy n-elemii halmaznak van; illetve ahdny k-elem{ részhalmaza egy n-elemd
halmaznak van. [ |

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy a vektoridlis szorzds a haromdimenzids valds téren értelmezett anti-
szimmetrikus bihomomorfizmus.

2. Mutassuk meg, hogy az n-dimenziés 2 vektortér minden § : 2/"~! — % antiszimmetrikus
n—1
multihomomorfizmusdhoz van olyan ¢ : /\ U — U homomorfizmus, hogy f(uy, ..., u,—1) = @ A
Ao AU,—1).
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5. Alkalmazasok

10.9. Definicié. Legyen A egy matrix, és hagyjuk el bizonyos sorait és oszlopait. gy

egy részmatrixat kapjuk. Ha I = {iy,...,i,} az elhagyott sorok indexei (n6v$ sorrend-
ben) és J = {ji, ..., js} az elhagyott oszlopok indexei (n6v$ sorrendben), akkor a kapott

matrixot az (I, J)-hez tartozé Aj ; részmdtrixnak nevezziik.

Ha a kapott mdtrix négyzetes, akkor az (I, J)-hez tartozé részmdtrix D(Aj, ;) deter-
minansanak a neve az eredeti matrix (/, J)-aldetermindnsa.

Ha az eredeti matrix is négyzetes, akkor legyen S(I, J) = Z(it +jr)éssg (I, J) =
1

=(— I)S(I ) az (1, J) parhoz és egyszersmind Ay, ;-hez, valamint determindnsdhoz tartozd
el6jel. Az (I, J)-hez tartoz6 algebrai aldetermindnson az sg (I, J)-D(Ay,_ ) skalart értjiik. W

10.18. Tétel (Laplace-kifejtés). Rogzitsiik az A = [a;, ;] négyzetes matrix I-beli
indext sorait (I = {i; < ... < i,}) és J fusson végig az N = {1, ...,n} halmaz r-elemii
részhalmazain. Jelolje tovabba I' és J' — megfeleléen — az I és J N -beli komplemente-
Iét.

Szorozzunk meg minden D(Ay j) aldetermindnst a megfelelé (1, J) pdrhoz tartozo
algebrai aldetermindnssal. Ezeknek a szorzatoknak az 0sszege D(A).

Bizonyitas. Mind a D(Ajs /), mind a D(Aj ;) determindnsok tekinthetSk az eredeti
matrix uy, ..., u, oszlopvektorai fiiggvényének.

Ezt egy kicsit részletesebben megnézziik:

Legyen ey, ..., e, az oszlopmatrixok vektorterének az a bizisa, amelyben az e; mat-
rixndl az i-edik helyen 1 4ll, s a tobbi helyen 0. Legyen u = Zciei, és legyen mw(u) =

i
= Zciei. Hasonl6an definidlhaté 7’; ahol I helyett I” 4ll. Ekkor D(A;/ ;1) éppen a
iel

w(uj,), ..., w(uj;,) vektorokbdl mint oszlopmatrixbdl dll6 matrixnak a determinénsa lesz.
Hasonl6 teljesiil D(Aj, j)-re is.

Készitsiik el a

Dy =Di(w,....uy) =Y sg(I.J) D(Ap y(uyi, ..., up))- D(Af y(uy, ... uy)
J

fliggvényt. Vegyiik észre, hogy az 0sszeg barmely tagjat tekintjiik, minden egyes u; vek-
tor a fellépd két determindns tényez6 koziil pontosan az egyikben szerepel, mert J' és J
egymds komplementerei. Ebb6l azonnal lathat6, hogy D; a szerepld vektoroknak multili-
nedris fliggvénye. Azt akarjuk beldtni, hogy antiszimmetrikus; azaz ha a vektorok kozott
azonosak vannak, akkor a fiiggvényérték 0.

Tegyiik fel, hogy u; =u ;. Azok a tagok, amelyekre j, j e Jvagy j, j € J teljesiil,
biztos egyenldk 0-val; mert a megfelel6 tényezSk valamelyike 0. Legyen tehdt j € J és
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j' € J'. Minden egyes ilyen taghoz egyértelmiien pdrosithaté egy mdsik tgy, hogy itt
az oszlopindexek K halmaza J-bdl a j elhagyasaval és j’ hozzavételével keletkezik. (Ez
mér egyértelmiien meghatdrozza K'-t is.) E két tag legfeljebb eljelben térhet el egyméstol
(éppen azt akarjuk bizonyitani, hogy kiilonbozd elGjeltiek, tehat osszegiik 0). Az eltérés
egyik oka, hogy sg (I, J) és sg (I, K) nem biztosan egyenldek — eltérésiik (—l)j/_j.
Emellett maga a két determindns is eltérhet eldjelben; hiszen példdul az elsé tényezdben
a j-edik oszlop azon a helyen 4ll, ahol nagysdgrendben szerepel a j a J elemei kozott,
mig a masik esetben a vele megegyez oszlop ott 4ll, ahol j’-nek kell nagysagrend szerint
allni. Ugyanez a helyzet a masik determindns tényez6nél is. Az egyiittes el6jelvaltast tehat
az adja meg, hogy mennyi cserét kell végezniink, amig a j’-edik oszlopot a j-edik helyre
vissziik. E cserék szdma j' — j — 1; tehdt a két tag valéban egymds negativja.

Ezzel beléttuk, hogy D, a D-nek skaldrszorosa. Mivel pedig az e, ..., e, bazison
nyilvan egyenléek, ezért D| = D. [ |

Tekintsiik az n-dimenzids U vektortér r-edik kiilsG szorzatit. Ennek elemei uj A. . .Au,
alaku tenzorok linedris kombin4cidi. E tér egy bdzisat alkotjak azok az ep = €;; A ... A
A e;, alaku elemek, ahol P = {i; < ... <i,} végigfut az 1, ..., n halmaz Osszes rendezett
r-eseinek a halmazén; és ey, ..., e, az U egy bézisa.

Azt akarjuk megéllapitani, hogy mik a fenti ug = u; A...Au, elem koordinétdi ebben
a bézisban. Tekintsiik evégett az adott bazisnak az e} elemekbdl all6 dudlis bazisit, majd
rogzitsiik P-t. Az ug elem ,,P-edik” koordindtdja e} (ug). Ezt dgy tekinthetjiik, mintha
az uy, ..., u, elemekre el6szor egy antiszimmetrikus r-homomorfizmust, majd egy homo-
morfizmust alkalmaztunk volna, amelynek az eredménye ugyancsak egy antiszimmetrikus
r-homomorfizmus.

Legyen most a ¢p : U — U transzformacié ugy definidlva, hogy ¢p(e;) = ¢;, ha
i € P, éslegyen pp(e;) =0 egyébként. (Ezt nem csak r-elemd, hanem akarhiny elemd P
részhalmazra definidlhatjuk.) TetszSleges u € U vektor egyértelmien felirhaté u = pp(u)+
+ ¢o(u) alakba, ahol Q a P-nek komplementere az {1, ..., n} halmazban. frjunk most fel
minden az ug-ben szerepld u; vektort a fenti médon 6sszegként, és alkalmazzuk erre az
ep-ot. Ez az

eplpx,@) A~ Apx, (W) (Xi,..., X € (P, 0))

alakd tagok Osszege lesz. Egy ilyen tag biztosan 0, ha valamelyik X; = Q, ezért amit
kapunk, nem mds, mint €} (@p(u) A -+ A @p(uy)).

Ezt a , fliggvényt” most ugy tekinthetjiik, mint ami az e;, ..., ;. vektorok generdlta
altéren van értelmezve, ahol {iy,...,i,} = P. Ez a fiiggvény nyilvan r-linedris és anti-
szimmetrikus; tovdbbd az e; , ..., e; bazison az 1 értéket veszi fel. Ez tehdt pontosan a

[ep(ay)- - @p(u,)] matrix determindnsa. E determindnst 0(¢p(ug))-rel jelolve azt kapjuk,
hogy:

ug =) ¢p(ug)-ep, ahol PC{l,....n} |P|=r.
P
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10.19. Tétel (Cauchy-Binet-formula). Legyen A az U és V matrixok szorzata. I és
J az A madtrix sorainak és oszlopainak indexhalmaza, ahol |I| = |J| = r. Fusson végig P
az U és V matrix oszlopai, illetve sorai indexhalmazdnak r-elemii részhalmazain. Ekkor

det (A7) = Zdet (Ur.p) - det (Vp_)).
P

Bizonyitas. Mivel az A matrix i-edik sordnak a j-edik eleme az U matrix i-edik
sordnak és a V matrix j-edik oszlopdnak a szorzata, ezért feltehetd, hogy az A métrixnak
r sora és r oszlopa van; s a kérdéses determindns az A matrix determindnsa.

Legyen n az U oszlopainak, illetve a V sorainak a szdma. Ekkor ezeket

U=Mu,....,u]" é V=[vi,...,v]
alaku matrixoknak tekinthetjiik, ahol uy, ..., u,, vy, ..., v, egy n-dimenzids vektortér ele-
mei. Maga az A matrix [U T(vy), ..., UT(v,)] alakban is frhat6. EbbGl azonnal kévetkezik,
hogy determindnsa a vy, ..., v, vektoroknak (rogzitett U esetén) r-linedris antiszimmet-
rikus fiiggvénye. A dualitds miatt hasonlé mondhat6 az U matrix sorvektorairdl. Eszerint
az

A(luy, ..., u ], [vi, ..., vr]) = det (A)

,kétvaltozos” fiiggvény keresztiilvezethet$ a kiilsé szorzaton:

ey A...A AU, VA LAYV =det (A).

Legyen most e; az a bazisvektor, amelyben az i-edik helyen 1 4ll, s a tobbi eleme O
(i=1,...,n). Legyen P és Q az {1,...,n} két r-elemi részhalmaza. Az Ut = lei,, ...
...,€,.1, V=1ej,...,e;] esetben A az identitdsmatrix, ha P = Q, €s ezért det (A) = 1;
mig P # Q esetén a kapott A matrixnak van egy O sora, és ezért det (A) = 0. Eszerint
w(ep,eQ) =6p .

A két valtozéban valé bilinearitds miatt

@A AU, VAL AY) =@ (Z 0(pp(ugr)) - ep, 0(po(VRy)) - eg) =

P.Q
= > 2(pp(ur)) - 2pe(vR)) - ¢lep.eg) = Y dppug)) - App(VR));
P,Q P
ahol P és Q egymdstdl fiiggetleniil végigfutjik az {1, ..., n} halmaz r-elem{ részhalma-

zait.
Ez pedig éppen a kivant 6sszefiiggést adja. |
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