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1. fejezet

El16sz6.

E jegyzet célja az, hogy a linearis programozas elméletét belehelyezze abba a gondo-
latkorbe, amelyhez a Budapesti Kozgazdasagtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem
hallgatoi az els6 szemeszterekben hozzaszoktak, és amelyre sziikségiik lesz kiilonosen
azoknak a hallgatoknak, akik a kozgazdasagtant elméleti igénnyel késziilnek miivelni.
A targyalasmod nem lesz éppen valtozatos, f6ként allitasok és bizonyitasok soroza-
tabol all, amelyeket példak és gyakorlatok ritkan illusztralnak. Bar szamitunk az
olvaso linearis algebrai tajékozottsagara, osszefoglaljuk mindazokat (de csak azokat)
a fogalmakat és allitasokat, tobbségiikben bizonyitasaikkal egyiitt, amelyeket a linearis
programozasi feladat vizsgélatdnal igénybe vesziink.

Elgszor bemutatjuk az LP feladatot, majd szdrmaztatunk egy masik lineéris
programozasi feladatot, amelyet duélis feladatnak neveziink, a kiindul6 feladatot
pedig ebben az Gsszefiiggésben primal feladatnak. Célunk az, hogy bemutassuk a
linearis programozasi feladat szerkezetét, tulajdonsagait, a primal-dual feladatpar
kapcsolatat, és a két feladat egyiittes megoldasara szolgaldé sok modszer koziil a
legismertebbet: a szimplex modszert.

A targyalas kozéppontjaban a priméal-duél feladatpar tanulmanyozéasa és a du-
alitasi tétel all. A dualitasi tétel kimondéasahoz, bizonyitasahoz sziikségiink lesz a
Farkas tételre, annak bizonyitasahoz pedig a konvex halmazok elméletében kézponti
jelentGséggel bird szeparacios tételre, amelynek azonban csak azt a valtozatat mond-

juk ki és bizonyitjuk itt, amelyet a Farkas tétel bizonyitasdhoz felhasznalunk. En-
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8 1. FEJEZET: ELOSZO.

nek megfeleléen a targyalas felépitése a kovetkezd. A dudlis feladat bevezetése
utan néhiny halmazelméleti illetve konvexitéssal kapcsolatos fogalom, a szepara-
cios tétel és a Farkas tétel kovetkezik. Ezutan az LP feladat megoldasainak elhe-
lyezkedésérdl lesz szo és bizonyitjuk a dualitasi tételt. A dualitasi tétel folyomanya
a nagyjelent&ségli komplementaritasi tétel, amely ravilagit az LP feladat optimalis
megoldéasainak jellegére is. Ezzel teljes egészében elGkészitettiik a szimplex modsz-
ert, amelynek ezutdn csak a leirdsa marad héatra. Végiil sor keriil a szimplex tabla
szerkezetének a tanulmanyozasara abbol a célbol, hogy lassuk, hogyan befolyasoljak
a feladat paraméterei az optiméalis megoldést és az optimélis célfiiggvényértéket. A
szimplex modszer alkalmazasat, a lehetséges kimeneteleket és a feladat paraméterei
valtozasanak a kovetkezményeit szampélda illusztralja.

Az utolso fejezetben linearis programozasi feladatra visszavezethetd nemlinearis
programozasi feladatok koziil bemutatunk néhanyat, azzal a céllal is, hogy az olvaso
érdeklgdését felkeltsiik a matematikai programozas néhidny mas aga, pl. a sz-
tochasztikus programozas és a hiperbolikus programozés, és a doéntéselméletben
fontos szerepet jatszo célprogramozas illetve tobbcéla programozas irant.

Az ajanlott irodalommal zarul a jegyzet. Néhany mérfoldkének tekinthetd konyvet
sorolunk itt fel és néhany jellemz6 adatot, magyar vonatkozast a linearis programozést

is magaban foglalé operacidkutatas torténetébdl.



2. fejezet

A linearis programozasi feladat.

2.1. A linearis programozasi feladat.

Legyen A m xn méretd métrix, b m-komponensi vektor, ¢ n-komponenst vek-
tor, mindharom adott. Keresiink olyan n-komponensii x vektort, amely maximal-
izalja a cx linearis fliggvenyt (skalaris szorzatot) az Az = b, x > 0 lineéaris feltételek

mellett:

Ez a linearis programozasi feladat egységes, ugynevezett "kanonikus" alak-
ban. Altalanos formajaban egy LP feladat tartalmazhat egyenlGtlenségi feltételt,
elgjelkotetlen valtozokat, maximalizélas helyett lehet minimalizalas a cél. Az LP
feladat kiilonbo6z6 alakjai azonban ekvivalensek abban az értelemben, hogy barmely
LP feladat kanonikus alakban felirhato, és forditva, egy kanonikus alakban felirt
LP feladat atalakithatd més, példaul csupa egyenlGtlenségi feltételt tartalmazoé fela-
datta. A kovetkez§ tételben Osszefoglaljuk az LP feladat feltételeit és célfiiggvényét
illet6 atalakitasi lehetGségeket.

Megjegyezziik, hogy ebben a jegyzetben minden vektor-vektor szorzas skalaris,
ezért sehol nem tiintetjiik fel a transzponalt jeldlésével, hogy az elsé sorvektor, a

masodik pedig oszlopvektor. A matrix-vektor szorzasnal szintén a sorrend donti el,

9



10 2. FEJEZET: A LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT.

hogy a szébanforgd vektor sorvektornak vagy oszlopvektornak tekintendé-e. Megje-
gyezziik tovabba, hogy A7 jeldli az A matrix j-dik oszlopat, A; pedig az i-dik sorat,

azaz A7 m-komponensii, A; n-komponensii vektorok (j =1,....,n;i =1,...,m).
1. Allitas (ekvivalens atalakitasok):

(1) Az apz1tapxet...4ay,z, < b; feltétel egy nemnegativ u; valtozo bevezetésével

helyettesithets a kivetkezs két feltétellel:

1T + QipTo + ... + ATy, +U; = bi,

Y
o

Uy

Az ajxy+aprs+ ...+ agx, > b; feltétel egy nemnegativ u; valtozo bevezetésével

helyettesithets a kovetkezs két feltétellel:

a;1T1 + Q2% + ... + AinTy — U; = bi,

v
o

Uy

(2) Az ajnxy + aipxs + ... + apmz, < b; feltétel ekvivalens a

—Q;1T] — QipTy — ... — QinTp > —b;

feltétellel, az a;1x1 + apxs + ... + a;nx, > b; feltétel ekvivalens a

—@1T] — QpTy — ... — QinTp < —b;

feltétellel.
(3) Az ajxy + apxs + ... + aimx, = b; feltétel helyettesithetd a kovetkezd két

egyenlGtlenségi feltétellel:

IN

bia

;111 + ;99 + ...+ AinTn

;171 + QioT9 + ... + ATy, > bz

Az apxy + apry + ...+ apx, = b; (i = 1,..., k) k szamu feltételbdl allo feltétel-

rendszer helyettesithets a kdvetkezd k + 1 szamu egyenlGtlenségi feltétellel:
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a1 T + QT2 + ... + Ty S bZ (Z = 1,...,]€),

k k k
Z a;ry + Z ATy + ... + Z AinTy 2> Z b;.
=1 =1 =1

(4) Elgjelkotetlen x; valtozo helyettesithet§ két nemnegativ valtozo kiilonbségével:

1 ! "
1% ZO,xj > 0.

T = a:; -
Tobb el§jelkbtetlen valtozo esetén elegendd egyetlen 4j valtozot bevezetni ahhoz,

hogy valamennyi szébanforgd valtozé nemnegativitasat eléirhassuk: az
a;1r1 + Qoo + ... + QinT, = bZ,Z = 1, .,Mm
feltételrendszer ekvivalens az alabbi feltételrendszerrel:
n
ai1Ty + A%y + ... + i, — (Z aij> o = byui=1,....,m,
j=1
To > O,yc;- >0,5=1,...,n.

ahol az x; = 2| — %o, ..., 2, = x,, — 2, helyettesitést alkalmaztuk.

(5) A célfiiggvény maximalizalasa ekvivalens a célfiiggvény negativjanak mini-
malizalaséval és forditva.

Bizonyitas: A (4) allitast latjuk be, a tobbi bizonyitasat az olvasora bizzuk.

n

Tegyiik fel elgszor, hogy @ = (71, X9, ..., T,,) kielégitia > a;jz;, =b;, i=1,...m
j=1

feltételeket. Mivel minden szdm helyettesithet6 két nemnegativ szam kiilonbségével,

!/

talalunk olyan z, x;/ nemnegativ szaimokat, hogy z; =

’ "
- — X

;—x;,  J=1,...,n. Legyen

"

T, = max(zr;) és adjunk 4j értékeket az x; valtozoknak a kovetkez6 modon: legyen
j

:17; =Z; + ., . Ekkor z,, :1:; kielégitik az

n
’ ! / .
an Ty + ity + ... + ainT, — E aij | xe = b, (i=1,....,m)
Jj=1

v
o
8
V
o
()
I
\t—‘
2

Lo
egyenlGtlenségrendszert.
Tegyiik fel masodszor, hogy =, > 0, x; >0,(j =1,...,n) kielégitik a fenti egyen-

I6tlenségrendszert. Legyen T = (2] — o, ..., T, — ©,). Akkor AT = b teljesiil. O
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2.2. A dualis feladat.

Bevezetjiik a

Cr — Imax

Az = b, x>0
kanonikus alakt LP feladat dudlisiat a kovetkezé

yb — min

yA > ¢

feladat formajaban, ahol y m-komponensii dontési (valtozo) vektor. Az elss felada-
tot primal feladatnak, a masodik feladatot dual vagy duélis feladatnak nevezziik,
y komponenseit dudlis valtozoknak. Noha a definicié a kanonikus feladathoz kapc-
solodik, tetszoleges LP feladat dudlis feladatat definidltuk ezaltal, mivel tetszéleges
LP feladat atalakithaté kanonikus alakuva. Az olvaséra bizzuk az alabbi két allitas

igazolasat.
2. Allitas A dualis feladat dualisa a primal feladat;

3. Allitas A cx — max, Az < b,z > 0 ugynevezett ”standard” alaki feladat

duélisa az yb — min, yA >c¢, y > 0 feladat.

2.3. Konvex halmazok az euklideszi térben.

A linearis programozasi feladat vizsgalatahoz sziikség van néhény lineéris algebrai
fogalomra és allitasra. Ebben a szakaszban ezeket foglaljuk Gssze.

Legyen H C R™, H # ().

Az a pont a H torldddsi pontja, ha a barmely kérnyezete tartalmaz a-tél kiilon-
b6z6 elemet a H-bol.

Az a € H pont H-nak belsd pontja, ha a-nak 1étezik olyan r-sugart kornyezete,
amelynek minden pontja H-hoz tartozik.

A H halmaz zdrt, ha minden torlédasi pontjat tartalmazza.
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A H halmaz nyilt, ha minden pontja belsé pont.

A H halmaz korldtos, ha van olyan k szam, hogy ||la|| < k fennéall minden a € H
esetén.

A H C R"™ halmaz kompakt, ha korlatos és zart.

A H C R" linedris tér, ha a linearis kombinaciéra nézve zart: ay,as € H maga
utan vonja, hogy pia; + peas € C' minden py, o € R esetén.

Az ay,as, ..., a;, € R™ vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha linearis kombinaciojukként
a 0 vektor csak azonosan 0 egyiitthatokkal all el&: pyay + poas + ... + prar = 0 =
i =0 Vi esetén.

Az aq,a9,...,a, € H C R"™ a H linearis tér bdzisa, ha aq,as, ..., a; linearisan
fiiggetlenek és H minden eleme elGall az aq, as, ..., a; vektorok linearis kombinacio-
jaként: a € H maga utan vonja, hogy 31, po, ..., g, hogy a = pyay+psas+... 4 fag.

Az a1, ay € H pontokat 6sszekots szakasz a {a | a = Aag + (1 — N)ag,0 < A < 1}
halmaz.

A H halmaz konvex, ha barmely két elemével egyiitt az azokat 0sszekotd szakaszt
is tartalmazza.

Az a legsziikkebb konvex halmaz, amely tartalmazza a H halmazt, H konver
burka.

Legyen c € R",c # 0, € R. Az {x € R" | cx = a} halmaz hipersik.

Legyen ¢ € R" ¢ # 0,0 € R. Az {z €R"|cx<a} és {reR"|cx >a}
halmazok zdrt félterek.

Legyenc € R", ¢ #0,a € R. Az{x € R" | cx < a} és{x € R" | cx > a}halmazok
nyilt félterek.

(1) A H halmaz konvex akkor és csak akkor, ha barhogyan is véalasztjuk ki az
ai,ao, ...,ar € H pontokat, azok barmely konvex linearis kombinaciéja is eleme a H
halmaznak: i Nia; € Hyha ;>0 (i=1,...,k), i A = 1.

(2) Konvg(1 halmazok metszete konvex. .

(3) A hipersik konvex halmaz.

(4) A félterek konvex halmaz.

Bizonyitas.
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(1) A feltétel teljesiilése esetén a H halmaz konvex, hiszen a feltétel teljesiil & = 2
esetén is, ez pedig a konvex halmaz definici6ja. Belatjuk most, hogy ha H konvex,
akkor a = i/\iai e H (N>0 (i=1,...,k), i)\i = 1), a H szobanforgo6
elemeinek k:lgzlamara vonatkozo teljes indukcidval. Azzzé:llitas igaz, a konvex halmaz
definicidja szerint, k = 2-re. Tegyiik fel, hogy igaz k — 1-re, belatjuk, hogy akkor

igaz k-ra is. Ha \p = 1, az Allitas igaz, mert a; € H. Tegyiik fel, hogy Ay < 1.
k=1
Ekkor 1 — Ay = > A; > 0. Az indukcios feltevés miatt

i=1

a; € H, mivel

Y _
1— X 1= '

1— X

k—1
>0,(i=1,..,k=1),)
i=1
k=1

Ekkor azonban az a = Agag+(1— ) E 1:\—j’\kai vektor szintén eleme a H halmaznak
a H konvexitasa miatt. -

(2). Legyen w1,z € (\H,, H, (v € I') konvex halmazok. Legyen z = Az +
(1 —A)za,1 > A > 0. Mivel 21, 25 minden H., halmaznak eleme és H.,, konvex, ezért
x eleme e halmazok mindegyikének és ily médon metszetiiknek is.

(3) Legyen z1, 29 € {x € R" | cx = a}, legyen x = Az + (1 — N)zg, 1 > A > 0.
Akkor cx = Aexy + (1 — N)cxg = da+ (1 = Na=a, azaz x € {x e R" | cx = a}.

(4) Legyen z1, 29 € {x € R" | cx > a}, legyen o = Az + (1 — N)xg, 1 > A > 0.
Akkor cx = Aexy + (1 = N)exa > da+ (1 —Na=a,azaz x € {x € R" | cx > o} .0

Egy a € H a H konvex zart halmaz csicspontja vagy extrémdlis pontja, ha a
nem irhato fel H a-t6l kiilonb6z6 elemeinek konvex lineéaris kombinéacidjaként.

Az R"™ véges szam elemének konvex burkat poliédernek nevezziik.

Véges szamu zart féltér metszetét poliedrikus halmaznak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a poliéder a csticspontjainak konvex burka.

A H C R" konver kiup, ha a nemnegativ kombinaciora nézve zart: a,ay € H
maga utan vonja, hogy pia; + peas € C minden pq, o € R, 1, p2 > 0 esetén.

Az alabbi allitast bizonyitas nélkiil kozoljiik.
5. Allitas Az R™ tér véges szamu eleme altal generalt konvex kip zart halmaz.

6. Allitas Legyen ay,as, ..., a; € R™.
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2.1.7abra.

(1) A H={aeR"|a= a1+ poas + ... + pgag, pr; > 0(j =1,...,k)} halmaz
konvez kip.

2)AG={yeR"|ya; <0 Vj=1,..,k} halmaz konvex kip.

Bizonyitas. (1) Legyen H > d = pja1 + ppay + ... + phap, u; > 0(i =
1., k), H>d =pla+ pyay+ ... + ppag, p; > 006 =1,.... k). Akkor a’ +a" =
() + pi)ay + oo+ (g + i) ax € H és pphay + prpigas + ... + ppgap € H, ha p >0,
mert ekkor u,u; >0 Vi=1,..,k.

(2) Legyenek y1,yo € G. Ekkor (y14+y2)a; = yia;+y2a; < 0,vagyis yi1+y. € G.
Tovabba, pyra; <0 (j=1,....k), azaz py; € G.O

Az el6z6 allitasban szerepld G kipot a H kap poldrisanak nevezziik, jelolése:
G = H~. A két kipnak szemléletes geometriai tartalom adhat6, amely implikalja
azt az - alabb a Farkas tételben bizonyitott - megéllapitast, hogy az R" egy a
vektora vagy benne van a H kipban, vagy a polarisdnak van olyan y eleme, amely
a-val hegyesszoget zar be, amint ezt az aldbbi abra mutatja.

Vegyiik észre, hogy G-vel egyiitt az aG halmaz is konvex kip minden o € R
mellett.

Vegyiik észre, hogy az, hogy a kanonikus alakd linedris programozési feladat
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2.2.74bra.

feltételeit kielégitd megoldés létezik azt jelenti, hogy a jobboldalon 1évé m-komponensti
b vektor benne van az A matrix A, ..., A" oszlopvektorai 4ltal generalt konvex kip-
ban.

Legyen H és G két nemiires halmaz R"-ben. Az {x € R" | cx = a} hipersikot

H-t és G-t (szigorian) elvdlaszto hipersiknak nevezziik, ha

r € H=a<a (a<a)

r € G=cx>a (cx>a)

A kovetkez6 allitas azt mondja ki, hogy egy zart konvex halmaz és egy, a hal-

mazhoz nem tartozé pont szigorian elvalaszthato.

7. Allitas (Szeparacios tétel): Legyen H C R" zart konvex nemiires halmaz
és ¥ € R"\ H. Akkor létezik olyan 0 # ¢ € R" és o € R, hogy az
{z € R" | cx = o} halmaz a H halmazt és az T pontot szigorian elvalaszto

hipersik.

Bizonyitas. Legyen D,(Z) = {z | ||z — Z|| < p} az T p-sugart zart kornyezete.
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Valasszuk p-t gy, hogy D,(Z) N H # (). Mivel ||z — Z|| folytonos fiiggvény, ezért
felveszi a minimumat az R™ korlatos és zart, azaz kompakt D,(Z)NH részhalmazanak

egy pontjaban, legyen ez a pont z°. A minimum értéke:
|z° —Z|| > 0, mert T ¢ H.

A tételt azzal bizonyitjuk, hogy belatjuk, ¢ = 2° — T és egy alkalmas « érték
az allitdsban szerepl§ elvalaszto hipersikot hataroz meg. Legyen x € H tetszéleges
pont.

H konvex volta miatt Az + (1 —A)z° € H ha0 <A <1, ésa

Az + (1= A)z® =7 > [J«° — 7]

egyenlGtlenség fennall minden 0 < A < 1 értékre. Emeljiik négyzetre az egyenlGtlen-

ség mindkét oldalat. Azt kapjuk, hogy

Mz —2°)? + 2z —2°)(2° —2) + (2° = 2)* > (2° —72)?

M2(z — 2°)(2° = Z) + Mz — 2°)?] > 0.

Mivel ez utébbi egyenlGtlenség baloldalan A szorzdja A-nak linedris fiiggvénye, az
egyenlGtlenség csak akkor allhat fenn minden 0 < A < 1 értékre is, ha e linearis

fiiggvény konstans tagja nemnegativ:

(x —2°)(2° —7) >0, azaz z(2° —7) > 2°(z° — X).
Mivel

(x° = 2)(z° = 7) > 0,ezért 2°(z° —7) > 2(z° — T).
Vialasszuk c—t és a-t a kovetkezdképpen:

2°(2° —2) + Z(z° — 7)

— °c_7 0 —
c=2"—-7T#0,« 5

Azt kaptuk, hogy cx > a > ¢ minden = € H esetén, azaz az {xr € R" | cx = a} a

H halmazt és az ¥ pontot szigoraan elvalaszto hipersik.O
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8. Allitas (Farkas tétel): A kovetkezs két feladat koziil az egyik és csak az egyik

oldhat6 meg.:

(a) Az = b,x>0
(b) yA > 0, yb<O

Bizonyitas. El6szor belatjuk, hogy a két feladat egyidejiileg nem oldhaté meg.
Tegyiik fel ugyanis az allitassal ellentétben, hogy az T és i vektorokra fennall, hogy
AT = b,z > 0 és yA > 0,yb < 0. Akkor yAT = yb < 0, mikozben yAZ > 0, ami
ellentmondas.

Masodszor: tegyiik fel, hogy nincs megoldasa az Ax = b,z > 0 feladatnak,
vagyis b nem é&llithaté el6 A oszlopvektorai nemnegativ kombinaciojaként. Ez azt
jelenti, hogy a b vektor nincs benne az A', ..., A" oszlopvektorok altal generélt konvex

zart kipban. A szeparacios tétel szerint akkor létezik a b vektort és az A', ..., A

oszlopvektorok altal generalt kipot szigortian elvalaszto hipersik:

Jy e R™ y#0és o€ R, hogy yb < a és ya > a minden a € {a | a = Az, x > 0}

esetén.

Mivel az A oszlopvektorai altal generalt kipnak az A7 oszlopvektorok is elemei
és az a = 0 vektor is eleme, ezért yA’ > a,j =1,...n és a < y0 = 0. Igy yb < 0.
Az « negativ volta 6nmagaban még nem zarja ki, hogy valamely rogzitett 7 indexre
y A’ negativ legyen. De A/-vel egyiitt annak minden nemnegativ §-szorosa is eleme
a ktupnak, ezért ha yA? < 0, akkor 6 yA’ tetsz6legesen nagy abszolut értéki negativ
szam lehet, vagyis a-nal kisebb lesz, ha ¢ elég nagy. Ez ellentmondasban van azzal,
hogy yAx > a minden x > 0 mellett, beleértve azt az x vektort is, amelynek j-edik
komponense 1, a tobbi 0.

Tehét az y vektorra fennéll, hogy yA > 0 és yb < 0, ami éppen a tétel allitasa.O

2.4. Az LP feladat megoldasairol.

Megallapitottuk, hogy minden linearis programozasi feladat ekvivalens atalakités

eredményeként kanonikus feladatta valhat és forditva, minden kanonikus feladat
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barmilyen mas formaban is megfogalmazhaté. Elegendé tehat a kanonikus felada-
tot vizsgalnunk ahhoz, hogy az LP feladatokra vonatkoz6 altalanos észrevételeket

tehessiink, amint az itt kovetkezik. A

LP feladat lehetséges vagy megengedett megolddsainak nevezziik azokat az x vek-
torokat, amelyek a feltételeket kielégitik.

Az LP feladat célfiggvénye az optimalizdland6: maximalizdland6 (mas esetben
minimalizaland6) cz lineéris fiiggvény.

Az LP feladat optimdlis megolddsainak nevezziik azokat az x vektorokat, amelyek
a lehetséges megoldasok halmazan a célfiiggvényt maximalizéaljék.

A feladat egy lehetséges bdzisa az A matrix oszlopvektorainak olyan Osszessége,
amely egyrészt bazisa az A oszlopvektorai altal generalt linearis térnek, masrészt
azok az egyiitthatok, amelyekkel a b vektor egyértelmien felirhaté ezen oszlopvek-
torok linearis kombinaciojaként, nemnegativak.

A feladat bdzismegolddsainak nevezziik azokat az x vektorokat, amelyek pozitiv
komponenseihez tartozé oszlopvektorai az A matrixnak linearisan fiiggetlenek. Egy
bdzismegoldds degenerdlt, ha a szébanforgd oszlopvektorok az A matrix oszlopvek-

torai altal kifeszitett linearis térnek egy valodi alterét generaljak.

9. Allitas A lehetséges megoldasok L = {x € R" | Az = b,z > 0} halmaza kon-

vex.

Bizonyitas. Mivel az egyenletrendszer megoldashalmaza: az {z | Az = b} =

m
N\ {z | Aix = b;} halmaz hipersikok metszete, ezért konvex. Konvex tovabba az

=1

x € R" | x > 0} halmaz is, mert metszete az {x € R" | e,z > 0},i = 1,...,n fél-

tereknek, ahol e; az i-dik egységvektor. Igy konvex az
{xGR”|mZO}ﬂ{x|Ax:b}

halmaz is.O
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Vegylik észre, hogy az optimalis megoldasok halmaza, ha nemiires, szintén végesszamu

hipersik és a nemnegativ térnegyed kozos része:

Lopt ={x | Az =b,cx = ~,,0 > 0},
ahol 7, az optimalis célfiiggvényértéket jeloli. Ezt foglalja 6ssze az alabbi
10. Allitas Az optimalis megoldasok halmaza konvex.

A kovetkez§ allitast fontossdga miatt kiemeljiik, de tartalma nyilvanvalo, hiszen
a Weierstrass tétel értelmében az R™ korlatos zart részhalmazan folytonos fiiggvény

felveszi a minimumat is és a maximumat is.

11. Allitas Ha a lehetséges megoldasok halmaza korlatos, akkor az LP feladatnak

van optimalis megoldasa.
A lehetséges és optimélis megoldasok elhelyezkedését illusztralja az alabbi példa.

Példa Tekintsiik a kovetkezG kétvaltozos feladatokat és vizsgaljuk a lehetséges és

optiméalis megoldasok halmazat kiilonb6z6 esetekben.

2x1 +319 —  max

(1) —xz1 4z < 1,
(2) 1 Hzy < 4,
(3) —x1 +2xy >> =2
(4) 3x1 Hx2 > 3,
(5) x1, T > 0.

Abrazoljuk a lehetséges megoldasok halmazat (3. dbra):
(a) A lehetséges megoldasok L halmaza korlatos, nemiires, poliéder. Az optimalis

megoldasok halmaza egyetlen csticspont, az 1 +x9 = 4 és az x1 — 229 = 2 egyenesek

metszéspontja: ;= 13—0, Ty = %

(b) Véltoztassuk meg a célfiiggvényt. Legyen a maximalizalando célfiiggvényiink:

21 + x9. Ekkor az optimalis megoldasok halmaza az L. halmaz egy hatarolo szakasza:

%, Ty = % pontot az x1 = %, x5 = 2 ponttal dsszekitd szakasz.

az r1 = 3
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2.3.7abra.

(c) Az eredeti feladat (2) feltételét valtoztassuk meg, legyen az 0j (2) feltétel a
kovetkez6: x14+x9 < 0,9. Ekkor a lehetséges megoldasok halmaza és igy természetsz-
eriileg az optimalis megoldasok halmaza is iires.

(d) Hagyjuk el a (2) feltételt teljes egészében. Ekkor a lehetséges megoldasok
halmaza a 4. abran lathaté nem korlatos poliedrikus halmaz:

A célfiiggveény tetszélegesen nagy értéket felvehet, vagyis nem korlatos a lehet-
séges megoldasok L halmazan, ezért az optimalis megoldasok halmaza iires.

(e) Hagyjuk el a (2) feltételt teljes egészében, és valtoztassuk meg a célfiiggvényt.
Legyen az tj maximalizalando célfiiggvény —x,+x5 . Ekkor az optimalis megoldasok
halmaza az L. halmazt hatarol6 azon félegyenes, amely az x| = %,352 = % csticsbol
indul és irdnytangense 1.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy kétvaltozos esetben a lehetséges megolda-
sok halmaza lehet {ires, lehet nemiires korlatos poliéder, illetve nemiires nem korla-
tos: poliedrikus halmaz. Az optimalis megoldasok halmaza lehet iires, lehet egyetlen
csucs, lehet szakasz, vagy félegyenes, de az optiméalis megoldasok kozott mindegyik

esetben van csucs.

A kovetkezSkben a kétvaltozos esetben tett észrevételeinket altalanositjuk. ElGszor
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2.4.74abra.

a feladat bazismegoldasaival azonositjuk a lehetséges megoldasok L halmazanak
csticspontjait. Célunk az, hogy megmutassuk: ha a feladatnak van optiméalis megoldéasa,
akkor van optimalis bazismegoldasa is - ez a kovetkezs fejezet utolso allitasa lesz és

egyben a konkluzio. A kovetkezd allitasban egy észrevételt fogalmazunk meg.

12. Allitas Tekintsiik az Az = b,z > 0 feladat egy = = (1, ..., x,,) megoldésat.
Ha z pozitiv komponenseihez tartozé oszlopvektorok linedrisan Gsszefiiggnek,
akkor meghatarozhaté egy olyan masik = megoldas, amelynek komponensei
0—k ott, ahol x komponensei 0—k és a pozitiv komponenseinek szdma legalabb

eggyel kevesebb.

Az egyszeriiség kedvéért (de az altalanossag megszoritasa nélkiil) feltessziik, hogy
x minden komponense pozitiv. Az allitdsban szerepld feltevés szerint az A métrix
oszlopvektorai linedrisan osszefiggnek. Ekkor 3s = (sq, ..., $,), nem mind 0 kompo-

nensekkel, hogy
Z Aij = 0.
j=1

Feltehetjiik, hogy az s vektornak van pozitiv eleme. (Ha nem lenne, az 6sszeg minden



2.4. AZ LP FELADAT MEGOLDASAIROL. 23
tagjat megszorozzuk —1-gyel.) Legyen

. Xy
0<d=min=2
Sj>08j

és tegyiik fel (az altalanossag megszoritasa nélkiil), hogy

P ——

Sn

Ekkor

T=2—0s= (1 —0S51,..., Ty, — 0Sy) > O,ZAj(xj —dsj) = b,
J

vagyis Z megoldas, de Z,, = 0. Igy Z eggyel kevesebb pozitiv komponenst tartalmaz.

O

13. Allitas Ha a cx — max, Az = b,z > 0 kanonikus feladatnak van lehetséges

megoldasa, akkor van lehetséges bazismegoldasa is.

Bizonyitas. Az éallitdst az A matrix oszlopvektorai (a valtozok) n szaméara
vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk.

n = 1-re az allitas igaz. Tegyiik fel, hogy tetsz6leges n > 1 esetén igaz k < n-
re, belatjuk, hogy akkor igaz k = n-re is. Legyen x = (z1,x9,...,x,) lehetséges
megoldas:

n
S Ay = bw = (01,22, 20) 2 0
Jj=1

1. eset: x komponensei kozott van 0. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy x,, = 0. Ekkor az (x1, z, ..., x,_1) lehetséges megoldasa az n — 1 oszlopvektort
tartalmazo Til Az =byx = (11,29, ...,2,-1) > 0 feladatnak, az allitas tehat igaz
az indukciés] :féltevés miatt.

2. eset: x; > 0,7 = 1,...,n. Ha az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek, akkor x
bazismegoldés, készen vagyunk. Ha az oszlopvektorok linearisan 6sszefiiggnek, akkor
az elgz6 allitas értelmében redukalhatjuk a feladatot n-nél kevesebb oszlopvektort
tartalmazé feladatra, amelyre pedig allitasunk az indukcios feltevés miatt igaz.O

A lehetséges megoldasok illetve optimalis megoldasok halmazénak egy fontos

tulajdonsagat mutatja be a kovetkezé allitas.
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14. Allitas Az x cstcspontja az L = {x € R" | Az = b, x > 0} halmaznak akkor és

csak akkor, ha x bazismegoldas.

Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy x csticspont, ha x bazismegoldas. Tegyiik fel
az allitassal ellentétben, hogy = bazismegoldas, de nem cstucspont. Akkor léteznek

olyan R" > x!

, o2t # x* # x lehetséges megoldasok, hogy x = Az! + (1 —
Az?, 0 <A< 1 Haxz; =0, akkor 2 = 0 és 25 = 0 hiszen z, 2", 2> > 0. Ezért «'
és 2% pozitiv komponenseihez tartozd oszlopvektorok szintén linearisan fiiggetlenek,
tehat z! és 22 bazismegoldasok, ellentmondasban azzal, hogy minden vektor, igy b is,
csak egyféleképpen irhato fel linearisan fiiggetlen vektorok lineéris kombinécidjaként.

Masodszor: belatjuk, hogy x bazismegoldas, ha x csticspont. Ismét tegyiik fel az

allitassal ellentétben, hogy x cstucspont, de nem bézismegoldés. Legyen az x elsG r

komponense pozitiv, r < n. Ekkor fennall, hogy
Az + ..+ Az, =bx; >0haj=1,..r

és létezik olyan s = (si,..., Sp, Sy41, ..., Sp) vektor, amelyben s; = 0, ha j = r +

1,...,n; 81, ..., 5, nem mind 0, koziiliik legalabb egy komponens pozitiv és
Alsy + A%sy+ ...+ A"s, = 0.

Legyen 6, = min 2, d; = min(—=2), ez utobbi d;, ha s-nek nincs negativ kompo-
5;>0 °J 5,;<0 J

nense. Legyen § = min(dy, d3). Ekkor

vt = 1 —08s= (21 —051,...,0, —05,) > 0,22 =2+ 05 = (1 + 651, ..., 2 + 65,) >0,
Azt = A(x—0s)=b—00=0b, Ax* = A(z +0s) = b+ 60 = b,

e

>, ellentmondésban azzal

vagyis x — 0s és x + ds lehetséges megoldéasok és = =
a feltevéssel, hogy x csticspontja a lehetséges megoldasok halmazanak.O

Mivel az A matrix oszlopvektorai koziil véges szami: legfeljebb (Z) szamu
linearisan fiiggetlen rendszert alkot6 halmaz vélaszthato ki, ezért a bazismegolda-
sok szama, egyuttal a lehetséges megoldasok L halmazanak cstcspontjainak szama

is sziikségképpen véges. Ha tehéat az LP feladat lehetséges megoldésainak halmaza

korlatos, akkor e halmaz poliéder.



3. fejezet

Dualitas, optimalitas.

3.1. Dualitas, optimalitas.

A kanonikus alaka LP feladat és dualisa kozotti kézenfekvs kapcesolatot irja le az

alabbi

15. Allitas (Gyenge dualitasi tétel): (1) Ha 2 a primal és § a dualis feladat
lehetséges megoldasa, akkor fennall a ¢z < yb Osszefiiggés. (2) Ha cx = yb,

akkor  a primél és y a dudlis feladat optimalis megoldasa.

Bizonyitas. (1) Tegyiik fel, hogy ¥ és y kielégitik a primal illetve a duél
feltételeket. Szorozzuk meg y-nal a primél feladat egyenletrendszerét. Szorozzuk
meg Z-val a dudlis feladat egyenlStlenségrendszerét. Mivel ¥ komponensei nem-

negativok, ezért az egyenl6tlenség iranya a szorzéssal nem valtozik. Azt kapjuk,

hogy
cx < yAr = yb.

(2) Minthogy a ¢z < yb egyenl6tlenség fenndll tetszéleges T primél és y duélis
lehetséges megoldéasra, ezért ha két lehetséges megoldasra a célfiiggvényértékek egyen-
16k, ez csak gy lehet, ha mindkett6 optimélis megoldéas.O

Egy masik fontos Osszefiiggés a Farkas tételbdl azonnal kovetkezik, nevezetesen

az, hogy ha a primal feladatnak nincs lehetséges megoldasa, akkor a dualis feladatnak

25
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nincs optimélis megoldésa. Tegyiik fel ugyanis, hogy nincs megoldasa az Ar = b, x >
0 feladatnak. Ha a duélis feladatnak sincs lehetséges megoldésa, akkor optimalis
sem lehet, tehat készen vagyunk. Tegyiik fel tehat, hogy a dudlis feladatnak van
lehetséges 3y megoldasa. Mivel 3y € R™, a Farkas tétel szerint, amelyre yA > 0,7b <
0 fennall, és mivel § + Ay is lehetséges megoldasa a dualis feladat minden pozitiv
A.érték mellett, ezért a dudlis feladat célfiiggvénye tetszblegesen nagy abszolut értékt
negativ szam lehet a A\ értékétsl fiiggGen - azaz a dudlis feladat célfiiggvénye nem
veszi fel a minimumat a lehetséges megoldasok halmazan, mivel alulrél nem korlatos.

Ezt az allitast is magaban foglalja a kovetkezs tétel.

Dualitasi tétel: (1) Ha mind a primal, mind a dudlis feladatnak van lehetséges
megoldasa, akkor mindkettének van optimalis megoldasa és az optimaélis célfiig-
gvényértekek megegyeznek. (2) Ha az egyiknek nincs lehetséges megoldasa,

akkor a masiknak nincs optimalis megoldéasa.

Bizonyitas. A (2) allitast belattuk abban az esetben, amikor a primal feladat-
nak nincs lehetséges megoldésa. Mivel azonban a primal feladat a dualis feladat
duélja, ezért a masik iranya allitds nem igényel bizonyitast.

Az (1) allités igazolasdhoz azt kell belatnunk, hogy amennyiben a priméal-dual fe-
ladatpar mindegyikének 1étezik lehetséges megoldasa, akkor létezik olyan lehetséges
(Z,y) megoldaspar, amelyre fennall a ¢z — yb > 0 egyenlStlenség, amely a gyenge
dualitasi tétel értelmében csak egyenlGséggel teljesiilhet. Azt latjuk tehat be, hogy
ha az

Az =b,x > 0,yA > ¢
feladat megoldhato, akkor megoldhato az
Ar=b,x > 0,yA > c,cx —yb >0

feladat is.

A bizonyitas indirekt modon torténik. Feltessziik, hogy az Ax = b,x > 0,yA >
c,cx —yb > 0 feladat nem oldhato meg, és a Farkas tétel felhasznaladsaval ellent-
mondasra jutunk abban az esetben, amikor az Ar = b,x > 0,yA > c feladat

AN

megoldhatd. Ez utobbi feladatnak rogzitjik is egy megoldasat, jeldlje ezt (T, %)
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Az Az = b,x > 0,yA > c¢,cx — yb > 0 feladatot irjuk fel olyan egységes for-
maban, amelyre a Farkas tétel alkalmazhato. Ehhez el6szor irjuk fel olyan ekvi-
valens formaban, amelyben a valtozok nemnegativitasat eldirjuk. Figyelembe véve,
hogy minden vektor elGall két nemnegativ vektor kiilénbségeként gy, hogy a ma-
sodik azonos komponenseket tartalmaz, alkalmazzuk az y = v — y° helyettesitést,
ahol ¥ = (yy,...,u,) € ¥° = (Yo, ..., Yo) m-komponenst vektorok, és a valtozok

vektoraval szorozzunk jobbrol. Ekkor a feladat a kovetkezé lesz:
Az =b,x >0, AT(y —y°) > c,cx — by —y°) >0,y > 0,y, > 0.

Itt AT az A matrix transzponaltjat jeldli. Bevezetiink egy n—komponensi u
vektort és egy u, valtozot abbol a célbol, hogy egyenletrendszert kapjunk. Azt
a vektort, amelynek minden komponense 1, e-vel jeloljiik és igy y° felithato ey,

formaban.

Ar = b >0ATy — Aley, —u = ¢, cx — by’ — beyo — uo = 0,

y > 0,90 >0,u>0,u,>0.

Végiil irjuk fel azt a matrixot, amelyet jobbrol a valtozok (z,v', yo, u, u,) nem-

negativ vektoréval szorzunk

x X
Y b Yy

Al |=|ec| ]| w |20
U 0 U

Uo Uo
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A Farkas tétel értelmében ennek a feladatnak akkor és csak akkor van megoldasa, ha
nincs olyan z = (21, 2%, 7) € R™ vektor, 2! € R™ 22 € R, 7 € R, amely megoldan4

a

A >0,z ¢ | <0

0

egyenlGtlenség rendszert, amely részletesebben igy irhato fel:

d2A4+1¢ > 0

A2 —7b > 0

—AZ’e+71eb > 0

b+ 2% < 0
—22 > 0,—-7>0.

Kis atalakitassal ebbdl az alabbi feladathoz jutunk:

LA

v

—TcC
A2 = 7D
2o+ 2% < 0

—22 > 0,—-7>0.

Szorozzuk meg z? -vel az els6 feltételcsoportot alkotd egyenldtlenségrendszer
mindkét oldalat. Mivel 22 < 0, ezért az egyenlStlenség irdnya megvaltozik. Szoroz-
zuk meg z'-gyel a méasodik feltételcsoportot alkot6 egyenletrendszer mindkét oldalat.

Azt kapjuk, hogy

2

—2'AZ? TCZ

Vv

FAZ = Thl.
E két feltételbsl kovetkezik, hogy a (21, 22, 7) megoldasra fennallna a 7(2'b+2%c) <0

egyenlGtlenség. Ez azonban lehetetlen. Ha ugyanis 7 < 0, akkor 7(2'0+ 2%¢) > 0 az
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utolso feltétel miatt. Ha 7 = 0, akkor a kovetkez&képpen jarunk el. Szorozzuk meg
az AT = b egyenletrendszert z'-gyel, illetve a 2'A > —7c egyenlStlenségrendszert a
nemnegativ r vektorral. Ezutan szorozzuk meg az yA > c egyenl6tlenségrendszert a
nempozitiv z? vektorral, illetve az Az? = 7b egyenletrendszert 7—vel. Mivel 7 = 0,

azt kapjuk, hogy

J2AT7 = 20> -7 =0= 2> 0és

0 = yrb=7yA2* <cz? = 2%c >0,

azaz z'b+ z%c > 0, ismét ellentmondésban az utolsé egyenlStlenséggel. Ezzel belat-

b

tuk, hogy nem megoldhato a zA" > 0,2 | ¢ < 0 feladat, vagyis megoldhato, a

0
Farkas tétel értelmében, az Axr = b,z > 0,yA > ¢, cx — yb > 0 feladat, ami éppen a

tétel Allitdsa.O
A dualitasi tétel kovetkezménye, de 6nmagaban is gyakran hivatkozott fontos

tétel az alabbi.

Egyensilyi (komplementaritasi) tétel: Egyensulyi (komplementaritési) tétel: Legyen
7 lehetséges megoldasa a primal feladatnak, y a dualis feladatnak. Az x op-
timalis megoldasa a primaél feladatnak és ¥ optimalis megoldéasa a duélis fela-

datnak akkor és csak akkor, ha A7 > ¢; maga utan vonja, hogy z; = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy Z; = 0 teljesiil minden olyan j indexre,
amelyre yA? > ¢;. Akkor Z; > 0 maga utan vonja, hogy §A7 = ¢;. Ezért

n

T = i cj@ = Z Cj/x\j = Z@\Ajfj = :/y\iAj/x\J = @\Ai’\ - @\b’
j=1 7=t

j:£j>0 7=1
azaz T és y optimalis megoldasok a dualitasi tétel értelmében.
Tegyiik fel masodszor, hogy 7 és i optimalis megoldasok, akkor
n n

0=cZ—Jb=> c;i;— gi Az = (c; — JA)Z;.
j=1

j=1 j=1
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Mivel Z és g lehetséges megoldasok, ezért ¢; — yA? < 0 és Z; > 0, szorzatuk tehat
nempozitiv. >0, (¢; — yA’)Z; tehat nempozitiv tagok Osszege, ez az sszeg 0 csak
akkor lehet, ha minden tagja 0. Igy z; = 0 kell, hogy teljesiiljon minden olyan j
indexre, amelyre gA7 > ¢;.

Ezzel a tételt bizonyitottuk.O

Végiil, a kovetkez6 allitas felhatalmazast ad arra, hogy a cxr — max, Az =

b, x > 0 feladat optimalis megoldasat a bazismegoldasok kozott keressiik.

16. Allitas: Ha az LP feladatnak van optimélis megoldasa, akkor van optimalis

bézismegoldasa is.

Bizonyitas. Legyen T optimalis és a pozitiv komponensekhez tartozo oszlopvek-
torok legyenek az A', A% ..., A*. Ha 7§ a dualis feladat optimalis megoldésa, akkor
a komplementaritasi tétel értelmében A7 = ¢;,j = 1,..., k. Ha A', ..., A¥ linearisan
fiiggetlenek, akkor 7 optimalis bazismegoldas. Ha A', ..., A* linearisan 6sszefiiggnek,
akkor létezik olyan =’ lehetséges megoldés, amelynek pozitiv komponenseihez tartozo
oszlopvektorok Al ..., A* egy fiiggetlen részhalmazat alkotjak. De 2’ is optimalis,

mert ' és § egyiitt szintén teljesitik a komplementaritasi tétel feltételeit.O



4. fejezet

A linearis programozasi feladat

megoldasa

4.1. A szimplex médszer.

A dualitasi tétel segitségével belattuk, hogy ha az LP feladatnak van optimalis
megoldésa, akkor van optimélis bazismegoldasa is. Ez a feladat numerikus megoldasa,
megoldhatosaga szempontjabol nagy jelentGséggel bir, mert lehetGséget nyujt arra,
hogy csak bazismegoldasokat vizsgaljunk. Ez azt jelenti, hogy ha a megoldas menetében
bazismegoldasok sorozatat épitjiik fel és gondoskodunk arrél, hogy egy mar vizs-
galt bazismegoldas az eljaras soran ne ismétlddhessen, akkor az eljaras véges szamu
lépésben befejezédik. Az alabb leirt szimplex algoritmus azonban csak arrél gondo-
skodik, hogy olyan bazismegoldasok sorozatat hozza létre, amelyek elemeihez tartozo
célfiiggvényérték monoton novekvs, de nem sziikségképpen szigorian noévekve, igy
nem zarja ki a "végtelen ciklus" lehet&ségét: azt, hogy egy degeneralt bazismegoldas
az eljaras soran ismétlgdjék. Megjegyezziik, hogy az eljardsba beépithetSk olyan 6v-
intézkedések, amelyek kizarjak ezt a lehet&séget, ilyen eljaras pl. a lexikografikus
szimplex modszer. Két oka van annak, hogy ezt itt nem targyaljuk. Az egyik az,
hogy ezek az aprolékos dvintézkedések talan elvonnak az olvaséd érdeklGdését és meg-
nehezitenék, hogy a modszer gondolatmenetének, logikdajanak kellg figyelmet szen-

teljen. A masik az a szimplex modszerrel szerzett tobb évtizedes tapasztalat, hogy

31
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az eljaras ezen okbol nem keriil végtelen ciklusba. A szimplex modszer irodalmaban
ismeretesek olyan konstruélt példak, amelyekben az eljaras végtelen ciklusba torkol-
lik, de gyakorlati feladatok megoldasa soran erre nem keriilt sor, legalabbis ezen
okbol nem.

A cx — max, Ar = b,x > 0 kanonikus alakd linearis programozasi feladat
megoldaséara szolgal a szimplex modszer. Az LP feladat megoldasara szolgalé mod-
szerek koziil e modszer és valtozatai a legnépszeriibbek, a matematikai programozasi
szoftvercsomagok is rendszerint a szimplex modszert foglaljak magukban LP felada-
tok megoldasara.

A feladatot a

Z — max,

Ar=b, z2—cx=0,2>0

formaban irjuk fel. A z — cx = 0 feltételt célfiiggvénysornak szoktak nevezni, a z
valtozo aktualis értéke lathatoan az aktudlis x = (z4,...,x,) megoldashoz tartozd
célfiiggvényérték.

Feltessziik, az dltalanossag megszoritasa nélkiil, hogy a feladat lehetséges bazisa
annyi oszlopvektorbol all, amennyi a sorok szama. A szimplex tabla az els§ és

minden kbézbeesG iteracidban ilyen szerkezeti:

X b

Ly tll tlj tlg
Tk, tml tmj tmO
z t01 t()j tog

Itt oy, , xg,, ..., vk, azokat a valtozokat jelolik, amelyekhez tartozo oszlopvektorok

a z valtozohoz tartozdé m + 1. oszlopvektorral egyiitt alkotjak az aktualis bazist.
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AJ
A tablazat j. oszlopénak elemei az vektor koordinatai ebben a bazisban
b
(j=1,...,n), a 0. (azaz utolso) oszlop elemei a vektor koordinatai:
0
Al mn Aki 0
= Z tz’j + toj =
—¢j i=1 —Cy, 1

= (Oé) th]Akl = Aj
=1

= (B) th’jcki —toj = ¢4

=1
b m AFi 0
= Z tio + too =
0 =1 —Ck; 1

= (7) Ztiocki = too
i1

= (0) > tA =0
=1

A szimplex tébla lehetséges, ha b a bazisvektorok nemnegativ kombinécidjaként
all els, vagyis ha t;p > 0 (i = 1,...,m). A modszer alkalmazéasa soran gondosko-
dunk arrél, hogy a tabla mindig lehetséges legyen. Ekkor a szimplex tablabol ki-
olvashatjuk, a (0) Osszefliggés szerint, a szobanforgd LP feladatunk egy lehetséges
bazismegoldasat: xy, = tji = 1,...,m;x; = 0 masként, a () Osszefiiggés szerint
pedig  too az ehhez a béazismegoldashoz tartozé célfiiggvényérték. Arra, hogyan
lehet kiindulé lehetséges szimplex tablat elGallitani, még visszatériink. Lehetséges
szimplex tadbla birtokaban az eljaras kovetkez§ iteracidja az alabbi 1épésekbdl all:

1. lépés: Kivdlasztjuk a bdzisba bekerild oszlopvektort. Keresiink a tox(k # 0)
elemek kozott negativ elemet. Ha nincs, megéllapitjuk, hogy a tabla optimalis, a
tablabol leolvashaté az optimalis megoldas, az eljaras végetér. Ha van, kivalasztjuk
az egyiket: to;, < 0, eldontjiik, hogy az A% oszlopvektort vonjuk be a bazisba.

2. lépés: Kivdlasztjuk a bdzisbdl kikerild oszlopvektort. Keresiink a t;;,(i =
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1,...,m) elemek kozott pozitiv elemet. Ha nincs, megallapitjuk, hogy a célfiiggvény
nemkorlatos, nincs optimalis megoldas, az eljaras végetér. Ha van, kivalasztjuk az

1 sorindexet gy, hogy

ti,0 ) tio
= min
bijy,  ##0ti3y>0 Lij,
egyenlGség teljesiiljon, (ha tobb sorindexre teljesiil, akkor koziiliik valasztunk egyet,)
és eldontjiik, hogy az x;, véltozohoz tartoz6 oszlopvektor az z;, valtozohoz tartozod
oszlopvektor helyére bekeriil a bazisba.

3. l1épés: Végrehajtjuk a baziscserét. A tabla 4j elemeit a megszokott modon

kapjuk:
x;, helyére beirjuk z;, —t és x;, helyére beirjuk z;, — t;
régi  Tégi
aj  _ grégi Vied Vige . DL — | gy
tz’j - tij o T{Ji7l =0,1,...,m,1 7£ ;) =0,1,..,n—m,j 7£ Jo;
t;
bJb
régi
a0 Thd 1 -
iy = eegird =01 on—mj#
ipJb
régi
i Yo : ;.
tis, = —Senl= 0,1,....,m, 1 # 1p;
ipJb
L
Wwiv tTégi'

©Jb
Vegyiik észre, hogy a baziscsere generaldelemének kivilasztasi modja garantalja,
hogy
(1)t >0, ha ti5% > 0 volt, i = 1,...,m, azaz a baziscsere utan tjra lehetséges
megoldést kapunk;

(2) t9 > 799 azaz a célfiiggvényérték monoton né.

4.2. A szimplex médszer megalapozasa.

17. Allitas: Ha ti; <0(i =1,...,m) valamely kivalasztott j indexre, akkor a lehet-
séges megoldasok halmaza nem korlatos: az © = T + Ar lehetséges megoldas
lesz minden nemnegativ A értékre, ha I lehetséges megoldas és az r vektort a

kovetkezSképpen hozzuk 1étre:

szl,T‘k.

3

= —t;;(i =1,...,m),r, = 0 masként.
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Bizonyitas: Az (a) Osszefiiggés szerint 0 = A7 — Y t,; A% igy az allitasban
=1

(]
szereplé r vektorra fennall, hogy Ar = 0.6s a j.oszlop valasztasa miatt r > 0,

amibdl az allitds kovetkezik.O

18. Allitas: Ha a j indexre fennall, hogy to; < 0 és t;; < 0 minden ¢ = 1,...,m,

akkor a feladatnak nincs optimalis megoldasa.

Bizonyitas: Az el6z6 allitas szerinti r vektorra, a tablazatbol kiolvashato =
bazismegoldasra és az x = T + Ar, A\ > 0 vektorra ekkor fennall a () Osszefiiggés

szerint, hogy

m m

cr = cT + Aer = Z CkitiO + )\(Cj — Z Ckz-tij> = too — )\tOj;

i=1 =1

amely, mivel p; < 0, A értékétdl fiiggben tetszblegesen nagy szam lehet.O

19. Allitas: A szimplex tablabol kiolvashaté bazismegoldas optimalis, ha to;j > 0

minden j = 1,...,n — m indexre.

Bizonyitas: Minthogy A", ..., A¥» linearisan fiiggetlen m-komponensi vektorok,
ezért az [ AR L AkFm  )matrix rangja m, sorai tehat az m-dimenzids tér
bazisat alkotjak, amelyek linearis kombinaciojaként minden m-komponensi vektor
elgallithato, a (cg,, ..., cx,,) vektor is. Léteznek tehat olyan v, ..., y,, egylitthatok,
amelyekkel e matrik sorait sorra megszorozva és a kapott vektorokat Osszeadva a
(Ckys ooy C,, )Vektort kapjuk. Ez azt jelenti, hogy az m-dimenzios y = (v, ..., ym )vektorra
fennall, hogy yA* = ¢;, minden i = 1,...,m indexre. Ezt felhasznélva az (a) dssze-

fiiggésbdl az alabbi kifejezéshez jutunk:
yAl =y Z%’Aki = Ztij (yA™) = Z CijChy
i=1 i=1 i=1

m
és a () Osszefiiggés szerint Y t;ck, = ¢; + to; > ¢; , mert to; > 0. Az y tehat
i=1
olyan vektor, amelyre yA > ¢, vagyis y a dualis feladat lehetséges megoldasa és
yA’ = ¢;ha x; > 0, vagyis az egyensulyi tétel értelmében az z a primal, y pedig a

duélis feladat optimalis megoldasa.O
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4.3. Kiindul6 lehetséges bazis el6allitasa.

Ha a megoldand¢ feladatunk véletleniil standard alaka: cx — max, Ax < b,z > 0,

és b > 0, akkor e feladat kanonikus alakja:

[A, E] b, >0, (c,0) — max,

automatikusan tartalmaz egy kiindul6 lehetséges bazist, mégpedig az uq, ..., u,, val-
tozokhoz tartozo egységvektorokat. Lehetséges megoldas az z; = 0,7 = 1,..nju; =
bi,i = 1,...m; a feladat egyiitthatéi pedig a matrix oszlopvektorainak illetve a b

vektornak a koordinatéit jelentik ebben a béazisban.

Ha a megoldando feladat altalanos alakd, akkor a kiinduld lehetséges béazis elGal-
litasa kiilon megfontolast és eljarast igényel. Itt a kétfazisa szimplex modszert va-
zoljuk. Az els6 fazis célja kiindul6 lehetséges megoldést létrehozni. Ezt mutatjuk be
most. Tekintsiik a cx — max, Az = b,z > 0, (b > 0) feladathoz kapcsolodo alabbi

feladatot:
n
Z%’%’ +w; = b, w; =0, i=1..,m
j=1

n
Z—chxj = 0, z>0,
j=1

Ez LP feladat, amelynek van lehetséges bazismegoldasa: w; =b; (i =1,...,m), és

van optimalis megoldasa is, mert a — > w; célfiiggvény nempozitiv, ezért a 0 fels
i=1

korlatja. A feladat rovidebben, figyelembe véve, hogy az elsé fazis célfiiggvénysora:

—l—wo+Zwi = wo—iiaij$j+2bizo
i=1 =1

i=1 j=1

m n m
=4 wO—ZZaijxj:—Zbi
=1

i=1 j=1
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igy irhato fel:

w, — max,

] - w.
0 0 A E b
z X
0 1 — — ¢y 0 = 0 ; >0
T w
10 =30 a0 =35 ain 0 — it bi
- - w

A w vektor elemei mesterséges vdltozok, amelyeknek az a szerepiik, hogy oszlopvek-

toraik a z valtozoval egyiitt kiindul6 bazist adjanak. A feladat kiindulo szimplex

tablaja a kovetkezs:

T x; T, b
w1 a1 ;4 Q1np b1
Wy, Am1 Ay Amn b,

m m m m
Wy —Zaﬂ —Zaij —Zam —sz

i=1 i=1 i=1 i=1

z —Cp —¢j —cCp, 0

Az els6 fazisban a wy sora a célfiiggvénysor, a z valtozoéhoz tartoz6 z —cx = 0 sor
a tobbihez hasonlo feltételnek mindsiil azzal az eltéréssel, hogy a z valtozé sosem
keriil ki a bazishol. Az els§ fazisban a — i w; célfiiggvény maximalizalédsa révén
arra toreksziink, hogy sorozatos bémziscseréklljell kiiktassuk a mesterséges valtozokat a
bazisbol. Ha ez sikeriil, akkor, értékiik a bazison kiviil 0 1évén, kiiktathatjuk ket a
feladatbol is és ily modon olyan szimplex tablahoz jutunk, amely mér csak az eredeti
feladat vektorait tartalmazza bazisvektorok és bazison kiviili vektorokként egyarant.

Csak akkor nem sikeriil kiiktatni 6ket a feladatbol, ha a célfiiggvény optimalis értéke

negativ - ez pedig azt jelenti, hogy eredeti feladatunknak egyaltalan nincs lehetséges
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megoldasa. Az els6 fazis befejezésekor tehat erre a két konkluziéra juthatunk. A
masodik esetben az eljaras végetér, az els6 esetben folytatodik a masodik fazissal, a
méasodik fazisban egy olyan szimplex tablaval, amelyben a mesterséges célfiiggvény
sora mar nem jelenik meg és a feladat m—1. sora visszanyeri a célfiiggvénysor rangjat

és szerepét.

4.4. A dualis megoldas a szimplex tablaban.

A kiindulé és egymast kovetd szimplex tablakban nem tiintettiik fel a bazisvek-
torokhoz tartozo oszlopokat, mert tudjuk, hogy koordinataik az aktualis bazisban
sziikségképpen egységvektorokat alkotnak. Ha azonban feltiintetjiik, azaz a tabla a
kiindul6 bazist alkoté oszlopvektorok (egyiittesen egységmatrixot alkoto vektorok)
koordinétait is tartalmazza az aktudlis bazisra nézve, akkor az eredeti kiindul6

egységmatrix helyén az egymast kovetd iteraciokban az aktualis

B:(A’“ L Akm)

bazis inverze jelenik meg. A tabla atalakulasat és szerkezetét mutatja az alabbi

abra:

€1

A E b
€m
z —c 0 0
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Ly
T=B"1A B! B~'b
xk"?l
z cgB7'A—c¢ cp B! cgB71b
ahol cg = (Cgyy oy Cr, ) - ) ]
t1j t10
A jelolésbol vilagos, hogy B~1AT = | .B7W =

tmj tmO

A tabla tartalma a fonti (o) — (6) osszefiiggésekbdl adédik. Az y = cpB~
vektorra fennall az yb = cgB~'b = toy mindig. Megmutatjuk, hogy az optimalis
szimplex tablaban y a dudlis feladat lehetséges és egyben optimalis megoldasa.

Valé6ban,

tlj
yAJ = CBB_lB :Cj—l—toj,j:l,...,n.
tinj

Ez utobbi két egyenlet mutatja, hogy y a dudlis lehetséges megoldasa, ha a tabla
optimalis, azaz, ha to; > 0(j = 1,...,n), és mivel a hozzatartozo célfiiggvény-érték
megegyezik a tablabol kiolvashatd primal megoldés célfiiggvényértékével, ezért y
optimalis is.

A tabla tartalmanak ismerete lehetGvé teszi azt, hogy megvizsgaljuk, mennyire

érzékeny az optimalis megoldés a célfiiggvényegyiitthatok valtozasara, meddig marad
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még lehetséges (és ezért optimalis) a tabla, ha a jobboldalon 1évs értékeket val-
toztatjuk, hogyan alakul az optiméalis megoldas, ha a feladat egyes paramétereit
megvaltoztatjuk. A szimplex modszer alkalmazéasara és ezt kovets érzékenységi vizs-

galatokra mutatunk be egy példat a kovetkezé fejezetben.

4.5. Szampélda a szimplex modszer alkalmazasara.

Tekintsiik a kovetkezd linearis programozasi feladatot:

—2x7 +8x9 +bxs +14zs — max
201 4wy 4wz Hay > 10
1 +2x9 +xT3 +24 =8

T +xy +x3 +2x4 =6

1 —x9 4x3 +3ry <8

Ty, T2, xs, Ly 2 0
e 1) Oldjuk meg a feladatot szimplex modszerrel.
e 2) Trjuk fel a feladat dualisat.

e 3) Az optimalis szimplex tablabol hatarozzuk meg a dualis feladat optimalis

megoldasat.

e 4) Hatéarozzuk meg, hogy € milyen értékei mellett marad az utols6 szimplex
tabla optimalis, ha a feladatunk célfiiggvény egyiitthatoit igy valtoztatjuk:
(—2+¢,8,5,14).

e 5) Szamitsuk ki, az utols6 szimplex tabla felhasznéalasaval, az optiméalis megoldasat
annak a feladatnak, amelynek a feltételei ugyanazok, mint a felirt feladatban,

célfiiggvény egyiitthatoit azonban igy valtoztatjuk: (4,0,2,2).

e ) Hatarozzuk meg, hogy [ milyen értékei mellett marad az utolso szimplex

tabla lehetséges, ha a feladat jobb oldalat igy valtoztatjuk: b = (10,8+/,6,8).
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e 7) Szamitsuk ki az eredeti feladatbol kiindulva és az utolsé szimplex tabla
felhasznalasaval az optimélis megoldasat annak a feladatnak, amelyben x4
egylitthatoi az egyes feltételekben sorra: (—1,1,2,3) és célfiiggvény egyiit-
thatoja 10.

Megoldas. A feladat vizsgalatat azzal kezdjiik, hogy minden olyan feltételt,
amelynek jobboldalan negativ érték szerepel, megszorzunk —1—gyel - itt ilyen felté-
tel nem szerepel. Ezutan a feladatot felirjuk kanonikus alakban. Az elsG felté-
tel baloldalabol kivonunk egy nemnegativ kiegészité valtozot, a negyedik feltétel
baloldaldhoz pedig hozzaadunk egy mésik nemnegativ valtozo6t, hogy egyenlGségeket

kapjunk. A tovabbiakban ezzel a feladattal foglalkozunk:

—2x17 +8xy +bxs +1ldzs, — max

221 +x5  4x3  +14 —Uq =10

T +2l’2 +x3 +Zy4 =38
(P)

1 +ry  Fx3  +214 =6

T —XT2 +x3 +3Q?4 +uyg = 8

Xy, X2, Zs, Ly, Uy, Uy Z 0

1) Alakitsuk at ugy a feladatot, hogy szimplex modszerrel torténé megoldasra
alkalmas legyen. Bevezetjiik a célfiiggvényértéket képvisel§ maximalizdlandé z val-

tozot. Igy a kovetkezs feladathoz jutunk:
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2 — max
+2x7 —8xy —bxg —1ldzs —+z =0
211 +x9  +x3 414 —uq =10
T +2x9 +x3 414 =8
T +z9 +x3 +224 =6
T —xy +x3 +3x4 +uy =8
Ty, T2, T3, T4, up,  Ug >0

A feladat oszlopvektorai kozott csak egy egységvektor van, a z oszlopahoz tartozé
egységvektortol eltekintve, igy a feladat nem tartalmaz kiinduld bazist, ezért két
fazisban oldjuk meg.

Az els6 fazisban lehetséges bazismegoldast keresiink. Harom mesterséges valtozot
kell bevezetniink, a célfiiggvénysort kovetd harom feltételben: wi,wsy, w3, amelyek
oszlopvektorai u, oszlopaval egyiitt bazist alkotnak. Az elsé fazis maximalizdlando
célfiiggvénye: wy = —(wy + wqy + w3). Az els§ fazis célfiiggvénysoraban, mint az
el6z6 fejezetben ezt megmutattuk, az z; egylitthatojanak negativjat tgy kapjuk,
hogy Osszeadjuk x; egyiitthatdit a mesterséges valtozokat tartalmazo6 sorokban és a

jobb oldal szintén a negativja a megfelels jobboldalon szerepld értékek Osszegének.

Az els§ fazisban megoldandé feladat tehat a kovetkezdé alaku:

wy — Mmax
211 +xo  Hx3 24 —u;  +w =10
1 +2x9 +x3 +I4 +wo =8

T +xy 4wz 214 w3 =6

1 —x9 +x3 4314 +uy =8
211 —8xy —bxs —ldx, +z =0
—4xy —4dxy —3x3 —414 +wg =24
Ty, X, T3, T Uy,  Ug, Wi, Wy, W3 >0
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A kiindul6 szimplex tabla az els6 fazisban:

I T2 T3 Ty Uq b

wq 2 1 1 1 -1 10
Wo 1 2 1 1 0 8
W3 1 1 1 2 0 6
Uy 1 -1 1 3 0 8
z 2 -8 -5 -14 0 0
Wo -4 -4 -3 -4 1 -24

Nem tiintetjiik fel a béazist alkot6 oszlopokat azért, mert tudjuk, hogy egység-
matrixot alkotd oszlopok. Az egyes iteraciok, amelyekben a szimplex modszernél
leirt szabalyok szerint jarunk el, harom lépéshdl dllnak. Az elsGben kivalasztjuk a
bazisba bekeriilg, a masodikban a bazisbol kikeriil6 oszlopvektort. A harmadikban

végrehajtjuk a baziscserét.
1. Iterdcio:

1. 1épés: A wy sordban keresiink negativ elemet. Kivélasztjuk az x3— hoz

tartozo oszlopot, ezt szeretnénk bevonni a bazisba.

2. 1épés: Az oszlopban az eredeti els§ négy sorban 1év6 elem pozitiv, ezért

mindegyikiikre képezziik a jobboldal és az oszlopban 1év6 elem hanyadosat, majd

kivalasztjuk koziiliik a legkisebbet: % = min(%, %, %,

8). Kivélasztjuk a w;—hoz

tartozo sort. A bazisban ws helyére x3 keriil.

3. 1épés: Végrehajtjuk a baziscserét. Az 4j szimplex tabla:
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T T w3 Ty U1 b

wy 1 0 -1 -1 -1 4
W 0 1 -1 -1 0 2
T3 1 1 1 2 0 6
Uy 0 -2 -1 1 0 2
z 7 -3 5) -4 0 30

wo -1 -1 3 2 1 -6

Megjegyezziik, hogy ws oszlopidt nem kellene feltiintetniink, ha csak a feladat
optimalis megoldésat kellene kiszdmitanunk. Sziikségiink lesz azonban a duélis fe-
ladat optimalis megoldasara és egyéb vizsgalatokra is, amelyeket csak a kiinduld
bézishoz tartozd oszlopvektorok, amelyben ez esetben a mesterséges valtozokhoz
tartoz6 oszlopvektorok is benne foglaltatnak, helyén megjelené egyiitthatok segit-
ségével tudjuk meghatarozni majd az optimalis szimplex tablabol. Ezért a mester-
séges valtozok oszlopainak elemeit is szamoljuk minden béaziscsere transzformécio
soran, de a bazisba akkor se vonjuk be, ha a hozza tartozé célfiiggvénysorbeli elem

negativ.
2. Iterdcio.

1. lépés: A wq sordban keresiink negativ elemet. Kivalasztjuk az x1— hez

tartozo6 oszlopot.

2. lépés: Az oszlopban az eredeti elsé négy sor koziil az els§ és harmadik
sorban 1év6 elem pozitiv, ezekre képezziik a jobb oldal és az oszlopban 1év6 elem
hényadosat, majd kivalasztjuk koziiliik a legkisebbet: T = min({, 2). Kivalasztjuk a

wi—hoz tartozo sort. A bazisban w; helyére x; keriil.
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3. lépés: Végrehajtjuk a baziscserét. Az 1j szimplex tébla:

wy T W3 Ty U b
T 1 0 -1 -1 -1 4
Wo 0 1 -1 -1 0 2
T3 -1 1 2 3 1 2
Uy 0 -2 -1 1 0 2
z -7 -3 12 3 7 2
wo 1 -1 2 1 0 -2

3. Iterdcio.

1. 1épés: A wy sordban keresiink negativ elemet. Kivéalasztjuk az xo— hoz
tartozo oszlopot.

2. lépés: Az oszlopban két pozitiv elem van, a hanyados teszt alapjan
kivalasztjuk a ws—hoz tartozo sort. A bazisban wsy helyére x5 keriil.

3. 1épés: Végrehajtjuk a baziscserét. Az 1j szimplex tébla:

wy Wa w3 Ty Uq b

1 1 0 -1 -1 -1 4
T 0 1 -1 -1 0 2
x3 -1 -1 3 4 1 0
Uy 0 2 -3 -1 0 6
z -7 3 9 0 7 8
Wo 1 1 1 0 0 0

Valamennyi mesterséges valtozo kikeriilt a bazishol. Ezért az 1. fazisnak vége,
toroljiik az utolso, a wy valtozonak megtfelels sort. Kezdddik a 2. fazis.

4. Iterdcio.
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1. lépés: A z soraban keresiink negativ elemet. Természetes valtozohoz tartozo
negativ elem nincs, ezért megallapitjuk, hogy a tabla optimélis, az eljaras véget ért.
Az optimélis bazist az x1, xo, r3, us valtozokhoz tartozo oszlopvektorok alkotjak, az

optimélis bazismegoldés:
T :4,1’2 = 2,[[‘3 = 0,([’4 = O,U1 = O,U4 = 6.

Az optimélis célfiiggvényérték: z = 8.

Vegyiik észre, hogy az optimdlis bazismegoldas degeneralt, hiszen a bazishoz
tartozo valtozok koziil x3 értéke 0. Vegyiik észre, hogy a célfiiggvény sordban lévé
0 érték arra utal, hogy van alternativ bazismegoldas. Valoban, x,—t bevonhatjuk
a bazisba, mégpedig w3 helyére, hiszen az oszlopban egyediil itt van pozitiv elem.
Ekkor a célfiiggvény értéke nem valtozik, ez kovetkezik abbol, ahogy a béaziscsere
transzforméaciot végrehajtjuk. Példankban azonban csak alternativ optimalis bézis
van, ezt az x1,Ts, T4, uy valtozokhoz tartozo oszlopvektorok alkotjak, de az ehhez
tartozo megoldas véaltozatlan marad a bazismegoldas degeneralt volta miatt.

2) Trjuk fel a (P) feladat és egyben a kiindulé feladat dualisat:

10y; +8y2 +06ys +8ys — min
20 Y2 Fys Ay =2
Y1 2% Y3~ > 8
y1 Y2 FYs Ya > 95
yi t+y2 +2y3 +3ys > 14
-y =0, ys 20.

3) A dualis feladat optimalis megoldéasat az optimalis szimplex tablaban talaljuk
a kiindul6 bazist alkoté valtozok alatt a célfiiggvénysorban, mégpedig a kiindulo
bazis valtozoinak sorrendjében. A wq, we, w3, uy valtozok alatti értékek az optimalis
tabla célfiiggvénysordban: —7,3,9,0. Ttt az uy valtozd benne maradt a bazisban az
eljaras végeéig. Oszlopa a 4. egységvektor, amelyet azonban éppen nyilvanvalosaga

miatt nem tiintetiink fel, de tudjuk, hogy a célfiiggvénysor hozza tartozo eleme 0.
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A dualis feladat optimalis megoldasa tehat: y; = —7,yo = 3,y3 = 9,y4 = 0.

4) Az utolsé szimplex tabla akkor marad optimalis, ha a célfiiggvénysorban a
természetes valtozokhoz tartozo elemek nemnegativok maradnak, ha tjraszamoljuk
értékeiket a megadott célfiiggvény egyiitthatok ismeretében. A célfiiggvénysornak
az x; valtozOhoz tartozo elemének a jelentése: cg B~1 A7 — ¢;. Hatarozzuk meg ezeket
az értékeket abban az esetben, ha a célfiiggvény egyiitthatoi: ¢ = —2,c0 = 8,¢c3 =
5,c4 = 14,c5 = 0,¢6 = 0. Az utolso két egyiitthato az u, illetve az uy valtozokhoz

tartozik.

Irjuk fel a kifejezésben szerepls vektorokat, matrixokat.

1 0 -1 0
0 1 -1 0

g =(c—2,8,5,0), Bt=
1 -1 30
0 2 -3 1

Az x4 és uy valtozokhoz tartozo Gj célfiiggvénysorbeli egyiitthatokat kell kiszami-

tanunk:
1 0 -1 0 1
L 0 1 -1 0 1
tgfu =(e—-2,8,5,0) — 14
-1 -1 30 2
0 2 -3 1 3
1
1
=(e—-2-5,3,2—¢—-8+15,0) — 14
2
3




48 4. FEJEZET: A LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA

1 0 -1 0 ~1
y 0 1 —10 0
tar = (¢ —2,8,5,0) ~0
~1 -1 30 0
0 2 -3 1 0

=—e+T.

A tabla tehat optimélis marad, ha —e > 0és —e + 7 > 0, azaz ha ¢ < 0.
5) Ismét az x4 és az u; valtozokhoz tartozd uj célfiiggvénysorbeli egyiitthatokat

kell kiszamitanunk, de most cp = (4,0, 2,0).

1 0 -1 0 1
y 0 1 -10 1
th = = (4,0,2,0) — 14
-1 -1 30 2
0 2 -3 1 3
1
1
= (2,-2,2,0) —14
2
3
=10
1 0 -1 0 ~1
y 0 1 -10 0
te = (4,0,2,0) —0
-1 -1 30 0
0 2 -3 1 0

= 2.
tg; , negativ, ezért a tabla nem optimdlis. Az 14j célfiiggvényegyiitthatok mel-
letti optimalis megoldas kiszamitasahoz kiindulunk a meglévé szimplex tablabol. A
tovabbiakban a mesterséges valtozok oszlopait nem tiintetjiik fel. A szimplex tabla

tehat, amelybdl kiindulunk, a kévetkezd:
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Ty Uy b
T -1 -1 4
To -1 0 2
xs3 4 1 0
Uy -1 0 6
z -10 2 8

1. lépés: A célfiiggvénysorban keresiink negativ elemet. Kivalasztjuk az
x4— hez tartozo oszlopot.

2. 1épés: Az oszlopban egy pozitiv elem van, kivalasztjuk az z3—hoz tartozo
sort. A bazisban x3 helyére x4 keriil.

3. 1épés: Végrehajtjuk a baziscserét. Az 1j szimplex tébla:

T3 U1 b
T % —% 4
i) % le 2
Ty % 411 0
Uy % 71; 6
z lf % 8

optimalis, az optimélis megoldés az adott célfiiggvényegyiitthatok mellett a kovetkezd:
r1=4,090=2,23 =24 =0,u; =0,uy = 6.

6) A szimplex tabla addig marad lehetséges, ameddig a jobboldal koordinatai az
aktualis bazisban - méasként: a bazisvaltozok értékei - nemnegativok.

A b koordinatai az aktualis bazisban B~'b. Feladatunkban tehat [ értékének

eleget kell tennie a kovetkez§ feltételnek:
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1 0 -1 0
0 1 =10
-1 -1 3 0
0 2 =31

10
8+

6

8

amibdl —2 < 8 < 0 kovetkezik.

6+ 23

4
2+0

0

7) Az x4 egyiitthatoi az egyes feltételekben sorra: (—1,1,2,3) és célfiiggvénye-

gyiitthatoja 10. Ujra kell szamolnunk az 4 -hez tartozo oszlopot a szimplex tablaban.

1,24 —1 1 0 —-10 -1 -3
T e I I B L]
tams 2 1 -1 30 2 6 |
ta,2, 3 0 2 -3 1 3 -1
A célfiiggvénysorban 1év6 elem pedig:
-1 -3
tos, = cpB! T (=2,8,5,0) B T
2 6
3 -1
A szimplex tébla tehat a kovetkezs lesz:
Ty Uy b
Ty -3 -1 4
To -1 0 2
T3 6 1 0
Uy -1 0 6
z 18 2 8
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Minthogy a célfiiggvénysorbeli egyiitthatoja x4 -nek nemnegativ maradt, megal-
lapithatjuk, hogy az utolsé szimplex tabldban kapott megoldas optimélis arra a

feladatra is, amelyben x4 egyiitthatéi ily médon megvaltoznak.
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5. fejezet

Linearis programozashoz vezet6

feladatok.

A matematikai programozas mas agaiban: a hiperbolikus vagy tortprogramozas,
a sztochasztikus programozés és a tobbcélu programozasban felmeriilg olyan prob-
lémakat fogunk itt bemutatni, amelyek linearis programozasi feladatta dtalakithatok
és ily modon megoldhatok pl. a szimplex modszerrel. A jegyzetben eddig nem szen-
teltiink figyelmet az LP gazdasagi alkalmazésainak, ezt a hidnyt itt részben potoljuk
azzal, hogy a matematikai modelleket dontési problémaként vezetjiik be, egy dontési

alapszituaciora épitve. Ez pedig a kdvetkezo:

5.1. A dontési alapprobléma.

Egy termelési folyamatban n—féle terméket allitanak el6 m- féle eréforras felhasznélasa-
val. A j. termék egységének elGallitasahoz az i. er6forrasbol felhasznalnak a;; menny-
iséget (valamilyen egységben természetesen). Ismeretes, hogy az egyes erdforrasok-
bol mennyi all rendelkezésre, jeldlje az i. erGforrasbol rendelkezésre all6 mennyiséget
b;. Jelolje 1, ...z, az egyes termékekbdl gyartandd mennyiségeket: ezek a dontési
valtozo6ink, a szamitando6 értékek.

Foglaljuk 6ssze az a;; értékeket az A matrixban, a b; értékeket a b vektorban, az

Ty, ...T, valtozokat az x vektorban. Feltessziik, (a) hogy z; mennyiség gyartasahoz

23
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az i. forrasbol a;;x; mennyiséget fogunk felhasznalni; (b) hogy az egyes forrasokbol
a felhasznalasok Gsszeadodnak: az i. forrasbol az osszes felhasznalas igy > a;;;
; (¢) az egyes termékekbdl gyartand6 mennyiségek nem kell, hogy egészértékiiek
legyenek.

Ezek a feltevések konkrét feladat esetében nem biztos, hogy megalljak a helyiiket.
Ha példaul az egyik eréforras a munkaora, akkor természetes lehet, hogy tort (es-
etleg irracionalis) szami munkaorara nem alkalmazhatunk embereket vagy hogy
mésik termék gyartasara nem csoportosithaté at a munkaerd gond nélkiil, azaz az
egyes termékek gyartédsahoz sziikséges munkaorak nem adoédnak Ossze. Az egyes
termékekbdl rendszerint egész mennyiségeket gyartanak, tort vagy irracionalis men-
nyiségeknek nincs kereskedelmi értéke. Ez gyakran mégsem okoz problémat, ha elég
kicsi az egység, amiben mérjiik a szobanforgd terméket. Néha azonban nincs mod
elhanyagolasra, pl. ha hajot gyartunk vagy vonatot, akkor el6 kell irnunk a gyar-
tand6 mennyiség egészértéki voltat. Itt azonban csak azzal az esettel foglalkozunk,
amikor az ilyen vagy méas aggélyok nem birnak nagy jelentGséggel.

Ekkor azt a feltételt, hogy az egyes eréforrdsokbol nem hasznalhatunk tob-
bet, mint amennyi van, és hogy nem gyarthatunk negativ mennyiségeket, linearis

feltételek formajaban, vagyis igy irhatjuk fel:

Az <b,x >0

5.2. Hiperbolikus vagy tortprogramozas

Az els6 modellben a cél a termelés hatékonysiga lesz. A hatékonysag mérésére
szokasos az egységnyi koltségre es§ arbevételt alkalmazni. Jelolje ¢y, ...c, az egyes
termékek egy egységének el6allitasi koltségeét, py, ..., p, az eladdsukbdl szarmazo ar-
bevételt. Az Osszes koltség és az Osszes arbevétel kiszamitasanal ismét éliink a
linearitasi feltétellel. Foglaljuk Ossze az adott c¢; értékeket a c vektorban és a p;
értékeket a p vektorban. Ekkor a termelés hatékonysagat - amelyet maximalizalni
21 P

zy hanyados fejezi ki.

szeretnénk - a
Z?:l CjTj
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Els6 modelliink tehat a kovetkezd:

=
8
IA
S
|
\‘H
3

r; > 0,5=1,..,n.

E modell a hiperbolikus vagy tortprogramozas korébe tartozik.

E feladatot a kovetkezSképpen alakitjuk at linearis programozasi feladatta. Vezessiik
be a t valtozot a t = m jelentéssel. t—nek csak akkor van értelme, ha
> o1 ¢y # 0, feltessziik, hogy ez fennéll minden x € {x >0: Azx < b} esetén.
Ez a feltétel teljesiil, ha ¢; > 0 és z > 0 minden elemére az {z > 0: Az < b}
halmaznak. Legyen y; = tz;,7 = 1,...,n. Szorozzuk be az A;x < b; feltételeket ¢

-vel. A kovetkez§ linearis programozasi feladathoz jutunk:

(2) ) py; — max
j=1

chyj = 1

j=1
y =2 0

A két feladat ekvivalens a kovetkezd értelemben. Ha x megoldja az (1) feladatot,

akkor ¢t = m > 0 és y = xt megoldja a (2) feladatot. Forditva, ha y =

(Y1, .- Yn) és t egyiittesen megoldjak a (2) feladatot, és ¢t > 0, akkor z = ¥ megoldja

az (1) feladatot. Ha az (1) feladatnak van megoldasa, akkor a (2) feladatnak van

olyan (y,t) megoldasa, amelyre ¢ > 0.

5.3. Valé6szintiséggel korlatozott linearis programozasi
modell

A masodik modellben visszatériink az alapproblémara és egy linearis célfiiggvényt,

mondjuk a Z;‘:l p;x; arbevételt maximalizaljuk. Az egyes eréforrasokbol rendelkezésre
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allé b; mennyiségeket azonban valoszintiségi valtozoknak tekintjiik, amelyeknek tehéat
pontos értékét nem ismerjiik, de ismerjiik az eloszlasukat. Azt a feltételt, hogy
a termelés az egyes er6forrasokbol nem hasznéalhat fel tébbet, mint amennyi van,
enyhiteniink kell, azt koveteljiik meg ehelyett, hogy ezt a feltételt elsirt «; valosz-
intiséggel teljesitse.

Masodik modelliink a kovetkezd:

(3) cxr — max

|
=
&

IN

bz) Z O{Z‘,i = 1,...,m
r > 0

ahol P valoszintiséget jelol, 0 < a; < 1,b; valoszintségi valtozo, ismert Fy, (z) elos-
zlasfiiggvénnyel, i = 1,....,m.

Ez a modell a valoszintiséggel korlatozott linearis programozasi modell, amely a
sztochasztikus programozas korébe tartozik.

E feladatot a kovetkezGképpen alakitjuk at linearis programozasi feladatté. Veg-
yik észre, hogy P(A;x < b;) = 1—P(A;z > b;). Az i-edik feltétel tehat igy irhato fel:
P(A;x > b;) < 1—q;. Figyelembe véve, hogy P(A;x > b;) = Fy,(A;z) az eloszlasfiig-
gvény definicidja szerint, az . feltételt igy fogalmazhatjuk meg: Fy (A;z) <1 — a.
Mivel az eloszlasfiiggvény monoton névekvs, megadhatoé az argumentuménak az
a legnagyobb r; értéke, amelynél ha A;,r nem nagyobb, akkor az eloszlasfiiggvény
értéke nem nagyobb 1 — a;—néal. A kovetkezd lineéris programozasi feladathoz ju-

tunk:

(4) cr — max

Ai$

IN

it =1,....m
z > 0.

ahol r; = Argmax, {F,,(z) <1 —a;},i = 1,...,m. Az igy meghatéarozott r; értékek
az LP feladat paraméterei. Ha b; folytonos és eloszlasfiiggvénye invertalhato - gon-
doljunk pl. a normalis eloszlasra -, akkor r; = Fb:1(1 — ).

A (3) és (4) feladatok ekvivalensek. Ha x megoldja a (3) feladatot, akkor

Fy,(Aix) <1 —a; és ezért A;x <1y, vagyis © megoldja a (4) feladatot. Ha forditva,
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A;x < 1, akkor Fj, monotonitasa miatt Fy (A;z) < F,(r;) < 1 — «ay, vagyis z

megoldja a (3) feladatot.

5.4. Tobbcéli programozas

A harmadik modellben ismét visszatériink az alapproblémara. A déntéshozé szamara
azonban most tobb cél is fontos, minimalizalni szeretné példaul a cx koltséget és
maximalizni a pz arbevételt. Ertelmezniink kell ebben az esetben, mit értiink
optimalis megoldason. Azt mondjuk, egy T megoldas optimalis, ha lehetséges:
T € {x: Az <b,x >0} és nincs nala jobb lehetséges megoldas: nincs olyan = €
{z: Az < b,z > 0}, amelyre cx < ¢Z,px > pT és legalabb az egyik egyenlGtlenség
szigord lenne -vagyis ha ¥ Paréto optimum vagy mas néven efficiens pont.
Harmadik modelliink linearis feltételeket és tobb lineédris célfiiggvényt foglal

magéaban:

c1x — max

Cox — max

¢, — max
Ax < b
r > 0

Ez a modell a tébbcélu programozés korébe tartozik.

Kérdés, hogyan oldhatjuk meg a feladatot.

Vegyiik észre, hogy ha valamelyik célfiiggvény szerinti optimalizalas egyetlen
optimalis megoldashoz vezet, akkor ez a megoldas egyben efficiens pont is. Jarjunk
el a kovetkez6képpen. Optimalizaljunk az elsé - a legfontosabb - célfiiggvény szerint.
Ha egyetlen optiméalis megoldédsunk van, akkor ezt az efficiens pontot elfogadjuk,
mint a feladatunk megoldasat. Ha az optimalis megoldasok halmaza nem egyetlen

pontbol all, akkor a méasodik szakaszban az

{z: Az <b,c1x = z,2 > 0}
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halmazon optimalizaljuk a kovetkez6 - a masodik legfontosabb - célfiiggvényt, ahol
z1 jeloli az els§ célfiiggvény szerinti optimélis célfiiggvényértéket. Ha egy opti-
malis megoldést kapunk, akkor ez egyuttal efficiens pont is, az eljaras véget ér. Ha
nem, akkor folytatjuk az eljarast a harmadik célfiiggvénnyel, sth. Az utolso célfiig-
gvény optimalizilasa eredményeként kapott halmaz minden pontja efficiens lesz.
Ebben az eljarasban LP feladatokat oldunk meg, az eljarast hierarchikus eljarasnak
szokas nevezni azért, mert a célfiiggvények fontossigi sorrendje szabja meg az eljarés
menetét.

Egy masik megkozelités csak egyetlen lineédris programozasi feladat megoldasat
igényli. Ha a célfiiggvényeket a prioritasuknak megfelel§ silyokkal megszorozzuk,
majd Osszeadjuk Gket, akkor ha a kapott linearis fliggvényt maximalizaljuk (mini-
malizaljuk) a szobanforgé linearis feltételek mellett, akkor az igy kapott optimalis

megoldas szintén efficiens pont lesz.

5.5. Célprogramozas.

A negyedik modell szorosan kapcsolédik a harmadikhoz. Itt az A;x < b; egyen-
16tlenségek némelyikét (vagy mindegyikét) nem elGirasnak, hanem csak kivanalom-
nak tekintjiik. Példaul a termelési feladatunkban by a rendelkezésre all6 munkaoéréat
jelentse. E feltétellel kapcsolatban két cél is felmeriilhet. Egyfel6l szeretnénk a
meglévé munkaerdt kihasznélni, mert ha kevesebbre lenne sziikség, akkor ez elboc-
sajtasokkal jarna. Masfel6l nem szeretnénk tobb munkadrat felhasznélni, mint az
adott b; mennyiség, bar sziikség esetén pl. tiuloraval tobb munkadrat is tudunk

biztositani, de ez dragabb. Irjuk fel az elsé feltételt igy:
A +y =y =bi.

Itt y; jeloli az x termelés soran feleslegesen meglévének bizonyulé munkaérak szamat,

y; pedig azt, amelyet tuloraval kell biztositani.

Vonatkozzék a masodik feltétel energiafelhasznalasra és tekintsiik ezt is kiva-
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nalomnak. A masodik feltételt ekkor is igy irhatjuk fel:

Ekkor azonban csak ahhoz fiz6dhet érdekiink, hogy ne hasznéaljunk tobbet fel, mint
amennyi van, ezért azt szeretnénk, hogy a tobbletfelhasznalast képvisels y, valtozo
értéke legyen minél kisebb .

Feladatunk tehat olyan termelési tervet meghatarozni, amely kielégiti a fel-
hasznalt munkaorak és energia tekintetében a felirt egyenlGségeket, kielégiti az alap-

probléma tobbi feltételét, minimalizalja v, -t, y; és y, —t is:

Ax+y -y = b

Aoz +ys —y; = by
Ax < b, 1=3,....m

z > 0.

Ez a modell a célprogramozas korébe tartozik. A megoldést a tébbcéld pro-
gramozasi feladatok korében értelmezziik és megoldésa lineéris programozasi felada-

tok negoldasa forméjaban torténik.

5.6. Kétlépcs6s programozasi modell.

Az 6t6dik modellben a termelési folyamat eredményeként kozbeess termékeket alli-
tunk els, amelyekbdl egy kovetkez§ szakaszban végtermékek késziilnek. Az x4, ..., ,
termelési szintek meghatarozasaban az elsé szakaszban nemcsak az eréforrasok ren-
delkezésre all6 mennyiségét kell figyelembe venniink, hanem azt is, hogy a végter-
mékekre - ezek mennyiségét a Bx szorzat képviseli - mekkora megrendelés érkezik,
jelolje ezeket Dy, ...D,, r a végtermékek szdma. Tegyiik most fel, hogy a D =

(D1, ..., D,) megrendelést nem ismerjiik elére, amikor a kézbeess termékek termelési
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szintjérdl kell donteni, a megrendelések vektora azonban valoszintiségi valtozo, amely
nem fiigg attol, hogy milyen x termelési szintekrsl dontottiink az elsd szakaszban. A
D eloszlasat ismerjiik. Diszkrét értékeket vehet fol, ismerjiik e lehetséges értékeket
és azt is, hogy D a lehetséges értékeit milyen valoszintiséggel veszi fel. A mésodik
szakaszban a végtermékek Bxr mennyisége és a D megrendelés ismeretében korrek-
ciot hajtunk végre, amely koltséggel jar. Minthogy a korrekcios koltség nemcsak x—
t6l, hanem D—tdl is fiigg, maga is valoszintségi valtozd. Az Osszes koltség két tag-
bol &ll. Az egyik a kozbees6 termékek termeléséhez kapcsolodo (determinisztikus)
linearis koltség: cx, a masik pedig a korrekcié koltségének varhato értéke. A feladat

az, hogy minimalizaljuk az Gsszes koltségiink varhatéd értékét.

Szeretnénk annyit termelni a kozbeesd termékekbdl, hogy a beldliik elgallithato
végtermékek mennyisége pontosan annyi legyen, amennyi a megrendelés. Ha azon-
ban a megrendelés csak a termelés méasodik szakaszaban lesz ismeretes, akkor kor-
rekciora van sziikség. A felesleget értékesiteni kell, ezt csak alacsonyabb aron lehet,
illetve ha kevesebbet allitunk el6, mint amire megrendelésiink van, akkor ki kell
potolnunk vasarlassal, amelyre pedig csak magasabb &ron nyilik mod. Jeldlje a k.
végtermék esetében ezt az alacsonyabb egységérat ¢, , a magasabbat ¢, k=1,...,7.
A termelés masodik szakaszdban a korrekcio koltségét akarjuk minimalizalni, vagyis
a modellt igy irhatjuk fel:

> Wiad +yrq) — min
k=1
Bz +yf —y., = Di, k=1,.,r

vy > 0, k=1,

ahol ;" jeloli a hianyzo mennyiséget a k—dik végtermékbdl, v, pedig a felesleget.
Igy a masodik szakaszban elvégzends korrekeié minimalis koltsége is valoszintségi
valtozo, amely adott x esetén szintén diszkrét értékeket vehet fel, nevezetesen a fenti
célprogramozasi feladat minimélis értékeit abban az esetben, amikor a jobboldalon a
D lehetséges értékeit helyettesitjiik be. Ha D s szamu lehetséges értékkel bir, akkor

tehat s szamu linearis programozasi feladatot kell megoldanunk, az [—dik feladat a
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kovetkez6:

T

> (ke +ypay) — min
k=1

Brr vyt —yp = D,(f),kzl,...,r

by > 0, k=17

ahol DW a D lehetséges értéke, y;t, vy (k= 1,...,7) az [—dik feladat valtozoit jeldli.
Az optimalis célfiiggvényérték, amely valoszintiségi valtozo, varhato értékét is meg
tudjuk hatirozni ezen optimélis célfiiggvényértékek birtokdban, természetesen az

x = (x1, ..., T,) termelési szintek birtokaban:

S T

— : + + -
E(x)=> p , . mo > Wikdi + vindio)s
=1 kaf“l‘ylk_ylk:Dk 7ylk7ylk20, k=1,..,r k=1

itt p; annak valészintsége, hogy D a DU értéket veszi fel.

Ne felejtsiik el, hogy e masodik szakaszban az © = (x1,...,x,) vektort, amely
a kozbeess termékek termelési szintjét jelenti, adottnak tekintjiik. Az x dontési
vektor egyben az elGallithato végtermékek mennyiségét is képviseli, ezért a modellezd

érdeklgdése erre kell, hogy irdnyuljon.

A feladat olyan x termelési szint vektort meghatarozni, amely mellett az Osszes

koltség varhatd értéke minimaélis.

Megfontolasaink a kovetkezd nagyméretii linaris programozasi modellhez vezettek:
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cx+ Y p Y (hat +ypg;) — min

=1 k=1
Ar < b
z > 0
Brr 4y — vy, = D,(Cl), k=1,..r
YoV = 0, k=1,.,7
Bex+yi—vyy = DY k=1,..r
VsV = 0, k=1,..7
Byr+yh —y; = DY k=1,..r
VieUm = 0, k=17

A leirt modell a kétlépcsGs programozasi modell, szintén a sztochasztikus pro-

gramozas korébe tartozik.

Legyen egyszerii példank egy faipari iizem, ahol az els§ szakaszban a fa kiter-
melése torténik, a masodik szakaszban a feldolgozasa. A kovetkez6 termelési perio-
dusban (hénapban, évben, sth.) a legfeljebb T' tonna kitermelhets fa egy részébdl
firészara késziil, mas részébdl rétegelt lemez, stb. Az els§ szakaszban a vallalatnak
azt kell meghataroznia, hany tonna szalfat termeljen ki flirészara céljara, rétegelt
lemez céljara, sth. A kivagott szalfa egy tonnéjabol by kobméter flirészara késziil,
by tabla rétegelt lemez, stb. Ha x4, ..., z,, a kivagott szalfa tonnaja az els§, masodik,
n-edik célra, akkor a végtermékek mennyiségét (a flirészara, rétegelt lemez, stb.

b1y b1 0...0

bary 0by ... 0
termékekbdl) a vektor képviseli, vagyis B =

bnn 00..0,
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1
D
DY
Két lehetséges megrendelés képzelhets el: D) =
DY)

és D) =

63

az elsé %, a méasodik % valoszintséggel. Egy tonna szalfa feldolgozasi koltsége cq, ha

firészara keésziil bel6le, ¢y, ha rétegelt lemez, stb. Az Osszes feldolgozasi koltség,

és egyben ennek varhatéd értéke: 2?21

c;xj. Az Osszes koltség a feldolgozas kolt-

ségének és a korrekcios koltségnek az Osszege, amelynek varhato értékét minimal-

izaljuk. Megoldand¢ linearis programozasi feladatunk igy n+2n+2n = 5n valtozot,

l+n+n+2n+n-+2n="7n+ 1 feltételt tartalmaz és a kovetkezs lesz:

n

1« 2L o

chxj + 3 Z(quyf}c + G Yi) + 3 Z(qijy;k + 45, Yor,)

j=1 k=1 k=1
.171+I‘2++;Un

L15 X2 o5 Ty

bz + vy — vy

bnwn + yfrn - y;n
Yt Yik

biz1 + Y3, — Yo

+ —
Yors Yok

(VAR VAN

v

min
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6. fejezet

Torténet, ajanlott konyvek.

A linearis programozas az operacidkutatas kozponti teriilete.

Az ”operaciokutatas” elnevezés a II. vilaghédboru alatt keletkezett, a tudoméanyos
eredményeknek a hadmiiveleti tervekben valé alkalmazasara utal. Elszor a brit,
majd az amerikai hadvezetés nagyszamu tudost hivott, kozottiik nagyszamia matem-
atikust segitségiil, hogy kozremiikdjenek stratégiai és taktikai katonai problémak
kezelésében, az erdforrasoknak az egyes katonai tevékenységek kozotti elosztasaban,
tok alkottak az els6 operaciékutatokat.

A teriilet tudomanyos eredete és gyokere azonban sokkal korabbi. Egyszeri
matematikai programozasi modelleket kozdlt mar a kdzgazdasz Quesnay 1759-ben
és Walras 1874-ben; Neumann Janos 1937-ben és Kantorovich 1939-ben hasonl6é mii-
faju de sokkal erételjesebb és bonyolultabb gazdasagi modelleket fejlesztettek ki. A
linearis modellek matematikai megalapozasa a 19. szazad fordulajara esik. Linearis
egyenletrendszerek megoldhatosagarol szolo, jelentds fejlodést elindité eredményét
Farkas Gyula 1901-ban publikalta. Konig Dénes és Egervary Jen6 kutatasai az
1910-es, 20-as években a hozzarendelési feladat megoldasara szolgalé u.n. "magyar
modszerhez” vezettek. Nagyhatésu korai kutatasokra szolgélnak példaul Markov
dinamikus modellekre vonatkozé munkai és Erlang Gttér6 tanulmanyai a sorbandl-
lasi modellek tertiletén - Markov 1856 és 1922 kozott élt, Erlang pedig 1878 és 1929
kozott.

65
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Bar e korai eredmények a tudomanyos kozéletben elismerést valtottak ki, a
matematikai modellek alkalmazésa az {izleti életben és gazdasigi dontésekben csak
az utoébbi bo fél évszazad fejleménye. A II. vilaghdborat kévetGen vildgossa valt,
hogy a gazdasagi és iizleti életben felmeriils probléméak alapvet&en ugyanolyanok,
mint amilyenekkel a habord idején a kutatok szembesiiltek. E felismeréshez az
Osszegyiilt elméleti és modszertani ismeretek mellett a rendelkezésre allo technikak,
mindenekel6tt a szamitoégép gyors fejlédése is hozzajarult, hiszen komplikalt felada-
tok megoldasa a megoldasi modszer birtokdban sem képzelhets el papiron, ceruzéaval.
Az ”operacidkutatas” mint tudomanyteriilet hamarosan meggyokeresedett, egyetemi
tanszékek alakultak, tudoméanyos tarsasagok, folyoiratok jottek létre, konferenciak

szervezddtek ilyen néven.

A lineéris programozasnak ériasi irodalma van. Ttt néhany olyan kdnyvet-tankdnyvet
sorolok fel, amelyek attanulmanyozéasaval az olvasdé megismerkedhet a teriilet kiilon-
b6z6 vonasaival. Célom az is, hogy a szerzékre mint az ”operacidkutatas” kiemelkedd
miivelGire is felhivjam a figyelmet. A felsorolt konyvek tobbsége 30-40 évvel ezel6tt
jelent meg, a linearis programozas héskoraban. Azota ugyan sok-sok 0j eredmény
sziiletett, amelyek gazdagitottak a tudoméanyteriiletet, a nagy felismerések azon-
ban a hd@skorban sziilettek. E kényvek nemcsak korszertiek ma is, hanem a sz-
erz6k nagy magyarazo lendiilete és erdfeszitése eredményeként f6ként az ismereteiket
megalapozni kivanok szadméara talan konnyebben megértheték. Sajnos csak an-
gol nyelven olvashatok, néhény egyetemi konyvtarban illetve akadémiai intézeti

konyvtarban megtaldlhatok.

G.B. Dantzig a linearis programozas alapito atyai koziil a legismertebb, a szim-
plex modszer az 6 nevéhez fiiz6dik. Konyve (Dantzig, G.B.: ”Linear programming
and extensions”, Princeton University Press, 1963) az els6 nagy elméleti és modsz-

ertani Gsszefoglalé mi.

D. Gale tttor6 munkajaban (Gale, D.: ”The theory of linear economic models”,
McGraw-Hill, 1960) a linearis gazdasagi modelleket egységes szerkezetbe foglalta és

egyuttal a linearis programozas gondolatkorébe helyezte.

H.M. Wagner nagyszabast és egyben szorakoztatd stilusa konyvét (Wagner,
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H.M.: ”Principles of operations research with applications to managerial decisions”,
Prentice-Hall Inc., 1969) azoknak ajanlom, akik linearis programozéashoz vezetd
széleskort alkalmazasi lehetségek irant érdeklGdnek.

O.L. Mangasarian munkéja (Mangasarian, O.L.: ”Nonlinear programming”, McGraw-
Hill, 1969) a matematikai programozas klasszikus kézikonyve, elsG része linearis pro-
gramozassal foglalkozik.

A Hillier-Liebermann szerz6paros tankonyve (Hillier, F.S., Lieberman, G.J.: ”Introduction
to operations research”, Holden Day Inc., 1986) t6bb angol nyelvii kiadast ért meg,
magyar forditasban 1994-ben jelent meg, megkaphato vagy megrendelhets egyebek
kozott a Budapesti Kézgazdasagtudomanyi és Allamigazgatasi Egyetem konyves-
boltjaiban.

Vektorterekrdl valo ismereteiket az itt targyaltaknal részletesebben felidézni szandékozok-
nak ajanlom Dancs Istvan és Puskas Csaba ” Vektorterek” cimi konyvét, megjelent

az AULA kiad6 gondozasaban 2001-ben.






