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TARTALOMJEGYZEK



El6sz6

Ez a jegyzet a halozati optimalizalas gyakorlati alkalmazésok szempontjabol
egyik legfontosabb problémaéajaval, az idGtervezési, vagy mas szoval terviitemezési
feladattal foglalkozik. Célunk az, hogy a sztochasztikus idGtervezési feladat néhany
legtjabb elemzési modszerét ismertessiik. Ehhez az els6 fejezetben megadjuk a graf-
elmélet néhany alapfogalmat és algoritmusat. Ezutan ismertetjiikk a determiniszti-
kus id6tervezési feladatot (CPM), majd attekintjiik az annak megoldasara szolgalo
legfontosabb hélézati optimalizalasi algoritmusokat. Ezt a fejezetet Klafszky Emil-
nek a mgyar nyelvii szakirodalomban klasszikusnak tekinthet6 [22] "Bolyai jegy-
zete", illetve a kés6bbiek soran Klafszky Emil miskolci egyetemi eladasai alapjan
tanitvanyai altal lejegyzett [23] el6adéasai angol nyelven megjelent jegyzete alapjan
targyaljuk. Ezekben a jegyzetekben a legrévidebb tutkeresd algoritmus és a ter-
viitemezési feladat legkorabbi, illetve legkésébbi kezdési id6pontokat meghatarozo
algoritmusai egységes keretben, a feladatra kimondott primal-dual feladatpar dua-
litas tételére alapozva vannak kidolgozva. A legrévidebb tut keresésére megadjuk
Ford egy algoritmusat is, leginkabb csak azért, hogy példat mutassunk olyan al-
goritmusra is, amely hurokmentes halézatban negativ élhosszak mellett is miikodik.
Nem célja a jegyzetnek az e célra rendelkezésre allo sok kivalo és hatékony algoritmus
ismertetése.

A masodik fejezetben elGszor roviden ismertetjiik a sztochasztikus idGtervezési
feladatot (PERT), majd megmutatjuk, hogy Prékopa Andras és J. Long nem tul
nagyméreti PERT modellekre milyen modszert dolgoztak ki arra, hogy a projekt

/////

fels6 korlatokat tudjanak szamitani, illetve nagy megbizhatosaggal becsiilni tudjak
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annak az értékeit (lasd [32]). Ennek a modszernek a tovabbfejlesztéseként Prékopa
Andrés, Szantai Tamas és J. Long [40] dolgozata alapjan megmutatjuk, hogy ezek
a modszerek hatékonyabbé tehetsk, és ezaltal a gyakorlati alkalmazasok szamara
realis méretd PERT modellek esetén is sikerrel alkalmazhatokka valnak. Nume-
rikus tesztfeladatokon mutatjuk be az 4j modszerek alkalmazhatosidgat. Végiil az
utolso szakaszban egy egylittes valoszintiséggel korlatozott sztochasztikus programo-
zési modellt mutatunk be, amely a PERT modellek elemzésére egy egészen més
megkozelitést alkalmaz. Ez a megkozelités a tevékenységi idék valoszintiségi model-
lezésére a Dirichlet eloszlés alkalmazésat is lehetévé teszi. Tekintettel arra, hogy a
PERT modellekben altalanosnak tekinthetd a béta eloszlas ilyen céli alkalmazasa és
a Dirichlet eloszlas egydimenzios peremeloszlésai kdzismerten béta eloszlasok, ez az
1j modellezés az eddigi modellezési modszerek fontos altaldnositasanak tekinthets.
A Dirichlet eloszlas ilyen célu alkalmazasat a jegyzet szerzGje egy 1992 mérciusé-
ban a Berlin kozeli Gosen-ben tartott nemzetkdzi konferencidn ismertette elGszor
D. Monhorral kozos eladés keretében. A valoszintiséggel korlatozott sztochasztikus
programozasi feladat megoldasat Dirichlet eloszlas esetén is lehetévé tevd szamitogé-
pes program kifejlesztésérdl a jegyzet szerzGje 1996-ban Pragaban szamolt be, mely

konferencia kitetében ezek az eredmények irasban is megjelentek (lasd [39]).



1. Fejezet

Determinisztikus 1détervezési feladat

(CPM)

1.1. Grafelméleti bevezetés

Vezessiik be az iranyitott-, vagy mas szoval digrdf fogalmat a kovetkezd defini-

cioval.

1.1.1. Definicio: A G = (N, A) véges halmazokbdl dllo struktirdt irdnyitott-, vagy
digrafnak nevezziik, ahol N a pontok, vagy csicsok halmaza, N =1,2,...,n és A az
élek, vagy rendezett pontpdrok halmaza, A = ey, ez, ... ey, ex = (i,§), 1 E N, j €N
és azt mondjuk, hogy i az e €l kezddpontja, j pedig a végpontja.

A digrafokat grafikusan a legegyszertibben tgy abrazolhatjuk, hogy a digraf csi-
csait a sik szamozott pontjaival, mig a digraf éleit olyan nyilakkal adjuk meg, melyek
az élek kezdGpontjabol azok végpontjaba mutatnak. Az 1.1. &abra egy egyszeri
digrafra mutatja ezt a grafikus abrazolast.

Fontos megjegyezni, hogy a fenti definicioban nem engediink meg tgynevezett
hurokélt, azaz az élek A halmazidban nem fordulhat el§ e, = (i,7),i € N alaku
él, valamint nem engediink meg tgynevezett tobbszoros éleket sem, azaz az élek A
halmazédban nem fordulhat el6 k # [ indexekkel egyidejiileg az e;, = (i,7),i € N,j €
N ésaz e = (i,7),i € N,j € N él (lasd az 1.2 abrat).

5
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1.1. d4bra. Egy egyszerti digraf grafikus abrazolasa

@ oo

1.2. 4bra. Hurokél és tobbszoros él szemléltetése

A szamitogépen torténd tarolés, illetve a digrafokon végrehajtandé numerikus
algoritmusok szamitogépen torténd végrehajtasa szempontjabol fontos olyan mega-
dasi modokat talalni, melyek a grafikus leiras helyett numerikusan, azaz szamokkal
leirhaté6 modon adjak meg a digrafokat. Erre a digrafot alkoté pontok és élek hal-
mazanak egyszeri felsorolasan tul leggyakrabban a kiévetkezé harom lehet&séget

hasznaljuk.

a) Pont—pont incidencia mdtriz megaddsi mad.

A pont—pont incidencia matrixon egy olyan n x n méretd A matrixot értiink,
amely a;; elemeire

1, ha(i,5) € A,
aij =
0, kiilonben.

Az 1.1. &abra egyszeri digrafjara a pont—pont incidencia matrix a koévetke-

z6képpen néz ki:

1 1 1
2 1 1
3 1




1.1.

b)
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Pont—é€l incidencia mdtriz megaddsi maod.

A pont—€él incidencia matrixon egy olyan n x m méretdi B matrixot értiink,

amely b;; elemeire

1,  ha az e; élnek i kezd6pontja,
bij = —1, ha az e; élnek i végpontja,
0, kiilénben.

\

Az 1.1. abra egyszeri digrafjara a pont—¢él incidencia matrix a kovetkez&képpen

néz ki:

1 1 1

2 | -1 1 1

3 -1 | -1 1
4 -1 ] -1

A fenti pont—él incidencia matrixban az 1.1. &abra digrafjanak az éleit az

(1,2),(1,3),(2,3),(2,4), (3,4) sorrendben szamoztuk meg 1-t6l 5-ig.

Egy, a szdmitogépes tdarolds szamdra gazdasdgos megaddsi maod.

Egy P tomb i—edik eleme mutasson egy masik C' tombnek arra az elemére,
amelytdl kezdve az i cstcsbol induld élek végpontjai vannak felsorolva. Kony-
nyen meggondolhatd, hogy ezzel egyetlen n elemd P és m elemt C' tombbel
a digrafot egyértelmiden adtuk meg, ahol n a digraf cstcsainak, m pedig a
digraf éleinek a szama. Az 1.1. abra egyszerd digrafjara a P és C' tombok a

kovetkez6képpen néznek ki:

P c
1 2
3 3
5 3
0 4

4
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A kovetkezd definiciokkal két fontos fogalmat vezetiink be a digrafokra, a vdgds

és az ut fogalmat.

1.1.2. Definicio: Legyen (N, A) egy tetszdleges digrdf, amelyben a csicsok N hal-
maza két diszjunkt, nem tires S és 8’ halmazra van felosztva, vagyis SUS = N és
SNS' =10. Jelolje (S,8’) azon élek osszességét, amelyek S—beli csiicsbol indulnak €s
S'-beli csicsba érkeznek. Az (S,8') élhalmazt az (N, A) digrdf vigdsdinak nevezziik.

Ha s,s' € N olyan cstcsok, hogy s € S és s’ € &', akkor azt mondjuk, hogy az

(S,8') vdgds az s és ' csucsokat elvdlasztja.

1.1.3. Definicio: Legyen adott eqy tetszdleges (N, A) digrdf és legyen s,s' € N

két tetszdleges csics. Legyen xo,x1,...,x, € N csicsok egy olyan sorozata, melyre
xo =8, xp =8 €és (vi_1,2;) € A mindeni =1,...,p esetén. Ekkor azt mondjuk,
hogy xo, 21, . .., %, eqy S—bdl S’ ~be vezetd ut. Jelolése: P = (s = xg, x1,...,2, = 5).

1.1.1. Tétel: (Minty tétele) Legyen (N, A) tetszbleges digrdf és s, s’ € N két tets-
zdleges csicsa ennek a digrdafnak. Ekkor vagy van it s—bdl s'—be, vagy van olyan, az

s, s csucsokat elvdlasztd vdgds, amelyik tires.

Bizonyitds: Konstrualjuk meg az S halmazt tgy, hogy s € § legyen, és mindad-
dig vegylink 1j y € N csucsokat az S halmazba, ameddig van olyan = € S csics,
hogy (z,y) € A.

Ha az S halmaz mér nem bdévithets, akkor
a) s’ € S esetén az S halmaz konstrukcidja miatt nyilvan van ut s-bdl s'~be.

b) s’ ¢ S esetén legyen S’ = N\ S, mikoris az S halmaz konstrukcioja miatt az

s, s cstucsokat elvalaszto (S,S’) vagas iires.

O

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a Minty tétel bizonyitdsaban alkalmazott
gondolatmenet segitségével hogyan lehet eldonteni egy tetszéleges (N, A) digraf két
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adott s, € N cstucsarol, hogy van-e s-bdl s'~be vezets ut a digrafban, vagy ép-
penséggel létezik az s, s cstcsokat elvalaszto iires vagas. A Minty tétel konstruk-
tiv bizonyitasanak megvalositasahoz hasznos segédeszkoz az tgynevezett cimkézési

technika.

Cimkézési algoritmus: A Minty tétel bizonyitdsaban megkonstrualt S halmaz
felépitésének egy algoritmusa a kovetkezS. Rendeljiink az (N, A) digraf minden
csicsahoz egy, a cstcsot azonositdé cimkét (praktikusan szamozzuk meg sorra a
csucsokat és az igy hozzajuk rendelt sorszam legyen a cimkéjiik), és a majdan vég-
rehajtando iteracios lépések mindegyikére egy tarold rekeszt, vagyis valojaban egy
tombot. A nulladik, inicializalo 1épésben soroljuk be az s csiicsot az S halmazba, és
ezt a tényt fejezziik ki azzal, hogy a cimkéjét beirjuk a nulladik iteracionak megfelels
rekeszébe. Ezutan minden iteracios 1épés soran valasszunk egy, az S halmazhoz tar-
toz6 x cstcsot, azaz egy olyan cstucsot, amely valamely korabbi iteracios 1épéshez
tartozo rekeszében mar tartalmaz cimkét. Irjuk be az z cstics cimkéjét minden olyan,
eddig még meg nem cimkézett cstucs adott iteracios 1épéshez tartozo rekeszébe, amely
csticshoz vezet él az x csticsbol, hiszen ezek a csticsok mind az S halmazba kell, hogy
tartozzanak. Az S-beli csticsok 1jboli megvizsgalasa egyszertien kikiiszobolhets a
cimkézés elGjelezésével. Eszerint amikor egy csticsba eljutunk, akkor el6szor csak ne-
gativ cimkével latjuk el, és ha ebbdl a cstcsbol tovabb 1éptiink mindenhova, ahova
csak lehetett, akkor a cimkét pozitivva valtoztatjuk at. Ennek megfelelen a nulla-
dik lépésben az s cstucs nulladik iterdacionak megfelels rekeszébe is a cimkéje minusz
egyszeresét kell tenni. Osszefoglalva, a cimkézési algoritmusunk egy altalanos itera-
cios lépése tehat a kovetkezs. Tekintsiik sorra az el6z6 iteracios lépésnek megfelels
rekesziikben negativ cimkével bir6 csticsokat. Ezek negativ cimkéjét irjuk be az
Osszes olyan még meg nem cimkézett csics adott iteracios lépésnek megfelel reke-
szébe, amely cstcsba vezet az éppen vizsgalt cstucsbol él. Ezt kovetGen a vizsgalt
csucs el6z6 iteracios 1épésnek megfelels rekeszében véltoztassuk at a negativ cimkét
pozitivva. Az iteracios lépéseket vagy akkor kell leallitani, amikor az s’ cstcs egy
rekeszébe cimkét irunk, vagy pedig akkor, amikor mar nem talalunk tobb negativan

megcimkézett cstucsot. Az els esetben megszerkeszthetd egy s—bdl s'—be vezets tt,
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1.3. abra. Az 1.1.1. és 1.1.2.. példak digrafja

mig a masodik esetben megadhato egy olyan (S,S’) iires vagas, amley az s és &
csucsokat elvalasztja.

A cimkézési algoritmus legcélszertibben a digraf pont—pont incidencia maéatrixos
leirdsanak a hasznalataval hajthato végre. Ezt az alabbi két példan szemléltetjiik.
Mindkét példa ugyanarra az 1.3. abran megadott digrafra vonatkozik, csak a kezd&—
és végpontok megvalasztasa kiilonbozs. Az 1.1.1. példaban s = 1, s’ = 9, mikoris a 4.
iteracios lépésben cimke keriil a végpont rekeszébe. Ez azt jelenti, hogy létezik tt s—
bol s'~be, amely ut ,yvisszagongyolithetd” olymodon, hogy elindulunk a végpontbdl,
ahova a rekeszébe beirt cimkének megfelels csiicsbol jutottunk, ebbe a cstcsba az 6
el6z6 iteraciobeli rekeszébe beirt cimkének megfelels csticsbol és igy tovabb egészen
a kezddpontig. Az 1.1.2. példdban s = 7, s’ = 3, mikoris azt latjuk, hogy méar az
1. iteracios lépésben elakadunk, nem maradt negativ cimkéj cstics és még nem
jutottunk el a végpontba. Ez azt jelenti, hogy ha az & halmazba soroljuk az Gsszes
megcimkézett cstucsot, az &’ halmazba pedig a tobbit, akkor az (S,S’) vagas egy

olyan iires vagas, amely az s = 7 kezd6— és az s’ = 3 végpontokat elvalasztja.

1.1.1. Példa: Tekintsik az 1.3. dbran adott digrdfot és legyen s = 1, s = 9. A
kévetkezd tdablazat felsd részében megadjuk a digrdf pont—pont incidencia mdtrizdt,
az alatta lévd sorokban pedig az egyes iterdcios lépések cimke sorait. Ldthato, hogy

ebben a példaban létezik it s—bdl s'~be, azt az iterdcids lépések sordn tdrolt cimkék
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segitségével eqyszerd vissza is keresni. Ennek eredménye a P = (s =1,2,5,6,9 = &)

ut, amelyet az iterdcios lépések tablazata alatt a wisszagongydlitésnek” megfelelden

visszafelé halado modon dbrdzoltunk.

1 2 3 4 5 6 8 9
1 1 1
2 1 1
3
4
5 1 1 1
6 1 1
7 1 1
8
9 1
+1 . lépés
+1 +1 . lépés
+2 +2 . lépés
) -5 . lépés
-6 . lépés

®

1.1.2. Példa: Tekintsiik most is az 1.3. dbran adott digrdfot, azonban most legyen

s=17,5 =3. A kivetkezd tabldzat az 1.1.1. példahoz hasonldan, a digrdf pont—pont

incidencia matriza alatt mutatja az egyes iterdcios lépések cimke sorait. Ldthato,

hogy ebben a példdban az elsd iterdciot kovetden elakadunk, nem létezik negativ cim-

kével elldtott csics és ugyanakkor az s = 3 csics sincs még megcimkézve. Ezért

a mdr megcimkézett S = {4,7,8} csicsok halmazdval és a megfelelden képzett

S ={1,2,3,5,6,9} csicsok halmazdval képezett (S,S’) vdgds egy olyan tres vigds,

amely elvdlasztja az s =7 és ' = 3 csucsokat. Ezt szemlélteti a szamoldsi tabldzat

alatti abra, melyen azt kell megfigyelni, hogy az S halmazbol egyetlen €l sem vezet dt
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az 8’ halmazba, vagyis az (S,S’) vagds valéban ires és elvilasztja az s =7 és s’ =3

csucsokat.
1 2 3 4 7 8
1 1 1
2 1
3
4
) 1 1
6 1
7 1 1
8
9 1
+7 0. lépés
+7 +7 1. lépés

Vegyiik észre, hogy mindkét példa esetében a pont-—pont incidencia matrix alatt,

az iteracios lépéseket mutaté matrix rész minden oszlopaban legfeljebb csak egy

cimke szerepelhet, hiszen korabban megcimkézett cstcsot Gjbol méar nem cimké-

zink meg sohasem. Ezért valojaban minden csicshoz elég egyetlen cimke tarolasara

szolgélo rekeszt rendelni, mikoris utélag mar nem lesz nyomonkévethets, hogy az

egyes csiicsok mely iteracios lépés soran lettek cimkével ellatva. Ez azonban nem
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befolyasolja a végeredményt, igy a tovabbiakban egyetlen cimkesorral fogunk mi is

dolgozni.

1.2. A legrovidebb tut probléma

Tekintsiink most egy olyan (N, .A) digrafot, amely éleihez nemnegativ szamok
vannak hozzarendelve. Jelélje 7(x,y) > 0 az (z,y) € A élhez rendelt szamértéket.
7(z,y) ugy is tekinthetd, mint az z cstcsbol az y csticsba torténd atjutas ,uta-
zasi ideje”. Ekkor, ha tekintjik a digraf két, s és s’ csucsat, megfogalmazhato a

kovetkezd feladat. Keresendd az az s—bdl s'~be vezet6 ut, amely mentén az uta-

zési id6 minimalis. Ha a P = (s = x¢,21,...,x, = §') ut hosszara bevezetjik az
(P) = >  7(wi1,x;) jelolést, akkor az (N, A) digrafban az s—bdl s'~be vezetd

legrévidebb 1t keresésének a problémaja ugy fogalmazhaté meg, mint

min(P). (1.1)

Egy, a fenti optimalizélasi feladattal dudlis feladatot is megfogalmazhatunk a ko-
vetkez6 modon. Ehhez elGszor ekvivalens médon atfogalmazzuk az el6z6 legrovidebb
ut keresési problémat. Jelolje most 7(x,y) > 0 az (z,y) € A él mentén egységnyi ara
szallitasi koltségét és legyen a feladatunk az, hogy s—bdl s'~be minimaélis szallitasi
koltséggel szallitsunk el egy egységnyi arat. Ez a probléma a szallité szemszogébdl a
kovetkezdképpen tekinthets. A széllité a megrendelének arajanlatot ad, hogy bar-
mely z € N csticsba mennyiért hajlando egységnyi arut elszallitani s—bol. Jelolje
w(x) ezt az értéket. Ahhoz, hogy aszéllitonak ez az ajanlata a megrendels szaméara

elfogadhatoé legyen, nyilvan minden (z,y) € A él esetén teljestilni kell a

w(y) < p() +7(2,9),
w(y) — p(x) < 7(x,y)

feltételnek. Az is nyilvanvalé tovabba, hogy u(s) = 0 kell, hogy legyen. Ezen

feltételek teljesiilése mellett a szallito célja az s’~be torténd egységnyi szallitas aranak
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a maximalizaléasa:

max (")
feltéve, hogy (1.2)

u(y) — p(x) < 7(z,y), ¥(z,y) € A, u(s) =0
A cstcsokhoz rendelt p(z) szamokat dudlvdaltozoknak, vagy potencidloknak, mig
z (1.1) feladatot primal feladatnak, az (1.2) feladatot dudl feladatnak nevezziik.

Erre a két optimalizalasi feladatra konnyen igazolhato a kdvetkezs lemma.

1.2.1. Lemma: Tetszdleges s—bdl s'~be vezetd P 4t és a p(y) — u(x) < 7(z,vy),
V(z,y) € A, p(s) =0 feltételeknek eleget tevd potencidlok esetén

I(P) = p(s"), (1.3)

ahol eqyenldség akkor és csak akkor dll fent, ha

T(x,y) = ply) — p(z), V(z,y) € P. (1.4)

Bizonyitds:
p p

(P) = (i) 2 ) [ula) = plwia)] = play) = plzo) = pls) = p(s) = p(s),
i=1 i=1

ahol a két Osszeg akkor és csak akkor egyenls egymassal, ha minden tagjuk egyenld,

azaz ha (1.4) teljesiil.
0J

1.2.1. Kovetkezmény: (Gyenge egyensily) Ha az s—bdl s'~be vezeté P it és a
wly) — p(x) < 7(x,y), Y(x,y) € A, u(s) =0 feltételeknek eleget tevd p potencidlok
olyanok, hogy (1.3) egyenldséggel teljesil, akkor a P 1t az (1.1) primdl feladatnak,
a p potencidlok pedig az (1.2) dudl feladatnak optimdlis megolddsai.

Bizonyitds: Legyen [(P) = u(s’) és tegytik fel, hogy a P ut nem optimélis megoldasa
az (1.1) primal feladatnak. Ekkor léteznie kell egy olyan s—bdl s'—be vezetd P utnak,
amelyre

I(P) < I(P). (1.5)
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Az1.2.1. lemma szerint azonban erre a P ttra is [(P) > u(s') = [(P), ami ellentmond
az (1.5) szigoru egyenlGtlenségnek.

Forditva, legyen [(P) = pu(s") és tegyiik fel, hogy a p potenciadlok nem optimalis
megoldasai az (1.2) duél feladatnak. Ekkor léteznie kell olyan [ potencidloknak,

amelyre
(') > p(s). (L6)

Az 1.2.1. lemma szerint azonban ezekre a [i potencidlokra is ji(s") < I[(P) = u(s),
ami ellentmond az (1.6) szigoru egyenlStlenségnek.

OJ

A kovetkez$ tétel konstruktiv bizonyitésa lehetévé teszi, hogy algoritmust szer-

kesszlink a legrovidebb ut (1.1) feladatanak megoldasara.

1.2.2. Tétel: (Ford tétele) Tetszdleges (N, A) digrdf barmely két s, s’ csicsdra léte-
zik olyan s—bél s'—be vezetd P it és léteznek a u(y) — p(z) < 7(x,y), V(z,y) €
A, u(s) = 0 feltételeknek eleget tevd olyan u potencidlok, hogy igaz rajuk (1.4),
és gy az (1.3) egyenldtlenséget is egyenldséggel teljesitik, vagyis az 1.2.1. kovetkez-
mény értelmében a P it az (1.1) primdl, a p potencidlok pedig az (1.2) dudl feladat

optimdlis megolddsai.

Bizonyitds: Tekintsiik kiindulasként az azonosan nulla potencialértékeket, azaz
legyen pu(x) = 0, Vo € A. Ezekre a potencidlokra nyilvanvaloéan teljesiilnek a
w(y) — w(x) < 7(x,y), Y(x,y) € A, u(s) =0 feltételek.

Legyen (N, B) egy olyan digraf, hogy B-be azok az (x,y) élek tartoznak, ame-
lyekre pu(y) — p(x) = 7(z,y).

Ha az (N, B) digrafban van s-bél s'~be vezets ut, akkor arra, és a y potencidlokra
nyilvan teljesiil (1.4), amivel a tétel bizonyitésat befejezettnek tekinthetjiik.

Ha az (N, B) digrafban nincs s—bdl s'—be vezets ut, akkor a Minty tétel értel-
mében létezik az (N, B) digrafban iires (S,S’) vagas, amely az s és s’ cstcsokat
elvalasztja. Ez a vagas a teljes (N, A) digrafban azonban nem lehet iires, hiszen ha
iires lenne, akkor megint csak a Minty tétel értelmében egyaltalan nem létezne s—bél

s'~be vezetd ut, és a legrovidebb ut keresésének a feladata is értelmetlen lenne. Az
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(S,5") vagasban igy talalhatéo minden élre teljesiil, hogy

wy) — plz) < 7(x,y).

Legyen

€= (m)inA [T(u,v) — p(v) + p(u)] > 0.
u,v)E
(u,v)E(S,S")

Definialjunk 1j fi(z) potencidlokat a kovetkezsképpen:

wu(x), hazr € S,
fi(r) =
u(xr)+e haxed.

Ezekre az 0j potencidlokra tovabbra is teljestl u(y) — p(z) < 7(z,y), Y(x,y) €

A, p(s) =0, ugyanis egyrészt

masrészt (x,y) € A-ra négy kiillonboz6 eset lehetséges:

(i) haz € S,y € S, akkor

(iv) haz € 8,y € &, akkor

~

i(y) —i(x) = ply) +e—p(r) = ply) —p(r)+ min - [7(u,v)—pv)+p(u)] =

(u,v)EA
(u,v)E(S,S")
= 7(x,y) = [(z,y) = p(y) + p(2)] + - min - [r(u,0) = p(v) + p(u)] < 7(2,9).
(u,v)’E(S,S/)
Ugyanakkor
(') = u(s') + € > pls)), (L.7)

vagyis s'~n a pu—hoz képest nétt a ji potencial értéke.
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Az egész eddigi eljarasunkat megismételhetjiik az Gj ji potencial értékekkel. Mivel
az ismétlések soran p(s') értéke legalabb enal né és az 1.2.1. lemma értelmében p(s’)
feliilrsl korlatos, azért véges sok ismétlés utén létezni kell az (N, B) digrafban s-bol
s'~be vezetd utnak, mialtal a tétel bizonyitotta valik.

0

1.2.2. Kovetkezmény: (Erds egyensily) Ha az s—bdl s'—be vezetd P it az (1.1)
primdl feladatnak, a p potencidlok pedig az (1.2) dudl feladatnak optimdlis megoldd-
sai, akkor (1.3) egyenldséggel teljesiil.

Bizonyitds: A Ford tételbsl kovetkezik, hogy létezik olyan az s—bdl s'~be vezetd P

ut és léteznek olyan fi potencidlok, amelyekre (1.3) egyenlGséggel teljesiil, azaz

I(P) = fus') (18)

és amelyek ezért az (1.1) és az (1.2) feladatok optimalis megoldésai, mivel pedig P

is és p is ugyanazoknak a feladatoknak az optimalis megoldasai, azért

U(P)=1(P)),

és igy az (1.8) egyenlGség miatt az

egyenlGségnek is teljesiilni kell.

OJ
Legrovidebb utat keresS algoritmus: A Ford tétel konstruktiv bizonyitasa
alapjan konnyen szerkeszthets olyan algoritmus, amely adott (N, .A) digrafban meg-
keresi az s-bdl s'~be vezets legrovidebb utat. Ehhez el6szor definialjuk a 6(x,y)

mennyiségeket a kovetkezdképpen:

o(z,y) = 7(z,y) — [uy) — p(@)] = 7(2,y) + p(x) — pwly), V(z,y) € A,

majd frjuk ezeket a p(y)—p(z) < 7(z,y), V(x,y) € A feltételek teljesiilése estén nyil-

vanvaloan nemnegativ értékeket a (N, .A) digraf pont—pont incidencia matrixaban
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a megfelel6 1-esek helyébe. Ennek a 6(z,y) mennyiségeket tartalmazo ,pont—pont
incidencia méatrixnak” az lesz az elénye, hogy csak a nulla értékid elemeit tekintve
konnyen azonositani tudjuk a Ford tétel bizonyitasdban szerepls (N, B) digraf B
¢lhalmazanak az elemeit. Ezért a §(x,y) értékek matrixat hasznalva, a Minty tétel
és a cimkézési algoritmus segitségével kereshetjik az (N, B) digrafban s-bél s'~be
vezetd utat.

Ha talalunk ilyen utat, akkor az 1.2.1. kovetkezmény szerint az sziikségképpen
az s—bol s'~be vezetd legrovidebb tt.

Ha ilyen ut nem létezik, akkor a megtalalt, s—et s’~t6] elvalaszto, az (N, B) digraf-
ban iires (S,8’) vagéas és a Ford tétel bizonyitasaban a i potencidlok szamitasara

megadott képlet alapjan az 0j, o(z,y), V(z,y) € A értékek a kovetkezSképpen

szémithatok:

, hazreS, yeds

—¢, haz eS8, yed

)
)

d(z,y)+€, hazeS , yes
)

, haze S, yed

\

Szemléletesebbé tehetjiik a fenti transzformacios formulakat, ha a §(x, y) meny-
nyiségeket tartalmazo ,pont—pont incidencia méatrix” S—nek megfelel§ oszlopait és
S'nek megfelels sorait vonalakkal fedjiik le. Ekkor a d(x,y) mennyiségeket tar-
talmazé métrixbol a o (x,y) mennyiségeket tartalmazé matrix agy lesz szamithato,
hogy valtozatlanul hagyjuk az egy vonallal lefedett elemeket, hozzdadunk et a két-
szer fedett elemekhez és kivonunk et a fedetlen elemekbdl, amint azt az 1.4 és 1.5
abrak is szemléltetik.

Végiil az utolso 0(z, y) mennyiségeket, valamint az eredeti 7(z, y) mennyiségeket
tartalmazo matrixbol és a u(s) = 0 kezdeti feltételbsl az optimalis p(x), © € N

potencialértékek is konnyen kiszamithatok.
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¥oS | yos

xS

__________________________________________________

_________________________________________________

xS’

_________________________________________________

1.4. abra. A megfelel§ vonalakkal lefedett pont—pont incidencia matrix

yOs yQs’
xas
S(le) = 6(X1y) 3\(X!y) = 6(le)'8
a(xy) = d(xy)+e 3(x.y) = 6(x.y)
xS’

1.5. dbra. A § (x,y) értékek transzformacios séméja
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S

2
2

1.6. abra. Az 1.2.3. példa digrafja és élhosszai

A kovetkezs egyszri kis példan bemutatjuk a fent vézolt legrovidebb ut keresési

algoritmust.

1.2.3. Példa: Tekintsik az 1.6 dbra digrdfjdt, ahol az élekre irt pozitiv szamok az
élek T(x,y) hosszait jelentik és legyen feladatunk az 1-es csicsbol az 5-ds csicsba

vezetd legrovidebb it meghatdrozdsa.

A kovetkezskben sorra megadjuk az egyes iteracios lépések (z, y) menynyiségeket
tartalmazo tablazatait. A 0. lépés a p(xz) = 0 kiindul6é potenciélértékekkel szamolt
d(z,y) mennyiségek tablazata, majd minden itaracios lépés tablazata egy s—bdl s'—
be d(z,y) = 0 éleken at vezets ut keresésének az eredményét szemlélteti, ahol a
csucsok cimkéit a tablazat alatti egyetlen sor tartalmazza. Amennyiben nem léte-
zett at s—bosl s'~be, akkor a tablazat mellett megadjuk a megtalalt S halmazt; a
tablazaton szaggatott vonallal lefedjiik az S—beli csticsoknak megfelel sorokat és az
S’—beli cstucsoknak megfelels oszlopokat; és végiil a tablazat mellett megadjuk a fe-
detlen elemek minimumaét, mint € értéket. Az utolséd tablazatban mar S’ ala is cimke
keriil, ekkor nem sziikséges a tablazat sorainak illetve oszlopainak vonalkazéasa, igy
€ értéke sem hatarozhatoé meg. Ezzel szemben a szokisos médon visszakereshets az

s-b6l s'~be vezets ut, amely a példabeli feladat megoldasat adja.
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Az 5. lépésben meg lehetett cimkézni az s’ = 5 csiicsot, miszerint méar létezik
az (N, B) digrafban s-bdl s’~be vezets ut. Ez tgy olvashato ki az utolso, cimkéket
tartalmazo sorbol, hogy az 5-ik csticsba a 4-es csticsbol, a 4-edik csicsba a 3-as
csucsbol, a 3-adik csticsba pedig az 1-es cstcsbol jutottunk, vagyis a keresett legro-
videbb ut a P = {1, 3, 4,5} at, amely hossza [(P) = 4+1+3 = 8. A potencialértékek
meghatarozasahoz vegytik elGszor figyelembe a pu(1) = 0 kezdeti feltetelt és a 0(1, 2)

értéket definialo
Osszefliggést, amibdl

w(2) =7(1,2) + pu(l) = 6(1,2) =3+0—-0=3.

Mésodszor a

0(1,3) = 7(1,3) + p(1) — u(3)

Osszefliggéshdl
p(3)=7(1,3) +p(l) —0(1,3) =4+ 0-0=4,
majd a
0(2,4) = 7(2,4) + n(2) — p(4)
Osszefiiggésbol

u(4) = 7(2,4) + u(2) — 8(2,4) =4+ 3 -2 =5,
és végiil a
5(4,5) = 7(4,5) + p(4) — u(5)
Osszefiiggésbol

1(5) = 7(4,5) + p(4) — 5(4,5) =3 +5—0 =8.

Lathato tehat, hogy az 1.2.2. tétel értelmében a példa halozatéra valoban teljesiil,
hogy az 1.1. primal és az 1.2. duél feladatok optimalis megoldasaira [(P) = pu(s') =
8.
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A tovabbiak soran még egy legrovidebb utat keresd algoritmust ismertetiink rész-
letesen. Erre azért van sziikségiink, mert az el6z6, a dualitas tétel konstruktiv bi-
zonyitasan alapulo algoritmusunkban fontos feltétel volt az, hogy a 7(x, y) élhosszak
nemnegativak. Az 1.3. szakasz idGtervezési feladataban, illetve annak a 2. fejezet-
ben targyaland6 sztochasztikus kiterjesztésében ezzel szemben nemnegativ élhosz-
szusagu digrafokban a leghosszabb ut megkeresése lesz az egyik tipikus feladat. Ezt
megoldhatjuk tgy is, hogy az élhosszak minusz egyszereseivel tekintett digrafban
legrévidebb utat keresiink. Ehhez azonban olyan legrévidebb 1t keresd algoritmusra
van sziikségiink, amely negativ élhosszak mellett is mikdédik. Ahhoz, hogy ilyen
algoritmus létezhessen, illetve hogy értelme legyen egyaltalan legrévidebb ttrol be-
szélni, fel kell tenniink a digrafrol azt, hogy nem tartalmaz olyan utat, amely egy
csuiesbol indulva ugyanebbe a cstucsba visszatér. Az ilyen utat horoknak nevezziik,
tehat a tovabbiakban csak tgynevezett hurokmentes digrafokat fogunk tekinteni.
Nyilvanvalé ugyanis, hogy egy esetleges csupa negativ hosszusagu élekkel biré hu-
rok létezése esetén a ,legrévidebb ut” az lenne, hogy végtelen sokszor korbejarnank
ebben a hurokban, mialtal az Gtunk hossza tetszélegesen kicsivé lenne tehets. Ez a
feltevés teljesen természetesnek tekinthets az 1.3. szakasz idStervezési feladataban.
Az egyik legegyszeriibb ilyen algoritmus a kdvetkezd.

Ford legrovidebb ut keres6 algoritmusa negativ élhosszusagokat is tartal-
maz6 digrafokra:

1. lépés. Inicializdlds. Rendeljiink az s cstcs kivételével minden cstcshoz
(i) = oo és p(i) = 0 cimke értékeket és legyen [(s) =0, p(s) = s.

2. lépés. Iterdcids lépés. Minden j € N csucsra ellendrizziik, hogy létezik-e
olyan (i,7) € A él, amelyre teljesiil az (i) + 7(,7) < I(j) egyenlStlenség. Ha ilyen
él létezik, akkor az els§ megtaldlasakor menjiink a 3. 1épésre, kiilonben allitsuk le
az iteracios lépéseket és magat az algoritmust.

3. lépés. A cimkék aktualizdldsa. A j cstcs [(7) cimkéjét cseréljiik 1(7) +7(1, j)—
re, p(j) cimkéjét pedig i-re. Menjiink a 2. lépésre.

1.2.4. Példa: Tekintsik ismét az 1.6 dbra digrdafjdat az élekre irt T(x,y) élhosszakkal,

és keressiik most is az 1-es csicsbol az 5-ds csucsba vezetd legrovidebb utat.
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Az iteracios lépéseket gy szemléltettiik, hogy a 7(z,y) élhosszakat tartalmazo
pont—pont incidencia matrix bal oldalan minden iteracids lépéshez megadtuk az
aktualis [—cimkéket, a jobboldalan az iteraciosorozat végére kialakult p—cimkéket,
mig alatta az egyes iterdcios 1épések soran szamitott 1(i) + 7(i,j) és [(j) értékeket
(ez utobbiakat mindig vastagon szedve). Vegyiik észre, hogy a tablazat alatt, az
egyes iteraciokon beliil a sorok sorszama a j, a sorokon beliili elemek sorszama pe-
dig az i indexnek felel meg, és mindeniitt csak akkor szamitottuk az I(i) + 7(i, j)
menynyiségeket, amikor az (i,7) él létezik, illetve lealltunk azok szamitasaval is,
amikor el@szor teljesiilt az [(i) + 7(7,j) < l(j) egyenlStlenség. Ekkor toltottik ki az
adott iteraciohoz tartozo [—cimke oszlopot és aktualizaltuk a p—cimke oszlopot, azaz
feliillirtuk a p-cimke oszlop annyiadik elemét, mint az iteracié6 ahanyadik soraban
alltunk le, és olyan szamot irtunk oda, mint az iteracié utols6é sordban ahanyadik
helyre szamoltunk éppen (i) + 7(4,7) értéket (nem vastagon szedett szamot a sor-
ban). Végil a p—cimkékbdl a keresett legrovidebb at ugyanugy a P = {1,3,4,5}
ut, [(P) =4+ 1+ 3 = 8 6sszhosszal, amint ahogyan azt az 1.2.3. példaban korab-
ban mar megkaptuk. A p potencidlértékeket most azonban nem tudjuk kézvetleniil

kiszémitani.

1.2.5. Példa: Tekintsik az 1.7 dabra digrdfiat az élekre irt T(x,y) élhosszakkal, és

keressiik az 1-es csiucsbol a 6-0s csiucsba vezetd leghosszabb utat.

2

1.7. abra. Az 1.2.5. példa digrafja és élhosszai
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A leghosszabb utat tugy kerestiik meg, hogy vettiik az élhosszak minusz egy-
szereseit és az ezekkel tekintett digrafban legrévidebb utat kerestiink Ford algorit-
muséaval. a p—cimkékbdl a keresett leghosszabb ut most a P = {1,2,3,4,6} 1ut,
I(P) =246+ 7+ 2 = 17 6sszhosszal.

1.3. Az idGtervezési feladat

A feladat megfogalmazéasahoz tekintsiik a kovetkezs egyszert példat. Legyen a
feladatunk egy csaladi héaz épitésének a minél gyorsabb végrehajtasa. Végezze az
épitési munkakat egy kémiives, egy szerel§ és egy acs brigad. A kémiives brigad
tevékenységei legyenek: falazas, kiils6 és bels§ vakolas; a szerel brigadé a szerel-
vények elGkészitésa majd beszerelése; az dcsoké a faszerkezetek elGkészitése, majd a
tet6fedés. A brigadok a tevékenységeiket nyilvan csak a felsorolasuk sorrendjében vé-
gezhetik, emllett bizonyos mértékig egyméshoz is alkalmazkodniuk kell, igy példaul
a tet6fedés csak a falazas befejezése utan kezdddhet. Célszer ezért a héazépités
munkafolyamatait egy dbran szemléltetni (lasd az 1.8 abra). Az abran a szaggatott
vonalak tugynevezett latszattevékenységeket jelentenek, melyek csak az abran el6t-
tiik, illetve utanuk talalhato tevékenységek végrehajtasainak egyméasutanisagat irjak
elg, de bnmagukban nem jelentenek semmiféle tevékenységet. Az 1.8 dbran lathato

specialis digrafot terviitemhdlonak nevezziik.

®

falazas »( )__kiilsé vakola: o) bels vakola:

acsmunka

elokészité tetéfedés

szerelvénye szerelés

1
1
E
elékészitése v

1.8. 4bra. A hazépités munkafolyamatainak abraja
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1.3.4. Definicio: A tervitemhdld matematikai definicidja a kovetkezd. Egy (N, A)
digrafot akkor nevezink tervitemhdlonak (hdlénak), ha hurokmentes, létezik benne
s € N kezddépont és s' € N végpont gy, hogy barmely x € N ponton keresztiil vezet

it s—bdl s'—be.

Az (N, A) hald csicsait eseményeknek fogjuk nevezni, éleit pedig tevékenysé-
geknek. A halo s € N kezdSpontjat ennek megfeleléen kezdd eseménynek, s € N
végpontjat befejezd eseménynek nevezziik a tovabbiak soran. Az (z,y) € A élhez
rendelt 7(z,y) > 0 élhosszakat pedig tevékenységi iddknek fogjuk tekinteni. A 1at-
szattevekenységek tevékenységi ideje nyilvan 7(x,y) = 0 kell, hogy legyen.

A terviitemhalo altal leirt projekt végrehajtasahoz készitsiink tervet, azaz min-
den eseményhez rendeljiink hozza egy u(z) realizalasi id6pontot, vagy eseményiddt.
Ezen u(z),xz € N eseményiddk Osszességét ttemezésnek (iddpolitikdinak) nevezziik.

Az eseményiddkre nyilvan teljesiilni kell a

wy) — p(x) > 7(z,y), V(z,y) € A

Osszefiiggéseknek. A pu(s') —p(s) kiillonbséget az titemezés értékének nevezziik, amely
megadja a projekt végrehajtasi idejét is. A célunk nyilvanvaldéan az, hogy olyan
tervet készitsiink, amely megvalositasa esetén a projekt legkordbban befejezhetd,
azaz a projekt végrehajtasi ideje minimalis. Ezt juttatja kifejezésre a kovetkezs

primal feladat

min y(s)
feltéve, hogy (1.9)
w(y) — p(x) = 7(z,y), Viz,y) € A, p(s) =0

Masik feladatként tekinthetjiik azt, hogy a 7(z,y) > 0 (z,y) € A tevékenysé-

gidsk ismeretében hatarozzuk meg azt a legrévidebb idét, amely alatt a projekt

végrehajthato. Ehhez nyilvan azt kell tenni, hogy az (N, A) terviitemhalon meg

kell keresni azt az s-bél s'~be vezeté P = (s = xg,x1,...,2, = §') utat, amely
mentén az [(P) =Y 7, 7(x;_1, ;) érték maximalis, azaz az alabbi ,leghosszabb 1t”

problémat kell megoldani:
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max [(P). (1.10)

VP

Ezt a leghosszabb utat, amely a projekt legrévidebb végrehajtési idejét adja,
kritikus wit-nak is szokas nevezni. Az (1.9) feladatot most is primdl feladatnak,
az (1.10) feladatot pedig dudl feladatnak nevezhetjiik és a korabban az (1.1), (1.2)
primél-duél feladatparra bizonyitott allitas sorozathoz hasonlé eredményeket lehet
bebizonyitani. Az 1.2.2. tételnek (Ford tételének) megfeleld 1.3.3. dualitas tétel
konstruktiv bizonyitésai most is alapjaul fognak szolgalni az idStervezési feladat két

kiilénb6z6 szempont szerinti megoldé algoritmusanak a felépitéséhez.

1.3.2. Lemma: Tetszdleges s—bil s'—be vezetd P it és a u(y) — p(z) > 7(z,y),
V(z,y) € A, p(s) =0 feltételeknek eleget tevd itemezés esetén

I(P) < (s, (1.11)
ahol eqyenldség akkor €s csak akkor dll fent, ha

T(z,y) = ply) — p(z), ¥(z,y) € P. (1.12)

Bizonyitas:

p

(P)=) 7(ti1,2) < Z[M(wi) — ulwio1)] = plap) = plwo) = p(s') = p(s) = p(s"),

i=1

ahol a két Osszeg akkor és csak akkor egyenls egymassal, ha minden tagjuk egyenld,
azaz ha (1.12) teljesiil.

O

1.3.3. Kovetkezmény: (Gyenge egyensily) Ha az s-bdl s'~be vezeté P it és a
w(y) — p(z) > 7(z,y), Y(z,y) € A, p(s) = 0 feltételeknek eleget tevd p iditeme-
2€s olyanok, hogy (1.11) egyenldséggel teljesil, akkor a u ttemezés az (1.9) primdl
feladatnak, a P it pedig az (1.10) dudl feladatnak optimdlis megolddsai.

Bizonyitds: Legyen [(P) = u(s’) és tegytik fel, hogy a P ut nem optimélis megoldasa
az (1.10) duél feladatnak. Ekkor léteznie kell egy olyan s—bél s'—be vezetd P ttnak,
amelyre

I(P) > I(P). (1.13)
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Az 1.3.2. lemma szerint azonban erre a P ttra is [(P) < u(s') = [(P), ami ellentmond
az (1.13) szigoru egyenlGtlenségnek.

Forditva, legyen [(P) = pu(s’) és tegyiik fel, hogy a u litemezés nem optimalis
megoldasa az (1.9) primél feladatnak. Ekkor léteznie kell olyan fi titemezésnek,

amelyre
(') < p(s). (1.14)

Az 1.3.2. lemma szerint azonban erre a fi litemezésre is fi(s") < [(P) = u(s’), ami
ellentmond az (1.14) szigoru egyenlStlenségnek.

O

A kovetkez6 tétel konstruktiv bizonyitasai lehetévé teszik, hogy algoritmust szer-

kesszlink az id6tervezés (1.9) primal feladatanak megoldaséara, valamint annak isme-

retében az idétervezés (1.10) dual feladatanak a megoldasara, azaz a kritikus utnak

a meghatarozasara is.

1.3.3. Tétel: (Az iddtervezési feladat dualitds tétele) Adott (N, A) terviitemhdlon
tetszdleges T(x,y) > 0, V(z,y) € A tevékenységiddk esetén barmely két s, s’ esemény-
re létezik olyan s—bdl s'~be vezetd P 1t és létezik a pu(y) — u(x) > 7(x,y), V(z,y) €
A, u(s) = 0 feltételeknek eleget tevd olyan u itemezés, hogy igaz rdajuk (1.12), és
igy az (1.11) egyenldtlenséget is egyenldséggel teljesitik, vagyis az 1.3.3. kivetkez-
mény értelmében, a p tutemezés az (1.9) primdl, a P 1t pedig az (1.10) dudl feladat

optimdlis megolddsai.

Bizonyitds: Két bizonyitast is adunk a tételre, mindketté konstruktiv.

Elsé bizonyitds. Legyen az N halmaz felosztva S, S’ diszjunkt halmazokra ugy,
hogy s € S legyen és S—bdl csak kifelé menjen él, vagyis ne legyen olyan (z,y) € A
él, hogy v € & és y € S. Emellett legyen adott az S—beli események egy olyan
u(x), Vo € § iitemezése is, amellyel minden x € S eseményhez vezet s—bdl , kritikus
t”, azaz olyan tt, amely mentén a 7(z,y) tevékenységidSk és a p iitemezés értékek
eleget tesznek az (1.12) egyenl@ségeknek. Ezeknek a feltételeknek kiindulasként
nyilvan megfelel a csak az s-et tartalmazo egyelemt S halmaz és ezen a pu(s) = 0

utemezés.



32 1. FEJEZET: DETERMINISZTIKUS IDOTERVEZESI FELADAT (CPM)

Ha S = N, akkor s-bdl s'~be is vezet ,kritikus ut”, azaz olyan 1t, amely mentén
a 7(x,y) tevékenységidék és a p iitemezés értékek eleget tesznek az (1.12) egyen-
16ségeknek. Ekkor az 1.3.3. kévetkezmény szerint a u(x), Vo € N iitemezés az (1.9)
primal feladatnak, az s—bél s'~be vezetd P 1t pedig az (1.10) dudl feladatnak op-

timalis megoldasai, amivel a tétel bizonyitasat befejezettnek tekinthetjiik.

Ha S # N, akkor az S eseményhalmazt bévitsiik egy olyan y € S’ eseménnyel,
amely y—ba csak S—bdl vezet él. Ilyen esemény létezik, mert kiilonben S'—ben hurok
lenne, ami a teljes terviitemhéalora is kizart. Ahhoz, hogy ez az y is s—bdl , kritikus

titon” elérhetd legyen, a pu(y) eseményidét a kovetkezéképpen kell megvalasztani:

p(y) = max [u(z) +7(z, y)].

z€S
(z,y)€A

Az eljarast tovabb folytatva, véges szamu 1épés utan eljutunk oda, hogy S = N.

Mdsodik bizonyitds. Legyen az N halmaz felosztva S, 8" diszjunkt halmazokra
ugy, hogy s’ € &' legyen és S'~be csak befelé menjen él, vagyis ne legyen olyan
(x,y) € Aél, hogy x € &' és y € S. Emellett legyen adott az S’—beli események
egy olyan fi(z), Vx € &' ltemezése is, amellyel minden x € S’ eseménybdl vezet
s'~be  kritikus t”, azaz olyan ut, amely mentén a 7(x,y) tevékenységidsk és a
litemezés értékek eleget tesznek az (1.12) egyenldségeknek. Ezeknek a feltételeknek
kiindulasként nyilvan megfelel a csak az s’~t tartalmazo egyelemd S’ halmaz és ezen
a m(s') = 0 iitemezeés.

Ha &' = N, akkor s’ s—bdl is elérhets ,kritikus tton”, azaz olyan titon, amely
mentén a 7(x,y) tevékenységidSk és a [ litemezés értékek eleget tesznek az (1.12)
egyenlségeknek. Ekkor az 1.3.3. kovetkezmény szerint a 7i(x), Vo € N litemezés
az (1.9) primal feladatnak, az s—bdl s'~be vezets P 1t pedig az (1.10) duél feladatnak

optimalis megoldasai, amivel a tétel bizonyitasat befejezettnek tekinthetjiik.

Ha 8" £ N, akkor az (S’ eseményhalmazt bévitsiik egy olyan y € S eseménnyel,
amely y-bol csak (S'-be vezet él. Ilyen esemény létezik, mert kiilonben S—ben
hurok lenne, ami a teljes terviitemhalora is kizart. Ahhoz, hogy ebbdl az y—bol

is ¢  kritikus tton” elérhets legyen, a fi(y) eseményiddt a kovetkezSképpen kell
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megvalasztani:

Ay) = min [A(z) = 7(y, )]
(y,x)EA

Az eljarast tovabb folytatva, véges szamu 1épés utan eljutunk oda, hogy S = N.

0

1.3.4. Kovetkezmény: (Erds egyensily) Ha a p itemezés az (1.9) primdl feladat-
nak, az s—bdl s'—be vezetd P 1t pedig az (1.10) dudl feladatnak, optimdlis megolddsai,

akkor (1.11) egyenldséggel teljesiil.

Bizonyitds: A dualitas tételbdl kovetkezik, hogy létezik olyan az s-bdl s'~be vezetd

P 1t és 1éteznek olyan 1 potencialok, amelyekre (1.11) egyenlSséggel teljesiil, azaz

I(P) = fs') (1.15)

és amelyek ezért az (1.9) és az (1.10) feladatok optimélis megoldasai, mivel pedig p

is és P is ugyanazoknak a feladatoknak az optimalis megoldasai, azért

U(P)=1(P)),

egyenlGségnek is teljesiilni kell.
O
Miel6tt az id6tervezési feladatra elkészitenénk a dualitéds tétel konstruktiv bi-
zonyitésain alapulé megold6 algoritmusokat, értelmezziik a kétféle bizonyitasban
megszerkesztett p és 11 litemezéseket.
A dualitas tétel els6 bizonyitasa szerint megszerkesztett p(x), 2 € N iitemezés-
nél minden x csiicsba vezet s—bdl kritikus 1t. Ez azt jelenti, hogy minden olyan
tevékenység, amely z-bdl indul, legkorabban a u(z) idépontban kezdddhet. Ezért

ezeket a pu(x) értékeket legkordbbi iddknek nevezziik.
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A dualitéas tétel masodik bizonyitésa szerint megszerkesztett m(z), x € N iite-
mezésnél minden x cstcesbol vezet kritikus at s'-be. Ez azt jelenti, hogy minden
olyan tevékenység, amely az = eseményben végzddik, legkésébb a 7i(z) idépontban
be kell, hogy fejezédjon. Ezért ezeket a (x) értékeket legkésébbi iddknek nevezziik.

A p(s) és a Ti(s') értékek tetszés szerint vélaszthatok meg. Célszerti azonban a
fi(s') = p(s') valasztas, mely esetben nyilvan 7i(s) = p(s) is teljesiilni fog.

A p és a1 idGiitemezéseken kiviil tovabbi id6politikak is lehetnek optimélisak,
nevezetesen igaz a kovetkezd allitas is: ha py és o két optimélis idGiitemezés, és
0 < X < 1 tetszdleges valos szam, akkor 1 = Ay +(1—A) g is optimaélis idGiitemezés.

Vegyiik még észre, hogy ha p egy tetsz6leges optimalis idGiitemezés, akkor
() < () < Fi(x), Vo € N

és természetesen

Ezért a p és a p idGiitemezések mintegy a két hatarhelyzetet jelentik az optimalis
idGiitemezések kozott, melyek segitségével az egyes (x, y) tevékenységekre vonatkozo,
a projekt litemezések gyakorlati megvaldsitasakor szemléletes tartalommal tovabbi
biré fogalmakat lehet megadni. Ezek koziil néhany fontosabb a kévetkezd.

Maximalis iddétartalék abban az esetben jon létre, ha a tevékenység legkorabban
kezd6dhet és legkéssbb végzédhet. Erteke: 7i(y) — p(z) — 7(x,y).

Szabad iddtartalék akkor keletkezhet, ha a tevékenység legkésébb kezd&dhet és
legkorébban kell befejezsdnie. Ertéke: u(y) — f(z) — 7(z,y).

Feltételes iddtartalék abban az esetben jon létre, ha a tevékenység legkorabban
kezd&dhet, de nem ronthatja el az 6t kovets tevékenységek legkorabbi kezdési ids-
pontjat. Ertéke: pu(y) — p(z) — 7(z,y).

Fiiggetlen iddtartalék ugy keletkezhet, hogy az x—be érkezé tevékenységek befeje-
zése utan kezdddik a tevékenység, de nincs tekintettel az y—t kovets tevékenységekre.
Ertéke: 7i(y) — (z) — 7(z, ).

Az (z,y) tevékenységre vonatkozoan szokas még a u(y) — 7(x,y) legkésébbi kez-

dési, és a p(x) + 7(x,y) legkordbbi befejezési idGértékeket is szamontartani.
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Az 1.3.3. dualitas tétel mindkét konstruktiv bizonyitasa alapjan konnyen szer-
kesztheté hatékony algoritmus az idGtervezési feladat megoldasara. Az els6 bi-
zonyitéasra alapozott algoritmus elénye az, hogy segitségével megkapjuk a u(x), » €
N legkorabbi idéket is, mig a mésodik bizonyitasra alapozott algoritmus elénye az,

hogy segitségével megkapjuk a 7i(z), * € N legkésbbi iddket is.

Algoritmus az idGtervezési feladat megoldasara (a legkorabbi idék meg-
keresésével): Tegyiik fel, hogy az (N, .A) halon ismert egy olyan S halmaz, hogy
s € § & §-bol csak kifelé vezet él; valamint ismert egy olyan, a u(y) — pu(z) >
T(z,y), V(2,y) € A, u(s) = 0 feltételeknek eleget tevs u(z), x € S iitemezés, hogy
minden z € S csticshoz vezet s—bdl kritikus 1t, azaz olyan ut, amely mentén a 7(z, y)
tevékenységiddk és a p ilitemezés értékek eleget tesznek az (1.12) egyenlSségeknek.
Kezdetben alkalmas valasztés az S = s és p(s) = 0.

Ha 8§ = N, akkor akkor s-bdl s'—be is vezet ,kritikus at”, azaz olyan it,
amely mentén a 7(z,y) tevékenységidék és a pu iitemezés értékek eleget tesznek
az (1.12) egyenldségeknek. Ekkor az 1.3.3. kovetkezmény szerint a u(z), Vo € N
ttemezés az (1.9) primél feladatnak, az s—bdl s'—be vezets P ut pedig az (1.10)
dual feladatnak optimalis megoldésai. A P kritikus ut megkeresését célszertien az
e(z,y) = ply) — p(x) — 7(z,y) értékek tablazatan kereshetjiik meg olymédon, hogy
s—bol s'~be keresiink utat az e(x,y) = 0 feltételnek eleget tevs élek mentén.

Ha S # N, akkor az S halmazt olyan y € &’ cstcesal kell béviteniink, amely y
csucsba csak S—bol vezet él. Ezt ugy végezhetjiik el, hogy a 7(x, y) értékek tablazata-
ban lefedjiik az S—beli csticsoknak megfelel§ sorokat és oszlopokat, amint azt az 1.9
abra mutatja. Ekkor az S halmaz b&vitéséhez csak olyan y € 8’ cstics hasznalhato,
amely oszlopanak fedetlen részében nem talalhato 7(z,y) érték. Ekkor ugyanis az
y € 8 cstucesba csak & € S cstcesbol vezet él. Ilyen y € S’ csticsnak mindig kell
léteznie, mivel ellenkez$ esetben konnyen belathato, hogy az 8" halmazban létezik
hurok, ami ellentmond annak a ténynek, hogy az egész (N, A) halo hurokmentes.

Az igy kivalasztott y € &’ cstcsra legyen

y) = max [u(x) +7(z, y)].

zeS —
(z,y)€A
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________________________________________________
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xS

xS’

1.9. abra. A megfelel6 vonalakkal lefedett 7(z,y) tablazat

Ezt az eljarast ismételve minden lépésben egy 1j cstcshoz rendeliink o iitemezést,
ezért pontosan annyi iteracios lépés utan, mint amennyi csicsa van a halonak az

osszes (), Vo € S ilitemezést meg fogjuk hatarozni.

Algoritmus az idGtervezési feladat megoldasara (a legkésébbi idGk meg-
keresésével): Tegyiik fel, hogy az (N, A) halon ismert egy olyan S’ halmaz, hogy
s’ € 8§ és §'~be csak befelé vezet él; valamint ismert egy olyan, a f(y) — fi(z) >
T(z,y), Y(x,y) € A, fi(s) = 0 feltételeknek eleget tevs f(x), x € S’ litemezés, hogy
minden x € &’ cstcsbol vezet kritikus it s'—be , azaz olyan ut, amely mentén a
T(z,y) tevékenységidSk és a 1 litemezés értékek eleget tesznek az (1.12) egyenldsé-

geknek. Kezdetben alkalmas valasztas az S’ = s’ és us’ = 0.

Ha &' = N, akkor akkor s'~be s—bdl is vezet  kritikus ut”, azaz olyan Tt,
amely mentén a 7(z,y) tevékenységidSk és a 1 iitemezés értékek eleget tesznek
az (1.12) egyenlGségeknek. Ekkor az 1.3.3. kovetkezmény szerint a f(z), Vo € N
titemezés az (1.9) primél feladatnak, az s—bdl s'—be vezets P ut pedig az (1.10)
dual feladatnak optimalis megoldésai. A P kritikus ut megkeresését célszeriien az
€(x,y) =T(y) —a(x) — 7(x,y) értékek tablazatan kereshetjik meg olymodon, hogy

s—bol s'~be keresiink utat az €(x,y) = 0 feltételnek eleget tevs élek mentén.

Ha &' # N, akkor az 8’ halmazt olyan y € S csucesal kell béviteniink, amelybdl
csak S'—be vezet él. Ezt ugy végezhetjik el, hogy a 7(z,y) értékek tablazataban
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yQs yQs’

xS

xS’ |

_________________________________________________

1.10. dbra. A megfelel§ vonalakkal lefedett 7(z,y) tablazat

lefedjiik az S’—beli csucsoknak megfelels sorokat és oszlopokat, amint azt az 1.10
abra mutatja. Ekkor az &’ halmaz bévitéséhez csak olyan y € S csics hasznalhato,
amely soranak fedetlen részében nem talalhato 7(z, y) érték. Ekkor ugyanisazy € S
csuesbol csak © € 8 cstcsba vezet él. Ilyen y € S cstcsnak mindig kell 1éteznie,
mivel ellenkezd esetben konnyen belathato, hogy az § halmazban létezik hurok, ami
ellentmond annak a ténynek, hogy az egész (N, A) halo hurokmentes.

Az igy kivélasztott y € S cstcsra legyen

fily) = max [f(z) = 7(y, )]
(y,x)€A

Ezt az eljarast ismételve minden lépésben egy 14j csticshoz rendeliink 1z {itemezést,
ezért pontosan annyi iteracios lépés utan, mint amennyi csicsa van a halonak az

Osszes Ti(x), Vo € S litemezést meg fogjuk hatérozni.

1.3.6. Példa: Tekintsiik most is az 1.7 abrdat mint tervitemhdlot, ahol az élekre
irt T(x,y) élhosszak a tevékenységek végrehagtdsi idejeit jelentik. Legyen az 1-es a
kezdd és a 6-0s a befejezd esemény, keresenddk az optimdlis titemezések, az azokkal

kapcsolatos iddtartalékok és a kritikus it.

A kovetkezSkben a 7(x,y) mennyiségeket tartalmazo tablazatokon sorra meg-
adjuk az egyes iteracios lépések aktualis S halmazanak megfelels fed6vonalakat,
a téblazatok bal oldalan a méar meghatérozott u értékeket, jobb oldaldn pedig az

aktudlis § halmazt és az éppen meghatarozott 0j p értéket.



38 1. FEJEZET: DETERMINISZTIKUS IDOTERVEZESI FELADAT (CPM)

0. Lépés.
O@®O®O®E
@ |23
@ 6|3]o
® 7] 1
@ 2
® 5 7
®
1. Lépés.
L, 000006
o (Dt +tzfa---f----1
@) ! 6|30 s=(1}
G| ! 7|1
@ i 2 u(2)=2+0=2
®) ! 5 7
ol
2. Lépés.
L, 000006
o (Drttets]ft-+
2 (@Dt teleotT s={12)
@ ! 7|1
@ i | 2 H(3)=max(3+0,6+2)=8
®: ! 5 7
®| |




39

1.3. AZ IDOTERVEZESI FELADAT

3. Lépés.

POROO®

u

1
---fFa-1-
1

2 |

(o2}
i
o
+
—
N
+
& 2
(92] M
AN
) e
g I
I ©
V)] =Tl
1 ] :
o]
| | [
1 ! !
] | !
] o '+
A I
| [ [
1 o™ N~
] 1 !
T 3
||w4b. |_rp.|_|| -
\ '
T T
|
|._7_ _-
[
—J_]
1
o

4. Lépés.

DOOOEG

Lo
—
\__)
»
+
n
[e0]
+
~
N
~—
+
s )
92] M
AN
- £
- \_._I
I <
n =1
] ! : .
T TN
] ! ! 1
i ! ! 1
] ] ! ]
4- |_0|||"1._| [ R
1
I 1
| ! |
™ "7 n
| |
: ' |
iy (o)}l RURTRUN NUNE PP
! !
v 1
. N S

1
-r-F=a-1-
1

u

O FET

2 |

5. Lépés.

POROVO®

1
-r-Fa-1-
1

N~
—
\__)
(o]
+
N~
= FO..
g 3
< &
A X
2 a
- S
e \__}
I <
(92] 3l
L] ! : . .
T T TN
] ' ! 1 1
i ! ! 1 1
] [ ! [ [
T I T = W Py i
7 O I
' ! ! 1 !
-1 - - -1 - 4O}
[} ' ! | |
5 By - IR S
] ! ! !
] " 1 "
|.m.z O
[}
]
:

17|

0 |®
2 |




40 1. FEJEZET: DETERMINISZTIKUS IDOTERVEZESI FELADAT (CPM)

A kritikus 0t keresése azx,y) értékek tablazatan:

DOOOEG

0|5

0f(10] 7

QIOISIVICKS,

+s [+1 |+2 [+3 [+3 |+4

A kritikus ut;

(6) (2)+ e—— 20—

A kritikus élek:

A primal-dual feladatpéar optimalis célfiiggvényértékei:

pu(s') = p(6) =17
I(P)=7(1,2)+7(2,3) +7(3,4) + 7(4,6) =246+ 7+ 2 =17
A 1 idGiitemezések meghatarozasa teljesen hasonldan torténhet, a kiilonbség csak
annyi, hogy a a tablazatok folotti cellasorban adjuk meg a mar meghatarozott 7 ér-

tékeket, jobb oldalan pedig értelemszertien az aktualis S’ halmazt és az éppen meg-

hatarozott 4] 7z értéket tiintetjiik fel. Indulaskor célszertien legyen 7i(s") = u(6) = 17.
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A kritikus Ut keresése afx,y) értékek tablazatan:

DOOOEEG

0] 5
0 [10( 8

QIGICIOI®IO

+s |+1 |+2 |+3 -4

A kritikus Ut:
O——D+—@+—@«—0O

A kritikus élek:

y
3) »(5

A primal-dual feladatpar optimalis célfiiggvényértékei:

A(s') = 7(6) = 17

I(P)=7(1,2) +7(2,3) + 7(3,4) + 7(4,6) =2+ 6+ 7T+ 2= 17

A kiilonb6z6 tartalékidsk tablazatai pedig a kovetkezok lesznek.
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2. Fejezet

Sztochasztikus 1dOtervezési feladat

(PERT)

2.1. A PERT modell

A PERT elnevezés az angol ,Project Evauluation and Reviewing Technique” el-
nevezésbdl képzett betiiszo. Jelentése ezért magyarul ugy fogalmazhaté meg, mint
sprojektek kiértékelési és tjratervezési modszere”. Projektnek kiilonféle tevékeny-
ségek egyméastol fliggs sorozatat nevezziik, mely tevékenységek elvégzése a projekt
megvalositasat jelenti. A projektet alkoto tevékenységeket {a, b, ...} kis latin betiik-
kel jeloljiik és feltessziik, hogy kozottiik definidlva van egy a < b-vel jelolt, tgy-
nevezett elsdbbségi relacio, amely azt jelenti, hogy a b tevékenység végrehajtésat
csak akkor lehet elkezdeni, amikor az a tevékenység végrehajtédsa mar befejez6dott.
Ez a relacio nyilvan rendelkezik a tranzitivitasi tulajdonsaggal, azaz ha a < b és
b < ¢, akkor a < c is teljesiil. Barmely projekt ugy abrazolhté, mint egy hurok-
mentes irdnyitott graf, amelyben az iranyitott élek a tevékenységeket jelentik. Az
altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az iranyitott grafban pontosan
egy olyan csics van, amelyikbe nem vezet egyetlen ¢l sem és ugyancsak pontosan
egy olyan csiics van, amelybdl nem vezet ki egyetlen él sem. Ha a csiicsokat al-
taldban eseményeknek nevezziik, akkor ezek a specialis cstucsok tugy tekinthetdk,

mint kezdd, illetve befejezd események. Minden tevékenységnek van egy végrehajtdsi
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ideje, vagy hossza. Ennek megfelelen beszélhetiink a hurokmentes iranyitott graf
barmely utjanak hosszardl is, mint az itban foglalt tevékenységek végrehajtasi idei-
nek az Osszegérsl. Kiilonos jelentGsége van a kezdd eseményt a befejezé eseménnyel
Osszekotd utak hosszainak. Ezen utak koziil a leghosszabb hatarozza meg ugyanis
azt a legrovidebb idGtartamot, amely alatt a projekt teljesithets, azaz minden te-
ennek megfelel§ leghosszabb utat pedig kritikus wtnak nevezziik. Ezért, ha a tevéke-
nységek végrehajtasi idejei determinisztikusan meghatarozottak lennének, akkor a
mentes, iranyitott grafban meg kell keresni két kijelolt csiics kozott a leghosszabb,
vagy ami ezzel ekvivalens, a legrévidebb utat. A PERT modellek azzal — a gyakor-
lati alkalmazhatosig szempontjabol lényeges — feltételezéssel élnek azonban, hogy a
projekt tevékenységeinek a végrehajtasi idejei véletlen mennyiségek, vagy més szoval
valdszintiségi valtozok. A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy ilyen feltételezés
mellett hogyan lehet a projekt ugyancsak véletlen megvalositasi idejét jellemezni.

Tegyiik fel, hogy a projektet leir6 grafunknak n csticsa van, melyeket az 1,2,...,n
egész szamokkal azonositunk. Tegyiik fel tovabba, hogy p kiilonbozé ut létezik a
kezds, azaz az 1-es csiicsbol a befejezs, azaz az n cstucsba. Ezeket az utakat egy
A = (a;;) ut—€l incidencia matrixszal irhatjuk le:

1, ha aj tevékenység szerepel az ¢ Gtban,
a;; =
’ 0, kiilénben.

Jelolje A; az A métrix i—edik sorat, mint sorvektort (1 < i < p). Legyen { =
(&1,...,&)T atevékenységek véletlen végrehajtasi ideibdl képezett oszlopvektor. Ek-
kor az R(), ,véletlentdl fiiggs kritikus uthossz” ugy irhato fel, mint

R (&) = max A&.

1<i<p
Ha P,..., P, jeloli a kezd6 eseménybdl a befejez6 eseménybe vezetd utakat, mint

¢lhalmazokat, akkor ugyanez gy is irhat6, mint
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Az R(&) valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét jelolje F'(x):

F(x)=P(R() <) (2.1)

A 2.2 szakaszban a tobbdimenzidés normalis eloszlas eloszlasfiiggvény értéke alsod
és fels korlatainak meghatarozasara, illetve szorascsokkentéses szimulacion alapuld
becslésére szolgalod legijabb modszereket mutatjuk be, majd a 2.3 szakaszban ezeket
a modszereket a (2.1) eloszlasfiiggvény becslésére és szimulacios kozelitésére alkal-

mazzuk.

Eredetileg a PERT modellezést D.G. Malcolm és munkatarsai fejlesztették ki
(lasd [26]), melyben csupéan a projekt varhato befejezési idejének a meghatéarozasara
vallalkoztak. Késsbb korlatokat és kozelitéseket hatarozott meg ugyanerre D.R.
Fulkerson ([19]), C.T. Clingen (|11]), S.E. Elmaghraby ([15]), P. Robillard és M.
Trahan ([33], [34]), L.P. Devroye (|12]) és sokan masok. A gyakorlati alkalmazasok
szempontjabol ennél fontosabb azonban korlatokat, illetve kozelitéseket megadni a
kritikus ut valoszintségi eloszlasfiiggvényére. Ilyen iranyt korabbi eredményeket
illetGen a kovetkezs dolgozatokat ajanljuk: G.B. Kleindorfer (|24]), A.W. Shogan
(|35]), A. Nadas (]|29]), I. Meilijson és A. Nadas ([27]), B.M. Dodin ([13]), G. Weiss
(|45]), D. Monhor ([28]), S.W. Wallace (|44]).

2.2. A tobbdimenziés normalis eloszlas eloszlasfiigg-

vény értéke becslési moédszerei

Legyen &7 = (&,...,&,) tetszbleges eloszlast valoszintségi vektorvaltozo. Ve-

zessiik be az

A1:{§1<l‘1}, 7An:{€n<xn}
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eseményeket, ahol xq,...,z, tetsz6leges valos szamok, ekkor a & valoszintiségi vek-

torvaltozo egyiittes valoszintségi eloszlasfiiggvénye a kovetkezSképpen fejezhetd ki:
F(xl,...,xn) = P(§1<$1,...,§n<$n>
= P(A---A,)

= 1-P(A +---+A4,).

Ezért az F(xy,...,x,) eloszlasfiiggvény érték becslése visszavezethets az
események Osszegére vonatkozo becslésekre. Ezért, ha az F(xq,...,x,) eloszlas-

fiiggvény értékre szeretnénk also és fels6 becsléseket megadni, illetve szorascsok-
kentd szimulacios kiértékeléssel beciilni azt, akkor elegendé megmutatni, hogy a 2.2
események Osszegére hogyan lehet azt megtenni. Ebbdl a célbol vezessiik még be az
Sp= > P, --4A) k=1...n (2.3)
1<i1 <...<ip<n
képlettel az A;,i = 1,...,n események tn. binomiélis momentumait.

Események Osszegének a valoszintiségére legkorabban G. Boole ([4]) adott meg
egy fels6 korlatot, melyben csak a P(4;),i = 1,...,n valoszintiségek Osszegét, azaz
az tgynevezett elsé binomialis momentumot, Si-et hasznalta. Ezt a fels§ korlatot
altalanositottak a C.E. Bonferroni altal adott egyenlStlenségek (lasd [3]), melyek
szerint az S1, 5%, ...,Sk, h < n binomialis momentumok valtakozé eléjelii dsszege
péaratlan h esetén mindig fels§ korlatot, paros h esetén pedig als6 korlatot ad az
Ay, ..., A, események unidjanak a valoszintiségére. Ezt kovetSen a Bonferroni egyen-
16tlenségek altalanositasainak egy sora jelent meg, mig végiil Prékopa Andras dol-
gozatai zartak le a kutatasok ezen iranyat azzal, hogy bebizonyitottak az addig
megtalalt, els6 harom binomialis momentumot hasznalé Bonferroni tipusi egyenlét-
lenségekrdl, hogy azok élesek, valamint az els6 négy binomialis momentumot hasz-
nalo éles fels6 korlat explicit megadéasa mellett felirtdk azt a linearis programozasi
feladatpart, amely megoldésai akarmennyi Sq, S, ..., Sk, h < n binomiélis momen-

tum ismeretében szolgaltatjak az éles Bonferroni tipusu alsé és fels6 korlatokat.
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Mivel a binomiélis momentumok szamitasa a gyakorlatban legtobbszor a (2.3)

képlettel torténik, azért az els6 h binomialis momentum ismerete feltételezi azt,

hogy a benniik foglalt P(A;,), P(A;, As,), ..., P(A;, -+ A;,), 1 <iy <...<ip<n
szorzatesemény valoszintiségeket is mind kiilon-kiilon szamitani tudjuk, illetve ki is
szamitottuk. Ezért logikus az a torekvés, hogy ne csupan az elsé h binomialis mo-
mentumba aggregéalt, hanem az egyes szorzateseményekben kiilon—kiilon meglévé
informaciot is probéaljuk meg a P(A; +--- + A,) valoszintiség még jobb korlatainak
a készitésére felhasznélni. Ebben az iranyban az els6 lépéseket mar G. Boole is
megtette, hiszen voltaképpen megfogalmazta az tgynevezett diszaggregélt linearis
programozasi feladatpar duél feladatat. Mivel azonban az & idejében még nem volt
ismert annak megoldasara egy altalanos megolddé modszer, azért csupan specialis,
egyedi becsléseket tudott a modszerével megadni. G. Boole munkajat Th. Hailpe-
rin elevenitette fel el6szor (lasd [20]), majd ennek, és egymas munkajanak ismerete
nélkiil D. Hunter ([21]) és K.J. Worsley ([46]) adott meg olyan fels6 korlatot a
P(A; + -+ + A,) valoszintiségre, amely az S; els§ binomidlis momentumon til a
P(4;,A;,),1 < iy < iy < n szorzatesemény valoszintségek koziil csak azokat hasz-
nalja, amelyek egy n csticsi, az éleket a P(4;,A4;,),1 < iy < iy < n valoszintiségekkel
silyozo teljes graf maximalis silyt feszitéfajanak élei mentén talalhatok. Ugyan-
akkor az igy kaphato fels6 korlatrol konnyd belétni, hogy élesebb, mint az elsé két

binomiélis momentumot hasznal6 legjobb Bonferroni tipust felsé korlat.

Ezt kovetGen I. Tomescu (|41]) altalanositotta a Hunter—Worsley féle fels kor-
latot gy, hogy paros h esetén az elsé h + 1 binomialis momentum véaltakozo elGjeld
Oszszegébdl levonta, illetve paratlan h esetén az els6 h + 1 binomidlis momentum
valtakozo elGjeld Gsszegéhez hozzdadta egy specialis hipergraf strukturanak, az tgy-
nevezett (h + 2) —hiperfa (egy specialis (h + 2)—uniform, azaz olyan hipergraf, mely
minden éle (h + 2) csticsbol all) éleinek megfelels szorzat események valoszintiségei-
nek az Osszegét. Ezzel nyilvanvaldo modon élesitette a Bonferroni-—féle felss, illetve
also korlatokat. Megjegyezziik, hogy h = 0 esetén a Tomescu féle felsg korlat azo-
nos a Hunter—Worsley féle felsg korlattal. A Tomescu féle korlatok elénye, hogy alsé

korlatok is vannak kozottiik, sajnos azonban a legélesebb Tomescu féle korlatok meg-
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hatérozasahoz a (h + 2) -hiperfak korében kellene maximalis sulyat keresni, amely
feladat megoldasara altalanosan nem ismert hatékony algoritmus, csupan a h = 0

esetben tudjuk, hogy az megoldhaté moho tipusu algoritmusokkal.

Prékopa Andrés, Vizvari Béla és Regds Géabor ([31]) abbdl a feltételezésbdl in-
dultak ki, hogy egy valoszintiségi mezé tetszéleges A, ..., A, eseményére mind a
P(A),i = 1,...,n egyedi, mind a P(A,A,),..., P(A;, - A4;,), 1 <i <...<
i < n szorzatesemény valosziniiségek rendelkezésre allnak. Az ezen informécio
birtokaban megfogalmazott linearis egyenléség—egyenlGtlenség rendszerhez linearis
célfiiggvényeket hozzavéve és a keletkezett lineéris programozasi feladatokra dualme-
gengedett megoldasokat szerkesztve az n esemény kiilonféle Boole-fiiggvényeire tud-
tak korlatokat megadni. Sajnos az igy felirt linearis programozasi feladatok mérete
tul nagy ahhoz, hogy az optimalis megoldasat, és igy az adott informécié birtoka-
ban lehetséges legélesebb korlat megtalalasat 15 — 20-nal nagyobb n érték esetén
egyaltalan remélni lehessen. Specidlisan az n esemény uni6janak a valoszintiségére
azonban meg tudtak adni néhany egyszeri hipergraf strukturat, melyekhez a linearis
programozasi feladat egy-egy olyan dudlmegengedett megoldasat lehetett rendelni,
hogy az a Hunter—Worsley korlatnal bizonyithatéan jobb felsé korlatot eredménye-

zett.

Bukszar Jozsef ([7]) PhD értekezésében ugyancsak specialis, szemléletesen cse-
resznyefdnak elnevezett hipergraf strukturat definialt, amely segitségével igen jo felsd
korlatot tudott adni n esemény uni6jara. Késébb Bukszar Jozsef és Prékopa Andras
([8]) azt is megmutattak, hogy a cseresznyefak halmazaban talalhaté olyan részhal-
maz, amely elemeihez szintén tartozik az el6bbi linearis programozasi feladat egy
dualmegengedett megoldésa. Fzeket a specialis cseresznyefakat t—cseresznyefanak
nevezték el, és arra javasoltdk felhasznélni, hogy a hozzatartozé dualmegengedett
megoldésbol dualmegengedett bézismegoldést készitve, néhany duélszimplex itera-
ciot végrehajtva még jobb fels§ korlatot nyerjenek. Mivel azonban ezeket az itera-
ciokat is értelemszertien a diszaggregalt linearis programozasi feladaton kell végre-

hajtani, azért ez az eljaras sem alkalmazhaté 15-20-nal nagyobb n értékek esetén.

Szantai Tamas és Bukszar Jozsef a hipercseresznyefa fogalmanak bevezetésével
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altalanositotta a cseresznyefa fogalmat, és megmutatta, hogy mig a cseresznyefak
segitségével a h = O-ra vett Tomescu—féle elsd fels korlatot lehetett csak élesiteni,
addig ezen 1j grafstruktira alkalmas arra, hogy barmely h > 0-ra vett Tomescu-féle,

tehat akéar also, akar fels§ korlat élesitését is megadja.

Legtujabban tovabbi specialis grafstruktirakon, az tgynevezett merevkord gra-
fokon alapulo korlatokat adtak meg Boros Endre és P. Veneziani ([5]), valamint
K. Dohmen ([14]), melyekkel itt nem foglalkozunk. Megadjuk viszont a Bukszar
Jozsef altal kidolgozott (lasd [9] és [10]), hipermultifanak nevezett grafstruktiran
alapulo korlatok egy altalanos sémajat, mivel a korlatoktol valo eltérések szimula-
cios kiértékelésének a modszerét ezekre a legjobb korlatokra fogjuk a tovabbiakban

részletesen is bemutatni.

A hipermultifa grafstruktaran alapuldé valészintiségi korldtoknak egy elég al-

talanos sémaja tehat a kovetkezd:

no__ h+1 _
PO A) < Y (-1)F'S,
i=1 k=1
— 3 B p(Zil...EhH)
(41,0 sipt2)ERE2
+ Z B P(le o 'Zih+2Zih+3) (2.4)
(41,50 43)ERES
+ (=" > P(Ai Ay Aip i)

(81 ihtmt1)EREm+1

ahol h péros és
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h+1

P A) > Y (=1)F1S,
=1 k=1
=+ Z P(le 'Aih+2)
(11,-siny2)ERE
- Z P(Zu o 'Zih+zzih+3) (25)
(il ..... ih+3)€h53
=+ (_1>m+1 Z P(Zh te .Zih+2 te .Zih+m+l)7

(115 sl hpm 1) €ERE i1

ahol h paratlan.

Ezeket a korlatokat (h,m)-hipermultifa korlatoknak fogjuk nevezni. Kénnyen
lathato, hogy a (h, m)-hipermultifa korlatok kézott a legtobb korabbi korlat specialis

esetként megtalalhato:

h > 0,m = 0 : Bonferroni korlatok,

h > 0,m =1 : Tomescu korlatok,

h =0,m = 1: Hunter—Worsley korlat (egy specialis Tomescu korlat),
h =0,m = 2 : Bukszar és Prékopa cseresznyefa korlatja,

h =0,m > 3 : Bukszar—féle multifa korlatok,

h=1,m =1 : Tomescu egy fontos specialis hiperfa korlatja,

h =1,m = 2 : Bukszar és Szantai hipercseresznyefa korlatja,
h=1,m > 3 : Bukszar-féle hipermultifa korlatok.

Az nyilvanvalo, hogy a h paraméter értékét célszeri a lehetd legkisebbnek valasz-
tani, hiszen a h+1-edik szintig minden binomialis momentumot ismerni kell és elég
nagy n értékre ezek kiszamitasa onmagaban igen idGigényes feladatot jelent. Ezért a
tovabbiakban csak a h=0 és h=1 paraméterkkel leirt hipermultifa korlatokat fogjuk

hasznélni.
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A h=0 értéknek megfelels speciélis felsé korlat a kdvetkezs:

A) < 5

M=

P(

=1
- Z P(lezlz)

(41,i2)€0E2

+ Z P(AHZWZZS) (26)

(41,i2,i3)€0E3

+ (_1)m Z P(ZMZZQ t 'Zierl) = OUm-

(815 im+1)€0Em+1

A h=1 értéknek megfelels specidlis als6 korlat pedig a kévetkezd:

P(XA) > S -5,
=1
+ Z P(ZHZWZZS)

(41,i2,33)€1E,

+ (_1)m Z P(Z’lezgzzg te 'Zim+2) = le-

(11, sim+2)€1€ 111

A hipermultifa grafstruktarat leiré ,&,, és nE,, halmazokat a hipercseresznyefak
hiperéleinek és hipercseresznyéinek valasztésdhoz hasonld heurisztikaval lehet meg-
kapni, err6l bévebb leirast Bukszar Jozsef (9] és [10]) dolgozataiban lehet talalni.
Ugyanezekben a dolgozatokban taldlhato a h=0 és h=1 paraméterekkel leirt hiper-
multifa korlatok egy tovabbi praktikus atalakitasa, melyek az Ay, ..., A, események
ellentettjeire is azaz az Ai,..., A, eseményekre vonatkozd valoszintségek felhasz-
nalasaval jelentGsen csokkentik a korlatok kiszamitasi idejét.

A h=0 értéknek megfelels (2.6) fels§ korlat ezen atalakitasa a kovetkezd:

PCA) < 1-P(AyAs,---A
=1

ig im+1)

(2.8)

g1 7" Aijjm+l) 5

+ > P(A
{{.71 7777 jm}vjm+1}€M
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ahol {{i1,...,%m},%ms1} a (0, m)-hipermultifa rekurziv konstrukcidjaban az elss
m—multicseresznye, mig M a (0, m)-hipermultifa Gsszes m—multicseresznyéjének a
halmaza, kivéve az els6t. Mivel az m—multifa n —m szdma m—multicseresznyébdl all,
azért a felsg korlat (2.8) képlettel torténd szamitasahoz csupan n — m darab m+1

esemény szorzatabol 6sszedlld esemény valoszintségét kell kiszamitani!

A h=1 értéknek megfelels (2.7) also korlat atalakitésa pedig a kovetkezo:

P(;Zl) > 1- P(Ai1 o 'Aim+2)
n—m—1 _
+ Z P(Al.(k) .- ‘Al.(k) Aj(k))
=9 1 mF1
(2.9)
— > P(Aj(k) - 'Ajr(rlf)zj(k) Zj(k)) ,
{{jik)ang)}aj’,(:il}e-/v‘(k) 1 m—+1
ahol {i1,...,imi2} az (1, m) —hipermultifa rekurziv konstrukciojaban az els§ m-—

multicseresznye, j. a k—adik lépésben bevonasra keriil§ cstucs indexe, {{zg ), cee

z,(fi)} ,z’fﬂrl} a k—adik lépésben meglévs csicsokbol szerkesztett (0, m)-hipermultifa
elsé m-—multicseresznyéje, mig M*) a k-adik lépésben meglévs csticsokbol szer-
kesztett (0,m)-hipermultifa Gsszes m-multicseresznyéjének a halmaza, kivéve az
els6t.  Konnyd ellendrizni, hogy ilymodon az alsé korlat (2.9) képlettel torténd

szamitasahoz csupan (n —m) (n —m — 1) /2 darab m + 2 esemény szorzatabol Gss-

zeallo esemény valoszintségét kell kiszamitani!

Minden szimulacios eljaras alapja olyan valoszintiségi valtozok megadasa, melyek
varhato értéke megegyezik a becsiilni kivant valoszintiséggel és amely valoszintiségi
valtozok felvett értékeit hatékonyan lehet szimulalni. Ezért elGszor bebizonyitunk
egy tételt, amelyben egyszerre tobb valdszintiségi valtozot is bevezetve mindegyikrél
megmutatjuk, hogy a varhato értéke megegyezik az A, . .., A, események Ssszegének

P(A, + -+ A,) valészintiségével.
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2.2.1. Tétel: Tekintsiik az aldbbi valosziniiségi valtozokat:

;

0, hap=20
Vcr =
1, hap>1
\
(
0, ha p <2
VBorL, =
| (=D =2), hap=>3
.
0, hap <1
VBOUl =
1—p, hap>2
\
4
0, hap <1
VBML, = 1
— 1) (p—1i"—1), hap>2
\ Z*(’l*—f_]_)(u ? )(/‘L ? )7 aM_
(
0, hap <1
VBMU, =
| ~(n=D(p=n), hap=>2
.
0, hap=0
VBML; = 1
. m—p)(p=75)(p=3"=1), hap=>1
[ S U+ 1)n
(
0, hap <1
VBMUs = 1
1— —k* —k*=1), hap>2
\kwm+¢)( p) (= k) (u ). hapz
(
0, hap <1
oVm =
\ 1—p+ore— ...+ (=)™ om0, hap>2
(
0, hap <2
1Vm =
\ 12(p—1)(u—2) =172+ ... + (=1)™1Tipt1, hap >3

és a P(Y. A;) valdszintségre vonatkozéan a (2.6) és (2.7) képletekkel mdr bevezetett
i=1
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oUnm €s 1L, felsd és also korldtokat, valamint az aldbbi ismert korldtokat:

P(ZZZ) 2 gl —§2 == BOLQ,
=1
P(Z Zz) S §1 = BOUl,
=1
POCTA) > —2 5 - S, = BML
AR S I (TN D R 2
n o __ o 2_
P(Z Az) S Sl - ESQ — BMUQ,
=1
n_ From—1o 202 +n—2)= 6
P(S>A) > L S, — 2L Sy + —— S, = BMLs,
A 2 TG T TG 2 G e :
n_ — 202k = 1) 6
P(S>A) < S, — S, = BMUs,
(le ) = 5 ek +1)7 " k(b +1)7° ’

A fenti képletekben mindenditt

255
Z L S1 J
—6S53 + 2(n — 2)8
=14 3 +2(n—2)5
353
k*=2 —
i { Sa J
€s a p valdszintségi vdltozd az Ay, ..., A, események kézil eqy véletlen kisérletben
bekovetkezdk szdima, a oTa, ..., 0Tme1 valdszintdségi vdltozok rendre a (2.6) képlettel
definidlt oU,, hipermultifa felsd korldt o€, . .., 0Emi1 hiperél halmazai egyes elemei-

nek megfeleld szorzat események kozil eqy véletlen kisérletben bekdvetkezdk szdma,

1T2y « -+ 1Tma1 Valdszindségi vdltozok pedig rendre a (2.7) képlettel definidalt 1 L,, hi-
permultifa also korldt 1&,,...,1&,,.1 hiperél halmazai egyes elemeinek megfeleld

szorzat események kozil eqy véletlen kisérletben bekdvetkezdk szdma. Ekkor az aldbbi
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valdszniiségi vdltozok mindegyikének P(Ay + -+ + A,) a vdrhatd értéke:

Vcr

vpor, + BOLy
vpou, + BOU;
VBML, + BM Lo
vemu, + BMUs
vpmLs + BMLs
vpmus + BMU3
1Wm + 1Lm

oVm + oUm

ban az Ay + - - - + A,, esemény karakterisztikus valoszintiségi valtozdja, azaz

1, ha A; + - - -+ A,bekovetkezik,
Vcr =
0, kiilénben.
Ezért ha P jeloli a P(A;+- - -+A,) valoszintiséget, akkor E(vog) = 1-P+0-(1—P) =
P, amint azt allitottuk.
A vpor, + BOLy és vgoy, + BOU; valoszintiségi valtozokra vonatkozd allitas
bizonyitasa a

i=1

legegyszertibb Bonferroni also, illetve felsé korlaton alapul. Mivel a szita formula
szerint

PA +- +A4,)=8—Sy+ -+ (-1)""5,,

azért ha ismét P jeloli a P(A; + -+ + A,) valoszintiséget, akkor
P—BOLy=S3— -+ (=1)"15,,

P — BOU; = =Sy + -+ -+ (—=1)"*'S,.
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Mivel a tételben bevezetett p valoszintségi valtozd binomialis momentumai Sy, S5,

B[()] - k-1

(lasd pl. [30], 182. oldal, (6.2.1) képlet), azért a

VBOL, = (g) e (e (Z>
VsoU, = —(*2‘) g (1 (z>

valoszintiségi valtozokkal nyilvanvaloan teljesiil, hogy

.., Sy, vagyis

és

E(I/BOLQ + BOLQ) = P

és
E(vpou, + BOUy) = P.

A vpor, és vpou, valoszintségi valtozok tételben megadott alakjai a fent mega-
dottakbol egyszerii algebrai atalakitassal adodnak, ha figyelembe vessziik, hogy a
binomialis momentumok valtakozo elGjeld Gsszege nulla, illetve, hogy (Z) = 0, ha
w<k.

A vpyr, + BM Ly és vpyy, + BMU, valoszintségi valtozokra vonatkozo allitas
bizonyitasa a

2 2
S, - =
1 )

_ L 2
=1

méasodrendid binomialis momentum also, illetve fels§ korlaton alapul. Ismét a szita

formulét felhasznalva azt kapjuk, hogy

_ — 2 — 2 —
P—BMLy,=5,—-S —1)n1s, — S

— = 2
P - BMUQ == —52 + -+ (_1)71—15” + —SQ.
n

Ezért a

R @ . @ Feer (z) G i 1 (lf) " ﬁ(g)
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=)o ()]

valoszintiségi valtozokkal nyilvanvaloan teljesiil, hogy

és

E(VBMLQ + BMLQ) = P

és
E(VBMUQ + BMUQ) =P
A vpnp, €s vpyu, valoszintségi valtozok tételben megadott alakjai a fent megadot-
takbol ismét egyszerd algebrai atalakitassal addodnak.
A vpyp, + BM Ls és vpyp, + BM U5 valoszintségi valtozokra vonatkozo allitas

bizonyitasa a

Fron—1— 227 +n—2)— _
BMLy— L -ty 2%Hn-2g 6 o
(j*+ 1)n J*(G* +1)n 73+ 1)n
< P(YA)
=1
202k —1)— _
SSl— (k ) 0 SgIBMUg

D) R
harmadrendii binomialis momentum also, illetve fels6é korlaton alapul. A szita for-

mulat felhasznalva azt kapjuk, hogy

P—BML; = S;—Sy+--+(=1)""15,

JFH22n—14 227 +n—-2)4 6 B
—L +— Sy — —— S,
G +Dn T G D T G e
P—BMU; = —Sy+---+(=1)""13,
2(2k* —1) 6 _

ke (k* + 1)52 Cke(kr+ 1)53'

Ezért a

VBML, = (’f) _ (g) T (_1),1_1(@

)2 )
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vBMUs = —(’2‘>+...+(_1)n_1(g)

i () Fe )

valoszintiségi valtozokkal nyilvanvaloan teljesiil, hogy
E(VB]\/[L3 —f- BMLg) = P
és
E(VBMUg + BMUg) =P.
A vpnr, €s vpymu, valoszintiségi valtozok tételben megadott alakjai a fent megadot-
takbol nem tul bonyolult algebrai dtalakitassal addédnak.
Az 1V 4 1Ly, €8 oV +oU,, valosziniiségi valtozokra vonatkozo allitas bizonyitasa
a (2.7) képlettel definialt 1L, hipermultifa als6 és a (2.6) képlettel definialt (U,

hipermultifa felsé korlaton alapul. A szita formula felhasznalésaval

P—1L, = znj(—1)k*1§k

k=3

- Z P(A“Z

(41,i2,i3)€1E2

12 Zi3 )

+ (_1)m+2 Z P(ZiIZiQ e

(11,9250 s tm+2)€1Em+1

i

im+2 ) N

P—oU, = S (=118,
k=2

+ Z P(Zilzb )

(i1,42)€0&2

+ (_1)m+1 Z P(Zilzm s Z

(41,8251 tm+1) €0EM+1

im+1 ) *

Ezért az

Wm = Z(_l)kil (l/:) —12+ o+ ()" T
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és

= -1 k=1 M . -1 m—+1 -
ov ;( ) (k) toT2 + (1™ 0Tt
valoszintiségi valtozokkal nyilvanvaloan teljesiil, hogy

E(ll/m—f-le) = P
és
E(Oym +0Um) = P

Az v, és gv,, valészintiségi valtozok tételben megadott alakjai a fent megadottakbol

egyszerd algebrai dtalakitassal adodnak.

0

2.2.1. Megjegyzés: A gV, 1Vm valdszindségi vdltozokat célszeribb a (2.8) és a (2.9)

képletek alkalmazasdval megadni:

OI/m - 1Ai1Ai2"'Aim+1

- > 1 T
AJ' A] Aj ?
{{j1seim gimar yeM M ImAL

Wm = a4, ,
n—m-—1
- X [1A.(k>“'A.(k) Ay
k=2 i i1
N 2 L4 A A o) Z~<k>]’
I Jm’ Iy J

{{jik)""’j"]f)}:j,(ffll}eM(k)

ahol 14 eqy tetszdleges A esemény karakterisztikus valdsziniségi vdltozdja, azaz az
értéke 1, ha A bekovetkezik és O kiilonben. A gv,, €s az 1v,, valosziniségi vdltozoknak
ez az alakja a szimuldcios szamitdsok céljaira azért elonydsebb, mert csak n—m-—szer
kell m + 1, illetve (n —m)(n —m — 1)/2—-szer kell m + 2 tényezdji szorzat esemény

bekovetkezését ellendrizni a szimuldcios iterdcidk sordn.

2.2.2. Megjegyzés: A szimuldcios kiértékelés soran nyilvan elég a Vor, VBOL,,
VBOU,s VBMLys VBMUys VBMLss VBMUss 1Vm, 0Vm valoszinidségi vdltozok vdrhato ér-
tékeit becstilni, hiszen ezen becslésekhez a megfeleld also, illetve felsd korldtokat hoz-

zdaadva nyerhetyik a P(Zl + A+ -+ Zn) valoszintdség becslésit. Célszerd tovabba
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a Vpor, helyett a 2vpor,, a vpamr, helyett az i*(i* + 1)vpnr,, a vy, helyett az
NVBMU,, O VpMmLs helyett a 5*(j* + V)nvgyp, €s a veyy, helyett a k*(K* + 1)vpyu,
valosziniségi valtozok varhato értékent becsiilni, mert az igy kapott vdrhato értékeket
végil le lehet osztani a megfeleld konstans szorzoval €s igy a szimuldcids iterdciok

sordn sok szorzdsi miveletet meqg lehet takaritani.

2.2.3. Megjegyzés: A VcRr, VBoL,, VBOU,» VBMLys VBMUs> VBMLss VBMUss 1Vms 0Vm
valosziniségi vdltozok vdrhato értékeinek a szimuldcios becslését célszerd egyetlen
szimuldcios ciklusban, ugyanazoknak a szimuldlt véletlen vektoroknak a segitségével
végrehagtani. Ekkor lehetdség nyilik o valdsziniségi vdltozok kereszt szorzatainak
és 1gy a kovariancia mdtrizxuk elemeinek a becslésére is. Ezeket haszndlva, a Monte
Carlo szimuldcios irodalomban regresszio néven ismert modszerrel elddllithato egy, az
0sszes eddiginél kisebb szordsi becslés. Készitsiik el a P valosziniség kilenc kiilonbozd
becslésébdl a

P:wlﬁl+...+w9ﬁ9

végsd becslést, ahol ha wy + -+ + w9 = 1 teljesiil, akkor P szintén a keresett
valoszintdség torzitatlan becslése. A wy, ..., wg egyiitthatokat vdlasszuk gy, hogy

P szordsa minimdlis legyen. Jeldlje

Ci1 Ci2 ... Cy9
A C1 C2 ... Ci9
C =

Cg1 Cg2 ... Cg9

a becslések becsiilt kovariancia mdtrizdt. Ezzel P szordsnégyzete w! Cw lesz, ahol

wl = (wy,...,wg) és kinnyen megoldhatd a legkisebb szdrdsi végsd becslés megke-

resésére szolgdlo Lagrange feladat:
min w? C'w
feltéve hogy

w1—|—+w9:1
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Mivel wI'Cw gradiense eqyenld 2wT C-vel, azért az ismeretlen wy, . .., wy, \ értékek

meghatdrozdsdhoz csak az alabbi linedris eqyenletrendszert kell megoldana:

énwl + -+ 619w9 -\ = 0,
(2.10)

Copwy + -0+ Cgowg —A =0,

wy A+ e+ wy =1.

Numerikus teszt szdmitasok sordn bebizonyosodott, hogy elég a 2.2.1. tétel kilenc
valosziniségi valtozoja kozil csak harmat haszndlni eqy szimuldcios becslésben. Ez a
hdrom wdltozo célszerien a nyers Monte Carlo becslés valosziniségi vdltozdja és eqy
tetszés szerinti also, illetve felsd korlattol valo eltérést kifejezd valosziniiségi valtozo.
Ekkor ugyanis jo eséllyel két egymdssal negativan korreldlt becslést is nyerhetink (a
felsd korlattol valo eltérést leird valdsziniségi valtozo negativan korreldlt lehet mind
az also korldattol valo eltérést leiro, mind a nyers Monte Carlo becslést eredményezd
valdszindiségi vdltozotdl) és ez a végsd becslés lényeges szordscsokkenését eredményez-
heti. A regresszios eljardst azért sem célszert az 6sszes nyerhetd becslésre alapozni,
mert eqyrészt feleslegesen sok iddt kellene a szimuldcios kiértékelésre forditani, mds-
részt a megoldandd (2.10) linedris egyenletrendszer kénnyen rosszul kondiciondlttd

15 wvalhat.

2.3. A centralis hatareloszlas tétel alkalmazasa

Lathato, hogy a (2.1) eloszlasfiiggvény szamitasahoz ismerniink kell az Gsszes, a
kezd6 cstuicsbol a befejezs csiicsba vezetd utat. Ezek szama mar kdzepes méretid pro-
jektek esetén is orias lehet. Ha azonban ezek mégis rendelkezésre allnanak, akkor
Prékopa Andras és J. Long [32| dolgozatukban két olyan algoritmust is javasol-
nak, amelyek akar egymast kovetGen alkalamazva is képesek a kritikusként szoba
johetd utak szamat jelentGsen csokkenteni. A két algoritmus azon a feltevésen ala-
pul, hogy a tevékenységek &1, ..., &, véletlen végrehajtasi idejei mind alulrél, mind

feliilr6l korlatosak. Ez a feltételezés konnyen elfogadhaté, hiszen a PERT modelle-
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zés szakirodalmaban leggyakrabban ugy tekintik, hogy a &; valdszintiségi valtozok
& =l + (u; — l;)n;, alakban éallnak el6, ahol [; és u; (I; < u;) rendre az i—edik tevéke-
nység végrehajtasi idejének tigynevezett optimista és pesszimista becslései, melyeket
az aktualisan vizsgélt projekt szakértsitsl lehet bekérni; az 7); valoszintségi valto-
z0k pedig a (0, 1) intervallumon béta eloszlastak, i = 1,...,n. Az [; optimista és u;
pesszimista becsléseken tul a szakértsktsl be szoktak kérni még egy, az i—edik tevéke-
nység legvaloszinibb végrehajtasi idejének tekintett m; értéket is. Ennek a harom
becslésnek az ismeretében a §&; valoszintiségi valtozo varhato értékére és szordsnégy-
zetére altalanosan elfogadott kozelités (1asd példaul A. Battersby [2], T.K. Littlefield
és P.H. Randolph [25]) a kovetkezs:

4 A 4
)2
Var(&)z%,i:l,...,n. (2.12)

A tevékenységek végrehajtéasi idejére adott [; optimista és u; pesszimista becslések
segitségével L(P;) also és U(P;) felss korlatokat adhatunk meg az egyes utak hoss-

zaira is az alabbi modon:

keP; keP;

Vezessiik be ezen tul még a kovetkezd jeloléseket is:

LPA\P)= Y I UP\P)= > w, 6,j=12....p, i#]j

kEP\P; keP;\P;

Ha egy adott F;, P; utpéarra a hosszaik kozott lehetséges legnagyobb kiilonbség ki-
sebb, vagy egyenld, mint nulla, azaz ha U(P; \ P;) < L(P; \ P;), akkor a P; tt
nyilvanval6an redundéns. Ahhoz, hogy az ilyen értelemben redundéns utak mind-
egyikét eliminéljuk, (g) paronkénti utak kozti 6sszehasonlitast kell végrehajtanunk,
ha a kiindul6 utak Osszes szama p. Ezzel szemben, ha el6zetesen sorba rendezziik
az utakat a hosszaik fels§ korlatjai szerint névekvd sorrendben, és elsé 1épésben el-
hagyjuk azokat az utakat, amelyek hosszanak felsé korlatja kisebb, mint az 0sszes ut

kozott az tthosszakra talalhato legnagyobb also korlat, akkor O(pInp) idS alatt az
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utak p szama a legtobbszor lényegesen, mondjuk p'—re csokkenthetd és igy masodik

p/

2) szamu paronkénti utak

lépésben mar csak ezzel a kisebb p’ utszammal kell a (
kozti Osszehasonlitast végrehajtanunk. A fentiek értelmében tehat a kovetkezs két
eliminacios algoritmus egymésutani végrehajtasat javasolja Prékopa Andras és J.

Long:

1. Eliminaciés algoritmus.

1. Lépés. Rendezziik az utakat ugy, hogy U(Py) > U(FP2) > --- > U(F,)

teljesiiljon.

2. Lépés. Keressiik meg az a = max L(P;) értéket és a legkisebb olyan k
ISP

indexet, amelyre U(P;) < a. Eliminaljuk az Osszes olyan P; utat, amelyre

J =k

Legyen az 1. eliminaciés algoritmus utdn megmaradé p’ szamu at 1-t6l p'—ig foly-
tonosan szamozva. Ekkor a kiévetkezd masodik eliminécios algoritmust hajthajuk

végre.

2. Eliminaciés algoritmus.

0. Lépés. Legyen definicio szerint az osszes 1,2,...,p" index ,jeldletlen”,

legyen tovabbéa i =1 = 1.

1. Lépés. Ha nincs jeloletlen 5 > [ index, menjiink az 5. 1épésre, kiilonben

véalasszuk ki a legkisebb jeloletlen 7 > [ indexet.

2. Lépés. Ha L(P;\ P;) > U(P; \ P,), akkor jeloljiik meg a j indexet, legyen

[ = j és menjlink az 1. lépésre.

3. Lépés. Ha L(P;\ P) > U(P,\ P;), akkor jeloljiik meg az i indexet, keressiik
meg a legkisebb jeloletlen & > 7 indexet, legyen ¢ = [ = k és menjiink az 1.

lépésre.

4. Lépés. Legyen [ = j és menjiink az 1. 1épésre.
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5. Lépés. Ha nincs jeldletlen k£ > i index, akkor STOP, egyetlen jeloletlen
indext ut sem eliminalhaté mér; kiillénben keressiik meg a legkisebb jeloletlen

k > 1 indexet, legyen ¢ = [ = k és menjilink az 1. lépésre.

Ha a megmaradé utak mindegyike elég nagy szamu élt tartalmaz (mondjuk le-
galabb 10-et), akkor teljesen kozombos, hogy az egyes tevékenységek végrehajtési
idejei transzformalt beta, vagy barmi egyéb valoszintiségeloszlastak-e és a varhato
értékeik, szorasnégyzeteik a (2.11), (2.12) képletek szerint lettek-e szamitva, vagy
barmi més becsléssel adodtak, a tobbdimenzids normaélis eloszlashoz valé konver-
genciara vonatkozo centralis hatareloszlas tétel (lasd pl. S.V. Fomin [17]) értelmeé-
ben a megmaradé utak hosszainak az egyiittes valoszintiségeloszlésa tobbdimenzios
normalis eloszlas lesz, melyet egyértelmiien meghatéroznak az egyes tevékenységek
hosszainak a varhato értékei és szorasnégyzetei. Legyen g a két eliminacios algorit-
mus utan is megmaradt utak szama és az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy ezek

a Py,..., P, utak. A tovabbiakban megmutatjuk, hogyan kaphatjuk meg az
(Aig, ..., AT (2.13)

valoszintségi vektorvaltozo egyiittes normalis eloszlasanak a paramétereit. Ha &y, ..., &,
sztochasztikusan fiiggetlenek, akkor az egyiittes normalis eloszlas minden paraméterét
megkaphatjuk a y; = E(&;), 0? =Var(§;), i = 1,...,n mennyiségekbsl. Ha azonban
&1, ..., &, sztochasztikusan Osszefiiggnek, akkor ismerniink kell még a (&,...,&,)
valoszintiségi vektorvaltozé C' kovariancia matrixat is. Jelolje A az A matrix elss
q sorabol allo részmatrixot, akkor a (2.13) valoszintiségi vektorvaltozé matrixo-
san ugy irhaté fel, mint Eg . Ekkor a valészintiségszamitasbol jol ismert médon
E (ZS) = Ap, p = (fi1, - - )" 68 A¢ kovarianciamétrixa egyenlé az AC AT
matrixszal. Mivel a P; at hossza A;{—vel egyenld, a (2.1) eloszlasfiiggvény a ko-
vetkezSképpen szamolhato:

F(z) = P(maxA@Sx):P(Alfgx,...,Aq§<x)

1<i<q -

(2.14)

= P A1E—Ap < z—Aip Agf—Aqp < r—Agp
VAICAT = \[A1CAT’ "7 \[ALCAT = \JA,CAT )’
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ahol az

Al — A

VA CAT’

valoszintiségi valtozok standard normélis eloszlastiak és a korrelacié métrixuk kon-

i=1,....q (2.15)

nyen megkaphato a AC AT kovarianciamatrixukbol. Ezzel az R (&) kritikus uthossz
(2.1) eloszlasfiiggvényének numerikus kozelitésére hasznalhatova valtak a disszerta-

cidban eddig ismertetett korlatszamitasi, illetve Monte Carlo szimulécios eljarasok.

2.3.1. Eszrevétel: Az A 0—1 mdtriznak tobb oszlopa azonosan nulla lehet. Ezek az
oszlopok € = (&1, ..., &)Y valdsziniségi vektorvdltozo olyan komponenseinek felelnek
meg, amelyek semmilyen szerepet sem jatszanak a kritikus 1ithossz valosziniségelosz-
lasdinak a kialakitdsdban. Ezek az oszlopok €s a megfeleld valosziniségi vektorvdltozo
komponensek torolheték. A £ valdsziniségi vektorvdltozo megmaradd komponensei-
nek a szdma kevesebb is lehet, mint a megmaradt utak szama, igy a (2.15) valds-
ziniiségi vdltozok egyiittes normdlis eloszldsa konnyen lehet szinguldris. Természete-
sen az egylittes eloszlds szingularitdsdt az A matriz oszlopai kézott meglévd linedris
osszefiliggések is okozhatjak. Ezért tehdat a PERT modellek elemzésekor fontos szerep

Jgut a ?? szakaszban tdrgyalt modszereknek.

2.3.2. Eszrevétel: Nagyobb méreti hurokmentes irdnyitott grafokban nincs arra le-
hetdség, hogy a kezdd csiucsbol a befejezd csicsba vezetd dsszes utat megkeressiik.
Erre nincs is sziikség azonban, mert helyette elég a vdrhato tevékenység végreha-
megkeresni. Erre léteznek hatékony algoritmusok (ldsd példaul D. Eppstein [16] dol-
gozatdt, illetve a D. Eppstein algoritmusdt meguvalosito V. Jimenez és A. Marzal
dltal készitett szamitdgépes programot, mely letélthetd a hitp://terra.act.uji.es/REA
internet cimrdl is). A tovdbbiakban elég csak ezeket az utakat gy tekinteni, mint a
sztochasztikus korilmények kozott lequaloszinidbben kritikus utakat. Ezekre az utakra
alkalmazhato a Prékopa Andrds és J. Long dltal javasolt két elimindcios algoritmus,
illetve akdr ezek helyett, akdr ezeket kévetden végrehajthatd eqy nem til nagy (példdul
1000) mintaelemszami szimuldcid, mely mindegyik mintaelemére meghatdrozhatd a

leghosszabb, azaz a kritikus ut. A szimuldcios kiértékelés sordan dszszeszamolhatjuk,
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hogy mely utak bizonyulnak egydltalan kritikusnak, és elég csak ezekre az utakra al-
kalmazni a tobbdimenzids (tobbnyire szinguldris) normdlis eloszldssal valo kozelitést.
Erre az eljardsra foqunk példat mutatni a kévetkezd, numerikus eredményeket leiro

bekezdésben.

Az eddigiek numerikus szemléltetésére a kovetkez6 modon allitottunk els egy
kell6en nagyméretid tesztfeladatot. Véletlenszertien generaltunk egy hurokmentes
irdnyitott grafot, melyben a csicsok szdma 250, az élek szama 1000, tgy hogy az 1-es
a kezd§ és a 250-es a befejez6 cstucs. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehet-
tiik, hogy a kozbiils6 csticsok szamozasa olyan, hogy egyetlen él sem vezet nagyobb
sorszamu csicsbol kisebb sorszamiiba. Ekkor a véletlenszerid generalas gy is vég-
rehajthato volt, hogy egy 250 x 250 méretd matrix, a cstcs—csics incidencia méatrix
fels6 haromszog részében véletlenszertien helyeztiink el 1-eseket, a tobbi helyre pedig
nulla értéket feltételeztiink. Egyszertien realizalhatok voltak a kovetkezs szabalyok
is. Egyetlen iranyitott él vég— és kezdGcsiucsa kozott se legyen a kiilonbség 150
nél nagyobb (csak a fédiagonalis elsé 150 mellék diagonalisaba helyeziink el vélet-
lenszertien 1-eseket), mindegyik iranyitott élhez tartozzon legalabb két kozvetlentil
megel6z6 iranyitott él (minden oszlopban legyen legalabb két 1-es a f6diagonéalis
folott, kivéeve természetesen az els§ kettdt), mindegyik iranyitott élhez tartozzon
legalabb harom kozvetleniil kovetkezd iranyitott él (minden sorban legyen legalabb
héarom 1l-es a f6diagonalis f616tt, kivéve termeészetesen az utolsdé harmat). Feltet-
tiik, hogy a tevékenységek végrehajtési idejei, vagyis az élek hosszai beta eloszlasi
valoszintiségi véaltozok, melyekre a (10,200) intervallumban generaltunk optimista
és pesszimista becsiilt értékeket. Pontosabban generaltunk két véletlen szémot a
megadott intervallumban és a kisebbiket tekintettiik optimista, a nagyobbikat pe-
dig pesszimista becslésnek. Ezt kovetGen generaltunk az optimista és a pesszimista
becslések kozott véletlenszertien egy tjabb értéket, amelyet a legvaloszintibb érték
becslésének tekintettiink. Az i—edik tevékenység esetén ezeket az értékeket rendre
l;, u; és my—vel jeloltiik. Ezekbdl a tevékenység végrehajtasi idejét reprezentalod tran-
szformalt beta eloszlasu &; valoszintiségi valtozot a kovetkezSképpen allitottuk eld:

& = l;+ (u; — l;)n;, ahol n; a (0, 1) intervallumon beta eloszlastu valoszintségi valtozo
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pi és q; paraméterekkel, ¢ = 1,...,n. A (2.11) és (2.12) szokésos feltételezéseket,
és m; jelentését figyelembevéve a kovetkezd harom egyenletet kaptuk az eloszlés

ismeretlen p; és ¢; paramétereire:

E(&) = Lt (u—l) k- = bt (2.16)

_ iQi _ (wi=l)?
Var(§) = (6~ Gaptoram = ~m (2.17)
i+ (u = b)E = = my, (2.18)

minden ¢ = 1,...,n értékre. Ezutan tekintettiik a (2.17), (2.18) egyenleteket, me-
lyekbdl azt kaptuk, hogy a p; paraméternek egy harmadfokt polinom gyokének kell
lennie. Ennek a polinomnak a valos gyokei kozott mindig lehetett talalni olyat, ame-
lyik a (2.16) egyenletet is kell§ pontossaggal kielégitette. Ezzel mintegy igazoltuk a

szakirodalomban szokasos (2.11) és (2.12) feltételezések létjogosultsagat is.

Ilyen méretd feladatok esetén a kezdd csticsbol a befejezs csiicsba vezetd utak
szama akkora, hogy nem létezik olyan algoritmus, illetve olyan gyors szamitogép,
amellyel ezek mind meghatarozhatok lennének. Ezért csak az 500, varhato értékére
nézve leghosszabb utat kerestiik meg és ezekre hajtottuk végre az 1. és 2. elimina-
cios algoritmust. Az 1. eliminéciés algoritmus nem csokkentette az utak szaméat, az
tovabbra is 500 maradt, ezzel szemben a 2. eliminaciés algoritmus 396-ra csokken-
tette a kritikusként szamitasba johets utak szémat. Ez még mindig til nagy volt
azonban ahhoz, hogy a tébbdimenzios normalis eloszléssal vald kozelités modszerét
alkalmazni lehessen. FEzért elgszor egy 1000 elemii mintat generaltunk a véletlen
hal6zatra, minden minta esetén meghataroztuk a megmaradt 396 ut kozil a leg-
hosszabbat, mikoris azt tapasztaltuk, hogy csupan 54 olyan ut volt koztiik, amelyik
legaldbb egyszer leghosszabnak bizonyult volna. Az ezekhez meghatarozott tobb-
dimenziés normalis eloszlés olyan mértékben volt szinguléris, hogy egy 13 dimen-
zi6s altérre koncentralodott. Ezzel a tobbdimenzids normalis eloszléssal elvégeztiik
a 2.2. fejezetben ismertetett korlat szamitasokat, illetve szimulécios kiértékelést az
eloszlasfiiggvény 3410-t61 4700-ig 10-esével tablazatolt argumentum értékeire (z
értéke a (2.14) képletben). A 2.1. tablazat a kritikus tthossz eloszlasfiiggvényére
szamitott BML3, HML(0,3), HML(0,4) also, HMU(1,3), HMU(1,2), BMU3 felss
korlat értékeket tartalmazza, a kozépsé oszlopban pedig a pontos értéket, melyet

a 2.2. fejezetben ismertetett szérascsokkentéses szimulacios kiértékeléssel nyertiink.
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Az utolso tablazatolt értéket kovetGen megadtuk az egyes oszlopokban kozolt ered-
mények szamitasahoz sziikséges Osszes id6t masodpercben (CPU), majd a kovetkezs

két sorban a megfelel§ korlat par szamtani kozepének a pontos értéktsl szamitott
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atlagos, illetve maximalis abszolut eltérését (AAE, MAE) adtuk meg; végiil pedig

az utolsd két sorban a megfelel6 korlat par szamtani kozepének a pontos értéktsl

szamitott atlagos, illetve maximalis relativ eltérése (ARE, MRE) talalhato.

2.1. tablazat: A kritikus uthossz eloszlasfiiggvényének tébbdimen-

zi6s normélis eloszlassal szamitott also, fels6 korlatai és pontos ér-

tékei

X BML3 | HML(0,3) | HML(0,4) | pontos | HMU(1,3) | HMU(1,2) | BMU3
3410 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0120 0,0250 0,0323 0,0975
3420 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0205 0,0404 0,0498 0,1281
3430 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0334 0,0631 0,0773 0,1649
3440 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0520 0,0884 0,1066 0,2080
3450 | 0,0000 0,0000 0,0139 0,0777 0,1153 0,1457 0,2570
3460 | 0,0000 0,0000 0,0470 0,1115 0,1548 0,1916 0,3114
3470 | 0,0000 0,0181 0,0945 0,1540 0,1994 0,2435 0,3699
3480 | 0,0000 0,0829 0,1402 0,2052 0,2455 0,2961 0,4314
3490 | 0,0000 0,1562 0,2029 0,2643 0,3011 0,3493 0,4942
3500 | 0,0000 0,2206 0,2722 0,3303 0,3635 0,4106 0,5565
3510 | 0,0000 0,3127 0,3511 0,4002 0,4313 0,4686 0,6170
3520 | 0,0000 0,3999 0,4303 0,4724 0,5091 0,5360 0,6743
3530 | 0,0000 0,4861 0,5097 0,5448 0,5764 0,5966 0,7273
3540 | 0,0000 0,5693 0,5854 0,6149 0,6405 0,6563 0,7750
3550 | 0,1555 0,6452 0,6577 0,6801 0,7006 0,7131 0,8173
3560 | 0,3486 0,7131 0,7218 0,7395 0,7572 0,7651 0,8538
3570 | 0,5066 0,7697 0,7785 0,7915 0,8044 0,8098 0,8848
3580 | 0,6330 0,8215 0,8277 0,8366 0,8490 0,8527 0,9105
3590 | 0,7322 0,8641 0,8682 0,8739 0,8829 0,8868 0,9315
3600 | 0,8080 0,8982 0,9009 0,9047 0,9119 0,9138 0,9484
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2.1. tablazat: (folytatas)

X BML3 | HML(0,3) | HML(0,4) | poutos | HMU(1,3) | HMU(1,2) | BMU3
3610 0,8646 0,9250 0,9268 0,9293 0,9342 0,9355 0,9617
3620 0,9061 0,9457 0,9469 0,9486 0,9517 0,9532 0,9719
3630 || 0,9358 0,9614 0,9622 0,9634 0,9651 0,9662 0,9798
3640 || 0,9568 0,9730 0,9735 0,9744 0,9751 0,9760 0,9856
3650 || 0,9714 0,9815 0,9819 0,9820 0,9828 0,9833 0,9900
3660 | 0,9814 0,9875 0,9877 0,9882 0,9883 0,9886 0,9930
3670 || 0,9880 0,9917 0,9918 0,9919 0,9922 0,9923 0,9953
3680 | 0,9924 0,9946 0,9946 0,9948 0,9948 0,9949 0,9969
3690 | 0,9952 0,9965 0,9965 0,9967 0,9966 0,9967 0,9979
3700 || 0,9971 0,9978 0,9978 0,9978 0,9979 0,9979 0,9986
CPU | 1394,21 210,81 2312,56 591,77 0,002 0,00° 0,00°
AAE || 0,0540 0,0043 0,0034 - - - -
MAE || 0,2274 0,0231 0,0131 - - - -
ARE || 0,1884 0,0389 0,0252 - - - -
MRE || 0,7538 0,2572 0,1691 - - - -

A 2.1 és 2.2. abrédk a binomialis momentum Kkorlatokat, illetve a hipermultifa
korlatokat abrazoljak grafikusan. Mindkét grafikonon a pontos értékeket is feltiin-
tettiik.

A 2.1. tablazat adataibdl, illetve a 2.1 és 2.2. abrakbol lathatod, hogy a har-
madrendid binomiélis momentumokkal szamitott korlatok nem elég pontosak. A hi-
permultifa korlatok lényegesen jobbak, azonban az eloszlasfiiggvény nullahoz kozeli
értékeire még a HML(0,4)-HMU(1,3) korlat par sem tekinthetd kielégitGen pon-
tosnak, bar az alsé és fels§ korlatok szamtani kozepe mar akar el is lenne fogad-

hato végss kozelitésnek. Ezzel szemben a tablazatban és az abrakon ,pontos™nak

3Az also és felsé korlatok egyidejiileg lettek kiszamitva
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2.1. abra. Az eloszlasfiigvény binomialis momentumokkal készitett also és fels6 korlat

gorbéje, egyiitt a pontos értékek gorbéjével
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2.2. abra. Az eloszlasfiigvény hipermultifakkal készitett also és fels§ korlat gorbéje,

egyiitt a pontos értékek gorbéjével
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mindsitett szimulacios kozelités kevesebb id6 alatt volt szamithatd, mint az elébb
emlitett korlatparok barmelyike. Ez igazolja a szoréscsokkentéses szimulacios eljaras
alkalmazasat ilyen feladatok megoldasara.

Annak ellenérzésére, hogy mennyire pontos az eloszlasfiiggvények szorascsok-
kentéses szimulacios kiértékelése, egy mésik szimulacios kiértékelést is elvégeztiink.
Ezt a tovabbiakban direkt szimulacios kiértékelésnek fogjuk nevezni és a kovetke-
z6képpen hajtottuk végre. N elemid véletlen mintat allitottunk el6 az eliminécio
utan megmaradt 396 utban elforduld Gsszes tevékenység beta eloszlast végreha-
jtési idejére és minden mintaelemre meghataroztuk a 396 tthossz legnagyobbikat.
A kritikus uthosszra igy egy N elemd mintat nyertiink, amelybdl a statisztikaban
szokasos eljarassal elGallitottuk a kritikus tthossz tapasztalati eloszlasfiiggvényét.
Ezeknek a szamitasoknak az eredményei taldlhatok a 2.2. tablazatban két kiilon-
b6z (N = 1000 és N = 10000) mintaméret mellett. A tablazat utolsé oszlopaban
ismét feltiintettiik a ,pontos” értékeket, illetve a tablazat aljan a szamitési idéket
és a pontos értéktdl szamitott kiillonbozs eltérés értékeket is megadtuk. A 2.3 és
2.4. abrak értelemszertien a 2.2. tablazat adatait jelenitik meg grafikusan. Az
a tény, hogy az N = 10000-es mintaméret melletti eredmények igen jo egyezést
mutatnak a ,pontos” értékekkel, a tobbdimenzios normalis eloszlassal valo kozelités

létjogosultsédgat bizonyitja.

2.2. tablazat: Szimulalt és pontos eloszlasfiiggvény értékek

X Szimulalt Szimulalt | Pontos

(N=1000) | (N=10000)

3410 0,0080 0,0112 0,0120
3420 0,0155 0,0191 0,0205
3430 0,0260 0,0313 0,0334
3440 0,0395 0,0490 0,0520
3450 0,0590 0,0724 0,0777
3460 0,0880 0,1034 0,1115

3470 0,1275 0,1436 0,1540
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2.2. tablazat: (folytatas)

X Szimulalt | Szimulalt | Pontos
(N=1000) | (N=10000)

3480 0,1760 0,1932 0,2052
3490 0,2335 0,2530 0,2643
3500 0,2985 0,3178 0,3303
3510 0,3645 0,3863 0,4002
3520 0,4380 0,4588 0,4724
3530 0,5175 0,5315 0,5448
3540 0,5930 0,6040 0,6149
3550 0,6605 0,6710 0,6801
3560 0,7205 0,7322 0,7395
3570 0,7705 0,7849 0,7915
3580 0,8130 0,8284 0,8366
3590 0,8520 0,8657 0,8739
3600 0,8910 0,8981 0,9047
3610 0,9260 0,9260 0,9293
3620 0,9490 0,9480 0,9486
3630 0,9680 0,9644 0,9634
3640 0,9805 0,9755 0,9744
3650 0,9875 0,9839 0,9820
3660 0,9920 0,9896 0,9882
3670 0,9950 0,9932 0,9919
3680 0,9975 0,9956 0,9948
3690 0,9985 0,9973 0,9967
3700 0,9990 0,9986 0,9978
CPU 88,11 932,48 591,77
AAE 0,0153 0,0059 -
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2.2. tablazat: (folytatas)

X Szimulalt Szimulalt | Pontos

(N=1000) | (N=10000)

MAE || 0,0357 0,0139 -
ARE || 0,0816 0,0263 -
MRE || 0,3336 0,0731 -
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2.3. abra. A szimulalt és a pontos eloszlasfiiggvény gorbék, mintaméret = 1000

A kovetkezSkben azt vizsgaljuk meg, hogy milyen egyéb stratégidkat lehet al-
kalmazni a két eliminécios eljaras alkalmazasa utdn megmaradd utak szaménak
csOkkentésére. Emlékeztetiink arra, hogy a véletlenszerden elGallitott teszt felada-
tunkban 396 Ut maradt meg az eliminaciok utan, melyek szamét tgy csokkentettiik
54-re, hogy generaltunk egy 1000 elemd mintat a véletlen hélézatra, és csak azokat
az utakat tartottuk meg a 396-bol, amelyek az 1000 eset koziil legalabb egyszer
leghosszabnak bizonyultak. A kovetkezs stratégidk soran csak 100 elemid minta
alapjan dontottiink. Ekkor, ha azokat az utakat tartottuk meg, amelyek legalabb
egyszer leghosszabbnak bizonyultak, 37 ut maradt meg; ha azokat az utakat tartot-
tuk meg, amelyek legalabb kétszer leghoszszabbnak bizonyultak, 22 Gt maradt meg

és végil, ha azokat az utakat tartottuk meg, amelyek legalabb 6tszor bizonyultak
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2.4. dbra. A szimulalt és a pontos eloszlasfiiggvény gorbék, mintaméret = 10000

leghosszabbnak, akkor mar csak 8 Gt maradt meg. Ezek mindegyikére alkalmaztuk a
tobbdimenzios normalis eloszlassal valo kozelitést és azt tapasztaltuk, hogy egyediil
az utolso esetben kaptunk elfogadhatatlanul pontatlan végss becsléseket az eloszlés-
fiiggvény értékeire. A tobbdimenzids normalis eloszlas minden esetben degeneralt
volt, a 2.3. tablazatban fejlécként a megmaradt utak szamat és perjellel elvalasztva
t6le azt a dimenziészamot adtuk meg, ahdny dimenzios altérre koncentralodott az
eloszlas. Az utolsd tablazatolt értéket kovetGen ismét megadtuk az egyes oszlopok-
ban kozolt eredmények szamitasahoz sziikséges Gsszes id6t masodpercben (CPU). A
kovetkez6 két sorban a megfelel§ kozelitésnek a pontos értéknek tekintett 54/13—as
kozelitéstol szamitott atlagos, illetve maximélis abszolut eltérését (AAE, MAE) ad-
tuk meg; végiil pedig az utols6 két sorban az ugyanezekre a mennyiségekre szamitott
atlagos, illetve maximalis relativ eltérés (ARE, MRE) talalhato. Itt jegyezziik meg,
hogy a 10 dimenzids altérre koncentralodott 22 dimenziés normalis eloszlas mar elég
jo kozelitést eredményezett és erre az esetre alkalmazni lehetett azt a legiijabban
kidolgozott, igen hatékony szamitasi modszert, amely soran az elfajuldé normélis
eloszlas eloszlasfliggvény értékének a szamitasat visszavezetjiik egy alacsonyabb di-
menzios térbeli, el nem fajuldé normélis eloszlasi valoszintiségi vektorvéiltozo konvex

poliéderbe valo esése valoszintségének a szamitasara (lasd [37]).
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2.3. tablazat: Eloszlasfiiggvény értékek kiilonbozd dtredukceiok al-

kalmazésaval
X 54/13 | 37/11 | 22/10 8/6
3410 || 0,0120 | 0,0125 | 0,0148 | 0,0233
3420 || 0,0205 | 0,0213 | 0,0247 | 0,0368
3430 || 0,0334 | 0,0346 | 0,0393 | 0,0558
3440 || 0,0520 | 0,0536 | 0,0600 | 0,0817
3450 || 0,0777 | 0,0799 | 0,0881 | 0,1152
3460 || 0,1115 | 0,1143 | 0,1245 | 0,1571
3470 || 0,1540 | 0,1574 | 0,1694 | 0,2071
3480 || 0,2052 | 0,2091 | 0,2226 | 0,2649
3490 || 0,2643 | 0,2687 | 0,2836 | 0,3291
3500 || 0,3303 | 0,3347 | 0,3503 | 0,3978
3510 || 0,4002 | 0,4053 | 0,4209 | 0,4690
3520 || 0,4724 | 0,4777 | 0,4931 | 0,5403
3530 || 0,5448 | 0,5500 | 0,5642 | 0,6096
3540 || 0,6149 | 0,6194 | 0,6327 | 0,6748
3550 || 0,6801 | 0,6846 | 0,6964 | 0,7342
3560 || 0,7395 | 0,7434 | 0,7535 | 0,7869
3570 || 0,7915 | 0,7950 | 0,8035 | 0,8325
3580 || 0,8366 | 0,8402 | 0,8469 | 0,8711
3590 || 0,8739 | 0,8761 | 0,8825 | 0,9026
3600 || 0,9047 | 0,9076 | 0,9114 | 0,9276
3610 || 0,9293 | 0,9311 | 0,9345 | 0,9475
3620 || 0,9486 | 0,9499 | 0,9528 | 0,9626
3630 || 0,9634 | 0,9643 | 0,9658 | 0,9737
3640 || 0,9744 | 0,9752 | 0,9764 | 0,9820
3650 || 0,9820 | 0,9828 | 0,9840 | 0,9878
3660 || 0,9882 | 0,9887 | 0,9890 | 0,9920

7
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2.3. tablazat: (folytatas)

X | 54/13 | 37/11 | 22/10 | 8/6

3670 || 0,9919 | 0,9923 | 0,9926 | 0,9948

3680 || 0,9948 | 0,9950 | 0,9952 | 0,9968

3690 || 0,9967 | 0,9967 | 0,9969 | 0,9979

3700 || 0,9978 | 0,9981 | 0,9981 | 0,9987

CPU | 591,77 | 254,51 | 110,12 | 13,24

AAE - 0,0024 | 0,0094 | 0,0321
MAE - 0,0053 | 0,0207 | 0,0688
ARE - 0,0113 | 0,0472 | 0,1324
MRE - 0,0415 | 0,1878 | 0,4846

A 2.5. dbra a 2.3. tablazat eredményeit mutatja grafikus formaban.
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2.5. abra. Az utredukcios eljarasokat osszehasonlito grafikon

Végiil két megjegyzéssel zarjuk a disszertacinak ezt a szakaszét.

2.3.4. Megjegyzés: A 2.2. tdbldzat és a megfeleld 2.3 és 2.4. dbrdk azt mutatjdk,

hogy a kritikus uthossz eloszlasfiigguényének szdmitdsdra a direkt szimuldcios kiér-
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tékeléssel nagyjabol ugyanakkora idd alatt ugyanolyan jo eredmény érhetd el, mint a
tobbdimenzids normdlis eloszldssal torténd kozelitéssel. A két szamitdsi mod kozott
azonban az a két lényeges kiilonbség van, hogy mig direkt szimuldcioval az eloszlds-
fiigguény teljes gorbéjét egqyszerre tudjuk csak eldallitnai, nem szamithatok az egyes
figguényértékek kiilon—kilon, addig ez utobbr semmi gondot nem okoz a tobbdimen-
z10s mormdlis eloszldssal torténd kozelités esetén, illetve a tobbdimenzids normdlis
eloszlassal torténd kozelités arra is alkalmas, hogy az eloszldsfiigguény gradiensét

szdmitani tudjuk, ahol az létezik.

2.3.5. Megjegyzés: A tibbdimenzids normdlis eloszldssal valo kézelitést K.O. An-
klesaria és Z. Drezner javasoltdk eldszor (lasd [1]), azonban Z. Drezner tobbdimen-
2108 normadlis valosziniségeket szamito numerikus integrdldsi eljardsa 5 dimenziondl
magasabb dimenziora nem volt alkalmas, igy a néhany tesztfeladat megolddsa sordn
nem realizdltak, hogy az egyiittes eloszlds konnyen lehet szinguldris. A hagyomdnyos
PERT modellezésben csak a vdrhato értékre leghosszabb it alapjdn (tehdt csak egydi-
menzids normdlis eloszldssal) készitették el a projekt végrehajtdsi idejének az elosz-
lasfiigguényét, ami meglehetdsen durva felsd becslésnek bizonyult csupdn. Egy mdsik
szokdsos eljardst Spelde féle also korlat néven ismer a szakirodalom (ldsd H.G. Spelde
[36]), ez a vdrhato értékre nézve leghosszabb utak kozil egyszerre tobbet ajanl figye-
lembe venni, azonban ezeket az utakat sztochasztikusn fliggetleneknek tekinti, midltal
valdban csak (igen gyakran durva) alsé becslés nyerhetds. A PERT modellezés téma-
korének egy jo dttekintd dolgozatdt R. Mdohring és munkatdrsai publikdltak 1999-ben
(lasd [6]). A 2.6. dbra grafikonjin megmutatjuk, hogy a kordbban ldtott, véletlens-
zerden generdlt nagyméretd feladatunk esetén a hagyomdnyos PERT modellezés felsd

becslése, illetve Spelde also becslése mennyire nem kielégitd kiozelitést eredményez.

2.4. Sztochasztikus programozasi megkozelités

A PERT modellezés el6z szakaszban vizsgalt modszereinek az a legnagyobb
hatranya, hogy a projekt végrehajtasi idejére meghatarozott valoszintiségi eloszlas-

fliggvény csak azzal a feltételezéssel érvényes, hogy minden egyes véletlentdl fliggd
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2.6. dbra. A hagyomanyos PERT, a tobbdimenziés normalis és Spelde modszere

id6pontban, amikor a projekt valamelyik tevékenysége befejezédik, minden ezt a
tevékenységet kozvetlentil kovets tevékenység végrehajtasat azonnal el kell kezdeni.
Ez a feltétel szamitogépes task—ok ilitemezésekor esetleg betarthaté lehet, azonban
teljességgel elképzelhetetlen a PERT legfontosabb alkalmazésa, az épitkezési pro-
jektek titemezése teriiletén. Nem véletlen, hogy determinisztikus tevékenységi idék
esetén meg szokas hatarozni minden egyes tevékenység tigynevezett legkorabbi és leg-
késébbi kezdési idSpontjait, tartalék idejeit stb. Ebben a szakaszban olyan PERT
modellt mutatunk be és adunk nem til nagy tesztfeladatra numerikus megoldast,
amely minden tevékenységre megad legkorabbi kezdési id6pontokat, melyeket el6irt
meghizhatosaggal tartani lehet a projekt megvalositasa soran és melyek betartasa

mellett a projekt megvaldsitasi ideje is az adott megbizhatosaggal meghatarozhato.

Legyen adott egy (N, A) hurokmentes iranyitott graf, ahol N a cstcsok (események)
halmaza, A az élek (tevékenységek) halmaza. Legyenck az N—beli cstucsok ¢;,j =
1,...,n, melyek koziil ¢; legyen a kezdd cstcs és ¢, a befejezd cstics. Rendeljiik a

c; cstcshoz az x; valtozot, mely jelentse azt a legkorabbi kezdési idépont, amikor az

osszes, a c; csicsbol indulo €l altal reprezentalt tevékenység elkezdhets, j =1,...,n.
Legyenek az A-beli élek e;,i = 1, ..., m és rendeljiik az e; élhez a d; szamokat, mint

az €l altal reprezentélt tevékenység végrehajtasi idejét, ¢ = 1,...,m. Ha ezek deter-
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minisztikusan meghatarozottak, akkor az (N, .A) hurokmentes iranyitott graf altal
leirt projekt legrévidebb végrehajtasi idejét a kovetkezé linearis programozasi feladat
megoldésa adja:
Ty, — T, > diyi=1,...,m
;>0,j=1,....n (2.19)
min(x, — 1),
ahol k;,v; rendre az e; él kezd§ és végzd csucsanak az indexei. Nyilvan feltehet-

juk, hogy z; = 0 és ennek megfelGlen egyszertsithetjiik a (2.19) feladatot. Ha a

di,v = 1,...,m tevékenység végrehajtasi id6k valoszintiségi valtozok, akkor jelolje
ezeket &,1=1,...,m és oldjuk meg a kovetkezs egyiittes valoszintiséggel korlatozott

sztochasztikus programozasi feladatot az x;,j = 1,...n legkorabbi kezdési id6pon-

tok meghatarozasahoz:

P(xvi — Tk, > &t = 17"'7m> >p
;>0,j=1,....n (2.20)
min(x, — 1),

ahol p egy el6irt, elég nagy valoszintiség, amellyel megkivanjuk, hogy a teljes pro-
jekt kivitelezhetd legyen a (2.20) feladat megoldasa altal meghatarozott xq, ..., x,
tevékenység kezdési id6pontok szigoru betartasaval. A PERT modellezés szakiro-
dalmabol ismert modellekben altalanos feltételezés a tevékenység végrehajtéasi idsk
sztochasztikus fliggetlenségének a feltételezése, mely esetben a (2.20) sztochaszti-
kus programozasi feladatban az egyiittes valoszintiség az egydimenzios peremelosz-
lasokkal szamitott valoszintiségek szorzatara bomlik és ezaltal numerikusan kénnyen
kezelhetévé valik. A kovetkezs, numerikus eredményeket tartalmazd rész elsd fe-
ladataban a szakasz cimének megfelelen megmutatjuk, hogy a (2.20) sztochaszti-
kus programozasi feladat megoldhato reéalis méreti tesztfeladatra Dirichlet egyiittes
eloszlas feltételezése mellett is. A mésodik feladatban normaélis eloszlasi, sztochasz-
tikusan fiiggetlen tevékenység végrehajtasi idGk feltételezése mellett, a 2.3. szakasz
modszerével és a (2.20) sztochasztikus programozasi feladat megoldasaval nyert ered-

mények Osszehasonlitasat mutatjuk meg.
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2.7. abra. PERT terviitem halo

Numerikus eredmények. Tekintsiik el6szor a 2.7. dbran lathaté hurokmentes,
irdnyitott graffal megadott PERT feladatot. A 2.7. dbran d;,v =1,...,15 a 15 tevé-
kenység végrehajtési ideit, x; az Osszes olyan tevékenység végrehajtésa legkorabbi
elkezdési id6pontjat jeloli, amelyek a j—edik eseménynél kezd&dnek, j =1,...,8. Az
1-es esemény a kezd§ és a 8—as a befejezd esemény és feltessziik, hogy x1 = 0. Ekkor,
ha a d;,;i =1,...,15 tevékenység végrehajtasi id6k determinisztikusan adottak, ak-
kor a PERT modellt CPM ( Critical Path Method) feladatnak tekinthetjiik és a (2.19)
linearis programozasi feladatnak megfelels (2.19) feladat xg megoldaskomponense
minden tevékenységre megadjak a legkorabbi kezdési id6pontokat. Ezekbsl a CPM
modell minden kérdése, mint példéul az tgynevezett kritikus tt meghatarozasa a

szokott modon megoldhato.
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To > d;
T3 > d,
T4 > d3
X7 > dy
—Ty +x5 > ds
—T9 +x7 > dg
—T +xg > dy
—x3 +x4 > dg

—3 5 > dy (2.21)
—3 +6 > dyo
—T4 +x7 > dp
—T5 +xg > dig

—re +I7 > dy3

man( g)

Ha azonban a d;,i = 1,...,15 tevékenység végrehajtasi id6k sztochasztikusak,
akkor egy, a (2.20) sztochasztikus programozasi feladatnak megfelels (2.22) feladatot

kell megoldanunk. Ennek megadasahoz legyen most
gi :a'z—‘f_(bz _al)nzaz = 1a"'7157

ahol a;, b; az i—edik tevékenység végrehajtasi idejének optimista, pesszimista becslé-
seit=1,...,15 és az 1y, ...,n 5 valoszintségi valtozok ¥, > 0,...,1015 > 0,916 > 0,

paraméterid Dirichlet egylittes eloszlastak, azaz az egyiittes strtiségfiiggvényiik

_ It 4%15+916) 1—1  15—1 i . .
f (ZL‘l, e ,IL‘15) = F(ﬁl)---F(ﬂm)F(ﬂm)xl Ty (]_ X1 e 15

)’1916—1

)
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ha z;1 > 0,...,215 > 0 and z; + ... + 215 < 1. Ekkor a megfelel§ egytittes valos-

zintiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat:

(blial) ( —m
(bgiag) ( —a
(bgiag) ( —as
(b4ia4) ( —aa
(bSi%) ( —as
(bgiaﬁ) ( —as
(b7ia7) ( —ar
P (bgias) ( —as
(bgiag) ( —ao
(blTlm)( —a10
(bnian)( —an
(bmiau) ( —a12
(blgim) ( —a3
(bMiaM) ( —a14
(blsim)( —ais

+a9

+33'3
+x4
+3§'5
—T3 +X4
—XT3 +l’5
Z; Z O,Z =1,...
mins,

+x7

+x7

"‘.1'8

+l‘6

+.’L’7

(2.22)

ahol p a projekt hataridére torténd megvalosithatosaganak eléirt valoszintisége. A 2.4.

tablazatban megadjuk a projekt 15 tevékenysége Dirichlet eloszldsanak azokat a jel-

lemzGit, melyekkel a szamitasokat elvégeztiik. Az egyes tevékenységek végrehajtasi

idejeinek a korrelacios egytitthatoi a paraméterkebdl kiszamolhatoak, azokat itt nem

soroltuk fel, csak megjegyezziik, hogy az értékiik 0 és —0, 124409 kozott volt.

A25.

tablazatban megadjuk a (2.21) linearis programozasi feladat megoldasat azokra az

esetekre, amikor az optimista, a pesszimista illetve a legval6sziniibb tevékenység
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2.4. tablazat. A Dirichlet eloszlas paraméterei
sorszam | optimista | pesszimista | legvaloszintibb 0 varhato | szoras
becslés becslés érték paraméter | érték

1 45 60 45,043 1,06 45,691 | 0,642
2 10 40 11,500 2,05 12,674 | 1,745
3 50 75 50,048 1,04 51,130 | 1,060
4 10 40 12,957 3,07 14,004 | 2,083
5 15 45 15,286 1,20 16,565 | 1,362
6 70 95 70,071 1,06 71,152 | 1,070
7 40 75 40,133 1,08 41,643 | 1,511
8 85 95 85,524 2,10 85,913 | 0,588
9 10 35 10,600 1,05 11,141 | 1,065
10 45 90 45,011 1,005 46,966 | 1,878
11 25 45 25,967 2,015 26,752 | 1,154
12 25 50 25,083 1,07 26,163 | 1,075
13 30 60 30,071 1,05 31,370 | 1,278
14 55 75 56,048 2,10 56,826 | 1,176
15 15 35 15,029 1,03 15,896 | 0,844
16 1,02
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2.5. tablazat. A lineéris és a sztochasztikus programozasi feladat megoldésai

determinisztikus esetek sztochasztikus esetek
valtozok | optimista | pesszimista | legval6szintibb | p =0,90 | p=10,95 | p=10,99
T 0 0 0 0 0 0
T 70 130 71,963 49,695 52,784 66,084
T3 10 40 11,500 15,291 24,443 27,131
Ty 95 135 97,024 104,492 | 114,908 | 117,901
x5 170 255 87,249 97,479 | 211,694 | 193,509
T 115 175 116,951 66,897 48993 | 148,067
X7 140 225 142,035 162,424 | 181,097 | 184,299
T 195 300 198,082 226,194 | 247,067 | 250,336

végrehajtasi értékekkel, mint determinisztikusan adott értékekkel dolgoztunk, vala-
mint a (2.22) sztochasztikus programozasi feladat a 2.4. tablazatban adott Di-
richlet eloszlassal vett megoldésait hdrom kiilonb6z6 valoszintiségi szintre: 0,9-re,
0,95-re és 0,99-re. A 2.5. téblazatban az xg valtozo értéke egyben a projekt
ad kielégité eredményt, ha az optimista, vagy a legvaldsziniibb tevékenység vég-
rehajtasi idékkel dolgozunk, akkor 0,9-nél joval kisebb valoszintiséggel lesz csak a
kapott id6 alatt megvalosithato a projekt, mig a pesszimista tevékenység végreha-
jtasi idékkel dolgozva ugyan 0,99-nél is joval nagyobb valoszintiséggel lesz a projekt
megvalosithato, azonban elfogadhatatlanul hosszt (300 értéki) ez a tulbiztositott
megvalositasi id6. A dontéshozo aszerint valaszthat a harom sztochasztikus valtozat
koziil, hogy mekkora kockazatot véllal a projekt hataridére torténd megvalositasara.
Feltehettleg ez a valasztas konnyebb lesz szamara, mint a csupan a determinisztikus
esetek kozili valasztas lenne. A sztochasztikus programozéasi feladatok megoldasa a

jegyzet szerzGje altal kifejlesztett PCSP (Probabilistic Constrained Stochastic Pro-
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gramming) programrendszerrel tortént (lasd [38], illetve ennek gamma és Dirichlet

eloszlas kezelésére is alkalmas tovabbfejlesztése [39]).
Masodik numerikus példaként tekintsiik a 2.8. abran lathato, Prékopa Andras

és J. Long altal publikilt terviitem hélot. Ez a terviitemhélo 66 tevékenységhdl és

2.8. dbra. Prékopa Andras és J. Long PERT terviitem héloja

28 eseménybdl all, az 1-es eseményt tekintjiik kezdd és a 28-as eseményt befejezs
eseménynek. A tevékenységek végrehajtasi ideire a 2.6. tédblazatban adtuk meg az

optimista és a pesszimista becsléseket.

2.6. tablazat: A 66 tevékenység vérehajtasi ideinek also és fels6

korlatjai

Sorszam | Tevékenység | Als6 | Fels6 || sorszam | Tevékenység | Also | Felss
korlat | korlat korla | korlat

1 (1,2) 24 32 34 (13,18) 47 55

2 (1,3) 48 56 35 (13,19) 44 52

3 (1,4) 49 57 36 (14,23) 11 19

4 (1,13) 24 32 37 (14,28) 36 44

5 (2,4) 21 29 38 (15,16) 39 47
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2.6. tablazat: (folytatas)

Sorszam | Tevékenység | Alsé | Fels6 || sorszam | Tevékenység | Alsd | Felss
korlat | korlat korla | korlat
6 (2,5) 43 51 39 (15,17) 18 26
7 (2,15) 30 38 40 (16,17) 13 21
8 (3,6) 14 22 41 (16,18) 41 49
9 (3,8 28 36 42 (16,22) 42 50
10 (13,13) 29 37 43 (17,22) 38 46
11 (4,13) 36 44 44 (17,24) 27 35
12 (4,15) 19 27 45 (18,19) 26 34
13 (5,7) 49 57 46 (18,20) 39 47
14 (5,17) 12 20 47 (18,22) 25 33
15 (6,8) 35 43 48 (19,20) 13 21
16 (6,9) 28 36 49 (19,21) 16 24
17 (7,10) 15 23 50 (20,22) 29 37
18 (7,17) 26 34 51 (20,23) 42 50
19 (8,11) 33 41 52 (20,25) 33 41
20 (8,13) 46 54 53 (20,26) 43 51
21 (9,11) 41 49 54 (20,27) 44 52
22 (9,12) 47 55 55 (21,23) 22 30
23 (19,21) 42 50 56 (22,24) 46 54
24 (10,24) 40 48 57 (22,26) 19 27
25 (10,28) 37 45 58 (23,25) 33 41
26 (11,13) 27 35 59 (23,28) 39 47
27 (11,19) 26 34 60 (24,26) 15 23
28 (11,21) 31 39 61 (24,28) 48 56
29 (12,14) 38 46 62 (25,27) 27 35
30 (12,21) 48 56 63 (25,28) 26 34
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2.6. tablazat: (folytatas)

Sorszam | Tevékenység | Als6 | Fels6 || sorszam | Tevékenység | Also | Felss
korlat | korlat korla | korlat
31 (12,23) 29 37 64 (26,27) 29 37
32 (13,15) 32 40 65 (26,28) 22 30
33 (13,16) 20 28 66 (27,28) 20 28

A 2.8. abra PERT terviitemhal6jaban 1623 1t létezik a kezdd és befejezd események
kozott. A tevékenységi idSkre 2.6. tablazatban megadott végrehajtéasi idé also és
fels6 korlatok figyelembevételével az 1. eliminécids algoritmus utan 201, mig az ezt
koévets 2. eliminécids algoritmus végrehajtasa utan csupan 8 ut maradt meg, mint
amelyik valaha is kritikusnak, azaz leghosszabbnak mindgsiilhet. Mivel ebben a 8
utban csak 21 tevékenység van érintve, az ezekre az utakra redukalt it—él incidencia

matrix 8 x 21 méretd és a 2.7. tablazatban lathato.

2.7. tablazat: A 8 megmaradt ut Gt—él incidencia matrixa

2 8 15 16 19 21 26 32 38 41 45 46 48 50 51 56 58 60 62 64 66

Konnyen észrevehetd, hogy ennek a matrixnak csak 4 linearisan fiiggetlen osz-
lopvektora van, ezért a tobbdimenziés normalis eloszlassal valo kozelités esetén a

8—dimenzidés normaélis eloszlas a 4-dimenzids Euklideszi térre korlatozodik. Ezen
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2.8. tablazat. A 8 megmaradt Ut egyiittes normaélis eloszlasanak a paraméterei

Varhato érték | 508 | 507 | 504 | 503 | 487 | 486 | 483 | 482
Szorasnégyzet | 8,9443 | 8,9443 | 8,6410 | 8,6410 | 8,6410 | 8,6410 | 8,3267 | 8, 3267
1,0000 0,8667 0,8971 0,7591 0,7591 0,6211 0,6445 0,5013

0,8667 11,0000 0,7591 0,8971 0,6211 0,7591 0,5013 0,6445

0,8971 0,7591 1,0000 0,8571 0,6429 0,5000 0,7412 0,5930

Korrelacié | 0,7591 0,8971 0,8571 1,0000 0,5000 0,6429 0,5930 0,7412
matrix 0,7591 0,6211 0,6429 0,5000 1,0000 0,8571 0,8895 0,7412
0,6211 0,7591 0,5000 0,6429 0,8571 1,0000 0,7412 0,8895

0,6445 0,5013 0,7412 0,5930 0,8895 0,7412 1,0000 0,8462

0,5013  0,6445 0,5930 0,7412 0,7412 0,8895 0,8462 1,0000

a numerikus példan a tobbdimenziés normalis eloszlassal és a sztochasztikus pro-
gramozéassal valdo megkozelités kozti kiilonbséget kivanjuk szemléltetni. Ehhez azt
fogjuk feltenni, hogy a tevékenységek végrehajtasi idejei egymastol fliggetlen, nor-
malis eloszlast valdszintiségi valtozok. A varhatéd értékeket mint a 2.6.tablazatban
adott also és fels§ korlatok szamtani kozepét, a széorasnégyzeteket pedig mint a két
korlat érték kozti kiillonbség négyzetének a tizenketted részét valasztottuk, vagyis a
tobbdimenzios normélis eloszlassal valo kozelités gy is tekinthetd, mintha a tevéke-
nységek végrehajtasi ideire azt tettiik volna fel, hogy azok egyenletes eloszlastak az
also és fels korlatjaik altal adott intervallumon. Ezzel a feltételezéssel a megmaradt
utak hosszai olyan, egy 4 dimenzids altérre korlatozodd 8 dimenziés normalis elosz-
lastak, amely paraméterit a 2.8. tabldzat mutatja. Ahhoz, hogy a tobbdimenzids
normalis eloszlassal és a sztochasztikus programozassal valo kozelitést konnyen 6ssze
lehessen hasonlitani, megoldottuk a (2.22) sztochasztikus programozasi feladatot 0-
tol 1-ig terjeds valoszintségi szintekkel. FEzt az AMPL modellezd nyelv (lasd R.
Fourer, D.M. Gay és B.W. Kernighan [18|) és a LOQO megold6 algoritmus (lasd
R.J. Vanderbei [42] és [43]) segitségével konnyen meg lehetett tenni, hiszen feltet-

tiik, hogy a tevékenységek végrehajtasi idejei egymastol fiiggetlen, normalis elosz-
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2.9. tablazat. A sztochasztikus programozasi feladat kiilonb6z6 valdszintdségi szintek

melletti megoldasai

val. | megvalositasi | val. | megvalositéasi || val. | megvalositasi

szint idé szint idé szint idé

0,01 931,358 0,35 560,794 0,70 577,641

0,05 540,927 0,40 563,087 0,75 580,677

0,10 546,329 0,45 965,351 0,80 584,153

0,15 950,112 0,50 567,624 0,85 088,333

0,20 953,206 0,55 569,945 0,90 593,796

0,25 555,927 0,60 572,353 0,95 602,312

0,30 558,427 0,65 574,897 0,99 619,592

last valészintiségi valtozok. A kapott eredményeket a 2.9. tablazat tartalmazza.
valoszintiségi eloszlasfiiggvényét a 495-625 intervallumban egységnyi 1épéskozokkel
haladva. A tobbdimenziés normalis eloszlassal valo kozelités eredményeit pedig egy,

a 2.1. tablazattal azonos felépitési tablazatban adjuk meg, ez a 2.10. tablazat.

2.10. tablazat: A kritikus athossz eloszlasfliggvényének tébbdimen-
zi6s normélis eloszlassal szamitott also, fels6 korlatai és pontos ér-

tékei

X || BML3 | HML(0,2) | HML(0,3) | pontos | HMU(1,2) | HMU(1,1) | BMU3

480 | 0,0000 |  0,0002 0,0003 | 0,0003 |  0,0003 0,0003 0,0070
481 | 0,0000 |  0,0003 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 0,0005 0,0085
482 | 0,0000 |  0,0005 0,0006 | 0,0006 |  0,0006 0,0008 0,0102
483 | 0,0000 |  0,0007 0,0009 | 0,0009 |  0,0009 0,0012 0,0114

484 0,0000 0,0011 0,0013 0,0013 0,0013 0,0017 0,0124
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2.10. tablazat: (folytatas)

X || BML3 | HML(0,2) | HML(0,3) | pontos | HMU(1,2) | HMU(1,1) | BMU3
485 | 0,0000 | 0,0016 0,0019 | 0,0020 |  0,0020 0,0025 0,0138
486 | 0,0000 |  0,0024 0,0028 | 0,0028 | 0,0028 0,0037 | 0,0155
487 | 0,0000 |  0,0035 0,0040 | 0,0040 |  0,0040 0,0052 0,0178
488 | 0,0000 |  0,0050 0,0056 | 0,0057 |  0,0057 0,0073 0,0208
489 | 0,0000 | 0,0070 0,0078 | 0,0079 |  0,0079 0,0100 0,0248
490 | 0,0000 |  0,0097 0,0108 | 0,0108 | 0,0108 0,0137 | 0,0300
491 || 0,0000 | 0,0133 0,0146 | 0,0146 | 0,0146 0,0184 | 0,0366
492 | 0,0000 | 0,0180 0,0195 | 0,0195 | 0,0195 0,0244 | 0,0448
493 | 0,0000 |  0,0240 0,0258 | 0,0258 |  0,0258 0,0320 0,0551
494 | 0,0000 | 0,0316 0,0337 | 0,0337 | 0,0337 0,0415 0,0675
495 | 0,0000 | 0,0410 0,0434 | 0,0435 |  0,0435 0,0531 0,0824
496 | 0,0000 |  0,0526 0,0554 | 0,0554 |  0,0554 0,0670 0,0962
497 | 0,0000 |  0,0666 0,0697 | 0,0697 |  0,0697 0,0837 | 0,1125
498 | 0,0000 | 0,0833 0,0867 | 0,0867 |  0,0868 0,1032 0,1320
499 | 0,0000 |  0,1030 0,1067 | 0,1067 |  0,1067 0,1259 0,1549
500 || 0,0103 | 0,1258 0,207 | 0,1297 | 0,1297 0,1518 0,1812
501 || 0,0487 | 0,1518 0,1560 | 0,1560 |  0,1560 0,1810 0,2109
502 || 0,0873 | 0,1812 0,1855 | 0,1855 |  0,1856 02134 | 0,2439
503 || 0,1270 | 0,2139 02183 | 02183 | 10,2183 0,2489 0,2800
504 || 0,1683 | 0,2497 02541 | 0,2541 | 0,2541 0,2873 0,3188
505 || 0,2179 | 0,2884 0,2028 | 0,2928 |  0,2928 0,3283 0,3600
506 || 02731 |  0,3296 0,3340 | 0,3340 |  0,3340 0,3714 | 0,4031
507 || 0,3270 | 0,3730 03772 | 03772 | 03772 0,4161 0,4476
508 || 0,3798 | 0,4180 04220 | 0,4220 |  0,4220 0,4619 0,4928
509 || 0,4318 |  0,4641 04678 | 0,4678 |  0,4679 0,5082 0,5334
510 || 0,4830 | 0,5106 05141 | 0,5141 | 05141 0,5543 0,5741
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2.10. tablazat: (folytatas)
X || BML3 | HML(0,2) | HML(0,3) | pontos | HMU(1,2) | HMU(1,1) | BMU3
511 0,5330 0,5569 0,5601 0,5601 0,5601 0,5996 0,6148
512 0,5816 0,6024 0,6052 0,6053 0,6053 0,6436 0,6549
513 0,6284 0,6465 0,6490 0,6490 0,6490 0,6857 0,6938
514 0,6729 0,6887 0,6909 0,6909 0,6909 0,7255 0,7310
515 0,7148 0,7285 0,7304 0,7304 0,7304 0,7626 0,7661
516 || 0,7538 0,7656 0,7671 0,7671 0,7671 0,7967 0,7987
517 || 0,7895 0,7996 0,8009 0,8009 0,8009 0,8277 0,8285
518 0,8220 0,8305 0,8315 0,8315 0,8315 0,8555 0,8555
519 || 0,8510 0,8581 0,8589 0,8589 0,8589 0,8801 0,8795
520 0,8766 0,8824 0,8831 0,8831 0,8831 0,9015 0,9006
521 0,8989 0,9037 0,9041 0,9042 0,9042 0,9199 0,9189
522 0,9181 0,9219 0,9223 0,9223 0,9223 0,9357 0,9346
523 0,9344 0,9374 0,9377 0,9377 0,9377 0,9488 0,9478
524 || 0,9480 0,9504 0,9506 0,9506 0,9506 0,9598 0,9583
525 0,9593 0,9611 0,9613 0,9613 0,9614 0,9687 0,9667
526 || 0,9685 0,9699 0,9700 0,9701 0,9700 0,9760 0,9737
527 || 0,9759 0,9769 0,9771 0,9770 0,9770 0,9817 0,9796
528 0,9818 0,9825 0,9827 0,9826 0,9825 0,9863 0,9843
529 || 0,9865 0,9869 0,9870 0,9869 0,9869 0,9898 0,9881
530 0,9900 0,9903 0,9904 0,9904 0,9904 0,9925 0,9911
531 0,9927 0,9929 0,9932 0,9931 0,9929 0,9946 0,9934
532 0,9948 0,9949 0,9949 0,9949 0,9951 0,9961 0,9952
533 || 0,9963 0,9963 0,9963 0,9964 0,9964 0,9973 0,9965
534 || 0,9974 0,9974 0,9977 0,9975 0,9976 0,9981 0,9975
535 || 0,9982 0,9982 0,9984 0,9983 0,9983 0,9987 0,9983
536 || 0,9987 0,9987 0,9989 0,9989 0,9990 0,9991 0,9988
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2.10. tablazat: (folytatas)

X || BML3 | HML(0,2) | HML(0,3) | pontos | HMU(1,2) | HMU(1,1) | BMU3
537 || 0,9991 0,9992 0,9994 0,9993 0,9994 0,9994 0,9992
538 || 0,9994 0,9994 0,9996 0,9996 0,9995 0,9996 0,9994
539 || 0,9996 0,9996 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9996

CPU || 16,02 7,46 18,23 15,69 0,003 0,003 0,003
AAE || 0,0069 0,0064 0,0000 - - - -
MAE || 0,0340 0,0184 0,0001 - - - -
ARE || 0,1594 0,0374 0,0007 - - - -
MRE || 0,9059 0,0820 0,0250 - - - -

A 2.10. tablazatbol kiolvashato, hogy a futasi id6k nem a 2.1. tablazatban
kozolt futasi idékkel, hanem a 2.3. tablazat utolsé oszlopaban megadott futasi ids-
vel mérhetSk Ossze, hiszen az felel meg a 8 dimenziés normélis eloszlasnak, a 2.1.
tablazatban 54 dimenziés normalis eloszlassal tortént szamitasi eredmények voltak
megadva. Ennek megfeleléen, a hipermultifa korlatokkal is elég volt csak eggyel
alacsonyabb szintig elmenni (HML(0,3)-HMU(1,2) parig), hogy az also és fels kor-
latok gyakorlatilag teljesen megegyezzenek a pontos értékkel. Az is lathato, hogy
a tobbdimenzids normélis eloszlassal torténd kozelités szamitasi idGigénye nem fiigg
a PERT halo méretétsl, csupan attol, hogy hany ut marad meg, mint szamitasba
veendd, lehetséges leghosszabb tt.

Végiil tekintsiik a két kozelités eredményeit grafikusan osszehasonlito 2.9. abrat.

Ez egy grafikonon mutatja a projekt megvalositasi idejére két kiilonb6z6 megkozelités

sel nyert eloszlasfiiggvény gorbét. Lathato, hogy a sztochasztikus programozési meg-
kozelités eloszlasfiiggvény gorbéje lényegesen nagyobb értékek mentén halad, azt
mutatva ezzel, hogy ha minden tevékenység azonnal elkezdhets lenne, amikor vélet-

len idGpillanatban megvalosul a kiindul6 eseménye, akkor a teljes projekt lényegesen

3Az also és felsé korlatok egyidejiileg lettek kiszamitva
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rovidebb id§ alatt lenne megvaldsithatd. Ezzel szemben, ha az egyes tevékenységek
végrehajtoi megkovetelik, hogy a véletlen koriilmények ellenére is, még a projekt
megvalositasanak a megkezdése el6tt biztos idépontot kapjanak a munkajuk elkez-

désére, az mekkora késleltetést eredményez a projekt végsé megvaldsitasaban.
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2.9. dbra. A projekt megvalositasi idd kiilonboz6 modszerrel szamitott eloszlasfiigg-

vényei
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