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Bevezetés

Ez a kis konyv azoknak az el6addsoknak az anyagat tartalmazza, melyeket a szer-
z8 kombinatorikus optimalizélds témakorben a Corvinus Egyetem operdcidkuta-
tas szakiranyos hallgat6inak tartott. Ezzel a cimmel az elsd 6sszefoglalé mi Law-
ler 1976-ban megjelent konyve [Law76] volt, melyre jelentés mértékben tdmasz-
kodunk. A témakor nagy osszefoglalé monografidja Schrijver 2003-ben publikélt
konyve [Sch03], amibdl elsésorban a poliéder-politépos megkozelitést tartjuk ko-
vetend6nek. Ugyancsak Schrijvertdl szarmazik az a kisebb 1élegzetti tanfolyami
anyag [Sch09], amelyik sok témdban tdrgyaldsunk vezérfonalét képezi.

Az elsé fejezetben grafelméleti alapfogalmakat ismertetiink. A mésodik feje-
zet a maximadlis folyam, minimdlis vdgas témakorben alapvetd jelentéségti Ford—
Fulkerson-algoritmussal foglalkozik. A 3. fejezetben a Ford—Fulkerson-algoritmus
kovetkezményeként targyaljuk a Menger-tételeket, valamint a paros grafokra vo-
natkoz6 Kénig-tételt.

Péros grafok maximadlis parositdsainak és minimélis lefogé rendszereinek ke-
resése a kombinatorika klasszikus feladata. Ezt ismerteti a 4. fejezet. Az 5. fe-
jezetben pdros grafok stlyozott parositasaival foglalkozunk. Nemparos grafban
a maximalis pérositds eldallitisa Edmonds kontrakcids algoritmusan alapul, ezt
targyaljuk a 6. fejezetben. A 7. fejezetben az optimadlis stilyozott parositdsokat
vizsgaljuk ugyancsak nempdros grafokban. A 8. fejezetben ismerkedhetiink meg
a matroidokkal kapcsolatos alapvetd tudnivalokkal. Végiil a 9. fejezetben targyal-
juk a teljesen unimodularis matrixok témakorét, természetesen kombinatorikai
alkalmazasokkal.

Alapvetd jelentéségii az A. fiiggelék, amelyik a poliéderekkel illetve polito-
pokkal kapcsolatos tudnival6kat foglalja 6ssze. Nevezetes tény, hogy a poliéder
és a politép ugyanaz a fogalom. Az egyetemen a targy oktatdsat ezzel szoktam
kezdeni, itt csak azért keriilt a fiiggelékbe, mert ez inkdbb a konvex analizis té-

makorébe tartozik.



Koszonetet mondok Szeg6 Laszlonak az els6 hét fejezet gondos lektordldsaért
és értékes javaslataiért. Koszonetet mondok Forgé Ferencnek, Solymosi Tamds-
nak és Temesi J6zsefnek egy-egy fejezet lektoraldsaért. Haldval tartozom Fiala
Péternek, aki a munka sordn szakmai és didaktikai szempontbdl egyardnt magas

szinvonalon mutatta az utat a XTEX 0svényein.



1. fejezet

Grafelméleti alapok

1.1. Alapfogalmak

A grafok pontokbdl (vagy csticsokbol) és élekbdl dllnak. Minden él két pontot kot
Ossze. Irdanyitott graf esetén az éleknek irdnya van, és minden él a kezd8pontjabol
a végpontja felé mutat. Ilyenkor az a-bdl b-be mutat6 él nem azonos a b-b6l a-ba
mutato6 éllel. Irdnyitatlan graf esetén az élek dsszekotnek két pontot, de nincs ira-
nyuk. Ha egy él 6sszekoti az a és b pontokat, akkor ugyanez az él 6sszekotia b és a
pontokat is. A geometriai graf-fogalom egyszerfi: a pontokat a hairomdimenziés
tér pontjainak tekinthetjiik, az élek pedig két pontot 6sszekotd (gorbe) vonalak.
Irdnyitott él esetén az irdnyt nyillal jeloljitkk. Algoritmusok ismertetésénél, illetve
szamitogépes programok frasakor sziikségiink van az absztrakt, halmazelméleti

graf-fogalomra.

1.1. Definicié (Iranyitott graf). Irdnyitott grafnak nevezziik a G = (P, E) pdrost, ahol
P egy véges halmaz, E C P x P, és (a,b) € E esetén a # b. P a grdf pontjainak
halmaza, E elemei a grdf élei. Tehdt minden e € E él egy rendezett pontpdr, e = (a,b),
ahola € P,be Pésa +#b.

Az (a,b) élnek a a kezd6pontja, b a végpontja, tgy is mondjuk, hogy az (a, b)
él a-bol b-be mutat. Az (a,b) él nem azonos a (b, a) éllel, viszont azzal ellentétes
iranya. Az a # b feltétellel az tn. hurokéleket kizartuk. A P x P halmaz rész-
halmazaiban minden elem legfeljebb egyszer szerepel, tehét tobbszoros vagy an.

parhuzamos élek nincsenek.

1.2. Definicié (Irdnyitatlan graf). Irdnyitatlan grifnak nevezziik a G = (P, E) pdrost,
ahol P egy véges halmaz, E pedig P kételemil részhalmazainak egy halmaza. P a grdf

3



4 1. fejezet. Grafelméleti alapok

pontjainak halmaza, E elemei a grdf élei. Tehdt minden e € E él eqy rendezetlen pontpdr,
e=1{a,b} ={b,a},ahola € P,bec Pésa#b.

Ezek szerint minden él a P ponthalmaznak valamelyik kételem{i részhalmaza.
Az {a,b} élnek (ami azonos a {b, a} éllel) a és b a két végpontja, tgy is mondjuk,
hogy az {a, b} él 6sszekoti az a és b pontokat. Az a # b feltétellel az tin. hurokéle-
ket kizartuk. a = i és b = j esetén {a, b} = {i,j}, tehat két pont kozott legfeljebb
egy €l lehet. Ez azt jelenti, hogy a parhuzamos éleket ezuttal is kizartuk. Ké-
nyelmi okokbdl az {a,b} élt (a,b)-vel, s6t ab-vel is jeloljik. e = {a,b} esetén azt
mondjuk, hogy az e él illeszkedik az a és b pontokra. Haszndlhatjuk az a € e
jelolést is, mert a a kételemi részhalmaz egyik eleme.

Parhuzamos élekre kizarélag a 7. fejezetben, a kinai postas feladat megoldasa-
kor lesz sziikségtiink. Erre az esetre nem adunk kiilon absztrakt definiciét, hanem
a geometriai graf-fogalom haszndlatét javasoljuk.

Grafokat meg lehet adni grafikusan (a pontok és élek felrajzoldsaval), valamint a

szomszédsagi vagy (és) az illeszkedési matrix megaddsaval.

1.3. Definicié (pont-pont matrix). Egy n pontii grdf pont-pont mdtrixdnak vagy szom-

szédsdgi mdtrixdnak nevezziik azt az n x n-es A madtrixot, melyre

1 ha (i,7) a grdf éle

aij =

0 egyébként
Irdnyitatlan esetben a pont-pont métrix szimmetrikus.

1.4. Definicié (pont-él matrix). Eqy n pontbdl és m élbol dllé irdnyitott grdf pont-él
mdtrixdnak vagy illeszkedési matrixdnak nevezziik azt az n x m-es B mdtrixot, melyre

1 haajélazipontbl indul,
bij = q —1 haa jélazipontba mutat,
0  eqyébként.

Egy n pontbol és m élbol dllo irdnyitatlan grdf pont-él mdtrixdnak vagy illeszkedési mit-

rixdnak nevezziik azt az n x m-es B matrixot, melyre

; 1 haa j él eqyik végpontja az i pont,

0 egyébkeént.
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1.1. dbra. Irdnyitatlan graf pont-él matrixa

Azilleszkedési méatrix minden sora egy pontot, minden oszlopa egy élt képvi-
sel. Irdnyitott esetben minden oszlopban egy darab 1-es és egy darab (—1)-es all,
a tobbi elem 0. Irdnyitatlan esetben a nulldkon kiviil minden oszlopban 2 db 1-es

all. Az 1.1. 4brén egy irdnyitatlan grafot ldthatunk a pont-él métrixaval egytitt.

1.1. Feladat. Egy n pontii irdnyitatlan grdf pont-pont mdtrixa legyen A, a pont-él mit-
rix pedig B. Hatdrozzuk meg a C = BB" — A mdtrixot!

1.5. Definicié (Pont foka). Irdnyitatlan grdfban az i pontban végz0ds élek szdmdt az i

pont fokdnak nevezziik.

1.1. Allitas. Irdnyitatlan grdfban a pdratlan fokii pontok szdma pdros. A fokszdmok

0sszege az élek szamdnak kétszerese.

Bizonyitds. Legyenek i = 1,2,...,n a graf pontjai, és d; az i pont fokszdma. Ha
minden pontban megszdmléljuk az ott végz6do éleket, és igy Osszeadjuk a fok-
szdmokat, akkor minden élt kétszer szdmoltunk. Tehat m-mel jelolve az élek sza-
mat

di+ds + ... + dp = 2m (1.1)

A jobboldalon az élek szdmédnak a kétszerese all, ami paros, tehat a baloldalon a

pératlan 6sszeadanadok szama péros kell, hogy legyen. O

A kovetkez6 részgrafokkal kapcsolatos definiciok egyarant érvényesek iranyi-

tott és irdnyitatlan grafokra.

1.6. Definici6 (Részgréf). AG = (P, E) grif részgrdfjaa G' = (P', E') grdf, ha P’ C P
ésE CE.
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1.7. Definici6 (Feszitett részgraf). Legyen G = (P, E) egy grdf, és P’ C P a csiicsok-
nak egy részhalmaza. A P’ ponthalmaz dltal kifeszitett részgrdfnak azt a (P', E') grdfot
nevezziik, melyre

E'={(z,y) € E|z e P,ye P} (1.2)

Tehat P’ az eredeti grafbol azokat az éleket fesziti ki, melyeknek mindkét vég-
pontja P’-ben van. Hasonlé médon lehet értelmezni egy £’ élhalmaz altal kife-

szitett részgrafot.

1.8. Definici6 (Feszitett részgraf II.). Legyen G = (P, E) egy grif, és E' C E az
éleknek eqy részhalmaza. Az E' élhalmaz dltal kifeszitett részgrdfnak, azt a (P', E') grdfot
nevezziik, melyre

P'={zeP|IyecP/(zy) cE} (1.3)

Tehat P" az F’ élhalmaz éleinek végpontjaibol all.

1.9. Definici6 (Teljes graf). Teljes grdfnak neveziink eqy irdnyitatlan grdfot, ha barmely

két pontja Ossze van kotve eqy éllel.
Egy n pontd teljes graf éleinek szdma n(n — 1)/2.

1.10. Definici6 (Elsorozat, Gt). k hossziisdgii élsorozatnak nevezziik a G grdf éleinek

egy e(1),e(2),...e(k) sorozatdt, ha
6(2) - (pi7pi+1) ‘ L= 17 27 ey k ’ ahol

D1, D2, - - - Dy Die+1 A §rdf pontjai. Azt mondjuk, hogy ez az élsorozat a p, pontbdl (a
kezdOpontbdl) a pyi1 pontba (a végpontba) vezet, illetve dsszekdti a py pontot a pji1
ponttal (ezek az 1it végpontjai).

Az élsorozatot iitnak nevezziik, ha a py, pa, . . ., Pk, pr+1 pontok pdronként kiilonbozoek.

Gyakran nem pusztdn az élsorozatot, hanem az élsorozat élei 4ltal kifeszitett
részgrafot nevezziik ttnak. Tehat az Gtnak k+1 pontja és k db éle van. Az 1.2. &b-
ran egy 10 pontbdl és kilenc éIbdl allo élsorozatot latunk irdnyitatlan grafban. A
(2,3) és (8,9) élek azonosak.

1.11. Definici6 (Zart élsorozat, kor). k hossziisdgui zdrt élsorozatnak nevezziik a G grif

éleinek egqy e(1),e(2), ... e(k) sorozatdt, ha

G(Z) = (pi7pi+1) ‘Z = 1727 7k 7 ahol
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1.2. 4bra. Elsorozat, ami nem tt

P1,P2, - Dy Pi41 4 grdfpontjai, és
Pr+1 = DP1 -

A zdrt élsorozatot kornek nevezziik, ha a

D1, D2, - - - , Dk pontok pdronként kiilonbozoek, és (1.4)
irdnyitatlan grdf esetén k >= 3. (1.5)

Gyakran nem pusztan a zart élsorozatot, hanem az élsorozat élei éltal kifeszi-
tett részgrafot nevezziik kornek. Tehat a kornek k pontja és k db éle van. Hang-
sulyozzuk, hogy a pi,ps, . .., pr pontokrol kotottiik ki, hogy paronként kiilonbo-
z6ek, hiszen pi1 = p1. A k >= 3 feltételt irdnyitatlan graf esetén azért sziikséges,
mert ha p és ¢ szomszédos pontok, akkor a (p, q), (¢, p) két azonos élbol all6 zart
élsorozatot nem tartjuk kornek. Irdnyitott graf esetén a (p, q), (¢, p) zart élsorozat

7 2

két kiilonboz6 é1bdl ll6 2 hossztisdgu kor.

A koron beliil barmelyik p; és p; pont (két kiilonboz6) tttal van 6sszekotve. Az 1.3.

ran egy 10 pontbdl és 10 élbdl all6 zart élsorozatot latunk irdnyitott grafban. A
(2,3) és a (8,9) élek nem azonosak, az élsorozat mégsem kor, mert példdul a 3-as

és 8-as pontok azonosak.

1.12. Definicié (Osszefiiggd graf). Eqy grdf dsszefiiggs, ha barmely két pont dsszekot-
hetd 1ittal.

Ha egy irdnyitatlan graf nem osszefiiggd, akkor 0sszefiiggé komponensekre

esik szét, ahol két kiilonb6z6 komponens nincs éllel 6sszekotve.

z

a



8 1. fejezet. Grafelméleti alapok

1.3. dbra. Zart élsorozat, ami nem kor

1.2. Fak jellemzése

Ebben az alfejezetben eleve feltessziik, hogy a szébanforg6 grafok irdnyitatlanok.

1.13. Definicié (Fa). Egy irdnyitatlan grdfot fanak neveziink, ha 0sszefiigg0d és nem

tartalmaz kort.

1.14. Definici6 (Feszit6 fa). Ha adott egy irdnyitatlan alapgrdf, akkor ennek egy rész-
grdfja feszitd fa, ha fa, és az alapgrdf minden pontjdba eljut.

Tehét az alapgraf minden pontja a részgratban is benne van. Gyakran fogunk

hivatkozni a kovetkez6 egyszer(i lemmara.

1.1. Lemma. Ha egy irdnyitatlan grdfban minden pont foka legaldbb 2, akkor van a
grifban kor.

Bizonyitds. Induljunk el egy P, pontbdl, és szomszédos éleken keresztiil halad-
junka P, ..., Py, ... pontokba. Mindaddig, amig a P, pont tj, tovabb lehet men-
ni még nem haszndlt éleken, hiszen P, fokszdma is legaldbb 2. A graf végessége
miatt elébb utébb olyan P, pontba érkeziink, amelyik kordbban mdr szerepelt,
P, = P,. Ekkor a P;, P14, . ....., P, = P, pontok egy kor pontjai. O

Az 1.1. lemma felhaszndldsdval kimondhatjuk az aldbbi tételt:

1.1. Tétel (Fak jellemzése). Tegyiik fel, hogy a G = (P, E) irdnyitatlan grdfnak n pontja

van. Ekkor a kivetkezb dllitdsok ekvivalensek:

a) Gegy fa.

b) G bdrmely két csiicsdt pontosan egy 1it koti dssze.
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c) G 0sszefiigg0, és n — 1 éle van.

d) G-ben nincs kor, és n — 1 éle van.

e) G-ben nincs ko, és ha behiizunk egy 1ij élt, akkor pontosan egy kor lesz.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az a) éllitas ekvivalens a tobbivel.

a) < b) Ha két pont kozott van két at, akkor a két it dltal meghatarozott rész-
grafban taldlhat6 kor. Ennek részletezését az olvaséra bizzuk. Ha pedig van az
eredeti grafban kor, akkor a kor két pontja a koron beliil kétféleképpen 6sszekot-
het6 uttal.

a) = c) Az 6sszefligg6ség adott. Az élszamot n szerinti teljes indukcidval iga-
zoljuk. n = 2-re az 4llitas nyilvanval6. Ha egy n pontt grafban nincs kor, akkor
létezik olyan c cstics, amibe pontosan egy él fut. Ha ugyanis minden pont foka
legaldbb 2 lenne, akkor az 1.1. lemma szerint lenne kor. Ha viszont egy pont foka
0, akkor nem Osszefliggd a graf. A c csticsot a belefut6 éllel egyiitt vagjuk le a G
gratbol! A kapott gréf is 0sszefiiggd lesz, és kormentes, tehat annak n — 2 éle van.

Az eredeti graf éleinek szdma ezért n — 1.

c) = a) Szintén n szerinti indukciéval igazoljuk. n = 2-re nyilvanval6. Ha
n — 1 él van, akkor az 1.1. 4llitas szerint a fokszdmok Osszege 2n — 2, tehat van 2-
nél kisebb fokszdm. Az 1 fokt pontot levadgva miikodik a teljes indukcid, hiszen

a kisebb gréf is 0sszefiiggd, és n — 2 pontja van.

a) = d) A kdormentesség adott. Az élszamot n szerinti teljes indukciéval iga-
zoljuk. n = 2-re az 4llitds nyilvanval6.Ha egy n ponta grafban nincs kor, akkor
létezik olyan c cstics, amibe pontosan egy él fut. Ha ugyanis minden pont foka
legaldbb 2 lenne, akkor az 1.1. lemma szerint lenne kor. Ha viszont egy pont foka
0, akkor nem Osszefliggd a graf. A c csticsot a belefuto éllel egyiitt vagjuk le a G
gratbol! A kapott gréf is 0sszefiiggd lesz, és kormentes, tehat annak n — 2 éle van.

Az eredeti graf éleinek szdma ezért n — 1.

d) = a) Eztis n szerinti indukciéval igazoljuk. n = 2-re nyilvanval6. Han —1

él van, akkor az 1.1. allitds szerint a fokszdmok Osszege 2n — 2, tehat van 2-nél
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kisebb fokszdm. Az 1 fokt pontot levagva miikodik a teljes indukci6, hiszen a

kisebb grafban sincs kor, és n — 2 pontja van.

a) = e) Ha egy 4j e él behtizdsdval két kor keletkezne, e mindkettének éle
lenne. A két kor egyesitése egy nyolcasra hasonlité részgraf; ebbdl e-t kivagva
még mindig maradna kor. Ha egy 4j él behtizasdval nem keletkezik kor, akkor G

nem lehetett 0sszefliggo.

e) = a) G-ben nincs kor. Ha G nem lenne 0sszefiliggo, akkor egy 4j él behtiza-
sakor nem feltétlentil keletkezne kor.
O

Ennek a tételnek a kovekezményeként megkapjuk két kombinatorikus opti-

malizdlasi feladat megoldésat:

1.2. Feladat. Legyen adott n pont. Minimdlisan hdny él behiizdsdra van sziikség, hogy

az n-pontbol dsszefiiggl grdfot kapjunk?

Megoldas: Minimdlisan n — 1 él behtizdsara van sziikség. Ennél kevesebb él
esetén a graf nem lesz Osszefiiggd, n — 1 él viszont elgendd, ha egy feszit6 fa éleit

htzzuk be.

1.3. Feladat. Legyen adott n pont. Maximdlisan hdny élt lehet behiizni 1igy, hogy ne

keletkezzen kor?

Megoldas: Maximaélisan n — 1 él behtiz4sa lehetséges. Legalabb n él behtizdsa
esetén feltétlentil keletkezik kor. n — 1 élt viszont be lehet htizni gy, hogy ne

keletkezzen kor, mégpedig tigy, hogy egy feszit6 fa éleit htizzuk be.

1.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy faban van legalidbb 2 db 1-fokii pont!

1.15. Definicié (Erd6). Egy irdnyitatlan grdfot erdnek hivunk, ha nem tartalmaz kort.
Egy erd¢ altaldban nem 6sszefiiggs, de az dsszefiiggé komponensei fak.

1.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy n pontii p 0sszefiigg0 komponensbol dllo erdonek

n — p éle van!

1.16. Definicié (Bindris test, B" vektortér). Bindris testnek nevezziik azt a B algebrai
sruktiirdt, ahol mindossze két szdm—a 0 és az 1-1étezik, és ezek korében a négy alapmii-

velet végezhetd el. Az dsszeaddst és a kivondst
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1+1=0, 0-1=1

definidlja, a szorzds és az osztds a valds szdmok korében megszokott modon miikodik.
B"-nel jeloljiik azt a vektorteret, ahol a vektorok n-dimenziésak, minden koordindtdjuk 0

vagy 1, és ezek a vektorok a bindris test felett alkotnak vektorteret.

Ebben a vektortérben minddssze két skalar van —a 0, és az 1-ezért vektorok
nemtrivialis linedris kombinacidja val6jaban vektorok osszege. A B" vektortér
éppugy n dimenzids, mint az R". A bézissal és dimenziéval kapcsolatos alapvetd
ismereteket a B fliggelék tartalmazza.

A kovetkez6 tétel az erddket jellemzi a B" vektortérben értelmezett linedris fiig-

getlenség segitségével.

1.2. Tétel (Erddk jellemzése). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, F' C E pedig
éleknek eqy halmaza. Az F élhalmaz (dltal kifeszitett részgrdf) pontosan akkor nem tar-
talmaz kort, ha a pont-él mdtrixban az F éleihez tartozé oszlopvektorok a B™ vektortérben

linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy az F' élhalmaz (4ltal kifeszitett részgraf) tartalmaz
egy K = (Q, H) kort. Gyfijtsiik 6ssze a pont-él matrixbdl a H-beli élekhez tartozé
oszlopvektorokat, s az igy kapott matrixot jeloljik C(H)-val. Azt allitjuk, hogy
ekkor C(H) oszlopvektorainak 6sszege a B" vektortérben a 0-vektor. Ennek az az
oka, hogy ha egy pont nincs a K = (Q, H) korben, akkor a hozza tartoz6 sorban
C(H) minden eleme 0, ha viszont egy pont benne van a korben, akkor a hoz-
za tartoz6 sorban C(H )-nak paros szdmu eleme lesz 1-es, mert egy kor barmely
pontjara a kornek paros szami éle illeszkedik. Paros szamu 1-es Osszege viszont
a B bindris testben 0. Tehat C(H ) oszlopvektorai liedrisan osszefliggbek, igy az F
élhalmazhoz tartoz6 oszlopvektorok is linedrisan dsszefiiggdek.

Forditva: legyen I’ C E egy olyan élhalmaz, hogy a pont-él matrixban az F' éle-
ihez tartoz6 oszlopvektorok a B" vektortérben linedrisan 0sszefiigg6ek. Ekkor
létezik egy H C F élhalmaz, hogy a hozza tartoz6 oszlopvektorok 0sszege—tehat
C(H) oszlopainak 0sszege—a B" vektortérben a 0-vektor. Ezek szerint C(H )-ban
minden sordsszeg 0, tehdt minden sorban paros szamu 1-es taldlhat6. Ha egy
pont benne van a H altal kifeszitett részgrafban, akkor ebben a foka nem lehet 0,
tehat a foka 2, vagy 4, vagy 6, és igy tovabb. Tehat a H altal kifeszitett részgrafban

minden pont foka legaldbb 2, ezért az 1.1. lemma szerint a [ tartalmaz kort. [
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1.4. dbra. Az {a, d, e} korhoz tartozo6 oszlopvektorok

a b ¢ d e

pogege 0
11 0 o 1
0 "1 0 0
0 0 ..I....Zl 1

1.5. dbra. Az {a, b, ¢, d} kdrhoz tartozé oszlopvektorok

Az 1.4. abran egy 4 pontbdl és 5 élbol 4ll6 grafot latunk a pont-él matrixa-
val egytitt. Az {a,d, e} korhoz tartoz6 oszlopvektorok dsszege a 0-vektor. Az
{a, b, c, d} korhoz tartozo6 oszlopvektorokat mutatja az 1.5. dbra. A 4 oszlopvektor
Osszege ezuttal is a 0-vektor. Megemlitjiik még, hogy a kormentes élhalmazok és

a linedris fliggetlenség kozotti ekvivalencia volt a matroid-elmélet csiraja.

1.6. Feladat. Egy n ponti irdnyitatlan grdf pont-él mdtrixa legyen C. Mutassuk meg,
hogy C rangja B™-ben legfeljebb n — 1.

1.3. Paros grafok

A gréfelméletben kitiintetett szerepet jatszanak az tn. péros grafok. Arrdl van
sz0, hogy a pontok halmaza két diszjunkt halmaz egyesitése, és minden élnek az
egyik végpontja az egyik halmazban, a masik végpontja pedig a mésik ponthal-
mazban taldlhat6. Példaul az egyik ponthalmaz a fittk halmaza, a mésik pont-
halmaz a lanyoké, és az élek egy fitit egy lannyal kotnek 6ssze, éllitanak péarba.
Ilyenkor két fit nincs éllel sszekotve, és két lany sincs. Az egyszerliség kedvéért

ebben az alfejezetben eleve feltételezziik, hogy G = (P, E) egy iranyitatlan graf.
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1.17. Definici6 (Paros graf). A G = (P, E) irdnyitatlan grifot pdrosnak nevezziik, ha
P =AUB, ANB = (), és minden e € P élnek az eqyik végpontja A-ban, a mdsik
végpontja pedig B-ben van. A pdros grifot 1igy is jeloljiik, hogy G = (A, B; E).

Természetesen felvetddik a kérdés: hogyan lehet felismerni, hogy egy graf

péros?
1.3. Tétel. Egy grif pontosan akkor pdros, ha a grdfban nincs pdratlan hossziisagu kor.

Bizonyitds. Ha a graf paros, akkor G = (A, B, E), és minden kor hossza paros
szam lesz, hiszen a kor mentén végighaladva ugyanannyiszor megyiink A-bol
B-be, mint B-b6l A-ba.

Masfeldl tegytik fel, hogy a G = (P, E) grafban nincs paratlan hossztisagu kor.
Feltehetjiik azt is, hogy G 0sszefliggd, ugyanis egy graf nyilvdnvaléan pontosan
akkor paros, ha minden 6sszefiigg komponense paros. Legyen i0 € P egy tet-
szbleges pont (a gyokér). Ekkor definidlni fogjuk az A és B ponthalmazokat.
Legyen

A = {i € P|3(i0 — i) paros hossztisagu tt } , és
B = {j € P|3(i0 — j) paratlan hossztisagt ut }.

Tehét egy A halmazba 0sszegyfijtjiikk azokat a pontokat, melyek i0-bol paros
hosszasagu tton elérhetdk, a B halmazba pedig azokat, melyek ¢0-bdl paratlan
hosszasagu aton elérheték. Az i0 pont is az A halmazban van, mert :0-bdl nulla
hossztisdga tton elérhetd, és a 0 paros szam. A graf Osszefiiggbsége miatt A és
B unidja az dsszes pont. Mdsfeldl azt allitjuk, hogy A és B diszjunktak. Tegyiik
fel indirekt médon, hogy egy k pontba paros hossztisdgu és paratlan hosszisagu
aton is el lehetne jutni :0-b6l. Ha ez a két at él-diszjunkt, akkor a két ut egyditt
paratlan kort alkot. Ha viszont van kozos éliik, akkor is a két tt egyiitt paratlan
hossztisdgua zért élsorozatot alkot. Az olvaséra bizzuk annak részletezését, hogy
minden pératlan hossztsagu élsorozat tartalmaz pératlan kort.

Az is igaz, hogy két A-beli pont kozott nem lehet él. Ha ugyanis éllel lennének
Osszekotve az A-beli i és j pontok, akkor az i0-bdl i-be vezetd paros hossztisdgu
at, az i0-bol j-be vezet6 paros hosszasagu tt, és az (i, j) €l egylitt egy paratlan
hossztisdgu zart élsorozatot alkotna. Ismét az olvaséra bizzuk annak részletezé-
sét, hogy minden paratlan hossztisdgu élsorozat tartalmaz paratlan kort. Ugyan-

igy két B-beli pont kozott sem lehet él. Tehat a graf valéban paros. O
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Megemlitjiikk még, hogy minden fa péros graf, hiszen fdban nincs kor, igy pa-
ratlan hosszisdgu kor sincs.
Most ismertetiink egy algoritmust, amelyik egy Osszefliggd grafrol eldonti,
hogy péaros-e. Ez az algoritmus egy tipikus tn. cimkézd eljards. El6szor csak
egy kezddpont kap cimkét, utdna fokozatosan kapnak cimkét a kezd6pont szom-
szédai, aztdn tovabbi mar megcimkézett pontok szomszédai, és igy tovabb. Ha
az algoritmus talal egy pdratlan kort, akkor ledll azzal az tizenettel, hogy a graf
nem paros. Ha az algoritmus nem talal paratlan kort, akkor végiil minden pont
cimkét kap. Paros cimkét kapnak azok a pontok, melyekbe a kezd&pontbél pa-
ros hossztisagu tt vezet, paratlan cimkét kap a tobbi pont. Igy ki lesz jeldlve a
paros graf A illetve B ponthalmaza. A c(i) cimkén kiviil minden megcimkézett
i pontnak lesz egy p(i) értéke is, ez annak a pontnak a neve, ahonnan a cimké-
zés sordn az i pontba érkeztiink (previous). Amikor egy pont dsszes szomszédjat

megcimkéztiik, a pont ,vizsgdlt” min&sitést kap.
1.1. Algoritmus.

1)Legyen 1 egy tetszdleges csucs, c¢(l)=paros, p(l) =Gydkér,
1:=1

2)Vizsgaljuk az @ csucsot, tehdt i valamennyi j szomszédjara

-ha ¢(i) ptlan, akkor:
-ha j cimkézetlen, legyen c(j) paros, p(j) =1
-ha ¢(j) paros, akkor nem nytulunk hozza

-ha ¢(j) ptlan, akkor a graf nem paros,3a) kov.

-ha ¢(i) paros, akkor:
-ha j cimkézetlen, legyen c¢(j) ptlan, p(j)=1
-ha ¢(j) ptlan, akkor nem nyulunk hozza
-ha ¢(j) paros, akkor a graf nem paros, 3a) kov.

Ezutdn az ¢ csucsot vizsgdltnak nyilvadnitjuk. 3b) kov.

3a)Van péaratlan kOr:j-bdl visszaléphetiink 1-ig kétféleképpen:
3sp(4),p(p(5)),...1, illetve
3,4, p(), p(p(3)), ..., 1
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A két ut kozll az egyik hossza paros, a masiké paratlan,

tehdt taldltunk paratlan kort. A grdf nem paros. STOP

3b)Keresiink egy cimkézett, de vizsgdlatlan ¢ csucsot,
és a 2) pontra térlink vissza.

Ha nincs mar cimkézett, de vizsgalatlan csucs, akkor
A legyen a ptlan cimkéjG pontok halmaza,

B a pérosoké, és a graf paros. STOP

Ha az algoritmus nem talal paratlan kort, akkor nem fut a 3a) pontra, tehat

elébb utébb minden pont vizsgélt lesz, és az algoritmus a 3b) pontban 4ll le.

1.4. Euler-grafok

Ebben az alfejezetben eleve feltételezziik, hogy G = (P, E) egy Osszefligg?, ira-
nyitatlan graf. A Konigsbergi hidak tanulmanyozasa sordn Leonhard Euler 1736-
ban vetette fel, és oldotta meg a kovetkez6 problémat. Mikor lehet egy graf élein
korbehaladni tigy, hogy visszaérjiink a kiindulépontba, és kdzben minden élen

pontosan egyszer haladjunk végig?

1.18. Definici6 (Euler-bejaras). EqQy G irdnyitatlan grdfban Euler-bejdrdsnak neveziink
eqy zdrt élsorozatot, ha az élsorozat a grdf valamennyi élét pontosan egyszer tartalmazza.

Ha létezik Euler-bejdrds, akkor a grdfot Euler-grdfnak mondjuk.

Az Euler-bejéras élei kiillonbozbek, hiszen a graf mindegyik éle egyszer fordul

eld, de pontok tobbszor is el6fordulhatnak, ezért nem minden Euler-bejaras kor.

1.4. Tétel (Euler-graf). Egy G irdnyitatlan grdfban pontosan akkor létezik Euler-bejdrds,

ha a grdf 0sszefiigg0, és minden pont foka pdros.

Bizonyitds. Ha a G grafban van Euler-bejaras, akkor végigjarva a zart élsoroza-
tot, minden pontba ugyanannyiszor érkeziink be, ahdnyszor elhagyjuk a pontot,
ezért minden pont foka péros.

Forditva: tegyiik fel, hogy G 0sszefiiggs, és minden pont foka paros. Az Euler-
bejarés létezését az élek szama szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Az Ossze-

fiigg6ség miatt egyik pont foka sem lehet 0, tehdt minden fok legaldbb 2, ezért
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1.6. abra. A komponensek Euler-bejarasainak felftizése

az 1.1. lemma szerint van a grafban egy K kor. Hagyjuk el a G grafbol a K kor éle-
it, de a cstcsait nem! A kapott G’ grafban is paros lesz minden fokszadm, viszont
az is elképzelhet, hogy G’ nem 6sszeftiggd. Mindenesetre G’ 6sszefliggé kompo-
nensekbdl all, ahol mindegyik komponensben minden fokszam paros. Az egynél
tobb pontbdl 4ll6 komponensekben teljes indukcié szerint rendre kijelolhetéek
a komponensek Euler-bejardsai. A G graf Euler-bejarasat agy kapjuk, hogy a £
kor bejarasakor a K korre felftizziik a komponensek Euler-bejarasait. A felftizést
az 1.6. dbra mutatja. Tegytik fel, hogy a K kor a baloldali abran az {a,b,c} élek
altal kifeszitett hdromszog. Az {a, b, c} élek kivagdsa utan hdrom komponens ke-
letkezik, ezek Euler-bejarasai rendre a {2,3,4},a {6, 7,8} ésa {10, 11, 12} élek &ltal
kifeszitett hdromszogek. A felf(izés utani teljes Euler-bejardst (ami mar nem kor)

a jobboldali 4bra mutatja, ahol az élek sorszamai 1-t6] 12-ig terjednek. O

1.7. Feladat. Fogalmazzuk meg az Euler-feltételt irdnyitott grdfokra!



2. fejezet
Maximalis folyam, minimalis vagas

Ebben a fejezetben G = (P, I) egy irdnyitott graf, melynek n pontja és m éle van.
Feltételezziik, hogy van két kitiintetett pont. F € P a forrds, Ny € P a nyel6. A
forrasbol csak kifelé mennek élek, a nyelSbe pedig csak befelé. A tobbin — 2 pont
kozonséges pont. Feltételezziik, hogy minden e = (i, j) élnek van egy pozitiv
kapacitdsa, amit u(e)-vel, vagy u;;-vel jeloliink. Tetsz6leges i € P pontra ki(i) vel
jeloljiik az i-bol kifelé mutaté élek halmazat, be(i)-vel pedig a befelé mutaté élek

halmazat.

2.1. Folyam és vagas

2.1. Definici6 (lehetséges folyam). Lehetséges folyamnak vagy egyszeriien folyamnak
neveziink egy x : £ — R fiigguényt (vagy vektort), ha

0 <z(e) < u(e) minden e élre, és (2.1)
Z z(e) — Z x(e) = 0 minden kozonséges i pontra. (2.2)
eeki(i) e€be(i)

Az x(e) értéket az e él terhelésének nevezziik.

Eszerint az élek terhelései nemnegativak, nem haladhatjdk meg a kapacitaso-
kat, és minden kozonséges pontban teljesiil az tin. egyensulyi egyenlet, tehat a

kimend 0sszeg azonos a bemend 0sszeggel.

2.2. Definicié (folyam értéke). Az x folyam értékének nevezziik a

v(x) = Z z(e) (2.3)



18 2. fejezet. Maximalis folyam, minimdlis vdgés

értéket, tehdt a forrdsbol kiindulo élek terheléseinek 0sszegét.

A maximalis folyam feladatban olyan lehetséges folyamot keresiink, amelyik-
nek az értéke maximalis. Mivel a lehetséges folyam feltételrendszere egy korldtos
és zart halmazt definidl, a folyam értéke ezen egy folytonos (lineéris) fliggvény,
a feladatnak mindig van megoldédsa. (Megjegyezziik, hogy a maximalis folyam

létezését pusztan kombinatorikai eszkdzokkel is be lehet bizonyitani.[EK72])

2.3. Definici6 (Vagés). Legyen adott pontoknak eqy H C P részhalmaza, amelyik tar-
talmazza a forrdst, de nem tartalmazza a nyelét! A H ponthalmaz dltal meghatdrozott

vdgdsnak nevezziik a P = H U H particiét, ahol H a H halmaz komplementere.

P = HUH, ahol H a H halmaz komplementere, (2.4)
FcHéNyecH (2.5)
Gyakran (kényelmi okokbdl) magdit a H halmazt mondjuk vdgdsnak.

n pont esetén n — 2 pontrél szabadon eldonthetjiik, hogy a H halmazba vagy

annak komplementerébe tartozzon, ezért a vagdsok szama 2" 2.
2.4. Definicié (Vagas élei). Legyen adotta P = HUH vdgds! A vigds éleinek nevezziik
a H-bol H-ba mutaté éleket.
H—H=/{(i,j)eE|icH,éjecH} (2.6)
Hangstlyozzuk, hogy a H-b6l H-ba mutat6 élek nem a vagas élei.
2.5. Definici6 (Véagas kapacitésa). Legyen adott P = H U H vdgds! A vdgds kapaci-

tdsdt 1igy kapjuk, hogy a vdgds éleinek kapacitdsait Osszeadjuk.

u(H — H) Z Uij = Z u(e) (2.7)

i€H, jeH ecH—H

A minimdlis vagas feladat gy sz6l, hogy olyan vagast keresiink, melynek a
kapacitdsa minimdlis. Mivel a vdgdsok szama véges, ennek a feladatnak is min-

dig van megoldasa.

2.1. Allitas (folyam értéke). Tetszéleges x folyam és barmelyik H vdgds esetén

v(x) = Z z(e) — Z z(e) (2.8)

H—H H—H
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Bizonyitds. Osszegezziik a (2.2) egyenletet H — {F} pontjaira!

Z (Z x(e) — Z x(e)) = 0.

ic(H—{F}) \ecki(s) ecbe(i)

Csoportositsuk at a jobboldalon 4l16 kifejezést élek szerint! Azoknak az éleknek
a terhelése, melyeknek mindkét végpontja a H — {F} halmazban van, 0 =1 — 1
egyiitthatéval fog szerepelni, mert minden ilyen él a kezd6pontjabdl kifelé, és
a végpontjaba befelé mutat. Tehdt csak azok az élek maradnak meg, melyeknek
egyik végpontja a H — {F} halmazban, a mésik pedig azon kiviil taldlhat6. Ezeket
az éleket harom csoportra lehet bontani. Vannak az F-b6l (H — {F})-be mutato,
a (H — {F})-b&l H-ba mutato és a H-bol (H — {F})-be mutat6 élek. Tehat

0=— >  ale@+ >, ale)- >, e
F—(H—{F}) (H—{F}))—H H—(H—{F})
Egészitsiik ki a jobboldali elsé 6sszeget az F-bél H-ba mutaté élek terheléseivel,
ekkor az 0sszes F-bol kivezet6 él terhelésének Osszegét, tehat a folyam értékét
kapjuk. Egészitsiik ki a jobboldali masodik 8sszeget az F-b6l H-ba mutat6 élek
terheléseivel, ekkor az dsszes H-bol H-ba mutato él terhelésének 6sszegét kapjuk.
A két kiegészités kiejti egymadst. A jobboldali harmadik szummadban eleve az

osszes H-bol H-ba mutat6 él szerepel, hiszen H-bdl F-be mutaté élek nincsenek.

0=— > a(e)+ > x(e)— > z(e)

ecki(F) H—H H—H

Az eredmény

Ezzel az allitast igazoltuk. O

2.1. Kovetkezmény (folyam értéke). Tetszdleges x folyam esetén a folyam értéke azo-

nos a nyeldbe beérkezd terhelések dsszegéuvel.

ecbe(Ny)

Bizonyitds. A (2.8) egyenletben vélasszuk a H = P — {Ny} vagast, ekkor H =
{Ny}, és H-bdl egyéltalan nem indul ki él. O

2.1. Tétel (gyenge dualitas). Tetszdleges x folyam értéke legfeljebb akkora, mint bdrme-
lyik H vdgds kapacitdsa.

v(x) Su(H > H)= Y ule) (2.9)
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Ha az x folyam értéke azonos a H vdgds kapacitdsdval, akkor az x folyam maximdlis, a
H vidgds pedig minimdlis. Ilyenkor a H-bél H-ba mutaté élek telitettek (v(e) = u(e)), a
H-bol H-ba mutaté élek terhelése pedig 0.

Bizonyitds. A tétel allitasa azonnal kovetkezik a (2.8) egyenldségbdl, hiszen az
ott szerepld els6é szumma nyilvanvaléan nem haladja meg a vagéas kapacitasat,
ugyanakkor a mésodik 6sszeg, amit kivonunk, nyilvdnvaléan nemnegativ. Egyen-
16ség pontosan akkor van, ha az elsé szumma minden tagja eléri a fels6 korlatot,

és a masodik Osszeg értéke 0. O

2.2. A Ford-Fulkerson-algoritmus

A Ford-Fulkerson-algoritmus (1d. [FF56]) kiindul6pontja egy tetsz6leges x lehet-
séges folyam. Ezt a folyamot egy a forrast és a nyel6t 6sszekot6 tn. lanc mentén
modositjuk gy, hogy a folyam értéke novekedjen, mindaddig, amig ez lehetsé-
ges. A lanc pontokbdl és élekbdl all. A pontok egy a forrastol a nyel6ig halado
sorozatot alkotnak. Az élek két szomszédos pontot kotnek ossze. Ha az él ala-
csonyabb sorszdmu ponttél a magasabb sorszdmu felé mutat, eléremutaté élrol

beszéliink, ellenkezb esetben az él hatramutato.

2.6. Definici6 (Lanc). A maximadlis folyam feladat esetén lancnak neveziink egy k + 1
pontbdl, és k élbol dllé G' = (P', E") részgrdfot, ahol

Pl = {p07p17p27 s 7pk}/
pOZF,éSpk:Ny,
E' ={e(1),e(2),...,e(k)}, és minden i = 1,2, ...,k esetén

, (pi-1,p:)  vagy
e(i) =
(pis pi-1)-
Eléremutaténak nevezziik az e(i) élt, ha p;_1-bol p;-be mutat, hdtramutaté az e(i) él, ha

p;-b6l p;_1-be mutat.

A lancnak specidlis esete az irdnyitott at; ekkor mindegyik él el6re mutat.
Lanc mentén akkor lehet novelni egy eléremutaté él terhelését, ha z(e) < u(e),
egy hatramutato6 él terhelését pedig akkor lehet csokkenteni, ha z(e) > 0. A2.1. &b-

rén a folyamnak lanc mentén torténd javitasa lathat6. Ezen az dbran F, 1,2, 3, Ny



2.2. A Ford-Fulkerson-algoritmus 21

o A2)
_|_d e
F (=)

2.1. abra. Folyam javitdsa ldnc mentén

egy lanc pontjai. Az (F, 1) (1,2) és (3, Ny) élek eléremutatdak, ezeken a terhelést
d-vel noveljiik. A (3,2) él hdtramutato, ezen d-vel csokkentjiik a terhelést. A ka-
pott folyam ismét eleget tesz az egyenstlyi egyenleteknek, mert az 1-es pontban
a bemend Osszeg és a kimend Osszeg ugyanannyival nétt, a 2-es és 3-as pontok-
ban az elGjelvaltasnak koszonhetSen sem a bemend 0sszeg sem pedig a kimend

Osszeg nem valtozik. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd 4llités.

2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatban x egy lehetséges folyam, és

taldltunk egy ldncot, melyre

z(e) < u(e) a ldnc el6remutato élein, és

z(e) > 0 a ldnc hdtramutato élein.

Legyen ¢ kis pozitiv szdm, és készitsiik el az x' folyamot a kovetkezoképpen:

x(e) + € a ldnc eldremutaté élein
a'(e) = x(e) — € a ldnc hdtramutato élein

x(e) a lancon kiviil
Ha ¢ elegendfen kicsi, akkor x' is lehetséges folyam lesz, és v(x') = v(x) + €.

Bizonyitds. A lancnak egy éle indul ki a nyel6bdl, ez eléremutato, tehédt a folyam
értéke e-nal n6. x' azért marad lehetséges folyam mert elég kis ¢ esetén 0 <
2'(e) < u(e) tovabbra is teljesiilni fog, masfeldl az egyenstilyi egyenletek minden

e-ra érvényesek maradnak. O

Most ismertetjitk a maximaélis folyam és a minimadlis vdgas el6allitasara szol-

géalé Ford-Fulkerson-algoritmust. Az algoritmus egy tetsz6leges lehetséges fo-
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lyammal indul, és ezt lanc mentén prébalja javitani. A lanc keresése cimkézd el-
jarassal torténik. El6szor csak a forrads kap cimkét, utdna a forrds bizonyos szom-
szédai, aztdn a mar megcimkézett pontok bizonyos szomszédai. Ha egy pont
cimkét kap, akkor a forrdsbodl addig a pontig lanc (pontosabban lanc-kezdemény)
mentén javitani lehetne a folyamot. Ha a nyeld is cimkét kap, akkor a folyamot
javitani tudjuk, és minden kezd6dik elolr6l. Ha nem tudjuk megcimkézni a nye-
16t, akkor - amint latni fogjuk - a folyam maximalis, és a megcimkézett pontok
egy minimdlis vagdsnak a A halmazat alkotjdk. A csticsokhoz rendelt c(i) cimke
azt jelzi, hogy maximélisan mekkora folyamérték-novekedést lehetne a forrds-
tol az ¢ cstcsig tartd ldnc-kezdemény mentén végigvezetni. Ezenkiviil még egy
mennyiséget tartunk nyilvdn a csticsokndl: p(i) azt mutatja, hogy a cimkézés so-

ran honnan érkeztiink i-be (previous).

2.1. Algoritmus (Maximaélis folyam).

Start: X egy tetszdleges lehetséges folyam (példaul z;; =0
a halézat minden (i,j) élére).

Az aktudlis folyamhoz ndveld utat vagy léncot keresiink:

1)Egyik csucs sem vizsgdlt, legyen F az egyetlen cimkézett csucs,

¢(F)=00 , p(F)=Gydkér , legyen tovabba i=F.

2) wvizsgédljuk az ¢ csucsot, tehat
-minden olyan (4,j) élre, ahol j még cimkézetlen és z;; < uij ,
cimkézziik meg a j csucsot a kdvetkezdbképpen
c(g) = min(c(i), wij —zi5), p(j) =i,
és az (i,j) €1 legyen eldremutatd.
-minden olyan (j,i) élre, ahol j még cimkézetlen és 0 < zj;,
cimkézziik meg a j csucsot a kdvetkezdbképpen
c(j) = min(c(i), xji), p(j) =1,
és a (j,1i) él legyen hatramutatd.

Ezutdn az ¢ csucsot ,vizsgdlt”nak nyilvanitjuk.

3a) Ha a 2) pontban cimkét kapott a nyeld, akkor Ny-bél a p(Ny),
p(p(Ny)), p(p(p(Ny))), ...pontokon a forrdsig visszafelé haladva
megkapjuk azt az L lancot, melynek minden éle (p(j),j) vagy

(,p(4)) alaku. Az L léncon az x folyam értékét eldbdremutatd él
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2.2. dbra. Maximalis folyam példa

mentén ¢(Ny)-nyel ndveljiik, hatramutatd €1 mentén ¢(Ny)-nyel

csdkkent jlik, majd visszatériink az 1) pontra.

3b) Ha a nyeld még nem kapott cimkét, akkor keresiink egy cimkézett,
de vizsgdlatlan ¢ csucsot, és a 2) lépésre tériink vissza.
Ha nincs mar cimkézett, de vizsgdlatlan csucs, akkor
H legyen a megcimkézett csucsok halmaza. Ezzel
P=HUH egy minimadlis vagas, az aktudlis z folyam maximdlis,

és az algoritmus véget ér.

A 2)-es pontban szereplé minimumokat a kovetkezéképpen lehet értelmezni.
c(i) az az érték, amekkora folyamérték-novekedést végig lehetne vezetni a for-
rastél az ¢ pontig terjed6 lanc-kezdemény mentén az algoritmus eddigi 1épései
szerint. Az (i, j) élen torténd terhelés-novelés fels6 korlatja u;; — x;;. Az (i,7) él
segitségével ennek a két szamnak a minimumat lehet a forrdstél a j pontig vé-
gigvezetni, igy kapjuk c(j)-t. Hasonl6an a (j,7) élen torténd terhelés-csokkentés
korlatja z;;. A (j,1) él segitségével c(i)-nek és z;;,-nek a minimumét lehet a forras-

tol a j pontig végigvezetni, igy kapjuk c(j)-t.

2.1. Feladat. Kovessiik végig a Ford-Fulkerson-algoritmust a 2.2. dbrdn ldthato példdn!

Az élek mellett ldthato szdmok az él kapacitdsdt jelolik.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Ford-Fulkerson-algoritmus a 3b) pontban ér véget. Ekkor
az aktudlis x folyam maximdlis. Jeloljiik H-val a megcimkézett pontok halmazit! Ezzel
P = H U H eqy minimdlis vdgds, és a vdgds kapacitdsa azonos a maximdlis folyam

értékével.
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Bizonyitds. A 3b) pontban gy ér véget az algoritmus, hogy nincs megcimkézve
a nyeld, de természetesen meg van cimkézve a forras. Tehat F € H, és Ny € H.
Ha e = (i,j) a vagas éle, tehati € H és j € H, akkor x;; = u;j, mert kiilonben a
J pont is cimkét kapott volna a 2) pontban. Tehat a vagas élei telitettek. Ugyan-
akkor ha az f = (j,i) élre j € H ési € H, akkor z;; = 0, mert kiilonben a j
pont is cimkét kapott volna a 2) pontban. Tehat a H-b6l H-ba mutat6 élek terhe-
lése 0. A 2.8. egyenlet kovetkezményeként az x folyam értéke azonos a H vagas

kapacitdsaval, tehat a 2.1 tétel miatt mindekett6 optimalis. O

Kombinatorikai szempontbdl alapvet6 jelentdségti a kovetkezd egészértékii-

ségi tétel.

2.3. Tétel (Egészértékiiség). Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatban minden
él kapacitdsa pozitiv egész szdm. Ekkor a Ford-Fulkerson algoritmus véges szdmii 1épés
utdn a 3b) pontban befejezddik, és a kapott x maximdlis folyam is egész. (Tehdt minden él

terhelése egész szdm.)

Bizonyitds. A Ford-Fulkerson-algoritmusban csak 0sszeadast és kivondst végziink,
ezek pedig nem vezetnek ki az egész szdmok korébdl. A 3a) pontban a folyam
értékének novekedése is egész szam, tehat legalabb 1. Ezért az algoritmus sordn
csak véges szamu esetben kertil sor a 3a) 1épésre, hiszen barmelyik vagds kapaci-

tasa a folyamérték fels6 korlatja. O

Tanulsagos dolog, hogy irracionalis kapacitdsok esetén a Ford-Fulkerson-algoritmus
jelenlegi véaltozata nem feltétleniil véges. Tobbek kozott Uri Zwick publikélt egy
egyszer( példat [Zwi95] arra, hogy az algoritmus soran végtelen sokszor futunk
rd a 3a) pontra, s6t a keletkez6 folyamok sorozata nem a maximalis folyamhoz
konvergal. Ugyanakkor a Ford-Fulkerson algoritmus segitségével minden esetre

bizonyithat6 az er6s dualités tétel.

2.4. Tétel (Er6s dualitds). A maximdlis folyam feladatban a maximdlis folyam értéke

egyenld a minimdlis vdgds kapacitdsdoval.

Bizonyitds. A Ford-Fulkerson-algoritmusban egy tetszéleges lehetséges folyamot
hasznalhatunk induldskor. Legyen most az indul6 lehetséges folyam egy x ma-
ximalis folyam. (Ilyen létezik, mert korlatos zart halmazon folytonos fiiggvény

felveszi a maximumat.) Ebben az esetben a 3a) pontra egyszer sem futunk ra,
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2.3. dbra. Egy maximalis folyam feladat

mert a maximdlis folyam értéke nem novelhet6. A 2) pontra legfeljebb annyi-
szor futunk r4, ahdny pontja van a grafnak. Tehat az algoritmus a 3b) pontban ér

véget, és a 2.2. tétel szerint megad egy minimdlis vagast is. O

Megemlitjiik, hogy ez az er6s dualitas tétel nem kovetkezik automatikusan a
klasszikus LP dualitasb6l, mert itt a maximaélis folyam probléma folytonos ugyan,

de a minimdlis vagés feladat diszkrét.

Feladat. Hatdrozzunk meg egy maximdlis folyamot és egy minimilis vdgdst a 2.3. dbrdn

ldthato feladatban! Az élek mellett lathato szdmok az él kapacitdsdt jelolik.

Megoldas:
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Lanc javitas

F-1-4-Ny
F-2-5-Ny
F-3-6-Ny
F-2-4-Ny
F-3-6-5-Ny
F-3-5-4-Ny
F-3-2-4-Ny
F-3-5-2-4-Ny
F-3-5-1-2-4-Ny
F-3-6-5-1-4-Ny

[ IV IS N NG TN (Y NG T (S G O = W (S ey

Egy minimalis vagds H halmaza: H = {F,3,6,5}. A maximadlis folyam értéke
12.



3. fejezet

A Ford-Fulkerson-algoritmus

kombinatorikai kovetkezményei

3.1. Menger tételei

A XX. szazadi gréfelmélet iinnepelt eredményei voltak Menger tételei, melyek
azért is figyelemreméltéak, mert itt a primal és a dudl feladat is diszkrét, még-
is teljesiil az er6s dualitds tétel, tehat a primadl feladat maximuma azonos a du-
al feladat minimumadval. Menger eredeti publikacidja 1927-ben jelent meg (Id.
[Men27]). Az eredmények egyardnt vonatkoznak irdnyitott és irdnyitatlan gra-
fokra, ezért ebben az alfejezetben ezt a két tipust felvaltva hasznaljuk. Legyen
rogzitve két kitiintetett pont, A és B! A maximumfeladat abbdl all, hogy a két
pont kozott szeretnénk minél tobb pont-diszjunkt illetve él-diszjunkt utat talalni.
Két ut, melyek az A és B pontokat kotik 0ssze, akkor él-diszjunkt, ha nincsenek
koz0s éleik. Hasonl6an az A és B pontokat 6sszekotd két ut akkor pont-diszjunkt,
ha nincsen k6zds bels6 pontjuk, tehdt nincs més kozos pontjuk, mint az A és B
végpontok.

A minimumfeladat Ggy sz6l, hogy minél kevesebb él elvagdsaval szeretnénk elér-
ni, hogy az A pont ne legyen 6sszekotve a B ponttal. Analég feladat, hogy minél
kevesebb pont kivagasaval érjiik el, hogy A ne legyen 0sszekdtve B-vel. Pont
kivagdsa esetén az Osszes olyan élt is el kell hagyni, melynek egyik végpontja a
kivagott pont. Pontok kivagédsa esetén csak akkor lehet A-t és B-t szétvalasztani,
ha nincs A és B kozotti él. Annak megfeleléen, hogy a graf lehet irdnyitott illetve

iranyftatlan, valamint szamolhatjuk az él-diszjunkt illetve pont-diszjunkt utakat,

27



28 3. fejezet. A Ford-Fulkerson-algoritmus kombinatorikai kbvetkezményei

3.1. dbra. 5-szorosen (A, B) élosszefiiggd, 1-szeresen (A, B) pontosszefiiggd graf

4 Menger tétel kovetkezik, ezeket pedig 4 definici6 el6zi meg.

3.1. Definicié (Iranyitatlan élosszefiigg6ség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyi-
tatlan grdf, A € P és B € P két kiilonbozo pont. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan
(A, B) élosszefiiggl, ha barmely k — 1 él elhagydsa esetén A és B még osszekothetd rittal.

3.2. Definicié (Iranyitatlan pontosszefiigg6ség). Legyen adott eqy G = (P, E) ird-
nyitatlan grdf, A € P és B € P két kiilonbozo pont, és tegyiik fel, hogy A és B nincs
éllel Osszekotve. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan (A, B) pontosszefiiggl, ha barmely

Vama

k — 1 (A-tél és B-t0l kiilonbozd) pont kivdgdsa esetén A és B még 0sszekithetd iittal.

A 3.1. abran lathat6 graf otszorosen (A, B) élosszefliggs, mert barmelyik 4 €l
elhagydsa utdn A és B még 0sszekothetd tttal. Ugyanakkor a graf csak egyszere-
sen (A, B) pontosszefiiggs (elegendd a C pontot kivagni). Hasonlé példa adhat6

iranyitott grafokra is.

3.3. Definici6 (Irdnyitott élosszefiiggdség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott
grif, A € P és B € P két kiilonboz0 pont. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan (A, B)
élosszefiiggl, ha barmely k — 1 él elhagydsa esetén A-bdl B-be el lehet jutni irdnyitott

liton.

3.4. Definici6 (Irdnyitott pontosszefiiggdség). Legyen adott ey G = (P, E) irdnyi-
tott grdf, A € P és B € P két kiilonbozd pont, és tegyiik fel, hogy A-bél B-be nem vezet
él. Azt mondjuk, hogy a grdf k-szorosan (A, B) pontdsszefiiggl, ha barmely k — 1 (A-tdl

és B-t0l kiilonbozd) pont kivdgdsa esetén A-bol B-be még el lehet menni irdnyitott iiton.
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A k-szoros Osszefligg6ségbdl természetesen mind a négy esetben kovetkezik
a (k — 1)-szeres Osszefligg6ség. Ezért a gyenge dualitas tételeknek megfelel6 alli-

tasokat egyenl6tlenség formdjdban fogalmazzuk meg.

3.1. Allitas (Iranyitatlan élosszefiiggdség). Legyen adott eqy G = (P, F) irdnyitatlan
grif, A € P és B € P két kiilonbozd pont. Ha A és B kozott létezik k darab él-diszjunkt
1it, akkor a grdf legaldbb k-szorosan (A, B) élosszefiiggo.

Bizonyitds. Egy él elhagyasa a k darab él-diszjunkt tt koziil legfeljebb egyet tud
megsziintetni. (k—1) darab él elhagydsa a k darab él-diszjunkt tt koziil legfeljebb
(k — 1)-et tud tonkretenni, tehat legaldbb egy tit megmarad. O

3.2. Allitas (Irényitatlan pontosszefiiggdség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyi-
tatlan grif, A € P és B € P két kiilonboz0 pont, és tegyiik fel, hogy A és B nincs éllel
Osszekotve. Ha A és B kozott létezik k darab pont-diszjunkt 1it, akkor a grdf legaldbb
k-szorosan (A, B) pontdsszefiiggl.

Bizonyitds. Egy pont elhagydsa a k darab pont-diszjunkt t koziil legfeljebb egyet
tud megsziintetni. (k — 1) darab pont elhagyésa a & db pont-diszjunkt tt koziil
legfeljebb (k — 1)-et tud tonkretenni, tehat legalabb egy Gt megmarad. O

Ugyanilyen egyszerfien igazolhatok az irdnyitott grafokra vonatkozé allita-

sok.

3.3. Allitas (Irdnyitott élosszefiigg6ség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott grdf,
A € PésB e P két kiilonbozo pont. Ha A-bol B-be létezik k darab él-diszjunkt 1it, akkor
a grdf legaldbb k-szorosan (A, B) élosszefiiggo.

Az allitas azért igaz, mert (k — 1) darab él elhagydsa a k darab él-diszjunkt tt
koziil legfeljebb (k — 1)-et tud megsziintetni, tehat legalabb egy tt megmarad.

3.4. Allitas (Iranyitott pontosszefiiggéség). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott
grif, A € P és B € P két kiilonboz0 pont, és tegyiik fel, hogy A-bél B-be nem vezet él.
Ha A-bél B-be létezik k darab pont-diszjunkt iit, akkor a grdf legaldbb k-szorosan (A, B)

pontdsszefiiggo.

Az allitds azértigaz, mert (k—1) darab pont elhagyasa a k darab pont-diszjunkt
ut koziil legfeljebb (k — 1)-et tud megsziintetni, tehat legalabb egy ut megmarad.
Most kovetkeznek a Menger-tételek. A 4 tétel koziil kett6t egy megfelel6 maxi-
malis folyam feladat konstrukci¢jdval bizonyitunk. Javasoljuk, hogy az olvas6 az

ismertetett technikdk alkalmazédsaval bizonyitsa be a mésik két tételt.
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3.1. Tétel (Irdnyitatlan él-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf,
A € P és B € P két kiilonboz6 pont. Ha a grdf k-szorosan (A, B) élosszefiiggd, akkor A
és B kozott létezik k darab él-diszjunkt 1it.

Bizonyitds. A G graf A-t6l és B-t6l kiilonboz6 pontjait kozonséges pontoknak ne-
vezziik. A G grafbol készitiink egy G’ irdnyitott grafot a kovetkez6képpen. G'-nek
ugyanannyi pontja lesz, mint G-nek. A képe lesz a forrds, az itt végzddo éleket a
forrasbdl kifelé iranyitjuk. B képe a nyeld, az idefut6 éleket a nyelSbe befelé ra-
nyitjuk. Az eredeti graf minden (7, j) kozonséges pontokat 6sszekotd éle helyett
két irdnyitott élt szerepeltetiink az Gj grafban: ezek (i, j) és (j,¢). Valamennyi él-

nek a kapacitdsa legyen 1.

Tekintsiik a G'-re vonatkoz6 maximalis folyam feladatot! Mivel minden kapa-
citds egész szam, a Ford-Fulkerson algoritmussal egészérték{i maximadlis folya-
mot kapunk. Ebben minden él terhelése 0 vagy 1, hiszen az élek kapacitasa 1.
Tehét véges sok egészértékli maximalis folyam létezik. Ezek koziil valasszunk ki

egy olyat, melyre

e€E
tehat az élek terheléseinek 6sszege minimdlis! Ezt a folyamot jeldljiik x'-vel.

Az x' folyamban nem fordulhat el6, hogy az (i, j) élnek és a (j, i) élnek egyarant
1 a terhelése. Ekkor ugyanis minkét él terhelését levihetnénk O-ra, tovébbra is
egészértékili maximadlis folyamot kapnénk, de az élek terheléseinek dsszege csok-
kenne. Az sem fordulhat el§, hogy egy K iranyitott kor valamennyi élén 1 a
terhelés. Ekkor ugyanis a kor valamennyi élének a terhelését levihetnénk 0O-ra.
Egy irdnyitott kor elkertili a forrast és a nyel6t, tehat nem véltozna a folyam ér-
téke. Ugyanakkor a kor pontjain a bemend dsszeg és a kimend 0sszeg egyardnt
1-gyel csokkenne, tehét tovdbbra is lehetséges folyamot kapnédnk. Ez viszont el-

lentmond annak, hogy x'-ben az élek terheléseinek 6sszege minimélis volt.

Most belétjuk, hogy az x’ maximaélis folyam értéke legalabb k. Tegyiik fel in-
direkt médon, hogy a maximaélis folyam értéke és a minimalis vagas kapacitasa
legfeljebb k£ — 1. A minimadlis vagas is 1 kapacitdst élekbdl all, tehat a minimalis
vagas kapacitdsa a vagés éleinek szdma. Ha a minimélis vdgdsnak csak k — 1 éle
volna, akkor ennek a k£ — 1 élnek k — 1 irdnyitatlan él felel meg az eredeti grafban.

A k-szoros Osszefliggbség miatt a k — 1 él elhagyasa utan is létezne a G grafban
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egy S ut, amelyik A-t B-vel koti 0ssze. S pontjainak a képe az 4j grafban legyen
az S' pontsorozat. S’ a forrdssal kezd6dik, és a nyel6vel végzddik, tehdt van egy
olyan szakasz, ahol a pontsorozat 4tlép a vagas H halmazabol a H-be. i € H és
i+ 1€ H esetén az (i,74 1) élis a vagds éle, ami a vagds k — 1 élétdl kiilonbozik,
tehat lenne a vdgdsnak még egy éle, ami ellentmondas.

Ezek szerint a maximalis folyam értéke legaldbb k. Igy a forrasbol legaldbb k
db olyan él indul, amelyiknek 1 a terhelése. Mindegyik ilyen élbdl egy ¢ pon-
ton keresztiil tovabb lehet haladni egy masik 1 terhelésti eredeti élre, mert az ¢
pontban a bemend 0sszeg azonos a kimend Osszeggel. Az (i,j) 1 terhelésti él-
bdl a j ponton keresztiil tovébb lehet haladni egy egy harmadikra, és igy tovabb,
mindaddig, amig meg nem érkeziink a nyelSbe. Egy ilyen 1t bejardsa sordn nem
érkezhetiink ugyanennek az ttnak kordbban maér érintett pontjdba, mert akkor 1
terhelésti élekbdl all6 irdnyitott kort kapnank. Az is biztositva van, hogy a for-
rasbol kiilonboz6 1-terhelésti élekkel inditott utak él-diszjunktak lesznek, hiszen
minden él kapacitdsa 1. Tehat az x’ folyam G-beli vetiilete is 0 vagy 1 értékii. G-
ben az 1 terhelésti élek 4ltal kifeszitett részgraf él-diszjunkt A -t és B-t 6sszekotd

utakbol all, és ezek szama legalabb £. O

3.2. Tétel (Iranyitatlan pont-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf,
A € P és B € P két kiilonbozo pont, és tegyiik fel, hogy A és B nincs éllel osszekotve.
Ha a grdf k-szorosan (A, B) pontisszefiiggd, akkor A és B kozott létezik k darab pont-

diszjunkt 1it.
3.1. Feladat. Bizonyitsuk be az irdnyitatlan pont-Menger-tételt!
Most az iranyitott grafokra vonatkoz6 Menger-tételek kovetkeznek.

3.3. Tétel (Iranyitott él-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott grif, A € P
és B € P két kiilonboz6 pont. Ha a grdf k-szorosan (A, B) élosszefiiggd, akkor A-bol
B-be létezik k darab él-diszjunkt irdnyitott 1it.

3.2. Feladat. Bizonyitsuk be az irdnyitott él-Menger-tételt!

3.4. Tétel (Iranyitott pont-Menger). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitott grdf,
A € Pés B € P két kiilonboz0 pont, és tegyiik fel, hogy A-bol B-be nem vezet él. Ha a
grif k-szorosan (A, B) pontosszefiiggd, akkor A-bol B-be létezik k darab pont-diszjunkt

irdnyitott 1it.
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helyett

3.2. dbra. Iranyitott pont-Menger-konstrukcié

Bizonyitds. A G grafbdl elhagyhatjuk az A-ba mutaté és a B-bdl induld éleket,
ezek ugyanis nem befolyasoljak A-bdl B-be vezetd utak szdmat. A kapott gra-
fot tovébbra is G-vel jelodliik, ez is k-szorosan (A, B) pont-Osszefiiggd. A G graf
A-t61 és B-t6] kiilonboz6 pontjait kozonséges pontoknak nevezziik. Készitiink
egy nagyobb G’ grafot a kovetkez6képpen. Az eredeti graf minden kozonséges ¢
pontja helyett az Gj grafnak két pontja lesz: i1 és i2. A 3.2. dbran lathaté modon
11-b6l i2-be egy 1j él mutat, ennek a kapacitdsa 1. Az eredetileg 7 be mutat6 G-beli
élek képe i1-be mutat, az eredetileg i-b6l indul6 élek képe G'-ben i2-bdl indul ki.
Ezeket régi éleknek nevezziik. A régi élek kapacitdsa 2. G'-ben szerepel a két ki-
tiintetett pont képe is, az A pont képe lesz a forras, és a B pont képe lesz a nyeld.
Tekintsiik a G'-re vonatkoz6 maximalis folyam feladatot! Mivel minden kapaci-
tas egész szam, a Ford-Fulkerson algoritmussal egészértékii maximalis folyamot
kapunk, ezt jeloljiik x-szel. Ebben az 1j élek terhelése 0 vagy 1, hiszen az 1j élek
kapacitdsa 1. Az eredeti gafban nem volt A-bol B-be mutato6 él, ezért az Gj grafban
minden eredeti él vagy egy i1 pontba mutat, vagy valamelyik 2 pontbél indul ki.
A folyamegyenstlyi egyenletek miatt a 3.2. 4brdn ldthaté modon ¢1-ben a kimend
Osszeg 0 vagy 1, tehat a bemend Osszeg is 0 vagy 1. Hasonl6an i2-ben a bemend
Osszeg 0 vagy 1, tehat a kimend 0sszeg is 0 vagy 1. Ez azt jelenti, hogy minden

eredeti él terhelése 0 vagy 1, tehat a 2 kapacitds nem érhet? el, az eredeti élek nem
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telitettek. Az is latszik, hogy minden i1 pontba legfeljebb egy olyan él fut, aminek
1 a terhelése, és minden i2 pontbdl legfeljebb egy olyan él megy ki, aminek 1 a
terhelése. Ha az i1 pontba bemegy egy 1 terhelésti él, akkor (i1,:2) terhelése is 1,
tehat i2-b6l kimegy egy 1 terhelésti él.

Most belétjuk, hogy a maximélis folyam értéke legaldbb k. Tegyiik fel indirekt
moédon, hogy a maximdlis folyam értéke és a minimdlis vagas kapacitdsa legfel-
jebb k — 1. A minimadlis vagas csupa tj élbdl 4ll, mert a minimadlis vagas élei
telitettek, és ez eredeti éllel nem fordulhat el6. A minimalis vagds kapacitdsa a
vagas éleinek szama. Ha a vagdsnak csak £ — 1 éle volna, akkor ennek a k£ — 1 él-
nek k—1 kozonséges pont felel meg az eredeti grafban. A k-szoros Osszefiigg6ség
miatt a £ — 1 pont kivdgdsa utdn is l1étezne a G grafban egy S irdnyitott Git, amelyik
A-bol B-be vezet. S képe az 1j grafban legyen S’. S’ a forrasbél a nyelSbe vezet
iranyftott at, ami elkeriili a minimadlis vagas k — 1 élét. De az S 1t is 4thalad a
végéas H halmazabol a H-be, tehét az S titon lenne a vagasnak még egy éle, ami
ellentmondas.

Tehat a maximalis folyam értéke legalabb k. Ezek szerint a forrasbdl legalabb &
db olyan él indul, amelyiknek 1 a terhelése. Mindegyik ilyen éIbdl az il és 2
pontokon keresztiil tovabb lehet haladni egy masik 1 terhelésti eredeti élre, abbol
egy harmadikra, és igy tovabb, mindaddig, amig meg nem érkeziink a nyel&be.
Egy ilyen ut bejarasa sordn nem érkezhetiink kordbban mar érintett 71 pontba,
mert (:1,i2) kapacitdsa 1. Ugyanez biztositja azt is, hogy a forrasbél kiilonb6z6 1-
terhelésti élekkel inditott utak pont-diszjunktak lesznek. Tehat a maximalis egész
folyam G-beli vetiilete is 0 vagy 1 értékii. G-ben az 1 terhelésti élek altal kifeszitett
részgraf pont-diszjunkt A-bol B-be vezetd irdnyitott utakbdl 4ll, és ezek szdma
legalabb k. O

3.2. A Ko8nig-tétel

Ebben az alfejezetben G = (A, B; E) egy iranyitatlan paros graf, A és B a két disz-
junkt ponthalmaz, P = AU B a pontok, E az élek halmaza. Példaul A lehet egy
gimndziumi osztalybdl a fikk halmaza, B ugyanebbdl az osztalybdl a lanyoké, és
az élek azt jelzik, hogy méretiik és egyéb adottsagaik folytdn melyik fit melyik

lannyal indulhat egy tdncversenyen.

3.5. Definici6 (fiiggetlen élek). Egy irdnyitatlan grdfban két él fiiggetlen, ha nincs



34 3. fejezet. A Ford-Fulkerson-algoritmus kombinatorikai kbvetkezményei

3.3. dbra. Fiiggetlen élek és lefog6 pontok paros grafban

kozos végpontjuk. Eleknek eqy X halmaza akkor fiiggetlen, ha bdrmely két X-beli él

fiiggetlen. A fiiggetlen élhalmazokat pdrositdsnak nevezziik.

Alapvet6 feladat, hogy minél tobb fiiggetlen élt talaljunk, tehat maximalis pa-
rositast keressiink. A gimnaziumi példdban ez azt jelenti, hogy az osztaly minél

tobb part akar a tancversenyen inditani.

3.6. Definici6 (lefog6 pontok). Egy pont lefogja azokat az éleket, melyeknek az egyik
végpontja a szébanforgo pont. EQy () C P pontrendszer azokat az éleket fogja le, melyek-
nek legaldbb az egyik végpontja Q-ban van.

A P ponthalmaz nyilvanvaléan lefogja az dsszes élt. Erdekes feladat az, hogy
minél kevesebb ponttal fogjuk le a graf dsszes élét. A gimnaziumi osztallyal kap-
csolatos példdban ezt tigy lehet elképzelni, hogy egy konkurrens osztély tanul6i
meg akarjdk akadélyozni, hogy az osztaly akar csak egy part is el tudjon indi-
tani a tAncversenyen. Céljukat bizonyos fitk és lanyok bokédnrtagésaval akarjak
elérni, és humanitarius okokbol minél kevesebb bokartgéssal akarjék a feladatot
megoldani.

A 3.3. dbran egy péros grafot latunk. Az (al, b2) és (a2,3) élek figgetlenek,
de harom fiiggetlen élt nem taldlunk. Ugyanakkor al és b3 két pont, és ezek va-
lamennyi élt lefogjak.

A fiiggetlen élek szamanak maximalizaldsa illetve a lefogé pontok szaméanak mi-

nimalizaldsa egy tipikus dualitds-szituacié. Most is igaz, hogy a maximumfeladat
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célfiiggvénye nem haladhatja meg a minimumfeladat célfiiggvényét. Ez az allitas

nem csak pdros grafokra érvényes.

3.5. Allitas. Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, F C E egy fiiggetlen élekbél dllo
halmaz, () C P pedig egy lefogé pontrendszer. Ekkor

[F| <1Q (3.1)

Tehdt a fiiggetlen élek maximdlis szdama nem haladhatja meg a lefogé pontok minimdlis

szdmuit.

Bizonyitds. Pusztan az F-beli élek lefogasdhoz sziikség van annyi pontra, ahany
él van F-ben, mert egy pont sem tud két fiiggetlen élt lefogni, hiszen két fliggetlen
élnek nincs kozos végpontja. Valamennyi él lefogasahoz legaldbb |F'| db pontra

van sziikség. O

A kombinatorika klasszikus eredménye az a Kénig Dénest6l szdrmazé tétel
([K6n31]), mely szerint paros graf esetén a fiiggetlen pontok maximaélis szdma
azonos a lefogd pontok minimélis szdmaval. Ezt az eredményt a konyv kiilonbo-
26 fejezeteiben kiilonb6z6 modszerekkel fogjuk bizonyitani. Itt természetesen a

Ford-Fulkerson-algoritmust hasznaljuk.

3.5. Tétel (Kénig Dénes). Legyen G = (A, B; E) egy irdnyitatlan pdros grdf. Ekkor a

fiiggetlen élek maximdlis szdma azonos a lefogé pontok minimdlis szdmdval.

Bizonyitds. Jeloljiik a fiiggetlen élek maximadlis szamat f.x-szal, a lefogd pontok
minimalis szamat /,,,;,-nel. Készitiink egy G’ irdnyitott grafot a kovetkezdképpen.
G éleit A-bol B-be iranyitjuk, ezek lesznek az eredeti élek. A pontok halmazat
kiegészitjiik egy F forrdssal és egy Ny nyel6ével. F-bol egy-egy iranyitott élt in-
ditunk A pontjaiba, B pontjaibdl pedig egy-egy iranyitott élt inditunk a nyel&be.
Ezeket hivjuk mesterséges éleknek. Minden mesterséges él kapacitdsa 1 lesz, az
eredeti élek kapacitdsa pedig 2. A 3.4. dbrdn egy péros grafbol szarmaztatott
maximadlis folyam feladatot latunk. A forrasbél az A halmazba mutaté illetve a
B halmazbdl a nyel6be mutaté Gn. mesterséges élek kapacitdsa 1, ugyanakkor
valamennyi eredeti él kapacitdsa 2. Ezekutdn tekintjiik a G’ gréffal kapcsolatos
maximalis folyam feladatot.

Az élek kapacitdsai egészek, tehat a Ford-Fulkerson-algoritmus egészértékii ma-

ximaélis folyamot ad eredménytiil. Ezt jeldljiik x-szel. x-ben minden éI terhelése 0
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3.4. dbra. Paros grafhoz rendelt maximalis folyam feladat

vagy 1, hiszen mesterséges éleken 1 a fels6 korlat, eredeti éleken pedig a 2 fels6
korlat nem érhet6 el. Ennek az az oka, hogy A-beli pontban a bemend Osszeg
legfeljebb 1, ezért a kimend Osszeg is legfeljebb 1. Hasonléan B-beli pontban a
bemend 6sszeg is legfeljebb 1, tehdt az 1 terhelésti eredeti élek fliggetlenek. Talal-

tunk annyi fliggetlen eredeti élt, amennyi az x folyam értéke, tehat

V(%) < finax

Most belatjuk a forditott irdnyt egyenl6tlenséget, tehat azt, hogy fumax < v(x).

Legyen X C E egy maximdlis szdmu fiiggetlen eredeti éIb6l all6 halmaz, és defi-

nialjuk az y folyamot a kovetkez6képpen:

(

1 haeegy X-beli eredeti él,
1 ha e F-bdl egy X-beli él A-beli végpontjaba mutat,
1 haeegy X-beli él B-beli végpontjabol Ny-be mutat,

0 egyébként.

\

Ekkor y egy lehetséges folyam, aminek az értéke X éleinek szama. Tehat v(x) >
v(y) = fmax- Ezek szerint az x maximadlis folyam értéke egyenl? a fiiggetlen élek

maximalis szdméaval.

U(X) = fiax
Most megmutatjuk, hogy a minimdlis vagdas kapacitdsa a lefog6 pontok minimalis
szaméval azonos. Legyen AU B = H U H a Ford-Fulkerson algoritmus &ltal szol-

géltatott minidlis vagas! A vagas élei telitettek, tehat a vagas élei kivétel nélkiil
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3.5. dbra. Minimalis lefog6 pontrendszer és minimalis vagas

mesterséges élek, mert az eredeti élek terhelése nem éri el a 2-t. A vagas élei vagy
F-bdl A-ba vagy B-b6l Ny-be mutatnak. A vagas éleinek A-beli végpontjaibol
allé ponthalmaz legyen V(A), a vagés éleinek B-beli végpontjaibdl allé ponthal-
maz peig legyen V(B)! Azt allitjuk, hogy V(A) U V(B) lefogja az eredeti paros
graf éleit.

Val6ban, tegyiik fel, hogy a € (A —V(A)), b e (B —V(B)), és (a,b) a g graf éle!
Ekkor G’-ben elmehetiink a forrasbodl a nyelébe az {F, a,b, Ny} ttvonal mentén.
valamelyik a vagés éle lenne. Ez azonban nem lehetséges, mert a vagas élei teli-
tettek.

Tehat V(A) UV (B) egy lefog6 pontrendszer, az ebben 1év6 pontok szdma a mini-
malis vagas éleinek a szdma, az pedig a minimdlis vagds kapacitdsa, mert a vigas

éleinek kapacitdsa 1. Ezzel belattuk, hogy
lnin < u(H — H) = 0(X) = fuax
Ezt a (3.1) egyenlettel tsszevetve

lmin - fmax

adodik. ]

A 3.5. 4bran a minimadlis vagds H halmazdnak pontjait aldhtizdssal jeloltiik,
tehat H = {F,a2,a3,03}. A vagas élei az (F,al) és (b3, Ny) élek, ezeket vastag
nyilak abrazoljdk. A végas éleihez tartozo eredeti pontok —tehét al és b3 — egy

minimalis lefogé pontrendszert alkotnak. Az abrabdl kiolvashaté a minimalis
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vagas H halmazara vonatkozo6 szabaly:

H=FU(A-V(A)UV(B) (3.2)
H=V(A)U(B-V(B))UNy (3.3)

Megemlitjiik még, hogy nemparos graf esetén a fliggetlen élek maximalis szdma
gyakran kisebb a lefogé pontok minimdlis szdmdandl. Példdul a 3 pontd teljes graf

esetén fro.x = 1, de [, = 2.

3.3. Teljes parositasok paros grafban

A Konig-tételnek szamos hires kovetkezménye van, ezeknek egy jelentds része

teljes parositdsokra vonatkozik.

3.7. Definici6 (Teljes pérositds). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf. Teljes
pdrositdsnak neveziink eqy X C E élhalmazt, ha a grdf minden pontja pontosan egy

X-beli élnek végpontja. A teljes pdrositdst 1-faktornak is szoktdk nevezni.

Két X-beli él ezek szerint nem taldlkozhat, tehat a teljes parosités fiiggetlen
élekbdl all. X parokba rendezi a graf pontjait, tehat ilyenkor a pontok szdma
péros. Egy G = (A, B; E) paros graf esetén a teljes parositds A-beli pontokat B-
beli pontokkal kot 0ssze, allit parba. Ezért ilyenkor A és B ugyanannyi pontbdl

all. |A| = |B| = n esetén (n, n)-pontt paros grafrol beszéliink.

3.8. Definici6 (ponthalmaz szomszédai). A G = (P, E) irdnyitatlan grdfban a () C
P ponthalmaz szomszédai azokbol a (QQ-n kiviili pontokbdl dllnak, melyek () valamely

pontjdval szomszédosak. A @ halmaz szomszédainak halmazdit N(Q)-val jeloljiik.

NQ) ={pe(P-Q)|3eQ, (pq) € E}

A kovetkezd eredmény sziikséges és elégséges feltételt ad arra nézve, hogy

egy (n,n)-pontu pdaros grafban létezzen teljes parositas.

3.6. Tétel (Hall-tétel). Legyen adott eqy G = (A, B; E) irdnyitatlan (n, n)-ponti pdros
grdf. G-ben pontosan akkor létezik teljes pdrositds, ha tetszlleges C' C A ponthalmaz
esetén

IN(O)| = [C]



3.3. Teljes parositasok pdros grafban 39

Bizonyitds. Ha létezik teljes pérositds akkor ennek az élei C' pontjaihoz ugyan-
annyi szomszédot biztositanak a masik oldalrél, ahany pontja van C-nek. Masfe-
161 tegyiik fel, hogy G-ben nincs teljes parositas. Ekkor a fliggetlen élek maximalis
szdma n-nél kevesebb, tehdt a Kénig-tétel miatt a lefogé pontok minimaélis szdma

is kisebb, mint n. Legyen C' U D egy minimdlis lefogé pontrendszer, ahol
CCA,DCB,és|C|+|D|<n

A — C minden szomszédja D-ben van, hiszen az (A — C')-b6l indul6 éleket C' nem
tudja lefogni. De |[A —C| =n—|C

ponthalmaznak kevesebb szomszédja van, mint ahdny pontja, ami ellentmond a

> | D|. Ez viszont azt jelentené, hogy az A — C'

tétel feltevésének. O
Teljes parositas 1étezésének elégséges feltétele az, hogy a paros graf k-reguldris.

3.9. Definici6 (k-reguldris graf). Legyen adott eqy G = (P, E) irdnyitatlan grdf, és egy

k pozitiv egész szdm. G k-reguldris, ha minden pont foka k.

Ha a G = (A, B; E) péaros graf k-regularis, akkor A ugyanannyi pontbdl all,

mint B, hiszen az élek szdma egyik oldalrél £ x | A|, mésik oldalrél k& x |B|.

3.7. Tétel (1-faktorok unidja). Legyen adott ey G = (A, B; E) irdnyitatlan (n,n)-
pontii pdros grdf, és tegyiik fel, hogy G k-reguldris. Ekkor létezik X C FE teljes pdrositds,

sot a grdf éleinek halmaza k darab teljes pdrositds unidja.
E=X(1UX2u...UX(k),
ahol X (1), X(2),...,X(k) k darab teljes pdrositds.

Bizonyitds. Legyen C' C A egy ponthalmaz. C-b6l k x |C] él indul ki. Ezeket az
éleket a mésik oldalon legalabb |C| pont fogadja, mert ha ennél kevesebb pont
fogadnd, akkor lenne olyan pont, amibe legalabb £ + 1 él fut. Tehat C' szomszéda-
inak szdma legaldbb |C|. A Hall-tétel szerint van X C E teljes parositds. Hagyjuk
el a grafbol X éleit, ekkor (k — 1)-regularis grafot kapunk, amire indukciéval al-

kalmazhat6 a tétel. £ = 1 esetén a tétel allitdsa nyilvanvalo. O

3.3. Feladat. k-requldris pdros grifban bizonyitsuk be a teljes pdrositds létezését kozvet-
leniil a Konig-tételbdl (a Hall-tétel nélkiil)!
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4. fejezet
Parositasok paros graftban

Ebben a fejezetben G = (A, B; E) egy irdnyitatlan pdros graf, A és B a két disz-
junkt ponthalmaz, P = AU B a pontok, £ az élek halmaza. A graf parositdsainak
szisztematikus tanulmanyozdsaval foglalkozunk. X-szel jelolve egy pdarositast
megallapithatjuk, hogy X fiiggetlen élekbdl 4ll, és az X-beli élek &ltal kifeszitett
részgrafban minden P-beli pont foka 0 vagy 1.

4.1. Optimalitasi kritérium

4.1. Definicié (fedetlen pont). Az X pdrositds lefedi a p pontot, ha p X valamelyik
élének végpontja. Ellenkezl esetben a p pont (X dltal) fedetlen.

Altalaban nem fér kétség ahhoz, hogy X melyik parositas, ilyenkor egyszer(-

en fedetlen pontrol beszéliink.
4.2. Definici6 (alterndl6 ut). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, X C E pedig
eqy pdrositds. Eqy it X-alterndld, ha az it élei felvdltva X -hez tartozo illetve X -en kiviili

élek.

Amikor egyértelm{i, hogy melyik parositdsrél van sz6, egyszertien alternalé
atrél beszéliink.
4.3. Definici6 (javito at). Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, X C E pedig
eqy pdrositds. X-javitd iitnak neveziink egy olyan alterndlé utat, amelyiknek mindkét

végpontja (X dltal) fedetlen.

Amikor egyértelmi, hogy melyik pérositasrol van sz6, egyszerfien javito ttrol

beszéliink. Javit6 tt mentén megtehetjiik, hogy X éleit a parositasbdl kivessziik,

41
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4.1. &bra. Javités javit6 Gt mentén

az X-en kiviili éleket pedig a parositasba betessziik. Eredményképpen olyan él-
halmazt kapunk, ahol tovadbbra is minden pont foka legfeljebb 1, tehat egy 4j
parositast kapunk, és ennek az eredetinél eggyel tobb éle lesz. Figyelemremélto,
hogy az 4j pdrositds élei lefedik mindazokat a pontokat, melyeket a régi parosi-
tas lefedett. A javité atnak fontos tulajdonsédga, hogy pontjai az egyik végpontbo6l
péros, a masik végpontbdl pedig paratlan hossztisdga X -alterndloé tuttal érhetéek
el. A 4.1. dbra a javitas folyamatat dbrdzolja. Az dbrdn a pdarositds éleit vastag
vonallal, a tobbi élt vékony vonallal jeloljitkk. Baloldalon az 1-es és a 6-os pont
tfedetlen, ezeket egy X-alterndl6 at koti dssze. Az Gt mentén felcseréljiik az X-
beli és az X-en kiviili éleket, igy kapjuk a jobboldalon lathaté Gj parositast. Az
Uj pérositasban eggyel tobb él van, mint a régiben. Az Gj pdarositas élei lefedik
mindazokat a pontokat, melyeket a régi parositas lefedett.

Most megfogalmazunk egy optimalitési kritériumot, ami nem csak paros grafban

érvényes, ezért a 6. fejezetben is haszndalni fogjuk.

4.1. Tétel (Optimalitdsi kritérium). Legyen G = (P, E) eqy irdnyitatlan grif, X C £
pedig eqy pdrositds. X pontosan akkor maximdlis, ha a G grdfban nem létezik X-javito
1it.
Bizonyitds. Ha van X-javito6 ut, akkor ezen az tton az X-beli és az X-en kiviili
éleket felcserélve olyan 1j parositast kapunk, aminek 1-gyel tobb éle van, tehat X
nem volt maximadlis.
Masfteldl tegyiik fel, hogy X nem maximadlis, ezért létezik olyan Y pdrosités,
melynek tobb éle van, tehat

(X <]Y]

Jeloljiik G’-vel az X U Y élhalmaz 4ltal feszitett részgrafot! Ez a részgraf biztosan

nem Osszefliggs, ha X-nek és Y-nak van kozos éle, mert minden ilyen e él G'-
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ben egy két pontbdl és egy éIbol allo Osszefiiggd komponens. G’'-ben minden
pont foka legfeljebb 2, hiszen a fokszdmhoz X és Y egyardnt legfeljebb 1-gyel
tud hozzdjarulni. Ha egy pont foka 2, akkor ebben a pontban 1 db X-beli és
1 db Y-beli €l taldlkozik. Mindezt 0sszevetve a G’ graf mindegyik 0sszefliggd

komponense az aldbbi hdrom tipus valamelyikébe tartozik.

1) szeparalt e él, ahole € X NY
2) paros hossztsdgi X — Y — alterndl6 kor

3) X — Y — alternal6 ut

A szeparalt él X-ben és Y-ban is benne van, ezért egyik végpontjdhoz sem
csatlakozhat sem X-beli, sem Y-beli él. Az X — Y —alternal6 kor és ut élei felvalt-
va vannak X-ben illetve Y-ban. Hangstlyozzuk, hogy egy X — Y —alternal6 kor
az alterndlds ténye miatt akkor is paros hossztisagu, ha egyébként a graf nempa-
10s.

Az els6 két tipusu részgrafban X-nek és Y-nak ugyanannyi éle van. Ezért | X| <
|Y'| csak a harmadik tipusban teljesiilhet, mégpedig gy, hogy egy X —Y —alterndlé
at Osszefiiggd komponens G'-ben, és az it mindkét végén Y-beli él talalhaté. Ek-

kor ennek az titnak minkét végpontja X &ltal fedetlen, tehat az at X-javité. [

Egy fontos kovetkezményt emlitiink, amelyik az optimalitdsi kritériumhoz

hasonléan nemcsak paros grafban érvényes.

4.1. Kovetkezmény. Legyen G = (P, E) egy irdnyitatlan grdf, X C E pedig egy pdro-
sitds. Ekkor létezik G-ben olyan X* maximadlis pdrositds, amelyik lefedi az X dltal fedett
pontokat. Ha i € P nem izoldlt pont (, tehdt létezik beldle kiindulé él) , akkor létezik

G-ben olyan X* maximdlis pdrositds, amelyik az i pontot lefedi.

Bizonyitds. A javit6 Gt mentén torténd javitdsok soran az tj parositas lefedi a régi
altal fedett pontokat, ugyanakkor tobb éle van, mint az el6z6nek. Javité utak
mentén torténd javitdsok sordn elébb-utébb maximalis X* pérositdshoz jutunk
(1d. 4.1. tétel). Az allitds masodik része abbdl kovetkezik, hogy ha i nem izolalt,
akkor 1étezik i-b6l indulé él. Egy ilyen él lehet az X péarositas. O

Tehat eljutottunk oddig, hogy ha valaki (egy pont) bekeriilt egy pérositasba,
akkor maximalis parositdsba is be tud kertilni. Ehhez hasonl6 eredmény kovet-

kezik, eztittal kimondottan péaros grafokra.
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X Y
BOH——B O—®

Y X
O~ @O~
Y X

4.2. dbra. X-Y alterndlo utak

4.2. Tétel (Mendelsohn-Dulmage). Legyen adott eqy G = (A, B; E) irdnyitatlan pd-
ros grdf, valamint X és'Y két pdrositds. Ekkor létezik olyan Z C X UY pdrositds amelyik
lefedi az X dltal fedett A-beliés az'Y dltal fedett B-beli pontokat.

Bizonyitds. A 4.1. tétel bizonyitdsdhoz hasonléan tekintsiik az X UY élhalmaz al-
tal kifeszitett G’ részgraf osszefiiggd komponenseit. Mindegyik komponensben
valasztani fogunk X és Y koziil agy, hogy a kivélasztott parositas élei az adott
komponensben lefedjék az X 4ltal fedett A-beli és az Y &ltal fedett B-beli pon-
tokat. A kivalasztott parositds komponensbeli élei alkotjdk az adott komponens-
ben a Z pérositast. Ugyantgy, mint a 4.1. tétel bizonyitadsaban, megéllapithatjuk,

hogy mindegyik komponens az aldbbi hdrom tipus valamelyikéhez tartozik.

1) szeparalt e él,ahole € X NY
2) paros hosszasagu X — Y — alternél6 kor

3) X — Y — alterndlé ut

Az els6 két tipusndl X élei lefedik valamennyi Y 4ltal fedett pontot, és forditva,
tehdt mindegy, hogy X és Y koziil melyiket valasztjuk. Amikor az 6sszefiiggd
komponens egy X — Y —alterndl6 ut, akkor el6fordulhat, hogy az at mindkét
végen X-beli él all, vagy az it mindkét végén Y éle taldlhat6. Az elsd esetben Z =
X a helyes vélasztas, mert X élei egy ilyen komponensben valamennyi Y altal
fedett pontot lefedik. Hasonldéan a masodik esetben Z = Y a helyes vélasztas.
Mar csak az a két eset maradt hatra, amikor az Osszefliggé komponens egy

X — Y —alterndl6 ut, melynek az egyik végén X-beli, a masik végén Y-beli él
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4.3. dbra. X -alternalod fak

all. A 4.2. dbra bal oldalén lathato esetben Z = X-et kell védlasztani, mert X élei
az adott komponensben lefedik az Y altal fedett B-beli pontokat. Az abra jobb
oldalan lathat6 esetben Y élei fedik le az adott komponensben X altal fedett A-
beli pontokat, tehat Z = Y a helyes vélasztas. O

Megemlitjiik kovetkezd alkalmazast: A a munkavallalok, B a feladatok hal-
maza. A szakszervezet sorba rendezi a munkavallalokat, és a sor elejérdl akar
foglalkoztatni annyit, amennyi csak lehetséges. A cégvezetés a feladatokat rende-
zi sorba, és ennek a sornak az elejérél akar minél tobb feladatot kiosztani. Ekkor
van olyan maximadlis pdrositds, amelyik a szakszervezeteknek és a cégvezetésnek

is megfelel.

4.4. Definicié (X-alterndl6 fa). Legyen G = (P, E) eqy irdnyitatlan grdf, X C E pedig

eqy pdrositds. X-elterndlo fanak neveziink egy fdt, ha

A fdban pontosan eqy X dltal fedetlen pont van, ez a gyokér.

A fa barmely mdsik pontjdbdl a gyokérbe vezetd 1it X —alterndlo.

A 4.3. 4bran 4 db X-alterndl6 fat (és még 3 X-beli élt) lathatunk. A parositas
éleit vastag vonallal, a tobbi élt vékony szaggatott vonallal jel6ljiik. A négy X-
alterndl6 fa, 4 db A-beli fedetlen pontban gyokerezik. Balrdl az els6 pusztin a
gyokérbdl all. A méasodik 11 pontbdl és 10 élbdl 4ll. Ebben a fdban a pérositasnak
5 éle talalhato, és a B-beli pontok szdma is 5.
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4.2. Maximadlis parositas paros grafban algoritmus

Az a cél, hogy taldljunk maximalis szdmu fliggetlen élt és minimaélis szdm lefo-
g6 pontot. Az algoritmus egy tetsz6leges X parositdssal indul. Ha A-ban nincs
X altal fedetlen cstics, a parositds maximalis, és az A halmaz egy minimaélis lefo-
g6 pontrendszer. Egyébként mindegyik A-beli fedetlen csticshoz Osszegyfijtjiik,
és megcimkézziik azokat a csticsokat, ahova X-alterndl6 tuton el lehet jutni. Ha
B-beli fedetlen csticshoz jutunk, akkor van javité at. A-beli fedetlenhez nem ju-
tunk, mert B-b6l A-ba mindig pdrositas-éllel joviink vissza. Ha nem jutunk B-
beli fedetlenhez, és nem lehet mér 4j csticsot megcimkézni, akkor minden A-beli
fedetlen pontb6l, mint gyokérbdl, felépiilt egy X-alterndl6 fa. (A cimkézés sordn
mindig olyan csticsba megytink, amelyik még nem volt megcimkézve). Ezeknek
a fdknak a csticsai vannak megcimkézve, a tobbi cimkézetlen. Ilyenkor mér nincs
X-javité at, tehdt X egy maximadlis pérositds. Az A-beli fakon kiviili csticsok,
valamint a B-beli valamelyik fdhoz tartozé cstcsok minimalis lefogé rendszert
alkotnak.

4.1. Algoritmus (Maximaélis parositds pdros grafban).

Start: G=(A,B;F) a paros graf, X egy tetszdleges parositéas.

Egyik cslcs sincs megcimkézve. Egyik cstcs sem vizsgdlt.

1) vValamennyi A-beli (X &ltal) fedetlen csucs megkapja
a Gy cimkét (gydkér). Ha nincs ilyen csucs, a 3b)

pontra megylink. Egyébként ¢ legyen egy ilyen csucs.

2a)Megvizsgdljuk az i csucsot (i€ A)a kdvetkezdképpen:
Valamennyi (i,j) € X élre, ahol j még cimkézetlen
-Ha j fedetlen, a j csucs az ¢ cimkét kapija,
és 3a) kovetkezik.
-Ha j fedett, a j az ¢ cimkét kapja, és a j-t fedd
X-beli é1 médsik (A-ban 1évd) k végpontija a
"4" cimkét kapja.
Ezutdn az ¢ csucsot ,vizsgdlt”nak nyilvanitjuk.
2b) Keresiink egy i€ A cimkézett, de még vizsgdlatlan csucsot,
és visszatériink a 2a) lépésre.

Ha nincs A-beli cimkézett, de vizsgdlatlan csucs,
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akkor 3b) kovetkezik.

3a) (Javités) Taldltunk egy javitd utat, ami B-ben végzddik.
Ezt a j cslcsbdél a cimkék szerint visszalépve kapjuk meg,
az Ut kezdd csucsédnak cimkéje Gy. Elvégezzik a javitast.
Minden cstcstdl elvessziik a cimkét. Egyik csltcs sem vizsgéalt.
Az 1) lépés kovetkezik.

3b) (Optimum) A cimkézés befejezbd6ddtt, nincs javitd ut,
az aktudlis X pérositds maximalis.
Legyen C C AUB a cimkével ellatott csucsok halmaza.
Ekkor Q =(A—C)U(BNC) egy minimalis lefogd pontrendszer,
STOP

4.3. Tétel. A maximdlis pdrositds algoritmus tetszdleges pdros grdf és induld pdrositis
esetén véges szdmii lépésben véget ér. Az utolsé X pdrositds maximdlis. C-vel jelélve az

algoritmus végén m