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Előszó. 

A tudomány gyors léptekkel haladván előre ? 
nekünk valóban megfeszített  erővel kell törekednünk-
és kétszeres munkásságot kifejtenünk,  midőn azt 
nemcsak haladásában szorgos szemmel kisérjük, ha-
nem még azonfelül  az oly súlyosan érzett hiányokat 
is igyekszünk betölteni. 

A magyar tudományos Akadémia hazafias  buz-
galma azonban biztos reményt nyújt arra, hogy 
rövid idő alatt mind a két feladatnak  elégtétetni fog; 
mert midőn egyrészt évkönyvében és értesítőjében 
a tudomány újabb vívmányaival foglalkozva  meg-
mutatja, hogy nem csak a tudomány színvonalán áll, 
de azt magasabbra emelni is törekszik, — másrészt 
már eddig is a tudomány legtöbb ágaiban birunk 
használható kézi könyveket; és épen a még hiányzók 
egyikének pótlása e munka rendeltetése. 

Bár sikerülne, hogy e czélt elérve munkám a 
haszonvehetőség azon fokát  érje el, melyet számára 
megnyerni erős akaratom, és buzgó igyekezetem volt. 
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A leirati mértan egész terjedelmét a következő 
részek képezik : 

a) a szorosabb értelemben vett leirati mértan, 
vagyis a v e t ü l e t t a n , mely a térmeunyiségeket 
úgy tanítja előállítani a rajztéren, mintha azokat a 
szem végtelen nagy távolból tekintené; 

b) a leirati mértannak alkalmazása az árnyék-
tanra; 

c)a mér tan i t á v l a t t a n , mely a térmeny-
nyiségeket úgy állítja elö, a mint azokat a véges 
távolban levő szem látja; és végre 

d) a leirati mértan alkalmazása a kömetsze -
t e k r e; mely részek mindegyike azonban, a többitől 
függetlentll,  külön-külön egy önálló munkát képez. 

A jelen munka a vetülettan első felét  képezi, 
mely az egyenes vonalakkal, síkokkal, és az általuk 
bezárt testekkel foglalkozik;  ezt fogja  rövid idő múl-
va követni a második fél,  melynek tartalma a görbe 
vonalak, és a görbe felületek;  melylyel egyszersmind 
a vetülettan be is lesz fejezve. 

A mi a vetülettan ezen első felét  illeti, abban 
különös figyelem  fordíttatott  arra, hogy a nehezebb 
és összetettebb feladatokat  a könnyebbek, és egysze-
rűbbek előzzék meg ; úgy szintén, a mennyire lehet-
séges volt, a rajzokban a segédvonalak is kihúzattak, 
hogy azok segítségével a megoldott feladatokat,  — 
a leirati mértanban már kissé gyakorlott, — az ábrák 
egyszeríí megtekintése által is megérthesse a nélkül, 
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hogy a különben elég rövid, ds világos szöveget 
utánolvasni kénytelen volna; kívánván ez által is, 
a naennyire lehet, ezen tudomány tanulmányozását 
kellemessé tenni, mert csak így remény lem, hogy e 
nálunk még oly keveset ismert tudomány valahára 
gyökeret verve, az óhajtott gyümölcsöt is meghozza. 

A leirati mértan ugyanis azonkivül, hogy már 
magába véve egy szorosan vett tudomány, és több 
másoknak nélktilözhetlen elölépcsöje, egyszersmind 
a legjobb eszköz is a tanuló képzelő tehetsége bő-
vebb kiképzésére; mely czél elérésére nem eléggé 
ajánlható épen a vonalak és síkokra vonatkozó fela-
datok, változtatott adatok melletti többszörös ismét-
lése, mi által a tanuló a dolog lényegébe hasonlíthat-
lanul jobban behat, mint az egyszerűi utánrajzolás 
által. 

Igen ajánlható továbbá, hogy a kezdő eleinte 
csak igen lassan haladván előre igyekezzék a pontok 
és egyenesek legegyszerűbb vetületeit képzelődése 
elé idézni úgy, mint azok a természetben állanak, nem 
mint azokat a papiron rajzolva látja maga előtt. Az 
így eleinte netalán hátráltatott előmenetelt bőven pó-
tolja azután a későbbi gyorsabb haladás. 

Igyekeztem minden alapműtételt szorosan indo-
kolni, minden tételt a lehető legegyszerűbben ugyan, 
de szigorúan bebizonyítani, a [nélkül azonban, hogy 
mélyebb mennyiségtani ismereteket tételeznék fel.  A 
mennyiségtan ismeretét egészen mellőzni nem lehet-
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séges, de szükségtelen is, miután azok, kik a leirati 
mértant, mint a géptan és az épitészet eló'tudományát 
tanulmányozzák, már lígy is birnak rendesen annyi 
mennyiségtani ismerettel, a mennyi jelen munkám 
minden nehézség nélktüi megértésére szükséges. 

Ezeket megemlítvén munkámat a közönség ked-
vező részvétébe bátorkodom ajánlani; mert csakis a 
szíves fogadtatásból  reménylek új eröt és kitartást 
meríthetni a kitűzött nagy feladat  bevégzésére, mely-
nél nem csak a tudományt kelle nálunk meghonosí-
tani, hanem annak egész sajátságos nyelvét mintegy 
iiiiá teremteni. 

A SzKKz;;. 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



A VETÜLETTAN. 

I. F É L . 

AZ EGYENES VONALOK, SÍKOK, ÉS AZ ÁLTALOK BEZÁRT 

TESTEK. 
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I. 
Pontok, egyenesek, és síkok. 

1. §• 
A v e t ü l e t i s í k o k . 

A leirati mértan a térmennyiségeket tanítja úgy rajzolni 
egy sík lapra, hogy a nyert képből ne csak azoknak alakja 
lehessen tisztán megismerhető, hanem hogy az előforduló  mé-
reteket is könnyen meg lehessen határozni. 

A térmennyiségek legegyszerűbb előállítási módszere 
két egymásra merőleges síkot tételez fel,  a melyeket vetületi 
síkoknak  szokás nevezni. Irányra nézve ezen síkok egyikét 
képzelhetjük fekmentesnek,  a másikát függőlegesnek,  és a 
szerint lehet megnevezésök is, az előbbi: fekvetületi  sík,  emez 
pedig: függvetilleti  sík;  a mely megnevezések helyett azonban 
gyakran e következő egyszerűbbeket fogjuk  használni: féklap, 
függlap.  —- A két vetületi sík közös metszési vonalát vetületi 
tengelynek,  vagy alapmecszetnek  nevezendjük. 

Rövidség okáért a fekvetületi  sík helyett gyakran : FV8, 
a függvetületi  sík helyett: í " FíS, a vetületi tengely helyett 
pedig, csak FT" fog  előfordulni. 

Az emiitett vetületi síkok a tért négy részre osztják. 
Azon rész, mely a FV8-on  felől,  és a F'  FS-on elől van, elsö 
negyednek,  azon rész, mely a i^F6'-on felől  van ugyan, de a 
F'VS  hátulsó oldalán, második  negyednek-,  a második ne-
gyed alatti rész: harmadik  negyednek,  végre az első negyed 
alatti rész, mely tehát a FV8  alá, és a F'  F>S elébe esik, ne-
gyedik  negyed-ne\L  fog  neveztetni. 

Vési.  Leirati  Mértan.  I.  1 
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Hogy már most a vetületi sikokat a rajzpaplrra előállít-
hassuk, képzeljük magunknak a fekvetületi  síkot mozdulat-
lannak, a fiiggvetületi  síkot pedig az alapmetszet körül addig 
forgatva,  míg az előbbivel egybe nem esik. A rajzlapon most 
már csak egy egyenes vonal lesz látható, mely az alapmet-
szetet ábrázolja; az e vonal feletti  részen képzelendő a F'  FjS-
nak felső,  és egyszersmind a i'^FIS-nak hátulsó része, a VT 
alatt pedig lesz a FFS-nak elöli, és a F'  F/S-nak alsó része. 

2. §. 
A p o n t v e t ü l e t e i . 

1. Legyen M  (1. ábra) egy első negyedbeli pont. Bo-
csássunk belőle egy merőlegest a i^Fáí-ra, akkor azon m pont, 
a melyben ezen merőleges a feklapot  éri, M  pont fekoetülete, 
maga az Mm  merőleges pedig ugyan azon fekvetítö  vo-
nala leend. — Éppen igy lesz azon m'  pont, melyben az M 
ponton keresztül a F 'FS-ra bocsájtott merőleges ez utóbbi 
síkot éri, az M  pont függ  vetülete,  az Mm'  merőleges pedig a 
függvetítö  vonala. 

Ha az Mm,  és Mm'  vetítő vonalakon keresztül egy síkot 
képzelünk fektetve,  mely a vetületi tengelyt ín"-ben metszi át, 
akkor térmértani elvek szerint ezek sík a VT  re merőleges; 
ugy szinte az ezen sík, és a vetületi lapok metszése által eredt 
mvi", és m'm"  vonalak is merőlegesek az alapmetszetre. 

Az Mm,  vagy a vele egyenlő m'm"  fekvetítő  vonal tehát 
nem egyéb, mint az adott M  pont magassága a FVS  felett, 
a függvetítö  mm" pedig az adott M  pont távolát jelenti a 
Í^FS-tól. 

Képzeljük most m á r a /í"F-S-ot a VT  körül addig for-
gatva, mig az a í'FÁÍ-kal egyesül, akkor ezen forgatás  alatt az 
jn"wi, és m"m'  vetítő vonalak folytonosan  merőlegesek marad-
nak a F2-re, és a két sík egyesülése után egy egyenesbe es-
nek össze. 

A 2-ik ábrában azon eset van előállítva, hol a vetületi 
síkok már egyesültek, VT  az alapmetszet, (w, m') pedig a 
térbeni M  pont vetületei; vi"m az emiitett i f  pont távolát je-

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



lenti a m"ni' pedig az Tlf  pont magasságát jelenti az 
in pont felett. 

Könnyű már most a mondottakból azon szabályt követ-
keztetni, hogy bármely pont vetühteinek  ösuzek^üfeíési  vonnia 
merőleges  a vetületi  tengelyre. 

2. Vegyük már most az M  pontot ugy fel,  hogy az a 
íVS-on felöl,  de a F'VS-on  hátul essék, vagyis, legyen M  egy 
második negyedbeli pont, akkor (3-ik ábra) meghúzván il/-böl 
az Mm  és Mm'  merőlegeseket, mig ezek a vetületi lapokat az 
'111,  és m' pontokban át nem döfik,  azután pedig a F'  Káí-ot a 
VT  körül addig forgatván,  mig az a í'Fő'-ra nem esik,.tüstént 
kiviláglik, hogy ez esetben az vi"m'  fekvetitö,  az vi"ni függve-
titöt fedni  fogja,  és igy a 4-ik ábrában, hol a vetlapok már 
egyesültek, az M  pont mindkét vetülete a VT  fölé  esik. 

Ez utóbbi képből már világosan látható, mennyire fon-
tos a betűk jegyzése, hogy a vetületeket mindenkor első pilla-
natra meg lehessen egymástól különböztetni. A bevett szo-
kást követve, jelen munkában is mindenütt a valódi pontot az 
A BC nagy betűivel, a fekvetűleteket  ugyanazon de kis betűk-
kel, a fűggvetűleteket  pedig szintén kis betűkkel ugyan, de 
vesszővel jelölve fogjuk  megnevezni. Ha ugyanazon pont ve-
tülete kívántatnék egy más, segéd vetületi lapra, akkor ezt 
megfelelőleg  görög, vagy német betűvel fogjuk  jelölni, és pe-
dig szinte vesszővel, vagy a nélkül, a mint vagy a függ,  vagy 
a fekvetület  kívántatik. 

3. Ezen elvek kellő alkalmazásával következtetjük, 
hogy (5-ik ábra) (m,  m')  egy III. negyedbeli, (p,;/) pedig egy 
IV. negyedbeli pont vetületei. 

4. Ha a pont magokban a vetületi síkok egyikében van, 
akkor az egyennevű vetülete maga a pont, a másik vetülete 
pedig a VT-he  esik; igy (Q, q')  a fekvetületi  síkban, {r,  R') 
pedig a függvetületi  síkban fekszik. 

5. Végre ha a pont a VT-hen  volna megadva, akkor 
annak mindkét vetülete a valódi ponttal egybeesik. 

§. 3. 

Ha 
Az e g y e n e s v o n a l v e t ü l e t e . 

a térbeni vonalon keresztül egy síkot vezetünk me-
1* 
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rölegesen a FF^S-ra, akkor azon egyenes, melyben ez utóbbi 
sík metszetik, a vonal fekvetületének  mondatik. — Hasonlóan 
ered egy vonal függvetülete,  ha a vonalon keresztül egy sik 
vezettetik merőlegesen a F'  Fő-ra. 

Azon síkok, melyek a vonalon keresztül tétetnek merő-
legesen a vetületi síkokra, vetítő  síkoknak  neveztetnek. 

A vonal fek-,  vagy függ-vetülete  tehát nem egyéb, mint 
a fek-  vagy függvetítő  síkjának metszete a fek-,  vagy függve-
tületi lappal. 

Az egyenes vonal vetülete tehát szinte egyenes vonal 
lévén, annak meghatározására két pont elégséges. Vegyünk 
tehát fel  az adott vonalban két tetszőleges pontot, vetítsük 
azokat és kössük össze a nyert vetületeket, lesz a két pont 
fek  vagy függvetületeinek  összeköttetési vonala megfelelöleg 
a vonal fek-  vagy függvetülete;  igy (6 ábra) (vin, m'a') egy 
térbeni J/iV^ vonal vetületei. 

Hogy a térbeni MN  vonalat világossan képzelhessük, 
gondoljunk magunknak az m és n pontokban a feklapra  me-
rőlegeseket emelve, melyek nagysága illetőleg m"m',  és n"n', 
akkor az m' és összeköttetési vonala lesz a valódi vonal; 
szintúgy fordítva,  ha az m'  és n'  pontokban képzelünk emelve 
m"»n, és n"n hosszaságú merőlegeseket a függlapra,  akkor az 
m, és « végpontok összekötve adják meg a vonal valódi állását. 

Két vetület által az egyenes vonal tökéletesen meg van 
határozva; (kivévén azon esetet, mely a jövő §. 4-ik pontjában 
van tárgyalva,) és ha a vonalban levő valamely R pont egyik 
vetülete r-ben, vagy r'-ben adatnék, annak másik vetületét 
már könnyű az által meghatározni, hogy az adott vetületből 
merőlegest bocsájtunk a F2-re, és ezt addig hosszítjuk, mig 
a vonal adott másik vetületét nem metszi; e metszési pont lesz 
a keresett másik vetület. 

4. §. 
Az e g y e n e s k ü l ö n b ö z ő á l l á s a i a v e t ü l e t i 

s í k o k h o z . 

1. Ha az egyenes párhuzamos a fek-[függ]-vetületi  sík-
kal, 7-ik ábra, (ab,  a'b'),  [{cd,  c'd')],  akkor párhuzamos ezzel a 
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függ-[fek]-vetitö  sik is, ez utóbbinak metszete tehát a F'V8-a\ 
[7^F)S-al], mi nem egyéb, mint az adott vonal függ-[fek]-vetü-
lete, párhuzamos a vetületi tengelyijei; holott a fek  [függ] 
vetület az adott vonal irányával azonos. 

2. Ha az egyenes magában a fek  [függ]  vetületi síkban 
fekszik,  8-ik ábra, {ab,  a'b'),  [{cd,  c'd')], akkor a függ  [fek]  ve-
títő síkja összeesik a ií'F/S-val, {F'  FiS-al], az ily egyenes függ 
[fek]  vetülete tehát beleesik a vetületi tengelybe. 

3. Ha az adott egyenes merőleges a FVS-va.  [F'  Fáí-ra], 
9-ik ábra, {ab,  a'b'),  [{cd,  c'd')],  akkor a fek  [függ]  vetülete 
egy pontban egyesül, függ  [fek]  vetülete pedig merőleges a 
Fr-re. 

4 Ha az adott egyenes merőleges a FT-re, (akár njetszi 
azt, akár nem,) akkor a közös vetítő sík metszete a vetületi 
síkokkal, tehát az egyenes mind két vetülete, szintén merőle-
ges a FT-re, 10-ik ábra, (ab,  a'b').  Az ily egyenes a két vetü-
lete által meghatározva nincsen, mert a vonal állását a közös 
vetítő sikban_tetszőlegesen változtathatja a nélkül, hogy vetü-
letei változnának. Hogy ezen vonal állása meg legyen hatá-
rozva, kell benne adva lenni két pontnak; legyenek ezek ve-
tületei: {a,  a')  és (6, h').  Ha már most egy tetszőlegesen felvett 
{g)  fekvetülethez,  a hozzá tartozó függvetület  kerestetnék, kép-
zeljük a vetítő síkot az {ab)  fekvetület  körül a FVS-ha,  lefor-
dítva. Ezen fordulatnál  az 4 és B pontok oly negyed körive-
ket Írnak le, melyek síkjai a F'  FS-kal párhuzamosak, me-
lyeknek függvetületei  tehát a valódi körívekkel azonosak; és 
a'a"  és h'b"  által vannak képviselve; fekvetületeik  pedig a 
FT-lyel párhuzamos egyenes vonalak, úgymint aA, és bBj a 
lefordított  egyenes állása tehát AB, miért is a felvett  {g)  fek-
vetületnek megfelelő  valódi pont: G. Ha már most a vonalat 
ismét előbbi állásába visszafordítva  gondoljuk, akkor a G 
pontnak megfelelő  körív, a {g)  pontnak megfelelő  {g')  függ-
vetületét fogja  meghatározni. 

Természetes, hogy a vetítő síkot, ugyanezen elvek sze-
rint a F'  F/S-ba szintén be lehet az {a'b')  függvetület  körül for-
dítani ; az eljárás az előbbivel azonos, csak forditott  értelem-
ben, ugy hogy most a negyed körök a fekvetületben  látszat-
nak valódi nagyságokban, holott azok függvetületei  a FT-lyel 
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párhuzamos egyenes vonaloK; a munkálat kivitelét azonban a 
szorgalmas kezdőre hagyjuk. 

5. §. 
Az e g y e n e s á t m e n e t e a v e t ü l e t i s í k o k o n , 

V a g y i s a n y o m. 

1. fia  egy adott H/N vonal, 6-ik ábra, mind addig hosz-
szabbitatik, mig a /' F.S-ot [i*'" F;S-ot] nem éri, akkor az így nyert 
átdöfési  pont fek-[függ]-ny()mnak  neveztetik. Ezen nyom meg-
határozása okáért hosszabbitsuk meg a vonal függ  [fek]  vetü-
letét, míg az a VT-t  p'-ben [(/-ban] nem éri, emeljünk //-ben, 
[g ban] merőlegest a FT^-re, ennek P [Q'] metszése a vonal 
fek  [függ]  vetületével lesz a keresett fek  [függ]  nyom. 

(P, p')  {(q,  Q')] ugyanis az adott vonal pontja, de egy-
szersmind pontja a i'̂ F/SÍ-nak F»S-nak] is, mert függ-[fek]-
vetülete a FT-be esik, s azért nem egyéb, mint a vonal és a 
FV8  {F'  F(S) átdöfési  pontja, vagy is a nyom. 

Ugyanezen elv szerint határoztattak meg a, 11-ik és 12-
dik ábrában a (P, p' és (7, Q') vonalak nyomai, csak hogy a 
11-ik ábrában a vonal feknyoma  a F'VS-on  túl, a 12-ik ábrá-
ban pedig a függnyom  a FV8  alá esik. 

2. Hogy az előbbi czikk 4-ik pontjában emiitett vonal 
nyomait feltaláljuk,  10-ik ábra, fordítsuk  azt ismét fekvetülete 
körül a PF6'-ba, hosszabbitsuk meg azután mind addig, mig a 
fekvetületet  P-ben, a VT-t  pedig 5"-ben nem metszi; a vissza-
fordításkor  P pont mozdulatlan marad, mert magában a for-
gási tengelyben fekszik,  q" pedig a F'  FS-ban mozogván a Q' 
pontot határozza meg; lesz P a keresett feknyom,  Q' pedig a 
függnyom. 

3. Az egyik vetületi síkkal párhuzamos vonalnak csak 
egy nyoma lehet; ha pedig a vonal párhuzamos a FT'-lyel, 
akkor egy nyoma sincsen. 

G. § . 

A v o n a l v a l ó d i h o s s z a és h a j l á s i s z ö g e . 

A határozott nagyságú egyenes vonal vetülete bármely 
síkra két szorzó által fejeztetik  ki, melynek egyike a vonal 
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valódi hossza, a másik pedig a vonal hajlási szögének pót-
keble, vagy is áll : 

p=P.cosa 
hol P a vonal valódi hosszát, p annak vetületét azon sikon 
jelenti, melyhez a szög alatt hajhk. Ezen egyenletből kitetszik, 
hogy a vetület a valódi hossznál annál kisebb, mentől nagyobb 
az n hajlási szög, és hogy a vetület a valódi hoszszal csak ak-
kor egyenlő, ha a hajlási szög a—o, vagy is, ha a vonal a ve-
tületi síkhoz párhuzamos. 

Ezen elmélkedés folytán  könnyű lesz azon feladat  meg-
oldása, mely szerint egy határozott nagyságú vonal két vetü-
letéből a valódi hossznak meghatározása kívántatik. Mert 
képzeljük az adott vonal egyik végpontját mozdulatlannak, a 
vonalat magát pedig, állandó fekhajlás  mellett, mind addig 
forgatva,  mig az a F'  F(S-al nem párhuzamos, akkor ezen ál-
lásban a vonal függvetülete  a valódi hosszal egyenlő fog  lenni. 

Legyenek például a 13-ik ábrában (ab,  a'h')  egy adott 
AB vonal vetületei, s vegyük benne a (h,  b')  végpontot állan-
dónak, akkor a másik («, a')  végpontja egy vizirányos (ac, 
a'c')  körivet irand le ; a vonal azon állásának vetületei tehát, 
melyben a F'Fá'-al párhuzamos, lesznek: (ic, b'c'),  melyben 
tehát a b'c'  függvetület  egyszersmind az adott vonal valódi 
hosszával egyenlő. 

Ezen eljárást figyelembe  vévén, könnyen következik e 
következő szabály: A vonal valódi hossza egyenlő azon de-
rékszögű háromszög átlójával, melynek egyik befogója  a 
fekvetület,  a másik befogója  pedig azon különbség, mely ered, 
ha a vonal végpontjai magasságát a FVS  felett  egymásból 
levonjuk. 

7.§. 

Az említett eljárás által a vonal valódi hosszán kivül 
egyúttal a vonal fekhajlási  szöge is feltaláltatott;  ugyanis, ha 
a vonal a F'VS-\ioz  párhuzamos, akkor párhuzamos az e sik-
rai vetületével is; de párhuzamos vonalak hajlásai ugyanazon 
síkhoz egyenlők, miért is a 13-ik ábrában b'c'd'  nem egyéb, 
mint az AB vonal fekhajlási  szöge. 
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A helyett, hogy az adott vonalat addig forgattuk,  mig 
az a F'  FS-kal nem lett párhuzamos, ugyanazt oly állásba is 
lehetett volna hozni, hol a í'F/S-kal párhuzamos, {ad,  ad'),  nii 
által aá-ben szintén a vonal valódi hosszára, az adh  szögben 
pedig az AB vonal függhajlási  szögére jutunk. 

A 6-ik czikkben említett szabályt tehát még igy is ki 
lehet fejezni:  A vonal valódi hossza egyenlő azon derékszögű 
háromszög átlójával, melynek egyik befogója  a függvetület, 
másik befogója  pedig azon különbség, mely ered, ha a vég-
pontok távola a i^'FíS-tól egymásból levonatik. 

9.§. 
A v e t ü l e t i s í k o k á t v á l t o z t a t á s a . 

Gyakran történik, hogy a feladatok  könnyítése miatt a 
vetületi síkoknak új állás adatik. 

1. Ha a fekvetületi  sík marad, de a F'  P'̂ S helyét változ-
tatja, maradván mindazonáltal merőleges a FVS-v&.  — Legye-
nek a 14-ik ábrában (a, a') az A pont vetületei, és vitessék át 
a F ' F/S azon állásba, amelynél a vetületi tengely: VT', akkor 
az A pont fekvetülete  marad a-ban, függvetületének  pedig 
azon merőlegesben kell feküdnie,  melyet a fekvetületből,  jelen 
esetben a-ból, huzunk a F'2"-re. 

Minthogy azonban a F'  FS változtával az A pont a"a' 
magassága nem változott, csak ezt a magasságot kell «"-től 
a'-ig az uj rendszerben felrakni;  lesznek (a, «') az A pontnak 
új vetületei. 

2. Ha a F'VS  marad, és a i?'FS hozatik oly állásba, 
melynél, 15-ik ábra, az alapmetszet F'J"-be jut, akkor az 
előbbi eljárás csak megfordítatik,  minek kivitele után az A 
pont új vetületei lesznek: (a, a'). 

3. Ha mind a két vetületi síknak új állást kellene adni, 
akkor a két változás egymásután vitetik véghez, az előbb em-
lített elvek szerint. Magában érthető, hogy az átváltoztatás 
eredménye mindig ugyanaz marad, bármely rendben vitetik 
is az végbe. 
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4. Már könnyű lesz az átváltoztatási elvet vonalakra is 
alkalmazni, tudván azt, hogy a vonal két benne fekvő  pont 
által tökéletesen meg van határozva. Válasszunk ugyanis az 
adott vonalban két tetszőleges pontot, keressük meg azoknak 
új vetületeit, meljeket összekötvén már a kivánt új vetülete-
ket fogjuk  megnyerni. 

10. §. 
Ha a most kifejtett  elvek szerint volna például a vonal 

valódi hossza az adott vetületeiből keresendő, 13-ik ábra, ak-
kor legegyszerűbben az új V'T'-t  a vonal adott fekvetületébe 
lehetne helyezni, mi által az új függvetület  volna AB; — de 
ezen függvetület  a vetületi síkban magában lévén, egyszers-
mind a vonal valódi nagyságát, úgy szinte a i^FS-hozi haj. 
lást is megadja. 

A kezdő igen czélszerüen fogja  ezen az uton felkeresni 
a vonal hajlását a F'  VS-\\oz  is. 

11. §. 
F e l a d a t o k . 

1. Adva van egy vonal fekvetülete,  függvetületének  egy 
pontja, és a vonal valódi hossza, kerestetik a függvetület. 

2. Egy vonal, melynek vetületei advák, osztassék két 
oly részre, melyek egymáshoz úgy viszonylanak, mint két 
adott vonal; kerestetnek az osztó pont vetületei. 

3. Adva van egy vonal fek  [függ]  vetülete, függ  [fek] 
vetületének egy pontja, és a fek  [függ]  hajlás, kerestetik a 
füf  g [fek]  vetület. 

4. Adva van egy vonal fek  [függ]  vetülete, függ  [fek] 
vetületének egy pontja, és a függ  [fek]  hajlási szög, kereste-
tik a másik vetület. 

5. Egy vonalból, melynek vetületei advák, egy adott 
nagyságú részt levágni. 

12. §. 
6. Egy ponton keresztül vitessék egy vonal, melynél a 

fek,  és függ  hajlási szögek advák. 
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1-sö FeJohláf.  Legyen (í/̂  a'),  16-ik ábra, az adott pont, 
a a fek,  fi  a függ  hajlási szög. — Képzeljük a keresett vona-
lat, állandó fek  hajlás mellett az A pont körül mindaddig for-
gatva, mig az a F'  F.S-kal nem párhuzamos, akkor ez állásá-
ban a függ  vetülete a VT-c\  az adott « szöget fogja  képezni? 
melyet tehát a'-nél szerkeszthetünk. Ha már most a vonal va-
lódi állásába visszaforditatik,  akkor egy benne tetszőlegesen 
felvett  {d,  D')  pont egy fekmentes  körivet ir le, melynek fek-
vetületo dg,  függvetülete  pedig a VT-Q\  pm-házamos D'Y'. 

Ha továbbá szintúgy képzeljük a vonalat állandó függ-
hajlás mellett A pont körül addig forgatva,  mig az a FFíí-kal 
nem párhuzamos, akkor a-nál lesz a § függhajlási  szög valódi 
nagyságában szerkesztendő. A visszafordulásnál  az előbb vá-
lasztott D pont, (hol tehát a'D'  — aD) szinte körivet ir le? 
mely most a F'  F/S-kal párhuzamos, s melynek vetületei tehát: 
{Dh,  D'h'). 

Minthogy azonban a D pont vetületeinek nemcsak a 
(dg,  D'g')  vonalban, hanem egyszersmind a {Dh,  d7i')-bcn is 
kell feküdiiiök,  ezek csak az emiitett vonalak {d,  ő')  metszésé-
ben lehetnek ; ezen pontok tehát, a forgás  alatt mozdulatlanul 
maradt (a,  a')  ponttal összekötve adják meg a vonal keresett 
(ad,  a'ő')  vetületeit. 

Próbául szolgál, hogy a ö, és d' pontok összeköttetési 
vonalának a F7-re merőlegesnek kell lenni. 

2-ik Feloldás.  Legyen ismét, 17-ik ábra, {a,  «') az adott 
pont, s képzeljük a szerkesztendő vonalat az a'a"  körül, ál-
landó fekhajlás  mellett addig forgatva,  mig az a F'  Fá-kal nem 
párhuzamos, mely állásában, az adott a szög alatt, szerkeszt-
hető ; vetületei ugyanis (ad,  a'D');  — visszaforduláskor  a tet-
szőlegesen választott (d,  D')  egy fekmentes  körivet fog  leirni. 
— Szerkesszük azután a vonalat azon állásában, hol a FVS-
párhuzamos, állandó 'függhajlás  mellett, legegyszerűbben D 
pont magassagában, fekvetülete  lesz kl, függvetülete  pedig a 
D'g'  egyenesbe esik; kl  vonalra felrakván  a'D'  valódi hosszat 
l-ig,  l pontnak a g körívbe kell esni, minek elérésére csak Z-en 
keresztül a FT-hez párhuzamos vonandó, mig ez a g körivet 
i)-ben nem metszi, lesz Dm a vonal valódi hossza, a kellő ál-
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lásábaii. D pont d'  vetületét összekötve á'-el, szinte D-i a-val, 
megadják a vonal keresett vetületeit. 

Próbául szolgál, hogy d'm'=d'a'.  (Lásd a 6. 7. és 8. §§. 
13. ábra.) 

Jegyzés.  1. Jelen feladatnak  négy oldása lehetséges, me-
lyeket az által fogjuk  megnyerni, ha a (g,  g')  körivet addig 
hosszabbítjuk, mig a hD, vagy illetőleg ID  egyenestől másod 
Ízben is metszetik; mi által a feladat  második oldása nyeretik > 
a még hátra levő két oldást pedig ugy hozzuk létre, ha az 
adott ^ szöget a VT  felé  eső oldalra szerkesztjük. 

Jegyzés.  2. A feladat  oldása lehetlenné válik, ha az adott 
hajlási szögek összege 90 fokot  túlhalad. iJ'^t' vonalnak ugyanis 
a 16-ik ábrában a d'h' körivet metszeni kell, mi a már felvett 
a szög nagyságánál csak akkor lehetséges, ha a'd' > a'g'; de 
ha a szög nagyobbitatik, a'd' kisebbedik, és ha ^=90—«, ak-
kor a'g'D'  és arD háromszögek azonosokká válnak, és ered 
a'd'=a'g',  és igy lyg ' 'egyenes a körivét már csak érinteni 
fogja;  és a keresett vonal vetületei merőlegesek lesznek a 
a FT-re. Ha pedig /? szög még mindig nagyobbodik, akkor 
a'd'  <[  a'g',  a vonal és kör többé egymást nem metszik, és 
igy a feloldás  lehetetlen. Hasonló vizsgálatok ugyanezen ered-
ményre vezetnek a 2-ik feloldásnál  is. (17. ábra.) 

13. §. 
P á r h u z a m o s v o n a l a k . 

Ha két egyenes párhuzamos, akkor párhuzamosak a 
rajta keresztül vezetett vetítő síkok is, ugy szinte ezeknek 
metszetei a vetületi síkokkal; de ezen metszetek nem egyebek, 
mint a vonalak vetületei, miért is: Párhuzamos vonalak vetü-
letei szinte párhuzamosak. 

Fordítva, ha két vonalnak mind a két vetülete párhuza-
mos, akkor a vonalak magok is párhuzamosak. Mely általános 
szabálytól azonban kivételt képez azon egy eset, ha az adott 
párhuzamos vetületek merőlegesen állanak a VT-vo;  a mely 
esetben a vetítő síkok lefordítása  által fogjuk  csak megítél-
hetni, váljon az adott vonalak párhuzamosak-e, vagy nem. 
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E g y m á s t m e t s z ő v o n a l a k . 

Ha két térbeni vonal egymást átmetszi, akkor azok ve-
tületei is átmetszik egymást mind a két vetületi síkban ; és a 
metsző pontok összeköttetési vonala merőleges lesz a VT-vq^ 
mert a metszési pont a két vonal közös pontja lévén, e pont 
vetületei is közösek lesznek mind a két vetületi síkban. 

Ha a vetületek egymást átmetszik ugyan, de a metszési 
pontok összeköttetési vonala nem merőleges a FT-re, akkor a 
térben a két vonal egymást nem metszi át. 

15 §. 
A s í k o k e l m é l e t e , é s e l ő á l l í t á s i m ó d j a . 

A határnélküli síkok előállításánál csak azok metszete 
fordul  elő a vetületi síkokkal, mely metszetek megfelelőleg: 
fekszeldének,  vagy függszeldének  neveztetnek. 

Mind a két szelde ugyanazon pontban metszi át a vetü-
leti tengelyt, mert ha a 18-ik ábrában VT  az alapmetszett, 
F'S  pedig valamely síknak függszeldéje,  akkor az iS pont, 
mint az adott síknak és a i^Fáí-nak közös pontja egyszers-
mind a felszeldének  is egy pontja, mi csak ugy lehetséges, ha 
az FS  fekszelde  szinte az S ponton megy keresztül. 

Feltévén, hogy a két szelde a F7'-nek nem ugyanazon 
egy pontjában egyesülni, akkor ebből az következnék, hogy a 
VT  az adott síkot két különböző pontban döfné  keresztül, a 
mi lehetetlen. 

A síkot ugy lehet képzelni, mintha az egy egyenes (az 
alkotó) mozgása által létesült volna, mely magamagával pár-
huzamosan egy másik mozdulatlan egyenesen (az irányvona-
lon) maga után nyomot hagyva, halad. — Ha például a fek-
szelde irányvonalnak, a függszelde  pedig alkotónak tekin-
tetik, akkor képesek vagyunk az alkotót minden egyes hely-
zetében előállítani; mert az F'S  alkotó függvetülete  maga az 
i^^/Svonal, fekvetülete  pedig a FT-be esik; minthogy azonban 
az alkotó minden helyzetében az eredeti állásával párhuza-
mos, a párhuzamos vonalak vetületei pedig szintén párhuza-
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mosak, azért az alkotónak függvetülete  párhuzamos leend a 
füiggszeldével,  fekvetülete  pedig az alapmetszettel. így például 
(Ah,  a'h')  egy alkotónak vetületei, vagyis egy oly vonalnak, 
mely az adott síkban fekszik,  és a jP'FíSí-kal párhuzamos. 

Fordítva, lehet az FS  az irányvonal is, és FS  az alkotó, 
akkor az alkotó bármely lielyzetbeni függvetülete  lesz párhu-
zamos a FT-lyel, fekvetülete  pedig párhuzamos a fekszeldé-
vel; (cd,  Cd')  egy ily alkotó vetületei, vagy is egy oly vonalé, 
mely az adott síkban fekszik,  és egyszersmind a féklappal  pár-
huzamos. 

16. §. 
A s í k k ü l ö n b ö z ő h e l y z e t e . 

Ha a sík merőleges a F'  F/S-ra, akkor annak fekszeldéje 
merőleges az alapmetszetre, (19-ik ábra, a), mert ha két sík, 
(FSF,  és FVS),  egy harmadikra merőleges, akkor 
azok metszövonala is merőleges ezen síkra, de ha egy vonal 
merőleges a F'  FS-ra, akkor annak fekvetülete  merőleges a 
VT-re. 

Ha a sík merőleges a í'FS-ra, akkor annak függszeldéje 
merőleges a FT-re. (19-ik ábra, b). 

Ha a sík merőleges a FT^-re, akkor annak mind a két 
szeldéje merőleges a VT-re  (19-ik ábra, c). 

Ha a sík párhuzamos a ií'Fő'-kal [i*" F/S-kal], akkor a 
FS  [í'íS] párhuzamos az alapmetszettel, ií»S-je [i^'/S-je] pedig 
nincs. (20-ik ábra, f  és h). 

Ha a sík párhuzamos a FT-lyel, akkor párhuzamos ez-
zel annak mind a két szeldéje. (19-ik ábra, d.) 

Ha a sík az alapmetszeten megy keresztül, akkor a két 
szelde az alapmetszeten egyesül. (20-ik ábra, k.) 

Az a), b), és d) alatti síkok egyszerűm  rézsút  síkoknak 
is szoktak neveztetni, az e), g), és i) alattiak pedig kétszeresen 
rézsutaknak,  és pedig a g) sik, melynél a szeldék ugyanazon 
egy oldal felé  hajlanak, támasztott  síknak,  az e) és i) síkok 
pedig, melyeknél a szeldék jobbra és balra térnek el egymás-
tól, feszített  síkoknak  szoktak mondatni. 
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F e l a d a t o k . 

1. Van adva egy sik, és egy benne fekvő  pontnak fek-
vetülete, kerestetik ezen pontnak függvetülete. 

Legyen a 21-ik ábrában FSF'  az adott sík, és (a) a benne 
fekvő  A pontnak fekvetülete.  Képzeljünk az A ponton keresz-
tül vezetve egy oly alkotót, mely a i^ó'-vel párhuzamos, lesz-
nek ennek vetületei a 15-ik czikk szerént {ac,  a'C');  az A 
pontnak tehát, mint ezen alkotó egy pontjának, függvetülete, 
az a'C  vonalban, de egyszersmind az (a)-ból a FT-re bocsáj-
tott merőlegesben is fog  feküdni,  miért is a keresett vetület e 
vonalak közös (a') metszésében fog  lenni. 

Magától érthető, hogy az î .S'-hez párhuzamos alkotó he-
lyett amazt is lehetett volna venni, mely az F'S-e\  párhuzamos. 

De lehet az A ponton keresztül, az alkotók helyett bár-
mely más, a sikban fekvő  vonalat választani; ennek fekvetü-
lete lehet egy tetszőleges Mn  vonal, mely az (a)  ponton ke-
resztül vezettetett; függvetületét  pedig könnyen szerkesztjük, 
ha meggondoljuk, hogy M  pont függvetületének  a VT-he,  az 
(n) ponténak pedig a F'S-he  kell esnie. 

2. Megvizsgálandó, váljon egy vetületei által adott pont, 
egy szintén adott sikban fekszik-e  vagy nem ? 

3. Megvizsgálandó, váljon egy vetületei által adott vonal 
egy szintén adott sikban fekszik-e  vagy nem ? 

4. Megvizsgálandó, váljon egy vetületei által adott vonal 
egy szintén adott síkkal párhuzamos-e, vagy nem. 

5. Egy adott síkhoz, egy adott ponton keresztül egy pár-
huzamos egyenes vonalat húzni. 

18. §. 
A s í k h e l y z e t é n e k m e g h a t á r o z á s a . 

A sík két egymást metsző egyenes'által tökéletesen meg 
van határozva, tehát szeldéi is előállíthatók. Ha a 22-ik ábrá-
ban (ah,  a'b')  és {cd,  c'd')  a két adott vonal, melyek egymást 
0 pontban átmetszik, akkor az ezen vonalak (a) és (á) feknyo-
main keresztül vezetett SF  vonal lesz a keresett sík fekszel-
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déje, a (c') és (&') függnyomokon  keresztül vont SF'  vonal pe-
dig ugyanannak függszcldéje;  (a) és (d)  pontok ugyanis mint 
az adott vonalak pontjai egyszersmind a keresett sik pontjai 
is; s minthogy az emiitett pontok a hozzátartozó vonalak fek-
nyomai, azért azok szinte a fekvetületi  sik pontjai is; de a ke-
resett sik, és a fekvetületi  sik közös pontjai a fekszeldét  képe-
zik, azért az (a) és (á) ponton keresztül vont SF  vonal való-
ban a keresett fekszelde  lognd. — Ugyanez áll SF'  függszel-
déröl is. — Minthogy azonban a két szeldének egymást a 
F2-ben kell metszeniök, a függszelde  meghatározására ele-
gendő, ha az adott vonalak közül csak egyikének kerestetik 
meg a függnyoma. 

Gyakran megtörténik, hogy az adott vonalak egyikének 
nyoma a rajztéren túl esik, mint például a 23-ik ábrában, hol 
(ab,  a'h')  és {cd,  c'd')  az adott egyenesek, melyeknél az (ah, 
a'b')  (a)  nyoma ugyan feltalálható,  de a (cd,  c'd')  nyoma igen 
messzire esnék, és a hegyes metszés miatt ugy is bizontalan.— 
Ilyenkor még egy {gh,  g'Ji')  segédvonal huzatik, mely szinte a 
keresett síkban fekszik;  lesz ismét az (a) és (k) feknyomokon 
keresztül vezetett F8  vonal a fekszelde,  SF'  pedig a függ-
szelde. A (gh,  g'h')  vonal meghatározására pedig csak arra 
kell megemlékeznünk, hogy ennek, mind a két adott vonalat, 
mint ugyanazon síkban levőket, metszeni kell; miért is a (gh) 
fekvetületet  felvehetjük  ugyan tetszőlegesen, de a függvetüle-
tét a (g,  g')  és (li,  h')  metszés pontok vetitése által kell meg-
határoznunk. 

Ha mind a két feknyoin  ki esnék a rajztérről, akkor csak 
az előbb emiitett mód szerint két segédvonalat kellene fel-
venni. 

Ha azonban már az egyik szelde meg volna határozva 
és csak a másik vetületben hiányzanak a nyomok, akkor 
legegyszerűbben a sik egy tetszőleges pontján keresztül egy 
alkotó vonatik, ennek nyoma azután a keresett szeldének egy 
pontja leend. 

Ha két egymást metsző vonal helyett, két párhuzamos 
volna adva, akkor a rajtok keresztül képzelt sík szeldéi meg-
határozására nézve, szinte az előbbi eljárás követendő. 

A sik állása meg van akkor is határozva, ha csak egy 
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egyenes adatik, és kivüle még egy pont. Ez esetben összeköt-
tetik az adott pont a vonal egy tetszőleges pontjával, és az igy 
nyert két egymást metsző vonalon keresztül vezettetik a sík. 
— Ha az adott pont magában az adott vonalban feküdnék,  a 
feladat  határozatlan. 

Adathatik még a sík meghatározására három nem egy 
vonalba esö pont is; de ezen eset ismét a két egymást metsző 
vonalra vezettethetik vissza az által, hogy az adott pontok 
egyikét a másik kettővel összekötjük. 

19. §. 
Feladat.  Egy adott A vonalon keresztül vezettessék egy 

oly sík, mely egy más adott B vonallal párhuzamos. 
Feloldás.  Az A vonal tetszőleges (c, c') pontján (24-ik 

ábra) huzatik egy 5-vel párhuzamos vonal, és az igy nyert 
két egymást metsző vonalon keresztül vezettetik a FSF'  sík, 
mely sík az A vonalat magába foglalván,  egyszersmind 5-hez 
párhuzamos leend, minthogy a benne fekvő  C vonal 5-hez 
párhuzamos. 

20. §. 
S í k r a m e r ő l e g e s v o n a l . 

Ha egy vonal merőleges egy adott síkra, akkor vetületei 
merőlegesek az illető szeldékre. — Legyen a 25-ik ábrában 
FSF'  az adott sík, és {ab,  a'b')  egy vonal, mely a síkra merő-
legesnek tételeztetik fel;  akkor az {ab,  a'b')  vonal fekvetitő 
síkja {bad)  merőleges először a FVS-va,,  mint fekvetitő  sík, de 
merőleges másodszor az adott FSF'  síkra is, mert az {ab,  a'b') 
vonal, melyen keresztül megy, szinte merőleges az FSF'  síkra ; 
de ha egy sík merőlegesen áll két más síkra, akkor az merő-
legesen áll ez utóbbiak közös metszésére is; igy hát az {ab, 
a'b')  vonal fekvetitő  síkja merőleges az FS  szeldére. — De ha 
FS  merőleges a {had)  síkra, akkor merőleges az mindazon 
vonalakra, melyek ugyanazon síkban az FS  átdöfési  {Q)  pont-
ján keresztül vezettethetnek, s igy FS  merőleges {ab)-ve  is. 
Ugyanezen elv szerint SF'  is merőlegesen áll az {a'b')  vo-
nalra. 
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Feladat.  Egy adott ponton keresztül vezettessék egy sik 
merőlegesen egy szintén adott vonalra. 

Feloldás.  A 26-ik ábrában {a,  a')  az adott pont, {b,  b') 
az adott egyenes. Fektessünk az {a,  a')  ponton keresztül egy 
oly fekmentes  vonalat, mely a keresett síkban fekszik;  e?;en 
vonal függnyomán  keresztül azután csak merőlegest kell vonni 
a vonal függvetületére,  hogy az illető szeldét megkapjuk. — 
Az emiitett vonalat pedig könnyű azon megjegyzés folytán 
szerkeszteni, hogy fekvetülete  párhuzamos a keresett fekszel-
déhez, és azért merőleges az adott (h^  b')  vonalra; függvetülete 
pedig párhuzamos a FT-lyel. 

Az (a) ponton keresztül vonatik tehát először (ac) me-
rőlegesen (b)-re,  (a')  ponton keresztül pedig (a'  c')  párhuza-
mosan a FT'-lyel, a nyert (c')nyomon keresztül vonatik .SF' 
merőlegesen, ponton keresztül pedig SF  mérőlegesen 
(b)-re;  lesznek FS,  és F'S  a keresett sík szeldéi. — Ha az S 
pont igen távolra esnék, akkor az (a, a')  ponton keresztül 
még egy vonal vezettetik, mely szinte a keresett síkban fek-
szik, és a mely a F"  FiS-kal párhuzamos. 

Az eljárás azonos marad az előbbivel még akkor is, ha 
az adott pont magában az adott vonalban feküdnék. 

22. §. 
P á r h u z a m o s s í k o k. 

Párhuzamos síkok szeldéi szinte párhuzamosok. Mert ha 
az adott két párhuzamos sík a i'^FS-kal metszetik, akkor a 
metszési vonalak szinte párhuzamosak; de ezen metszési vo-
nalak képezik épen a síkok fekszeldéjit,  azért ezen fekszeldék 
szinte párhuzamosak. Ugyanez áll a függszeldékről  is. 

23. §. 

E g y m á s r a m e r ő l e g e s s í k o k . 

Egy sík akkor merőleges egy másik adott síkra, ha az 
egy vonalon megy keresztül, mely az adott síkra merőleges. 
Természetes, hogy ez által a sík állása még tökéletesen meg-

Vész.  Leirali  mértan.  I.  2 
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határozva nincsen. — így ha a 24-ik ábrában FSF'  az adott 
sík, a melyre egy merőleges sík szerkesztendő, akkor először 
huzatik egy merőleges vonal (Ab,  a'B')  a sikra, és meghatá-
roztatnak ennek A, és B'  nyomai, a melyek a tengelynek egy 
tetszőleges C pontjával összekötve, fogják  a kivánt merőleges 
síkot {ACB')  meghatározni. 

24. §. 
K é t s í k á t m e t s z é s e . 

Két sík metszési vonala mindég egyenes ; ennek pedig 
meghatározására elegendő, ha két pontjának helyzete ismeretes. 

A szeldék átmetszési pontjai egyszersmi nd az adott sí-
kok közös pontjai; miért is a keresett metszővonal meghatá-
rozására csak ezen pontok vetületeit leend szükség össze-
kötni. 

így ha a 28-dik ábrában FSF'  és F^S^F^'  a két adott 
sík, akkor a fekszeldék  egymást J-ban metszvén, lesznek (A, 
a')  ezen metszési pont vetületei, épen igy (l>,  B')  a függszeldék 
metszési pontjának vetületei; ha tehát e két pont fekvetületeit^ 
ugy szinte függvetületeit  összekötjük, lesznek {Ah,  a'B')  a 
keresett átmetszési vonal vetületei. 

25. §. 
Ha az adott síkok egyike párhuzamos a ií'FAS-kal, akkor 

a metszési vonal meghatározására csak egy pont szolgálhat, 
ugyanis a tüggszeldék átmetszése {b,  B')  a 29-ik ábrában; 
minthogy az F^'Si síknak fekszeldéje  nincsen. De ez esetben 
a keresett metszési vonal a ií'FíS-kal párhuzamos, minthogy 
az egy oly síkban fekszik,  mely maga párhuzamos a i?'F5'-kal, 
s minthogy azonfelöl  a metszési vonalnak az FSF'  síkban is 
kell feküdnie,  azért az ezen síknak (6, B')  pontján keresztül 
vezetett alkotója leend, melynek tehát fekvetülete  {be)  párhu-
zamos az FS  szeldével, függvetülete  (^'c ') pedig beleesik az 
adott szeldébe. 

26. §. 
Ha az adott szeldék az egyik vetületi síkban egymást a 

rajztéren kivül metszenék, mint a 30-ik ábrában az F'S,  és 
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l'\'Sy  szeldék, akkor egy új segédsikot veszünk fel  (F„  S„), 
mely a i^F/S kal párliuzauios. Megkei-essük ezen segédsík 
metszését mind a két adott síkkal, iigy szinte ezen metszési 
vonalak átvágási pontját, akkor ezen pont, mint az adott síkok 
közös pontja a síkok metszési vonalához fog  tartozni. A neve-
zett ábrában (ao,  A'o')  az FSP  és az F'„S„  síkok metszési 
vonala; (ho,  B'o')  pedig az és az F'„S„  síkoké; ezen 
metszési vonalak közös pontja tehát (o, o'), melyet végre az 
adott fekszeldék  metszési (ű, c')  pontjával összekötvén, meg-, 
nyerjük az adott síkok (Co, c'o')  keresett metszési vonalát. 

Ha a szeldék az egyik vetületi síkban se metszenék át 
egymást a rajztér határán belől, akkor a metszési vonal meg-
határozására két ily segédsíkot kell felvenni,  melyek egyike 
legczélszerübben a féklappal,  a másik pedig a függlappal  pár-
huzamos. Az eljárás a 31-ik ábrában van előállítva. 

Ha a 32-ik ábrában az.adott síkok fekszeldéi  FS  és 
F\ (S'i párhuzamosak, akkor a keresett metszési vonalnak ezen 
szeldékkel szinte párhuzamosnak kell lenni; ennek meghatá-
rozására tehát csak az {A')  ponton keresztül párhuzamos ve-
zetendő a FZ-hez, az (a) ponton keresztül pedig párhuzamos 
az adott szeldékhez. 

27. §. 
Ha a33-ik ábrában mind a két adott sík FSF'  ésF^S,F,' 

a Fr-lyel párhuzamos, akkor a metszési vonal meghatározá-
sára nézve vegyünk fel  egy segéd síkot (F„S„F,/),  mely a 
FT'-re merőlegesen áll; határozzuk meg ezen sík metszéseit 
mind a két adott síkkal, ugy szinte a nyert metszési vonalak 
átvágási pontját; leend az igy nyert pont, mint az adott síkok 
közös pontja, már a keresett metszési vonalnak egy pontja; s 
minthogy ez esetben a metszési vonal a F7-lyel párhuzamos, 
azért az, ezen egyfpont  által már tökéletesen meg lesz hatá-
rozva. — Hogy a segéd F„8„F„'  sík átmetszéseit az adott 
síkokkal előállíthassuk, forgassuk  ezen síkot az F„  S„  szel-
déje körül mind addig, mig az a FF.S'-kal össze nem esik. 
Ezen forgatás  alkalmával a B és D pontok, mint a forgási 
tengely pontjai mozdulatlanul maradnak, az A'  és O pontok 
pedig a függvetületi  síkban negyed köröket fognak  leirni, ngy 
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hogy a lefordított  A' pont a-ba, C'  pont pedig c-be fog  jutni. 
Az FSF'  és a segéd sík lefordított  metszési vonala tehát Ba, 
az FySi F, ' siké pedig Dc ; ezen metszési vonalak közös pontja 
pedig, szinte a feklapba  befordítva  M-be leend. Ha tehát a 
segéd síkot az eredeti állásába ismét visszafordítva  képzeljük, 
akkor az M  pont egy a függvetületi  lappal párhuzamos ne-
gyed kört fog  leirni, melynek vetületei Mm,  és m" m'.  Az (w, 
«i') pont pedig a keresett metszési vonal egy pontja leend; a 
melynek vetületein keresztül tehát csak a FT-lyel párhuza-
mosokat kell vonni, hogy a metszési vonal vetületeit meg-
nyerjük. 

A F7'-re merőleges F„f^„F„'  segéd sík helyett lehetett 
volna bármely síkot is választani, ezen sík metszéseit az 
adott síkokkal meghatározni, és a metszési vonalak közös 
pontján keresztül párhuzamost vonni a vetületi tengelylyel. 

28 . '§ . 
Feladat,  l. Egy adott ponton keresztül egy síkot vezetni, 

mely két adott síkra merőleges. 
Feloldás.  Legyenek a 34-ik ábrában FSF'  és F^S.F^' 

az adott síkok és («,«') az adott pont. Minthogy a keresett sík 
mind a két adott síkra merőleges, azért merőleges lesz az, az 
adott síkok metszési vonalára ís. Megkerestetik tehát először 
is az előbbiek szerint az adott síkok metszési vonala (Ch,  c'B')  ; 
azután az adott ponton keresztül vezettetik erre a vonalra egy 
merőleges sík a 21-ik czikk értelme szerint. 

Feladat.  2. Adva van három sík, kerestetik azok közös 
metszési pontja. 

Feloldás.  Megkerestetik két-két sík közös metszési vo-
nala, leend az így nyert vonalak átvágási pontja a keresett 
közös pont. 

29. §. 
A s í k o k h a j l á s a a v e t ü l e t i s í k o k h o z . 

Két sík hajlási szögének meghatározására csak egy har-
madik sik vezetendő merőlegesen a két adott sík metszési vo-
nalára ; ezen sík metszési vonalai az adott síkokkal már a 
kivánt hajlási szöget fogják  bezárni. 
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Ha tehát a 35-ik ábrában FSF'  egy adott sík, és azon 
szög kerestetik, melyet ez a FFA^-kal képez, akkor e két sík 
metszési vonalára {FS-re)  egy merőleges segéd sík F^S^F-^' 
vezetendő, a mely azután az adott síkot és a vetületi síkokat 
egy derékszögű háromszög szerint metsz, melynek egyik be-
fogója  , a másik pedig S^B. - Ha tehát ezen háromszö-
get az -áS, befogó  körül a feklapba  képzeljük befordítva,  ered 
az AS^B^ derékszögű háromszög valódi nagyságában, és benne 
az íSitIíÍi a keresett fekhajlási  szög. Ugyanazon derékszögű 
háromszöget a másik {S^B) befogó  körül a függlapba  is lehet 
fordítani,  hol azután a szinte a keresett fekhajlási  szög 
leend. 

A függhajlási  szög meghatározására a függszeldére  kell 
egy merőleges F„S„F„'  síkot fektetni,  és a kivágott derék-
szögű háromszöget ismét vagy a DS„  befogó  körül a feklapba 
fordítani  be, vagy a CS„  befogó  körül a függlapba;  ered C 
vagy illetőleg C-nél a keresett függhajlási  szög. 

Jegyzés.  Az « és hajlási szögek összege nagyobb, mint 
90 fok;  mert az adott sík, a fekvetületi,  és a függvetületi  sí-
kok egy háromélü tömörszöget képeznek, melynél tehát a há-
rom hajlási szög összege nagyobb 180 foknál.  De ezek közül 
a két vetületi sík hajlási szöge maga 90 fok,  következik, hogy 
a másik két hajlási szög összege re-j- ^ 90". 

Ezen hajlási szögek összege egyenlő 90 fokkal,  ha az 
adott sík a vetületi tengelylyel párhuzamos ; és ez esetben a 
két hajlási szög egy síkba esik, mely a VT-re  merőleges, min-
den más esetben a két hajlási szög, két különböző síkba esik. 

30. §. 
F e l a d a t o k . 

1. Van adva egy sík fekszeldéje  SF  (36-ik ábra), és a 
fekhajlási  szög («), kerestetik a függszelde. 

Feloldás.  A fekszelde  egy tetszőleges F, pontján ke-
resztül vezettetik reája egy merőleges sík, mely az 
Í'i'/Si szeldéje körül a függlapba  fordítatik  be, mi által az F^ 
pont F,rhB jut; i^,,-nél szerkesztetik az adott a fekhajlási 
szög, melynek szára addig hosszabbitatik, míg az S, F̂  '-et F^'-
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ben nem éri; végre összekötvén F^'-et  (S-el, lesz az összeköt-
tetési vonal a keresett függszelde. 

2. Adva van a fíiggszelde,  és a függliajlási  szög, keres-
tetik a fekszelde. 

3. Adva van a fekszelde,  és a függhajlási  szög, kereste-
tik a függszelde. 

Feloldás.  A vetületi tengely egy tetszőleges F^  pontjában 
37-ik ábra, szerkesztessék az adott hajlási szög (/9) lefelé,  és 
hosszabbitassék annak szára mindaddig, mig az adott szeldét 
F-ben nem metszi; a nyert F  pontból merőleges bocsájtatik a 
FJ'-re /S,-ig; az igy nyert /S,-böl mint középpontból egy köriv 
iratik le sugárral a melyhez azután S-ből egy érintő SF' 
vonatik, mely már a keresett függszelde  leend. Az eljárás jog-
szerűsége könnyen következik az előbbi czikkből. 

4. Egy adott ponton keresztül egy siket vezetni, mely a 
vetületi síkokhoz adott hajlásokkal birjon. 

Feloldás.  Képzeljük a 38-ik ábrában az adott A ponton 
keresztül az FSF'  sikot a kivánt feltételek  alatt már meg-
húzva, ugy szinte az A ponton keresztül az FSF'  síkra egy 
merőlegest emelve, (^í*)- Ezen merőleges fekvetítő  síkja ^ M P 
egyszersmind az FSF'  síkra is merőleges leend, minthogy egy 
oly {AP)  vonalon megy keresztül, mely erre a síkra merőle-
gesnek vétetett fel;  azért ered egy A-nAl derékszögű három-
szög MAP,  a melyben az ilf-néli  a szög sem egyéb, mint az 
FSF'  sik fekhajlási  szöge, (mert az AMP  sík merőleges a 
FVS-rsk,  és egyszersmind az FSF'  sikra is); a P-nél levő «' 
szög nem egyéb, mint az AP merőleges fekhajlási  szöge (mert 
MP  az AP vonal fekvetülete)  ; innét tehát következik, hogy 
egy sik fekhajlási  szöge (a), és egy reá merőleges fekhajlási 
szöge («'), együttvéve mindig 90 fokot  képeznek. 

Ugy szinte, ha az AP vonalon keresztül vezettetik an-
nak függvetítő  síkja ANQ,  ered egy másik derékszögű há-
romszög NAQ,  melyben az AT-néli /9 szög az FSF'  síknak 
függhajlási  szöge, a Q-náli (i' szög pedig a merőleges függ-
hajlási szöge, a melyek tehát együttvéve szinte 90 fokot  ké-
peznek. 

Minthogy pedig a feladat  szerint a síknak a, és haj-
lási szögei adva vannak, következik, hogy a reá merőleges 
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vonalak hajlási szögei a' és p' egyszerűen az által fognak  meg-
határoztatni, hogy az adott hajlási szögeket 90 fokra  pótoljuk. 
— Minthogy továbbá az adott hajlási szögekből a vonal irá-
nya a 12-ik ezikk szerint meghatározható, azért a jelen fel-
adat feloldására  nézve mindenek előtt az adott a és ^  pótszö-
geiből meghatározzuk a síkra merőleges AP vonal vetületeit, 
azután pedig a 21-ik ezikk szerint az adott ponton keresztül 
vezettetik egy sik merőlegesen a talált vonalra. 

Jegyzés.  Az a'  és /S' szögek összegének a 12-ik ezikk 
2-ik jegyzése szerint 90 foknál  kisebbnek kell lenni, minthogy 
pedig «-]-/? -f"  = következi k, hogy az adott a és 
/S szögek összegenek 90 foknál  nagyobbnak kell lenni, a mi 
az'előbbi ezikk jegyzésével tökéletesen m egegyez. 

31. §. 
A s í k o k l e f o r d í t á s a . 

A feladatok  természete gyakran úgy hozza magával, 
hogy egy adott síkban különböző mértani szerkezeteket kell 
végbevinni; e végre ilyenkor az adott síkot oly helyzetbe kell 
hozni, a melynél az egyik, vagy másik vetületi síkkal párhu-
zamos, vagy pedig az adott síkot a szeldéje körül kell addig 
forgatni,  mig a vetületi síkkal magával egybe nem esik. A 
mértani szerkezetek bevégezte után azután a sík ismét az 
előbbi helyzetébe visszaállítatik. Ezeii forgatás  végbevitelére 
az adott síkban egy a szeldével párhuzamos vonal, vagy talán 
maga a szelde, vétetik fel,  mely vonal azután az egész forgás 
alatt változatlan marad, holott a sík többi pontjai oly körive-
ket Írnak le, melyek síkja a forgási  tengelyre merőlegesek. 

Legyen a 39-ik ábrában F8F'  az adott sík, és (a, a')  egy 
benne fekvő  pont; ha most a síkot a í'Fíí-ba kell lefordítani, 
akkor F8  lest a forgási  tengely, az {a.  a')  pont pedig erre a 
tengelyre egy merőleges körívet fog  leírni MA  sugárral; hol 
MA  azon derékszögű háromszög átlója, melynek egyik befo-
gója {Ma)- a pont fekvetületének  távola a forgási  tengelytől, 
a másik befogója  {ha')  pedig ugyanazon pont magassága a 
féklap  felett.  Az A pont lefordítására  tehát először (a)-ból hu-
zatik egy merőleges (Ma) a szeldére, azután (aA')  merőleges 
{Ma)-va,,  és erre felvitetik  (a)-tól kezdve aA'=ha',  végre MA' 
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sugárral egy körív iratik le, mig ez a hosszított {Ma)  vonalat 
^-ban nem éri, lesz (4) a lefordított  {a,  a')  pont. 

Minthogy ezen eljárás folytán  csak az MA  vonal nagy-
ságára van szükség, azért ezt egyszerűbben úgy is fel  lehet 
találni, ha (A)-tól kezdve a tengelyre felvitetik  hl=Ma;  lesz 
la'  egyenlő a keresett MA  hosszal. 

Magából érthető, hogy MA  nem egyéb, mint az {Ma, 
m'a')  vonal valódi hossza, ugy szinte, hogy az A'MA  szög az 
adott sík fekhajlási  szöge. 

32. §. 
Feladat.  Van adva egy sík, kerestetik azon szög valódi 

nagysága, melyet a két szelde egymásközt befoglal. 
Feloldás.  Ha az adott síkot, 39-ik ábra, a fekszeldéje  kö-

rül a feklapba  forgatjuk  függszeldéstöl  együtt, akkor a szel-
dék szöge valódi nagyságában lesz a feklapban  szemlélhető. 
A fordítás  alatt a fekszelde  változatlanul megmarad, ugy 
szinte a függszeldének  S  pontja, mely még a forgási  tengely-
ben fekszik;  hogy tehát a lefektetett  függszeldét  végkép meg-
határozhassuk, csak abban még egy pontra leend szükségünk. 
Vegyük fel  e végre a szeldének egy pontját { F ' , f )  és fordít-
suk azt az előbbi czikk szerint a feklapba,  leend ennek hely-
zete a lefordítás  után i^*', melyet ha /S-el összekötünk, ered <SJP" 
a lefordított  függszelde,  és FSF"  a szeldék által bezárt szög-
nek valádí nagysága. 
» 

33. §. 
K é t e g y e n e s á l t a l k é p e z e t t s z ö g . 

Hogy a két egymást metsző egyenes által képzett szö-
get meghatározhassuk, vezessünk azokon keresztül egy síkot, 
melyet ha a benne fekvő  vonalokkal együtt a feklapba  fordí-
tunk, a keresett szög a valódi nagyságában fog  előállaní. 

Ha a 40-ík ábrában az {Ah,  a'b')  és {Cd,  c'd')  vonalak 
egymást {o,  o')  pontban metszik, akkor a rajtok keresztül ve-
zetett sík fekszeldéje  AC az A és C feknyomok  által meg 
van határozva, és ezen szelde lesz egyszersmind a forgási  ten-
gely. A két egyenes vonal lefektetésére  most már elég a met-
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sző 0 pont helyzetét meghatározni, minthogy az Ab vonal A 
pontja, ugy szinte a Cd  vonal C pontja, mint a forgási  tengely 
pontjai változatlanul maradnak. 

A ol-ik czikkben előadott eljárás szerint az (o, o') pont 
a lefordítás  után 0-ba fog  érkezni; ezen pontot tehát a meg-
maradt J és C pontokkal összekötvén, lesz AOC a két adott 
vonal által bezárt szögnek valódi nagysága. 

Ha az adott két vonal egymást nem metszi át, akkor az 
egymáshozi hajlását szinte az említett módon fel  lehet ugyan 
találni, csak hogy előbb az egyik adott vonal egy tetszőleges 
pontján 'keresztül, a másik adott vonallal egy párhuzamost 
kell vonni; minthogy a vonal iránya a párhuzamos elmozdítás 
által nem változik; most tehát a már egymást metsző két 
egyenes által befoglalt  szög határoztatik meg, az előbbi mód 
szerint. 

34. §. 
Feladat.  Egy adott ponton keresztül vezettessék egy 

egyenes, mely egy adott egyenes vonalat egy szintén adott 
szög alatt metsz. 

Feloldás.  Az adott ponton és az adott vonalon keresztül 
vezessünk egy síkot, fordítsuk  ezt a fekvetületi  lapba, a hol. 
azután a kívánt szerkezetet végbevihetjük; minek megtörténte 
után a síkot az előbbi állásába visszahelyezzük. 

A 41-ik ábrában {p,p')  az adott pont, {Bc,  b'c')  az adott 
egyenes; hogy ezen adatokon keresztül egy síkot lehessen 
vezetni, összekötöttük az adott vonal egy tetszőleges (c,c') 
pontját (jp,p')-e\,  az így nyert két egymást metsző vonalon 
keresztül van téve azon sík, melynek BM  fekszeldéje  a i? és 
M  nyomok által lőn meghatározva. A BM  szelde mint forgási 
tengely körül most lefordítatik  a {Bc,  b'c')  egyenes, úgy szinte 
a (p, p')  pont is; lesz a lefordítás  után az egyenes helyzete BC, 
a ponté pedig F.  Most már a P ponton keresztül vezettetik 
egy egyenes, mely BC-t  az adott a szög alatt metszi; ily egye-
nes természetesen kettő lehetséges, úgymint FD  és FF.  Ha 
most a síkot ismét az előbbi állásába visszafordítjuk,  akkor a 
F  pont visszakerül (p,p')-he,  a BC vonal pedig (Bc,  b'c')-be, 
ennek tehát D és E pontjai merőlegesen mozogván a forgási 
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tengelyre (d^') és (<?,e')-be fognak  jutni. Végre összekötvén a 
{p,p')  pontot a most talált pontokkal, lesznek (pd,p'd')  és (pe, 
jj'e')  azon vonalak vetületei, melyek az adottat a szög alatt 
metszik át. 

Könnyű észrevenni, hogy az {epd,e'jyd')  háromszög 
egyenszárú. 

Egy adott pont távola egy adott egyenestől szinte ezen 
úton határozható meg, ha csak az adott « szög 90 foknak  vé-
tetik, a mely esetben természetesen csak egy feloldás  fog  le-
hetséges lenni; azonban ezen feladat  még egy más feloldását 
is fogjuk  adni alább a 40-ik czikkben. 

35. §. 
Az e g y e n e s h a j l á s a e g y t e t s z ő l e g e s s í k h o z . 

Ha a vonal egy tetszőleges pontjából a síkra merőleges 
bocsájtatik, akkor ezen merőleges az adott vonallal egy oly 
szöget képez, mely a vonal hajlási szögét a síkhoz 90 fokra 
pótolja. 

A 42-ik ábrában FSF'  az adott sík, (aB,  a'b')  pedig azon 
egyenes, melynek hajlása az FSF'  síkhoz kerestetik; (a,a') 
ezen egyenes egy tetszőleges pontja, melyből a síkra az (aC, 

•a'c')  merőleges van bocsájtva. MB  azon sík fekszeldéje,  mely 
az (aC,  a'c')  és az (nB,  a'b')  vonalokon van keresztül vezetve, 
és mely körül ezek a fekvetületi  síkba vannak lefektetve. 
CAB azon szög valódi nagysága, melyet az (aB,  a'b')  és az 
(nC,  a'c')  vonalak képeznek egymással, BAp szög derékszög, 
tehát CAp szög lesz a keresett hajlási szögnek valódi nagy-
sága. 

36. §. 
K é t s í k h a j l á s i s z ö g e . 

1. Hogy azon szöget megnyerjük, melyet két sík egy-
mással képez, vegyünk fel  egy tetszőleges pontot, bocsássunk 
abból merőlegeseket mind a két adott síkra, akkor ezen me-
rőlegesek egymással a kivánt síkok hajlási szögét képezik, 
(vagy annak pótlását 180 fokra). 

A 43-ik ábrában FSF'  és i^jSiF/ a két adott sík, me-
lyek hajlási szöge kerestetik, (a,a')  a tetszőlegesen felvett 
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pont, melyen keresztül van vezetve az (aB/i'b')  vonal merőle-
gesen az FSF'  síkra, és («C, a'c')  merőlegesen az F^S^  f , '  síkra. 
CB azon sík fekszeldéje,  mely a két merőlegesen van keresz-
tül vezetve, s a vonalak lefordításánál  tengelyül szolgál; A a 
lefektetett  (a,  a')  pont, BA a lefektetett  (aB,  a'b')  merőleges, 
és CA a lefordított  {Ca,  c'a')  vonal, tehát CAB, vagy BAD az 
adott síkok hajlási szöge valódi nagyságában. 

2. Ezen feladat  egy másik oldása az által létesíthető, ha 
a két adott sík metszési vonalára egy harmadik síkot vezetünk 
merőlegesen, ezen sík már a kivánt hajlási szöget fogja  ki-
metszeni, a mely azután a feklapbai  Lefordítás  által szemlél-
hetővé tétetik. 

A 44-ik ábrában FSF'  és F^S^F,'  a két adott sík, {Ab, 
a'B')  pedig azok metszési vonala, a melyben egy tetszőleges 
{p,p')  pont vétetett fel.  DE azon sík fekszeldéje,  mely a (p,//) 
ponton keresztül menve, a síkok metszési vonalára merőleges. 
(21-ik §.) Ezen sík az FSF'  síkot metszi azon vonal szerint, 
melynek fekvetülete  Dp, az F^S^F^'  síkot pedig oly vonal sze-
rint, melynek fekvetüle  pE. Ha most ezen síkot a DE szeldcje 
körül a feklapba  befordítjuk,  akkor a közös (p, p')  pont Z'-be 
fog  jutni, miért is a keresett hajlási szög valódi nagysága 
leend: DFE. 

3. Végre két sík hajlását még úgy is fel  lehet találni, 
ha azok metszési vonalára mindegyik síkban egy merőlegest 
huzunk, ezen merőlegesek szinte a kivánt hajlási szöget fog-
ják bezárni. 

A 45-ik ábrában ií^Sí '̂ és F^S^F^'  a két adott sík és {Ab, 
a'B')  a közös átmetszési vonaluk, melyben tetszőlegesen fel-
vétetett a {p,  p')  pont. Hogy most a {p,  p')  ponton keresztül az 
FSF'  síkban a metszési vonalra merőlegest vezethessünk, 
előbb az FSF'  síkot kell a feklapba  lefordítani,  mely alkalom-
mal {p,p')  pont Pj-be, a metszési vonal pedig 4Pi-be jut ; a 
melyre tehát már a P^ pontban a P^D merőleges emelhető. 
Ugy szinte ha az F^S^F^'  síkban kívánunk {p,p')  ponton ke-
resztül a metszési vonalra merőlegest vonni, akkor az F^S^F^' 
síkot kell az szeldéje körül lefordítani,  mely alkalommal 
^ (P)P') pont -P„-be, a metszési vonal pedig 4P„-be jut, erre 
tehát a P„-ben emelt merőleges leend —• Ha most a sí-
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kokat ismét visszafordítva  képzeljük, akkor & D és E pontok, 
melyek a forgási  tengelyekben fekszenek,  helyöket nem vál-
toztatják, a P, és pontok pedig (/j, p')-be visszakerülnek, 
ered tehát egy háromszög DpE, a melyben a /j-néli szög ké-
pezi a hajlási szög fekvetületét.  Hogy ennek valódi nagyságát 
megnyerjük, csak azt kell észrevennünk, hogy a DpE három-
szögnek DE oldala már a valódi nagyságában látszik, mint-
hogy az a jPFiS-ban fekszik,  a Dp oldalnak valódi nagysága 
Z)Pj , a pE oldalé pedig EP„ ; ha tehát D-böl DP^  sugárral, 
ugy szinte &böl EP„ sugárral köriveket irunk le, mig ezek 
egymást P-ben nem metszik, lesz DPE a keresett szög valódi 
nagyságában. 

Megjegyzendő itt 1-ször, hogy DE a metszési vonal Ab 
fekvetületére  merőleges, mert DE azon sík fekszeldéje,  a mely 
a (p, p')  ponton keresztül merőleges a metszési vonalra. 2-szor 
h o g y a P j P , és P„ P köriveknek egymást a metszési vonal 
Ah fekvetületében  kell metszeni, mert a DPE háromszög nem 
egyéb, mint a DpE háromszög lefektetése,  ezen lefordításnál 
pedig a p csúcsnak a forgási  tengelyre merőleges pA vonalban 
kell mozogni. 

Ezen megjegyzések folytán  már a feladat  megoldása az 
által egyszerűsíthető, hogy az PiS,P, ' s ík lefordítását  egészen 
lehet mellőzni. Ugyanis a DE tetszőlegesen húzható, de merő-
legesen bA-x&, Z) böl azután merőleges vonatik a lefektetett 
AP^ metszési vonalra, végre Z)-böl DP, sugárral körív huza-
tik, mig ez hA-i P-ben nem metszi; az igy nyert P pont az-
után a D, és £ pontokkal összekötve megadja a keresett haj-
lási szöget. 

37. §. 
Feladat.  Két sík hajlási szögét egy harmadik sík által 

felezni. 
Feloldás.  A 46-ik ábrában FSF'  és a két adott 

sík, (^Ab,  a'B')  azok metszési vonala. Megkerestetett az előbbi 
ezikk 3. pontja szerint mindenekelőtt a két sík hajlása szöge 
DHE,  azután ez feleztetett  a HG  vonal által, hol azután G a 
keresett harmadik sík fekszeldéjének  egy pontja; minthogy 
pedig ezen síknak az adott síkok metszési vonalán szinte ke-

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



resztül kell menni, azért G összekötve ^-val adja a keresett 
sík fekszeldéjét,  S„  pedig összekötve J5'-el a függszeldéjét. 

38. §. 
A s í k n a k á t d ö f é s e  e g y e g y e n e s á l t a l . 
Egy sík az egyenes vonal által csak egy pontban metsz-

hetik, s hogy e pontot feltaláljuk,  csak az egyenesen keresztül 
egy tetszőleges síkot kell vezetnünk, s ennek az adott síkkali 
metszését meghatároznunk. Minthogy a keresett átdöfési  pont-
nak ezen metszési vonalban, úgy szinte az adott vonalban is 
kell feküdni,  azért az csak ezen vonalak közös metszése lehet. 

1. Legyen a 47-ik ábrában FSF'  az adott sík, és {Ah, 
a'B')  az egyenes, melynek a sikoni átmenete kerestetik; akkor 
ezen a vonalon keresztül tététett egy tetszőleges F-^S^F '̂ sík, 
és megkerestetett ennek (F^f^  , F^'f^')  metszése az adott sík-
kal ; lesz az {Ab,  a'B')  és ( í^f , ,  F^'f^')  vonalak metszési (o, o') 
pontja a keresett átmenet. 

2. Minthogy az í'jiSji^i' sík tetszőleges, azért a helyett 
egyszerűbben az {Ab,  a'B')  egyik vetitö sikját lehet venni, 
például Q'a'P  fekvetitő  síkot; ez által ugyan a keresett (o, o') 
pontnak csak egyik vetületét (o) fogjuk  megnyerni, de mint-
hogy egy pont két vetületének összeköttetési vonala a VT-xe 
merőleges, azért a hiányzó (o') vetület egyszerű vetítés által 
meghatározható. 

3. Ha az adott egyenes egy a VT-ve  merőleges síkban 
feküdnék  (48-ik ábra) {ab,  a'6'), holott az adott sík FS  F'S  az 
alapmetszettel párhuzamos, akkor az adott vonalat tartalmazó 
sík azí'j/S, szeldéje körül a i^F/S-ba lesz lefordítandó.  Alefor-' 
dítás után az egyenes leend AB, a két sík metszése pedig 
CD; ezen vonalak közös M  pontja tehát a keresett átdöfési 
pont, de még a feklapba  lefordítva.  Ha tehát az síkot 
ismét visszafordítjuk  az eredeti állásába, lesznek {m,  m')  a ke-
resett átmenet vetületei. 

39. §. 
E g y p o n t n a k t á v o l a e g y a d o t t s í k t ó l . 
Az adott A pontból bocsássunk egy merőlegest az adott 

FSF'  síkra, (20. §.); határozzuk meg ennek átmenetét B az 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



adott síkkal, (38. §.); végre keressük meg az AB vonal valódi 
nagyságát, (6. §.). 

40. §. 
E g y p o n t t á v o l a az e g y e n e s v o n a l t ó l . 

Az adott A ponton keresztül vezessünk egy sikot merő-
legesen az adott CD vonalra, (21. §.), határozzuk meg ezen 
sík B átdöfését  a CD vonal által, (38. §.), végre kössük össze 
az .4 és B pontokat, és keressük meg az AB vonal valódi 
nagyságát (6. §.), leend ez a keresett távol. 

41. §. 
K é t p á r h u z a m o s s í k t á v o l a . 

Az egyik FSF'  sík egy tetszőleges («, a')  pontjából bo-
csájtatik egy merőleges a másik 2*',S, í ' j ' síkra, mig ezt a (h,h') 
pontban átmetszi, azután megkerestetik az (ab,  a'b')  vonal va-
lódi hossza, lesz ez a két adott sík keresett távola. 

Egyszerűbb azonban a következő eljárás. Vezessünk 
egy síkot merőlegesen az adottakra, s fordítsuk  ezt a benne 
levő metszési vonalakkal együtt a feklapba,  hol azután a pár-
huzamos vonalak távola egyszerűen levehető. Minthogy to-
vábbá egy síkra merőlegesen számtalan sikot lehet tenni, azért 
legczélszerübben azon F„S„F„'  síkot választjuk a 49-ik 
ábrában, mely egyszersmind a fekvetületi  síkra is merőleges; 
ha azután ezen sík az S„F„'  íüggszeldéje körül a függlapba 
befordítatik,  akkor a nyert metszési vonalak (ab)  távola már 

. egyúttal a keresett síkok távolának valódi nagyságát adja meg. 

42. §. 
K é t p á r h u z a m o s v o n a l t á v o l a . 

Vezessünk egy síkot merőlegesen az adott párhuzamos 
vonalakra, keressük meg az átdőfési  pontokat, kössük ezeket 
össze, és keressük meg az összeköttetési vonalnak valódi 
hosszát, lesz ez az adott párhuzamos vonalak távola. 

Egyszerűbb azonban e következő eljárás. Legyenek az 
50-ik ábrában (A,  a')  és (B,  b')  az adott párhuzamos vonalak, 
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lesz AB azon sik fekszeldéje,  mely a párhuzamos vonalokon 
tétetett keresztül. Ha ezen sikot lefordítjuk  a feklapba  az AB 
szeldéje körül, akkor az ^ és i í pontok, mint a forgási  ten-
gely pontjai változatlanul meg-maradván, a {B,  h')  vonal egy 
tetszőleges (c, c') pontja C-be fog  jutni, ugy, hogy az egyik 
párhuzamos helyzete a lefordítás  után lesz BC-, a másik ehhez 
párhuzamossn volna az A ponton keresztül vezetendő. A vo-
nalak távolára azonban elegendő, ha csak A-hól vonatik me-
rőleges BC-re,  lesz AD a, keresett párhuzamosak távola. 

43. § 
K é t n e m p á r h u z a m o s v o n a l t á v o l a . 

Két vonal távola alatt értjük azon egyenest, mely mind 
a két adottra merőlegesen áll. 

Ezen távol meghatározására nézve legyen az 51-dik 
ábrában és j5 a két adott vonal. Vezessünk az egyik A vo-
nalon keresztül egy oly FF'  sikot, mely a másik adott B vo-
nallal párhuzamos, (mi úgy történik, hogy az A-ha felvett  tet-
szőleges r ponton keresztül vezettetik egy párhuzamos vonal 
J3-vel, azután a két egymást metsző vonalon keresztül tétetik 
a sík); azután a B vonal egy tetszőleges m pontján keresztül 
egy merőleges bocsájtatik az FF'  síkra, ennek metszési n 
pontján keresztül pedig szinte egy (np)  párhuzamos 5-vel, lesz 
ez a 5 vonal vetülete az FF'  síkon, a melynek tehát az- A vo-
nalat metszeni kell. Ha most a metsző p pontban emeltetik 
ismét egy merőleges pq az FF'  síkra, akkor ez a fi  vonalat q 
pontban metszendi, s könnyű belátni, hogy pq̂  mint az adott 
két vonalra merőleges, egyszersmind az adott vonalak kere-
sett távola leend. 

Ha csupán ezen távol nagysága kívántatnék, akkor az 
np, és a pq vonalak szerkesztése felesleges,  mert mn=pq. 

44. §. 
Hogy tehát az előbbi czikkben előadottak szerint két 

adott vonal távolát feltalálhassuk,  legyenek az 52-ik ábrában 
(4, a')  és {h,  h')  az adott vonalak, akkor 
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1-ször. Az {A,  a')  vonal egy tetszőleges {r,  r')  pontján 
egy párhuzamos vonatik (J, 6')-liez; 

2-szoi- ezen párhuzamoson és az (A,  a')  vonalon keresz-
tül vezettetik az FSF'  sik, mely tehát ekkép a {b,  b')  vonallal 
párhuzamos lesz, 

3-szor a {b,  b')  vonal egy tetszőleges {m,  m')  pontján 
keresztül bocsájtatik egy merőleges (nm,  m'  n')  az FSF  sikra, 

4-szer megkerestetik ezen merőleges átmenete (h, «')az 
FSF'  sikon, 

5-ször az igy nyert (n, n') ponton keresztül vonatik egy 
párhuzamos a (b,  b')  vonallal, mely az {A,  a')  vonalat (p,  p')-
ben fogja  metszeni, 

6 szor a (p,p')  pontban merőleges emeltetik az FSF' 
síkra, mely a (b,  b')  vonalat (q,  q')  pontban fogja  átmet-
szeni, és lesznek pg', és p Y a keresett távol vetületei, végre 

7-szer megkerestetik a {pq,  p'q')  vonalnak valódi 
hossza. 

45. §. 
Ugyanezen feladat  egy másik oldására jutunk a vetületi 

lapok elmozdítása, vagy az adott vonalak forgatása  által. *) 
Ugyanis, ha az 53-ik ábrában az adott vonalak egyike (̂ 4, o') 
a FVS-va  merőlegesen áll, akkor az ily vonalak távola {^An, 
m'n') a féklappal  párhuzamos lévén, annak valódi hossza az 
Án fekvetületével  lesz egyenlő. Azonfelől  a valódi távol An 
fekvetülete  a B vonal fekvetületére  szinte merőleges, mint-
hogy An merőleges a B vonal fekvetitő  síkjára. 

Hogy már most tetszőleges adatoknál az egyik vonal a 
í 'FS-ra merőleges legyen, szükséges lesz vagy a vetületi sí-
kokat czélszerüen megváltoztatni, vagy pedig az adott vonala-
kat, megtartván azok egymás iránti helyzetüket, addig forgat-
ni, mig az egyik a i^FS-ra merőleges nem lesz. 

46. §. 
K é t v o n a l t á v o l á n a k m e g h a t á r o z á s a a v e t ü -

l e t i s í k o k á t v á l t o z t a t á s a á l t a l . 
Legyen az 54-ik ábrában (a, a')  és (b,  b')  a két adott 

*) Olivier, Cours de géometrie déscriptive. 
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vonal, melyek egyszerűség okáért csak egy betűvel vannak 
jelölve. Hogy már ezen vonalak egyike, például az («, a') a 
ii'FiS-ra merőleges legyen, szükséges lesz a i^Fő^-ot úgy moz-
dítani el, hogy az, az (<•/, a') vonalra merőleges legyen; hogy 
pedig a FVS  ezen elmozdítás daczára is a PVS-va  merőleges 
maradjon, azért előbb szükséges lesz a P FS-ot ugy mozdíta-
ni el, hogy az, az (a, «') vonallal párhuzamos legyen. 

Ha egy vonal párhuzamos a függlappal,  akkor annak 
fekvetülete  párhuzamos a vetületi tengelylyel, miért is először 
a függlapot  úgy kell elmozdítani, hogy az új vetületi tengely 
párhuzamos legyen az (a, a')  vonal fekvetületével,  vagy a mi 
egyszerűbb, vegyük fel  az új V  T'  vetületi tengelyt magában 
az (a) fekvetületben;  mi által az adott vonalak fekvetületei 
változatlanul megmaradnak, az új függvetületeket  pedig az 
által fogjuk  megnyerni, ha mindegj-ik vonalban két pontot vá-
lasztunk, azokat az új vetületi sikra vetítjük, és a magassá-
gaiakat, melyek szinte nem változnak, a régi rendszerből 
egyszerűen átvisszük. így az (a, a')  vonalban felvétettek  az 
(A,  a')  és a (Q,  q')  pontok, melyeknek új vetületei (A)  és 
(Q,  Q')5 ^ vonalban pedig felvétettek  a {B,  b')  és a 
(Q, '•') pontok, melyek új vetületei: (fi,  B')  és (Q, R')-,  úgy 
hogy ezen első átváltoztatás után az adott vonalak vetületei 
lesznek: (^Q, AQ')  és {BQ,  B'R). 

Továbbá, ha egy vonal merőlegesen áll a feklapra,  ak-
kor annak luggvetülete merőleges a vetületi tengelyre; miért 
is a feklapot  most másodszor úgy kell átváltoztatni, hogy az 
új vetületi tengely az (ilQ, AQ')  vonal fekvetületére  merőle-
ges legyen. Ezen tengely ( F ' T " ) ismét legegyszerűbben 
magán az A ponton vitetik keresztül merőlegesen AQ-ra,; az 
előbb talált függvetületek  ezen átváltoztatásnál megmaradnak, 
és csak az illető fekvetületeket  kell felkeresni.  Az egész (i4) ^ 
vonal fekvetülete  az A pontra esik, minthogy a vonal maga a 
feklapra  merőleges, a másik (B)  vonalban pedig ismét két 
pontot kell felvenni,  és ezeket vetíteni, megtartván a vetületek 
távolát a V T ' vetületi tengelytől. így e vonalban felvétettek  a 
(Q, R) és a (fí,  B')  pontok, melyek új vetülete (i?, R')  és 
(33, B'),  úgy hogy a két vonal vetületei a második átváltozta-
tás után lesznek: {A,  AQ')  és (5881, B'R'). 

Véti.  Leirati  Mértan.  I.  3 
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A két vonal távolának meghatározására most már csak 
4-ból kell egy merőlegest húzni ®8l-re, lesz a keresett 
távol valódi hossza. 

Ha még ezen távolnak vetületeit is meg kellene hatá-
rozni az eredetileg adott vetületeken, akkor előbb a nyert Aílt 
vonalat vetítjük merőlegesen a V"T"  tengelyre, megjegyez-
vén, hogy a távol a féklappal  párhuzamos lévén, annak függ-
vetülete is párhuzamos a F"J'"-lyel; a távol vetületei tehát a 
V"T"  tengelyre nézve: (49Í, M'^ ' ) ; most másodszor az M' 
és N'  pontokat vetítjük merőlegesen a F'T" tengelyre, hol 
most a távol vetületei: (mn,  M'N')-,  végre harmadszor vetítvén 
az m, és n pontokat az eredeti tengelyre, lesznek (mn,  .m'n')  a 
távol kivánt vetületei az adott vonalokon. 

Próbául szolgálhat, hogy az (mn,  m'n')  vonal valódi 
hosszának i49í-nel egyenlőnek kell lenui. 

47. §. 
K é t v o n a l t á v o l á n a k m e g h a t á r o z á s a a v o n a -

l a k f o r g a t á s a  á l t a l . 

Ha ismét az 55-ik ábrában (a, a')  és (b,  l')  a két adott 
Vöhál," melyek távola kerestetik, akkor azokat mind addig kell 
forgatnunk,  míg az egyik, például (a, a')  a feklapra  merőle-
ges nem lesz; hogy pedig ezen forgatásnál  a forgási  tengely a 
függlapra  merőleges legyen, (mert csak ez esetben fognak  az 
egyes pontok a függlapban  köröket leirni) szükséges lesz 
előbb a vonalakat úgy forgatni,  hogy az (a, a')  a függlappal 
párhuzamos legyen. 

Felvétetik tehát először egy a feklapra  merőleges for-
gási tengely, legegyszerűbben a fekvetületek  közös (o) pontjá-
ban, ezen tengely az («, a')  vonalat (o')-ben, a (b,  b')  vonalat 
pedig o"-ben fogja  átmetszeni, mely pontok tehát a forgás 
alatt változatlanul megmaradnak. Minthogy pedig az (a,  a') 
vonalnak a függlappal  kell párhuzamosnak lenni, azért annak 
fekvetülete  oR párhuzamos lesz a FT'-lyel. Ezen átfordítás  al-
kalmával az (a,  a')  vonal egy tetszőleges (r,  r')  pontja egy 
körivet ir le, melynek fekvetülete  az rR köriv valódi nagysá-
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gában, függvetülete  pedig a VT-\ye\  párhuzamos r'R'  vonal. 
Hogy pedig a vonalak viszonyos helyzete megmaradjon, szük-
ség lesz, hogy a (b^ h') vonal szintoly szög alatt forduljon  el, 
mint az (a, a') vonal. E végre felvétetik  6-ben egy (p, p') 
pont, ugy hogy op legyen = or, a pP köriv pedig = rR. A pP 
köriv függvetülete  p'P'  szinte párhuzamos lesz a FT-lyel. Az 
első elfordítás  után tehát az (a,  a')  és (b,  b')  vonalak vetületei 
lesznek: (oR,  o'R')  és (oP, o"P'). 

Most felvétetik  másodszor egy oly forgási  tengely, mely 
a fíiggvetületi  lapra merőlegesen áll, legegyszerűbben ismét 
azon pontban, a melyben az (oR,  o'R')  és (oP, o"P') vona-
lak fiiggvetületei  egymást átmetszik; ezen tengely az (oR, 
o'R')  vonalat (SC, «')) az (oP, o"P')  vonalat pedig (Stj, Sl'>ben 
fogja  átmetszeni; ezen pontok tehát a forgás  alatt változatla-
nul megmaradnak. Minthogy továbbá az (oR,  o'R')  vonalnak 
a feklapra  merőlegesnek kell lenni, azért függvetülete  merő-
leges lesz a FT^-re, fekvetülete  pedig lesz az St pont maga. 
A forgás  alatt a vonalak egyes pontjai oly köröket imak le, 
melyek síkjai a fiigglappal  párhuzamosak, s melyek vetületei 
tehát a fugglapban  valódi nagyságokban fognak  láthatók 
lenni, fek\etületei  pedig a FT-lyel párhuzamos egyenesek 
lesznek. Ha tehát az o'R'  vetületben felvétetik  egy tetszőle-
ges T  pont, ez a forgás  után 2;'-be fog  jutni; hogy pedig a 
vonalak viszonyos helyzete megmaradjon, azért az 0 " P ' ve-
tületben szinte felvétetik  egy Q' pont, úgy hogySI'7^ = íl'Q'; 
a mely pont tehát azon Q'Cl'  körivet fogja  leirni, mely a T"^' 
körívvel egyenlő; s melynek fekvetülete  a FT-lyel párhuza-
mos QQ egyenes. A második elfordítás  után tehát az adott vo-
nalak vetületei lesznek: (8t, Sl'S') és 

Most tehát már csak ?[-ból kell az ?tj£i-ra egy merőle-
gest bocsájtani, lesz St9t az adott vonalak távolának valódi 
hossza. 

Ha még ezen távolnak vetületei kívántatnának az adott 
vonalakon, akkor a vonalakat, a rajtok már megjegyzett hosz-
szal együtt vissza kell fordítani  az eredeti állásokba. Ugyanis 
az SÍ9Í hossznak megfelelő  függvetület  a vetületi tengelylyel 
párhuzamos SK'SW'. Ha tehát az 2R' és 31' pontok az St' körül 
vissza fordítatnak  az illető vonalak függvetületeire,  lesz ezek 

3* 
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helyzete M'  és N',  mely pontokat vetitve megnyerjük az M 
és N  fekvetületeket.  Az elsö visszafordításnál  tehát a távol ve-
tületei (MiV, M'N').  Most másodszor az M és A'' pontokat kell 
az 0 pont körül visszafordítani  az illetíí vonalak fekvetületeire 
mi által meg lesznek határozva az w, és az n pontok, melyek 
végre vetítve megadják az m'  és n'  pontokat, úgy, hogy a tá-
vol keresett vetületei lesznek (m», m'n'). 

48. §. 
V e g y e s f e l a d a t o k . 

Adva van a í^FíS-ban egy háromszög, melyet az egyik 
oldala körül addig kell forgatni,  míg az ellentett szögének 
fekvetülete  derékszöggé válik, kerestetnek a háromszög ezen 
állásának vetületei. 

Feloldás.  Ha az adott ABC háromszög az 56-ik ábrában 
az AB oldala körül forgattatik,  akkor a C pont fekvetülete  az 
AB forgási  tengelyre merőleges Cc-ben fog  mozogni, mint-
hogy pedig az eredő háromszögnek c-nél derékszögűnek kell 
lenni, azért c-nek azon félkör  kerületében is kell feküdni,  a 
melynek átmeröje az AB oldal; mi által tehát az AcB fekve-
tület megvan határozva. — A függvetületet  illetőleg az A és 
B pontok a tengelyre vetítetnek, minthogy AB a teklapbaix 
változatlanul megmaradt, a mi pedig a C pont c vetülete feletti 
magasságát illeti, ezt az által nyerjük meg, ha azon körivet, 
melyet a C pont forgása  alatt leir, előbb a feklapba  lefordítjuk; 
az így talált cC'  magasságot azután a c vetületére a tengelytől 
kezdve felvisszük  c'-ig; összekötvén végre c'-et a' és 6'-el, 
lesz a'h'c'  a háromszög függvetülete. 

49. §. 
Kerestetik azon kör középpontja, mely három adott pon-

ton megy keresztül. 
Feloldás.  Legyenek az 57-ik ábrában (a,  a'),  (6, h')  és 

(c, c') az adott pontok, akkor ezeken keresztül vezettetik az 
FSF'  sík, a inelyet azután a benne fekvő  pontokkal együtt a 
FFíS-ba kell lefordítani,  mi által az adott pontok valódi hely-
zete Af  B, és C megnyéretik, hol már a kívánt mértani szer-
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kezet végbevitele után megtaláltatik a keresett 0 pont, de 
szinte a feklapba  befordítva.  Ha tehát a síkot ismét az előbbi 
helyzetébe visszafordítjuk,  meg lesznek határozva a keresett 
középpont (o, o') vetületei. Az eljárás pontosságáról az által 
lehet meggyőződnünk, ha megkeressük az (oa, o'a'),  (ob,  o'b') 
és az (oc,  o'c')  vonalak valódi hosszát, melyeknek mint ugyan-
azon kör sugarainak egyenlőknek kell lenni. 

50. §. 
1. Szerkesztendő azon egyenoldalú háromszög, a mely-

nek síkja, és az egyik oldalának fekvetülete  meg van adva. 
Feloldás.  Az 58-dik ábrában FSF'  az adott sík, és (ah) 

a benne fekvő  egyenoldalú háromszög fekvetülete;  a melynek 
mindenekelőtt az («'&') függvetülete  fog  meghatároztatni. Most 
már az adott síkot le kell fordítani  az egyik vetületi lapba, 
például mint az ábrában történt, a függlapba,  hol az {ab,  a'b') 
vonal helyzete AB leend; megkerestetik itt mértanilag a har-
madik C pont, mely a sík visszafordítása  által a (c, c') vetüle-
teket fogja  meghatározni. 

2, Egy síkon meg van adva egy rendes ötszög közép-
pontja, és egyik sarkpontja, kerestetnek az ötszög vetületei. 

A feloldás  ez esetben egészen azonos az előbbi fela-
dattal. 

51. §. 
A síknak egy adott pontján keresztül kerestetik a leg-

nagyobb esési vonal. 
A sík legnagyobb esési vonala a legrövidebb vonal, me-

lyet a síkon az adott pontból a feklaphoz  lehet húzni. Mint-
hogy pedig az adott sík felszeldéje  nem egyéb, mint a sík- és 
a féklap  közös vonala, azért a legnagyobb esési vonal lesz 
azon legrövidebb vonal, melyet az adott pontból a fekszeldé-
hez lehet vonni. De egy pontból egy vonalhoz a merőleges a 
legrövidebb, azért a jelen feladat  oldására csak az adott pont-
ból kell a fekszeldére  merőlegest vonni. — Ha tehát az 59-ik 
ábrában FSF'  az adott sík, és (a, a')  a benne fekvő  pontj 
akkor (ab,  a'b')  lesz a legnagyobb esési vonal. 
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Ha fordítva  meg van adva egy síknak legnagyobb esési 
vonala, akkor a sík szeldéjét is meg lehet határozni, e végre 
ugyanis a szeldéket az adott vonal illető nyomain fogjuk  ke-
resztül vezetni, a fekszeldét  pedig azon felül  a vonal fekvetü-
letére merőlegesen. 

52. §. 
Egy adott vonalon keresztül vezetendő egy sik, mely a 

feklaphoz  adott hajlással birjon. 
Fdoldds.  Ha a 60-ik ábrában {Ah,  a'B')  az adott vonal, 

akkor a keresett sík szeldéjének e vonal nyomain kell keresz-
tül menni, és igy még csak egy pontra van szükség, a melyen 
az egyik szeldét keresztül kell vezetni, és a mely azon felté-
telből lesz meghatározandó, hogy a sik fekhajlása  meg van 
adva. 

Képzeljünk az adott {Ah,  a'B')  vonal egy tetszőleges 
{h,  B')  pontjából a keresett sík fekszeldéjére  egy merőlegest 
bocsájtva, akkor ez, mint a sik legnagyobb esési vonala, 
ugyanazon fekhajlási  szöggel bir, mint maga a sik. Képzeljük 
továbbá ezen merőlegest a {h,  B')  pont fekvetítő  B'b  vonala 
körül addig forgatva,  mig az a függlappal  párhuzamos nem 
lesz, vagy mint az ábrában, mig az a fiigglapba  magába bele 
nem esik, akkor ezen merőleges fekhajlási  szöge «, a valódi 
nagyságában fog  megjelenni, és azért a B'd  merőlegest ezen 
állásában szerkeszteni lehet; és igy annak hd  fekvetülete 
nagyságra nézve szinte meg van határozva. Ha most ezen 
merőlegest ismét visszafordítjuk,  akkor a {h,  B')  pont marad, 
a (d) lábpont pedig {bd)  sugárral egy körivet fog  leimi. Mint-
hogy pedig a szóban levő merőleges fekvetülete  a fekszeldére 
merőleges, a fekszelde  pedig azonfelől  az A feknyomon  megy 
keresztül, azért csak az A ponton kell a {dg)  körívhez egy 
érintőt vonni, lesz ez a keresett sik fekszeldéje.  — S könnyű 
egyszersmind belátni, hogy ezen feladat  két feloldással  bir, 
minthogy a körön kivüli pontból ehhez két érintő lehetséges. 
Ha az adott a szög addig kisebbítetik, mig hd=hA,  vagyis ha 
az A feknyom  a kör kerületére esik, akkor csak egy feloldás 
lehetséges, a mely eset akkor áll elő, ha a síknak megadott 
hajlási szöge épen annyi, mint az adott vonal fekhajlási  szöge. 
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Ha pedig az adott szög a vonal fekhajlási  szögénél kisebb 
volna, akkor a vonal A feknyoma  a kör kerületén belől esik, 
és a feladat  megoldása lehetetlenné válik. 

53. §. 
Adva van egy a fekvetületi  síkkal párhuzamos kör 

ABCD, a 61-ik ábrában, melyet az adott {BA,  b'a')  átmérője 
körül kell egy adott « szög alatt meghajtani. 

Feloldás.  Az (A,  a')  és (B,  b')  pontok, mint a forgási 
tengely pontjai mozdulatlanul megmaradnak, mig a kör többi 
pontjai -i45-re merőleges köriveket fognak  leirni, melyek meg-
felelő  szöge a. Legmagasabbra fog  emelkedni az AB-re me-
rőleges oC sugár C végpontja, a mely azután az eredő kerü-
lék kisebb tengelyének végpontját fogja  képezni. Hogy a C 
pont állását meghatározzuk, fektessük  le azon ivet, melyet a C 
pont forgása  alatt leir, egy á feklaphoz  párhuzamos síkba, hol 
a forgási  a szög valódi nagyságában áll elő; akkor a C pont 
Cj-be jut, ha (7oCi=a; ha tehát C^-et  Co-ra  vetítjük, meg-
lesz a C pont fekvetülete  c-ben, és ha ezt a pontot a függlapra 
vetítjük, és a C pont cC, magasságát a forgási  tengely síkja 
felett  felvisszük,  megnyerjük a C pont c' függvetületét  is. A 
kör D pontja épen annyira fog  sülyedni, mint a mennyire C 
emelkedett, miért is annak fekyetületét  megnyerjük, ha od= 
OC;  a függvetületét  pedig, ha a d  pont vetítő vonalára az {a'b') 
tengelytől lefelé  visszük a C pont cCj magasságát. A körnek 
fekvetülete  tehát egy oly kerülék lesz, melynek nagyobb ten-
gelye AB, kisebb tengelye pedig a most meghatározott cd  vo-
nal. Ezen tengelyek függvetületei  a'b  és c'd';  melyek a függ-
vetületben eredő kerüléknek két társ átmérőjét képezik. — 
Különben a mint a C pont vetületeit feltaláltuk  (c, c')-ben, 
épen úgy a kör bármely más pontjának vetületeit is meg lehet 
határozni mind a két vetületben; ámbár a kerülék főtengelyei-
nek ismerete a kerülék pontos meghatározására elégséges. 

Hátra van tehát még a függvetületbeni  kerülék derék-
szögű átmérőinek meghatározása; a melyekhez e következő 
elmélkedés folytán  jutunk. Fektessünk az adott {AB,  a'b')  és 
a már meghatározott (cd,  c'd')  vonalokon keresztül egy FSF' 
síkot, mely tehát a körnek síkja leend, ha az már az « szög 
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alatt meg van hajtva; és valamint a fekkerüléknek  nagyobb 
AB átmérője ezen sík fekszeldéjével  párhuzamos, szintúgy a 
függkerülék  nagyobb tengelyének a függszeldével  kell párhu-
zamosnak lenni, mert a feladatot  most úgy lehet tekinteni, 
mintha a kör a függlappal  volna párhuzamos, és egy bizonyos 
tengely körül addig volna fordítandó,  mig az FSF'  síkba esik, 
a mely fordításnál  tehát a tüggszeldével párhuzamos körátmé-
rő változatlan marad. Hogy tehát a függkerülék  nagyobb ten-
gelyét megnyerjük, csak az o'  ponton keresztül kell az ó'F'-el 
párhuzamost húzni, és erre o'-től kezdve mind a két oldalra a 
körsugarat feltenni  p'  és ^'-ig, lesz y'q'  a nagyobb tengely; és 
ha erre szinte az o'  középponton keresztül egy merőleges vo-
natik, lesz ez a kisebb tengely iránya. — Hogy még ennek 
nagyságát meghatározhassuk, képzeljünk a (o, o')  ponton ke-
resztül az SF'  ve. egy merőleges síkot vezetve, és ezt az F'o' 
szeldéje körül a függlapba  fordítva,  lesz 0'  az (o, o') közép-
pont helyzete a lefordítás  után, ha o'O'—oo".  Minthogy pedig 
a metszés a kör középpontján vitetett végre, azért csak a 
metszési F'G'  vonalra O'-ből a körsugár mind a két oldalra 
felviendő  G'  és /í'-ig, a mely pontok azután a visszafordítás-
kor a h'  és g'  kisebb tengely végpontjait fogják  meghatá-
rozni. 

54. §. 
Egy adott vonalon keresztül vezetendő egy sík, mely 

egy adott síkra merőleges. 
Feloldás,  Az adott vonal egy tetszőleges pontjából bo-

csájtassék egy merőleges az adott síkra, azután vezettessék 
ezen, és az adott vonalon keresztül egy sík, mely már az 
adott síkra merőleges lesz, minthogy az egy oly vonalon megy 
keresztül, mely a síkra merőleges. 

Ha az adott sík, mint a 62-ik ábrában, a FT-lyel párhu-
zamos, akkor azon merőleges vetületei, mely az adott {aB, 
A'b')  vonal egy tetszőleges (c, c') pontjából bocsájtatik a síkra, 
magok is merőlegesek a vetületi tengelyre, hogy tehát ezen 
merőleges nyomait fellelhessük,  czélszerü lesz azon keresztül 
egy a VT-re  merőleges F^S-^F '̂ síkot vezetni, és azt az F^Si 
szeldéje körül a feklapba  fordítani,  lesz F^F^" a lefordított 
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metszési vonal, C a lefordított  (c, c') pont; ha tehát CH  merő-
leges F,Fy"-ve,  akkor CH  azon merőleges lefordítása,  mely a 
felvett  (c, c') ponton keresztül vonatott az FSSF'  síkra; H 
tehát a feknyom,  a V  függnyom  pedig a visszafordításkor  V-
be fog  jutni. Minthogy végre az adott vonal nyomai B és A', 
azért ezen pontok összekötve a merőleges talált H,  és V  nyo-
maival megadják a keresett sík szeldéit. 

55. §. 
Két vonal derékszög alatt metszi egymást, az egyiknek 

mind a két, a másiknak pedig csak fekvetülete  van megadva, 
kerestetik ennek a függvetülete. 

Feloldás.  A 63-ik ábrában (ah,  a'b')  az egyik vonal, 
(6c) pedig a másik vonal fekvetülete.  Minthogy ezen második 
vonal az elsőt átmetszi, azért h'  egyszersmind a keresett vetü-
lethez is fog  tai'tozni; minthogy továbbá a második vonal az 
elsőre merőleges, azért az azon síkban fog  feküdni,  mely a 
(6,6') ponton keresztül merőlegesen vezettetik az {ab,  a'b') 
vonalra. Szerkesszük tehát ezen FSF'  síkot, a melynek függ-
szeldéjében fog  azután feküdni  a második vonalnak C függ-
nyoma, úgy hogy C'b'  lesz a keresett függvetület. 

56. §. 
Egy adott ponton keresztül vezettessék egy egyenes vo-

nal, mely két adott egyenest átmetsz. 
1-sö Feloldás.  A 64-ik ábrában («, «') az adott pont, 

{Bc,  b'C)  és {de,  d'e')  az adott egyenesek. Vezessünk az (a, a') 
ponton és a {Be,  b'C)  vonalon keresztül egy síkot FSF',  ke-
ressük meg ezen síknak {m,  m')  átdöfését  a második {de,  d'e') 
vonal által, és kössük össze ezen így talált pontot az adott 
{a,  a')  ponttal, lesz {am,  a'm')  a keresett vonal, mely az (a, u') 
ponton keresztül menve, mind a két vonalat átmetszi. Hogy 
az igy talált vonal csakugyan átmetszi a {de,  d'e')  vonalat, ma-
gából érthető, mert épen ezen vonal {m, m') pontját kötöttük 
össze az {a,  a')  ponttal; de átmetszi az a {Bc,  b'C)  vonalat is, 
mert ez az FSF'  síkban fekszik,  minthogy ezen keresztül ve-
zettetett a sík, de ugyanazon síkban fekszik  a talált (am,  a'm') 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



vonal is, minthogy az a síkban fekvő  két (a,  a')  és (m,  m') 
ponton megy keresztül; de két ugyanazon síkban fekvő  vo-
nalnak egymást mindig metszeni kell. — Az eljárás pontos-
ságát fogja  bizonyítani, ha ezen metsző (n,»') pont vetítő vo-
nalai egy egyenesbe esnek. 

2-ik Feloldás.  Az elv itt ugyanaz, mint az előbbi felol-
dásnál, csakhogy az FSF'  síknak gyakran alkalmatlan szel-
déi felkeresése  mellőztetik az által, hogy az adott {n,  a')  pon-
ton keresztül két tetszőleges, de az FSF"  síkban fekvő  (ap, 
a'p')  és {aq,  a'q')  vonal huzatik az (a, a') ponton, és a (6c, b'c') 
vonal két tetszőleges pontján keresztül, a 65-ik ábrában. 

Hogy most az FSF'  sík átdöfését  a második (de,  d'e') 
vonal által meghatározhassuk, képzeljük e vonal fekvetitő 
síkját megvonva, és határozzuk meg ennek (pq,  p'q')  metszé-
sét az FSF'  síkkal, az által, hogy a metszési p, és q pontokat 
az illető vonalakra vetítjük. Az így talált metszesi vonal a 
(de,  d'e')  vonal által az (m,  m')  pontban vágatik által, melyet 
tehát, ha az adott (a,  a')  ponttal összekötjük, megnyerjük ismét 
a kívánt (am,  a'm')  vonalat, mely az adottakat az (n, n')  és 
(m,  m')  pontokban metszi át. 

57. §. 
Egy adott ponton keresztül vezettessék egy vonal, mely 

két adott síkkal párhuzamos. 
Feloldás.  Szerkesszük a két adott sík, metszési vonalát, 

és huzzunk ehhez az adott ponton keresztül egy párhuzamost. 

58. §. 
Egy adott ponton keresztül vezettessék egy vonal, mely 

egy adott vonalt átmetsz, és egy adott síkhoz párhuzamos. 
1-ső Feloldás.  Vezessünk a 66-ik ábrában az adott (a,  a') 

ponton keresztül egy F^SiFi'  síkot, mely az adott FSF'  sík-
kal párhuzamos; határozzuk meg azután ezen sík (m,  m')  át-
döfési  pontját az adott (be,  b'c')  vonal által, végre kössük össze 
ezen átdöfési  pontot az adott (a, a') ponttal, lesz (am,  a'm')  a 
keresett vonal, mely az (a,  a')  ponton keresztül megy, az adott 
(6c, b'c')  vonalat az (m,  m')  pontban átmetszi, és az adott FSF' 
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síkkal párhuzamos, minthogy egy oly síkban fekszik,  mely 
maga is párhuzamos az adott síkkal Az eljárás pontosságát 
fogja  bizonyítani, ha az adott síkban lehet egy oly vonalat 
húzni, mely a találttal párhuzamos. 

2-ik Feloldás.  Az F^S^F^'  sík szeldéi szerkesztése he-
lyett a 67-ik ábrában ismét egyszerűbben az adott (a, a') pon-
ton keresztül két egyenes huzatik, melyek a meghatározan-
dó síkban feküsznek.  E vonalakul legegyszerűbben vétetnek 
az {ah,  a'b'),  mely az adott sík fekszeldéjével,  és (ac,  a'c'), 
mely annak fíiggszeldéjével  párhuzamos. Hogy most ismét az 
adott (de,  d'e')  vonal átdöfését  meghatározhassuk azon síkkal, 
mely az (ab,  a'b')  és az (ac,  a'o')  vonalak által vezethető, kép-
zeljük meghúzva a (de,  d'e')  vonal fekvetítö  síkját, ennek 
azután, és az említett síknak (bc,  b'c')  metszését a 6, és c pon-
tok egyszerű vetítése által lehet megnyerni. Ezen metszési 
vonal ad adott (de,  d'e')  vonallal az (m, m')  pontban találko-
zik ; a melyet (a,  a')  ponttal összekötvén, megnyerjük a kivánt 
(am,  a'm')  vonalat. 

A feladat  azonban sokkal egyszerűbbé válik, ha az adott 
sík az egyik vetületi síkkal összeesönek vétetik fel,  mert ez 
esetben a keresett vonal egyik vetülete az alapmetszettel lesz 
párhuzamos, és így közvetlen meghúzható. 

59. §. 
Egy adott síkon kerestessék fel  azon pont, mely három 

a térben adott ponttól egyenlő távolban van. 
Feloldás.  Kössük össze az adott három pontot egy há-

romszöggé, keressük meg (a 49-ik czikk szerint) azon kör 
középpontját, mely e háromszög körül vezethető, és bocsás-
sunk ezen középpontból egy merőlegest az adott síkra, akkor 
ezen merőleges és a sík metszési pontja lesz azon pont, mely 
a kivánt feladatnak  eleget tesz. 

60. §. 
Vezettessék egy síkhoz, adott távolban egy párhuza-

mos sík. 
Feloldás.  A 68-ik ábrában FSF'  az adott sík, és 

egy oly sík, mely az adottnak fekszeldéjére  merőleges. For-

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



dítsuk ezen két sík F'h  'metbzési vonalát az «zelde körül 
a függvetületi  lapba, ós emeljünk erre egy tetszőleges p pont-
ban merőlegest, a melyre p-től kezdve mind a két oldalra 
felvisszük  az adott 2)m=pn távolt. Az m, és n pontokon az 
F'h  metszési vonalhoz vont párhuzamosok lesznek a keresett 
síkok metszései az síkkal; ha tehát ezen metszési vona-
lak az g'® szelde körül ismét visszafordítatnak,  akkor F^  és F„ 
iigy szinte F^' és az illető szeldék pontjai, és ha azokon 
keresztül az adott sík szeldéjivel párhuzamosokat vonunk, 
ezek a kivánt síkok szeldéjit fogják  megadni, és azok a vetü-
leti tengely Ŝ  és <SÍ, i pontjaiban fognak  egyesülni. 

61. §. 
Vezettessék egy adott egyeneshez, adott távolban, egy 

oly párhuzamos, melynek fekvetülete  szinte megvan adva. 
1-sö Feloldás.  A 69-dik ábrában {ab,  a'h')  az adott vo-

nal, és cd  a vele párhuzamos vonal fekvetülete,  melynek függ-
vetülete kerestetik. Vezessünk az adott vonal egy tetszőleges 
{'J,  9')  pontján keresztül egy merőleges FSF'  síkot, és kép-
zeljünk ebben a síkban a {g,  g')  középpontból az adott távol-
lal, mint sugárral egy körívet leírva, akkor ez a keresett pár-
huzamost metszeni fogja.  Fordítsuk azért az FSF'  síkot az 
FS  szeldéje körül a feklapba,  és a lefektetett  G pontból mint 
középpontból írjuk le valóban az adott távollal az említett 
kört, mely a keresett vonal adott fekvetületét  K pontban met-
szi, mely tehát a keresett vonal és az FSF'  sík átdöfési  pont-
jának lefektetése.  Ha tehát a síkot ismét visszafordítjuk,  akkor 
ezen átdöfési  pont vetületei lesznek {k,  k'),  a mely utóbbin át 
tehát csak a c'k'  párhuzamosan lesz o'6'-el vonandó, a keresett 
függvetület  meghatározására. — A körnek és az adott fekvetü-
letnek második / f  metszése visszafordítás  által még egy {h,h') 
pontot fog  meghatározni, a melyen keresztül vezetett h'd" 
párhuzamos a feladatnak  egy második oldását fogja  megadni. 

2-ik Feloldás.  Ha a vetületi síkokat úgy mozdítjuk el, 
hogy az adott vonal a fekvetületi  lapra merőlegesen álljon, 
akkor a keresett vonal szinte merőleges lesz a feklapra,  és az 
adott távol a valódi nagyságban lesz szemlélhető. A 70-dik 
ábrában először a F'  F8 niozdittatott úgy el, hogy az új alap-

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



metszet VT'  a keresett vonal adott cd  fekvetületével  össze-
essék ; mi által az adott vonal új függvetülete  lesz a kere-
sett vonal függvetülete  pedig valahol az új F'  F^-ban, annak 
feknyoma  tehát a FT'-ben lesz. — Ha most másodszor a FVS 
mozdíttatik úgy el, hogy az új alapmetszet V"T"  az ve-
tületre legj^en merőleges, akkor az adott vonal fekvetülete  az 
W pontba egyesül, a keresett vonal fekvetülete  szinte csak 
egy pont lesz valahol a V"T"  tengelyben. 

Ha tehát az adott távollal mint sngárral leirjuk a kö-
zéppontból a kört, akkor ez a F" T"  tengelyt a t és $ pon-
tokban metszi át, mely pontok tehát a keresett vonalak fek-
vetületei; függvetületei  lesznek az ezen ponton keresztül a'(i'-
el vezetett párhuzamosok. Ha tehát a vetületi síkokat az ere-
deti állásokba visszahelyezzük, akkor megkapjuk a Qt, h') és 
(k,  k')  pontokat, mint a keresett vonalak feknyomait;  az ezen 
ponton a'b'-e\  párhuzamosan vont h'd'  és k'd"  vonalak pedig 
a keresett függvetületeket  fogják  megadni. 

62. §. 
Kerestetnek azon pont vetületei, mely négy a térben 

adott ponttól egyenlő távolban van. 
Feloldás.  Kössük össze az adott pontokat egymás kö-

zött, felezzük  az összeköttetési vonalakat, és vezessünk ezen 
felező  pontokon keresztül oly síkokat, melyek az összekötte 
tési vonalakra merőlegesen állanak. Ezen síkok közös met-
szési pontja lesz a keresett pont. — A 71-ik ábrában (a, a'), 
{h,  b'),  (c, c') és {d,  d')  az adott pontok; (Z)C, D'O)  azon sík,^ 
mely a (ác, d'c')  vonal felező  pontján keresztül van ugyanezen 
vonalra merőlegesen vezetve, az {AD,  A'D')  sík merőleges az 
{ad,  a'd')  összeköttetési vonalra, és ennek középpontján megy 
keresztül, végre a {BC,  B'C)  sík a {bc,  b'c')  vonalra merőleges 
ennek felező  pontjában. — Továbbá a (dc.ad,  d'c'.a'd')  vonal 
a {DC,  D'C)  és az {AD,  A'D')  síkok metszési vonala, úgy 
szinte a (öc.ad, b'c'.a'd')  vonal a {BC,  B'C)  és az {AD,  A'D') 
síkok metszési vonalát állítja elé; ezen utóbbi két vonal (o, o') 
közös metszési pontja tehát, mint a felező  síkok közös pontja, 
lesz azon pont, mely a négy adott ponttól egyenlő távolban 
van. — A feloldás  pontosságáról meg lehet győződnünk, ha 
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az (oa,  o'a'),  (pb,  o'b'),  (pc,  o'c'),  és az {od,  o'd')  vonalakat meg-
huzzuk, és azoknak valódi hosszait meghatározzuk, a melyek 
pontos munkálatnál mind. egyenlők lesznek. 

63. §. 
Van adva egy egyenes vonal és egy sík, kerestetik azon 

sík, mely az egyenesen keresztül menve, a síkkal egy adott 
hajlási szöget képezzen. 

Feloldás.  Ezen feladatnál  három esetet kell megkülön-
böztetnünk, ugyanis: 1-ször Ha az adott vonal magában az 
adott sikban fekszik;  mely esetben tehát az adott egyenes 
egyszersmind metsző vonala az adott és a keresett síknak. 
Ezen feladat  nem egyéb, mint a 36. §. 2. pontjában adott fel-
adatnak megfordítása.  Ugyanis a 44-ik ábrában F8F'  az adott 
sík, {Ah,  a'B')  a benne fekvő  egyenes, a melynek egy tetsző-
leges (p, p')  pontján keresztül vezettetik egy a metszési vo-
nalra merőleges sík, melynek fekszeldéje  DG. Ha ezen sík a 
feklapba  befordíttatik,  akkor a {p,  p')  pont helyzete lesz P-
ben, a segéd sík, és az adott sík metszése pedig Z>P-ben. Most 
tehát csak a DP oldal mellé szerkesztetik az adott hajlási 
szög DPE, melynek PE szára addig hosszítatik, míg az a 
segéd sík szeldéjét í?-ben nem éri, lesz E a keresett sík fek-
szeldéjének egy pontja, mely már a sík tökéletes meghatáro-
zására elegendő, minthogy a keresett szeldéknek az {Ab,  a'B') 
vonal nyomain kell keresztül menni. 

Megjegyzendő, hogy ezen feladatnak  két oldása lehetsé-
ges, a mint ugyanis az adott DPE szög a PD vonal egyik, 
vagy a másik oldalára szerkeztetik. 

Legyen 2-szor az adott egyenes az adott síkkal párhu-
zamos. Ha a 72-ik ábrában FF'  az adott sík, és AB az adott 
egyenes, akkor ezen utóbbinak egy tetszőleges B pontján ke-
resztül vezessünk egy MN  síkot merőlegesen AB-vq, leend ez 
a hajlási szög síkja. Keressük meg azután a két sík CN  met-
szési vonalát, és huzzuk meg az MN  sikban a B ponton ke-
resztül azon BC vonalat, mely a metszési vonallal az adott « 
hajlási szöget képezi; akkor BG a keresett sík egy vonala 
leend. Meg lehet még jegyezni, hogy a C ponton keresztül az 
AB-hez. vont párhuzamos lesz az adott és a keresett sík át-
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metszése, miért is ezen párhuzamos szinte a keresett sík vo-
nala leend. A 73-ik ábrában FSF'  az adott sík, {Ab,  a'b')  pe-
dig az adott egyenes, mely az FSF'  síkkal párhuzamosan vé-
tetett fel.  Ezen egyenes egy tetszőleges (6, h') pontján van ke-
resztül vezetve az F^S^F^'  sík merőlegesen {Ah,  a'6')-re; 
{gD,  G'd')  pedig a két sík metszési vonala. Hogy tehát most a 
kellő szerkezetet végbe lehessen vinni, szükség volt az 
síkot az SiF^ szeldéje körül a feklapba  lefordítani,  mely mű-
tétei után a {b,  b')  pont B-be, a metszési vonal pedig DG-he 
jutott. B-ből tehát most meghúzatott a BC vonal, mely GD-vel 
az adott GCB=a  hajlási szöget képezi. BC tehát az előbb 
említettek szerint a keresett sík vonala leend, ha tehát azt 
addig hosszítjuk, míg a forgási  tengelyt í^-ben nem metszi, 
lesz E a keresett szeldének egy pontja, a melyen és az A pon-
ton van keresztül vezetve az F„S„  fekszelde.  A C pont fekve-
tülete visszafordítva  c pontba fog  jutni, a melyen tehát keresz-
tül vezetve a Cch párhuzamost ^i-vel, lesz ez a metszési vo-
nal fekvetülete,  a h pont H'  függvetülete  pedig az adott és a 
keresett sík függszeldéjinek  közös pontja. 

Megjegyzendő, hogy a feladatnak  két oldása lehetséges, 
minthogy B-ből két oly vonalat lehet húzni, mely a CG  met-
szési vonalat az adott BCG=a  szög alatt metszi. 

Végre 3-szor, ha az adott vonal az adott síkot átmetszi. 
— A feladat  ez esetben azonos azzal, mely az 52-ik czikkben 
fejtetett  meg, azon különbséggel mindazonáltal, hogy az ottani 
fekvetületi  sík helyett most egy tetszőleges sík van megadva. 
A feloldás  azonban itt is ugyanaz marad, csak hogy a szüksé-
ges szög és kör szerkesztése miatt az adott sík a feklapba 
fordíttatik  be. Ha ugyanis a 74-ik ábrában FF'  az adott sík, 
AB az adott egyenes, mely a síkot A pontban éri, akkor ezen 
egyenes egy tetszőleges B pontjából vonatik a BC merőlege-
sen a síkra, míg azt C pontban át nem döfi;  most már az FF' 
síkban vonatik a C ponton keresztül egy tetszőleges CD vo-
nal, a melyhez B-ből vezettetik azon BD vonal, mely CZ)-vel 
az adott CDB=a szöget képezze, C-ből azután mint közép-
pontból iratik le CD sugárral egy kör, a melyhez uá-ból ve-
zettetik az AE érintő, lesz ez az adott és a keresett síknak 
közös metszési vonala. Meg lehet itt még jegyezni, hogy a DE 
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vonal szinte a keresett sík vonala lesz, annak nyomai tehát 
szinte a keresett sík szeldéjiben fognak  feküdni. 

A 75-ik ábrában FSF'  az adott sík, {bH,  B'h')  az adott 
egyenes, mely a síkot az (a, a') pontban metszi át, ezen egye-
nes egy tetszőleges Qj, B')  pontjából vonatott a síkra merőle-
gesen a (6c, B'c')  vonal, és meghatároztatott enne'k (c, c') át-
döfésí  pontja. Azután az adott sík az FS  fekszeldéje  körül a 
feklapba  fordíttatott  le, mely alkalommal az (a,  a')  pont ^á-ba, 
a (c, c') pont pedig C-be jutott, mely utóbbi pont a szerkesz-
tendő kör középpontja leend. Hogy ezen kör sugarát meg-
nyerjük, szükség lesz szerkeszteni azon BCD derékszögű há-
romszöget, melynél a Z)-néli hegyes szög az adott a hajlási 
szög, az ellentett BC befogó  pedig a (6c, B'c'^  távol valódi 
hossza; a másik CD befogó  lesz a keresett sugár, a melylyel 
tehát egy körív iratik le, és ehhez .á-ból vonatik az AE érintő, 
mely már az adott és a keresett sík metszési vonala leend, a 
feklapba  befordítva;  miért is, ha ezen érintőt addig hosszítjuk, 
míg az a forgási  F8  szeldét K-ban nem metszi, lesz K a kere-
sett sík fekszeldéjének  egy pontja; mely által már az F^S^F^' 
sík tökéletesen meg van határozva. — Ha az adatok nem elég 
kényelmesek, czélszerü az adott sík függszeldéjét  is lefordíta-
ni, és azt addig hosszítani, míg a lefektetett  AE metszési vo-
nalat M-ben nem vágja, ezen pont azután visszafordítva,  meg-
adja az adott és a keresett síkok függszeldéjinek  közös 
pontját. 

Megjegyzendő, hogy ezen feladat  szinte két oldással bir, 
mert az A pontból a körhöz két érintőt lehet vonni. 

64. §. 
Adva van három pont: A, B, és C, kerestetik azok sík-

jában egy negyedik oly tulajdonságú pont: M,  hogy az össze-
kötve a három adott ponttal, az eredt AMB,  és BMC  szögek 
az adott a, és /S szögekkel legyenek egyenlők. 

Feloldás.  Legyenek a 76-ik ábrában {a,  a'),  (b,  h')  és 
(c, c') az adott pontok, akkor összekötvén (6, 6')-et (a, «') és 
(c, c')-el lesz DE azon sík fekszeldéje,  mely az adott pontokon 
keresztül vezethető. Ha ezen síkot a talált fekszeldéje  körül 
a feklapba  lefordítjuk,  akkor az adott pontok helyzete leend 
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A, B, és C-ben. Ha most az AB vonal egy merőleges által 
feleztetik,  és ő-nél az adott « szögnek 90 fokrai  pótléka szer-
kesztetik, mig annak szára a felező  merőlegest p-ben nem 
metszi, akkor a p középpontból pB sugárral leirt kör minde-
gyik pontja A és fi-vel  összekötve az a szöget fogja  képezni. 
— Ugy szinte, ha a BC vonal feleztetik  egy merőleges által, és 
C-nél szerkesztetik az adott fi  szögnek 90 fokrai  pótléka, mig 
ennek szára a merőlegest ^-ban nem metszi, akkor a q közép-
pontból qC sugárral leirt kör minden pontja összekötve a B 
és a C pontokkal, az adott (i  szöget fogja  képezni; azon M 
pont tehát, hol ezen két kör egymást átmetszi, leend a kere-
sett negyedik pont a feklapba  lefordítva.  Ha tehát a pontok 
síkja ismét a DE fekszeldéje  körül az eredeti állásába vissza-
fordítatik,  lesznek m, és m' a kérdéses pont vetületei. — Ezen 
feladatnak  még egy más oldás is megfelel,  mely az ábrában 
az N  pont által van képviselve, s melyet úgy nyerünk meg, 
ha az «, és a ^ 90 fokrai  pótlékait az illető vonalak másik ol-
dalára szerkesztjük. Különben az adott pontok helyzetéhez, 
és az adott szögek nagyságához képest a feladat  megoldásá-
nak száma is különböző ; a mely is a legkedvezőbb esetben 
négyre terjedhet. 

65. §. 

Adva van egy derékszögű BAC háromszögnek fekvetü-
lete bac, a 77-ik ábrában, mely szinte derékszögű; kerestetik 
a forgási  tengely, és a liajlási szög, ha a BAC háromszög szö-
gei ismeretesek. 

Feloldás.  Hogy egy derékszög ismét derékszögű vetüle-
tet adjon, azt csak is az egyik szára körül lehet forgatni,  vagy 
egy tengely körül, mely az egyik szárral párhuzamos. A jelen 
esetben tehát szinte a két befogó  ah, vagy ac egyike lehet 
csak a forgási  tengely, vagy egy oly egyenes, mely ezek va-
lamelyikével párhuzamos. — Tegyük fel,  hogy ab a forgási 
tengely, akkor ez egyszersmind a valódi BAC háromszög AB 
oldalával is egyenlő ; fordítsuk  le tehát a BAC háromszöget az 
AB oldala köinil a feklapba,  akkor a derékszögek miatt az 
AC szár ac-re fog  esni, talán C, -ig, mely pont a és c közt 
fekszik,  ha a B szög kisebb, mint a b szög, vagy Ca-ig, mely 
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pont az ac meghosszításán fekszik,  ha a B szög nagyobb a b 
szögnél. Minthogy pedig a valódi háromszögnek nagyobbnak 
kell lenni, mint a vetületnek, az ah befogót  csakis akkor lehet 
forgási  tengelynek venni, ha az adott B szög nagyobb i-nél. 
Ellenben, ha az adott li szög kisebb volna i-nél, akkor bizo-
nyosan C nagyobb c-nél, ez esetben tehát az ac befogó  volna 
a forgási  tengely, mely körül tehát a BAC háromszöget lefek-
tetve, az AB oldal ah-re. fog  esni, és a i? pont az ah vonal 
meghosszabbítására eshet csak, például ő r ig . 

Ezekből eléggé világos, hogy, ha egy derékszögű há-
romszög az egyik befogója  körül forog,  akkor az ezen befogó 
melletti hegyes szög vetülete folytonosan  kisebbedik, mig az 
ellenes hegyes szög növekedik. Minthogy pedig a szög valódi 
nagysága meg van adva, a hegyes szögek egyszerű összeha-
sonlításából már könnyű megbírálni, hogy a két befogó  közül 
melyik a forgási  tengely. A melyik vetületi szög ugyanis na-
gyobb a megfelelő  valódi nagyságnál, az ezen szöggel átelle-
nes befogó  a forgási  tengely. 

Az említett elmélkedés folytán  tehát nemcsak a forgási 
tengelyt lehet felismerni,  de egyszersmind a BAC háromszög-
valódi nagyságát is, melyek után tehát a hajlási szög megha-
határozása az előbbiek folytán  igen egyszerűen eszközöl-
hető. 

66. §. 
Kerestetik egy ABC háromszögnek függvetülete,  ha 

adva van mind a három szög, és a fekvetület. 
Feloldás.  Legyen 78-dik ábrában ABC a keresett há-

romszög, abc annak adott fekvetülete,  s minthogy az ABC há-
romszög oldalai ismeretlenek, de ismertek annak szögei, le-
gyen egy oly háromszög, mely az adottal hasonló, és hol 
az ay oldal egészen tetszőlegesen vétetett fel. 

Ha már most az ABC háromszögben az AC oldalon le-
metszetik egy tetszőleges AD rész, melynek vetülete ad,  ak-
kor az ABD háromszög vetülete lesz abd;  —• ha továbbá az ay 
oldalon szinte úgy metszetik le egy ad  rész, hogy: a8: AD^ay: 
AC, vagy a mi ugyanaz, hogy: a8: ad=ay:  ac; akkor az ABD 
és apS  háromszögek hasonlók, minthogy az a szög egyenlő az 
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A szöggel, és a befogó  oldalak aránylagosak; következik te-
hát, hogy az ABB szög is egyenlő az szöggel. Hasonló 
okoknál fogva,  ha az AC meghosszabbításán vétetik fel  egy 
tetszőleges E pont, mely azután ^-vel összeköttetik, akkor a 
BCíJ  háromszög vetülete bee, és CBE  szög egy^enlő a y ê szög-
gel, ha s ugy választatott, liQgy: 

ye:/ty  = CE:  AC =ce:ac 
Ezeket előre bocsájtván, már könnyű belátni, hogy azon sík 
meghatározásánál, melyben a keresett ABC háromszög fek-
szik, ezen háromszöget pótolhatja a ZJ^JÍ háromszög, melynek 
vetülete dbe,  és a melynek valódi szögei a S(is  háromszög által 
vannak meghatározva. 

fia  tehát a Z) és E pontokat ugy választjuk, hogy az 
által először a nyert DBE= ő^t  szög derékszöggé váljék, de 
másodszor, hogy ezen szögnek dhe  vetülete szinte derékszög 
legyen, akkor a feladatunkat  visszavezettük az előbbi feladat 
feloldására.  Hátra van tehát még csak megmutatni, hogy mi-
kép kell a d, és e pontokat úgy megválasztani, hogy az által 
ne csak a dhe  szög, de a d^e  szög is derékszegüvé legyen. 

Minthogy az ay oldal egészen tetszőleges, czélszerü lesz 
azt az ^c-vel egyenlőnek venni, mi által azután a lemetszett 
vagy hozzácsatolt ad  és -/í részek az ad  és ce részekkel szinte 
egyenlők leendenek, minthogy továbbá a dbp,  és a i1(}t  szögek 
derékszögek, azért azok csúcsai oly körökben fognak  feküdni^ 
melyek átmérői az ne illetőleg ni vonalokra esnek. Ha tehát 
az (tyP háromszöget úgy rajzoljuk, hogy annak ay oldala az 
adott abc háromszög ac oldalára essék, mint a 79-dik ábrában, 
akkor a d  és e pontok azon kör átmérőjének végpontjait fog-
ják képezni, mely a (h) és {(i) pontokon keresztül megy, és a 
melynek középpontja az ne vonalban fekszik;  miért is ezen 
kör meghatározására csak is a bfi  távolt kell merőleges által 
felezni;  ezen meríileges és az ac vonal közös o pontja lesz a 
keresett kör középpontja; és ob = o^ a. sugár; a leirt kör az 
ac vonalat a keresett d  és e pontokban metszi á t ; úgy hogy az 
adott abc háromszög helyett veendő a dbe  derékszögű három-
szög, melynek megfelelő  valódi DBE derékszögű háromszög 
szögei a d(ie  hái-omszög szögeivel egyenlők. 

A jelen ábrában tehát, hivatkozva az előbbi feladat  fel-
4* 
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oldására, mintliogy a íifh  szög kisebb a megfelelő  bde  szög-
nél, azért ezen utóbbi szög átellenes befogója  he lesz a forgási 
tengely, hogy pedig a dha  háromszög valódi nagyságát megta-
láljuk csak a be befogó  mellé rajzoljuk a valódi §ed  szöget, a 
mi legegyszerűbben az által vitetik végbe, hogj- a h^  ivet d-
töl kezdve reávisszük a körre folytatólag  g-ig,  minthogy a 
(ied  szög mérete a fél  lid  z= bg iv. — Ha tehát g pont e-vel 
összeköttetik, és az eg egyenes addig hosszitatik, mig a bd 
merőlegest Z)-ben nem metszi, lesz hDe a bde  vetülethez tarto-
zó valódi hossz, és ennélfogva  oű a hajlási szög. 

A nyert be forgási  tengely, úgy szintén az w hajlási 
szög már most egyaránt érvényesek a dbe,  mint az adott abc 
háromszögre is. 

Az említett mód szerint mindig meghatározható a szük-
ségelt kör o középpontja, kivéve azon egy esetet, hol a b és (i 
pontok összeköttetési vonala az ac oldalra merőleges; de ez 
esetben minden további szerkesztés nélkül könnyű belátni, 
hogy ac maga a forgási  tengely. 

67. §. 
Adva van három egymással párhuzamos egyenes vonal 

kerestetik egy negyedik, mely az adottaktól egyenlő távol-
ban van. 

Feloldás.  Vezessünk egy síkot merőlegesen az adott 
egyenesekre, s keressük meg az átdöfési  pontokat; — hatá-
rozzuk meg továbbá a 49-ik czikk szerint azon kör közép-
pontját, mely a három átdöfési  ponton megy keresztül; végre 
a talált középponton keresztül vezessünk az egyenesekkel 
párhuzamost. 

68. §. 
Adva van három egymást ugyanazon pontban metsző 

egyenes vonal, kerestetik egy negyedik, megy az adottakkal 
egyenlő szögeket képezzen. 

I. Feloldás.  Legyenek a 80-ik ábrában SJ , SB,  és SC 
az adott egyenesek, a melyeken az 8 közös csúcstól kezdve 
az egyenlő 6M = 8B = SC  részek vannak lemetszve. Hatá-
rozzuk meg azon kör középpontját, mely az A, B, és C pon-
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tokon megy keresztül, és kössük össze a nyert kör 0 közép-
pontját a közös S  csúcscsal, akkor az ASO, BSO  és CSO  há-
romszögek azonossága következtében az JSO, BSO,  és CSO 
szögek is egyenlők lesznek. A kivitel a 81-ik ábrában van 
eszközölve, hol (sa,  s'a'),  {sh,  s'b')  és (sc, s'c') az adott egyene-
sek, ezeknek először is meghatároztatott a valódi hosszuk az 
által, hogy ugyanazon fekhajlás  mellett addig forgattattak  az 
<S pont körül, míg a függlappal  párhuzamosok nem lettek (sá, 
sd'),  sd")  és {s8,  s8"'),  most levágattak az egyenlő s'A', 
S'B',  és s'd'"  részek, és visszaforgatás  utján meghatároztattak 
az (a,  a'),  (b,  b')  és a (c, c') pontok. 

Most az {abc,  a'b'c')  háromszög síkja a meghatározott 
fekszeldéje  körül a feklapba  fordítatott  le, és mértanilag szer-
kesztetett a valódi nagyságú ABc háromszög 0 középpontja, 
(lásd a 49-ik §.), melynek vetületei a visszafoa'dítás  után (o, 
o')-be jutnak; mely pontot az (s, 6')-el összekötvén, lesznek 
(so, s'o')  a keresett vonal vetületei, melyek ugyanis az adot-
takkal egyenlő szögeket képeznek. 

II. Feloldás.  Minthogy a 80-dik ábrában O az ABC há-
romszög körül irt kör középpontja, azért az AC vonal D fele-
zőpontjának 0-vali összeköttetése AC-re,  merőleges, minthogy 
továbbá az ASD  és CSD  háromszögek azonossága folytán  SD 
szinte merőleges AC-ve, azért az SD  és DO egyeneseken ke-
resztül vezetett SDO  eik szinte merőleges lesz ^C-re, vagy 
fordítva,  az S  ponton keresztül -áC-re merőlegesen vezetett 
sík az SO  vonalon megy keresztül. Ugyanez áll az S  ponton 
keresztül merő, és AB-vc, vagy iíC-re merőlegesen álló síkok-
ról is. Miért is, ha a 82-ik ábrában már meg vannak határoz-
va a közös (s, s') ponttól egyenlő távolságba eső (a, a'),  (b,  b') 
és (c, c') pontok, akkor csak az (s, s') ponton vezettetnek ke-
resztül az F'SF  és F^  'SjF, síkok, melyek illetőleg az (ac, a'c') 
és (bc,  b'c')  vonalokra, merőlegesen állanak, ezen két sík közös 
metszési vonala leend azután a keresett egyenes. 

Meg lehet itt még jegyezni, hogy ezen feladatot  általá-
nosabban így is lehet fogalmazni:  Adva van három tetszőle-
ges egyenes vonal, és egy pont; vezettessék e ponton keresz-
tül egy negyedik egyenes vonal, mely az adottakhoz egyenlő 
szögek alatt hajlik. 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



Ez esetben ugyanis előbb az adott ponton kell keresztül 
vezetni a három adott egyenest, és azután az előbbiek folytán 
a keresett egyenest meghatározni; minthogy az egyenes pár-
huzamos elmozdítása által, annak iránya nem változik meg. 

69. §. 

Adva van két egymást metsző egyenes vonal, kereste-
tik egy harmadik, mely szinte a metszési ponton keresztül 
menve, a két adott egyenessel, és a fekvetületi  lappal egyenlő 
szögeket képezzen. 

Ezen feladat  megoldására egy töniörmértani tételre van 
szükségünk, melyet mint még valószinüleg ismeretlent, kö-
vetkezőkben röviden közlök; s melyet szavakba foglalva  igy 
adhatunk elő : Ha az ACBD kerülék (83-ik ábra) / gyupont-
jában egy merőleges omeltetilt a kerülék síkjára, és erre fel-
vitetik a kerülék kisebb féltengelye  F-íq,  úgy hogy Ff==OD; 
és az F  pont egy oly kúp csúcsának vétetik, melynek irány-
vonala az adott kerülék; akkor ezen kúp bármelyik alkotója 
FM  huzatik is meg, azon szögek, melyeket ezen alkotó a ten-
gelylyel, és a kúp magasságával képez, együttvéve mindig 
egy derékszöget képeznek, vagyis minden tetszőleges alkotó-
nál ,5 - \ -az= 90". 

E tétel bebizonyítására kössük össze a felvett  M pontot 
a gyuponttal, és a kerülék () középpontjával, úgy szinte M-
ből huzzimk a nagyobb tengelyre egy Mm  merőlegest, és ne-
vezzük az 'fim  metszéket a;-nck, az Mm  rendezőt pedig y-
nak, akkor: az elemző sikmcrtan ismert tételei szerint 

Mj  = a — tx . . . 
ha (a) a kerülék nagyobb féltcngelye,  £ pedig a külpontossági 
tényező. Továbbá az MfF  derékszögű háromszögből, melyben 
Ff=b=:a  kerülék kisebb féltengel^ével,  következik: 

az OmM  háromszögből pedig: 

vagy minthogy a kerülék egyenletéből = azért 

0M= 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



tekintetbe véve ugyanis, hogy a külpontosság 
at -

Ezeket előre bocsájtva az OFM  háromszögből a Carnot 
tétele szerint következik, (tekintetbe véve még, hogy OF=A), 
LIOGY  _ OF^-\-FI\P  ~ O&P 

~ 2. OF.  F3I 
_ gi! -I- - f  (ft  - .xf—y^—t'^x-' 
~ 2a Vb-'--\-{a—ixy-

Vb"  4 - {a—(xY 
az MfF  háromszögből pedig : 

Mf  a—tx 
MF  VBI^R^A-IX)" 

A nyert 4) és 5) egyenletek összehasonlításából követ-
kezik, hogy : cos(i  = sina 
innét pedig, hogy ; (5 « = 90", mely egyenlet által fentebbi 
tételünk be van bizonyítva. 

E tételből fordítva  most már következik az is, hogy 
mind azon egyenesek lábpontjai, melyek az F  ponton úgy ve-
zettetnek keresztül, hogy az eredő a és /í szögek összege 90 
fokot  adjon, mind ezen egyenesek lábpontjai egy oly kerü-
lékbe esnek, melynek középpontja az FO  tengely lábpontja, 
melynek nagyobb féltengelye  maga az FO  egyenes, kisebb 
tengelye pedig az F  pont vetítő Ff  vonala, a melynél tehát az 
F  pont / vetülete a gyupont. 

Minthogy továbbá az MfF  háromszög derékszögű, azért 
az FM  egyenes fekhajlási  y szöge az a-val együtt szinte 90 
fokot  képezvén, álland szinte hogy ^ = vagyis, hogy a 
szóban levő kúpnál minden tetszőleges alkotó a kúptengely-
lyel, és a féklappal  egyenlő szögeket képez. 

Visszatérve ezek után a feladatunkra  (e czikk elején) 
legyenek a 84-ik ábrában (ac^ a'c'),  és (bc,  b'c')  az adott, és 
egymást (c, c') pontban metsző vonalak; akkor tekintsük ac-t 
egy oly kerülék külpontosságának, melynek nagyobb félten-
gelye az (ac, a'c')  vonal valódi hossza aC, melyet az (nch,  n'c'h') 
háromszögnek a feklapbai  lefordítása  által nyertünk. 

Ha ac fekvetületre  az a pontban emelünk merőlegest, a 
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melyre a-tól kezdve mindegyik oldalra feltesszük  a (c, c') 
pont fekvetitö  pc'  vonalát, megnyerjük a kerülék kisebl3 ten-
gelyeit ; ha pedig az ac meghosszabbítására szinte a-tól kezd-
ve felvisszük  az aC távolt Ci-ig, leendaC, a kerülék nagyobb 
féltengelye;  és a szerkesztett EC^DC^ kerülék bármelyik 
pontja összekötve a {c,  c') ponttal oly vonalat fog  adni, mely-
nek fekhajlási  szöge egyenlő azon szöggel, melyet e vonal az 
(ac, a'c')  vonallal képez. 

Úgy szinte ha egy másik GC.^H kerülék szerkesztetik, 
melynek bc a külpontossága, a nagyobb tengelye pedig a {be, 
h'c')  vonal valódi hossza, akkor ezen kerülék bármelyik pontja 
összekötve a (c, c') ponttal egy oly egyenest ád, melynek szö-
ge a {bc,  b'c')  vonallal épen akkora lesz, mint a felvett  vonal 
fekhajlási  szöge. 

Ha tehát a két kerülék közös m, és n pontjai köttetnek 
össze a (c, c') ponttal, akkor a nyert (wc, n'c') és (wc, m'c') 
egyenesek oly tulajdonnal birnak, hogy mind a két adott vo-
nalhoz, és azonfelöl  a feklaphoz  is egyenlő szög alatt fognak 
hajolni, s így e két vonal az adott feladatnak  oldásait adják 
meg. 

Megjegyzendő azonban, hogy e két kerülék egyikét egé-
szen mellőzni lehet. Ha ugyanis meghuzzuk az adott két vo-
nal felező  {Cd)  vonalát, és ezen a vonalon teszünk keresztül 
egy oly sikot, mely az adott vonalak síkjára merőleges, akkor 
bizonyos, hogy mind azon vonalak, melyek az adott egyene-
sekkel egyenlő szöget képeznek, csak is ebben a síkban fek-
hetnek, azok lábpontjai tehát, ezen sík fekszeldéjébe  fognak 
esni. Ha tehát például a {c,  c')  ponton keresztül vezetünk az 
ABC háromszög síkjára egy {ck,  c'k')  merőlegest, és ezen, és 
a felező  {cd,  c'd')  vonalon egy síkot vezetünk keresztül, akkor 
ezen sík kd  fekszeldéjének  szinte az m, és n pontokon kell 
keresztül menni; miért is ez egyenes fogja  az egyik kerüléket 
pótolhatni. 

Minthogy továbbá ez utóbbi megjegyzés szerint csak 
egy egyenes és egy kerülék átdöfési  pontjai kerestetnek, azért 
a másik kerülék is az egyszerűbb kör által lesz pótolandó; 
6 czélra nézve csak a G^CaíT kerüléket a GH  kisebb tengelye 
körül (a metsző vonallal együtt) addig képzeljük forgatva; 
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míg a keriilék körbe vetitetik, meghatározzuk most a metszési 
M  és N  pontokat, és azokat visszafordítás  által a vonal előbbi 
állásán határozzuk meg. 

E feladat  tiszta megoldása tehát a kerülékek nélkülözé-
sével a 85-ik ábrában ismételtetett. 

Végi-e könnyű belátni, hogy ezen feladatnak  legátalá-
nosabb alakbani fogalmazása  e következő lehet: Van adva két 
tetszőleges egyenes vonal A és B, azonfelől  egy pont C, és 
egy sík M.  Kívántatik, hogy a C ponton egy oly egyenest ve-
zessünk keresztül, melynek az -á és -B vonalakhoz, úgy szinte 
az M  síkhoz ugyanazon hajlása legyen. 

II. 

A hároméi leirati feloldása. 

1- §• 

Ha két nem egyenközü sík egy harmadik által metsze-
tik, akkor mind a három sík egy közös pontban fog  egyesülni; 
mert minthogy a harmadik (c) sík, a másik két («) és {b)  síkot 
metszi, metszeni fogja  ezen utóbbiak közös vonalát is; ámde 
e közös vonal a metsző (c) síkot csak egy pontban döfheti  át, 
így hát a (c) síknak a másik kettővel is csak egy közös pontja 
lehet. 

A három sík ezen közös pontja vagy végtelen, vagy 
véges távolba eshetik. Az első esetben a három sík hasábot 
képzend, az utóbbiban pedig a tér egy oldalról bekeríttetik, 
és ered egy tömörszög, a hároméi. 

Minden háromélnek hat lényeges része van, melyek 
közül azon három szöget, melyet a három él képez, oldalnak, 
azon szöget pedig, melyet két lap képez egymással, egysze-
rűen szegnek  fogjuk  nevezni, 
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2. S. 

Mielőtt a hároméi leirati feloldásával  foglalkoznánk, 
szükséges leend az e tárgyra vonatkozó leglényegesebb tan-
tételeket előre bocsátani. 

1. Két oldal összege nagyobb minden háromélben a har-
madik oldalnál. Mert ha az adott oldalak egy síkba egyenitve 
rajzoltatnak egymásmellé (86. ábra), és (a) oldal nagyobb 
volna, mint (b) és (c) összege, akkor ez utóbbi oldalak sikjai 
SN,  és SP  élek körül forgatva  egymást nem metszhetnék, és 
igy háromélt nem képezhetnének. 

2. Mentől nagyobbak az egyes oldalak, annál tompább 
leend a tömörszög, míg végre, ha az oldalak összege 360 fokot 
képez, a tömörszög síkká válik, a miből következik, hogy az 
oldalak összege 0 és 360 fok  határok közé van szorítva. 

3. Ha a tér bármely pontjából, például Q-ból (87. ábra) 
merőlegeseket bocsájtunk a hároméi három síkjára, akkor 
ezen három merőleges QA',  QB'  és QC egy új háromélt kép-
zend, mely az előbbi ejjészitöjének  neveztetik, és azon meg-
jegyzendő tulajdonsággal bír, hogy oldalai az adott szögeit, 
szögei pedig az adott hároméi oldalait 180 fokra  egészítik ki. 
— E fontos  tétel bebizonyítására képzeljünk QA'  és QB'  me-
rőlegeseken keresztül egy síkot, mely sík tehát merőlegesen 
álland az (a) és (b)  oldalak lapjaira, és azért merőlegesen ezek 
metsző^ P(7 vonalára is. Ha tehát az átdöfési  C pont A'  és B'-
el összeköttetik, B'CA'  szög lesz az (a) és (b)  oldalak hajlási 
szöge. De CB'QA'  négyszögben az A'  és J3'-néli szögek ép-
szögek, tehát c' és C szögek összege 180 fok.  — Ugyan ez áll 
a másik két oldalról is; úgy, hogy általában, ha valamely há-
roméi három oldala (a), (6) és (c), három szöge pedig A, B, és 
C-vel jelöltetik, álland: 
a - \ - A ' = 180"; b B ' = 180» ; c C" = 180" és fordítva 
A-}-a'  = 180",; B-\-b'  — 180"; C - f  C = 180". 

4. Minden hároméi három szöge együttvéve nagyobb 
ISO^-nál, mert az egészítő háromélnél állani kell (a 2. pont 
szerint) 

a' f  c' < 360" 
és helyettesítve a 3. pont egyenleteit: 
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U80 ^ .1) -I- (180 — i?J + (180 _ C) < 360« vagy 
A - \ - B - \ - C y 180" 

5. Ha valamely háromclben két oldal egyenlő, akkor az 
ellentett szögek szinte egyenlők. Mert legyenek (88-ik ábra") 
(h)  és (c) oldalak egyenlők, és bocsássunk (a) oldalra az ellen-
tett él bármely Q pontjából egy Qq merőlegest, továbbá szinte 
Q-ból QB és QC merőlegeseket 8B, és SC  élekre, és kössük 
össze B-i és C-t {q)  ponttal, lesz QBq szög a (c) és (a) olda-
lak hajlási szöge, úgy szinte QCq szög a (6) és (a) oldalaké. 
— De SQB  és SQC  háromszögek azonosak, mert h = c fel-
tétel szerint, SQ  közös, és SQB = SQC  9 0 i n n é t QB — 
QC-, — továbbá QqB azonos Qí'C-vcl, mert Qfí  = QC, mint 
azt imént bebizonyitók, Qq közös, QqB = AqC='dO'\  és innét 
B szög = C szöggel. 

Innét továbbá következik; hogy 1. <Í5'Q-nak («) sikrai 
vetülete (a) oldalt felezi;  2. hogy azon háromélben, melyben 
mind a károm oldal egyenlő, egyszersmind mind a három szög 
is egyenlő. 

3. §. 

Legyen már most egy hároméi vetületei által adva, ke-
ressük annak oldalait, és szögeit. 

A 89-ik ábrában a fekvetületilap  az adott hároméi (a) 
oldalával azonos; ezen fölvétel  következtében («) oldal meg-
tartja valódi nagyságát, SB  és SC  élek a fekvetületilapba  es-
nek, a harmadik él vetületei pedig {ap,  *•'/>') vonalak által 
vannak megadva. 

Hogy már (c) oldal valódi nagyságát és («)-vali hajlási 
szögét föl  lehessen találni, szükséges leend ugyan ezen (c) 
oldal lapját SB  fekszeldéje  körül mind addig forgatni,  mig a 
féklappal  magával össze nem esik. Ezen forgás  alkalmával (c) 
lap bármelyik pontja, például (p, / / ) az SB  forgási  tengelyre 
merőleges körívet irand le, melynek középpontja B; és mely-
nek sugara BP",  azon derékszögű háromszögnek átfogója, 
melynek egyik befogója  Bp nem egyéb, mint a P pont fekve-
tületének távola a forgási  tengelytől, a másik befogója^jP"  a P 
pont függélyes  magassága; mert BpP"  épháromszög tulajdon-
kép a feklapra  merőleges és csak a, szerkezet végbevihetése 
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okáért van Bp befogója  körül a feklapba  befordítva;  a miből 
egyszersmind kitűnik, hogy P"Bp  szög a (c) lap keresett haj-
lási szöge; BHP  szög pedig a (c) oldal maga. Ugyanezen eljá-
rást kell ismételnünk a (6) oldal, és hajlási szöge feltalálha-
tására. 

Most már nincs egyéb hátra, mint az (a) oldallal ellen-
tett A szög feltalálása.  — E czélra vegyük tekintetbe, hogy 
A szög a {h)  és (c) oldalak hajlási szöge, melyet tehát úgy 
fogunk  megnyerni, ha a közös metszési (sp, s'p')  vonalra egy 
merőleges síkot teszünk, például (p, p')  ponton keresztül; e 
sík a (6), (c) és («) lapot egy háromszögben metszi, melynek 
csúcsa {p,p')  pont, alapja pedig a feklapban  Sp  vetületre me-
rőleges leend, az A szöget befogó  szárak mindegyike pedig 
merőleges az (Sp,  Sp')  metsző vonalra. Ha tehát a lefektetett 
(c) lap P pontjában emelünk egy Pn merőlegest, SP-rc,  úgy 
szinte (6) lap P pontjában egy P'm  merőlegest a lefektetett 
{Sp,  S'p')  vonalra, SP'-re,  leend wm a keresett háromszög 
alapja; Pn és Prn pedig az A szöget befogó  szárak, mely ada-
tok már most az nAm háromszög képzésére elégségesek. 

Ezen eljárásból már most könnyen következik : 
1. Hogy pP"  és pP'"  egyenlők, mert mind a két vonal 

a (jo, p')  magassága a féklap  felett. 
2. Hogy PA és P'A  íveknek Sp  vonal ugyanazon pont-

jában kell találkozniok, mert A nem egyéb mint az mn körül 
a feklapba  lefordított  (p,  p')  pont, melynek tehát a forgási  mn 
tengelyre egy merőleges körívet kell leírni; de 

3. mn vonalnak Sp-re  merőlegesnek kell lenni, mert mn 
az nAm háromszög síkjának szeldéje, mely sík az (-S^, Sp')-re 
merőlegesnek vétetett fel. 

4. SP és SP'  vonalak egyenlők, mert mind kettő (Sp, 
Sp')  vonalnak egyszerű lefordítása  a feklapba,  és így egy-
szersmind (Sp,  S'p')  vonalnak valódi hosszai; végre 

5. S, B, p, és C pontok egy kör kerületében fekszenek 
(mert SBpC  négyszögben a két ellentett B és C szögek össze-
ge 180"), mely kör átmérője Sp  vonal, azért, mert a fi  és C 
szögek derékszögek. 
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Ha a hároméi hat része közül három adva van, a másik 
három szerkesztés által mindig fellelhető.  Minthogy pedig hat 
elemből húszszor lehet más három adatot választani, öszve-
sen húsz feladat  volna megoldandó. De ezen feladatok  csak e 
következő, egymástól különböző hatfélére  oszlanak : 

1. Ha adva van a három oldal. 
2. Ha adva van a három szög. 
3. Ha adva van két oldal, és a közbefoglalt  szög; mely 

adatokat háromszor lehet változtatni. 
4. Ha adva van két szög, és a közbenfekvő  oldal; szinte 

három változtatással. 
5. Ha adva van két szög, és az egyikkel ellentétes ol-

dal, mely adatokat hatszor lehet egymás közt felcserélni;  és 
végre 

0. Ha adva van két oldal, és az egyiknek ellentett szög; 
szinte hat módosítással. 

5. §. 
Első eset: Adva van a hároméi három oldala, kerestetik 

a három szög. 
Feloldás.  Szerkeszszük a három adott szöget (90-ik ábra) 

a feklapba  egymás mellé, válaszszunk azután a közös metsző 
SP  vonalon egy tetszőleges P pontot; —'Jia most a(c) oldal 
lapja 8B él körül forgattatik,  P pont SB-vq  egy merőleges 
kört irand le, melynek fekvetülete  Pp. De minthogy P pont 
egyszersmind a (h)  lapban is fekszik,  vegyük SP'  = SP,  és 
forgassuk  (b) lapot is SC  éle körül, akkor P'  pont szinte egy 
SC-re  merőleges ivet irand le, melynek fekvetülete  P'p.  — 
Minthogy tehát P pont vetületének Pp és P"p  vonalakban 
kell feküdnie,  ez nem lehet egyébütt, mint a közös (p)  metsző-
pontban ; (s) pont pedig, mint a forgási  tengelyek közös pontja 
helyéből nem mozdulván, leend — miután az illető síkok éleik 
körül addig forgattattak,  míg egymást metszik — sj) a (b)  és 
(c) lapok metsző vonalának fekvetülete.  — Hogy még P, vagy 
P'  pont magasságát megkapjuk, szükséges leend a PBp ívet a 
feklapba  befordítani,  itt PP"  ív a {p)  pontban emelt pP"  me-
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rölegest P"  pontban metszi; és -pP"  leend a P pont keresett 
magassága. Ugyanazon eredményre jutottunk volna, ha a PB}> 
ív helyett a P'Cp  ivet fektettük  volna a feklapba.  Összehason-
lítva már most a jelen esetet az általános feladattal,  könnyű 
észrevenni, hogy pBP"  szög az (a) és (c) lapok hiylási szöge, 
úgy szinte pCP'"  az (a) és (b)  lapoké. Az (a) oldal ellentett 
szöge már a 3-ik §. szerint könnyen feltalálható. 

ö. §. 
A 91-ik ábrában ugyanezen feladat  van megoldva azon 

esetre, ha mind a három oldal tompa szög; —• az eljárás azo-
nos azzal, melyet az előbbi §-ban kifejténk,  azon megjegyzés-
sel, hogy most a P és P'  pontokbóli mei-ölegesek nem az 
élekre magokra, hanem azok visszhosszabbitásaikra esnek, a 
miért is a nyert hajlási szögeket 180 fokra  kell pótolni. 

7. §. 

Jíásodik eset: Adva van a hároméi három szöge, keres-
tetik a három oldal. 

I.  Fnlol/lás.  Legyen A, B, és C az adott három szög, 
melyek összege IBO^-nál nagyobbnak föltételeztetik  (2. §. 4-ik 
pont). Pótolván az adott szög mindegyikét 180 fokra,  erednek 
az egészítő háromélnek három oldalai: a',  h'  és c' (2. §. 
3-ik pont). Ezen három oldalból határozzuk meg (az 5-ik §. 
szerint) a három szögeket: A\ B'  és C"-et. — Az így nyert 
szögek mindegyikét pótoljuk ismét 180 fokra,  megkapjuk az 
adott hároméi keresett három oldalát: & és c-et. 

II. Fdoldás  az egészítő hároméi nélkürözésével. Hasz-
náljuk a (c) oldal lapját (92-ik ábra) feklapnak,  és az egyik 
szárára függélyes  lapot függvetületi  lapnak, akkor az egyik 
adott szög A a függlapban  valódi nagyságában forduland  elő, 
minthogy a ííigglap a {b) és (c) lapok közös metszésére, és 
így magokra az említett lapokra is merőlegesen áll. Most 
csak még az (a) oldal lapja lesz úgy előállítandó, hogy a 
féklappal  az adott B szöget, a már szerkezett (íi) lappal pedig 
az adott C szöget képezze. 

Megjegyzendő itt még, hogy az (a) és (6) oldalak közös 
metszési vonalának függvetülete  szükségkép a {b)  oldallap 
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tuggszeldéjébe fog  esni, mintliogy ez utóbbi lap a fiigglapra 
merőleges. 

Vegyük tehát ezen metszési vonal bármely (j), p') pont-
ját, és tekintsük úgy, mint egy kúp csúcsát, melynek alkotói 
a feklapot  az adott B szög alatt metszik, akkor mindevj sík, 
mely ezen kúpot érinti, a féklappal  szinte a B szöget fogja 
képezni. — Legyen továbbá (p, p') pont egy másik kúpnak 
csúcsa, melynek alkotói a {&) lappal az adott C szöget képzik, 
akkor minden sík, mely e kúpot érinti, a Q)) lapot szinte a C 
szög alatt fogja  metszeni. — Ha tehát egy oly síkot állítan-
dunk elö, mely egyszerre mind a két kúpot érinti, azon sík 
egyszersmind a fek  (c) lappal az adott B szöget, (h)  lappal 
pedig az adott C szöget fogja  képezni, és igy feladatunknak 
eleget teend. 

A 92-ik ábrában {p,  j/)  a két kúp közös csúcsa, (,p,m'p') 
az egyiknek tengelye, és a fek  (c) lapra függélyes,  (pt),  p'n')  a 
másik kúp tengelye, és ez a (i) lapra áll merőlegesen. 

Hogy most e két kúphoz közös érintő lapot vezethes-
sünk, a két kúpot egy tetszőleges, legczélszerübben egy viz-
irányos MN  lappal fogjuk  átmetszeni; a metszés a (c) lapra 
merőleges kúpnál kör, a (6) lapra merőleges kúpnál pedig 
kerülék leend. Az e két görbéhez húzott közös érintő vonal 
a keresett érintő síkban fog  feküdni;  és minthogy ez egyenes 
egyszersmind vizirányos, azért a keresett sík fekszeldéjével 
leend egyenközü; de ezen SR  fekszeldének  egyúttal a (c) 
lapra merőleges kúp alapját is kell érintenie, azért csak ez 
alapkörhöz kell egy érintőt húzni, mely egyszersmind egyen-
közü legyen a kör és kerülék közös érintő vonalával, xy-sá. 

Jegyzet,  Ha az említett kör és kerülék egymást nem 
metszik, hozzájok négy közös érintőt lehet vonni, különben 
csak kettőt. Azonban ebből nem következik, hogy a feladat-
nak több mint egy feloldása  van, mert az ábrának figyelmes 
megtekintéséből tüstént kitünendik, hogy ezen külön feloldá-
sok a ő és 180—B, C és 180—C  szögeknek felelnek  meg; 
és pedig, ha a kör a kerüléket nem metszi, akkor következő 
négy feladat  oldatik meg: 

1. Ha az adott szögek; A. B, és C 
2. „ „ „ „ A, 1 8 0 - 5 , C 
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3. Ha az adott szögek A, B, és 180-
4. „ „ „ „ A, 180—ő, és 180-

Ha pedig a kör a kerüléket metszi, a feladatok  ketteje lehet-
lenné válik, mert a szögek összege kisebb lesz 180 foknál. 

HL Feloldás.  Legyen a 93-ik ábrában xSy  az egyik A 
szög, mely valódi nagyságában a feklapra  van rajzolva, akkor 
ezen felvétel  folytán  a (b) és (c) oldalak közös metszése a 
feklapra  merőleges, és vetülete 6'-ben öszpontosul. — Ezen 
merőlegesben lesz a hároméi csúcsa; és képzelhetjük a há-
romélt magát addig lenyomva, míg ezen csúcs maga a feklap-
ba esik, így tehát most .S a hároméi csúcsa, Sx  pedig és Sy  a 
(6) és illetőleg (c) oldalak síkjának fekszeldéi;  és a felada-
tunk megfejtésére  csak egy harmadik síkot kell felkeresnünk, 
mely az adott, és a feklapra  merőleges Sx,  és % síkokkal a 
szinte adott C, és illetőleg B hajlási szögeket képezze. 

Emeljünk 5 pontban Sx-re  egy merőlegest, ^Sn, és te-
kintsük azt egy oly körkúp tengelyének, melynek alkotói az 
Sx síkhoz az adott C szög alatt hajolnak, akkor bizonyosan 
mind azon síkok, melyeket az S ponton keresztül Sx  hez C 
hajlási szög alatt vezethetünk, e körkúpot érinteni fogják. 

Hasonlóan, ha Sy-ra emeljük áí-ben az .Ss, merőlegest 
akkor ez szinte egy oly körkúp tengelyének tekinthető, mely-
nek alkotói a Sy síkhoz az adott B szög alatt hajolnak, és így 
fordítva,  mind azon síkok, melyek az Sy síkkal B szöget ké-
pezve az S  ponton mennek keresztül, e körkúpot érinteni 
fogják. 

Azon sík tehát, mely az S ponton keresztül menve az 
Sx és Sy  síkokhoz az adott C és B szögek alatt hajlik, az 
említett két körkúp közös érintője leend. Ezen érintő sík 
szerkesztésére nézve képzeljünk a két különböző nyilású 
kúpba két egyenlő gömböt beirva, melyek közül az egyik kö-
zéppontja lehet a tetszőlegesen felvett  s,, pont, sugara tehát 

a másik gömb r középpontját pedig úgy választjuk, 
hogy a gömb rv sugara az előbbi S|,M-val legyen egyenlő, 
akkor ezen két gömb az érintő sík felkeresésére  nézve a két 
kúpot egyelőre helyettesítheti. 

Minthogy pedig a gömbök egyenlők, azért az érintési 
pontok összeköttetése, úgy szinte az érintő sík fekszeldéje  is, 
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a középpontok összeköttetésével lesz párhuzamos, s minthogy 
továbbá az érintő síknak a feklapban  fekvő  közös S csúcson 
kell keresztül menni, azért csak az S  ponton keresztül kell az 
rS|, középponti vonalhoz az SF  párhuzamost vonni, leend ez 
a keresett érintő sik fekszeldéje. 

Ezen érintő sík végleges meghatározására nézve vegyük 
fel  a vetületi tengelyt az egyik kúp Sŝ ^ tengelyére merőlege-
sen, akkor az ehhez tartozó függlapon  a lemetszett kor «,, 
középpontból leirva valódi nagyságában lesz látható, s a függ-
szelde e kört g'-ban érinteni fogja.  — Ugy szinte, ha a másik 
kúp íSs, tengelyére vétetik merőlegesen a vetületi tengely, 
akkor az s, középpontból leirt kört érintő QF'  egyenes lesz a 
függszelde. 

Hogy végre a hároméi keresett oldalait szerkeszthessük, 
képzeljük az egész háromélt ismét egy tetszőleges magasságra 
felemelkedve,  úgy hogy például az S  pont magassága legyen 
S|W, akkor ez által az érintési p és q pontok szinte emel-
kedni fognak  p'  és q'  pontokig, ha ugyanis j)i)'  = qq'— XiVi. 
Az érintő sik szeldéi párhuzamosan fognak  elmozdulni, neve-
zetesen a függszeldék  a p'  és q'  pontokon fognak  keresztül 
menni, az új fekszeldét  pedig, mely az előbbivel szinte párhu-
zamos marad, úgy kapjuk meg, ha a függszeldéknek  a vetür 
leti tengelyekkeli metszéseit összekötjük. — Ezen új fekszel-
de az 8x és szeldéket a. D és E pontokban metszvén, lesz 
a hároméi fekvetülete  KDS,  az S  pont magassága pedig 
egyenlő .s,TO-el. 

Ha tehát a DSx  síkot szeldéje körül a feklapba  lefor-
dítva képzeljük, akkor a hároméi csúcsa .S'cc-re merőlegesen 
(S,,-be jut, (ha »SS|,=«is,), melyeta változatlan maradt D 
ponttal összekötve megadja a keresett b oldalt. — Hasonlóan 
az Sy  síkot feiitetve  le a feklapba,  és a hároméi .S', csúcsát 
(hol SS,  — ms,, és SS,A,Sy)  E-vel  összekötvén, megnyerjük 
a c oldalt. 

Végre ha az ESD  háromszöget fektetjük  le ED körül a 
feklapba,  megjegyezvén, hogy az ES  valódi hossza = ES,, 
úgy szinte a DS  valódi hossza = DS,,,  akkor az eredt ES,,  iD 
— n szög lesz a keresett harmadik oldal. 

Vész.  Leirali  mértan.  I.  ^ 
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GG 

Harmadik eset: Adva van a két oldal, (a) és (b)  és a 
közbefoglalj  C szög, kerestetik a harmadik (c) oldal, és a két 
hiányzó szög: A és B. 

Feloldás.  Szerkeszszük (90-ik ábra) az adott («) és {i) 
oldalakat egymásmellé a feklapba,  forgassuk  azután (6) oldal 
lapját SC  éle körül mindaddig, mig a féklappal  az adott C 
szöget nem képzi. E czélra veszünk ismét SP'  élen egy tet-
szőleges P'  pontot, P'-böl bocsátjuk a P'p  merőlegest .S'C-re, 
C-nél szerkeszszük az adott szöget, melynek CP'"  szárát 
addig hosszabbítjuk, mig a C központból CP'  sugárral leii't 
P'P"'  körív által nem metszetik, végre P"'-böl P"'p  merőle-
gest vonvánpP'-re, leend (p)a,P  pont fekvetülete,  p P ' " pedig 
ugyanazon pont magassága; ha már most a talált (2j)-böl me-
rőlegest bocsátunk 8B-re, és addig hosszabbítjuk, mig az .S' 
központból SP'  sugárral leirt P'P  körív által nem metszetik 
P pontban, és P-t S-el összekötjük, leend BSP  a keresett (c) 
oldal. — A többi részek már most az előbbiek szerint könnyen 
feltalálhatók. 

Az eljárás helyessége az első, vagyis fő  eset és a jelen 
eset egyszerű összehasonlításából könnyen kitünendik. 

9. §. 

Negyedik eset: Adva van két szög: 4 és jB, és a köztük 
fekvő  (c) oldal; kerestetik C szög és (a) és (b)  oldalak. 

I. Fel  ildás.  Pótoljuk az adatokat 180 fokra,  leend ; 
180—^ = a',  180—B = b'  a kiegészítő hároméi két oldala, 
180—c = C'  pedig a közbefoglalt  szög. Szerkeszszük az előb-
bi §. szerint a hiányzó részeket, és pótoljuk a találtakat ismét 
180 fokra,  leend 1 8 0 — é s 1 8 0 — a keresett két 
oldal, és 180—c'~C  a harmadik szög. 

II. Feloldás  a kiegészítő hároméi nélkülözésével. 
Vegyük az adott (c) oldal lapját (94-ik ábra) fekvetületi 

lapnak, függlapul  pedig egy oly síkot, mely az HA  élre merő-
leges, legyen ennek alapmetszete S13JÍ. Ezen függlapban  A 
szög valódi nagyságában fog  vetittetni és azért .á-nál szerkez-
hető. — Vegyünk másodszor függlapul  egy oly síkot, mely a 
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másik S S élre merőleges és melynek alapmetszete 5Í 3R'; ezen 
síkban B szög fog  valódi nagyságában előfordulni.  Ha már 
most a BP'  és AP"  vonalak az SB  és éleken úgy mozdul-
nak, hogy a feklaphozi  hajlásúk ne változzék, mindaddig, mig 
az ugyanazon magasságban lévő P'  és F"  pontok P pontban 
nem találkoznak, leend P a közös metszésnek egy pontja; és 
{p)  ennek fekvetülete.  Kössük össze p-t /S-el, leend Sp  az (a) 
és (V)  lapok metszésének fekvetülete,  P'm=P"n  pedig a P 
pont magassága, és e szerint a jelen feladat  az általános esetre 
(3-ik §.) van visszahozva. 

10. §. 
Ötödik eset. Adva van egy oldal (i), egy megfekvö  C, 

és az ellentett B szög, kerestetik a harmadik szög, és a másik 
két oldal. 

Feloldás.  Vegyük (95 ik ábra) a keresett (a) oldal lap-
ját fekvetületi  lapnak, és szerkeszszük benne az adott b ol-
dalt. Forgassuk azután ugyanezen oldalt SC  éle körül mind 
addig, míg a féklappal  az adott C szöget nem képzi (8-ik §.). 
Ez által felleljük  P pont fekvetületét  p-t, és magasságát 
pP'"-et; tekintsük most ezen P pontot mint egy kúp csúcsát, 
melynek alkotói a féklappal  az adott B szöget képzik, úgy 
azon sík, mely e kúpot érinti, és egyszersmind <S ponton ke-
resztül megy, leend a (c) oldal lapja; minthogy ezen sík az («) 
féklappal  az adott B szöget fogja  képezni. Az említett kúp 

^alapja egy kör, melynek középpontja {p),  sugara pedig azon 
derékszögű háromszög befogója,  melynél az egyik befogó  a kúp 
magassága: pP'",  és az átfogójának  (a kúp alkotójának) B 
hajlása ösmeretesek. Ha tehát e kör leíratik, és hozzá /S-böl 
egy érintő huzatik, leend ez az (a) oldalszög szára. A többi 
részek már most az előbbiek szerint könnyen feltalálhatók. 

Jf.gyzat.  Minthogy S  pontból a körhöz két érintőt lehet 
húzni, azért ezen feladatnak  két feloldása  lehetséges. Ha 
azonban S  pont magába a körbe esnék, vagyis^ ha a kör su-
gara y)s-nél nagyobb lenne, a feloldás  az adatokból lehetlenné 
válik. 
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11. §. 

Hatodik eset. Adva van két oldal {a) és (h) és az egyik 
oldalnak ellentett szög B, kerestetik a harmadik oldal (c), és 
a másik két szög. 

I. Feloldáx.  Pótoljuk az adatokat 180 fokra,  lesz 
180—B=b'  az egészítő hároméi egyik oldala, 180—h—B'  az 
ellentett szög, 180—azrnA' pedig egymegfekvö  szög, melyek-
ből az előbbi §. szerint C, a' és h' fellelhetők;  ezen talált ré-
szeket ismét 180 fokra  pótolván, leend 180—C'—c  a kere-
sett oldal, 180—a'=A, és 180—h'^B pedig a keresett szögek. 

II. Feloldás,  a kiegészítő hároméi nélkülözésével. 
Vegyük (a) oldal lapját fekvetületi  lapnak (9G-ik ábra), 

és szerkeszszük benne az (a) és (6) szögeket egymás mellé, 
függlapul  pedig vegyünk egy oly síkot, mely az (a) és {h) 
oldalak közös szárára, SC-re,  merőleges, és melynek alap-
metszete P'T.  — Ha már most (c) oldal lapját S T fekszeldéje 
körül addig forgatjuk,  míg a féklappal  az adott B szöget nem 
képzi, Qi) oldal lapját SC  éle körül addig, míg az előbbi lapot 
nem metszi, az oldalak ez állásokban a kivánt háromélt fogják 
alkotni, (b)  lap forgatása  alkalmával SP'  él valamely P' 
pontja egy (P'p,  P'P'")  körívet fog  leirni, CP'  sugárral, és a 
hol e körív a már felállítva  képzelt (c) lapot átdöfi,  ott lesz a 
metszésnek egyik pontja. E pont meghatározása okáért még 
csak (c) oldallap függszeldéjének  meghatározása leend szük-
séges, melyre nézve az adatok: a fekszelde,  és a fekhajlási 
szög. Húzzuk tehát /im'-et merőlegesen ST-re,  m'M'-et  merő-
legesen Bm'-re,  szerkeszszük i?-nél az adott B szöget, mely-
nek szára M'm'-ai,  i/ '-ben metszeni fogja;  továbbá Mm'-et 
merőlegesen P'T-re,  és m'M=m'M',  végre kössük az így ta-
lált M-et  7-vel össze, lesz TM  a (c)  oldallap függszeldéje 
azon függvetületi  lappal, melyben PF  " körív fekszik;  és így 
a keresett átdöfési  pont P " lesz és (p) a fekvetülete;  mely 
vetület által most a jelen feladat  ismét vissza van víve az álta-
lános esetre (3-ik §.). 

Jegyzd.  Ezen feladatnak  ismét két feloldása  lehetséges, 
mert 7"T̂  egyenes a körivet két pontban P'"  és P"-ben metszi 
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— Ha pedig T F a köi iven kül esik, s igy a körivet nem 
metszi, a feloldás  az adatokból lehetlenné válik. 

12. §. 
F e l a d a t o k . 

Egy adott vonal feknyomán  keresztül vezettessék a fek-
vetületi síkban egy vonal, mely az adott vonallal egy adott a 
szöget képezzen. 

Feloldás.  A 97-ik ábrában legyen AB az adott vonal, A 
annak feknyoma,  és a fekvetülete,  legyen továbbá AC a 
keresett egyenes, akkor az AB, Ah, és az AC vonalak egy 
háromélt képeznek, a melyben adva van a BAb—h oldal, 
mely az adott vonal fekhajlási  szöge, azután adva van a BAC 
= « oldal, végre ösmeretes a BAb és bAC oldalak által képzett 
hajlási szög, mely is egyenlő 90 fokkal;  ezen adatokból tehát 
meghatározható a harmadik oldal, melynek AC szára lesz 
a keresett vonal. — A 98-ik ábrában {̂ Ah, a'b') az adott vonal, 
mely is a fekvetítö  síkjának szeldéje körül a feklapba  van 
AB-h^  lefordítva,  mi által megnyerjük a hAB=h fekhajlási 
szöget; a mely mellé szerkesztetett az adott HAC^-=it szög. 
]VIinthogy pedig a háromélben az n oldalnak ellentett szög 
derékszög, azért az a oldalnak AB él körüli forgása  után az 
ACi élnek vetülete ^6-be fog  esni; azért egy tetszőleges C, 
pontból merőleges vonatott AB-rc, és ez addig hosszitatott, 
míg az Ab élt c-ben nem éri, c-ben emeltetett merőleges C^c-
re, amely C-ből CrC/ sugárral C|,-ben átmetszetett; leend 
cC], a C pont magassága c felett.  Ha tehát a keresett harma-
dik oldal Ab körül lefordítatik,  akkor csak c-ben kell merőlegest 
emelni Ab-vc. és erre a cC,, magasságot átvinni C-ig, a mely 
pont .4-val összekötve megadja a kívánt vonalat. 

Minthogy a hároméi elvei szerint .4Ci-nek egyenlőnek 
kell lenni AC-\q\,  azért az eljárás egyszerűen ez lesz: Egy 
tetszőleges Cj pontból vonatik merőleges AB-rc, és moghosz-
szabbítatík c-ig, ebben a pontban emeltetik merőleges, mely 
.á-ból AC^ sugárral átmetszetik C-ben. 

A feladatnak  két oldása lehetséges, minthogy az egész 
feklapi  szerkezetet az Ah fekvetület  körül 180 fokkal  képzel-
hetjük átfordítva. 
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Adva van egy sík, és egy egyenes vonal, mely a síkot 
átmetszi; huzassék a metsző ponton keresztül a síkon egy 
vonal, mely az adott vonallal egy adott a szöget képezzen. 

Feloldás.  A jelen feladat  az előbbivel azonos, csak hogy 
itt általánosabban a féklap  helyett egy tetszőleges sík vétetett. 
A feloldás  elve is tehát ugyanaz lesz, mint az előbbi feladat-
nál, csak hogy a szükséges szerkezet végbevitelére az adott 
sík a fekszeldéje  körül a feklapba  fog  befordítatni.  A 99-ik 
ábrában FSF'  az adott sík, {ab,  a'b')  az adott egyenes, {a,  a') 
pedig az átdöfési  pont. — A vonalnak egy tetszőleges (6, b') 
pontjából vonatott a síkra egy merőleges (bc,  b'c')  és megha-
tároztatott ennek a síkkali (c, c') átdöfési  pontja; azután a sík 
az FS  szeldéje körül a feklapba  fordíttatott  le, mely alkalom-
mal az (a, a')  pont A-ha, a (c, c') pont C-be jutott, hol AC nem 
egyéb, mint az (ab,  a'b')  vonalnak az FSF'  síkrai vetülete; 
miért is C-ben emeltetett AB-re egy merőleges, a melyre a 
(bc,  b'c')  merőleges valódi hossza felvitetett  B-ig, lett CAB=H 
szög a vonalnak a síkhozi hajlási szöge. Ezen szög mellé szer-
kesztetett az adott BAD^=a szög, és az előbbi feladat  eljárá-
sa szerint meghatároztatott a hároméi harmadik /? oldala, a 
melynek szárán egy tetszőleges D pont jelöltetett meg, mely a 
sík visszafordításánál  (d,  d')-hn  jut, úgy hogy (nd,  u'd')  lesz-
nek a keresett vonal vetületei. 

A feladatnak  szinte van még egy második oldása, me-
lyet úgy nyerünk meg, ha a sík lefordítása  után az egész fek-
lapbani szerkezetet az AC vonal körül képzeljük 180 fokkal 
átfordítva. 

14. §. 
Adva van két sik, és egy pont; vezettessék a ponton 

keresztül egy harmadik sík, mely az előbbiekhez adott «, és (i 
hajlással bírjon. 

Feloldás.  Legyen a 100-ik ábrában FSF'  az egyik, 
F^S^F^' pedig a másik sík, és képzeljük a keresett síkot szinte 
már meghúzva, mely is az adottakat a CD és CE  vonalak sze-
rint metszi át; akkor ezen metszési vonalak, és az adott síkok 
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CA metszési vonala egy háromélt képeznek, a melyben a CA 
éleni hajlási szög ösmeretes, mint az adott síkok hajlási szöge, 
a másik két hajlási szög pedig meg van adva; miért is a 7-ik 
§. szerint meghatározhatók az ACD és az ACE  oldalak. — 
Képzeljük ezután az FSF'  síkot az SF  szeldéje körül a fek-
lapba fordítva,  vegyünk fel  azután a lefordított  AC élen egy 
tetszőleges C pontot, és szerkesszük a talált ACD szöget, a 
melynek CD szára a forgási  szelde átvágásával meghatározza 
a keresett sík fekszeldéjének  D pontját. Épen így határoztatik 
meg a keresett szeldének E pontja az F^SiF^' sík lefordítása 
által; mely két pont által a fekszelde  meg lesz határozva. — 
A függszelde  meghatározására nézve pedig szolgál a keresett 
síkban fekvő  C pont. — Az így meghatározott síkhoz végre 
az adott ponton keresztül egy párhuzamos sík lesz vezetendő. 

A 101-ik ábrában FSF'  és F^S^F^'  az adott síkok. Az 
előbbi sík az F8  éle körül fordíttatott  a feklapba,  hol azután 
a közös AB él ABy-he jutott; a másik sík az F^Si szeldéje 
köröl fordíttatott  le, és az AB él helyzete lett AB^^^.  Most a 
B^m, és merőlegesek által meghatároztatott a két sík 
hajlási szöge viBn. — A 102-ik ábrában MBN  az adott síkok 
hajlási szögének 180 fokrai  pótlása, úgy szinte 180 fokra  pó-
toltattak az adott hajlási szögek, és azok az MBN  szög mellé 
rajzoltattak, MBP^ és iVfíP,i-be;  ai?-től egyenlő távolba vett 
P , és pontok forgatása  által meghatároztattak a Pi'qp, és 
Pi,'»'/) hajlási szögek, a melyek ismét 180 fokra  pótolva átvi-
tettek a 101-ik ábrába AB^D,  és AB^^E-hQ,  mi által meg lett 
határozva a keresett sík DE fekszeldéje.  — Minthogy pedig a 
tetszőleges C pont helyett a jelen esetben a {b,  B')  vétetett fel, 
mely magában a függvetületi  síkban fekszik,  azért a függszel-
dét csak a B'  ponton kellett keresztül vezetni. — A sík irány-
ra nézve ekkép meg lévén határozva, még csak ehhez az adott 
ponton keresztül kell egy párhuzamos síkot vezetni. 

15 §. 
Van adva a térben egy szög, és a szárainak fekhajlási 

szögei, kerestetik az adott szög fekvetülete.  (Egy szöget a lát-
kör síkjára hozni). 

Felold'ís.  Legyen a 103-ik ábrában BACn^  adott « szög, 
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és képzeljünk annak A csúcsából a feklapra  egy merőlegest 
bocsájtva, míg ezt a-ban nem éri, akkor ered A-nál egy há-
roméi, a melyben BAC—(x.  oldal meg van adva, továbbá a BAa 
és a CAa oldalak nem egyebek, mint az adott [i  és •/  fekhaj-
lási szögek 90 fokrai  pótlása; a mely adatokból tehát az 5-ik 
§. szerint könnyen meghatározható az a oldalnak ellentett haj-
lási szög, mely már a kivánt BaC vetületet fogja  képezni. 

16. §. 
Van adva egy vonal, és ezen egy pont; vezettessék ezen 

ponton keresztül egy vonal, mely az előbbivel egy adott a szö-
get képezzen, és egy szinte adott fekvetülettel  bírjon. 

Feloldás-  Legyen a 103-ik ábrában BA az adott vonal, 
és A annak egy pontja, aC pedig a keresett vonal fekvetülete. 
Képzeljük a keresett vonalat már meghúzva, akkor ered 
-í4-nál egy hároméi, a melyben adva van először a BAC=.n 
oldal, másodszor a BAa=z^O—oldal, hol /? az adott vonal fek-
hajlási szöge, és harmadszor a BaC szög; mint a BaA, és 
Ca.á oldalak hnjlási szöge. Ezen adatokból tehát a 11-ik §. 
szerint feltalálható  a hiányzó harmadik oldal aAC. Képzeljük 
most már az aAC háromszöget az aC oldala körül a feklapba 
lefordítva,  akkor ezen háromszögben ösmeretes az aA befogó, 
és a már meghatározott aAC szög, miért is a háromszög szer-
keszthető, és az átfogó  ^Clesz a keresett vonal, C pedig an-
nak feknyoma. 

17. §. • 
Adva van egy sík, és kívüle egy pont; vezettessék a 

ponton keresztül egy egyenes vonal, mely adott fekhajlás 
mellett a síkkal egy adott szöget képezzen. 

Feloldás.  Legyen a ] 04-ík ábrában FSF'  az adott sík, 
A a kívüle adott pont, F/S, a fekvetületi  sík; bocsássunk ^-ból 
az adott síkra egy merőlegest AB, és képzeljük szinte a kívánt 

egyenest már meghúzva, akkor ezen egyenes, a síkraí 
merőleges, és az A pont vetítő ^ a vonala egy háromélt képez-
nek, melyben ismeretes 1-ször az a 4 S oldal, mely az aBA 
háromszögnek az aB oldala körüli lefektetése  által megnyer-
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hető, 2-szor ismeretes az EAB oldal, mely is a keresett vonal 
és a sík adott ^ hajlásának 90 fokrai  pótléka, végre 3-szor is-
meretes az aAE=dO—a oldal, hol a a keresett vonalnak adott 
hajlási szöge. Ezen adatokból tehát az 5-ik §. szerint megha-
tározható a 90 — (i oldalnak ellentett hajlási szög BaE-^ a 
mely is az ismert fekvésű  uB mellé szerkesztetik. Ha most az 
aAE háromszöget a talált aE vonal körül képzeljük a feklap-
ba lefordítva,  akkor az pont -be jut, hol merőleges 
aE-re, és egyenlő a^-val, ^1,-nél szerkesztetik a 90—« szög, 
melynek A^E szára által meghatároztatik a keresett vonalnak 
feknyoma  E. 

A 105-ik ábrában FSF'  az adott sík, (a, a') kivüle egy 
pont; ebből vonatott az (aB,  u'h')  merőlegesen a síkra, és 
meghatároztatott a B feknyoma,  aB körül azután az aBA há-
romszög lefordított,  mi által az {a,  a')  pont A-\>& jutott; a 
nyert aAB szög mellé szerkesztettek a 90—,?, és a 90—a 
szögek, hol a az adott fekhajlási  szög, (i pedig azon szög, me-
lyet a keresett vonalnak képezni kell a sikkal, a mely tehát 
szinte meg van adva. Az 5-ik §. szerint most a lefordított  AEy 
és AE^ 1 élen felvétetik  egy tetszőleges pont; e helyett itt leg-
czélszerübben azon pont vétetik, melyet nyerünk, ha a Ba 
vonalat addig hosszítjuk, míg az, az aE^ élt nem metszi. Ekkép 
tehát meg lesz határozva a 90—oldalnak ellentett e,aií hajlási 
szög, és ezen szerkesztés mellett egyszersmind E a keresett 
feknyom.  Ugyanis E meghatározására most az EaA három-
szöget kell aE körül lefektetni,  miért is aA^  merőleges aE-re, 
és egyenlő aA-val, .4-nál pedig szerkesztendő a 90—a szög; 
de az igy nyert aA^E háromszög azonos az oEiA három-
szöggel, mert mind a kettő derékszögű, azonfelől  az aA befo-
gó egyenlő oJ,-el, és az ^-náli szögek = 9 0 — a szerkezet sze-
rint, azért tehát az is egyenlőnek kell lenni oB-vel. Ha 
tehát végre a meghatározott (E,  e')  pont az adott («, a')-el 
összeköttetik, lesznek (nE,  a'b)  a keresett vonal vetületei. 

18. §. 
Adva van egy pont, és két sík; vezettessék a ponton 

keresztül egy egyenes vonal, mely a síkokkal adott hajlási 
szögeket képez. 
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Feloldás.  Ezen feladat  az előbbi ezikkben tárgyalttal 
azonos, azon különbséggel mindazonáltal, hogy itt a fekvetü-
leti sík helyett általánosabban egy tetszőleges sík van megad-
va ; a feloldás  is tehát elvileg az elöbbenivel egyenlő leend, 
csak hogy a szükséges szerkezetek végbevitelére az adott 
sikok egyike a feklapba  lesz befordítandó. 

A 106-ik ábrában FSF'  és az adott sikok, («, 
a') pedig az adott pont, a melyből vonattak mind a két sikra 
az {ab,  a'b')  és (ac, a'c') merőlegesek, meghatároztattak azután 
ezen két vonal átdöfései  az egyik FSF'  síkkal, nevezetesen 
az (a6, a'b')  átdöfése  (6, 6')-ben, az (ac,  a'c')  átdöfése  pedig 
ugyanazon FSF'  síkkal (c, c')-ben van. Most az FSF'  sík az 
FS  fekszeldéje  körül a feklapba  fordíttatott  le, mely alkalom-
mal a (6, h') pontja i?-be, a (r, c') pontja pedig 6-be jutott. 
Ezután a BCA háromszög fordíttatott  le a feklapba  a BC oldal 
körül, megjegyezvén, hogy i/4-nak BC-re  merőlegesnek kell 
lenni, és egyenlőnek az (ab,  a'b')  merőleges valódi hosszával. 
Ekkép tehát ösmeretes a CAB szög, melyet a két merőleges 
egymással befoglal;  e mellé szerkesztetik tehát az AC szárhoz 
a 9 0 — s z ö g , hol fi  azon szög, mely alatt a keresett vonal 
fogja  az F^S^Fi'  síkot metszeni, az AB szárhoz pedig szer-
kesztetik a 90—cc szög, hol « a keresett vonalnak hajlási szö-
ge az FSF'  síkhoz. Ezen három szögből, mint egy hároméi 
oldalaiból szerkesztetik most már, az előbbi czikk észrevétele 
szerint a 90—/? oldalnak ellentett hajlási szög, hol az-
után egyszersmind F  lesz a keresett vonalnak és az FSF'  sik-
nak átdöfési  pontja a feklapba  befordítva.  Ha tehát a sík az 
FS  szeldéje körül ismét az eredeti állásába visszafordíttatik, 
lesznek (e,  e')  az E pont vetületei, melyek azután az adott 
(a, a')  ponttal összekötve megadják az (ae, a'e')  keresett 
vonalat. 

Ezen feladatnak  egy második oldását az által nyerjük 
meg, ha a talált e^BE  hajlási szöget a BC vonal másik oldalá-
ra szerkesztjük. 
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U r . H z a l c a s z . 

A síkok által bezárt testekről. 

!.§• 
A h a s á b . 

Ha egy egyenes vonal magával párhuzamosan úgy mo-
zog, hogy az egy adott sokszöget folytonosan  átmetsz, ered 
egy test, melynek neve /lasdö.  Az alkotó egyenes vonal azon 
állásában, hol a sokszög csúcsain megy keresztül, élnek ne-
veztetik ; és ezen élek vetületei a hasáb meghatározására ele-
gendők. A 107-ik ábrában {abcde,  a'b'c'd'e')  az adott sokszög, 
{A (̂1, «,'«') pedig az adott egyenes, melyhez azután a sok-
szög csúcsain keresztül párhuzamosak vonattak. — Az adott 
sokszögre nézve megjegyzendő, hogy ámbár annak egyik ve-
tülete tetszőlegesen felvehető,  a másik vetületben mindazonáltal 
csak három csúcspont vetülete lehet megadva, ha azt akarjuk, 
hogy a sokszög csúcsai egy síkban feküdjenek,  minthogy há-
rom pont által a sik már meg van határozva; a hiányzó pon-
tok tehát azon feltételből  határozandók meg, hogy a csúcsok 
a már adott három pont sikjába feküdjenek.  Erre nézve azon-
ban a sík szeldéi meghatározása nem szükséges, ha az adott 
vetületben az átszegellők meghúzatnak. így ha a fekvetület 
ahcde,  a függvetületben  pedig az a'b'e'  pontok volnának meg-
adva, akkor a hiányzó c',  és d'  pontok meghatározására meg-
huzatik először e (he,  l'e')  átló, továbbá a fekvetületben  az ac, 
és ad  átlók vetületei, és ezek metszése 6e-vel vetítetik b'e'-ve, 
mi által az a'c',  és a'd'  vetületek iránya, és a á, és e pontok 
vetítése által magok a c', és d'  pontok lesznek meghatározva. 

Ha valamennyi élek feknyomait  meghatározzuk, akkor 
ered az A^B^CiDyE^ szokszög, mely a hasáb alapjának mon-
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fiatik;  és a hasábnak minden metszése oly inn sikoli által, 
melyek a féklappal  pái-liuzamosak, ezen sokszöggel lesz azo-
nos. — Minthogy pedig ugyanazon hasáb ered, akár ezen 
alap, akár az adott sokszög vétetik irányvonalul, azért ha az 
iránysokszög különösen megadja nincsen, ez mindig magában 
a feklapban  vétetik fel,  és igy az egyszersmind a hasáb alap-
ját képezi. 

Ha a hasáb élei a feklapra  merőlegesen állanak, akkor 
a hasáb egyenesnek mondatik; ez esetben annak fekvetülete 
maga az adott sokszög, a függvetületben  pedig az élek vetü-
letei a VT-ra  merőlegesek. — Különben könnyű belátni, hogy 
a vetületi sikok czélszerü átváltoztatása által, minden hasáb 
egyenes hasábbá változtathatik által; a miről azonban alább 
bővebb alkalmunk leend szólani. 

2. §. 
Hogy a vetületekből a testek alakját mentől világosab-

ban meg lehessen ösmerni, igen fontos  azon vonalakat, me-
lyek a test látható részén fekszenek,  megkülönböztetni azok-
tól, a melyek a test által elfedetnek.  Miért is ezen títóbbi vo-
nalakat pontozva fogjuk  kihúzni. Hogy pedig megtudjuk, 
mely vonalak láthatók, és melyek fedettek  az egyes vetületek-
ben, szolgáland a következő megjegyzés. Egy test fekvetülete 
annak felülnézetét  állítja elő, a mit úgy lehet képzelni, mintha a 
test a féklap  és vizsgáló szeme között feküdne,  de úgy, hogy 
a látsugarak a feklapra  merőlegesen álljanak. Innét tehát kö-
vetkezik, hogy két egymás felett  levő pont, vagy vonal 
közül az leend látható, a melyik a feklaptól  távolabbra esik. 
De a féklap  feletti  távolságokat afüggvetület  adja meg, miért 
is a fekvetületben  azon részek lesznek láthatók, melyek 
függvetületei  a VT-től távolabbra esnek. Úgy szinte a test 
függvetülete  annak oldalnézetét  állítja elő, mintha a test a 
szem, és a függlap  közé úgy volna helyezve, hogy a látsuga-
rak a függlapra  merőlegesek legyenek; miért is a függvetü-
letben azon részek lesznek láthatók, melyek a függlaptól  távo-
kbra esnek. Minthogy pedig a függlaptóli  távolságok a fekve-
tületből veendők, azért a függvetületben  látható részek a fek-
vetületben szinte a P^Z-töl távolabbra esnek. — Ha tehát a 
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108-ik ábrában {p^q, p ' ? / ) és (^íu?? jp'^n') két adott vonal, 
akkor annak megbirálására, váljon a fekvetületben  melyik 
látható a vonalak közül, felvesszük  azon q pontot, melyben a 
két vonal fekvetülete  egymást átmetszi, és megkeressük a 
hozzá tartozó g,' és q',,' függvetületeket.  — S minthogy a vo-
nalak felvett  állásánál 1' a VT-tö\  távolabbi-a esik, és az a 
ÍPwIj  V iw') vonal pontja, azért ezen vonal fekvetülete  lesz a 
látható. — Hogy továbbá megbírálhassuk, hogy melyik vonal 
lesz• a függvetületben  egészen kihúzandó, vegyük fel  azon 
pontot, a melyben a függvetületek  egymást átmetszik, és ke-
ressük meg a hozzátartozó és p^ fekvetületeket.  Ezek kö-
zül /), távolabbra esvén a FT-töl, a függvetületben  p'q^' lesz 
a látható vonal. 

Magából érthető azonban, hogy a test véghatárvonalai 
mindig láthatók, és azért mind a két vetületben a szélvonalak 
mindenkor kihuzandók. 

Különben a látható és fedett  vonalak megismerésére 
ezen most adott módszer csak kétes esetekben fog  használ-
tatni, minthogy úgy is a kissé gyakorlott szem első tekintetre 
meg fogja  birálhatni, hogy mely részek vannak a test látható 
oldalán. 

A mi nevezetesen a hasáb éleit illeti, itt e következő 
egyszerű szabály fog  tekintetbe vétetni. A 107-ik ábrában 
A^B^C^D^E^ a hasáb alapja; képzeljünk ennek csúcsaiból 
merőlegeseket vezetve a VT-va,  melyek közül a szélsők a 
C| és E|-en mennek keresztül. Azon élek tehát, a melyek 
ezen szélmerőlegesek között a tengely  felé  esnek, (itt csak a 
D^ é\), SL fllggvetidethen  pontozandók, a többiek mint láthatók, 
egészen kihúzatnak. A fekvetületben  pedig a két szélső alkotó 
között (Z), és .<4,) azon élek, melyek a hasáb felé  esnek, 
(itt csak az él), pontozandók, a többiek, mint láthatók, 
egészen kihúzandók. 

3. §. 
Feladat.  Adva van egy hasáb, és egy a felületén  fekvő 

pontnak fekvetülete,  kerestetik ennek függvetülete. 
Feloldás.  A 109-ik ábrában elő van állítva egy hasáb, 

melynek iránysokszöge {ABC,  a'h'c')  és alkotója (CJ, c't/'); 
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a felületén  fekvő  pontnak fekvetülete  legyen gf-ben  ; akkor 
ezen ponton keresztül vezettetik egy alkotó fekvetülete  glî  
vagy ^/í, , , megkerestetnek az illető függvetületek  jí, '/íj 'vagy 

a melyre azután a g pont egyszerűen vetitetik g / vagy 
jfii'-be.  — Egy ily fekvetületnek  tehát, mint látható két függ-
vetület felel  meg, a mint az adott pont a hasáb felső  CB, vagy 
alsó CA oldalfelületén  fekszik;  ezek közül a függvetületben 
gfi'  látható, a jf,,'  pedig az elfedett  c'h'  oldalfelületen  fekszik. 

Fordítva, ha egy a hasábon fekvő  pontnak függvetülete 
volna megadva, akkor szint ezen eljárás szerint a fekvetület-
ben két pontra jutunk, a mint tudniillik a pont a hasáb elöli, 
vagy hátulsó részén fekszik. 

4. §. 

Feladat.  Adva van egy hasáb, és egy egyenes vonal, 
mely rajta keresztül megy, kerestetnek az átmeneti pontok. 

Feloldás.  Ha az egyenes vonalon keresztül képzelünk 
egy tetszőleges sikot vezetve, akkor ez a hasábot metszeni 
fogja,  ha az egyenes a hasábon megy keresztül, az átmeneti 
pontok tehát a sik és a hasáb metszési vonalában, és egy-
szersmind az adott egyenesben is fekszenek,  azért csak ezen 
emiitett vonalak közös pontjait kell meghatározni. — Ha tehát 
a 110-ik ábrában (AiBiC,/),, as / í /c / í Í /^ ' ) az adott hasáb 
{oP,  o'p')  az adott egyenes, akkor képzeljük az egyenes vo-
nalon keresztül téve annak íekvetítő síkját; ez a hasábot egy 
oly sokszögben fogja  metszeni, melynek fekvetülete  a vonal 
fekvetületével  egybeesik, a függvetület  meghatározására tehát 
csak az éleket metsző a, h, c, és d  pontokat kell felvetíteni 
(a'i 'c'd')-be; ezen négyszöget az adott vonal m'  és w'-ben 
metszi által, melyek vetítve megadják az m, és n fekvetülete-
ket is; és így az {m,  m')  és («, «') pontok lesznek a keresett 
átmeneti pontok. —Az (ni,m') pont az A^B^ felületen  fekszik, 
mely mind a két vetületben látható, azért a vonal {om,  o'm') 
része kihúzandó. A vonal (mn, m'n') része a hasáb belsejében 
lévén, természetesen nem látható. Az (»,«') pont pedig a 
felületen  lévén, mely mind a két vetületben el van fedve,  a 
vonal (n, n')-töli része szinte nem látható, mig az a hasáb 
szélvonalain túl nem megy. 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



A fekvetítö  sik helyett épen oly egyszerűen lehetett 
volna a függvetítö  síkot is venni, mely esetben a metsző \o-
nal függvetülete  esett volna össze a vonal függvetületével,  a 
fekvetületbe  tehát azon pontokat kellett volna vetíteni, a me-
lyekben a vonal függvetülete  metszi az éleket. 

Az adott vonalon keresztül azonban igen czélszerüen 
vezethető egy oly sík, mely a hasáb alkotó vonalával párhuza-
mos ; minthogy ezen sik a hasábot az élekkel párhuzamos 
vonalak szerint metszi. Ezen sík fekszeldéjének  meghatáro-
zására felvétetik  az adott egyenesben egy tetszőleges {p,  o') 
pont, melyen keresztül vonatik egy az alkotóval párhuzamos 
(OjO, o,'o') vonal; e két vonal O, és P feknyoniait  összekötve, 
lesz O, P a keresett sík fekszeldéje,  mely a hasáb alapját az 
Ml és iV, pontokban metszi át. Az ezen pontokon keresztül 
vezetett m^'m') és {N^n, n^'n') alkotók tehát az átme-
neti pontokon fognak  keresztül menni. 

5 - § . 
Feladat.  Adva van egy hasáb, és egy sík, mely a hasá-

bot átmetszi, kerestetik a metszési sokszög. 
Feloldás.  Keressük meg az adott hasáb minden éleinek 

átdöfését  az adott síkkal, és a nyert pontokat kössük össze 
ugyanazon rendben, a melyben az élek következnek egymás-
ra. A 111-ik ábrában {A^B^C^D^q, Y ) az adott ha-
sáb, FSF'  a metsző sík; az átdöfési  pontok meghatározására 
az élek függvetítö  síkjai használtattak, melyek segítségével 
lett («, a')  az A^  él, (6, h')  a ií, él, s. i. t. átdöfési  pontja, 
melyek rendre összekötve megadták az (nbcd,  a'b'c'd')  met-
szési sokszög vetületeit. — Minthogy az adott sík az ábrában 
feszített  sik, azért a két vetületben a lemetszett hasáb két kü-
lönböző fele  látható. — Hogy még a metszési sokszög valódi 
nagyságát feltaláljuk,  csak az adott síkot kell az FS  szeldéje 
körül a feklapba  lefordítani,  és a csúcsok helyzetét a lefordítás 
után meghatározni. Hogy pedig a szerkezet a hasáb rajzán 
túl essék, czélszerü előbb, mint az ábrában történt, az adott 
sík szeldéjét párhuzamosan elmozdítani, és csak azután a le-
fordítást  szerkeszteni. F^S^ a párhuzamosan elmozdított forgási 
tengely és ABCD a metszési sokszög valódi alakja. 
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6. §. 
Ha egy hasáb oldalfelületeit,  úgy szinte annakalapjait 

is egy síkba képzeljük egymásmellé ugyanazon rendben 
helyezve, melyben azok a hasábon voltak, megkapjuk a hasáb 
kifejtését,  vagy halóját. 

A kifejtés  szerkesztésére nézve szükségünk van minde-
nek előtt a hasáb derékmetssetére,  vagyis a hasábnak azon 
síkkali metszésére, mely az éleire merőlegesen áll. Az ezen 
metszés által nyert sokszög ugyanis a hasáb kifejtésénél  egye-
nes vonallá válik, és az egyes oldalai az illető élek valódi tá-
volságait adják meg. A 112. ábrában előállított 
a^'bi'c^'d^'e^'q') hasáb kifejtésére  először a függvetületi  lap oly 
állásba hozatott, melynél a hasáb éleivel pái-huzamos, az 
alapmetszet tehát FT'-ben húzatott az élek fekvetületeivel 
párhuzamosan. A hasáb alapjának minden egyes pontja az v'ij 
tengelyre vetítetett, minthogy az alap 
magában a függlapban  fekszik;  az élek iránya pedig az ú,l 
függ  vetületbén az által határoztatott meg, hogy az egyik {A^q,, 
a/q')  élnek {q^q')  pontja iigy vetítetett az új függlapba  ^"-be 
hogy annak tengely feletti  magassága a régi és i\j függvetü-
letben ugyanaz maradjon. — A függvetüiet  ezen elhelyezése 
által azt nyertük, hogy először az élek az új függlapban  a va-
lódi nagyságokban fordulnak  elő, és hogy másodszor a derék-
metszet megnyerésére szükségelt sík az új függlapra  merőle-
gesen álland. — Meghúzatott tehát továbbá a hasáb éleire 
merőleges FSF'  sík, az által, hogy az F'S  függszeldéje  merő-
legesnek vétetett az él új függvetületére,  fekszeldéje  pedig 
merőlegesen az új tengelyre; azután pedig a derékmetszet 
valódi nagyságának megnyerésére esen sík az FS  fekszeldéje 
körül a feklapba  fordíttatott  le, úgy hogy a keresett derék-
metszet valódi alakjában ABCDE-hen  nyeretett meg. 

A kifejtés  megnyerésére tehát vonatik egy egyenes vo-
nal, aa, melyre a derékmetszeti sokszög egyes oldalai rendre 
felrakatnak,  ah^AB, bc=zBC,  s. i. t ; az így nyert a, b, c, stb. 
pontokon keresztül aa-ra merőleges vonalakra pedig a függ-
vetületből vett élek valódi hosszai vitetnek fel,  úgy hogy, a 'a, , ' 
=()?{, stb. Végre az így nyert pontok rendre össze-
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köttetnek; a nyert (SlSt,S[3í|) kerület lesz a liasáL oldalfelü-
letének kifejtése,  melyhez azután a két szélén még a fekve-
tületböl vett alap valódi nagysága liozzárajzoltatik. — Könnyű 
itt észrevenni, hegy a nyert 336, 65D, stb. távolaknak, az 
alap A^B^, stb. oldalaival egyenlőknek kell lenni. 

Ila a hasábon egy adott (m, m') pont volna a kifejtés-
ben kijegyzendö, akkor ezen a ponton keresztül vonatik egy 
alkotó mM ,̂ melynek új függvetülete  »H,,'w"-ben lesz képvi-
selve, úgy hogy m" az (»», m') pontnak új függvetülete.  Kije-
gyeztetik azután a kifejtésben  az WtM  alkotó (az által, hogy 
az e® oldalra £'-töl felvitetik  távol) és erre átvi-
tetik végre a keresett M  pont az által, hogy WM=M^^'NL". 

7. §. 

Ha a kifejtendő  hasáb csak kevés oldalfelülettel  bir, 
akkor czélszerüen fog  alkalmaztatni a következő módszer. 
A 113-ik ábrában előállított {A^B^C^a, hasábnak 
{A^B^ah, n^'h^'a'b'  ) oldallapja az J j / í i szeldéje körül afeklap-
ba képzeltetik lefordítva,  mely alkalommal a (6, pont ő'-be 
fog  jutni; (ha W merőleges az -re, éa IB'  egyenlő azon 
derékszögű háromszög átlójával, melynek egyik befogója  b!, 
a másik befogója  pedig a (b,  b')  pont magassága a fekvetület 
felett),  ha tehát a talált B'  pont a mozdulatlanul maradt -el 
összeköttetik, lesz B^B' a f^i'b')  élnek valódi hossza; 
minthogy továbbá a lefektetett  lapban fekvő  (.4) él (-B)-vel 
párhuzamos, és az Ai pontja, mint a forgási  tengely pontja, 
mozdxilatlan marad, azért az ^,-ből -B,/i'-re (vagy annak 
meghosszabbítására) bocsájtott A^n  merőleges lesz az és 
i^B)  élek valódi távola. —Ezután képzeljük a(i?jC,Z'c, 'c{b'c') 
oldallapot lefektetve  a B^C^  szeldéje körül, akkor a (6, b') 
pont ^-be fog  jutni, (ha i-böl merőleges vonatik C,-re, és 
ez a J5, középpontból B^B'  sugárral átmetszetik) és a Cj-ből 
B^B-re  bocsájtott C,r merőleges lesz a (B)  éz (C)  élek távola. 
Végre az A,Cl  szelde körül leforditatott  az (^jCi oc, a,'c,'íi'ü') 
oldallap, mely alkalommal az (a, a') pont ^-ba jutott, és a C,-
ből .4,.4-ra bocsájtott CjS  lesz az {A)  és (C) élek távolának 
valódi hossza. 

Vési.  Leirati  Mértem.  I.  6 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



Megliúzatik most már egy tetszőleges Sl?t egyenes vonal, 
és erre rendre átvitetnek a talált élek távolai, úgy liogy Sl®=r 
A^v; SB&=C,r; és 62l=C,s; azután a nyert pontokon keresz-
tül merőlegesek vonatnak Sí?í-ra. Az első merőleges egy tet-
szőleges A^' pontjából mint középpontból vonatik su-
gárral egy körív, míg ez a második $8/3,' merőlegest iS,'-ben 
nem metszi; ezen pontból mint középpontból átmetszetik 
i?,Ci sugárral a jövő merőleges, C,'-ben, amelyből végre Cj^, 
sugárral metszetik át az utolsó merőleges. Végre az élek talált 
valódi hossza valamennyi merőlegesre átvitetik a talált pon-
tokből, mi által lesz (A/B/C^'A^',  ABC A) a keresett kifejtés. 

Megjegyzendő itt, hogy az .á,'-ből A^B^ sugárral vont 
körív a ií,'33 merőlegest két pontban metszheti által, úgy szinte 
a B^C^ sugárral leirt körív a jövő merőlegest szinte két 
pontban és így tovább. A tévedések mellőzésére tehát észre 
kell vennünk, hogy az ^j-ből B^B'-ra vont merőleges 
csak ennek meghosszabbítását találja, miért is a kifejtésnél 
szinte az 4|?i-nek csakSi í i ' él meghosszabbítását kell találni; 
ellenben a Cj-böl B^B-ve  vont merőleges ezt valóban metszi, 
miért is a kifejtésben  is a C '̂ pont úgy lesz megválasztandó, 
hogy a belőle i3,'S-re vont merőleges ezt még a kifejtésben 
találja s. i. t., végre az A/A^' végpontok összeköttetési vona-
lának 3[3t-val párhuzamosnak kell lenni. 

Ha a hasábon egy (m, m') pont voln i megadva, a mely-
nek helyzete a kifejtésben  is felkeresendő,  akkor ezen ponton 
keresztül vezettetik egy alkotó (M, m, m, 'ni'), mely szinte a 
hozzátartozó oldallap szeldéje körül a feklapba  fordíttatik  le 
(az által, hogy üf  párhuzamosan húzatik 4,^-hoz), és meg-
határoztatik rajta a lefektetett  M  pont (az által, hogy mM  me-
rőlegesen vonatik a forgási  tengelyre), azután a kifejtésben 

tői C,'felé  felvitetik  az ^(Jf,  távol, a nyei-t 71// ponton 
keresztül párhuzamos vonatik a hasáb alkotóihoz, a melyre 
végre fl/j'-től  felvitetik  az M^M távol. 

8.§. 
Ftladat.  Egy adott háromoldalú hasábot úgy metszeni 

egy sík által, hogy a metszési háromszög egyenoldalú legyen. 
Feloldás.  Legyen a 113-ik ábrában (A,  B,C\a, 
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az adott liáromoklalú hasáb, akkor eiiiiek niindeiiekelött meg-
határoztatik az elöbLi czikk szerint az A/A/AA  kifejtése, 
azután liúzatik egy tetszőleges StSI vonal merőlegesen áz alko-
tókra, lesz ?í a keresett egyenoldalú háromszögnek az (A)  él-
hez tartozó csúcspontja. Meghatároztatik azután a (B) és (C^ 
éleken a másik két P és Q pont úgy, hogy nP=FQ—Q^  le-
gyen, a mi legegyszerűbben próba által történik épen oly 
könnyűséggel és pontossággal, mint például egy egyenes vo-
nal három egyenlő részrei osztása. — IVIiután így a kifejtésben 
a kivánt háromszög meg van határozva, még csak az illető 
pontok a vetíiletekre visszavezetendők, a mi az által történik, 
hogy az A/% B^'P és C^'Q távolok a kifejtésből  az illető le-
fektetett  élekre vitetnek által, melyek azután az élek vissza-
fordítása  alkalmával a keresett pontok vetületeit fogják  meg-
határozni. 

Ezen feladatnál,  minden tetszőlegesen felvett  (íl) pont-
hoz, két feloldás  lehetséges, a mint ugyanis az tört vo-
nal az 2l?t vonal egyik, vagy másik oldalára szerkesztetik. 

Megjegyzendő még,- hogy ezen feladatnak  egy szigorú 
mértani feloldása  is van, a melyre egyszerűen az 1. Szakasz 
G4 és 65-ik czikkeiben tárgyalt feladatok  oldása által vezet-
tettünk, ott ugyanis csak az m/íy háromszöget egyenoldalúnak 
kell venni. 

Említést érdemel még, hogy a háromoldalú hasábból ki-
metszett egyenoldalú háromszög oldala x e következő képlet 
által fejezhető  ki: 

hol a, J, és c a hasáb derékmetszetének oldalait jelentik. 

9 . § . 

Feladat.  Kei-estetnek azon hasábnak vetületei, mely-
nek alapja, magassága, és két egymásra következő oldalfelü-
letnek az alaphozi hajlási szöge van megadva. 

Feloldás.  Szerkesszük a 114-ik ábrában a hasáb adott 
alapját úgy a feklapba,  hogy annak egyik oldala AB a vetü-
leti tengelj're merőlegesen álljon; akkor az ezen oldalhoz tar-

G* 
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tozó oldalfelület  síkja merőleges leend a függvetületi  lapra, 
miért is annak adott (k) fekhajlási  szöge szinte szerkeszthető 
leend. Képzeljünk most már a jövő BC oldal egy tetszőleges 
(E)  pontjában egy merőleges síkot vezetve, és azt az EF  fek-
szeldéje körül a feklapba  lefordítva,  akkor a BC oldalfelület 
(k') fekliajlási  szöge szinte a valódi nagyságában leend lát-
ható ; ezen szögnek EG szárát tehát addig kell meghosszab-
bítani, míg a (k')  szög GF  keble a hasáb adott magasságával 
nem lesz egyenlő. Ha most az EFG  háromszöget az EF  oldala 
körül ismét visszafordítjuk,  míg FG  a feklapra  nem lesz me-
rőleges, akkor a G pont függvetülete  g'-ha  jut, ha FG=fg'. 
Ha ezen háromszöj:et végre magával párhuzamosan úgy fog-
juk elmozdítani, hogy annak E csúcspontja folytonosan  a BC 
oldalon mozogjon, akkor a G csúcspont az AB oldal síkját 
/i'-ben fogja  átdöfni,  mely pontnak egyszerű vetítése' által 
meghatároztatik annak (/i) fekvetülete  is. Kössük össze tehát 
B-t 7/-val, húzzunk az alap többi csúcsaiból Bh-\\oz párhuza-
mosakat, és vigyük azokra fel  a Bh vetület nagyságát, lesznek 
{ABCDh,  a'b'c'd'h')  a hasáb keresett vetületei. 

. 10 §. 

K é t h a s á b m e t s z é s e . 

Ha két hasábnak alkotói párhuzamosak, akkor két 
oly hasáb egymást vagy épen nem metszi, vagy ha igen, ak-
kor a metszési vonalak szinte az alkotóval lesznek párhuza-
mosak. Ezen metszési vonalak feltalálására  nézve metszük a 
két hasábot legegyszerűbben a fekvetületi  síkkal, vagy egy 
oly síkkal, mely ahhoz párhuzamos; azután csak a nyert sok-
szögek közös pontjain kell keresztül párhuzamosakat vonni az 
alkotóval. 

Ha pedig a két hasáb alkotói nem párhuzamosak, akkor 
azok szinte vagy elmennek egymás mellett, vagy metszik egy-
mást. A metszés ez esetben kétféle  lehet, vagy ugyanis az 
egyik hasáb a másikon úgy megy keresztül, hogy annak min-
den éle keresztül hat a másik hasábon, és az ily metszés átdö-
f  esnek,  vagy áthatásníAí  neveztetik; vagy pedig az éleknek 
csak egy része megy a másik hasábon keresztül, a többi él 
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pedig már a másik hasábon kivül mogy el, a mely esetben 
csak bemetszés^  vagy bevágás áll elö. 

Az áthatásnál  két külön vált metszési sokszöget nye-
rünk, egyet ugyanis a bemenetnél, a másikat a kijövetnél, 
holott a bevágásnál  csak egŷ  sokszög jön létre, minthogy a 
bemeneti és a kijöveti sokszög egygyé olvad. Ha ugyanis egy 
hasábot (123, 1'2'3') a 115-dik ábrában, mely a másik 
{Abcclj  a'b'c'd')  hasábot átdöfi,  magával párhuzamosan képzel-
jük mozdulva, a (b,  b')  él felé,  akkor az (1, 1') él két átdöfési 
(?>!, »),) és (», )•') pontja folyvást  közeledni fognak  egymáshoz, 
míg azok a (b,  b')  élen nem egyesülnek, mely esetben az 
(1, 1') és a (b,  b')  élek magok is metszik egymást;— ha pedig 
a hasáb még tovább is mozdittatik, akkor az (1, 1') él már 
szabad lesz, az többé a másik hasábon nem megy keresztül, 
de a helyett a kijöveti sokszög a bemenetivel egyesülve csak 
egy zárt sokszöget fog  képezni. 

11. §. 
Két hasáb átdöfésének  meghatározására legyen adva a 

115-ik ábrában az {Abcd,  n'c'c'd')  és az (123, r2 '3 ' ) hasáb, a 
melyek metszései a féklappal  megadva nincsenek. Ez esetben 
legczélszerübben fogjuk  minden egyes élnek átmenetét meg-
határozni a másik hasábon (a 4-ik §. szerint) és a nyert átdö-
fési  pontokat kellően összekötni. Ugyanis vesszük először az 
(1, 1') élt, fektetünk  rajta keresztül egy fekvetitö  síkot, mely 
is az (Abcd,  a'b'c'd')  hasábot az {a(ÍY8, k'ií'y'ő')  négyszög sze-
rint fogja  metszeni; minthogy pedig az átdöfésnek  nem csak 
ezen négyszögben, hanem egyszersmind az (1, 1') élben is 
kell feküdnie,  azért az átmeneti pontok lesznek (wi, m')  és (w, 
n');  melyek közül a bemeneti (n,  n')  pont az (Ab,  a'b')  ha-
sáb oldalon fekszik,  (minthogy az 1' a négyszög oldalát 
metszi) a kijöveti (w, m')  pont pedig a (bc,  b'c')  hasáb oldalán 
van, (minthogy 1' a négyszög /í/'y' oldalát metszi). 

Hasonló eljárás utján határoztatnak meg a (2, 2') és a 
(3, 3') élek átmeneti pontjai is. 

Minthogy az egymásra következő (1, 1') és (3, 3') élek 
mindegyike a másik hasáb ugyanazon {Ab,  a'b')  oldalán megy 
be, az (m, «') és a ip, J'') pontokon, azért ezeket egyszerűen 
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össze lehet kötni a (pH, j^'n') vonal által. De a harmadik (2, 
2') él a hasáb (/17, n'd')  oldalán menvén keresztül, a nyert 
(g, q')  pontot se (u, u')-cl se (p, p')'^^  összekötni nem szabad, 
minthogy mind a két összeköttetési vonal, az {Ah,  a'b')  és az 
{Ad,  a'd')  oldalak közös {A,  u')  élén megtöretik. — Azért 
most előbb meg kell határozni, hogy hol megy át az {A,  a')  él 
az (123,1'2'3') hasábon ; mely meghatározás ismét úgy vitetik 
véghez, hogy az {A,  a')  élen keresztül vezettetik a fekvetitö 
sík, mely az (123, 1'2'3') hasábot a (456, 4'5'6') háromszög 
szerint metszi, melyet (a') az {>•') és (»') pontokban találván, 
lesznek egyszerű vetítés által {r,  »•') és {s,  s')  a keresett átme-
neti pontok; a melyek közül {r, r') az (12, 1'2') oldalhoz tar-
tozván , az {nq,  n'q')  összeköttetési vonal törési pontját fogja 
megadni, úgy szinte az {s,  s'),  minthogy az a (23, 2'3')-on 
fekszik,  a (pq,  p'q')  összeköttetési vonal törési pontját állítja 
elö. Az egész bemeneti sokszög tehát: {nrqspn,  n'r'q's'p'n'). 
A kijövetnél a (2, 2') és (3, 3') élek vannak ngyanazon a {dc, 
d'c')  hasáb oldalán, miért is azok egyszerűen összeköttettek; 
holott a harmadik (1, 1') él a {bc,  b'c')  oldalon jővén ki, előbb 
meg kellett a közös (c, c') él átmenetét az (123, 1'2'3') hasá-
bon határozni. 

A talált metszési sokszögek kihúzására nézve még meg-
jegyzendő, hogy azok közül csak azon vonalak lesznek telt 
vonallal kihúzandók, a melyek viind  a két  hasáb látható olda-
lain feküsznek  ; így a fekvetületben  a bemenetnél csak az {np) 
vonal húzatott ki telt vonallal, a többi vonalak pedig, me-
lyek vagy csak az egyik, vagy mind a két hasáb fedett  olda-
lán feküsznek,  csak pontozva jelöltetnek ki. Ezek folytán 
tehát a függvetületi  bemenetnél csak az (r'q')  és a {q's')  vo-
nalak húzattak ki telt vonallal, a többiek pontoztattak. 

12. §. 
Ha adva van ismét két hasáb: {ABCD,  a'b'c'd')  és 

(1234, r2'3 '4 ') a 116-ik ábrában, és megkeressük ez utóbbi 
hasáb minden egyes éleinek átmenetét a másik hasábon, ta-
pasztalni fogjuk,  hogy a (3, 3') él már szabad, az ugyanis az 
{ABCD,  a'b'c'd')  hasábon kivül megy el, ezen az élen tehát 
átdöfési  pontok nem is létezhetnek, jeléül annak, hogy ez eset-
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ben nem áthatás, hanem csak bemetszés van, s ennek folytán 
metszési vonahil is csak egy zárt sokszöget fogunk  nyerni. 
Az eljárás azonban itt is csak ugyanaz marad, mint az előbbi 
ezikkben, csak a nyert átdöfési  pontok összeköttetésére nézve 
kell némi megjegyzést tennünk. Ugyanis az (1, 1') és (2, 2') 
élek mindegyike a (BC,  b'c')  oldallapba menvén be, az (m,  m') 
és f/,  l')  pontok összeköthetők; továbbá a (4, 4') él a {DC, 
d'c')  oldallapba megy be, s minthogy az (1, 1') élre követke-
zik, azért az (o, o') pont (m, »t')-el volna összekötendő; de az 
összeköttetési vonal a közbeeső (C,  c')  élen megtörik (n,  n') 
pontban. Most már a (4, 4') élről a (3, 3')-re kellene átmenni, 
de ezen él szabad, azon tehát átdöfési  pontok nincsenek, miért 
is a (4, 4') él bemenetét ugyanazon él kimenetével {q, 
kell össeekötni, minthogy pedig az (o, o')  és a (7, q')  pontok 
két különböző síkon fekszenek,  azért előbb a közös (Z), d') 
éli megtörést (p, p')-t kelletett meghatározni. 

A (4, 4') él kimenetétől (7, g''J-től kezdve most a met-
szési vonalon ismét az (1, 1') él felé  fordulván  vissza, megke-
ressük ennek (s, s') kimenetét, mely is az {AB,  a'b')  oldalon 
lévén, előbb az (A,  a')  közös éli megtörés (r, •>') határoztatik 
meg. Azután következik a (2, 2') él kimenete (f(,  ii'); mely 
pont az előbbi (s, 6')-el van összekötve, miután előbb az {A,  a') 
éli {t,  t')  törés pont meg volt határozva. Végre a (2, 2') élről 
ismét a (3, 3')-re kellene átmenni, s minthogy ezen átdöfési 
pont nincsen, azért (2, 2') kimenete, tigyanazon cl bemeneté-
vel (/, r)-el köttetik össze, csakhogy előbb a közbeeső (D,  d') 
és a (C, c') élek törési pontjai {tv,  tv')  cs (v, v') határozan-
dók meg. 

A fekvetületben  kihúzandók az rq, és qi) vonalak, 
úgy szinte a függvetületben  az u'iv',  iv'v',  q'p',  és j)'o'  vonalak, 
minthogy ezek mind a két adott hasáb látható oldalain feküsz-
nek; a metszési vonal többi része pontozandó. 

13. §. 
Ha azonban a két hasábnak a fekvetületi  síkkal képzett 

metszéseik meg vannak adva, vágy azok könnyen meghatá-
rozhatók, akkor az átmetszési vonal meghatározására egy 
egyszerűbb és pontosabb módszer is létezik, Ha ugyanis a két 
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has<ábot oly síkokkal metszük, melyek mind a két hasáb 
alkotóival párhuzamosak, akkor az ily sikok mind a két hasá-
bot csak oly egyenes vonalak szerint metszhetik, a melyek 
magok is az illető alkotókkal párhuzamosak. Ha tehát egy ily 
sík az egyik hasáb élén vezettetik keresztül, akkor az a másik 
hasábot két alkotó szerint fogja  metszeni, a hol tehát az emlí-
tett él ezen alkotókat átmetszi, ott lesz ezen élnek bemenete, 
és kimenete. 

Legyen a 117-ik ábrában {ABCD,  ab'cd')  és (1234, 
1'2'3'4") a két adott hasáb, melyek metszése kerestetik, ak-
kor mindenek előtt egy tetszőlegesen felvett  (o,  o')  ponton 
keresztül vezetünk két egyenest, melyek egyike (op,  o'p') 
az {ABCD,  a'b'c'd'),  — másika (oq,  o'q')  pedig az (1234, 
r2 '3 '4 ' ) hasáb alkotóival párhuzamos, és megkeressük az ezen 
két egymást metsző egyenesen keresztül fektetett  sík (pq) 
fekszeldéjét. 

Az így nyert szeldéhez azután a két hasáb alapjainak 
minden csúcspontján keresztül párhuzamosak vonatnak. Mint-
hogy az (1) és a (2) pontokon keresztül vont párhuzamosak 
az ABCD alapot nem metszik, következik, hogy az (1, 1') és 
a (2, 2') élek a másik hasábba nem hatnak, hanem mellette 
szabadon mennek el. A jövő párhuzamos a (fi)  ponton vezet-
tetett keresztül, és ez az (1234) alapot az (5) és (6) pontok-
ban metszi át; ezen a pontokon keresztül tehát meghúzatnak 
az (1234, 1'2'3'4') hasáb alkotói, melyeket a {B,b-)  él a 
(7, 7') és (8, 8') pontokban metsz át, mely pontok már a 
keresett metszési vonalhoz tartoznak. Ugyan ezen az úton ha-
tároztatik meg minden egyes élnek a másik hasábbai beme-
nete és kijövete. Az egyes nyert pontok összeköttetésére néz-
ve pedig ugyanazon • elvek követendők, a melyek az előbbi 
§-ben előadattak, ugyanis ha két egymásra következő él 
ugyanazon az oldallapon hat keresztül, akkor az átdöfési  pon-
tok egyszerűen egybekötendők; ha pedig ezen átdöfési  pon-
tok két külön síkra esnek, akkor előbb a közös metszési 
élen, (vagy éleken) a törési pontok keresendők fel. 

Ezen módszer használatánál két adott hasábnál előlege-
sen is meg lehet tudni, hogy csak bemetszés vagy pedig át-
metszés áll-e elő. Ugyanis a felvett  esetben a szélső B ponton 
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keresztül vont párhuzamos bemegy az (1234) alapba, az (1, 1') 
és a (2, 2') élek tehát szabadok, a másik szélső párhuzamos, 
mely mind a két alapot metszi a (4) ponton vezethető keresz-
tül, így tehát az {ABCD,  a'b'c'd')  hasáb (C, c') és (Z), d')  élei 
szinte szabadok, s ennek folytán  tehát a jelen esetben csak 
bemetszésnek van helye. 

Ha pedig az egyik alap két szélső pontján keresztül 
vezetett párhuzamosak mindegyike metszené a másik hasáb 
alapját, akkor tökéletes áthatásnak volna helye. 

A 118-ik ábrában az (1234, 1'2'3'4') hasáb átmetszése 
nagyobb világosság kedvéért külön rajzoltatott le, miután a 
másik {ABCD,  a'b'c'd')  hasáb elmozdíttatott. 

Végre megjegyzendő meg, hogy ezen módszer még ak-
kor is alkalmazható, ha a hasábok alapjai a rajzlapra fel  nem 
vehetők, ez esetben ugyanis előbb az adott hasábokat egy a 
fekvetületi  lappal párhuzamos síkkal kell metszeni, és azután 
a nyert metszési vonalakat tekinteni alapul. 

14. §. 
Minthogy a 117-ik ábrában {gl)  nem egyéb, mint az 

(AD)  és (43) oldallapok átmetszése, ezen oldallapok pedig oly 
síkok, a melyek fekszeldéi  épen az {AD)  és illetőleg (43) vo-
nalakkal egybeesnek, azért ezen síkok metszési vonalának 

•is a szeldék átmetszési (A/) pontján kell keresztül mennie; 
épen így a {hk)  vonal, mint {BC)  és (43) oldalak metsző vo-
nala a fekszeldék  közös (iV) pontján megy keresztül, s. i. t., 
mely megjegyzésből ismét egy egyszerű előállítási módja kö-
vetkezik a metszési vonalnak, azon esetben, ha a hasábok 
alapjai meg vannak adva. 

15. §. 
A g ú l a . 

A gúlát az által képzelhetjük előállítva, ha egy egyenes 
vonal, folytonosan  egy adott ponton keresztül menve, úgy mo-
zog, hogy egyszersmind egy szinte adott sokszöget átmessen. 
Az adott pont leend a gúla csúcsa, vagy orma; a mozgó egye-
nes minden tetszőleges állásában alkotó-nak,  azon különös 
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esetben pedig, hol az az adott sokszög csúcsain megy keresz-
tül, e'í-nek, maga az adott sokszög pedig irányvonalnak ne-
veztetik. 

A 119-ik ábrában (o, o') az adott pont, a melyen az 
egyes alkotóknak keresztül kell menni, és {abcde,  n'b'c'd'e')  az 
irányvonalul szolgáló sokszög. — Ezen sokszögre nézve meg-
jegyzendő, hogy az ugyan lehet egészen tetszőleges is, és ez 
esetben valamennyi csúcsa tetszőlegesen vétethetik fel,  de 
közönségesen sík sokszög, vagyis olj'an, a melynek minden 
pontja ugyanazon síkban fekszik;  és ez esetben csak három 
csúcspont vétethetik tetszőlegesen fel,  és a többi csúcsnak 
egyik vetülete; — az ezen pontokhoz tartozó második vetület 
pedig azon feltételből  határozandó meg, hogy azok a három 
tetszőlegesen felvett  pont síkjában feküdjenek.  Az ide tartozó 
szerkezet legegyszerűbben az átlók meghúzása által eszkö-
zölhető. 

Ha az egyes éleknek feknyomai  meghatároztatnak, ak-
kor ezek kellő rendben összekötve egy új sokszöget fognak 
képezni, mely a gúla alapjának neveztetik; és a mely igen 
czelszerüen vétetik az irányvonal helyett az egyes alkotók 
m eghatár ozására. 

Ha az 0 csúcsnak («) fekvetülete  az alap sokszögbe 
esik, mint a 110-ik ábrában, akkor a fekvetületben  minden él, 
úgy szinte minden a gúlán húzott vonal látható leend. Ha pe-
dig a csúcs (o) fekvetülete  az alap sokszögén kivül fekszik 
mint a 120-ik ábrában, akkor azon élek, melyek a két szél-
ső Co, és Eo élek között a csúcs felé  esnek, el vannak fedve,  a 
többiek láthatók, úgy szinte az alapnak is csak azon része 
van elfedve,  mely az emiitett szélső Co, és Eo élek között a 
csúcs felé  eső oldalon fekszik,  mint az ábrában CD, és ED, a 
többi oldal látható. A függvetületben  pedig mindegyik eset-
ben a látható részek meghatározására az alap két szélső vetítő 
vonala AA'  és DD'  szolgál irányadóul; ugyanis azon élek, a 
melyek ezen vonalak között a vetületi tengely felé  eső részen 
fekszenek,  a függvetületben  el vannak fedve,  mint B'o',  és 
Co ' ; — azon élek pedig, melyek az említett szélvetitő vo-
nalak között a vetületi tengelytől elfordult  részen fekszenek, 
a függvetületben  mint láthatók, telt vonal "által jegyeztetnek. 
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mint E'o'  a 119 és 120-ik ábrákban. Ha azonban az élek a 
í'üggvetületben a csúcson túl hosszitatnak meg, akkor ezen 
részen épen azon élek vetületei lesznek láthatók," melyek az 
alsó részen fedve  valának, holott az alant látható élek, ient el 
lesznek takarva. Magából érthető azonban, hogy a kerethez 
tartozó vonalak minden vetületben láthatók. 

16. §. 
Feladat.  Adva van egy gúlán fekvő  pontnak fekvetülete, 

kerestetik annak függvetülete. 
Legyen a 120-ik ábrában {ABGDE,  A'B'C'D'E')  az 

adott gúlának iránysokszöge, (o, o') pedig a csúcsa, (m)  a fe-
lületén fekvő  M  pontnak fekvetülete,  akkor a függvetület 
meghatározására vezessünk az M ponton keresztül egy gúla 
alkotót, a melynek fekvetülete  az (m)  ponton menvén keresz-
tül, lesz oR; függvetülete  pedig o'Ji',  a melyre azután csak az 
adott m pontot vetíteni kell, és lesz ni' a keresett függvetület. 
Az (oR,  o'R')  alkotó helyett lehetett volna az Mponton  keresztül 
egy bármely más tetszőleges PQ egyenest is vezetni, a mely-
nek fekvetülete  tehát, egy az adott (rn)  ponton keresztül menő 
tetszőleges pq vonal; ezen vonal az A, és B éleket n p, és q 
pontokban metszi, mely pontok vetítése által meg lesz hatá-
rozva a PQ vonal függvetülete  is (/>'g'')-ben; a melyre tehát 
ismét csak az adott m pontot lesz szükség felvetíteni. 

Az eljárás az előadottal azonos marad akkor is, ha for-
dítva a gúlán fekvő  M  pontnak függvetülete  volna megadva, 
csakhogy akkor az alkotónak először a függvetülete  vonatik 
meg, és ebből határoztatik meg a hozzá tartozó fekvetület. 

17. §. 

Feladal.  Megkeresendő egy egyenes vonal átmenete egy 
gúlán. Legyen a J21-ik ábrában {ABCDEo,  A'B'C'D'E'o')  az 
adott gúla, (a, a') a rajta keresztül menő egyenes vonal, akkor 
az átdöí'ési pontok meghatározására nézve az egyenesen ke-
resztül vezettetik egy tetszőleges sík, mely a gúlát általáno-
san egy sokszög szerint fogja  metszeni, és a keresett átdöfési 
pontok okvetlen ezen sokszög kerületén fognak  feküdni,  mint-
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hogy pedig azok az adott egyenesnek szinte pontjai, azért 
csak ezen sokszögnek, és az adott egyenesnek metszési pontjai 
lesznek meghatározandók. 

Minthogy az egyenesen keresztül egy tetszőleges sikot 
lehet tenni, azért ezen síkot úgy fogjuk  választani, hogy a 
nyert metszés szerkezete a lehető legegyszerűbb legyen; 
miért is 1-ször az egyenesen keresztül vezethető egy vetítő 
sík, példáid a függvetitő  sík, minthogy ennek metszése a gú-
lával a függlapban  a vetítő sík szeldéjébe, vagy is az adott 
egyenes fiiggvetületébe  esik, és igy a másik hozzátartozó fek-
vetület egyszerűen az átmetszési pontoknak az illető élekrei 
vetítése által állitható elő; — ezen eljárás szerint találtatott 
az (a6cá«) sokszög; és ennek {p,p')  és (q,  q')  metszései az 
adott vonallal a keresett átmeneti pontokat fogják  megadni. 

Vagy 2-szor az adott egyenesen keresztül egy oly sík 
vezettetik, mely egyszersmind a gúla csúcsán is keresztül 
megy; az ily sik ugyanis a gúlát csak alkotók szerint metsz-
hetvén, a metszés előállítása eléggé egyszerű. Az emiitett sik 
megnyerésére kössük össze az adott egyenes egy tetszőleges 
(r,  »•') pontját a gúla csúcsával, és keressük meg a nyert (or, 
o'r')  segéd vonal (F,  j')  feknyomát,  melyet az adott egye-
nes feknyomával  összekötve, megnyerjük FG-hen  a keresett 
sík fekszeldéjét  j — ez a gúla alapját H  és K  pontokban met-
szi át, miért is (//o, h'o')  és (ATo, k'o')  azon alkotók, a melyek 
szerint a gúla a felvett  sík által metszetik; ezen alkotókon 
fognak  tehát a keresett átdöfési  pontok feküdni. 

18. §. 
Feladut.  Kerestetik egy gúlának egy tetszőleges sikkali 

átmetszése. A 122-ik ábrában {ABCDEo,  A'B'C'D'E'o')  az 
adott gúla, és FSF'  a metsző sík, melynek metszését leg-
egyszerűbben úgy lehet meghatározni, ha megkeressük a gúla 
minden egyes éleinek átmenetét a síkon, és a nyert pontokat 
a kellő rendben összekötjük. így például az {Ao,A'o')  él átdö-
fési  pontjának meghatározására, ezen élen keresztül vezette-
tett a fekvetítő  síkja (figG'),  meghatároztatott ennek az adott 
sikkali metszése (G'h')  s végre ezen vonalnak és A'o'  cinek 
metszéseben a keresett átdöfési  pont «'). Ugyanezen az, 

J 
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uton meg lehet határozni a többi élek átdöfési  pontjait is; a 
luelyek összeköttetése azután megadja a metszési sokszög 
{abcde,  u'ij'c'd'e)  vetületeit. 

Ha azonban a vetítő sikok szeldéji az adott sík szeldéjit 
igen távol metszenék által, vagy ha talán a metszések a rajz-
térről egészen kiesnének, akkor igen csélszerüen alkalmazható 
e következő módszer. •— A függvetületi  síkot helyéből elmoz-
dítva, azt oly állásba hoztuk, hogy a vetületi tengely ( Fj T,) 
az adott sík szeldéjére merőlegesen álljon, mi által azután a 
metsző sík maga is merőleges lesz az új függlapra,  és így a 
metszési sokszög ebben egy egyenes vonalban fog  látszani, 
minthogy az egészen a metsző sík függszeldéjébe  esik. Ha te-
hát F, T,  merőlegesen meghúzatott -Si^-re, akkor a gúla alapja 
erre a tengelyre vetítetik ( A / B / C / D / E , ) ú g y szinte a gúla 
csúcsa is, csakhogy ezen vetítő vonalra a gúla magassága a 
régi függlapból  vitetik át o,'-ig; ezen pont összekötve a már 
vetített alappal, megadja a gúla vetületét az új függvetületi 
lapra. 

Azonfelül  szükség még meghatározni az új függszeldét, 
a mi az által történik, hogy a régi függszelde  egy tetszőleges 
(gG  ) pontját az új tengelyre merőlegesen vetítjük, és reá a 
tengelytől kezdve a régi magasságát felvisszük,  úgy hogy 
(/,  Fj')  = igG')  ; az így nyert ' pontot, mint az új függ-
szelde egy pontját összekötjük azon F ponttal, melyben a 
fekszelde  az új tengelyt metszi, leend FF,'  az új függszelde, 
mely is a gúla éleit az pontokban metszvén, csak 
ezen pontok lesznek az illető élekre először a feklapba,  azu-
tán ismét a régi függlapba  vetítendők. 

Hogy a nyert metszési sokszög vetületeiből annak va-
lódi nagyságát is meghatározhassuk, czélszerü lesz a metsző 
síkot, annak SF  fekszeldéje  körül a feklapba  befordítani.  Ezen 
fordítás  alkalmával az egyes csúcspontok köríveket fognak 
leírni, melyek a feklapon  a forgási  szeldére merőleges vona-
lakban, az új függlapban  pedig valódi nagyságokban fognak 
vetitetni; ha tehát az F  középpontból az Fa,',  Fb,'  sat. su-
garakkal párhuzamos körívek iratnak le, mig ezek az új F, ÜTj 
tengelyt nem metszik, akkor a nyert pontok vetítése, úgy 
szinte az {n,  h, c, d,  «) pontokból az SF-ve  vont merőlegesek 
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megliúzása által, meg lesz határozva a metszési sokszög kí-
vánt valódi nagysága 

19. §• 
Feladut.  Van adva egy gúla, kerestetik a hálója. 
A gúla hálójának meghatározásánál tekintetbe kell ven-

nünk, hogy a gúla alapja egy tetszőleges sokszög lehet, az ol-
dalfelületét  pedig annyi háromszög képezi, a mennyi oldal-
lal bir az alap, azonfelül  két egymásmelletti háromszög egy 
közös oldallal birván, a háló kifejtésnél  is ezen oldalak egyen-
lők lesznek. Ennélfogva  tehát c két eljárás követhető. 

1-ször. A 123-ik ábrában a gúla ABCD alapja a feklap-
ban úgy is valódi nagyságában fordul  elő, azért ez meghagya-
tik; az oldalfelületet  képző háromszögek pedig az illető alapvo-
nalak körül a feklapba  forditatnak  le; ezen alkalommal az 
(o, o') csúcs egy körívet fog  leirni, melynek fekvetülete  egy a 
forgási  tengelyre merőleges egyenes vonal. Ha tehát az {AKO, 
A'E'o")  háromszöget akarjuk lefordítani,  akkor annak ^ i ? ol-
dala marad, az {O)  csúcs fekvetületből  pedig AE-VE  vonatik az 
oO, merőleges; az {o,  o')  pont forgási  középpontja (/ij,  a for-
gási sugár (/íOj) pedig átlója azon derékszögű háromszögnek, 
melynek egyik befogója  (/lo)  a fekvetület  távola a forgási 
tengelytől, másik befogója  (po')  pedig az (o, o') pont magas-
sága a féklap  felett.  — A mellette fekvő  (BEo,  B'E'o)  három-
szög lefordítására  nézve csak ismét o-ból merőleges vonatik 
DE-vr,  a mely is E középpontból £ 0 , sugárral metszetik 0 „ , 
lesz ezen pont a lefektetett  háromszög csúcsa^ míntliogy az 
\^Eo,  E'o')  él közös, tehát szinte EO^—EO^^. 

Czélszerübb azonban 2-szor e következő eljárás. Megke-
restetik minden egyes élnek valódi hossza, s azután az illető 
háromszögeket azok három ismert oldalaiból úgy szerkeszt-
jük egymás mellé, hogy valamennyinek csúcsa ugyanazon egy 
pontba essék. E szerint a 124-ik ábrában a csúcs (o) fekvetü-
letén keresztül vonatott egy párhuzamos a vetületi tengelylyel, 
és az egyes élek az (o) pont körül ezen párhuzamosba fordít-
tattak be, és végpontjaik vetítése által a függlapban  meghatá-
roztattak az élek valódi hosszai: A/o', B^'o', sat. Ezután a 
125-ik ábrában meghúzatott tetszőlegesen az OA vonal, a 
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melyre 0-tól kezdve felvitetett  az A^'o'  valódi hossza ^-ig, A-
ból az alapból nyert Ali sugárral egy körív Íratott le, a mely 
0-ból az o 'ü, ' sugárral metszetett 5-ben; fi-böl  ismét az alap 
BC sugárral íratott le egy körív, mely 0-ból o'C^'  sugárral át-
metszetett C-ben, és e műtétei addig folytattatott,  míg vala-
mennyi háromszög egymás mellé szerkesztve nem volt; végre 
az alapot képviselő ABCDEA  tört vonal egyik tetszőleges ol-
dala mellé szerkesztetett az alap sokszög. 

Ha még azonfelül  a gúlán adott pontok vagy vonalak 
fordulnak  elő, melyek a hálón szinte megjegyzendők, akkor 
ezen pontok csak az illető élek valódi nagyságára vien-
dők által, a tengelyhez húzott párhuzamosok által, és innét a 
kifejtésre  átteendők. így a 124-ik ábrában az iahcde,n'b'c'd'e') 
metszés csúcspontjai átvitettek a valódi hosszakra ai6,c,d,e,-
ben, innét pedig a hálóra tétettek által, úgy hogy aO=a,o ' ; 
hO=h^ u'; stb. 

20. §. 
Feladat.  Meg van adva egy gúlának az alapja, az oldalt 

képző háromszögek egyike, és egy másodiknak az alaphozi 
hajlási szöge, kerestetnek a gúlának vetületei. 

A 12G-ik ábrában ABCDEAZ  adott alap, AOI  E az egyik 
háromszög, mely az illető AE oldal mellé előlegesen a feklap-
ba van befordítva;  azonfelül  még legyen megadva a BC oldal-
hoz tartozó háromszög fekhajlása  («). — Ha az AEO^ három-
szöget az AE alapja köi'ül addig képzeljük forgatva,  míg az 
0, csúcsa a BC háromszög síkját át nem döfi,  akkor ezen át-
döfési  pont fogja  képezni a keresett gúla csúcsát. De ezen 
forgatásnál  az O, csúcs egy oly körívet fog  leírni, 0 , r sugár-
ral, melynek síkja a forgási  AE tengelyre merőleges, mely-
nek fekvetülete  tehát az jí-re merőleges 0,r /egyenes leend; 
a gúla csúcsának fekvetülete  tehát szinte ezen egyenesben fog 
valahol feküdni.  Minthogy pedig ezen körnek a BC oldal síkját 
kell átmetszeni, azért előbb szerkeszszük ezen síkot, •— a 
melynek fekszeldéje  maga a BC oldal, — az adott («) hajlási 
szög alatt. Minthogy továbbá a keresett csúcsnak a most szer-
kesztett síkban, de egyszersmind a feklapra  merőleges kör 
síkjában is kell feküdnie,  azért az csak e két sík közös met-
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szési vonalában lehet; — ezen metszési vonal vetületei 
m'F').  Nincs tehát még egyéb hátra, mint a kör, és az {Mf, 
m'F")  vonalak átmetszésének meghatározása, a mely pont 
ugyanis a keresett gúla csúcsát fogja  képezni. 

Minthogy pedig mind a két említett vonal az 0^fF'  sík-
ban fekszik,  azért czélszerü lesz ezen -síkot az 0 , / szeldéje 
körül a feklapba  befordítani,  akkor a kör valódi nagyságában 
fog  elöállani, a mely ugyanis rO, sugárral iratik le az (r) kö-
zéppontból, az {Mf,  m'F')  egyenes pedig a lefordítás  után 
Mp^ '-be fog  jutni; és így a két vonal keresett metszése leend 
0,1-ben; mely pont egyszerű visszavetítése által megnyer-
jük a gúla csúcsának (o,o') vetületeit. Ezen pontot tehát csak 
az alap minden csúcsával kell még összekötni, hogy magokat 
a gúla vetületeit megnyerhessük. 

21. §. 
Faladat.  Meg van adva egy gúlának az alapja, magassá-

ga, és két egymásra következő oldalháromszög fekhajlási  szö-
ge, kerestetnek a gúlának vetületei. 

Legyen a 127-ik ábrában ABCD az adott alap, («) és (/í) 
szögek pedig az AD és DC oldalakhoz tartozó hajlási szögek, 
(to) a magasság. — Képzeljünk az adott magasságban egy a 
féklappal  párhuzamos síkot fektetve,  akkor ez az AD oldal 
síkját egy alkotó szerint fogja  metszeni, melynek fekvetülete 
az AD szeldévcl lesz párhuzamos, úgy szinte metszeni fogja 
a DC oldal síkját ezen sík alkotója szerint, melynek tehát fek-
vetülete a DC szeldéhez leend párhuzamos. Ezen két alkotó 
közös metszési pontja lesz a keresett gúlának csúcsa. A szer-
kesztés a II. Szakasz 9-ik §. (94. ábra) elve szerint vitetett 
végbe. Ugyanis az AD egy tetszőleges A pontjában vétetett 
reá merőlegesen egy új függlap,  melyben AD oldalsík haj-
lási szöge («) valódi nagyságában látható, ezen szög Â  P, ol-
dalán azután megkerestetett azon P, pont, melynek magassá-
ga a féklap  felett  '/),=»?. A P , ponton keresztül vezetett 
hez párhuzamos vonal P,o lesz az egyik alkotó. Ugyanezen 
az úton találtatik a (/?) szög szerkesztése által a másik DC-veX 
párhuzamos alkotó P, iO. — Ezen két alkotó fekvetületei  egy-
mást az (o) pontban metszvén át, lesz ezen pont egyszersmind 
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a gúla csúcsának fekvetületo;  függvetületéuek  meghatározá-
sára pedig csak a vetitö vonalra a tengelytől kezdve felvitetik 
a gúlának adott (m) magassága. Ha még végre a gúla alapjá-
nak egyes csúcsai a talált (o, o')  csúcscsal összeköttetnek, 
ered a gúlának két vetülete. 

22. §. 
K é t g ú l a á t m e t s z é s e . 

Két oly gúla, melynek csúcsa közös, egymást vagy épen 
nem metszi, vagy ha igen, akkor a metszés csak alkotók irá-
nyában lehetséges •—̂  és a metsző alkotók feltalálására  ez 
esetben csak a két gúlát egy oly sikkal kell metszeni, mely a 
féklappal  párhuzamos, és a nyert metszések közös pontjait a 
csúcscsal összekötni. 

Ha a csúcs nem közös, akkor egy tökéletes átmenetnél 
különvált két sokszöget nyerünk, az egyikét a bemenetnél, a 
másikát a kijövetnél; — ezen két sokszög egygyé olvad, ha 
az egyik gúla a másikon nem megy úgy keresztül, hogy an-
nak valamennyi éle átdöfje  a másik gúlát, hanem egy vagy 
több él szabad marad, mely esetben a nyert metszés bevá-
gásnak mondatik. 

23. §. 

Két tetszőleges gúla átmetszésének meghatározására a 
következő módszereket lehet használni: 

Legyen a 128-ik ábrában {ABCDEo,  A'B'OD'E'o')  az 
egyik, (12345, 1'2'3'4'5') pedig a másik gúla. Messük e két 
gúlát oly síkokkal, melyek mind a kettőt csak alkotók sze-
rint metszik, akkor minden ilyen metszéshez tartozó alkotók 
közös pontjai egyszersmind a keresett metszési sokszöghez is 
fognak  tartozni. •— De azon sík, mely a gúlát alkotó szerint 
metszi, a csúcson megy keresztül, hogy tehát a segéd síkok 
mind a két gúlát alkotók szerint metszhessék, szükség, hogy 
azok mind a két gúla csúcsán keresztül menjenek, vagyis a 
segéd síkok azon egyenes vonalon vezetendők keresztül, mely 
a gúlák csúcsait összeköti, a segéd síkok fekszeldéi  tehát a 

Ve«j. Leit  atí  mélán.  I.  7 
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csúcsokat összekötő (OÍ>,  o'/)') egyenes G fekátdöfési  pontján 
fognak  keresztül menni. 

Ha az így talált G pontot összekötjük az (135, 1 '3'5) 
gúla alapjának legszélsőbb (2) pontjával, akkor ezen szelde a 
másik gúla alapján kivül marad, jeléül annak, hogy a (25^ 
2'5') a másik giilán nem megy keresztül, ezen él tehát sza-
bad. Úgy szinte, ha a másik felén  a D pontot kötjük össze G-
vel, akkor a nyert szelde szinte nem metszi az (1234) gúla 
alapot, következőleg a (Z)o, D'o')  él szinte szabad. A jelen 
esetben tehát nem tökéletes átmenet, hanem csak bevágás 
áll elő. 

A bemetszés meghatározását meg lehet {B)  pontnál kez-
deni. Ha ugyanis ezen pontot összekötjük ((T)-vel, akkor a 
nyert szelde a számmal jelölt gúla alapját átmetszi az («) és 
Cl?) pontokban; a segéd sík tehát ezen gúlát az (ftö),  és (jSö) 
alkotók szerint, a másik gúlát pedig a (Bo)  él folytán  metszi, 
ezen alkotók közös (a) és Q>) pontjai tehát a keresett metszési 
sokszög csúcspontjai. A legközelebbi segédsík az (1) csúcson 
fog  keresztül vezettetni, mely a másik gúla alapját (j) és (ó) 
pontokban metszi, az ezen segéd síkban fekvő  alkotók tehát 
egyrészről (15), a másik részről pedig (yn) (őo), ezek közös 
metszése adja a (c) és (d)  csúcspontokat; melyeket (a)-val 
tüstént össze lehet kötni. — Az (IG) szelde ugyan a (23) ala-
pot szinte átmetszi, de a metszés gúla alap csúcsra nem talál-
ván, ezen pont tekintetbe nem vétetik, az így nyert pontok 
ugyanis a metszési sokszög oldalaira, nem pedig csúcsponjai-
ra fognának  esni. A következő segéd szelde az (̂ 4) ponton 
fogna  keresztül vezettetni, és ez által meg lesznek határozva 
az {Ao)  élnek átdöfési  pontjai, melynek egyike (6)-vel, a má-
sika (c)-vel fog  összeköttetni, és ezen műtétei ezen az uton 
mindaddig folytattatik,  míg valamennyi csúcspont meghatá-
rozva nincsen, vagyis míg a metszési sokszög tökéletesen be-
záródva nincsen. 

Ezen sokszög függvetületét  a már megtalált fekvetület-
ből egyszerűen az által fogjuk  megnyerni, ha az egyes csúcs-
pontokat, melyek mindig egyik, vagy másik gúla élein fek-
szenek, az illető élekre vetítjük, és a nyert pontokat ugyan-
azon rendben kötjük össze, mint a fekvetületben. 
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Végre a kihúzásra nézve csak azon általános szabályt 
kell szem előtt tartanunk, hogy a nyert sokszög csak azon ol-
dalai lehetnek láthatók az egyes vetületekben, melyek m'wd 
a két  gúla látható oldalháromszögein fekszenek;  csak ezen ol-
dalakat kell tehát telt vonal által jelölni, a többiek vagy pon-
tozandók, vagy igen vékony vonalak által jelölendök. 

24 . §. 
Gyakran történik azonban, hogy az adott két gúla ma-

gasságai között csak csekély különbség vagyon, ez esetben te-
hát a csúcsok összeköttetési vonala is a feklaphoz  csak kevés 
hajlással bir, és így a fekátdöfési  pont igen messzire, vagy ta-
lán a rajzlapból egészen ki is esik, hol tehát az előbbi mód-
szert használni nem lehet; miért is e következő mód fog  czél-
szerüen alkalmaztatni. 

Legyenek a 129-ik ábrában {ABCDo,  A'B'CD'o')  és 
(1234, 1'2'3'4') az adott gúlák. Meghatározzuk először is az 
(124) és a (BCo)  háromszögek átmetszését az által, hogy meg-
keressük az (14) él átmenetét a (BCo)  háromszögön. Ha e 
végre az (14, 1'4') élen képzelünk keresztül vezetve egy függ-
vetitő síkot, ez a B'C'o'  háromszöget az m'  és n'  pontokban 
metszi, ezen pontok vetülete által nyeretik az (nwi) vonal, és 
ennek metszése (14)-el ezen élnek (a) átmenetét határozza 
meg a (BCo)  háromszögön. 

Ekkép meg van határozva a metszésnek egyik pontja 
(a). Egy második pontot kapunk, ha az illető háromszögek 
(12) és (CB)  szeldéjit meghosszabbítjuk, míg egymást (P)-bén 
nem metszik. Az így nyert (P)  pontot összekötjük (íj)-val, de 
az összeköttetési vonal csak azon (n!>) részét fogjuk  kihúzni^ 
mely mind a két háromszögben közös. 

Ha most (a)-tól(/)^ felé  indulunk a metszési vonal felke-
resésében, tüstént észrevesszük, hogy a (CBo)  háromszögből 
kifogytunk,  holott még az (125)-ben az (ab)  vonalat tovább is 
lehetett volna húzni, azért meghagyjuk az (124) háromszöget, 
és a (CBo)  háromszög helyett vesszük a reá következő (BÁo) 
háromszöget; úgy hogy jelenleg kerestetik az (124) és a (BAo) 
háromszögek metszése, és ezen metszésnek egy pontja (h) 
már ismeretes; miért is csak ismét az illető háromszögek szel-

1* 
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d^jit kell azok (Q) átmetszésökig meghosszabbítani, és a (Qb) 
vonalnak azon (bc)  részét kihúzni, mely a szóban levő há-
romszögekben közös. — Most az (124) háromszög fogyott  el 
az (14) élnél, miért is helyette a jövő (134) háromszög met-
szése kerestetik (Zíilo)-val, — meghosszabbítva a szeldéket, 
ezek egymást 72-ben metszik, ezen pontot összekötve (c)-vel, 
az összeköttetési vonalat (i4o) élig lehet meghúzni. Ezen eljá-
rás ezen az uton addig folytattatik,  míg az egész metszési sok-
szög, vagy tökéletes áthatásnál, míg a metszési sokszögek, 
egészen be nem zárodnak. 

Ha ezen eljárásnál két oly háromszögre jutunk, például 
(134) és (^ADo),  melyek szeldéi egymást felette  nagy távol-
ságban metszik át, akkor a hiányzó pont meghatározására a 
kezdetben említett mód ismétlendö, vagyis a jelen példában 
felkeresendő  a (34) él átmenete az (ADo)  háromszögön, az ál-
tal, hogy az említett élen egy függvetítö  sík vezettetik ke-
resztül. 

Végre a fíiggvetület,  és a látható részek meghatározásá-
ra az előbbi czikk végén adott eljárás követendő. 

25. §. 
Ha egy gúlának egy hasábbali átmetszése kerestetik, 

akkor legczélszerübben ismét oly segédsíkok fognak  felvétetni, 
melyek mind a két testet alkotók szerint metszik. Az ily 
síkok általánosan mind a két testet két-két alkotó szerint met-
szik, a melyek közös pontjai egyszersmind a metszési sokszög 
pontjai lesznek; minthogy azonban a keresett sokszög oldalai 
egyenes vonalak, azért a segédsíkok csak az adott két test 
élein fognak  keresztül vezettetni. 

Hogy pedig ezen segédsíkok a gúlát csak alkotók sze 
rint messék által, szükség, hogy azok a gúla csúcsán men-
jenek keresztül, hogy a hasábot szinte alkotók szerint mes-
sék, szükséges, hogy egy oly egyenesen menjenek keresz-
tül, mely az alkotókkal párhuzamos; — miért is az adott 
gúla csúcsán keresztül vezettetik egy az alkotókkal pár-
huzamos vonal, megkerestetik ennek fek-átdöfési  pontja, és a 
segédsíkok fekszeldéi  mind ezen az így meghatározott ponton 
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vezetendök keresztül. — A többi ide tartozó szerkesztés azo-
nos azon eljárással, mely a 22-ik czikkben (128-ik ábra) ada-
tott elö. 

26. §. 
Ha azonban egyik vagy másik testnek a feklappali  met-

szése igen távolra esnék, mint például a 130-ik ábrában, hol 
{ABCDo,  A'B'C'D'o')  az adott gúla, (12345, 1'2'3'4'5') az 
adott hasáb, akkor megkerestetik a gúla minden élének átme-
nete a hasábon, és a nyert pontok a kellő rendben egymással 
összeköttetnek. Az élek átdöfési  pontjainak meghatározására 
legegyszerűbben az élek vetítő síkjai használtatnak. így az 
említett ábrában meghatároztatott először is az (^Ao,  A'o')  él 
átmenete a hasábon az által, hogy ezen az élen képzeltetett 
keresztül vezetve a függvetítö  sík, mely is a hasábot az (I. II. 
TIT IV) négyszög szerint metszi át; azon (m)  és (n) pontok 
tehát, hol ezen négyszöget az (4o) él átmetszi, már az átme-
neti pontok lesznek; s könnyen látható egyúttal, hogy az (m) 
pont a (34) oldal síkjában, az (n) pont pedig az (12) oldal 
síkjában fog  feküdni.  — Úgy szinte meghatároztatott a (4, 4') 
hasáb élnek átmenete a gúlán az által, hogy ismét ezen az élen 
keresztül vezettetett a függvetítö  sík, mely is a gúlát az (aícfí) 
négyszög szerint metszette, ezen négyszögnek tehát, és a (4) 
élnek közös (p)  és (q)  pontjai szinte a metszési sokszöghöz 
fognak  tartozni, melyek közül a (p) pont (m)-6l tüstént össze-
köthető, minthogy mind a két pont ugyanazon a síkon (a 34 
él síkján) fekszik.  Ezután a hasáb (1, 1') élének metszete ke-
restetett fel  a gúlával, és miután találtatott, hogy ezen él épen 
a gúla (Z)o, Z)'o') élén megy keresztül, a talált élek metszési 
pontja összeköttetett (p)-vel, úgy szinte (ri)-nel, minthogy az 
előbbi összeköttetési vonal egészen az (14) él síkján, az utób-
bi pedig az (12) él síkján fekszik.  Az eljárás azután ezen az 
úton mind addig folytattatik,  míg a metszési sokszög, vagy 
tökéletes átmenetnél a metszési sokszögek, egészen bezárva 
nincsenek. 

A metszési vonalnak ismét csak azon részei lesznek 
tolt vonal által kihúzandók, melyek mind a két test látható 
oldallapjain fekszenek. 
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A r e n d e s t e s t e k . 

Rendes testeknek neveztetnek cazok, melyek felülete 
csupa egynemű rendes sokszögekből áll. Ezen sokszögek csú-
csai egyesülvén az eredő test csúcsait fogják  képezni; úgy 
szinte két sokszög közös oldala leend az eredő test ele. 

Minthogy pedig egy tömörszög képzésére legalább há-
rom síknak kell egy pontban egyesülni, a legkevesebb oldalii 
sokszög pedig az egyenoldalú háromszög, azért az első rendes 
test ered, ha egy tömörszög képzésre három egyenoldalú há-
romszög csúcsa egyesül. Ezen test áll négy egyenoldalú há-
romszögből, van négy csúcsa, és hat éle. A test neve rendes 
négylap. 

Egy tömörszög képzésére egyesülhet azonban négy 
egyenoldalú háromszög csúcsa is. Ez esetben az eredő test 
nyolcz háromszögből áll, van 6 csúcsa és 12 éle. Ezen test 
ren les nyolczlapnak  neveztetik. 

Ha a tömörszög képzésére ö egyenoldalú háromszög 
egyesül, akkor az eredő test képzésére 20 háromszögre van 
szükség, melyek 12 csúcsot, és 30 élet alkotnak. E testet 
rendes  htíszhipnak  nevezzük. 

Ha még tovább akarnók szaporítani az egyenoldalú há-
romszögek számát, akkor most a tömörszög képzésére már 6 
háromszög csúcsának kellene egyesülni. De az egyenoldalú 
háromszög mindegyik szöge 60 fokot  képez, ez tehát 6-szoroz-
va adna 360 fokot;  és így az egymásmellé illesztett 6 három-
szög csúcsai már többé nem képeznének tömörszöget, minthogy 
azok mind egy síkba fognának  esni. Annyival kevésbbé lehet-
séges a test képzése, ha a háromszögek száma még nagyíta-
tik. — Rendes háromszögekből tehát csak az említett három 
test lehetséges. 

Ha továbbá egy rendes test csupa rendes négyszögekből 
alakúi, és egy tömörszög képzésére 3 négyszögcsúcs egyesül, 
akkor a nyert test rendes  hatlap-nak,  vagy fó6-nek  nevezte-
tik, áll 6 rendes négyszögből, van 8 csúcsa, és 12 éle. — Ha 
négy négyszögcsúcsot kellene ismét egy tömörszög alakítá-
sára összeállítani, akkor a szögek összege ismét 4. 90=360 
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fok  lévén, tömörszög nem áll elö, és a test képzése lehe-
tetlen. 

Végre, ha rendes ötszögekből kívánunk testet képezni, 
és egy tömörszög képzésére három rendes ötszög csúcsát egye-
sitjük, akkor az eredő test, mely ez esetben rendes tizenkétlap 
nevet visel, áll 12 rendes ötszögből, bir 20 csúcscsal, és 30 
éllel. — Egy rendes ötszög csúcsa 108 fokkal  birván, a tö-
mörszög képzésére háromnál több nem alkalmazható. — Ügy 
szinte csupa rendes hatszögekből testet alakítani is lehetetlen; 
minthogy a hatszögben mindegyik szög már 120 fokot  tészen, 
és így három közülök 3.120=360"; a szögek tehát mind egy 
síkba fognának  esni. Ha pedig még több oldalú rendes sok-
szögek vétetnek, akkor a három egy csúcsba egyesülő szögek 
összege 360 foknál  még több lévén, tömörszöget annyival ke-
vésbé képezhetnek. 

Összesen tehát csak öt rendes test létezhet. 

28. §. 
Meg lehet itt még jegyezni, hogy a rendes testek képzé-

sére szükségelt sokszögek minőségéből, és számából könnyen 
fel  lehet találni az élek és a csúcsok számát is. Tegyük fel 
ugyanis, hogy a test képeztetik csupa n szögekből, és van 
szükség azokból m-re, azonfelül  egy csúcs képzésére p szög 
egyesül, akkor rendelkezésünkre áll összesen wz-szer n szög, 
tehát m.n szög, ezekből egy csúcs képzésére megkívántatik 
p szög, tehát a csúcsok száma lecnd: 

= ^ 

. P 
továbbá minden ii szögnek n oldala is van, tehát összesen lesz 
w-szer ÍJ, vagy is m ii oldalunk, melyekből egy él képzésére 
mindig 2 egyesül, az élek száma e szerint: 

Él = 

így a rendes négylapnál C = ^ = 4 ; és É = ^ — 6 

„ nyolczlapnál C = ^ = 6 és Í = ^ = 12 

„ húszlapnál C = ^ = 1 2 és Í = ^ = 30 
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1 4 6 a rendes hatlapnál C = = 8 és E = o 2 

„ tizenkétlap. C = ^  = 20 cs Í = 30. 
O A 

29. §. 

A r e n d e s n é g y l a p . 

A rendes négylap vetületeinek előállítására nézve leg-
czclszerübbnek látszik, a testet egyik lapjára fektetni;  ez eset-
ben ugyanis az nem egyéb, mint egy három oldalú gúla, mely-
nek alapja az oldal háromszögekkel egyenlő. Ha tehát ezen 
gúla alapját valódi nagyságában a feklapra  rajzoljuk, ABC a 
131-ik ábrában, akkor az AB, BC, és CA oldalakhoz tartozó 
háromszögek, szinte a feklapba  befordítva,  a már felrajzolt 
ABC háromszögre fognak  esni, és azt tökéletesen fedik.  Ha te-
hát az ^Coldalhoz tartozó háromszöget vesszük tekintetbe, és 
ezt a feklapból  a kellő állásába visszafordítjuk,  akkor a 5-ben 
létező négylap csúcsa egy az ^C-re merőleges körívet fog  le-
írni, melynek fekvetülete  Br, és a csúcs vetületének ezen vo-
nalon kell feküdni;  épenígy^ ha a BC oldalhoz tartozó három-
szöget fordítjuk  a BC tengely körül, akkor a négylap csúcsa, 
mely ez esetben .á-ban volt, szinte egy körívet fog  leírni, mely-
nek fekvetülete  As. A négylap csúcsának fekvetülete  e szerint 
tehát csak a Br, és az As vonalak közös (á) átmetszésében le-
het ; és ha még a talált (cí) pontot, mely nem egyéb, mint az 
alap háromszög középpontja, a három csúcscsal összekötjük 
meglesz a rendes négylap fekvetülete;  függvetületének  meg-
határozására pedig csak a (lí, á') csúcs magasságát kell felke-
resnünk, minthogy az ABC alap a fekvetületi  síkon lévén, an-
nak függvetülete  a tengelybe esik. A (d')  magasságának meg-
határozására pedig csak az {r)  középpontból, (rB)  sugárnál le-
irt kört kell a feklapba  lefektetni  az {rB)  átmérője körül, ak-
kor a cü-ből TB-YQ  emelt dD  a gúla keresett magasságát fogja 
megadni, mely tehát a csúcs vetítő vonalára a tengelytől 
kezdve egyszerűen felvihető. 

Meg lehet itt még jegyezni, hogy a Brd  szög azon szög, 
mely alatt az ACD síkja hajlik az alaphoz; minthogy pedig a 
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háromszögtan elvei szerint ro = ^ rB, továl)bá minthogy 
vB — rDj azért 

rd 

de a rendes négylapnál bármely két háromszög egymáshozi 
hajlása egyenlő, azért egyszerűen mondhatjuk, hogy a rendes 
négy lapnál a hajlási szögek pótkeble egyenlő egy harmaddal. 

Maga a kiszámított hajlási szög = 70" 31' 43'6". 

30. §. 
A rendes négylap minden egyes éle a többi éleket 60 

fok  alatt metszi át, egyet kivéve, melyet épen nem metsz, és a 
melyhezi hajlási szöge 90''-nyi. Ha két ily ellentett élek kö-
zéppontjait egyenesek által összekötve képzeljük, nyerünk 
három egymásra merőleges tengelyt. Ha tehát a rendes négy-
lapot oly állásba hozzuk, hogy ezen tengelyek egyike a fek-
lapra, másika pedig a függlapra  legyen merőleges, (mely eset-
ben a harmadik tengely a vetületi tengelylyel leend párhuza-
mos) akkor annak mind a két vetülete (a 132-ik ábrában) ren-
des négyszögek által lesz előállítva, melyek négy oldala és 
két átlója képviselik a test 6 élét. A feklapra  merőleges ten-
gely (1, l ' l ' ) ; a 'függlapra  merőleges tengely (22, 2') ; végre 
a vetületi tengelylyel párhuzamos harmadik tengely (34, 3'4') 
által van megadva. 

A rendes négylap legegyszerűbb vetületére azonban 
úgy jutunk, ha annak egyik élét a feklapra  merőlegesen, az 
ellentett élét pedig a függlapra  vesszük merőlegesen. Az ide 
tartozó vetületek a 133-ik ábrában vannak előállítva; a fek-
lapban cd,  a függlapban  pedig a'b'  oldalak vannak valódi ^ 
nagyságokban, és az ezen oldalaknak ellentett (c ah d)  — 
(b'  c'd'  a')  szögek a hajlási szög valódi nagyságát adják meg; 
végre az ezen szögeket befogó  oldalak azon egyenoldalú há-
romszög magasságával  egyenlők, melynek oldalait a rendes 
négylap élei képzik. 

A 131-ik, 132-ik, és 133-ik ábrában előállított négyla-
pokhoz tartozó háló, vagy kifejtés  a 134-ik, vagy a 135-ik áb-
rában van rajzolva helygazdálkodás tekintetéből f é l n a ^ > ^ y 
oá rrT-kdn ^ " - < 
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Ha egy adott rendes négylapon, egy másik vele tökéle-
tesen egyenlő négylapot ugy képzelünk keresztül vezetve, hogy 
a két négylap élei egymást merőlegesen felezzék,  akkor egy 
igen sajátságos csillagforma  ikertest áll elő, melynek legegysze-
rűbb vetületei a 136-ik ábrában vannak előállítva; (abcd,a'b'c'd') 
az egyik négylap, (ghef,  g'h'e'f)  pedig a másik vele ellentett. 
Az 12, 23, 34, 41,15, 25, 16, stb. vonalak a két test átmetszési 
vonalait állítják elő; ezen élek a test homorú hajlási szögei-
hez tartoznak, szám szerint van tizenkettő, melyek közül négy 
négy egymásra következő egy rendes négyszöget, és együtt-
véve valamennyi egy rendes nyolczlapot képez, s ennek foly-
tán a testet iigy is képzelhetjük előállítva, ha egy rendes 
nyolczlap minden lapjára egy oly rendes négylap ragasztatik, 
melynek bezáró háromszögei a nyolczlapéival azonosak. 

Könnyebb szem elé idézés miatt ezen test, egy később 
előadandó módszer szerint a 139-ik ábrában kettőzött léptek 
alkalmazása mellett a háromméretü Mohsféle  vetületbe helyez-
tetett. 

140-ik ábrában van kifejtve  az egész test hálója félnagy-
ságban, azon megjegyzéssel mindazonáltal, hogy a vastagab-
ban kihúzott és számokkal ellátott vonalak képezik a két 
négylap átmetszési vonalait, és így az egész testnek, (azt egy-
nek tekintve) a beeső éleit; ha tehát ezen testet valóban el-
akarjuk papirpépből, vagy lemezekből készíteni, akkor a ki. 
metszett hálónak ezen számokkal jegyzett élei ellenkező ol-
galra hajtandók össze, mint a vékonyabb vonalak, ez által az-
után az ugyanazon számmal jegyzett élek, mint (1, 1), (2, 2) 
sat. egymásra illeszthetők, és összeragaszthatók. 

A 137-ik ábrában a vetületek azon esetre állitattak elő, 
ha a négy lap egyik lapja (a b c) mint a 131 ik ábrában a fék-
lappal párhuzamos; a 138-ik ábrában pedig azon eset van te-
kintetbe véve, ha a négylap két tengelye (mint a 132-ik ábrá-
ban) a fek  és illetőleg a függlapra  merőleges, a harmadik ten 
gely pedig az alapmetszettel párhuzamos. 
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A r e n d e s n y o l c z l a p . 

Ha a 131-ik ábrában előállított rendes négylap egyik 
például {Ad,  A'd')  oldalát elfelezzük,  és a felező  ponton ke-
resztül egy sikot vezetünk az ABC alaphoz párhuzamosan, ak-
kor ezen sík a négylapból egy részt lemetsz, mely szinte ren-
des négylap, és a melynek élei az eredeti négylap éleinek fe-
lével egyenlők; az eredeti négylap (o, o') csúcsa elesik, és he-
lyette lesz egy rendes háromszög. Ha pedig ezen műtétei a 
négylap mind a négy csúcsánál ismételtetik, s így tehát az 
eredeti négylapból négy kisebb négylap lemetszetett, akkor 
a még megmaradt rész lesz a rendes nyolczlap. 

A rendes nyolczlap áll nyolcz egyenoldalú háromszög-
ből, és mindegyik tömörszögnek képzésére négy háromszög 
csvxcsa egyesül; ha tehát a nyolczlapot, mint a 141-ik ábrában 
az egyik csúcsára állítjuk, akkor a legalsó {a,  a')  pontból 
négy él fog  felfelé  menni, melyek végpontjai, minthogy az 
élek egyenlők, és egyenlő fekhajlással  bírnak, egy a féklappal 
párhuzamos síkban fognak  feküdni,  és minthogy az élek által 
befogott  szögek szinte egyenlők, azért ezen végpontok egy 
rendes négyszöget fognak  képezni (bed  e).. Ezen négyszög, 
melynek minden oldala szinte a rendes nyolczlap élét képezi, 
az egész testet két egyenlő részre osztja, miért is a nyolczlap 
nem egyéb, mint két alapjaival összeillesztett négyoldalú 
gúla. 

Négy ilyen rendes négyszöget lehet a nyolczlapon körül-
vezetni, a melyek síkjai egymásra merőlegesen állanak ; s 
melynek mindegyike a másik kettő két ellentett csúcsán megy 
keresztül; ezen négyszögek átlói képezik -a test három egy-
másra merőleges tengelyét, és ha a test csúcsán áll, annak ma-
gasságát ; miért is a függvetület  meghatározására csak is ezen 
átlót kell a csúcs vetítő vonalára felvinni;  magából értetődvén, 
hogy a bcde  négyszög függvetülete  szinte ezen átló félmagas-
ságába esik. 
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A {bcde)  négyszög állása a függlaphoz  az adott vetítés-
nél egészen tetszőleges volt; ha azonban ezen négyszög úgy 
állítatik, hogy annak egyik oldala a függlaphoz  is párhuza-
mos legyen, mint a 142-ik ábrában, akkor a függvetület  igen 
megegyszerül, minthogy a {bae),  (bfe),  (cad),  (cfd)  háromszö-
gek síkjai a íiiigglapra merőlegesek lévén, ezen háromszögek 
vetületei egyenes vonalak; azonfelöl  az eacl, és efd  háromszö-
gek, a hátul levő (hac),  és (bfc)  háromszögeket épen fedik.  A 
függlapban  tehát egy ferdény  áll elő, melynek kisebb átmé-
rője a nyolczlap élével, nagyobb átmérője a nyolczlap átlójá-
val, oldalai pedig azon egyenoldalú háromszög magasságaival 
egyenlők, a melynek oldalait a nyolczlap élei képezik. 

Ezen vetületből azonban nemcsak a nyolczlap említett 
méreteit lehet valódi nagyságokban szemlélni, hanem egyúttal 
azon szöget is, a mely alatt két háromszög síkja egymáshoz 
hajlik, vagy is a nyolczlap hajlási szögét is, úgy szintén an-
nak számokba kifejtett  értékét meghatározni. 

Ezen hajlási szög valódi nagysága ugyanis a függlapban 
az ( / ' b'e'  a')  szög által képviseltetik, mely t. i. a függlapra 
merőlegesen álló (bfe,)  és (bae)  háromszögek hajlásához tarto-
zik. Ezen hajlási szöget a (b'e'  c'd')  egyenes két egyenlő rész-
re osztja, miért is: 

cos (f  b e'  m) 

de ha egy egyenoldalú háromszög oldalát (s)-el jelöljük, akkor 

annak magassága g K S , az előbbi képletben tehát: b'e'  m ~ 

S - s 

g , é s / ' b'e'=  K S , és ha még az (f  b'e'  m) szög (a)-val 

jelöltetik, ered : 
hs 1 cosa = — — 

és ~ 
minthogy pedig cos2a — cos^a  — siii^u = 2 cos^a  — 1, lesz az 
érték helyettesítése által : 

cos2« = 2. ^ — — i 
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vagy is a rendes nyolczlap liajlási szögének pótkeble nemleg 
egy harmaddal egyenlő. 

A rendes négylap hajlási szöge pótkeblére nézve talál-
tatott igenleg egy harmad; miből tehát következik, hogy ezen 
két test hajlási szögei együttvéve épen 180 fokot  képeznek. 
A rendes nyolczlap hajlási szöge e szerint fokokban  kifejezve 
lesz 2« = 109" 28' 16-,". 

A mi pedig az éleket illeti, ezek közül bármelyik, pél-
dául a {bf)  él közvetlen átmetszi az. (Jc),  (/e), {bc),  és {he)  éle-
ket, és ezekkel 60 fokot  képez, szinte átmetszi az (/á), és a 
{ba)  éleket, és ezekkel 90" képez; — továbbá az (ea),  (ca), 
(ed), és (cd)  éleket nem metszi ugyan, de ezekhezi hajlása 
szinte 60®; végre az ellentett ad  éllel párhuzamos, ehhezi haj-
lása tehát egyenlő a semmivel. 

34. §. 
Ha a (bcde)  négyszögnek oly állást adunk, hogy annak 

egyik átlója a függlapra  merőleges legyen, mint a 143-dik 
ábrában, akkor mind a két vetület azonossá idomul. — Úgy 
szinte azonos vetületeket nyerünk akkor is, ha mint a 144-ik 
ábrában a nyolczlapot úgy állítjuk az egyik (be)  élére, hogy 
ez a függlapra,  a megfekvő  négyszög oldala (ed)  pedig a fek-
lapra legyen merőleges; ezen esetben mind a két vetület azon 
ferdénynyel  azonos, mely a 142-ik ábra függvetületét  képzi. 

Végre a 145-ik ábrában a nyolczlap egyik (cdf)  lapjára 
van fektetve.  Ez esetben az ellentett (iae) háromszög az előb-
bivel csúcsellenes lévén a fekvetület  egy rendes hatszöget 
képez; a fiiggvetületben  pedig a felső  (bae)  lap magasságá-
nak meghatározására képzeljük a (ctZa) háromszöget a (cdf) 
alapra a közös (ed)  él körül ráfektetve,  és ismét előbbi helyé-
be visszafordítva,  akkor a (cda)  háromszög (a)  csúcsa, mely a 
lefordításnál  (/)-re esett, a visszafordításnál  egy körívet fog 
leirni (rf)  sugárral mindaddig, míg az (a)  pontból az (a/)-re 
emelt merőleges által (^)-ban nem metszetik, és leend (AA) 
az (a)  pont keresett magassága. 

A 141-ik egész 145-ik ábrákban előállított nyolczlap 
mind egyenlő nagyságúaknak vétettek, és a hozzátartozó háló 
a 146-ik és 147-ik ábrában fejtetett  ki fél  valódi nagyságban. 
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A r e n d e s l i ú s z l a p . 

A rendes húszlap húsz egyenoldalú háromszög által 
akként van bezárva, hogy minden tömörszög képzésére 5 há-
romszög CSÚ06 egyesüljön. Ennél fogva  ezen test legegyszerűb-
ben úgy fog  elöállítathatni, ha azt mint a 148-ik ábrában úgy 
állítjuk egyik csúcsára, hogy az azon keresztül menő átló a 
feklapra  merőlegesen álljon. Ez esetben az alsó (1, 1') csúcs-
ból öt él vezet felfelé,  melyek végpontjai mind egy a féklap-
pal párhuzamos síkban fekszenek,  minthogy az élek egyenlők, 
és egyenlő fekhaj  lássál birnak; minthogy továbbá a köztök 
befoglalt  szögek is egyenlők, azért ezen végpontok egy ren-
des ötszöget képeznek, melynek fekvetülete  a valódi nagyság-
ban (2, 3,4,5, 6). De a felső  csúcsból lefelé  épen úgy fog  öt él 
vezetni, ezek végpontjai szinte egy rendes ötszöget fognak 
képezni, mely azonban az előbb talált ötszöggel csúcsellenes; 
— ennek fekvetülete  tehát, ismét valódi nagyságában (7, 8, 9, 
10, 11); és most már csak a felső  ötszög minden oldalát kell 
az ellentett alsó ötszög csúcsával egybekötni, mi által már 
szinte az alsó ötszög oldalai is össze lesznek kötve a felső 
ötszög ellentett csúcsaival, és az összeköttetési vonalak a fök-
lapban a (2, 8, 3, 9, 4, 10, 5, 11, 6, 7) rendes tízszöget ké-
pezik. 

A fiiggvetület  meghatározására képzeljük a (10, 11, 12) 
háromszöget a fekmentes  (10,11) éle körül addig forgatva, 
míg a féklappal  nem lesz párhuzamos; — ezen állásában a 
fekvetülete  lesz (10, a, 11). Ha most ezen háromszöget ismét 
visszafordítjuk  előbbi állásába, akkor az (a) csúcs egy körívet 
fog  leirni (ra) sugárral, míg ez a (12) csúcsban (ar)-re emelt 
merőleges által nem metszetik (a,)-ben, és (12 a,) lesz a csúcs-
nak magassága a felső  (7, 8, 9, 10, 11) ötszög felett.  Ugyan-
ezen távolban van az alsó (1) csúcs az alsó (2, 3,4,5, 6) ötszög 
alatt. A két ötszög távolának meghatározására pedig ugyan-
ezen elv szerint a (10, 11, 5) háromszög fordítatik  ismét a 
fekmentes  (10, 11) oldal körül, míg az a (10, a, 11) állással 
esik egybe; akkor a visszafordítás  alkalmával az (a) csúcs 
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egy körívet ir le ()•«) sugárral, niig ez az (5)-beu (íj5)-re 
emelt merőleges által nem metszetik (a,,)-ben, leend (5a,,) a 
két ötszög keresett távola. E szerint tehát az egyes pontok ma-
gasságai meg lévén határozva, könnyű leend már a fekvetület 
segítségével a függvetületet  is előállítani, kellő tekintettel 
lévén egyszersmind a látható és a fedett  részekre is. 

36. §. 
Az előadott szerkesztés folytán  meg lehet határozni azon 

szöget is, mely alatt a rendes húszlap két háromszöge egymás-
hoz hajlik. Ugyanis a 148-ik ábrában a ( lOal l ) háromszög 
fekmentes  állásából addig forgattatott  a (10, 11) él körül, 
míg az (a)  csúcs (a,  )-be nem jutott; miért is az (ÍJ, ra) szög, 
melyet rövidség okáért (n:)-nak nevezünk, nem egyéb, mint a 
(10 11 12) háromszögnek hajlása a feklaphoz.  Hasonlóan 
ugyanazon (10 a 11) háromszög a (10, 11) éle körül lefelé  is 
fordítatott,  míg az (a)  csúcsa (a,,)-be nem érkezett, ez esetben 
tehát az (a  r a , , ) vagy is a {§) szög lesz a (10 5 11) három-
szögnek hajlási szöge a feklaphoz;  és minthogy az (a) csúcs 
a (10, 11) él körül előbb felfelé,  most pedig lefelé  fordítatott, 
azért a nyert két szög összege, (a-j-/?) lesz a (10, 11, 12) és a 
(10, 11, 5) háromszögek hajlási szöge. 

Hogy pedig ezen hajlási szög legegyszerűbb szerkesztésé-
re a kellő útmutatást megnyerjük, czélszerü lesz azt a három-
szögtani függvényei  által kifejezni.  E végre pedig, ha a húsz-
lap (10, 11) élét az egységnek vesszük, akkor (ra)  mint az 
egyenoldalú háromszög magassága = : í ] / 3 ; a z (r, 12) pedig 
egy rendes ötszög középpontjának távola annak oldalától, 
minthogy pedig a rendes ötszög mindegyik szöge 108 foknyi, 
azért a (12, 10, »•) szög =:54® és így 

12,7- = ^ tang  54" = ^ colt  36" 
, 12, r 12, r \ cottd&'  co« 36" 
de cosa = — — •— — -• = — 

rui ra ^yf^  KS 
Minthogy továbbá az (5, 10, 11) szög fele  a (10, 12, 5) 

szögnek, ez pedig 36 foknyi,  azért amannak 18 foknyinak 
kell lenni; és így (rő) = J tang  18" és ennélfogva 

' cosB = _ = _ - _ _ _ "̂"ng 18" 
/•flu  " ra~ hVs  ~ VS 
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de az efemi  mennyiségtanból ismeretes, hogy 
j / 5 1 

sin 18 = é chord.  36", a 36" húrja pedig = — ^ ^ azért: 

sin 18- = és cos 18" = 
4 -4 

ezekből pedig : 
1 ^ 1 0 — 2 ^ 5 V 5 4 - 1 

s inm" = 3 ^ és cos36°= 4 4 
mely értékeket, ha az a, és ^ szögek pótkebleire talált egyen-
letekben helyettesitjük, ered : 

1 ^ 5 + 1 , , 1 ^ 5 - 1 

ezekből pedig : 

az a, és ^ szögek összegére tehát állani fog  : 
sin (a  -J-  p) r= sina. cos^  -j- cosa. sin(i 

_ 2 G — 2 1 ^ 5 2 6 + 2 )^5 
~~ 3 1/100—20 3 K100—20 
_ 3 — K 5 1 3 + 1 ^ 5 

3 + 3 ' K ö 
_ 2 

3 
A rendes húszlap keresett hajlási szöge tehát oly tompa 

szög, melynek keble két harmaddal egyenlő, mely lehozatal 
után tehát a hajlási szöget magát szerkesztés által is igen 
könnyen elő lehet állítani; fokokban  kifejezett  értéke pedig: 
138" 11' 22.9". 

Meg lehet itt még jegyezni, hogy : 
tang  « — 3 — ] / 5 , és tang  /í — —3— 

s ennélfogva  a = 37« 22' 38.5" éa (}=  100" 48' 44.4" 
összesen pedig « - f =  138" 11' 22.9" mint előbb. 

Hogy végre az élek egymáshozi hajlásokat megtudhas-
suk, vegyük tekintetbe például a (10, 12) élt, és tüstént észi'e-
vesszük, hogy ez a (9, 12) (11, 12) (9, 10) és (11, 10) éleket 
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Ü0° alatt, a (8, 12) (7, 12) (4, 10) és (5, 10) éleket pedig 
180" alatt metszi át magán a húszlapon, a (3, 8) (3, 4) (G, 7) és 
(5, G) éleket pedig csak a meglioszabbitásban metszené át 36" 
alatt. A többi éleket már át nem metszi, még akkor sem, ha 
azok tetszőlegesen meghosszabbitatnak, de azért azokhoz bi-
zonyos hajlással bir, és pedig a (4, 5), (7, 8), (3, 9) és (G, 11) 
élekre merőleges, az ellentett (1, 2)-vei pedig párhuzamos ; a 
(8, 9), (4, 9), (7, 11) és (5, 11) élekhez 36" alatt hajol, a (2, 7); 
(2, 8), (1, 4), és (1, 5) élekhez pedig 108" alatt; végre a (2, 6). 
(1, 6), (2, 3), és (1, 3) élekhezi hajlási szöge ismét 60 fokot 
tészen. 

Mindegyik él tehát párhuzamos az ellentett éllel, azonfe-
lől a többi élekhezi hajlása e következő : 4 élhez hajlik 90", 
8 élhez 36", 8 élhez 60", és ismét 8 élhez 108" alatt. 

37. §. 
A rendes húszlapnak azon vetületénél, mely a 148-ik áb-

rában állítatott elő, a (7, 8, 9, 10, 11) ötszög állása egészen 
tetszőlegesen vétetett fel;  ha azonban ezen ötszöget úgy állít-
juk, hogy annak egyik éle, például a 149-ik ábrában a (7, 8) 
él a vetületi tengelyre legyen merőleges, akkor ezen elfordítás 
által ugyan a fekvetület  változni nem fog,  de a függvetület 
sokkal egyszerűbb leend, minthogy ez esetben az elfedett  ré-
szek épen a látható részek mögé esnek, és azonfelől  az (1,4,5) 
(4, 5, 10), (2, 7, 8), és (7, 8, 12), háromszögek fíiggvetületei 
egyenes vonalak, minthogy azok síkjai a függlapra  merőlege-
sek; (1, 2), (10, 12), (3, 9) és (6, 11) élek függvetületei  egy-
szersmind az élek valódi nagyságát adják meg, minthogy azok 
a függlappal  párhuzamosok. Továbbá a függvetületet  határzó 
(2', 7'8';, (7'8', 12'), (V, 4'5') és (4'5', 10') vonalak azon 
egyenoldalú háromszögek magasságaival egyenlők, melynek 
oldalait a húszlap élei képezik. Végre a (2', 7'8', 12'^ és az 
(1', 4'5', 10')  szögek a rendes húszlap hajlási uzögének va-
lódi nagyságát adják meg. 

A hajlási szög háromszögtani függvényét  ezen vetület-
ből szinte egyszerűbben és kényelmesebben lehet feltalálni 
mint az előbbi §-ben történt. Ugyanis, ha (l')-et (lO')-elössze-
kötjük, akkor (1' 10') azon (1 5 10 9 3, 1' 5' 10' 9 ' 3 ) rendes 

Vész.  Leirali  mértan.  I.  8 
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ötszög átlójának valódi nagysága, melynek oldalait a húsz-
lap élei képezik, és ennélfogva,  ha ismét a húszlap élét vesz-
szük fel  egységnek, lesz: j 

V  i o ' = i % A 
Já 

Továbbá, ha az (1' 4'5' 10') hajlási szög csúcsát az el-
lentett hajlási szög csúcsával összekötjük, akkor az összeköt-
tetési vonal az ( r 10') átlót (a)-ban merőlegesen fogja  felezni, 
és ha még rövidség okáért a fél  hajlási szöget («^-val jelöljük, 
leend: 

. _ 10' a ' _ l ( 1^5+1) _ K 5 + 1 

minthogy (10' 5') az élekből készült egyenoldalú háromszög 
magassága valódi nagyságában. — Innét pedig tüstént kö-
vetkezik 

K ö - l 
COSCt = -r= 

2 / 3 
de sin 2 a = 2 sinn COSK 

tehát az értékek helyettesítése után ered a hajlási szög ré-
szére : 

K 5 + 1 K ö - l 2 
2 2 3 

mint ez az előbbi czikkben szinte találtatott. 
38. §. 

Láttuk a 36-ik §-ben, miként bármelyik húszlap éle pár-
huzamos az ellentett éllel, és hogy azonfelől  még négy élhez 
90 fok  alatt hajlik. Ha ezen hat él középpontjait egymással 
összekötjük, akkor az összeköttetési vonalak, melyek egymást 
a test középpontjában merőlegesen felezik,  a húszlap három 
főtengelyét  képezik. Ha tehát a testet úgy állítjuk, hogy ezen 
tengelyek egyike a feklapra,  másika pedig a függlapra  legyen 
merőleges, mi által azután a harmadik tengely az alapmetszet-
tel lesz párhuzamos, akkor azon nevezetes vetületekre jutunk, 
melyek a 150-ik ábrában vannak előállítva. A fek,  és fíiggve-
tület azonos ábrák, csakhogy 90 fokkal  vannak egymástól el-
fordulva,  és mind a két vetület megegyez azzal, mely a 149-
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(liki ábra függvetületét  képezi. Ezen vetületek előállítása 
azonban az előbbiek segítsége nélkül Is Igen egyszerűen esz-
közölhető, tudván már azt, hogy a hajlási szög, mely valódi 
nagyságában lesz szerkesztendő, egyenlő azon tompa szöggel, 
melynek keble két harmad. 

Végre szinte különös figyelmet  érdemelnek a húszlap 
azon vetületei, a melyeket nyerünk, ha a testet, mint ez a 151-
dik ábrában történt, az egyik lapjára fektetjük.  A fekvetület-
ben az (1, 3, 4) és a (7, 11, 12) háromszögek valódi nagysá-
gokban láthatók, de csúcsellenesen; az alsó háromszög min-
den csúcsából felfelé,  a felső  háromszög minden csúcsából le-
felé  megy egy él, melyek vetületei az előbbi háromszögek ma-
gaságainak meghosszabbítását képezik; — ezen élek vég-
pontjai egy rendes hatszög csúcsait togják képezni, melynél 
két-két ellentett oldal távola egyenlő azon rendes ötszög átló-
jával, a melynek oldalait a húszlap élei képezik. Ezen adatok 
után már a fekvetület  szerkesztése minden nehézség nélkül 
eszközölhető. — A függvetületben  először is az alsó három-
szög csúcsai vitetnek az alapmetszetre; az alsó háromszög (1, 
4) oldalához van kapcsolva az( l , 4, 5) háromszög, •—és hogy 
az (5) csúcs magasságát megnyerjük, képzeljük azt az (1,4) -
él körül a feklapba  befordítva,  akkor az (5)  csúcs a (3)-ra fog 
esni; a visszafordításkor  azonban az (r 3) sugárral fog  egy 
körívet lerni, míg az, az (5)-ben (r 5)-re emelt merőleges által 
(.4)-ban nem metszetik; lesz (54) az (5) csúcsnak magassága, 
mely tehát az illető vetítő vonalra felvitetik.  Szinte ezen ma-
gasságban fekszik  a (2) és a (9) csúcs is. 

Hogy továbbá az (1, G) él (6) végpontjának magasságát 
is megnyerjük, csak tekintetbe kell venni, hogy az (1, 6) ve-
tülethez tartozó valódi hossz egyenlő az alapháromszög oldalá-
val; ha tehát (6)-ban (1, 6)-ra egy merőlegest emelünk, ^s azt 
az (1) középpontból az (1, 4J  sugárral (£)-ben metszük, leend 
(6 B) a (G) pontnak kívánt magassága, mely tehát a (G), (8)^ 
és (10) pontok vetületeire a tengelytől kezdve felvitetik.  Vég-
re a felső  háromszög a most nyert pontok felett  épen oly ma-
gasságban fekszik,  mint a (2), (5) és (9) pontok fekszenek  az 
alsó háromszög felett,  miért is a már talált (5 A) és (1, B) ma-
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gasságok összege fogja  képezni a függvetület  Összes magassá-
gát, mely is a (7), ( l l ) és (12) pontokhoz fog  tartozni. 

Az ekkép meghatározott pontok végre, kellő tekintettel 
a látható és a fedett  részekre, azon rendben köttetnek össze, 
melyet a fekvetület  kimutat. 

A 152-ik ábrában van kifejtve  azon rendes húszlap há-
lója, mely a 148—161-ik ábrákhoz tartozik, csakhogy hely 
gazdálkodás tekintetéből az élek valódi hosszának csak két 
harmada vétetett. Ha a testet magát el akarjuk késziteni, ak-
kor ezen hálót tetszőlegesen nagyított léptek szerint fogjuk 
egy papirlemezre rajzolni, és azt annak kerülete szerint pon-
tosan kivágni, — a rajzközti vonalakat pedig cgak félig  be-
vágni, mi által a lemez a másik oldalra önként áthajlik; végre 
az összeillő éleket enyves papirral szorosan összevonjuk. 

39. §. 
Ha a rendes húszlap mindegyik lapjára egy vele egyenlő 

élű rendes négylap illesztetik, akkor egy igen különös csillag-
forma  test ered, melynek vetületei a 153-ik ábrában szerkesz-
tettek. Ezen vetületek megnyerésére először magát a rendes 
húszlapot kell valamely egyszerű állásába vetíteni. E czélra 
legalkalmasabbnak látszik azon helyzet, mely a 149-ik ábrában 
van előállítva. Itt a (7, 8, 12) háromszög függvetülete  egye-
nes vonal, egyszersmind a háromszög magasságával egyenlő ; 
ezen háromszög a reá illesztendő négylap alapját fogja  ké-
pezni. De ha a négylap csúcsából az ellentett lapra merőle-
gest bocsájtunk, akkor ennek az alap középpontján kell ke-
resztül menni, mely is a magasságnak két harmadára esik a 
csúcstól számítva; miért is csak a (7' 8', 12') magasságot kell 
három egyenlő részre osztani, és a csúcstól számított két har-
mad távolban egy merőlegest emelni; ezen merőlegesben fog 
a négylap csúcsa feküdni.  A négylap ezen állásánál azonfelől 
a függlapban  a (12)-hez tartozó él valódi nagyságában lesz 
látható, miért is csak a (12') középpontból a (7, 8) valódi 
hosszal, mint sugárral, az előbb említett merőleges átmetsze-
tik; biztosság okáért még a (7' 8 ) középpontból, a (7'8', 12') 
magassággal mint sugárral szinte átmetszhetjük a merőlegest, 
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a talált metszésnek ugyanis az előbbivel egybe kell esni pon-
tos szerkesztés mellett. 

Ekkép tehát meg lesz határozva az egyik csúcs [(19') a 
153-ik ábrában] és ezt tüstént vetítjük is a feklapra,  az illető 
alapháromszög magasságának meghosszabbítására (19)-be. — 
Minthogy pedig a felső  öt négylap ezen állásnál részarányo-
sán van elosztva, azért a többi négy csúcsot egyszerűen úgy 
találjuk meg, ha az o középpontból az (o, 19) sugárral egy 
körívet húzunk meg, és azt az illető magasságok meghosszab-
bításai által bemetszük; a függlapban  pedig a magasságok 
egyenlők lévén, csak a talált (19')-en keresztül vonunk az 
alapmetszettel egy párhuzamost, és erre vetítjük a fekvetület-
ben már talált csúcspontokat, ezen csúcsok végre az illető ala-
pok végpontjaival összeköttetnek, megjegyezvén egyszers-
mind, hogy a függlapban  a (20), és a (16) csúcsok, az előtte 
álló (18) és (17) csúcsok által tökéletesen el lesznek fedve. 

Tökéletesen ugyanezen utat fogjuk  követni a második 
négylap sor meghatározására, a melyek ugyanis a (2, 7, 8)> 
(3, 8, 9), (4,  9, 10), (5, 10, 11) és a (6, 7, 11) háromszögekre 
illesztendők, kiindúlásul vévén a (2, 7, 8) háromszöget, mint a 
melynek függv^tülete  a (2', 7'8') egyenes vonal; ezt kell tehát 
ismét három részre osztani, a (2')-töl kezdve két harmadában 
reá merőlegest emelni, és azt a (2') középpontból az él valódi 
hosszával bemetszeni. 

A harmadik csúcssor meghatározására a túlsó oldalon 
lévő (4, 5, 10) háromszög vétetik kiindulásul, az alsó sornál 
pedig végre az (1, 4, 5) háromszög, megjegyezvén egyszers-
mind, hogy a 153-ik ábrában a (19') és a vele ellentett (4') 
csúcsokhoz tartozó magasságok egy egyenes vonalba fognak 
esni, mely egyúttal a test középpontján is keresztül megy; 
ugyanez áll a (13') és a vele ellentett (10') csúcsokhoz tartozó 
magasságokról is. 

Ha ezen testet egy a középpontján keresztül a függlapra 
merőlegesen vezetett tengely körül addig forgatjuk,  míg az 
(1', 2', 16', 17') egyenes az alapmetszetre nem merőleges, ak-
kor ezen állásnál mind a két vetület azonos alakot vesz fel, 
csak egymástól 90 fokra  elfordúlva;  ezen állás ugyanis a 140-
dik ábrában előállított húszlapnak fog  megfelelni. 
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Végre hogy ezen nevezetes testet szinte elöállitliasssuk 
papirlemezekböl, a 154-ik ábrában mellekeitük annak kifejtett 
liálóját egy negyed valódi nagyságban. Ezen ábra tehát a le-
mezre rajzolandó nagyított léptékben, és a határszél szerint 
kivágandó; az ábrában magában előforduló  élekre nézve azon-
ban megjegyzendő, hogy csak a vékonyabb vonalakkal kihú-
zottak metszetnek be a lemez egyik oldalán, a vastagabbak 
pedig a lemez másik oldalán, mi által azok az egyik oldalra, 
emezek pedig az ellenkezőre fognak  hajolni, minthogy a test 
maga is kiálló, ós bent fekvő  élekkel bir; — ezek az alapul 
szolgáló rendes húszlap éleit képzik, míg amazok a reá illesz-
tett rendes négylap éleihez tartoznak. 

40. §. 
A r e n d e s h a t l a p . 

A rendes hatlap hat rendes négyszög által képeztetik 
melyek összesen 24 csúcsot adnak; ezek közül egy tömörszög 
képzésére három egyesül, miért is a hatlap nyolcz csúcscsal 
bir. Mindegyik él a négy megfekvő  élt 90" alatt metszi át, 
más négy élhez pedig szinte 90" alatt hajlik, a nélkül hogy 
azokat átmetszené, a többi három éllel pedig párhuzamos. A 
három egyenlő főtengelyeket  úgy kapjuk meg, ha a két-két 
ellentett négyszög középpontjait összekötjük. 

A hatlap vetülete igen egyszerű, ha azt egyik lapjára 
fektetjük,  mint a 155-ik ábrában. Az egész fekvetület  egy ren-
des négyszög, mely a felső  és alsó alapot képviseli, a többi 
négy oldallap, minthogy azok a feklapra  merőlegesek, csak 
vonalként állanak elő. A fíiggvetületben  az alap négy csúcsán 
merőlegesen álló élek valódi nagyságokban tűnnek elő, a két 
alap pedig a függvetületben  lesz egyenes vonallá. 

Két oldallap hajlási szöge 90 foknyi. 
Még egyszerűbb lesz a vetület, ha a test úgy állitatik, 

hogy az egyik főtengely  a feklapra,  a másik pedig a függlapra 
álljon merőlegesen, mint a 156-ik ábrában, ez esetben ugyanis 
mind a két vetület rendes négyszöggé lesz. — Szinte két azo-
nos vetületre jutunk akkor is, ha a hatlapot az egyik élére 
iigy fektetjük,  hogy ez az alapmetszettel párhuzamos legyen. 
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mint a 157-ik ábrában, ez esetben mind a két vetület oly 
egyenszög, melynek rövidebb oldala a hatlap éle, a hosszabb 
pedig az élekből készült rendes négyszög átlója. 

Végre a 158-ik ábrában a hatlap azon állása vétetett te-
kintetbe, a melynél annak átlója a feklapra  merőleges. Ezen 
állásnál az alsó (1, ] ') csúcsból három él indul felfelé,  a felső 
(7, 7') csúcsból pedig három él szögellénesen lefelé,  ezen élek 
végpontjai tehát egybekötve egy rendes hatszöget képeznek^ 
a melynél a két ellentett oldal távola egyenlő az élekből kép-
zett rendes négyszög átlójával, miért is ha a négyszög oldala, 
vagyis a hatszög éle egyenlő az egységgel, akkor ezen hat-
szög oldala annyi mint — A függvetületben  először is az 
alsó (1) pont az alapmetszetre vetitetik, azután következnek 
az ugyanazon magasságban fekvő  (2), (4), és (5) csúcsok, melyek 
ugyanis az áléiról felfelé  menő élek végpontjai által képeztet-
nek. Ezen pontok magasságainak meghatározására tekintetbe 
kell vennünk, hogy a (2, 5) átló fekmentes  lévén, annak min-
den pontja egyenlő magasságban fekszik,  és így csak az át-
lók felező  (r) pontjának magasságát kell meghatároznunk, de 
az (1, r ) vagy (6, r) a fél  átló fekvetületo,  az (?•, 2) pedig annak 
valódi hossza, — ha tehét a (6) végpontban merőlegest eme-
lünk (6, r)-re, és ezt (»•) középpontból (r, 2) sugárral átmet-
szük (^>ben, lesz (6 A) a (2), (4), és (5) pontok magassága. 
De tüstént kiviláglik, hogy szinte ily magassággal kell birni 
ezen pontok felett  a (3), ^6), és a (8) pontoknak, úgy szinte 
ezek felett  ismét a felső  (7) csúcsnak is, minthogy az (r) pont 
az (1, 6) átló középpontján fekszik,  tehát (l)-töl (r)-ig csak 
annyira emelkedhet, mint (r)-töl (6)-ig; a felső  (7) csúcs pe-
dig épen oly magasan lehet csak a (3), (6), (8).. pontok felett, 
mint az alsó (1) csúcs a (2), (4), és (5) pontok alatt. 

Ezen (6 A) magasság befogója  lévén az (A  r h) derék-
szögű háromszögnek, melynek átlója feltévén, 
hogy a hatlap éle az egység, — a másik befogója  (6 r) pedig 
= mint azt feljebb  találtuk, lesz 6 A = l / ' i _ « = 
V/"T ; és így ezen magasságot háromszor véve, ered az egész 
függvetület  magassága, mely tehát annyi mint: l / 3 ; a 146-ik 
ábra magassága tehát egyenlő az egységgel, a 14 7-iké egyenlő 
(l/2)-vel, a 158-ik ábra magassága pedig 1/3. A 147-ik ábra 
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magasságát tehát megnyerjük, ha a 146-ik átlóját vesszük, a 
148-ikát pedig, ha a 157-iknek vesszük az átlóját. 

A 149-ik ábrában van kifejtve  a hatlap hálója. 
Meg lehet itt még jegyezni, hogy a rendes hatlapba be-

írható a rendes négylap, ha annak négy, élek által össze nem 
kapcsolt csúcsait egyenes vonalak által összekötjük, így pél-
dául ha meghúzzuk az (1, 6), (1, 8), (6, 8J, (1, 3), (3, 6) és a 
(3, 8) átlókat — Ha pedig a hatlap mindegyik négyszögének 
középpontjait kötjük össze egymással, ered a rendes nyolcz-
lap. Mind a két eset a 160-ik ábrában van előállítva. 

41. §. 
A r e n d e s t í z e n k é t l a p . 

A rendes tízenkétlap tizenkét rendes ötszög által képez-
tetik. Ezen ötszögek összesen 60 csúcscsal bírnak, melyek kö-
zöl a tízenkétlap mindegyik tömörszögének képzésére három 
egyesül, miért is ezen tömörszögek összege 60: 3 = 20. — 
Vetületeinek előállítására legczélszerübb a testet úgy állítani, 
hogy az egyik ötszöge a feklapban  feküdjék,  (mint a 161-ik 
ábrában); ezen ötszög akkor, úgy szinte a vele ellentett csúcs-
ellenes ötszög valódi nagyságokban rajzolandók. Továbbá az 
alsó (1, 2, 3, 4, 5) ötszög mindegyik oldalával kapcsolatban 
van egy másik ötszög, melyek az alsóhoz egy bizonyos szög 
alatt hajolnak. Hogy ezen következő öt ötszög vetületeit meg-
nyerjük, vegyük tekintetbe élőször azt, mely az (1, 2) éllel 
van kapcsolatban, és fordítsuk  azt épen ezen közös élen körül a 
feklapba,  úgy hogy az az alap ötszöget tökéletesen elfedje;  ha 
most ismét az (1, 2) él körül a kellő állásába visszafordítva 
gondoljuk, akkor az (5) csúcson fekvő  (6)-os csúcs egy kör-
ívet fog  leii-ni, melynek fekvetülete  az (1, 2) forgási  tengelyre 
merőleges (5, 6) egyenesbe esik, és bizonyos, hogy a (6) 
csúcsnak fekvetülete  valahol ebben az egyenesben 'fog  fe-
küdni. — De a (6) csúcs azon ötszöghöz is tartozik, mely az 
(1, 5) alapoldallal van kapcsolatban; ha tehát ezen ötszöget 
képzeljük először az (1, 5) él körül az alapra és innét ismét a 
kellő állásába visszafordítva,  akkor a (2) csúcson fekvő  (6) 
csúcs egy körívet fog  leírní, melynek fekvetülete  az (1, 5) for-
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gási tengelyre merőleges (2, 6) egyenes vonal; és a (G) csúcs 
vetületének okvetlen ezen egyenesben kell feküdnie;  — miért 
is ezen vetület az (5, 6) és á (2, G) közös (6) metszésében 
leend, mely pontnak azonfelül  a (2, 1, 5) szöget felező  (1, 6) 
vonalba kell esni; hol (1, 6) maga az (1) csúcsból felfelé  me-
nő élnek fekvetülete.  — A többi felfelé  menő élek végpontjai-
nak vetületeit már könnyű lesz meghatározni; ugyanis e vég-
re csak az alapötszög (o) középpontjából kell (o6) sugárral egy 
körívet leirni, és ezt a szögek felező  vonalai által bemetszeni, 
ekkép meg lesznek határozva a (7), ( 8), (9) és (10) csúcspon-
tok vetületei is. Minthogy továbbá a felső  alap az abból lefelé 
menő élekkel együtt a most meghatározott alsó idommal tö-
kéletesen azonos, csak csúcsellenesen elfordítva,  azért ugyan-
azon (o 6) sugárral leirt kör a felső  szögek felező  vonalai ál-
tal szinte bemetszendők, és a nyert pontok a felső  alap csú-
csaival összekötendők. — Végre minthogy az alólról felfelé 
menő élek végpotjai egyszersmind a lefelé  menő ötszögek leg-
mélyebb csúcsait képezik, azért csak a segédkör mind a tíz 
pontja egymással rendes tízszöggé összekötendő, és meglesz 
a tizenkétlap fekvetülete. 

A függvetület  meghatározására először is az alap ötszög 
vetítetik az alapmetszetre; azután megkeressük a felfelé  menő 
élek (6), (7), (8), (9)08(10) végpontjainak magasságait a fek-
vetület felett,  megemlékezvén, hogy a (6) pont, forgatása  al-
kalmával az (»•) középpontú, és (r, 2) sugárú körívet irta le 
mindaddig, míg az a (6) pontban (2, 6)-ra emelt merőleges 
által (a)-ban nem metszetett; ezen elmélkedés folytán  tehát 
lesz (a, 6) a (6) pont keresett magassága. Ugyanezen magas-
ságot úgy is megnyertük volna, ha az (1, 6), vagy a vele 
egyenlő (16, 11) fekvetület  végpontjában egy merőlegest eme-
lünk, és azt a (16,17) valódi hoszszal a másik végpontból, mint 
középpontból átmetszük (c)-ben, lesz (11, c) szinte egyenlő a 
keresett magassággal, úgy hogy (a, 6)=(11, c). A talált ma-
gasságban tehát húzunk a függvetületben  egy párhuzamost a 
vetületi tengelylyel, és arra vetítjük a (6'), (7'), (8'), (9'), és 
(10') pontokat, a melyeket mindjárt a hozzátartozó alap csúcs-
pontokkal össze is kötjük. — A második magassági rétegben 
fekszenek  az alólról felfelé  menő ötszögek legmagasabb pont-
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y.ú, a melyek fekvetületeit  a (11), (12), (13), (14) és (15) pon-
tok képezik. Ezen magasság meghatározására képzeljük ismét 
(1, 5, 10, 11, 6) ötszöget az (1, 5) éle körül az alapötszögre 
ráfordítva,  akkor a (11) csúcs a (3)-ra fog  esni. A viaszafordi-
tás alkalmával pedig a (11) csúcs egy oly körívet fog  leirni, 
melynek középpontja (s)-ben van, és a melynek sugara (.s3) ; 
ezen körív tehát addig hosszabbítatik, míg az a (Íl)-ben 
(3, ll)-re emelt merőleges által nem metszetik (6)-ben, lesz 
(b,  11) a keresett második magasság; — az említett pontok 
tehát azon párhuzamosra vetítendök, a mely a függvetületben 
a talált magasságban vonatott a vetületi tengelyhez. •— Külön-
ben ha még az (1) pontot összekötve képzeljük az (o) közép-
ponttal, akkor a két (1, o, s) és (1, 11, s) háromszögek azo-
nosságából tüstént következik, hogy os=s 11; és így a kere-
sett második magasság nem egyéb, mint a feklapbani  tizszö-
gön körülirt körnek sugara; holott az elsö magasság az alap-
ötszög körül irt kör sugarával azonos; minthogy rövid számí-
tás után találni fogjuk,  hogy o, l = c, 11. — Végre a felső 
(16), (17), (18), (19), (20) ötszög pontjai a most talált pontok 
felett  épen azon magasságban vannak, mint az első magasság 
pontjai az alsó alapötszög felett. 

42. §. 

A vetületek feltalálására  most előadott szerkesztésből a 
rendes tizenkétlap két ötszögének egymáshozi hajlási is köny-
nyen meghatározható. Ha ugyanis az alap, és az (1, 5, 10, 11, 
6) ötszöget veszszük tekintetbe, akkor ezek hajlási szögét a 
közös élre merőleges (3, a) és (s, 11) magassági vonalak zár-
ják be. Ha tehát a (3, s, 11) síkot a (3s) szeldéje körül a fek-
lapba fordítjuk  le, akkor az eredt (3, s, b) szög leend a kere-
sett hajlási szög, melyet ha röviden (a)-nak nevezünk, lesz 

s, n 
COSÍT s.b '  " 

De a (2, 17, 1) szög, mint a rendes tízszög szöge 144 
foknyi,  ebből levonatván a (18, 17, 16) rendes ötszög szöge, 
mely is 108"; marad a (17, 18,2; és a (16, 17, 1) szögek 
összege = 3 6 s minthogy ezen szögek egyenlők, lesz a (16, 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



17, 11) szög = 18®. De a (3, 16,17) szög, mint az ötszög fél-
szöge annyi mint 54", azért (s, 11, 1) szög ^ 54 — 18 = 36". 

Ha tehát az ötszög oldala egységül vétetik, akkor az 
(s, 11, 1) háromszögből 

(s,  11) I  colt  36 = l + ^ . . . „) 
2 2 V^lO —21^5 

Továbbá, ha az alap (1) és (3) csúcsait összekötjük, 
akkor az (1, 2, 3) egyenszárú háromszögben a (2, 1, 3) szög 
= 36°, melyet az ötszög szögéből levonván, marad az (s, 1,3) 
szög még = 108 — 3 6 = 72®, tehát az (1, 3, s) derékszögű 
háromszögből 

{s,b)  = (.,3)=  i . cott  18 = i . • • • -P) 

és ha a talált n) és p) egyenletekből az értékeket az m) alatti 
egyenletbe helyettesitjük, ered a hajlási szög pótkeblére még: 

= _ K'5 — 1 _ _ _ 4 _ 1_ 
VlO — 2 ^ 5 V 1 0 - 1 - 2 1 ^ 5 " " V 5 

2 
ezen értékből pediar: sina = V^l — cos'^a  — 1=—-;::. f  h 
és e két függvény  egymássali osztása által: 

tanga  — 2. 
a rendes tizenkétlap hajlási szögének érintője tehát egyenlő a 
nemleg kettővel, vagyis az ábrában (b,  11) = 2. (s, 11). Ezen 
szöget teliát igen egyszerűen lehet szerkeszteni az által, ha 
egy derékszögű háromszögben az egyik befogót  kétszer olyan 
nagynak vesszük, mint a másikat, azután pedig a kisebb be-
fogót  meghosszabbítjuk. 

A mi az élek egymáshozi hajlását illeti, vegyünk tekin-
tetbe egy tetszőleges, például az (1, 2) élt, és tüstént észre-
vesszük, hogy ez az (1,5), (1, 6), (2, 3) és (2, 7) éleket magán 
a tizenkétlapon 108" alatt, a (4,3), (4, 5), (12, 7) és (12, 6) 
éleket pedig a meghosszabbításban metsz át 36® alatt; átmet-
szi azonfelül  még a (10, 15), (8, 14), (18, 13) és (16, 11) élek 
meghosszabbítását is, de 60 fok  alatt. A többi éleket nem 
metszi ugyan át, de azért azokhoz némi hajlással bir, neveze-
tesen a (10, 11), (8, 13), (4, 9) és (12, 17) élekhez 90" alatt 
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hajlik, holott az ellentett (19, 20) élhez párhuzamos. Azonfelül 
az (5, 10), (3, 8), (7, 13) és (6, 11) élekhezi hajlása szinte 60 
foknyi,  a (16, 17), (17, 18), (9, 14), és (9, 15) élekhezi pedig 
36 foknyi,  — végre a (14, 19), (18, 19), (15, 20) és (16, 20) 
élekhez ismét 108" alatt hajlik. 

Mindegyik éle tehát a rendes tizenkétlapnak párhuza-
mos az ellentett éllel, azonfelül  a többi élekhezi hajlása e kö-
vetkező : 4 élhez hajlik 90" alatt, 8 élhez 36" alatt, 8 élhez 60" 
alatt, és ismét 8 élhez 108" alatt. És ha ezen eredményt össze-
hasonlítjuk azzal, melyet a rendes húszlap részére találtunk, 
(a 36-ik §-ben) könnyen meggyözíidünk, hogy e két ered-
mény egymással pontosan egyez. 

43. §. 
Az előbbi pontokban kifejtett  vetületeknél az alapötszög-

nek oly állás adatott, hogy annak egyik oldala a vetületi ten-
gelylyel legyen párhuzamos. A 162-ik ábrában azon állás van 
tekintetbe véve, a melynél az alapötszög egyik oldala a vetü-
leti tengelyre merőleges. A test fekvetületének  alakja ez által 
változást nem szenved, ugyanis az csak egy a feklapra  merő-
leges tengelyen körül van 18 fokkal  tovább fordítva;  de a 
függvetület  sokkal egyszerűbb alakot vesz fel,  minthogy most 
az előli élek a hátulsó részen levőket épen elfedik. 

Ezen függvetületben  azonfelül  a (13', 2'3', 5') szög a 
tizenkétlap hajlási szögének valódi nagyságát, ügy szinte a 
(13', 18'), (12', 6') és az (5', 10') vonalak az él valódi nagy-
ságát adják meg, és ezek közül az első és utolsó még a hajlási 
szöget felező  (2'3', 16'20') vonallal párhuzamos, a középső 
pedig ugyanezen vonalra merőleges. Továbbá, ha az (1', 7'), 
(7', 17'), (17', i r ) és a (11', 1') vonalak meghúzatva képzel-
tetnek, ezek egy oly rendes négyszöget képeznek, a melynek 
oldala az alapötszög átlójával egyenlő; végre a (2'3', 13'), 
(2'3', 5'), (16' 20', 18') és (16' 20', 10') vonalak az alapötszög 
magasságainak valódi hosszával egyenlők. 

44. §. 
A 42-ik §. szerint a rendes tizenkétlap mindegyik éle 

p ál-huzamos az ellentett éllel, és azonfelül  4 más élhez 90" 
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alatt hajlik. Ha tehát ezen hat él közül mindenkor a két-két el-
lentett középpontjait egyenesek által összekötve képzeljük, 
megnyerjük a tizenkétlap három ío tengelyét. 

A 163-ik ábra a tizenkétlap azon állásának vetületeit 
állítja elö, a melynél a főtengelyek  egyike a feklapra,  másika 
a függlapra  merőleges, minek folytán  azután a harmadik fő-
tengely párhuzamos az alapmetszettel. Ez esetben mind a két 
vetület azonos alak, csak egymástól 90" alatt elfordúlva,  azon-
felül  mindegyik vetület aaonos a 162-ik ábrában előállított test 
függvetületével. 

Ezen vetületnél az egyes vonalak, úgy szinte az előfor-
duló szögek között igen nevezetes viszonyok léteznek, a me-
lyek közül nem leend felesleges  itt a feltűnőbbeket  megemlí-
teni. Ugyanis ha a tizenkétlap egyik határzó ötszögének csú-
csai a I66-ik ábrában rendre A, B, C, D, és E-YÚ  jelöltetnek, 
továbbá annak oldala az egységnek vétetik, akkor az átló 

hossza BD=i2. cos 36 == ; az ötszög egész magassá-

K 5 4 - 1 
ga CN=AC.  cos 1 8 = — , és rövid ösz-
szevonás után még CN=z  « Kő 2 v/ 5 ; a B, és / ) csúcsok 
magassága pedig nz A E alap felett,  vagyis 

K10-1 -2K5 
MN  = NP.  cos 18 = 1 ; végre a körülirt kör 

1 2 
sugara AO = AN.  cossec 36 == ;—f-jrr  =r — -

2 sin 36" KlO — 2 j / ' 5 
5 + Vb 

10 
Ezek segítségével a 163-ik ábra függvetületében  a (13', 

2'3', 5') szög a tizenkétlap hajlási szöge, melyet «-nak nevez-
vén már találtatott, hogy cosa = — — a 13'-néli szög pe-

K 5 
dig (180—Ja); a határzó vonalakat illetőleg pedig2'7'=MiV; 
2 ' 1 3 ' = CN,  1 3 ' 1 8 ' = 1. Azonfelül  8'14' = 
, 4 1 6 . = 7 . r = 7 - 1 9 - = 
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5'18' = 2 . (14 '1G0= ^ 

9 '10' =zMN  = ^ ; az egész magasság pedig 

a I 

2 ' 1 6 ' = 1 3 ' 5 ' = • Azonfelül  a 7' 12' 17' szög pót-

keble: COS (^7'12'17')= — ezen szög tehát a rendes 
húszlap hajlási szögével egyenlő. Ugy szinte, ha a (7' 12') és^ 
az 1'6' vonalak meghosszabbítatnak, akkor ezek a 16' pont-
ban fognak  egyesülni, és ha az általok befoglalt  szög í-nak 

Vb 
neveztetik, akkor ezen szög pótkeble cos8 — —5—, miért is o 
ezen szög a húszlap hajlási szögét 180 fokra  pótolja. 

45. §. 

A 164-ik ábrában a rendes tizenkétlap azon állásában 
van vetítve, a midőn két ellentett csúcs összeköttetési vonala 
a feklapra  merőleges. Ez esetben a feklapon  fekvő  (1) csúcs-
ból három él (1, 2), (1, 5) és (1, 6; indúl felfelé  egyenlő fek-
hajlással, miért is fekvetületük  az (l)pont körül egyenlegesen 
lesznek elhelyezve, vagyis kettő-kettő 120 foknyi  szög alatt 
hajlik egymáshoz. Ugyanez áll a felső  ('19j csúcsból lefelé 
indúló három élről, (19, 14), (19, 18) és 19, 20), csak hogy 
ezek vetületei az előbbiek által képzett szögeket felezik.  Raj-
zoljuk most a bezáró ötszögek egyikét (19, m, n, p, q) valódi 
nagyságában részarányosán két él vetülete közé, vagyis úgy, 
hogy az ötszög (19, r) magassága a harmadik él vetülete 
meghosszabbítására essék; képzeljünk továbbá a (19) csúcson 
keresztül egy egyenes vonalat vezetve párhuzamosan a 18,19 
vagy az mn összeköttetési vonalhoz, és ezen egyenest forgási 
tengelyül használva, mely körül az ötszöget addig forgatjixk, 
míg az m., és n pontok a 18, illetöleg,20 pontokra esnek, akkor 
ezen forgatás  által az ötszög másik két p, és q pontja szinte 
meg lesz határozva. A szerkesztési eljárás tehát e következő: 
(19) középpontból (19, n) sugárral leíratik a {vt)  ív, míg ez a 
18,20 egyenest í-ben nem metszi; és meghúzzuk a (19 í) 
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egyenest, mig ez a szinte 19 középpontból 19r sugárral vont 
körív által s-ben nem metszetik; az s-böl {'19, r)-re, úgy szinte 
p és gf-ból  a forgási  tengelyre vont merőlegesek metszései áltíil 
nyeretnek a 17 és 16 pontok. A nyert pontok egyszerű körül-
^átele által meghatároztatnak a hasonfekvésü  (15, 9), (8, 13), 
úgy szinte alulról a (11, 10), (4, 3) és a (7, 12) pontok is; ha 
még végre meghúzatnak a (16, 11), (10, 15) stb. összekötte-
tési vonalak, elö lesz állítva a test fekvetülete. 

Meg lévén ekként határozva a tizenkétlap fekvetülete, 
és ismeretes lévén egyszersmind minden egyes részek valódi 
nagysága, a fíiggvetület  további meghatározása minden ne-
hézség nélkül eszközölhető. 

Meg lehet itt azonban jegyezni, hogy ezen vetületet 
sokkal egyszerűbben, és biztosabban elő lebet állítani, a 163-ik 
ábra függvetületét  vévén alapul. Itt ugyanis a (18', 5') csúcso-
kat összekötvén, ezen átló a valódi nagyságában látszik, ez 
lesz tehát a keresett új függvetület  egész magassága; azonfe-
lül emelvén a (18', 5')-re 5'-ben egy merőlegest, és ezt te-
kintvén vetületi tengelynek, minden egyes csúcsok illető ma-
gasságait egyszerű vetítés által nyerjük meg; így például a 
(20' d) magasság leend az új függvetületben  a (7', 8', 12', 14', 
16' és 20') pontok közös magassága és így tovább. Ügy szinte 
a fekvetületben,  ha az egy pontban egyesülő három él irányra 
nézve már meghúzatott 120 foknyi  egymástóli eltéréssel, ak-
kor az illető élek vetületének nagysága szinte a 163-ból ve-
hető által, erre nézve csak az (5', 10) valódi hosszat kell az 
új tengelyre vetíteni, lesz (5' 6) a keresett vetület hossza; 
úgy szinte a 164-ikben a (19, r) valódi hossznak megfelelő 
vetületét a 163-ból vesszük át, mely is =r 5 t/, és így tovább. 

Végre a 165 ik ábrában van kifejtve  a rendes tizenkét-
lap hálója, azonban a 161—164 ábrákhoz hasonlítva, helygaz-
dálkodás tekintetéből csak felényi  valódi nagyságban. Ha 
tehát a tizenkétlapot valóban elő kívánjuk állítani, akkor a, 
jelen ábra tetszőleges nagyságban, a jelenhez hasonló alakban 
rajzolandó kartonra, melyből azután a rajz, határvonalai sze-
rint, élesen kimetszetik, a közbefekvő  élek pedig csak félig 
metszetnek be; azután a test a túloldalra könnyen áthajtat-
ván az összeillő élek enyves papirral összehúzhatók. 
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A t e n g e l y m é r e t ü v e t ü l e t e k . 

Az eddig előadottak folytán  meglehetett arról győződni, 
hogy minden térmennyiség két vetülete által tökéletesen meg 
van határozva, elannyira, hogy ezen vetületekből nemcsak a 
testek alakjára lehet biztos következményt vonni, de azoknak 
minden egyes méreteit is meg lehet határozni. — Láttuk azon-
ban egyszersmind, hogy a testek vetítése alkalmával két vagy 
több határzó vonal egymást elfedi,  és ilyenkor néha még a 
gyakorlott szem is alig képes a nyert vetületekből a test valódi 
alakját maga elé idézni, annyival kevésbé, minthogy némely-
kor még ugyanazon vetületek, különböző megnevezés folytán 
különböző alakokat jelenthetnek. így például a 156-ik ábrá-
ban vetített köbnek mind a két vetülete egy rendes négyszö-
get képez; ámde ugyanezen vetületeknek, ha a megj öleléstől 
eltekintünk, egy oly épszögü négyszög is eleget tesz, mely 
mind a két vetületi síkhoz 45" alatt hajlik, és a melynek ki-
sebb oldala úgy viszonylik a nagyobbhoz, mint az egy a ket-
tőből vont négyzet gyökhöz. így hasonlóan a 138-ik és a 139-
dik ábrában ugyanazon testnek vetületei vannak előállítva, s 
nehézség nélkül meg fogja  engedni mindenki, hogy az utóbbi 
egy vetülete a test alakjának tisztább fogalmát  nyújtja, mint a 
138-ik ábrában adott két vetület; s ha még hozzátesszük, 
hogy az egyes vonalak méreteit ezen egy vetületből szintoly 
pontossággal le lehet venni, mint ama kettőből, könnyen kivi-
láglik az utóbbi előállítási módszer czélszerüsége. 

47. §. 
Az ilyféle  vetületek szerkesztésénél az egész eljárás azon 

egyszerű megjegyzésen alapúi, hogy minden test, czélszerü 
forgatás  által oly állásba hozathatik, a melynél az egyes vona-
lak egymást el nem fedvén,  a vetületből a test alakját könnyű 
szem elé idézni. 

Ezen forgatás  végbevitelére először egy függélyes  ten-
gely vétetik fel  a testen keresztül, vagy azonkívül, a mely ten-
gely körül a test úgy mozdítatik, hogy annak minden pontja 
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egy adott, vagy tetszőlegesen választott szögnek megfelelő 
körívet irjon le. ü e ezen egy fordítás  a legtöbb esetben ele-
gendő nem lesz, mert ez által a felvett  tengelyre merőleges 
síkok irányokat nem változtatván meg, azok a forgatás  után 
is a fiiggvetületben  csak egyenes vonalként tűnnek fel;  szük-
séges lesz tehát a testet még egy másik tengely körül is szinte 
egy adott, vagy tetszőlegesen felvett  szög alatt forgatni;  ezen 
tengely talán most a függlapra  lehet merőleges. 

Minthogy azonban az eredmény ugyanaz leend, akár 
egy adott testet forgatunk  egy a feklapra  merőleges tengely 
körül, akár pedig a feklapot  meghagyva a függvetületi  síkot 
fordítjuk  el eredeti állásából szinte az adott szög alatt, azért 
a műtétei egyszerűsítése okáért, ezen utóbbi eljárás czélsze-
rűbbnek mutatkozik. 

48. §. 
A követendő eljárás egy egyszerű példa által tüstént vi-

lágos leend. A 167" ábrában vannak előállítva egy mértfüld-
mutató legegyszerűbb vetületei; áll az egész két lépcső alakú 
egyenközlapbül, melyek pihenőkül szolgálhatnak, melyen nyug-
szik maga a mutató tábla. Először is a 167'' ábrában az egész 
test az (ab,  o'b')  él körül, mely ugyanis a függlapra  merőle-
ges, egy tetszőleges a szög alatt fordítatott  el; mely fordítás 
alkalmával a függvetület  alakját nem változtatja, miért is csak 
az előbbi függvetület  egyszerűen ismételtetett, de a tengelyhez 
a szög hajtás alatt. A fekvetületben  az egyes pontok tengely-
tőli távolsága szinte nem változván, az előbbi vetület pontjain 
keresztül csak a vetületi tengelylyei párhuzamosak vonatnak, 
melyen az illető pontok az új függvetületből  egyszerű vetítés 
folytán  könnyen meghatározhatók. 

Ugyanezen eljárást lehet most ismételni a második elfor-
dításra nézve; ha például felvétetik  az új (b,  b') ponton keresz-
tül egy a feklapra  merőleges tengely, mely köml a test egy 
bizonyos (í szög alatt elfordítandó,  akkor a fekvetület  alakja 
nem változván, ez csak egyszerűen lemásolandó, de úgy, hogy 
a bc oldal a vetületi tengelylyei /? szöget képezzen. A függve-
tületben az egyes pontok magasságai szinte nem változnak, 
miért is csak 167'' függvetülete  egyes pontjain keresztül az 

Vési.  Leirati  Mértan.  I.  9 
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alapmetszettel párhuzamosak vonatnak, melyen a kivánt pon-
tok ismét egyszerű vetítés által határozhatók meg. 

Hogy azonban a fekvetület  ismételt lerajzolását meggaz-
dálkodjuk, czélszerübb leend a függvetületi  sikot mozdítani 
úgy el, hogy az új vetületi tengely Fj T, képezze a bc oldallal 
a kivánt ^ szöget. Most ugyanis csak a 167'' fekvetület  min-
den egyes pontja vetítetik az új tengelyre, és hogy a nyei-t 
kép láthatóvá tétessék, a Fj T", sík egy tetszőlegesen felvett 
(T*,, J"/) függélyes  vonal körül addig íorgattatik, míg az a 
függvetületi  lappal párhuzamos nem lesz; ekkor azután a ve-
títő vonalakra az egyes pontok magasságai csak az előbbi 
íüggvetületböl egyszerűen átvitetnek, l67^ 

49. §. 
A jelen előállítási módszernek azonban több hátránya 

van, nevezetesen 1-ször, hogy a 167° vetület előállítására, a 
167* egyszerű vetületeken kivül, még egy közbeeső 167'' ve-
tületre van szükség, mi által az eljárás hosszadalmassá válik; 
2-szor a vetítő vonalak sokasága miatt könnyen támadhat za-
var; és 3-szor hogy a nyert ábra a tengelyhez képest ferde 
állást vesz fel,  mi által a kép kelleméből veszít.— Ezen utóbbi 
hátrány eltávolítására, a függlapra  merőleges forgási  tengely 
helyett, egy oly tengely választatik, mely a vetületi tengely-
lyel párhuzamos; az így felvett  tengely mellett a test a függő-
leges irányát nem veszti el; ha ugyanis egy vonal, melynek 
mindkét vetülete merőleges a vetületi tengelyre, ez utóbbi, 
vagy egy oly tengely körül forgattatik,  mely ezzel párhuza-
mos, akkor a vetületek iránya nem változik. 

Azonban az említett másik két hátrányt is el lehet távo-
lítani a következő, az eddigitől egészen eltérő eljárás szerint, 
melyet bárminő testek, kivált azonban a jegeczalakok előállí-
tására igen czélszerüen lehet alkalmazni, s mely eljárást annak 
fötulajdonságához  képest íeng'e/í/míVetó'vetületeknek nevezünk. 

50. §. 
Hogy bármely térmennyiséget hasonszerü eljárás által 

legyünk képesek előállítani, vonatkoztassuk azok határzó 
pontjait három egymásra merőleges összrendezői tengelyre, 
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forgassuk  magát eaen tengely-rendszert a rajtok már megje-
lölt metszékekkel és rendezőkkel együtt az említett a és 
szögek alatt; határozzuk meg azután az összrendezöknek meg-
felelő  pontokat, akkor ezek összeköttetése a test vetületét a 
kívánt forgatás  után tünteti elő. 

Legyenek tehát (1G8. ábra) AB és AC a, metszékí tenge-
lyek, melyek már a harmadik, vagyis a rendező tengely körül 
« szög alatt el vannak fordítva.  Minthogy SLZ  AB AC tenge-
lyek legegyszerűbben a fekvetületí  síkban magában vétetnek 
fel,  függvetületök  az alapmetszbe esik; a harmadik függélyes 
rendezői tengely a fekvetületben  4-ban pontosúl, függvetülete 
pedig A'  által van képviselve. 

A második forgás  végbevitelére szolgáljon az A ponton 
keresztül, az alapmetszettel párhuzamosan vezetett gh vonal. 
(A)  pont, mint a forgási  tengelynek egy pontja változatlan 
marad, a BAC sík pedig, úgy szinte az AF  tengely szög 
alatt hajtatnak meg. 

Hogy az AB és AC tengelyek emelkedéseinek megfe-
lelő vetületeket szerkeszteni lehessen, czélszerü lesz bennök bi-
zonyos pontokat felvenni,  talán az egység távolában, legye-
nek ezek B és C. Ezen pontok a forgatás  alkalmával a gh 
vonalra merőleges köríveket írnak le, melyek fekvetülete 
Bg és Ch, függvetülete  pedig h'y'  és c'h'  vonalak által adat-
nak. Hogy a szögnek megfelelő  emelkedést tekintetbe 
vehessük, szolgál a forgási  tengelyre merőlegesen felvett  MN 
segédsík, mely síkban ugyanis a forgatási  ívek valódi nagy-
ságokban tűnnek elő. Az ezen sík által meghatározatt b" és c" 
pontok tehát visszavetítve a & és c pontokat fogják  megadni, 
melyeknek i4-vali összeköttetésök a tengelyek fekvetületét  fog-
ják képezni a fordítás  után. Az A'i'  és A'c'  függvetületeket 
pedig az által szerkesztjük legegyszerűbben, ha a g'li'  és A'c' 
merőlegesekre a jB és C pontok magasságait átvisszük a segéd 
MN  vetületből. — A mi végre a magassági tengelyt illeti, ez 
szintúgy határoztatik meg a segédsík használatával, mint az 
előbbi két tengely, mint azt az ábra egyszerű megtekintése 
mutatja. 

Ennek következtében a tengelyek új állásának fekvetü-
letei: -/Ic és függvetületei  pedig: A'h',  A'c'és  A'f'., 

9* 
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Ez utóbbi vetületek a test oldalnézetét, az előbbiek pe-
dig az ugyanazon állásnak megfelelő  felülnézetét  fogják  meg-
adni. A felülnézet  azonban csak igen ritkán szokott használ-
tatni, az oldalnézet elégséges lévén arra, hogy az illető test-
ről magunknak tiszta fogalmat  szerezzünk. 

51. §. 
Ha a fordulási  a és (í  szögek advák, akkor a tengelyek 

minél egyszerűbb szerkesztésére nézve szükséges leend azon 
X  es y szögek meghatározása az adott n és (i  szögek függvé-
nyeiben, melyeket a tengelyek függvetületei,  úgy szinte azon 
w és z szögek meghatározása, melyeket ugyanazon tengelyek 
fekvetületei  képeznek az alapmetszettel. 

Az 168-ik ábrában AB egységül vétetett fel,  minek kö-
vetkeztében : 

Ah —Bg = db"  = cosn 
Ag =Chz= ac" = sina ; 
h'g'  = (tb"  sinp — cnsa 
c'h'  = ac" s{n(}  = sina, sin fi; 

továbbá: bg= ah" cos^ = cosa. cosfí 
és ck = ac" cosp = sina. cosfi; 

, ,, b'q'  cosn. sinfi  . ^ 
tehát: iqx = ; = ^mfi  colta  . . . . 1 

" A'g'  sina 
c'h'  sina. sinfi fqy  =sin(ifqa  . . . . 2 ^^  A'h'  cosa '  ^ 

bq cosa. cosíi. tqiü—~, = . z= cosS. cottn . . . . ó ^ Ag sina 
ch sina. cosfi. 

es tqz = -n— = cosS. tqa . . . . 4 
^ Ah cosa ^ 

mely képletek által az x, y, w, és z szögek vannak meghatározva, 
az összrendezők tengelyeit tehát mind a két vetületben szer-
keszteni lehet; de még tudni szükség, hogy mily arányban 
kell az illető tengelyekre felrakni  a metszékeket és rendező-
ket ; a valódi nagyságok helyett most ugyanis csak a vetüle-
tek veendők, a melyek, mint az ábra mutatja, minden tenge-
lyen más-más rövidítésben fordulnak  elő, a miért is az ilyféle 
vetületek, hol a é& (S  egészen tetszőleges, háromméretíi  vetüle-
teknek neveztetnek. 
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Az ábrából ismét a ftiggvetület  részérc : 
a szélesség A'h'=Vsin-a-\-cos^u  V\—cos'a  cos^ji 5 
a hossz A'c'=V^cos*a-\-sin\t  K1—siri^n  cos'^^  6 
Végre a magasság A'f'=cos^  7 
ugyanis AB a szélességi, AC a hosszúsági, és AF  a magassági 
tengelynek szokott neveztetni. 

De A'b'  szélességet még máskép is ki lehet fejezni,  ha 
t. i. benne /í szög helyett az x szög függvénye  hozatik számí-
tásba, mi által ered a sokkal egyszerűbb, és az alantabb le-
irandó szerkesztésre alkalmasabb minta : 

A'h'—sina.  secx 8 
hasonlóan A'c'  mintából (i  szöget kiküszöbölvén, s helyébe az 
y szög függvényét  hozván bele, álland: 

A'c'=cosa.  secy 9 
Hasonló eljárás által találtatnak a fekvetületre  nézve is e kö-
vetkező minták : 
a szélesség Ab— —cos'^a  sirí^ti  IG 

vagy Al= sina. secto 11 
a hossz Ac= V^cos^a-\-sín'a  cos^li=  V  1—sin^a sin'^il  12 

vagy Ac -^ cosa. secz . . 13 
végre a magasság Af=:sin(i  14 
a kifejtettek  folytán  tehát minden vetületre négy lépték szük-
ségeltetik ; az elsö hossza egy tetszőleges egység; a többi há-
rom hossza pedig a felvett  egységhez képest a nyert 7, 8 és 9, 
vagy a 11, 13 és 14 alatti képletek szerint határozandó meg. 

Használatkor a test vetületeinek méretei vagy az adott 
egyszerű vetületekből (mint alaprajz és kereszt-szelvény) 
vagy ha lehet a testről magáról is levétetnek, hosszaságaik az 
egység-léptéken megméretnek, s a többi lépték segítségével 
megkurtítva az illető tengelyekre felrakatnak;  nevezetesen a 
hossz és szélesség az A'h'  és A'c'  (vagy Ah, Ac) tengelyekre; 
a magasság pedig az ezen két metszék által meghatározott 
rendezőre a függvetületre  nézve felfelé,  a fekvetiilet  részére 
pedig lefelé. 

Az ily úton nyert eredmények, mint már említve volt, 
háromméretüeknek neveztetnek, mert mind a három tengely-
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nek külön mérete vagyis külön léptéke lévén, a megkurtítás 
is mindegyik tengelyen különböző. 

Jegyzet.  Az elmélet kiegészítésérc nézve szükségesnek 
véltük a képleteket a fekvetületre  szintúgy, mint a függvetü-
letre lehozni, de ismételve kell arra figyelmeztetnünk,  hogy 
gyakorlatban az oldalnézet tökéletesen elégséges arra, hogy 
magunknak a kívánt térmennyiségröl tiszta fogalmat  szerez-
zünk, s ezen okból a későbbi alkalmazásoknál, úgy szinte a 
mellékelt rajzokban mindenütt csak ezen egy vetület vétetett 
tekintetbe. 

52. §. 
A tengely-rendszer azonban kétméretü is lehet, ha t. i. 

a hosszasági és szélességi léptékek egyenlők, a mi nyilván 
csak akkor létesülhet, ha az első, vagyis az elfordulási  a szög 
45 foknyinak  vétetett fel;  az 5- és 6-ik képletből ugyanis köny-
nyen következik, hogy A'b'  és A'c'  csak akkor egyenlők, ha 
a=45' ' . Helyettesítvén tehát a helyett 45 fokot  a talált min-
tákba, erednek ezen egyszerűbbek : 

tgx=tgy—sinp  15 
A'í'=A'c'=Vl—^  c o s V ^ ' ^ 2 secx 16 

a magasság marad A'/'=cos/i  17 
mely mennyiségek már most, mint látjuk, csupán a hajlási ^ 
szög függvényei. 

53. §. 
De lehet végre a tengely-rendszer egyméretü is, ha 

ugyanis mind a három tengely csak egy lépték szerint kur-
títtatik meg. Minthogy ezen rendszernél a hossz és szélesség 
ismét egyenlő, az elfordulási  a szög szinte 45 foknyi  leend, és 
csak az a kérdés támad, mennyire kell a testet meghajtani, 
hogy az egységnek megfelelő  magasság épen annyira kurtúl-
jon meg, mint a szélesség vagy a hossz ; vagyis kerestetik /9 
szög azon feltétel  alatt, hogy 

A'b'=A'c'=A'f' 
De a 16-ili és a 17-ik képlet azonosításából következik: 

y i —§ C08^(i=C0S§ 
és innét ; cos/3 = 
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mi által 1g3:—('jy= iiiiix=!siuy=n 
yó 

cs így a;=j/=:30® 
cs A'b'=A'c'=A-f—  VI 

Jei/yzef.  Az egymórctü vetületeknél tehát az elfordulási 
« szög mindig 45", a hajlási jí szög pedig —35" 15'51.8". 

54. §. 

Meg kell még említenünk, hogy a két- és háromméretü 
vetületek részére lehozott minták némi módosítást szenvednek 
a végre, hogy a szerkesztésnél könnyebben kezeltethessenek. 

Gyakorlatban ugyanis a szögekkel, és azok függvényei-
veli bánás igen alkalmatlan lévén, az elfordulási  a szög nem 
fokokban  szokott adatni, hanem inkább azon viszony által, 
melyben keble áll pótkebléhez, vagyis adatik e következő 
arány ; 

sinn: cosK—p:  q 
hol p és q két adott szám; ezen arányból azután könnyen kö-
vetkezik : 

p , q 
sina =: •— —•— es cosn — 

mely értékek már csak a fent  lehozott mintákban volnának 
helyettesítendök. 

A hajlási (i szög pedig úgy vétetik fel,  hogy keble vég-
szerü törtet képezzen; az ilyen szöget ugyanis legkönnyebb 
rajzban előállítani. 

A p és q viszonyszámok, úgy szinte a (i  szög czélszerü 
megválasztásától függ  a nyert alakok czélszerü állása is. Ha 
p:q = 1:3 és .lin^  = | , akkor az ezen adatok segítségével 
alakúit vetületek Mohs-íéle  vetületeknek neveztetnek, mint-
hogy ezen adatokat használta Mohs a jegecz-minták előállítá-
sára ; minthogy azonban ezen adatok bármely térmennyiség 
előállítására is igen alkalmasak, azért azok a vetülettanban 
általánosan el vannak fogadva. 

3 , . 1 
Ezen vetületeknél cosn ~ ^  es sina = 

S innét : t g x = s ; tgy—^i 
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az elfordulási  a szög tehát =:18» 26' 
az emelési (i szög pedig = 7" 10' 50.," 
a szélesség léptékének hossza = 4 = 0-33773 . . 

hossz „ „ = 4 v ' ó t T = 0-949506 . . 
és a magasság „ „ = 4 ^ 6 3 = 0 - 9 9 2 1 6 . . 

Jegyzet.  Minthogy a magasság léptékének hossza csak 
•p^-el kisebb az egység léptékénél, azért gyakorlatban, ha a 
rajzok nem nagy mértékben készítendők, ez utóbbi lépték 
egészen mellőztetik, s helyette szinte az egység léptéke hasz-
náltatik. 

55. §. 
A mi azonban a léptékek szerkesztését illeti, ez az előb-

beniek szerint legegyszerűbben következőkép vitetik végbe : 
\ 

Az OP egyenesre, 169. ábra felrakunk  0-tól kezdve tet-
szőleges nagyságú, de egyenlő 24 részt; az utolsó rész R vég-
pontján emelt merőlegesre ismét 8 részt Q-ig, azután O-t Q-
val összekötve, lesz OQ az egység hossza, QOR szög pedig 
= a; minthogy tang 

Az RQ, merőlegesre, továbbá feltevén  egy részt iV-ig 
lesz ON  a hoszléjdék  nagysága, mert ON=^OR.sec.NOR  de 
OR=^cosí(,  mert OQ az egység, NOR  szög pedig =y, mert 
tang NÓR—:^-,  helyettesítve az értékeket, lesz ON—cosa. 
secy; a mi a 9-ik képlettel egyez meg. 

/í-től 0 felé  felrakván  3 részt L-ig, lesz QL a szélesség 
léptékének nagysága, mert QL=QRs,ec.LQR-.Ae QR=sina, 
LQR szög pedig —x, mert tang LQR—^  ; és így QL=sina. 
secx; a mi a 8-ik képlettel egyez meg. 

Végre 72-től Q felé  felrakván  3 részt K-ig,  K  ponton ke-
resztül párhuzamost húzván OP-hez, míg az OR sugárral leirt 
RT  körivet T-ben nem metszi, lesz TOR  szög = minthogy 
keble = ^ = 4 ; ezen szög OM pótkeble tehát az OQ egységre 
nézve lesz a 7-ik képlet szerint, a magasság  léptékének hossza. 

Ha már most a 169" ábrában az OQ egyenesre átvite-
tik az egység, 0 középpontból ON  hoszszal körív iratik le, 
melyet Q-ból QL szélességgel  átmetszünk, ered az ONR  há-
romszög, melyben OQ=I  ] ON==hossz]  és QN=szélesseg  to-
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vábbá: az OM  muyausdygal  0-ból irt kö ivet, Q-ból szinte QL 
szélességijei  metszvén, lesz OMQ  liáromszögben ismét 00=^1, 
OM  = magasság és il/Q = szélesség. 

Húzzunk már most QM  ós QN  vonalakhoz csekély tá-
volságokban párhuzamosokat, ezek minden tetszőleges egy-
ségnek megfelelő  hosszat, szélességet  és magiissiijd  fognak  az 
illető léptékeken kijelölni. 

56 . §. 

A kétméretií vetületeknél gyakorlatban (i szög keblét 
^-nak szokás venni, mi által: 

tangx—tangy=^ 
ezen vetületeknél tehát «=45", § pedig = 9" 35' 38.6" 

=0-98601 . . 
A lépték szerkesztésére nézve felrakunk  a 170-ik ábrá-

ban OP egyenesre 0-tól kezdve hat egyenlő részt fí-ig,  az R-
beni merőlegesre szinte 6 részt Q-ig, és legyen az összekötte-
tési OQ vonal az egység hossza, akkor 0R=^ V2. 

Felrakunk továbbá RQ, merőlegesre egy részt iV-ig, lesz 
ON  a hossz és szélesség  léptekének nagysága, mert 

ON=OR  sec. NOR 
de NOR  szög—y, mert tang NOR  — g, és azért 

ON=i  secx. 
a mi a 16-ik képlettel egyez meg. 

Húzzunk most még N  ponton keresztül párhuzamost 
OM-e\,  míg az OR sugárral leirt RT  ívet T-ben nem metszi, 
lesz 2VR  szög=|9, minthogy keble = ^ ; ezen szögnek tehát 
031 pótkeble az OQ egységre nézve nem egyéb, mint a ma-
gosnáj léptékének hossza, a 17-ik képlet szerint. 

Ha tehát a 170'' ábrában átvitetik OQ egyenesre az 
egység hossza Q-ig, 0-ból OM  magassdíj  sugárral körív vona-
tik, melyet Q-ból ON  szélesség  sugárral N  pontban metszünk, 
akkor OQN  háromszögben az NQ-\\oz  vont párhuzamosak az 
egységnek megfelelő  magasság, hossz és szélesség megrövidí-
téseit fogják  kijelölni az illető léptékeken. 
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Végre az cgyniéretü tengelyrendszer léptékének szer-
kesztésénél képeztetik (170-ik ábra) 0-nál egy 45 és egy 30 
foknyi  ív, úgy hogy QOn=45'',  HOR=30'\  és ha még RQ 
merőleges O/i-re, lesz OR=I]  0H=  hossz, szélesség,  és ma-
gasság,  mert 

0N=  OR. sec. 30" = i 1^2. — = 

mint lenni kell. (lásd 53. §.) 
Szerkesztvén tehát a 170'* ábrában OQN  háromszöget, 

melyben OQ=I-  ON=hossz-,  QN  pedig tetszőleges, akkor a 
QAT-hez vont párhuzamosak az egységnek megfelelő  kurtított 
méreteket fogják  meghatározni az ON  vonalon. 

Fontos azonban az egyméretü vetületeknél, hogy itt a 
lépték egészen mellőzhető, minthogy minden méret egj'enlő 
arányban rövidül meg. A léptékkel, és lépték nélkül készült 
vetületek tehát egymástól csupán nagyságra nézve lehetnek 
különbözők; az előbbiek ugyanis úgy viszonylanak a,7j utób-
biakhoz, mint V 3 : V2. 

58. §. 
Az előbbiekben kifejtett  elvek alkalmazására szolgáljon, 

két egymáson nyugvó egyenes egyenközlap, négyzet alappal, 
melyeknek felül-  és oldalnézete a 171-ik ábrában van előállítva. 
Az ezen test alaprajzában előforduló  AC és BC oldalak, me-
lyek egymásra merőlegesek, szolgálhatnak egyúttal az összi-en-
dezői tengelyekül. 

Ezen testnek Mohs-féle  vetülete a 171' ábrában látható; 
itt ugyanis bc egyenes tetszőleges A pontjában meghúzatott 
az AI merőleges, azután .4-tól balra felrakatott  8 egyenlő 
rész 6-ig, a ó-béni merőlegesre 3 oly rész B-ig; továbbá .á-tól 
jobbra felvitetett  24 egyenlő rész, c-ig, és a c-beni merőleges-
re egy ilyen rész C-ig; a meghúzott AB és AC vonalak által 
azután meg van határozva a tengelyek iránya. 

Megméretett azután az AC hossz a 169" lépték egység 
vonalán, és a hosszvonaloni megrövidítés vonalra átvitetett, 
az AB méret pedig a szélesség szerint rövidülve AB-re; az 
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alap negyedik pontja már a megvont jiíirhuzamosok által lesz 
meghatározva. Az így nyert alap négy sarkpontjában ^/-hez 
vonatnak párhuzamosok, melyekre a megrövidített magasság 
vitetik fel,  s. i. tovább. 

ITP-ben ugyanazon testnek kétméretü vetülete szerkesz-
tetett. Itt .á-tól mindkét oldalra 6 egyenlő rész vitetett fel  b és 
c-ig, az itt emelt merőlegesekre egy rész B és C-ig. A tenge-
lyek iránya ily módon meg lévén határozva, a többi eljárás 
azonos az előbb leirottal. 

Ugyanez áll a 1 TI''-ben szerkesztett egy méretű vetület-
ről is, csakhogy itt az AB és AC tengelyek 30 foknyi  hajlás-
sal birnak. 

Végre megjegyzendő, hogy ha a test alaprajzában alkal-
mas épszök elő nem fordul,  akkor az alapvetületén kivül vé-
tetik fel  az épszögü összrendezők tengelye. 

59. §. 
Hogy a Mohsféle  vetületek alkalmazását kevéssé ösz-

szetettebb testeknél is láthassuk,al72-ik ábrában van előállítva 
egy emlékoszlop, melynek felöl  és oldal nézete a 172" vetületek 
által vannak megadva. Az eljárás az elöbbeniekben előadottak-
kal tökéletesen azonos, és a szerkesztés minden további nehéz-
ség nélkül eszközölhető. A netalán előforduló  görbe vonalakra 
nézve kell még csak azon megjegyzést mellékelnünk, hogy 
ezek tetszőleges számú pontok által szerkesztetnek, melyeknek 
vetületei meghatároztatván, azok egy folytonos  görbe által köt-
tetnek össze. Több példákat az alkalmazásra felhozni  itt feles-
legesnek véltük, annyival inkább, minthogy a jövő czikkben 
tárgyalandó Archimedesféle  testek, ezen vetületek szerint elő-
állítva úgy is elegendő és czélszcrü gyakorlatúi szolgálnak. 

60. §. 
A r é s z a r á n y o s ( A r c h i m e d e s f é l e )  t e s t e k . 

Rendes testeknek neveztettek azon testek, melyek csupa 
egynemű  rendes sokszögek által zárattak be; ha azonban a tes-
tek felülete  még mindig rendes sokszögek által képeztetik ugyan, 
de úgy, hogy az egyes csúcsok képzetére többféle  rendes sok-
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szög járulhat, akkor az eredt testek részarányos testeknek  ne-
veztetnek, feltéve,  hogy mindegyik csúcs képzésénél ugyan-
azon összeállítási törvény használtatik. 

Könnyű azonban belátni, hogy ilynemű testek legfeljebb 
háromféle  sokszögekből képezhetők, mert ha csak négyféléket 
veszünk is fel,  és feltesszük,  hogy egy csúcs képzésére mind-
egyikből egy szög jánil, és a felvett  sokszögek oldalai száma a 
lehető legkisebbek, tehát ha egy csúcs képzésére járul egy há-
romszög, egy négyszög, egy ötszög és egy hatszög csúcsa, ak-
kor íi test CSUCS3. képzésérö szolgáló négy síltszög Összege i 
60" -}- 90" -(- 108" + 120" = 378"; mely összeg a 360 fokot 
túlhaladván, a testnek bemélyedő, nem pedig kiálló csúcsát ké-
pezné ; — minthogy pedig minden csúcs ugyanazon törvény 
szerint alakítandó, azért a test csupa bemélyedő csúcsokból ál-
lana, a mi lehetetlen. 

De még két vagy háromféle  sokszögekből se lehet min-
den tetszőleges csoportosításokban részarányos testeket előállí-
tani. Ugyanis minden síkfelületek  által bezárt test élei, csúcsai, 
felületei  és síkszögei száma között bizonyos viszonyok létez-
nek, melyek törvényei egyenletek által kifejezhetők,  és a test 
csak úgy lehetséges, ha az adott feltételek  mellett ezen egyen-
letek ellenmondást nem tartalmaznak magokban. Ezen egyen-
letek legnagyobb részt Eulertől származnak,*) és a tömörmér-
tanokban tárgyaltatni szoktak. Itt csak a következő négy leg-
fontosabbat  kívánjuk megemlíteni; ha ugyanis a test síkszö-
gei számát F-vel, azok összegét fokokban  W-ye\,  a tömörcsú-
csok összegét E-ve\, az éleket AT-val, és a felületek  számát F-el 
jeleljük, álland: 

V  = 2K....l)  E-]-F==K-\-2....2) 
W=4R  (K—F)  . . . . 3) és Wz=4R  (E—2)  . . . . 4) hol R 
egy derékszöget jelent. 

*) Elementa doetrinae solidorum ; es Demonstratio nonnullarum 
insignium proprietatum, quibus solida, hedris planis indusa sunt prae-
dita. Nov. Comm. Petrop. T. IV. 
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01. §. 
A k é t f é l e  r e n d e s s o k s z ö g e k á l t a l b e z á r t tes tek . 

Egy részarányos test felülete  képeztessék csupa rendes 
m szögekből és n szögekből. Az m szögek száma legyen M,  az 
n szögeké iV; azonfelöl  egy tömörcsúcs képzéséhez járuljon 
az rn szögekből: az n szögekből pedig v; legyen azonfelöl  a 
csúcsok száma E, az éleké pedig K. 

Minthogy minden csúcs képzéséhez az m szögekből já-
rul, az m szögek összege pedig Mm,  azért a csúcsok száma 

£ = . . . 1) de minden csúcsban r ??szög is előfordúl,  az 

Nn 
nszögek száma pedig Nn,  azért áll szinte E = — 2). 

Továbbá az niszög mindegyik szöge : — ^ ^ ^ ^ 

derékszöget jelent; épen így az jjszögek mindegyik szöge : 

— m i n t h o g y az előbbiek száma Mm,  az utóbbia-

ké Nn, azért a sikszögek összege 

L ín ' n J' 
vagy Mm  és Nn  helyett 1) és 2) böl az értékeket helyettesítve 

L ?M ' n J 
De az előbbi §. 4-ik egyenlete szerint {E—2) azért 

. . „ t e . + 

^Ttili 
és innét E — 7 jtt y vagy ha rövidség 

2mn—nn (w—2)  — vm (n—2)  ® 

okáért A=2mn—im (w—2) — ím (n—2)  leend még 

£ = ^ . . . 3) és a talált értéket 1) és 2)-be helyettesitvén : 
iJf  = ^ . . . 4) . . . 5); végre az előbbi §. 1) 

A A 
Mm-\-Nn  Amn/'ff\-i\ 

egyenlete szemit: A = ^ = — J . . . b) 
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• Figyelembe véve az előbbi czikk egyenleteit, már köny-
nyü leend meghatározni mind azon testeket, a melyek kétféle 
rendes sokszögek által zárhatók be. 

Legyen ugyanis 1-ször m = 3, és j í = 4 , minthogy ezen 
értékeknél kisebbeket fel  nem vehetnek ; vagyis egy test csupa 
háromszögek és négyszögek által zárassék be, és pedig úgy, 
hogy minden csúcs képzéséhez járuljon egy háromszög és két 
négyszög, vagy is = 1 és = 2 ; ha ugyanis fi  = 1, akkor 
i> kettőnél kisebb nem lehet, minthogy a tömörszög képzésé-
re legalább három sikszögnek kell egyesülni. Ezen adatokat 
az előbbi czikk egyenleteibe helyettesítve ered: 
„ 48 „ „ 16 _ 24 „ , „ 6.3. „ 

T ^ ' 8 ^ ' " 8 " ^ ' e8A = - ^ = 9. 

Az ezen adatokhoz tartozó test egy hasáb, melynek ke-
resztmetszete egy rendes háromszög, és melynek oldalfelülete 
négy azonos rendes négyszögből áll. 

2-szor. Legyen ismét m = 3, n = 4, /x=  1, de v =3; ak-
kor ered: 

£ = f = 2 4 ,  f  = = 18, és K  = 

Az ide vonatkozó test, mely tehát 18 négyszögből, és 8 
háromszögből képeztetik, a rendes hatszögből ered, ha annak 
mindegyik éle akként metszetik le, hogy a lemetszett rész szé-
lessége a megmaradttal egyenlő legyen, vagy a mi mindegy^ 
hogy a keresztmetszetek a test közepén keresztül rendes nyolcz-
szögeket képezzenek. A rendes hatlap 12 élei ^helyébe jönnek 
ugyanannyi rendes négyszögek, melyekhez járul a még meg-
maradt hat rendes négyszög, összesen tehát 18 négyszög, a hat-
lap 8 csúcsa pedig az élek lemetszése által önkényt elesvén, 
helyettök ugyanannyi rendes háromszög áll elő. 

A kezdő igen czélszerüen maga fogja  ezen testeket pa-
pirpéplemezből előállítani, mi végre a 173®ábrában elő van ál-
lítva a test hálója. Ezen háló a papirpéplemezre tetszőleges 
nagyításban rajzoltatván, kerete szerint kimetszetik, a többi 
megmaradt vonalak pedig félig  bemetszetnek, mi által a hálót 
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künnypn át lehet a túloldalra hajlitani, hol azután az összeillő 
élek enyves papírral összehúzatnak. 

A test legegyszerűbb vetületei a 173''ábrában vannak 
előállítva; — mind a két vetület ugyanazon alakot mutat; ugyan-
is egy rendes nyolczszöget, melynél két-két csúcs az oldallal 
párhuzamosan van összekötve. A látható részek a nem látha-
tókat éppen fedik,  miért is minden vonal egészen ki van húzva. 

Végre a 173"ábrában van előállítva a testMohs-féle  ve-
tülete^ a melyből a test alakja már tisztán kivehető. 

03. §. 
Ha m 3, és n = 4, vagyis ha a test csupa három és 

négyszögekből alakíttatik, ha azonfelöl  = 1, vagy is, ha a 
háromszögekből a csúcs képzéséhez csak egy járul, akkor »• a 
négyszögek száma egy csúcsnál háromnál nagyobb nem lehet, 
minthogy a szögek összege már is 360 foknyi,  ha r = 4. 

Legyen tehát m = 3, és = ha ez esetben n még 
mindig négy, akkor v lehet vagy egy, vagy kettő. Ha r ugyan-
is kettőnél nagyobb, a szögek összege mindegyik csúcsnál 360 
foknál  nagyobb lenne. 

Azonban ha m = 3, n = 4, |U = 2, és » = 1 akkor 
^ = 2 m« — im (m — 2) — rm (n —2) = 10 

, „ ánin 48 

minthogy pedig a csúcsok száma tört nem lehet, azért ezen 
test is lehetetlen. Lesz tehát csak : m = 3, ?) = 4, fi  = v = 2 
vagy is oly test, mely három és négyszögekből úgy alakítatik, 
hogy minden csúcs képzéséhez 2 három, és ugyanannyi négy-
szög járuljon. Ezen adatokból lesz ^ = 4 ; miért is 

48 oo 94. 

Az ide tartozó test tehát 8 háromszögből és hat négy-
szögből képeztetik, bír tizenkét csúcscsal, és huszonnégy éllel. 
Hálója a 174® alatti ábrában van előállítva. 

Ezen test a rendes hatlap megcsonkítása által ered és 
pedig akképen, ha a rendes hatlapnál az egy csúcsba egyesült 
élek felező  pontjain keresztül vezetünk metsző síkokat; a hat-
lap nyolcz csúcsa helyébe áll a nyolcz egyenoldalú háromszög, 
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a hatlap hat lapján pedig még fennmarad  a hat négyszög, me-
lyek azonban a hatlap eredeti négyszögeivel csúcsellenesek. 

Ezen származtatás folytán  tehát a test egyszerű vetüle-
tei igen könnyen elöállithatók. A 174'' ábrában azon állás van 
tekintetbe véve, melynél a test egyik négyszöglapján nyugszik, 
melynek egyszersmind egyik átlója a vetületi tengelylyel pár-
huzamos, ezen állásnál ugyanis mind a két vetület ugyanazon 
alakot mutat, és egyszersmind a látható élek a nem láthatókat 
épen elfedik. 

A 174= ábrában ugyanezen test azon állásában van ve-
títve, midőn az egyik átlója a feklapra,  egy másik pedig a függ-
lapra áll merőlegesen. Az (a6, átló a 174''ábrából egy-
szerűen átvétetett, minthogy ennek valódi nagysága látható a 
függvetületben,  az (^1 ,2 ,3 ,négyszög pedig egy vonalba esik 
össze, mely a vetületi tengelyre merőleges, s mely egyszers-
mind az élek valódi hosszával bir. Ezen ábrában egyszersmind 
a bezáró felületek  egymáshozi hajlási szöge is valódi nagysá-
gában látható. 

Végre a 174'̂  ábi'ában van előállítva ezen test Mohsféle 
vetülete azon állásban, hol az egyik négyszöglapján nyugszik; 
s melynek egyszerű vetületei a 174''ábrával egyeznek. 

64. §. 

Legyen ismét m = 3, de ju szinte = 3, vagyis mindegyik 
csúcs képzéséhez járuljon három 60 foknyi  szög, akkor ezek 
összege már 180 fok  lévén, a másiknemü sokszög szögei kö-
zül még csak is egy járulhat, azaz » = 1, bár mily értéket vesz 
is fel  n. Hadjuk tehát egyelőre n-et határozatlanúl, és helyette-
sítsük a 61. §. képleteibe a következő értékeket: 

m = 3, n = n, fi  — 3, és r = 1 
lesz A — Qn — 3m —-3 (n — 2) = 6-, és ennélfogva: 

E = ^  = 2n: M=  2n: ^ = 2; és K=  4u 
6 6 ' 6 

és mint ezen képletekből könnyű észrevenni, a test minden íi-
re nézve lehetséges. Az ide tartozó testek tehát egy egész so-
rozatot képeznek, melyek mindegyikénél van két tetszőleges 
«szög, és 2n háromszög. A két n szög egymással párhuzamos, 
dé csúcsellenes ; azután mindegyik felső  csúcs összekötve kép-
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zelendö az alsó ellentett oldal végpontjaival, úgy szinte min-
degyik alsó csúcs összekötve a felső  megfelelő  oldal végpont-
jaival. 

Ha a két nszöget ugyanazon körbe képzeljük beirva, 
akkor n nagyobbításával az oldalak kisebbednek; — mint-
hogy pedig a két nszög összeköttetési vonalai az «szög olda-
laival egyenlők, következik, hogy a két párliuzamos nszög 
mindinkább közeledik egymáshoz; s minthogy egyszersmind 
a két egymással közös él által összekötött háromszög hajlási 
szöge is folytonosan  nagyobbodik, azért a test igyekszik hen-
ger alakot venni fel,  melyet azonban csak akkor nyerhet el, 
midőn már az jiszög oldalai végtelen kicsinyek; de ekkor a 
két, most már körré vált ?iszög is egybe esett. 

Ha a két ?iszög helyett szinte két egyenoldalú három-
szög vétetik, párhuzamos állásban, de csúcsellenesen, és az 
illető csúcsok az előbbi törvény szerint köttetnek össze, ered 
a rendes nyolczszög. 

A 175-ik ábrában az ide tartozó legegyszerűbb test van 
vetítve, a melynél ugyanis n = 4; s ennélfogva  tehát két négy-
szög és nyolcz háromszögből áll. A fekvetületben  a két négy-
szög valódi nagyságában rajzoltatott csúcsellenesen; a függ-
lapban pedig a vetület magassága az által határoztatott meg, 
hogy előbb az (abc,  a'h'c')  háromszög az {ah)  oldala körül a 
feklapba  fordíttatott  be. Fordítás közben a (c) pont egy kör-
ivet ir le dC  sugárral, mely szinte de  körül a feklapba  van 
fektetve,  hol is a Cj pont magassága c felett,  vagyis CjC leend 
a függvetületben  a c' pont magassága a tengely felett.  A 175* 
ábra a hálót képviseli. 

65. §. 

Ha a részarányos test mindegyik csúcsának képzéséhez 
négy 60 foknyi  szög járul, akkor a négyszögek szögeiből leg-
feljebb  még egy jöhet hozzájok, ez esetben tehát M  — 3, 

— és miért is ^ = 24—16 — 6 = 2, és ennélí 
fogva  : 

az ide tartozó test áll 6 négyszögből, és 32 háromszögből,-
Véiz.  Leirati  mértan.  1. 10 
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mely utóbbiak a négyszögeket koszorúként körülfogják,  úgy 
hogy a négyszögek egymással érintkezésbe sehol sincsenek; 
ezen test szinte a rendes hatlap megcsonkítása által ered; a 
hat négyszög síkja ugyanis, melyek közül kettö-kettö egy-
mással párhuzamos, elegendökép meghosszabbítva, egy rendes 
hatlapot frg  bezárni. A rendes hatlap éleit lemetsző síkok 
azonban az élekkel nem párhuzamosak, s azért az eredt test-
nél is a két ellentett négyszög oldalai egymással szinte nem 
párhuzamosak, de csúcsellenesen sincsenek egymástól elí'or-
dulva; s minthogy azonfelül  a test hajlási szögei is csak har-
madfokú  egyenletek által adhatók, azért ezen test vetítése is 
több nehézséggel jár, és csak is a hajlási szögek közelítö mó 
doni szerkesztése által sikerül, — vagy pedig az által, hogy az 
egyes méretek mennyiségtanilag kiszámítatnak, és azután egy 
pontos lépték segítségével felrakatnak.  A méretekre vonatko-
zó ezen adatokat alább közölni fogjuk,  előbb azonban igyek-
szünk e testet, azok nélkülözésével, pusztán leiratilag, elő-
állítani. 

Mindenekelőtt tehát a 176-ik ábrában van előállítva a 
részarányos 38-lap hálója, hely gazdálkodás tekintetéből ki-
csinyített léptekben. Látszik ebből, miként egyesül minden 
tömör csúcs képzésére egy négyszög, és négy háromszög csú-
csa. Annak, ki e sajátságos testet bővebben kívánja tanulmá-
nyozni, okvetlen szükség lesz, hogy e hálót meglehetősen na-
gyítva, és nagy pontossággal papirpépre rajzolja, azt a kerü-
lete szerint élesen kivágja, a hálóban magában előforduló  éle-
ket pedig félig  bevágja, végre az összevágó éleket megragaszt-
va a testet valóban előállítsa; minthogy a legszorgosabban 
készített rajzok sem képesek oly tiszta fogalmat  nyújtani va-
lamely testről, mint a jól készült minták. 

Már ezen háló szorgos megtekintéséből könnyű észreven-
ni, hogy ilyen test kettő  létezhet; az első ugyanis, melyet uiaga 
a jelen háló képvisel, s melyet _/oi6-nak nevezhetünk, és még 
egy második bal, mely úgy ered, ha a háló közepét a körül 
levő háromszögekkel együtt meghagyjuk, de az a négyszöget 
háromszögeivel együtt balra eltoljuk, míg annak éle a vona-
lazott háromszög élével összeesik; ugyanezt tévén természete-
sen a többi négyszögekkel is. 
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Megjegyezhetjük itt már előre is, hogy a liálóbau vona-
lazott háromszögek síkjai a testen elegendöleg meghosszab-
bítva egy rendes nyolczlaphoz tartoznak, azok egymáshozi 
hajlási szögei tehát szinte a rendes nyolczlap hajlási szögei-
vel azonosak. '— Ha azonban a hal testre megyünk át, akkor 
az a négyszög alatti háromszögek váltják fel  a jelenleg vona-
lazottakat, és azok lesznek a rendes nyolczlap lapjai. 

A mi már ezek után a 38-lap vetületét illeti, erre nézve 
mindenekelőtt a hajlási szögek lesznek meghatározandók. 
Ezen hajlási szögekre a következő észrevétel folytán  jutunk. 
Képzeljük a 17tí-ik ábra alatti hálóból a testet már alakítva^ 
és úgy állítva, hogy az egyik négyszög 0 csúcsa egyszersmind 
a test legmagasabb pontját képezze; és vétessék egyúttal az 
egyenlő élek hossza egységül; akkor az A, B, C,D és E pon-
tok egy síkban fognak  feküdni,  és egy oly ötszög csúcsaivá 
válnak, melyben az egyik AE oldal egyenlő a négyszög átló-
jával, a többi oldalak pedig ugyanazon négyszög oldalával 
azonosak, azonfelül  pedig a. B, C és Z>-nél képzett szögek 
egymás közt egyenlők, végre mind az öt pont egy kör kerü-
letén fekszik;  mely adatok már elegendők a kérdéses ötszög 
legalább közelítő szerkesztésére. 

Ugyanis a 177-ik ábrában szerkesztetik az AO'E  fél  ren-
des négyszög, és az átló G középpontjában a GC  merőleges ; 
— a,z A és E végpontokból az AO'  négyszög oldalával leirat-
nak a Bx és Dy körívek, azután felkerestetik  a. GC  merőlege-
sen egy oly tulajdonságú 0 pont, hogy abból OA = OE sugár-
ral leírván egy körívet, és azt C középpontból a négyszög-
oldalával átmetszvén, a metszési pontok épen azon B és D 
pontokkal essenek egybe, melyekben az 0 pontból leirt kör a 
Bx és Dy íveket átmetszi; — vagy más szóval: kerestetik egy 
kör, melybe egy adott négyszög átlója AE egyszer, és ugyan-
azon négyszög oldala négyszer vihető be húrként. 

Ha most a nyert ötszög csúcsait az O középponttal Ösz-
szekötjük, megnyerjük a test egyik csúcsa által képzett gúla 
fekvetületét,  s minthogy az élek valódi hossza szinte ismere-
tes, azért az egyes lapok hajlási szöge is könnyen meg lesz 
határozható. Nevezetesen a GO"C  háromszögben, melynek 
GO" oldala a fél  négyszög átló, a másik 00" oldala pedig a 

lU* 
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négyszög oldala,, az 0"-néli £ szög megadja azon szög valódi 
nagyságát, mely alatt a CO él hajlik a négyszög síkjához; 
úgy szinte a (t/7Z) háromszögben a ff-náli  d  szög a négyszög és 
háromszög közötti hajlási szöget adja meg, ha GH  a négyszög 
oldalának felével,  DH  pedig azon egyenoldalú háromszög ma-
gasságával egyenlő, mely az élekből képeztetik ; végre a BKD 
háromszögben a A'-náli y szög a két háromszög hajlási szögét 
adja, ha a befogó  oldalak a háromszögek magasságai. 

Ezek után már könnyű leend a 38-lap vetületeit is elö-
állitani. E végre a 178-ik ábrában rajzoltatik egy rendes 
négyszög aoe, melynek oldala egyenlő a szerkesztendő test 
élével, s mely tehát egységül szolgál. A jelen ábrában a négy-
szög ugy van felvéve,  hog)' annak egyik átlója a vetületi ten-
gelylyel legyen párhuzamos. Ezen négyszög oldalaihoz szer-
kesztetnek az abo, ode  stb. háromszögek, melyek valódi nagysá-
ga az egységgel leirt egyenoldalú háromszög, s melyek d szög 
alatt vannak a négyszög síkjához lefelé  hajolva; miért a b pont 
meghatározására csak a háromszög IB magasságával kell l 
középpontból leirni a BB'  ivet, úgy hogy a BIB'  szög egyenlő 
legyen 180—á-val; — azután meggosszabbitjuk a négyszög 
átlóit, és ezen hosszabbításokra felvisszük  az élek vetületeit, 
ha azok i szög alatt vannak lefelé  hajolva ; vagy is az « közép-
pontból leíratik az éllel a CC"  ív úgy, hogy aCeC  szög 180 —« 
legyen. A függvetületben  a b'  és d'  pontok mélysége a vizirá-
nyos u'o'e'  alatt egyenlő bB'-e\,  a c', k'  pontok mélysége pedig 
annyi mint kC. 

Szerkesztve lévén így a felső  négyszög, az azt bezáró 
háromszögeivel együtt, következik a négy oldal négyszög 
szerkesztése. Szükség lesz itt azonban a következő észrevé-
telt tenni. Az eddigi vetületek ugyanis érvényesek, akár a 
jobb akár a bal 38-lapot kívánjuk előállítni; ezentúl azonban 
a két test vetülete egymástól eltér. A különbség ugyanis abban 
áll, hogy most az oldal négyszöget a cd,  vagy a vele hason-
fekvő  dk  élhez illesztjük-e ? A jelen ábrában a hálónak meg-
felelő  jobb test lévén vetítve, a négyszög is a jobb oldalon 
levő dk  oldalhoz illesztetett. Ezen négyszög a feklapra  merő-
leges lévén, annak egész vetülete a dli  vonallal esik össze. Az 
alsó két pontjának meghatározására képzeljük ezen négyszög 
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síkját fekszeldéje  körül a feklapba  befektetve,  akkor a négy. 
szög valódi állása a k"d"m"n" négyszöggel esik egybe, a me-
lyet tehát csak a kd élre, és illetőleg annak meghosszabbítá-
sára kell visszavetiteni w-be, és ?i-be ; a függvetületben  az n' 
pont mélysége a vizirányos a'o'e'  alatt egyenlő M«."-el, az m' 
ponté pedig annyi mint mvi". 

Minthogy pedig a test alsó része, eltekintve az elfordí-
tástól, a felső  részszel azonos, a nyert (»», m') és (n, n') pontok 
pedig már az alsó részhez tartoznak; azért a vetület többi 
része a méretek részarányos áttétele által könnyen kiegé-
szíthető. 

66. §. 
Elő lévén e szerint állítva a 38-lap egyik állásának ve-

tülete, ebből már a test bármely más állásban is egyszerű for-
gatás által könnyen vetíthető. Legnevezetesebb azon állás, 
mely a 179-ik ábrában van képviselve, melynél ugyanis mind 
a két vetület azonos idomot képez. Ha ugyanis az átellenes 
négyszögek középpontjait összekötjük, ered a 38-lapnak há-
rom fő  tengelye, mely körül a test lapjai részarányosán van-
nak elhelyezve; a jelen állásban pedig egyike ezen tenge-
lyeknek a feklapra,  a másika pedig a függlapra  áll merőlege-
sen. Ezen vetületek mindegyike megegyez a 178-ik ábra 
fekvetületével,  a melynél már is az egyik tengely a feklapra 
merőleges; a testet tehát csak ezen tengelye körül még addig 
kell forgatni,  míg egy másik tengelye a függlapra  nem lesz 
merőleges, vagy a mi mindegy, míg a kmdn  négyszög síkja a 
vetületi tengelylyel nem párhuzamos. Ezen vetületek egyszer-
smind a test további tanulmányozására is legalkalmasabbak; 
miért is a test elméleti meghatározására szinte ezen vetületet 
használjuk a 180-ik ábrában, hol is csak a fekvetület  van te-
kintetbe véve. 

67. §. 

Az egyes méretek mennyiségtani meghatározására néz-
ve a 177-ik ábrában AB — BC = CD = DE= 1 AE pedig 
=y2. Nevezzük az egyenlő OAB, ABO, OBC, BCO, OCD, 
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CDO, ODE és DEO szögeket «-val, az 0 4 0 és OEG szögeket 
pedig /í-val, akkor 

= 270 . . . 1) 
az ABC egyenszárú háromszögből 

AC=2sinci . . .2") 
miért is a GAC  háromszögből 

= co« CAG = cos 2a—90) = sh, (2«+/S) . . . 3) 
A StTftCí 
és tekintetbe vévén az 1) alatti képletet: 
1 = 2 ^ 2 sinit sin (270—2a) = — 2 sina cos 2« . . . 4) 
és a kettős szög pótkeblét kifejtve,  és rendezve: 

sm®« — J sinn — = 0 . . . 5) 
o 

2 | / 2 
mely egyenletben tévén sina = ered: 

23 — 42 — 4 = 0 . . . 6) 
ezen egyenletet feloldván,  találtatik a z valós gyöke 

2 = 2-3829778.. 
, . 2- 3829778.K2 
es sina ~ ; 

4 
tehát « = 57® 24' 22" 

és /? = 270 — 4a = 40" 22' 32" 
A nyert a és szögek segítségével már a többi adatok 

meghatározása eléggé egyszerű. így a GHD  háromszögből, 
melyben GB = í , és nH=  lesz 
a GED háromszögből pedig : 

I>G=  Kg — K2co.S(«+|5) 
mely két érték összehasonlításából ered : 

wsá = - A g cos («-|-/?) = — 0-798365 . . . 7) 

tehát a megfelelő  szög 
# = 142" 58' 23-8" 

Jegyzés.  A 7) alatti képlet szerint cosS  igen közel annyi 
mint — I ; tehát sinS  = közel f  ; és tgS  = közel — | ; ezen ér-
tékek szerkesztésre nézve igen kényelmesek, és azokat hasz-
nálva a d  szög ugyan kellőnél nagyobb, de a hiba csak 0" 5' 
36-s"-et tévén, ezen hiba a leirati rajzoknál elenyésző. 
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Továbbá a BKD  háromszögből, melynek BD oldala 
= 2sina, a BK—  KD  oldala pedig az egyenoldalú három-
szög magassága JK3, következik 

2 . 

és innét: y = 153" 14' b^" 
hol Y azon szöget jelenti, mely alatt két közös élü háromszög 
síkja hajlik egymáshoz. 

Végre a CO"G  háromszögben CO"  egyenlő az egység-
gel, GO" mint a négyszög fél  átlója = a CG  oldal pedig 
a CAG  háromszögből 

miért is a CO"G = t szög meghatározására álland: 
2 — 4 sin''a  = cost 
vagy cosí = v/"2. cos2a = 0-5934687 
tehát í = 126" 24' 12'," 

hol í azon szöget jelenti, mely alatt a négyszög átlója irányá-
ban fekvő  él hajlik a négyszög síkjához. 

Meg lehet itt is jegyezni, hogy a leirati szerkesztéseknél, 
kivált kisebb mértékben a cost pontos értéke helyett lehet az 
igen közel álló cost = f  értéket használni. 

68. §. 
Ha a részarányos harmincznyolczlap mindegyik csúcs-

pontját összekötjük a körülirható gömb középpontjával, akkor 
az egész test^csupa gúlákra oszlik, és pedig 6 olyanra, melyek 
alapja rendes négyszög, melyeknek alaphajlási szögeik = 66" 
2r20-g", magasságuk pedig h^— M 4 2 ; és 32 olyan gúlára, 
melyek alapja rendes háromszög, alaphajlási szögük = : 76" 
37' 2.9", magasságuk pedig 1-213. —Mind a kétféle  gúla-
oldal élei egyenlők egymás között, és egyenlők a körülirt gömb 
sugarával, mely is i 2 = 1-344. 

Ezen adatokból azután könnyen következik az egész 
test köbtartalma K  = 7-886 köbegység, és az egész oldalfe-
lület F  =19-856 négyszög egység. 

Ezen adatokhoz sorozható még, (177 ábra), hogy a BOA 
szög valódi nagysága •=:=• 60"; a COA valódi nagysága = 
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= 114" 48' 44"; k DOA szög valódi nagysága 133" 44' 
26'5" ; végre az EOA szög valódi nagj'sága = 90". 

69. §. 
A mi végre a vetületre vonatkozó adatokat illeti, ezek 

meghatározására szolgál a 180-ik ábra; mely is a 38-lap fek-
vetületét állítja elő, ha egyszersmind a négyszögek síkjait ad-
dig képzeljük meghosszítva, míg azok egymást egy rendes hat-
lapban metszik. GCMN  a körülirt hatlap felső  és alsó négy-
szöge, gcmn a 38-lap felső,  dfqp  pedig az alsó négyszöge. Azon 
acg szög, mely alatt a 38-lap négyszögének oldala, a hatlap 
illető négyszögének oldalához hajlik 

28' 3-5" 
és minthogy az alsó négyszög a hatlap négyszöge oldalához 
szinte ezen szög alatt hajlik, de az ellenkező oldalra, azért 
azon szög mely alatt a felső  és alsó négyszög egymástól ii-ány-
ra nézve eltér ezen szög kettözete, vagyis ^od = 32" 56' 7". 

Az elősoroltakon kivül még megemlítendő, hogy az agh 
és a vele hasonfekvésü  háromszögek, a melyeknek ugyanis a 
négyszögekkel közös élők nincsen, egy oly rendes nyolczlap-
hoz tartoznak, a melynek tengelye a körülirt hatlap tengelyei-
vel összeesnek; vagyis az említett nyolcz háromszög síkjai 
elegendőleg meghosszabbítva egymást egy rendes nyolczlapban 
metszik. Az agh háromszög oldalai azonban a hozzátartozó 
nyolczlap háromszög oldalaival nem párhuzamosak, hanem 
azokhoz akként hajolnak, hogy az ag oldal meghosszítva a 
nyolczlap 0 csúcsára, a gr/t oldal meghosszabbítása a ^ csúcsba, 
a ha oldal meghosszitása pedig a nyolczlap i csúcsára találjon. 

Ha azonban az agr, vagy a vele hasonfekvésü  háromszö-
geket vesszük tekintetbe, de csak a 38-lap felső  oldalán, ak-
kor ezek szinte egy rendes nyolczlap felső  feléhez  tartoznak, 
melyeknek azonban a megfelelő  alsó része egészen hiányzik, és 
ezen hiányzó rész akkor áll elő, ha a jobb testről átmegyünk a 
balra,  ez esetben azután az előbb említett ahg féle  háromszög-
ből tűnik el az alsó négy. 

Az ahg háro mszögekhez tartozó rendes nyolczlap fekvetü-
lete kistó  által képviseltetik, míg az agr háromszögekhez tar-
tozó nyolczlap fekvetülete  luwvo.E  két nyolczlap 0 tengelye 
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közös, de a ks  tengely Iw-he  megy át, ha a jobb testről a balra 
megyünk át; az elfordulási  kol  szög épen akkora, mint a mely 
szög alatt hajlik a felső  és alsó négyszög oldala egymáshoz, 
vagyis: 

kol  =: 32® 56' 7". 
- Ezen nyolczlapok éle, ha a 38-lap éle vétetik egységül 

kt  = 2-972106 
annak féltengelye  pedig ko = 2-1016 

Ide tartozhatnak még azon adatok is, melyek a vetületre 
vonatkoznak. Ugyanis a vetület körül irt GCMN  négyszögbe 
egy rostozat van befektetve  párhuzamosan az oldalakkal, és a 
test minden csúcsának vetülete csak is ezen rostozat átmetszé-
seire esik; ezek rostozat méretei: 

ae =0-521393 
ed  = 0-283476 
db  = 0-337751 

1-142620 
tehát a körülirt rendes hatlap oldala GC  = 2-285240. 

70. §. 
Tekintetbe vettük eddig mind azon testeket, melyeknél 

w = 3, és n = 4, vagyis, melyek csupa rendes három és négy-
szögekből alakithatók. Az utolsó esetnél ugyanis, melyet tár-
gyaltunk, n egyenlő volt 4-el, vagyis egy csúcs képzéséhez 4 
háromszögcsúcs járúlt, és n ennél nagyobb nem is lehet; mert 
ha = 5, vagyis ha a test csúcsának képzésére 5 háromszög-
csúcs fordítatik,  akkor ezek összege már maga 300 fokot  tesz, 
ehhez tehát még egy négyszög csúcsot adván, a 360 fokot  túl-
haladja, és igy a testet lehetlenné teszi. 

Lássuk tehát még, melyek azon testek, a melyek rendes 
három, és ötszögekből készülhetnek. Ezeknél tehát m — 3 és 

60 
n = 5; miért is a 61. §. szerint .4=30 — öfi—9  v; és £ = ^ ; 
minthogy pedig i -nek, vagyis a test csúcsai számának egész 
számnak kell lenni, minthogy továbbá az egy csúcsban össze-
futó  szögek összegének 360 foknál  kisebbnek kell lenni, köny-
nyen következik, hogy három és ötszögekből mindössze csak 
is három különböző test alakítható, ugyanis 
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o) ha fi  = 2, és r = 2, akkor: 

vagy is a test áll 12 ötszögből, és 20 háromszögből. 
6) ha fí  = 3, és V = 1, akkor: 

vagy is a test áll 2 ötszögből, és 10 háromszögből. 
és c) ha íi = 4, és r = 1, akkor: 

^ = 1; 60; ^ = 80; és i\r=: i j í - = 12 

vagy is a test áll 12 ötszögből, és 80 háromszögből. 
Ezek közül azonban a középső- a 64-ik §. alatti sorozat-

hoz tartozván, itt kiesik, úgy hogy csak az első és utólsó lesz 
külön tárgyalandó. 

71. §. 
Az előbbi §. a) alatti pontjához tartozó test képeztetik 

12 ötszögből és 20 háromszögből úgy, hogy minden csúcs kép-
zéséhez két ötszög és két háromszög csúcs váltakozva járúl. 
Eredhez a test a rendes 12-lapból, ha annak csúcsai aképen 
vágatnak le, hogy a levágó sik az élek középpontján menjen 
keresztül, az által a tizenkétlap 20 csúcsa helyébe ugyanany-
nyi rendes háromszög áll, a régi 12 ötszög helyett pedig új 12 
ötszög áll elé, a melyek amazokból erednek, ha az oldalak kö-
zéppontjait összekötjük. De eredhet másodszor a test a rendes 
húszlapból is, ha annak tizenkét csúcsa metszetik le, az élek 
középpontjain keresztül menő síkok által; akkor a tizenkét 
csúcs helyébe áll ugyanannyi rendes ötszög, a régi húsz há-
romszög helyébe pedig új húsz háromszög lép, melyek oldalai 
az eredetieknek épen fele. 

Ezen test rokon a 63-ik §-ben előadottal, a mely is a 
rendes nyolczlapból, vagy a rendes hatlapból épen azon tör-
vény szerint alakul, mint ez a rendes tizenkétlapból, vagy a 
rendes húszlapból. 

A test hálója a 181-ik ábrában van előállítva kisebbített 
mértékben. 
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A mí a test vetületét illeti, az az említettek folytán  igen 
egyszerűen elöállitható az által, ha előbb vetítjük a rendes ti-
zenkétlapot, vagy a rendes húszlapot, azután minden egyes él 
vetületét felezzük,  és a nyert felező  pontokat a fentebbi  tör-
vény szerint kellően összekötjük. 

A 182-ik ábrában van vetítve ezen test oly állásában, 
hogy a függvetületben  a látható részek a nem láthatókat épen 
elfedjék.  — Ezen függvetület  különös figyelmet  érdemel azért, 
mert azt megtartván, és a fekvetületet  addig fordítván  el, míg 
a vetületi tengely az a'h' tengelyre nem merőleges, előáll a test 
azon állása, a melynél mind a két vetület azonos alakot mutat, 
bár egymáshoz 90 fok  alatt elfordulva.  A 183-ik ábrában a 
test a Mohsféle  vetületbe van áttéve. 

A test egyes méretei, úgy szinte a hajlási szögek megha-
tározását, mint hasznos gyakorlatot a szorgalmas kezdőre bíz-
zuk, miután azok a rendes tizenkétlapból, vagy a rendes húsz-
lapból elég egyszerűen következnek. 

72. §. 
A 70-dik czikkben tárgyalt c) alatti test tizenkét rendes 

ötszög és 80 rendes háromszög által képeztetik, mely utóbbiak 
az ötszögeket koszoriiként körülfogják,  úgi- hogy az ötszögek 
egymással közvetlen sehol sem érintkeznek. Ezen test párját 
képezi annak, melyet a 65—69 §§-ben elég terjedelmesen tár-
gyaltunk ; ezen test ugyanis épen azon tövény szerint ered a 
rendes tizenkétlapból, vagy a rendes húszlapból, mint amaz 
eredt a rendes hatlapból vagy a rendes nyolczlapból. — A ren-
des tizenkétlap szembeötlő, mint amott a rendes hatlap; a ren-
des húszlap oldalaira azonban csak elmélkedés által juthatni-
mint amott a rendes nyolczlapéni. 

A 184-ik ábra a test hálójának felét  állítja elő, a másik 
fele  ezzel azonos lévén. Látjuk ebből, hogy minden csúcs kép-
zéséhez 4 háromszög és egy ötszögcsúcs járul. A középen raj-
zolt ötszög mindegyik oldalához 3 háromszög rajzoltatott, me-
lyek középsője az ötszöggel közös oldallal b í r j a mdsik k.'t 
háromszög egyikéhez illesztetik ismét az ötszög. Minthogy pe-
dig épen szabadságimkban van ezen háromszögek bármelyi-
kéhez illeszteni az ötszöget, következik, hogy két ily test léte-
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zik, ugyanis a hal̂  mely a jelen háló által képviseltetik, és a 
jobb, mely eredne, ha az ötszögeket a jobb felöli  háromszögek 
fölé  szerkesztőnők, a melyek jelenleg a hálóban vonalazva van-
nak. Ezen háromszögek, melyeknek az ötszögekkel közös élők 
nincsen, a melyek három csúcsa három különböző ötszög csú-
csaival egyesülnek, és a melyek száma az egész testen húsz, 
ezen háromszögek egy rendes húszlaphoz tartoznak, mely ered, 
ha ezen háromszögek síkjai egész a metszésig meghosszab-
bíttatnak. 

73. §. 
Hogy ezen test vetületeit képesek lehessünk előállítani, 

mindenek előtt a hajlási szögeket kell meghatároznunk. Erre 
nézve képzeljük a test azon csúcsát már megalakítva, mely a 
hálóban abcde  által jelöltetett ki, akkor ered egy ötoldalú gúla, 
melynek csúcsát 0 fogja  képezni, és a melynek alapja egy oly 
körbe irható ötszög, melynek négy oldalát egy rendes ötszög 
oldalai, az ötödik oldalát pedig ugyanezen ötszög átlója képe-
zi ; vagy is egy oly körbe irható ötszög, melynek négy oldala 

egyenlő az egységgel, az ötödik oldal pedig = — .Ezen 

ötszög csak is kísérlet útján szerkeszthető azon elvek szerint^ 
a melyeket a 65-ik czikkben (177 ábrában) követtünk. Ugyan-
is a 185-ik ábrában szerkesztetik az AOE rendes ötszög oly 
nagyságban, hogy annak oldala az egységgel legyen egyenlő. 
Feleztetik azután az AE átló a OC merőleges által, és a két A 
és E végpontokból leiratnak az egység sugárral a Bx és Dy 
ívek. Most már egy kísérlet által feltalálandó  O középpontból 
OA sugárral egy oly kör iratik le, hogy a CB húr az A B-vel 
legyen egyenlő. Az így nyert ötszögnek O középpontját a csú-
csokkal összekötve, megnyerjük a kérdéses ötoldalú gúla fek-
vetületét. 

Ugyanezen ötszögből most már a test minden hajlási 
szögei is könnyen meghatározhatók; mert először is szerkesz-
tetik a GO"C  háromszög, a melynek egyik oldalát képzi az öt-
szög GC  magassága, a második CO"  oldal az egység, a harma-
dik GO" oldal pedig annyi mint az ötszögből vett GQ; ezen 
háromszögnek azután jO"-néli « szöge, azon hajlási szöget 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



adja, mely alatt a C'O  él hajlik az ötszög síkjához, hol még 
megjegyezhető, hogy az 0 pontban GC-re  emelt merőlegesnek 
szinte az 0"  csúcson kell keresztül menni, minthogy 0 0 " nem 
egyéb, mint a kérdéses gúla magassága. 

Az ekkép meghatározott t szög már maga elegendő a 
vetület előállítására, azonban czélszerü lesz még kimutatni, mi-
képen lehet még a többi hajlási szögeket szinte meghatározni. 
E végre szerkesztetik a BKD  egyenszárú háromszög, melynek 
egyik oldalát képzi az ötszög BD átlója, a másik két oldalát 
pedig az egyenoldalú háromszög magasága = 1 ezen há-
romszög A'-náli Y szöge azon szöget adja meg, mely alatt a test 
két közös éllel biró háromszöge hajlik egymáshoz. Végre szer-
keszthető egy hároméi, melynek egyik oldalát képzi az AED 
= szög, a másikát a GEO valódi nagysága = 3 6 ° , a 
harmadikát pedig a DOE szög valódi nagysága r= 60"; ezen 
háromélben azután az « jl-nak ellentett S szög képezni fog-
ja az ötszög és háromszög közti hajlási szöget. A talált y éa d 
szögek azonban a vetület meghatározásánál mellőzhetők. 

74. §. 

Az előbbi §-ben szerkesztésileg meghatározott adatok 
szinte az 185-ik ábra alatti ötszögből elméletileg is lehozhatók 
tudván, hogy az ötszög rövidebb oldalai az egységgel egyen-
lők, a hosszabb oldal pedig, egy rendes ötszög átlója, vagyis 
K 5 + 1 

2 
Ugyanis az EOD egyenszárú háromszögből, az &néli 

szöget a-val jelölvén ered 
1 = 2. OE. cosa 

az OGE háromszögből pedig, jelölvén az E néli szöget (1-val: 
1^5 - f  1 = 4. OE. cosí) 

a két egyenlet összehasonlításából tehát: 
K 5 + 1 

—J  cosn — cos^ 
u 

azonfelül  pedig 4« - f  ,3 = 270" 

tehát cam — — sin 4it 

== — 4 sina cosa (1—2 sin^a) 
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vagy mit « — á síua — ^^— == U 

és tévén sina = | , lesz még 

—8z —12-944272 = 0 
mely egyenletet feloldva,  következik: 

0 = 3-431123, és ebből sina = 0 85778 
a megfelelő  szögek tehát : 

a = 59" 4' ö-g" 
és () = 33® 47' 42.6" 

Ezen így nyert adatok segítségével a hajlási szögek 
most már könnyen kiszámíthatók; mert az ^ C ö háromszögből 

a CO"G  háromszögből pedig, melyben 

CO"  = 1 és GO" = súi36 = ^ ^ ^ , 

j n n l / l 1 1 0 - 2 ^ 5 2 K 1 0 - 2 K 5 ' 
ered : CG = W  1-| ^ ^ cose 16 
tehát a két érték összehasonlításából : 

^ _ y 1 0 - 2 1 / 5 2—4 sin'^a  — cose 
2 

4 cos2(t  cos2« 
és mnét cost — = —:—57, 

K l O — 2 j / 5 ^tnób 
kiszámítván ezen képlet szerint s értékét, leend : 

í = 1 4 3 » 2 1 ' 4 - a " 
A két háromszög közötti •/ hajlási szög egyszei-tien kö-

vetkezik a BKD  egyenszárú háromszögből, melyben 
BK=DK=  és BD-2 sina 

leend ugyanis sina = | sin ^ y 
2 j / 3 . 

és innét sin hy — ^ sina 
tehát i y = 82° 5' 15'," és ^ = 164" 10' 30'," 

Végre azon ő szög meghatározása, mely az ötszögek és 
háromszögek közötti hajlást képzi, az ODGE háromélnek 
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megfelelő  gömbháromszögből ered, a melyben adva van mind 
a három oldal, ugyanis 

« - f ^  92" 47' 42',/' 
GEO = 36" és DEO = 60" 

miért is ő az oldalnak ellentett szöge lévén, lesz 

sin (s-—b)  s'n (s—c) sin í  d  /  ^ -. 
* y sin b sm c 

A 
ezen képlet kiszámítása után azután következik : 

J = 152» 55' 49" 

75. §. 
Ezek után már a részarányos 92-lap vetületeit könnyű 

lesz előállítani, és pedig először is azon legegyszerűbb állásá-
ban, melyben az egyik ötszög lapján nyugszik. Erre nézve 
ugyanis csak a 185-ik ábra alatti ötszöget kell az AE forgási 
tengely körül addig fordítani,  míg az AOE háromszög az ere-
deti AQE állásába jön, mi által a rendes ötszög valódi nagy-
ságában álland elő. Ezen forgás  alkalmával azután a B, C, és 
D pontok a forgási  AE tengelyre merőleges í^öríveket irnak 
le, melyeknek megfelelő  középponti szögek a CGO"  hajlási 
szöggel egyenlők. A forgatás  után tehát a 

B, C, és D pontok 
állása a rendes ötszöghöz tökéletesen meg van határozva, 
mint ez a 186-ik ábrában látható; az ötszögön körülfekvő 
többi hason pontok pedig központi körök kerületén fekszenek 
egymástól egyenlő távolságokban. Ugyanezen forgásból  átve-
hetők egyszersmind az illető pontok magasságai az ötszög 
síkja felett,  melyek azután a függvetületbe  felvihetők. 

Most azután ^ cd,  és a hasonfekvő  élekhez illesztendő 
ismét a rendes ötszög; miután azonban cd  állása már meg 
van határozva, azonfelül  a hozzá illesztendő ötszög síkjának 
fekhajlási  szöge szinte ismeretes, azért a jelen feladat  azonos 
az I. Szakasz 52-ik §-ben tárgyalttal, ugyanis adva van egy 
egyenes vonal, azon keresztül vezetendő egy sík, mely a fék-
lappal adott hajlással birjon. A mi ezen fekhajlási  szöget illeti, 
arra nézve csak azt kell megjegyeznünk, hogy az ötszög síkja' 

Haáz Rezső Múzeum Tudományos Könyvtára 
Székelyudvarhely



IGO 

a test körül irható rendes tizenkétlap síkjával azonos, miért is 
csak ennek liajlási szögét kell tekintetbe venni. De a rendes 
tizenkétlap hajlási szögére nézve találtatott, hogy ennek pót-
keble — ^ , vagy a mi szerkesztésre kényelmesebb, 

V ö 
hogy annak érintője = — 2; miután pedig a féklap  a felső 
ötszög síkjával párhuzamos, azért a keresett, és cd  vonalon 
keresztül menő sík a feklaphoz  oly szög alatt fog  hajolni, 
melynek érintője = 2. Az ide vonatkozó szerkezet a 187-ik 
ábrában külön van előállítva, mely is figyelembe  véve az idé-
zett czikk értelmét minden további magyai-ázat nélkül is elég 
érthető leend. Az ekkép nyert szerkezetből azután a 186-ik 
ábrába az ötszög fekvetülete  egészen átvehető, a függvetület-
ből pedig csak az illető pontok magasságai. 

Az így nyert ötszögek középpontjai a körülírható rendes 
tizenkétlap ötszögei középpontjaival összeesvén, azok össze-
köttetése egy rendes ötszöget képzend. De a rendes tizenkét-
lap alsó ötszögeinél szinte egy ily ötszög áll elő, mely az előb-
bivel csúcsellenes, miért is az alsó ötszögek középpontjai most 
mái- a rajzba szinte bejegyezhetők, ezen középpontokból pedig 
a test részarányosságánál fogva  az egész alsó ötszögek beraj-
zolhatók a felsőkkel  ellentétes irányban ugyan, különben azo-
nosan. Melyek meglévén a test többi részeinek kiegészítése is 
egyszerű áttétel utján könnyen eszközölhető. 

76. §. 
Ha a cdligf  és a hasonfekvő  ötszögek síkjai addig hosz-

szabbítanak, míg a felső  ötszög síkját átmetszik, akkor a met-
szési vonalak egy rendes ötszöget képeznek, mely a körülirha-
tó rendes tizenkétlap felső  ötszöge; a melyből azután az egész 
tizenkétlap is könnyen szerkeszthető. Ha már most a rendes 
tizenkétlapot a benne fekvő  92-lappal együtt egy függélyes 
tengely körül addig forgatjuk,  míg azon helyzetbe jő, melyet 
a 162-ik ábrában állítottunk elő, a'melyben ugyanis a tizenkét-
lap elöli síkjai a hátulsókat épen elfedik,  akkor a függvetület 
a legegyszerűbbé válik. A 163-ik ábrában láttuk egyszersmind, 
hogy az előbbi függvetülettel  mind a két vetület azonossá vá-
lik, ha a test úgy állítatik, hogy annak főtengelyei  (jegecztani 
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tengelyei) a vetületi síkokra merőlegesek legyenek; azért a 
188-ik ábrában még czélszerünek láttuk a 92-lapotezen neve-
zetes állásában szinte előállítani. 

Ezen vetületekre nézve meg lehet jegyezni, hogy megraj-
zoltatván a rendes tizenkétlap vetületének kerete, abba egy 
rostozat rajzoltatik bele, melynek távolai a 186-ik ábra függ-
vetületéböl vannak átvéve, és a melynek vonalai a hoszabb 
szélvonalakkal párhuzamosak, a melyek tehát egymást a tizen-
kétlap hajlási szögei alatt metszik, a 92-lap minden csúcsának 
vetületei azután ezen rostozat metszéseire esnek. 

Egy második igen nevezetes körülmény pedig abban áll, 
hogy a tizenkétlap ötszögének meghúzva mind az öt átlóját; 
ezek a 92-lap ötszögéhez tartozó csúcsokon mennek keresztül. 

77. §. 
Következnek azon részarányos testek, melyek három-

szög, és hatszögekből, vagy háromszög és hétszögekből és így 
tovább alakíthatók. Mind ezen testeket azonban már most egy-
be foglalhatjuk,  előre bocsájtván a következő elméletet. 

Ha egy részarányos test csúcsának alakításához csupán 
három szög járul, akkor ezek közül kettő egyenlő, a harmadik 
különböző tartozik lenni, miután feltétel  szerint ezen testek 
kétféle  rendes sokszögekből képeztetnek. Ezen szögek  közül 
azonban az, mely kétszer  fordul  elő,  csak is páros oldalú  sok-
szöghöz tartozhat.  Ha ugyanis a 189-ik ábrában kifejtve  kép-
zeljük ezen testek hálóit, akkor azon sokszög oldalai mellé, 
mely kétszer fordul  elő, és mely a betűvel van jelölve, szer-
kesztendő rendre egy magával egyenlő a, és különböző mi 
csak úgy lehetséges, ha az a sokszögnek oldala páros, mint a 
189''-ban, mert különben egy oly csúcsra jutunk, mely már 
nem két a és egy b szögből, hanem három a szögből alakul, 
mint a 189''-ben, mi a részarányos testek főfeltételével  ellen-
kezik, mely szerint minden csúcs ugyanazon törvény szerint 
alakítandó. Következik tehát, hogy oly forma  testek, melyeknél 
egy csúcs képzéséhez két egyenlő és egy harmadik különböző 
sokszög csúcsa járul, csak úgy lehetséges, ha az egyenlő szö-
gek páros oldalú sokszöghöz tartoznak. 

Vési,  Leirati mértan. I.  11 
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Ha tehát egy test csupa háromszögekből, és azonfelöl 
még nszögekböl úgy képeztetik, hogy minden csúcs képzésé-
hez két háromszög járuljon, akkor az előbbi czikk értelme 
szerint az nszögekből egy szög nem járulhat, abból legalább 
is kettő kívántatván meg. De a két háromszög szögeinek ösz-
szege 120 fok,  ha tehát csak hatszögeket veszünk is még hoz-
zájok,és ezekből is csak kettőt, akkor már a szögek összege az 
egész csúcsnál 360 fokot  képez ; mely összeg még nagyobb 
lesz, ha a hatszögek helyett több oldalú sokszögeket haszná-
lunk. — Ezekből tehát következik, hogy minden még hátra-
levő lehetséges részarányos testnél, melyben háromszög for-
dul elő, a csúcs képzéséhez csakis egy háromszög járulhat, 
vagy három; az utóbbi eset azonban, mely minden tetszőleges 
nszögnél lehetséges, már a 64 §-ben tárgyaltatott, és így a 
még hátralevő esetekben, ha m = 3, akkor csak [ i = l lehet-
séges. Minthogy pedig ismét csak hatszögeket vévén tekintet-
be, három csúcs összege már maga 360 fokot  képez, követke-
zik továbbá, hogy a tömörszög képzéséhez az nszögekből csak 
kettő járulhat, vagyis minden (ötön felöli)  tetszőleges n-szög-
nél v = 2. A hátralevő esetekben tehát 

m = S, fi  — l, n még határozatlan, de i' . = 2. 
Ha tehát ezen adatok mellett figyelembe  vesszük a 61. 

§. képleteit, akkor mindenek előtt 
^ = 6 r í — n — 6 ( n —2) 

= 12 — n 
minthogy pedig A nemleges nem lehet, mert különben a 
test is nemleges számú csúcsokkal birna, következik, hogy n 
legfeljebb  11 lehet. Minthogy azonban n az előbbi czikk sze-
rint páratlan szinte nem lehet, azért n-re nézve összesen csak 
háromféle  értéket nyerünk, úgymind: 

a) = 6 hol azután A = Q 
í.) n = 8 „ „ A = 4 

é s c ) ? i r = 1 0 „ „ A = 2 
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A talált három test mindegyike, ugyanazon törvény sze-
rint ered a rendes testekből, illetőleg a rendes négylapból, hat-
lapból, és a rendes tizenkétlapból, ha ezeknek csúcsai úgy 
metszetnek le síkok által, hogy a körülfogó  rendes sokszögek 
kétszer oly sok oldalú sokszögekké váljanak, mint a mennyi-
vel eredetileg birtak; így a rendes négylap háromszögeiből 
rendes hatszögek válnak, a négy csúcs helyébe pedig ugyan-
annyi háromszög fog  állni; a rendes hatlap négyszögeiből lesz-
nek nyolczszögek, a nyolcz csúcs helyébe pedig 8 háromszög 
áll; végre a rendes tizenkétlap ötszögeiből tízszögek válnak, és a 
húsz csúcsot a helyébe jövő húsz háromszög foglalja  el. Ezen 
adatok tökéletes összhangzásban vannak a 61. §. képleteivel 
is; ugyanis e szerint 

12(1 , , 24 

tehát az a) testnél: E=12, M=  4 és iV"= 4 ; 
vagy is a test képeztetik 4 rendes hatszögből, és ugyanannyi 
rendes háromszögből. A testet az által nyerjük meg legegy-
szerűbben, ha a négylap mindegyik élét három egyenlő részre 
osztjuk, és az osztó pontokat kellően összekötjük. Vetületei-
nek meghatározására is csak a négylap vetületeiben kell az 
oldalakat három részre osztani. 

A b) testnél, hol tehát n= 8, lesz : 
E = 24:, M=8,  és i V = 6 

vagyis a test képeztetik hat rendes nyolczszögből és 8 rendes 
háromszögből. A test megnyerésére a hatlap élei szinte három 
részre osztatnak ugyan, de ezen részek már egymás között 
nem egyenlők, hanem a közép rész úgy áll a szélső bármelyi-
kéhez, mint i/'i ': 1. A vetület egy rendes négyszöget ábrázol, 
a melybe egy rendes nyolczlap van behelyezve. 

Végre a c) testnél, mely tehát rendes tízszögekből és 
háromszögekből áll: 

M=20,  ésN  = l2 
vagyis áll 12 rendes tízszögből, és 20 rendes háromszögből. 
Előáll a test, ha a rendes tizenkétlap élei úgy osztatnak három 
részre, hogy a középső úgy álljon a szélsők bármelyikéhez, 

11* 
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jjjjjjt I .KIÉZzI Vetületének előállítása szinte igen egyszeriig 

miután a tízszögek egymáshoz! hajlása a tizenkétlap hajlási 
szögével azonos. 

80. §. 
Ha ugyanazon származtatás! törvényt, melyet az előbbi 

czikkben követtünk a rendes négylap, liatlap, és tizenkétlap-
nál, a mely szerint tehát a test csúcsai akkép metszendök le, 
hogy az eredeti sokszögekből két annyi oldalú sokszögek válja-
nak, a még hátralevő 2 rendes testre, ugyanis a rendes nyolcz-
lapra, és a rendes húszlapra alkalmazzuk, a melyeknél tehát, 
minthogy háromszögekből képezvék, csak az élek 3 egyenlő 
részre osztandók; ered ismét 2 részarányos test. Lemetszvén 
ugyanis a rendes nyolczlap csúcsait az említett törvény szerint 
a 8 háromszögből ugyanannyi hatszög lesz, a 6 csúcs helyébe 
pedig hat rendes négyszög lép, ezen testnél tehát: 

m — 4, n — 6, n = 1, r — 2 
i l / /=6 , £ = 24. 

Ha pedig a rendes húszlap csúcsait metszük le, akkor a 
húsz háromszög helyébe jön a húsz hatszög, a test tizenkét 
csúcsa helyett pedig ered ugyanannyi rendes ötszög, itt tehát: 

m = 5, n = 6, ft  = 1, r = 2 
M=12,  N  = 20, és £ = 60. 

Miután mind ezen testek vetületei a rendes testekéből 
elég egyszerűen következnek, azért azok a táblákba fel  se 
vétettek. 

Ezekkel egyúttal végeztük mind azon testeket, melyek 
kétfelé  rendes sokszögekből alakíthatók. Meg lehet azonban 
még itt említeni, hogy ide számítható még egy második csopor-
tozat is, mely a 64. §-ben lehozattal hasónnemü. Az ide tartozó 
testek nem egyebek, mint egyenes hasábok, melyek alapjai 
tetszőleges rendes sokszögek, és melyek magassága egyenlő 
az alap sokszög oldalával. Ezen csoportozatnál tehát m = 4, 
w tetszőleges, /i  = 2,v = l, és ennek folytán  a 61 §. szerint 
4 = 8rt — 4,1 — 4 («—2) = 8 

tehát: = 2n; = n; és ^ = 2. 
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A h á r o m f é l e  r e n d e s s o k s z ö g e k á l t a l b e z á r t 
t e s t e k . 

Képeztessék egy részarányos test háromféle  rendes sok-
szögekből, nevezetesen TOSzögekböl, jiszögekböl és ^szögekből, 
úgj) hogy a test minden csúcsának képzéséhez járuljon az 
wiszögekböl fi,  az jiszögekböl r, és a pszögekböl n szög ; legyen 
azonfelül  a mszögek száma M,  az ?iszögeké N,  és a pszögeké 
P ; a test csúcsainak száma legyen E, az éleké végre K. 

Valamennyi mszögek összege a testen Mm,  ezekből egy 
csvics képzésére forditatik  /< szög, tehát a csúcsok száma 

E = ^^^ . . . 1); hasonlóan az nszögek Nn  számából minde-
gyik csúcshoz V szög veendő, tehát a csúcsok száma 

Nn 
E = — . . . 2); a ^'szögeket pedig tekintetbe véve, lesz 

71 

Azonfelül  az mszögnek mindegyik szöge > 

hol R egy derékszöget jelenj;, tehát valamennyi wiszögek ösz-
szege: 2RM  (m—2)  ; épen igy valamennyi wszögek összege : 
2RN{n—2;  a pszögeké pedig: 2RP (p—2) ; ha tehát az egész 
testeni szögek összegét TF'-vel jelöljük, lesz : 

W=  2R[M{rn—2)-\-N{n—2)^P{p—2)]  . . . 4) 
vagy az 1), 2), és 3)-ból vett M,  N  é?, P értékeit helyettesítve : 

IV=  . ^ (»—2)  . n{p—2 )-\ ^ ^ ^ 
L m ~ n '  p J ^ 

de a 60 §. 4-ik egyenlete szerint: W—  {E—2),  miért is e 
két egyenlet összehasonlításából ered rövid összevonás után : 

. . . . 6 ) 
2mnp—jinp (m—2)—vmp  {n—2)  —Tzmn  {p—2) 

vagy ha rövidség okáért 
A = 2mnp—finp  {m—2)  — vmp (n—2)  — nmn (p—2) 

TI  állllip 
lesz még : E = — ^ . . . 7) 
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2;-nek ezen talált értékét az 1), 2) és 3) alatti képletekbe he-
lyettesítve leend : 

...8) 

és 

82. §. 
Ha egy test háromféle  sokszögekből képezvék, akkor a 

legtöbb oldalú sokszög szöge mindegyik csúcsnál csak egy-
szer fordúlhat  elö; ugyanis ezen szög ha legkisebb, 108 fok-
nyi, ez pedig kétszer véve 216 fokot  ádna; ehhez azonban 
még hozzá járul legalább egy 90 foknyi,  és egy 60 foknyi 
szög, mi által a szögek összege egy csúcsnál a 360 fokot  túl-
haladná, következik tehát, hogy n mindig = 1. 

A legkevesebb oldalú, úgy szinte a középszámúból is 
egy csúcs képzéséhez legfeljebb  kettő járulhat, minthogy kü-
lönben a szögek összege ismét 360 foknál  nagyobb volna, és 
ha az egyik féléből  már kettő vétetett egy csúcs képzéséhez, 
akkor a másikból még csak egy jöhet hozzá, úgy hogy egy 
csiics képzéséhez négy szögnél soha több nem jöhet. 

Ha egy ilyféle  testben háromszögek fordiilnak  elö, ak-
kor a 77-ik §. elmélkedése folytán  az csak akkor állhat elő, 
ha a csúcs képzéséhez háromszögnél több járul, minthogy 
pedig a legtöbb oldalii kétszer elő nem fordúlhat,  azért csak 
is a középnemü lehet kétszeres, és ez is csak úgy, ha az csu-
pán négyszög. Ha pedig egy háromszög, és két négyszög vé-
tetik, akkor ezek szögeinek összege már 240 foknyi,  miért is 
hozzá még legfeljebb  egy ötszög szöge jöhet; ez esetben az-
után, minthogy itt 

m = 3, w = 4, p = 5 
H  = 1, V  = 2 és 

leend ^ = 4 , tehát £ = 60; M = r 2 0 ; iV=:30; é s P = 1 2 ; 
vagyis a kérdéses test áll húsz háromszögből; harmincz négy-
szögből, és tizenkét ötszögből. Ezen test a rendes tizenkétlap-
ból ered, ha annak élei az oldalakkal párhuzamos síkok által 
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metszetnek le, az által azután az eredeti ötszögek helyébe új 
ötszögek állanak, melyek oldalai amazokéval párhuzamosak; 
a lemetszett 30 él helyébe ugyanannyi rendes négyszög áll^ 
a húsz tizenkétlap - csúcs helyébe pedig magától előáll a húsz 
rendes háromszög. Ezen"" származtatást szem előtt tartva, és 
tekintetbe véve, hogy az ötszögek egymáshoz! hajlása a tizen-
kétlap hajlási szögével azonos, a test vetítése is igen egyszerű. 
Ugyanis a 190-ik ábrában rajzoltatott először az a alapötszög, 
a melyre a test fektetve  képzelendő; ennek oldalaihoz illesz-
tettek azután a h négyszögek, a tizenkétlap félhajlási  szöge 
alatt, ezekhez ismét a c ötszögek, melyek hajlása az a ötszög-
höz a tizenkétlap egész hajlási szöge. A többi rész a vetület 
rendes alakja mellett részarányilag könnyen kiegészíthető, a 
fekvetiilet  egész kerete egy rendes tízszöget képezvén. A függ-
vetület azon állásban van véve, a melynél a látható részek a 
hátulsókat épen elfedik.  A 191-ik ábrában van előállítva a test 
hálójának fele. 

83. §. 
Miután oly részarányos test, mely háromféle  sokszö-

gekből van alakítva, és a melynél a háromszög szinte elő-
fordul,  az előbbi czikkben tárgyalton kivül több nem létezhet, 
azért a legkevesebb oldalú sokszög már most a négyszög le-
het ; és azért a test csúcsának képzéséhez mindegyikféle  sok-
szögből csak is egy járulhat. De minthogy így a testcsiics kép-
zésére csak 3 szög fordítatik,  azért innét a 77-ik §. értelmé-
ben mind azok ki vannak zárva, a melyek páratlan oldalú 
sokszöghöz tartoznak. A négyszögekhez tehát csak hatszögek, 
nyolczszögek, stb. csatlakozhatnak. A középfélék  azonban csak 
is hatszögek lehetnek, mert a négyszög, nyolcz, és tízszög 
szögeinek összege már 369 fokot  tészen. 

A legkevesebb oldalú sokszög tehát a négyszög lévén, 
a középoldalii a hatszög, ezekhez járulhat még először a nyolcz-
szög, másodszor a tízszög. Több oldalú sokszög már ismét le-
hetetlen, minthogy a négyszög, hatszög éa tizenkétszög szögei 
összege már 360 foknyi. 

Ennélfogva  tehát két test létezhet, ugyanis a) a melynél 
m = 4, ?! = 6, p = 8, ju = í> = « = 1 
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ennél tehát: ^ — 16 ; ÍJ = 48. 
és M=  12; N=8]és  P = 6 . 

és egy második b) a melynél: 
TO = 4 ; » = 6 ; p : = 1 0 , ii = v = n =z \ 

ennél tehát: A = 8 E = 120. 
és M = 30; i V = 2 0 ; és P=12. 

84. §. 

Az előbbi czikkben lehozott testek elseje a) áll 6 nyolcz-
szögböl, 8 hatszögből, és 12 négyszögből, és ered a rendes hat-
lapból, vagy a rendes nyolczlapból, ha azok élei és csúcsai le-
vágatnak. A négyszögek mind a két testnél az élek helyébejut-
nak, a hatszögek vannak a hatlap csúcsai, vagy a nyolczlap 
háromszögei helyett; a nyolczszögek pedig a hatlap négyszö-
gei, vagy a nyolczlap csúcsai helyett. A 192-ik ábrában elő-
állított fekvetülete  felette  egyszerű. Először is meghúzatik a 
rendes nyolczlap a, a melyen a test nyugvónak tételeztetik 
fel;  ennek ezután felváltva  minden második oldalához függesz-
tetnek a b négyszögek az alaphoz 45 foknyi  hajlás alatt; a 
többi rész azután az ábra egyszerű megtekintése után könnyen 
kiegészíthető. Az idézett ábrában a függvetület  elhagyatott, 
minthogy ezen állásnál mind a két vetület azonos alakot mu-
tat, melyben azonfelől  a látható részek az alatta levőket épen 
fedik.  A 193-ik ábra a test Mohsféle  vetületét állítja elő. 

85. §. 

Végre a harmadik és utolsó részarányos test, mely három-
féle  rendes sokszögekből képezhető, és mely a 83. §-ben h) alatt 
találtatott, áll 12 rendes tízszögből, 20 hatszögből, és 30 négy-
szögből, és a rendes tizenkétlapból, vagy a húszlapból épen 
azon törvény szerint ered, mint az előbb tárgyalt test a hat-
lap vagy a nyolczlapból. IttJszinte az élek helyébe állanak a 
négyszögek mind a két testben ; a hatszögek jutnak a tizenkét-
lap csúcsai, vagy a húszlap háromszögei helyébe ; a tízszögek 
pedig a tizenkétlap ötszögei, vagy a húszlap csúcsai helyébe. 
A 194-ik ábrában rajzoltatott először az a alaptízszög, a me-
lyen a" test nyugszik; ennek azután felváltva  minden második 
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oldalához fiiggesztetik  a rendes négyszög h, a tizenkétlap fél-
hajlási szöge alatt; ezekhez ismét a rendes üzszög a tizenkét-
lap egész hajlási szöge alatt; a többi részek pedig az alak sza-
bályszerűsége mellett könnyen kiegészithetök. A függvetület-
ben azon állás van választva, melyben a látható részek az alat-
ta levőket épen fedik.  Ha ezen vetület úgy állitatik, hogy a de 
tengely az alapmetszetre merőleges legyen, és meghatározta-
tik a hozzá tartozó fekvetület,  akkor a test azon állásába van 
helyezve, a melyben mind a két vetület azonos alakot vesz fel. 
A 195-ik ábra a test Mohsféle  vetületét állítja elő. 

86. §. 
A f e r d é n y e k  á l t a l b e z á r t t e s t e k . 

Az előbbiekben tárgyalt részarányos testekhez számít, 
ható még azon két nevezetes test is, melyek csupa azonos fer-
dények által alakíthatók, ha a csúcsok képzésére csupán he-
gyes, és csupán tompa szögek fordítatnak.  A lényeges különb-
ség azonban ezen testek és a részarányosok között abban áll-
hogy ezen utóbbiak körül egy gömböt lehet leirni, mely vala-
mennyi csúcson keresztül megy; a beleirt gömbök pedig csak 
is egynemű sokszögeket érintenek, és így annyi érintő gömb 
irható beléjök, a hányféle  sokszögek fordítatnak  azok képzé-
séhez ; a ferdények  által bezárt testeknél pedig épen ellenke-
zőleg csakis egy gömb irható beléjök, mely azután valamennyi 
ferdény  síkját érinti, holott a körüle irt gömb csak is a hegyes, 
egy másik pedig csak is a tompa csúcsokon megy keresztül. 

Ezen testek meghatározását illetőleg képzeljük a 197-ik 
ábrában három ferdény  szögét úgy össze illesztve, hogy azok 
tompa csúcsai egy D pontba egyesüljenek, háromnál több tom-
pa szög a csúcs képzésére fordítható  nem lévén; akkor ezen 
ferdények  AC, CG,  és GA hosszabb átlóit összekötve képzel-
ve, ezek a D csúcscsal egy háromoldalú egyenes gúlát képez-
nek, a melynek alapja az AGG egyenoldalú háromszög. Ezen 
gúlának A csúcsánál egy hároméi képződik, melynek egyik 
oldala 60 foknyi,  a másik két oldal pedig egyenlő a ferdény 
hegyes szögének felével;  a mely háromélből kerestetik a 60 
foknyi  oldalnak ellentett hajlási szög, melyet A-vú fogunk  je-
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lölni. Ha tehát a ferdény  hegyes szögét «-nak nevezzük, áll-
ni fog: 

„ , cosöO" COS^lít Cos A = — — sin'^n 
1 — 2cos^ía 

1) 2(1— 

Minthogy továbbá feltétel  szerint Z)-nél vannak a tompa 
szögek, azért G-nél két hegyes szög egyesül, a melyhez még 
hozzáfüggesztendö  szinte hegyes szög, és pedig legalább még 
kettő. Ha tehát valóban két hegyes csatoltatik (r-hez, akkor 
összekötvén a ferdények  kisebb DF,  FJ,  JE,  és ED átlóit, ezek 
a Gr csúcscsal egy négyoldalú egyenes gúlát képeznek, mely-
nek alapja a DFJE  rendes négyszög. Ezen gúla alapjának E 
csúcsánál ismét egy hároméi ered, melynek egyik oldala de-
rékszög, a másik két oldala pedig egyenlő a ferdény  féltompa 
szögével, a melyből a derékszögnek ellentett hajlási szög ke-
restetik. Miután a ferdény  hegyes szögét a-nak neveztük, a 
tompa félszög  leend 90 — J és miután a test hajlási szögei 
mind egyenlők, leend: 

A — cos 90"—cos"^ (90— 

1—cos®A« ~~ " coB^a  • • • 

Az 1) és 2) alatti képletek összehasonlításából követ-
kezik 

(1—2 cos''l^a = — 2{í-~cos%a)-
vagy kifejtve,  és cos^a szerint feloldva 

c o s i « = vagy 
mely érték segítségével az 1) vagy 2)-böl lesz : 

cosA = — i 
tehát a test hajlási szöge ^4=120®. 

87. §. 
A jelen testnél mindegyik hegyes csúcs képzéséhez 

négy hegyes szög járul; ha tehát ezen csiicsok összegét ÍJ,-el 
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jelöljük, akkor lesz a hegyes csúcsok összege. Továbbá 
minden tompa csúcshoz 3 tompa szög kívántatik, tehát a 
tompa csúcsok összege 3ÍJn ; minthogy pedig épen annyi a 
hegyes szög mint a tompa, következik, hogy 

ha pedig a test minden csúcsának összegét E-e\ jelöljük, 
könnyen következik, hogy a hegyesek ezen összegnek | ré-
szét, a tompák pedig f  részét képezik, vagyis hogy 

és = 
miután pedig minden hegyes E^ csúcshoz négy szög járul, az 

j-hez pedig három, lesz, ha F-el jelöljük a szögek számát : 

s minthogy azonfelül  egy hegyes és egy tompa szög együtt 
mindig 180 fokot  képez, lesz a fokok  összege 

W=  2RE 
hol R egy derékszöget jelent. De a 60 §. 4-ik képlete szerint 
minden síkok által bezárt testben 

W=AR  (E—2) 
tehát összehasonlítás által 

^E  = E—2 és innét E=U 
vagyis a jelen test 14 csúcscsal bír, melyek közül f  vagy 6 
jut a hegyesekre, és f  vagy 8 a tompákra. Minthogy pedig a 
hat hegyes csúcsban összesen 24 szög van, következik, hogy 
a hegyes szögek összege, tehát a tompáké is az egész testen 
24, és így a bezáró ferdények  száma 12; miért is ezen test 
ferdény  tíze  - kétlap^iak  neveztetik. 

88. §. 
Ha a test úgy állítatik, hogy a hegyes csúcsokon ke-

resztül menő átlók egyike a feklapra,  másika a fiigglapra  áll-
jon merőlegesen, akkor vetületei a lehető legegyszerűbbek. 
Ugyanis a 196-ik ábrában az a csúcsból lefelé  menő élek 
egyenlő hajlással bírván, azok vetületei egymást derékszög 
alatt metszik, és így az egész vetület egy rendes négyszöget 
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képez, mely az oldalakhoz párhuzamosan négy egyenlő részre 
osztatott. Az egész négyszög oldala képezi a ferdények  hosz-
szabb átlóját, a kisebb négyszögek bc átlója pedig a ferdény 
kisebb átlóját adja valódi nagyságban. A 197-ik ábrában a 
Mohs-féle  vetület vau előállítva. 

89. §. 
Ha a 86-ik §-ben követett eljárást ismételve a 199-ik 

ábrában három tompa ferdényszöget  illesztünk össze Z)-nél, 
ered egy három oldalú gúla, melynek csúcsa D-ben van, és 
melynek alapját képzi a ferdény  hosszabb átlóiból eredt egyen-
oldalú ACO háromszög, a melynél tehát találtatott a csúcsnáli 
hajlás szögekre nézve : 

, 1—2 cos^hoí  s eosA = . . . 1) 2 (1—cos^a) ' 

Jelen esetben azonban a G hegyes szögek mellé még 
három új hegyes szöget illesztünk, melynél azután többet nem 
is lehet; és ha most kötjük össze a ferdények  kisebb EB, BF, 
FH,  HK,  HK  és KE  átlóit, ered egy öt oldalú gúla, melynek 
alapját képzi az EDFHK  rendes ötszög. Tekintetbe vévén 
azon hároméit, mely ezen gúla E alapsarkánál ered, és a mely-
nek egyik oldala 108 foknyi,  a másik kettő pedig egyenlő a 
ferdény  tompa szögének felével,  kereshetjük ismét a 108 
foknyi  oldalnak ellentett hajlási szöget, és találni fogjuk,  hogy: 

^ ___ cos 108"—cos^ (90—étt) 
~ sin-" (90-A«) 

ha ugyanis ismét a-val jelöltetik a ferdény  hegyes szöge; 
mely képletből még a 108 fok  pótkeblét helyettesítve, lesz 

4 ' 

és az 1) és 2) alatti képletek összehasonlításából: 
— ( K 5 + 3 - 4 cos'^a)  (1—cos'^^a) = 2 cos'^Ja(1—2 cos^a) 
mely egyenletet kifejtvén,  és abból cos^a-át  meghatározván, 
ered: 
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l / ^ , K5—1 
co4« = y ^^^^  = 2 

Ezen talált « értéket az 1) vagy 2) alatti képletbe he-
lyettesítve, találni fogjuk  a hajlási A szög részére : 

cos A = —• — 
4 

a miből következik, hogy ezen szög 144 foknyi,  vagyis egyenlő 
a rendes tízszög szögével. 

90. §. 
Ha az ide tartozó test hegyes csúcsait £i-el, a tompákat 

pedig -Eji-el jelöljük, és tekintetbe vesszük, hogy mindegyik 
hegyes csúcsban öt hegyes szög van, mindegyik tompa csúcs-
ban pedig három tompa szög, lesz a hegyes szögek összege 

; a tompáké pedig ; s minthogy a hegyes szögek 
összege egyenlő a tompa szögek összegével, lesz : 

ha pedig valamennyi csúcsok összegét £-el jelöljük, áll szinte, 
hogy 

mely két egyenletből következik, hogy a hegyes szögek ösz-
szege az egész csúcsok összegének csak Vs'^t teszik, míg a 
tompák ugyanannak y^-ával egyenlők. Minthogy tehát 
= és bE^ hegyes szög van mindössze, azért a hegyes 
szögek összege ^ E , a tompáké természetesen épen annyi. 
Ezen szögek közül kettő-kettő összesen 180 fokot  képez^ 
azért az egész testeni szögek összege fokokban 

^ 2R.E 
mely egyenletet összekötve a 60-ik §. 4-dik képletével, ered 

^2RE = 4:R{E~2) 
ebből pedig E = 32 
vagyis a testnek mindössze 32 csúcsa van, mely összegnek 
f-a  (vagy 12) esik a hegyes csúcsokra, és | - a (vagyis 20) a 
tompa csúcsokra. 
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Minthogy a jelen testnek 12 hegyes csúcsa van, és mind-
egyik ilyen csúcsban 5 hegyes szög, azért a hegyes szögek 
összege 5.12 = 60; épen így van a testben 20 tompa csúcs, 
és mindegyikben 3 tompa szög, tehát a tompa szögek összege 
szinte 3.20 = 60, mint lenni kell; yalaménnyi szögek összege 
tehát 120, és azért a ferdények  száma ezen testnél 30; miért 
is az ferdényharminczlapnak  neveztetik. 

91. §• 
A 198-ik ábrában vaunak előállítva a ferdényharmincz-

lap vetületei, azon állásban, midőn a hegyes csúcsokon keresz-
tül menő átló a feklapra  merőleges, mely állásában vetíteni 
legkönnyebb. Ugyanis az a csúcsból a fekvetületben  meghú-
zatnak az ah, ac, ad,  stb. vonalok- egyenlő egyraástóli távolban, 
tehát 72 foknyi  nyilás alatt, és levágatnak belölök oly nagy 
részek, hogy a, bc = cd  = stb. távolságok az adott ferdény  ki-
sebb átlójával legyenek egyenlők; meghúzatnak a be párhu-
zamosan ac-hez, és ce párhuzamosan a6-hez, mi által az e, és a 
vele hasonfekvő  pontok meg vannak határozva. Az ef  távol 
egyszersmind a ferdény  hosszabb átlójával egyenlő. Ugyanezen 
csillagalak azután még egyszer rajzoltatik az előbbivel csúcs-
ellenesen, és még a csúcsokat egy rendes tízszög által össze-
kötve, (melynek oldalai ugyanannyi a feklapra  merőlegesen 
álló ferdényeket  képviseltek), meg lesz az egész fekvetület  ha-
tározva. 

A íiiggvetületben az egyes pontok magassága meghatá-
rozására nézve forgassuk  a feklapban  az abec ferdényt  a víz-
irányos bc átlója körül addig, míg az egész ferdény  a féklap-
pal nem párhuzamos, hol azután oí/a hosszabb átló fele  (=^fíf) 
valódi nagyságában lesz látható, mely is visszafordítatván  ere-
deti helyébe a b, c, d,  stb. pontok közös eE, magasságát hatá-
rozzák meg, az u' csúcs felett.  Az e, / , stb. pontok épen kétszer 
oly nagy magasságban, a g pedig és a vele hasonfekvő  pontok 
háromszor oly nagy magasságban fekszenek.  Az e',  f,  g',  stb. 
pontokban merőlegesek emeltetnek a vetületi tengelyre, a mely-
re a ferdény  oldalának valódi nagysága c £ felvitetnek.  A felső 
távolságok az alsókkal egyenlők lévén, a többi rész könnyen 
kiegészíthető. 
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A jelen ábrában a függvetület  úgy van választva, hogy 
a látható részek az alatta levőket épen elfedjék.  Ha a függve-
tület addig forgattatik,mig  a hk  vonal az alapmetszetre merő-
leges lesz, a mely állásban ugyanis a test egyik ferdénylapján 
nyugszik, akkor mind a két vetület azonos alakot mutat. A 
199-ik ábrában van előállítva ezen testnek Mohsféle  vetülete, 
mely épen az utóbb említett állásnak felel  meg. A 200-ik áb-
rában van végre előállítva a ferdényharminczlap  hálója. 
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kyomatott Emich Quiztár, magy. akíil. njromdiízuil. Pesten. 186.\ 
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