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Eloszo

Ez a tanulmany a lektorok és a szerz6 baratsagabol és szakmaszeretetébdl sziiletett. Szenthe
Janossal 1955-ben egyiitt végeztiink az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem matematika-fizika tanari
szakan. Janos késobb a differencialgeometriat egyetemeken oktatta és fejlesztette, én pedig a GANZ
gépgyarban aramlastani szamitasoknal hasznaltam. Walter NOLL cikkére [1] 6 hivta fel a figyelme-
met, és megtanultam t6le a szerepld matematikai eszkdzok hasznalatat. A cikk a newtoni kontinuum-
mechanikat a 20. szdzad igényeinek megfeleld szigorusaggal irta le, ami késobb a mechanika anyagi
egyenleteinek széleskorli elméletévé fejlodott [2]. Noll szemlélete megerdsitette korabbi mechanikai
ismereteimet, €s biztos alapot nyujtott GANZ gyari munkamhoz [3]. Noll cikkérél 1996-ban rovid
ismertetést irtam a Miskolci Egyetem doktoranduszai részére. Akkori volt tanitvanyom Dr. Koénodzsy
Laszl6 ujabban javasolta, hogy a szoveget ajanljam fel a Magyar Elektronikai Konyvtar részére, ahon-
nan barki ingyen let6ltheti. Ezért az anyagot a lektorokkal egyiitt kibovitve kdzreadjuk.

Noll cikkének tanulmédnyozasat megneheziti, hogy olyan matematikai fogalmakat hasznal,
amelyeket hazankban kevesen ismernek. Ezért a cikk olyan bemutatasat tiztiik ki célul, melyben az
ismeretlenebb matematikai fogalmakat a szo6vegben az elsd eldfordulasuk utin definialjuk. Ez lehe-
tové teszi a fizikai torvények megértését olyanok részére is, akik ezeket a matematikai eszkdzoket
nem ismerik. Eldismeretként a kdzépiskolai matematika és fizika ismereteire szamitunk. A differen-
cial- és integralszamitast természetesen nem lehet kihagyni, de ezek a miiszaki és természettudoma-
nyi egyetemek elsd évének tantargyai, és megismerhetdk a szakirodalombdl is [19]. Azok részére
akik a fizikai alapfogalmakat bovebben kivanjak tanulményozni, a newtoni kontinuummechanika be-
vezetO ismertetését ajanljuk [3], ami az internetrdl ingyen letdlthetd. Azok részére akik a mechanikat
jol ismerik, igyekeztiink Noll cikkének eleganciajat megtartani. A mechanika torvényei sok szakem-
bert érdekelnek, és élményt nyujtanak az alapok megértésére érzékeny olvasdknak. Ezért Noll cikké-
nek ismertetése utan néhany tanulsagot is megfogalmazunk.
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1. fejezet. TEST
Noll a test fogalmat a SIMA SOKASAGOK elméletére alapozta, ez a fejezet ezt ismerteti.

1.1. Jelolések

A racionalis természettudomanyok alapfogalma a halmaz. Ebben a tanulméanyban a legfonto-
sabb ponthalmazok: R, a valés szamok halmaza (angolul Real numbers) azaz a szamegyenes, R, az
euklideszi sik, €s R a 3-dimenzids euklideszi tér.

Noll cikkében [1] sok fiiggvény, leképezés és hozzdrendelés szerepel, amiket egységesen le-
képezéskent kezellink. A leképezés egy halmaz aminek minden eleméhez hozzarendeljiik egy mdsik
halmaz egy elemét. Példaul z = F(x,y) = x% + y* fiiggvény aza < x < b és ¢ < y < d valds sza-
mokkal adott téglalapnak minden pontjdhoz egy valos szamot rendel. A téglalap a leképezés értelme-
zési tartomanya, ¢és ahova a leképezés torténik az Ry. A leképezések tigy szemléltethetdk, hogy az
értelmezési tartomany elemeitdl egy vonal vezet a masik halmazba. A példa szerinti leképezés igy
jelolhetd F : {[a,b],[c,d]} = Ry. Az értelmezési tartomanyt mindig pontosan meg kell adni, mert
minden eleméhez hozzarendeliink egy elemet. A leképezés célhalmazat nem kell részletesen kortil-
irni, az elemeinek elég a 6 tipusdt megadni.

Ha o és B két leképezés, akkor « o 8 az egymdsutdnisagot jeloli: (< o )X = (B(X)), ahol
X a B leképezés értelmezési tartomanyanak tetszéleges eleme, és B(X) az « leképezés értelmezési
tartomanyanak egy eleme. Ha o« : x = y leképezés kélcsondsen egyértelmii, azaz a két halmaz elemei

egy az egyhez parba allithatok, akkor 1étezik az inverz leképezés: y — x, amit o<1 jell. Kolcsondsen
egyértelmil leképezés esetén az x < y jelolést is hasznaljuk.

1.2. Sima fiiggvény

Y Fx) Y E® o
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1. abra. A sima fiiggvény fogalmahoz

Azy = F(x) fiiggvény (1. abra) a valds szamok a < x < b intervalluman van értelmezve, és
az y értekei is valos szamok (F(x) : [a,b] = Ry). Az F(x) fiiggvényt (vagy leképezést) simanak mond-
juk, ha a gorbéje (1. abra) folytonos és téorés nélkiili. Az 1. abran y = F;(x) nem folytonos, és y =
F,(x) toréses, azaz nem simak.

Mas megkozelitésben a simasdgot az y = F(x) fiiggvény Z—i = F'(x) differencialhdnyado-
saval, azaz az érintd egyenes iranytangensével (1. abra) szoktak értelmezni. Az y = F(x) fliggvény
sima, ha folytonosan differencidlhaté. Ez azt jelenti, hogy az y = F'(x) differencialhanyados fligg-

vény létezik az [a,b] intervallum belsejében és kiterjeszthetd az intervallum végpontjaira ugy, hogy a
fliggvény folytonos legyen.

A kétvaltozos fiiggvények részletes matematikai ismertetését lasd [19]-ben.
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1.3. Sima feliiletdarab

y
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2. ébra. A sima feliiletdarab fogalmahoz

A 3-dimenzids euklideszi tér x, y, z koordinatarendszerében (2. abra) S egy feliiletdarab 2. Ez
az u4, vy valtozokkal van paraméterezve, azaz a feliilet harom fiiggvénnyel adhaté meg:

x = f(uy,v)
y=g(u,v) (1a)
z = h(uy,vy)

amelyek az U — V sik Py paramétertartomanyanak (2. abra) tetszéleges (uq, v1) pontjdhoz megadjak
az S feliilet (x,y,z) pontjat. Azt mondjuk, hogy S sima feliiletdarab, ha az (1a) fliggvények (mint két-
valtozos figgvények!) simak. Az S felilleten meghtizhatjuk az u; = konstans és a v; = konstans
paramétervonalakat is, ezek sima gorbék. S és Py pontjai kozott az S & Py megfeleltetés kolcsonosen
egyértelmii 3. Ez azt jelenti, hogy 1étezik az inverz leképezés, amit az

u, =7r(x,y,2)

v =5(x,¥,2) (1b)
fiiggvények imak le. Mivel sima fiiggvényekkel szeretiink dolgozni, megkdveteljiik, hogy ezek a
fiiggvények is legyenek simak.

Az S feliiletdarabot természetesen masként is paraméterezhetjiik. Példaul a ¢, leképezés az
(x,y,z) pontokhoz a P2 paramétertartomany (u,, v,) paraméterparjait rendeli kdlcsondsen egyértelmii
modon (2. dbra) sima fiiggvényekkel Uigy, hogy az inverz leképezés is sima.

Az S ponthalmaz sokféle modon leképezhetd ilyen fliggvényekkel az (u,v) sikra. Tekintsiik
az S halmaz ilyen ¢1, ¢, ... leképezéseinek egy halmazdt, amit @ jeldl (ez véges sok, vagy végtelen
sok ilyen leképezést tartalmazhat). Azt mondjuk, hogy az S feliiletdarab a leképezéseinek @ halma-
zaval egylitt sima sokasagot alkot.

A sokasag egy halmaz (a példaban az S pontjai). A sokasagon értelmezve van egy struktira
(a sima leképezések @ halmaza). Az S halmaz 6nmagdaban nem sima sokasdg (mert ha ®-ben van
nem sima leképezés, akkor nem sima sokasag!). A sima sokasagot tehat az S,d par (a halmaz és a
struktura) egyiitt jellemzi.

2A feliiletdarab ugy képzelhetd el, mint egy meghajlitott papirlap. A gépiparban nagy szivattytikat készitenek tigy, hogy
acéllemezbdl sikidomokat kivagnak, ezeket meghajlitjak, és a gorbiilt feliiletdarabokat sszehegesztik. Sokféle gép eld-
allithato ilyen technikaval. A sima feliiletdarabok a gépek bonyolult feliileteit alkotd épitd elemek, amelyek matematika-
ilag a 2. abra szerint kezelhetdk.

3 Minden paraméterezés kolcsondsen egyértelmii. A paramétervonalak pozitiv szogek alatt metszik egymast.
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1.4. A gomb, mint sima sokasag

Ha egy gomb feliiletét kivanjuk leképezni egy sikra, példaul a f6ldgémbrol térképeket készi-
tiink, akkor egyetlen térképen nem tudjuk a gdmb osszes pontjat képpontként feltiintetni. Tobb tér-
képpel azonban megoldhaté: Példaul egyet készitiink az északi féltekérdl, egyet a délirdl (az egyen-
litonél atfedéssel), egyet az északi sark kdrnyezetérdl, és egyet a déli sark komyezetérol. Ez a négy
térkép teljesen lefedi az egész gombot. A ¢ leképezéseket térképeknek, és a ® halmazt atlasznak
nevezik. Ha a gdmb pontjainak leképezése a térképekre olyan sima fiiggvényekkel torténik melyek-
nek az inverze is sima, akkor azt mondjuk, hogy a gémb a térképeit tartalmaz6 @ atlasszal egyiitt
sima sokasagot alkot. A térképek kdzos részein az (uq, v1) © (uy, v,) megfeleltetés két kétvaltozos
sima fiiggvénnyel irhato le.

Az el6bbi S feliiletdarab és a gomb is 2-dimenzids sima sokasdg. Az S €és a gomb kozott
lényeges kiilonbség, hogy S mar egyetlen leképezéssel megjelenithetd az (u,v) sikon. Ilyen esetben
azt mondjuk, hogy S beagyazhat6 a sikba. A gdmb nem agyazhato be a sikba.

A kovetkez6 részben a Noll-féle test konstrukcidjat mutatjuk be, ami egy 3-dimenzids sima
sokasag. Ez egyuttal példa arra, hogy egy sima sokasdg hogyan vezethetd be egy elméletbe. Noll
megadta a sikeres alkalmazéashoz sziikséges Osszes feltételt. EI6bb azonban néhany altalanos meg-
jegyzést fluziink a sima sokasag fogalmahoz.

A differencialgeometria az R térben megjelend gorbék, feliiletek és testek jellemz6 paramé-
tereit a differencial- és integralszamitas modszereivel szamitja. A vizsgalt alakzatok (sokasagok) sok-
félék. 1-dimenzids sokasagok az egyenes vonalak, sikgorbék, térgorbék. 2-dimenzids sokasagok a
testek feliiletén megjelend tartomanyok. Ezek kozott fontosak a sikba beagyazhaté sokasagok (lasd
az 1.3. pontban). Nem bedgyazhat6 sokasag példaul a torusz is. Ezeken a gdombhoz hasonloan térké-
peket értelmeziink, melyek lefedik az egész sokasagot. Ekkor a sima sokasdag fontos, meghatdirozo
tulajdonsaga, hogy a térképek kozos részein az (uq, v1) < (u,, v,) megfelelések simdk.

crer

sokasagok és a feladatok sokféleségének kovetkezménye. Bevezetésnek szant ismertetésiinkben
azonban megkiséreliink egy szemléletes definiciot (részleteket elhagyva) az eddigi példak alapjan,
el6szor a 2-dimenziods esetre.

Legyen F egy feliilet az R5 térben. Azt mondjuk, hogy az F feliilet 2-dimenzids sima sokasag,
ha minden pontjanak van olyan kdrnyezete, amit egy sikba leképezve, a leképezés és az inverze is
sima fliggvényekkel torténik.

A pont kormyezete egy térkép. Minden pont legalabb egy térképen rajta van, ezért a térképek
lefedik az egész F feliiletet. Mivel az inverz fliggvények is simak, ezért az (uq, v1) © (uy, v,) meg-
felelések is simak.

A definici6 atfogalmazhat6 3-dimenzids sima sokasagra is:

Legyen V egy térfogat az R; térben. Azt mondjuk, hogy a V térfogat 3-dimenzids sima soka-
sag, ha minden pontjanak van olyan kornyezete, amit az R térbe leképezve, a leképezés s az inverze
is sima fiiggvényekkel torténik.

Most a pont kornyezete egy K térfogat (ez a térkép). A leképezések halmaza @ : K— Ry .

Ez a definicio a /ényegre mutat: A sima sokasag helyileg (lokalisan) "hasonlo" egy euklideszi
térhez. Matematikailag azonban kiegészitéseket igényel (a kornyezet bévebb jellemzése, hatarral ren-
delkez6 sima sokasag).

A definici6 atfogalmazhat6 k-dimenzids sima sokasagokra is:

Legyen S az n-dimenzids R, tér részhalmaza. Azt mondjuk, hogy S egy k-dimenzids sima
sokasag az R, térben, ha minden pontjanak van olyan kornyezete, amit a k-dimenziés R, térbe leké-
pezve, a leképezées €s az inverze is sima fiiggvényekkel torténik.
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1.5. A Noll-féle test

Noll szovegének forditasa kék, a magyarazatok feketék.

1. DEFINICIO: A TEST egy olyan B halmaz, amelyen értelmezve van:

a) a ¢ : B>R; leképezéseinek olyan ® halmaza, amely eleget tesz az (S1) - (S4) axidmaknak, és

b) egy olyan valos értékli halmazfliiggvény m , ami B 6sszes Borel-féle részhalmazara értelmezve

van, és teljesiti az (M1) - (M3) axiomakat. ([1], 267 oldal, [2], 33. oldal.) Az a) feltételt itt, a b) fel-

tételt a 2.3. részben targyaljuk.

A B halmaz (a jelolés az angol "Body" =
test szo6 utan) elemei: X, Y, ... a test ANYAGI
PONTJAI 4. A ¢ : B>R; leképezések az anyagi
pontokat a 3-dimenzids euklideszi térbe viszik (3.
abra):

01(X) =x1, @2X) =X,, @3(X) =x3. (2)

A leképezések értékkészletei a K1, K2, K3 pont-
halmazok a térben (3. abra), ezek a test
KONFIGURACIOI. Azx,,X,, X3 helyvektorok
az X anyagi pont HELYET jelolik ki a K1, K2, K3

. konfiguracioban. Az abran a pontok mellé oda ir-
tuk, hogy mely anyagi pontoknak a kepei. A szag-
3. 4bra. A test konfigurécioi gatott vonalak az anyagi pontok MOZGASAT

szemléltetik (amit a 3. fejezetben értelmeziink).

(S1) Minden @e® leképezés kolcsondsen egyértelmii.

Adott konfiguracidban az anyagi pontok és a helyvektoraik egy az egyhez parba allithatok (3.
abra). pe® azt jelenti, hogy a leképezés eleme a @ halmaznak.

(S2) Ha ¢e® akkor ¢(B) az R3-nak egy olyan kompakt tartomanya, melynek hatara darabonként

sima.

A kompakt tartomanyok korlatosak és zartak. A 3. abra szerinti @(B) konfigurdcio tehat nem
nyulhat a végtelenbe (korlatos), és minden hatarpontja a konfiguracidhoz tartozik (zart). Mar itt
emlitjiik azt a matematikai tételt, hogy a kompakt tartomanyokon folytonos fliggvények integ-
ralhatok. Az axidma tehat a tovabbiakban értelmezett fliggvények integralhatosagat biztositja.

Az axioma megkoveteli azt is, hogy minden @(B) konfiguracio hatara egy feliilet, ami darabon-
ként sima (azaz véges sok sima feliiletdarabbol all). Ez kényelmessé teszi a feliileteken végzendd
szamitasokat.

(S3) Ha pe® és ye® akkor a y =y o ¢! = ¢(B) - y(B) leképezés kiterjesztheto az Rz dnmagara

torténd sima homeomorfizmusava.

A leképezések kozott o egymdsutansagot jeldl, @~ a ¢ inverzét jeldli, tehat ¢~ = @(B) - B,
ésigyay = Yo 1= @(B) - B - (B) leképezés az egyik konfiguracié pontjait egy masik
konfiguracié pontjaiba viszi: ez a test DEFORMACIOJA. Az 4bra szerinti K1 konfiguraciot a
K2-be vivo x, = F(x;) deformacié a koordinatakban harom haromvaltozos fliggvényt jelent:

4 Az anyagi pont elnevezést esetenként részecskének forditjak. A magyar szohasznélat szerint azonban a részecske térfo-
gattal is rendelkezik, mig a B halmaz X, Y, ... elemeinek képei pontok (3. dbra), ezért helyesebb az anyagi pont elnevezés
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Xox = f(xlx'xly'xlz)
X2y = (X1 X1y, X17) 3)
Xz = h(X1x, X1y» X1z)

A sima homeomorfizmus olyan kolcsondsen egyértelmii sima leképezés, amelynek az inverze is

sima. Ez tehat egyrészt azt jelenti, hogy a (3) fliggvények simak, mdsrészt (a tobbvaltozos valos
fliggvények tana szerint) az inverz 1étébol kovetkezik, hogy a Jakobi determinans

|22 o1 91
dx 0dy 0z
dg 9dg 0g
Djakobi = [3; 3, 32 “)
oh dh dh
dx 0Jdy 0z

sehol sem zérus. Az axiéma azonban azt is megkoveteli, hogy a (3) fiiggvények és az inverzeik
kiterjeszthetok legyenek sima modon az egész Rs térre. Ezeket a kiterjesztéseket valdjaban so-
hasem végezziik el, de a kdvetelmény biztositja, hogy a konfiguraciok hatardndl (3. abra) a
kiterjesztett (3) fliggvények simak, és Diakobi Ott sem zérus. Ez kényelmessé teszi a feliileten
végzendd szamitasokat.

(S4) Ha ¢ az E-nek olyan 6nmagéra torténd leképezése, ami sima homeomorfizmus és ha ¢ e ® akkor
Yo ped.
A sima homeomorfizmust €és a kort o elobb definialtuk. Az axiéma megkoveteli, hogy a test

crcr

saval lehetséges K2 konfiguraciohoz jutunk.

Az axiomak alapjan a konfiguraciok feliilete jol szamithato, és rajtuk a kiilonféle matematikai
miveletek kényelmesen elvégezhetok.

A ¢ leképezések tobbféle modon is szem-
1¢éltethetok. A 4. abran az anyagi pontok B halmazat
is abrazoltuk, ez természetesen jelképes. A hulla-
mos vonal a B halmaz és a tér szétvalasztasat jelké-
pezi. Az X anyagi pontot a leképezések a 3-dimen-
zi6s euklideszi térbe viszik.

A B halmaz a tértdl fiiggetleniil is kezel-
hetd, de elképzelhetjiik egy euklideszi tér ponthal-
mazaként is, mert az (S1) axioma kovetkeztében a
test beagyazhato a 3-dimenzids euklideszi térbe
(mint a feliiletdarab az 1.3. részben). Példaul a K1
konfiguraciot kivalasztva (kezdeti konfiguracionak
nevezve) a B & K1 megfeleltetés egy bedgyazds.
4. abra. A leképezések szemléltetése Akinek jobban tetszik, B-t igy is elképzelheti.

A beadgyazas lehetdvé teszi, hogy B-t tigy kezeljiik, mint a 3-dimenzids tér halmazat. Példaul
sima feliiletetdarabot is értelmezhetiink B-ben. A B elemeit képez6 anyagi pontok ¢ halmazara azt
mondjuk, hogy sima feliiletdarab, ha a K1 konfiguracioban a ¢4 (c) sima feliiletdarab. Mivel a de-
formaciok sima gorbéket sima gorbékbe visznek, a K2-ben is ¢, (c¢) sima feliiletdarab.
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A mechanika megalapozasat tehat Noll azzal kezdte, hogy jellemezte a test dsszes lehetséges
térbeli megjelenési formdjat. A szigoru feltételek tobb fontos mechanikai feladatot kizarnak.

A B C D E £

5. abra. A és B lehetnek egy Noll-féle test konfiguracioi, de C, D, E, F nem.

Az 5. abran A és B egy Noll-féle test konfiguracioi lehetnek, mert nincs akadalya annak, hogy
az A — B deformaciot sima fiiggvényekkel megvalositsuk. De C, D, E ¢és F nem lehetnek ugyanazon
test konfiguracioi, mert az A-bol nyert deformacio fiiggvényei legalabb egy pontban nem differenci-
dlhatok! A Noll-féle testeken tehat nem jelentkezhet becsipddés, megtorés, elcsuszas, vagy vagds (5.
abra). Erre Noll is felhivta a figyelmet [1]. Az ilyen anomalidk t6bbsége azonban kezelhetd ugy [3],
hogy a kellemetlen helyeket kis térfogatokba foglalva kizarjuk, és a kis térfogatokba sima fiiggveé-
nyeket helyezve: sima deformaciokat nyeriink. Ezzel a triikkkel a Noll-féle konstrukcio kédzelitéleg
alkalmazhat6 C, D, E esetén is, de F-re nem.

A sima sokasdg fogalmat az 1.3. rész készitette el6. A 2. abra hasonl6 a 4. abrahoz, csak az
elébbi 2-dimenzids, mig az utdbbi 3-dimenzids. Mindkettd szemlélteti a beagyazast.

A newtoni kontinuummechanika alapjat képezd Noll-féle test fogalma tehat azon alapul,
hogy az (S1) — (S4) axiomakbol egy sima sokasag képe bontakozott ki:

A Noll-féle test egy 3-dimenzids sima sokasag, ami beagyazhat6 a 3-dimenzids euklideszi térbe.

A sima sokasdagok elmélete a modern differencialgeometriaban készen all, igy matematikai
szigorusagu alapvetést nyujt a Noll-féle testeknek.

2. fejezet. TOMEG
Noll a t6meg fogalmat a MERTEKELMELET alapjaira helyezte.

2.1. A teriilet, mint mérték

Az euklideszi sikon legyen A egy sokszdg. Jeldlje T(A) az A teriiletét. T(A) egy halmazfiigg-
vény, mert ponthalmazokhoz rendel valos szamokat. T(A) alaptulajdonsagai [5]:

(1) Minden sokszog teriilete pozitiv szam.

(2) Egybevago sokszogek teriilete egyenlo.

(3) Ha egy sokszoget két sokszogre bontunk, akkor a ketto teriiletének az Osszege egyenld az
eredeti sokszog teriiletével.

(4) Az egységnégyzet teriilete 1.

Ezekkel a tulajdonsagokkal Hajos bemutatta [5], hogy minden sokszéghdz rendelhetd teriilet,
valamint a sima gorbeszakaszokkal hatarolt sikidomokat sokszdgekkel kozelitve, a sikidomokhoz is.

A teriilet fogalmanak ilyen megalapozasa minta a véges értékli mérték értelmezéséhez.
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2.2. Véges értékii mérték
El6szor a Borel-féle halmaztestet értelmezziik.

Legyen X egy halmaz, és S az X elemeibdl alkotott részhalmazok egy rendszere. S-et Borel-
féle halmaztestnek nevezziik, ha

o A BeSesettnA-BeS

o AeS,n=1.2,..,esetén UAn es

n=1
Az AeS azt jeldli, hogy A eleme az S halmaztestnek. Az A — B halmazt Ggy kapjuk, hogy A-bol

elhagyjuk B elemeit. U a halmazok egyesitését jeloli. Tehat S csak akkor Borel-féle, ha a kiilonbség-
halmazokat ¢és a halmazok egyesitéseit is tartalmazza (végtelen sorozat esetén is). A 3-dimenzids
euklideszi tér jozanabb ponthalmazaira (a konfiguraciokra) ez teljesiil is (de példaul a racionalis ko-
ordinataju pontok halmazara nem). Akar emlitjiik, akdr nem, a tovabbiakban 'halmaz' mindig Borel-
felét jelent.

Jelolje R, a valds szamok halmazat. A p: S — R; hozzarendelés véges értékii mérték, ha

e az S Borel-féle

0

D MA,)

n=1

e haA,e S,n=1,2, .. ,paronként kozos pont nélkiili, akkor u( UAHJ
n=1

o W@ =0,ha @ aziires halmaz
e uA)>0,haAes.

Ha R, helyett vektorok tere szerepel, akkor vektor értékii mértéket nyeriink (és X vektor dsszeadas).

Legyenek p és v véges értékii mértékek ugyanazon S Borel-féle halmaztesten. Azt mondjuk,
hogy v teljesen folytonos p szerint, ha (a fliggvény folytonossag mintajara) minden & > 0 valds szam-
hoz van olyan & > 0 valés szam, hogy AeS és 1(A) <5 esetén V(A) <e.

Alabb Noll az axiomakban kikoti, hogy a tomeg legyen teljesen folytonos a tér térfogati mér-
téke szerint. Latni fogjuk, hogy ez a feltétel biztositja a suriség fliggvény 1étezését.

2.3. A Noll-féle test tomege
A TEST definicéjaban (1. DEFINICIO az 1.4. részben) ez a mondat szerepel:
b) egy valos értékii halmazfiiggvény m ami B 0sszes Borel-féle részhalmazara értelmezve van,
¢s teljesiti az (M1) - (M3) axiomakat ([1], 276. oldal):

(M1) Az m halmazfiiggvény a B halmaz (azaz a TEST, 4. abra) 0sszes Borel-féle H részhalmazan
értelmezett véges értekli mérték.

A H halmaz a B részhalmaza (6. abra), m(H) a H részhalmaz TOMEGE. Az m(B) az egész test
tomege. A B halmaz a 4. abran a tért6l fiiggetlen. Noll a tomeget a tértdl fiiggetleniil értelmezi!
Mivel azonban B beagyazhato a térbe, ezért a helyzet /ényegében olyan, mintha a tomeg a tér
ponthalmazain (a konfiguracidokon) lenne értelmezve!

(M2) Minden @e® esetén az m altal a ¢(B)-n indukalt pu, = m o @' mertek teljesen folytonos (B)-
ben a Lebesgue-féle térfogati mértek szerint. Ebbol kévetkezik, hogy Iétezik a p,, stirtiségfiigg-

vény ugy, hogy minden H < B Borel-féle részhalmazra:

9
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mH)= [p,(x)dV . )
@(H)

H c B azt jelenti, hogy H része B-nek, de vele akar egyenld is lehet. Az anyagi pontok alkotta
H halmaz tomegét, az m(H) szdmot az (M 1) axioma értelmezi. Az (M2) axidma viszont a tdmeg
terbeli kovetelményeit rogziti. A H halmaz képe ¢(H), ami egy ponthalmaz a ¢(B) konfiguraci-
Oban (6. abra). A térbeli indukalt uy= m o ¢! mértéket a p(H)-ra alkalmazva: p ((p(H)) =
m(H) mert @~ *(@(H)) = H egy azonossdg (belathaté a leképezések elképzelésével) és igy az
m(H) szamot kapjuk. Azaz a térben szadmitott tdmeg egyenld a tértdl fiiggetlentiil értelmezett
tomeggel. (Ez az értelme az (5) egyenletnek is.) Az (M2) axioma azt is koveteli, hogy i, mint
mérték, legyen teljesen folytonos a tér Lebesgue-féle térfogati mértéke szerint. Azonban ismer-
jiik a mértékelmélet alapvetd Borel-Lebesgue tételét (nevezik Heine-Borel tételnek is), miszerint
az ilyen mértékeknek létezik siiriiség fiiggvénye (egy nulla mértékli halmaz kivételével). A
pe(X) fliggvény a TOMEG-SURUSEG a ¢(B) konfiguracioban.

(M3) Minden ge® esetén a p,, stirtisegfliggvény pozitiv ¢s korlatos (¢s folytonos).

A Borel-Lebesgue tétel biztositja, hogy a striiség fliggvény létezik. Noll eljarasa elegans, de a
gyakorlatban nem szeretiink nulla mértéksi halmazokkal kinldédni. Ezért itt az (M3) axiomat ki-
egészitettiik azzal, hogy a p,(X) fliggvény legyen folytonos a konfiguracioban a hely fiiggvé-
ny¢ben. Ez Noll megéllapitasait nem befolyasolja. A gyakorlati szamitdsokat azonban tgyis
folytonos fiiggvényekkel végezziik, ezért ez a kiegészités kdzelebb viszi az elméletet a gyakor-
lathoz.

Noll axidémai alapjan: A tomeg az anyagi pontok részhalmazain értelmezett véges értékii
mérték, aminek a térben indukalt mértéke teljesen folytonos a tér térfogati mértéke szerint, és ezért
a térben létezik a siirliségfiiggvénye. A mértékelmélet igy matematikai szigorusagh megalapozasat
nyujtja a Noll-féle testek tomegének.

Egy megjegyzést fiiziink a kontinuummechanikai szamitasok gyakorlatahoz is. A tomeg tértol
fliggetlen értelmezését nem mindenki fogadja el. Erre nincs is sziikség, mert a test bedgyazhato a 3-
dimenzios térbe. Legyen K egy kivalasztott konfiguracio (6. abra). A B & K megfeleltetés a tomeget
a térbe bedgyazza. Minden muivelet, amit a B-n végziink, kivitelezhet6 a K konfiguracion is, és ennek
a forditottja is igaz. Ezért tulajdonképpen mindegy, hogy a testet és a tomegét a tértdl fliggetlentiil,
vagy a térbe beagyazva kezeljiik.

A 6. abra édsszefoglaloan szem-

résztestek 1élteti az eddigi fogalmakat. Az anyagi

pontok B halmazan két struktura van
értelmezve:

e A térbe vivd ¢ leképezések sima
sokasaga.

o Az m(H) halmazfiiggvény, ami egy
mérték, melynek a térben indukalt
e mértéke teljesen folytonos a tér-
fogati mérték szerint.

A B & K bedgyazas alapjan a test a tér-
kezelhetd. A 6. abran résztesteket

P(B)=K konfiguracis ben
gl is jeleztlink. P résztest a B test része, az
& axiomak ra is érvényesek (a térben a
hatara darabonként sima). A P és Q
résztest elkiiloniilt, ha nincs ko6zos

6. dbra. A Noll-féle test elemeinck I¢lteté
DT, A OTCTe TeRT CTEMETER @ SeEETEE™®  belss pontjuk, de lehet kézos hatéruk.
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3. fejezet. KINEMATIKA

2. DEFINICIO: A B test MOZGASA alatt a konfiguracioinak egy olyan {6,} egy-paraméteres csa-
ladjat értjiik, d,e® , - o0 <¢ <+ o0, amely teljesiti az alabbi (K1) - (K2) axiomakat ([1], 268. oldal):

(K1) A derivalt

V(X.1) =%0, X) ©)

l1étezik minden X € B anyagi pontra és minden ¢-re, folytonos fliggvénye X és ¢-nek, és sima fliggvénye
X-nek.

(K2) A derivalt
v(X,t) = iv(X t) = ﬁé’ X) @)
R R

1étezik és folytonos X és ¢ szerint.

A t paraméter az IDO. A 6,(X) = x(t) egy fiiggvény ami megadja, hogy az X anyagi pont a ¢ idépil-

lanatban a térben hol tartézkodik. Példaul a 3. dbran az X anyagi pont utjat kdvetve: t = t;-nél

0., (X) =x4. A v(X,t) vektor igy az X anyagi pont SEBESSEGE a ¢ id6pillanatban (3. dbra), és

v(X,1) az X anyagi pont GYORSULASA a ¢ idépillanatban. Tehat: v(X, t) = % a palya mentén, és
; . d?x

hasonldan v(X,t) = -

Az axiéma kimondja, hogy v(X,?) folytonos az X valtozo6 fliiggvényében. De X egy anyagi
pont, nem térbeli valtozd. Mivel azonban a B test az (S1) — (S4) axidmak kdvetkeztében bedgyazhatod
az R; térbe, ezért az anyagi pontok B halmazan be lehet vezetni a folytonossagot értelmez6 fogalma-
kat. Noll ezt természetesnek tekinti. Azonban az eredeti halmaz és a bedgyazott halmaz folytonossagi
viszonyai azonosak. Ezért gyakorlati szempontbol egyszeriibb, ha a folytonossagot a térbeli x valtozo
szerint értjik.

Egy H < B részhalmaz IMPULZUSA a ¢ id6pillanatban ([1], 268. oldal) :
g(H,1) = [v(X,)dm (8)
H
és az IMPULZUSNYOMATEKA egy O<R; pontra vonatkoztatva:
h(H,£,0) = [[6,(X) - Olxv(X, t)dm 9)
H

A 3. abran a mozgast mar szemléltettiik, 6, a ¢ idopontban érvényes konfiguracio, X a vekto-
ridlis szorzas jele. Az O pont a tér rogzitett pontja melyre a nyomatékokat szamitjuk (a gyakorlatban
rendszerint az origd). Az elnevezések jelzik, hogy a megszokott fogalmakat értelmeztiink.

11
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4. fejezet. EROK

3. DEFINICIO: A B testen értelmezett TOMEGEROK RENDSZERENEK nevezziik (angolul
System of Body Forces) az olyan {Bp} vektor értékli halmazfiiggvények csaladjat, amelyek eleget

tesznek a (B1) - (B3) axiomaknak ([1], 269. oldal):

(B1) A B test minden P résztestére Bp egy vektor értékli mérték, ami P dsszes Borel-féle részhalma-
zara értelmezve van.

(B2) Minden P résztest esetén Bp abszolut folytonos P résztest m tomegeloszlasa szerint. Ennek ko-
vetkeztében 1étezik a stirliségeloszlasa bp tigy, hogy barmely H < P Borel-féle részhalmazra:
B, (H) = [b, (X)dm (10)
H
(B3) A bp stirliség egyenletesen korlatos, azaz 1étezik olyan k szdm, hogy
bp(X)<k <o (11)
ahol £ fiiggetlen P-t6l és X e P-t6l.
Bp egy vektor értékii mérték (ahogy 2.2. pontban értelmeztiik). Egy vektor értékii mérték
abszolut folytonos a tér térfogati mértéke szerint akkor, ha a vektor abszolut értéke teljesen folyto-

nos a tér térfogati mértéke szerint (2.2. pont). A Borel-Lebesgue tétel szerint ez biztositja a bp stirt-
ség fliggvény létezését.

bp(X) a TOMEGERO SURUSEGE, vagy TERERO.
A P résztest a B test része (6. abra), de vele egyenld is lehet: P < B.

4. DEFINICIO: A B testen értelmezett FELULETI EROK RENDSZERENEK nevezziik (angolul
System of Contact Forces) az olyan {Cp} vektor értékli halmazfliggvények csaladjat, amely eleget

tesz a (C1) - (C5) axiomaknak ([1], 270. oldal):

(C1) A B test minden P résztestére Cp egy vektor értékli mérték, ami P 6sszes Borel-féle részhalma-
zara értelmezve van.

(C2) Ha H Borel-féle részhalmaza P-nek, és P jeloli P hatarat, akkor:

Cp(H) = Cp(HAP) (12)
(C3)Ha cc P, ¢« Q (azaz c a kozos hatarfeliilet része), ¢s P — Q akkor

Cp(c)=Cq(0) - (13)

(C4) Ha pe® a B tetszdleges konfiguricioja és P részteste B-nek, akkor a Cp o~ indukalt mérték
megszoritasa a @(P) feliileten abszolut folytonos a @(P) feliileti Lebesgue mértéke szerint.

Ezért 1étezik olyan s(P, @) siirliség fiiggvénye, hogy barmely ¢ = P Borel-féle részhalmazra:

Cp(c)= [s(P,p,x)d4 (14)
p(c)

(C5) Az s(P, @) siiriiség egyenletesen korlatos, azaz 1étezik olyan / szam, hogy
|s(P,¢,x)| </ < (15)

ahol / fiiggetlen P-tSl és x € (P)-tdl.

12



Fay: Bevezetés a newtoni mechanika NOLL-féle megalapozasaba

A (C1) axiomaban szerepld P résztest ugyanolyan, mint elébb a (B1) axiomanal.

A (C2) axiéma biztositja, hogy Cp a P hatdrdn ad egy vektor értékli mértéket. H N P a H halmaz és

a P hataranak koz0s része. Ha ez az iires halmaz (tehat H teljes egészében P belsejében van)
akkor az értéke zérus, azaz ekkor P hataran nem hat felileti er6 a H-ra.

A (C3) axidma megkdveteli, hogy ez a mérték csak a feliiletdarabtol figg, azaz fliggetlen a résztest-
t6l. Ha B-ben két P és Q résztest van, és P teljes egészében a Q belsejébe esik, P — Q, és ¢ sima
feliiletdarab mindketté hataranak része, akkor rajta a feliileti er6k egyenlék kell legyenek.

A (C4) axioma a Borel-Lebesgue tétel alapjan biztositja, hogy a siiriiség fiiggveny 1étezik. Egy fligg-
vény megszoritasa az a fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya az eredeti értelmezési tar-
tomany része, és értékei egyeznek az eredetiével. Az integralast a ¢ feliiletdarab térbeli képén
kell végezni, és s(P, ¢, x) vektor a FESZULTSEG, ami a ¢ konfiguracioban, a P résztest hata-
ran, az x helyvektort helyen, a dA4 feliiletelemen hat.

A fesziiltség fogalmat a mechanikaba Cauchy vezette be. A 20. szdzad kozepéig alapfoga-
lomként kezelték. A Cauchy-féle "fesziiltség elv" kimondta, hogy a feliileti erdk a fesziiltségbdl in-
tegralhatok. Ezt a torvényt a tapasztalat alapjan a mechanikusok elfogadtak.

Manapsag nagyon nehéz a kontinuum mechanika alapjaira Gjat mondani. Nol/ érdeme, hogy
egy altalanos feliileti er6 fogalmabdl (a fonti axiomakbal) indulva a kordbban alapigazsagként tisztelt
fesziiltség elvet bizonyitotta (lasd alabb a IV. tételt)>. Cikkének ez volt az egyik célja. Az
s(P, @, x) vektor itt még bonyolult mdédon fligg a résztesttdl, a konfiguraciotol és a helytdl. A kovet-
kezbkben Noll ezt a fiiggést 1épésenként egyszeriisiti.

A B-ben levd anyagi feliileteket iranyitottnak® tekintjiik. A P résztest P hatérat Gigy irdnyitjuk,
hogy a P pozitiv oldala a P kiilseje.

I. TETEL: Létezik egy olyan vektor értékii fiiggvény S, ami a B-ben levd dsszes irdnyitott ¢ feliiletre
értelmezve van, amire

Cp(c) =S(c) (16)
ervényes, hacsak c része a P résztest P hataranak. Azt mondjuk, hogy S(c) az IRANYITOTT ¢
FELULETEN HATO FELULETI ERO. ([1], 271. oldal)

Mivel c része egy résztest P hataranak, ezért a térbeli (c) képe darabonként sima. A bizo-
nyitast két részletben végzi, el6szor arra az esetre, amikor ¢ a B belsejében van. Ekkor valaszt egy
olyan Q résztestet, amelynek c a hatardn van, és S(c)-t ugy definidlja, hogy legyen S(c) = Cq(c).
Majd legyen P a B test tetszéleges részteste, aminek ¢ a hataran van: ¢ — P. Ekkor

ccP,ccQ,ccQnP,PNnQcP, PNQcQ.
A (C3) axiémat kétszer alkalmazva Cp(c) = Cppq(c) , Cq(c) = Cpng(c) ,
Ezért: Cp(c) = Cq(c) =S(c) .

A bizonyitas masodik részét arra az esetre végzi, amikor ¢ a B hataran van. A ¢ irdnyitasat
megvaltoztatja tigy, hogy a pozitiv oldala B belseje felé mutasson. Ekkor a (C4) axiéma alapjan
S(c)-t a (C4)-ben szerepld integral szolgaltatja.

5 A gyakorlat igényeit a Cauchy-féle fesziiltség elv tokéletesen kielégiti. Ennek ellenére j6 latni, hogy sokkal 4ltalano-
sabb er6fogalombdl is kovetkezik.

6 A 3-dimenzi6s térben egy feliilet irdnyitott, ha van pozitiv és negativ oldala. A Méobius szalag nem iranyithaté. Az
iranyitas valojaban a ¢(B) feliileten valosul meg, de Noll (és mi is) a B testre vonatkoztatja (a beagyazas alapjan).
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5. DEFINICIO: A B testen értelmezett EROK RENDSZERE (angolul System of Forces) olyan
vektor értékil mértékek {Fp} csaladja, melyben B minden P résztestére Fp a P 6sszes Borel-féle rész-

halmazara értelmezve van, és felbonthato
F,=B,+C, (17)

oly modon, hogy {Bp} tomegerdk rendszere és {Cp} feliileti er6k rendszere. ([1], 272. oldal)

A kovetkezo6 elnevezéseket hasznaljuk ([1], 272. oldal):
Az Fp(H) vektor az ERO, ami a B test P résztestének H ponthalmazara hat (7. ibra).

Az Fp(P) vektor a P résztestre hato EREDO ERO. P egészére haté térfogati és feliileti erd dsszege.
Legyen P ¢s Q ket elkiiloniilt részteste B-nek (lasd a 6. és 7. abran). Az
FP,Q =Fp - FPUQ (18)

vektor értékli mérték, ami P Borel-féle részhalmazaira van értelmezve, a KOLCSONOS ER6, ami-
vel Q hat a P-re (azaz P tetsz6leges Borel-féle részhalmazara).

A B test P résztestének a B-re vonatkozo komplementerénelk (kiegészité halmazanak) lezarasa altal a
P-re gyakorolt kolesonds erd a P-n hat6 BELSO ERO.

A B test P résztestére hato KULSO ERO pedig Fg megszoritasa (lasd (C4) magyarazatanal) a P-re.

Az er6fogalmak ugyanigy értelmezhetdk kiilon a tomegerdkre, és kiilon a feliileti erdkre is.

Az Fp(H) vektor a P résztesten kiviili anyag
hat4sa a P-nek H részhalmazara. Ebben benne van
a B-n kiviili anyag hatasa, és a B — P halmaz anya- é
ganak hatédsa is a H halmazra. Ha H kiér a P hata- ,‘p
rara akkor Fp(H) a tomegerdn kiviil tartalmazza a
kozos feliileten atadodo erdt is. Erthetd, hogy Fp(P) H
vektor az egész P résztestre hato eredd erd.

7. abra. A kolesonos erdé magyarazatahoz

A kolcsonos erd, azaz Fpo(H) = Fp(H) - Fpug(H) vektor azt jelenti (7. abra), hogy a P-n
kiviili 6sszes anyag eréhatasabol levonjuk a P és Q egyesitésével kapott résztesten kiviili anyag hata-
sat. A levonaskor a P-n kiviili 6sszes anyag hatasat levonjuk, kivéve a Q-ban levd anyag hatasat. Az

utobbi megmarad, tehat Fp o(H) valoban a Q résztestnek a H-ra gyakorolt hatésa.

A belsé erdt ugy kapjuk, hogy a B - P halmazt lezarjuk (azaz a hatarat is hozza szamitjuk),
ekkor ez is egy résztest, és az altala a P-re gyakorolt kolcsonds erd a belsé erd. (A B testen beliil levo
anyag hatasa a P test tetszOleges H részhalmazara).

A kiilsé erd is érthet. Az Fg mérték az elobbi értelmezés szerint a B-n kiviili anyag hatasa
(tomegerdk és feliileti erok osszege) a B testre. A P résztest H részhalmazara ez is er6t gyakorol.

Legyen {Fp} a B testre hato er6k rendszere, pe® a B-nek egy konfiguracigja, és O<E az
euklideszi tér egy pontja. Ekkor a NYOMATEK, amit a P résztesten hat6 Fp erék az O pont kortil a

¢ konfiguracioban kifejtenek egy vektor értéktt mérték M(Fp, @, 0), ami a P 6sszes Borel-féle H
részhalmazara értelmezve van ¢és az értéke ([1], 272. oldal):

M(F,,0,0,H) = [[p(X) - O]xdF, (19)
H

Az M(Fp, @, 0, H) vektor a P-re haté er6k EREDO NYOMATEKA az O koriil.

14



Fay: Bevezetés a newtoni mechanika NOLL-féle megalapozasaba

5. fejezet. DINAMIKA

6. DEFINICIO: DINAMIKAI FOLYAMATNAK nevezzik a {B, 6, Fp,} harmast, ahol B egy
test, 6, a test egy mozgdsa, ¢s Fp a B testre hat6 er6k rendszerének egy egyparaméteres csaladja, ha
eleget tesznek a kovetkezo két axiomanak ([1], 272. oldal, [2], 38. oldal):

(D1) Az impulzus téorvénye: B minden P részére, minden ¢ idOpillanatban:

Fp,(P) =g(P,1) (20)
ahol g az el6zéekben definialt impulzus. Azaz szavakkal: A P résztestre hato ered6 erd egyenld
a P résztest impulzusanak id6 szerinti derivaltjaval.

(D2) Az impulzusnyomaték torvénye: B minden P részére, minden ¢ id6pillanatban, barmely OeE
pontra:

M(F;,.6,,0,P) =h(P,,0) 1)

ahol h az elézéekben definialt impulzusnyomaték. Azaz szavakban: A P résztestre az O pont
koriil hato eredd nyomaték egyenld a P résztest O pont koriili impulzusnyomatékanak id6 sze-
rinti derivaltjaval.”

Az egyszeriiség kedvéért a jel6lésbdl elhagyjuk a 7 id6t és a feliileti erdk stirtiségére s(c,0,,X) helyett
egyszertien s(c, X)-et irunk.

II. TETEL (az akci6 reakcio tétele): A B test barmely két elkiiloniilt P és Q résztestére ([1], 273.
oldal):

FP,Q (P) = _FQ,P (Q) (22)

azaz a Q altal a P-re gyakorolt kolcsonds erd egyenlo a P altal a Q-ra gyakorolt kdlcsonds erd ellen-
tettjével.
Bizonyitas: Alkalmazzuk (D1) axiémat P, Q és P U Q résztestekre:

Fp(P) = g(P), Fo(Q) = 8(Q), Fpuq(PUQ) =g(PUQ) (23)

P N Q -nak nincs tomege az (M2) axioma miatt (az elkiiloniilt résztestek kozos része feliilet), ezért
(8) egyenlet alapjan

g(PuQ =gP) +gQ (24)
igy (23) alapjan
Fp(P) + Fo(Q) = Fpy(PUQ) . (25)
Nem nehéz belatni, hogy Fpi,q(P N Q) = 0 (mert P N Q feliilet). Ezért
Fpuq(P U Q) = Fpyq(P) + Fpyq(Q) (26)

Amibdl (18) definicids egyenlet alapjan kovetkezik a tétel allitasa.

7 A (D1) és (D2) axiémak Newton torvényei alapjan lényegében Eulertdl szarmaznak [7] 1asd 6.4 részben.
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III. TETEL (a reakcié elve): A ¢ feliiletdarabon hato feliileti er6 a — ¢ feliiletdarabon haté feliileti
er¢ ellentettje ([1], 274. oldal):
S(c)=-8(-c) @27)

A — ¢ feliilet a ¢ feliilet forditott iranyitassal (a negativ oldal lesz pozitiv). A tétel bizonyitasa: Ha ¢
a B hataranak része akkor (iranyitas valtassal) konnyen belathat6. Ha c a B belsejében van, akkor ¢
egyik oldalara egy P jelii résztestet, a masik oldalara pedig egy Q jelii résztestet helyez. Az 1. tételt
¢s a kolesonos erdk (18) egyenletét alkalmazva, majd P és Q-t a ¢-re rahtizva (a tomegiik zérushoz
tartasaval) a tétel bizonyitast nyer.

Egyuttal 1athato, hogy ha ¢ = ¢; + ¢, , két darabonként sima iranyitott feliiletdarab 6sszetevése (az
algebrai topologia értelmében), akkor

S(cy + ¢2) = S(c1) +S(cz) (28)

ami azt jelenti, hogy S egy additiv vektor értékii fiiggvény a B test iranyitott feliiletdarabjain. Egytt-
tal bizonyitott az is, hogy a II. tétel (az akcio-reakcio tétele) igaz kiilon a kélcsonos tomegerdkre, és
kiilon a kolcsonds feliileti erckre is.

IV. TETEL (fesziiltség elv): Létezik egy olyan vektor értékii s(x,n) fiiggvény, ahol xe€0,, és n egy

egysegvektor, oly modon, hogy ([1], 275. oldal):
s(c,x) =s(x,n) (29)

valahanyszor a 8, (c) feliiletnek az xe 6, (c) pontban a normal egységvektora n. A 8,(c) iranyitasat a
c iranyitasa indukalja, és n a 8,(c) pozitiv oldala felé mutat.

A kissé hosszadalmas bizonyitas azzal kezdddik, hogy a térben felvesz két feliiletet, c,-et és
c,-0t ugy, hogy a térbeli képiik normal egységvektora n az x pontnal. Aztan két korhenger alapu
egyenes hengert tekint, melyeknek alkot6i parhuzamosak n-el, és a korrel szemkozti oldalon a két
felvett feliilet zarja le. A kis hengeres térfogatokra a (D1) axiomat alkalmazva a henger sugaraval
zérushoz tartva nyeri a tétel bizonyitasat.

Az s(x,n) vektort nevezte Cauchy FESZULTSEGNEK (angolul stress), ami az x pontban az n nor-

mal egységvektoru feliiletelemen hat. Az [. tételben szereplo S(c) fliggvényre nyilvan ([1], 277. ol-
dal):

S(c)= [s(x,m)d4 (30)
0,(c)
¢s a L. tétel alapjan:
s(x,n) = —s(x,—n). 3D

Ahhoz, hogy a klasszikus kontinuummechanika megszokott tételei érvényben legyenek, még a ko-
vetkez0 ket potlolagos feltételt kell tenniink (nevezhetjiik potldlagos axiomaknak is) ([1], 278. oldal):
(a) Az s(x,n) fesziiltség minden n-re sima fiiggvénye az x0,(B)-nek.

(b) Majdnem minden X eB anyagi pontra a hatarérték?:

b(X) = lim LBP(P) (32)
pox m(P)

1étezik, amikor az X-nek a P komyezete az X-re htizodik 6ssze.

8 A ‘majdnem minden X részecskére’ azt jelenti, hogy azon X részecskék, melyekre az allitis nem teljesiil, barmely
konfiguracioban egy nullmértékii halmazt alkotnak a 3-dimenzios euklideszi tér térfogati mértéke szerint (példaul egy
sima feliiletdarab is ilyen).

16



Fay: Bevezetés a newtoni mechanika NOLL-féle megalapozasaba

Ezekkel a klasszikus modon bizonyithato, hogy ([1], 278. oldal):
(1) Létezik egy olyan S(x) tenzormezd, x€ 6(B), hogy

s(x,n) =S(xX)n . (33)
Az S(x) tenzort az x-beli FESZULTSEGTENZORNAK nevezziik.
(2) Az S(x) fesziiltségtenzor szimmetrikus. (34)
(3) Cauchy mozgasegyenlete is ¢rvényes: divS+pb=pv (35)

ebben S a fesziiltségtenzor, p a tomeg-stirliség, v a gyorsulds, és b az elobbi (b) axidmaval értelme-
zett hatarértek.

Ezzel eljutottunk a newtoni kontinuummechanika megszokott egyenleteihez.

Noll a cikke végén megfogalmazott két fontos dltaldnos elvet ([1], 278. oldal).

Az anyagi pontok helyzetét a valosagos fizikai térben koordindatarendszerben adjuk meg. Ezt
a tér olyan targyaihoz rogzitjiik, melyeknek egymastol mért tavolsagai az id6 folyaman csak nagyon
kicsit valtoznak, mint példdul egy laboratorium falai, az allocsillagok, vagy egy korhinta falovai.
Ezeket fizikai vonatkoztatasi rendszereknek nevezziik [3].

A klasszikus fizika keretében, ha egy fizikai vonatkoztatasi rendszerrél egy masik fizikai vo-
natkoztatasi rendszerre attériink, akkor az ido és a tér paramétereit olyan képletekkel szamitjuk at,
melyek a pontok tavolsagat és az idotartamokat valtozatlanul hagyjak. A legaltalanosabb ilyen kép-
letek:

x*=c¢() + Q) (x — 0) , t*=t+a . (36)

ahol ¢(7) egy id6ben valtoz6 vektor, Q(7) idében valtozo ortogonalis transzformacio, a egy valos kons-
tans, ¢és O egyszer s mindenkorra rogzitett pontja a térnek. (Lasd a 6.8. pontban.)

Feltételezziik, hogy e(?) és Q(¢) kétszer folytonosan differencialhatd. A koordinatarendszer
valtas vektorok és tenzorok atszamitasat is igényli. Egy u vektor igy szamithato at:

u*=Q()u . (37)
Legyen {B, 6, Fp} egy dinamikai folyamat (lasd az 5. definicioban). Egy koordinatarendszer
valtas {c, Q, a}, a 6, mozgast egy j ; mozgasba transzformalja a (36) egyenlet alapjan

6:(X) = c(t —a) + Q(t — a)[6;—o(X) — O] . (38)
A két 6, és 6 mozgas sebességei és gyorsulasai altalaban nem tesznek eleget a vektorok (37)
atszamitasi képletének. Ezek ugyanis fiiggnek a valasztott fizikai vonatkoztatasi rendszertél. Azt

mondjuk, hogy nem objektivek. Azonban vannak objektiv kinematikai mennyiségek, példaul a defor-
mdcio sebességek tenzora.

Ha azt kivannank biztositani, hogy az erdk objektivek legyenek, akkor azt kellene kovetel-
niink, hogy Fp (H) (er6 vektor) a (37) egyenlet szerint transzformalodjon. Azonban, ha ezt a feltevést
tessziik, akkor egy dinamikai folyamat nem dinamikai folyamatta transzformalddik mert a (D1) és
(D2) axidmak nem teljesiilnének, kivéve ha c linearis fiiggvénye ¢-nek és Q allando. Ez az a nehézség,
ami az abszolut tér fogalmahoz vezetett, ¢s ami oly sok bonyadalmat okozott a mechanika torténeté-
ben. Végiil Einstein tisztazta az altalanos relativitas elméletében, amelyben a gravitacids erdk és a
tehetetlenségi erdk nem valaszthatok el egymastol objektiv modon. Ha a klasszikus mechanika terii-
letén kivanunk maradni, akkor ezt a paradoxont ugy kell feloldanunk, hogy felaldozzuk a kiilsé
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térfogati erok objektivitasat, mig megtartjuk a feliileti erdk és a kdlcsonds térfogati erdk objektivita-
sat. Ezt azaltal tehetjiik, hogy feltessziik, hogy az erék a kovetkezo alaku torvényszeriiség szerint
transzformalodnak:

Fp (H) = Q(t — a)Fp;_o(H) +I(H, t) (39)

ahol I(H,f) a TEHETETLENSEGI ERO ami az anyagi pontok H részhalmazan hat a {¢, Q, a} koor-
dinatarendszer valtas soran.

7. DEFINICIO. Két dinamikai folyamatot, a {B, 0, Fpi és a {B, 0, Fp,} folyamatot
EKVIVALENSNEK neveziink, ha van egy olyan koordinatarendszer valtas {c, Q, a}, hogy a 6; ¢és
Fp, értékei a 6, és Fp, értékekbdl a (38) és (39) egyenletekkel szamithatok ([1], 279. oldal).

A mozg6 koordinatarendszerek klasszikus elmélete bizonyitja, hogy az I(H,¢) tehetetlenségi
erd sziikségképpen a kdvetkezo alaku:

I(Ht) = [, iXt)dm , (40)
ahol iXt)=c(t—a)+2V(it—a)[vVXt)— ¢(t—a)]+
+[V2(t —a) -V (¢t — D)][6/(X) — c(t — )] , (41)

itt v' a sebesség a 8; mozgasban, és V() definicioja:

V() = QM. (42)

Konnyti belatni, hogy az I tehetetlenségi erd csak a kiils6 térfogati er6hoz jelent hozzajarulast,
¢s a feltileti erék, valamint a kdlesonos erdk a (37) egyenlet szerint valtoznak (koordinatarendszer
valtas esetén) tehat ezek objektivek. A kiilso térfogati erdk €s az inercia er6k nem valaszthatok el
egymastol objektiv modon. (Lasd [3]-ban Foucault kisérletének magyarazatat.) A tapasztalat azt mu-
tatja, hogy az egész naprendszerbdl allo test esetében vannak olyan rendszerek melyekben a kiilsé
térfogati er6 kozelitoleg zérus. Ezek a klasszikus Galilei rendszerek (melyek allando sebességgel mo-
zognak az allocsillagok rendszeréhez képest). Két ekvivalens dinamikai folyamat valdjaban ugyan-
ahhoz a fizikai folyamathoz tartozik, csak az a kiilonbség, hogy két kiilonboz6 fizikai vonatkoztatasi
rendszerbdl nézziik.

Ahhoz, hogy az axiomak alapjan konkrét szamitasokat tudjunk végezni, ismerni kell, hogy p
¢s F hogyan fiigg az anyagtol a mozgas soran. Ezt sokszor egyenletekkel irjuk le, amelyek ugyanolyan
fontosak, mint a minden anyagra érvényes axiomak, de megkiilonboztetésiil nem axiomdknak, hanem
ANYAGI EGYENLETEKNEK (angolul: constitutive equations) nevezziik. [lyen példaul a linearisan
viszkozus folyadékok Stokes-féle surlodasi torvénye:

F=(—p+AdivD)I+2uD (43)

ahol p a nyomas, A és p a viszkozitas konstansai, D a deformacio sebességek szimetrizalt tenzora, és
I az egységtenzor [3]. Esetenként az anyag viselkedését idealis feltételek kozelito teljesitésével jelle-
mezziik. Példaul feltessziik, hogy a viz aramlasa dsszenyomhatatian. Az ilyen feltételeket ANYAGI
FELTETELEKNEK nevezziik (angolul: constitutive assumptions). Az anyagi egyenletekkel és
anyagi feltételekkel tehat szamitani tudjuk p és F valtozasat a mozgas soran.

Az anyagi feltételek (és egyenletek) eleget kell tegyenek a kovetkezo altalanos korlatozasnak:

OBJEKTIVITAS ELVE: Ha egy dinamikai folyamatra érvényes egy anyagi feltétel, akkor minden
vele ekvivalens folyamat (lasd 7. Definicid) eleget kell tegyen ugyanannak az anyagi feltételnek. Mas
szavakkal: Az anyagi feltételek (€s egyenletek) fiiggetlenek (invariansok) kell legyenek a koordina-
tarendszer valtasok soran ([1], 280. oldal).

Az objektivitds elve fontos alaptorvénye a kontinuummechanikanak.
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6. fejezet. TANULSAGOK

6.1. A matematikai alapozas haszna

Egy mérndk-matematikus egyszer igy sohajtott: Bdarcsak mechanikai szamitasomban ugy biz-
hatnék, mint Pitagorasz tételében!

Noll elmélete ebbdl a szempontbol jelentds lépés. Kiindulo alapfogalma az anyagi pont (3.
abra), és a test az anyagi pontok halmazan értelmezett sima sokasag. A test tomege és a ra hatd
erdéhatdsok az anyagi pontok halmazan értelmezett abszolut folytonos mértékek. A sima sokasagok
¢s a folytonos mértékek szépen kidolgozott matematikai elméletek. Az axiomakkal

Noll a newtoni kontinuummechanikat a matematika részévé tette!

Az elébb emlitett mérndk-matematikus vagya igy teljesiilni latszik. Természetesen ahhoz,
hogy a mechanika ugyanolyan biztonsagot nyujtson, mint a matematika, meg kell gy6z6dni arrol,
hogy az elmélet kiindulo pontjai: az axiomak teljesiilnek-e? Az axiomak egyik része a matematikai
miveletek elvégzégét biztositja, ez célszerli eszkozokkel elérhetd. Az axidomak masik része fizikai
tartalmu, a tovabbiakban ezeket targyaljuk. Az alapfogalmakat szerzd egy bevezetd jellegii tanul-
manyban [3] dsszefoglalta, ami itt kiegészitésként ajanlhato.

6.2. Tomegmegmaradas

Newton a mechanikat megalapozo6 hires konyvét igy kezdi [8],[3]: "Az anyag mértéke a
mennyisége." Ezt igy értjiikk: Az "anyag" koznapi fogalom, nem szorul definiciora (az elmélet alkal-
mazasainal majd megmondjuk, hogy milyen anyagrol van sz6), a mértéke pedig azt jelenti, hogy egy
mennyiséget rendeliink hozza. Majd ezt irta: "... ezt a mennyiséget testnek vagy témegnek fogom
nevezni." Manapsag ezeket a szavakat kicsit masként hasznaljuk: testnek az alakzatot nevezziik,
tomegnek a benne 1évo anyag mennyiséget. Newton mondata azonban jelzi, hogy felismerte (a szava-
kat mai értelemben hasznalva), hogy: a mozgas soran a test tomege nem valtozik! Szilard testek
esetén ez természetes: az eldobott k6 tomege roptében nem valtozik. Folyadékok és légnemii testek
esetén is igaz. Ha egy adott pillanatban a folyadék egy részét kortilvesziik egy feliilettel (ezzel ki-
jelolve egy testet), akkor az anyaggal egyiitt mozgo feliilet valtozatlan tomeget hatarol! Ez a tomeg-
megmaradas térvénye. A torvény nem csak mechanikai folyamatokra, hanem termodinamikai és
kémiai folyamatokra is érvényes! (Kémiai folyamat esetén: a reakcid utani dssztdmeg egyenld a
reakci6 elotti 6ssztomeggel, amit szamos mérés igazolt.)

Hogyan érvényesiil a tomegmegmaradas Noll rendszerében? Nala a t6meg az anyagi
pontok id6tél fiiggetlen halmazan értelmezett mérték. Amikor tehat a P résztest mozgdsban vesz
részt, akkor a tdmeg (ugyanazon halmazon ugyanazon mértékkel szamitva) a mozgas soran nem val-
tozik. Noll igy biztositja a tomegmegmaradast. Erdemes az aldbbiakra is figyelni: 1) A P résztest
mindig ugyanazokat az anyagi pontokat tartalmazza, 2) A P résztest felilletén anyag nem érkezik és
nem tavozik, 3) Minden mérték additiv: "az egész mértéke egyenld a részek mértékeinek 6sszegével".
A tomeg esetén ez hétkdznapi tapasztalat.

A tomegmegmaradas torvényét a mai atomfizika is alatamasztja [3]. Az additivitas alapjan
a test tomege a feliiletén beliil levo elemi részek tomegeinek az 6sszege. Az elemi részek tomegei
ismertek, és mechanikai, hétani vagy kémiai folyamatok soran nem valtoznak, ugyanis hdtani fo-
lyamatok esetén csak az atomi részek homozgasa valtozik, kémiai folyamatokndl pedig csak az
elektronhéjak. Tehat, ha a test feliilletén elemi részek nem érkeznek és nem tavoznak, akkor a
tomegmegmaradas teljesiil! Az atommagokat érintd folyamatok esetén azonban mas a helyzet, Ein-
stein AE = c?Am képlete alapjan a tomeg kissé véltozik! Ezért a nuklearis folyamatokat kizarjuk
a newtoni kontinuummechanikabol (bar a tomeg valtozasa a képlet alapjan szamithato).

A tomegmegmaradast Truesdell és Toupin [7] részletesen targyaljak.
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Newton ismerte a dinamikai tomeg ¢s a gravitald tomeg aranyossdgdt is: Ha a Fold egy
pontjan két test stilya egyforma, akkor ugyanazon erével meglokve a gyorsulasuk is egyforma lesz!
Errél Noll egy mésik cikkében [10] ezt irta: "Kisérleti tény, hogy az m4(P) / m,(P) hanyados értéke
(ahol P tetszdleges résztest, m, a dinamikai tomeg és m,; a gravitald tdmeg) nem csak fiiggetlen a P
résztesttol, de valdjaban ugyanaz, a természetben valaha is el6fordult testekre. Megfelel6 egy-
séggel: my =my,=m."

6.3. Newton axiomai
Egyértelmiiség kedvéért Newton axiomait kittind forditasabol [8] idézziik:

Newton I. axiomaja (tehetetlenség torvénye): “Minden test megmarad nyugalmi allapotiban vagy
egyenletes és egyenes vonalu mozgasaban, hacsak kiilsé eré nem kényszeriti ennek az dallapotnak az
elhagyasara.”

Newton II. axiomaja (mozgastorvény): “A mozgds megvdltozasa aranyos a kiilsé, mozgato erdvel,
és annak az egyenesnek az iranyaban megy végbe, amelyben ez az erd hat.”

Newton III. axiomaja (akcié-reakcio torvénye): “A hatdssal mindig egyenld nagysagu és ellentétes
visszahatas all szemben; mas szoval: két testnek egymdsra gyakorolt kélcsonds hatisa mindig
egyenld és ellentétes iranyu.”

Newton L. axiomaja igy kezdddik: "Minden test ...". Nem "geometriai", hanem "mechanikai
testekrol" ([3], 6. és 9. oldal) van sz0, amelyekre a tomegmegmaradas is teljesiil. Ez kitinik New-
tonnak az axiomakat megel6z6 emlitett magyarazatabol, és példaul a rakéta mozgasabol is, melybdl
tomeg tavozik, és ra az I. axioma nem is teljesiil! A "mechanika test" tomege tehat a mozgas soran
dllando, mindig ugyanazokat az anyagi pontokat tartalmazza, és ezért anyagi térfogatnak is nevez-
hetd [3]. Tehat az 1. axidmat igy is kezdhetnénk: "Minden mechanikai test ..." ¢és erre vonatkoznak
az axidma tovabbi fontos tényei: a magdra hagyott (mechanikai) zest tehetetlen, és a testre hato Kiilsé
erd az, ami megvaltoztatja a mozgasallapotat (ha nincs ellenstilyozva).

Newton II. és III. axiomaja a newtoni kontinuummechanika legfontosabb része. Ezeket Eu-
ler és Cauchy atfogalmazta (1asd alabb).

A 6.1. pontban emlitett mérnok-matematikus egyszer javaslatot tett egy mérdberendezés
megvalositasara. Kitiind gépészmérnok fonoke kétségét fejezte ki a berendezés mikddésével kapceso-
latban. Matematikusként minden tervezési l1épést végiggondolva két hét mulva kijelentette: Ha New-
ton torvényei igazak, akkor tokéletesen fog miitkodni. A javaslatot elfogadtak. A berendezés elkésziilt,
a GANZ gyarban 40 évig kitlinden miikodott. Ezt annak bizonyitasara emlitjiik, hogy a mérnoktar-
sadalom nem kételkedik Newton axiomarendszerében.

6.4. Euler axiomai

A nagy rendszerez0 Euler altalanositotta Newton 11. axidmajat:

Euler 1. axiomaja (mozgasegyenlet): di_ f= Z"_ f (45)
dt =t

ahol ¢ az id6 és i az impulzusvektor, amit (8) egyenlet definial. Az egyenlet jobb oldalan f; a V'
térfogatu mechanikai testre (Noll szerint résztestre, [3] szerint anyagi térfogatra) kiviilrél haté egyik
eré (j =1, ..., n), n ara kiviilrél hat6 er6k szama, és f a ra kiviilrél hatd erdk ereddje. Az impulzus
derivaltja tehat egyenli a newtoni testre hato erdk eredojével. Ebbol levezethet6 az iskolai gyakorlat-
ban megszokott: m a = F egyenlet is [3].

Newton 1. axidémaja csak azt mondja ki, hogy az impulzus megvaltozasa ardnyos az eredd
erével. Azonban, ha elhatarozzuk, hogy mindig SI nemzetko6zi egységeket (m, kg, s) hasznalunk, és
az er6t Newtonban szamitjuk (1 N =1 kg . 1 m/s?) akkor (45) egyenletbe az egyenldség jelét tehetjiik.
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Euler az akcio-reakcid térvénye alapjan levezette a nyomatéki egyensuly egyenletét is. A
levezetésben Newton I11. axiomajat ugy értelmezte, hogy a hatasvonalak egyezését is koveteli!
Ez azt jelenti, hogy barmelyik akcio-reakcio parnak a tér barmely pontjara vonatkozé forgatonyoma-
téka zérus. A koordinatarendszer origdjara vonatkoz6 impulzusnyomaték definicioja:

lny()maték = J‘
M

ahol r az orig6tol a dm tomeghez mutatd helyvektor, v és p a dm tomegnél a sebesség és a slirliség,
ami megfelel Noll (9) egyenletének is. Erre érvényes:

rxvdmzjrxvpdV , (406)
Vv

di g &
o7 s rY.s goe P . nyomaték __
Euler I1. axiémaja (nyomatéki torvény): —t = ,E_1 r; xfj , (47)

ahol r; az origdtol az f; er6 tamadasi pontjahoz vezeto helyvektor, és n a hatd er6k szama. Az egyenlet
megfelel Noll (D2) axidmajanak, a (21) egyenletnek: Az impulzusnyomaték derivaltja tehdt egyenld
a newtoni testre hato erék nyomatékainak osszegével.

Az évszazados mérnoki tapasztalatok igazoltak Euler axiomait is.

6.5. Cauchy axiomai

Cauchy feltételezte, hogy a testek feliiletén hato feliileti erok fesziiltségekbdl integralhatok.
Euler L. és I1. axiomaja igy ilyen alakt lett:

Cauchy L. axiéméja: 4 [pv dV‘ = [ pgav+ [Fas , (48)
%0 =0 i sin)
cr gs d
Cauchy II. axiomaja: — I rxpvdV = I rxpgdV + jer ds . (49)
40 =4 i $(n)

ahol ¢ az 1d6, mint valtozo és ¢; adott idopont. A bal oldali integralokat a V(¢) idében valtozo anyagi
terfogaton kell szamitani, p stiriség, v sebesség, r helyvektor, x a vektorialis szorzas jele, az integra-
lok érteke fligg az id6tol, ezt a fiiggvényt kell differencidlni az id6 szerint, €s a differencialhanyadost
a t; értéknél kell kiszdmitani. A jobb oldali integralokat idében valtozatlan V() és S(¢)) tarto-
manyokon kell szamitani, ahol S(#,) a V(t,) feliilete, g a fajlagos tomeger6 (Foldi rendszerben g a
nehézségi gyorsulas [3]), és F a fesziiltségtenzor.

Cauchy L. és I1. axiomaja valdjaban Euler I. és II. axiomaja kontinuummechanikai valto-
zokkal felirva, és a feliileti erdket fesziiltségtenzorral szamitva. Az axiomakban az F fesziiltségtenzor
csak az S(t,) feliileten jelenik meg. Cauchy azonban azt is felismerte, hogy a test belsejében is ébred-
nek fesziiltségek (1asd [3]-ban is) és bemutatta, hogy a tér egy r helyvektor pontjaban a fesziiltségek
egy F fesziiltségtenzorral szamithatok. Cauchy munkéssagaval kialakult a newtoni kontinuumme-
chanika manapsag is stirtin alkalmazott axiomarendszere [7].

Noll (D1) és (D2) axiémaja valojaban Cauchy I. és II. axidmaja, azzal az eltéréssel, hogy
a térfogati ¢s feliileti eroket az altalanos er6fogalommal irja fol. A bizonyitasai révén azonban végiil
azt latjuk, hogy egyenértékiiek Cauchy axiomaival.
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6.6. Noll rendszere

Noll alapfogalma az ANYAGI PONT, ami a térben mozog (3. dbra), szemben a térben allo
pontokkal (amelyek helyvektorokkal vannak adva). Az anyagi pontok halmaza a TEST, és ennek
részhalmazai a RESZTESTEK (és ezek Borel-féle részhalmazai). A test térbeli megjelenési formai
(konfiguracioi) anyagot tartalmazo, feliilettel hatarolt ponthalmazok. A testek feliilete véges sok
sima feliiletdarabbol 4ll, amelyeken az integralok jol szamithatok. A TOMEGET az anyagi pontok
halmazain értelmezett valés szam értékii mértékként, az EROHATASOKAT pedig vektor értékii
mértékként definialta.

A térfogati eréhatasok (B1) — (B3) axiémai egyszeriien vezettek a TERERO fogalmahoz. A
feliileti er6k (C1) — (C5) axiomai hosszabb gondolatmenettel vezettek a FESZULTSEG fogalméhoz.
Az utobbi utat érdemes végig kovetni, mert ez Noll cikkének {6 eredménye.

(C1) axioma ugyanugy értelmezi a Cp mértéket, mint (B1) a Bp mértéket. Ekkor tehat még csak
annyit tudunk, hogy a P résztest H részhalmazara hat6 er6hatas (7. abra) egy vektor: f = Cp(H), ami
természetesen még fligg a P résztesttdl és a H részhalmaztol.

(C2) koveteli, hogy a H-ra hat6 f erd a P résztestnek csak a P hataratél (feliiletétdl) fiigg.

(C3) kdveteli, hogy ha ¢ sima feliiletdarab P része, és c egy P-t tartalmazo Q résztest Q hataranak is
része, akkor a rajtuk hato erdk legyenek egyen/ik. Tehat ha H = ¢, akkor a P-nél nagyobb Q
résztesten ugyanaz az er0 hat.

(C4) biztositja, hogy a térbeli ponthalmazon a fesziiltség 1étezik.

(C5) axidoma ésszerli moédon korlatozza a fesziiltséget.

Az L. tétel bizonyitja, hogy a feliiletdarabokon hat6 erd fiiggetlen a résztesttol.

A 1L tétel az akcié-reakcié torvényének bizonyitdsa. Erdekes, hogy a korabban axiomaként
tisztelt torvény tételként jelentkezik. A bizonyitas azon alapul, hogy ha P és Q résztest, akkor P U Q
is résztest, és erre a haromra alkalmazva Noll (D1) axiomajat, a tétel bizonyitast nyer. A bizonyitas a
(D1) axioman kiviil Noll rendszerébdl mas axiomat nem hasznal (!), €s (D1) elédje Cauchy 1. axi6-
maja, ami azt jelenti, hogy a bizonyitas Noll axioma rendszerétdl fiiggetlen: azaz Newton, Euler és
Cauchy megszokott torvényeibdl is kovetkezik!

Mivel az akcio-reakcio torvényét a multban is sokszor sikeresen alkalmaztuk, ezt a tovabbi-
akban is megtehetjiik, fliggetlentil attdl, hogy axidma-e vagy tétel.

A 11 tétel a reakcio elvének bizonyitasa. Ha ¢ egy sima feliiletdarab, és tekintjiik a forditott
iranyitasu — ¢ feliiletdarabot, akkor a c-n hato feliileti eré S(c) (a ¢ pozitiv oldalan levé anyag eréha-
tasa a negativ oldalon levo anyagra) valamint az S(- ¢) er6 (az eredeti ¢ negativ oldalan levé anyag
erOhatasa a pozitiv oldalan levé anyagra) egymas ellentettjei (azaz (27) egyenlet érvényes). Valojaban
ezt az elvet hasznaltuk a multban is, az akcio-reakcio elvének alkalmazasaként.

A 111 tételbol kovetkezik, hogy ha ¢ = ¢; + ¢, , két darabonként sima iranyitott feliilet 6sz-
szetevése, akkor
S(¢y + ¢2) = S(cq) +S(c2) (50)

ami azt jelenti, hogy S valdjaban egy additiv vektor értékii fiiggvény a B test iranyitott feliiletein hato
er vektora. Evvel egyuttal az is bizonyitott, hogy a IlI. tétel (az akcio-reakcid tétele) igaz kiilon a
tomegerokre, és killon a feliileti erékre is.

A IV. tétel az s(c, x) fesziiltséget megszabaditja a ¢ feliiletdarabtol, azaz egy adott x pontban
a fesziiltség csak x-t6l és a feliiletelem n normal egységvektoratdl fiigg. Vagyis eljutunk Cauchy
fesziiltség elvének s(x,n) kiindul6 pontjahoz. A klasszikus mechanika tankonyveiben megtalalhato
Cauchy bizonyitasa arrdl, hogy a fesziiltség az n normalvektor homogén linearis fiiggvénye, azaz:
s(x,n) = S(x)n , ahol S(x) méasodrendii tenzor, amit [3]-ban F(x) FESZULTSEGTENZOR jelol. A
fesziiltségtenzor a nempolaros kontinuumokban szimmetrikus ([3], 34. és 46. oldal), ami azt jelenti,
hogy Noll axiémai olyan testekre vannak folirva, melyekben nincsenek magnesek.
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6.7. Gyakorlati aximarendszer

Gyakorlati kontinuummechanikai szamitasok céljara allitottuk 6ssze az aldbbi axiomarend-
szert egy gépipari gyar fejleszto részlegénél [3]. Newton harom axidomajanak szamozasat megtartot-
tuk. A kovetkezo alapmennyiségeket vezettiik be: 71d0, r helyvektor, p slirliség, v sebesség, g fajlagos
tomegero, F fesziiltségtenzor (amit Noll S-el jel6lt). Definicio:

Azt mondjuk, hogy az alabbi axiomak newtoni kontinuum mozgasat irjak le, ha
tetszoleges V(r) idoben valtozd anyagi térfogatra (ami a mozgasa soran mindig ugyanazokat az
anyagi pontokat tartalmazza és S(¢) a feliilete) barmely ¢, idépillanatban teljesiil ([3], 27. oldal):

d

(Ia) — | pav =0 , (51)
dt V-([) 1=t
d

1P) = dv = dv + [Fds , 52

(Ila) Jovar| = [ pgar+ | (52)

v (t) 1 V(ty) S(t)
(I11a) 4 | rvadV‘ = [ rxpgdv+ [rxFds . (53)
dt 3, =4yl $(1)

Az axidomak és paramétereik ugyantgy értendék, mint Cauchy axiomai a (49) egyenlet utan.

Az (Ia) axiéma a tomegmegmaradas teljesiilését koveteli: Az integral a V() anyagi térfogat
tomege, aminek derivaltja zérus, tehat az integral maga (a tdmeg) idében allando (a jele azért (Ia)
mert Newton . axiomajanak elofeltétele). A (IIa) és (II1a) axioma Noll (D1) és (D2) axiémaja a
(20) és (21) egyenletek, melyeknek torténelmi eldzményei Newton II. és II1. axidmaja. Az axiomak
érvényesek a mozgas teljes id6tartama alatt barmely 7 = ¢, idopillanatban.

Az axiomak bal oldala hasonld, ami azért elonyos, mert egyforman kezelhetok [3]. Az (Ia)
axioma kényelmesen hasznalhato szakadasi feltételek levezetésénél is [3]. A gyakran el6fordulé Foldi
rendszerekben g a nehézségi gyorsulas, ismert. Azzal, hogy a tomegmegmaradast 6szekotottiik Noll
(D1) és (D2) axiémaival lehetdvé valt a newtoni kontinuum definiciéja egyetlen mondatban. Ez
Osszefoglalja az 0sszes fontos tapasztalati tényt amelyeken a newtoni kontinuummechanika alapul.

Az (Ia) — (IIla) axiomak csak mechanikai eréhatasokat vesznek figyelembe. Masfajta
hatasokra (villamos, magneses, stb.) az axiomak kiterjesztései hasznalhatok [3],[7].

Emlitésre méltd, hogy az aramlastechnikai forgégépek (szivattytk, vizturbindk, géz- és
gazturbinak, ventillatorok, fuvok és turbokompresszorok) tervezési alapegyenlete a jarokerékre al-
kalmazott (II1a) axiéma. Az elsé ilyen gépet Segner Janos Andras tervezte, ami Gottingen mellett
miikodott is. A newtoni tdrvényekre alapozott szamitasait Segner megkiildte Fulernak, aki képletbe
foglalta (Euler-Segner turbina egyenlet [3]). A modernkori alkalmazast Csanddy [6] mutatta be.

Szilard testek (gépek, épiiletek, szerkezetek) és kozel dsszenyomhatatlan folyadékok (viz, olaj)
kontinuummechanikai szamitasait hétani fogalmak nélkiil is el Iehet végezni. Ilyen feladatok céljara
az (Ia) — (Illa) axiomak (és szarmazékaik) rendelkezésre allnak [3]. Az ilyen szamitasok alapjat ké-
pezo elméleti mechanikai modellek 3 fiiggetlen fizikai torvényen alapulnak.

Olyan kontinuummechanikai feladatok esetén azonban, melyeknél a strlédas lényeges (nem
hanyagolhat6 el, és nem elég korrekciokkal figyelembe venni) vagy dsszenyomhaté kozegek (g6z
¢s gaz) aramlasanak szamitasa is cél, az (Ia) — (IIla) axiomak rendszerét ki kell egésziteni a ter-
modinamika elso fotételével [3]. Ilyen esetben az elméleti mechanikai modell 4 fiiggetlen fizikai
torvényen alapul.

A kereskedelemben kaphato kontinuummechanikai szoftverek ismertetésénél fel szoktak tiin-
tetni, hogy a szoftver mely axidomakat alkalmazza. Ezt ismerve elképzelést nyerhetiink arrol, hogy
hasznalhato-e a feladataink megoldasara.
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6.8. Koordinatarendszer-valtas

Cikke [1] végén Noll definialta az ekvivalens dinamikai folyamatokat, és értelmezte az objek-
tivitas elvét. Mindkét fogalom kapcsolatban van a koordindtarendszer-valtasokkal, ezért itt ezeket
targyaljuk. A sikbeli (2-dimenzids) eset ismertetésével kezdjiik (8. abra).

€,
P &
- o / \\
- \\\
X, . X < o
- x =% ~\
\
a
o 5 “

8. abra. Koordinatarendszer-valtas a sikban

A 8. abran az e, e, bazisvektorokkal adott koordinatarendszer O origojat az a = (a4, a,) vek-
torral eltoljuk, és utdna a koordinatarendszert elforditjuk « szoggel (8. abra), igy kapjuk az e, e}
bazisvektoru koordinatarendszert. Az eredeti koordinatarendszerben a sik tetszéleges P pontjanak a
helyvektora x = (x4, x,) (8.abra). Az 0j koordinatarendszerben ugyanazon P pont helyvektora x*=
(x7,x3) (8. abra). Ha barmi torténik a P pontnal, az eredeti koordinatarendszert hasznalé megfigyeld
az eseményt az (x4, X, ) koordinatdknal észleli. Ugyanazt az eseményt az 0j koordinatarendszert hasz-
nalo az (x7, x;) koordinataknal rogziti. Els6 feladatunk az, hogy ismerve a koordinatarendszer-valtas
paramétereit (az (a4, a,) és « adatokat) megallapitsuk, hogy az 0j koordinatak (x7, x;) hogyan sza-
mithatok a régi koordinatakbol (x4, x,), azaz a koordindta-transzformdcio egyenleteit keressiik.

A vektorok kifejezhetok a bazisvektorokkal:

X = X1€q + X2€, , A= Qa1€q + a,e, , X* = x;e; + x;e; . és igy az

x = a+ x" vektoregyenlet: x,e; + x,e, = a,e; +a,e, + xje] + x;e; .

A bazisvektorok (ranézésre) e] = cos X e; +sin X e, , €, = — sin X e; + cos X e, ,
tehat: x; — a; = x{ cos X — x, sin € , X, —a, = x; Sin € + x; cos & .

Ezekben az egyenletekben felismerhetok a kovetkezé matrix szorzdasok:

X1 —ag cos X — sin o\ (X1 -
( B ) = ( _ ) 1), azazvektorosan: x —a= M~1x*
X2 — Az sin < cos </ \x;

x1 [ in o\ (X1 — @ )
( 1) - ( o o )( ! 1) , ami vektorosan: Xx* =M (x—a) ,

b

X5 —sin « cos o</ \Xz —Q;
COS X sin X . s
ahol M = ( . ) az « szOgl forgatds matrixa,
—sin «  cos «

M~! az M inverze, azaz a (- ) szogli forgatas matrixa, és ezekre érvényes az
M~! = M7 egyenldség, ahol MTaz M matrix transzpondltja (foatlora tiikkrozottje).

Az elébbi egyenletek a 2-dimenzids koordinata-transzformdcio keresett egyenletei.
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A térbeli koordindtarendszer-valtas egyenleteinek levezetése szerepel [3]-ban, de vazlatosan
itt is bemutatjuk. Az altalanos esetet vizsgaljuk, a térben mozg6 koordinatarendszer gyorsulva halad,
¢s gyorsulva forog az alléhoz képest.

A 9. dbran az dllo Descartes-féle koordi-
natarendszert (x,y,z) képviseli, a mozgé rendszert
(x"y",z"). A mozg6 rendszer megfigyeldje egy anya-
gi pont palyajat regisztralja az (xy’,z") tengelyek-
hez képest. Annak érdekében, hogy a palya alakjat
lassuk, forgassuk az (x')y';z") koordinatarendszert
olyan helyzetbe, hogy a tengelyei pdrhuzamosak
legyenek az 4llo tengelyekkel. Igy nyerjik az
(x",y",z") rendszert. A mozgo megfigyelé dltal
észlelt palya ebben jelenik meg. Az alabbi egyen-
leteknél konnyebbség, ha a forgatds tenzoranak az
inverzet jeloljiikk M-el (9. abra). A mozgd rendszer
origjanak helyvektora az 4llo rendszerben ro. A Y- ébr?- Az allo, a mozgo és az elforgatott
megfigyelt anyagi pont helyvektora az 4ll6 rendszer- koy(')rdlnétarends;er’.' (A vesszGs és kétV?SZ'
ben r, a mozgd rendszerben r', illetve az elforgatott- $20s rendszer origoja azonos, csak az atte-

ban r". kinthetdség érdekében rajzolzuk igy.)
Az abra alapjan:
r=rotr’, (54)
r'=Mr" , (55)
r=ro+Mr" . (56)

Az utdbbi egyenlet a koordindta-transzformacio egyenlete. Mind a négy paraméter fiigg az
idotol. A newtoni kontinuum elméletében az id6 egyforman mulik a rendszerekben: " =¢'=t. Az
(56) egyenlet koordinatasan:

" n_.r n_.r "

Xy cos(x"x") cos(y"x') cos(z"x'))(x
", r

=| ¥o |+]| cos(xy’) cos(y’y’) cos(z"y)||y"]| . (57)

"n_o "_r "

Z, cos(x"z") cos(y"z') cos(z"z z

N R

ahol (y"x') egy szog, a 9. abran jelolt y” tengely és x' tengely szdge (a "-0s rendszer origdjat a '-0s
rendszer origdjahoz tolva). Az M tenzor a forgatas tenzora, hossztartd, szogtartd?, és az inverze a
transzponaltja [9] 10, esetenként mértéktarto vagy ortogondlis tenzornak nevezik.

Az 1d6 szerinti differencialast ponttal jeloljiik.
A (54) egyenletbol: F=r,+1',
¢s az (55) egyenletbdl (szorzat derivaltja): F'=Mr"+Mr§".

M értékét [3], [7] és [17] alapjan a mozgo koordinatarendszer pillanatnyi forgdsanak w
szOgsebesség vektoraval fejezziik ki, és igy:

A sebességek transzformdacios képlete [3]: F=rf,+oxr +Mr".

(58)

A gyorsulasok transzformdcios képlete [3]: F=f)+oxr+ox@xr)+2oxMr¥i"+M¥i". (59)
Uj jeloléseket bevezetve [3]: a=r, a,=t, w=Mr", a'=Mr¢", (60)

ahol a két utobbit a rogzitett bazisvektort (x",y",z") rendszerbdl visszaforgatassal nyerjiik. Ezekkel:

9 TetszOleges u és v vektorra (Mv)? = v2, és (Mu)(Mv) = uv .
10 Az inverz M''. Az M transzponalt matrixot az M matrix fotengelyre valé tiikrozésével kapjuk: M = M™.
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a=a,+Ooxr'+ox(oxr)+2oxw +a’, (61)

ahol a az anyagi pont gyorsuldsa az allo rendszerben, a, a mozg6 rendszer origdjanak gyorsuldsa az
allo rendszerben, @ a mozgd rendszer forgasanak széggyorsulasa az alld rendszerben, majd a cen-
tripetalis gyorsulas és a Coriolis gyorsulds (-1)-szerese kovetkezik, és végiil a’ az anyagi pont gyor-
suldsa a mozgo rendszerben.

Példaként nézziik meg, hogyan alakul Cauchy mozgdsegyenlete a mozgd rendszerben? Az
allo rendszerben Cauchy egyenlete a (35) egyenlet:

pa=pg+divF . (62)
Ebbe a értékét (61)-bol helyettesitve és atrendezve:
pa' = pg—pa, — poxr' —2poxw' — pox(oxr’)+divF . (63)
Ebbdl 1athato, hogy ha ugy értelmezziik a mozgd rendszerbeli g’ értékét, hogy:
pg =pg—pa, — poxr —-2poxw — pox(oxr’) , (64)
akkor Cauchy egyenlete a mozg6 rendszerben is érvényben marad:
pa' =pg +divF. (65)

A (64) egyenlet mutatja, hogy a térfogati erdsiirtiséget hogyan kell modositani ahhoz, hogy
Cauchy egyenlete a mozgd rendszerben is teljesiiljon. (64) jobb oldaldn a o g utan a tehetetlenségi

erok striségei szerepelnek: A p g utani els6 két tag a mozgo rendszer gyorsuldsaibol szarmazik, a

harmadik a Coriolis erd sirisége: f =-2poxw', a negyedik pedig a centrifugailis eré

Coriolis

stirtisége: fo,igais = —P @< (@X1') . A leggyakrabban el6fordulé esetben az origo rogzitett (ao = 0),
¢s a rendszer egyenletesen forog (@ = 0), ekkor csak a Coriolis és a centrifugalis tag marad az egyen-

letekben.

Egyébként az is igaz, hogy a kiils6 térfogati erdstiriségnek a (64) egyenlet szerint modosult
értékével a newtoni kontinuummechanika 6sszes axiomai (az (51) — (53) egyenletek) érvényben
maradnak [3] (tehat a mozgd rendszer is inerciarendszerként kezelhetd!). Ezt Noll is emliti a 7.
definicional a (40) — (42) egyenleteknél. Noll értelmezése szerint az el6bb targyalt all6 és mozgé
koordinatarendszerekben megjelené mozgasok ekvivalens dinamikai folyvamatok.

A (65) egyenletbdl lathato, hogy a fesziiltségtenzort nem kell modositani. A fesziiltségek és a
feliileteken hato erdk a mozgo rendszerben ugyanazok, mint az allo rendszerben. Az 1d6 és az anyag
stirlisége is ugyanaz. A mozgo rendszer alapmennyiségei: ¢, r', p, W', g', F.

A div F vektor kezelésére alabb visszatériink, el6bb azonban emlékezetbe idézziik a vektorok
szabalyait. A geometridban az iranyitott szakaszokat (nyilakat) nevezik vektoroknak [5]. Két vektort
azonosnak tekintiink, és egyenlonek mondunk, ha hosszuk és iranyuk megegyezik. A vektort eltolhat-

Jjuk dnmagéval parhuzamosan barhova, ugyanaz marad. Ha egy vektor kezdGpontjat egy koordi-
natarendszer origdjaba toljuk, akkor a 3-dimenzids euklideszi térben a végpontja a 3 koordinatajaval
jellemezheto. A fizikaban a geometridhoz hasonldan a vektorok eltolhatok. Ennek elénye vilagosan
megmutatkozik, amikor eré diagramok rajzolasakor az er6 vektorokat szabadon toljuk a rajz barmely
pontjaba.

Most tekintsiink egy fizikai vonatkoztatasi rendszert (az értelmezését lasd a (36) egyenlet
eldtt), és legyen ebben egy vektor (nyil), amit v-vel jeloliink. Ennek fizikai jelentése is lehet, de ennél
a gondolatmenetnél ez 1ényegtelen. Koordinatarendszer még nincs megvalasztva, de a v helyzete a
vonatkoztatasi rendszert meghatarozé testekhez képest adott. Most valasszunk a vonatkoztatasi rend-
szerben két koordinatarendszert. A v vektor koordinatai a vesszds €s kétvesszds rendszerben:

12

V= (v{,vé,vé) = (U1 ,vé’,vé’) . (66)
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A koordinatak kiilonboznek, de kozéjiik tehetjiilk az egyenldség jelét, mert ugyanazt a v
vektort képviselik. A v vektor fiiggetlen a koordinatarendszert6l! Akkor is ott van a térben, ha nincs
koordinatarendszer. Ha az egyik koordinatarendszerrol attériink a masikra (és kdzben v valtozatlan!),
akkor ezt a (37) egyenlettel tehetjiik meg, ami ilyen alaki:

n
Uy mip My Myz\ (Vg M1 Mz My3
vy | =|M21 Maz My3 || vy | ahol |M21 Mpz Ma3 | =M ajforgatds matrixa (67)
vy M3; M3z Mzz/ \vy M3y M3z Ms3

Ennek szemléletes értelme az, hogy a vektort eltoljuk az egyik koordinatarendszer origojaba
¢s meghatarozzuk a koordinatait, majd eltoljuk a masik origojaba és ott is szamitjuk a koordinatait,
¢s a két szamharmas kozott a forgatas ortogonalis matrixa teremt Osszefliggést! (A forgatas a két
koordinatarendszer bazisvektorait is egymasba viszi.) Figyelemre méltd, hogy a mozgéd koordi-
natarendszer origdjanak eltolas vektora (az allé origohoz képest) nem szerepel a képletben (ez annak
koszonhetd, hogy a vektorok eltolhatok). Ha egy szdmharmas minden koordinatarendszer valtas
esetében a (67) egyenlet szerint transzformalodik, akkor azt mondjuk, hogy olyan vektort hataroz
meg, ami a koordinatavaltasok soran invarians. Azt is mondjak, hogy az ilyen vektorok objektivek.

Objektivnek a megfigyeld koordinatarendszerétdl fiiggetlen fizikai fogalmakat nevezik.
Egyesek az objektiv dolgokat értékesebbnek tartjak, mint a nem-objektiveket. Ennek nincs alapja.

Nem objektivek a helyvektorok, mert fliiggnek attél, hogy hol van a koordinatarendszer
origdja. A helyvektorok atszamitasi képlete az (57) egyenlet, ami nem felel meg a (67) egyenletnek.

Anyagi pontok mozgasanal a sebességvektorok és a gyorsuldasvektorok nem objektivek, mert
az atszamitasi képletiik az (58) és (61) egyenlet.

A newtoni kotinuummechanikaban nem objektivek a kiils6 térfogati erdék és a beldliik
szarmazo strliségek, mert az atszamitasi egyenletiik a (64) egyenlet.

Objektiv a Cauchy egyenletében szerepld div F vektor.

Objektiv minden olyan elem, ami a kiindulasunk fizikai vonatkoztatasi rendszerében a koordi-
natarendszer megvalasztasa eldrt értelmezhetd. Példaul egy sima feliiletdarab, ami a fizikai vonat-
koztatasi rendszert meghatarozo testekhez van erdsitve.

Objektiv az F fesziiltségtenzor is. Egy objektiv sima feliiletdarabon a tAmaszkodasbol vagy
nyomasbol szarmazo fesziiltségek a mozgo koordinatarendszerben ugyanazok, mint az 4llé koordi-
natarendszerben. Kiilonben koordinatavaltas esetén az objektiv tenzorok matrixanak atszamitasi
képlete:

F” = MF'M™!  ahol az inverz M~! = M a transzponalt '°. (68)

6.9. Ekvivalens dinamikai folyamatok

Noll az ekvivalens dinamikai folyamatokat a 7. definicioval értelmezte. Az ott szerepld (36) —
(42) egyenletek helyett a szamitasok a tomegerdk elobb levezetett képleteivel is elvégezhetok.

Ha egy mozgast (testek dinamikai folyamatait) koordinatarendszert6l fiigget/eniil tudunk ér-
telmezni (skalarokkal, vektorokkal és tenzorokkal), és két kiilonboz6 koordinatarendszerben figyel-
jiik meg (az egyik mozgo, a masik allo) akkor a kiilso térfogati erd atszamitasi képletét is figyelembe
véve (azaz a tehetetlenségi eroket) a két leiras ekvivalens dinamikai folyamatokat eredményez!

Ha a mozgast nem tudjuk koordinatarendszertdl fiiggetleniil értelmezni, akkor a két leirasbol
csak akkor tudjuk megallapitani, hogy ugyanarrol a fizikai folyamatrdl van-e sz6, ha atszamitési kép-
letekkel ezt igazolni tudjuk. Ez altalaban hosszadalmas.
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6.10. Az objektivitas elve

Konkrét kontinnummechanikai feladatokat csak akkor tudunk megoldani, ha megadjuk a sze-
repl6 kozegek anyagi egyenleteit (azaz p és F fliggését a mozgas tobbi paraméterétdl). Az anyagi
egyenletekre Noll megfogalmazta az objektivitas elvét (a (43) egyenlet utan), ami megkoveteli, hogy
az anyagi egyenletek fiiggetlenek legyenek a koordinatarendszerektol.

A gyakorlatban sokféle anyagi egyenletet hasznalnak. Ha valaki egy 0j anyagi egyenletet ér-
telmez, akkor korunkban elvarjak az objektivitas bizonyitasat.

Ha az anyagi egyenleteket a koordinatarendszertdl fiiggetlen paraméterekkel definidljak, ak-
kor az objektivitas természetesen automatikusan teljestil.

Ha az anyagi egyenletekben koordinatak is szerepelnek, akkor az objektivitas bizonyitando.

6.11. Noll elméletének fejleményei

Walter Noll (1925 — 2017) a Charlottenburgi Egyetemen (Nyugat Berlinben) Szabo Istvan
tanszékén volt tanarsegéd 1952-ben, amikor C. Truesdell meghivta az Indianai Egyetemre (USA)
doktoralni. A doktori értekezése [11] (1954) matematikus mérnokoknek nagyon jo bevezetés az itt
ismertetett cikkhez. A masodik fejezetében kimondja a FESZULTSEG DETERMINALT-
SAGANAK ELVET: Az S(t) fesziiltséget egy anyagi pontndl a t idépillanatban az anyagi pont tet-
szolegesen kicsiny kornyezetének a t idopont eldtti mozgasa szabja meg. A fesziiltség tehat csak a kis
kornyezet mult torténetétdl fiigg, a jovotol nem. Ez az oksag elvének alkalmazasa a mechanika fo-
lyamataira. Ezt haszndlva kiilonboz6 fiiggvényekkel jellemzi a legaltalanosabb anyagi egyenletet, az
egyszerti anyagok fogalmat, a folyadékok megkiilonboztetd sajatsagat, és két gyakori anyagfajtat.
Ezek a fogalmak azoéta elterjedtek a szakmai irodalomban. Késobb, a tapasztalatok alapjan az elmé-
letet kicsit modositotta [18], és szamos részletkérdést kidolgozott [2].

Noll [1] cikke végén emliti az elmélet tovabbfejlesztésének igényét szakadasok kezelésére
(erre [7] ad egyenleteket és [3] is targyalja), valamint a termodinamikai altalanositasokra (az utobbit
Noll késobb teljesitette is [10]).

Noll 1974-ig publikalt 36 cikkébol Truesdell valogatasaban 16 cikket a SPRINGER kiado
megjelentetett egy konyvben [2], ami megkdnnyiti Nollnak a klasszikus fizika terén addig megjelent
munkainak attekintését. Azota az altala bevezetett fogalmak a mechanika tudoméanyanak részét ké-
pezik, és bizonyitasai hozzéjarultak a szerteagazo teriilet rendezéséhez.

Noll 1974 utan publikalt munkai hozzaférheték az interneten [20]. Otven kiilonféle téma ko-
z0tt szerepel egy konyv a véges-dimenzios terekrdl, s jegyzetek a specidlis relativitaselméletrol.
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