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Regresszioszamitas

Microsoft Excel

Bevezetés. A termelési fiiggvény

Az egy egyenletbe stiritett 6konometriai modellek agazati és vallalati gyakorlatban egyarant hasznalt
formai a termelési fiiggvények, melyek nagy szerepet jatszanak a termelési folyamatok leirasaban. A
termelési folyamat eredménye [volumene] nagy szamu miuszaki, gazdasagi, természeti, tarsadalmi
tényez6tol fligg. Kozgazdasagi és miszaki elemzés Utjan hatarozhatok meg azok a termelési
tényezOk, melyek az adott gazdasagi egységnél a legnagyobb hatdssal vannak a kibocsatasra. A
matematikai, statisztikai elemzés ¢ hatasok modellezésével és mértékének szamszerisitésével
foglalkozik. A termelési raforditdsokat termelési tényezoknek [factors of production] hivjuk. A

termelési tényezOkhoz tartozik pl. a f6ld, a tke, a nyersanyag és a munkaerd. A munkaerd [labour
force] személyi termelési tényezd, mig a tobbi termelési tényezd targyi tényezd. A tokejavakat [capital
goods] a termelés soran allitjdk eld, s ide tartoznak a termeld- és szallitd berendezések, épiiletek,
szamitogépek ¢és egyéb gépek. A tdke fogalmat gyakran egy lizleti vallalkozas beinditdsdhoz vagy
fenntartasahoz sziikséges pénzosszeg meghatarozasara hasznaljak, amit mi pénztokének [financial
capital] hivunk, mig a termelésben felhasznal tényezoket fizikai tokének [physical capital] nevezziik.
A fizikai tékét holt munkanak is hivjuk megkiilonboztetve a munkaerdtél, az élémunkatol. A
termelési fliggvények tehat, valamely gazdasagi egység termelésének volumenét fejezik ki a vizsgalt
idészakban az élémunka - raforditdsok, a fizikai tOkeraforditdsok és egyéb termelési tényezdk
fliggvényében. A termelés eredménye ¢€s a termelési tényezok kozotti Osszefiiggést sztochasztikus
formaban, technikai [technoldgiai] egyenletekkel irjak le. Az alapvetd két termelési tényezd, az
élémunka és holtmunka raforditasok mellett, a termelési fliggvények tartalmazhatjak az anyag-, és
energia - raforditdsokat és egyéb tényezOket is. A termelési fiiggvények segitségével a vallalat
[altalaban a gazdasag] viselkedésének technoldgiai korlatait irhatjuk le. A technolédgiai korlatok
[technological constraints] azt jelentik, hogy egy adott mennyiségli kibocsatds csak bizonyos
raforditas - [input-] kombinaciok révén valdsithatd meg, a vallalat a technologiailag megvalosithato
termelési tervekre kénytelen korlatozni tevékenységét, vagyis mar dontdtt az optimalis
termékosszetétel- és technologia kérdésében. [Az operdcidkutatds modszerei segitik az ilyen
problémak megoldasat, pl.: linedris- és nem linearis programozas].

A termelési fiiggvények, mint 6konometriai modellek felirasanal feltételezik, hogy:

- a vizsgalt torvényszeriiség idoben allando, vagy csak lassan valtozik, vagy ismert a valtozésa;

- az elemzés targya, a termelési eredmény kozvetlentil vagy kozvetve mérheto;

- az elemzés targyara lényeges hatast gyakorlo tényezOk elhatarolhatok azoktol a tényezoktol,
amelyeknek szerepe elhanyagolhato;

- az adatok hozzéaférhet6k és 6sszehasonlithatok.

Az dkonometria, igy a termelési fiiggvényszamités is a matematikai kozgazdasagi és a matematikai,
statisztikai kutatast egyiittesen, kombinalt modon alkalmazza. Az Okonometria a gazdasagi
folyamatok [pl. a termelési folyamatok] mennyiségi vonatkozasainak elemzésével lehetdvé teszi a
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multbeli folyamatok, 6sszefiiggések vizsgalatat, sot ezen kiviil e folyamatok jovobeli alakulasanak
elorejelzését is. Az okonometria ex ante informacioival a dontések jobb megalapozasat szolgalja.

Az d6konometria is modellekkel dolgozik. Az 6konometriai modell olyan formalis konstrukcio, amely
egyenlet vagy egyenletrendszer segitségével modellezi a gazdaséagi jelenségek kozott fennallo,
[legtobbszor ok okozati] alapvetd sztochasztikus Osszefiiggéseket. A modell megfogalmazasanak
fontos szakasza a modell matematikai formdjanak kialakitdsa, vagyis fliggvényszeri kapcsolatok
meghatdrozasa a modell valtozoi kozott. Az Okonometriai modelleknek két nagy csoportjat
kiilonboztetjilk meg az el6z6 definicid alapjan:

- az egy egyenletes modelleket és
- a tobbegyenletes modelleket.

Az egy egyenletes modellnél [pl. a termelési fliggvény szamitasnal] feltételezziik, hogy az adott
jelenség onmagaban, a gazdasag tobbi folyamatatdl elvalasztva vizsgalhato. Példaul a termelés
becstilt volumene [y] két tényez6tdl; az éldmunka [x1] €s a fizikai toke, [a holtmunka] [x2] tényezokto]
fligg.

A termelési fliggvények valtozoinak jelolésére kiilonbozé megoldasokat alkalmaznak a hazai és a
nemzetkozi szakirodalomban.

Cobb ¢és Douglas tanulmanya ,,A termelés elmélete” 1928-ban jelent meg. "A Theory of Production"
A valtozoknal a kovetkezd jeloléseket alkalmaztak.

P= Production (Termelés)
L= Labour (Munkaerd)
C= Capital (Ossztoke).

A Cobb ¢és Douglas és a kiilonbozd termelési fliggvényeket, pl. a CES, a Solow regresszios
modellként értelmezziikk és a regresszios fliggvényeknél alkalmazott jeldléseket alkalmazzuk
altalaban. Kivétel, amikor a Cobb és Douglas altal publikalt adatdllomdnnyal végeztiik el a
szamitasokat.

Termelés = f [¢l6émunka, holtmunka] vagyis:

y = flx1, x2]

Tételezziik fel, hogy a fliggvény [f] hatvanykitevos:

y = boxdsg?

vagyis az eredeti valtozok logaritmusai kozott linearis kapcsolat van:

Iny = Inb, + b;Inx; + b,Inx,

A modell specifikaci6 igy még hianyos, mert az 6konometriai modell sztochasztikus, vagyis véletlen
hatasok is jelentkeznek, [olyan hatisok, amelyeket a modellbe bevont valtozokkal (x1 és x2) nem
tudunk magyarazni]. A véletlen hatast a reziduélis valtozoé [e] testesiti meg.

A modell ekkor:

lny == lnbo + bllnxl + bzlnXZ +e
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A bal oldalon szerepl6 valtozoét, vagyis az y-t eredményvaltozonak, a jobboldalon szerepl6 valtozokat
[x1-t és X2-t] pedig magyarazo [tényezd] valtozoknak nevezziik.

Az eredményvaltozé az okozat, a magyarazo [vagy tényezd] valtozd az ok szerepét tolti be, igy az y-
t endogén valtozonak, az x-eket exogén valtozoknak hivjuk. Az endogén valtozét a modellbol
nyerjilk, mig az exogén valtozokkal magyarazzuk az endogén valtoz6 alakuldsaban fellépd
torvényszertiségeket. Az exogén valtozok kiilsé adottsagok, a rendszer maga nem hat ra vissza és mi
se tudjuk befolyasolni.

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a vizsgalt jelenség, a termelés és a két raforditas kozotti kapcsolat,
onmagaban is vizsgalhat6. Ez azonban nem biztos, hogy igaz. Pl. az x» [a fizikai téke, az alloeszkoz-
allomany] volumene fligghet az import [z] mennyiségétdl. Tegylik fel, hogy ez a kapcsolat leirhato
az:

X, =agt+a;z+u

alakban, ahol z az importot testesiti meg és u a rezidualis valtozo6. Ekkor a két egyenlet az:

Iny = Inb, + bylnx; + b,lnx,

X, =agt+a;z+u

alakban irhato fel. A két eredményvaltozot [Iny €s x2] hivjuk a modell endogén valtozoinak, mig a
modell exogén valtozoi: az Inx; és z.

Exogén valtozo tehat az, amelynek értékét azon modellen kiviili tényezok hatdrozzdk meg, amelybe
beletartozik. Az exogén sz6 valamire utal, ami valamin kiviil képzdédik. Az endogén valtozo tehat az,
amelynek értékét a modellen beliil megallapitott kapcsolatok hatdrozzak meg, amelybe beletartozik.
Az egy egyenletes modell esetében az eredmény- és magyarazo valtozo kategoridk egybeesnek az
endogén ¢€s exogén valtozo kategdridkkal, a tobb egyenletes modell esetében azonban mar nem. A
termelési folyamatok 6konometriai elemzésének és eldrejelzésének egyik {6 iranya tehat a létrehozott
kibocsatas [termelési volumen, output] és a termelési folyamatban résztvevo termelési tényezok [ter-
melési raforditasok, inputok, pl. a fizikai téke, éldmunka, f6ld, nyersanyag, energia stb.] kozotti kap-
csolat kifejezése. A kapcsolat 6konometriai kifejez6je a termelési fliggvény, amelynek alabb adott
definici6jabol kovetkezik, hogy feltételezziik a termelési tényezdk tokéletes oszthatosagat.

A termelési fliggvény altalanos alakja egy olyan implicit [y-ra ki nem fejezett] fliiggvény, amely az
Y1, Y2,....Ym Kkibocsatasok ¢s az

X1,X2,..,Xp termelési tényezok[raforditasok] kozotti kapcsolatot matematikai [fiiggvény] alakban fe-
jezi ki:

fly1, Y2,....¥m; X1, X2,...,Xp] =0

Az egyetlen kibocsatast 1étrehozo termeldtevékenységet az:

fly; X1, X2,....Xp] =0

implicit fliggvénnyel, vagy éltalaban még egyszeriibb forméaban az:

y = f[X1, X2,..,Xp]

explicit fliggvénnyel irhatjuk le, amelynek bal oldaldn az y a Iétrehozott kibocsatas mint fiiggd [ered-
mény, magyardzott, endogén] valtozo, jobb oldalan pedig az X1, X2,..,Xp fliggetlen, magyarazo, [exo-
gén] valtozok szerepelnek. Az egyszeriibb értelmezés miatt a tényezd valtozok szamat kettére csok-
kenthetjiik. [¢16 - és holtmunka], s igy kapjuk meg az:

y = f[xu, x2]

fliggvényt.

A tovabbiakban ez utdbbi termelési fliggvény tulajdonsagaival foglalkozunk, amit tovabb egyszerii-
sithetiink, rogzithetjiik pl. az X értékét, s igy csak két valtozoval [y és X1] dolgozunk. A termelési
fiiggvény leirasanak legegyszeriibb modja az, hogy tablazatot készitlink, s ebben felsoroljuk az 6sszes
technologiailag megvalosithato raforditas-kibocsatas kombinaciokat majd ezt grafikusan abrazoljuk.
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A technoldgiailag megvalosithato raforditas-kibocsatas [input-output] kombindciok halmazat terme-
1ési halmaznak [production set] nevezziik. Tegyiik fel példaul, hogy csak egyetlen raforditassal [in-
puttal, jele x] és egyetlen kibocsatassal [outputtal, jele y] rendelkeziink. A termelési halmazt ebben
az esetben az alabbi abra szemlélteti.

»=KIBOCSATAS

¥ = f(x) = termelési
fliggvény

Termelési halmaz

x = RAFORDITAS

A rovid tava termelési fliggvény egyre laposabb, ahogy pl. az x; termelési tényezd nd. Az f[x1,x2]
fliggvény xi szerinti derivaltja, az ¢ldmunka hatartermelékenysége tehat csokken, az x
novekedésével. Pl. a mezdgazdasagi vallalkozo, aki rovid tdvon csak egy meghatarozott mennyiségii
[az altala bérelt, vagy tulajdonaban levd] foldre vonatkozo termelési tervben gondolkodhat, ha noveli
a munkasok szamat [vagy a felhasznalt munkadrak mennyiségét], akkor ez el6szor tobbleteredményre
vezethet, mert hatékony munkamegosztast tudnak kialakitani vagy mas modon novelik a termelést.
Ha azonban a rendelkezésre 4llo6 fold mennyisége allandd, a hatartermék elébb vagy utdbb
sziikségszeriien csokken [esetleg az abszolut kibocsatas is], mert a munkasok "egymast zavarhatjak"
a munkavégzés soran.

A termelési halmaz a véllalat lehetséges technologiai valasztasait tartalmazza, mivel, ha valamely
[x,y] pont benne van a termelési halmazban, akkor ez azt jelenti, hogy az x raforditas segitségével
technologiailag lehetséges az y kibocsatas eldallitasa. Figyelembevéve, hogy a vallalat szdmara a
termelési raforditasok koltségekkel jarnak, érdemes lesziikiteni vizsgdlatunkat a raforditdsok egy
adott szintjén maximalisan elérhetd kibocsatdsok vizsgalatara. A kovetkezd abran ez nem mas, mint
a termelési halmaz hatara. A hatarpontok altal meghatarozott fiiggvény a termelési fliggvény néven
ismert €s azt a maximalisan lehetséges kibocsatast méri, amelyet adott mennyiségli raforditassal
elérhetiink. Természetesen a termelési fiiggvény fogalma tobb raforditas [input] esetében is ugyanigy
alkalmazhat6. Ezt mutatja a kdvetkezd abra, amely egy haromvaltozds termelési fliggvény termelési
feliiletét szemlélteti. E feliillet minden egyes pontja az egyes xi és x> termelési tényezo-
kombinaciokhoz tartozé kibocsatast adja. Igy az aldbbi abra p pontjanak megfelel a két termelési
tényezd adott x11 €és x22 kombindcidjaval l1étrehozott kibocsatas.


https://mersz.hu/dokumentum/dj164mk__292/

Termelési fuggvény

5,00 Termelési halmaz
400

Kibocsatas

(output) 3,00

Tékefelhasznalas

Munkaer6- & © o 0 (2 input)
felhasznalas 5
(1. input)

A termelési fligevény termelési feliiletének a részletes abraja

A sikba helyezett térbeli abrakat konkrét mennyiségi elemzésre nehéz haszndalni, ezért a termelési
fliggvények tovabbi tulajdonsdgainak a tanulményozasara a kétdimenzids abrakat hasznaljuk, ahol az
egyik termelési tényez6t dllandonak vessziik.

Az alabbi abraban az x11, X12, X13 rogzitett €ldmunka értékekhez tartoz6 gorbéket a termelési fiiggvény
raforditas- kibocsatas vonalanak hivjuk. Lathat6 az abrabodl, hogy mindegyik gorbe a koordinata
rendszer kezd6pontjabol indul ki és novekszik, de minél nagyobb a rogzitett x; termelési tényezo
értéke anndl magasabban fekszik a gorbe. Eljarhatunk ugy is, hogy a termelést tekintjiik allandonak
¢s igy azokat a termelési tényez6kombinaciokat hatdrozzuk meg, amelyekkel ezt az dlland6 termelést
eld lehet 4llitani. Ezt a gorbét izokvantnak nevezziik. Ld. alabbi abrat.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:SinkSkalErtr.PNG

A termelési fiiggvény raforditas-kibocsatas vonalai.

}r

Az izokvant gorbék toke és munkaero

Tike

IMunkaerd

Az i1zokvant gorbék nem érinthetik, nem metszhetik egymast mert ha egy pontjuk kozds, akkor
minden pontjuk k6zds. A gérbe meredeksége negativ, vagyis, ha az egyik tényez6t noveljiik, a masikat
csokkenteni kell, hogy az 6ssztermelés ne valtozzon. Végiil a gérbe az origdra konvex.

A gorbe mentén az elmondottak alapjan az aldbbi 6sszefliggés érvényes:

dy dy
+dX2 —=0
dx1 dxz2

dx1
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vagyis az izokvant gérbe mentén haladva az egyik tényezé mennyiségét folyamatosan csokkentjiik,
a masikat a feltételezés szerint lehet annyival novelni, hogy az 6ssztermelés szinvonala ne valtozzon.
Ha az izokvantok azonos meredekségl [iranytangensii] pontjait dsszekotjlik, akkor az un. izoklin
gorbéket [s1 €és s2] kapjuk. Az izoklin gérbék az azonos helyettesitési hatararany pontok mértani
helyei, amelyeket a kovetkezd abraban az izokvantok segitségével szerkesztettiink meg. Ezekben a
pontokban a hatartermelékenységek [parcidlis derivaltak] hanyadosa allando érték. [A derivalt
geometriailag irdnytangensként értelmezhetd. ]

A termelési fiiggvény izoklin gorbéi

0 7 X,

Elemzéseinkben a helyettesitést folytonosnak tekintjiik. A termelési fliggvény elemzésénél meg kell
kiilonboztetniink a hosszi- és rovidtav fogalmat. A technologiailag megvalosithato raforditas-kibo-
csatas kombinaciok halmazanak, a termelési halmaznak értelmezésénél ugyanis, eltekintettiink attol
a fontos ténytdl, hogy vannak olyan termelési tervek [programok], amelyek azonnal megvaldsithatok
¢s vannak olyanok, amelyek megvalodsitasa csak hosszabb tavon lehetséges.

Rovid tdvon jo néhany elére meghatarozott szinten rogzitett termelési tényezonk van. Ilyen példaul a
rendelkezésre allo fold, a gépek, berendezések, szallitoeszko6zok kapacitasa, mivel ezeknek fizikai és
erkolesi kopéasa hosszabb iddszakot vesz igénybe stb. Bizonyos eszkdz6k még hosszabb ideig rogzi-
tettnek tekinthetdk, pl. az épliletek, az infrastruktara, a vezetdk szakismerete stb. Azokat a termelési
tényezdket, amelyekbdl a felhasznalhaté mennyiség, - figyelembe véve fizikai és erkolcesi kopasukat
- nem valtoztathatd meg azonnal, abbol a célbol, hogy hatast gyakoroljunk a kibocsatasra, allando
termelési tényezdknek [fix inputoknak] hivjuk. A nem éallando termelési tényezoket valtozo termelési
tényezoknek [valtozo inputoknak] nevezziik és ezek [pl. a munkaerd, anyag- és energia- felhasznalas,
stb.] novelése - adott korlatok kozott - rovid tavon is lehetséges. Azt a legrovidebb iddszakot, mely
alatt valamennyi figyelembe vett raforditas nagysaga megvaltoztathato, hosszu tavnak nevezziik, mig
az ennél rovidebb tavot rovid tdvnak hivjuk.

A termelési fiiggvény értelmezési tartomanydnak és értékkészletének meghatarozasakor figyelembe
kell venni, hogy mind a termelési tényezdk, mind a kibocsatas csak pozitiv értekeket vehetnek fel.
Mivel a kibocsatas 1étrehozasdhoz az xi és xo tényezOkre egyarant sziikség van, ezek nulla értéket
nem vehetnek fel. Ha valamelyik tényezd értéke nulla lenne, akkor az eredeti fliggvényben nem
szerepelne, s az egy tényezds termelési fliggvénnyé alakulna 4t, ami rendszerint csak részleges
vizsgalatokat tesz lehetdvé. A termelési tényezdk pozitiv intervallumanak felsé hatarat elméletileg a
rendelkezésre allo tényezOk mennyisége, gyakorlatilag természetesen a rendelkezésre 4ll6 termelési
tényezOknek az a mennyisége szabja meg, ameddig a termelés még hatékony. A termelési fiiggvény
folytonos. Ez azt jelenti, hogy az xi1 és xo termelési tényezOk kismértékli megvaltoztatasara az y
kibocsatas is csak kismértékben valtozik. A termelési fliggvény x; €s x» szerinti elsérendii parcialis
derivaltjai folytonosak ¢€s pozitivak, azaz
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Ugyanis:

R T R
_Xl X1 _X171

Az ¢éldmunka hatartermelékenysége az éldmunka valtozo (x1) kitevdje (b1) és az atlagtermelékenység
(Y,) szorzataval egyenld. Hasonld6 modon a holtmunka hatartermelékenysége a holtmunka valtozo
(x2) kitevdje (bz) és az eszkdzhatékonysag (Y, ) szorzataval egyenld.

MP=Hatartermelékenység (Marginal Productivity). Hasznéalatos fogalom még: hatartermék: MP:
Marginal Product.

Az elsérendil parcidlis derivalt pozitiv volta azt fejezi ki, hogy a termelési tényezOk novekedésével a
kibocsatas is nd. Ez azt jelenti, hogy a munkatényezd vagy az alldeszkoz-tényezo rogzitésével mindig
talalunk olyan befektetési lehetdséget vagy foglalkoztatasi lehetdséget, amellyel az alléeszkoz-
felhasznalds vagy a munkaraforditas utols6 novekménye is eldsegiti a kibocsatas novekedését.
Valamely termelési tényez0 hatartermelékenysége [marginalis produktivitasa] tehat megmutatja,
hogy mennyi tobbletkibocsatast hoz 1étre a felhasznalt termelési tényezd tobbletkdltsége, mikozben
a termelési fliggvényben szereplé masik termelési tényez0 mennyisége valtozatlan marad.
Természetesen ezekkel a tulajdonsdgokkal tobb termelési tényezd esetén is rendelkezik a termelési
fliggvény, itt csak az egyszeriiség €s a konnyebb értelmezhetdség miatt irtuk fel a két tényezdvaltozos
fliggvényt. A termelési fliggvények kozgazdasagi-matematikai vizsgalata lehetdvé teszi szamos, a
termelés fliggvény tartalmaval és formdjaval Osszefiiggd mutatd felirasat. Ezekbdl a mutatokbol
fontos kovetkeztetéseket lehet levonni a tényezdk kozotti 6sszefiiggeés jellegérol.

A termelési fiiggvény alapjan meghatarozhat6 atlagmutatok.

Atlagtermelékenység (Average Productivity) vagy atlagtermék: Average Product, jele AP.

Valamely termelési tényezd atlagtermelékenységén a megfeleld termelési tényezd egységére
vonatkozé becsiilt kibocsatast értjiik. Altalaban az atlaghatékonysagok amelyek a t idSpontbeli vagy
1 térbeli atlaghatékonysagokat jelolik, a termelési tényezok fliiggvényei.

Az x1 és xo termelési tényezdk atlagtermelékenysége illetve eszkdzkihasznalasa:

v=J v.-Y
yl_xl Yo X,
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Az F hanyadost technikai felszereltségnek nevezziik.

1 X1 1 X9

Y1 Yo
Az el6zoekbdl kovetkezik ugyanis, hogy a technikai felszereltség és az eszkozhatékonysag szorzata
a munka termelékenységével egyenld.

- y Y Xy
y1:—:——
X1 Xy Xq

Az X1 és X2 termelési tényezd parcidlis elaszticitasa:

dy.dxe dY .Y dy o =
91‘7' X, —dx, X, dx, i =MP:y,

_dy.dX2 d§/,9_d9,__ L=
e,= X, _Xz'_Xz__Xz'yz_ MP, 1Y,

A hatvanykitevds regresszios fiiggvény esetében a parcialis rugalmassagi egyiitthato a by és b
paraméterekkel egyenld:

€ = (b1y) / ()_/) = bl
€, = (bzy) I(y) = bz

A parcialis elaszticitas a termelési tényezok hatar- és atlagtermelékenysége hanyadosaval is kifejezhetd.
Az e az élomunka parcialis elaszticitasa azt mutatja meg, hogy hany szazalékkal n6 a kibocsatas az
¢lémunka-raforditds egy szazalékos novekedése mellett, mikdzben a holtmunka-raforditas valtozatlan
marad. Hasonlé mddon értelmezziik az e»-t, amely a holtmunka [alloeszkdz-tényezd] parcialis elaszticitasat
jeloli. A parcialis elaszticitds reciprokat parcialis flexibilitdsnak [részleges érzékenységnek] hivjuk.
Megmutatja, hogy hany szazalékkal né pl. a munkaerd-felhasznalds, ha a termelést egy szazalékkal
noveljiik, mikozben a holtmunka-raforditas valtozatlan marad. A gazdalkodo egység szamara hasznos lehet
megtudni, hogyan n6 a termelés, ha minden termelési tényez6 felhasznaldsat noveli. A parcidlis elaszticitas
csak egy termelési tényezd valtozasa esetén adja meg a termelés [kibocsatas] valtozasat. Hosszabb tavon
azonban az Osszes termelési tényezo valtozik.

A volumenhozadék [haszndlatos még: mérethozadék, volumenelaszticitds, skalahozadék,
nivohozadék, mérethozadék, Return to Scale.] megmutatja, hogy hany szazalékkal n6 a termelés a
termelési tényezOk egy szazalékos novekedése mellett. Ez a mutat6 tehat az 6sszes termelési tényezd
egyidejli aranyos relativ novekedésének hatdsat méri.
A volumenhozadék az egyes termelési tényezOk parcidlis elaszticitdsainak Osszegével egyenld a
termelési fiiggvény adott pontjaban, az az:

e, =€, +6e,

A volumen hozadék ey tehat azt fejezi ki, hogy a termelés relativ ndvekedése nagyobb-e, ey > 1 vagy
kisebb-e, ey < 1, mint a raforditasok relativ novekedése, illetve azokkal egyenlé-e ey= 1. A gazdasagi
fejléddés szempontjabol az elonyos, ha ev> 1.
Ha a termelési fliggvény k-ad fokti homogén, akkor

f(ax;,axy) =af(xy Xo)
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vagyis a termelési tényezdk a - szoros ndvekedése a kibocsatas a* - szoros novekedését idézi eld. A
k-t a homogenitas fokdnak nevezik.

A termelési fiiggvény segitségével vizsgalhatjuk a termelési tényezok ardnyainak, helyettesitésének
¢s kolcsonhatasanak alakuldsat is.

Az Euler-tétel alapjan: a termelési tényezdk hozadékat hatartermelékenységiik és mennyiségiik
szorzata hatarozza meg:

Y= MP, *x, +MP,_ *X, 1y

1= MP, *214+MP, *-2
§ %

Az Euler tételbdl kovetkezik, hogy els6fokl homogén termelési fliggvény esetén a tényezok parcialis
rugalmassagainak 0sszege 1, ugyanis az atlagtermelékenységek és a hatartermelékenységek szorzata

egyenld eggyel.
A termelési fiiggvényben szerepld tényezOk bizonyos hatarokon beliil helyettesithetik egymast. A

helyettesitési hatararany azt fejezi ki, hogy az egyik termelési tényezd egységnyi csokkentése esetén
mennyivel kell megndvelni a masik tényez6t ahhoz, hogy a kibocsatas valtozatlan szinten maradjon.
A helyettesitési hatararany jele MRS=Marginal rate of Substitution.

A tényezOk helyettesitési hatarardnya nemcsak a fliggvény paramétereitdl, hanem az alkalmazott
tényezOk kolesonos viszonyatdl is fligg. Ha az egyik tényezd viszonylagos mennyisége nd, a masik
tényez6t helyettesité képessége is néhet. igy példaul minél nagyobb a munka alloeszkozokkel vald
ellatottsdga, annal nagyobb lehet a munka alloeszkozokkel vald helyettesitésének hatdraranya.

A helyettesitési hatararany a kétvaltozds hatvanykitevds termelési fliggvény esetében az:

ay . dy

5= dx dx / 1/b)
dy . dy

2 = W (z/b)

azaz, a termelési tényezc’ik hatartermelékenységének a hanyadosaval hatarozhatdé meg.

Az si-gyel jeloltiik annak a sziikséges beruhazasnak a nagysagat, amely egységnyi munkaerd
alloeszkozokkel torténd helyettesitéséhez sziikséges a kibocsatas valtozatlansaga mellett. Az
élomunka  helyettesitésének igy kifejezett nagysdga egyenesen aranyos ¢élémunka
hatartermelékenységével, és forditottan ardnyos a holtmunka hatartermelékenységével. Az sz-vel
jeloltiik a kibocsatas valtozatlansaga esetén az egységnyi alloeszkdoz munkaerdvel valo kivaltasanak
nagysagat. Ez egyenesen ardnyos a holtmunka hatartermelékenységével, és forditottan aranyos az
¢ldmunka hatartermelékenységével.

MRS=Marginal rate of Substitution (A helyettesitési hatdrarany) grafikus dbrdja:
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it MES< -AviAx

y2 ............

A helyettesitési rugalmassag

A helyettesitési rugalmassag angolul: ES=Elasticity of substitution.
A helyettesitési rugalmassag a technikai felszereltség relativ valtozdsdnak és a helyettesitési
hatararany relativ valtozasanak hanyadosaval egyenld. Kozgazdasagi szempontbol fontos ez a
mutatod, mert értekétdl fiigg példaul az, hogy a beruhdzasok milyen mértékben terjeszthetok ki
gazdasagosan valamely termelési egységnél.
A helyettesitési rugalmassag képlete:
A0, /%) ds,

X, IX, S

atrendezve:
ay, ay
_ d(Xz/Xl) del dX2
d(ﬂ/ﬂ Xo IXq
dx; dx,

Kedvezd az, ha 6 > 1, ugyanis ebben az esetben a helyettesitési hatararany 1 %-os novekedése esetén
a technikai felszereltség 1 %-nal nagyobb ilitemben nd.

A helyettesitési rugalmassagra érvényes, hogy:

0<o<oo.

HatvanykitevOs regresszios fliggvény esetében a o=1.

Helyettesitési rugalmassagok. Az aldbbi dbrdban az f szintvonal ,,gérbiilete” kisebb, mint g-¢, igy a
hozza tartozo helyettesitési rugalmassag nagyobb, mert a gérbén maradva a meredekség 1%-os
novekedéséhez az x»/x; ardny nagyobb megvaltozésa sziikséges.
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X2 :
%
: Xy =Xy
|
N
i
|
i ﬁ—:»oo
}
N >0
0 ﬁ:v_l —1<pB<0 Xy

x1=¢lomunka felhasznalas
x>=holtmunka felhasznalas

p=0 a helyettesitési rugalmassdgot meghataroz6 paraméter, mig maga a helyettesitési rugalmassag:

1
G_1+ﬁ

A helyettesitési rugalmassagot meghatarozo6 paraméter nagysaganak valtozasanak a hatasat mutatja a

fenti abra.

B = a helyettesitési paraméter, amely a helyettesitési rugalmassag (o) transzformacidja, ha =0, akkor

=1, ez a Cobb-Douglas fiiggvény esete, ha: -1<p<0, akkor o>1, végiil, ha 0<B<o, akkor 6<1.

Akceleratorok

Valamely termelési tényezd hatartermelékenységének valtozasat, valamint a termelési tényezok
valtozasanak a kapcsolatat jellemzé mutatokat akceleratoroknak nevezziik. A termelés akceleratora
az egyik termelési tényez0 hatartermelékenységének a valtozasa, ha ennek a termelési tényezének

16


https://mersz.hu/hivatkozas/m712mako2_99

felhasznalt mennyiségét egységgel novelik [kozvetlen akcelerator], vagy a masik termelési tényezo
felhasznalt mennyiségét egy egységgel novelik [keresztakcelerator].

Valamely termelési tényez0 kozvetlen akceleratorat a termelésnek a megfeleld termelési tényezo
szerinti masodrendli parcidlis derivaltja adja meg. A vizsgalt termelési fiiggvényhez a kovetkezo
kozvetlen akceleratorok tartoznak:

9n , —
d_y - (boxzb2 blxlbrl ) = bOXZbz bl(bl _1)X1brz B bl(tz(llz l) y

o

d2/\ ¥ - ] ., . b b -1 A

d { =(b0XE bzxs 1 ): bOX? bz(b2 _1)X2 2=2(—i)y
X, 2

A kozvetlen akceleratorok eldjelétdl fiiggden a hatartermelékenységek viselkedésének harom esete
kiilonboztethetd meg:

a/ A termelési tényez6 hatartermelékenysége nd a termelési tényezd ndvekedésével, ha a kozvetlen
akcelerator pozitiv.

b/ A termelési tényez6 hatartermelékenysége valtozatlan marad a termelési tényez6 ndvekedésével,
ha a kozvetlen akcelerator nulla.

¢/ A termelési tényezO hatartermelékenysége csokken a termelési tényezd novekedésével, ha a
kozvetlen akcelerator negativ.

A kozvetett akcelerator, a keresztakcelerator, amely megadja az egyik termelési tényezd
hatartermelékenységének valtozasat a masik termelési tényezd egységnyi valtozdsa esetén. A
differencialas szabdlyai szerint;

B b bl b =g s

dx, dx, XX,

ami azt jelenti, hogy az egyik termelési tényezd valtozasa ugyanugy befolyasolja a masik termelési
tényezd hatartermelékenységét, mint ez utobbi termelési tényezd valtozasa az eldbbinek a
hatartermelékenységét. A fenti Osszefiiggés azt mutatja, hogy két-két keresztakcelerator mindig
egyenld egymassal, mivel a derivalas szabalyai szerint mindegy, hogy a parcidlis derivalasokat
milyen sorrendben végezziik el. Mindegy tehat, hogy a termelési fiiggvényt eldszor az éldmunka- és
azutan a holtmunka szerint, vagy eldszor a holtmunka és utana az élémunka szerint derivaljuk.

A keresztakceleratorok felhasznalasaval eldonthetjiik, hogy két termelési tényezd helyettesiti vagy
kiegésziti egymast a termelésben. Ha két termelési tényezd kereszt- akceleratora pozitiv, vagyis az
egyik termelési tényezd novelése noveli a masik hatar- termelékenységét, akkor a két tényezd
kiegésziti egymast. Ha két termelési tényezd keresztakceleratora negativ, vagyis az egyik
mennyiségének novelése csokkenti a masik hatartermelékenységét, akkor a két tényezd egymast
helyettesiti. Ha két termelési tényezd keresztakceleratora nulla, akkor fliggetlenek egymastol. A
helyettesitési [szubsztitucios] viszonyban levd tényezdk jellegzetessége, hogy ezekbdl tobbféle
mennyiségi kombindcid hasznalhaté fel ugyanazon termékmennyiség eldallitdsdhoz, azaz bizonyos
keretek kozott az egyik a masikat helyettesitheti a termelésben. Az egyik tényezd ndovelése, a masik
csOkkentését vonja maga utan. Az egymast kiegészitd [komplementaris] tényezOk nagysdgat az
eldallitand6 termék mennyiség altalaban egyértelmiien meghatarozza. Ezek a termelésben sziikséges
mennyisége altalaban aranyos az eléallitott termék mennyiségével.

17



Az atlagtermelékenység és a hatartermelékenység kozott az alabbi Osszefiiggés all fenn; valamely
termelési tényez0 hozadéka nd, ha az atlagtermelékenység derivaltja pozitiv, ebben az esetben az
adott termelési tényezd novekedésével az atlagtermelékenység is nd, mikdzben a masik termelési
tényez6 értéke nem valtozik.

A csokkend hozadék esetén az atlagtermelékenység derivaltja negativ. Nem valtozik a hozadé¢k, ha a
fenti derivalt értéke 0.

o)
dy, (% _i{ﬂ_l}i{b M

dx, dx; x| dx; X

M
%d[ji{ﬂl}i{

dx, dx, x,|dx, X, | X;

A termelési tényezd hozadéka nd, ha bi>1 illetve bo>1, nem valtozik, bi=1 illetve bo=1 ¢és
csokken, ha 0<b;<I illetve 0<b,<I.

A termelési fiiggvények becsiilhetdk kettdnél tobb magyarazd valtozd esetében is, az el6zéekben
bemutatott parcialis atlag és hatarmutatok hasonlé modon értelmezhetdek.

A termelési fiiggvények izoklin gorbéi:

A termelési fiiggvény izoklin gorbéi
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Izoklin gorbék. Az izoklin olyan gorbe, amely mentén a differencidlegyenlet megoldasi gorbéi azonos
meredekségliek.

A termelési fiiggvények becslése egy tényezovaltozo esetén

Az egy tényezdvaltozd esetén torténd szamitasokat az alabbi példan mutatjuk be.

A kivalasztott agazat a novénytermesztés korébol a kukorica termelése. [Lipics Zsolt szakdolgozata,
JPTE KTK, 1992.] Az adatok a barcsi keriiletben talalhaté 30 tablara vonatkoznak. Az elvetett
vetdmag Pioner fajtdhoz tartozott. A kukorica szdmara a 6 tapelemek a nitrogén, a foszfor és a
kalium. A felsorolt tényezdk koziil eldzetes vizsgalatok alapjan a nitrogén N-tartalom [kg/ha] hatasat
vizsgaltuk. (ha=hektar=10000 m?)

Feltételeztiik tehat, hogy a termésatlag egyetlen tényez6tdl, a mitragyak nitrogén adagjatol fiigg. Az
N-tartalom novelése eldszor javitja az atlaghozam értékét, de egy bizonyos szinten feliil, az
atlaghozam csokkeni fog, mert a nitrogén felesleges tobblete elveszik a foldben, nitratosodik a viz,
szikessé valhat a f6ld, novekednek a koltségek stb.

Az N-tartalom novekedésének a hatdsa mas novényfajtak, pl. a biiza esetén is kimutathatd. Ld.: az
alabbi abrat. (Forras: Sardi Katalin: Tépanyag-gazdalkodas. 2011.) A miitragya adag novekedése a

buza termelési hozamat noveli, de a B érték utdn mar nem érdemes ndvelni a miitragya felhasznalasat.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Isocline_3.png
https://www.gwpszotar.hu/kifejezes/5105?kulcsszo=nitr%C3%A1tosod%C3%A1s
https://dtk.tankonyvtar.hu/xmlui/bitstream/handle/123456789/8807/0010_1A_Book_04_Tapanyaggazdalkodas.pdf?sequence=2

Termés hozama / ha

A TAPANYAG-GAZDALKODAS
JOVEDELMEZOSEGE

‘ - C Vewtnég —_
Profitmaximum B/
Hozam - Osszkoltség (fix + valtozs)
Allandé kéltségek
I

~Veszteség \

ey / Basyjoy

Tal magas Input, gazdasigtalan
-

-
Tal alacsony input

Mitragya adag / ha

A - LISA (Low Input Sustainable Agriculture)
B — termés optimalis inputnal
C — termés tul magas inputnal

A rendelkezésre allo adatokat az alabbi tabla mutatja.

A kukoricatermelés [y: kg/ha] és a N-tartalom [mitragya nitrogén hatéanyaga kilogramm-ban x:

kg/ha]
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Kukorica atlagtermelése (kg/ha)

N-tartalom (kg/ha)

480 78
490 79
510 80
510 81
530 81
520 82
540 83
580 84
600 85
650 87
680 88
720 90
750 90
780 91
800 94
890 99
910 100
980 106
960 110
1090 118
1090 124
980 129
930 131
910 139
930 142
890 145
840 146
810 154
740 158
790 160




Kukorica atlagtermelése (kg/ha) és az N-tartalom
osszefiiggése (kg/ha)

1200
1000
800
600
400

200

78 80 81 83 85 88 90 94 100 110 124 131 142 146 158

Az x-tengely N-felhasznalés, y-tengely=kukorica atlagtermelésének abréja

Az abrabdl lathato, hogy 124 kg/ha N-felhasznalasig az atlaghozamok ndnek, azt kovetden pedig
csOkkennek, s az 6sszefiiggés masodfokl parabolaval jol leirhato.

Linearis regresszios fiiggvény

A linearis regresszid esetén a szamitdsok eredményei (regresszio.xls letolthetdé a MEK-bol: Kehl
Daniel - Sipos Béla: Excel parancsfajlok felhasznaldsa a statisztikai elemzésekben) A konyvben a
képletek magyardzata megtalalhat6. (4. A korrelacio- és regresszidszamitas) A zold betli a
nullhipotézis elfogadasat, a piros betli az elutasitasat jelli. A szamitasok eredményeit 1d.: regresszio-

nitrogén-kukorica.xls.

Regresszios statisztika

R 0,6386
R? 0,4078
R 0,3866

s 146,6333

n 30

Az F-probaval az egész modellt teszteljiik, mert arra a kérdésre keressiik a véalaszt, hogy érdemes-e a
regresszio-szamitast, mint elemzési modszert alkalmazni. Esetiinkben a regresszios modellt
elfogadjuk. (p-érték kisebb, mint 0,05)

Frrit 5%
4,196
Varianciaanalizis.
df SS MS F p-érték
Regresszié 1 414549,2 414549,2 19,3 0,000146
Maradék 28 602037,4 21501,3
Osszesen 29 1016586,7

A regresszios modellt elfogadhatjuk. (p-értékek kisebbek, mint 0,05)
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https://mek.oszk.hu/22800/22804/

Regresszios egyiitthatok

Fhaté St. hiba t-érték |p-érték| Als695% | Fels695%
by 295,6836 109,6698 2,70 0,012 71,035 520,332
b 4,3319 0,9866 4,39 0,000 2,311 6,353

Ha a véletlen valtoz6 (hibatényezd) szorasnégyzete (varianciaja) allando, akkor a véletlen valtozo
homoszkedasztikus, ellenkezd esetben heteroszkedasztikus a modell. Keresztmetszeti adatoknal
jelent elsOsorban problémat a heteroszkedaszticitas, ebben az esetben a modell elemzésre nem,
elorejelzésre viszont esetleg hasznalhato.

A reziduumok éabréja:

400
300
200

100

0

78 80 81 83 88 90 94 100 110 124 131 142N\l46 158

-100
-200

-300

A reziduumok abszolut értékének az 4braja:

abs(e)

300
250
200
150
100

50

78 80 81 83 85 88 90 94 100 110 124 131 142 146 158

A két grafikus abra azt mutatja, hogy a regresszios modell homoszkedasztikus, ezt bizonyitjdk az
alabbi tesztek is. Ezt a z6ld szin is jelzi.
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Homoszkedaszticités tesztjei, megtalalhatoak a homoszkedaszticitas munkalapon.

A heteroszkedaszticitas tesztelése Glejser-, Breusch-Pagan-Godfrey (BPG) és Koenker-Bassett (KB)
probakkal.

Préba Jelolés R? F Frit p-érték
Glejser R(|e];x)| 00251 [ 0,720 | 4196 0,403
BPG R2(e%x) | 00611 | 1.821 | 4196 0,188
KB r2(e%(y™N)d) | 0,0571 | 1,694 | 4196 0,204

Ha a szamitott F-érték nagyobb, mint a tablabeli kritikus érték (Fkrit), akkor az alternativ hipotézist
fogadjuk el, tehat a modell heteroszkedasztikus, ellenkezd esetben homoszkedasztikus. Példankban a
modell tehat homoszkedasztikus.

Préba Jelolés R’ F Frit pérték
Glejser R*(|e|sx)| 00251 0,720 | 4196 0,403
BPG R*e*x) | 00611 1,821 | 4196 0,188
KB (36" | 00571 1,694 | 4,196 0,204
Glejser r t-érték | p-érték
r(e_abs;N-tartalom (kg/ha)) 0,158 0,849 0,4033
BPG r t-érték | p-érték
r(e2;N-tartalom (kg/ha)) 0,247 1,350 0,1880
tiit 5,0%
2,048

A linearis becslofiiggvény:

y=295,6836+4,3319*x

A hatartermelékenység, az x (N-tartalom, kg/ha) valtozo szerinti derivalt, ami megmutatja, hogy x
valtozd kisméretli novekedésének a hatdsara mennyivel nd az y (kukorica atlagtermelése, kg/ha)
mennyisége.

£(x)=4,3319

Az éatlag termelékenység (y/x) az egységnyi raforditasra (x) jutd termelés (y) mennyiségét mutatja, a
becsiilt fiiggvény alapjan:

y/x=295,6836/x+4,3319

Ha x= 100

y/x= 17,288

A tényadatokkal az atlag termelés, ha x=100: (910/100) 91 (kg/ha)
Masodfoku parabolikus regresszios fiiggvény

Az adatallomany:
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Kukorica atlagtermelése (kg/ha)

N-tartalom (kg/ha)

480 78
490 79
510 80
510 81
530 81
520 82
540 83
580 84
600 85
650 87
680 88
720 90
750 90
780 91
800 94
890 99
910 100
980 106
960 110
1090 118
1090 124
980 129
930 131
910 139
930 142
890 145
840 146
810 154
740 158
790 160
A szamitasok eredményei:
Regresszios statisztika
R 0,9757
R? 0,9519
R 0,9484
S 42,5477
n 30
Varianciaanalizis
df SS MS F p-érték
0,00000
Regresszio | 2 | 967708,4 | 483854,2 | 267,3 0
2
Maradék 7 | 48878,2 | 1810,3
) 2 | 1016586,
Osszesen 9 7
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Regresszios egyiitthatok:

Ehato St. hiba t-érték p-érték | Als6 95% | Felsé 95%
bo -3025,0086 192,6145 -15,70 0,000 -3420,221 -2629,796
by 65,1599 3,4916 18,66 0,000 57,996 72,324
b2 -0,2619 0,0150 -17,48 0,000 -0,293 -0,231

Miutan a magyarazo valtozok x és x>, a modell heteroszkedasztikus.

A masodfoku parabolikus regresszids becslofiiggvény:

y=-3025,0086 + 65,1599*x - 0,2619*x>

A hatartermelékenység, az x (N-tartalom, kg/ha) valtozo szerinti derivalt, ami megmutatja, hogy x
valtozé kisméretli novekedésének a hatasara mennyivel ndé az y (kukorica atlagtermelése, kg/ha)
mennyisége.

[’ (x) =65,1599-0,5238*x

Az atlag termelékenység (y/x) az egységnyi raforditasra (x) juto termelés (y) mennyiségét mutatja, a
becsiilt fliggvény alapjan:

y/x=3025,0086/x+65,1599-0,2619*x

A grafikus abrak:
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Az els6 abran lathato, hogy a mésodfokt parabolikus trend jol illeszkedik az eredeti adatokhoz. A
masodik abran levonhato kovetkeztetés a hatartermelékenység alapjan, hogy 129 N-tartalom (kg/ha)
miutragya felhasznalasnal kezdodden a hatartermelékenység negativ, tehat egy egységnyi N-tartalom
novekedése esetén a kukorica atlagtermelése csokken, tehat nem érdemes novelni a mitragya
felhasznalast.

A termelési fiiggvényszamitas adatbazisanak kialakitasa

A szamitdsok adatbazisat altalaban, a vizsgalt gazdasagi egység termelési eredményének és
raforditasainak idGsorai alkotjak.

A termelési eredmények mérése

A termelés eredménye esetében a legmegfelelobb megoldds az lenne, ha azt természetes
mértékegységben figyelnénk meg. A természetes mértékegységben torténd szambavétel sordn olyan
mennyiségi egységeket alkalmazunk, amelyek a termék fizikai tulajdonsagaival, a hasznalati értékkel
vannak kapcsolatban. A természetes mértékegységben vald szambavétel jelentéségét az huzza ala,
hogy ez kifejezi az adott iddszakban eléallitott hasznalati értékek tomegét és ez képezi az dsszes tobbi
szambavételi mod; az értéki szambavétel, a munkamértékegység, a terméksoros volumenindex stb.
alapjat. Példaul, a cementiizem esetében a termelés viszonylag homogén, €s igy az tizem kibocsatésa,
amit az adott iddszak folyaman termeltek, tonnaban mérhetd. Altalaban a gazdasagi egységeknél
eldallitott termékek szdma igen nagy, igy a termelés eredményét legtobbszor valamilyen értéki
mutatdészammal mérjiik.

A termelés értéki mutatdszamai az alabbiak lehetnek:

- a brutto termelési érték,
- a nettod termelési érték,
- az anyagmentes termelési érték.

A termelés brutto jellegli értéki mutatoi a termékek teljes értékét [c + v + m elemeket] figyelembe
veszik, tehat mind az élémunka értékét [v], mind a holtmunka értékét [c], tartalmazzak. A bruttd
jellegli mutatészamok kozos jellemzdje, hogy ha az egymast kovetd termeldéfolyamatok bruttod
termelési értekeit Osszegezziik, akkor az Osszegzett termelési érték tObbszords szambavételt
tartalmaz, ezt halmozdodasnak nevezziik. A nettd jellegli termelési mutatdoszdmok a létrehozott
termékeknek csak azon értékrészét tartalmazzak, melyet a vizsgalt id0szakban a megfigyelt
termelGegység hozott létre. Igy a nettd termelési érték az atvitt munka egyetlen elemét sem
tartalmazza. A nettd termelési érték megbizhatoan jellemzi a termeldegységnél eldallitott uj értéket,
nagysaga nem fiigg sem az ipar szervezeti felépitésétdl, sem az egyes iparvallalatok belsd
tagozodasatol. A nettd termelési érték kiszamitdsanal sok esetben problémat okoz a vizsgalt idészak
termelését terheld amortizacid megallapitasa, melyhez a fizikai kopas mellett, az erkolcsi kopas
figyelembevétele is sziikséges lenne. Ezért kertil sor a gyakorlatban az anyagmentes termelési érték
meghatarozasara, mely a teljes termelés, valamint az Gsszes anyagkoltség €és egyéb anyag jellegii
koltség kiilonbsége. Az anyagmentes termelési érték alkalmazasa leegyszeriisiti a termelési
fliggvényt, mivel a nyersanyag valtozo[ka]t nem sziikséges explicit médon belefoglalni. Vallalati
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szinten végzett elemzéseknél altalaban megfeleld a bruttd termelési mutatoszammal torténd mérés.
Az agazati szintli termelési fliggvény szamitasoknal viszont - a jelentds halmozoddas kikiiszobdlése
érdekében - célszerlibb a nettd termelés mutatdjat alkalmazni. A termelés volumenének értékbeni
mérésekor - mivel a termelési érték idOsorai képezik a vizsgalat adatbazisat - nagyon fontos az
Osszehasonlithatosag biztositasa. Ez torténhet dsszehasonlitd arak vagy arindexek felhasznalasaval.
Az igy nyert idésorok, a termelés volumenének valtozasat mutatjak.

Agazati szinten alkalmazzak a terméksorok alapjan szamitott indexeket, amely a termelés mennyiségi
valtozasat jelzi. A terméksoros volumenindex valamely dgazat termelési volumenének valtozasat, az
adott agazat termeld tevékenységét leginkabb jellemzd termékek mennyiségi adataibol szamitott
egyedi indexek stlyozott atlagaval méri. Sulyként altaldban a bér és amortizacid egyiittes 0sszegét
alkalmazzak. A terméksoros volumenindexszel kozelithetjiik a brutt6 termelés alakulasat, ha a brutto
értekkel sulyozunk. Ha a munkésok teljesitett ordival stilyozunk, akkor a nettd termelést, ha a bér
plusz amortizacioval stulyozzuk, akkor az anyagmentes termelést kozelitjiik.

A terméksorok alapjan szamitott kozelitdé volumenindex eltérhet a termelési modszer alapjan
szamitott netto termelési indextdl. Ennek okaként a kovetkezdk emlithetok meg: a kozelitd index nem
tiikrozi a fajlagos anyagfelhasznalds valtozasat; a szamitas sordn alkalmazott sulyok aranya eltér a
netté értékek ardnyatol; eltekint bizonyos mindségi jellemzoktdl; reprezentativ jellege miatt nem vesz
minden terméket figyelembe; és az 10 termékek késve keriilhetnek be a mintaba; eltekint a
szolgaltatasoktol, a félkész és befejezetlen termelés allomany valtozasatol, stb. Célszerli tovabba a
GDP-GNI termelési mutatokat alkalmazni. A GDP esetében figyelembe kell venni, ha nyitott a
gazdasag, ami szinte minden orszdgra és Magyarorszagra is igaz, akkor a kiilkereskedelmet brutto
modon kellene elszdmolni, az export volumenének egészét beszdmitva a végsd kibocsatasba (az
outputba) és az import volumenét a felhasznalt termelési tényezdk (inputba) kozott kimutatva.

A raforditasok mérése
Az élomunka raforditas az alabbi mutatoszamokkal mérhet6:

- létszamadatokkal [az Osszes foglalkoztatottak, fizikai foglalkoztatottak, szakmunkésok stb.
1étszaméaval],

- a teljesitett munkanapok vagy teljesitett munkaorak szdméaval,
- munkabér és kozterhei adatokkal.

Az ¢éldmunka-réforditast az 6sszes foglalkoztatottak 1étszdmaval mérve az éldmunkat egynemiinek
tekintjiik, bar ez nyilvanvaldéan egyszerlsitést jelent. Ezt a megkozelitést az indokolja, hogy a
termelés volumenét nemcsak a fizikai foglalkozastuak szama befolyésolja, hanem kozvetetten a nem
fizikai [alkalmazotti] apparatus is [pl. a miiszaki fejlesztés, az iranyitas szinvonala altal]. A fizikai
foglalkozastiak 1étszamat tekintve, a termelés és a kozvetleniil termeld munkét végzd dolgozok
kozotti kapcesolat altalaban szorosabb, mint a termelés és a kozvetve termelémunkat végzd dolgozok
kozott. A kdzvetve termeldmunkat végzok tevékenysége a kdzvetlen termelémunkéhoz kapcsolodik,
azt iranyitja, ellendrzi, kiszolgélja, ellatja [pl. kozvetlen termelésiranyitok, anyagmozgatok,
karbantartok]. Célszeri ezért kiilon adatsorral kozeliteni a fizikaiak emlitett kategoridit. A
foglalkoztatottak adatsorai és a munkanapokra vonatkoz6 megfigyelések hatranya, hogy nem
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tikkrozik az egy munkanapra jutd atlagos munkaora szamot, illetve annak valtozasat. Az ¢ldémunka-
raforditas legjobb kozelitésének a teljesitett munkadrdk szama tekinthetd, mivel ez tiikkrézi a
leginkébb a munkaraforditasok nagysagat. Problémat az jelent, hogy a teljesitett munkadrak szama a
munkahelyen eltoltott idot jelenti, mely nem minden esetben azonos a munkaban eltoltott tényleges
iddvel. Teljesitett oraként jelentkezik ugyanis az allasidd, amikor a munkas pl. anyag, energiahiany,
géphiba miatt nem végez termelémunkat. Tehat, amennyiben az adatok rendelkezésre allnak, célszerti
a teljesitett, [bélyegzett] munkaorakbol az allasidot levonni. A fizikai tékeraforditds, azaz az
alloeszkoz-felhasznalas kozelitésére a kovetkez6 megoldasok lehetségesek:

az Osszes termeld alldeszkodz nyitd, zard vagy atlagos dlloménya,

- a termeld alloeszk6zokon beliil a gépek, berendezések, felszerelések nyitd, zard vagy atlagos
alloméanya.

Ha az ¢év folyaman jelentds beruhdzast helyeztek iizembe, akkor célszerli a zard vagy atlagos
allomanyt megfigyelni. Id6soros vizsgalat esetén az Osszehasonlithatésag biztositasa céljabol,
lehetdleg 0sszehasonlitd arakon [azonos arszinten] kell az alldeszkozoket értékelni. Az alloeszkdzok
szambavételekor problémat jelent, hogy nettd vagy brutto értékben torténjen a mérés. Elvileg a nettd
érték tiikrozi az alldeszkoz-allomany miiszaki-gazdasagi allapotat, de figyelembe kell venni, hogy a
linearis leirasi kulcsok altalaban nem tiikrozik az alléeszkoz-allomany tényleges elhasznalodasi fokat,
azaz torzitanak. a magyar iparvallalatokndl magas a nullara leirt, de a termelésben tovabbra is
résztvevd gépek ardnya, melyek csak "eszmei" értékkel szerepelnek a vallalati nyilvantartasban,
hatékonysaguk azonban megkérddjelezhetd. a beruhdzdsok iizembe helyezése utdn bizonyos
iddszaknak el kell telnie ahhoz, hogy a gépek teljes kapacitassal lizemeljenek, tehat a termelési
fliggvényben ennek a hatidsa iddvel eltolva jelentkezhet, ezért indokolt lehet azt kifejezni un.
késleltetett valtozok [pl. Koyck regresszio] alkalmazasa ttjan.

Figyelembe kell venni a kapacitas kihasznalasat is, tovabba azt, hogy az alloeszk6zok kiilonbozd
évjarataak, €s igy teljesitoképességiik, miiszaki jellemzoik is mésok;

Az anyag és energiaraforditdst a miiszaki sajatossagoknak megfelelden értékben és naturalis
mutatokkal lehet kozeliteni.

Jelentds problémat okoz altalaban a termelési fliggvény-szamitasok sordn, hogy az alldeszkoz- és
bizonyos mértékig még a létszamadatok is kapacitasadatok [angol szdval "stock" jellegliek] a
termelési adatok viszont nem kapacitas [angol szoval "flow"] jellegliek. Az alléeszkozok esetén
elméleti szempontbdl megfelelébb lenne ezeket a raforditasokat az eszk6zok felhasznalasanak helye
szerint, tehat mozgdsukban szdmba venni, ugyanigy, mint a termelést és a munkaerét. Sajnos a
megfeleld statisztikai adatok mindeniitt tapasztalhatdé hianya kovetkeztében gyakorlatilag
kénytelenek vagyunk az 4lldeszkozoket készletként kezelni. A  kapacitdsadatok tehéat
allomanyvaltozok, szemben a folytonos valtozokkal. A kiilonbség az, hogy a folytonos valtozot az
iddegység alatt felhasznalt vagy elfogyasztott er6forrds mennyiségében mérjiik, mig az allomany
valtozot az egy adott id6pontban létezd vagy hasznalati célra elérhetd eréforrds mennyiségében
mérjiik. A munkaerd-felhasznalast mérhetjiik az iizemben a megfigyelt id6szak folyaman felhasznalt
munkaorak szamaval, tehat folytonos valtozoval. Ha ilyen adatok nem allnak rendelkezésre, akkor a
felhasznalast mérhetjiik az tizemben alkalmazott atlagos munkaslétszammal, ami allomanyvaltozo.
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A termelékenység tényezokre bontasanak modszerei.
Makr6 szinten

y= GDP (ezer Ft.)

x1= népesség szama (ezer o)

xo= foglalkoztatottak szama (ezer f6)

x3= aktiv koruak szdma (ezer f0)

Yy _YBXe

X1 X3Xp X

Az aktiv kortak szdmanak aranya a foglalkoztatottak szdmahoz viszonyitva
X3

X,

A foglalkoztatottak szamanak aranya a népesség szdmahoz viszonyitva

X2

X1

Mikré szinten

y=termelés értéke (ezer Ft.)

x1= dolgozdk szama (f0)

xo=fizikai dolgozok szdma (f6)

x3= fizikai dolgozok ledolgozott 6rdinak a szama (6ra)

Yy Y X3Xp

X X3Xp X1

A fizikai dolgozok ledolgozott drainak a szamanak aranya a fizikai dolgozok szamahoz viszonyitva
X3

X,

A fizikai dolgozok szaménak aranya a dolgozok szamahoz viszonyitva

X2

Xy

Eszkodzhatékonysag

y= termelés értéke (ezer Ft.)

x1= gépek brutto értéke (ezer Ft.)

xo=gépek szdma (db)

x3= lizemgépes gépek szama(db)

x4=milk6d6 gépek szama (db)

xs=gépek ténylegesen ledolgozott ordinak a szdma (6ra)

Y YV X5X4X3X

Xi X5 XqX3Xp Xy

A gépek ténylegesen ledolgozott 6rdinak a szdmnak aranya a miikodd gépek szdmahoz viszonyitva
(6ra/db)

X5

X4

A miikddd gépek aranya az lizemgépes gépekhez viszonyitva.

X4

X3

Uzemképesség mutatdja, az lizemgépes gépek aranya a miikddé gépek szamahoz viszonyitva
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X3
X2
Az egy gépre juto atlagos brutto érték (ezer Ft./db)
X2
X1

Gyakorlati szamitasok. Egy cipogyar termelési fiiggvénye.

Egy cipdipari vallalatnal végzett termelési fiiggvényszadmitas adatbazisat az alabbi tabla tartalmazza.

Ev y x1 x21 x22 d v
1968 1009 1787 1008 21457 175 1650
1969 1099 2178 1111 23433 188 1680
1970 1476 2627 1253 23111 267 1750
1971 1488 2611 1218 22842 281 1820
1972 1522 2740 1219 22422 292 1950
1973 1568 2723 1208 23118 303 2150
1974 1570 2746 1300 29532 295 2340
1975 1701 2882 1647 32217 328 2470
1976 1699 2506 1499 32359 337 2860
1977 1667 2792 1741 33717 314 2930
1978 1681 2681 2126 47350 333 3100
1979 1594 2559 2544 52911 340 3320
1980 1557 2483 2766 52421 351 3700
1981 1560 2403 2654 50433 350 3800
1982 1562 2146 2695 50440 315 4500
1983 1589 2098 3702 57063 316 4800
1984 1601 2032 4042 65007 318 5200
1985 1588 2010 3930 61494 310 5800
1986 1592 1949 4074 64815 315 6200
1987 1538 2032 5278 77203 300 6800
1988 1330 1844 4976 82919 250 8200
1989 1208 1651 5314 88749 220 9300
1990 1000 1568 5346 61645 180 9800

A termelési fliggvényszamitas az alabbi valtozok 1968-t6l 1990-ig terjedd iddsorai alapjan késziilt:

y = atermelés volumene [ezer par]

x1 = a fizikai foglalkozasuak teljesitett munkadrai [ezer Ora]
x21 = a gépek berendezések amortizacioja [millio Ft]

x22 = a gépek berendezések brutto érteke [milliod Ft]

d = a felsébor felhasznalas [ezer m?]

v = a fizikai foglalkozéasuak havi atlagbére (Ft/f0)

t =azidovaltozo [t=1, 2, ... 23]
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Az elemzésre és eldrejelzésre alkalmas fliggvények kivalasztasa.

Backward elimination:

Elsé korben minden valtozot beépit a modellbe, majd azokat eliminalja, melyek kivételével nem
csokken szignifikansan a modell magyarazo ereje. A nem szignifikans hatasuakat kizarja a modellbol.
A becslofiiggvény:

¥ = boXt1 X2%2 X3 x4 X3P

vagyis az eredeti valtozok logaritmusai kozott linedris kapcsolat van, aminek alapjan a szamitasokat
elvégeztiik.

In y = Inbo+ bilnx; + balnxz1 + bslnxsy + balnxs + bslnxs

A szamitasok eredményei:

Regresszids statisztika

R 0,9761
R? 0,9529
R 0,9390
S 0,0392
n 23
Varianciaanalizis
df Ss MS F p-érték
Regresszio 5 0,5 0,1 68,7 0,000000
Maradék 17 0,0 0,0
Osszesen 22 0,6
Regresszios egyiitthatok
Ehaté St. hiba t-érték | p-érték | Alsé 95% Fels6 95%
bo 2,6295 0,9633 2,73 0,014 0,597 4,662
b, 0,1265 0,1347 0,94 0,361 -0,158 0,411
b, -0,0101 0,1007 -0,10 0,921 -0,223 0,202
bs -0,0645 0,0898 -0,72 0,482 -0,254 0,125
b4 0,6925 0,0916 7,56 0,000 0,499 0,886
bs 0,0658 0,0762 0,86 0,400 -0,095 0,227

A z6ld szamok a szignifikans, a piros szdmok a nem szignifikans valtozokat jeldli. Probalkozassal (a
bevonjuk ? oszlopban a pipa jel kivételével, vagy megtartasaval) lehet meghatarozni az optimalis
fliggvényt, aminek esetében a valtozok szignifikdnsak és a szakmai szempontoknak is eleget tesznek,
vagyis tartalmaznak egy munka, és egy holtmunka tényezdt. A pipajel valtoztatasaval az eredmények
azonnal lathatoak.

Kihagytuk az x22a v és d valtozokat.

Az optimalis termelési fliggvény az aldbbi magyarazo valtozokat tartalmazza:

x1 = a fizikai foglalkozasuak teljesitett munkadrai [ezer Ora]

x21 = a gépek berendezések amortizacioja [millid Ft]

A szamitésok eredményei

Regresszios statisztika

R 0,8876
R? 0,7878
R? 0,7666

S 0,0831

n 23
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Varianciaanalizis

33

df SS MS F p-érték
Regresz-
A 2 0,4 0,2 37,1 0,000000
Maradék | 20 0,1 0,0
Osszesen | 22 0,6
Regresszios egyiitthatok
Ehato St. hiba t-érték | p-érték | Alsé 95% Fels6 95%
bo -2,3616 1,2485 -1,89 0,073 -4,966 0,243
by 1,0416 0,1313 7,93 0,000 0,768 1,316
b2 0,2071 0,0409 5,07 0,000 0,122 0,292
Az autokorrelacio tesztjei:
Autokorrelacio rendje P t tirit p-érték
1 0333| 1,621 2,080 0,1199
2 0,194 0,905 2,086 0,3762
3 0,046 -0,211 2,093 0,8348
4 0,487 -2,556 2,101 0,0199
5 0,475 -2,472 2,110 0,0243
6 0,322 -1,559 2,120 0,1386
7 0,407 -2,044 2,131 0,0589
8 0,059 0,270 2,145 0,7913
9 0,322 1,560 2,160 0,1427
10 0,566 3,145 2,179 0,0085
11 0,192 0,895 2,201 0,3902
12 0,106 -0,490 2,228 0,6348
Tetszoleges P t Eierit p-érték
1 0,333 1,621 2,080 0,1199
Durbin-Watson
D-W 1,333
dL (5%) 1,168
dU (5%) 1,543
dL' (5%) 2,457
dU' (5%) 2,832
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Nincs szignifikans autokorreldcio az idésorban.

Ennek alapjan a becsl6 fiiggvény.

Iny=-2,3616 + 1,0416+Inx; + 0,207 1+Inx2;

Vissza transzformalva:

¥ = 0,094269+x, 10416, x5, 0:2071

Ha rendelkeziink a két magyarazo valtozo (x1 és x21) értékeivel, akkor a regresszid.xls extrapolalja a
termelés (y) jovObeni értékeit.

Hasznaljuk a C-Dtermelésifiiggvényatlagéshatarmutatoi-cipdgyar.xls Excel parancsfajlt.

A program kiszamitja elszor a hatvanykitevds (Cobb-Douglas) termelési (regresszids) fliggvény
paramétereit a logaritmizalt fliggvény alapjan, majd kozli a transzformalt bo és ey volumenhozadék
értékeket, tovabba a becsiilt y vektort logaritmizalt (Iny becsiilt) és természetes forméaban (y_becsiilt:
) Ezt kovetden kiszamitja az atlag- ¢és a hatdrmutatokat, a megfigyeléseknek €s a magyarazo
valtozoknak (x; és x2) megfeleléen a kdvetkezd sorrendben: atlagtermelékenységek, technologiai
koefficiensek, technikai felszereltség, hatartermelékenységek, parcidlis rugalmassagok, helyettesitési
hatararanyok, kozvetlen akceleratorok, keresztakcelerator, hozadékok. Az dbrdk munkalapon pedig
abrazolja is a kiszamitott atlag- és hatar-mutatdkat.

A jelolések:

Y Ve xly Xy Faxlx dylds  dyld, s, s, ake,  akc,  keresztakc  hozadékx,  hozadékx,
A paraméterek, az atlag és hatarmutatok abrai és adati:

Inbe=-2,3616

bo=0,0943

b1=1,0416

b2=0,2071

ev=b1+by=1,2487
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A munka termelékenysége (y/x1) 1987-ig emelkedett, majd 1987-t6] csokkent, mert a termelés is
csOkkent. Az eszkdzkihasznalas (y/x2) végig csokkent. Ha csokken a termelés, akkor el lehet kiildeni
dolgozodkat, de a gépek amortizacidja nem valtozik. Az atlagmutatok alakulaséban ciklikus mozgas
volt tapasztalhatd, a munka termelékenységénél a peridodus 4 év, az eszkdzkihasznalasnal 5 év.
(ciklusfordulopontok szamitasa.xls parancsfajl felhasznalasaval)

F=x2/x1

4
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3 "l
2,5 /
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1,5 /-

1 /—/

0,5 == ,_—/

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
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F=x2/x1

A technikai felszereltség (x2/x1) hatszorosara emelkedett 1968-1990 kozott, a periddusok atlagos
értéke 6 év volt.
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Az élomunka hatartermelékenysége (dy/dxi) 1986-ig nétt, utana csokkent. A periddus atlag értéke 4
év. Az eszkOzkihasznalas hatartermelékenysége (dy/dx») csak 1973-ig emelkedett, azota csokkent. A
periddus atlag értéke 5 év.
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Az ¢lémunka helyettesitési hatararanya (s1) 1968 és 1990 kozott hatszorosara emelkedett. Az si-gyel
jeloltiik annak a sziikséges beruhazasnak a nagysagat, amely egységnyi munkaerd alldeszkdzokkel
torténd helyettesitéséhez sziikséges a kibocsatas valtozatlansaga mellett.
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A keresztakcelerator pozitiv és 1968-¢s 1990 kozott csokkent, tehat a két termelési tényezo kiegésziti
egymast. Az élomunka kozvetlen akceleratora (akcl) pozitiv, vagyis, ha az éldmunka felhasznalasat
noveljiik, akkor az éldmunka hatartermelékenysége nd. A holtmunka kozvetlen akceleratora (akc2)
negativ, vagyis, ha a holtmunka felhasznalasat noveljiik, akkor a holtmunka hatartermelékenysége
csokken.

0,0001

Ollwfwxxxl\\\rrrwwwxxrrl

_0’00031968 1971 1974 1977 1980 1983 1989

-0,0002 /
-0,0003

/ = hozadékx1
-0,0004 /

-0,0005 N
-0,0006 /
-0,0007 /\ /
-0,0008

V

-0,0009

= hozadékx2

Az élémunka hozadéka (hozadékx1) pozitiv, tehat, ha az ¢élémunka felhasznalasat noveljik, az
atlagtermelékenység nd, mikdzben a holtmunka felhasznaldsa nem valtozik. A holtmunka hozadéka
(hozadékx2) negativ, tehat, ha a holtmunka felhasznalasat noveljiik, az eszkdzkihasznalds csokken,
mikozben az élomunka felhasznalasa nem valtozik.
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y/X1 y/XZ

X1y Xoly F=x,/x, dyldx,  dy/dx,

0,564633 1,000992
0,504591 0,989199
0,561858 1,177973
0,569897 1,221675
0,555474 1,248564
0,575835 1,298013
0,571741 1,207692
0,590215 1,032787
0,677973 1,133422
0,597063 0,957496
0,627005 0,790687
0,622900 0,626572
0,627064 0,562907
0,649189 0,587792
0,727866 0,579592
0,757388 0,429227
0,787894 0,396091
0,790050 0,404071
0,816829 0,390771
0,756890 0,291398
0,721258 0,267283
0,731678 0,227324
0,637755 0,187056

1,771060 0,999009 0,564074 0,588115 0,207296
1,981802 1,010919 0,510101 0,525576 0,204854
1,779810 0,848916 0,476970 0,585223 0,243947
1,754704 0,818548 0,466488 0,593597 0,252997
1,800263 0,800920 0,444891 0,578575 0,258566
1,736607 0,770408 0,443628 0,599783 0,268806
1,749045 0,828025 0,473416 0,595518 0,250102
1,694297 0,968254 0,571478 0,614760 0,213880
1,474985 0,882284 0,598164 0,706167 0,234721
1,674865 1,044391 0,623567 0,621893 0,198288
1,594884 1,264723 0,792988 0,653080 0,163744
1,605395 1,595985 0,994138 0,648804 0,129757
1,594733 1,776493 1,113975 0,653142 0,116573
1,540385 1,701282 1,104453 0,676186 0,121726
1,373880 1,725352 1,255825 0,758135 0,120028
1,320327 2,329767 1,764538 0,788885 0,088889
1,269207 2,524672 1,989173 0,820660 0,082027
1,265743 2,474811 1,955224 0,822905 0,083679
1,224246 2,559045 2,090303 0,850798 0,080925
1,321196 3,431730 2,597441 0,788366 0,060346
1,386466 3,741353 2,698482 0,751253 0,055352
1,366722 4,399007 3,218655 0,762106 0,047077
1,568000 5,346000 3,409439 0,664277 0,038737



S1 S, akc; akc, keresztakc hozadékx; hozadékx,
2,837077 0,352475 0,000014 -0,000163 0,000121 0,000013  -0,000787
2,565614 0,389770 0,000010 -0,000146 0,000098 0,000010  -0,000706
2,398978 0,416844 0,000009 -0,000154 0,000097 0,000009  -0,000745
2,346257 0,426211 0,000009 -0,000165 0,000101 0,000009  -0,000795
2,237630 0,446901 0,000009 -0,000168 0,000098 0,000008  -0,000812
2,231282 0,448173 0,000009 -0,000176 0,000103 0,000009  -0,000852
2,381102 0,419974 0,000009 -0,000153 0,000095 0,000009  -0,000737
2,874318 0,347909 0,000009 -0,000103 0,000077 0,000009  -0,000497
3,008540 0,332387 0,000012 -0,000124 0,000098 0,000011  -0,000600
3,136307 0,318846 0,000009 -0,000090 0,000074 0,000009  -0,000436
3,988427 0,250725 0,000010 -0,000061 0,000064 0,000010  -0,000295
5,000138 0,199994 0,000011 -0,000040 0,000053 0,000010  -0,000195
5,602871 0,178480 0,000011 -0,000033 0,000049 0,000011  -0,000161
5,554978 0,180019 0,000012 -0,000036 0,000053 0,000011  -0,000176
6,316322 0,158320 0,000015 -0,000035 0,000058 0,000014  -0,000171
8,874954 0,112677 0,000016 -0,000019 0,000044 0,000015  -0,000092
10,004786 0,099952 0,000017 -0,000016 0,000042 0,000016  -0,000078
9,834033 0,101688 0,000017 -0,000017 0,000043 0,000016  -0,000082
10,513429 0,095116 0,000018 -0,000016 0,000043 0,000017  -0,000076
13,064141 0,076545 0,000016 -0,000009 0,000031 0,000015  -0,000044
13,572337 0,073679 0,000017 -0,000009 0,000031 0,000016  -0,000043
16,188614 0,061772 0,000019 -0,000007 0,000030 0,000018  -0,000034
17,148182 0,058315 0,000018 -0,000006 0,000026 0,000017  -0,000028

Egy cipogyar CES fiiggvénye

A hatvanykitevds regresszios (Cobb - Douglas — tipust) termelési fiiggvények széleskorii elterjedése,
népszerlisége a fliggvény egyszerli és konnyen kezelhet6 matematikai alakjanak tulajdonithato.
Probléma viszont az, hogy a helyettesitési rugalmassag (o) értéke eldre rogzitett, eggyel egyenld érték
lehet csak. Ezt a korlatot oldottak fel a CES (4lland6 helyettesitési rugalmassagi) termelési fiiggvény
kidolgozoi. A CES fliggvénynél a helyettesitési rugalmassag értékét a konkrét termelési fliggvény
eredményeként hatdrozzdk meg. Ebben az esetben a helyettesitési rugalmassag allando, de nem
feltétleniil egyenld eggyel, viszont értéke nem lehet negativ. A CES fiiggvény o6t becsiilt
paraméterével sokoldalubban irja le a fejlodést, mint a harom paraméteres Cobb-Douglas termelési
figgvény. Ugyanakkor a CES fliggvény becslése bizonyos problémakat vet fel. Sziikség van a
munkaerd és az alloeszkoz "ara" becslésére €és ez sok bizonytalansagot visz a modellbe. Iteracids
eljarassal viszont a munkaerd és az alloeszkoz "ara" ismerete nélkiil is meghatarozhat6 az a fliggvény,
ami mellett a tobbszords determinacids egyiitthato (R?) értéke a legnagyobb. A CES-fiiggvényt 1961-
ben alkottak meg az tigynevezett stanfordi kor tagjai, Kenneth Arrow, Hollis Burnley Chenery,
Bagicha Singh Minhas és Robert Merton Solow.
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A CES!-fiiggvény becslése.? 3

A CES-fiiggvény képlete eredeti és logaritmizalt forméaban:

Ahol:

ey

y= h[Azxz’P +(1—A2)x1’P] P gt

Iny=Inh+e, {[—%] In [AZXZ-P +(1L-A,)x," ]}Jr u

p==-1

o2 3, /%)) . ds;
X, /% s

Lo
bodx, dx,

h>0; 0<A,<1; p=-1; 620,

y = a termelés (kibocsatas, output),

X, = a munkatényez0 (az €l0munka-raforditas, input),

X, = az alloeszkoz-tényezd (a holtmunka-raforditas, input),

e, = a volumenhozadék, azt fejezi ki, hogy hany szazalékkal n6 a termelés (a kibocsatas) a
termelési tényezOk (X, g5 X,) egy szazalékos novekedese mellett.

A, = az elosztasi paraméter, a két termelési tényez6 részesedését fejezi ki a termelés [V ]
létrehozasaban, ahol azA, a holtmunka, mig (1-A,) az éldmunka részesedése.

o = a helyettesités rugalmassaga (a technikai felszereltség relativ valtozasanak és a helyette-
sitési hatararany relativ valtozasdnak a hanyadosa)

s1 = a helyettesitési hatararany (hatarrata) a vizsgalt termelési fliggvény esetében az éldmunka
parcialis derivaltjanak és a holtmunka parcidlis derivaltjanak a hanyadosa.

p = a helyettesitési paraméter, amely a helyettesitési rugalmassag (o) transzformacidja, ha
p=0, akkor c=1, ez a Cobb-Douglas fiiggvény esete, ha: -1<p<0, akkor >1, végiil, ha 0<p<
oo, akkor o<1.

h = a semleges hatékonysagi paraméter, amelynek valtozdsa meghatarozott raforditasok ese-
tén azonos aranyban valtoztatja a termelést.

2 Arrow K. J. - Chenery H. B. - Minhas B. S. — Solow R. M. [1961]: Capital - labor substitution and economics
efficiency. The Rewiew of Economics and Statistics. 225-250. A szerzék vezetéknevének kezd6betiii alapjan
a CES - fliggvényt ACMS vagy SMAC — fiiggvénynek is hivjak. Az allando helyettesitési rugalmassagu fligg-
vény angol roviditése CES. (Constant Elasticity of Substitution).

3 Pintér Jozsef [1987]: A termelési fiiggvények vallalati alkalmazasai. Statisztikai Szemle. 2. sz. 187-206.

4 Matyas Antal [1973]: A modern polgari kdzgazdasagtan torténete. Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiadd. Buda-
pest. 305-310.
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Ha ismernénk az A,és a p értékét, akkor egy haromvaltozos linedris modellre vezetnénk vissza a

CES-fiiggvényt és akkor a becslés megoldhato lenne. A CES-fiiggvény paraméterei ugyanis csak a p
¢és A, ismeretében becsiilhetok meg:

Iny=Inh+e, {[—1] In [AZXZ_P + (1'A2)X1_P]}+ u
P
Legyen:
W=[- %1 In[A,x, " +(1-A,)%," |

A és p ismeretében a két hidnyzo (Inh illetve h €s ey) paraméter becsiilhetd:

Iny =Inh+e W+u

A CES becslésének harom moddszere ismert.

Felhasznalt adatallomény, a mar bemutatott cipdgyar adatai, kibdvitve:

y% x1% | x21% v% % vit% | x21/x1% | y/x1%

100.00| 100.00| 100.00| 100.00| 100.00 100.00| 100.00( 100.00
108.92| 121.88| 110.22| 101.82| 98.82 103.04 90.43| 89.37
146.28| 147.01| 124.31| 106.06| 117.67 90.13 84.56| 99.50
147.47| 146.11| 120.83| 110.30( 122.05 90.37 82.70| 100.93
150.84 | 153.33| 120.93| 118.18| 124.73 94.75 78.87| 98.38
155.40( 152.38| 119.84| 130.30( 129.67 100.48 78.65| 101.98
155.60| 153.67| 128.97| 141.82| 120.65 117.55 83.93| 101.26
168.58| 161.28| 163.39| 149.70| 103.18 145.09| 101.31| 104.53
168.38| 140.24| 148.71| 173.33| 113.23 153.08| 106.04| 120.07
165.21| 156.24| 172.72| 177.58| 95.65 185.65( 110.55| 105.74
166.60| 150.03| 210.91| 187.88( 78.99 237.85| 140.58| 111.04
157.98 | 143.20| 252.38| 201.21| 62.60 321.44| 176.24| 110.32
154.31| 138.95| 274.40| 224.24| 56.24 398.75| 197.48| 111.05
154.61| 134.47| 263.29| 230.30| 58.72 392.18| 195.80| 114.98
154.81| 120.09| 267.36| 272.73| 57.90 471.01| 222.63| 128.91
157.48| 117.40| 367.26| 290.91( 42.88 678.43| 312.83| 134.14
158.67| 113.71| 400.99| 315.15( 39.57 796.45| 352.64| 139.54
157.38| 112.48| 389.88| 351.52| 40.37 870.83| 346.62| 139.92
157.78| 109.07| 404.17| 375.76| 39.04 962.55| 370.56| 144.66
152.43| 113.71| 523.61| 412.12( 29.11| 1415.67| 460.48| 134.05
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131.81| 103.19| 493.65| 496.97| 26.70| 1861.23| 478.39| 127.74
119.72| 92.39| 527.18| 563.64| 22.71| 2481.96 570.6| 129.58
99.11| 87.74| 530.36| 593.94| 18.69| 3178.31| 604.47| 112.96

1. Modszer CES1.xls

Keresés gombra kattintva az Opt W vektorban megkeresi azt a helyettesités rugalmassag, illetve az
ebbdl szamitott helyettesitési paraméter értéket €s az elosztasi paramétereket, A, illetve az ebbdl
szamitott A; értéket, amelyek esetében az illesztés a legjobb, tehat a tobbszords determinéciods
egyiitthato (R?) a legnagyobb. Ha A és p ismert, — amit az Excel parancsfijl kiszamit az el6zdekben
leirt modon — a hidnyz6 Inh és ey paraméterek az alabbi regresszios fliiggvénnyel becsiilhetok:

Iny=Inh+e W+u

Az optimalis regressziot, tehat ahol az adott A, és p értékek mellett az R%a legnagyobb, elfogadva a
CES-fiiggvény paramétereit a logaritmizalt egyenletbdl (Inypecs) megkapjuk.

Iny=Inh+e, {[—1] In [AZXZ_P +(1- Az)xl_P]}"' u
p

h=e"" transzformacioval az eredeti fiiggvény (ybecs) felirhatd, mert p, Aés e, paraméterek

1smertek.

Az dbra munkalapon az eredeti €s a becsiilt (CES) adatok abréjat is meg lehet tekinteni.

A feldolgozhat6 legnagyobb adatallomany esetében a megfigyelések szama 500.

A szamitasok eredményei.

Az adatallomany:

y

X1

X2

1009,00000

1787,00000

1008,00000

1099,00000

2178,00000

1111,00000

1476,00000

2627,00000

1253,00000

1488,00000

2611,00000

1218,00000

1522,00000

2740,00000

1219,00000

1568,00000

2723,00000

1208,00000

1570,00000

2746,00000

1300,00000

1701,00000

2882,00000

1647,00000

1699,00000

2506,00000

1499,00000

1667,00000

2792,00000

1741,00000

1681,00000

2681,00000

2126,00000

1594,00000

2559,00000

2544,00000

42



1557,00000

2483,00000

2766,00000

1560,00000

2403,00000

2654,00000

1562,00000

2146,00000

2695,00000

1589,00000

2098,00000

3702,00000

1601,00000

2032,00000

4042,00000

1588,00000

2010,00000

3930,00000

1592,00000

1949,00000

4074,00000

1538,00000

2032,00000

5278,00000

1330,00000

1844,00000

4976,00000

1208,00000

1651,00000

5314,00000

1000,00000

1568,00000

5346,00000

y = atermelés volumene [ezer par]

x1 = a fizikai foglalkozasuak teljesitett munkadrai [ezer 6ra]

x2=X21 = a gépek berendezések amortizacidja [millié Ft]
A szamitasok eredményei:

0=0,54

p=0,850
A=0,172
e,=1,174
Inh=-1,752
h=0,173

Abra:

Iny =Inh+

2000,00

1800,00

1600,00

1400,00 /
1200,00

1000,00

800,00

sstvbecs

600,00

400,00

200,00

0,00

e, W+u

Iny=-In1,752+1,174W+u

Iny=Inh+e, {[—%] In [AZXZ'P +(@1-A)x,” ]} +Uu
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Iny=-In1,752+1,174*([-1/0,850]*In[0,172%x,*859+-0,828* x,0-40])
h — eInh

0,173=elnh

A szadmitasok eredményei, a becsiilt CES-fiiggvény

Opt W I nybecs ybecs

7,368 6,899 | 990,885
7,539 7,100 | 1212,107
7,708 7,299 | 1478,108
7,696 7,284 | 1456,770
7,731 7,325 1517,080
7,723 7,316 | 1504,564

7,751 7,348 | 1553,190
7,849 7,464 | 1743,441
7,720 7,313 | 1499,238
7,839 7,451 | 1722,145
7,851 7,466 | 1746,784
7,846 7,461 | 1738,038
7,835 7,447 | 1715,226
7,801 7,407 | 1647,866
7,708 7,298 | 1476,656
7,729 7,323 | 1514,195
7,710 7,300 | 1480,897
7,697 7,286 | 1459,004
7,673 7,257 | 1418,522
7,735 7,330 1525,103
7,641 7,220 1365,892
7,544 7,106 | 1218,803
7,497 7,050 | 1152,613

Az idétényezd bevonasa (cesl-idotényezébevonasa_ Cipogyar adatai.xls parancsfijl felhasznilasa. A
programozas ideje 2023)

A CES fiiggvényt bovitjiik a kovetkezé szorzattal

e/lt

A CES egyenletet logaritmizalva
+At

c=0,1271
p=6,8702
A= 0,1387
A= 10,0004
ev=1,208
Inh=-0,485
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h= 0,615
R’= 0,817
A becsl6fliggvény In transzformacioval

Iny=0,0004t-1n0,485+1,208*([-1/6,8702]*In[0,1387*x2"%879%4+0,8613* x,8702])

A becslés dbraja

7,60

7,50

740 ‘ \f/\—’\
730 2 .

6,90

6,80

6,60

6,50

[
I
0T
1T
T
€T

2 Modszer CES2.xls

A CES fiiggvény kidolgozoi, abbdl indultak ki, hogy a munka atlagos termelékenysége €s a munkabér
kozotti empirikus Osszefiiggés magéaban foglal egy hatvanykitevos regresszios fiiggvényt. Az alabbi
Osszefliggésbol kiindulva, mindkét oldalt logaritmizalva, a munkabér (V) kitevjét c-vel jeldlve, a
kovetkezd segéd fiiggvényhez jutottak.

y
= =p,v°€
Xy

Inlzlnb1+clnv+u
Xy

Ahol:

v = az egységnyil munkaerd-tényezo ara (pl. az 6sszes munkabér [vagy bérkoltség, vagy realbér stb. |
osztva a figyelembe vett munkatényezo [x1] mennyiségével)

A fenti 6sszefiiggésekben a by és ¢ paraméterek, a legkisebb négyzetek modszerével, az In[y/xi] és
Inv idésorabol meghatarozhatok. Bizonyitottak, hogy c allandé volumenhozadék (ey) esetén a
helyettesitési rugalmassaggal ¢ egyenld. A fenti 6sszefliggésekben lathato, hogy a munkabér kitevdje
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(c) azt fejezi ki, hogy a munkabér (v) 1 szazalékos novekedésével a termelékenység ¢ %-kal valtozik.
A c=c 0Osszefliggést felhasznalva a helyettesitési paraméter (p) is meghatarozhatd. Az egyenlet
becslését ugy végezhetjiik el, hogy az A» értékét valtoztatjuk, s azt a valtozatot fogadjuk el, ahol az
R? a legnagyobb és a regresszios modell, az elméleti feltételeknek eleget tesz. A p tehat ismert, igy az

A, értékét kell valtoztatni a 0 és 1 intervallumban, és mindegyik A» érték esetében meg kell hatdrozni
a tobbszords determindcids egyiitthatd (R?) értékét, felhasznalva az alabbi, korabban mar megismert
determinacids egyiitthato (R?) értékét, felhasznalva az alabbi, kordbban méar megismert
Osszefliggéseket. Amelyik A értéknél a legnagyobb a tobbszords determinacids egyiitthatod értéke
(R?), azt a fiiggvényt fogadjuk el. A szamitas tehat hasonlit az 1. modszerhez, a kiilonbség az, hogy
csak az A,értékét valtoztatjuk, a p viszont mér ismert. Az adatallomény viszont bonyolultabb,
szlikség van a munkaer6 arara is, hogy a p értékét megbecsiiljiik.

ey

y=h I:Azxz_P +(1-A)x” ]_F e’

Iny:Inh+ev{[—%] In [AZXZ-P +(L-A)X," ]} +U

A p ismeretében a hianyzé az A, valtoztatasaval paraméterek megbecsiilhetok. A ces2.xls fajl kozli
azA2=0,1:A2=0,2: A2=0,3: A2,=0,4: A2=0,5: A,=0,6: A,=0,7: A,=10,8: A»=0,9: és az optimalis
A (az Az barmilyen értéket felvehet 0 és 1 kdzott, és ahol az R? a legnagyobb) esetében a kdvetkezd
mutatokat: R, Inh, h, e.

A W amegadott Ay (A2 =0,1: A2 =0,2: A» =0,3:.... =0,9: és az optimalis) értékek szerint valtozik:

W= [-i] In[ A%, +1-A)x,”

A megadott A> felhaszndldsdval a hidnyz6 paraméterek a mar ismert regresszids fliggvénnyel
becstilhetdk.

Iny=Inh+e, W +u

A program kozli az A> megadott értékei (A2 = 0,1: ... A2 =0,9:) koziil a legjobb becslést (ahol az R?
a legnagyobb) ad6 CES fiiggvény logaritmizalt (Iny becs) és transzformalt, eredeti (y_becs) értékeit,
az eredeti adatok és a CES-fliggvény alapjan szamitott reziduum négyzet értékeket. A K oszlopban
el6szor a CES paramétereket sorolja fel.

A program kozli az A, optimélis értékét is, (ahol az R? a legnagyobb) és ezt *-gal jeldli, CES fiiggvény
logaritmizalt (Iny becs*) és transzformalt, eredeti (y_becs*) értékeit, az eredeti adatok és a CES-
fliggvény alapjan szamitott REZIDUUM NEGYZET* értékeket. A K oszlopban a CES paramétereket
* megjeldléssel masodikként sorolja fel.

A feldolgozhato legnagyobb adatidllomény esetében a megfigyelések szama 500, ezért a szamitott
paraméterek egy része az 501. sorban talalhato.
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Az dbra munkalapon az eredeti, és a becsiilt (CES) adatok abrajat is meg lehet tekinteni.

Az adatok, amivel szamoltunk:

y x1 x2 v
1009,00| 1787,00| 1008,00| 1650,00
1099,00| 2178,00| 1111,00| 1680,00
1476,00| 2627,00| 1253,00| 1750,00
1488,00| 2611,00| 1218,00| 1820,00
1522,00| 2740,00| 1219,00| 1950,00
1568,00| 2723,00| 1208,00| 2150,00
1570,00| 2746,00| 1300,00| 2340,00
1701,00| 2882,00| 1647,00| 2470,00
1699,00| 2506,00| 1499,00| 2860,00
1667,00| 2792,00| 1741,00| 2930,00
1681,00| 2681,00| 2126,00| 3100,00
1594,00| 2559,00| 2544,00| 3320,00

1557,00| 2483,00| 2766,00| 3700,00
1560,00 | 2403,00| 2654,00| 3800,00
1562,00| 2146,00| 2695,00| 4500,00
1589,00| 2098,00| 3702,00| 4800,00
1601,00| 2032,00| 4042,00] 5200,00
1588,00| 2010,00| 3930,00| 5800,00
1592,00| 1949,00| 4074,00| 6200,00
1538,00| 2032,00| 5278,00| 6800,00
1330,00| 1844,00| 4976,00| 8200,00
1208,00| 1651,00| 5314,00] 9300,00
1000,00| 1568,00| 5346,00| 9800,00

A szdmitasok eredményei:
0=0,198

p=4,048

R*=0,727

In h= 0,225

h=1,252

ev= 0,925

Ax=0,1

Az optimalis megoldas:
R*'=0,735

In h*= 0,134

h*=1,143

ev*=10,936

Ax*=0,082

Iny=-1n0,134+0,936*([-1/4,048]+In[0,082*x,**4¥+0,918+ x;*74])

Inh=0,134
h=e""=1,143
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A grafikus abra (eredeti adatok, elsé becslés, masodik becslés, optimalis megoldas):

2000,00

1800,00

1600,00

1400,00

1200,00

-y
1000,00 ——y_becs
——y_becs*

800,00

600,00

400,00

200,00

0,00

1 2.3‘4‘5IGv7‘8‘9‘10‘11v12‘13‘14l15‘16‘17‘18‘19‘20‘21‘22‘23‘
3 Modszer CES3.xls

A modszer alkalmazasahoz sziikség van a munkaerd (v) és az alloeszkoz (r) arara is. Feltételezziik,
hogy a CES fliggvény folytonos és létezik az elsérendli és masodrendil parcialis derivaltja. Az
elsorendi parcialis derivalt [a hatartermelékenység] pozitiv, ami azt jelenti, hogy a megfeleld
termelési tényezo novelésével a termelés is nd. Ez a feltétel a termelési fliggvény novekvo jellegére
utal. A parcialis derivaltakat meghatarozva, bizonyithatd, hogy a CES termelési fiiggvénynél, az
¢ldmunka ¢és a holtmunka hatartermelékenységének hanyadosa, a helyettesitési hatararany si:

p+1
vV . _1-A (X,
ro A X

A helyettesitési hatdrardny — nyereség maximum esetén — a tényezdvaltozok ardnak aranyaval v/r
egyenld.

Ahol a még nem ismert jelolés:

r = az egységnyi alloeszkoz-tényezd ara, ami pl. az alldeszkoz allomany megtériilési rataja, annak a
kamatlabnak a meghatarozésara szolgal, amely egyszeri megtériilést biztosit az élettartamon beliil, ez
a bels6 kamatlab. A belsé kamatldb megmutatja, hogy mekkora az a kalkulativ kamatlab, amely
mellett a beruhazas egyszeri és a miikddés folyamatos koltségei a bevételekbdl éppen egyszer
tériilnek meg az élettartam alatt. Helyettesithetjiik a belsé kamatlabat az eszkdzhatékonysag vagy a
kibocsatas (termelés) ndvekedési litemével, vagy az alldeszkdzok nettd értékére jutd amortizacioval,
vagy az alléeszkdzok nettd értékére jutd amortizacionak az egyéb tiszta jovedelmi elemekkel novelt
tomegével.

E feltételek mellett a CES termelési fliggvényre a kovetkezd segéd fiiggvényt irhatjuk fel. A fenti
egyenletet logaritmizalva:
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X

\% 1-A
In—=1 2 1)l
n n A +(p+ )n(

x|
N
N———

az Az és a p meghatarozhato.

Legyen:
1-A
g, =In——2
2
e, =p+l

Ekkor:

1
2 14e®
p=ge -1

Az Az és p ismeretében a CES fiiggvény becstilheto.

Lathato, hogy a becsléshez sziikség van a munkaerd és az alloeszkoz ar adatokra is.

|ny:|nh+ev{[—1] In I:AZXZ_P +(1- Az)xl_P]}"' u
p

W = [—i] In[ A, X, +(1-A,)x," |

Iny=Inh+e W+u

h =e"" transzformacidval az eredeti fliggvény felirhato, mert p és A, azelsd segédfiiggvénybdl, mig

€, a fenti, logaritmizalt CES regresszios fliggvény becslésébdl meghatarozhatok:

ol

y=h [A2X2_P +(1-A)%," ]

A program automatikusan minden paramétert kiszamit a fenti egyenletek felhasznalasaval.
A feldolgozhato legnagyobb adatallomany esetében a megfigyelések szama 500.
Az dbra munkalapon az eredeti €s a becsiilt (CES) adatok abréjat is meg lehet tekinteni.

Az adatallomany:
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y

X1

X3

Vv

r

1009,00

1787,00

1008,00

1650,00

100,10

1099,00

2178,00

1111,00

1680,00

98,91989

1476,00

2627,00

1253,00

1750,00

117,7973

1488,00

2611,00

1218,00

1820,00

122,1675

1522,00

2740,00

1219,00

1950,00

124,8564

1568,00

2723,00

1208,00

2150,00

129,8013

1570,00

2746,00

1300,00

2340,00

120,7692

1701,00

2882,00

1647,00

2470,00

103,2787

1699,00

2506,00

1499,00

2860,00

113,3422

1667,00

2792,00

1741,00

2930,00

95,74957

1681,00

2681,00

2126,00

3100,00

79,06867

1594,00

2559,00

2544,00

3320,00

62,65723

1557,00

2483,00

2766,00

3700,00

56,29067

1560,00

2403,00

2654,00

3800,00

58,7792

1562,00

2146,00

2695,00

4500,00

57,95918

1589,00

2098,00

3702,00

4800,00

4292274

1601,00

2032,00

4042,00

5200,00

39,6091

1588,00

2010,00

3930,00

5800,00

40,40712

1592,00

1949,00

4074,00

6200,00

39,07707

1538,00

2032,00

5278,00

6800,00

29,13983

1330,00

1844,00

4976,00

8200,00

26,7283

1208,00

1651,00

5314,00

9300,00

22,7324

1000,00

1568,00

5346,00

9800,00

18,70557

A szdmitasok eredményei:

Iny becs| y becs
7,129 |1247,993
7,257 |1418,450
7,379 |1602,022
7,375 [1594,959
7,405 |1644,727
7,401 |1637,938
7,408 |1649,020
7,443 |1707,753
7,352 | 1559,317
7,424 |1674,944
7,400 |1636,716
7,373 [1592,053
7,354 |1562,925
7,333 |1529,571
7,260 |1422,176
7,248 |1405,682
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7,228

1377,860

7,221

1367,874

7,201

1341,199

7,230

1380,511

7,167

1295,685

7,095

1206,380

7,062

1166,641

eo=3,997
e1=1,614
A>=10,018
p=0,614
6=0,620
R?= 0,504
Inh= 2,227
h=9,270
ev=0,656

y=9,270[0,018x,%6!14+(1-0,01 8)X1-0,614]-0,656/0,614

A becslés eredménye, eredeti €s becsiilt adatok abraja:

1800,00

1600,00

1400,00

1200,00

1000,00

800,00

600,00

400,00

200,00

0,00

1

2 3 4 5 6

A CES fiiggvény altalanositasa

y =h(Ax, " 4+ Azx, " + -+ Apx,P) P

Mindkét oldalt logaritmizalva

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

—ey

—e _ _ -
Iny = Inh+ Tvln(Alxl P AP+ +Ax D)

Az eddig nem hasznalt jel6lések
xi= termelési tényezok, i=1,2,...n,
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A az elosztasi paraméter, i=1,2,...n, amelyek pozitivok és 6sszegiik 1.
Ebben az esetben is a paraméterek valtoztatasaval, iteracios modszerrel lehet a legjobban illeszkedo
modellt megbecsiilni. E feladat megoldasara Excel parancsfajlat nem dolgoztunk ki.

Egy cipogyar Solow termelési fiiggvénye.

Robert Solow 1957-ben publikalta a Rola elnevezett termelési fliggvényt.

Solow, RM (1957): Technical Change and the Aggregate Production Function. Review of Economics
and Statistics 39 (3): 312-320.

Solow az id6tényez6t is bevonta a modellbe, az éltala alkalmazott jelolésekkel:

Q=¢F(K, L)

ahol:

vy =Q= output, a kibocsatas

x1= K= Capital input, a téke

xo= L= Labor input, a munkaerd

t=azid6 (1,2,3.....n), ennek beépitésével a modell dinamizalhato.

A =a meg nem testesiilt miiszaki haladas évi novekedési iiteme
A becsléfiiggvény:

¥ = box1"1 xo2 et

vagyis az eredeti valtozok logaritmusai kozott lineéris kapcsolat van, aminek alapjan a szamitasokat
elvégeztiik.

In y = Inbo+ bilnx; + balnxz + At

A szadmitasokat a mar korabban bemutatott cipdgyar adatbazisan végeztiik el.

}’] — bolel X2b2 X3b3 X4b4 X5b5 eM

vagyis az eredeti valtozok logaritmusai k6zott lineéris kapcsolat van, aminek alapjan a szamitasokat
elvégeztiik.

In ¥ = Inbo+ bilnx; + balnx21 + bslnxaz + balnxs + bslnxs + At

y = atermelés volumene [ezer par]

x1 = a fizikai foglalkozasuak teljesitett munkadrai [ezer Ora]
x21 = a gépek berendezések amortizacioja [millio Ft]

x22 = a gépek berendezések brutto értéke [millid Ft]

d = a felsébodr felhasznalas [ezer m?]

v = a fizikai foglalkozasuak havi atlagbére (Ft/f0)

t =aziddévaltozé [t=1, 2, ... 23]

A = ameg nem testesiilt miiszaki haladas évi novekedési iiteme

A szamitasok eredményei
Regresszios egyiitthatok
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Ehat6 St. hiba t-érték |p-érték| Als695% Fels6 95%
by -3,1622 3,1981 -0,99 0,337 -9,942 3,617
by 0,1903 0,1300 1,46 0,163 -0,085 0,466
b, 0,1107 0,1136 0,97 0,344 -0,130 0,352
bs -0,1060 0,0865 -1,22 0,238 -0,289 0,077
by 0,8273 0,1114 7,43 0,000 0,591 1,063
bs 0,6395 0,3122 2,05 0,057 -0,022 1,301
be -0,0544 0,0288 -1,89 0,077 -0,115 0,007

A tényezOvaltozokat valtoztatva az alabbi fliggvényt kapjuk.

Ehato St. hiba t-érték |p-érték| Als695% Fels6 95%
by -2,1009 1,6348 -1,29 0,214 -5,5623 1,321
by 0,9929 0,1280 7,76 0,000 0,725 1,261
b,
b 0,1543 0,1392 1,11 0,282 -0,137 0,446
by
bs
bs 0,0065 0,0101 0,64 0,530 -0,015 0,028

A regresszioés modellbe bevont valtozok, a kivalasztasnal azt vettiik figyelembe, hogy a paraméterek
pozitivak legyenek. A kivalasztott valtozok és a termelés kozott nincs szignifikans kapcsolat a
holtmunka és az id6tényezo esetében.

x1 = a fizikai foglalkozasuak teljesitett munkadrai [ezer 6ra]

x3=X22 = a gépek berendezések bruttd értéke [millid Ft]

Xe=t =aziddvaltozo6 [t=1, 2, ... 23]

Ennek alapjan a Solow termelési fiiggvény

Inbo=-2,1009

be=0,12235

y=x, 09929 x020:1543¢-0.0065t

A meg nem testesiilt miiszaki haladéas évi ndvekedési iiteme (1) -0,0065. A volumenhozadék
nagyobb, mint 1. (ev=1,1472)

Cobb és Douglas altal 1928-ban publikalt termelési fiiggvény szamitasainak a Kiegészitése
Cobb és Douglas tanulmanya ,,A termelés elmélete” 1928-ban jelent meg. Cobb, C. W.; Douglas, P.

H. (1928). "A Theory of Production" (PDF). American Economic Review. 18 (Supplement): 139—
165. A termelési fiiggvényszamitas teriiletén ez volt az els6 publikacio.

A szadmitasokat a feldolgozoiparra dolgoztak ki 1899-1922 kozotti éves adatok felhasznalasaval.
1896-1929 kozott a Kondratyjev ciklus felszallo agiban® volt, ami kedvezett a neoklasszikus
kozgazdasagtani iskola kibontakozasanak.

Azt vizsgaltadk, hogy a munkaerd €s a toke rendelkezésre 4ll6 mennyisége, hogyan hat a kibocsatasra,
a termelésre. Feltételezték, hogy az éldmunka €s az 6sztoke kitevdjének osszege 1. Hatvanykitevos
regresszios modellt alkalmaztak. A haromvaltozos regresszios modellt, igy kétvaltozdssa alakitottak

% Ld.: Sipos Béla: A konjunktura-ciklusok elemzése és prognosztizaldsa. MEK.
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at, ami a szamitasokat megkonnyitette. Cobb és Douglas altal publikalt adatdllomany felhasznalasaval
elvégeztiik a szamitasokat az Excel-parancsfajlokkal.
Az adatallomany Cobb és Douglas jeldlései szerint (zarojelben a tablak szama):

P=(Production) A feldolgozoéipari termékek fizikai mennyiségének az indexe. (1899=100) (IV.
tabla)

b= (Total factor productivity) Teljes tényezdtermelékenység.

L= (Labour, a Munkaerd) Foglalkoztatott atlagos 1étszam ezer foben. (1899=100) (III. tabla)

C= (Capital, az Ossztéke). A teljes alloeszkodz értéke 1880-as $-ban. (1899=100) (1. tabla)

k= (the output elasticities of labor) az é16munka parcialis rugalmassagi egyiitthatoja

1-k= (the output elasticities of capital) a holtmunka (t6ke) parcialis rugalmassagi egyiitthatdja

Evek P=Termel¢s indexe (1899=100) L=Foglalkoztatott l¢tszdm (1899=100) C=0sszt6ke (1899=100)
1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 118 122
1903 124 123 131
1904 122 116 138
1905 143 125 149
1906 152 133 163
1907 151 138 176
1908 126 121 185
1909 155 140 198
1910 159 144 208
1911 153 145 216
1912 177 152 226
1913 184 154 236
1914 169 149 244
1915 189 154 266
1916 225 182 298
1917 227 196 335
1918 223 200 366
1919 218 193 387
1920 231 193 407
1921 179 147 417
1922 240 161 431

Az adatok grafikus abraja:
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— P=Termelés indexe (1899=100) = | =FOglalkoztatott I€tszdm (1899=100)

C=0ssztGke (1899=100)

A termelés indexe (P) és a foglalkoztatott 1étszam (L) id6beni valtozasa hasonlo, az 6ssztéke (C) valtozasa
1903-tdl eltér, meredeken emelkedik. A grafikus abran tehat lathato, hogy az L valtozasa hatarozza meg
elsdsorban a P valtozasat.

A Cobb és Douglas altal kidolgozott termelési fiiggvény, a kitevok osszege 1.

P=bL*C'*

A fenti egyenletet atrendezve, C-vel osztva mindkét oldalt:

P/C=(bL*C'*)/C=b(L/C)*

Logaritmizalva mindkét oldalt:

In(P/C)=In(b)+k*In(L/C)

A transzformacidval a két tényezd valtozos hatvanykitevds regresszids fliggvényt egy tényezo
valtozossa alakitottdk. Az eredmény valtozo Y= In(P/C=), a tényez0 valtozd X= In(L/C)

A szamitasok adatbazisa:

55



Evek In(P/C) In(L/C)
1899 0 0
1900 -0,057708318 -0,018868484
1901 -0,017699577 -0,035718083
1902 0 -0,03333642
1903 -0,054915758 -0,063012968
1904 -0,12323264 -0,173663494
1905 -0,041101676 -0,175632569
1906 -0,06986968 -0,203401073
1907 -0,153204158 -0,24323031
1908 -0,384073918 -0,424565279
1909 -0,244841914 -0,346624608
1910 -0,268633877 -0,36772478
1911 -0,344840486 -0,398544665
1912 -0,244385267 -0,396654478
1913 -0,248896047 -0,426879203
1914 -0,36726951 -0,493221919
1915 -0,341749294 -0,546543706
1916 -0,280993084 -0,493086799
1917 -0,389180514 -0,536015873
1918 -0,495461562 -0,604315967
1919 -0,57392963 -0,695734504
1920 -0,566395475 -0,746122997
1921 -0,845700416 -1,042653635
1922 -0,585469167 -0,984703725
A regresszioC-D-fiiggvény—XkitevOkOsszege-1.xIs Excel parancsfajl tartalmazza a
eredményeit:
Regresszios statisztika:
R 0,9680
R’ 0,9370
R 0,9342
S 0,0571
n 24
Variancia analizis.
df SS MS F
Regresszid 1 11 1,1 3274 0,000000
Maradék | 22 0,1 0,0
Osszesen 23 1,1
Regresszios egylitthatok:
Ehat6 St. hiba t-érték |p-érték| Als695% Fels6 95%
by 0,0145 0,0200 0,7280 |0,4743 -0,0269 0,0560
b 0,7459 0,0412 18,0932 | 0,0000 0,6604 0,8314
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Autokorrelacio tesztjei (5 %-os szignifikanciai szinten, z61d szin, elfogadjuk a nullhipotézist, piros
szin elutasitjuk):

Autokorrelacié .,
rendje o] t tirit p-érték
1 0,076 0,359 2,074 0,7232
2 -0,160 -0,762 2,080 0,4547
3 -0,125 -0,589 2,086 0,5622
4 -0,304 -1,496 2,093 0,1511
5 -0,542 -3,029 2,101 0,0072
6 -0,148 -0,701 2,110 0,4930
7 0,206 0,988 2,120 0,3379
8 0,025 0,119 2,131 0,9069
9 0,234 1,127 2,145 0,2788
10 0,663 4,149 2,160 0,0011
11 0,189 0,904 2,179 0,3840
12 -0,236 -1,137 2,201 0,2798
Tetszoleges (o] t ierit p-érték
1 0,076 0,359 2,074 0,7232
Durbin-Watson statisztika:
D-W 1,847
dL (5%) 1,273
dU (5%) 1,446
dL' (5%) 2,554
dU' (5%) 2,727

Aregresszios modell eleget tesz az elméleti feltételeknek, a kapcsolat a két valtozo kozott szignifikans
és 5 %-os szignifikancia szinten nincs autokorrelacid. A becslofiiggvény:

In(P/C=)=In(0,0145)+ 0,7459*In(L/C)

00145 — | 01461

visszatranszformalva az eredeti C-D egyenletre:

P=bLKC!*=1,01461107459C0254

Cobb ¢és Douglas eredeti tanulményukban 1928-ban azonos eredményt szamoltak ki:
b=1,01

k= %=0,75

A szamitasokat, most ugy végezziik el, hogy feloldjuk a [k+(k-1)] = 1 korlatot.

A becslofiiggvény
P=bL¥'C?

In(P)=In(b)+k1In(L)+k2(InC)

vagyis az eredeti valtozok logaritmusai kozott linearis kapcsolat van és ki+ko tetszéleges szam:

Az adatallomany:
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Evek

In[Termelés indexe (1899=100)]

In[Foglalkoztatott 1étszam (1899=100)]

1899 4,605170186 4,605170186
1900 4,615120517 4,65396035
1901 4,718498871 4,700480366
1902 4,804021045 4,770684624
1903 4,820281566 4,812184355
1904 4,804021045 4,753590191
1905 4,96284463 4,828313737
1906 5,023880521 4,890349128
1907 5,017279837 4,927253685
1908 4,836281907 4,795790546
1909 5,043425117 4,941642423
1910 5,068904202 4,9698133

1911 5,030437921 4976733742
1912 5,176149733 5,023880521
1913 5,214935758 5,036952602
1914 5,129898715 5,003946306
1915 5,241747015 5,036952602
1916 5,416100402 5,204006687
1917 5,424950017 5,278114659
1918 5407171771 5,298317367
1919 5,384495063 5,262690189
1920 5442417711 5,262690189
1921 5,187385806 4,990432587
1922 5,480638923 5,081404365

A regresszioC-D-fliggvény-nincskitevokorlat.xls):

eredményeit:

Regresszios statisztika

Excel parancsfijl

R 0,9785

R? 0,9574

R™? 0,9534

S 0,0581

n 24
Varianciaanalizis

df SS MS F p-érték

Regresszio 2,0000 1,5962 0,7981 236,1219 0,0000

Maradék 21,0000 0,0710 0,0034

Osszesen 23,0000 1,6672

Regresszios egyiitthatok
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Ehato St. hiba t-érték p-érték Als6 95% Fels6 95%
by -0,1773 0,4343 -0,4083 0,6872 -1,0805 0,7259
by 0,8073 0,1451 5,5645 0,0000 0,5056 1,1090
b, 0,2331 0,0635 3,6684 0,0014 0,1009 0,3652

A regresszios modell az elméleti feltételeknek eleget tesz, az eredmény valtozo, a termelés €s a

magyarazo valtozok (élomunka és toke) kozott szignifikans a kapcsolat.

Az autokorrelaci6 tesztjei:

Az ey €s az e kapcsolatat mutatja az alabbi reziduum ébra.
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Autokorrelacio L
rendje P t tirit p-érték
1 0,115 0,542 2,074 0,5931
2 0,159 0,757 2,080 0,4573
3 -0,162 -0,769 2,086 0,4511
4 -0,356 -1,787 2,093 0,0899
5 -0,558 -3,154 2,101 0,0055
6 -0,136 -0,646 2,110 0,5268
7 0,234 1,127 2,120 0,2762
8 0,070 0,331 2,131 0,7450
9 0,277 1,352 2,145 0,1978
10 0,637 3,879 2,160 0,0019
11 0,135 0,637 2,179 0,5362
12 -0,274 -1,335 2,201 0,2087
Tetszoleges [ t tierit p-érték
1 0,115 0,542 2,074 0,5931
Durbin-Watson teszt.
D-W 1,770
dL (5%) 1,188
dU (5%) 1,546
dL' (5%) 2,454
dU' (5%) 2,812
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Nincs szignifikans autokorrelacio, a termelési fiiggvény elemzésre és elérejelzésre is felhasznalhato.
A becslo fliggvény:

In(P)=In(-0,1773)+ 0,8073In(L)+ 0,2331(InC)
P=0,8375285 08073C02381

A volumen hozadék:
ev=0,8073+0,2331=1,0404
A ki+kz =1 hipotézis ellendrzését F-probaval végezhetjiik el.

F=[(Q1-Q2):11/[Q2/n-k)]<Fo,05

Ha teljesiil a fenti feltétel, elfogadhatjuk azt a hipotézist, hogy a ki+ko=1, ha nem teljesiil a feltétel,
akkor a hipotézisiinket elvetjiik.

Q2=Az eltérés négyzetdsszeg (SS), logaritmizalt alakban, (ha ki+k: #1) =0,0710

Q1= Az eltérés négyzetdsszeg (SS), logaritmizalt alakban (ha ki+k. =1) = 0,0716

n=24

k=2

A szamitasokat elvégezve:
F=1(0,0716-0,0710):1]/[0,0710/(24-2)]= 0,18592

A szamlalo szabadsag foka 1, a nevezd szabadsagfoka 22, 5 %-os szignifikancia szinten (Foos) a
kritikus érték 4,30. A szamitott F-érték kisebb, mint a kritikus érték, tehat elfogadjuk a ki+k, =1
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hipotézist. Lathatd, hogy nem volt jelentds eltérés a volumen hozadékok nagysagaban: 0,0716-
0,0710=0,0006

Az atlag és hatarmutatok.

A szamitasok eredményeit a
parancstijl tartalmazza.
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C-Dtermelésifiiggvényatlagéshatarmutatoi-C-Dfiiggvény

y/iXy

y/X,

X1y

Xoly

F:XZ/X]_

dy/dx,

dy/dx,

1,000000

1,000000

1,000000

1,000000

1,000000

0,807278
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S1 S, akc; akc, keresztakc |hozadékx;| hozadékx,
3,463918|0,288690] -0,001556|-0,001787 0,001881| -0,001927| -0,007669
3,529898|0,283294|-0,001425|-0,001577 0,001691| -0,001766| -0,006766
3,589879|0,278561|-0,001440|-0,001540 0,001680| -0,001784| -0,006610
3,581339|0,279225|-0,001363|-0,001465 0,001594| -0,001689| -0,006286
3,689214|0,271060(-0,001275|-0,001292 0,001448| -0,001580| -0,005542
4,120868(0,242667|-0,001411|-0,001145 0,001434| -0,001747| -0,004913
4,128991(0,242190|-0,001424|-0,001151 0,001445| -0,001764| -0,004940
4,245253(0,235557|-0,001337|-0,001023 0,001319| -0,001656| -0,004388
4,417751(0,226360|-0,001234|-0,000871 0,001170| -0,001528| -0,003739
5,296074|0,188819(-0,001339| -0,000658 0,001059| -0,001659| -0,002824
4,898970(0,204125|-0,001230|-0,000707 0,001052| -0,001524| -0,003032
5,003438|0,199863| -0,001193| -0,000657 0,000999| -0,001478| -0,002819
5,160044|0,193797|-0,001132|-0,000586 0,000919| -0,001402| -0,002515
5,150300|0,194163|-0,001192|-0,000619 0,000969| -0,001476| -0,002658
5,308342|0,188383]-0,001207|-0,000590 0,000952| -0,001495| -0,002534
5,672457|0,176290|-0,001184|-0,000507 0,000875| -0,001467| -0,002177
5,983132|0,167137|-0,001240|-0,000477 0,000868| -0,001536| -0,002049
5,671691|0,176314|-0,001057|-0,000453 0,000781| -0,001309| -0,001943
5,920473|0,168905] -0,000919| -0,000362 0,000650| -0,001139| -0,001551
6,338971|0,157754(-0,000867(-0,000298 0,000573| -0,001074| -0,001277
6,945785|0,143972(-0,000911-0,000260 0,000549| -0,001128| -0,001116
7,304740|0,136897|-0,000965(-0,000249 0,000553| -0,001195| -0,001070
9,826217|0,101769(-0,001289(-0,000184 0,000549| -0,001596| -0,000789
9,272974|0,107840(-0,001441|-0,000231 0,000651| -0,001784| -0,000991

A grafikus abrak:
y/x1
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Az atlagtermelékenység (munkatermelékenység) 1899-1922 kozott mastél szeresére, 1-r6l 1,49-re
emelkedett (1899=100 %) A ciklusfordulopontok Excel parancstijllal elvégzett szamitasok szerint 4
éves atlagos ciklus volt kimutathat6 az idésorban.

y/x2

1.00 \/\/\

0..00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1899 1901 1903 1905 1907 1909 1911 1913 1915 1917 1919 1921

Az eszkozkihasznalas nagyjabol a felére csokkent 1899-1922 kozott, a ciklusok atlagos hossza 3 év
volt.

F=x2/x1

2,50 "’I;/\-

0.50

0.00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ¥ T T
1899 1901 1903 1905 1907 1909 1911 1913 1915 1917 1919 1921

A technikai felszereltség tobb mint két és félszeresére emelkedett 1899-1922 kozott, a ciklus atlagos
periddusa 4 év.

63



1.40

1.20 /

1.00

. N -

0.80 T~~~z -
— dy/dx1
e 7/ dx 2

0.60 yer

0,40

0.20 - e ——

0.00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1899 1901 1903 1905 1907 1909 1911 1913 1915 1917 1919 1921

1899-1922 kozott az €éldmunka hatartermelékenysége (peridodusa 4 €év) masfélszeresére nott, a
holtmunka hatartermelékenysége (periddusa 3 év) pedig felére csokkent.
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’ L]
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,\~-‘-‘
4,00 em==’
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1899 1901 1903 1905 1907 1909 1911 1913 1915 1917 1919 1921

1899-1922 kozott az élémunka helyettesitési hatdraranya (periodusa 4 év) 2,6-szorosara nétt, a
holtmunka helyettesitési hatdraranya (periodusa 5 év) egy harmadara csokkent.
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1899-1922 kozott az ¢élomunka (periodusa 4 év) €s a holtmunka (periddusa 6 év) kozvetlen
akceleratorai negativak, tehat a termelési tényezOk hatartermelékenységei csokkennek, ha a termelési
tényezOk nagysagai ndvekednek.

keresztake

0.002000
0.001800 +-\

0.001600 \

0.001400 x"\
0,001200 \

0,000800
0,000600 \\__,’
0,000400
0,000200
0.000000

189919011903 190519071909191119131915191719191921

1899-1922 kozott a keresztakceleratorok (periddusa 6 év) egy harmadaval csokkentek és pozitivak,
tehat a két termelési tényezd kiegésziti egymast, ugyanis az egyik termelési tényezé ndvekedése
noveli a masik termelési tényezd hatartermelékenységét.
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hozadékx1
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-0.001500 /-/\/\/
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-0,002500

1899-1922 kozott az éldmunka hozadéka (periddusa 4 év) negativ, mert az ¢ldmunka novekedésével
az atlagtermelékenység csokken, mikdzben a holtmunka értéke nem valtozik.

hozadékx2
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-0,00700
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-0,00900

1899-1922 kozott a holtmunka hozadéka (periddusa 6 év) negativ, mert a holtmunka ndvekedésével
az atlagtermelékenység (eszkdz hatékonysag) csokken, mikdzben az él6munka értéke nem valtozik.

CES-fiiggvény becslése (ces1-Cobb-Douglas-adataival.xls Excel parancsfajl felhasznalasaval.)

A felhasznalt adatokat az el6zéekben kozoltiik. A valtozok:
y=P=Termel¢s indexe (1899=100)

x1=L=Foglalkoztatott 1étszam (1899=100)

x,=C=0ssztéke (1899=100)

A szamitasok eredményei:
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Iny=Inh+e, {[—%]In[Azxz’P +(1-A2)xl'P]}+u

o =0,541
p= 0,850
Ar»=0,172
A1=0,828
ev=1,137
Inh = -0,249
h =0,533
R?=0,952

Opt w Inybecs Ybecs
4,605 4,608 100,264
4,657 4667| 106374
4,707 4723 112516
4,776 4802 121812
4,823 4855| 128418
4,782 4809 122,556

4,857 4894 133471
4,923 4969 143,908
4,966 5018| 151,077
4,859 4,896| 133,782
4,994 5051 156,105
5,025 5086| 161,702

5,036 5098| 163,727
5,083 5152| 172,697
5,100 5171 176,055
5,075 5143 171,153
5,115 5187 178974

5,275 5370 214,873
5,355 5460 235121
5,383 5492| 242,716
5,357 5462 235,683
5,362 5468| 237,054
5,116 5189 179,220
5,202 5287| 197,699

A o =1 feltételezés a Cobb-Douglas (hatvanykitevds regresszios filiggvény) a CES-fliggvény
szamitasa esetén nem igazolhatd, mert a szamitasok eredménye alapjan a ¢ = 0,541

Ez azt jelenti, hogy a helyettesitési hatararany 1 %-os ndvekedése esetén a technikai felszereltség
csak 0,541 %-kal no.

CES-fiiggvény becslése az idotényezdo bevonasaval a  Cobb-Douglas fiiggvény
adatallomanyanak felhasznalasaval. (ceslido-CD.xls Excel parancsfajl felhasznalasaval.)
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A szamitasok eredményei:
o= 0,508

p= 0,967

Ax-0,144

A= 0,003

ev= 0,805

Inh= 0,298

h= 1,348

R?=0,961

A Solow termelési fiiggvény becslése a Cobb-Douglas altal publikalt idésorok felhasznalasaval.

¥ = box1"1 xo2 et

vagyis az eredeti valtozok logaritmusai kozott linearis kapcsolat van, aminek alapjan a szamitasokat
elvégeztiik.
In y = Inbo+ bilnx; + balnxz + At

Varianciaanalizis
of SS MS F p-érték
Regresszid 3 1,6 0,5 189,8 0,000000
Maradék 20 0,1 0,0
Osszesen 23 1,7
Autokorrelacio nincs
Tetszbleges P t tiic | p-€rték
1 0,043 0,204 2,074 0,8404
Durbin-Watson statisztika
D-W 1,913
dL (5%) 1,101
du (5%) 1,656
dL' (5%) 2,344
du' (5%) 2,899
Regresszios egyiitthatok
Ehato St. hiba t-érték | p-érték Als6 95% Fels6 95%
b, 2,8132 1,3825 2,03 0,055 -0,071 5,697
b, 0,9060 0,1397 6,48 0,000 0,615 1,197
b, -0,5262 0,3412 -154 0,139 -1,238 0,186
b, 0,0469 0,0208 2,26 0,035 0,004 0,090

A regresszios modell az elméleti feltételeknek nem tett eleget, mert az xo=C=Ossztéke (1899=100)
paramétere negativ és nem szignifikans.

Az x; 0ssztOke valtozot elhagyva a paraméterek szignifikdnsok és pozitivak
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Ehaté St. hiba t-érték | p-érték | Als6 95% | Fels6 95%
bo 0,8764 0,6091 144 0,165 -0,390 2,143
b, 0,8079 01311 6,16 0,000 0,535 1,080
b,
b; 0,0153 0,0037 4,12 0,000 0,008 0,023
A becslofiiggvény:
Inbo=0,1511
bo=2,4022

y= 2,4022X1O’8079€O’0153t

Termelési fiiggvényszamitas. Magyarorszag.

A felhasznalt adatok

évek=1995-2021

y= GDP (1960=100 %)
x1=A GDP termelésében foglalkoztatottak szdma. Ezer £6. (1960=100 %)

xo= Az 4ll6eszk6zok felhalmozasa. (1960=100 %)

Az adatok grafikus abraja
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A termelési fliiggvényszamitas eredményei.
Varianciaanalizis
df SS MS F p-érték
Regresszid 2 0,8 0,4 129,9 0,000000
Maradék 24 0,1 0,0
Osszesen | 26 0,9
A regresszios egyiitthatok:
Ehato St. hiba t-érték |p-érték| Als695% Fels6 95%
by 2,5961 1,1823 2,20 0,038 0,156 5,036
by -0,2578 0,3302 -0,78 0,443 -0,939 0,424
b, 0,7312 0,0755 9,68 0,000 0,575 0,887
Az autokorrelacio
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https://www.ksh.hu/stadat_files/gdp/hu/gdp0002.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/gdp/hu/gdp0050.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/gdp/hu/gdp0002.html

Durbin-Watson statisztika, pozitiv autokorrelacio.

D-W 0,588
dL (5%) 1,240
dU (5%) 1,556
dL' (5%) 2,444
duU' (5%) 2,760

Az x1= a GDP termelésében foglalkoztatottak szama valtoz6 nem szignifikans €s negativ. Ez azt
jelenti, hogyha a kitevd negativ, akkor a parcialis rugalmassag negativ, tehat a hatartermelékenység
is negativ. Az id6sor autokorrelalt. Kozgazdasagi és statisztikai szempontbol is a termelési fliggvény
sem elemzésre, sem elérejelzésre nem hasznalhat6.

Ennek alapjan a becslo fiiggvény.
Iny=2,5961 -0,2578+Inx1 + 0,7312+Inx21
Vissza transzformalva:

}'] — 13,4109*)(1'0’2578* X2 0,7312

A Kadas Kalman féle termelési fiiggvény

Kadas Kalman. Az emberi munka termelékenységének statisztikai vizsgalata a magyar gyariparban.
(A Cobb—Douglas-féle statisztikai torvény kiegészitése.). Statisztikai Szemle. 1944. 7-8. sz.

Kadas Kalman 1944-ben megjelent tanulmanyéaban az akkor ismert nemzetkozi szakirodalmat feldol-
gozta. A szamitasokat logarléccel végezte. Az altala hasznalt adatdllomanyt sikertilt rekonstrudlni. A
regresszios modellek tesztelése 1945 elétt nem volt ismert. Feleségemmel 1980-ban feldolgoztuk a
Kadas Kalman 4ltal végzett szamitasokat és Osszehasonlitottuk a sajat vizsgalatunkkal. A sajat vizs-
galatunk az 1960-1975 kozotti id6szakra vonatkozott. Tanulmanyunkban a regresszios modelleket
teszteltiik, nagy szamitogépen (Razdan—3 Pollack Mihaly Miiszaki Féiskola Pécs) a BMPD program-
csomagot hasznaltuk. Személyi szamitogép €s az Excel akkor még nem allt rendelkezésiinkre. Ld::
Rédey Katalin - Sipos Béla: Termelési fliggvények a magyar ipar néhany dgazatdban. STATISZTI-
KAI SZEMLE 58: 7 pp. 692-708. 17 p. (1980)

A Kadas Kalman altal hasznalt adatallomany feldolgozasat most bemutatjuk az Excel és az
Excel parancsfajlok felhasznalasaval.

A Kadas Kalman altal alkalmazott jelolések (KadasKalmanadatai-1944.xls):

T= terméksoros volumenindex (anyagfelhasznalds mentes)

L= létszam, a munkdsok teljesitett munkaorai

C= a toke érteke 1931. évi bazison szamitva, az lizemszakok szdmanak figyelembevételével
T/L= a munka termelékenysége

T/C= eszkoz kihasznalas

Vizsgalt idészak 1931-1940

Iparcsoportok:

Vas- ¢és fémipar,

Gépgyartas,
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https://www.ksh.hu/statszemle_archive/all/1944/1944_07-08/1944_07-08_0273_0318.pdf
https://hu.wikipedia.org/wiki/K%C3%A1das_K%C3%A1lm%C3%A1n
https://hu.wikipedia.org/wiki/Logarl%C3%A9c
https://hu.wikipedia.org/wiki/Razdan%E2%80%933
https://en.wikipedia.org/wiki/BMDP
https://m2.mtmt.hu/gui2/?type=authors&mode=browse&sel=10004703
https://www.ksh.hu/statszemle_archive/all/1980/1980_07/1980_07_0692_0708.pdf

Papir gyartas,
Papirosart gyartas.
A grafikus abrak.
Vas-¢és fémipar:

Gépgyartas:

Papir gyartas:

Papirosart gyartas:
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Mindegyik adatsornal lathato a visszaesé€s, az 1929-1933-as vilagvalsag hatésa.

Vas- és fémiparra végzett szamitasok, atlag- és hatarmutatok.

(C-Dtermelésifiiggvényatlagéshatarmutatoi-KadasKalmanadatai-fémipar.xls)

Inbe=-2,2370

bo=0,1068
b1=0,4855
b2=0,9965

ev=b1+b>=1,4820

A megfigyelt évek szama 10. Az atlag mutatok 1 koriil szorddtak. A holtmunka hatartermelékenysége
nagyjabol a dupldja volt az élémunka hatartermelékenységének 1931-1940 kozott, aminek az oka,

y/Xq

yiXy

X1y

Xoly

F::X2/X1

dy/dx,

dy/dx;

0,90550

0,90550

1,10436

1,10436

1,00000

0,43958

0,90233

0,98000

0,94276

1,02041

1,06072

1,03950

0,47575

0,93946

0,93000

0,86918

1,07527

1,15051

1,06998

0,45148

0,86613

1,06490

0,78302

0,93906

1,27711

1,35999

0,51697

0,78028

1,08620

0,82910

0,92064

1,20613

1,31010

0,52731

0,82619

1,10000

0,90904

0,90909

1,10006

1,21007

0,53401

0,90585

1,08310

1,06187

0,92328

0,94173

1,01999

0,52580

1,05815

1,04450

1,03928

0,95740

0,96221

1,00503

0,50706

1,03563

0,99860

1,27212

1,00140

0,78609

0,78499

0,48478

1,26766

1,02390

1,39302

0,97666

0,71787

0,73502

0,49706

1,38813

hogy a fémipar eszkozigényes iparag.
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S1 S, akc; ake, keresztakc |hozadékx;| hozadékx,
0,48717| 2,05268| -0,00226| -0,00003 0,00438| -0,00466 -0,00003
0,50641| 1,97468| -0,00285| -0,00004 0,00530| -0,00586 -0,00004
0,52126| 1,91843| -0,00295| -0,00004 0,00535| -0,00609 -0,00004
0,66254| 1,50933| -0,00430| -0,00003 0,00612| -0,00886 -0,00003
0,63824| 1,56681| -0,00411| -0,00003 0,00608| -0,00847 -0,00003
0,58951| 1,69633| -0,00309| -0,00003 0,00494| -0,00636 -0,00003
0,49691| 2,01245| -0,00247| -0,00003 0,00469| -0,00509 -0,00003
0,48962| 2,04241| -0,00225| -0,00003 0,00434| -0,00464 -0,00003
0,38242| 2,61491| -0,00143| -0,00003 0,00352| -0,00294 -0,00003
0,35808| 2,79267| -0,00133| -0,00003 0,00351| -0,00274 -0,00003
A holtmunka helyettesitési  hatararanya lényegesen nagyobb, mint az éldmunka

hatartermelékenysége. A kiilonbség 2,28-7,80 szoros. A kozvetlen akceleratorok (akci és akc)
negativak, vagyis ha a termelési tényezdket kis egységgel noveljiik, a hatartermelékenység csokken.
Az akcy értékei nagyobbak, mint az akc; értékei. A keresztakceleratorok pozitivak, tehat a két
termelési tényezd kiegésziti egymast. A kdzvetlen hozadékok negativak, tehat az adott termelési
tényez0 novekedésével, az atlagtermelékenység csokken. A holtmunka (hozadékx;) hozadéka
nagyobb, mint az éldmunkéé (hozadékx).

A CES-fiiggvény:

(ces1KadasKalman-fémipar.xls):

|ny=|nh+ev{[—%] In [AZXZ’P +(1- Az)xl’P]}Jr u

W=l i] In[ A%, " +1-A)x,”

Iny =Inh+e W+u

o =0,541
p= 0,850
A>=0,172
A1=0,828
ev=1,076
Inh =-0,334
h=0,716
R?>=0,975

A helyettesités rugalmassaga, 6 = 0,541, tehat, a helyettesitési hatararany 1 %-os ndvekedése esetén
a technikai felszereltség csak 0,541 %-kal nd. A volumen hozadéka, e, = 1,076, ami kisebb, mint amit
a Cobb-Douglas-termelési fiiggvény esetében becsiiltiink, ahol a kitevok dsszege tetszdleges volt:
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ev =1,4820. Az A» = 0,172 és az A1 = 0,828 értékei azt mutatjak, hogy az ¢ldmunka részesedése
(0,828) a termelés 1étrehozasaban 1ényegesen nagyobb, mint a holtmunkaé (0,172).

A szamitasok eredményei:

Az eredeti adatok T= terméksoros volumenindex (anyagfelhasznalds mentes) és a becsiilt termelési
adatok grafikus abraja. Az illesztés pontos (R?=0,975)

250,00

150,00

Opt w Inybecs Ybecs
4,605 4,620 101,510
4,461 4,465 86,934
4,376 4,374 79,330
4172 4154 63,720
4,232 4,219 67,946
4519 4527 92514
4,700 4722 | 112,405
4,753 4780 | 119,068
5117 5171 176,056
5,199 5,259 192,231

50,00 +

A Kadas Kalman féle CES termelési fiiggvény az idotényezo bevonasaval.
(ces1-id6tényezo bevonasa Kadas Kalman-adatai-.xls)

A szamitasok eredményei:
o=0,5273

p=0,8963

A%=0,4947

A= 0,0033

ev= 1,157

Inh=-0,261

h= 0,770

R?*= 0,996

A becsld fiiggvény
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6,00

5,00

4,00

InT
3,00

ybecs

0,00

0

Kadas Kalman-féle a vas-és fémiparra elvégzett Solow termelési fiiggvényszamitas eredményei

Autokorrelacio nincs

Tetsz(ileges o] t tirit p-érték
1 -0,497 -1,619 2,306 0,1441
Regresszios egyiitthatok
Ehat6 St. hiba t-érték |p-érték| Als695% Fels6 95%

by -0,7063 0,6913 -1,02 0,346 -2,398 0,985
by 0,6158 0,1006 6,12 0,001 0,370 0,862
b, 0,5158 0,2431 2,12 0,078 -0,079 1,111
bs 0,0183 0,0065 2,81 0,031 0,002 0,034

A Solow termelési fliggvény a statisztikai és kozgazdasagi feltételeknek részben eleget tett. A toke
valtozo regresszios paramétere (5 %) nem szignifikéns.

In bo=-0,7063

bo=0,4935

A becslofiiggvény

y=0,4935x0:6158x,0.51580.0183t

A volumenhozadék nagyobb, mint 1. (e,=1,1316) és a A pozitiv.
Oktatasi termelési fiiggvények.

Az oktatési termelési fliggvényeknek az 1960-as évektdl kezdve nagy irodalma van az USA-ban. Ld.:
Education economics. Wikipédia. A témakdr egyik legismertebb kutatoja Eric Hanushek (1943-)

Forras: Varga Julia: Oktatdsi termelési fliggvények.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Education_economics
https://en.wikipedia.org/wiki/Eric_Hanushek
http://www.kszemle.hu/kiadvany/Varga_-_Oktatas-gazdasagtan/ch07s02.html

Az oktatasra alkalmazott termelési fiiggvények a kovetkez6 elgondolasbdl indulnak ki. Az oktatasi
intézmények kiilonbozé er6forrasokat hasznalnak fel, példaul a tanulok idejét, tanarokat,
felszereléseket, €s ezek segitségével novelik a tanulok tudésat és képességeit. Az oktatasi termelési
fliggvény az iskolazasi folyamat eredménye (outputja) és a mérhetd raforditasok (inputok) kozotti
kapcsolatot irja le. Ha ismernénk az oktatési termelési fliggvényt, akkor elére jelezhetnénk, hogy
milyen hatdsa lesz annak, ha megnoveljiik az oktatas kiilonféle erdforrasait, példaul tobb tanart
alkalmazunk, csokkentjiik az osztalylétszamot, vagy ha eréforrdsokat vonunk ki az oktatasbol.

Az oktatasi termelési fliggvények meghatarozasahoz elészor meg kell hatarozni és meg kell mémi az
oktatasi outputot, az oktatasi folyamat inputjait, és végiil, sziikség van a termelési fiiggvény
a kimenetieket, vagyis, hogy milyen a termelési fiiggvény alakja.

Az oktatas kibocsatasanak, outputjanak mérése. Az anyagi termelésre alkalmazott, hagyoményos
termelési fliggvények az output mennyiségét mérik. Az oktatasi termelési fliggvények viszont inkabb
mindségi valtozast kivannak vizsgalni: hogyan valtozott a résztvevok tudasa, valamint azok a
jellemzok, amelyek sikeresebbé tehetik a tanulokat késébbi palyafutasuk soran (tanulasi képesség,
alkalmazkodoképesség stb.). Arrol azonban, hogy pontosan milyen képességekrol, készségekrdl van
sz0, s azok hogyan fiiggenek Ossze egymassal — erdsitik-e vagy gyengitik egymads hatasat —, nincs
biztos ismeretiink. Az output meghatarozasaban tehat az jelenti az elsé nehézséget, hogy nem egy,
hanem tobbféle outputot kellene mérniink, példaul: az alapismeretek, a szakismeretek elsajatitasat, a
kreativitas fejlesztését, a tovabbtanulasi ardnyok ndvekedését, bizonyos hasznos magatartasformak
megtanulasat stb. Ezek egy részét viszonylag megbizhatéan mérhetjiik, példaul erre a célra
kidolgozott tesztek segitségével, mas résziik mérése kevésbé megbizhatd. Problémat jelent az is, hogy
nem a tudas vagy képességek szintjét kell megmérniink, hanem annak adott idoszak alatti valtozasat,
tehat a mérést kétszer kell elvégezni. A legtobb tanulmany tesztek segitségével probalja felmérni a
tanulok tuddsanak és képességeinek valtozasat, de gyakoriak az olyan vizsgalatok is, amelyek
egyszerlibb mérészamokat alkalmaznak: példaul a tovabbtanulési ardanyokat.

Az oktatasi folyamat inputjainak mérése. Az oktatasi folyamat eredménye sokféle tényezotdl,
raforditastol fiigg. Ezek egy része iskolai input, és oktataspolitikai eszkdzokkel befolyasolhato.
Ilyenek a tanari raforditasok, amelyeket a tanarok statisztikailag konnyebben vagy nehezebben
megfigyelhetd jellemzdivel szoktak mérni: a tanarok gyakorlati ideje, keresete, képzettsége, verbalis
képességei stb. Az egyéb iskolai inputokat sokféle mérdészammal szoktdk jellemezni: az
osztalylétszam, az egy tanarra jutd didkok szédma, az iskola felszereltsége, az egy tanuldra jutod
konyvtari konyvek szama, az egy tanulora juto raforditasok tartozhatnak példaul ebbe a csoportba.
Az inputok egy masik része nem iskolai input, oktataspolitikai eszkozok segitségével nem
befolyasolhato, de az iskolai eredményességet épplgy befolyasolja, mint az iskolai raforditasok. Ez
utdbbi csoportba tartozik példaul a tanulok képessége, az oktatadsi folyamat kezdetéig mar
felhalmozott tudasa, a csaladi raforditasok, a tanulasi kornyezet jellemz6i és a tdgabb kornyezet
jellemzoi, példaul az atlagos iskolazottsagi szint az adott telepiilésen, iskolakorzetben. Sem a csaladi,
sem a tobbi kornyezeti inputot nem tudjuk kozvetleniil mérni, hanem csak olyan mérdszamokkal,
amelyekrol feltételezziik, hogy jol jelzik ezeket az raforditasokat. A csaladi inputokat a jovedelmi
helyzettel, a sziilok iskolazottsdgaval szoktdk kozvetetten mérni, feltételezve, hogy a kedvezdbb
tarsadalmi-jovedelmi helyzet nagyobb raforditast tesz lehetévé. Az oktatasi termelési fliggvények
eredményeit gyakran oktataspolitikai célra hasznaljak fel, ezért altalaban a legfontosabb kérdés, hogy
az iskolai vagy oktataspolitikai eszkdzokkel befolyasolhatd inputok hozzdjarulasanak mekkora a
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relativ sulya a tobbi inputhoz képest. Az oktatdsi termelési fliggvény altalanos alakban a
kovetkezoképpen irhat6 fel:”

Oktatasi termelesi fliggveny
t idopontban mert eredmenyt a t—1 1dopont
eredményének fliggvénycben

A, = f (4, F, TAt, P, ISK,)

1
Egyéb
iskolai
inputok
i. tanuld a t-1.
idépontban
i. tanulo
teljesitménye a t. Tanarok
idépontban jellemzi, Osztalytarsak
kumulalt i g -
hatas tig ls_kolatariak
Csaladi hattér jellemzdi
kumulalt hatas t-ig E ’
.
I

Forras: Varga Julia. Oktatdsgazdasagtan.

A felséfoku végzettséggel rendelkezdk szézalékos aranya és az egy fore juté GDP alakuldsa kozott
kapcsolat mutathatd ki, orszdgonkénti bontasban. Feltételezhetd, hogy az egy fére jut6 GDP
novekedésével a felséfoku végzettséggel rendelkezdk szdzalékos atlagos ardnya is ndvekszik.
Vizsgalni szoktdk az alapbér, illetve a kereset, jovedelem (mennyiségi valtozo) és az iskolai
végzettség (mindségi valtozd) kozotti kapcesolatot leird bérregresszios fiiggvényt.

A feldolgozasokban fontosak az OECD oktatasi statisztikak.

Az Egyesiilt Allamokban késziilt 187 oktatasi termelési fiiggvény becsiilt regresszids paramétereinek
eldjele.

Forrés: Hanushek, E. A.: Education Production Functions. Oxford: Pergamon Press 1995.
Hanushek, E. A. Teljes publikacids jegyzéke a honlapjan.
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https://dtk.tankonyvtar.hu/bitstream/handle/123456789/8355/12het_oktatasgazdtanjav-ppt.pdf?sequence=24&isAllowed=y
https://www.oecd-ilibrary.org/education/data/oecd-education-statistics_edu-data-en
http://hanushek.stanford.edu/publications/production-functions-education
http://hanushek.stanford.edu/publications/general

Inputvaltozé Tanulmanyok Statisztikailag szignifikans Statisztikailag nem Ismeretlen
szama szignifikdns elojeld
+ - + =
Tanar-diak arany 152 14 13 34 46 45
Tanarok 113 8 5 31 32 37
iskolazottsaga
Tanarok 140 40 10 44 31 15
gyakoriottsaga
Tanari fizetések 69 1 4 16 14 24
Egy tanulora jutd 65 13 3 25 13 1
raforditasok
Felszereltség 74 7 5 17 14 31

Oktatasi termelési fliggvények becsiilt regresszios paramétereinek eldjele a fejlodd orszagokban.

Inputvaltozd Tanulmanyok Statisztikailag szignifikans Nem szignifi-
szama kans
+ -
Tanar-diak arany 30 8 8 14
Tanarok 63 35 2 26
iskolazottsaga
Tanarok 46 16 2 28
gyakorlottsaga
Tanari fizetések 13 4 2 7
Egy tanuldra jutd 12 6 0 6
raforditasok
Felszereltség K% 22 3 9

A felsofoki végzettséggel rendelkezé 25-64 évesek szazalékos aranya orszagok szerint (2021)
Az adatok (a fels6foku végzettséggel rendelkezd 25-64 évesek szdzalékos aranya) bontasa: 1.
orszagok, 2. orszagokon beliili atlag és az 3. az orszagok fovarosa szerint. A 34 megfigyelt orszag
esetében Magyarorszag a 27-ik helyen talalhato:

78


https://view.officeapps.live.com/op/view.aspx?src=https%3A%2F%2Fwww.oecd-ilibrary.org%2Fdocserver%2Fa1b1d51b-en.xlsx%3Fexpires%3D1686308394%26id%3Did%26accname%3Dguest%26checksum%3DAE04CF0664015A8070246A54A4D1A856&wdOrigin=BROWSELINK

* Regior o Mvesgeci diregors

#Copealciyrego

A felséfoku végzettséggel rendelkez6 25-64 évesek szazalékos aranya orszagok és a fovaros szerint:
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Hatvanykitevos regresszio szamitas eredményei.

(Fels6fokuvégzettségliek és az egy fore juto GDP kapcsolata orszagonként.xls):
Valtozok
n=
y
2021-ben
x= az egy fore jutdé GDP 2019-ben orszagok szerint 2019-ben. ($/6)
Forras: Orszagok egy fore jutdé GDP szerinti listaja (nominalis) 2019. Wikipédia.
A becslofliggvény:
In y = Inbo+ bilnx,

34 orszag megfigyelt adata
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Orsz%C3%A1gok_egy_f%C5%91re_jut%C3%B3_GDP_szerinti_list%C3%A1ja_(nomin%C3%A1lis)

A szamitdsok eredményei (regresszio-egyforejutoGDPés a  felsOoktatasban
aranyahatvanykitevos.xls)
Varianciaanalizis
df SS MS F p-érték
Regresszio 1 05 05 10,5 0,002817
Maradék 32 1,7 01
Osszesen 33 2,2
Regresszios egyiitthatok
Ehaté St. hiba t-érték p-érték [Alsé 95% | Felsé 95%
by 1,8149 0,6272 2,89 0,007 0,537 3,092
b, 0,1960 0,0606 324 0,003 0,073 0,319
A homoszkedaszticitas tesztjei
Proba Jelolés R’ F Fiarit p-érték
Glejser R:(Jel:x)| 00020 | 0065 | 4,149 0,801
BPG R%(e?;x) 0,0012 | 0040 | 4,149 0,843
KB ™)) 00016 | 0051 | 4149 0,822
Glejser r t-érték | p-érték
r(e_abs;In(Egy fére juté GDP -USD)) -0,045 0255 | 08005
BPG r t-érték p-érték
r(e2;Iln(Egy fére juté GDP -USD)) -0,035 -0,200 0,8430

A regresszios modell az elméleti feltételeknek eleget tett.

A becsld fliggvény:
In ¥y =1n1,8149+ 0,196Inx

§ = 6,14%,°1%

részesilok

Ha az egy fére jutd6 GDP 1 %-kal nd, akkor a fels6fokt végzettséggel rendelkezd 25-64 évesek
szazalékos atlagos aranya 0,196 %-kal emelkedik.

Az alabbi abra a felséfoku végzettséggel rendelkezd 25-64 évesek szdzalékos atlagos ardnyat és az
egy fore jutd6 GDP alakuldsat mutatja orszagok szerint (1000 $/f6)
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Fels6foku végzettségliek
aranya

Nemzetkdzi kitekintés (KSH): 2019-ben az Eurdpai Unid 28 tagallamaban atlagosan 4,7% volt a
kormanyzat oktatasi kiadasainak nagysaga a GDP-hez képest. Svédorszagban koltottek a legnagyobb
aranyban oktatasra a GDP-hez viszonyitva (6,9%), amelyet Dania, Belgium, Esztorszag és Lettorszag
kovetett. A legkevesebbet Irorszagban koltotték (a GDP 3,1%-at), de Roménia, Bulgaria és
Olaszorszag raforditasai sem érték el a 4%-ot. Svédorszag és frorszag kozott a kiilonbség tobb, mint

kétszeres. (2,23-szoros)
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https://www.ksh.hu/ffi/1-26.html

EU orszagok Oktatasi kiadasok nagysaga a GDP-hez képest (%)
Svédorszag 6,9
Dania 6,3
Belgium 6,2
Esztorszag 6
Lettorszag 58
Finnorszag 5,6
Szlovénia 55
Ciprus 54
Malta 53
Franciaorszag 53
Hollandia 5
Lengyelorszag 5
Egyesiilt Kiralysadg 49
Csehorszag 49
Horvatorszag 4.8
Ausztria 4.8
Magyarorszag 4,7
EU28 4,7
Luxemburg 47
Litvania 4,6
Portugalia 44
Németorszag 43
Szlovakia 42
Spanyolorszag 4
Gorogorszag 4
Olaszorszag 39
Bulgéria 3,9
Romania 3,6
frorszég 31
Grafikus ébraban:
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A magyar kormanyzat oktatasi kiadasainak GDP-hez mért ardnya az 1995 és 2019 kozotti idészakban
atlagosan 5,3% volt. 2003 és 2006 kozott az atlag elérte a 6,1%-ot is (2003-ban 6,4%-ot), utana
viszont csokkend trend érvényesiilt. A mélypont 2012-ben ¢és 2013-ban volt, ekkor csupan 4,7%-ot
tett ki, ezt kdvetden is a mutato alig haladta meg az 5%-os értéket, valamint 2019-ben jra minddssze
4,7% volt. Az EU atlag hasonl6 tendenciat kovetett.

Ev Magyarorszag. Oktatési kiadasok nagysaga a GDP-hez képest (%) EU28. Oktatési kiaddsok nagysdga a GDP-hez képest (%)
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1996. 53

1997. 54
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2001 54 49
2002. 57 5
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2006. 59 49
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2008. 53 49
2009. 54 52
2010. 55 52
2011. 51 5
2012. 47 5
2013. 4,7 5
2014. 52 49
2015. 52 49
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2017. 51 47
2018. 5 47
2019. 47 47
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Az alabbi dbra a havi atlag kerestek (Ft/ho) alakulasa befejezett legmagasabb iskolai végzettség
szerint. (2004-2015) Forras: Nagy Katalin. Az oktatas gazdasagi értékei. Opus et Educatio. 3. évf. 3.
SZ.

Az adatok forrasa: Iskolai végzettség szerinti alapbér- és kereset atlagok a nemzetgazdasdgban
fizikai-szellemi bontasban, nemenként, (kdzfoglalkoztatottak nélkiil) 2018. Nemzeti Foglalkoztatasi
Szolgélat. (NFSZ)
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https://epa.oszk.hu/02700/02724/00008/pdf/EPA02724_opus_et_educatio_2016_03_312-323.pdf
https://nfsz.munka.hu/nfsz/document/1/2/6/6/doc_url/Egyeni_berek_es_keresetek_2018_evi_idosoros_adatai.pdf
https://nfsz.munka.hu/nfsz/document/1/2/6/6/doc_url/Egyeni_berek_es_keresetek_2018_evi_idosoros_adatai.pdf

A legalso négy szinten, 1. altalanos iskola 07. osztaly, 2. altalanos iskola 8. osztaly, 3. kézépfoku
végzettség (szakiskola, szakmunkasképzo), 4. kozépiskolai végzettség (szakkdzépiskola, gimndzium,
technikum) az iskolai végzettség és a havi atlagkeresetek kozott nincs jelent6s kiillonbség. 5. féiskolai
¢€s 6. egyetemi végzettségek mar jelentds hatast gyakorolnak a havi atlagkeresetek nagysagara.
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Az alapbér (Ft/f6,h0) illetve a kereset (Ft/f6,ho) és az iskolai végzettség kozotti kapcsolatot mutatja
az aldbbi két tabla és két abra. Iskolai végzettség szerinti alapbér- és keresetdtlagok a
nemzetgazdasdgban  fizikai-szellemi  bontdsban, nemenként. (kozalkalmazottak  nélkiil)
Magyarorszag. 2018. Forras: Nemzeti Foglalkoztatasi Szolgalat. (NFSZ)

Adatokat, szamitasokat ld.: Fels6fokuvégzettségiieck ¢és az egy fére juto GDP kapcsolata
orszagonként.xls iskolai végzettség-bér munkalapon.
Az alébbi tabla az alapbér €s az iskolai végzettség kozotti adatokat tartalmazza.

Iskolai végzettség Fizikai | Szellemi | Férfi N6 | Osszesen
Altalanos iskola 0-7 osztaly 183100 | 330257 | 225336 | 205918 | 218658
Altalanos iskola 8 osztaly 174135 | 242871 | 186142 | 169824 | 179585
Szakiskola 186924 | 243190 | 200154 | 190911 | 197096
Szakmunkasképzo iskola 204534 | 237124 | 214893 | 187724 | 208516
Szakkozépiskola 218500 | 279062 | 260373 | 239591 | 251750
Gimnazium 212932 | 300494 | 292942 | 251528 | 271058
Technikum 248073 | 326612 | 303920 | 272478 | 296715
Foiskola 297143 | 492170 | 531907 | 416303 | 481516
Egyetem 433159 | 617645 | 682634 | 504158 | 613222

Az alabbi tabla a kereset és az iskolai végzettség kozotti adatokat tartalmazza.
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Iskolai végzettség Fizikai | Szellemi | Férfi N6 | Osszesen
Altalanos iskola 0-7 osztaly 222104 | 363326 | 261780 | 245635 | 256228
Altalanos iskola 8 osztaly 210104 | 283843 | 224518 | 203197 | 215950
Szakiskola 221198 | 272550 | 235735 | 219855 | 230482
Szakmunkasképz6 iskola 245719 | 275699 | 258537 | 219532 | 249382
Szakkdzépiskola 270587 | 318570 | 314706 | 271868 | 296930
Gimnazium 267260 | 339257 | 347759 | 285865 | 315053
Technikum 319093 | 381647 | 372539 | 308371 | 357835
Féiskola 358711 | 554739 | 605057 | 465053 | 544030
Egyetem 502134 | 697721 | 779124 | 557758 | 693031

Az alapbér (Ft/fo,h0) és az iskolai végzettség kozotti kapcsolatot mutatja az aldbbi ébra.
Magyarorszag. 2018.
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A kereset (Ft/f0,h0) és az iskolai végzettség kdzotti kapcsolatot mutatja az alabbi dbra. Magyarorszag.
2018.

&5



900000
800000 =0

700000 ol

-4 fizikai
- szellemi
férfi

— NGO

e OSSZESEN

A fenti tablakbol és abrakbol lathatd, hogy a féiskolai és az egyetemi végzettségek mar jelentds hatast
gyakorolnak az atlagbérek €s az atlagkeresetek nagysagara.

Bérregresszios szamitasok.
A szamitasokat 1d.: regresszio-alapbérek-iskolaivégzettség.xls

Az alapbér és az iskolai végzettség kozotti kapcsolatot vizsgaltuk. Az adatmatrix:

Iskolai végzettség Alapbér Gsszesen x1 X2 x3 x4 x5 X6 X7 X8
Altalanos iskola 0-7 osztaly 218658 0 0 0 0 0 0 0 0
Altalanos iskola 8 osztaly 179585 1 0 0 0 0 0 0 0
Szakiskola 197096 0 1 0 0 0 0 0 0
Szakmunkasképz6 iskola 208516 0 0 1 0 0 0 0 0
Szakkozépiskola 251750 0 0 0 1 0 0 0 0
Gimnazium 271058 0 0 0 0 1 0 0 0
Technikum 296715 0 0 0 0 0 1 0 0
Fdiskola 481516 0 0 0 0 0 0 1 0
Egyetem 613222 0 0 0 0 0 0 0 1

A mindségi ismérveket mesterséges valtozokka kellett alakitani. (ezeket dummy véltozoknak (0, 1)
hivjuk)

Altalanos iskola 0-7 osztaly minden mesterséges valtozonal 0.

x1= 1 ha Altalanos iskola 8 osztalyra vonatkozik, kiilénben 0.

x2= 1 ha Szakiskolara vonatkozik, kiilonben 0.

x3= 1 ha Szakmunkdasképzd intézetre vonatkozik, kiilonben 0.

x4=1 ha Szakko6zépiskolara vonatkozik, kiilonben 0.

xs5= 1 ha Gimnaziumra vonatkozik, kiilénben 0.

x6= 1 ha Technikumra vonatkozik, kiilénben 0.

x7= 1 ha Foiskolara vonatkozik, kiilénben 0.
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xs= 1 ha Egyetemre vonatkozik, kiilonben 0.

A megfigyelések szama 9 és a magyarazo valtozok szama 8, igy a becslés nem adott értékelhetd
eredményt, de a felesleges valtozok elhagyéasaval statisztikai szempontbdl elfogadhatd két
tényezdvaltozos eredményt kaptunk.

Varianciaanalizis
| df SS MS F p-érték
Regresszid 2 962926249065,0 481463124532,5 89,6 0,000034
Maradék | 6 32250772225,0 5375128704,2
Osszesen| 8 995177021290,0
A regresszids modell homoszkedasztikus
| Glejser r t-értéek p-érték
r(e_abs;x7) -0,622 -2,104 0,0734
r(e_abs;x8) -0,622 -2,104 0,0734
BPG r t-érték [p-érték
r(e2;x7) 0,537 | -1.684 |0,1361
r(e2;x8) 0,537 | -1684 | 01361
Regresszios egyiitthatok
Ehat6 St. hiba | t-érték | p-érték Als6 95% Fels6 95%
b7 481516 179585 | 2,681271 | 0,036474 | 42087,33521 | 920944,6648
b8 613222 179585 | 3414662 | 0,014237 | 173793,3352 | 1052650,665

Tehat a két szignifikdns valtozo, ahogy ezt az adatokbdl mar sejteni lehetett:

x7= a Fdiskola

xs= Egyetem

y=481516x7+613222x3

A regresszids paraméterek értelmezése, a féiskolat végzettek atlagosan és a masik tényezdvaltozot
kisziirve 481516 forinttal keresnek havonta tobbet, mint az Altalanos iskola 0-7 osztalyt végzettek.
Az egyetemet végzettek atlagosan €s a masik tényezdvaltozot kisziirve 613222 forinttal keresnek
havonta tobbet, mint az Altalanos iskola 0-7 osztalyt végzettek. Miutan a b= 0 volt, a regresszios
egylitthatok megegyeztek a mért bér adatokkal vagyis 0-nak becsiilték az altalanos iskola 0-7 osztaly
megfigyelt bérét.

Ha a bo-t is bevonjuk, akkor a becsléfiiggvény:

y=231911+249605x7+381311xs

A fdiskolat végzettek atlagosan és a masik tényezOvaltozot kiszlirve 249605 forinttal keresnek
havonta tobbet, mint az Altalanos iskola 0-7 osztalyt végzettek.

Az egyetemet végzettek atlagosan €s a masik tényezdvaltozot kisziirve 381311 forinttal keresnek
havonta tobbet, mint az Altalanos iskola 0-7 osztalyt végzettek. A bo=231911 valamilyen minimal
bérként értelmezhetd, ha valakinek nincs iskolai végzettsége, akkor ennyi az atlagos keresete.
Kozgazdasagilag a regresszios modell a konstans bevonasaval értelmezhetd, de statisztikailag nem.
(Variancia analizis, F-probanal 0 osztd, regresszios paraméterek, a t-probat nem tudta megbecsiilni)

Az alabbi abra az USA-ban az egy fore jutdé GDP-t (2009-es ezer $-ban, $/f6) mutatja 1790-2014
kozott €s az oktatasban toltott évek szamat mutatja 1876 €s 2014 kozott. A két gorbe lefutasa hasonlo,
az oktatasban eltoltott id6 €s az egy fore jutdé GDP kozott a grafikonon a visszaeséseknél késleltetett
kapcsolat lathato.
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A translog termelési fiiggvény

A translog termelési fiiggvény, amely a Cobb— Douglas fiiggvény altalanositasa, a kovetkez6 alakban
irhato fel:

In?L In?
Iny = Inb; + b,InL + b3InK + b4T + bg 5 + bgInLInK + e

A Cobb-Douglas altal hasznalt adatbazis esetén az regresszidszdmitas eredményei (regresszioC-D-

fiiggvény-translog.xls):

Autokorrelacidé nem szignifikans:

Autokorrelacio L

rendie [o] t tirit p-érték
1 0,145 0,686 2,074 0,5001

2 -0,197 -0,944 2,080 0,3558

3 -0,310 -1,528 2,086 0,1422

4 -0,359 -1,803 2,093 0,0872

5 -0,379 -1,923 2,101 0,0705

6 -0,077 -0,363 2,110 0,7213

7 0,266 1,295 2,120 0,2138

8 0,156 0,739 2,131 0,4716

9 0,232 1,121 2,145 0,2811

10 0,397 2,027 2,160 0,0637

11 0,142 0,672 2,179 0,5142

12 -0,172 -0,817 2,201 04315
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Durbin-Watson bizonytalansag

D-W 1,711
dL (5%) 0,925
dU (5%) 1,902
dL' (5%) 2,098
dU' (5%) 3,075
Varianciaanalizis, a modell elfogadhat6
df SS MS F p-érték
Regresszid 5,0000 1,6147 0,3229 110,7992 0,0000
Maradék 18,0000 0,0525 0,0029
Osszesen 23,0000 1,6672

A konstanst leszamitva a tényezdvaltozok és a termelés kozott nincs szignifikans kapcsolat.

Ehato St. hiba t-érték p-érték Als6 95% | Felsd 95%
by -33,4276 15,2818 -2,1874 0,0422 -65,5336 -1,3216
b, 19,0387 9,8616 1,9306 0,0694 -1,6798 39,7572
b, -4,3809 3,7691 -1,1623 0,2603 -12,2996 3,5377
bs -4,5123 3,1572 -1,43 0,170 -11,145 2,121
by 0,0812 0,4994 0,16 0,873 -0,968 1,130
bs 0,8239 1,1959 0,69 0,500 -1,689 3,336

Kihagyva a nem szignifikdns valtozokat, az eredeti Cobb-Douglas termelési fiiggvényt kapjuk meg,

amit mar korabban kiszamoltunk

Ehaté St. hiba t-érték p-érték Als6 95% | Fels6 95%
by -0,1773 0,4670 -0,3797 0,7080 -1,1485 0,7938
b, 0,8073 0,1560 5,1750 0,0000 0,4829 11317
b, 0,2331 0,0683 34116 0,0026 0,0910 0,3751

A nem linearis regresszios fiiggvények jellemzoi

LinearizalhatOk az alabbi nem linedris termelési (regresszios) fiiggvények is, a fliggvények jellemzoit
az alabbi tablaban foglaljuk ossze:
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Y . A fiiggvény A fiiggvény
Fiiggvénytipus A fiiggvén .
SEvERYEP BEVELY meredeksége elaszticitasa
Linearis ) x
L y =D, +bx b, b, —
(lin-lin) y
Hatvanykitevos ¥ =bx™ .
b, > b,
(log-log) In§ =lnb, +b, Inx X
ot ¥ =b,b;
Expone.:nmahs the'! Slnb, <nb,
(log-lin) In§ =1Inb, +xlnb,
Féllogaritmikus 1 1
y=b, +b,lnx b, — b, —
(lin-log) X y
Hiperbolikus 1 1
§7:bo+b1l _b1_2 _bi_g
(reciprok) X Xy
. 1 § 1
Log- reciprok Iny=b,+b,— —b, =z —b, <
Masodfoku
- b, +2b,x)x
parabolikus §/=b, +bx +b,x* b, +2b,x %
(kvadratikus)
Log- kvadratikus Iny =b, +b,x +b,x° ¥(b, +2b,X) X(b, +2b,x)




