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PRÉFACE.h

i L’étude systématique des singularités des fonctions analytiques 
commence parla Thèse de M. Hadamard parue dans le Journal de 
Mathématiques, en 1892. Ce Mémoire, devenu déjà classique, a 
exercé d’abord son influence par les beaux résultats de sa deuxième 
Partie consacrée à l’étude des singularités polaires; toute une 
série de géomètres, parmi lesquels MM. Fabry, Leau, Le Roy, etc. 
se sont efforcés d’arriver à des résultats également concrets. La 
meilleure preuve de leur succès est l'exposé bien connu que 
M. Hadamard a publié, en 1901, sous le litre La série de Taylor 
et son prolongement analytique dans la collection « Scientia ». Il 
est à remarquer cependant que la plupart des théorèmes ainsi 
établis ne font que déterminer des conditions suffisantes ou bien 
pour que le point 1 soit le seul point singulier sur le cercle de conver­
gence ou dans le plan complexe entier, ou bien pour que le cercle 
de convergence soit une coupure, et, chose curieuse, souvent les 
méthodes bien différentes conçues par ces auteurs 11'arrivent qu’à 
reproduire les mêmes résultats. M. Hadamard a signalé la cause 
des difficultés de ces recherches en établissant une distinction 
fondamentale concernant les méthodes à suivre dans l’étude des 
singularités.

Considérons, en effet, une fonction analytique définie par son 
développement taylorien
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et par le prolongement analytique de cet élément de fonction. Il y 
a d’abord des méthodes qui ne supposent aucune restriction sur les 
coefficients an. Il s’agit donc en ce cas d’étudier les propriétés 
générales de la fonction analytique et en particulier celles de ses 
singularités. L’importance des recherches de ce genre est évi­
demment très grande. Mais il est à craindre, ajoute M. Hadamard, 
que ces résultats ne restent toujours trop peu nombreux.

On peut supposer d’autre part que la fonction à étudier appar­
tienne à une classe bien connue de fonctions et il s’agit alors de 
caractériser cette classe de fonctions, c’est-à-dire les propriétés 
qui la définissent, par les propriétés limites des coefficients.

Ayant établi cette distinction, M. Hadamard, pour mieux assurer 
le progrès des études de ce genre, propose de prendre entre ces 
points de vue opposées une position intermédiaire convenable. 
C’est une telle position que nous avons tâché de choisir dans le 
présent Ouvrage.

Pour faire mieux ressortir l’idée directrice qui nous a guidé dans 
ce choix du nouveau point de vue, faisons une remarque simple 
qui paraîtra d’abord presque banale. Il n'est pas exact de dire que 
les propriétés de la fonction analytique définie par une série de 
Taylor sont déterminées par les propriétés limites des coefficients 
de la série. La forme même du développement entre aussi en jeu 
et son rôle n’est pas négligeable. Il faut donc replacer les coef­
ficients dans la série et chercher des relations entre l’allure de la- 
série et l’allure de la fonction. Plus généralement, la détermination 
de la fonction par le prolongement analytique d’une série de 
Taylor est mathématiquement très compliquée, ce n'est que logi­

quement qu’elle est réalisée ; nous devons conquérir pour les 
mathématiques cette notion purement logique de la fonction ; en 
d’autres termes, il faudra représenter tout le contenu de ce con­
cept à l’aide des moyens dont nous disposons dans l’analyse 
mathématique. Voilà le but de la théorie générale des fonctions
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PRÉFACE.

analytiques, du moins au point de vue de Méray-Weierstrass qui est 
aussi le nôtre. Il s’agit donc d’établir des relations à la fois géné­
rales et précises entre fonction et représentation.

Quel sera maintenant notre point de vue intermédiaire ? Sauf 
dans des cas exceptionnels ou pour élucider des problèmes déjà 
posés, nous ne ferons aucune hypothèse restrictive sur les coef­
ficients an. Nos résultats entreront donc dans la théorie générale 
des fonctions analytiques. D’autre part nous choisirons en même 
temps des singularités plus ou moins particulières, telles que les 
pôles, les points critiques algébriques ou algébrico-logarithiniques, 
ou bien des singularités plus générales comme, par exemple, celles 
où l’on suppose que la fonction soit bornée dans un certain voisi­
nage d’un point ou bien qu’elle ne le soit pas, etc., et nous cher­
cherons à établir des relations précises entre ces singularités et 
l’allure de la réprésentation (une suite de polynômes ou de fonc­
tions entières dans l’espèce) si l’on y substitue l’afiîxe du point 
singulier en question. Ainsi, tout en conservant la généralité, 
nous aboutirons à des résultats concrets qui feront partie d’une 
étude plus particulière des fonctions analytiques. On pourrait 
résumer notre point de vue en disant que nous chercherons à 
représenter les singularités par la nature particulière de la diver­
gence que la représentation présente au point envisagé.

Toutes les recherches de ce genre sont inspirées parla troisième 
Partie du Mémoire fondamental de M. Hadamard. Mais les vues 
profondes de l’illustre géomètre sont restées sans influence jusqu’au 
jour où, à la suite des travaux très importants de M. Borel et de 
ceux de M. Mitlag-Leffler, la représentation de la fonction dans ses 
points réguliers a reçu une solution aussi générale qu’inattendue. 
En effet, si l’on ne spécialise pas la classe des fonctions analytiques 
envisagées, l’étude générale de la singularité en un point signifie 
l’étude des valeurs régulières au voisinage de ce point. Donc on 
a été obligé de conquérir d’abord, par une formule aussi simple

vu
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PRÉFACE.

et aussi compréhensive que possible, les valeurs régulières de Ja 
fonction à examiner. Ce n’est que par ees recherches que le chemin 
s’est ouvert pour une théorie générale des singularités dont nous 
tâchons de donner la première esquisse dans le présent Ouvrage.

Pour rendre plus facile la lecture de ce qui va suivre, nous avons 
établi à leur place les propriétés essentielles de chacune des repré­
sentations dont nous nous sommes servi au cours de ce Livre. 
Nous avons espéré répondre ainsi aux intentions de M. Borel à 
qui nous présentons ici nos vifs remercîments d’avoir bien voulu 
nous donner l’occasion d’exposer nos recherches dans sa Collec­
tion. En dehors de la connaissance des propriétés élémentaires 
des fonctions analytiques, les Leçons de M. Lebesgue sur les 
séries trigonométriques sont le seid Ouvrage dont la connaissance 
est désirable pour la lecture du présent Livre.

Nous ne pouvons pas enfin passer sous silence la collaboration 
continue et si efficace de Mme Valérie Dienes qui n’a jamais cessé 
de nous prêter son précieux concours pendant toute la rédaction 
de ce Livre. De la démonstration de quelques théorèmes nouveaux 
jusqu’à la revision des épreuves, elle a pris sa part de tout le tra­
vail qu’exigeait la rédaction, et il y a bien peu de pages qui n’aient 
ressenti l’effet de ses conseils soigneux.

VIII

Paul Dienes.
Budapest, février 1912.
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LEÇONS

SUR LES SINGULARITÉS
1

DES

FONCTIONS ANALYTIQUES.

CHAPITRE I.
LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. 

L’ORDRE D’UN POINT SINGULIER.

i. Considérons une 
de Taylor

fonction analytique de x définie par la série

A*) =2 a'ix'ii(o
n = 0

et par le prolongement analytique de cet élément de fonction 
au sens de Weierstrass. La fonction étant complètement déter­
minée par la suite des coefficients ci,,, toutes ses propriétés doivent 
se révéler dans la structure de ces coefficients tayloriens. 11 s’agit 
de mettre en évidence les relations de ce genre. Par exemple 
partant des coefficients envisagés, on a pu construire des expres­
sions analytiques telles, qu’au lieu d’une infinité de séries de 
Taylor,

, en

seule formule mathématique relativement simple, 
comme une série de polynômes ou une série de fonctions entières, 
represente la fonction dans un domaine d’holomorplne de plu 
plus étendu.

une

s en

Dans cet ordre d’idées, le problème des singularités se pose de 
la façon suivante : il s’agit d’établir des rapports à la fois précis et 
généraux entre 1 allure de cette formule représentative p 
valeur singulière x0 et l’allure de la fonction

our une 
au voisinage de ce

D.
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CHAPITRE I.

point singulier. Nous chercherons donc à représenter la fonction 
analytique, même en ses points singuliers, dans un sens tel que
l’allure singulière de la formule, si l’on y substitue l’affîxe 
d’un point singulier, nous décèle la nature de la singularité en ce
point.

LA DÉRIVÉE GÉNÉRALISÉE DE RI KM AN N ET l’oPÉRATION Ha.

9. Pour ces recherches, il est indispensable de définir 
ment quelques espèces à'allures de la fonction

exacte-
au voisinage d’un 

point singulier, l out d’abord, on a la notion plus ou moins précise 
du degré d’infinitude de la fonction à un tel point x0. On dit en 
ellet que la fonction devient infinie du degré r si le rapport de la 
fonction à l’expression

('2)
{X — x0y

reste fini, non nul, quand on
dant, la valeur-limite de ce rapport pour x — x0 varie de 
à -poo, même après qu’on a fixé un chemin aboutissant à x01 

c’est-à-dire pour le même chemin, elle peut varier de — oo 
à + oo selon les points choisis pour arriver à x0. Il faut donc intro­
duire une mesure plus précise pour caractériser la singularité tout 
en ayant soin pourtant qu’une singularité de la forme (2) soit 
mesurée par le nombre r.

Remarquons pour cela que, k étant le premier entier supérieur 
à z-, l’intégration de (2) répétée k fois atténue déjàla singularité 
en x0. En ellet, après 1 opération indiquée, on a une fonction finie 
et continue à ce point. On pourrait donc mesurer la singularité par 
sa résistance à une opération semblable. C’est l’idée de M. Darboux, 
développée si ingénieusement par M. Hadamard (*).

On voit que l’intégration ordinaire ne peut déceler ainsi que 
la partie entière de z*. En général, par cette opération, les singula­
rités considérées, dont les degrés d’infinitude diffèrent de moins 
d’une unité, ne sont pas distinguées l’uue de l’autre. Pour y arriver, 
M. Hadamard s’est servi de l’intégration et de la différentiation

s’approche de x0. En général, cepen-
cc

(') J. Hadamard, Essai sur l’étude de fonctions données par leur dévelop­
pement de Taylor. Thèse, Paris et Journal de Mathématiques, 1892. Partie III.



LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. L’ORDRE d’üN 3POINT SINGULIER.

d indice fractionnaire ou incommensurable définies par Rie
(-)•mann

Mais ici une objection importante se pose. On veut définir pour 
fonction analytique quelconque une opération en vue d’alté- 

singularités. Est-ce qu’
une
nuer ses telle opération qui, au fond, 
consiste à multiplier les coefficients tayloriens par des nombres c,n 
n inti odúit pas des points singuliers nouveaux? Évidemment 
s il s agit de la différentiation et de l'intégration ordinaire. Il faut 
se rassurer qu il en est de même de l’opération plus générale p 
que la simplification des singularités visée par nous ne soit 
purement fictive.

une

non

oui-
pas

Nous allons établir à cet égard théorème dont la portée 
dépasse de beaucoup 1 application que nous en ferons.

un

3. Soit donnée 
l’intégrale

fonction v(t) définie entre o et i et telleu ne que

/ I v(t)\dt(3)

ait un sens. Nous allons montrer que les sommets de l’étoile prin­
cipale attachée à la fonction

(4) ÿO) v(t)f(xt) dt

tous des sommets de l’étoile attachée à f(x).
L’étoile principale d’une fonction analytique est définie de la 

manière suivante. Soit x0 le premier point singulier rencontré par 
un rayon issu de l’origine (ce point peut être l’infini). Supprimons 
la partie du rayon qui continue le segment (o, x0) à l’infini, et 
ellecluons la même opération pour chaque rayon partant de l’ori­
gine. Le domaine ainsi obtenu est l’étoile principale de centre O 
attachée à la fonction f(x) holomorphe à l’origine. Les points x0 

ainsi mis en évidence sont les sommets de l’étoile.
Supposons que le point x se trouve à l’intérieur de l’étoile.

le produit xt décrit Je segment (o, x) dans 
chaque point duquel f (x) est holomorphe ; son module a donc

sont

Quand í va de o à i

un

(') H. Riemann, Versuch einer allgemeinen Auffassung der Integration und 
Differentiation ; 1847, Mathematische Werke, 2U Auflage, p. 353.
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fini. Il en résulte que l’intégrale (4) a un sens pour chaque 
point à l’intérieur de l’étoile.

Mais on voit facilement que la fonction ainsi définie 
dérivée bien déterminée dans tous les points envisagés. En effet, 
pour h assez petit, le triangle formé par les points o, x, x -b A se 
trouve nécessairement à 1 intérieur de l'étoile, de sorte que, dans 
l’expression

CHAPITRE I.

maximum

a une

i
-I<?(x -+- h)— cp(a?) v{t)[f(xt -4- ht) — f(xt)\dt,

la quantité entre les crochets peut s’écrire

f(xt -+- ht) — f(yXt) = ht[f'(xt) -t- 0e]

< i et £ tend vers o avec A indépendamment de t. Ce quioù
nous donne

:<p (x -+- h) --  Cp ( 07 )

r o
J 01 v(t) dt. 

K>
xt) dt -4- eh

Chacune des deux intégrales ayant un sens bien déterminé et

la seconde étant inférieure

de A, la proposition est établie.
Si l’on prend pour f {x) la série ( i )

à / Ie(¿) J dt, quantité indépendante 
•A

on a?

®(^) =2 cnanxn(5)

avec
= Ç v{t)t'1 dt.(6) c n

^ o

On peut donc remplacer les an par cn an sans introduire des 
mets nouveaux.

so in­

i' Nous allons généraliser ce résultat de M. Hadamard. Si l’on 
choisit pour v(t.) une fonction plus particulière, par exemple 
fonction analytique de t holomorphe partout, sauf peut-être 
points o, i, ce, et telle que, au voisinage de o,

une
aux

i
(7) KO I < (A < I)
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et, au voisinage de i,

5
I

i .
I *»(<) I <(7) -U*’

chaque point singulier de la fonction cp ( a? ), définie par la 
série

i

o{x) = ^ cn anxn,
I 7? = 0

/?«/• 50/1 prolongement analytique, //// point singulier
de f(x).

Pour le démontrer, remarquons tout d’abord qu’on peut prendre 
l’intégrale (6) le long d’une courbe rectifiable quelconque l sans 
changer sa valeur. En eilet cette courbe, ensemble avec le 
segment ( o, i), forme une courbe fermée se décomposant peut-être 
en plusieurs autres. Au cas où ni le point i ni o n’est à l’intérieur 
ou sur le contour d’une pareille boucle l’intégrale, prise le long 
de ce contour, est identiquement zéro d’après le théorème fonda­
mental de Cauchy. Si o ou i sont sur le contour ou à l’intérieur 
d’une boucle, on sépare ces points du contour par un petit arc de 
cercle c{, ou par un petit cercle c, et l'on écrit (ßg. i)

I v(t)tn dt -h j v(t)tn dt i v(t)tn dt —
da c, ß dß a Jc

o.

Fig.

C,
ß

b

Mais, en vertu des hypothèses (7) faites sur v(t), on a

IX/ v(t)tndt < Aol_<' et 
dacrf

v{t)tn dt < B i1 A

i

:
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6 CHAPITRE I.

où p et cr sont les rayons arbitrairement petits des cercles c{ et c ; 
A, B sont deux nombres fixes. Comme p est aussi petit qu’on veut, 
il en résulte que l’intégrale

Í v(t)tn dt 
J b

a un sens parfaitement déterminé, et comme i est aussi arbitraire­
ment petit, cette valeur ne peut être que zéro.

L’intégrale (6) est donc zéro pour chaque courbe fermée, donc 
en particulier

i v(t)tn dt -+- J v(t)tn dt — o, 
•d l J\ —o

(S)

ce qui était à montrer.
Examinons maintenant les points réguliers de f (x). Celte fonc­

tion est en général multiforme ; on doit donc considérer chaque 
point ensemble avec un chemin qui y conduit. On sait que tous 
les chemins possibles, c’est-à-dire les chemins qui ne passent par 
aucun point singulier, se trouvent nécessairement à l’intérieur 
d’un nombre fini de cercles successifs empiétant les uns sur les 
autres. Il suffit donc de considérer les lignes rectifiables ou même 
les polygones d’un nombre fini de côtés; tous les autres chemins 
sont équivalents à ceux-ci.

Soit donné une telle ligne L et désignons pour un instant ses 
points par y. Quand y varie de o jusqu’à un point x de L, fixé

pour le moment, le rapport t = — décrit une courbe lx allant de o

à i. Ainsi, à chaque point de L on fait correspondre un chemin l 
qui servira de chemin d’intégration dans l’intégrale (4). Cette 
intégrale, prise le long d’un l ainsi défini, a un sens bien déter­
miné, car, quand L parcourt /, xL décrit L jusqu’au point x (nous 
désignerons cette partie de L par L-T) et, par hypothèse, f (y) est 
holomorphe en tous ses points. Le point x étant fixé, regardons 
le point x + h. Quand t parcourt ¿x, le produit t(x + h) décrit 
une ligne nouvelle, Lx+h. il est évident que si h tend vers zéro, la 
ligne \jx{+h s’approche indéfiniment de Lx, de sorte que, pour \h | 
assez petit, toutes les deux courbes L'1c+/¿ et Læ, qui correspondent 
à la même courbe se trouvent à l’intérieur du même domaine 
d’holomorphie de f (x). Par conséquent, on peut répéter sans
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changement le raisonnement de tout a 1 heure concernant
point X. Cela montre que 

il fallait

aucun
l’existence de la dérivée de y(x) au

point régulier de 'f(x)chaque point de L est un 
démontrer.

Remarquons enfin que toutes les courbes L considérées pai 
partent de l’origine, et l’on peut prendre x assez petit pour 

Lx se trouve entièrement à l’intérieur du cercle de conver-

comme

nous
que
gence de la série (i); de sorte que dans l intégrale (4 ) on peut rem­
placer /(x) par cette série de Taylor, et, d’après (8), on obtient 
ainsi les mêmes coefficients c,t quel que soit dans 1 intégrale (4) 1g 
chemin d’intégration /. C’est-à-dire quel que soit L, il s agit bien 
d’une seule fonction analytique ?(x) définie par la, série (5) et par

prolongement analytique.son

généralités à deux cas particuliers très impor 
la suite. Soit d’abord

o. Appliquons ces 
tants pour

ii (a > o).v(t) = i al’(a) (i —O

fonction 'f(x) que nous 
développements précédents,

A chaque valeur de a correspond 
allons désigner par Ra/(.r). Grâce 
nous savons que les fonctions

une
aux

f(t.x) dtf.1
(9) ( i — t )1-ar(a)

chaque point régulier def(x).sont toutes holomorphes en
Riemann a établi la formule suivante pour les coefficients Cu

r(n + i)
C/¿ —(IO) V ( n -+- i-+- a )

où b désigne comme d’habitude l’intégrale eulérienne de deuxième 
espèce.

On peut la vérifier facilement, si l’on remarque que par défini­
tion i t11 dt

II
1—a ?V(*)J0 O-O

et que la fonction F (x) satisfait à l’égalité

z^-Ri — t)y~l dt.
inaAro)

V(x-+- y)
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On a donc la formule fondamentale

r ( n -+-1 )Rxf(x) =2(I >) anxn.
1 ( Tl —h" I ~f"* 5C )

En particulier, si a est un entier,

icn = (n-+-i)(n-i-2)...(n-Ha)’

de sorte que la fonction

ra R* f(x) — Da,/(ir)

se forme de f(x) par une intégration répétée a fois. L’opéra­
tion (g) ou bien les multiplicateurs des coefficients a„ dans la 
série (ii) définissent l’intégration générale de Riemann d’ordre 
fractionnaire ou incommensurable.

La dérivation ou, si l’on veut, l’intégration d’ordre négatif ( a << o ) 
se définit de la manière suivante : Soit k le plus petit entier positif 
tel que k-(~a>o. On calcule RMa/(¿r) par la formule (ii) par 
exemple, et l’on pose pour a négatif

dk R k+a.y(gp) 
dxk ’Ray"(a7) = xk

et l’on a par définition
R °/(a?) =/(.»)•

Si <20 = o, ce qu’on peut toujours supposer, car une constante 
additive n’influe aucunement sur les singularités de la fonction 
étudiée, on peut prendre pour v(i) la fonction

i i (a > o).v{t) =
L'(a) t \

En ce cas, d’après la formule connue,

i
jf tx~x (lo§7) dt = x~y r (y)

on a
:/ (los0 :

(12) tn~1 dt — —c n — p7—:f(a)
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Posons donc pour tx>o
9

(i3)
71 — 1

Pour a < o on définit l’opération en question de la manière 
suivante : On calcule HA+a par la formule (i3), puis successive­
ment on différencie et Von multiplie par x, en répétant k fois 
cette opération alternée. Ainsi l’opération Ha se trouve définie 
pour a quelconque positif, nul ou négatif par l’unique formule ( 13), 
et nous sommes assurés, d’autre part, que cette opération n’intro­
duit jamais des points singuliers nouveaux.

Pour a entier l’opération IIa se réduit à une succession 
alternée de dérivation (ou d intégration) et de multiplication 
par X.

D’ailleurs les deux opérations IIa, Ha ainsi obtenues sont très 
semblables. Tout d’abord, pour a entier, chacune d éliés se com­
pose de dérivation ou d’intégration, et de multiplication par une 
puissance entière de x. D’autre part, l’expression asymptotique de 
la fonction P(n) nous donne

r(n-n) = '*a(l + ere),F ( Zl —t— I —i— )

où
lira s fi — o,

de manière que le rapport des deux sortes de cn calculées précé­
demment tend vers i pour n =oo.

Remarquons encore que ces deux opérations qui n’introduisent 
aucun point singulier nouveau, n’en suppriment pas non plus. En 
effet, d’après le théorème démontré, la fonction i

H"a[Ha/(a:)] =f(x)

n’a d’autres points singuliers que ceux de la fonction H “/(a?).

LA NOTION D’ORDRE.

6. Nous avons construit le mécanisme qui nous permettra 
d’atténuer la singularité de la fonction dans un point. Mais jusqu’à 
quel degré doit-on pousser l’opération? Quels seront les caractères

I



dislinctifs du zéro de notre échelle? Il faut choisir ces caractères 
de façon qu’ils permettent de former 
mesure des singularités (c’est une 
toute définition logique); d’autre part de façon qu’ils 
festeni simplement dans la structure des coefficients, afin que la 
notion nouvelle puisse nous servir d’instrument utile dans l’étude 
des fonctions analytiques. M. Hadamard a résolu ce problème 
très délicat par Introduction d’une notion relative aux fonc­
tions continues, voisine de celle des fondions à variation bornée 
de M. Jordan.

Une fonction réelle ou imaginaire mais continue d’une variable 
réelle 9 sera nommée ci écart fini dans l’intervalle {a, b) lorsque 
les intégrales

CHAPITRE I.FO

une échelle unique pour la 
condition indispensable de 

se mani-

n j cos/16y*(6) ¿0, n j sin n 0/(0 ) o?0,

prises entre des limites quelconques intérieures à l’intervalle («, b), 
restent bornées en valeur absolue pour n = ce. La limite supé­
rieure I de leurs modules, finie dans les conditions indiquées, est 
Vécart de la fonction /(9) dans (a, b).

Une fonction à variation bornée est toujours à écart fini ('). Le 
second théorème de la moyenne appliqué à l’intégrale

n J" <j/0)/(O) cos/i 0 ofO,

montre immédiatement que, si la fonction continue ¿(9) varie 
toujours dans le même sens, le produit ¿f est aussi à écart fini et 
son écart ne dépasse pas celui de /(9) multiplié par 2 M, où M est 
le module maximum de ó(9). Si ¿(9) a un nombre fini de maxima 
et de minima, on remplace 2 par le nombre des extréma.

Si l’on diminue l’intervalle (a, ¿>), l’écart ne peut que s’abaisser 
ou rester constant. Par conséquent, lorsque l’intervalle tend vers o 
de façon qu’un point fixe 90 se trouve à l’intérieur de chaque 
intervalle successif, l’écart tend nécessairement vers une valeur 
bien déterminée. C’est l’écart de la fonction / (9) au point 9n.

Nous définissons maintenant l’ordre de la manière suivante :

I

i

(1 ) Voir J. Hadamard, Thèse, p. 65.



Soit x0 un sommet de l’étoile attachée à la fonction analytique f(x). 
Traçons un arc de cercle de centre O passant par ce point. Si la 
fonction a des points singuliers à l’intérieur du triangle formé par 
le petit arc de cercle (a, b) et par les deux rayons vecteurs (o, a), 
(o, b) quelque petit que soit l'arc (a, b), nous dirons que l’ordre 
de la fonction en x0 est +oo. Dans le cas contraire l’ordre de la 
fonction sur Carc (a, b) est le nombre u> déterminé par la double 
condition que, s étant arbitrairement petit, HM+tf{x) soit déjà 
continue et à écart fini sur l'arc considéré et que l’une des deux 
propriétés manque à la fonction Hw~e/ (x). L’ordre de la fonc­
tion au point Xq est la limite des ordres sur les arcs successifs 
contenant tous x0 à leur intérieur et dont la longueur tend 
vers o. L’ordre w peut prendre toutes les valeurs entre —co et +00.

Pouf que cette définition soit complète, il faut encore démon­
trer qu’il n’y a qu’un seul nombre to qui puisse correspondre ainsi 
à un point singulier. D’après cette définition, en ellet, ou bien 
l’ordre en un point est + 00, et alors il n’y a que ce seul nombre 
pour marquer l’ordre de ce point, ou bien l’ordre n’est pas infini, 
c’est-à-dire, il existe au moins un to tel que Hw/ (x) soit continu 
et à écart fini sur l’arc comprenant le point singulier en question 
à son intérieur. 11 s’agit de démontrer que, dans ce cas, il n’y a 
qu’un seul nombre qui satisfasse à la double condition indiquée 
tout à l’heure.

7. Regardons d’abord le cercle de convergence dont nous pou- 
supposer le rayon égal à 1 et établissons deux théorèmes com­

plémentaires.

LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. L’ORDRE D’UN POINT SINGULIER. 11

e

vons

Si y I an I est convergent et si
]n = 0

lim a„ n logra = o,

la fonction anxn est continue et ci écart fini sur le cercle de
n — 0

convergence.

La première hypothèse entraîne immédiatement la conclusion 
que la fonction1

/o) = V anxn(D
n = 0
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est continue sur le cercle de convergence; en effet la série de 
Taylor (i) est uniformément convergente à l’intérieur et sur la 
circonférence du cercle de rayon i. Reste à montrer que, les condi­
tions remplies, f (x) est à écart fini sur le cercle.

Au lieu de considérer les intégrales

CHAPITRE I.12

rb
n I cos/16f(e^) dO, rl>n I sin nO f(e^) dO,

où 8 est l’argument d’un point du cercle de convergence 
pouvons examiner les intégrales

nous

r b
n / /( e‘6) <¿6,

rb
n I e-"^ f(e^) o?0, 

a

dont la somme et la différence reproduisent, à un facteur constant 
près, les intégrales précédentes. 11 s’agit de démontrer que les 
modules de ces expressions ont une limite supérieure finie pour 
n — ce, les limites d’intégration étant quelconques entre o et 2~.

Comme la série (i) converge uniformément sur le cercle, on n’a 
qu’à la multiplier par e±z,,Q et intégrer terme à terme ; on obtient 
ainsi

/* * °° 
n J e"£üy(ez"6) dh = ^ am [e^m+nlib—

de sorte que le module de cette intégrale reste inférieure à 2À 

si A désigne la somme 

D’autre part

2>«i-

rbn I e~ni^ f{ e‘Q ) dQ —------am \e{'m~n)ib — e{m~n)ia],— n L

le terme d’indice m = n étant na„(b — a). Soient /» < i et K >> i, 
et pour évaluer sa somme, divisons la série en trois parties. La 
première contiendra les termes d’indjce inférieur à kn. Pour ces 
termes

in < — k'im — n

2 Ade façon qu’ils donnent une somme inférieure à r* La seconde ki —

_

;



N*1

partie est formée par les termes d’indice supérieur à Kzz. Cette 
partie fournit une somme inférieure à ^ - -

Le troisième groupe contient tout ce qui est entre les deux pre­
miers. Le nombre total de ses termes est donc

e[(K —

où e[.r] indique la partie entière de x. Soit \ar\ le plus grand 
des modules des coefficients qui entre dans le troisième groupe. 
On a évidemment

LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. L ORDRE D UN POINT SINGULIER. l3

kn1± r -K n.

La somme fournie par ce groupe est donc inférieure en valeur 
absolue à

04)

ii
I ci — b ] n I an I + 4 no-r ^ i + — ■+• -- ‘ ' e[( K — Æ)n] )

(pii, à son tour, est inférieur à

|og/’ + log^-£ -t-crjI a — b I n I an | -+- 4 a,.

où dans le second terme on a éliminé n par les inégalités (i4) et 
où l’on s’est servi de l’équation d’Euler

— J — logn = c (const. )ilim
2

sous la forme
ii i — logn = logp -+- c,lim H----- h 3+-"+iÎHi■>.

de sorte que limcr=c. Mais r tend vers l'infini avec n et, d’après 

nos hypothèses 5
lim r\ar\ log/* = o.

Ce qui montre cpie la seconde intégrale considérée reste aussi 
finie pour n = oo, et cela indépendamment des limites d’intégra­
tion, comme il fallait le démontrer.

En particulier nous avons obtenu une limite supérieure pour 
l'écart de la fonction sur le cercle entier

Í ™ C\ A —H C2 p,

»H
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où c, et o-, sont deux nombres positifs, p. est la pins grande valeur 
de l’expression m log ni. cim.

Réciproquement, si la fonction est continue et à écart fini sur 
le cercle de convergence, la série

CHAPITRE I.

I an I
jLu nr,
n = 1

où /] est un nombre positif aussi petit qu'on veut, est 
gente1 et, de plus,

conver-

lim — n losrn = o. „ nri 0

En effet, d’après la formule de Cauchy,

.271
= — / /(ez'9)

37r v'o
/(^).(cin — .air i

car, la fonction étant continue sur le cercle de convergence, 
peut prendre pour chemin d’intégration ce cercle même. Mais si

la fonction est à écart fini, cette intégrale est d’ordre —, ce qui 
suffît pour démontrer le théorème réciproque.

on

«S. Il résulte de ces deux théorèmes que la double condition 
(/« fonction soit continue et ci écart fini sur le cercle de conver­
gence) ne dépend que de la grandeur des coefficients. Par consé­
quent, une fois cette condition remplie, l’opération Ha (ou Ra ¡

qui remplace an par ~ ne peut que renforcer cette condition.

L’ordre de la fonction sur le cercle entier est donc un nombre 
bien déterminé, qui peut d’ailleurs prendre même les valeurs ± oc, 
et dans sa définition on peut se servir également des opérations Ha 
ou Ra.

Pour faire voir qu’il en est de même de l’ordre d’un point du 
cercle de convergence ou 
met Xq de 1 étoile, nous allons établir 
taie dont nous nous servirons souvent dans la suite.

Envisageons l’arc de cercle («, b) de centre O et de rayon \x()\ 
passant par x0. Par hypothèse, le triangle formé par l’arc (a, b),

plus généralement de l’ordre d un soin-
proposition fondainen-une
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et par les deux rayons (o, a) et (o, b), ne contient aucun point 
singulier à son intérieur.

Si f {oc) est continue et à écart fini sur bare (a, ¿>), on peut 
remplacer f (x) par la somme des deux fonctions fK (x) + f2 (x) 
dont la première f fix) est holomorphe à b intérieur du cercle 
de rayon |.rn| et Hzffix) [et en même temps R6/*, (#)], est con­
tinue et ci écart fini sur sa circonférence; f fix) est holomorphe 
sur bare (a, b).

LES RECHERCHES DE M. HADAM A RI). L’ORDRE d’üN POINT SINGULIER.

Fig. 2.

.Xo

bd 0

La démonstration en est bien simple. En eilet, d'après une 
formule fondamentale de Cauchy, la fonction étant continue sur 

on peut écrire ( fig. 2)

f( z ) dz

l’arc (a, b) 1

SA!
f(x) = -----.
J 2 TU — X

r f(z)dz 
'fui b Z

1 Ç fiz) dz 1
= /l<» + /<<>)•

— X----X

D’autre part/, (x) est développable en série de Taylor

f\(x) —t>n x',(15 )
n — 0

car
[/¡"Ta?)]« fiz) dzfba

— h ni~~~ 2 TC In :

et comme f {x) est à écart fini sur l’arc ( Z>, a), on a

M
I bn I <(l6) x0 I" n
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où M est le module maximum de /(s) sur l’arc (a, b). Le rayon 
de convergence est donc au moins \x0\.

La fonction/2 (#), la différence de deux fonctions développables, 
est donc aussi développable autour de l’origine; soit

CHAPITRE I.

AO) =2Cnx'1-
n — 0

D’autre part, elle est holomorphe sur l’arc (a, b), comme le 
montre immédiatement sa forme d’intégrale.

Il en résulte, grâce à l’inégalité (16), que les quantités

b„x £
nE

satisfont à chacune des deux conditions du théorème du numéro 7 
( p. i 1), de sorte que H£/, (x) est à écart fini sur le cercle entier de 
rayon |.r0|. Le théorème est démontré.

Si donc il y a un to tel que HMf(x) est déjà continue et à écart 
fini sur l’arc (a, ¿>), toutes les fonctions Hw+a/(x) (a >> o) le sont 
aussi. En effet, d’après le théorème précédent, on peut décom­
poser HMf(x) en deux parties, dont l’une, soit <p2(x), est holo­
morphe sur l’arc (<2, b), d’où l’on conclut qu’il en est de même 
de Hacp2 (x) = Hw+ai/’2 (x) ; d’autre part, l’autre partie, cp, (x), est 
telle que Hecp, [x) = Hw+ey, [x) est continue et à écart fini sur le 
cercle entier de rayon | 1, donc IIw+a/( (x) l’est aussi.

Il n’y a, par conséquent, qu’un seul nombre qui délimite les 
nombres w tels que Hw/(.r) soit continue et à écart fini sur 
l’arc (a, b). Notre définition de l’ordre fait donc correspondre à 
chaque sommet de l’étoile et à chaque point du cercle de conver­
gence un nombre et un seul.

■

'

■

'

LES PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DE l’orDRE.

9. La notion de l’ordre, du moins dans le domaine restreint 
considéré, est établie d’une manière complètement rigoureuse. 
Nous devons montrer maintenant qu’elle est utile. La fonction 
étudiée étant définie par les coefficients au, l’ordre doit être en 
rapport, aussi peu caché que possible, avec ces coefficients. Le

-
>

i



problème général se pose donc pour nous de déterminer l’ordre de 
la fonction en chaque point du cercle de convergence, de même 
qu’en chaque point de l’étoile, et, en particulier, de calculer 
l’ordre de la fonction sur le cercle de convergence, et tout cela 
exclusivement par les coefficients an.

La dernière question relative à l’ordre sur le cercle entier 
se résout immédiatement : cet ordre Q est lié aux an par la for­
mule

LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. L'ORDRE d’un POINT SINGULIER. 17

!

log] a,i(17) 0 = i-t- lim sup.
log/i

En effet, si û est déterminé par cette équation, on a pour n assez 
grand, s étant arbitrairement petit,

û + - — 1
I Un I < n

Par conséquent, les coefficients de la série de Taylor relative à 
la fonction H^+E/(#) satisfont aux conditions du théorème de la 
page 11 ; ce qui montre que IIû+£/(a?) est déjà continue et à écart 
fini sur le cercle de convergence, dont le rayon est supposé égal 
à i. D’autre part, il y a une infinité d’indices pour lesquels

— 1
\an\> n

de sorte que les coefficients Layloriens dn de la fonction E/ (,r) 
11e satisfont pas à la condition que la série

y irf"i
Zmk n<\

soit convergente pour r¡ quelconque (positif). Il suffit de pren-

pour s’en convaincre. 11 en résulte, grâce au

théorème (p. i4), que Hne peut pas être à la fois 
continue et à écart fini sur le cercle. Ce qui démontre la proposi­
tion.

dre 71 <; -
2

La détermination de l’ordre dans un point du cercle de conver­
gence et dans les sommets de l’étoile, deux problèmes notable­
ment plus compliqués que celui que nous venons de résoudre, nous 
occupera un peu plus loin quand nous aurons les moyens néces­
saires pour y répondre.

D. 2

____
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Nous pouvons faire cependant quelques remarques simples dont 
nous nous servirons plus d une fois dans ce qui suit.

L’ordre d’un point régulier situé sur le cercle de conver­
gence ou à Vintérieur de C étoile est — go.

En effet, une fonction est à écart fini dans un intervalle, en 
chaque point duquel elle a une dérivée inférieure en valeur 
absolue à un nombre fixe A. On le voit immédiatement par 
l’égalité

- X" 6/(O) dti = f /(0)rf(sin
a

= [./(0) sin «O]® —

ziO)n cos n

r h
a — / /'(0) sinnO rfO

qui montre que l’écart en question est inférieur à

1/(6) I -H/(«)l + A|6 — a\.

Mais les fonctions HMf(x) satisfont à la condition exigée pour to 
quelconque, car elles sont toutes holomorphes sur un petit arc 
contenant le point x. L opération ne peut donc pas priver la fonc­
tion du caractère d’être continue et à écart fini sur le petit arc 
considéré, en d’autres termes l’ordre de ce point est — ce.

D’après la définition de l’ordre dans un point, si dans un point 
de l’arc la fonction est d’ordre co, elle est sur l’are entier d’ordre 
au moins égal à w. Inversement, si la fonction est d’ordre co sur 
l’arc entier, elle est d’ordre co au moins en un point de l’arc, 
comme on Je voit tout de suite en divisant l’arc en parties de 
plus en plus petites. Ces deux remarques rendent évident le 
théorème suivant :

L'ordre sur un arc de cercle est le plus grand des ordres 
pris dans les di fférents points de cet arc.

10. Un problème, non sans importance, est d’élucider le rap­
port entre l’ordre et le degré d infinitude de la fonction en un 
point singulier, étant donné que ce sont ces deux notions par 
lesquelles on caractérise généralement l’allure de la fonction. A 
cet égard, M. Hadamard a donné les deux théorèmes réciproques 
que nous allons établir.

!

!

:

i



Regardons un sommet de 1 étoile x0 et son voisinage triangulaire 
déjà considéré.
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Fig. 3.

b
b'

•x0
o <

a

Si sur Vare de cercle (a, Z>), extrémités comprises, la fonc­
tion est d’ordre positif w, <; to 
arguments entre a et b

uniformément pour leson a

lim (i — p)M/(pe<'9) = o 
P=|j"ol

lim (i — p)w I(p) = o,
P = I .T0 I

où l(p) est l’écart de la fonction de 0, /(pez'°), sur l’arc de 
cercle (ar, b') de rajon p.

Tout d’abord ces égalités sont satisfaites par toute fonction holo­
morphe sur
peut décomposer f (x) en deux parties, dont l’une est holomorphe 
sur l’arc considéré, l’autre est d’ordre to'— to< e < w sur le 
cercle entier, de rayon |¿c0|. Il suffit donc d’établir le théorème 
pour une fonction d’ordre inférieur à w sur Je cercle entier. De

on peut supposer que |.r0| = i. 
la formule fondamentale (17) nous montre 

que les coefficients tayloriens an de notre fonction f(x) satisfont, 
pour n assez grand, à l’inégalité

et

l’arc (a, b), extrémités comprises. D’autre part, on

plus, pour simplifier l’écriture 
Mais, dans ce cas

\an\< zt<o'-i+e,

où, £ étant arbitrairement petit, on peut supposer que

tu'— i + e < tu — i,

et, comme nous le verrons plus loin, les coefficients binomiaux B^1 
définis par l’équation

(1 —
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satisfont à ]a condition
er ilim

r(w)=0

Appliquons maintenant un théorème bien connu de Cesàro 
d’après lequel, les bn étant positifs,

= lim y—
= =o bn

= olim -
P — 1 X'1 , 71

n = 0

si la dernière limite existe. Nous aurons

2 I «i» I P"
[ a« I

= » B'“1
lim (î — p)w ^ anpnein^ £lim^-^

P — 1 0 = 1 xl.—7 7Z
= lim — o,

n = 0

n = 0

ce qui démontre la première partie du théorème.
Pour en démontrer la seconde, rappelons que, d’après le nu­

méro 7, p étant fixé ?

I(p) = Ci^l an I p,z+ c2(max. de | an | p,ln logn).

n — 0

Nous avons vu que

lim (l — p)»2 I an I p" = o ;
n — 0

d’autre part, dans le second terme du second membre, on peut 
négliger un nombre fini de termes, par exemple ceux dans lesquels

les modules des an sont plus grands que ^ ■ En remplaçant p

par i — y], il suffit donc de considérenle maximum de

(l ----7) )”

quand t\ est fixé, et chercher la limite de ce maximum 
pour 7\ = o.

I
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Mais on voit tout de suite que cette expression ne croît que
LES RECHERCHES DE M. HADAMARD.

pour
ü>'I = k —,n 5í i

HP1 — i
1 — 7)

OÙ
lim k = i.
71=0

Pour le voir, il suffit d’écrire que l’expression considérée 
s’accroît par le changement de n en n 
que

+ i. Si l’on remarque enfin

k — W'lim ( i — 7)) v — e~ 
•o = o

et que
Ætu'\o>'

7)w ~ (to')“' lim kM' lim tjw-w'= o,
71 = 0

lim
T) 7) =0

la seconde partie de l’énoncé se trouve démonlrée aussi.

I l. Réciproquement, si Von a pour 9 quelconque entre a et b 

lim sup. I (i — p)w./(pe'®) I < A
P = >

et
lim sup.(î — p)w f(p) < A,

P = i

Vordre de la fonction sur Varc (a, b) est au plus égal à w. 
Prenons, en eilet, un nombre of > to et regardons l’expression

f¿o
i (i — t)M"~l f(te^) dt.R “"/(e'9) = r(u>')

Pour montrer qu’elle a un sens, écrivons-la sous forme d’une
série

tX (i — t)M"-1 f(teiï) dt

i 2
•• + / + +• 

•'rc — 1
= r (i — f(te'ü) dt-+- Í

J0 J i
5

dont chaque terme est une fonction continue de 9, et faisons voir

rr

i
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que le reste
it„ = f

^ n
(i — ty f(te&) dt

n-\-1

tend vers zéro 
Mais, d’après

d’une manière uniforme si n croît indéfiniment, 
nos hypothèses, on a

(1-0“

I

«!< f
d n

\ to"- MI I

n 1
n+ 1

indépendamment de 9. Notre série est donc uniformément 
gente et la fonction RW,//(V9) est continue sur l’arc (a, b).

Montrons encore qu’elle y est à écart fini. Nous avons à consi­
dérer les expressions

conver-

2— f"
*'(»') J.

D’après les remarques précédentes, 
mettent de renverser l’ordre des deux intégrations, de sorte 
nous avons à évaluer les

i
f (i —e±"/6

nos hypothèses nous per­
qué

expressions

f fi — tdt f /(te‘0) dO
ti J n

I

r ( to" ) „

La seconde intégrale est justement l’écart de la fonction f{x), 

donc elle est moindre que 
ricure finie

A
qui donne la limite supé-> ce

(■ — Ow

A
r(o)")(to"- co)‘

Par conséquent R“"/(x) est continu et à écart fini 
1 arc (o, b) si w" dépasse aussi peu qu’on le veut le nombre to. 
hn d autres termes l’ordre cherché ne dépasse pas to. Ce qu’il 
fallait démontrer.

sur

Tirons les conséquences immédiates de ces deux théorèmes
cas les pluspour pouvoir déterminer rapidement l’ordre dans les 

usuels.

Si Vordre de f(x) 
où 'b(x) est holomorph

harc (a, b) est to, celui de f(x)
chaque point de t arc considéré, est

sur
e en

f 1

.



particulier, si '\(x) ne s’annule pas sur (a, b), 
l’ordre de produit est précisément to.

LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. L’ORDRE D’UN POINT SINGULIER. ¿3

au plus to ; en

Si to est positif, la première moitié de l’énoncé résulte immé­
diatement du fait que le produit ( i — p)w+£/(peíö) est

nous l’avons vu (n° 6),borné pour p = i et que, comme 
limite supérieure de l’écart du produit est celle de l’écart de f(x)

de |<l(a?)| et par le nombre fini des

une

multipliée par le maximum 
extréma des parties réelles et imaginaires de dans l’intervalle. 
Le même raisonnement nous montre que, si to est négatif ou nul, 
l’ordre du produit n’est pas un nombre positif.

Plus précisément, soit J (x) de l’ordre —k sur l’arc («, b), et 
soit e la partie entière de k + i si k n’est pas un 
e = k dans l’autre cas. La dérivée e,cme de f(x) ù(x) se compose

.., e), où Dz
l’arc considéré et l’ordre de De’j

entier, et soit

de termes de la forme cDe-r/"Dr^ (r = o, i, 2 
est une fonction holomorphe sín­
est, par définition, celui de f(x) augmenté de e —

? *

Mais si r yé o,/•.
on a

— k -h e — r < o,

de sorte que, d’après la remarque de tout à l’heure, les termes 
correspondants sont d’ordre négatif. Enfin, le terme c¿De/ est le 
produit d’une fonction d’ordre positif — k + e et d’une fonction 
holomorphe, donc son ordre est au plus —k-\-e. En résumé, 
l’ordre de la fonction De(/¿) est inférieur ou égal à — k + <?, ce 
qui montre que celui de / ¿ est inférieur

— k -he — e — — k,

égal àou

comme il fallait le démontrer.
Supposons maintenant que la fonction holomorphe ¿'i-37) ne 

s’annule pas dans l’intervalle considéré. Si l’ordre 0/ de/-} était 
inférieur à l’ordre w de f (x) (on a vu qu’il ne pouvait le

dépasser), ~ étant holomorphe, l’ordre de/^=/ serait inlé-

égal à u/< w, ce qui est manifestement absurde. Le 
théorème énoncé est donc démontré dans toute son e tendue.
rieur ou

12. Ces résultats établis, déterminons l’ordre dans des cas
toutsimples, mais importants pour 1 application. Regardons



■2 4 CHAPITRE I.

d’abord la fonction

r(r — i)..— n-hi)(i - æy =^(—i)n Xn.n !
n — 0

Si r est un entier positif ou nul, la fonction est un poljnome, 
donc son ordre est partout —oc. Supposons donc qu’il n’en soit 
pas ainsi. Nous allons démontrer qu’au point i son ordre est — r. 
Remarquons pour cela que k étant la partie entière de r 

/’(/•— i)... (/• — A), on a, à partir de n = k + i,

r(r — i). ..(r — n + i)

et A = (— i) Ar+I

B ÎTr) =(-i)«
_ A(/t — I — /•). ■ ,(k + ! — /■)

n !
_ r (n-r)

r ( k -+-1 — /• ) r ( n -+-1 ) ’ 

grace à la propriété caractéristique de la fonction eulérienne F(x) :

X r(;r) = r ( a: +1).

Mais la formule classique de Stirling, d’après laquelle

n !

i
r(n) = 7j(n)n 

Iim 7]*(n) —
g-«,

nous montre que
r(n —r) 
r(n + i) = n-r~i(i ■+ s,,)

avec
lim t/i = o.

On calcule maintenant l'ordre par la formule (17) :

Alog + (— r — 1) log/i —t— log(i —t- e„)r(A- + i — r)
£2 = i h- I i m

logn

L’ordre de la fonction envisagée sur son cercle de convergence 
est donc bien égal à — /• ; mais le seul point singulier est le point 1 ; 
par conséquent, c’est son ordre qui est donné par Q.

Posons, pour r négatif, p = |/ |; les coefficients B‘~,) s’écrivent

Bip> = (/* —i + p)...p r( n -t- p) _
r(p)ro-w) “ r(p)

nP~l(18; (1 -t~ £zi )•n !

¿¡L

-
.
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plusRegardons encore la fonclion (i — x)r log?(i— x), 
généralement

ou

a7)'-P7[log(i — ar)],O

polynôme de degré q en x. Son ordre au point i 
le montrent facilement les théorèmes des nu-

où Pÿ(j?) est un
est — /■ comme
méros 10 et 11. En eilet, les expressions (i — p)w/(pe'ü) 
et (i — p)tol(p) relatives à la fonction (i —x)r seront multipliées 
par log(i — p), dont le produit par (i — p)e tend vers zéro, quelque 
petit que soit e. Pour r négatif, les deux théorèmes sont appli­
cables, il est donc évident que l’ordre reste —

Si /• est positif, on choisit un entier e > r et l’on calcule la dérivée 
d’ordre e de la fonction envisagée. On obtient

r.

une expression de 
polynôme en log(i — x).la forme (i — x)r~e, multipliée par un 

Cette expression rentre dans la forme étudiée tout à l’heure, son 
ordre est donc — r + e. 11 résulte donc de la définition de 1 ordre
que celui de (i — x)r log?(i — x) est —

ORDRE ET DEGRÉ Il’lNFINlTUDE.

13. Dans les exemples précédents, l’ordre et ce qu’on appelle 
d’habitude le degré d'infinitude sont représentés par le même 
nombre. Il n’est pas inutile, peut-être, de remarquer dès mainte­
nant que ces deux nombres fondamentaux relatifs aux singularités 

général bien distincts. D’abord, tandis que nous avonssont en
défini l’ordre sans aucune ambiguïté pour chaque sommet de 
l’étoile, et en particulier pour chaque point x% du cercle de cou­

le degré d’infinitude n a pas toujours un sens aussi précis. 
Soit donné un chemin quelconque aboutissant à x0, dans chaque 

point duquel, x0 excepté, la fonction soit holomorphe. Ordinaire­
ment, on entend par le degré d’infinitude de la fonction, le long 
de ce chemin, le plus petit nombre r tel que

vergence,

lim (x — XqYf(x) = o,

ou bien le plus grand nombre s tel que

lim sup. I (x — x0y f (x) I = so,

les limites étant prises en suivant le chemin donné.

à
-

-
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Faisons à cet égard la remarque suivante. Soit xt) le point limite 
de la suite Xk, (k = i,2,...,oo) située, pour plus de simplicité, 
sur le cercle de convergence. Si la fonction devient infinie en 
cliaque point xk le long du rajon qui j aboutit, on peut désigner 
un chemin pour lequel le degré d’infinitude en x0 soit aussi grand 
qu’on veut, même si la fonction reste bornée en x0 le long d’une 
courbe quelconque ne touchant pas la circonférence. En effet, 
/• étant donné arbitrairement, nous pouvons aller assez près de Xk 
sur le rayon (o, Xk), pour que dans ce point x'k on ait

¡ Oo —x'kyf{x'k) I > A/,,

où A k est un nombre positif quelconque. Choisissons A k de façon 
que lim A* = oo ; on voit que sur la ligne brisée (x\, x[,, ..., x'k, ...)

le degré d’infinitude est au moins r.
On écarte l’effet des singularités voisines, en excluant les che­

mins tangents au cercle et en prenant pour degré d’infinitude le 
plus grand degré le long des courbes ainsi admises.

Afin de montrer la divergence des deux notions ainsi précisées, 
M. Borel (1 ) a donné un exemple où l’ordre dépasse de beaucoup 
le degré d’infinitude. Voici une remarque bien simple qui fait voir 
la cause de celte divergence.

Soit une série convergente à termes positifs c„. On peut toujours

de telle façon que la conver-remplacer une infinité de cn par log zi
gence n’en soit pas troublée, par exemple les termes d’indice n"\ 
Soit c'u la suite nouvelle des coefficients ainsi obtenue, et regardons
la fonction

?Q) =2^c'nXn-

Son rayon de convergence est l’unité, et son ordre sur le cercle 
de convergence est aussi égal à i, car

log - log log zz 
« logzzi -+- lim

» logzz

(1 ) E. Borel, Leçons sur les séries à termes positifs, p. 77. Paris, Gauthier- 
Vil lars ; 1902.



D’autre part, son degré d’infinitude est o; en ellet son déve­
loppement taylorien converge absolument dans tous les points 
du cercle, de sorte que |©(#)| a une 
cercle.

LES RECHERCHES DE M. HADAMARD. L’ORDRE d’un POINT SINGULIER. 9.7

limite supérieure finie sur le

dans celui de M. Borel, les 
coefficients sont à croissance très irrégulière. On pourrait donc 
croire que c’est cette irrégularité qui est la cause exclusive de la 
divergence observée. Pour faire voir qu’il n’en est pas nécessai­
rement ainsi, considérons la fonction

14. Dans cet exemple, comme

4

Tl — 0

où z(x) est la partie entière de x.
Les modules des coefficients, égaux à 1 unité, sont évidemment 

à croissance régulière, et l'ordre de la fonction sur le cercle de 
convergence de rayon 1
degré d’infinitude. Posons, pour simplifier l’écriture,

S,t(iTo) = «0+ ala70+ aî^u "+"* • •'+

On voit facilement que

est l’unité. Envisageons, d’autre part, le

Sn( I)lim sup.
//z

point quelconque x0 7^ 1 duiNous allons montrer que, pour un 
cercle de convergence,

$n (X0 )
\J n

où A est un nombre fini qui dépend d’ailleurs de xü. Remarquons, 
à cet effet, que, si l’on pose

= A,lim sup.(19)

V̂7 P/. — T/z)
* = 1

identiquementon a
n —1

^ TÀ-(<7/.— Ç k+l ) + GnÇ/n-y puqu
k — \k — 1
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Dans le cas actuel
P k — xo iqk = a kl

c’est-à-dire

Sn(xo) = 2^, «4-^p

k — \
n — 1

— i37** -t- xl -H.. Xq ) (a*— &k-+1 ) -+- {xo~^~ x\ +• • • + x» )a/zi
k=z 1

et ainsi
n—1

( _2~r ^(i —^q)(«a—«a-+i) + (i —a-g)«w .*»(*o) =
k = 1

Considérons maintenant le rapport

sn(xo)
y/ n

On voit, d’une part, que

lim ( i — ar") = o,y/ n

et, pour les indices k qui ne sont pas de forme r-— i, on a

%k ®A-+1 — O.

D’autre part, lorsque /v = r-—i, nous avons |a¿—a/r+t| = 2, 
et, dans la somme, on a des termes de cette sorte en nombre y/zi, ce 
qui démontre l égalité ( i g).

Pour en tirer la conclusion cherchée, écrivons que

Ííí^=2$„(;r„,x-;.
I ----

donc, pour toutes les valeurs de x inférieures à i,
I

1 --
n — 0

Sn(x o)
où B est la plus grande valeur du rapport

\Jn-f-i

[
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Mais le théorème de Cesàro nous donne

^ /rt + I \x\'1
ftl -4-3 ___

lim(i — |a?|)2 g y n-\-\\x\,l =
In =0 = G (fini),= lim

(I)* B;,22 b? vi-

d’où le résultat
1

< BC' 
= cosa

1(1 — XY ^(XXQ) I BC' ^

où G est la plus grande valeur du rapport dont la limite-est G;

a est inférieur à — , les chemins tangents au cercle étant exclus.
2

Le degré d’infinitude de ne surpasse donc pas tandis
Mais ce qui est encore à remarquer.que son ordre est égal à 

c’est le fait que la série formée par les modules des coefficients
i.

est
iV xn =

I — X
n=z 0

le cercle de convergence estdont le degré d’infinitude sur 
festement égal à i. Donc les modules des coefficients ne déter­
minent pas complètement l’ordre de grandeur de la fonction sur le 
cercle de convergence, les arguments des coefficients entrent aussi 
en jeu. Il en ressort nettement que Vinjluchce des arguments des 
coefficients sur l’allure de la fonction sur le cercle de convergence

mani-

est beaucoup plus profonde qu’on aurait pu le croire. Le pro­
blème nouveau et général se pose donc : Déterminer les bornes 
et les caractères de Vinfluence des arguments sur les propriétés 
générales de la fonction.

15. Sans avoir 1 intention d’aborder l’élude de ce problème ?
remarque générale pour donner unenous allons développer une 

idée assez exacte de 1 influence des arguments. A cet ellet voici
intérêt indépendamment deparaît avoir un 

allons en faire, 
a/f les points limites de la suite infinie

un lemme qui nous 
l’application que nous 

Soient a,, a2, ..

o-o, o i, a 2

—
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Entourons les points a¿ de cercles petits pour qu’ils soient
extérieurs les uns aux autres ; les termes extérieurs à 

• cercles sont par hypothèse en nombre fini. Soit enfin m¿(n) le 
nombre des termes d’indice inférieur

assez
tous ces

égal à n qui se trouventou
dans le cercle c/, et formons les rapports — n . 

Si la limite
m¿(n) r 

nliai

existe, nous dirons que la fréquence du point a,- est f¿. 
Démontrons que dans

¡.™ (1 ~ x X>1 — /i ai + fi “2 H- • • • +/* a*,
n= 0

du moins le long du rayon (o, i) (1).
D’abord on a

ce cas

(■20)

f(x)
n— 0

= «1 ^ xni -+- ^ 2>'“+2 e«#"
”i 77 = 0

avec
lim e,t = o.

Mais, d après le théorème de Cesàro 5

y
lim (i — a?)y miín)xni= -HL = lim

2n¡ Xa

et

= ilim —
•r=i

= hm e/t = o,
2_.xn

71=0

d’où il résulte (20).

(') Le même résultat subsiste pour tous les chemins 
comme 
dans le texte.

non tangents au cercle, 
on peut le voir par une légère modification de la démonstration donnée
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En raisonnant ainsi sur la fonction

31

/O)
I —

n — 0
on obtient la relation

lim Va/t^» = /ia, ->/*<r2 + .. .+/yk»*,
07=1

7? — 0

• : , v :.'

où/,• est la fréquence du point limite 07 par rapport à la suite 
des sn G est une généralisation immédiate du théorème d’Abel 
d’après lequel, s’il n’y a qu’un seul point limite <7, la fonction tend 
vers cette valeur pour x = 1 (*).

Examinons maintenant la fonction

/(.t) — pne
Tl — 0

et, pour écarter l inlluence des modules des coefficients, supposons 
que

lim p„ = A.

Il est évident que la fonction

?(X)
n — 0

devient infinie de degré 1 au point 1. Ouelle distribution des céa» 
abaisse le degré d’infinitude de la fonction examinée? Nous allons 
montrer que, si la distribution des e,a« sur le cercle de rayon 1 
est uniforme, f\x) ne devient pas infinie de degré 1 au point 1.

Ga distribution des ez<x« est dite uniforme lorsque, divisant le 
cercle en k arcs égaux, la fréquence des e'a» sur un arc existe et 
est égale à j et cela pour une infinité de valeurs de k.

Il suffit de démontrer la proposition pour la fonction

f\ix) N
71 — 0

(') Voir encore à ce sujei P. Dienes, Essai sur les singularités des fonctions 
analytiques ( Journal de Mathématiques. 1909, p. 344)*
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car, d’après l’hypothèse

/O) = A/, O) +^£/iez'a„a,/t

avec
lim en= o,

et selon le théorème déjà cité de Cesàro

lim (i — 27)2 zneia-nx'i — o.
7Z — 0

Formons les fonctions

n = 0

en prenant, au lieu de a„, le milieu (B'^de 1’ 
relation (20) nous donne

qui le contient. Laarc

lim(i — x)ok(x) — o,
oc- 1

où Sca est la somme des k'imc* racines de l’unité. 
Mais

fl{x) = Cp/,(27)-b £a(Æ7),

et, quelque petit que soit s, tous les coefficients de eA(» 
inférieurs à ^ à partir d’un certain indice k. Par conséquent, 

k assez grand,

sont

pour

K' — X)A(X) I < 1(1 — 07) tp/,(27) I -+- i.

L’autre part, si x est assez proche de l’unité,

1(1 — 27) <D¿(27)| <

d’où il résulte que
(1 — X)A(X)\ < £,

ce qui démontre la proposition.



CHAPITRE II.
L’ÉTUDE DES SINGULARITÉS SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE.

1. Les généralités du premier Chapitre établies, nous pouvons 
aborder l’étude systématique du problème des singularités qui 
consiste pour nous à chercher en un point singulier des relations 
entre la fonction et sa représentation. Plus particulièrement, nous 
allons étudier dans ce Chapitre la relation entre Failure de la fonc­
tion et celle de la série de Taylor sur le cercle de convergence.

On sait qu’une série de Taylor peut converger ou ne pas con­
verger dans un point du cercle de convergence. Dans le premier 
cas, un célèbre théorème d’Abel nous assure que la série repré­
sente la valeur limite de la fonction qu’on obtient en s’acheminant 
vers ce point à l’intérieur du cercle sur une courbe quelconque ne 
touchant pas ce cercle. L’existence même de cette limite est une 
conséquence de la convergence. Dans le second cas, qui est le 
plus général, on ne peut rien conclure sur Failure de la fonction 
au voisinage du point considéré : la fonction peut y être holo­
morphe ou simplement continue, indéterminée, infinie, etc. Le 
problème se pose donc d’une part de chercher les conditions de la 
convergence d’une série de Taylor sur son cercle de convergence, 
et ce serait en quelque sorte l’inversion du théorème d’Abel ; 
d’autre part, d’établir des méthodes qui, partant de la série diver­
gente, nous donnent le moyen de conclure sur Failure de la fonc­
tion à ce point.

Pour ne pas amonceler les difficultés, nous étudierons toutes 
ces questions sur 
d’abord que les coefficients tendent 
sanee finie et finalement qu’ils sont quelconq 
1 écriture, le rayon de convergence 
dans Lout le Chapitre.

trois étapes successives. Nous supposerons 
vers o, puis qu’ils sont à crois- 

ues. Pour simplifier 
sera supposé réduit à l’unité

D. 3
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LA SOMMATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR 

SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE.

2. Le premier résultat dans l’étude de la convergence sur le 
cercle est dû à M. Hadamard. Supposons avec lui que les coeffi­
cients tendent vers e > o, c’est-à-dire sup­

le cercle de convergence soit <; i et regar- 
point régulier de cette circonférence. Le théorème de 

M. Hadamard établit

o au moins comme n~e
posons que l’ordre sur 
dons un

que, sous la condition indiquée, la série 
de Taylor converge nécessairement dans un tel point.

Pour plus de simplicité, soit point. On ai ce

J (x )— — a,l)xn.(I) i —
n = o

D’autre part, par hypothèse,

f(x) =/(t)4- A,(I — x)-\- A$(i — ar)*-i-..

de façon que

Ax),_ /(oO) ~ *4- Ai -t- A 2 ( i — x ) -+-....
1 — X I

Mais nous avons vu 

plication par -
dans le Chapitre précédent (n° 11) que la multi- 

— ne change pas l’ordre de la fonction

Ai (l — x)-\- A2(l — a7)2-+-. . .

I

dans aucun point du cercle, sinon en i où elle reste holomorphe. 
La fonction Ai -j- A2(i — x) +. . . est donc d’ordre inférieur à

son développement 
vers o. La comparaison de (i) et de (a)

i
le cercle; par suite, les coefficients cn de 

autour de l’origine tendent
sur

montre cependant quenous

a-o + «i -h ... -+- an — /( i ) -+- c„,

ce qui démontre la proposition.
M. Fatou («) a remarqué que le même résultat subsiste, c’est-à-

(*) 1<atou, Séries trigonométriques et séries de Taylor (Acta mathematica 
t. XXX, p. 389).
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dire la série converge en chaque point régulier du cercle de 
convergence, même si l’on ne précise pas du tout la façon dont les 
coefficients tendent vers o. La démonstration s’appuie sur le 
théorème célèbre de Riemann 

Soit donnée une
que voici : 

série trigonométrique quelconque

un sin nO + bn cosziO = A,t,
n = 0

et supposons que lim an = lim bn — o.

La différence entre la somme A, + A2 + . . . + A„ et l'inté­
grale

’"fh'-osinrc ¿i/ FfOKOjpI(3) dt,
2 Tl

2

OÙ

a,i sin nt + bn cos ntf<0 = -2
U2

n = 1

et où (b, c) est un intervalle arbitrairement petit contenant le

point t — Q à son intérieur, tend vers o avec - si l'on choisit
n

pour p(t) une fonction continue en (¿>, c) ainsi que ses cinq 
premières dérivées satisfaisant aux conditions

P (b) — p(c) = p’(b) = p’(c) = o,

p,(6)=p',(9) = p"'(9) = p-v(9) = o!

p"(t) n'ayant qu'un nombre fini d'extréma dans l'inter­
valle (¿>, c) (1).

P ( 9 ) = i

Il suffit donc de démontrer que l’intégrale (3) de Riemann tend 
pour n — co vers une valeur bien déterminée. Voici le raisonnement 
de M. Fatou. Nous avons vu dans le Chapitre précédent (n° 5) que

(1 ) Riemann, Ueber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eme trígono 
Irische Reihe {Werke, p. a56). Pour ne pas interrompre la marche d’idée que 
nous suivons, nous avons mis la démonstration du célèbre théorème à la fin du 
Volume sous forme d’une Note.

me-
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les deux fonctions

f(x) = 'Sanx* et — 7 — xnÁU n2
71 — 1

ont les mêmes singularités. Par conséquent la seconde, comme la 
première, est holomorphe au point x — eld. 11 en résulte que

F(<) = - [H(ü’/(^)].r=e-«= FJ(t) + i'F,(0

est une fonction holomorphe de t sur un 
[)oint t — 9.

D’autre part, deux intégrations par partie appliquées sépa­
rément à h, (t), à F2(0, donnent, grâce aux conditions limites 
imposées à p (x),

n = 0

petit arc entourant le

--------6^1----- )dt
sin------  /

J b

d*(4)
2

2n_±i(0_ t)
~2 e — t dt

sin

sin
2

et la partie réelle et la partie imaginaire de [F(¿) p(¿)]" satisfont 
également aux conditions de Dirichlet, leur valeur en 6 étant F¡(8) 
respectivement F" (9), de sorte que, d’après le théorème classiq 
sur l’intégrale de Dirichlet (*), l’intégrale considérée tend pour 
n = cc vers la valeur F"(9), ce qui démontre le théorème de 
M. Fa tou.

Notre série de Taylor converge donc en chaque point régulier 
du cercle. Mais, en réalité, la convergence n’est pas restreinte à 
ces points : la série peut converger aussi dans des points singu­
liers. Par exemple :

ue

3. Si les coefficients tendent vers o, la série de Taylor 
converge en chaque point x0 d’ordre négatif du cercle de 
convergence (dont le rayon est supposé égal à i).

En effet, d’après le théorème de M. Hadamard sur la séparation

(1 ) Voir par exemple Jordan, Cours d’Analyse, 2° édition, t. II, p. a33.
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des singularités (p. i 5 ), si /(¿c) est d’ordre w <C o en ¿r0, on a

f(x) = y^bnxnv-^?jc,lx'1,

71 =c 0

où la fonction Yb„xn est d’ordre to + e sur le cercle entier et la 
fonction £c„xn est holomorphe en x0. e étant arbitraire, on le 
choisit de façon que m + e <o et l’on en conclut que

I bn I < n-1-*' (e'> o),

de sorte que la première série est absolument convergente sur le 
cercle entier, en particulier en x0.

D’autre part, comme bn tend vers o pour n — ce, il en est de 
même de cn = a/i— bn. On peut donc appliquer à la seconde série 
le théorème de M. Fatou, et l’on voit ainsi que la seconde série 
converge en ,r0, ce qui démontre la proposition.

Mais on peut aller encore plus loin. En eilet, pour que la sene 
dont les coefficients tendent 
suffit de supposer que f(x) soit continue et à variation bornée (1 ) 
sur un petit arc de cercle (a, ¡3) entourant lepoint x0, sans sup­
poser Vexistence d’une fonction limite dans les autres points

soit convergente en xQ, ilvers o

du cercle (2).
La continuité en x0 n’entraîne pas, en général, la convergence

effet de la série de Fourierde la série à ce point. En partant en
fonction continue, on peut construire une sériedivergente d une 

de Taylor divergente dont les coeflicients tendent vers o et qui a 
fonction limite continue. Pour assurer la conver-cependant une

il faut donc ajouter à l’hypothèse de la continuité unegence,
condition supplémentaire.

Voici la marche du raisonnement qui nous conduit au théorème 
énoncé. On démontre d’abord sans peine que, la fonction limite 
f (eiQ) étant supposée continue et à variation bornée dans 1 inter­
valle (a, ¡3), il en est de même des fonctions

rd7 [/(«*)-
«'a

* /(^ ) — ao*/(»)-O. 7f\ix) = f
*7o

a0] düdx -+- i
X

(1 ) Jordan, Cours d’Analyse, 2e édition, t. I, p. 54-
[■) P. Dienes, Sur la sommabilité de la série de Taylor ( Comptes rendus, 

911, t. CLIII, p. 802).
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et
rx IM

J0 x
Z*®

dx + ¿ / f,(eft)d0 
do.

= f*Mx)
J0 37

représentées à l’intérieur du cercle comme fonctions de x — re‘ô 
par les séries

Ht- et y fa*.
Jl-

dont la seconde est convergente aussi sur la circonférence et 
représente ainsi la seconde fonction pour ces valeurs de la variable.
On en conclut que F(z), F'(t) et F'(<) sont continus et à variation 
bornee dans (a, ß). Et comme, par hypothèse, p, p'et p" sont aussi 
continues et à variation bornée, il en est de même de [F(f)p(f)]r 
de sorte que, d’après le théorème classique de l’intégrale de 
Dirichlet, le second membre de (4) tend 
déterminée ; le théorème deRiemann 
vergence. Ce qui démontre la proposition.

1

vers une valeur bien
nous assure donc de la con­

i'. La fonction étant supposée à variation bornée en x0 on 
aurait le même résultat si f(x), c’est-à-dire sa partie réelle et sa 
partie imaginaire, avait en _r0 une discontinuité de la première 
espece. On pourrait remplacer de même l’hypothèse que la fonc­
tion soit à variation bornée par des conditions plus général 
que le théorème cessât d’être vrai. Mais 
de ce genre, qui cependant 
établir un

es sans 
au lieu des considérations

manquent pas d’intérêt, nous allons 
théorème plus simple et plus général, en nous servant, 

al exemple de M. Fejér (1), des moyennes arithmétiques des a„(->). 
Supposons que les coefficients tendent

ne

vers o.

pour chaque chemin à Vintérieur du cercle de 
gence aboutissant ci x0,

Si.
conver-

lim f{x) = A,
— *t'n

on a nécessairement

lim S° : ¿1 ( 370 ) •+. . .-j- S„(a70)
= A.Tl -+- 1

!<E,JER’ Ueber die Fourierschen Reihen {Math. Annalen, 
[ ) Voir la note citée précédemment. t. L VIII).

V

_
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Pour le démontrer, nous allons généraliser le théorème fonda­
mental de Riemann de la façon suivante :

La différence entre A, + A2 +.. . + A„ et l’intégrale (3) tend 
vers o pour n — oo, les moyennes arithmétiques de la différence 
tendent donc également vers o. Mais les moyennes arithmétiques 
de cette différence sont identiques à la différence des moyennes 
arithmétiques des deux membres, et l’on voit facilement qu’on peut 
intervertir de même la formation des moyennes arithmétiques et 
l’intégration en question. On arrive ainsi au résultat remarquable 
que la différence entre

S1 -+- S 2 -4- • . • -+■ s n

oit
sn = A i -t- A» ... -t- A„,

et Vintégrale

rc dî
I = —- 2 izn sin

tend vers o pour n = oo.

S’il s’agit d’une série de Taylor, il faut prendre pour F(i) la 
fonction

Tl = 1

plus précisément deux intégrales de l’espèce indiquée formées 
pectivement par les deux fonctions F, [t) et 
Il suffît donc de démontrer que dans les conditions indiquées 

cette intégrale I tend vers une 
Cette démonstration sera basée sur le lem me fondamental que 
voici :

ou
res

limite bien déterminée pour n = ce.

Si, pour chaque chemin à l’intérieur du cercle de 
gence aboutissant à #0,

conve r-

lim sup. I f{x) I $ M,(5)

il y a tout un arc (a, ¡3) comprenant xa à son intérieur tel que 
quand on s’approche à Vintérieur du cercle d’un point quel-
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conque de Vare (oc, ß), iu

lim SUP- \f(x) I = M +r, (r; > o) ;
2° la fonction

■' fix) — anA(x) = f 
0 37

tend vers une limite bien déterminée et la fonction-limite ainsi 
definie est continue et à nombres dérivés bornés.

La première partie de la proposition se démontre très facilement. 
En effet, si r¡ -étant donné il n’y avait pas un arc de la nature 
indiquée, il y aurait toute une suite de points x^ du cercle de 
vergence tendant vers x0, tels que, au voisinage de xv la limite 
supérieure de \f(x) | dépasserait M+ 7,. Mais on pourrait déter­
miner alors, à Vintérieur du cercle, un point x\ près de x^ de 
açon que | / (xv ) | > M + 7). On pourrait donc construire par les 
points x'v un chemin pour lequel (5) ne serait pas satisfait.

Lour démontrer la seconde partie, regardons la fonction

'* f(x) — a0
-------- — dx.
X

con-

fdx) — f 
*^0

le chemin d’intégration étant 
l’intérieur du cercle de

courhe rectifiable quelconque à 
convergence. Celte fonction est définie 

tout d’abord pour les points xk l’intérieur du cercle de 
Soit maintenant

une

convergence.
point de 1 arc (a, ß). Les parties réelles et 

— sont des fonctions bornées n’ayant qu’un

X un

imaginaires de

seul point singulier 
sont

la ligne rectifiable aboutissant à x; ellessur
donc intégrables.

D’autre part on voit facilement que, pour une autre courbe 
aboutissant au même = l’intégrale a la même valeur. En 
effet, a et b étant deux points quelconques des deux courbes,

/O) —/ fix) —=J «0 , 
— dxx x

et

f t^i^d3,= r
°"J'o 0 ba .»•„

f(x)~
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de sorte que

f f
*'0 bx0 X *^0ax0

=f ~f ■
,y/>.v0 'y baxa:r

En prenant a et b assez près de x0, chacune des deux intégrales 
du second membre est inférieure en valeur absolue à e. La différence 
au premier membre est donc plus petite qu’une quantité quel­
conque donnée à l’avance ; mais elle est déterminée, étant donné que 

. chacun des termes est un nombre déterminé. Elle est donc o. Ce 
qui démontre que pour les points de l’arc (aß) la fonction fK (x) 
a une fonction limite indépendamment du chemin suivi à l’inté­
rieur du cercle de convergence. On en conclut immédiatement à 
la continuité de la fonction limite (eic).

Etablissons enfin que cette fonction continue /, [x) est à 
nombres dérivés bornés sur l’arc considéré. Soit x un point quel­
conque de cet arc el x -h /¿v un point à l’intérieur du cercle de 
convergence, /tv tendant vers o de telle façon que x + /¿v+l soit 
plus près du cercle que x + Av. Nous avons vu que dans l’intégrale

/iO) = f
• yo X

le chemin d’intégration est une courbe rectifiable quelconque à 
l’intérieur du cercle de convergence. Prenons maintenant pour 
ce chemin le rayon (0,3? + /¿, ) et la ligne polygonale convexe 
déterminée par les points x -j- /zv. On a ainsi

/(g) —-jC/iO7-t- Av) — f\.{x)

de sorte que
\Aix hy,)—*f\{x) I < I âv I K,

où K est un nombre fixe déterminé une fois pour toutes quand 
l’arc (a, ß) est donné. Il en résulte que

A (X + /ly)— fl(x)lim sup.
V = œ

= K.Av

Regardons d’autre part les points de l’arc (a, ß) de l’argument 
9 + 'Çv) la suite 7)v tendant vers’o d’une manière monotone. Pour

:

;

:

;1

Tl
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chaquev on a

,/i(e«Q+V)—/l(ert>) y-! ( r eCQ+r],,) ) — y, ( e'O )
= lim 

/• = !g Z (6 + 7) y) -- gZ'6 A’ gZ(0+7)y) -- gZ6

peut déterminer à chaque 7)v un t\ > rv 
aussi petit qu’on veut, on ait

de sorte que, e étanton -i

/i(/-ve'rô+Tl>>)— /i(e^) /l(ez(9+riy))-/l(ez9)
< e.A’y eZ'(6+7)y) -- ez9 (6~hY).y)_ g Z 6

On en conclut que

/i(e^6+i)y))— /i(e¿9)
lim sup.

qui prouve enfin que /, (j?) est à nombres dérivés bornés 
1 arc (a, ¡3). Ajoutons que le lemme ainsi élabii ne suppose 
restriction sur les coefficients tajloriens.

o. Servons-nous du lemme ainsi établi. ML Lebesgue (*) a 
démontré qu’une telle fonction J\(x) a une dérivée 

‘ensemble de points dont le complémentaire est de mesure nulle et 
que, de plus, une telle fonction est l’intégrale indéfinie de sa 
dérivée considérée seulement pour l’ensemble des points où celle-ci 
existe. Soit <];(£) = <{;, (*) 
la dernière existe et égale à A

Cela posé, reprenons l’intégrale I, et, pour pouvoir effectuer 
successivement deux intégrations par partie, montrons que la 
dérivée de F (¿) est continue et à nombres dérivés bornés.

Tout d’abord, x étant un point quelconque à l’intérieur du 
cercle de convergence ou sur l’arc (a, ¡3),

¿d n2 J x

SK,ßl (9+Y)y) _ gZ*9

sur

aucune

pour un

Cio(t) la fonction égale où
autres points.aux

dx,
71 = 1

où le chemin d’intégration est 
Mais

courbe rectifiable quelconque. .une

F<*>—

(1 ) Lebesgue, Leçons sur l'intégration, p. 123.
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et e'9 étant un point fixe de l’arc, si l’on prend pour chemin d’inté­
gration le rayon (o, ei0) et l’arc (V9, e¿í), nous aurons d’après le 
lemme précédent

43

e‘‘Í *' f\(x)
À x

r f\(x)
Je* X f dt. 

•h
dx — c -+- dx — c 4- i

Par suite,

t

ce qui démontre que F(¿) est continue et à nombres dérivés 
bornés comme la fonction /, (elt).

La seconde dérivée de F(¿) existe donc pour chaque point de 
l’arc, sauf peut-être un ensemble de mesure nulle, et dans ces 
points

F"(0 = <W0-

En particulier, on démontre sans peine parle raisonnement dont 
nous nous sommes servis dans la seconde partie de la démonstration 
du lemme précédent, que si, à l’intérieur du cercle lim f(x) — A,

.r=«i9

on a lim -1/ (t) = A. Plus généralement soit a un point du rayon (o,ei9) ;
t= 0*

traçons autour de a comme centre un cercle c, de rayon | e<9— a | 
passant par conséquent par e'9. Le cercle de convergence et la 
partie de la circonférence c, près de e'9 déterminent à l’intérieur 
du cercle de convergence deux voisinages distincts de e'9. Sup­
posons que dans le premier voisinage lim f(x)=. A et dans le

x = e‘9
second lim f(x)~ B, et, dans la définition de <jq ayons égard à

x = e^
cette circonstance en donnant à dans les points où sa détermi­
nation est arbitraire, la valeur A respectivement B selon que ce 
point se trouve sur la frontière du premier ou du second voisinage. 
Nous avons ainsi

<KÖ + °) = A> ^(0 — o) = B.

E fiée tuons dès lors la réduction de l’intégrale 1 à une intégrale 
plus simple. Une première intégration par partie, grâce aux condi-
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lions imposées à p(t), nous donne
• , . 0 — tsin(/i -+- i)-------

2

f [F'(0p(0 + F(0p'(0]
^ b .

I. 2 dt.2 7in . 0 — tsm-------
2

De Ja seconde intégration par partie on obtient

• , . 0 — tsin(rt +1)-------
2

f l'MOpW
J b

i
27r.n

2F'(0p'(0+ F (*)?'(<>] dt,; . e —sin----- t
2

parce que l’égalité

[F'(0p(0]'= F'(i)p'(/) •+- p(*)(J/(t)
subsiste pour chaque point de l’arc considéré, sauf peut-être pour 
un ensemble de mesure nulle. On en conclut par le théorème de 

Lebesgue cité tout a 1 heure que le second membre
:

a pour
intégrale indéfinie la fonction l,v(¿) p (l) et comme toutes les fonc- 
lions considérées sont bornées, est la fonction primitive
du second membre, ce qui justifie enfin la seconde intégra lion par 
partie.

6. Nous avons vu que les limites 4(9 + o) et -jy(9 — o) existent. 
La fonction <= (z) = ■!(<)?(<) L- aF'(<) ?'(<) + F(Z) o"(t) est donc 
continue à gauche et à droite 
démontrer

point t = 9. Il nous reste à 
que, sous cette condition, l’intégrale où 

écrit, pour plus de simplicité, 9 = o,

au

nous avons

dt,

tend vers une valeur bien déterminée pour n = oo.
Supposons d abord que <p ( + o) = o. Il en résulte que, e étant 

peut trouver, au côté positif de l’origine t = o, 
nombre positif a < ^ tel que |'f(i)|<e dans l’intervalle (o, a). 
D’autre part,

donné, on un
f

-¿.TW £?)■*
fl f*-

i
*A + B + G.

2n+ 1

Sr
 a.
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Mais
2 n -t-1 ( n -+- i)2 -rr 

2/ttt
( n -t- i )2 I l?(0 I dt <I a I < <e,

2 Zl -h ITT n
car

sin nt \2 \ . ( n -t- i)2
-+- cosnt <-----------

/ *
ii — “4— cos t *4“ * . .— -4— COS t I —1— . . « —f-sin t ■-2 2

et
1 .... . TT /* * dtr«lï(OI d‘<^J/; œ*!

|B|< — ¿2 <£’
2zi+ 1271+1

parce que dans l’intervalle (o, a)

sin t > — t,-
et enfin

/ I ?(0 I dt,
K'(X

II G I < ír n sin2 a

de sorte que G tend vers o pour n = co. Il en est donc de même de 
l’intégrale I.

Si cp (—)— o) = c0 o, on pose

?(0 = c0+ ^(î),

de sorte que ( + o) = o. On aura ainsi

r' /sinzii \2
J0 V sin t)

C' /sin nt\- , ICoI dt -+- dt.TC 11TT 11TT 11

On sait d’autre part que

Ç 2 / sin n t \2 
/0 V sin t )

I1 dt =
2TT 11

et le raisonnement sur G nous montre que

ii < Te /i sin2 cTT 11

Ces deux résultats réunis font ressortir que
»

/” /sinnA dt _ i. 
J0 \ si n t ) 2lira —

» TTZl

f(Wdi

1

 ̂I a
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par ces considérations l’égalitéNous avons démontré

et l'on démontre de même l’égalité

lim — f\W(^i)'dt=ît^î 
« 1171 Jb V Sint j 2

Nous avons donc établi la formule définitive

lim - dt-«T.nJb ^ > \ sint ) a
y(-T- O ) cp (-- o )

a

L’essentiel est pour nous, pour pouvoir profiter du théorème de 
Riemann, que l’intégrale considérée a une limite bien déterminée. 
Gela nous assure en effet que les moje unes arithmétiques des 
tendent déjà vers une limite, et par cela le théorème général de la 
page 38 se trouve démontré.

LA DIVERGENCE DE LA SÉRIE DE TAYLOR

SINGULARITÉS AU CERCLE DE CONVERGENCE.ET LES

7. Nous Par les développements précédents que la 
série de Taylor, dont les coefficients tendent 
fonction

avons vu

représente la
definie par elle dans les points réguliers de son cercle de 

convergence et que, de plus, elle peut

vers o

nous renseigner par sa
par les moyennes arithmétiques des sn sur l’allure de la 

fonction autour d’un point singulier du cercle, si toutefois la fonc­
tion tend

somme ou

vers une limite quand 
rieur du cercle. Cela

s’approche de ce point à l’inté- 
amène à poser la question suivante :

on
nous

Est

la nature même de sa divergence, à Failure de la fonction 
nage de Xo ? La réponse — si l’on précise 
est affirmative.

On sait par exemple que la fonction f (x) est bornée dans 
angle cp0 < tt, le sommet à x0 et symétrique par rapport

ce qu une série divergente ^anx* permet de conclure, par

au voisi- 
peu la question —un

tout

V-"«'

V-w
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à (o, ¿r0), si les srl ou du moins leurs moyennes arithmétiques 
sont bornées en valeur absolue.

En effet

47

f(XX o)
— [So + Si(x0) + . . .+ S,t(X0)]x'1,

(l—X)*
n= 0

et, par hypothèse, pour n >-/>,

5o "+" (^o) + • • • ~+~ Sn(xg) < A.
n

On a par suite

1/0)1 < 11 —^I21 P/,0)l + |i —•Oîa2'1M,z
n = 1

où Pp(x) est un polynôme de degré p. 
Mais

I X IV¿¿n\x\n =
n — 1 (i — OI)2’

de sorte que
b —^l2I/O) I < 11 — a? I"21 pp(x) I -+- A| X I (i — Ol)2

Et un calcul élémentaire montre que dans l’angle considéré

0 — ^1 < 1
lim sup.

.r = 1 y/I — X
cos

2

ce qui démontre la proposition. Le même raisonnement s’applique 
d’ailleurs aux moyennes arithmétiques d’ordre quelconque.

La réciproque est vraie aussi. Si pour chaque chemin à Vinté­
rieur du cercle de convergence aboutissant à x0 la fonction 
reste au-dessous en valeur absolue à un nombre fixe, les 
moyennes arithmétiques sont bornées en valeur absolue 
pour n = oo.

La démonstration en est la répétition presque complète du rai­
sonnement du paragraphe précédent supposé toutefois que le
signe I ait le sens que M. Lebesgue lui a donné.

En résumé, les coefficients tendant vers o, la suite rj,fx0) des 
moyennes arithmétiques nous décèle l’allure générale de la fonction

>

I
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voisinage de *0. Si les <ju(x0) lendenl pour n=zoo vers 
la limite A, la fonction tend vers la même valeur dans tout 
angle cp0 < tt de l’espèce considérée. Si la limite A n’existe pas, 
mais la suite | *n{x0) | est bornée, la fonction est indéterminée 
en mais bornée dans l’angle cp0. Si, enfin, la limite supérieure 
t e la suite \^n(x0) | est infinie, nous sommes assurés que la fonction 
devient iniinie au voisinage de

CHAPITRE II.

étudiée au

x0.

8. Dans le dernier cas nous pouvons poursuivre encore plus 
°in ,a correspondance entre la divergence de la série et la façon 

doni la fonction devient infinie. Nous allons établir à cet ellet' 
théorème dû, dans sa forme générale, à M™" Valérie Dienes (■) :

cia voisinage de x0, La fonction est de La forme

un

Si

p</( !°g—1
i------./■

x0/(^) -
X \ P

Xq

on Pq(x) — Açxt-h Aq_txi 40 et Vordre de t\(x)
en x0 est p'<p, on a

lim - *"(*0) _ A? 
n— X nP log7 n r(p-f-i)

ni particulier, dans les points critiques algébrico-Iogarithmiques,
la nature de la d.vergence de la série est en relation à la fois 
simple et précise avec la structure de la singularité qui se trouve 
caractérisée ainsi d’une macère complète par les sn, donc en 
dernière analyse, par les coefficients tayloriens 
thèse, tendent

Tout d’abord un calcul fondamental pour la suite nous donnera 
1 ordre de la croissance des sn formés

ciu qui, par hypo-
vers o..

point i pour la fonctionau
ilog i i — x —X1? LlnXn.(I — x)P

:
t clrVvm"'¿DlEN?’ Sr" leS P°‘n,S c' “‘lues logarithmiques (Comptes rendus 
. CXLVUI, seance du >6 avril ,9„9). Voir encore P. „t V. Diknes, Recherches

TrlZfv TXT'* ** ÎOnCti°nS ana‘r“qUeS (An"aleS * nou-

.

K
7-0-

m
J

'



or, cl après l’égalité établie par Euler,

i(6) lim .— log/i j = c,H--------h
2

c’est-à-dire
$ n(7) lim = i.

oc logzi

Cherchons maintenant les sn de la fonction

[logrb]7'
On peut écrire que

X-Ilog = X H-------h
I — X ■>.

d’où, en développant le binôme,

['°8 ~Y= (■ •272 7

2

/ 3?2
+ 9UH--------- H. .V 2 ) 7-1

hes termes de la forme Ca?* (Ar<n) se trouvent sans exception 
dans la première parenthèse ; donc, les coefficients étant positifs, 

pour X positif et inférieur ou égal à

(x)%

on a 1

Xn \ 7(7)
S,i

n

d’où en particulier
^ (ï-h ~ 7i(7)s« n

et d’après (6)
^y’Sllogn -t- c')7 O'> c),

ou enfin
'7)

lim sup. —
OC [log/t]7

(8) Si.

D. 4

i_ i -1— — -4-
2

L ÉTUDE DES SINGULARITÉS

Les sn de la fonction
SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE. 49

_ XnIlog >-J n
n — 1

I — X

sont

■

f

s|i
 *11

,

S I
 -+



5 o CHAPITRE If.

Cherchons maintenant la limite inférieure. On peut écrire

X-I X'I\og
I — X 2

V
<7

ou, a la rigueur, au lieu de ^ il faut prendre sa partie entière. On 
en conclut comme auparavant que

i
X-

2

car il j a des termes de degré inférieur à n, qui sont négligés. En 
particulier

ies i
2

ou encore
SU = (^log - c'j = (logn — logq -+- c'y/;

d’où l’on conclut que
"/■'s„lim inf.

Donc, d après (8), on a pour la limite cherché

JDlim -i»----  =,
«=.[log/i]7

9. Regardons les sn de la fonction

£i.» flog/il?

[

(9)

'•«Tir
( I — x)P

que nous désignerons par sfr P. Nous que d’après (g)avons vu
W

lim = i[lognR

et l’on sait que pour les de la fonction----------
ti — x)p

on a
*<P>

lim « nP
‘(io) i

r(p + oJ

7a^LL!j%‘

5 s 
i s*

i < 
1
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A I aide de ces deux limites nous allons calculer la croissance 
de s'j’ P. Tout d’abord

SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE.

(h) WisPsjg'.

bn eilet, on peut écrire

[-nb]' = Lao-t- *1 a?anxn-+- R„(a?)] 
X [ßo+ßiRJ,(a?)],

(i — x)P

où les a et les ¡3 sont positifs. On en conclut à (i i), et, grâce à (g) 
et à (io), nous avons

i(12) lim sup. -------------------- ______________ _
n= oc ttP[ log/i]<7 - T(p + l)

I our trouver la limite inférieure, soient k un nombre plus grand 
gué i, e(n) la partie entière de /i, et enfin soient

<

*(V») = r,

=

nous allons démontrer que

<i3) sl’P> s^sfK 

La fonction envisagée peut s’écrire

[to*ïéï]'(rr = I a0+ nrx>--h R,.(>)]
X [ ßo —r- ßi# -4-. . .-f- ß^a^-f- RÄ(,r) |_

La plus grande puissance de x qui se trouve dans le produit

1«0H- *\X -4-.. .-H a,,a?'1],[ß0-+- ßi# . .H- ß^a?*]

< k — rr -r- s S ----
“ k

D où il ressort en particulier pour x = i que 

Mais, pour éliminer r, on peut écrire

x)P

est

= n.

kr = T) n,k — i

S

S IC



Hr
A 1

52 CHAPITRE IJ.

où ?i tend vers l’unité quand n devient infini, donc

log'’
» iog't

lim = r,

et, pour éliminer s, écrivons
n

s=k+r"

où y, est inférieur à l'unité, d’où

lim -
n=oo n

I

Les égalités, identiques d’ailleurs à (9) et à (10),

s'flim == r
- I loge]'/

et
ip)SJ i

lim =
CO S?

se transforment donc en

lim —
co [log/lj? = I

et

iI i m — = --------------- •
* n? k? T(p i)

Si l’on divise l’inégalité (i3) par (logn)?nP, on obtient

lim inf. —Sy >.------ 1_____
n-00 «p[iog«]y - kp r(p 1)

Cette inégalité, combinée avec (12), 
assez grand, le rapport

(i4)

nous montre que, pour n

r(? + 0 nP[logn]y

• Mais k est aussi près de l’unité qu’on veut, d’oùest entre ~ 

il est évident enfin que

et ik P

s'k ?
I n? log?« — r(p + 1)

I(i5) lim

F
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10. Il nous reste à évaluer l’ordre de grandeur des s'n relatifs à

/i(») =^bnxn,
n — 0

dont l’ordre en x0 est p'<[ o et dont les coefficients bn tendent 
vers o pour n = oc. En effet, on voit immédiatement que les coef­
ficients cn de la fonction

p’('°8di)

X X0J =-y^JCnXn
x \ p
Xo

tendent vers o, car cette fonction est d’ordre p <C i sur le cercle 
entier.

On peut poser

/lO) = ?i(ar) + Ç*O) = 2a"a?'i_H2 $nX'1'
n — 0 n — 0

où ©2(¿p) est holomorphe en a?0, ot (x) est d'ordre p( = pz+ e <C p 
sur le cercle entier et lim lira ¡3,,= o. Par conséquent, d’après

le théorème de M. Fatou,

lim (303ia;o-4-. •.-f- — <fí(x0).

D’autre part,
log ; Zn

i -+- lim sup. = Pilogzz

c’est-à-dire, pour n assez grand,

a„ < nPi-l i £,

quelque petit que soit b. On peut donc écrire |aw|=: -^—rj avec 

lim zn = o.

Soit m un tel indice que pour n >- m, £«<C £'• On a

B n B 2 B m£2£1 ~i--- :—— + •2,—P nl~ P 2,-P zn‘-p

[ i i
nl~P ’( m -+- i)‘-p
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de sorte que

sV-J-
Àmk kl~ P

C9 s2
ÎI + -T£1 -T 2 ,_P n*-p ■A1-? /n1-P<nP «P nP

La formule connue

A:1-P
1

ilim -= 1
r(P + i)n P

nous montre que

21a/f i

lim *=° = o.n?

En somme, si x0 est un point singulier d’ordre inférieur à p et si 
les coefficients tendent vers o, les sfl(x0) satisfont nécessairement 
à la condition

Sn(x 0)

'

lim = o.n?

C’est le cas de fK (x) en x0.
Pour conclure, il nous reste à remarquer encore que

sn(x0) = A0S*P) + . . .-4- s'n(cc0).

En divisant chaque 
annoncée dans le théorème qui était à établir.

terme par zzPlog?n, on obtient la relation

LA SOMMATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR 

DONT LES COEFFICIENTS SONT A CROISSANCE FINIE.

11. Supposons que les coefficients an de la série

/(#) =2 anXLl,

o, satisfassent à la condition plus large

lim
» nr

au lieu de tendre vers

(r > 0).= o
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En général, la série n’est pas convergente en aucun point du 
cercle de convergence ; nous devons donc recourir à une méthode 
de sommation plus puissante que la méthode simple qui consiste 
à chercher la limite des s/t. Nous allons voir que la méthode 
générale des moyennes arithmétiques permet d’étudier d’une 
manière assez complète Failure de la série de Taylor sur son 
cercle de convergence.

Voici la définition des moyennes arithmétiques d’ordre réel
Soit

i
(1 —

n — 0

c’est-à-dire soit

s ir)=2BSÂ,)a''

Les expressions

<i6)
r(r + i)S<f>

s\V = (n = i, a, .. =c)nr

sont, par définition, les moyennes arithmétiques d’ordre r. 
M. Knopp (1 ) et M. Schnee (2) ont démontré que, pour /• entier, 
cette définition est équivalente à la définition ordinaire

T)tr) =(17 ) (<40) = ¡¡n),n 4- I

dans le sens que l’existence de la limite pour n = oo de (i6) 
entraîne celle de la limite de (i-) et inversement.

A l’aide des moyennes arithmétiques ainsi définies, démontrons 
tout d’abord le théorème important de M. Hadamard sur la som­
mation de la série de Taylor aux points réguliers du cercle de 
convergence.

Si

tun ------
n= « nr-z (*)

( 18 ) (e > o),= o

(*) Knopp, Grenzwerthe von Reihen bei der Annäherung an die Konver­
genzgrenze, 1907, p. 19.

(2) Schnee, Die Identität des Cesäro’sehen und Hölderschen Grenzwerthes 
(Math. Annalen, t. LXVII, 1909, p. no).
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moyennes arithmétiques d'ordre r ont une limite bien 
déterminée en chaque point régulier du cercle et cette limite 
est la valeur de la fonction f(x) = Sa«*« à ce point.

remarquons que, à cause de (i8),/(*) est 
que /■ H- i sur le cercle de convergence et que x0 

étant le point régulier en question,

les

Pour le démontrer 
d’ordre moindre

f{x0x) =/<>0) + (l —37)/,<»,

OÙ

KA(x)=^bnx»-

est holomorphe. 11 en résulte que

(i-l)r-M 2 °a Xn = 2 S") ( 370 >n = Ayo) MA
(i-xy’(l — 37)'-+l

et la dernière partie du second membre est, comme ft(x), 
d ordre inférieur à /• -f- i sur le cercle entier car, d’après les pro­
priétés de 1 ordre, le facteur (i — x)~r ne change pas l’ordre dans 
aucun point du cercle, sinon au point i, dont l’ordre est 
Le rapport des coefficients tayloriens de la seconde et de la 
inicie partie du second membre tend donc vers o. On 

•à la relation

plus /•.au
pre­

en conclut

SP =/(*«) BÍT" >(n-£/l),

oe qui démontre enfin, en tenant compte des propriétés bien 
nues des coefficients binomiaux que

hm s[p(xo) = /(ar0),

con-

-eomme il fallait le démontrer.

P2. M. Marcel Riesz (x) a généralisé-ce résultat en montrant, 
»P31' 11 n calcul qui ne manque pas d’intérêt, que la condition (i8) ‘

( ) Ai. lin.sz, Sur tes series de Dinchlet et les séries entières {Comptes rendus 
-séance du 22 novembre 1909).

T



l’étude des singularités sur le cercle de convergence. 

peut être remplacée par la condition plus générale

lim —
« nr

sans qu’on ait à modifier le théorème. Nous ne reproduisons sa 
démonstration que pour le cas /■ — i, et supposons, pour simpli­
fier l’écriture, que x0 = i.

D’après le théorème de M. Fatou, la série

57

= o,

<?(*) = a.+'Zï**
Tl — 1

est convergente en x = 1 car, par hypothèse, ses coefficients 
tendent vers o pour n — oc et le point 1 est régulier. Les sommes

«1 a-r 
= ciq -H — -+• — O-nS« I •X n

et, a fortiori, leurs moyennes arithmétiques tendent donc vers 
0(1). Mais

<Ti -+- <724-an II 1 —OL% -+* . . . Ot /ia i a 2 — Oto “t---- -1- ■— a„
n i ■>. n n

ce qui nous montre que

1 • S n h m — = o 
00 n

(s il — OtQ-4- Ot 1 —f- Otg Ot,t ).

D’autre part,

il = - •L + S1 + • • • $n~ 1 sn
n ( n -t- i ) n -+-1

M sn — 1 1
15o !

1 sn In — 1I< n -H 1n
de façon que

lim (s<t,) — 4L ! ) = o.

Supposons maintenant que/( 1) == f( 1)= o, ce qu’on peut tou­
jours réaliser en ajoutant à f(x) une expression a + bx convena- 
blement choisie, et appliquons le théorème de M. Fatou à la 
série

fi*)-f
* JQ

dx.
(i — *Y

n = 1

1
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On le peut, étant donné que la fonction représentée par elle est 
holomorphe au point i. Il en ressort que la limite de s„] existe, 
comme il fallait le démontrer.

Par un passage de r — i à /•, on établit ainsi facilement la 
position pour r entier. Ajoutons

pro-
une remarque générale qui est 

quelque sorte la réciproque du théorème précédent. Si les 
sn (xo)i pour n = o¡, tendent vers une limite bien déterminée A, 
J {oc) s approche indéfiniment de A quand on s’achemine vers xn à 
l’intérieur du cercle sans y toucher.

Supposons, en eilet, que

en

t

r(/- + !) s &lim = A,nr
c’est-à-dire que

s V — A. + £„,ihr1-

et soi t p un indice tel que | z„ | s pour p. On aura

=2s");r"= A2B'f+1,a7"+ P(^)+2£"B»+1,:r"-:Aæ)
(1 — Æ3)''+>

77 = 0

P(vr) est un polynôme de degré p. Alais, par définition,

(i — xy+t 2 = i,
n = 0

de sorte que

I /O) — A I < 11 — X |'-+1 i PO) I -t- s 11 — X l'’+12B"+1)lx I"’

qui démontre notre remarque,ce car

i
(i —|^|)'-+i

71 = 0
et

i — x ilim 11 — x ji P0) = o, lim sup.
x= i

< COSÿo ’1 — I X

où, par hypothèse, | y0| < - .

L’existence de la limite de f{x) dans le voisinage angulaire 
(<<tc) du point considéré résulte de l’existence de la limite des 
moyennes arithmétiques.



13. Regardons les points singuliers du cercle de convergence. 
En ce qui concerne les points d’ordre négatif on établit facilement 
le théorème suivant :

Si lim n~ran — o, les moyennes arithmétiques d’ordre r

tendent vers une limite dans chaque point x0 d'ordre négatif 
du cercle, et cette limite est la valeur dont la fonction s’ap­
proche indéfiniment quand x tend vers ci Vintérieur du 
cercle.

l’étude des singularités sur le cercle de convergence. ->9

La démonstration est identique à celle dont nous nous sommes 
servis pour le cas /• = o,. On écrit /(#) = f\ (#)+ f2(x); /, (x) est 
d’ordre négatif sur le cercle entier, son développement taylorien, 
et a fortiori les moyennes arithmétiques d’ordre convergent en 
chaque point du cercle, en particulier en x0. D’autre part f«(x) 
est holomorphe en x0 et l’on voit aisément que ses coefficients 
tayloriens cn satisfont à la condition lim n~rcn — o, de façon que,

d’après le théorème du numéro précédent, les moyennes arithmé­
tiques correspondantes convergent \evs f^ff. Ces deux résultats 
réunis démontrent enfin le théorème en vue.

Pour les points de continuité, nous allons généraliser de même 
le théorème correspondant (p. 38) (1) :

Si lim n~ran — o, les moyennes arithmétiques d’ordre r

convergent en chaque point x0 du cercle où l’on a, pour toute 
courbe qui de Vintérieur du cercle de convergence aboutit cix 
lim f{x) — A.

0»

■'«' = .»’o

La démonstration consiste dans la réduction au cas /* = o par 
notre lemme fondamental de la séparation des singularités que nous 
allons exposer.

Soit donnée la série

f(x) =^anx",
n — 0

ayant pour rayon de convergence l’unité, et ne faisons aucune
\

(') P. Dienes, Comptes rendus, 1911.
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hypothèse supplémentaire sur les ctu. Soit x0 un point du cercle 
de convergence.

Si, à l intérieur du cercle de convergence, 

lim sup. |/0)[ = A ( fini ),(z9) X = JCa
on peut poser

j (x) —bnx'l-\-^^ cnxn, ,
n = 0

où f, {x) et fi {%) sont holomorphes à Vintérieur du cercle de 
/ ayon i ; de plus, fi (Xs) est holomorphe sur un petit arc com­
prenant x0 à son intérieur et lim b„~ o.

Par ce lemme, la singularité en x0 pourra être considérée comme
développementappartenant entièrement à une fonction ayant 

taylorien dont les coefficients tendent
un

vers o.
(P-3g) que la condition (19) entraîne l’existence 

d un petit arc (a, ¡3), comprenant x0 à son intérieur, tel que f{x) 
est bornée dans le triangle Oa¡3 {fig. 4). La formule de Cauchy

Nous avons vu

Fig. 4.

X-oÜr
Do/

Ov

\

nous donne ensuite

j' fifidz r fiz) dzI 1f{x) = ïïn — = cp r{x)-+fr{x)-lui— X ---  X
ßr ßo *0 Otr

Mais Iy {x') J est bornée vers 1 arc (a, ß). On en conclut à l’existence

1



de la limite de ©/-(•£), par conséquent à celle de fr{pc) pour r — i. 
D’autre part
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fri*)
n = 0

avec
f(z) dz£bn(r) =(20) zn+1 ’*2 TC i CC,- ßr

et l’on voit aisément que, pour /■ = i, b,t{r) tend vers une valeur
bien déterminée ¿>„, le coefficient tajlorien de la fonction
y", (a?) = lim fr{x)- Montrons que lim bu = o.

/* = 1
Posons à cet eilet x — re1? et envisageons les fonctions exami­

nées de x comme fonctions de ç>, r étant pris pour un paramètre. 
Remarquons tout d’abord que

I < A' f
Uv A

*r I I
\æ — z\’

h! étant supérieur au module maximum de f(x) dans le domaine 
triangulaire (O, a, (B).

Un calcul élémentaire nous montre cependant qu’on a indépen­
damment de r >/’,>> I a„ |

f*r
•Ao

< B + C I log (o - a) I,

où les constantes B et C sont déterminées uniquement par j a0 [. 
En se servant convenablement de cette remarque, on voit que les 
fonctions fr(%)i ainsi que leurs carrés, sont absolument sommables 
(intégrables) sur leurs cercles de convergence respectifs (de ra_yon 
égal à r pour fr{x) et contenant les seuls points singuliers pos­
sibles : x — oir et x — ¡U) ; et, de plus, les intégrales ainsi consi­
dérées ont une borne supérieure finie pour /* = i. 11 en résulte, 
grâce à la formule bien connue de Parseval relative aux coeffi­
cients des séries trigonométriques, que la limite supérieure

des quantités | ¿>„(/’) |2 est finie. On en conclutpour r — i
71 = 0
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enfin que la série V \bn |2 convergente, c’est-à-diré queest

lim b,L = o. 

Si l’on remarque enfin que la fonction /,(x) = lim 'fr(x)
r ~ 1

est holomorphe l’arc (a, (3) forme d’intégrale le
immédiatement, le le mine proposé se trouve établi.

Les conditions du lemme sont satisfaites par la fonction f (x) 
qui, à l’intérieur du cercle, tend vers une limite A. On peut donc 
poser conformément au lemme

sur comme sa
montre

f(x) bnxu cnxn.
n = 0 71 = 0

Comme lim bn— o, notre théorème de la page 38 nous assure que
moyennes arithmétiques correspondantes s\f (bn, x0) et a for­

tiori x0) s approchent indéfiniment de A
I) autre part, /2 (x) est holomorphe en x0 et

les

pour n = oc.

ci n b nlim — = lim
=0 nr

de sorte 
qui nous donne

que nous pouvons nous servir du résultat du n° 12, ce

lim 8,1 * (cni x0) —).

Enfin

su < Cl,t,Xo ) — Sr,p ( bn, Xq ) -f- si'"1 ( c,z, x0 ),

ce qui démontre le théorème.
Si l’on pose r = i, on voit en particulier que le théorème (p. 38) 

d’après lequel les moyennes arithmétiques ordinaires

s0~^ sl(Xp) — . . .+ Sn(xo)
n i

tendent vers j (x0), reste vrai sans aucune modification, même 
dans le cas où les coefficients ne tendent pas vers o, mais

lim — = o.



14. Nous avons vu cependant que, plus généralement, on peut 
conclure de Failure des moyennes arithmétiques à Failure de là 
fonction. Par exemple, si les moyennes arithmétiques d’ordre 
quelconque sont bornées en valeur absolue pour n = oc, cette fonc­
tion, elle aussi, est bornée au voisinage angulaire ( <C u) du point 
considéré. Inversement, Failure de la fonction peut déterminer 
celle des moyennes arithmétiques, comme nous allons le voir.

an = o, si, à Vintérieur du cercle
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Les an étant tels que lim n 

de convergence,

lim sup. I /O) I S A,

on a nécessairement

lim sup. I s\p (xq) I = A.

Le lemme fondamental s’applique de nouveau :

f(x) =/i(a7)H-/i(37) =N^,za7't-4-2c"a7't>

et, d’après le n° 12,

lim s\'?(cn, cc0) z=f.,(x0).02)

D’autre part, notre théorème (p. 47) nous montre que la suite 
I sH^bn, x0) I est bornée pour n = cc. Il ne nous reste qu’à faire 
voir qu’il en est de même des moyennes arithmétiques d’ordre r. 

Remarquons pour cela que

(23)
1=0

et supposons que les moyennes arithmétiques d’ordre /■'<C r sont 
bornées en valeur absolue, c’est-à-dire que

isri<A(/*+i)o
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Nous devons conclure que

|S<,f>|<B(«+,)r.
Mais, en général,

I B(,f11 < C(/t + i)«-i

de sorte que (a3) nous fournit l’inégalité

iS^I<CA2(n-i + i)r-r'-l (i+ir,
1=1

d’où, en posant r — /■' = /v,

I S)/11 CA(/î + i)'"' Í r H—- ]i i
,_f" (n -+- i),_*J ’1—A

c’est-à-dire

1 s 1 [ ]=i i i< CA i -+-(n + i)r (n -4- i)1-*in +1 )*

enfin, selon la formule

2 i
£*—i

1 (n -+- I)A* r( k -M ) ’
Ii = i1 i in

on obtient
lim sup.-L^Ü 

n — oo nr
CA

r(/c-M) B‘<

Nous pouvons donc affirmer que la suite [s:/p(bn, xQ) | est bornée 
parce qu’elle l’est pour r=i, ce qui, joint à (22), démontre le 
théorème.

En résumé, si la suite vj' (x0) tend vers une limite A, la fonc­
tion s’approche de A quand x tend vers x0 à l’intérieur du cercle 
de convergence au

1

voisinage angulaire (< tû) de ce point. Si cette 
suite n’a pas de limite, mais si elle reste bornée en valeur abso­
lue, la fonction est indéterminée autour de x0, mais elle est bor­
née au voisinage indiqué. Si, enfin, lim sup. | sj^Xg) ¡ = 00, la

fonction devient infinie au voisinage de xü.
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l’étude des singularités

moyennes arithmétiques d’ordre r caractérisent ainsi en 
grande ligne l’allure de la fonction dans un point quelconque du 
cercle de convergence. Il nous reste à étudier plus particuliè­
rement le cas où devient infini et montrer que le degré
d’infinitude de cette expression coïncide avec celui de la fonc­
tion.

SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE. 65
Les

l’étude 

ALGÉBRICO-LOGARITHAIIQUES
DES POLES ET DES POINTS CRITIQUES

SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE (1).

lo. Supposons que/O) soit en x0 de nature algébrico-logarith- 
mique, c’est-à-dire soit

iP<7 / ¡»g ■ r
.r0fi*) =

X \ P

x0

OÙ == A
en x0. Si l’on

-h. . . +A0, /, (x) est d’ordre p'< pxi~'q~{
suppose encore que

lira ~

avons nécessairement p < /• + i. On peut s’en convaincre 
facilement par le théorème de Cesàro.

Dans les conditions indiquées,

= o,=o nr

nous

on a

V(r- p±.Va
r (/'-+- i ) ,f’

c’est-à-dire que la partie dominante de la singularité se décèle 
iplètement dans les moyennes arithmétiques d’ordre

Déterminons tout d’abord l’ordre de grandeur des 
aiithmetiques des s„ d ordre quelconque formées

04) lira --- ------- =
« = ce np logr//i

.
con r — ?•

I
moyennes 

au point j pour

(') I1. Dienes, La sene de Taylor sur le cercle de convergence (Comptes 
rendus, 1900, t. CXL, p. 189). — P. Dienes, Essai sur les singularités des fonc­
tions analytiques ( Journal de Mathématiques, 1911). — 
citée. — P. et V. Dienes, Recherches nouvelles 
analytiques (Annales de l'École Normale, 1911).

Mme V. Dienes, Note 

les singularités des fonctionssur

D.
5

I _■ r r tÿ

m

.. .
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la fonction
ilog?

I — X

(I — x)P

Nous savons que les S^a) de cette fonction sont précisément les
s,i de

i
log?

I — X

(i — x)P+CL ’

par conséquent, d’après (i5),

S<*> i
lim^ «P+a r(p + a + l)’

de sorte que

4?’ r(q + i)lim(25) » nP logVn 1 ( p "4- 5C -f- I )

Celte remarque nous fait connaître d’une manière précise 
l’ordre de grandeur des s(*} en nombre q + i dont la somme forme 
le 4,a| de

iP-z/ log
X

I----------x0
X \ P

I —
X0

en x0. On peut décomposer d’autre part fK (x)

f\(x) = fi(x) -+- e2(x) = V C/tx",

où ôo(x) est holomorphe en x0 et l’ordre de 'ft(x) sur le cercle 
entier est p1<p,+ e<p. 11 en résulte comme auparavant que 
pour n assez grand

I b„ I < Jipt-WM,

n étant aussi petit qu’on veut, c’est-à-dire que

Sn(t>n, g’o)bnlim ------ = o» /îP-1 lim(26) ou = O,nP

I

w
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et, a fortiori,

lim ^ 
«, n'1

= o,
qui entraîne

lim fü 
». n'- = o.

Montrons que (26) est valable pour les moyennes arilhmétiqi 
d'ordre quelconque s’il est valable pour les s„. Supposons pl 
généi alement que pour r'^L o mais inférieur à /■, on ait

ues
us

sr

I nr'+P °’

et démontrons qu il en resulte nécessairement

sgi
» zt,,+P

lim

lim = o.

On a d abord, par définition,

s^)=2B^z’,,e'i>,+p
1=0

avec
lim e„= 0.

Par suite, en posant r — /*' = a,

1 zn—y I I £1 II £/i—1 j "+"
<c

nr
(n — i)i-«

71«

Soit a'< a < i, et partageons la somme au numérateur en deux 
parties par le terme dont l’indice k de s est la partie entière de 
n ~~ n*, et S01t £v le plus grand des quantités | |, j ÊJ|
I £zj. H est évident que lim ev= o, de sorte que la première partie

est inférieure à la quantité

i i
2i-a zii-«£V 71«

tendant vers o pour n — oc. Il en est donc de même de la pre-
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miére partie. La seconde, à son tour, est inférieure à

..+ 4-1,
«‘-a J

AT
/ia [X‘-a

ii
(/--+- i)i-a

où A est le plus grand des nombres | e/|. Mais le nombre des 
termes dans le crochet est /¿a' ; par suite, la seconde partie est infé­
rieure à

A

cpii tend évidemment vers o avec A

Nous avons supposé dans la démonstration que r — r' <C i • Mais 
quelle que soit la valeur de cette différence, en appliquant succes­
sivement le même raisonnement un nombre fini de fois, on arrive 
au résultat général cherché.

Dans notre cas r' — o et r doit être remplacé par /■ — p. On a

(b„, x0)
ainsi

lim = O.
Zip

16. Regardons d’autre part o2(.t). N° 12 nous assure que 

lim s')p(cn, x0) = o2(æ0),

car cp2(x) est holomorphe en x0 et lim n

descendre aux moyennes d’ordre inférieur, établissons le lem me 
suivant où, pour plus de simplicité, nous supposons que

»2(^0) = o.

Si lim s(„r> = o, on a nécessairement pour r' < r

c„= o. Pour pouvoir

Snlim = o.
oc nr ~r'

Parlons de la formule

sri=2B«-r’sr,
1=0

qu’on déduit facilement de la définition des S;'1 et écrivons l’hypo
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thèse que tend vers o sous la forme

s ir
(n-h ,)r “

69

On sait que
G

(n -+- ijr+i-r'’

d’où, en posant r r'= a,

I £/| (i + l)r
( H-- Í + l)1+a ’I s'/;'11 < cj

1 = 0
c’est-à-dire

m < ch 6b|

Soit k la partie entière de il est évident que

]■£71—1 £0
(n-1-1)1+«21+«(" + l)r

<£vA’

où ev est le plus grand des termes | zn | |, . . | s* | et

1z"-1 1£h I +

*=2 i
n'+«

n:=l

Cette partie du crochet, comme ev, tend donc vers o avec — • L’autre 
moitié

I eo 11 £/.-+l 1 <«2 i
(«•H- l)1+a{n — k) (n — k -t- i)i+« l'i+ai+a

i = n — k

où B est le plus grand des | e,j. Mais le facteur de B est le reste 

d une série convergente, car n — k = ^ tend vers oc avec n. Nous- 

avons donc démontré que
c(r')

lim « nr — o,

c’est-à-dire que

riz-'+osiT’ </•')i s;,lim = Jim = o.nr' =0 n
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Dans notre cas, r'= r — p, de sorte que

s«~p)(c„, x0)lim = o.n?

Si l’on ajoute enfin q ne

sn ^ (ani xo) — h-qs!i iJ,(?iP) +A 4t P)(Ç—1, P)+...
A-0 S1/, p)(o, p) -+- 4't-p,(6/t, a^o) + p,(c„, a?0),

?-i

et si l’on divise chaque membre par zzPlog?/*, on obtient le résul­
tat (24). Le théorème proposé est complètement établi.

Inversement, si les s'‘n ou les moyennes arithmétiques
d’ordre supérieur à — p, satisfont à (24), fa partie dominante 
de la. singularité est

iArylog'/
X

I —
^0

(-5)'

Regardons en ellet la fonction

IIog7
XS =2».-.fdX) =f(X)—^q

(--)\ xo/
Pgr hypothèse,

sn p)(bn, X0)lim = o,» n? login
c’est-à-dire

S» p)(è», x0)lim = o.=» nr login

Appliquons le théorème de Cesàro aux deux fonctions

/tO, Xp)
=2S"~PI(6'“ x‘)x“(i — x)r~9^

et
i

log 1
./■

(.-»y*"
n = 0
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Nous savons que
71

ilim
» nr log^/i r(/- + i)’

par suite, que
I SVÎ—P)(&„, rr0)| _Q

lim
a«

Le théorème de Cesàro nous donne, par conséquent, 

m f{X, X0) (l — x)P _ o 

log1?----------
' I----X

La partie dominante de la singularité, celle qui détermine l’ordre 
de grandeur de la fonction autour de ce point, est donc bien algé- 
bri co-logarithmique de degré (q, p) comme il fallait le démontrer.

= 1

17. Cette réciproque du théorème fondamental sur les points 
critiques algébrico-logarithmiques nous suggère un problème plus 
général. Les sn(x0), par exemple, n'ont pas nécessairement un 
ordre d’infinitude aussi bien déterminé que dans les théorèmes 
précédents. Les modules des sn peuvent avoir pour limite supé­
rieure oc tout en ayant des points limites finies. Même si les 
modules ont une croissance bien déterminée, les arguments peu­
vent ne pas avoir une limite pour n =cc. Mettons-nous dans le 
cas général. Dans quelles conditions est-ce que l’hypothèse

lim sup. I sn I = 00

a pour conséquence nécessaire

(28)

(27)

hm |/(a7) I =
X— 1

«»

du moins si l 'on s’approche de 1 le long du rayon ?
Dans les recherches de ce genre, c’est de l’influence des argu­

ments des coefficients dont dérive la difficulté principale. En effet, 
si les coefficients sont positifs, (28) résulte toujours de (27), 
comme Abel l’a déjà démontré. D’autre part, les su de la fonc­
tion

■

^7-^ =2 (-O»,,*..
n = 1

■

H



7 2

— /*,+/?, . . ., de sorte que (27) 

- en i.

le problème posé, nous allons 
établir quelques propositions pour mettre en évidence la nature 
de l’influence des arguments dans les questions semblables. Nous 

besoin pour cela de l’inégalité, facile à vérifier,

^ a ¿cos -,

CHAPITRE II.

sont i, + i, — 2, 2, . .

est satisfait, la fonction a cependant la valeur----- 1

Sans avoir l’intention d’épuiser

*
avons

lim inf. lpie/a-+P2^ +(29)
pl -h pn >1

où les nombres pke,CLk se trouvent dans 
complexe (sommet à l’origine). •

Soient données les fonctions

angle a <i~ du planun
*?

f(x) = 2 ?" ei^nx'1

et

9(37) =2^9rix",
n = 0

où, du moins pour n assez grand, les p„e'a- se trouvent dans 
gle a<î:et supposons que£m (p0+p, +. . . + p„) = |jm 5/ — ^

théorème d’Abel, que lim 'f(x) = x. En

ajoutant un polynôme à f(x) on arrive à ce que tous les coeffi- 
trouvent dans l’angle a et un polynôme divisé par 'f(-r) 

o pour X = i. Mais, dans ce cas, l’inégalité (29)

un
an

ce qui entraîne, grâce au

cients se 
tend vers 
dit que

nous

n — 0
> B > o,

2 p«*"
zz = 0

où B est indépendant de x qui est supposé positif et <; 1. Il en 
résulte que

2 ?neia-nx'1

lim inf.
JL— 1

> o,I \

n= 0
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celui de 'f(œ)- Enl’ordre de grandeur de f(x) coïncide donc avec 
ce cas, les arguments n’ont pas d’influence sur le degré d’infini­
tude de la fonction.

Si l’on remplace la condition (27) par l’hypothèse plus restric-
tive

hm I s„ I = oc,

et que les su se trouvent, du moins pour n assez grand, dans 
l’angle a <7 tu, le même raisonnement, appliqué aux séries

b ft et t?(x) = V I s„ \xn,snxn
zi —0

nous montre que pour x assez proche de 1

> A-cpO).

Mais la comparaison des deux séries

x -'Zi*'1
i

i —
n = 0

et

?(*) =^| Sn \*n,

par la méthode de Cesàro, nous assure que

1 ii
.....  = fini
.1= 1 1 X <$( X ) n — 00 I $ il \
lim = o,

c’est-à-dire que
lim I /O) I = oc.

21. Mais le cas le plus général et, en même temps, le plus com­
pliqué est celui où les modules des s/t ne tendent pas directement 
vers l’infini et où les arguments des coefficients ne sont assujettis 
à aucune restriction. Supposons pour le moment que les coeffi­
cients soient réels et que/

I an I(3o) fim sup. = a <7 i.nk

i — x

f
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Si Von a pour les su positifs

lim sup. = »,i
/l + 5■

et pour les sn négatifs

Jim sup. = A,

A étant un nombre fini nul, la fonction représentée par 

^ an X'1 devient in finie d’ordre supérieur ci k au point

hn effet, désignons le plus grand terme de la suite finie

ou

i.

*0, ^11

a,/, dont nous savons que 

lim

Dans la suite finie considérée, prenons le terme qui diffère le

moins de n 2 ; évaluons le nombre des termes p qui est indis­
pensable pour parvenir de ce terme au terme maximum. D’après 
(3o), p est plus grand que le plus petit nombre p' satisfaisant à la 
condition

S n
1

* + 2par n

i
71 l-+- (n—p')*-+-(n — p'•+• i.-J- (n — i),c-i- nké n ' 2 a

car ici nous avons construit le terme maximum à l’aide de termes 
qui sont les plus grands possibles.

Cette inégalité peut s’écrire

Í n —//)*+ (n—. ,-+-(n —1)*+ nk>n

donc

encore
i/,+ -

2(a„—i) = n^/i2(a„ —i);

’p > n~(*»— D>

car le second membre est le produit de deux facteurs dont le pre­
mier est le plus grand terme du premier membre.

Construisons maintenant S„.
D’après le raisonnement donné, le nombre des s¿(i<n) qui sont 

plus grands que n 2 est au moins n*(a„— i); donc ils donnent

e-



une partie de S„ d’ordre plus élevé que k + i. Les autres termes 
positifs ne peuvent pas diminuer cet ordre, de même que les S„ 
négatifs, leur somme, en valeur absolue, étant inférieure à Ank+'. 
Nous avons donc démontré que

l’étude des singularités sur le cercle de convergence. ?5

/t‘+1
lim - » on = O.

Appliquons maintenant le théorème de Cesàro sur les deux 
fonctions

i ='y[j h,ixn
( I — x)k+i

et
/(*•) =yy'snx'1.

(i — x)*

En remarquant c|ue, d'après un théorème de M. Appell (1 ),

nk+l Jim —Z—
n — 00 h n

= r (A-h- i),
et que, par suite

hnlim — = o,

on obtient
i

( i — X A+2 h n— lim --------— = lim H-
x=i(i — x)kHx) ,1- » S„ = o,/(^)= 1

(> — xyl

ce qu’il fallait démontrer.
Affranchissons-nous enfin de la restriction que les coefficients 

soient réels. Le théorème correspondant s’énonce :

Si Von peut former des sn deux groupes, de manière que 
tous les termes s„t du premier groupe se trouvent dans un 
angle a < tz du plan complexe (sommet à Vorigine) et si pour 
ces termes

1 ^11lim sup. = *,1
n

(1 ) Appell, Sur certaines séries, etc. ( Comptes rendus, t. LXXXVII ).

«
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et si, pour les autres ternies sn
LE CERCLE DE CONVERGENCE.

s’
lirn s up. —^ = a, 

n = j nk

a étant un nombre fini ou nul, la jonction représentée par^j^

devient infinie cVordre supérieur à k au point

lout ce qu il laut ajouter su raisonnement précédent pour le 
démontrer, c’est que

an X'1

i.

\Zsnix«x |> AS|

pour X positif, inférieur et assez proche de 
part,

T

et que, d’autrei

BI Zsn„x"> I < (i — x)k+l

Nous laissons au lecteur le soin d’établir la démonstration 
détaillée qui ne présente d’ailleurs aucune difficulté.



CHAPITRE Ill.
LA MÉTHODE DE LA SOMMATION EXPONENTIELLE.

ÉTUDE GÉNÉRALE DE LA SOMMATION DE M. BOREL (1).

1. L’emploi des moyennes arithmétiques d’ordre quelconque 
n’est pas sans restriction. Il exige que les coefficients de la série 
de Taylor étudiée soient à croissance finie, c’est-à-dire qu’il y ait 
un nombre k tel que

r

Dans le cas général où les coefficients ne sont plus assujettis à une 
telle condition, on doit donc s’adresser à des méthodes plus per­
fectionnées. Une autre exigence non moins importante est que la 
méthode cherchée soit simple pour pouvoir être utile dans les 
recherches théoriques et pratiques. La sommation exponentielle 
de M. Borel, qui consiste à remplacer les s„(x) par leurs moyennes 
exponentielles

V a'1
2aSnix)nT’

satisfait, comme nous le verrons, à chacune des deux conditions. 
Pour étudier les propriétés principales de ces moyennes, pre- 

série numérique quelconque, réelle ou complexe,

Z¿0 ~¡r~ H” ^2 “E" • • • Mfl ”4” . •

et formons les moyennes exponentielles correspondantes

X'' a"
B(a) = e-«^sn —,

n = 0

B(a, x) = e-a

nons une

<i)

O)

(') Voir à ce sujet les Leçons si suggestives de M. Iîorkl, Sur les series diver­
gentes. Paris, Gauthier-Villars, 1901. En particulier pour les références, p. g4-
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OÙ
S,i — Z¿0 -4- «1 + . . . -h Un.

Si la série (i) est convergente et a pour somme s, on a

lim B(a) = s,

ce que nous exprimons en disant que la série (i) est sommable 
par les moyennes exponentielles.

En ellet, dans ce cas,

sn — s -+- zn ;
d’où

V a'1
T

B(a) = s -+-I
Y a'1
2u~ñ\
n — 0

Mais, d’après le théorème de Cesàro,

X'' a'1

a" 
n !n = 0

:
Ce qui donne le résultat voulu.

D’autre part, il arrive réellement que la limite de B (a) pour 
a = cc existe sans que la série (i) soit convergente. La sommation 
par les moyennes exponentielles est donc plus puissante que la 
sommation ordinaire. Remarq 
sommation

cependant que, quoique la 
pai les moyennes exponentielles réussisse 

pour les séries dont les termes

uons
souvent

sont pas à croissance finie et 
que, par cela, elle paraisse plus générale que la sommation par les 
moyennes arithmétiques, il peut arriver pourtant que la suite

ne

50 ■+* il -+■.. . -+- sn
n

tende vers une limite pour n = oo et la limite de B (a) pour a = oc
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n’existe pas. C’est le cas de la série
79

2— ■xn\ ■ 3 <s<°’/i?s"Tl — I

pour X — i (1 ).

2. Mettons nos moyennes exponentielles sous forme d’intégrale 
afin que nous puissions les étudier plus facilement. Soit

(3)
71 = 0

On voit tout de suite que

-^[e~as(a)\ da = Í e~a[sr(a) 
J o

uo = /B(a) — — s(tt)] ûfrt ;

ou bien, si l’on pose

«(«) =2

on a
V ° U X¿“«+1 ~ 11

«'(«) —s(a) =2 a" =n !

c’est-à-dire

«o= r 
•^0

(4) B(a) - e~a u'(a) da.

On peut encore simplifier cette formule par une intégration par 
partie. En effet

f*-/0
= [e~au(a)|q4- j' e~au(a)da,(5) e~a u'{a) da

*- o

et nous allons démontrer que si 13(a) ou, ce qui revient au même, 
si l’intégrale du premier membre a une limite pour a == oo, il en 
est de même de l’intégrale du second membre et l’on a nécessaire­
ment

lim e~a u(a) — o.

(1 ) Hardy, The application to Dirichlet’s series of Borel’s exponential method 
of summation (Proceedings of the London Mathematical Society, series It, 
vol. VIII, 1910, p. 286).

W
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Nous établirons ainsi l'égalité

r ^ 0 fJ 0
(G) e~a u'(a) da = — zt0-+- e~a u {a) da.

Pour démontrer la première partie de l’énoncé, supposons que 
la première des intégrales

r<y0 r̂ 0
e~a u'(a) da, e~a u {a) da,

ait une limite bien déterminée pour a — oc et que la seconde n’en 
ait pas, et montrons que cette hypothèse nous amène à une absur- , 
dité (*). Posons à cet ellet

e~a M(a) = tp(rt) = (51(a)-4-icp2(a).

Par hypothèse, la limite

lirn / [cp(a) + tp'fa)] da
« = » i/0

llm / cpl (a) da -H i lim / o2(a) da,
î< = » «y 0 n = oc dQ

existe et la limite

lim f o'(a=°oj0 • a) da —

c’est-à-dire la limite de o(a) pour a = go n’existe pas. Supposons 
pour fixer les idées que ce soit cp,(a) qui ne tende pas vers une 
valeur bien déterminée pour a = œ et supposons sa limite supé­
rieure d’indétermination positive. On peut alors désigner deux 
suites de points afl, ¡3,, tendant vers l’infini et telles que

lim çi(a„) = A lim = B > A2o.et

Soit H une quantité positive inférieure à B — A. On voit aisément 
qu’on peut former des a/z et des (3/z deux suites et x^-\- ov où 

+ Sv<C 3\+i et telles que

l («) da = Pi0,4- 8V) — Pi Ov) > H.

(1 ) Cette démonstration est due à M. Hardy, Researches in the theory of 
divergent series and divergent integrals (Quarterly Journal of Mathematics, 
vol. XXXV, 1904, p. 3r).



Si ÿ, (a) n’a qu'un nombre limité de zéros dans l’intervalle 
(o, + oo), on aura, pour a, c’est-à-dire pour n assez 
donc, a fortiori,
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grand,cp,(rt)>o;
N

i, f?iO) + ?i («)] da > il,

ce qui est en contradiction avec l’hypothèse que (7) existe.
Si 'fi(tt) a une infinité de zéros 

mêmes et pour xv le plus grand zéro de cp, («) inférieur à ¡3„ el 
l’on arrive à la même conclusion.

Passons à la seconde partie de notre remarque. Il est évident, 
d’après ce qu’on vient de lire, que e~au{a) a certainement 
limite pour a = oc, étant donné qu’elle est la différence de deux 
expressions dont chacune tend vers une valeur bien déterminée 
pour a = cc. De plus, si la limite ainsi mise en évidence était dif­
férente de o, le raisonnement précédent montrerait que la limite 
de <p(tf) pour a = 00 n’existe pas.

Si I on ajoute enfin que

u ( o ) =

prend pour 3?,,+ o(, leson

une

«0= f
do

u0 e~a cia,

obtient, grâce à l’équation (5), la formule définitive de 
M. Borel :
on

= / e~a u (a) da 
do

(8) lim B (a)

3. Nous avons vu que l intégrale (8) a toujours un sens quand 
I»(a) a une limite pour ci = cc. L’inverse n’a pas lieu nécessaire­
ment. La sommation par l’intégrale (8) est donc plus générale que 
la sommation par les moyennes exponentielles B(«). Nous dirons 
que la série (1) est sommable (B) si l’intégrale (8)

L’emploi de cette intégrale présente cependant des difficultés 
analogie avec celles des séries simplement (et non abso­

lument) convergentes. Pour y échapper, nous allons restreindre la 
généralité de l’intégrale (8) par l’introduction de la notion de 
sommabilité absolue. Nous dirons que la série ( 1) est absolument 
sommable (B) si chacune des intégrales

a un sens.

non sans

d>f(9) (À = o, 1, 2, ....*)e~" dâ>u{a) da
I).
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• W est évident qu'une série absolument sommable (B) est 
sommable (B) et qu'elle est aussi sommable par les moyennes 
exponentielles, B(a). En eilet, la condition (g) montre, pour 
A = o, que 1 intégrale (8) a un sens, et pour X = i, que l’inté- 
gi.de (4 ), c est-à-dire B(a), a une limite bien déterminée pour 

ce. La som ma bili té absolue ( B) est donc la moins générale des 
trois sommabilités étudiées à présent.

Examinons brièvement l’effet de l’addition et de la soustraction 
d’un terme

a un sens

a =

la sommabilité de la série (i). Il s’agit d’établir la 
ielation de la sommabilité de la série (d) à celle de la série

sur

(F) Ul "+" ll%-1- . . . -+- Un+1 -t- . . . .

On voit facilement que la fonction qui correspond à u(a) dans le 
de la nouvelle série (V) est justement u (a), de sorte que 

l’equation (5), jointe à la remarque qui la suit, nous démontre la 
proposition : si (i#) est sommable (B), (i) l’est 
inversement. Comme les

cas

aussi, mais pas 
moyennes exponentielles B (a) s’ex- 

vou- (4)] par des intégrales de même 
espèce, il est démontré que si (\‘) est sommable parles moyennes 
exponentielles B(«), (i) l’est aussi, mais pas inversement.

Supposons maintenant que (i') soit absolument sommable (B). 
Il en résulte encore que (i) est aussi absolument sommable ( B). 
Il suffit de démontrer pour cela que l’intégrale

priment identiquement [

f e~a I u(a) I da
° o

lorsqu’on suppose quea un sens

s: e~a I «'(«)( da
en a un. 

Mais
r"I u(a) [ "é I uq ] -f- / I u (a) I da 

^ 0

tp(a) = f I u'(a) d 
^0

de sorte que si l’on pose

I “'O) I = ?'(«)>
on a

I 11 (u) I I Uq I -+- o(a).
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il suliit donc de démontrer
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que

r e~a o (a ) da

a un sens si l’on suppose cpie

i e~ao'(a)da 
E o

en a un, les fonctions o et o' étant positives.
IJar hypothèse, e étant donné arbitrairement, on peut fixer b 

tel que
/ 

J b
e~a <p'(rt) da < s, b’>b-

a fortiori,

f
J b

// o'(a) da = e-A'[o(¿»') —cp(¿>)) < s.e~

Ee nombre b étant ainsi fixé, on choisit
on ait e~b' o{b) < s. On aura ainsi, pour b'~> b

0(6') < 2E, 

liai e~a o(a) = o.

b\~i> b tel que, pourun
a~> b \ i I >

b'e~
c’est-à-dire

Mais

r* ' 0
= / e~n o'(a) da— [e~a o(a)]£,e~a y (a) da

ce qui démontre la proposition.
En tout cas 

somme
si la somme de (Y) existe, désignons-le par s , la 

correspondantes de (i) existe aussi et l’on a l’égalité

(io) S — ¿¿o —f— s .

Au cas de la troisième méthode, l’inverse 
Si (i) est absolument sommable (B), (Y) L'est aussi. En effet, 
la condition de la sommabilité absolue, l'existence des inté­
grales (9) pour X = o, i, 2 
qu’elles sont vérifiées p

est vrai aussi :

X, sont vérifiées pour (E) lors- 
our(i). En particulier, l’intégrale

} • • • >

f e~a u'{a) da

I-
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U un sens d'où l'on conclut, grâce à (5), que e~a © (a) = ©,(«) + fa2 (a) 
a une limite bien déterminée pour a = oc. Mais on peut voir faci­
lement que cette limite ne peut être que zéro, ce qui établit de 
nouveau l’égalité (io). Supposons, en effet, que

lim o,(a) = A > o,

c’est-à-dire que, pour a~g> b,

®iï«) > A'< A. 

f ®,(a) da > {b'

Nous aurons

— b) A
v b

eb contrairement à notre hypothèse, l’intégrale

s; e~a u(a) da

n’aurait pas de sens.

\. Les séries absolument sommables (B) se rapprochent donc 
des séries absolument convergentes. On peut, dans une telle série, 
intervertir le rang d’un nombre limité de termes ou remplacer 
certain nombre de termes consécutifs par leur somme 
sement remplacer

un
, ou inver­

terme par une somme d’un nombre fini de 
tenues sans altérer ni la sommabibte, ni la somme de la série.

Lt les séries absolument sommables (B) sont vraiment dans le 
sens positd et dans le sens négatif du mot la généralisation des 
séries absolument convergentes.

un

Une série absolument convergente est absolument somi°
niable (B).

2° M y a des semes simplement (mais non absolument) 
ver gentes qui ne sont pas absolument sommables (B).

con-

La som mabili té absolue de M. Borel n’est done pas la généra­
lisation de la notion de la convergence; elle ne généralise que la 
notion de la convergence absolue.

\ 0'°i Ia démonstration de la première proposition. La série

! y" I ¿ùint supposée convergente, soit s sa somme. Le théorème
// = 0
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de M. Cesàro nous montre que
85

J™ e~a ^ I “o I + I «i I -K - I «ni ) ^ — 5,

c est-à-dire qu’en posant

u(a) =2 I “«1 ~i

n = 0

grâce à l’équation (4)on a ?

im f
— °0 «-'o

e~a U ' ( a ) cia — s — | «o | •

De même, de la convergence de la série ¡ u\ | -f- | uy+, | + .. 
résulte que l'intégrale

¡I

d)>+li: U ( a ) dae~a
daï+l

• On peut en conclure, comme précédemment, que 

lim e~a U (a) = o,

a un sens

par conséquent que l’intégrale

f
'-'a

e~a U (a) da

a aussi un sens.
Si l’on remarque enfin que

d)'r ¿Alda < f 
*0

e~a ss“(a> e~ad¿¡vi'a)da'

la première proposition est établie.
Pour démontrer la seconde, citons l'exemple de M. Hardy (1 ), 

où le terme général de la série, si \//i est entier, est

V«
U ti­

ll/ n

(1 ) Loc. cz7., p. 2o.
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el les autres termes sont zéros. M. Hardy démontre que l’inté­
grale correspondante

CHAPITRE III.

f e~a I u(a) J da 
Jo

n'a pas de sens.
Indiquons encore brièvement deux propriétés importantes de la 

sommation exponentielle. Si les deux séries et Scrt sont 
sommables (B) simplement, absolument, 
exponentielles et si leur somme est a, respectivement c, la 
série 1(aun + bvn) est sommable (B) simplement, absolument, 

par les moyennes exponentielles. La démonstration 
immédiate.

par les moyennesou

ou en est

Si les deux séries et Xvn sont absolument sommables (B) 
et si l’on + • • • + u,n c0, la série Soc,,pose <r„ = un vn + uK vn
est absolument sommable (B) et sa somme est uv. Comme 
nous servirons pas de ce théorème, nous renvoyons le lecteur 
Leçons sur les séries divergentes de M. Borel (p. 10.4), où l’on en 
trouve une démonstration élégante.

—

nous ne
aux

o. Passons maintenant à la série de Taylo 
démontrer deux propositions réciproques concernant la 
bili té d’une telle série.

r. Nous allons 
somma-

f(x) = 2. a'ix'1-(i')

En voici la première. Si la série (11) est absolument 
niable (B) pour x = x0 = poe¿0», elle est absolument 
niable (B) sur 
est une

som-
som-

le segment entier (o, ,r0). De plus, cette 
fonction analytique de x, qui n a pas de point singulier 

à l'intérieur du cercle ayant pour diamètre (o, ,r0).
Pour chaque valeur de .r, on a tout d’abord une u(a) corres­

pondante

somme

a!i
7 a 'i x"—r = F (xa). n !u(a, x)

La transformation 
les intégrales à considérer,

«? = si l’on pose après x = pe'9», remplace

d1'f zi (a, x) da = xK e~a J F<*J («27) I dada>~«- 0
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par les intégrales
r->

0
ad P I FtX)(¿, e-6„) I db.p

Par hypothèse, ces intégrales ont un sens pour p = p0, et, pour
p < po, elles ne diffèrent de ces dernières que dans le facteur

b b
r P <7 e P°. La première partie du théorème est établie.

Pour démontrer la seconde, remarquons que, d’après le même 
raisonnement, les intégrales

r-*
0

2 I F<X>(¿> e'Oo) J db

ont toujours un sens quand

e 2j <6

c’est-à-dire elles ont un sens pour les points 5 qui satisfont à la 
condition

R

Si l’on pose X = ze1^«, on voit que ce sont les points à l’intérieur 
du cercle de diamètre (o, xQ) qui sont déterminés par cette 
condition. 11 en résulte, en particulier, que l’expression

2 F(be^X)db

détermine une fonction visiblement holomorphe de la variable z, 
par conséquent de la variable x ■= se'9« à l’intérieur du cercle 
considéré. Comme, d’autre part, le long du segment (o, x0), 
cette fonction coïncide avec la somme de la série sommable (11), 
elle est nécessairement le prolongement analytique de f(x). 
Notre proposition est complètement démontrée. Remarquons 
cependant qu’il n’en résulte nullement que la série (11) soit abso­
lument sommable (B) à l’intérieur de ce cercle.

Inversement, si f{x) est holomorphe à /’intérieur et sur la 
circonférence du cercle c de diamètre (o, x0), la série (11) est 
absolument sommable (B) sur le diamètre du cercle, y compris 
son extrémité xa.

H
T

I oî
C 

I U

- 
U
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On pent tracer, par hypothèse, cercle c' concentrique à c el 
à l’intérieur duquel, de même

un
de rayon R/y> -Li.0 ^ que sur sa

holomorphe. Soit (o', x'0) le dia­
mètre qui coïncide avec (o,x0) à l’intérieur de c. Calculons 
la fonction u(a, x) correspondante en se servant de la formule de 
Cauchy,

circonférence, f(x) soit encore
.

f(z) dxf.a n — ---- .
2 TC £ ZH~hI

On obtient

X *
(ax)n

Il !
1££(«, X) = ------- .

2 TC £ dz — -----;
2 TC £ dz

n — 0
et

J..’ z
Ie~a u(a, x) = -----;

2 TC £

Supposons x choisi de telle faç 
circonférence c'

dz.

que, lorsque ^ parcourt laon
on ait*

(12) R <1 — B

et soit M le module maximum de ---■ sur c'. On a ainsi

e-*\iua.x)\<-^- j' e-«e \dz\ — MR'

Car conséquent, l’intégrale

r e~a I u(a,x) j da

sens. Et, comme on Je voit facilement, il en est de même desa un
intégrales

dKr
K' o

-u(a,x) da.e~a

Explicitons maintenant la condition (12) : le point z = y.-{- iri 
étant fixé, traçons la droite

R = 11

dont l’équation est, en posant x= z + irh

ai-hß71-(a2+ß2) = 0;

i

H 
I

S. 
I U
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olle passe donc par ; el elle est normale à la droite passant par g 
et par l’origine. Le point 5 étant fixé, la condition (12) est donc 
satisfaite par tous les points du plan x qui se trouve du même côté 
de cette droite que 1 origine. Si ^ parcourt c', l’enveloppe des 
droites ainsi construites est une ellipse qui contient le segment 
(°, Xq) à son intérieur. Le théorème est démontré.

Les deux dernières propositions déterminent exactement le 
domaine où la série considérée (11) est absolument sommable (B), 
fout d’abord, elle est absolument sommable ( B) dans les points 
réguliers du cercle de convergence. En ellet, on peut tracer un 
cercle passant par l’origine qui contienne ce point régulier 
qu aucun point singulier soit situé à 1 intérieur ou sur la circon­
férence de ce cercle. Mais le domaine de sommabililé

sans

peut
dépasser considérablement le cercle de convergence. Faisons, en 
eilet, la construction suivante. Dans chaque direction (o,.r) 
prenons le premier point singulier et traçons la droite normale 
à (o, x) passant par ce point singulier. En chaque point à l’inté­
rieur du domaine, fermé ou ouvert, ainsi délimité, la série (1 1) est 
absolument sommable (B), 
pour chacun de ces

car le cercle d holomàrphie existe 
points. Nous exprimons ce fait par l’énoncé : 

la série (11) est absolument sommable (B) à Vintérieur du 
polygone de sommabilité.

La première proposition nous assure enfin que la série de 
iaylor envisagée 11’est pas absolument sommable (B) à l’extérieur 
du polygone. Sur le contour du polygone, correspondant à cet 
égard au cercle de convergence, la sommabilité est douteuse.

l’étude de LA SÉRIE DE TAYLOR A COEFFICIENTS QUELCONQUES 

AUX POINTS SINGULIERS DU POLYGONE DE SOMMABILITÉ (1 ).

6. Nous 
les limites

avons \u que les moyennes exponentielles, c’est-à-dire 
pour a — oc, représentent bien la valeur de la fonction 

aux points réguliers du cercle de convergence, mais elles peuvent 
avoir une limite aussi dans d’autres points du cercle. Par exemple, 
soit x0 un point singulier d’ordre négatif situé sur le cercle de

(■) Voir surtout le Chapitre lit de noire Essai dans le Journal de Mathé­
matiques 1909 et la Note citée des C. fi., t. 153, page 8oy

i
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convergence, ou sur un côté et non dans
CHAPITRK III.

sommet du polygone
de sommabihe et soit f [xf) la valeur limite de fi^x') quand 
s’approche de ,r0.

un
on

On a nécessairement

(.3) lim B (a, x0) = /O0).

Nous pouvons écrire, en eilet,

J (x) — fl (x) + fo(x),

ou ffx) est (I ordre négatif sur le cercle entier du rayon J J 
et f2(x) est holomorphe en x0. De plus, ce point se trouve à 
I intérieur du polygone de sommabilité attaché à f2{x), car, ou 
bien x0 est sur le cercle de convergence et alors la remarque est 
évidente, ou bien il se trouve sur un côté du polygone attaché 
iXf(x) et, dans ce cas, le contour du nouveau polygone coïncide 
avec celui du premier, sauf que le côté passant par x() est biffé.

Mais, d’après le théorème correspondant du Chapitre précédent, 
la série de Taylor, qui représente/, (x) à l’intérieur du cercle de 
rayon | x0 |, converge encore en x0,

lim s'n(x0) = fi(x0)

et, a fortiori, 

04) «-"/"“S s'uM~= fi(xy).

n = 0

D’autre part, grâce théorème fondamental de M. Borel, 
démontré dans le paragraphe précédent, les moyennes exponen­
tielles relatives à f>(x) et formées en x0, tendent, pour « = oc, 

la limite bien déterminée/2(#0), de sorte que

au

vers

1 Tl e~a ^s"^x^^=f^xO

qui, joint à (i4), nous donnece

!ÎLC_e2 [S'U M + s"(xO] ~J = Ihn e-« V sn(x0)Tl = f(x0).
n = 0

Le théorème est démontré.

i



Si f{x) esl d’ordre négatif au point xb du cercle de conver­
gence, elle a nécessairement une limite bien déterminée quand on 
s’approche d’un point quelconque d’un petit arc de cercle com­
prenant x0 à son intérieur. Nous disons dans ce cas que la 
fonction limite de f{x) existe pour cet arc; d’ailleurs, cette 
fonction limite est continue et à écart fini dans le cas considéré.

Supposons encore que la fonction limite existe pour un tel petit 
arc. On a le théorème :

Si la fonction limite de f{x) est continue et à variation 
bornée en x0, on a. nécessairement

lim B(rt, o?0) =/(a?o).
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Comme par hypothèse,

lim sup. I/O) IS A,
x = .r0

nous pouvons décomposer/(a?), grâce au lemme général de la 
séparation des singularités (p. (io), de telle façon qu’on ait

/O) — fi. O) -+-/2O) =2 b,cnx,l\

71 = 0 71 = 0

où lim b h = o et f>(x) est holomorphe en x0. D’ailleurs, la

fonction ffx)=f(x)—f2(x), comme les fonctions f et /2, est
arc de cercle compre-eontinue èt à variation bornée sur un petit 

nant x0 à son intérieur. Le théorème de la page 36 nous assure 
donc que la limite

lim (60+ b[Xb —... -+- bnx g) — /i ( xb )

existe et, a fortiori,

lim (60-i- ùi^o + - • • + bnx%) ~ =fi(x0).
71 = 0

La démonstration s’achève, dès lors, comme celle du théorème 
précédent.

De même, si x0 se trouve sur un côté (et non dans un sommet) 
du polygone de sommabilité. La série de Taylor qui représente

i
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fi (x) autour de l’origi 
car, dans Ja decomposition de f(x), on peut prendre pour cliemin 
d integration le segment (a, ¡3) d’une part, et la ligne ¡3y8sa de 
I autre (fig. o). Il suliit d’ajouter cette remarque

Fig. f).

I x0 ¡ pour rayon de convergence.ne aura

au raisonnement

fi
y. o

\1H \œ

2

0.

y
X

précédent pour démontrer le théorème en question. En résumé : 

Les moyennes exponentielles ont une limite pour a

du polygone de 
au voisinage duquel f(x) 

fonction limite continue et ci variation bornée.

= co en
chaque point du cercle de convergence 
sommabilité (sommets exclus)

3 ou
1 a une

/. Si 1 on ne suppose plus l’existence d’une fonction limite, 
doit recourir

on
moyennes exponentiellesaux

B^(a,x0) = sn
7f = 0

formées par les moyennes arithmétiques simples des s,t(x0).
I ar le lem me fondamental de la décomposition de f(x) 

(p. do), joint aux théorèmes du numéro I du Chapitre II. 
démontre facilement les théorèmes suivants :

on

Si à l intérieur du cercle de 
du polygone de sommabilité

convergence ou à V intérieur

lim fix) — A,

on a nécessairement
lim B ar0) — A.

¡

f



[Mus généralement, si à l ultérieur du cercle de convergence 
ou ci Vintérieur du polygone de sommcibilité,
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iim sup.|/(>) J ^ A,

on a nécessairement

lim sup.| B(l’(a, xQ) [ 1 A.

En résumé, la suite

(iâ) Iim B(1,(a, x0),

formée en un point singulier du cercle de convergence ou du 
polygone de sommabilité (sommets exclus), nous décèle l’allure 
générale de la fonction en ce point, même si l’on ne fait aucune 
hypothèse sur les coefficients tayloriens qui définissent f{x).

En ellet, si la suite (15) a une limite bien déterminée, f(x) en a 
de même pour x = x0J du moins le long du rayon (o, x0). Si (i5) 
n’a pas de limite, mais si elle est bornée en valeur absolue, 
l\x) est indéterminée à I intérieur du cercle ou du polygone au 
voisinage de x0, et elle est bornée à ce voisinage. Enfin, si la limite 
supérieure pour a = cc de | .r0) | est infinie, f(x) devient
infinie au voisinage de ¿r0.

Regardons de plus près le cas où (i5) n’est pas bornée. Il en 
résulte, en particulier, que |B(a, x0) ¡ n’est pas bornée non plus 
pour <2 = oc. Nous allons voir que le degré d’infinitude de ces 
moyennes exponentielles simples pour a = 00, et, a fortiori, 
celui de B(,)(a, x0), est en relation directe avec le degré d’infi­
nitude de f{x) en x0.

<8. Pour cela, nous devons établir quelques propriétés relatives 
à la croissance des fonctions entières dont nous nous servons pour 
représenter la fonction donnée. Afin de montrer 1 idée fondamen­
tale de la méthode qui nous conduira à ces résultats, nous allons 
examiner tout d’abord la fonction exponentielle.

Soit donné
a'1ea

71 =0
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M. Boréi (1 ) a remarqué que Tordre de grandeur d’une fonction 
entière a coefficients positifs ne dépend pas également de tous les 
termes de la série; au contraire, si Ton n exige pas une évaluation 
très précise, un ou quelques-uns de 
d’ailleurs à l’infini 
de la fonction.

Nous allons développer cette idée pour évaluer exactement le 
degré d’infinitude de certaines fonctions entières à coefficients 
positifs.

Prenons A pour un nombre positif supérieur à i, et désignons 

par b la partie entière de -r■* de sorte

CHAPITRE III.

termes, qui s’éloignent 
pour a = oo, donnent déjà l’ordre de grandeur

ces

(pie

*
= b -hrn

OÙ
0^7) < I.

La somme des b premiers termes du développement de ea 
divisés par ea tend vers zéro pour a =

En ellet, pour un a
oc.

quelconque, les deux plus grands termes de 
la série envisagée sont ceux dont les indices sont a — i et a ; par
suite

a / \ a abA.(a) — I -+- y! -H.. .H- < b

Appliquons maintenant la formule de Stirling sous sa forme

ab
¿rr

b ! = rl(b)(b 4- i) *^-(6+1^(16)

où
fini rfb) — \Tïr..

Nous avons

eu "
ah
b + -

T](b)(b-Ht) 2 g—U>+\)+a
et

ea ^
bk*(17)

T\{b){b -+-1)*

(') E. Boiikl, Leçons les séries ci termes positifs, p. 58.sur

/



L inégalité (i~) peut donc s’écrire

.. B (a)uni sup.-------A-» a

D’où l’on conclut que, r étant un nombre quelconque,

ar A (a)

où
= O.

( 18) = o.ea

9. Regardons de plus près les termes du développement ea dont 
les indices sont supérieurs ou égaux à la partie entière de ak.

Je dis que la somme de ces termes divisée par c" tend aussi 
vers zéro.

Désignons par b la partie entière de ak, de sorte que

ak = !> -+- rn
ou

o S -/¡ < i.

LA MKTHODE DE LA SOMMATION EXPONENTIELLE. 9>

car
a < k(b -4- i).

Examinons maintenant le quotient

kkk>> — /i~‘0 k — 1

Pour que ce rapport tende vers zéro, il suffit que

k
ek~x <'

qui est évident, étant donné quece

(k — ,)*ek-~l — i -+- k — i -H •i
Posons

i
kk = c,k— 1

e k
dont nous savons que

o < c < I.
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Ecrivons la somme envisagée sons la l’orme

a>> a a aB ( ci ) = ÄT b + i b + ib -+- i

et remarquons que
ka <6 + 1,

c'est-à-dire
a

et, a fortiori,
a <b + i

D’où il résulte que
ab i
6! /7=^‘B(«) <

Appliquons de 
forme (16) ; nous aurons

B(rt) < J——

la formule de Stirling sous lanouveau

a<>

ri(b)(b I) (¿H-1)

et
B (a) k i

ea T
rt(b)(b + i)2 kb e-(«-t-r,+i)+£ti

car
b + i

Démontrons que
gtit/v—1)

Il NI - = o ;» kUA
pour cela, il suffit que

e /v~1
-T7T < l.k'<

On peut vérifier cette inégalité de la façon suivante : 
Ecrivons-la sous la forme

ek~x < k,c,

et prenons le logarithme des deux membres

k — i < k log6.

11 suffit évidemment de vérifier cette inégalité plus simple.

(»9)

:

1
—

>•
! -

>-
 -



Par suite, nous concluons 
nombre quelconque,

comme auparavant que, r étant mi

ar B(«)( 20) = o.ea

Ajoutons qu’on peut démontrer de la même manière que le
terme maximum, et, par suite, la somme d’un nombre fini de 
termes divisée par e", tend 
de ea n’est donc déterminé

vers zéro. L’ordre de grandeur 
que par un nombre toujours croissant 

et nous avons essayé de réduire le nombre des 
importants au strict minimum.

aussi

de termes termes

gÆ—1
ck*

avec
c < I.

LA MÉTHODE DE LA SOMMATION EXPONENTIELLE. 

Au point k — i, toutes les deux fonctions de k,

k-1

97

et k log/,:,

prennent la valeur zéro. Dans le point k = <?, la fonction k log k 
est supérieure (de l’unité) à la fonction k - 1. Donc, si, pour 

> V 1 inégalité (19) cessait d’être vérifiée, la dérivée de la

k\ogk — (k ~i)
fonction

devrait avoir une racine supérieure à 1. Mais celte dérivée 
justement log k. On peut donc poser

csl

(21) lim X,w>

10. A I aide de ces considérations, nous allons démontrer le 
théorème suivant :

S ou donnée la fonction entière

n !
où

/> étant un nombre réel quelconque. L’ordre de grandeur de la 
fonction J [a) est determiné d une manière très précise par

D.
7

I

m wmmÊÊÊmm

II



y8 CHAPITRE III.

i' équation
fia)

lim(22) = a.« a¡’ ea

En eilet, d'après la condition (21),

o(x) — 2 «/'+ s„ nP 

lim e„ = o.
avec

Par suite,
V a'1tn nP — j j
H—0

fia) = z¿.
n— 0

et, d’après le théorème de Cesàro 7

a'1
/ , —^ n.
V

lim
<7"
«y

30 V /?/'—
H = 0

Il suffit donc de déterminer l’ordre de grandeur de la fonction

- . XT' nPanA(«) = y —
// .

n — 0

Pour cela, nous allons étendre à celle fonction les résultats 
acquis tout à l’heure relatifs à la fonction exponentielle.

Regardons, tout d’abord, la somme A '(a) des b premiers 
termes, b étant la partie entière de j et k >* 1. Lne limite supé­
rieure de ces termes est

ahb P bl’

donc
A.'(a) < b,J A (a) ;

par suite encore, d après (1 8),

y (a) —
(23) = o.eu

Prenons ensuite la somme B'(a) des termes dont les indices 
sont égaux ou supérieurs à ka, et soit de nouveau b la partie 
entière de ka.
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On a

— ~ bi’-h (b -f-1)/' a -■ -+■ (b -+- ‘l)!> ~r~~ -j-----0+10+2
a

Soit ia un entier plus grand que \p \ + i et laissons de côté 
les 4 ¡J- premiers termes de B'(a). Gela est permis, car nous avons 
démontré que la somme d’un nombre fini de termes du dévelop­
pement de ea divisé par ea tend vers zéro, comme un nombre 
inférieur à i. élevé à la puissance a. 

Regardons maintenant le ( 4 ¡a -+ i ) terme de la paren­
thèse en remplaçant p par le nombre plus grand ¡a. Ce terme est

a'*V-(b -+ 4 JA)fA
( b -H I ) . .. ( b -+- 2 «a ) .. . ( b 4- 4 ¡A )

Etant donné que, pour r> i y.,

6 + í¡í. + /'<(6 + /’)2,
on a

+ 4 [A
<r(b 2 [A -4- /’) ( b -+- 2 [A -f- /• ---- ( )

de sorte que
(b -4- 4;a)!¿

< r.(¿>-+-2¡A—t—i)...(6-+4[j(.)

On peut donc écrire

a<‘ a a aB'(a)<P*n(a)-f i -+ +
(6-H 2 ¡JL) ! b-h 2 ¡A -f- b —(— 2 [A -+- I b -+-2 [A -h 2

et

(b -+- 2¡a)! k — i ’

kR (a) •+"
où

ï\u(a)—------ - = o.e'i
Mais

ab+,*V- < ôôF-îR
= ~FT *

d où il résulte comme auparavant que

(6-4-2 ¡A ) !

B'O)(24) lim = c.ea

V
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Il suffit donc, pour envisager l'ordre de grandeur de la fonction 
entière,

CHAPITRE III.

an/h«) =2 n/’ —r J n !

de considérer les termes dont les indices sont supérieurs à et 
inférieurs à a/r, k étant un nombre supérieur à l’unité.

II. On voit ainsi facilement qu’en désignant cette partie du 
développement par G {a) et la partie correspondante du dévelop­
pement de ea par C(îz), on a pour p >- o

( J C(a) < C'(a) < (ak)i’ C(a).

A'(a) + B,(q) + C'(a)
Donc

■AO) _
aP ea

lim sup. lim sup. < kPaP ea
et

/iO) _ A'(a)4-B'(a)-t- C'(a) > ilim inf. lim inf.
aPea

car
C(«) ea — A (a) — B(a)lim = i.

ea ea

Pour p •< o, la limite inférieure devient la limite supérieure et 
inversement.

Examinons enfin les points limites de la suite

/b>>I i m
aP ea

Nous avons trouvé que tous les points limites sont entre 
~ et kP. .le dis que le seul point limite est l’unité. En ellet.

soit .x0 un autre point limite de la suite ; je prends k assez voisin 
de i pour que

< J i -=-Xo I, 

I kP — t I < 11 — x0 I,

ce qui est toujours possible, étant donné que k peut être aussi 
voisin de l’unité qu’on veut.

ii
kP

>-
i a

a



Mais, dans ce cas, x0 n’est pas entre ~ et k? ; donc x0 ne peut

pas être un point limite de la suite envisagée.
On en conclut que

LA MÉTHODE DE LV SOMMATION EXPONENTIELLE. IOI

V1 <2"

I i 111 = Iai’ea

ce qu’il fallait démontrer. 
Plus généralement

kti
V n?[loSn]<i'-^

(-25)

2"P[!ogn]7 ~
Tl — 1

fin ellet, dans les inégalités fondamentales (a3) et (a4), p est 
nombre quelconque. Prenons le supérieur à p > o et remar­

quons que
un

^ ap( Iogn)7 > ea.V
n~ 0

On voit que l’égalité (a5) est démontrée. 
D’autre part

lui kn kn
[log |"V":<2?

< «P[ log/i]7 < k?ap [ log/itt]7^jjr ^-7 ,

n= I

k? n .
n in=k

c’est-à-dire

2"P[|ogn]''2-j

n?'Í“P""'»aP[loga]T 5
et

Vnp[log/z]7^
ilim inf. -—i

we“aP[log«]7
car

f loga ± log/c]7lim = i,[loga]7

✓

s



On entrevoit donc facilement que

B7»P (a, i) I
(a6) „ ap[loga]7 f(p + i)

12. Ces calculs effectués, nous pouvons établir facilement le 
théorème suivant (1 ) :

Si, au point x0 situé sur le cercle de convergence ou sur le 
polygone de sommabilité (sommets exclus), f{x) est de la 
forme déjà examinée,

PW Jog
X

(27) /O) = X \ P
x0

on a
]im B(a^o) = A7 

rtP(log«)7 r(p-f-l)

Comme auparavant, P? (s) est un polygone en z de degré <7, 
A? le coefficient de s? et j]>(x) est d’ordre o' < p au point ¿r0. 

D’après la dernière hypothèse,

(28)

/lO) =/ï(3?)-+-/3(îP) = ^ C/l ^ ¿4 3?",

n = 0

où y*2 (¿r) est régulière à l'intérieur du cercle de rayon | ¿c01 et 
d’ordre pz + £ <¡ p sur la circonférence ; fz{x) est régulier au 
point x0. Par suite, les sommes exponentielles de f3(x) formées 
en x0 tendent vers f*{x0) et, divisées par une quantité qui tend 
vers l’infini, deviennent o.

D’autre part, les sn(c„: ¿r0), formées pour la fonction f2 (x ) au

CHAPITRE III.

d’où, k étant aussi voisin de l’unité que l’on veut,

102

r , n Cl'1^/iP[logn]7 —

= 1lim - r. n 
^ e“aP[loga|7

(!) P. et V. Dienes, toc. cit., p. 4°9-

I



m3LA MÉTHODE DE LA SOMMATION EXPONENTIELLE.

point x0, satisfont à la condition

j j ^ S/r ( C n i )
(>9) — o.n?

En eilet,
.

fi O) = ^ bn x’1 = V bnx'¿ z« :
fl — 0n — 0

exprimons maintenant que son ordre sur le cercle • de rayon i 
(au plan des z) est p' + £ <C p- On aura

log| b„x[\ 1
= P'"+r E—I < P — I.Jim sup. log n

Donc, pour ?i assez grand,

e' étant arbitrairement petit. Ce qui montre immédiatement que, 
pour n assez grand,

s,j(c„, x0) = I ¿>04- 61^0 + . • •+ bax'¿ I < np-£'

comme il fallait le démontrer. 
Formons les sommes

;

n!
B ( e«, a, x0 ) = —-----—

on a
X” , a" > nP-e —P(a)

71 = 0B(c„, a, x0) <

P (<2) étant un polynôme.
Mais nous avons vu que

ea

, a'1> /iP-t —,X'’ , «"> np-s —7n !
= lim1 i ni — o,aPea a'1* VT1> il? n\

d’où enfin
B(c„, a. a?0)

lim aP
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Les sommes exponentielles de la fonction envisagée sont 

\i(a, xü)-+- B(c„. a, x0)-+- B(dn, a, x0),

donc, d’après (26) et (29),

B (or, x0) _ A7 
» titP[log«jv r(p ■+■ i)

C'est la relation générale cherchée entre les points critic/ 
a Igébr ico-logarithmiques situés 
bili té, cC une part, et les coefficients tay lorie ns qui figurent 
dans B (a, xf, de Vautre.

(3o) liai

lies
le polygone de somma-sur

!
On voit sans difficulté cjue la formule (2“) contient,

ues logarithmiques, les 
ues algébriques et les points 

qu’elle soit épuisée par les sin-

comme
cas particuliers, les pôles, les points critiq 
pôles logarithmiques, les points critiq 
algébrico-logarilhmiques, sans 
gui a ri tés énumérées. Nous remarquons que, tout en satisfaisant 

conditions indiquées, le point x0 peut être situé même 
ligne singulière. Au fond, il ne s’agit que de la partie domi­

nante de la singularité, c’est-à-dire de la partie qui montre de 
quelle manière la fonction devient infinie

'

aux sur
une

point envisagé.au

Id. Le théorème général démontré précédemment est valable 
pour une série de Taylor quelconque, définissant une fonction 
analytique, mais il a le défaut de ne s’appliquer qu’aux points 
singuliers situés sur le cercle de convergence 
de som mabili lé ; par contre, il a une

ou sur Je polygone 
remarquable simplicité, 

grâce à l’idée ingénieuse de M. Borel, d’employer pour fonction 
somma trice la fonction exponentielle ex. 11 
chercher à étendre le champ où peuvent être situés les points sin­
guliers de Ja nature indiquée, pour qu’ils puissent être atteints par 

méthode analogue à la précédente et dans la généralité et 
dans la simplicité. Une pareille généralisation nous est fournie 
immédiatement par la sommation exponentielle généralisée de 
M. Borel (*), où l’on prend pour fonction sommatrice e“' au lieu

reste qu’àne nous

une

U) E. Borel, Leçons sur les séries divergentes, p. 129, Paris, Gauthier-Villars, 
if)01-



de en, c’est-à-dire où la fonction f{x) est représentée, dans un 
domaine assez étendu, par la formule

LA MÉTHODE DE LA SOMMATION EXPONENTIELLE. io5

~mà ni
f(x)= li m

a,rn

Soit x0 un point singulier de la fonction envisagée où elle s’écrit 
sous la forme (27). Faisons une supposition analogue à celle qui 
exige que le point singulier en question ne coïncide pas avec 
un sommet du polygone de sommabilité, c’est-à-dire supposons 
que x0 ne soit exclu du domaine de sommabilité d’ordre r que par 
l’effet de la singularité à ce point. Plus précisément, supposons 
que le domaine de sommabilité d’ordre r de fs(x) contienne 
déjà x0 à son intérieur. Dans des cas pareils, nous dirons que x0 

est atteint par cette sommation.
Dans ces conditions, on peut refaire le raisonnement précédent 

qui nous a conduit à la relation (3o). 11 ne faut que calculer les 
sommes exponentielles généralisées d’ordre r de la fonction

[los77bî
( i — a?)P

au point i.
Par définition, celle somme s’écrit

NVp^'
111 n !

BV-P(n, 1)=
^ arn
Zd~â\

•u
Mais la relation (21) du Chapitre II montre que sa croissance 

est égale à celle de
V" r Tpi T arn

I XT1 a1'11r(p + i)> —n !
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Posons ar = b cl prenons log n au 
aurons à examiner ainsi la croissance de

CHAPITRE 111.

lieu de log n + log /•; nous

/■? ^ nPflog/iW-^-- 
n !

n = 1

^ bn
r(P 02, n!// ~ o

de sorte que
.. i)
Jim -——-----— — ----------------)

rt = oo ¿>P[log¿>]p P(p -+- 1)
/'?

ou bien, en remplaçant b par ci'\

lim —° = ____
a = * ar?(\oga)(i F(p

On démontre maintenant la relation générale cherchée 
méthode identique à celle dont nous nous sommes servis précé­
demment. La formule

/•?+'/(3i)
0

par une

\ xo) _ cP+7
L «''PCloga;-? “ F(p -n/ 7(32) lim

est la généralisation de (3o) 
pour r = i.

lequel elle coïncide d’ailleursavec

0/¿ par la dernière formale que les sommes exponen­
tielles généralisées Br(a,x0), formées en un point singulier 
atteint par la méthode, sont en r elation simple avec la struc­
ture de la singularité, dont elles permettent de déterminer la 
partie dominante.

Dans la notation introduite par M. Borel (4), 
exprimer le résultat comme il suit:

Si la croissance de la fonction

nous pouvons

est[

p ■+■

celle des sommes exponentielles généralisées d’ordre r est

(0 E. Borel, Leçons sur la théorie de la croissance, Chap. I. Paris, Gaulhier- 
Villars, igio.
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V fois plus grand; en effet,

[? + r/à] r = pr + q-r,

et le second membre de la dernière égalité est le symbole de la 
croissance de

i

«'■?(/’ loga)?

pour a — oo.

On sait que la portée des sommes exponentielles généralisées 
peut effectivement surpasser celle des sommes exponentielles 
simples. Par exemple, si 1 ensemble des points singuliers de la 
fonction n’a d’autres points limites que 1 inlini, ou s’il ne contient 
qu’un nombre fini de points, les points qui peuvent etre atteints 

la méthode, comme l’a montré M. Borel, sont aussi près qu’on 
veut d’un point quelconque du plan complexe. D’autre part, 
la relation (3a), quoique plus compliquée que (3o), ne laisse pas 
beaucoup à désirer en ce qui concerne la simplicité.

Ce que nous avons encore à faire dans cette direction, c’est de
plèteinent possible des restrictions 

relatives à la situation de la singularité étudiée. Comme, pour 
étudier un point singulier, nous avons besoin d’une représen­
tation de la fonction dans des points réguliers tendant vers le point 
en question, et comme toutes ces représentations se font par des 
fonctions entières (ou polynômes), c est-à-dire par des fonctions 
uniformes, il est impossible que le même développement permette 
de soumettre à ces recherches le plan complexe entier.

Une autre exigence, la simplicité des résultats, rend nécessaire 
choix définitif entre les représentations 

l’on veut examiner des singularités moins simples. Nous allons 
montrer dans les Chapitres suivants qu’il y a des méthodes qui 
satisfont à toutes ces exigences.

par

nous affranchir le plus coin

connues, surtout siun



[

CHAPITRE IV.
L’ÉTUDE DES SINGULARITÉS 

PAR LA MÉTHODE DE M. MITTAG-LEEULER.

1. Nous avons vu dans le Chapitre précédent (pie les singularités 
situées en dehors du polygone de som mabili té ne se trouvent plus 
à la portée de la méthode exponentielle pour pouvoir étudier les 
points singuliers qui ne sauraient être atteints par cette somma­
tion, nous devons tout d abord pousser plus loin la représentation 
des fonctions analytiques alin d’arriver à des domaines d’holomor- 
phie de plus en
d examiner la relation entre failure de la représentation 
Point singulier et 1 allure de la fonction au voisinage de ce même 
point, de chercher des développements cpii représentent pour ainsi 
dire même les singularités, notre choix doit se porter sur la repré­
sentation où cette correspondance entre formule et fonction est la 
plus simple possible.

Mais

plus étendus. D’autre part, comme notre but est
en un

poui arrivera des résultats précis, il faut distinguer assez 
nettement les deux côtés du problème ainsi formulé. En eilet, 
failure de la fonction 
deux sens

voisinage d’ point singulier peut avoir 
bien différents. D abord la fonction peut tendre

s’approche de ce point sur 
à l’intérieur d'un domaine de forme déterminée; elle 

peut être bornée dans le domaine envisagé ou bien elle peut y 
devenir infinie, etc. Ce sont des allures générales où l'on ne spé­
cialise pas davantage la nature de la singularité 
<{u en beaucoup de questions de 1 analyse, 
distinctions-ci qui jouent le rôle prépondérant.

D autre part, on peut se demander comment les singularités 
toutes particulières, comme un pôle, un point critique algébrique 
ou logarithmique, un point essentiel, etc., dont le nombre est 
d’ailleurs très limité

au un
vers

valeur bien déterminée quand 
une ligne
une on

ou

et nous savons 
ce sont justement ces

se manifestent dans failure générale de la



" f(xy) E 
y — '

( )djr'i
i2 ~ L

où E(æ) est une fonction entière telle que E(o) = i et S est le 
contour d’une aire simplement connexe dans laquelle, frontière 
comprise, f [x y) est holomorphe. S doit être parcouru dans le 
sens direct et embrasser les deux points y = i et y = o.

Dans ces conditions, l'intégrale considérée est égale à la somme 
de deux autres ayant pour chemin d’intégration une petite courbe

représentation au point considéré. Dans l’étude de la correspon­
dance entre formule et fonction, on doit donc distinguer la corres­
pondance entre la formule et l’allure générale de la fonction de la 
correspondance entre la formule et les singularités particulières de 
la fonction étudiée. Les deux problèmes ainsi séparés impliquent 
des difficultés bien distinctes.

Nous commencerons l’exposé des recherches de ce genre par 
l'étude des représentations moins compliquées et valables dans 
l’étoile ordinaire pour arriver après, dans le dernier Chapitre, aux 
représentations très générales dont la souplesse dérive de l'intro­
duction d’un paramètre et d’une courbe arbitraire génératrice de 
l’étoile curviligne correspondante.

Nous verrons que les résultats relatifs aux singularités particu­
lières, pôles, points critiques algébriques ou algébrico-loga- 
rilhmiques, obtenus par la méthode que nous allons exposer, 
seront complets et précis, et que, par contre, l’allure générale de 
la fonction, au moins dans l’état actuel de ces recherches, ne 
se révèle pas très nettement dans ces représentations.

ÉTUDE DES SINGULARITÉS PAR LA MÉTHODE DE M. ■UTTAG-LEFELER. log

LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA SOMMATION

E (a).DU TYPE

2. Nous allons tout d’abord généraliser, avec M. Mittag-Leffler (*), 
la sommation exponentielle, de façon que les moyennes ainsi 
définies représentent la fonction étudiée dans l’étoile entière. 

Prenons à cet effet l’intégrale

(1 ) M. Mittag-Leffler, Sur la représentation d'une branche uniforme 
d'une fonction monogène, 5e Note. ( Acta math., t. XXIX, it)o5).

;
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autour de o, respectivement autour de i,

vÍtSM ) fjr-?■(!)*I I
dy=2 T: Z 2't V

Ax y)l E(?)dfi
A T Z J — I

Mais pourjK=i, le résidu de la fonction sous le signe j 
f (x)E(a), de sorte que

f (“)dy-
Js y — ' VyJ '

est

f flY E ( ) dy = f(x)E(a).
im y \ /

i i
ATT Z

Calculons, d autre part, le résidu pour y = o de la même 
fonction. Posons

A TT Z" v

E ( .r ) c„x",
71 = 0

et nous aurons
Y ç»*7"

j «

Comme cette série converge uniformément
fix v)

, • • . , I—yterme sur la série ainsi obtenue :

E( -
sur le petit cercle (o), 

et effectuer l’intégration terme àpeut la multiplier paron

f v^v
*- (0; \

r Jim,, (*)dr=
e») y -1 \yJ “

l I
•2 77 Z ‘2 - Z Z"

OÙ S„(x) — rt0 «i .r -j- ... -\-a„xn de façon que
/* ~y E(~) dy — «1^-+-• • .+ « Z, 37" )c,

«-(O) •/ 1 \ J /

i
ATT Z

zi = 0
et

^ ( «0 "i- O 1 37 ■+•. . . -+- ZZzz 37" ) C,i-t- j Cl zz + 1

/O) =
I -t-'V C,H-, Zl"+1

,(5s-( )*•2 TT i E ( a )

Pour arriver à notre but, il ne nous 
lions entières E(x) telles que

lira

reste que chercher des fonc-

r AX.V)
s y *

i
(0 dy — O.

X
 I a

X
 i a

ö 
I 
r*X

X
 I a

X
 i a



Soit D un domaine fini de x, situé entièrement à l’intérieur de 
l’étoile attachée à f (x), et soit E(#) une fonction entière à 
coefficients positifs, telle que, 0 satisfaisant aux inégalités

E = 0 S 2 TT — £,

ÉTUDE DES SINGULARITÉS PAR LA MÉTHODE DE M. MITI’AG-LEFFLER. I I I

on ait d’une manière uniforme

lim E(pe'û)
P = -

Nous allons montrer que toute fonction entière, assujettie aux 
conditions indiquées, satisfait déjà l’égalité (i); l’expression con­
sidérée dans (i) lend uniformément vers o pour le domaine D. 
Il suffit pour cela que l’on ait, d’une manière uniforme,

E ( ax ) 
x E (a)

(2) = O.

lim(3) = o,

en tant que x appartient à un domaine fini, situé en dehors de la 
partie de l’axe réel entre i et + co ; c’est le contour d’un tel 
domaine que décrit j quand y parcourt la courbe S. D’autre part, 
D étant fixé, on peut prendre S, assez près du segment (o, i) pour 
que xy reste à l’intérieur de l’étoile quand y varie sur S et x 
dans D. Ainsi la fonction

A*r)
'—y

a un module maximum H et l’on a
III Max de E

ßyy) e( )dy JIXI < E (a)I i(a) »—y

où l est la longueur du contour S et y est tel que le module 
de è ) prend sa plus grande valeur sur ce contour à ce point. Il 
nous reste donc à démontrer l’égalité (3).

Remarquons pour cela qu’on peut toujours tracer un cercle de 
ravon suffisamment grand, en particulier plus grand que l’unité, 
pour que le domaine entier soit intérieur à ce cercle.

Entourons, d’autre part, le segment i----- h co d'une bande assez
étroite AA/B R, de façon que le domaine dont le contour est décrit 
par — = x soit à l’extérieur de cette bande.

Y

y 
I a

N
 i $
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Partageons ce domaine en deux parties : l’une A, extérieure à 
I angle AO B, l’autre A2 intérieure à A/OB'.

CHAPITRE IV.

Fig. 6.

X

A

\Z

/
/

Par hypothèse, en 
d’après (2),

choisissant s plus petit que l’angle AO.r, 

I i m E ( to X ) = o

manière uniforme, quand x varie dans V<1 une
quantité tax est aussi intérieure à l’angle AO B. A fortiori

car avec x la11

E {tax)
E ( ta )

tend uniformément ' ei s o pour co— co dans toute aire finie 
extérieure à l’angle AO B, en particulier dans le domaine A,.

Envisageons maintenant A2, c’est-à-dire la partie de V qui est 
située dans l’aire limitée par OA', OB' et par l’arc du cercle A'B'.

Le plus grand module de ^ dans A2 est le module de A'(ou 
celui de B'), de sorte que dans ce domaine

i -a? I < OA' = 6 < i.

D’où il résulte que

I \i{tax J < \i(t,)b)

caries coefficients de E(ar) sont positifs. 
Ou encore

E ( (o bI E (tar) j i)<E ( to ) E ( to )
lpour un x quelconque pris de V2.

Appliquons maintenant le théorème de Cesàro, généralisé pour
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les fonctions entières, aux deux fonctions
113

E ( w b ) — X/l b» 0j/t

et

E(w) = Va»»".

On obtient
E ( to ¿» ) a» b'1 — o,= « E(w)

car b <; i.
D’où l’on conclut que

E ( to X )
L™

d’une manière uniforme dans l’aire A'OB'.
On arrive ainsi au théorème fondamental de M. Mittag-Leffïer

ons analytiques dans l’étoile

= o,

la représentation des fonctisur
?

y isll(x)cll+xa'^

(4) f(x) = lim

n = 0

La convergence vers f{x) est uniforme pour un domaine fini I) 
(|uelconque de à? à 1 intérieur de l’étoile.

La fonction entière à coefficients positifs

E(«)
n = 0

est nommée fonction entière sommatrice. Toute fonction entière à 
coefficients positifs satisfaisant à la condition (3) est une fonction 
sommatrice.' Par exemple, M. Lindelöf montre que

l3<» = V a'1 (P>i)¿u I log(/t + ß)]*i
satisfait à (3).

Plus généralement, la méthode de M. Lindelöf (1 ) prouve que

(1 ) E. Lindelöf, Calcul des résidus, p. 121.
D. 8

S

a
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fonction entière à coefficients positifs peut servir pour 
fonction sommatrice, si les coefficients tayloriens peuvent s écrire

cn— <?(«),

114

toute

où v(n) est holomorphe à droite de l’axe imaginaire, de même que 
sur cet axe et si, e étant aussi petit qu’on veut, on a pour o 
grand,

assez

2 “ ‘ ~ 2
I cp ( p e'4' ) I < e£P,

Nous désignons les expressions

V sn(x)c„+i an+l

(a—> x)M (x, a) —
2 cnan
n = 0

par « moyennes dess„(x) du type E(a) ».

3. Soit x0 un sommet de l’étoile attachée à/(a?) et regardons la
suite

^s»(iPo)c«+i a
n — 0M (x0, a) =

Le théorème d’Abel correspondant manque ici, c’est-à-dire que, 
supposons que cette suite tende pour a = oc vers une limite 

bien déterminée, nous ne savons pas si l’on peut en conclure que 
valeur f(x0), en s’acheminant vers x0 sur le

si nous

f {x) tend vers une 
rayon (Ox0), ou peut-être à l’intérieur d’un domaine entourant ce
segment.

Mais la réciproque est vraie. Si, à Vintérieur du triangle ab O 
dont le côté arbitrairement petit ab est un arc du cercle de 
rayon \x01, la fonction étudiée f(x) n'a pas de points sin­
guliers, et si ci l'intérieur de ce domaine, c'est-à-dire pour 
chaque chemin aboutissant à x0 et situé entièrement dans ce 
triangle,

lim f(x) = A,
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on a nécessairement
MITTAG-LE F F LE H. 1 I ;»

-vp -+- s i ( a,’0 ) -+-. . . -i- sn( yn )
cn+1 «,i+1n -j- i

lim n- = A.
2 c" a'1

La démonstration de ce théorème repose sur la généralisation 
immédiate de notre lem me 
(p. 6o).

En prenant pour chemin d’intégration de l’intégrale de Cauchy

la séparation de la singularitésur

/(» = A f ÆL
•X 7T l J Z — X

é/v j

la courbe a'b'cda' où l’arc de cercle (cd) est situé à l’intérieur du 
cercle de convergence de la série de Mac Laurin (fig. 7 ), on

l'ig. 7-
b
l’

f d

0

peut refaire, sans aucune difficulté, le raisonnement qui nous a 
conduit au lennne important. Il en résulte que si f (x) satisfait les 
conditions énumérées dans le théorème précédent, 
râlement si elle est holomorphe à 1 intérieur du triangle arbitrai 
renient petit ab O et si à l’intérieur du triangle

plus géné-ou

H«|/(*)|£A

peut décomposer/(jr) de façon qu’on ail 

f(x) =/i (37)4-/2(07);

on
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fy (¿c) — ^bnxu est holomorphe à l’intérieur du cercle de rayon 

|^o| et
lim bnx'^ = o ;

d’autre part, /a(ar) = '£dnx" est holomorphe le long du

rayon (o,#*)’, extrémité comprise.
Cela posé, formons les moyennes M, (x0, a) du type E(a) des 
yennes arithmétiques des s„(x0) et démontrons tout d'abord quemo

si les moyennes arithmétiques des s^(x0) = d0-j-d,x0 -4- • •• -h dnxn 
sont désignées par <j"n(x0) on a

= 0 — fï(x o)-lira -(5)
V CH

En effet, x0 se trouve à l’intérieur de l’étoile attachée à /2 (x), 
peut donc développer f2(x) autour de x0. Posons doncon

fl(x) = ^ gn(x — a-o)" = go-4- g i(x — X0) f3 (*^)>

et I on voit immédiatement que la fonction

ftix.To).( dx
(i — xy

est holomorphe au point i. L) autre part, le développement de 
fonction autour de o nous donnecette

-S'o s"y ( Xp ) -4- ■ . . -f- s” ( Xy )

~~ Àmà n + I
f
«'O

fi(xx o) X" .dx
U — x)- 71 — 0

Comme le point i se trouve à l’intérieur de 1 étoile attachée a la 
fonction

i — x çx 
~Jo dx = c7o+V[a-;,(a7o) - C-i (x0)]x»,

(î — x)-'i(x) =

- 
I H
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peut appliquer à cette série la méthode des moyennes du 
type E(rt) et l’on obtient ainsi l’égalité

DE M. MITTAG-LEFFLER. I 17

011

C«+l a'i+1
= 0lim - = <p(i) = °-

D’autre part, les sn de la fonction

éro-t- gi(& — x0) = g0 -+- g¡ x0 -+- g{X

formées pour le point x = x0 sont tous égaux à g0 ; par consé­
quent, il en est de même de leurs moyennes arithmétiques. 
Donc

s’/'i Oo) = 5o+ <t'h(x 0),

ce qui montre enfin que

Z*;t(*o)cn a'l+1+1
= 0lim -(6)

2c"rt,t
n = 0

®/i(a'o) Cn a'l+1+1

= 0lim - = 5’o=/*(a?o),= go
y] C/l«"

comme il fallait le démontrer.
Remarquons, pour finir, qu’on peut appliquer notre théorème du 

Chapitre II à la série de Taylor,

Fi(a^o) =^bncc'0lx'K
Tl — 0

hu ellet, cette série a pour rayon de convergence l'unité et, 
à l’intérieur du cercle,

lim F,0) =/t(a70).X=1
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Nous sommes donc sûrs que

lim <j'n(x0) = fi(cc0),

<•1 que, a fortiori,

^ an (&o) Cn+1 an+t

n= 0(7) - =/l Oo )■

n = 0

Enfin les deux résultats (G) et (7) réunis nous donnent

2Kî(^o) +a;(3'c)]c,1 «,,+1+1
=0lim -

N1 cna'1

n=z 0

a"+1+ 1
= lim = /lOl)+/2<>»)=/Oo).

■
2) C"

Le théorème est démontré.
On démontre de même que, si à Vintérieur du triangle arbi­

trairement petit, «¿>0,_/(.r) n'a />a.s de points singuliers et si, à 
/’intérieur de ce domaine,

lim sup. |/(^)|SA,
•r=J-0

on a nécessairement

lim sup. SA.

En somme, si l'on part de la rep ésentation pour arriver à la 
fonction, les résultats ont plutôt la forme négative. En effet, tout 
ce que nous pouvons dire dans ce cas, c’est que si, pour a = oc, 
l'expression M,(.r0, a) ne tend vers aucune valeur limite, la fonc-

^T„(ar0)c»+t«"+l
Tl—0

2c"a,i
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limite bien déterminée dans le voisinage triangu-tion n’a pas une
laire ; si pour ci — ce l’expression | M, (¿r0, a) ¡ n’est pas bornée, la

plus dans le voisinage triangulaire.fonction ne l’est pas non

l’étude d’une fonction sommatrice particulière (').

4. Abordons maintenant l’étude des singularités particulières 
par exemple, les singularités algébrico-logaritbmiques, 

sommets de l’étoile attachée à la fonction étu-
comme
qui se trouvent aux 
(liée. Pour arriver à des résultats précis, il faut spécialiser la fonc­
tion entière sommatrice. Prenons d abord la fonction entière étu­
diée soigneusement par M. Lindelöf (2):

a11Lß(°)=2 (ß>D-[log(/i -+- ß)l"
n—-0

Remarquons que, d’après le théorème de Cesàro,

anV
jLu [log(n -4- ß)]" log/z r-— liralira I,« l>g(/M- P)« an

2mi (loga)'4
n — 2

et posons
am

L(«) = 2 [log/H ]'"

et
amM«) = 2mr

[logzn]"1

Nous allons démontrer que

Lr(a) I
lim* era Lia) er

Le nombre a étant fixé, cherchons tout d’abord l’indice n du 
terme maximum dans L(ot). On obtient pour n l’équation

loga = log log"+ ï^"(9)

(*) P. et V. Dienes, op. cit., p. 42,)-
(2) E- Lindelöf, Le calcul des résidus, p. 121; Paris, Gauthier-Villars, igo5.
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ou bien
i

a = logne1"8",
ce qui nb us donne

n =/(«),

(onction continue de a dont les propriétés fondamentales sont, 
pour a suffisamment grand, que

lim/O) /'(«) > o.et

Remarque préliminaire. — La condition

lim g(n) = a

entraîne cependant
dm g[f(a)] = a,

si
lim f(a)

et si
/'(«) > o,

pour a suffisamment grand.
Introduisons la notation suivante. Soient, A étant > i.

/ — i
a"1A (a) =2

ln

I c(“) = 2

[log/n]"* ’

Cl»1

[log/?l]"* ’
(io)

a»1B («)= 2
[log/n]"*

et
— i

a"1Ar(a) = /n" [log/n]"* ’

Ä71
< Cr(a) = y amm>—--------—,

[fognt]"*
(H)

m=I-

a'nBr(a) = 2] m>
[log/n]"*

8 
=̂

l3

==
> 3

3
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On a

' G(a) -t- (Æ«)r B(a) < Lr(a) 

A (ci) -f- ( kn)r C(a) -+- B r( a),

(12) A ( —¡—

<
c’est-à-dire

A (a) C (a) (kn)’' B (a)(i3)
era L (a) eru L(a)era a)

A O)L r(a) (kn)r G (a) B r(a) 

era L( a) *< <era L (a) era L (a) era L (a)

où 11 — f(a).
Nous démontrerons tout d’abord que

« i
(O) lim ~ <?’1

II6

d’où, grâce à la remarque préliminaire 5

1 f(a)Y r( 15 ) lim
era er

On peut écrire eu effet
—___ — glogra—e*0^71 Iorh —. glogn^t—e*°S”J

log HIIe

et d’après l’Hospital
11 i__  glogtt I

I — eloen log«lim = lim — == lim — i.i
log« log«

I C. Q. F. D.

o. Nous allons voir que dans (i3) les premiers et les derniers 
termes tendent vers o pour a = oc. G est-à-dire démontrons que

A (a)
1 T——r = o « L ( « )

(16) lim

et que
lim Mi!

L(a)O7) = o,

-3 
SI«

S'
! S

 S-l s
S-

l 5
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dont un cas particulier (/• = o) est l’égalité

i n

B(«)lim(18) = o.
oc L(a)

Soit p(a) le terme maximum de la série L (ci). Pour établir (1 f> ) 
il suffit évidemment de démontrer que

Ata)
» F(a)

car, les coefficients de L (a) étant positifs, ut(a) <C L (a).
Pour établir (i&) nous allons montrer que

lim( 16' ) = o,

i '
)A Xlogne = lim D(n) = o,lim

[Alog ne

d’où l’on pourra conclure, d’après la remarque préliminaire, que

A (a)lim D [/(«)] = lim = o.¡j.(a)

Examinons donc D(/i). Il est plus petit que le dernier terme 
multiplié par le nombre des termes, étant donné que le dernier 
terme est le plus grand ; c’est-à-dire

n [logn] Vlos" i
D(«) < J. ~ » 

e\ognh]
car le terme maximum de L(<z) est

[logn]'*ea" _ glog n
[log n j" [logn]"

On a donc
V log log n-t-

D ( n ) < e k

Le troisième terme de l’exposant peut se mettre sous la forme

!og* )]■|log(logn — logÂ) =—y_ j^log logn log ^
logn

>-
i -

S
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qui détruit donc le premier terme de l’exposant. D’autre part

123

log/vlim logn log ^ = — log k,I — log ft
de sorte que

log/- -log/v•og( H ft)! — logn ’log ft y log ft
OÙ

lim e( ft) = o.

On peut donc écrire
« ri logA 

log« La + a- — 1 — 6' ( n
D ( ti ) < e

et l’on voit facilement que, pour k >

ce qui montre que le coefficient de |~~~ est négatif, pour n assez 
grand, d’où le résultat

(19) k

lim D (n ) = o.

Pour démontrer l’inégalité (19) il suffit de vérifier l’inégalité 

0 ( k ) == i + log k — k < o 

ce qui est évident si l’on remarque que

(k > 1),

<p (k) — J- — 1 < o ;

donc ö(ä) décroît constamment pour les valeurs considérées de k 
et que cp(i) = o.

6. Nous allons démontrer (17) d’une manière analogue. 
Tout d’abord

kn
lim = o;log I kn I

[log(Â-ft)]

peut donc prendre n assez grand pour queon

(kn)r
< hI log(/:ft)Jlo6^"n|

.■

;

k
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d’où l’on obtient 1 inégalité

akn+1(20) B,.(a) <
[log(Xa )]*" - log (/.'«) [log(Xa I )]/.« + !-log l/vn-H!

établissons encore que, pour n assez grand, le maximum de

a*
(loga?)-1'-’

en lonction de a ou de n, est atteint pour x •< kn [ où n = f(a)\.
L argument x, qui donne à l’expression une valeur 

satisfait à 1 équation

loga = log loga? +

On voit facilement que

maximum.

-fn- log loga?] = h(x).log.T

h'(x) > o,

pour x >> e ; donc, si nous démontrons que h(kn) >- log a, il est 
établi que l’argument x, qui rend maximum notre expression, est 
moindre que kn.

Démontrons par suite que
ih(kn) > loga = log loga loga ’

c’est-à-dire que 

log log (Xa) -t- I i[i-f- log log(Xa)] > log loga -+-lo g (Xa) Xa loga’

ou bien que

lQg¿' \ 
loga/

log^
— jj¡ t1 *°o los(*'D] > °-loga iogX'

l°ga_.

Mais nous avons vu que
lim loga log ^ IogX ) = IogX,

loga

et l’on vérifie aisément que 

lim loga —i
= IogX,1 —

IogXi loga J
ce qui démontre notre inégalité.



On voit par ces calculs que dans le second membre de (20) c’est 
le premier terme qui est le plus grand. Prenons donc, au lieu des 
premiers termes de ce second membre jusqu’à l’indice e<logR1', le 
premier terme multiplié par c'log”,J, supérieur à leur nombre.

La somme des termes d’indice plus grand on égal à c(losn)S 

tend déjà vers zéro pour a = oc. En ellet, soit 8 = 7 par exemple ; 

l’inégalité
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a a
< [logv]1 logv 1 —6

I logv]

est vérifiée dès (pie v > cs. D’autre part,

( V + m ) j~l
log( v -t-wr I [ log V](v+//t)(l—s).[log(v-t-m)]

D’où il résulte qu’en désignant par c¿ les termes du second 

membre de (20) i
F a lv [ a ]w
L(logv)1 -sJ LClogv)1-^

de sorte que m ne se trouve plus qu’à l’exposant. 
Remplaçons v par el0ff" J. On a

1
lognelog" (logzz)2£ 

« log zi logzz
a = limlim = o.

» (logn)2tl-£J

Donc
Se(log/t)5 = Cv cv+l + •••"+" Cv-t-/« -+-...

__a__Raogn),rI (i°g/i)îii-£,J L
a

< (log/i)î(1-£)
e(l0g 71)’

[____il____I
L(logZl)2(1-£) J

I
< ai — ( logzt)2U-£)

ce qui démontre enfin que

lim Sedogn)1 = O.

7. Remplaçons donc l’inégalité (20) par

akn
[ log (/i zi ) fi'”-loe i*”)

-j- Se(l0g 7z)*B,.(a) < e'tog«)1
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et remarquons que, pour établir l’égalité

B r(a) 
» L(«)

il suffit de montrer que

lim ed«»”)1.

B,.\ logneluKnlim = lim = °»
L\ log n elosn

akn
= o

[ log(Zrzi)]z""-!<«(*”) glogn

si I on j considère a comme fonction de n :

a = log n e,OB",

ou, ce qui revient au même, que

(log „)» + */, log loglogt*«)] log log (fin)------—
JU*>" lognlim e = o.

Le troisième terme de l’exposant s’écrit encore

•) -+■ log(Ârzi) log log(/fzi),

dont le premier terme détruit le deuxième terme de l’exposant. 
Nous savons, d’autre part, que

•og*kn log log zi — kn log ^
log n

log Zlim log zi log ^ ^ = logZ\
logzi

Donc l’ordre de grandeur de l’exposant est 

total se met sous la forme
ü~ el l’exposant

ü^[/v-Zrlog/,""-I + £(,D].

où (')
k — k logZ: — i < o,

d’où l’on conclut que (17) et (18)
Enfin les égalités (16) et (18)

sont vrais, 
nous montrent que

C(a) L( a) — A(a ) — B(<z)lim— , . = lim
11 = ® tía) fl — X = I.L(a)

(*) P. Dienes, loe. cit., p. 4oi.



Reprenons maintenant, après ces calculs préliminaires, nos iné­
galités fondamentales (i3). Les résultats acquis, joints à (i5), 

donnent immédiatement
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. L r(a) i
lim inf. ----- ¡——5-—j-y

„ eraL(a)~erkr

hr(a) < 
era L (a) - e’ 'lim sup.

Mais les deux inégalités dernières sont valables pour k quel­
conque supérieur à l’unité ; donc

L t(a) i
lim

e,a L («) er

ce qu’il fallait établir.

l’étude DES POINTS CRITIQUES ALGÉBRICO-LOG AR1THMIQUES 

AUX SOMMETS DE l’ÉTOILE.

8. Soit x0 un sommet de l’étoile et supposons qu’au voisinage 

de x0
Br/O) =

,r0

où l’ordre de /, (x) en x0 est inférieure à r. Par exemple, si x() est 
un pôle ou un point critique algébrique de la fonction.

D’après la dernière hypothèse

f \(x) —fi(x) -+- fzix) — S bnxn cn xn,

où f-i(x) est régulière à l’intérieur du cercle de rayon |#o]> son 
ordre sur le cercle entier étant moindre que /■ et J o(x) est holo­
morphe sur la droite (o, x0) extrémités comprises.

On a donc
S,i(bn, X0)

= O.nr

Écrivons le théorème de M. Mittag-Leffler pour la fonction

Br
7 —M*)-/3<>)=/(^) — (-a



l^n tenant compte des égalités obtenues, on arrive à l’équation

an2
[log(/l + ß)]«

B,
ear L(a)_ er r(r -t- i)

Mais, pour ¡3 quelconque,

L(«)lim = ifl = » La(a)

nra'11 anVM,zz'1 flog(Zl -+- ß)]" — [log(ZZ-+- ß)]"
n =0

c’est-à-dire

a"
sn ( bm a-0 )

[ log ( Zi + ß)]"
= 0lim - = oera L(a)

et
a'12 B«+,)

[ I o g ( zt + ß)]*
ß(f+i> ilim = lim

r(z- + i)’nran2 Zlr
l log ( zi + ß)]'»

n = 0

c’est-à-dire

an2 B«+,)
[log(zi-+- ß)]«

I71 = 0

<?'a L(«) e'1 lYr -n)

■i

o.
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On obtient

2 [^t— B,.Bif+11 — sn(bn, a0)J a'1
[log(zi-h ß)]«

= 0lim — = f-Áx o);an2 [log(/l-+- ß)]«
71 = 0

par suite, ces moyennes, divisées par ear, tendent vers zéro. 
D’autre part,

a'1^\sn(bn,x0) a'12ls»0zi,3’o)|11 o g ( Zi —t— ß ) ] [lOg(lH-ß)]*
n = 0 71 = 0
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à cause de la limite

*29

l0g(n -H ) 1 "Iliin — I.
log n

I )onc enfin

an
[log(n + ß)J» B,= 0lim - ear La(a) er r( r ')

ou encore
M (a, x0) B,(■>. i ) lim

er V(r

Un point critique algébrique d’ordre r c 
moyennes du type Lß(«) comme un infini d\ 
notation introduite par M. Borel), c’est-à-dire comme la r 
puissance de ea.

ear j )

la

Si l'on remarque que ce sont les fonctions entières M(«, x) qui, 
pour a — ce. représentent la fonction envisagée, on peut inter­
préter le dernier résultat de la manière suivante :

La suite numérique
lim M( «, xo),

formée en un point critique algébrique cl un sommet de Vétoile, 
est en relation simple avec la singularité envisagée, en décèle 
le degré d'infinitude, le coefficient principal et en détermine 
ainsi la partie dominante.

Remarquons enfin que, malgré les calculs un peu longs qui 
nous ont amené au résultat final, la simplicité de la formule défi­
nitive est tout à fait remarquable, grâce au choix convenable de la 
fonction sommatrice.

9. Etendons encore le résultat dernièrement obtenu aux points
critiques à la fois algébrique et logarithmique où la fonction 
s’écrit

i
P7 lo8 xi —

xnf(x) = "T- )>( >. >. )
<1Xl — X0

II.
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l’ordre de /, (x) au point x0 étant inférieur à p. Calculons à cet 
ellet les moyennes M(a: i) relatives à la fonction

CHAPITRE IV.

<!ï
•og I --- X
(i — x)?

Comme les s„ de cette fonction sont comparables à

ï
(logra)? np r(p + 0’

la croissance des sommes considérées est égale à celle de

ra"^ (logra)7rap
[log( ra + ß )J"

n — 1

Cl'1■>2r(p [log(ra -4- ß)|"

Mais le théorème deCesàro, déjà cité, permet de prendre ß = o,
ca V

logt ra -4- ß ) j " _
lim r

n = *> L
I.

logra

Cherchons donc l’ordre de croissance de la fonction

a"ra"X* (logra )7 rap g)?a'i [log(ra-i-iy)]"( logra)"
r\ . ira) n — 0n =2

Cf"Cf"ra" VXV -d ( logra)"
n = ZjLj ( logra)"^ (logra)"

// — 2/I = *2

peut prendre raP et (logra)"D’après la remarque précédente on
lieu de (ra + cj)P et [log(ra + 7)]" sans changer la croissance de 

la fonction, de sorte qu’il suffit d’examiner le rapport
au

ra"X" rap (logra; '
n = *2

«d ( logra )"

que nous avons achevé précédemment. On peul donc conclure.ce
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grâce à la relation (8), que
131

M (a, i) i(23) a'i epa er F ( p -+-■ i )

On démontre maintenant, comme auparavant, que la croissance 
des moyennes M, (a, x0), formées pour la fonction fK (x), est infé­
rieure à celle de M(a,x0), c’est-à-dire que

lim M i ( a, x0)
= o,a'i ePa

et l'on obtient ainsi, difficulté, la relation généralesans aucune

M(q, ¿c0)
(24) 1 i 11)

ep T(p -M)

Un point critique algébrico-logarithmique 

ou avec

/es moyennes M(a, x0) comme un 
grand :

cc a'i epu

de degré (q, p’), 

la notation de M. Borel, d’ordre se trahit dans

infini d’ordre o> fois plus

i
q w ^ ‘°/ w = ^ + pt0-

Nous voyons que la fonction somma trice choisie permet de 
trouver des relations dont la simplicité s’approche de celles ohte- 

par l’emploi de la fonction exponentielle elle-même. L’écart, 
cependant, entre 1 ordre de croissance de la fonction et celui des 
moyennes, qui n’empêche nullement 
est considérable. On pourrait donc se proposer de trouver une autre 
fonction sommatrice qui donnerait des relations plus satisfaisantes 
à cet égard.

nues

correspondance précise,une
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CHAPITRE Y.
LE PROBLÈME GÉNÉRAL DES SINGULARITÉS.

I. Dans les Chapitres précédents nous avons développé quelques 
méthodes pour étudier le voisinage d'un point singulier. Ces 
méthodes, quoique assez efficaces pour explorer la singularité en un 
point du cercle de convergence ou en un sommet de I étoile, ont 

inconvénient bien grave. C est que les points singu-
leurs

toutes un
tiers qui peuvent être atteints par elles sont déterminés par 
mécanismes même d’une manière absolument rigoureuse. Si donc
c est le point singulier qui est donné a I avance, nous ne pou\on> 
nous servir qu’accidentellement des résultats obtenus jusqu’ici, 
lét, du moins au point de vue des singularités, le problème généial 
qui se pose dans leur étude est justement de pouvoir décider si la 
fonction est holomorphe ou non le long d’un chemin donne a 
l’avance, et, dans le premier cas, de pouvoir étudier la nature de 
la singularité autour du point ou aboutit ce ( hemm.

Dans ce dernier Chapitre, nous allons exposer des dévelopi
séries de polynômes dont l’avantage principal est qu ils 

contiennent un paramètre et une courbe arbitraire nommée courbe
deux données on déforme

le­

ments en

génératrice, de façon qu'en variant
à volonté le domaine de convergence du développement.

permettra de
plètement le problème général des singula­

ces
presque
Nous aurons ainsi un moyen très souple qui nous
résoudre presque 
cités énoncé il y a un instant.

Un autre manque de perfeetion des méthodes précédentes est 
«pie la correspondance entre formule et fonction, c’est-à-dire entre 
les propriétés limites de la formule où l’on a remplacé x par l’affixe 
d’un point singulier et failure de la fonction au voisinage de ce 
p lint singulier devient de plus en plus compliquée et de moins en

coin



[33

moins précise au fur et à mesure que s’élargit le champ de repré­
sentation. Les développements de ce Chapitre n’auront plus celte 
imperfection.

LE P ROß LÉM I? GÉNÉRAL DES SINGULARITÉS.

UNE CLASSE DE REPRÉSENTATIONS VALABLES 

DANS L ÉTOILE CURVILIGNE.

ï2. Prenons une fonction analytique quelconque / (x) définie pai­
la série de Taylor

/<»=2a"a:’"’(-)

et considérons une courbe fermée C contenant le segment (o, 1) à 
son intérieur. Il y a une transformation conforme v = o(u) qui 
fait correspondre l'aire tie contour C au cercle de rayon /• > i. de

Fig. 8.

C

telle façon que les points u = o et u = i correspondent aux mêmes 
points V = o et c = i.

On a ainsi, pour ¡i¿| assez 
faire la substitution

petit, I o(m)I < y,, de sorte qu’on peut

/[?(«)! = 2 ««Ie? 0)1"-( • ». )

toute transformation conforme de la nature 
voisinage de l'origine. Posons

Mais o(m), comme 
indiquée, est holomorphe au

!=v I
o(u) C„ un,(3) _

de façon qu’on peut développer la fonction de u représentée par la 
formule (2) dans une série de Taylor

s
I

/[?(«)!-5¡Q(«-)(4)
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où Q(<z/¿) est une combinaison Jinéaire et homogène de 
««, avec des coefficients numériques déterminés c,, c2, ..., e„.

Si/(a?) est holomorphe à l’intérieur de G, /[o(m)] est holo­
morphe à l’intérieur et sur la circonférence du cercle de rayon 
Par conséquent, le rayon de convergence de la série de Taylor ( \ > 
dépasse l’unité. En posant u = i, on obtient la formule

CHAPITRE V.

«i, «2, ••

i.

/(O = ^Q«(a«h(5)
71 — 0

valable pour une fonction quelconque f (x) holomorphe dans G. 
Appliquons-la à la fonction

fO) = "V anx'¿x'1 ;
U — 0

c’est permis si f(x) est holomorphe à l’intérieur et sur la frontière 
du domaine C’° dont on obtient le contour en faisant varier 9 de o 
à 2 7r dans l’expression x0v(e'()). On a donc, dans ces conditions,

F(l) =/Oo) = S Q« ( an X" ),(6)

où, par Qn(anx"0), nous voulons indiquer le résultat de la substi­
tution à la place de a¿.

Examinons de plus près le domaine A de x où ce développement 
est possible. Dans ce domaine, en effet, la formule (6) représente 
la fonction f{x) par une série de polynômes faciles à construire.

Il est évident que les points frontières de A sont des points c 
tels quef(x) soit holomorphe dans Cz, tout en présentant néces- 

point singulier sur le contour de cet aire. Désignons 
par V l’un quelconque des points singuliers ainsi mis en évidence. 
On voit, de ce qui précède, que pour chaque point frontière ^ il 

tel qu’on ait ^ = zx pour une valeur de x sur le 
tour de G. Le point Ç étant fixé, regardons la courbe C’ décrite par

quand x parcourt la frontière de C. On obtient donc G,

(égal à C¡ ) en effectuant sur le symétrique de C par rapport à Taxe 
réel une inversion de puissance i ayant le pôle à l’origine. Le

sairement un

existe un con-

.c =

■i
 \
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contour de A est formé exclusivement d’arcs de courbes G] 
conséquent d’arcs semblables à C, ou à des fragments de C

Fig- 9-

135

par\ i
i •

I

o

Ce qui est essentiel pour la suite, c’est que le domaine A change 
avec G et de telle façon qu’il tend vers l’étoile principale E si l’on 
choisit des domaines Ca contenant tous le segment (o, i) à leur 
intérieur et se réduisant précisément à ce segment pour a = o. 
Gela résulte du fait que, étant donné un point quelconque x à 1 in­
térieur de l’étoile, on peut prendre x assez petit pour que la fonc­
tion soit holomorphe dans l’aire xCa de même que sur son contour, 
et répéter ainsi le raisonnement qui nous a conduit à l’égalité (6). 
On arrive ainsi à la formule remarquable

/O) = V Q„(a„a7", x),(7)
/ï = 0

valable dans un domaine A(5t) dont la limite pour a = o est l’étoile E. 
Plus précisément, en désignant par o(«,a) les transformations 
conformes qui effectuent la correspondance entre Ca et le cercle 
de rayon r > i, on peut écrire

f\x ©(«, a)] = 'Vq,, (««#'*> a) u",(8)

si x est un point à l’intérieur du do-\ alable pour | u | < i 
maine A/a).
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3. On peut généraliser considérahlement le résultat acquis jus­

qu ici. Remplaçons, en eilet, dans le raisonnement précédent, le 
segment (o, i) par une courbe quelconque / sans points multiples 
joignant les deux points o et r et entourons cette courbe par une 
suite de contours y'*) qui, à la limite a = o, coïncident avec l. 
Nous aurons toujours des transformations conformes qui font cor­
respondre y-aJ au cercle de rayon /• > i, et cela de façon qu’on

o(o, a) = o,

si l’on désigne ces transformations de nouveau par *> = ©(«, a). 
La courbe Z se trouve à l’intérieur de chacun de ces contours.

Pour interpréter le résultat qu’on obtient sans aucun calcul en 
refaisant le raisonnement précédent, définissons l’étoile curviligne 
VJ d’espèce /. iàsuffit de définir évidemment les points intérieurs 
de l’étoile. Pour cela, x étant un point du plan complexe, consi­
dérons la courbe lT qu’on obtient en prenant l’homothétique de / 
par rapport à l’origine avec le rapport d’homothétie \x\ et en fai­
sant tourner cette transformée autour de l’origine de l’angle Ô, 
argument de x. Le point ¿rest considéré comme intérieur à l’étoile 
curviligne Ez d’espèce / attachée à la fonction f(x) si /(x) est 
holomorphe le long de lr extrémité comprise.

( )n arrive ainsi aux tleux formules déjà assez générales

CHAPITRE V.

ail
<?(G «) = r,

f(x)(9)
n = O

et

f[xz(u, a)] = ^ Gn(anxn, ol)u'1 fl “I = i),(10)

valables à l’intérieur d’un domaine B(oi) dont la limite 
est l’étoile curviligne EL

Il est facile de donner aux polynômes a 1 la forme plus
explicite

pour a — o

G.«--- a¿x(it)

i. Démontrons que les séries (7) et (9) convergent absolument 
et uniformément dans chaque aire finie g du plan x située entic-



renient à Vintérieur de A(a) respectivement B*a). D'abord chaque 
série de Taylor converge absolument sur une courbe quelconque à 
I intérieur du cercle de convergence ; donc, comme le rayon de 
convergence de la série de Taylor (io) dépasse l’unité, la série

I,K PUOItl.KM 13 GENERAL DES SINGULARITES. 13 7

> I Gn(anx’\ a) I

est convergente pour un x quelconque de l'aire g. Notre série esl 
donc absolument convergente.

Pour montrer que sa convergence est uniforme, remarquons 
qu'étant donnée une série de Taylor quelconque

f(x)=^anX".

dont le rayon de convergence r dépasse l’unité, le module maxi­
mum du reste s’exprime en fonction du module maximum de f(x') 
par la formule classique (1 )

¡NI
! an+1 + (l/i-h2 "+"••• I "C

où i < p < /• et

dans le cercle de rayon
Avant d’appliquer celte remarque à la série (i o ), ajoutons que, 

le domaine g étant donné, le développement (io) est convergent 
dans un cercle de rayon /• y> i indépendamment de x. En ellet, 
considérons l’ensemble des contours y£ définis par les équations

V = x cp(ez'8, a) -(0S6S9.7:),
I

où l’on doit considérer x comme un point fixé de g et où 0 par­
court tout l’intervalle (o, 2îz), et soit D l'ensemble des points qui 
appartiennent au moins à une des aires limités par les y£. Par hypo­
thèse J'(x) est holomorphe à l’intérieur et sur la frontière même 
le D. Substituons maintenant aux contoursy£ les contours définis 
par les équations
(

V — x o(re'9, a),

(1 ) Voir Jordan, Cours ci Analyse, 2e édition, p. 2Ő2.
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où r est un peu plus grand que i. L’ensemble correspondant 
a D contiendra le dernier à son intérieur et, pour r — i, il va coïn­
cider avec D. De plus, l’aire Dr varie d’une manière continue 
avec r. On peut donc choisir un r assez proche de l'unité de façon 
<|ue/(x) soit holomorphe à l’intérieur et sur la frontière de D,. Mais, 
dans ces conditions, pour un x quelconque de Faire g, /[.ro( //, a)] 

fonction holomorphe de la variable a, du moins dans leest une
cercle de rayon /• et sur sa circonférence.

D’autre part, toutes les fonctions de u qu’on obtient en faisant 
dans g se composent des valeurs de f(x) prises de Dr.varier x

Toutes ces valeurs ont donc un module maximum commun M. Il
résulte queen

M
“)+••• I <I G„-H(a,1+i^"+1, a) -+- G„+2(«»+2^ 

i < ? < r,

indépendamment de x. La convergence est donc uniforme.

P"(P —G’

5. Le développement (y) permet de construire une série de 
polynômes indépendante de a qui représente f (x) dans l'étoile 
entière E'. En eilet, soient a,-, e¿ et r¿— i trois suites de nombres

positifs décroissants ayant pour limites o telles que 'S z¿ soit con-
¡ = 0

v erg en te ; déterminons de plus n¿ de façon qu’on ait

i
< £<•

/•"‘(/V- I)

Gela posé, prenons les /<*+ i premiers termes du développe­
ment

V Gn(anxn, a/,),( l'A ) &0 ~+"

dont nous désignerons la somme par H*(#), [ H0== o], et formons 
la série de polynômes

(i3) <To +
Z = 1

La somme, Sa, des k + i premiers termes de cette série est
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égale à «o+H*(.z), c’est-à-dire à la somme des nk + i premiers 
termes de la série de Taylor

V Gn(anx", a/v)u",ao ■+■
Tl — t

Mais nous avons vu que, pour a* assez petit, c’est-au point u = i.
à-dire pour k assez grand, cette série de J aylorqui, pour u — i, se 
réduit à la série de polynômes (12), représente /(>) quelle que 
soit la valeur de x prise d’une aire finie g à l’intérieur de l’étoile IV.
Plus précisément

M < M B/,,|/(*)-S*|<
rUr/c— G

car, pour k assez grand, rk est suffisamment près de l'unité pour
la fonction de a, 

La série (i,3) est donc uni- 
g à l’intérieur de 1 étoile 11/

que les valeurs de f (x) dont se compose 
f[xv(it, a)], se trouvent tous dans ü 
formément convergente dans toute aire

/■k

et représente la fonction f (x).
Elle est même absolument convergente, car pour i > k

I II¿-h (a?) — Hi(x) I S I H,+1(37) —f(x) I + ! — f{x) I < 2M £/v,

et le reste s*+ £*+, + .. . d’une série convergente tend 

La série

vers o

avec F

k = I

est donc convergente.
Cette représentation d’une fonction analytique quelconque 

l’intérieur de l’étoile curviligne définie par cp(¿z, a) et par la fonc­
tion elle-même, est due à M. Painlevé (•).

Les développements (9) et(i3) sont des séries de polynômes et, 
d’après la formule (11), on peut les écrire

à

sous la forme

f(x) = a0-1- ^ (C Ja-jX + C[Ja-2x. . .-H G,¡1 anixn')-( 14 )
i- 1

([) Noie sur le développement des fonctions analytiques dans les Leçons de 
M. BorcI, sur les fonctions de variables réelles.
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Au cas du développement (g) les coefficients c dépendent 
du paramètre a, et le développement n'est valable qu’à 1 intérieur 
du domaine B(a); s’il s’agit du développement (i3), les coefficients 
c ne dépendent que de leurs indices et la série représente J (x) 
dans l’étoile entière \J. On voit que la construction de la série est 
entièrement déterminée par les coefficients c„, donc, en dernière 
analyse, par la suite des représentations conformes c = ©( m, a).

On sait que la propriété si caractéristique de la série de Taylor 
d’avoir nécessairement un cercle pour son domaine de conver­
gence résulte de la forme, de la construction même de cette série : 
la fonction développée, c’est-à-dire les valeurs numériques des 
coefficients, ne déterminent que la grandeur du rayon de ce cercle. 
De même la forme du développement 04) exige que le domaine 
de convergence soit une étoile d espèce Z et la fonction, c’est-à-dire 
les coefficients ne déterminent que l'étoile particulière de cette 
espèce qui convient à la fonction développée.
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encore

l’étude générale des singularités

AUX SOMMETS n’uNE ÉTOILE CURVILIGNE d’eSPECE Z ( ' ).

G. Ces considérations effectuées, abordons l’étude des singula-
ou rectiligne V1. Soit .r0 

célèbre
ri tés aux sommets d’une étoile curviligne 
un tel sommet. Nous allons généraliser tout d’abord 
théorème d’Abel d’après lequel si une série de Taylor converge en 
un point de son cercle de convergence, la fonction représentée pai­
la série tend vers une valeur bien déterminée quand on s'approche 
de ce point à l’intérieur du cercle de convergence le long d’un che­
min quelconque ne touchant pas le cercle.

A cet ellet et pour simplifier l’énoncé de nos résultats, intro­
duisons les expressions : voisinage angulaire et circulaire de ¿r„ 
vers Z’0. Traçons en x0 un angle d’ouverture inférieure à - et symé­
trique à la tangente de la courbe Z'° en ce point et ne considérons 
que la partie de l’angle la plus proche de x0. Ce domaine angu­
laire arbitrairement petit, frontière comprise, forme le voisi-

II n

(!) P. et V. Dienes, op. cit., Chapitre III, et P. Dienes, Note sur les séries de 
polynômes et les singularités des fonctions analytiques. (Comptes rendus. 
t. CLII, séance du i3 février 1911.)
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Si, au lieu d’un angle, on trace un 
diamètre arbitrairement petit

nage angulaire de ¿r0 
cercle passant par x0 et ayant pour

g me nt de la tangente à la courbe lu en.x0, ce cercle, y com­
pris sa circonférence, forme le voisinage circulaire de tf« vers l'\ 

D'autre part, soit D < a, æ0) le domaine de la variable a? défini par

vers

un se

1" équation
X — Xq O(u, «)

quand u parcourt la circonférence de rayon i et supposons, pour 
rendre les démonstrations plus intuitives, que pour a<a le

entièrement à 1 intérieur de D(a, ,r0)domaine D(of, x0) se trouve
excepté le seul point x0 qui est commun aux deux contours.

De plus, dans la plupart des représentations ou des classes de 
représentations proposées, la fonction o(u, a) est holomorphe

Supposons-le pour le moment afin d’examiner ensuite 
intéressant où cette condition n est plus remplie.

au

point u = i • 
un cas

Cela posé, démontrons le théorème suivant : 

Si, pour a assez petit, la serie

flo+yGs(a.«*>»)=/W'
n — 1

converge en xü, la Jonction f(x) est continue, et, x» excepte, 
holomorphe au voisinage angulaire de x, vers l’\ c’est-à-d.re 
qu’elle tend vers une valeur bien déterminée si l'on s’approche 
de x0 en ce voisinage. On voit que c'est la généralisation directe du 
théorème d’Abel cité plus haut et, si l’étoile est rectiligne, on a 

rétoile le théorème d'Abel sans aucune modification.

Dans le cas considéré, la série de 1 aylor

(7)

pour

i

y G„(««-r¡)i a) it",Ci o "+~
n = l

suffisamment petit. La fonc- 
série est donc holomorphe à 1 inlé- 

le théorème d’Abel, elle 
i vers

= i si a estest convergente pour u 
lion de u représentée par cette 
rieur et, d’aprèsdu cercle de rayon
est continue dans le voisinage angulaire de

Mais au cercle de rayon i, dans le plan des u, correspond
le domaine Día,¿r„), et le contour C(a, x0) de ce

le rayon (o, i).
au

plan des x
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une tangente unique en x0, car, grâce à l’hypothèse 
<pie ®(u, a) est holomorphe pour a— i, la représentation du pj 
des u sur celui des v effectuée par la formule v = x0z>(u, a) est 
conforme au voisinage du point i. On conclut de même que, dt 
le plan des u, l’angle entre le segment (o, 1) et la tangente au 
cercle dans le point i étant égal à -> il en est de même de l’angle
des deux directions correspondantes : la tangente à lx« en x0 et la 
tangente au contour G ( a, x0) 
qu’au voisinage angulaire du point 
pond le voisinage angulaire de x0 vers lx». Par conséquent, il 
résulte de la convergence de la série (7) en x0 que f(x) est holo­
morphe à 1 intérieur du domaine 13 (a, xn) et qu’elle est 
tin ne au 
démontré.

Remarquons que la simplicité extrême de la démonstration vient 
du fait (jue ©(//, a) est supposé holomorphe en 1, ce qui, grâce 

propriétés bien connues des représentations conformes, 
entraîne immédiatement la correspondance indiquée des deux 
voisinages.

CHAPITRE V.

domaine a
an

tus

au même point. On voit par cela 
i vers le rayon (0,1) corres-

con-
voisinage angulaire de x0 vers lx». Le théorème est

aux

/. Inversement si, pour et assez petit, f(x) est holomorphe 
dans 13(a, xf) et continue 
arithmétiques des

■ C(a, x0), la suite des moyennessu/

H„Oo, oc) — «0Gv(ava7v, a),
r = i

c est-à-dire la suite

a0-!- fii (à,x, a)a0l T1 -- ------- ------------ y70 =

At® + H J . . . -f- II,;• * * j Ga(x0,2) —
n -+- I

a, pour n — oc, une limite bien déterminée et cette limite est 
égale à la valeur f(x0) vers laquelle tend f(x) si Von s’ap­
proche de x0 ci l’intérieur ou sur la frontière de D(a, x{)).

Ln ellet, d’après nos hypothèses, f(x) est holomorphe dans 
13 (a, 5?0); a fortiori, dans le domaine de x défini par l’équation

X — Xq <pO, a),
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circonférence de rayon inférieur à i.dans laquelle u parcourt une 
L’égalité (8) est donc valable pour x = x0 si l’on astreint u à 
prendre des valeurs de modules inférieurs à i :

f[xo =?(«,«)] = 2 Ga) u I < i •u"
Tl — 0

Le second membre est donc une fonction de u holomorphe dans
son cercle de convergence estle cercle de rayon i, de sorte que 

l’unité.
C(a, :r0), elle estDe plus, f{x) est par hypothèse continue sur 

donc continue de même de la circonférence de rayon i qui lui cor­
respond. Mais les coefficients layloriens d une fonction continue 

• la circonférence de rayon i tendent vers o si 1 indice croît indé-
appliquant aux parties réelles

sui

liniment. On le voit, par exemple 
et imaginaires le théorème de M. Lebesgue (1 ) selon lequel

en

„271
lim I f(x) sin nx dx = o, 
" =“ « o

„2TC
Iim f f(x) co

n = x J0
s nx dx — o,

si fix) est sommable dans l’intervalle (o, a~). Nous pouvons donc 
nous servir du théorème fondamental du Chapitre 11 ( n° 4) pour 
établir que la limite

Cl o -+- IIJ ( Cl i X, OC ) . . . + IL ¡( du X" i oc)
Il -t- I

existe et qu’elle est égale à f (x0). Le théorème réciproque est donc 
démontré.

Si la fonction a) satisfait à la condition restrictive (A),
c’est-à-dire est telle que les contours G (a, i ) des domaines 
re s pondants D(a, i) ont tous au point
dant vers o avec a, l’hypothèse que / (yr) est holomorphe dans 
petit cercle jiassant par x0 et ayant pour diamètre arbitrairement 
petit un segment de la tangente à lr» en x() entraîne que f ( %) est 
holomorphe dans D(a, .r0), a étant suffisamment petit. On arrive 

théorème suivant :

Si fix) est continue et, xQ excepté, holomorphe au voisinage

cor­
des courbures finies len­

tin

ainsi au

les series tri gonomélriques, p. 61 ; Paris, Gauthicr-(1 ) Lkbesguk, Leçons sur 
Yillars, 1906.
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circulaire ele x0 vers lx», ou a, pour a assez petit, 

11,-+-. .-+- H/, ( a a oc”, a)«o = f(xü).I i ni
n -+- i

8. Si la fonction ira pas de limite pour x=--x0 au voisinage 
l*o, il est très important de décider si elle 

allons démontrer le
angulaire de ,r„ vers 
reste bornée ou non. A cet égard nous
théorème :

Si, pour a assez petit, la série représentative (9) reste bornée 
la fonction représentée f(x) est bornée et, xn 

vois ¿nape angulaire du point x0

pour Æ’o,
excepté, holomorphe au

et inversement, si la fonction est bornée et, x0 excepté
vers lr», la suite

vers

voisinage circulaire de xüholomorphe au

(«= i, 2, 3, ...,»)I 3„Oo, a)|

est bornée pour a assez petit.

Le raisonnement précédent s’applique aussi dans le cas pré­
sent. En effet, on voit facilement que si S„(a?0, *) est bornée pour 
a — ce, la série

V [Sz,(.r0, a)— S„_i(3r0, a)] un—'Sotl{anx’P a)u"
n = in-l

et la fonction holo-est convergente dans le cercle de rayon 
mor plie de u re 
du point i au
suite du raisonnement est identique 
et nous sommes amenés ainsi à la première partie du théorème. 

Inversement, supposons que la fonction envisagée soit bornee
voisinage circulaire de xt) vers /' .

i
présentée par elle reste bornée si l’on s’approche 
voisinage angulaire de 1 x ers le rayon (o

raisonnement précédent
i i. La

au

et, excepté, holomorphe au
qui revient à dire, la condition restrictive (A) étant supposée 

satisfaite, qu’il y a un domaine D( a, x{)) où la fonction est liolo-
froutière, excepté le point xt). cl où

ce

nmrphe, de même que sur sa 
I on a encore

i /(a-ri < A

démontrons que les modules des moyennes arithmétiq

I 3„Oo, ») I

1reset

sont bornées.

I
J

i



_ . .... — ■i

LE PROBLÈME GÉNÉRAL DES SINGULARITÉS.

Remarquons que, dans le cas où la condition (A) n’est plus 
plie, le voisinage circulaire doit être remplacé par le domaine 

R(a, x0) et l’on arrive ainsi à un théorème plus général sans qu’on 
ait à changer le raisonnement qui suit.

Dans le cas considéré, la fonction limite def[x0v(u, a)] existe 
et elle est continue pour chaque point de l’intervalle (o, 271), 
excepté 0 = o et, de plus, elle est bornée au voisinage du dernier 
point. Cette fonction limite est donc intégrable. Par suite, dans la 
formule de Cauchy

145

rem

'*/( «) du‘1 Tí I ja,i
íí,í+1

peut prendre pour chemin d’intégration Je cercle de 
On voit ainsi que les coefficients bn=Gn(anx", a) tendent 
pour n = cc (a étant suffisamment petit). JNous pouvons donc 
appliquer notre théorème de la page 38, ce qui donne immédia­
tement

on rayon 1. 
vers o

le résultat que la suite | <7w(x0, a) [ est bornée.

9. 11 reste encore à étudier le où la fonction devient infinie, 
au point considéré. A cet effet, faisons tout d’abord la

cas

remarque
suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit holo­
morphe, x0 excepté, au voisinage circulaire de x0 vers /■*'», est que,

limjiup. y/ j Gv(a.jx'I, a) | =

pour a assez petit, on ait

i.

Il est évident que

iimjup. y/\ Gv(«va?î, a)| $

car x0 est un point singulier de la fonction étudiée, et Je cercle de 
îavon plus grand que 1 dans le plan de u correspond à un domaine 
qui contient x0 à son intérieur.

Supposons donc que, pour a assez petit, la limite supérieure en 
question soit égale a 1. On en conclut immédiatement que la même 
fonction, considérée comme fonction de x, est holomorphe à l’in­
térieur du domaine correspondant D(a, x0) et, a fortiori 
sinage circulaire de x0 vers lx*.

Inversement, si la fonction, Je point x0 excepté, est holomorphe

G

au voi­

le
10
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circulaire de a?0 vers lx», en prenant a suffisamment 

domaine D( a, xf) à l’interieur duquel la
au voisinage 
petit, on peut y tracer 
fonction soit holomorphe. La condition (A) est supposée satis­
faite. On en conclut que, d’après la formule (10), la série de

un

Taylor

a) tiV
V = 0

représente la fonction f(x) à l’intérieur de D(a, x0), c’est-a-dire a 
l’intérieur du cercle de rayon 1 dans le plan de u, ce qui revient a 
dire que, pour a assez petit,

lim sup. f I Gv(ava?o, a) | — I.

Notre remarque est donc vérifiée.
Démontrons maintenant le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction 

devienne infinie (ne reste pas bornée) et, x0 excepté, soit holo­
morphe au voisinage circulaire de x0 vers lx• est que, pour a 
assez petit,

lim sup. f I Gv(av&o> a) I — 1 ’

et que, quelque petit que soit a,

lim sup. 1 av(av37o, *) | = co-

Montrons d’abord que la condition est nécessaire. On voit par 
développements antérieurs que, d’après les hypothèses faites 
étant suffisamment petit, la série de Taylor

nos
et a

2Gv(«v*ï, a) “V
V — 0

fonction holomorphe à l’intérieur du cercle de
plie pour a assez petit,

représente une
1 ; la première condition est donc 

a un instant.
remrayon

grâce à la remarque faite il y
Mais il est évident que les moyennes arithmétiques des S/¿( x0, a ) 

deviennent infinies avec n ; en effet, dans le cas contraire, d’après 
le théorème du numéro précédent, aussi la fonction envisagée



serait bornée au voisinage circulaire de x0 vers M>; ce qui est con­
traire à l’hypothèse.

Démontrons maintenant que les deux conditions sont suffi­
santes.

La première étant satisfaite, la fonction de u
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^Gv(qv^, a) z¿v
V =0

est holomorphe à 1 intérieur du cercle de rayon 1 ; par conséquent 
la même fonction, considérée
holomorphe dans le domaine D(a, x0) et a fortiori, a?0 excepté 
voisinage circulaire de x0 vers lx°.

1) autre part, la seconde condition remplie, la fonction ne peut 
voisinage envisagé. En eilet, si pour a quel­

conque elle restait bornée, grâce à l’holomorphie établie, 
pourrait prendre a assez petit pour que le théorème du 
méro précédent soit applicable, et d’après ce théorème la suite 
|o,n(«o, a) I serait bornée, ce qui est contraire à notre hypothèse. 
Par conséquent, la fonction 11e 
démontrer.

L hypothèse que la fonction soit holomorphe au voisinage consi­
déré est nécessaire pour écarter Teilet des autres singularités pos­
sibles. On pourrait dire que la fonction devient infinie exclusi­
vement à cause de la singularité au point x0.

fonction de x, est, x0 excepté,comme
, au

rester bornée au
on

nu-

reste pas bornée, ce qui était à

10. Reste encore à examiner le cas où

lim sup. y/ I Gv(ava?„, a) | > 1.

A cet égard, nous allons esquisser rapidement la démonstration 
du théorème suivant :

La condition necessaire et suffisante pour que f{x) ait
au voisinage circutaire de x0

une
infinité de points singuliers vers
lx° est que, quelque petit que soit a,

fimjup. y I Gv (ava?o, a) | >1.

Supposons que nous ayons infinité de points singuliers auune
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lx0. Par définition, le point x^ restevoisinage circulaire de xQ 
en dehors de A(a) pour a quelconque, de sorte que la série de 
Taylor de la fonction f[x0v(u, a)] doit avoir un rayon de conver­
gence inférieur à 1 pour oc quelconque, car dans le cas contiane 
f(x) serait holomorphe, x0 excepté, dans D¿° et a fortiori dan> 
le voisinage circulaire de x0 vers lx». La condition indiquée est 
donc hien nécessaire.

Inversement, si, pour a quelconque, la condition proposée est 
plie, c’est que le rayon de convergence de la série

vers

rem

G/ï ( &n X 0 1 ® ) Un

n = 1

indre que l’unité. 11 y a des points singuliers à 1 intenem de 
D ( a, x0)i quelque petit que soit a; et comme, par hypothèse, il n y 

pas sur la ligne lx° (x0 excepté), le voisinage circulaire de x0 

vers lx» doit en contenir une infinité.
Avec ce théorème, nous avons le premier critère général, à ce 

qu’il nous semble, pour établir, en partant de la série de I aylor, 
l’existence d’une infinité de points singuliers au voisinage d un 
point.

est mo

en a

l’ÉTUDE DES POINTS CRITIQUES ALGÉBRICO-LOGARITHMIQUES

l’étoile curviligne IV d’espèce l.AUX SOMMETS DE

11. Après avoir examiné la relation entre Failure générale de la 
fonction et celle de la série représentatrice 
davantage le rapport de la manière dont la fonction devient infinie* 

de l’étoile E/ à la nature de la divergence de la 
série en #0, c’est-à-dire nous allons chercher les propriétés de la 
série

allons précisernous

en un sommet

G71 (a-nX'l, a),
Tl — 1

déceler l’allure particulière en vue de la fonc-qui pourront nous 
tion envisagée. Nous considérerons tout spécialement les points

sommets de l'étoile curvi-critiques algéhrico-logarithmiques 
ligne Ez d’espèce /.

aux

r



Supposons que le sommet .r„ soit 
logarithmique de/( u). La fonction de a
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point critique algébrico-un

/[*. ? ( rj- ) I — L/z ( Cf-a i * )
— 0

est holomorphe dans le cercle de rajon i 
samment petit. En effet, comme x() est un sommet de El,f(x) est 
holomorphe dans chaque point de la courbe lx« et, de plus, par 
hypothèse, x0 est un point singulier isolé de f(x). Mais la courbe 
fermée D(a, x0) qu on obtient en faisant parcourir par u le cercle 
de rayon i dans l'expression x0z>(u, et), tend, pour a = o, vers la 
courbe simple lx ». 11 en résulte que, pour a assez petit, fix) sera 
holomorphe dans D'(a, x{)), de même que sur sa frontière G (a, x0), 
excepté le seul point xn. En d’autres termes, la fonction de u, 
J I x0(s(u, a)], est holomorphe à l’intérieur du cercle de rayon i et 
x{) est son point singulier unique sur sa circonférence.

Regardons d’autre part ce que l’expression

si l’on a choisi a suffi-

I
X \ P
x0

devient quand on l’exprime en fonction de u, le nombre p étant 
quelconque.

Evidemment
i i(8)

X \p [• — ?(“. a)Jp
^0

Mais, par hypothèse, z>( u. a) est holomorphe au point i et
do O,du Ju=i

car o(u, a) elîectue une transformation conforme autour de ce 
point. Par conséquent

o(u, a) = i -4- fi(tt — I) -y Y (a — l)2-l-. .

cl [ti o. Il s’ensuit que

!-{-(«— I)P(m — l)I I
(9) X \p [ß(« — I) H- y(m — I)2 + . . .]P pP(« —r)P

Xt,

r
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où P(a?) est une série de Mac Laurin en x. Cela nous montre que 
la transformation conforme ne change pas la nature de la singula­
rité en question.

On peut faire le même calcul concernant

log?
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i
i

X

x0

où q est est un entier positif. En ellet,

!-+-(« — I ) Q ( U l)I

PO —i)X

X0

de façon que 

log? ■ = j Ioë — -f-togld + O — 0Q(« — 011?-

x0

En elfectuant le calcul, on obtient un polynôme en log - f de 

degré q où le coefficient de log? ^— est l’unité et les autres coef­

ficients sont des fonctions de u holomorphe en i. En effet le 
second terme de la parenthèse est holomorphe au voisinage de i.

Il en est de même de la fonction

‘OS’—O

1
-- 1

I
log?

— «) _ 
[l —tpO, K)1P

ix0
(io)

X \ P
x0

et cette fonction de u est holomorphe à l'intérieur et sur la circon­
férence du cercle de rayon i, excepté le point i. Et, de plus, ce 
dernier point est un point critique algébrico-logarithmique d’ordre

12. Cela posé, exprimons que x0 est un point critique algébrico- 
logarithmique de f(x) :

AP J log ) "i
ii log

XX

x0x0 . .-±-fi(x),(il) f(x) =
/ X \PiX \ P

x0

j



où Pq(oc) est un polynôme de degré q en x commençant par x'i ; 
les nombres positifs q et < p, o2 <C pi , . . ., sont en nombre fini, 
j\ {x) est d'ordre négatif en x0.

Effectuons la transformation
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a QNirb)
f[x0 cp(w, a)] — F(u)=z — [i -4- (u — !)/>(«)]

ßP (i-«)P

Q'(los~r7)
[i+O — O/*! («)] +-.+/1 [a?o <P( M, «)],ßp,0 —i)pl

où Q(¿e) est un polynôme de degré q en x et les p¿(u) sont holo­
morphes pour J M I^i, enfin /, [¿r0cp(z¿, a)] = o(îz) est d’ordre 
négatif au voisinage de i.

D'autre part, nous avons vu que, pour a assez petit,

F(a) Gn(anx'¿, a)m";
n = 0

où le rayon de convergence est l’unité. Pour déterminer l’ordre de 
grandeur de G „ (aflx“, a) posons encore

?(“) =27!"“"
7? = 0

et
AQ^og-J-)

-p -+-( «i — i )/>(«)] +...= ysfl¡í».F (m) — cp(«) = ¿(u) =
ßp(a —i)p

Pœgardons successivement zn et rnl. Tout d’abord lim t¡/¿ = o, car

les -r\n sont les coefficients tayloriens d’une fonction continue sur 
son cercle de convergence de rayon i. La fonction d/(w) a pour 
point singulier unique sur son cercle de convergence le point i. 
De plus, en prenant les k ^ p— i premiers termes du développe­
ment

p(u) =2a,i(-zi — O"»

W
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sépare la partie dominante de la singularitéon

iAQf !o~ 
V u

i) p(uj\
U — l)P

de sa partie continue sur le cercle. En faisant de même pour les 
autres termes, on sépare la partie dominante de ó(u) de sa partie 
continue. Mais cette dernière partie 
dont les coefficients tendent évidemment vers o quand leurs indices 
croissent indéfiniment.

D’autre part, nous avons calculé déjà (p. 5a) l’ordre de grandeur 
des coefficients y„ de la fonction

développement tayloriena un

>

(u — I

ainsi, du moins pour p >»on a i,

T» iI i 111
” n.P ‘ lo"Vn t (p)

ce qui, ajouté aux résultats partiels relatifs 
F(w), nous donne la formule importante

1 „ <J"(°"-7'»' a) 
r, 0= n?~l log'' n

autres parties deaux

A.(m)
(—ß)Pr(P)

Si p n’est pas supposé supérieur à i, nous devons considérer les
sommes

SnO, a) = G0 + G,(a¡x, a) + .. .-t- Gn(a„x'\ a).

'lout ce qu’il faut ajouter au raisonnement précédent, c’est que 
p-(u) est holomorphe sur le cercle de rayon 
où elle est d’ordre négatif. Il s’ensuit, en ellet, que sa série de 
Mac Laurin converge à ce point :

S/; ( Xft , «)

1 Y]P log7/t “ ß?l’(p + n

excepté le point i.i

A

1 ai série envisagée

/(>) =2 G/Z(n„a"", A«)
n = 0
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nous décèle donc la nature de la singularité d'une manière entiè­
rement simple. Le paramètre a étant pris suffisamment petit, les 
S„ de la série numérique

Ui PROBLÈME GÉNÉI!AL DES SINGULARITÉS.

JKG„ a)

ont un ordre de grandeur identique à celui de la fonction et ils 
permettent de calculer successivement toutes les constantes qui 
caractérisent la singularité étudiée.

1
13. On peut étendre enfin tous ces résultats à des singularités 

plus compliquées où ce n’est que la partie dominante de la singu­
larité qui est supposée algébrico-logarithmique. Il ne faut qu’ajou­
ter une hypothèse qui nous assurera que, pour a assez petit, le 
point singulier x{) se trouve sur le cercle de convergence de la 
série

a-'", <x)u'K

Car exemple, si l'on suppose que f(x) est holomorphe au voisi­
nage circulaire de x0 vers l-r» et que cs(uT a) satisfait à la condition 
restrictive (A.), nous n’avons qu’à nous servir du résultat prin­
cipal du Chapitre 11 (p. 38) afin d’éliminer la contribution de 
la fonction f\{x) qu’il suffit de supposer continue en x0 et nous 
arriverons au théorème suivant :

Si la fonction f (a;), holomorphe dans le voisinage circulaire 
de x0 vers ir», a sa partie dominante algébrico-logarithmique, 
c'est-à-dire si elle peut s écrire au voisinage de .r(l sous la 
forme (i i), on a nécessairement

]j <tn(xn, <x) _ A r(a) 
n = *> rd{ log«yi (— ßP)r(p -h i)

(>'S)

où
So "+" . • • S„(.r0, a)<j„(a70, a) = n

I
Nous avons donc dans le développement (9) une série qui satis­

fait presque toutes nos exigences concernant la simplicité et la
y

¥i
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précision dans la représentation des singularités situées aux som­
mets de l’étoile curviligne d’espèce L En effet, Failure générale de 
la fonction f(x) se manifeste d’une manière explicite et complète 
dans Failure de la série numérique

CHAPITRE V.

V Gn{anx'¿, a),
n — 0

du moins pour a assez petit. Et, comme nous venons de le voir, les 
singularités particulières à partie dominante algébrico-logariMi­
mique sont caractérisées à leur tour par la même série et avec la 
même précision et simplicité. L’ordre de grandeur des moyennes 
arithmétiques des S„ (x0, a) coïncide tout simplement avec celui de 
f(x) en x0 et les coefficients A, de même que les degrés (<y,, p), 
(q2, pi), ..., qui, ensemble, caractérisent la partie dominante de 
la singularité, se calculent très facilement par la formule (i3), si 
l’on retranche successivement la partie déjà trouvée et Fon applique 
de nouveau la même formule.

La portée de cette méthode est assez considérable. Quel est, en 
ellet, le but à atteindre par une pareille méthode? Tous les déve­
loppements étudiés dans ce livre sont formés par des séries de poly­
nômes ou des fonctions entières, c’est-à-dire des séries de fonctions 
uniformes, et il n'y en a guère d’autres espèces. D’autre part, 
l’étude générale des singularités consiste à examiner la fonction 
dans ses points réguliers qui se trouvent au voisinage de ses points 
singuliers. Par conséquent, cette élude exige une représentation 
de la fonction envisagée au voisinage du point singulier en vue. 11 
est donc évident que la méthode dont nous nous sommes servis 
dans ce livre ne nous donne pas un moyen absolument parfait 
pour ellectuer l’étude générale des singularités, en ce sens qu’une 
seule représentation de ce genre ne nous livrera pas tous les points 
singuliers de la fonction, parce qu’une série de fonctions uni­
formes ne peut représenter qu'une seule valeur pour chaque valeur 
de la variable indépendante x et qu’une fonction analytique a, en 
général, une infinité (dénombrable-) de déterminations pour chaque 
point x. Ce n'est qu’une partie des déterminations, une branche si 
l’on veut, de f(x) qui est donnée par le développement du genre 
considéré. Ce ne sont donc que les points singuliers situés à la

______ :

j



frontière de cette branche qui peuvent être étudiés réellement par 
les méthodes indiquées.

Mais on peut formuler le problème des singularités d’une 
nière un peu différente. Soit x0 un point quelconque du plan 
plexe. Supposons qu’on veuille explorer l’entourage de ce point, 
c’est-à-dire déterminer l’allure de la fonction f (x) à son voisi­
nage. D’abord cela peut dépendre du côté ou de la direction par 
où l’on s’approche de ce point; mais cette allure peut se chan­
ger de fond en comble si l’on choisit un chemin lxo joignant l’ori­
gine à a?0, différent du premier par où l'on est allé d’abord à x0. 
Par exemple /(x) peut être holomorphe en x0 si l’on y aboutit par 
le chemin Z37», quoique ce point fût singulier pour le premier che­
min, etc. Force nous est donc de choisir un chemin bien déterminé 
allant de o à x0 et rétrécir le problème à l’examen de l’entourage 
de x0 suivant un chemin bien déterminé lx».

La représentation (9) nous donne la solution du problème pour 
les courbes lx» qui n’ont pas de points multiples. En regardant la 
limite supérieure de la suite
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ma­
co m-

v'dG n(anx$,a)\,

décidera tout d’abord si x0 est le premier point singulier sur lx« 
Dans le dernier cas, la méthode est inapplicable. Mais le 

problème n’a pas de sens non plus, car, pour explorer le voisinage 
d’un point singulier, il faut passer par des courbes sur lesquelles 
f(x) est holomorphe, excepté l’extrémité de^0- Dans le premier 

les théorèmes précédents nous donnent des renseignements 
l’allure de la fonction au voisinage circulaire de

on
on non.

cas,
assez précis sur
x0 vers lxo.

14. Il reste à examiner le cas le plus général où l’on ne suppose 
plus que la courbe envisagée soit simple, c’est-à-dire sans points 

Itiples. Cette extension des résultats acquis jusqu’ici est indis­mu
pensable si l’on veut étudier les différentes branches d’une fonc­
tion multiforme, car c’est justement en tournant autour des points 
singuliers qu’on arrive à des déterminations distinctes de la fonc­
tion étudiée.

Prenons une courbe l quelconque, partout analytique et régulière 
(extrémités comprises) joignant les points x— o et x — 1. Soit s

1
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l’arc de courbe compté positivement à partir de x — o vers x = i,

et soit s0 la longueur de l’arc total entre o et i, et soit enfin t = — •
s0

Si l’on pose x — u + «V, u et v sont pour o < t ; i des fonctions 
réelles et holomorphes de t : u = gi(t), v = g*(t). La fonc­
tion

gy{t) 4- <KO

est holomorphe pour o£i<i, et quand t décrit l'intervalle (o, i), 
la variable x décrit la courbe donnée L

x —

On peut donc transformer la fonction donnée/(x) => an xn par
n = 0

la formule

(t-i)

n — 0

ou, plus généralement,

(i5)
n = 0

où p(x) est holomorphe et linéaire en ax, . . ., a„xn. Le
développement (i5) est valable pour un x 
rayon de convergence de cette série de Taylor dépend de x. En 
particulier, si /(x) est holomorphe le long de la courbe lx» définie 
par x0'b ( ¿), la variable t variant de o à i, la fonction de ¿, /[j70'-L(¿)], 
sera

quelconque, mais le

holomorphe le long du rayon (o, i). On peut donc appliq 
à cette série la méthode que nous exposions tout à l’heure. Pre- 

par exemple, une suite de transformations conformes o(x,x) 
telle que les courbes a), o ^ 0^ 2t:, se réduisent au segment
(o, t) quand a s’approche indéfiniment de o. C’est le cas 
I étoile rectiligne. On obtient ainsi la formule

uer

110 ns

simple de

fL*?(0J =2Q4/?«(^)¿,íí «]:( r 6)

où (),¿ est homogène et linéaire enp¿(x)t¿ (i = 1,2
Pour chaque x qui satisfait à laTondition, énoncée ci-dessus

pour x0, le point t = 1 est un point intérieur à l’étoile attachée à 
la fonction de t

V(t) =/[#®(0]-

I
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On peut donc dans (16) remplacer t par i

157

f(x) =2R"^’*)»(-7)
11 = 0

où Rra(¿r, a) est homogène et linéaire en atx{, a2x-, . .., anxn. 
Cette formule, pour a assez petit, représente f (x) en chaque pointa?

plexe tel que f(x) est holomorphe sur la courbe lx.du plan corn
C’est donc une représentation qui, théoriquement du moins, per­
met d’explorer vers le côté de la tangente à lx» en x0 le voisi­
nage d’un point singulier x0 situé à l’extrémité d’une courbe
Xo '}(<).

15. Supposons donc que x0 soit un tel point singulier et regar­
dons le développement (16). D’après la formule (i5) la fonction

F(¿) =N'/o„(a?)t'1 est holomorphe autour de l’origine, quelle que

soit la valeur de x supposée pourtant finie. 11 est donc permis de 
se servir du développement (i4). On obtient ainsi en tous cas la 
formule (16 ; et son domaine de convergence (a tendant vers o) est 
l’étoile rectiligne de F(t). Si, en particulier, x0 est un sommet de 
l’étoile curviligne \Ll d espèce i attachée à la fonction f(x), nous 

surs que F(¿) est holomorphe pour o S t < 1 ; donc le point 1 
est un sommet de l’étoile rectiligne attachée à F(i) et l’on peut 
appliquer à F(¿) au 
demment. 11 en résulte que si, pour a assez petit, la série numé­
rique

sommes

point i tous les théorèmes démontrés précé-

n = 0

est convergente, la fonction de t, J [a?0’l/(¿)], est continue et, x0

voisinage angulaire de 1 vers (o, 1). Maisexcepté, holomorphe au 
¿(¿) est holomorphe au point 1 ; si l’on a donc <|/(ï) já o, ce que 

supposerons dans la suite, afin que x0ty(t) effectue une trans-nous
formation conforme autour du point 1, on peut en conclure que 
f (x) est continu et, x0 excepté, holomorphe dans le voisinage
angulaire de x0 vers lx°.

Mous avons donc poussé aussi loin que possible la générali-
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sálion du célèbre théorème d’Abel et nous aboutissons au théorème 
suivant :

Soit x0 le sommet d’une étoile curviligne quelconque E¿. Si 
la série

CHAPITRE V.

a)

est convergente, la fonction f(x) représentée par cette série est 
holomorphe le long de la courbe lx», de même qu’à Vintérieur 
d'un cercle passant par x0 et ayant pour diamètre un seg­
ment suffisamment petit de la tangente en x0 à lx». De plus, 
f\x) tend vers une valeur bien déterminée si, après être arrivé 
au cercle par le chemin lx*, on s’approche de x0 dans un 
angle d’ouverture < tz et ayant pour bissectrice la tangente 
de lxo.

Inversement, si la fonction de t,/[^o^(0] est holomorphe au 
voisinage circulaire du point t= i vers (o, i), et si elle tend vers 
une valeur bien déterminée quand on s’approche de i à ce voisi­
nage, les moyennes arithmétiques G,fx0, a) des S/z = Pi0+. •. + R,z 
tendent pour n — ce vers cette même valeur grâce au théorème 
de la page 143.

Supposons maintenant que c’est f(x) qui soit continue et, x0 

excepté, holomorphe au voisinage angulaire de X0 vers lx«, le point 
x0 étant un sommet de l’étoile Ez, c’est-à-dire x0 étant le premier 
point singulier de f(x) le long de la courbe lx°. On en conclut que 
Z [4*(¿)] est holomorphe le long du segment (o, i) excepté l’ex­
trémité et que, grâce à la condition <j/(i) f o, au voisinage circu­
laire de y (x) en x0 vers lx», correspond un voisinage circulaire de 

en i vers (o, i) en ce sens qu’il y a un petit cercle pas­
sant par i et ayant son centre sur le rayon (o, i) assez près de i tel 
que y [3v}(0] = F(0 s°it holomorphe à son intérieur.

Par conséquent, la condition de continuité une fois remplie 
pour f(x) dans le voisinage circulaire de x0 vers lx», elle sera rem­
plie a fortiori pour la fonction de t, f[x0 ¿(¿)], en i 
(o, i). On arrive ainsi au théorème suivant :

Soit x0 le sommet d’une étoile curviligne quelconque Ez. Si 
la fonction f(x) est holomorphe le long de lx°, <le même que

flx o<KO]

vers le rayon



dans un petit cercle c passant par x0 et ayant pour diamètre 
un segment suffisamment petit de la tangente de lx*en x0 et si, 
de plus, f(x) est continu à Vintérieur et sur la circonférence 
de c, on a nécessairement, pour a assez petit,

lim <yn(x0, a) —f(sc0).
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C’est l'inversion la plus complète obtenue jusqu’ici du théorème 
de M. Frobenius.

La condition de continuité peut être remplacée par l’hypothèse 
que f(x) soit bornée dans le voisinage correspondant sans qu’on 
ait rien à changer dans le raisonnement précédent, basé essentielle­
ment sur la correspondance des voisinages. On aboutit ainsi à des 
théorèmes analogues où les expressions : convergence et tendant 
vers une valeur bien déterminée (ou continue) doivent être rem­
placées par bornée en valeur absolue.

En combinant ces quatre résultats comme nous l’avons fait déjà 
précédemment, on obtient encore deux théorèmes qui ne manquent 
pas d’intérêt.

La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit 
holomorphe le long de lx°, de même qu'au voisinage circulaire 
de x0 vers lx° et qu'elle devienne infinie en x0, est que, pour a 
assez petit,

lim sup. '{/1 R/t(a?o> a) I =

et que, quelque petit que soit a,

lira sup. I <rn(x0, a) I = so.

La condition nécessaire et suffisante pour que f{x) soit 
holomorphe le long de lx° et qu'elle ait une infinité de points 
singuliers au voisinage circulaire de x0 vers lx°est que, quelque 
petit que soit a,

lim y I R„(a?o, a) [ > i.

La démonstration, d’ailleurs très facile, de ces théorèmes, con­
siste à appliquer des théorèmes correspondants à la fonction de t, 
J ^(O I = F(¿), en ajoutant que f{x) satisfait au voisinage de 
x0 aux mêmes conditions que F(¿) au voisinage de i.
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16. Mais le développement (17) est capable de nous fournir des

sur la manière dont f(x) devient 
une infinité de points sin-

renseignements plus précis encore 
infinie en x0, à supposer qu’il n’y a pas

voisinage circulaire de x() vers lx°. Dans la dernièreguliers
condition c’est ce fait même qui est mis en lumière par le déve­

au

loppement considéré.
Supposons donc qu'il y ait 

pour diamètre un 
que f(x) soit holomorphe à l’intérieur de ce cercle, du moins si 
l’on arrive à x0 par le chemin lx». Il en résulte que, pour a suffi­
samment petit,

un cercle passant par a?0 et ayant 
segment de la tangente à la courbe lx» en x() tel

lim sup. 1 K/i(a70, a)| = 1.

On démontre facilement que si la partie dominante de la sin­
gularité de f (x) en x0 est algébrico-logarithmique d'ordre (<7, 0), 
il en est de même de la partie dominante de F(0 =/ [^0 '}(/)] et 
inversement. On peut donc appliquer les théorèmes précédents à 
la fonction F(¿), quoique les hypothèses soient énoncées pour/ (x). 
Par ce procédé bien simple on démontre que les polynômes 
R„(¿c0, a) ou leurs sommes S„(x0, a) ou enfin, dans le cas général, 
les moyennes arithmétiques a,, (¿c0, a) de ces sommes sont, pour a 
assez petit, en relation très simple avec la singularité étudiée. En 
effet, le degré d’infinitude de ces quantités coïncide avec celui de 
la fonction /(.r), et, pour déterminer les coefficients numériques 
qui caractérisent complètement la partie dominante de la singula­
rité, on a, pour a assez petit, la formule

<Jri(cc0, a) = c A,lim
«=“ AlP(l0g/7,)'7

OÙ
ré-2 )

[-^(,)]Pr(P + i)

et la fonction est supposée mise sous la forme habituelle

i _AP,,/ log x1 —
x0

f(x) =
('-â7
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En définitive, le développement (i 7) de la fonction/(a?), valable 
dans l’étoile curviligne E1 d espèce /, représen te les singulaiités 
mêmes aux sommets de cette étoile. En d autres termes, pont a 

petit, la suite numérique

LE PROBLÈME GÉNÉRAL DES SINGULARITES.

assez

R«Oo, a) 1(18)

égale à f{x0) si f(x) est holomorphe en x0, n’est pas sans rap­
port avec l’allure de la fonction même dans le cas ou x0 est 

point singulier de f{x) à un sommet de l’étoile IV. Les pro­
priétés limites de la suite (18) décèlent la nature de la singulaiité 

p0. du moins si l’on s’approche de ce point par le che­

nil

en Xo vers
min lx0. Et, comme la série de Taylor, c’est-à-dire les coefficients 
an une fois donnés, cette suite peut être formée pour n’importe 
quelle fonction analytique, en dernière analyse c est par les coef­
ficients a„ que l’allure de la fonction est caractérisée dans un 
sommet du voisinage x0-

Ajoutons encore que certaines singularités échapperont à la 
portée de la méthode précédente. Ges singularités seront celles qui

courbe rectifiable de longueur11e peuvent pas êtr atteintes par 
finie. Elles exigeront de nouvelles recherches.

une

n.



NOTE.

UN THÉORÈME DE RI EM ANN.

1. Prenons une série Irigonométrique

^ («„sinn 9 -+- Z>„cos«0) = An(O
« =o

et supposons que
I i m ci,j — o lim b„ — o.

La somme de la série absolument et uniformément convergente

^ «„sin n.9 -+- Z/„cos n 0
(2)

Il­
ii = 1

définit une fonction continue F(6). Exprimons les sn de la série ( i) en 
fonction de F(6). On voit facilement que

f
— 7T

A,= ~ F(¿) cos n ( 9 — l) dt

car, après la multiplication par cos« (ô — Z), on peut intégrer la 
série (i) terme à terme, et

f
e/—7T

coskt sin It dt — o

excepté pour /. = /, et, dans ce cas,

f̂
— 71

f
v/— 71

cos2nt dt — 71, sin2ut dt — 71.

o : 
%

,



cos/v( 9 —
/. = i

o
I

9 — z
2 s III

2

t1 9 — z ^ 2ÂT-+- I 2 /c — I0 — t {si h (9-1)(9-t)Mil --- <1 'I
2 SI II 2 2 22 À 1

2 Zï -t- 1
(0 — 0SI II

2
9- z

2 s I il
2

Nous iivous donc finalement

^(6-0sinrn ri"-Ii( o ) A i +- A2 A„ — —
2 71 .

z/Z.9 —z
si n 2

Rie man n a généralisé celle formule en établissant le théorème que 
voici (')• Soit p(Z) une fonction continue ainsi que ses cinq premières

UN THÉORÈME DE RIEMANN. i63

On a par conséquent
,.7T

Aj H- A2 -h... -+- A;i — / F(Z) 'V — /r2nosZ'(9 — t)dt.71 ./ rim4
k = i

Mais

Z2 cos Z ( 9 — z) — 2 2^ c. .s k( 9 — z)2 V
à = i /, = 1

2 // + i
sin (0-0zZ2 2

zZz2 . 9 - t
SIM 2

en vue de la formule

(') Noire énoncé du ihéorème n’est pas aussi général que celui de Riemann 
quoique ce dernier puisse être encore généralisé (voir Hobson, Theory of func­
tions of a real variable, p. 741). Mais nous n’avons pas besoin de cette plus grande 
généralité et nous avons ainsi réus-i à simplifier la démonstration si discutée 
de Riemann.

9 - z 9 — t
cos Z'( 9 — Z)SI II 2SI II2 2

k 1

- 
I 

(N
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NOTE

dérivées entre b et c satisfaisant aux conditions
164

p(b) = p(c) = p'(o = p c) = o, 
, p'(9) = p"(0) = p'"( = p,v(6 =o;P(0) = i

p"(¿) n’ayant qu’un nombre fini d’extrêma dans l’intervalle ( b, c).

Théorème. — La différence entre la nomme A, +A,+... + An et 

l’intégrale

2SI 11

f
J b

d-I p(t)<d1 dr-(4) 27t sin 2

c) í¿/í intercalle arbitrairement petit contenant le point 

t~0 à son intérieur, tend vers zéro avec —•

2. La démonstration est basée sur le lemme donné également par 

Riernan n.
Soit >i(£) une fonction continue ainsi que ses deux premières déri­

vées satisfaisant aux conditions b) — A( c) — V(b) — ù'(c) = o, et 
l"(t) n’ayant qu’un nombre fini d’extrêma dans l’intervalle (b, c). 

On a nécessairement

n p.2 Í F(t) cosp(f 
00 V b

— a) >.(t) dt — °.
V- =

L’intervalle {b, c est quelconque.
Pour le démontrer, remarquons que l’expression considérée peut se 

mettre sous la forme plus explicite

wA„( ¿) cosp.(t — a)l(t) dt(5)
n =1

OÙ
A„(t) = <7„sin nt + b„ cos nt.

Ou bien, en posant

(t) — - A „(a) cos (p. -+- n) (t — a) 4- - B,t ( a) sin (p -t- n)( t a)

et

( t) — - A„( a) cos(p — n)(t — a) — - B n(a) sin (p — n)(t a)B|a—n
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avec
Brt(a) = an cosna — 6„sin na, 

le /¿ième terme de la série ainsi formée est égal à

Cæ-B^n(t)f.F'2lP2 X(¿) dtX ( t ) dt + —-
/d([J- — n )- dt2n)‘z

qui se transforme, grâce aux conditions imposées à X(¿), par deux 
intégrations par partie en

dd-

f'B
J b/«^6

F-'2 B^nior (t)dt + ni{p_nÿ ( t) \"(t) dt.
zz2(p. + /¿)2

Le terme d’indice zi = p est, en particulier,

/ X(¿) [Ap,(<) cos p(¿—a)] c/¿. 
db

Décomposons l’intervalle ( b, c) en un nombre fini k de segment 
(b',c') dans lesquels k" (t) croît ou décroît constamment. Le second 
théorème de la moyenne nous donne, Ç étant un nombre convenable 
entre b' et c',

.c
i X"(£) cos(p -f- n)(t — a) dt 

db'
^"(b') f cos(p-+- n)(t — a) dt 4- k"(c') f 

db' dç
cos(p + zi ) ( ¿ — a) dt,

et indépendamment des limites d’intégration et de n,

\f,Y
cos(jul + zz)(¿—a) dt < — j

car

f
dp

sin (p zi)(¿— y) — sin (p zz) ( ¿ — ß) 
p + ncos (ft —1- n ) ( £ — oc) dt —

Par conséquent

I fI 'J b
2 k MXf(¿) cos(p -+- n)( t — oc) dt <----

n

où M est le module maximum de X"(t) dans l’intervalle (c, b). Si,
D.
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enfin, A est la plus grande valeur de | an \ + | bn\

NOTE.

on a

/B
J b

2Xk M
(t) t) dt <tX-HZ

F
de façon que

/ »
J b

2AÄM I

¡J. 2mÀ n-V F~
^ n2({JL -h n)2

(t)l"(t)dt <

ZZ — 1n- 1

Cette partie de la série (5) tend donc vers o pour ¡x=zoc .

3. Passons à la seconde partie

aC
¡s j BJ b

y (1)1"(t) dt.(6) n2 ( ¡j. — n )2
/? " 1

Déterminons nx> 3 par la double condition que : i°

V
l"(t) cos (pt — ]j.a-\-na)dt < s,

61
(7) iC

i 1"( t) sin (/;Z— ¡j.a + na)dt <C e,

pour j/?!>/!!, ce qu’on peut réaliser indépendamment de p. et de /?, 
car, par le second théorème de la moyenne, on voit aisément que

Í 1"(t) cos(pt
J b

2/fM
h) dt <

\P\ ’

2° I anI 4- I bn\< s pour nlnx.
Soit, d’autre part, p., > 2 nx et prenons un 

n Í zî, et pour n ^ /it + ¡2.,

pi > . On a, pour

I rcj l"(t) COs[( jUL
I d b 

I Cc
/ l"(t) sin [(fz — n)t — ([J.

I ^ t _

— n ) t—(¡2 — n)a]dt < £,

— n)a)dt < £ ;

ou encore

/ «
Jb

(t)l"(t) dt < Ab.

I
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Divisons la série (6) qui est à évaluer en cinq parties

JJ» H- 1 711+ (J* 111 —2n 1
V2VV2 —Ad—

n = [A-+-2

et soit toujours p > pv On a tout d abord

n=l
V

"1n 1
£.\pj_y j_<4A£y_[_ 

(pt — n^Adnl Ada­
's <—

n = 1n = 1n—\

¡ x* décroît pour x > n ; etparce que la fonction (x — ny

p2p2
< eA («, + p + i)2Oi + O22(n, + p)8n 1

D'autre part,

1X-2
y2

« = (J.+2
1711"+“ [X — 1\1 — 2

V2s
< - 2—22

y- n = li+2 l I---I —

f‘\r(t)\dt,X

zi,, la quantité | an\-+-1 bn\, par suite eslcar, pour n 
inférieure à £. Mais

V— »i¡x—2
r *><JJrh

dx' V x\\—xy2ni-----

En ellet, étant donné que la fonction

i
2\ 2

i —
X

2

e 
i â_

P 
I rL

"P
 I H

"P
 I «

£ 
I =L

ï 
I d_

- 
1 a.

*p
 i

■p
 i s

A II
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el croît pour ¿e > —, on obtient la série envi-décroît pour x < 

sagée si l’on divise le champ d’intégration en sections :

H\ + 2-h I«1 -h I
FFfj­

ei l’on prend le minimum de la fonction à intégrer dans la section cor­
respondante.

L’intégrale indéfinie en question est

------ h 2loga? — 2 log(I — x) 4- const.,[
X 1

ce qui nous donne

I
[1 — 2

F? 2 n \2 / \2j-----
F

— i 2 log---- ----
'F — n

F +- 2 log —F F—------ H F
F 1

i
< - /¿iF- — niF L"i i

2 . 
- < 4-<C — + I + 2 rn i

AZ j + [X — 1

V .De même pour la somme
n = [1 + 2

[1 + 1
Il nous reste à évaluer encore la somme de quatre termes ^ 

parmi lesquels le terme d’indice n = ¡j. est, pour f = «î, inférieur à

£ /" | X(Z) J f/Z.
J b

>Nous avons donc
[i + i

F2 F2F2V i + K<£ (F--)2(F — 2)s4 (f + 071= ¡1— I
où

fK= f I X( z) I î/z
J b

;

s: 
I a.

» I
 P

5
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de sorle que
1J. + 1

( I+^+i+K .V < £—
n = (A— 1

On peut donc prendre [J. > ¡J-1 > 2/i¡ assez grand pour que la somme 
de la série (5) soit inférieure en valeur absolue a e, quelque petit que 

soit s donné à l’avance. Le lemme est établi.

k. Pour démontrer enfin le théorème annoncé de Riemann, consi­

dérons l’intégrale
. 2 n -4- i

-(9-0si n,.0C + 2TC æ 2 dt:
F(‘)M 0^;

Sill 2

où >.(<) = ip ( dans l’intervalle (¿>, c) et X(0 — 1 dans les autres
points de l’intervalle (a, a + 27i). On suppose bien entendu que 
(a, a -4- 2tt) contienne (6, c). De plus, nous pouvons compléter évi­
demment la définition de X( Z) de façon qu’il ait la période 27:. 1 ai 

hypothèse X(0) — o.
En effectuant la dérivation indiquée dans l’intégrale, on obtient

. 2 fl -4- I
b (O 0(0 —-2 n -4- i V (0 — Z) dt2 71 l„(0) =— (

2

) / F (00(0
v a

fl + I n \ j.------ ( 0 — t)dt
2

co>— ( 2 n -4- i

2 n -4- i
l - (9 — Z) r/Z,F(00(0 sin 2

après avoir posé

MO 1
0(0 — MO^ j ~~0(0 = 9 — zy si nsin 22

r/2 I
0(0 — MO (if>

SI II 2

Comme X(0)=O(0)=...=:Ov(0) = oelXv(¿) est continue, les 
fonctions M(Z), À2(Z) et M(0 satisfont aux conditions du lemme

f

oo
l
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établi précédemment, les trois intégrales correspondantes tendent 
donc vers o pour n —zoo :

170

a-f-271 <Plim /
n — » ./a

dt — o.

Enfin, d’après la construction de A( ¿ ), l’intégrale précédente se 
décompose en deux

2 n -+- i
(0-0

I 21.(9) = dt. ô — ¿2TT ^ -lu
2

f FO)p(i)
J b

d*I
f//.

2 TT

Si l’on ajoute encore que, selon la formule (3), la première intégrale 
du second membre est égale à la som me A, -t- A4„, le théo­
rème de Riemann se trouve démontré.

Le théorème ainsi établi nous fournit une condition à la fois néces­
saire et suffisante de la convergence d’une série trigonométrique dont 
les coefficients tendent vers o, savoir que l’intégrale (4) ait une limite 
bien déterminée pour n = ac. C’est sous cette forme que nous nous 
sommes servis dans le texte du théorème de Riemann.

Remarquons enfin que ce résultat est absolument indépendant de 
toute théorie de la série de Fourier.

!

KIN.

2 n -+- i
(9-0Sill

2

. Q — t
Sill

2

2 H + I
(9-0sin

2

. 0 — tsi II
2

9
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