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ELOSZO.

A geometriai szerkesztések elméletének ez az dsszefoglalasa azokban
az eldadasokban. gyokeredzik, amelyeket a Ferenc Jozsef-tudomdanyegyete-
men tébb izben tartottam. Ahhoz az elhatdarozashoz, hogy ez az Gssze-
foglalas napvilagot lasson, nem kis részben jarult hozza az a tobb oldalrél
kifejezett ohajtas, hogy a kozépiskolai matématikus tanarok részére 1942
nyaran rendezett tovabbképzé tanfolyamon errél a targyrol tartott eléada-
saim szélesebb korok részére hozzaférhet6k legyenek.

A geometriai szerkesztések elmélete a legklasszikusabb tudomany-
agak kozé tartozik. Varazsat a régi gorogok ota a mai napig nem vesz-
tette el. Ennek a munkanak célja az, hogy a geometriai szerkesztések
elméletének {6bb eredményeit lehetdleg réviden, de azért konnyen, érthe-
téen és attekinthetéen Gsszefoglalja. Ennek a célnak megieleléen nehany
olyan eredményt, amelyet jelent6ségéhez képest tilsagosan hosszadal-
masan, vagy nehézkesen lehetne megokolni, szévegalatti jegyzetben bizo-
nyitas nélkiil kozliink.

A munka — cimének megfeleléen — a geometriai szerkesztések
elméletét és nem egyes szerkesztéseket kivan ismertetni. Emiatt egyes
szerkesztéseket csak akkor tdrgyal, ha azok az elmélettel szoros Ossze-
fiiggésben vannak, vagy annak megvilagitasara sziikségesek és alkalma-
sak. Ezért nem torekszik arra, hogy a targyalt szerkesztéseket a legegy-
szeriibb. alakban allitsa el6, hanem csak arra, hogy a megengedett rajz-
eszkozokkel valo keresztiilvitelilk lehetGségét igazolja.

A munka terjedelmének korlatozasa miatt nem lehetett a szerkesz-
tések elméletével osszefiiggésben levé minden szempontot figyelembe
venni. Ez a munka csak az euklidesi és a projektiv sikon valé szerkesz-
téseket targyalja, noha a gémbon és a Bolya i-sikon vald szerkesztések-
nek is egész irodalmuk van. Ez magyardzza meg azt is, hogy a geomet-
riai szerkesztések elméletének a gyakorlati matematikust kiilonosen érdekld
kovetkez6 kérdései: a geometriai szerkesztések modszerei, a szerkesztési
hibak elmélete és a kiilonb6z6 geometriai miiszereknek és alkalmazasuknak
ismertetése ebben a munkaban nem jutnak, vagy alig jutnak széhoz.

Nem targyalja ez a munka a kozelité szerkesztéseket sem, de ismer-
tet harmadfoki és negyedioku feladatok megoldasara szolgal6 geometriai
kisérleteket. Ezek azonban nem megkozelitések, hanem pontos szer-
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kesztések. A kisérlet sz6 azt akarja jelenteni, hogy alkalmazasakor a
vonalzénak a kivant helyzetbe valo hozdasa — a két adott ponton atmené
egyenes htlizasaval szemben — bizonyos kisérletezéssel, probalgatassal
torténik. Amig ugyanis két adott ponton atmendé egyenes huzasakor a
vonalz6 helyzetének két foltételt kell kielégitenie, addig geometriai kisér-
let alkalmazasakor a vonalzé helyzetére harom ioltételnek kell teljesiilnie.
Ilyen pl. a kovetkez6 harom f6ltétel: a vonalzé élének adott ponton kell
atmennie, két megjel6lt pontjanak pedig egy-egy adott vonalra kell esnie;
vagy: egy derékszogvonalzo két szaranak egy-egy adott ponton kell at-
mennie, csucsanak pedig egy adott vonalra kell esnie. Ha a vonalz6t sike-
riilt a kivant helyzetbe hozni, akkor a geometriai kisérlet pontos szerkesz-
tést szolgaltat. .

Ez a konyv az olvas6tél altalaban nem kivan meg tobb matematikai
és geometriai ismeretet, mint amennyivel egy alsobb éves matematikus
egyetemi hallgaté rendelkezhetik. A sziikséges algebrai kiegészitéseket
ott adjuk meg, ahol azokra éppen sziikség van. Megjegyezziik, hogy az
1. §-on kiviil az 1. és II. fejezet algebrai vizsgalatai nem sziikségesek a
II—VI. fejezet fejtegetéseinek megértéséhez.

A matematikai irodalom a geometriai szerkesztések elméletére vonat-
kozolag t6bb kitiin6 munkaval rendelkezik. Ezeknek jegyzékét e konyv
végén talalhaté irodalmi osszeallitas tartalmazza. Legtobbet Vahlen
munkdajabol meritettiink, de felhasznaltuk Enriques és Adler konyveét
és az ujabb irodalmat is. Ahol lehetett, az ismert targyaldasmodokon kisebb-
nagyobb mértékben egyszeriisitettiink. T6bb olyan eredményt is ismerte-
tiink, amelyet tankényvszeriien még nem dolgoztak fel. Nem tartottuk
szilkségesnek az egyes olyan részletek megjelolését, amelyek — véle-
ményiink szerint — ebben a kényvben latnak elészor napvilagot.

Konyviink csak a legsziikségesebb irodalmi idézetekre szoritkozik. A
részletes irodalmi adatok irant érdekl6d6 olvasé béséges tajékozast talal-
hat az irodalmi Gsszeallitisban idézett német és olasz enciklopédiacikkek-
ben, tovabba Vahlen és Enriques kényvében.

A geometriai szerkesztések elméletében rejld6 az az érdekesség,
amely harmadfélezer éven at annyi embernek okozott gyonyoriiséget és
elmélyedést, e konyv szerz6jét arra a reményre biztatja, hogy konyve-
nek targya a magyar olvaséban is kivanatos érdeklédést és vonzalmat
fog kelteni.

Kolozsvart, 1943. julius havaban.
Dr, Székefalvi Nagy Gyula

eqyetemi ny. r. tandr.



1 A korzével és vonalzéval végezhetd szerkesztések

algebrai vizsgalata.

1. §. Korz8vel és vonalzéval végezhetd geometriai szerkesztések
és algebrai ismertetdjeleik.

Az elemi geometriai szerkesztések segédeszkoze a vonalzé és a
Lirzd. A vonalzét két adott ponlon dimend egyenes hiizdsdra, a korzot
adott pont koriil adott sugari kir rajzoldsdra haszndaljuk'). A geometriai
szerkesztések klasszikuselmélete Euklides kovetelményeivel megegye-
zésben foltételezi, hogy barmely két ponton at lehet vonalzéval egyenest
hiizni és barmely pont koriil barmely sugarral lehet kort rajzolni.

A vonalzéval és korzével végezheté szerkesztéseket a kovetkezd
haromféle alapszerkesztésbdl tehetjik Gssze:

1. két egyenes metszéspontjanak meghatdrozdsa,

2. egyenes és kor metszéspontjainak meghatdrozdsa,

3. két kor metszéspontjainal meghatdrozasa.

Barmely geometriai szerkesztést kovetkezékép lehet fogalmazni:

Adva van a sikban bizonyos szamu pont ; olyan pontot vagy pontokat
kell szerkeszteni, amelyeknek egymashoz és az adott pontokhoz viszonyitott
helyzetét adott tavolsagok és szogek adott modon jellemzik.

Azt a kérdést, hogy valamely szerkesztés korzdével es vonalzoval
elvégezheté-e, legkénnyebben ugy donthetjiik el, hogy a geometriai szer-
kesztést algebrai alakra hozzuk. Sokszor ez az egyetlen eljaras, amely
célhoz vezet.

A geometriai szerkesztésnek algebrai kontosbe valo oltoztetése vegett
a sikon felvesziink egy derékszogi koordinatarendszert. Egyszerliség ked-
véért ezt a koordinatarendszert ugy valasztjuk meg, hogy kezddpontja
és x-tengelyének egységpontja egy-egy adott pontba essék. Az ilyen
koordinatarendszert az adatokhoz kapcsoltnak nevezzitk. Ha csak egy
O pont van megadva, akkor barmely olyan derékszogii koordinatarend-

') A vonalzd és korz6 mas modon vald alkalmazasa geometriai kisérlet. Pl
egy korhoz a rajta kivil fekvd P pontbol az érintéspont elbzetes meghatarozasa
nélkiil is lehet érint6t huzni. Az érintének az érintéspont meghatarozasa nélkil valé
meghuzasa nem szerkesztés, hanem geometriai kisérlet.
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szer, amelynek O a kezd6épontja és egyik adott szakasz az egysége, az
adatokhoz kapcsolt. Ha nincs adott pont, akkor barmely olyan derék-
sz0gli koordinatarendszer, amelyben az egységszakasz egy adott szakasz-
szal egyenld, az adatokhoz kapcsolt.

A koordinatarendszer megvdlasztasa utdn az adott szakaszokat és
szogeket is pontokkal abrazolhatjuk, mégpedig a (d,0) ponttal a d hosszii-
sagu szakaszt, a (cos« , sina) ponttal pedig az = szoget.

Ha a és b az igy kapott véges szamu pontbol korzével és vonalzo-
val szerkesztheté két pontnak egy-egy koordinataja, vagy egy pontnak
két koordinataja, vagyis mas szoval kifejezve: ha a és b szerkeszthet6
szam, akkor

a+b,a—-b, abd, [f) (b 0) ésVa (a=>0)
is szerkesztheté szam.
Az a} b és a—b szerkesztése kozismert. Az ab és az % szam
szerkesztése végett feltételezhetijiik, hogy @ és b pozitiv, Ja szerkesztése

végett pedig fel is kell tételezniink, hogy « pozitiv. A szerkesztést az
alabbi harom abra mutatja:

TS
/ ’va \\\
7 i Y
i s 1 .4
i 1 \
i \ / >

A I’ . \\

' ,“ ’ ] \
' // \\ [} I ‘|
d b !1 0 a}

\+_ =
1. abra. 2. abra. 3. abra.

Az els6 két abraban egy szog szarainak egy parhuzamos egyenes-
parral valo metszésével kapjuk az ab és az g szamot. Adott ponton at-

mend és adott egyenessel parhuzamos szerkesztésére azt a tételt hasz-
naltuk fel, hogy az olyan konvex hurnégyszog, amelynek szemkozt fekvo
két oldala egyenld, vagy trapéz, vagy parallelogramma.

A harmadik abraban a mértani koézéparanyos ismert szerkesztésével
kapjuk a Ja szamot.

A szamoknak egy olyan oOsszességét, amely hozzatartozé barmely
két szammal egyiitt azok Osszegét, kiillonbségét, szorzatat és hanyadosat
is tartalmazza (zérust, mint osztét kizarva), szdmtestnek nevezziik. A leg-
kisebb, legsziikebb olyan szamtest, amelyben van zérustol kiilonbozd
szam is, a raciondlis szamok Osszességébdl allo raciondlis szdmtest. Ez
a szamtest az egységho6l racionalis miiveletekkel nyilvankép felépithet6
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és barmely olyan szamtestnek része, amelynek van zérustol kiilonbdz6
szdma. Ha ugyanis egy szamtest tartalmazza az a (= 0) szamot, akkor

a : < 2 FHerEs ;
tartalmazza az E=1 szamot és ezzel egyiitt a raciondlis szamtestet is.

A szamtest értelmezésével kimondhatjuk a kovetkezé tételt:

Egy derékszigii koordindtarendszerben az adott pontokbol az adott
tavolsdgok és szigek felhaszndldsdval korzével és vonalzéval szerkeszt-
heté pontok koordindtdi egy S* szdmtestet alkotnak. Ennek a szdmtest-
nek jellemzé tulajdonsdga, hogy bdrmely pozitiv szimdnak négyzet-
gyokét is tartalmazza.

Az adatokhoz kapcsolt koordinatarendszerben ez a tétel is igaz:

Adott pontokbdl adott tdvolsigok és szigek felhaszndldsival korzi
és vonalzé segitségével olyan és csak olyan pontok szerkeszthetik, ame-
lyeknek az adatokhoz kapesolt egy tetszéleges derékszogii koordindta-
rendszerre vonatkozé koordindtii abban a legkisebb S* szdimtestben
vannak, amely magdban foglalja az adatokhoz tartozé pontok koordi-
ndtdait és barmely pozitiv szamdnak négyzetgyokét.

Ennek a tételnek igazolasara nyilvankép elég azt kimutatnunk, hogy
olyan pontokbol, amelyeknek koordinatai az S* szamtesthez tartoznak,
az alapszerkesztésekkel szintén S*-hoz tartozé koordinatakkal biré pon-
tokat kapunk.

Ha ugyanis a P, = (%, 71) és a P, =(x,, ),) pont koordinatai és r
az S* szamtesthez tartoznak, akkor a P, P, egyenes, illetleg a /; pont
koriil » sugarral leirt kor

x(1—y) —y(@—2) + 21y, —%y1=0,
—x) +(y—n)=r
egyenletének egyiitthatoi is nyilvanképen hozzatartoznak az S* szamtesthez.

Azoknak a pontoknak koordinatai tehat, amelyekhez az 1., 2., ille-
toleg 3. alapszerkesztéssel jutunk,

Ax+ By +C=0 és Aix+Biy+C =0,
Ax+ By +C=0 és (x —a)+ (y —b)r=r?,

illetoleg
(w—ap+(y—bp=r & (v—a)l+(@y—b)=r

alaku két egyenletnek tesznek eleget, amelyekben A4, B, C. Ay, By Gy,
a, b, a;, b,, r és r, az S* szamtesthez tartozé szam.?)

illetéleg

?) Vannak olyan geometriai szerkesztések, amelyekben paraméterek szerepelnek.
Az AB szakasz felezpontja pl. A és B koriil az AB szakasz felénél nagyobb barmely
r sugarral leirt korpar metszéspontjait 0sszek6té egyenesnek az AB egyenessel valo
metszéspontja. Az r sugar itt paraméter. Minthogy tetszOlegesen vehetjiik fel, azert




Az ilyen egyenletrendszerek megoldasai azonban vagy R, vagy
R + R, VR, alaku szamok, ahol R, R, és R, a két egyenlet egyiitt-
hatéinak racionalis kifejezése és emiatt az S* szamtesthez tartozo szam.
Val6s metszéspontokat csak akkor kapunk, ha R, = 0. A geometriai szer-
kesztésekben a képzetes metszéspontokat figyelmen kiviil hagyhatjuk.?)
Egymast (valés pontokban) nem metsz6 A, és A, kor képzetes met-
széspontjait ossze lehet ugyan kotni valos egyenessel, a két kor hatvany-
vonalaval. Ennek szerkesztése azonban csupa valos pontok felhasznala-
saval ugy torténik, hogy olyan A, és A, kort vesziink fel, amely mind
a K;, mind a K, kort metszi. A K; és K, kor hatvanyvonala a K,
K,, K;ésa KA,, K,, K, kérharmas hatvanypontjanak 6sszeko6to egyenese.
Hasonlokép meg lehet szerkeszteni egy A korhoz és a K kort nem
metsz0 e egyeneshez azt az adott /” ponton atmendé A’ kort, amelynek
a K korrel valo hatvanyvonala az e egyenes. Ez a A’ kor tehat atmegy
a P ponton és az e egyenesnek a A korrel valo képzetes metszéspontjain.
Ezzel a kimondott tételt teljesen bebizonyitottuk.

2. §. Harmadfokt irreducibilis egyenletnek egy gyokét sem lehet
korzdvel és vonalzéval szerkeszteni.

Foltételezzik, hogy a valds egyiitthatokkal biro
f(@)=x+ Hyx*+ Hyx + H; =0

harmadfoku egyenlet a H,, H,, H, egyiitthatét magaban foglalé §, szam-
testben irreducibilis. Ez azt jelenti, hogy az f(x) polinom nem irhaté fel
olyan els6 és masodfoku kifejezés szorzataként, amelynek egyiitthatoi az
S, szamtestnek szintén szamai.

Az f(x) — 0 egyenlet gyokeinek szerkesztése végett a derékszogii
koordinatarendszert tetszélegesen vehetjiikk fel. Ennek felvétele utan az
x-tengely 1, H,, H,, H; abszcisszaju pontja meghatdrozza az f(x)=—0

az AB szakasz felénél nagyobb akarmelyik adott szakasszal, pl. az 4B szakasszal
egyenlének valaszthatjuk. Igy elérhetjiik azt, hogy még atmenetileg se szerepeljenek
szerkesztéseinkben olyan pontok, amelyeknek koordinatai nem tartoznak az S§* szam-
testhez. Ugyanezt meg lehet tenni barmely olyan szerkesztésben, amelyben parameé-
terek szerepelnek.

%) A szerkeszthet6 szamok S* szamteste a koordinatarendszer megvalasztasatol
figgetlen a kovetkez0 értelemben. Ha egy olyan mas z', y' derékszogii koordinata-
rendszert vesziink fel, amelynek kezdOpontja és egységpontja (az ' =1 és y' =1
koordinataju pont) adott, vagy az adatokbodl korzével és vonalzoval szerkeszthet6d
pont, akkor egy P pontnak z,"y és z', y' koordinatai kozott olyan linearis transz-
formacios egyenletek vannak, amelyeknek egyiitthatoi hozzatartoznak az adatok z és y
koordinataival meghatarozott S* szamtesthez. Ha tehat az z, y és z', ¥' koordinatapar
koziill az egyik hozzatartozik az S* szamtesthez, akkor a masik is.
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egyenletet. Az egyenlet gyokeinek meghatarozasara iranyulo szerkesz-
tésben tehat ez a négy pont megadott pont.

Foltessziik, hogy az f(x)=0 harmadfoku egyenlet x, gyoke korzo-
vel és vonalzéval szerkeszthetd. Ez az x; szam nem tartozik az S, szam-
testhez, mert ha hozzatartoznék, akkor f(x) az §, szamtestben reducibilis
volna, mivel f(x) oszthaté (v — x,)-gyel.

Az a féltevés, hogy x, korzovel és vonalzoval szerkeszthetd, azt
jelenti, hogy a harom alapszerkesztésnek véges szdmii megielelé alkalma-
zasaval az ~ tengely 1, H,, H,, H; pontjabdl eljuthatunk az x; ponthoz.

Az x, pont szerkesztése végett egymasutan véges szamszor alkalma-
zott alapszerkesztésekben 1ij pontokat az adott és a bel6liik szerkesztett
pontokkal meghatarozott egyenesek és korok metszéspontjai szolgaltat-
nak. A mar szerkesztett pontokat a kovetkezo szerkesztésekre nézve adott
pontoknak kell tekinteniink. A tovabbi szerkesztésekben az §, szamtest
szerepét tehat az a szamtest veszi at, amely §, szamain kiviil a szer-
kesztett pontok koordinatait is magaban foglalja. Ez az § szamtest akkor
egyezik meg S,-lal, ha a szerkesztett pontok koordinatai S,-hoz tartoz-
nak. Ha azonban valamelyik szerkesztett pont koordindtdja nem szama
S,-nak, akkor az § szamtest S;-nak egy kibovitése. Ez a szamtest tar-
talmazza S, szamait és mindazokat a szamokat, amelyek S, szamaibol
és a mar szerkesztett pontok koordinataib6él a racionalis miiveletek tet-
sz6leges alkalmazasaval szarmaznak.

Mivel x, nincs az 8, szamtestben, de foltevésiink szerint véges szamu
alapszerkesztéssel megkaphatjuk az x-tengely x, abszcisszaju pontjat,
azért S,-bol a mar szerkesztett pontok koordinatainak a szamtesthez valo
fokozatos hozzacsatolasa utan végiil olyan szamtesthez kell jutnunk, amely -
az x, szamot magaban foglalja.

Egy ujonnan kapott P pont koordinatai csak akkor bdvitik az el6z6-
leg szerkesztett pontok koordinatait tartalmazo S szamtestet, ha P-t kor-
nek egyenessel, vagy korrel valo metszéspontjaként kapjuk. Ekkor 2
koordinatai olyan masodfoku egyenleteknek gyokei, amelyeknek egyiitt-
hat6i S-hez tartozo szamok. S-nek tehat legalabb egyik koordinataja
u=p + q Jc alaku, ahol p, ¢ (= 0) és ¢ (= 0) hozzatartozik az S szam-
testhez, Jc azonban nem.

Az u=p + q Jc szamnak az S szamtesthez valo csatolasa, adjun-
galasa a szamtestet S — S(u) = S(p + ¢ Jc) szamtestté béviti. A
szamtest értelmezése szerint S’ szamai u-bol és § szamaibdl raciondlis
miiveletekkel szarmaznak és emiatt w-nak olyvan raciondlis kifejezései,
amelyeknek egyiitthatéi S-hez tartoznak. Mivel p és ¢ S-hez tartozik és

mivel Jc =2 ?P és u=—p 4 qjc, azért az S(u)=S(p + qfc) és az

S (Jc) szamtest osszeesik.




Az 8'= S(p + qyc) = S(Jc) szamtest barmely széma a + b Jcalaku,
ahol a és b az § szamtes hez tartoz6 szam.

Egyfelol ugyanis barmely ilyen alaki szam §'-hoz tartozik, mivel az
a, b ésyc szammal egyiitt @ + b yc is szdma az S’ szamtestnek; mds-
felol pedig barmely két ilyen A, =a, + b,Jc és A, = a, + b, Jcszamnak
nemcsak az dsszege €s kulonbsege, hanem a szorzata és hanyadosa is
ilyen alaku, mivel

A, A, =(a,a,+bb,c) +(ab,+ab)|c és haA, 5 0, akkor
M, .. 0, +[’1V(_’_,‘ﬁ + b, Yo ag——b__,]fc _(aaq, —b,b,c)+(b,a,—a,b,)yc

As a b Ve a +byc a, —b,yc a -~

és itt a nevezd zérustol kiillonbozik. Ha ugyanis af — b__, ¢ =0 volna, akkor

foltevésiinkkel ellentétben |E=Z—"’ és ezzel egyiitt u=p + ¢ Jc is hoz-

zatartoznék az § szamtesthez.

Ezzel az el6bbi allitast bebizonyitottuk.

Az f(x) =0 harmadfoku egyenletnek az §, szamtestben nincs gyoke,
de foltevésiink szerint §,-bdl a leirt modon valo fokozatos bévitéssel el
lehet jutni olyan szamtesthez, amelyben van gyoke. Ezért foltételezhet-
jik, hogy az f(x) = 0 egyenletnek még nincs gyoke az § szamtestben,
de mér van gyoke az 8" = S(Jc) szamtestben, ahol ¢ az S szamtest
egy pozitiv szama. Ha x; az f'(x) =0 egyenletnek az §' szamtestben levd
gyoke, akkor az el6zok szerint x, — a + b 1/5 alakban irhato, ahol a, b,
és ¢ (=>0) S-hez tartozik, Jc azonban nem.

Mivel f(x,) =0, azért

fl@a+bye)=A4 4 Byc=0,
A =(a*+3ab'e) + H,(a* + b'¢) + H, a + H,
B=Bab+b'c)+2H,ab+ H,b.
Az A 4 B)c=0 egyenlet csak akkor allhat fenn, ha B =0. Ha
ugyanis B =+ 0 volna, akkor féltevésiinkkel ellentétben }c=— % és

ahol

és

%, = a + b}c mar az § szamtestnek is szama volna.
Ha azonban B =0, akkor egyuttal A =0 és igy
fla—bj)=A4—Byec
is eltiinik. Az f(x) =0 egyenletnek tehat nemcsak x, = a -+ b Jc, hanem

x, =a— b yc is gyoke. Ha ennek az egyenletnek x; a harmadik gyoke,
akkor a gyokok és az egyenlet egyiitthat6i kozott levé osszefiiggések miatt

% + % + %y =— H,, vagyis ¥=—H, — (% +x)=—H, — 2a.
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Ez azonban ahhoz az ellentmondéashoz vezet, hogy az f(x)=0 egyen-
letnek mar az S szamtestben is van gyoke.

Ebbé] az ellentmondasbol kovetkezik, hogy az f(x) = 0 irreducibilis
harmadfoku egyenletnek x; gyoke korzovel és vonalzéval nem szerkesztheto.

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt :

Irreducibilis harmadfoki egyenleteknek gyoke korzével és vonalzo-
val nem szerkeszthetd.

Ha a racionalis egyiitthatokkal bir6 harmadfoki f(x) = 0 egyenlet
(a racionalis szamtestben) reducibilis, akkor van raciondlis gyoke, mert
az f(x) polinomnak van racionalis egyiitthatokkal biré elséfoku tényezéje.
Ha pedig x, az egyenlet racionalis gyoke, akkor az egyenlet reducibilis,
mert f(x) oszthaté az x —ux; tényezével. Ezért az el6bbi tételt igy is
kimondhatjuk :

Raciondlis egyiitthatékkal biré olyan harmadfoki egyenletnek,
amelynel nines raciondlis gyoke, nincs korzével és wvonalzdval szer-
keszthetd gyoke sem.

Ha a harmadfoku f(x) = O egyenlet H;, H, és H; egyiitthatoja egész
szam, akkor véges szamu lépéssel el lehet donteni, hogy az egyenletnek
van-e racionalis gyoke, mivel az egyenlet racionadlis gyoke sziikségképen
egész szam és a H, szam osztdja.

Ha ugyanis « és b (b—0) olyan k6zo6s oszté nélkiili egész szam, hogy

[)3f<%.>:(¢3+/)(Hl (1'-’..‘—1{2 ab +Hl [)2) 0
=a(a’+ Hyab + H, %) + H, b*=0,

akkor az el6zd kifejezés két alakja koziil az elsébdl az kovetkezik, hogy
b = 1, a masodikbol pedig az, hogy H; oszthaté a-val.

3. §. Déloszi probléma. Triszekcié. Szabalyos kilencszog és hétszog.

a) Déloszi probléma.
Ez a feladat: egy kocka ¢élébdl a kétszer akkora térfogatu kocka

élének, vagyis a hossziisig egységébol a J2 hossziisagi szakasznak szer-
kesztése.t) A déloszi feladat tehat az x*—2=0 harmadioki egyenlet

‘) A feladat keletkezését Plutarchos gordg torténetiro irta meg. Egyszer
Délosz. szigetén pestis diihongdtt. A délosziak szorultsagukban a delfii josdahoz fordul-
tak. Onnan arra a kérdésiikre, hogy mitevOk legyenek, azt a feleletet kaptak, hogy
cseréljék ki Apollo delfii kockaalaku oltarkdvét kétszer akkora kockaalaku oltarkével,
ha a pestistl meg akarnak szabadulni.

Ez az aranylag konnytinek latszo feladat a régi gorogoknek legyézhetetlen
nehézséget okozott, de egyuttal szamos értékes geometriai vizsgalatnak meginditoja
lett. A feladat megoldasara Plato mekhanikai eszkozt készitett, Archytas ter-
gorbét vizsgalt, Menaechmus felfedezte a kupszeleteket, Nikomedes a kon-
khoist, Diokles a cisszoist stb.
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gyokének korzével és vonalzéval vald szerkesztését kivanja meg.

A déloszi probléma korzével és vonalzéval nem oldhaté meg.

Ennek kimutatasara az el6z6 § utolso tétele alapjan csak azt kell
igazolnunk, hogy az 2#® — 2 — 0 egyenletnek nincs racionalis gyoke.

Ha ugyanis volna ennek az egyenletnek raciondlis gytke, az egesz
szam és — 2-nek osztoja volna. Mivel + 1, — 1, 4 2 és — 2 koziil egyik
sem gyoke az egyenletnek, azért az egyenletnek nincs racionalis gyoke.

Hasonlokép az x® — A — 0 egyenletnek sincs szerkeszthet6 gyoke, ha
A olyan racionalis szam, amely nem egyenlé egy racionalis szam har-
madik hatvanyaval, mivel ekkor az egyenletnek nincs racionalis gydke.

b) Triszekcié, szégharmadolds, vagyis szégnek vagy kérivnek harom
egyenlé részre osztdsa.

Mivel a ¢ sz6gb6l cos ¢ és cos 9-bll a 9 szog egyszeriien szerkeszt-

3 nak cos 9-b6l vald szerkesztésére

hetd, azért a triszekcid feladatat cos

vihetjiik at.
Moivre képlete szerint

[ WP ey
(!'us 17 sin *) cos @ | 18in Q.

3 3

Ennek az egyenletnek valos részére fennall a

cos® % — 3 sin? % cos —2‘;— = 4 cos® % — 3 cos -;- =cos 9,
vagyis a
(2 cos %)S— 3 <2 cos é) —2cosp =0
egyenlet. Ebbdl a szogharmadolas, triszekcio egyenlete
(2) 2—3z—C=0, ahol C=2cos9, = 2(:0.9% :
Ennek a harmadfokt egyenletnek a C = — 2 (¢ = =) esetben 2 = 1=

— 0 cos% gyoke. A = szognek és vele a derékszognek harmadoléasa tehat

korzével és vonalzoval elvégezhet6. Ha azonban C tetsz6leges szam,
akkor az 2° — 3z — C — 0 egyenlet gyokét korzével és vonalzoval alta-
lanossagban nem lehet szerkeszteni, noha végtelen sok olyan C szam
van, amelyre nézve az egyenletnek van szerkeszthet6 gygke. Ilyenek pl. a
C= (a + byc)*—3(a+ byc) alaku szamok, ahol @, b és ¢ racionalis
szam.

Tetsziolegesen megadott szoget korzével és vonalzéval nem lehet
hirom egyenld részre osztani.

Ennek igazolasdra elég kimutatnunk azt, hogy a legkénnyebben szer-

kesztheté szoget, a ? szoget sem lehet korzével és vonalzoval héarom



egyenld részre osztani. Erre az esetre a szogharmadolas -egyenlete
(3) #—3a—1=0.

Ennek az egyenletnek nincs racionalis gyoke mivel a — 1 szam két
osztoja koziil sem + 1, sem — 1 nem gyoke a (3) egyenletnek.

A 2. § utolso tétele szerint ebbdl kovetkezik a kimondott tétel igaz-
saga és egyuttal a kovetkezo tetel :

Az egyenes szoget nem lehet korzivel és vonalzéval kilene egyenld
részre osztani.

c) Szabdlyos kilencszog.

Mivel barmely széget lehet korzovel és vonalzoval felezni és kettovel
szorozni, azért n-oldali és 2r-oldali szabalyos sokszog koziil vagy mind-
ketté6 szerkeszthetd, vagy egyik sem. Mivel a 18-oldali szabalyos sok-

szog egy oldalahoz tartozo % kozépponti szog az eldbb kimutatott tétel

szerint korzével és vonalzoval nem szerkeszthetd, azért igaz a kovet-
kez6 tétel:

Szabdlyos kilencszoget korzdvel és vonalzéval nem lehet szerkesz-
tena.

d) Szabalyos hétszog.

Kimutatjuk, hogy koérzével és vonalzoval nem lehet 14-oldali szaba-
lyos sokszoget szerkeszteni. Ez ugyanazt jelenti, mint a kovetkezo tétel :

Szabdlyos hétszoget nem lehet korzdvel és vonalzéval szerkeszteni.

Az egységsugari korbe irt 14-oldalu szabalyos sokszog x = @y olda-
lanak trigonometrikus kifejezése

T ==qi4 = 2 sin {-:4 .2 COs (; —}— {-—) — —2cos 2 27: 2
27 D g :
Haie —.cos - + 7 sin—-, akkor 2 = a4= — (¢ +¢:72) .

¢ mint hetedik egységgyok eleget tesz a

7' —:1 . 3 5
};T 284+ 2 +zt+23+2°+z2+1=0

egyenletnek és igy ¢~“-val vald szorzas utan az
F+eN+E+e)+E+e)+1=0

egyenléséghez jutunk. Ebbél az ¢? + ¢~?= —a egyenloség felhasznala-

saval és négyzetre emeléssel kapjuk, hogy
(.’ﬂ _1)?: [(3;;+3—::) +(: _{_3—1)]2:(3(:_*_ 3£2+ 3;-2_}_ 3—(;) +2(:1+2_|_ s-.() L

—a’ 22 .
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Az egységsugaru korbe irt szabalyos 14-oldali soksz0g oldala tehat
gyoke az

4) 2 —2?—22+1=0

egyenletnek. Ennek az egyenletnek gyoke kérzével és vonalzoval nem
szerkeszthet6 meg, mivel nincs racionalis gyoke. Ezt épugy lehet kimu-
tatni, mint ahogy a (3) egyenletr6l kimutattuk.

4. §. Szabilyos tizszog és Gtszog.

Eddig olyan feladatokat vizsgaltunk, amelyek megoldasa korzével és
vonalzoval vagy sohasem, vagy, miként a triszekcio, altalanossagban nem
lehetséges. Ezekkel szemben a szabalyos tizszo6g és Otsz6g szerkesztése
korzével és vonalzéval keresztiilvihetd. Ezt mar Euklides észrevette.

Az egységsugari korbe irt szabalyos tizsz0g # = ay) oldalara az

(5) X ==amn—28n 1% = 2608 (g st %) ==.2.008 2—5—
egyenléség érvényes. Ha : = (‘os%—l + ¢ sin?ﬁ , akkor z =¢ + ¢ 1,
Az ¢ szam, mint 6todik egységgyok, gyoke a
;%:z‘—kz“—}—z?—kz—f—lzo

egyenletnek. Ezért
(et 2342242 D=(@E2+2+4+) +(c+e)—1=a2+2—1=0.
Az egységsugaru korbe irt szabalyos tizsz0g z oldala tehat gyske az
(6) 24+ 2z—1=0
egyenletnek. Ezt az egyenletet
l:z2=2:(1—2)
alakban is irhatjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy az r sugaru kérbe irt szaba-
lyos tizszog oldala a sugar aranymetszésekor kapott nagyobbik szakasszal

egyenlé.
A (6)-0s egyenletb6l kapjuk, hogy

Wy o/ AT [\
Qyy = 2__1/1 +<2) 2 %ﬁi;;

Ebbél kévetkezik @i derékszogii haromszoggel vald 4. Abra.
ismert szerkesztése (4. abra):
Az egységsugari korbe irt szabdlyos otszdg a; oldalara fennall az

N
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- Shierp T e PR
—5—=4smﬁ)~co‘s E_z.vml—é‘/4— (2sm-1—)

egyenléség. Mivel az (5)-0s és (6)-0s egyenletbdl

as = 2sin

-~
™

10

. M 2
o= 281t és ap—1=—ay ,

azért
ag:ai)(4—-—a?0)= 1F 2“})—‘(01)_‘ 1)2 =1+ aiy -

Ezzel igazoltuk a szabalyos Otszog és tiz-
szog kovetkezé szerkesztéset:

Az O kozépponti K korben megrajzoljuk
a merbleges AA' és BB’ atméropart. Ha az AO
sugar F felezopontja korill a B/ sugarral leirt
kor C pontban metszi a K kor OA’ sugarat,
akkor a BC, illetleg OC szakasz a K korbe
irt szabalyos otszognek, illetéleg tizszognek
oldalaval egyenld.

5. abra.

5. 8, Szabélyos 34-oldali és 17-oldald sokszog.

Gauss 18 éves koraban mutatta ki a kovetkezd tételt:

Szabdlyos tizenhétszog korzdvel és vonalzdval szerkesztheto.

Ennek a tételnek kimutatisa végett azt igazoljuk, hogy az egység-
sugari korbe irt 34-oldali szabalyos sokszog

ARl oV, I U L B 3 L
(7) x_a34_281,n34_2c0«s(2 3>—20084.17
oldala korzoével és vonalzéval szerkeszthetd.
Ha
2% S AT 27
ol e SR pr IR , :Eh E_I'A"»' » s S
(8) = C0s 17 4 i sin 7 és ¢ = 2cosh 17
akkor : mint 17-dik egységgyok a
z'7—1 e A
—=z6 Lz 4+ ..4+2z24+1=0
z— 1
korosztasi egyenlet gyoke. Ha ebben a z=2¢ helyettesitést végezzik €és
azutan a kapott egyenlséget c-8-val atszorozzuk, akkot azt kapjuk, hogy
9) at+eat+eateteategtoateag=—1.

A c,=2cosh %; (h=0,+1,+2,...) szamok mind valdsak és kozottiik
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nyilvanképen a

(10) 2>c¢,>06,>2008 — > >0, = >0>6 00 >0y > —2

3 — G-

nagysagviszony van.
A ¢; szamok értelmezésébdl kovetkeznek a

(11) Ch=C-p, Ciy-h=Ch, ChLCE=Ch_} + Chts
konnyen igazolhato osszefiiggések. Ezek miatt negativ indexii ¢, pozitiv
indexiivel, 8-ndl nagyobb indexii ¢, 8-ndl nem nagyobb indexiivel helyet-
tesithetd és c, szdmok szorzata ilyen szamok Osszegével kifejezhetd.

Ha a @ iesii, o 8zamot.az

Ji=t+te+o és yo=c+c+e+o
osszegbe, Gauss-féle félperiodusba foglaljuk, akkor a (9)-es és (11)-es
Osszefiiggések felhasznalasaval
itYe=—1 é yi.y%o=4(c+¢+ -+ c¢)=—414.
Y1 €s y, tehat az
Y'+y—4=0

masodfoku egyenlet gyoke. Mivel a (10)-es egyenl6tlenségsorozat miatt
¥, >0, azért

ST TR OO et o
(12) ¥, =L§”7—=—%+]/ (é—) + 22 &5 3, .:—%—I'(%) + 27,

A Gauss-féle félperiodusokat a kovetkezé modon két-két negyed-
periodusba osztjuk :

Y11 =€ €4 €8 Y19 =0Cy - Cy; Vo1 =0C3 + C; 6S ¥3e =20, + ¢; .
A (11)-es Osszefiiggések miatt
Jir Y13 =Y1 €8 Yy . Yis = —1; Ya1 + Yes = s €5 ¥3 Jan=—1.
Emiatt yy, és y,, illetleg y,, és y,, gyoke az
Y2—ny—1=0, illetéleg az y?2—y,y —1=0

masodfoku egyenletnek. Mindkét egyenletnek egyik gyoke pozitiv, masik
negativ. Mivel a (10)-es egyenl6tlenségsorozat miatt 3, =0 és Vi < B,
azeért

Minthogy ¢ 4 ¢, =y és cic, = ¢, + ¢, = ¥, €s minthogy ¢, > ¢,,
azért. ¢, és ¢, — a,, —x az

2=y x4+ ¥, =0
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masodfoku egyenletnek gyoke és

(14) C,— a3, 2121—1 — v//('g—l)i — Yt .
Ha tehat o

(15) n=1Yyn és m= |/<y—2”) — i,

akkor

(16) as, :‘}’?:n_ i

A (12), (13), (15) és a (16) jelzésii keplet szerint az egységsugaru,
kérbe irt szabalyos 34-oldalu sok-
sz0g @, oldalat az alabbi 6t abra
szerint szerkesztjiik. A szerkesztés-
ben figyelembe vessziik azt, hogy
g e 0.

Ezzel egyuttal a .szabalyos
tizenhétszog szerkesztését is meg-
mutattuk.

6., 7., 8., 9. és 10. abra.

6. §. Az olyan irreducibilis algebrai egyenletek fokszama,
amelyeknek van korzbvel és vonalzéval szerkeszthetd gyokiik.

Bebizonyitottuk, hogy harmadfokiu irreducibilis egyenletnek gydke
korzoével és vonalzéval nem szerkeszthet6. Arra a kérdésre, hogy milyen
tulajdonsagu irreducibilis egyenletek gydke szerkesztheté korzovel és
vonalzoval, a kovetkezo tétel ad valaszt:

Csak olyam, (egyitthatoinak szdmtestében) irreducibilis  egyen-
letnek lehet korzével és vonalzdval szerkeszthets gyike, amelynelk fok-
szdma 2-nek hatvdanya.

Ez a feltétel szilkséges, de nem egyszersmind elégséges.

Ennek a tételnek kimutatasa végett elébb a kovetkezé tételt bizo-
nyitjuk be: '
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Ha az
f@)=x"4+ Ha-'+...4+ H,
polinom irreducibilis az egyiitthatéit magdban foglalé S szdmtestben,
de reducibilis az S(ﬁ szdmtestben, ahol ¢ az S szdmitesthez tartozé
szdm, akkor f(x) az S(Jc) sedmtestben két egyenléfokii irreducibilis
polmom szorzatdara bomlik fel.

A tetel feltevései miatt nincs olyan két polinom, amelyek egyiitt-
hatéi S-hez tartoznak és amelyek szorzata f'(x)-szel egyenls, de létezik
olyan f,(x) és f,(x) polinom, amelyeknek egyiitthatéi az & ()c) szamtest-
ben vannak és amelyekre vonatkozolag

S(x)=[f(x).[.(x).

Mivel f(x)-ben a legmagasabb hatvanynak egység az egyiitthatéja,
ugyanezt az f,(x) és f,(x) polinomrél is feltételezhetjiik. Az ellenkezd
esetben ugyanis ezt elérjilk, ha az f,(x) polinomot legmagasabb hatva-
nyanak egyiitthatéjaval elosztjuk és ezzel a szammal az f)(x) polinomot

megszorozzuk.

Mivel fi(x) és f(x) egyiitthatoi az S(Jc) szamtesthez tartoznak és
mivel az ilyen szamoknak a -+ b yc az altalanos alakja, ahol a, b és ¢
az S szamtestnek szama, azért f(x) és f(x) nyilvanképen

Six) = g(x) + Ve h(x), fix)= g(x) + Ve h(x)
alakban irhato, ahol g,, g., %4,, A, egyiitthatéi az S szamtesthez tartoznak.,
a g(x) és g(x) polinomban ~ legmagasabb hatvanyanak egyiitthatéja az
egység, és g, magasabbfoku, mint %,, g, pedig, mint %,. (A %, vagy 4,
polinom allando is lehet.)

Ebbél kovetkezik, hogy

f:'j;j;= (gl+‘(—:—lll) (g\‘:—}—l’/;/I;‘)—(bl (‘7 +( /I /I)+]C(51/7 +g /I) I +’;G

és hogy
G=g(x).h@x)+ g @x).hx=0.

Ha ugyanis G ==0 volna, akkor a
= f(e)— F(x)
57 G (x)

egyenléség miatt Jc is szama volna az S szamtestnek és igy f(x) mar
az § szamtestben reducibilis volna.
Mivel

(gA e ]/g /ll) (gJ Ly ]/(_. /l.’) ~7E (gl g“_‘ + C ]II ]IJ) A ]rr("r(g‘ Il.‘ + g‘.’ /Ll) :- l" wr ]/(.— G
és mivel G azonosan eltlinik, azért
f=(@ +Vch)g +Vch)=(g—Vch)g.—7Vch)
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és emiatt
./‘t: (gl —Jlﬂ l'(‘ /,I) (g: + ‘/; ]I_’) (gl AT ]/(_‘hl) (g_‘ g ."/(T h_‘) z(g.l: Tt C k‘l!) (g:_ C h:)'

Az f, g — c i és g: — c h: polinom egyiitthatéi az § szamtesthez tar-
toznak és S-ben f irreducibilis. Mivel a (g;— c &) (g:— c k) 2n-edioku
polinom oszthaté az n-edfoki f polinom négyzetével, azert g/ — ch és
g.— c k.csak allando tényezoben kiilonbozhetik az f polinomtol. Mivel
mindharom polinomban a legmagasabb hatvany egyiitthatoja az egyseg,
azért

f=g—chk=g—ck
és igy
f=(@& +Vch)@g—yech).

Ezzel kimutattuk, hogy f(x) az S (Jc)szamtestben két egyenl6foku
polinom szorzatara bomlik fel. Ki kell még mutatnunk, hogy az S(jc)
szamtestben mindkét tényezé irreducibilis.

Ha pl. a g, + Jc A, polinomaz § (Yc) szamtestben szétesnék két poli-
nom szorzatara, akkor fenndllana egy

8 + Ve b= (o, +Vcd) 0. +Ved) = (5,9 + c b b) +ie(@ b + 2.4)
alaku azonos egyenlet, amelyben nemcsak a g, és /2, hanem a ¢,, 9, ,
Y, és U, polinom egyiitthatoi is az S szamtesthez tartoznak és amelyben
o, magasabbfoki, mint {4, (k=1, 2) .

De akkor

@, — Ve b) (@, —Vcd) = (9,9, + c b, $) —Ve (s, ¢ + 2. $) = g —Vc 4,

volna és igy az

F=A8 + Ve h)(g — Ve h)=(5—cd)(—c)
azonos egyenlet miatt f(x) — feltevésiink ellenére — az S szamtestben
is reducibilis volna.

Ezzel a masodik tételt telijesen bebizonyitottuk.

Most feltessziik, hogy az S szamtestben irreducibilis 7-edfoki f(x)
polinomnak x, gyoke korzével és vonalzéval szerkeszthet. Ekkor az S
szamtestbdl kiindulva véges szami megfelel6 négyzetgyokkel valo foko-
zatos bovitéssel olyan S’ szamtesthez jutunk, amelyben benne van az
x, szam és amelyben f(x) reducibilis és egyik tényezéje x — x;. A foko-
zatos bovités gy torténik, hogy a szamtesthez hozzékapcsoljuk, adjun-
galjuk egy szamanak (a szamtesthez nem tartoz0) négyzetgyokét és az
igy kapott szamtestet bévitjiikk tovabb egy szama négyzetgyokének hoz-
zakapcsolasaval.

Amikor az S szamtest fokozatos bévitésével elészor jutunk olyan
szamtesthez, amelyben f(x) reducibilis, akkor f(x) két egyenléfoku fi(x)
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és f, (x) polinom szorzatara bomlik. Ebb6] kovetkezik, hogy »=2n, paros
szam. Ha x, az n,-edfoku f](x) polinomnak zérushelye, akkor a szamtest
tovabbi bévitése kozben egyszer fi (x) is két irreducibilis és-egyenléfoku
polinom szorzatara esik szét, mivel az utolso szamtestben, az §' szam-
testben x—wx, az fi(x) polinomnak is irreducibilis tényezdéje. Emiatt
n, —2n, és hasonlo okbdl n,=2n;, n;—2n,,... is paros szam. Ebbol
kovetkezik, hogy az n szam 2-nek hatvanya, mivel az utolsé irreducibilis
tényez6 linearis.

Ezzel az els§ tételt is teljesen igazoltuk.

A most kimutatott tételbdl kovetkezik, hogy irreducibilis harmadioku
egyenleteknek gyoke korzével és vonalzoval nem szerkeszthetd, és kovet-
keznek a 2. § tételei. De nem szerkesztheték irreducibilis 5-6d, 6-od,
7-ed, 9-ed, 10-edfoku egyenletek gyokei sem.

Annak eldontésére, hogy egy algebrai egyenlet gyokét lehet-e kor-
z6vel és vonalzoval szerkeszteni, vagy sem, egyik legiontosabb feladat
annak megallapitisa, hogy az egyenlet az egyiitthat6it tartalmazo leg-
kisebb szamtestben irreducibilis, vagy reducibilis. Ez kiilonlegesebb vizsga-
latot igényel.

I. Korosztas.
7. §. A korosztas feladata. Gauss altalanos tétele.

Egyik legfontosabb és legértékesebb szerkesztési feladat a korosztas.
Ez a korén megadott 7-szamu olyan pont szerkesztését kivanja, amely a
kort » egyenl6 ivre bontja. Az ilyen 2 pont egy n-oldalu szabélyos sok-
szognek n szogpontja. Megiorditva: egy n-oldali szabalyos sokszog 7
szdgpontja a sokszdg koré irt kort 2 egyenlé korivre osztja. A kornek 7
egyenlé ivre vald osztisa és n-oldalu szabalyos sokszog szerkesztése
tehat lényegében azonos feladat.

A korosztast az Okorban az 7 szam paratlan értékei koziil a 3,5 és
15 szamra tudtak csak elvégezni. Az igy kapott korivek folytatélagos fele-
zésével a korosztas korzével és vonalzoval valo szerkesztését még a
3. 2k, 5. 2% és a 15. 2¢ szamra is ismerték, ahol £ akarmilyen nem nega-
tiv egész szamot jelenthet.

Az Okori eredmények utdn a korosztasban az elsé jelentds lépést
Gauss tette, amikor felfedezte a szabalyos tizenhétszog szerkesztését.

A korosztas lehetéségének tovabbi vizsgalataban elég azokra az ese-
tekre szoritkoznunk, amikor 7 paratlan torzsszam, vagy ilyen szam negy-
zete. Ha ugyanis 7n a paratlan 7y és n, viszonylagos térzsszam szorzata,
akkor a kor n, n, egyenlé ivre valo osztasat vissza lehet vezetni 7y és 7,
ivre val6 osztasara.
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Mivel n, és n, viszonylagos torzsszam, azért az
xn, —yn =1

hatarozatlan egyenletnek mindig van z= £y és y = £, egész szam meg-

oldasa. Ha a £y n; — k3 ny = 1 egyenlGséget a ”2—n2 szammal szorozzuk,
1

akkor a
21; & 27 27

1 S
n g g1

egyenl6ség szerint a korosztasnak 7, és n, esetre vald ismerete utan a
korosztas az n = ny n, esetre korzovel elvégezhet6. Ha ugyanis a kort
az Ao = B, pontjabdl kiindulva 7, és n, egyenlé ivre osztjuk és A-val,
illetéleg Bj-val jeldljiik az elsd, illetéleg masodik korosztasban a kozos
osztéponttél ugyanabban a forgasértelemben szamitott £-adik osztopontot,

i 3 Fooa
akkor az Ax, By, koriv a kornekﬁ resze.
1762

Ennek a tételnek és az eddig bebizonyitott tételeknek felhasznala-
saval a korosztas minden olyan paratlan szamra, amely a 3. 5. 17 = 255
szamnak osztoja, korzével és vonalzdval elvégezhetd.

A korosztas szerkeszthetéségének elméletében a kovetkezd és egy-
uttal befejez6 lépést szintén Gauss tette meg Disquisitiones arithmeticae
(sect. VII. 1801.) c. miivében. Gauss altalanos tétele a kovetkezd :

A kornek n egyenld tvre valé osztdsdat korzével és vonalzéval csak
olyan n szimra lehet elvégezni, amelynek tirzstényezékre valé bontd-
saban a pdratlan torzsszamok legfeljebb elsé hatvianyon fordulnalk el
és mind ; !

Ppm=1+2*"

alakiak. Bdarmely ilyen m szdmra a korosztdst valoban el lehet végezni,
Ez a tétel tehat két részb6l: egy tagado és egy allitdé részbél all.
A pn alaku szamok koziil az els6 6t: po=3, p1=75, p» = 17, p; = 257
és p, = 65537 mind torzsszam. Gauss altalanos tétele szerint tehat a
kort korzével és vonalzéval nem lehet 7 egyenld ivre osztani, ha n értéke
7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21—23, 25—29, 31, 33, 35—39, 41—47 stb.
A komplex sikon a z"=1 egyenlet gytkei a |z| =1 kort n egyenl6
ivre osztjak. Ennek az egyenletnek - 1-t6] kiilénbdz6 gyokei a

Zn___l

e ot M e st 05 el L

egyenletnek, a korosztdsi egyenlet nek tesznek eleget. A korosztasnak az
euklidesi sikon és a korosztasi egyenlet gyokeinek a komplex sikon valo
szerkeszthet6sége nyilvankép azonos feladat. Az altalanos Ga us s-féle
tételt a korosztasi egyenlet vizsgéalataval fogjuk bebizonyitani.
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8. §. Korzdvel és vonalzéval valé szerkesztések a komplex sikon.

Az eddigi vizsgalatokban valos pontokat és valds egyiitthatds egyen-
letek valos gyokeit szerkesztettiik. Ezeket egyenesek és korok valos
metszéspontjai szolgaltattak. °) :

A komplex sikon egy komplex szam adott komplex szamokbol kor-
z6vel és vonalzoval akkor szerkeszthetd, ha a komplex szamot abrazolo
pont az adatokbdl korzével és vonalzéval szerkeszthetd. Ezt ugy is kife-
jezhetjiik, hogy egy komplex szam akkor szerkeszthetd, ha valés és kép-
zetes része, vagy abszolut értéke és szoge szerkeszthetd. A szerkesztéstol
megkivanjuk, hogy kort és egyenest csak véges szamszor hasznaljon fel.

A komplex szamokra vonatkozd szamolasi szabalyok tekintetbevé-
telével az 1. § tételeit a kovetkez6kép lehet megfogalmazni:

Adott komplex szdmokbdl Kkiorzével és wvonalzéval szerkeszthetd
komplex szdmok olyan szdmtestet alkotnak, amely bdrmely szdmdnal;
négyzetgyokét is tartalmazza. Az adott komplex szdamokat magdban
foglalé ilyen tulajdonsdgi legkisebb szdmtestnek bdrmely szdma kor-
zovel és vonalzoval szerkeszthetd.

Ha ugyanis zi=a,+ iby=ri(cospr +isingy), zo=ay+ i b,=
=1y (cos 9, + ¢ sin 9,), akkor a komplex szamokra vonatkozo szabalyok
szerint z14 z,, 2z — z,, 21 2 €s z—‘ (2, # 0) a 2 és z; szam abrazol6 pont-

2

jabdl kénnyen szerkeszthetd.
Az=a+ib=r(cosp -+ ising) szam négyzetgyokének, a
Vz=7Va+ib= }/rT(cos ? +222 + zsin (19_'1__22}_7t>

szamnak szerkesztése is elvégezhet6 korzével és vonalzoval, mivel pozitiv
szam négyzetgyokének szerkesztését és szignek felezését kivanja meg.
Konnyii z és y kozvetlen szerkesztése is az a és b szambol.

Az a+ib=(z+iy)>=22—y>+ 2izy egyenleth6l kovetkezik,

hogy

=x+1iy (k=0 1)

22—y?=a és 2zy=0>b.
Ebbél a két egyenletb6l
(@ +y?)? = (2* — y*)*+22y) = a’+b* ésigy 2’+y’=Ya’+b?, 2’—y*=a.
Ebbél koévetkezik, hogy
%) A komplex sikon barmely szamhoz valés ponf tartozik és barmely ponthoz egy
egyértelmiien meghatarozott szam tartozik, még pedig az a szam, amelynek valos része
a pont abszcisszaja, képzetes része pedig a pont ordinataja. A komplex sikon tehat

nem egyenes és kor, vagy két kor képzetes metszéspontjait szerkesztjilk meg, hanem
egyenesek és kdrok valos metszéspontjaihoz tartozé komplex szamokat hatarozunk meg.



19

e —
1m=]/————+“+‘2’“2+”—2+ i]/:_.__“+f’+”2,
ahol a belsé négyzetgyok eldjelét pozitivnak, a két kiilsé négyzetgyok
el6jelét pedig egyezdnek, vagy ellenkezének kell valasztani aszerint, amint
b "pozitiv, illetéleg negativ.

Ebbél kovetkezik ez a tétel:

Bdrmely mdsodfoki egyenlet gyokeit korzdvel és vonalzdval lehet
szerkeszteni.

Komplex sikon torténd szerkesztéssel a 2. § altalanos tétele nyilvan-
képen akkor is érvényes, ha az egyenlet egyiitthat6i komplexek, vagyis :

Egy irreducibilis harmadfoki egyenlet gyokét sem lehet korzével
és vonalzdéval szerkeszteni.

Egy szam kobgyokének szerkesztése abszolut értéke kobgyokének és
sz6ge harmadrészének szerkesztését és igy lényegében a déloszi problé-
manak és a triszekcionak egyiittes megoldasat kivanja meg. Ezért kor-
zbvel és vonalzoval csak kivételes esetekben lehet egy szam kobgyokét
szerkeszteni.

A 6. § masodik tételének bizonyitasa alkalmabél nem hangsulyoztuk,
hogy c pozitiv. A bizonyitds arra az esetre is érvényes, amikor az S
szamtest komplex szdmokat is tartalmaz és amikor c¢ is komplex szam.
Ennek megfeleléen komplex egyiitthatokkal biré egyenletekre és ezeknek
komplex gyokeire is érvényes a kovetkezd tétel:

Ha egy irreducibilis algebrai egyenletnek fokszdma nem hatvénya
2-nek, akkor az egyenletnek sem wvalds, sem képzeles gyoke mem szer-
keszthetd korzével és vonalzdval.

0. §. Piratlan torzsszdmhoz tartozd korosztisi egyenlet
irreducibilitdsa TOrzsszimnégyzethez tartozd korosztisi egyenlet.

Gaus s altalanos tételének bebizonyitasahoz sziikségiink van a ko-
vetkezd tételre:
Ha p pdratlan torzsszdm, akkor a

zp-1 L zp-2 4 . 4+z+4+1=0
kirosztdsi egyenlet a raciondlis szdmtestben irreducibilis.

Ennek a tételnek kimutatasara felhasznaljuk Gauss-nak egy téte-
1ét, az ugynevezett G au s s-féle lemmat ésa Schoenemann-Eisen-
stein-féle irreducibilitasi tételt.

A G a uss-féle lemma a kovetkezd:

Ha az egész egyiitthatékkal biré

F@)=a"+ Ar1a*! ... + 4,
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polinom a raciondlis szdmtestben két polinom szorzatdra bomlik, akkor
F(x) egyuttal két egész egyiitthatos polinom szorzataként is felirhato.
(Ez a tétel akkor is érvényes, ha x* egyiitthatoja, A, egységt6l kii-
16nb6z6 egész szam.)
Ha ugyanis
F@=az+Aia*!'+...4+ 4,=
= (@ 4+ b4+ b)@+aaxtt40o),

ahol p +v=mn és a b, és c, egyiitthatok racionalis szamok, és ha B, és
Cp (h=12....0-; k=1,2,...,Y) olyan egész szam, hogy

C )
——B—fvcl‘:c_vsleOsBl)'--vBplz[c(),Cla-- ,(/V]Zly
ahol a szogletes zardjel a benne foglalt szamok legnagyobb koz6s oszto-
jat jelenti, akkor

B, C, F(a) = (B a¥ % By @ 14 oF BYC & o G avs 4 v G,
Ebb6l a megfelelé hatvanyok egyiitthatoinak 6sszehasonlitasaval kap-
juk, hogy
ByCoAy = ByCy + B1Cy, ByCoAy = ByC; + B,Cy + ByCy, ..., ByCoA} =
= BoChix+ ByCpis-1+ -+ + Bi-1Crj1 + BaCr + Bys1Ci- 1+ -+ - + By Co.

Ha p a B, C;, szamnak egy olyan torzsszam osztéja, amely osztdja
a ]30 A B] his vy B/,-l s Co A Ci glornse iy Ci-1 szamnak, de nem osztéja a By és
Cx szamnak, akkor p az el6bbi kifejezés baloldalat osztja, de a jobbol-
dalat nem, mert a jobboldalon egy tag (az aldhuzott tag) kivételével
minden tagot oszt.

Ebbél az ellentmondasbol kovetkezik, hogy a By C szamnak nem lehet
torzsszam osztoja és igy B, Co =1, tehat By=Co = 1.

Schoenemann és Eisenstein tétele®) a kovetkezo :

Ha az egész egyiitthatokkal bire

Fi)y=2a"+ Ayz*-'+...+ 4,12 + A,

polinom A, Ao, ..., A. egyiitthatéja oszthaté a p torzsszdmmal, de A,
nem oszthaté p2-tel, akkor a polinom irreducibilis a raciondlis szdm-
testben.

Ha foltételezziik, hogy
a7 F@)=( + Bya*-'+...4+ B2+ Ciz*-' +... 4+ C,)

és hogy B, B,,..., B,, (1, C,,..., C, racionalis szam, akkor ezek
az egyiitthatok a G auss-féle lemma szerint egyuttal egész szamok. Mivel

()h ==

%y Schoenemann, Journal f. d. reine und angew. Mathematik 32. k. (1846)
100. 1., Eisenstein, u. ott 39. k. (1850), 166. 1.
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az A,= B, Cy szam oszthato p-vel, de p’-tel nem, azért B, és C, koziil
az egyik, de csak az egyik oszthato p-vel. Ha C, oszthaté p-vel, akkor
az A,y = B, C,_1+ B,-1C, 0sszefiiggés miatt C,.1 is oszthat6 p-vel,
mivel A4,_; és C, oszthaté p-vel, de B, nem.

Hasonlokép lathatjuk be a (17)-es azonossa'lg jobb és baloldalanak
Osszehasonlitasaval kapott

Ay=B,Ci-y+Byu-1 Chopir+ -+ +B, Gy,
(k=n—], B ey 1, 6‘0:1, Cv+l:C\v+2="‘:0)

sszefiiggéssorozaton, hogy Cy, Cv-1,..., Ciés Co=1 is oszthaté p-vel.
Ebb6l az ellentmondasbol kovetkezik Schoenemann és Eisen-
stein tételének igazsaga.
E szerint a tétel szerint az

["(£+1)—(Z+1) 1 — P~ l+( )xl’-2+...+(]2)>x+])

polinom irreducibilis és ezzel egyiitt az

F(z):?{_——%wz”'1+z”_2+---+z+1=O

korosztasi egyenlet is.

Ha n = p? és p paratlan torzsszam, akkor a z/— 1 =0 egyenlet bar-
mely gyoke egyittal a z° — 1 = 0 egyenletnek is gyoke. Ebben az esetben
a kornek p? szami egyenld ivre valo osztasara a

(18) 21 o)) fp 0D 4 fp 4 1=0

zr — 1

egyenletet vizsgalhatjuk.

Ennek az egyenletnek gyokei a kort p(p — 1) ivre bontjak. Ezek koziil
az ivek kozill az a p iv, amely a z2—1=0 egyenlet egy-egy gyoket
tartalmazza, nyilvanképen kétszer akkora, mint a tobbi p(p — 1) —p iv.
Felezésiikkel tehat a kort p? egyenl6 ivre lehet osztani.

Ebb6l kovetkezik, hogy abban az esetben, amikor n=p? és p torzs-
szam, a (18) egyenletet lehet korosztasi egyenletnek tekinteni.

Kimutatjuk a kovetkezd tételt:

Ha p pdaratlan torzsszam, akkor a

ze(P-1 L zp(P-2 L ... Lz + 1 =0

egyenlet a raciondlis szdmtestben irreducibilis.
Ez a tétel is lehozhato a Schoenemann—Eisenstein-féle tetel-
b6l, mivel a (18)-as egyenlet z= z 4 1 helyettesités utan

¢ V4 pxG(z)+p=0
alaku, ahol G(z) egész egyiitthatés p(p — 1) —2 foku polinom.




Nyilvanvalé ugyanis, hogy
(+l)y=2+1+pazg(a)

alakban irhat6, ahol g(x) egész egyiitthatos (p-2)-edfoku polinom. A (18)-as
egyenlet tehat kovetkez6é alaku:

p=1 p-1
Z{(zﬁ +1+4 pag(@) = zm 14 pa Hig) = ZEVL Loy ey
h=0

h=0
=pr(P-) 4 (]17) zrp-?) 4 ... +(]17) +paHz)=are-) + px G(z) + p ,

ahol H(x) és G(x) egész egyiitthatos p(p—1)-2 foki polinom.

10. §. A Gauss-féle tétel tagadé részének bizonyitisa.
A 2"+ 1 alakd torzsszamok.

A p péaratlan toérzsszamhoz tartozé
zp-1 +zl”'2 +--~+Z —+— 1=0

korosztasi egyenlet a raciondlis szamtestben irreducibilis (9. §). Ahhoz,
hogy ennek az egyenletnek gyokét korzével és vonalzéval meg tudjuk
szerkeszteni, sziikséges feltétel (6. és 8. §.), hogy az egyenlet fokszama
2-nek hatvanya legyen.

Ebbél kovetkezik, hogy, ha a p térzsszam nem 1 + 2% alaku, akkor
a kort korzovel és vonalzoval nem lehet p egyenlé részre osztani. Kor-
z0vel és vonalzoval nem lehet tehat » egyenlé ivre osztani a kort, ha
az n szamnak van legalabb egy olyan paratlan torzstényez6je, amely
nem 1 4 2¢ alaku.

Kimutatjuk a kovetkezd tételt :

Ha egy torzsszdm 2 + 1 alaki, akkor a k kitevd 2-nek hatvdnya.

Ha ugyanis £ nem volna 2-nek hatvanya, akkor volna egy ¢ (> 1)
paratlan osztéja. Ha £ = ¢s és 2*= a, akkor

2+1=@Qy+1=a+1=(a+ )[ar! — a2 +... + (—1)]
volna, vagyis 2* + 1 nem volna t6érzsszam.

Az 1+ 22" alaku szamok kozill az m =0, 1, 2, 3 és 4 kitevéhoz
tartozo szam: 3, 5, 17, 257 és 65537 mind torzsszam. Még nincs bebi-
zonyitva, hogy ezen az 6t szamon kivill van-e még ilyen alaku torzs-
szam. Ki van mutatva, hogy m-nek 5, 6, 7, 9, 11, 12, 18, 23, 36 és 38
értékéhez Osszetett szam tartozik.

Ha p béarmilyen pératlan torzsszam, akkor a kornek p® egyenld ivre
valo osztasat szolgaltato
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e _lzzp(p-l)+zp(p—2)+...+zp+1:—_0

egyenlet irreducibilis (9. §). Ennek az egyenletnek p (p—1) fokszdma nem
lehet 2-nek hatvanya, gyokei tehat korzével és vonalzéval nem szer-
keszthetdk.

Ha tehat p akarmilyen pdratlan torzsszam, akkor a kort korzével és
vonalzéval nem lehet p?, s még kevésbbé pP*.pt, ... egyenld ivre osztani.
A kort tehat nem lehet korzével és vonalzéval 9, 25, 17> = 289, stb.
egyenlé ivre osztani.

Ezzel Gauss tételének tagado részét teljesen bebizonyitottuk.

11. §. A Gauss-féle tétel allitd részének bizonyitdsa.

Az el6z6k kiegészitése végett kimutatjuk a kovetkezo tételt :

Ha p Gauss-féle térzsszam, vagyis ha p=2%+41 alaku torzsszam,
akkor lehet a kort korzével és vonalzéval p egyenld ivre osztani.

Ennek igazolasa végett bebizonyitjuk, hogy ilyen p torzsszam esetén a

(19) 2P\ fzp-24...+2z241=0
korosztasi egyenlet masodfoku egyenletek egymasutanjaval megoldhato.
Ennek a korosztasi egyenletnek gyokei ¢, ¢?,..., ¢~', ahol

27 Sseraie s
€ =cos — + tSstn — -

A bizonyitasban sziikségiink van a kovetkezd szamelméleti tételre:
Ha p torzsszam, akkor a 2, 3,..., p—1 szam kozott mindig van
olyan g szam, hogy a

g, Byiius gek
hatvanyok p-vel val6 osztasakor kapott maradékai csak sorrendben kiilon-
boznek az 1, 2, ..., p—1 szamcsoporttél. Az ilyen g szamot a p modu-

lusra vonatkozolag primitiv gydknek nevezziik.

Pl. p = 5-re primitiv gyok 2 és 3, de nem primitiv gyok 4, p= 17-re
3, 5, 6 és 7 primitiv gyok, 2, 4 és 8 nem.

Foltételezziik, hogy g primitiv gyok a p= 2k + 1 torzsszammodu-
lusra vonatkozolag. Ekkor az

Lk 5 gl b Lot gl L g SEST p-1
g8 g8 g O S

szamcsoport csak sorrendben kiilonbozik egymastol. Mivel a kis Ferma t-

féle tétel szerint g#-!'=1 (mod p), azért P! T
A (19)-es korosztasi egyenletnek €, .., 7 tehat egymastol

kiilonb6z6 p — 1 gyoke. Ezeket a gyokoket az

®
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& g s & & p=1
ylze” ;8—+—...-}—;ED és az ‘y_z:;,‘r -{—;g + o e

osszegbe, G au s s-iéle félperiodusba foglaljuk.
Ez a két félperiodus az

Jory —I%:l o
masodioku egyenlet gyoke. Bebizonyitjuk ugyanis,' hogy
Ntrn=—1 & yp=071,
Az y, + )y, = — 1 0Osszefiiggés a (19)-es egyenletbél kovetkezik, az
WY )—Z—l osszefiiggést a kovetkezokép lathatjuk be:
Az y,y, szorzat SV e alaku tagokbol all, ennélfogva
Nyh=ad taef +...fa & (T =y

alakban irhato, ahol @, , @>,...,a,.; nem negativ egész szam. Ha ¢

helyébe ¢*-t helyettesitjiik, akkor ¥, és ¥, egymasba megy at, szorzatuk
tehat valtozat an marad. Emiatt

YiYe=a, ¢ + a, o o A b 7 e’ =

a, & a, ¢ +--ta,-n Ca + a,_q€f

és igy
(@, —a,-))e* + (@, — & + (@1 —a,)) L 0.
Ezt az egyenletet

e(C+cretce+ ... 4272 —
alakban lehet irni, ahol a ¢;, ¢, ,..., ¢,-2 egyiitthaté az el6bbi egyen-
l6ségben szerepld &, —a,-1, @, —a,,..., @,y — a,-> egyiitthatotol
csak sorrendben kiilonbézhetik. Az utobbi egyenléség csak akkor allhat
fenn, ha
Co =€ = -+ = Cp—2 = 0, vagyis csak akkor, ha ¢;j —ay— ... — ai-i=—a,

Ha ugyanis legalabb egy c¢; & 0 volna, akkor ¢ nemcsak a (19) egyen-
letnek, hanem az egész egyiitthatokkal biro legfeljebb p—2-edfoku
g(z)*— C0+CIZ“}—"'+C[)~2Z”_: =0
egyenletnek is gybke volna. Ekkor a (19)-es egyenletnek és a g(z)=0
egyenletnek volna kozds osztdja, s ez az osztd (p—1)-nél alacsonyabb-
foku volna. Ez azért lehetetlen, mivel a (19)-es egyenlet irreducibilis.
J il

Emiatt az y, y, szorzat (T) tagja koziile, ¢?, ..., >~ mind ugyan-
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annyiszor, mégpedig a — (P ) (p—1)= —1 -szer szerepel, ennélfogva

—1
Nys=a+e+ .-+ e ""'—})—4_ .

Az y, és y, félperiodust az
==+ +.f 7 bsaz yn—e o £,
illetéleg az

In=F 4+ 4 Gsaz g =44
negyedperiodusba osztjuk. E szerint
Yi=Yu+ Y12 €8 ¥y =Y+ Y,
és az yu Y2 €s az ya Y., szorzat nem valtozik, ha benne ¢ -tel helyet-
tesitjiik, mert ez a helyettesités y,;-et y-vel és y,,-et y,,-vel csupan
felcseréli. EbbGl kovetkezik, hogy az yy y;2 szorzatban az y, félperiodus
tagjai ugyanazon a;; szamszor és az y, félperiodus tagjai ugyanazon ay
szamszor fordulnak eld, vagyis hogy
YuYie=any + azy,;, €s hasonlokép ¥z ¥y —an)y:+ @y, .

Ezt épugy lehet belatni, mint ahogyan az y; y, szorzaton belattuk.
(Ha ugyanis

et &

Y Y= bi*+ by e by gt 4 by b, b
és ha a jobboldali osszeget Gsszehasonlitjuk azzal az dsszeggel, amelybe
z-nek f-val vald helyettesitése utan atmegy, akkor azt kapjuk, hogy

_bp-2)53+(b3‘b1)5k+"‘+(bp-2‘bp-4)agp ~+(b2_bp-l)":g-+“'+(b —1_[79—3)5“) = 0.
Ha ebben az egyenletben nem mindegyik egyiitthaté zérusértékii,
akkor ¢ az irreducibilis (19)-es egyenleten kiviil eleget tesz egy egész
egyiitthatés alacsonyabbfoku egyenletnek is, ami pedig lehetetlen. Ebbél
kovetkezik, hogy by — by — .. —=b, y—a; és b, =b,—...=b,_1=ap .)
Yu €s ¥z, illetbleg ya és y,, eleget tesz tehat az
Y=y + @y +a,y,)=0, ill. ¥’—y,y + (@ 7 + @5:)=0

egyenletnek.
Az ¥y, Y12, Y21 €s az y,, negyedperiodust az
Yin=¢° +°g+ +'-' és Yifg =8 + + +
Vg =e¢+ &+ 4. és Yise =0 4 feF .00,
Yoy =¢+ Ca S S €s Vs = ¢ F &+

illetéleg az
y221 it al{t + Egr.-_l_ Egm—{— e éS yn? e Egs + sgw +E.g?‘ + et
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nyolcadperiodusba osztjuk. Ezek a nyolcadperiodusok is masodfoku egyen-
letnek tesznek eleget, pl. ¥y, és ¥y, az

V=YY + (@1 Y + @i Yie + Qo Vo1 + @iz ¥22) =0
alaku masodfoku egyenletnek tesz eleget, amelyben a,y,, @15, @5 €S @5,
nem negativ egész szam.

Ez abbol kovetkezik, hogy az yi ¥i;, Szorzat nem valtozik meg,
amikor -t e¢-val helyettesitjiik. Emiatt az y;, ¥112 szorzat az y,, negyed-
periodus tagjait ugyanannyiszor tartalmazza. Ugyanez érvényes az yi,,
Ya1 €S Y. negyedperiodus tagjaira is.

Igy haladva tovabb az eredeti p—1 tagbol all6 periodusb6l masod-
—1 p—1 p—1
TR el
=1 tagbdl all6 periodusokhoz, a p-edik egy-

foku egyenletek segitségével P
=1
2k

» -+« tagbol allé perio-
dusokhoz és végiil a

séggyokokhoz jutunk.

Minthogy masodfoku egyenletek gyoékeit a komplex sikon kérzével
és vonalzoval lehet szerkeszteni, azért a p-edik egységgyokoket is tudjuk
szerkeszteni és ezzel a korosztast p — 2% 4 1 alaku t6rzsszamokra korzével
és vonalzoval el tudjuk végezni.

Ezzel Gauss tételét teljesen bebizonyitottuk, mivel a 8. §-ban kimu-
tatott tétel szerint a korosztas korzével és vonalzoval az ny n, szamra is
lehetséges, ha az n, és n, viszonylagos torzsszamra elvégezhetd.

A korosztas 2%+ 1 torzsszamra vonatkozd bizonyitasaban maradt
némi bizonytalansag és épen ez kénnyitette a bizonyitast. Nem vizsgaltuk
meg ugyanis, hogy egy-egy masodfoki egyenlet két gydke koziil melyik
adja az egyik és melyik a masik periodust. Ha a szerkesztést valéban el
akarjuk végezni, akkor ez a vizsgalat nem maradhat el. Ez a vizsgalat
nagyon hosszadalmas és koriilményes.

Richelot a szabalyos 257-sz6g szerkesztését a Crelle-féle Journal
9. kotetében (1832) 84 lapon még el tudta végezni. A 65537-oldalu sza-
balyos sokszog szerkesztésére Hermes német matematikus életének 10
évét forditotta. Az erre vonatkozo szamitasai és szerkesztései egy egész
utazo borondot kitevo és terjedelménél fogva maig is kiadatlan munkaban
foglaltatnak. A munka a gottingai matematikai szeminarium birtokaban van.

12. §. Korlapnak egyenld teriiletli részekre valb osztisa.

A kort 7 egyenlé ivre osztdo pontokat a kozépponttal 6sszekoto
sugarak a korlapot » egybevagd korcikkre osztjak. Konnyii belatni, hogy
a korlapot korzével és vonalzoval akkor és csak akkor lehet 7z egybevago
tartomanyra osztani, ha a koérvonalat is lehet 7 egyenlé ivre osztani.

Ha a koérlap részeitél nem kivanjuk meg az egybevagésagot, hanem
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csak teriiletiik és keriiletiik egyenl6ségét, akkor a kovetkezé egyszeri

tétel mondhato ki: “ AR )
Ha n tetszéleges pozitiv szdm, akkor a korlapot kérzével és vonal-.

zéval fel lehet osztani n egyenld teriiletii és keriileti tartomdnyra.

A felosztast ugy végezziik, hogy a kor AB atmérbiét a Cy, C,..., C,-,
ponttal 7 egyenld szakaszra osztjuk. Ez a felosztas korzével és vonalzéval
mindig lehetséges. AB atméré egyik oldalan megrajzoljuk azokat{a fél-
koroket, amelyeknek atméréje AC,, AC,,..., AC,_,, az AB atmér6
masik oldalan pedig azokat a félkoroket, amelyeknek atméréje BC,,
BC,,..., BC,.1. Az igy kapott két-két félkorbél allo »—1 szami
ACy B (k=1,2,..., n— 1) gorbevonal a korlapot kdonnyen belathato
modon az eredeti korrel egyenld keriiletii és egymassal egyenlé teriiletii
n tartomanyra bontja.

Ezzel kapcsolatban megjegyezziik, hogy a
korosztasnak a térben megfelelo feladat, a gémb-
feliiletnek egyenlé felszinl részekre valo fel-
osztasa is barmely pozitiv 7 szamra koénnyen Aj ~ - B
elvégezhet6, ha nem kivanjuk meg, hogy a gémb-
feliiletrészek egyuttal egybevagok is legyenek.

Ha ugyanis a gombnek egy atmeér6jét »n
egyenld részre osztjuk, akkor az osztopontokon
atmené és az atmérére merdleges sikok a gomb 11. abra.
felilletét » egyenld felszini gombdvre és gombsiivegre osztjak.

A gombieliiletnek ezt az n egyenlé részre vald osztasat sikok nélkiil
korzovel el lehet végezni a gombfieliileten. A gémbbel egyenlé A B atmérdji
kér AB atméréjéta Cy, C,, ..., C,-, ponttal 7 egyenlé szakaszra osztjuk
és ezekben a pontokban az atmérére meréleges D, Dy hurokat (k=1,2,...,n-1)
allitunk. A gomb egy atméréjének A’ és B’ végpontja koriil az A Dy= BD,_,
korzényilassal (k= 1, 2,..., n—1) leirt korék a gomb feliiletét » egyenlo
részre osztjak.

III. Geometriai szerkesztések a korzd és vonalzd
korlatozott hasznalataval.

13. §. A Mohr—Mascheroni-féle szerkesztések.

Mo hr G. dan matematikus’, Euclides Danicus“ c. munkéjaban 1672-ben
és tole fiiggetleniil Mascheroni L. olasz matematikus ,Geometria del
compasso“ c¢. munkdjdban 1797-ben kimutatta a kévetkezé tételt:

Minden korzével és vonalzdval elvégezheld szerkesztés egyediil kor-
zovel is elvégezheto.




28

Mohr munkaja teljesen feledésbe meriilt és csak 1928-ban szerzett
arrol tudomast a matematikus vilag. Mascheroni munkaja annak idején
nagy feltiinést keltett. Napoleon is érdekl6dott az irant.

Tulajdonképen sem Mohr, sem Mascheroni nem mondotta ki az
el6bbi altalanos tételt, hanem mindkett6 megmutatta, hogy az Euklides
munkdiban eléforduld, kérzével és vonalzoval elvégezhets szerkesztések
csak korzével is elvégezhetok. EbbSl azonban az altalanos tétel is kovet-
kezik, mivel Eu klid e s Elemeiben megvannak azok az alapszerkesztések,
amelyekbdl minden korzével és vonalzoval valé szerkesztés odsszetehetd.

A korzével és vonalzoval elvégezhetd szerkesztések a kovetkezd
‘harom alapszerkesztésb6l tehetdk ossze: I. két egyenes, Il. egyenes és kor
és III. két kor metszéspontjainak szerkesztésébol.

AMohr—Mascheroni-féle tétel bebizonyitasa végett tehat csak azt
kell kimutatnunk, hogy csupan kérzével meg tudjuk szerkeszteni két pontja
altal megadott egyenesnek egy korrel, vagy egy masik, szintén két pontja
altal megadott egyenessel valé metszéspontjat.

A bizonyitast egyenesre és korre vonatkozo tiikrozés segitségével
végezziik el. Ebb6l a célbdl sziikségiink van 6t elemi szerkesztésre.

1. Pont és kor tikorképe az E,E, egyenesre vonatkozdlag.

A C ponton at az £, és E, pont koriil rajzolt két kér masik metszés-
pontja C-nek az £, E, egyenesre vonatkozo
tilkkorképe. A C és C' kozéppontu egyenld sugaru

\ K és K' kor az E, E, egyenesre vonatkozolag

\ egymasnak tiikorképe.

" Ha az £, £, egyenes nem megy at a K
kor C kozéppontjan, akkor ezzel a II. alapszer-
kesztést is elvégeztiik, mivel az £, £, egyenes-
nek a A korrel valé metszéspontjai a K és K’
kor metszéspontjaival 6sszeesnek.

2. Az 0A szakasz egész szammal valé szorzdsa.

12. abra.

Az A pont korill OA sugarral leirt X korre az O pontbol kiindulva
haromszor ramérjilk az OA sugarat mint hurt. A harmadik hur B vég-
pontja a K korbe irt szabalyos hatszog O-val szemkozt fekvo szogpontja.
Emiatt O, A és B egy egyenesen van és OB — 2. OA. Hasonlokép
szerkesztheté az OC — 3. 0A, OD — 4. OA ... szakasz is. (13. abra).

3. Az A pontnak o K, korre vonatkozo A’ tiikorképe.
Az O kozépponti és R sugari K, korre vonatkozdlag az A pont

tilkérképe, vagy inverz képe az az A’ pont, amely az OA félegyenesen
van és amelyre vonatkozoélag .

OA ., 04' = R*.
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— R
Ha OA4 > 50 akkor A’ szerkesztése a kovet-

kezékép végezhets el:

Az A pont koriil OA sugarral rajzolt kor
a K, kért P és Q pontban metszi. Az O pon-
ton atmené P és Q kozépponti kér masik met-
széspontja A-nak K,-ra vonatkozé A’ tilkorképe.

O, A és A’ ugyanis egy egyenesen van,
mert £ és Q mind az 04, mind az OA’ egye-
nesre vonatkozolag egymasnak tiikkorképe. Emiatt
az AOP és a POA’ egyenl6észari haromszog
hasonl6 és igy

13. és 14. abra.

OA:OP = OP: 04", vagyis 04 .04"— R*.

— R
Ha 04 < 5 akkor ez a szerkesztés nem végezhet6 el, mivel az
A kozéppontu és OA sugari kér nem metszi a K, kort. Ekkor az OA

félegyenesen el6bb olyan N pontot szerkesztiink (2. szerkesztés), hogy
ON —n 5—1>§ legyen. Ennek az N pontnak N’ tiikkorképére all az
OA’
n

ON .ON' =n.04 . = 0A . OA' = R?

egyenléség. Emiatt az A’ pontot az OA” — n. ON' egyenléségnek meg-
feleléen a 2. szerkesztéssel kaphatjuk meg.

Ezek szerint az O ponttol kiilonb6zé barmely A pontnak a A, korre
vonatkozé titkorképét korzével szerkeszthetjiik,

4. Az E, és E, pontjaval megadott e egyenesnek olyan K, kirre
vonatkozd tiikrozése, amelynel O kozéppontja nem esik az e egyenesre.

Az ilyen e egyenesnek a K, korre vonat-
kozojtiikkorképe olyan A’ kor, amely O-n atmegy.
Ha C a K, kor O kozéppontjanak az e egye-
nesre vonatkozo tiikorképe (1. szerkesztés) és
C’ a C pont tiikkorképe A, -ra nézve (3. szer-
kesztés), akkor €' a K' kor kdzéppontja.

A K' kérnek O-val atellenes /' pontja 15. abra.
ugyanis az e egyenes O-hoz legkdzelebb esé
M pontjanak tiikorképe. Mivel C felezi a A~ kor OM' atmérdjét, azért
C’ az OM félegyenesen annak a C pontnak tiikérképe, amely O-t6l két-
szer akkora tavolsagra van, mint /. A C pont tehat O-nak az e egye-
nesre vonatkozo tiikdrképe.

b
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Egy K kornek egy olyan K, kirre vonatkozd tiikorképe, amely-
nek O kozéppontjin K mem megy dt.

Megszerkesztjiik az O pont C tiikor-
képét a K korre és C-nek C tiikorképét
a K, korre vonatkozolag és végill K egy
Q pontjanak Q' tilkorképét a K, korre
vonatkozolag. A Q' ponton atmené és C'
kozéppontu A’ kér a A kornek tiikkorképe
a K, korre vonatkozolag.

Ha A és B a K, és K kor centralisanak K-val val6 metszéspontja,
akkor e két pontnak a K, korre vonatkozo A’ és B’ tilkorképe nyilvan-
kép K’ egy atméréjének két végpontja. Azt kell tehat csak igazolnunk,
hogy C' az A' B’ szakasz felez6pontja.

Ennek igazolasara azt a tételt hasznaljuk fel, hogy az O ponton at-
mené p egyenes Py, P,, P;, P, pontjianak £ kettésviszonya és e négy
pont K, korre vonatkozo P|, P;, P;, P, tiikérképének &’ kettsviszonya
egyenlé.

Ha ugyanis p;, illetéleg p, jeldli a 7, illetéleg £, pont abszcisszajat
a p egyenesen O kezdGponttal bir6 tavolsagi koordinatarendszerben, akkor

R R R R?
DRy Pu—Py P Pt Pi Db B Pr.Pa=Priiy
=0 P B ROE B py by Py

v 16. abra.

.(" =55

Az A, B, C és O pont nyilvankép harmonikus pontnégyest alkot,
ennek a négy pontnak a X, korre vonatkozo A’, B’, C' és O’ tiikorképe
koziil O' a p egyenes végtelen tavoli pontja. Emiatt " az A' B’ szakasz
felez6pontja.

Ezzel a K' kor szerkesztését igazoltuk.

Ezek utan az 1. és 1. alapszerkesztést csupan kérzoével kovetkezokeép
végezhetjiik el:

1. alapszerkesztés.

Megszerkesztjiik a két-két pontjaval megadott e és f egyenes € és [’
tilkkorképét egy olyan K, korre vonatkozolag, amelynek O kozéppontja
nem esik sem az e, sem az [ egyenesre. Az €' és f' kor egymast O-ban
és egy A' pontban metszi. Az A’ pont K, korre vonatkozé A tiikorképe
az e és f egyenes metszéspontja.

11. alapszerkesztés.

Ha. az e egyenes nem megy at a K kor C kozéppontjan, akkor a A’
korrel valo metszéspontjait az 1. szerkesztés adja. Ha e atmegy a C
kozépponton, akkor megszerkesztjiik e és K tilkorképet egy olyan K, korre
vonatkozolag, amelynek kozéppontjan sem e, sem A nem megy at. Az
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igy kapott két kor metszéspontjainak a K, korre vonatkozo tiikérképei az
e egyenesnek és a A koérnek metszéspontjai.
Ezzel a Mohr—Mascheroni-féle tételt teljesen bebizonyitottuk.?)

14. §. Vonalzbval végezhetd szerkesztések.

Csak vonalzéval olyan szerkesztések végezhetGk el, amelyek pon-
toknak egyenesekkel valo Gsszekotését és egyenesek metszéspontjainak
meghatdrozasat kivanjak meg.

Tobbek kozott csak vonalzoval is tudjuk szerkeszteni a koévetkezd-
ket : teljes négyoldal segitségével harmonikus pontokat és sugarakat,
perspektivitasokkal projektiv sorokban a megfelel6 elemeket; a Pascal-
féle hatszog és a Brian ch on-féle hatoldal segitségével ot pontjaval,
vagy Ot érintdjével megadott kipszelet akarhany tovabbi pontjat és érin-
t6jét; az igy megadott kupszeletre vonatkozolag egy pont polarisat és
egy egyenes poOlusat.

Adott pontokbol és egyenesekbdl vonalzéval szerkesztheté pontok
iellemzésére olyan projektiv koordinatarendszert vesziink fel, amelynek
O, X, Y alappontja és £ egységpontja adott pontokba esik.

A projektiv sik egy 2 pontjat két kettdsviszonykeordinataval jelle-
mezhetjiik. Ha P, és £, P, és E, , illetéleg P, és E, a P és E pont
vetiilete az OX Y haromszog ¥, X és O szogpontjaibol a szemkozt
fekvé haromszogoldalra, akkor a ~ pont 2 és y projektiv koordinataja az

2= (OXP Ey), y — (OYP, £), L —(XYP, E)
kettésviszonnyal értelmezhetd,

) Mohr—Mascheroni-féle tétel feltételezi, hogy korz6vel barmilyen sugaru
kort le lehet rajzolni. Yanagihara K. japan matematikus (The Téhoku Mathe-
matical Journal 34. k., 1931, 89. lap) azt is kimutatta, hogy korzével végezhet6 bar-
mely szerkesztés akkor is elvégezhet6, ha korzével nem lehet akarmilyen nagy és
akarmilyen kicsiny sugaru kort rajzolni, hanem csak olyan e sugaru koroket, amelyek-
nek sugarara az r = = R egyenl6tlenség all fenn, ahol r és R elére megadott nagy-
sagu szakasz és R > r.

A korz6 hasznalatanak tovabbi korlatozasa az egyenld sugaru kordkre valé szo-
ritkozas. Ezzel a kérdéssel rokontargyu Hjelmslev J. dan matematikusnak. egy
dénnyelvii dolgozata (Matematisk Tidsskrift A, 1938, 77. lap). A dolgozat célja
azoknak a szerkesztéseknek vizsgalata, amelyeket korzo és vonalzo hasznalata nélkiil
egyetlen koralaki éremmel lehet végezni, ha az éremmel egyenlé sugaru kordket
irunk le és foltételezziik, hogy egy korhoz egy pontjaban az érint6kort is meg tud-
juk rajzolni. Ezzel az eszkozzel aranylag sok szerkesztés végezhet6, de nem minden
olyan szerkesztés, amely korzével elvégezhetd.

Nem ismeretes olyan vizsgalat, amely két vagy tobb, egymastdl kiilonbozo
sugaru érem hasznalatara vonatkozik.
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Az (ABCD) kettésviszony

AC. . AD . AC .BD
BC ' BD  BC.4D

értelmezésébbl kovetkezik, hogy
(19 (ABCD) (ABDE) = (ABCE) ¢és (ABCD) + (ACBD)=1.

Az els6 osszefiiggés kozvetleniil belathaté, a masodikrol legkénnyeb-
ben ugy gyézédhetiink meg, hogy az 4, B, C és D pontot tartalmazo
egyenesen olyan tavolsagi koordinatarendszert vesziink fel, amelyben az
A, B, C és D pontnak abszcisszaja a =0, b, ¢, illetéleg d. Ekkor a

b (c-d)+c (d-b)4d (b-c)=0 azonossag AB .DC + AC.BD+AD.CB =0

alakbanlirhat6. Ebbsl AD .CB -vel valo osztas és megfeleld atalakitas
utan a kettésviszonyokra felirt masodik 0Osszefiiggés egyszeriien kovet-
kezik.

x-szel jeloljiik a P, 2’-vel a /' pont projektiv z-koordinatajat. Kimu-
tatjuk, hogy vonalzoval lehet olyan U pontot szerkeszteni az x-tengelyen
(OX egyenesen), amelyre vonatkozolag az © — (OXUE ) projektiv koor-
dinata :

(ABCD) —

1. —2,2. 1.3. ) IS SN ) i E,,G. 2 —2,7 2+=x.
x x

1. u=(OXUE1)=—=x.

Ezt az U pontot a P, P, egyenes metszi ki az z-tengelybdl, mivel U
a P, pontnak az OX pontparra vonatkoz6 harmonikus tarsa. Az OP, OY,
XP és XY egyenes ugyanis olyan teljes négyoldalt alkot, amelynek egyik
atldja a P,, a masik pedig az U ponton megy at.

2. u=(0XUE))= = = (0XE, P)).

Ha Q: jeldli P, vetiiletét az y-tengelyen (OY egyenesen) az FEi E, és
XY egyenes E; metszéspontjabol és ha a Qi E) egyenes az XY egyenest
a C; pontban metszi, akkor U az E, pont vetiilete Ci-b6l az x-tengelyre.

Pappus tétele szerint ugyanis a kettdsviszony vetitéssel nem valtozik
1

meg és igy (OXE, P\) = (OYE,Q)) = (OXUE)) =u= 2

3. u=(0OXUE,)=1—2z= (0P XE,)

A P; pontot E-b6l az y-tengely @, pontjaba vetitjiikk. E,-nek az z-ten-
gelyre valo vetiilete az XQ), és EY egyenes D metszéspontjabol U. Az E és
D pontbol valo vetités miatt ugyanis (OP XE )= (OQ,E,Y)=(0XUE,) =u.

4. u= (OXUE,)=(OXP\E,)(OXP, E)) =z a'.
Ha U aza pont, amelyre vonatkozélag (OXUP 1) =(0XP1E1)= z, akkor
zx' — (OXUP,) (OXP,E1) = (0OXUE1) = u. Az U pont szerkesztése a
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kévetkez6: Az XY és PP, egyenes C, metszéspontjabol E,-et az y-ten-
gely O, pontjaba vetitjik. Az U pont P,-nek az z-tengelyre valo vetiilete .
az XY és Q,P; egyenes C; metszéspontjabol. Err6l Pappus tételével
kénnyli meggy6zddni.

5. 1= % (OXP.E\):(OXPiE) .

Megszerkesztjiikk 2. szerint azt az U, pontot, amelyre vonatkozolag

1 : z
o i B azutan 4, szerint azt az U pontot, amelyre v — z u, o

’

6.111, =z —ua.
Megszerkesztjitkk 5. szerint azt a U, pontot, amelyre vonatkozdlag
x
iU, azutan 3. szerint azt az U, pontot, amelyre w; — 1 — w,— 1 — =

79y

és veégiil 4. szerint azt az U pontot, amelyre v = u; 2’ = 2'-2.

7. v= x4z,
Megszerkesztjiikk 1. szerint azt az U, pontot, amelyre vonatkozolag
u, ——z és azutan 6. szerint azt az U pontot, amelyre vonatkozélag

U—x'—u,—z'+x.

(Ezekben a szerkesztésekben foltételeztiik, hogy P nem esik Ossze
P,-gyel. Az ellenkez6 esetben P-nek tekinthetjik az YP és az E, F,
egyenes metszéspontjat. Ha P, az O ponttal ¢sszeesik (z—0), akkor a
hét esetnek megieleléen U az O, X, E, és P, pont kozil valamelyikkel
osszeesik, ha pedig P, 0sszeesik X-szel, akkor U vagy X-szel, vagy O-val
esik egybe.)

Ezzel kimutattuk, hogy mindazok a pontok vonalzéval szerkesztheték
az z-tengelyen, amelyeknek z-koordinataja az adott pontok z-koordinatait
magdaban foglalo legkisebb szamtesthez tartozik. Hasonlé allithatdo az
y-tengely pontjaira.

Ha E; jeloli az Ey E, egyenesnek az XY egyenessel valo metszés-
pontjat (E; harmonikus tarsat az XY pontparra vonatkozolag), akkor az
E, ponton atmené barmely egyenes az z- és y-tengelyt olyan &, illetdleg
R, pontban metszi, amelyre vonatkozolag z—(OXR,E,)— (OXR,E,)=y.

Ebbél koévetkezik, hogy vonalzoval szerkeszthetGk az z-tengelynek
mindazok a pontjai, amelyeknek « koordinatdja az adott pontok z és y
koordinatait tartalmazo6 legkisebb szamtestben van.

A most kimutatott tételt ki lehet egésziteni a kovetkezd tétellé :

Adott pontokbdl vonalzéval mindazok és csak azok a pontok szer-
keszthetok, amelyeknek az adott pontokkal wmeghatdrozott valamelyilk
projektiv koordindtarendszerre vonatkozié koordindtdi az adott pontok
projektiv koordindtdit magdban foglald legkisebb szdmtest szdmai.

Ez a tétel magdban foglalja azt a csak fogalmazasra nézve altala-
nosabb esetet, amikor pontokon kiviil adva vannak egyenesek és adva
vannak kettdsviszonyok a szerkesztésben kiilén szerepet nem jatszé pont-
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négyesekkel. Ilyenkor az adott egyenesek helyett ezeknek mas adott
egyenesekkel és az adott pontokat 6sszek6té egyenesekkel valo metszés-
pontjait adott pontoknak tekintjiik. Egy egyenesen fekvé adott és az elébbi
modon adottnak tekintett pontok koziil felvesziink harom kiilénb6zé 4,
B és C pontot és perspektivitasokkal (tehat vonalzéval) meghatarozzuk

azon az egyenesen azt a [, [),,... pontot, amelyre nézve az (ABCDx)
kettésviszony (£ =1, 2,...) adott kettésviszonnyal egyenlé. Ezutdn az
adott kettésviszonyok helyett a Dy, D, ,... pontot is adott pontnak

tekintjiik. (Ha a szerkesztési feladatban nincs lényeges pont és egyenes,
hanem csak kettésviszonyok vannak megadva, akkor-az egyik egyene-
sen az adott kettésviszonyt meghatarozé négy pontot vessziik adottnak.
A projektiv koordinatarendszer ezen az egyenesen kiviil fekvé harmadik
alappontjat és egységpontjat tetszélegesen vehetjiik fel),

A kimondott tétel igazolasara sziilkségiink van az egyenes projektiv
koordinatas egyenletére.

Ha az egyenes az z-tengelyt 4, az y-tengelyt B pontban metszi, ha
tovabba a — (OXAE,) és b= (OYBE,), és ha végiil az egyenes egy tet-
sz6leges P pontjanak z és y a projektiv koordinataja, akkor

z (OXP\E) oo X AOYEE)

Ha az O, Y, P, és B pontot P-b6l az z-tengelyre vetitjiilk, akkor
(OYP,B) = (OP1 XA). A kettGsviszonyokra vonatkoz6é megielels tétel sze-
rint tehat

2+%1 mert (OXPi4) + (OP,XA) — 1,

Az O ponton atmené egyenesek egyenlete nem hozhat6 ilyen alakra.
Ezek koziil az z-tengelynek y — 0, az y-tengelynek z — 0 az egyenlete.
Ha a P ponton atmené ilyen egyenes az XY egyenest a P; pontban met-
szi, akkor ennek az egyenesnek barmely P pontjara fennall az

Y (XYP, E;) — m — allandé
x !
egyenlet,
Egy egyenes egyenlete tehat projektiv koordinatakban is

Ax+ By +C=0.

Ha § jeldli az adott pontok koordinatait magaban foglalo legkisebb
szamtestet, akkor két adott ponton atmend egyenes egyenletének egyiitt-
hatéi az S szamtesthez tartoznak, mivel a két pont projektiv koordina-
tainak racionalis kifejezésekép allithatok elé. Két ilyen egyenes metszés-
pontjanak koordinatai is S-hez tartoznak

Ezzel a kimondott tétel masodik részét bebizonyitottuk, mivel a vonal-
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zéval valé szerkesztés adott és szerkesztett pontokbol olyan pontokhoz
juttat, amelyeknek koordinatai szintén S szamai. A tétel els6 része abbol
kovetkezik, hogy az S szamtest barmely ¢ szama az adott pontok koordi-
natainak racionalis kifejezése és emiatt az 1—7. szerkesztés felhaszna-
lasaval a c projektiv koordinata szerkeszthetd.

15. §. Véges vonalzdval végezhetd szerkesztések.
A sik hatdrolt részén vonalzdval végezhetd szerkesztések.

1. Foltételezziik, hogy az egyenes huzasara szolgalo eszkoziink, a
vonalzo véges hosszusagu. Az ilyen vonalzéval a korlatlan euklidesi sikon
egyenesdarabot mindkét végpontjan at hatartalanul meg tudunk hosszab-
bitani, két pontot egyenes szakasszal azonban csak akkor tudunk koz-
vetleniil 6sszeko6tni, ha tavolsaguk a vonalz6 hosszanal kisebb.

Kimutatjuk a kovetkezo tételt:

Végesvonalzéval az euklidesi sikon mindazok a szerkesztések elvé-
gezheték, amelyek korldtlan vonalzéval elvégezhetik.

Ennek igazolasara csak azt kell kimutatnunk, hogy véges vonalzé
segitségével a PQ egyenest akkor is meg lehet hiizni, ha a vonalzéval
a két pontot nem lehet kozvetleniil 6sszekotni.

Véges vonalz6 altal a P ponton at (egyenes szakasz kell6 meghosz-
szabbitasaval) nyilvankép lehet olyan a és a' egyenest hizni, amely a
PQ egyenes iranyatol keveset tér el. Ezt a két egyenest P-bél kiindulva
ugy kell hiznunk, hogy @-hoz lehetéleg kozel haladjon el.

A szerkesztés tovabbi részét a perspektiv ha- p

i ; : ; '
romszdgre vonatkoz6 Desargues-iéle tétel fel-
haszndlasaval végezziik. Ez a tétel azt mondja, )
hogy két perspektiv haromszog megielelé oldalai- /.
nak metszéspontjai egy égyenesen, a perspektivitas
tengelyén vannak, és megforditva: két olyan ha- |
romszog, amelyeknek megielel6 oldalai egy egye- -
nesen metszik egymast, perspektiv, vagyis a meg-
felel6 szogpontjaikat 6sszeko6td egyenesek egy pon-
ton, a perspektivitas kézéppontjan mennek at.

A szerkesztést a mellékelt abra mutatja. Olyan
két perspektiv haromszoget vettiink fel, amelyek-
nek a és a' megtelel6 oldalparja és amelyeknek megfelel6 6 és &' oldal-
parja a @ pontban metszi egymast. A harmadik megfelelo oldalpar R
metszéspontjat a @ ponttal 0sszek6td egyenes a perspektivitas tengelye
és igy P-n atmegy. A perspektivitdis S kozéppontjat és az e, %, e
egyenest tetszélegesen, de ugy vessziik f6l, hogy a b, &', ¢, ¢' és a QR

17. abra.
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egyenes huzasara sziikséges két pontot a vonalzoval kozvetleniil dssze-
kothessiitk. Konnyti belatni, hogy ez lehetséges.

2. Az el6bb felvetett kérdéssel rokon a kovetkezé: Mikép lehet a
sik hatarolt részén, a rajzlapon vonalzéval olyan szerkesztéseket elvé-
gezni, amelyekben pontok egymast a rajzlapon kiviil metsz6 egyenespa-
rokkal vannak megadva ?

Az ilyen szerkesztések keresztiilvitele is legtobbszér Desargues
tételének alkalmazasaval torténik.

1. feladat: Egyenes huzdsa olyan két ponton dt, amelyek koziil az
egyik, az a és a’ egyenes metszéspontja, a rajzlapon kiviil esik.

Az 1. pontban targyalt szerkesztést forditott sorrendben végezziik el.
A P pont helyett most az a és «' egyenes van megadva.

[1. feladat: Az a, @’ és b, b* egyenes par rajzlapon kiviil es§ P és Q
metszéspontjan dt egyenes hizdsa.

Foltételezhetjilk, hogy a és b, tovabba «' és 0" a rajzlapon fekvd
C és (' pontban metszi egymast. (Az ellenkez6 esetben a rajzlap C és C'
pontjan at az I. szerkesztéssel huzunk P és @ ponton atmend egyenespart.)

A CC egyenesen folvessziik a perspektivitas S kozéppontjat és fol-
vesziink két olyan perspektiv haromszogpart, amelyeknek « és a', bésd’
megielelé oldalparjuk. Az ilyen perspektiv haromszogparok perspektivi-
tasi tengelye a PQ egyenes, mivel az a és a', b és b oldalpar ezen az
egyenesen metszi egymast. A két haromszdgpar
harmadik oldalparjanak metszéspontja is a PQ
egyenesre esik, ennélfogva ennek a két pontnak
Osszekotd egyenese a PQ egyenes.

Az abran abc és a b ¢ az egyik, abd
és a' b'd a masik perspektiv haromsz6gpar. Ha a
c és ¢, d ésd egyenespar metszéspontja koziil
legalabb az egyik a rajzlapra esik, akkor a PQ
egyenes megszerkeszthetd.

El6fordulhat az az eset, hogy a PQ egyenes
teljesen a rajzlapon kiviil esik. Ekkor a PQ egyenes-
nek egy darabja sem huzhatd meg, de az egye-
nes a kovetkez6 feladat szerint felhasznalhaté szerkesztésre.

I11. feladat: Az a, @’ és b, b’ egyenespdr metszéspontjdin dtmend s
egyenes a rajzlapon kiviil esik. Szerkesztendd olyan ¢ egyenes, amely
az s és az adott ¢ egyenes metszéspontjan datmegy.

A perspektivitas S kozéppontjanak alkalmas folvétele utan az abe
haromszoggel perspektiv ¢ b' ¢’ haromszég ¢ oldala az s egyenesen, a
perspektivitas tengelyén metszi a ¢ egyenest. A szerkesztés elvégzése
utdn egy @ pontnak az s és ¢ egyenes P metszéspontjaval vald Gssze-
kotése az 1. feladatra vezethetd vissza. (19. abra.)

‘o

18. abra.
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IV. feladat : Olyan egyenest kell rajzolni, amely a rajzlapon kiviil
eso e és f egyenes S metszéspontjan dtmegy.

Az § pontot két perspektiv haromszog perspektivitasi kozéppontjanak
tekintjik. Ha az e egyenesen az a, b és a', b' egyenespar metszi egy-
mast, akkor az a, @' és b, b' egyenespar metszéspontjat 6sszekoté egyenes
a perspektivitas tengelye. Ennek az”egyenesnek egy @ pontjabol a szin-
tén két egyenesparral megadott f egyenesnek az a és a' egyenessel valo
metszéspontjahoz c, illetéleg ¢ egyenest hizunk (Il feladat). A b, ¢ és
a b, ¢ egyenespar A és A' metszéspontjat Osszekotd egyenes az §
ponton atmegy.

S -

P
) SHErn S e (HIFRE

’

i
i
i

19. abra. 20. abra.

3. A 2. pontban ismertetett szerkesztéseket akkor is el lehet végezni,
ha nemcsak a rajzlap hatarolt, hanem egytttal a vonalzé is véges hosz-
szusagu. Veéges hosszusagu vonalzoval lehet ugyanis egyenes szakaszt
meghosszabbitani és egy ponton @at olyan egyenest hizni, amely két
egyenesnek el nem érhet6 metszéspontjan atmegy.

16. §. Vonalzbval végezhetd affin szerkesztések.

Az el6z6 két §-ban vonalzoval elvégezheté projektiv szerkesztéseket,
mas kifejezéssel : projektiv vonalas, vagy projektiv linearis szerkesztéseket
targyaltunk.

A projektiv sikgeometria az olyan sikgeometriai fogalmak és vonat-
kozasok Osszessége, amelyek nem valtoznak meg, ha egy sikrol bar-
mely (akar kozéppontos, akar parhuzamos) vetitéssel egy tetszdleges
(parhuzamos, vagy nem parhuzamos) sikra tériink at. Egy geometriai
szerkesztés a sikban akkor projektiv, ha a szerkesztésnek egy tetszéleges
uj sikra valo tetszéleges vetiilete az els¢ sik adatainak vetiiletébél kiin-
dulva az uj sikon ugyanazt a feladatot és ugyanugy oldja meg. A projektiv
szerkesztési feladatok tehat nem kivanhatjak parhuzamos egyenesek huzasat,
sem szakaszok felezését, mivel nem parhuzamos sikra torténé kozép-
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pontos vetités a parhuzamossagot és a szakaszielezést altalaban meg-
valtoztatja.

Affin sikgeometrianak nevezziik azoknak a sikgeometriai fogalmaknak
és vonatkozasoknak Osszességét, amelyek tetszéleges sikokra valo par-
huzamos vetitéskor valtozatlanok maradnak. A parhuzamossag és a sza-
kaszfelezés affin fogalom. Az affin szerkesztésekben tehat szerepelhetnek
parhuzamos egyenesek és szakaszfelezések, de nem szerepelhetnek derék-
szogek, mivel a szogek nagysaga parhuzamos vetitéssel megvaltoztathato.

Ahhoz, hogy a sikon az AB egyeneshez csupan vonalzéval parhu-
zamost tudjunk huzni, sziikséges az A5 egyenes U végtelen tavoli pont-
janak valamilyen moédon valo megadasa. Ezt az U pontot meghatarozza
az AB szakasz C felez6pontia, mint az U pontnak az A5 pontparra
vonatkozd harmonikus tarsa.

Ha adva vanaz e egyenesen az A B szakasz C felez6pontjaval, akkor
egy P ponton at az e-vel parhuzamos f egyenes
huzasa teljes négyoldal segitségével torténik. Az
A8 B0 abran f a C pontnak az AB pontparra vonatkozo

i Y harmonikus tarsat, U-t vagja ki e-bol és igy e-vel
F—+—=—1—~u  parhuzamos.)
x Ez az abra egyuttal azt is megmutatja, hogy
mikép lehet vonalzoval megszerkeszteni az 4B
szakasz felez6pontjat, ha adva van az AB egye-
21. abra. nessel parhuzamos f egyenes.
Ezzel kimutattuk a kovetkezd tételt:

" Ha ismerjiik az e egyenesen egy szakasz felezdpontjdt, vagy ismer-
Jiik az e-vel parhuzamos f egyenest, akkor csupdn vonalzéval a sik bar-
mely pontjan tudunk e-hez pdrhuzamost hizni és tudjul az e-vel pdr-
huzamos szakaszokat felezna.

Kimutatjuk a kovetkezo tételt is:

Vonalzoval az AB egyeneshez akkor is lehet pdarhuzamost hieni, ha
rajta az AB szakasz felezépontja helyett egy olyan C pontja ismeretes,
AC
BC

amelyre vonatkozolag az (ABC)= % osztoviszony tetszéleges

raciondlis szdm.
Vonalzoval szerkeszthet6 C-nek az AB pontparra vonatkozo D har-

monikus tarsa. Ekkor
(4BC)=>., (4BD)=—)., (BAC)= ~ » (BAD) = — -
E koziil a négy osztoviszony koziil az egyik egynél nagyobb. Folté-
) Az ebben a §-ban targyalt szerkesztések altalaban Stein er-t6]l szarmaznak,

(Die geometrischen Konstruktionen ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und eines
festen Kreises, 1833).



telezhetjiik, hogy *» = P ~>1és p és ¢ viszonylagos torzsszam. Ekkor

q
B o ACBE . AR SBERP I
(ABC)-—l—BC §= e s (ACB) =) —1 2
Az (ACB) =1 — )= — 8 - g osztoviszony tehat kisebb egész szamok

hanyadosa, mint 2. Ha 1 —X 4 — 1, akkor az AB egyenesen vonalzoval
olyan pontharmashoz juthatunk, amelynek osztoviszonya kisebb egész sza-
mok hanyadosa, mint 1 — 2. Ezzel az eljarassal végiil az egyenes olyan
P, Q és R pontjahoz jutunk, hogy (PQR)= — 1.

Ezzel a kimondott tételt igazoltuk, mivel R a PQ szakasz felez6pontja.

Ha ismerjiik az e egyenessel pdrhuzamos e, egyenest, akkor az e
egyenesen egy AB szakaszt vonalzdval el lehet tolni, vagyis e adott 4’
pontjahoz lehet vonalzéval olyan B’ pontot szerkeszteni, hogy AB— A'B.

Az e és e egyenessel parhuzamos e, egyenes g & y:)
egy P, pontjabol az AB szakaszt e;-nek 4i1Bysza-
kaszaba vetitjiilk. Bi-nek az e, és A" A1 egyenes \‘\\\‘\)//I,/

P!, metszéspontjabol e-re valé vetillete a B’ pont. — A B e
Az e egyenesen fekvd AB és CD szakasz AE " N\ ™
osszegének és AF kiilonbségének meghatarozasara j;‘-'———é'—*,;'“"“g: ?

a CD szakaszt ugy toljuk el az e egyenesen, hogy 2. Abra.

C vagy D végpontja az eltolas utin B-vel Ossze-
essék. A masik végpont a kivant E, illetoleg F pont.

Kimutatjuk a kovetkezé tételt:

Legyen adva az e egyenesen bizonyos szdamii pont és szakasz, s le-
gyen adva, vagy az adatok alapjin legyen megszerkesztheti egy e- el
pdrhuzamos e, egyenes. Az adott pontok kozil egyik mint O kezdo,egy
mdsik mint E egységpont az e egyenesen tdvolsdgi koordindtarendszert
hatdroz meg. Ha ebben a koordindtarendszerben az adott pontok koordi-
ndtdja és az adott szakaszoknak a folvett egységgel mért hossza x,, @,

., Ta, akkor az adatokbdl wvonalzéval az e egyenesnek azok és csak
azok a pontjai szerkeszthetok, amelyeknek abszecisszdi az x,, %, ...,
x, szdmot tartalmazé legkisebb szdmtestnek szdman.

Ennek igazolasara elég kimutatni, hogy az e, ill. b abszcisszaju 4,

ill. B pontbol vonalzéval lehet szerkeszteni a ¢ — ab és d - g abszcisz-

szaju C, ill. D pontot. Az a + b és a—b abszcisszaju pont szerkeszthe-
téségét ugyanis mar megmutattuk.

Foltételezhetjiik, hogy @ és b pozitiv, mivel a szakaszok Osszegére
és kiilonbségére adott szerkesztéssel az x és — z abszcisszaji pont
egymasbol vonalzoval szerkeszthetd.




Az e egyenes O, E és B pontjat egy P
pontbol az e; egyenes Oy, E,;és B, pontjaba
vetitjik. Ha @, illetleg R jeléli az OP egye-
nesnek az AE;, illetéleg az AB; egyenessel

A vald metszéspontjat, akkor Q-bél Bj-nek, illet-
T e B leg R-b6l Ey-nek az e egyenesre valo vetiilete
] VLN N T e g () illetleg D pont.
o B ATE .k

A szerkesztés szerint ugyanis
23. abra,
OC: 04 —01B,: OE, — OB : OF, vagyisc : a—0b : 1, és
OD : OA — O1Ey : O1B1— OE : OB, vagyis d : a=1 :b.

Ebbédl kévetkezik a kimondott tétel igazsaga.

* A parhuzamos e, e, egyenespar megaddsaval még nem lehet csupan
vonalzé segitségével masiranyu f, f, parhuzamos egyenespart huzni. Ez
abbol koévetkezik, hogy a siknak egy kozéppontos vetitése az e egyene-
sen atmend mas’ sikra az e, e, illetleg [/, f, egyenespart parhuzamos
€, ey, illetéleg metszé f7, f, egyenesparba viszi at. Az a vonalas szer -
kesztés tehat, amely az e, e, egyenesparbol az f, f, egyenespart adja, a
masodik sikban a parhuzamos:e’, ¢, egyenesparbol metszé f°, f egye-
nespart szolgaltat.

Ha a sikban adva van egy parallelogramma, akkor vonalzé segit-
ségével barmely e egyeneshez lehet pdrhuzamos ¢’ egyenest huzni.

Az ¢ egyenes szerkesztése az e egye-
nesnek a parallelogramma O kozéppontjara
vonatkoz6 tiikr6zésével torténik. (Ha az e
egyenes a parallelogramma egyik oldalat A
pontban metszi, akkor az A0 egyenesnek a
szemkozt fekvd oldallal valo 4’ metszéspontja
az €' egyenes pontja).

Ha e atmegy O-n, akkor ¢'-vel egybeesik,
ekkor azonban O felezi az ¢ egyenesnek a
parallelogrammaba esé szakaszat és igy lehet
. vonalzé segitségével e-vel parhuzamost hiizni.

Az el6z6k szerint a parallelogrammat helyettesitheti egy parhuzamos
egyenespdr €s egy masiranyu, felezépontjaval egyiitt megadott szakasz,
vagy felez6pontjaval egyiitt megadott két kiilonboézé irdinyu szakasz. .

Kimondhatjuk a kévetkezé tételt:

Legyen adva egy parallelogramma, amelynek O és E két szemkizt
fekvd szigpontja és legyen adva még véges szdmi P,, P,, ..., P, pont
a sikban. Ha abban a Descartes-féle koordindtarendszerben, amelynek
tengelyei tartalmazzdk a parallelogrammdnak O-bél kiinduld két oldaldt

24, abra,
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és amelynek E az egységpontja, a P,, P, ..., P. pontnak valamilyen
sorrendben a, b, ¢, ... a koordindtdi, akkor vonalzé segitségével az adott
pontokbdl a siknak mindazok és csak azok a pontjai szerkeszthetok, ame-
lyeknek koordindtdi az a, b, ¢, ... szdmot magdban foglalé legkisebb
szamtestnek szamau.

Ebben a tételben feltételeztiik, hogy vonalz6 altal adott pontokat egye-
nesekkel kotiink ossze és az igy kapott egyenesek metszéspontjait a
tovabbi szerkesztésben adottaknak tekintjiik.

Ha £, és £, az alapul vett parallelogrammanak az z és y-tengelyre
es6 masik két szogpontja, akkor az z-tengelyen OF,, az y-tengelyen OFE,
az egység. Ha z; és yx a P, pont két koordinataja, akkor az z-tengelyen
az wzy, az y-tengelyen az y; koordinataji pont vonalzoval szerkeszthetd.

Az OE egyenes egyenlete z = y. Ha a P, ponton atmend és az z-,
illetéleg y-tengellyel parhuzamos az OF egyenest P,, ill. P, pontban
metszi, akkor P, és £, mindkét koordinataja egyenl6, mégpedig yu, ill. #.

Ezzel a kimondott tétel elsé részét bebizonyitottuk, mivel a jelen §
elsé felében kimutatott tétel szerint az x és y tengelynek mindazok a
pontjai vonalzéval szerkeszthet6k, amelyeknek koordinatdi az «, b, c,...
szamot magaban foglalo legkisebb szamtesthez tartoznak, és igy mindazok
a pontok is, amelyeknek mindkét koordinataja ilyen tulajdonsagu szam.

Az, hogy vonalzoval mas pont nem szerkeszthetd, abbdl kovetkezik,
hogy két olyan ponton atmené egyenes egyenlete, amelyeknek koordi-
natai az § szamtesthez tartoznak, Descartes-féle koordinatidkban is
el6allithaté olyan c;z+c,y+c; = 0 alaku egyenlettel, amelynek egyiitt-
hatoi S-nek szamai. Két ilyen egyenes metszéspontjanak koordinatai tehat
szintén S-hez tartoznak.

17. §. Vonalzdéval végezheté metrikus szerkesztések.

A metrikus sikgeometria mindazoknak a sikbeli geometriai fogalmak-
nak, vonatkozasoknak és tételeknek osszessége, amelyek valtozatlanok
maradnak, ha egy sikrol tetszdleges vetitéssel egy vele parhuzamos sikra
tériink at. A metrikus geometria tehat magaban foglalja az affin sikgeo-
metriat és ezzel egyiitt a projektiv sikgeometriat.

A metrikus sikgeometridnak azok a fogalmai, amelyek nem affin
(s még kevésbbé projektiv) fogalmak, metrikus fogalmak. Ilyen metrikus
fogalom a derékszog, a haromszogek osztalyozasa szogeik és oldalaik
szerint, rombusz, négyzet stb.

Ha a sikban egy parallelogramman kiviill adva van egy derékszog,
akkor lehet vonalzoval olyan derékszogeket szerkeszteni, amelyeknek
szarai az adott deréksz0g szaraival parhuzamosak, de mas derékszoget
nem. Ez abbol kovetkezik, hogy derékszdégnek parhuzamos vetiilete a
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szaraival nem parhuzamos sikra altalaban nem derékszog.
Ha a sikban adva van egy parallelogramma és két nem pdrhuza-
mos szdriu derékszog, akkor vonalzéval barmely egyenesre lehet merd-
legest allitana.

o %\ Ha a és b az egyik, ¢ és d a masik derék-

o sz0g szara és ha P és () annak az e egye-

i f \\x /\K nesnek két pontja, amelyre merélegest akarunk

a_ M,f \‘4 allitani, akkor a parallelogramma segitségével
}/’é;"' & G olyan két derékszoget szerkesztiink, amelyek-
r{/’ | 2 \& nek csiucsai az e egyenesnek ugyanarra az olda-

lara esnek, szarai P-n és @-n mennek at és az
adott két derékszog szaraival parhuzamosak.

Ha az igy kapott egyik derékszog szarai a masiknak szarait (P-n és
@-n kivill) az R és M pontban metszik, akkor M a PQR haromszog
magassagpontja és igy RM merdleges a PQ egyenesre.

Ebbél kovetkezik, hogy adott parallelogramma és nem parhuzamos
szarakkal bir6 két adott derékszog segitségével lehet vonalzéval barmily
iranyu oldalakkal biro téglalapot és barmily iranyu atlokkal biré rom-
buszt szerkeszteni.

Ha adva van a sikban egy parallelogramma és két nem parhuzamos
szdraklkal bire derékszog, akkor vonalzdval lehet szerkeszteni pontnalk
és egyenesnek egy egyenesre vonatkozd tikorképét.

P pontnak az ¢ egyenesre vonatkozé P’ tilkorképét ugy szerkesztjiik
meg, hogy az e egyenesre /2, merdlegest allitunk, azzal P-n &t parhuza-
mos /n egyenest hizunk és egy masik s, parhuzamos segitségével az m
egyenesen megszerkesztjiik az MP' = PM szakaszt.

25. abra.

szeresét, haromszorosat stb. Ha ugyanis e, és ¢, az

M m PA, Az [ egyenes e-re vonatkozé tiikérképe f két

I . / ™  pontjanak tiikorképén atmegy. Ha f'metszi e-t, akkor

it g E az egyik pont helyett ezt a metszéspontot valasztjuk.
47 R TP Tiikrozéssel megszerkeszthetjiik egy szog két-

|

!

e
.

|

!
{ ' % sz0g két szara, akkor az ¢, félegyenesnek az e, ten-
‘\\‘IP' gelyre vonatkoz6 e, tikorképe e,-lal 2« szoget alkot,
' az e, félegyenesnek az e, tengelyre vonatkozo e,
tilkorképe pedig e,-lal 3= szoget alkot, stb.

Az adott parallelogrammat és a két derékszoget
helyettesitheti egy adott négyzet, mivel a négyzet
oldalai és atloi két nem parhuzamos szari derék-
szbget hataroznak meg. Ha azonban adva van egy
négyzet, akkor vonalzoval olyan szerkesztést is el
lehet végezni, amelyet parallelogramma és két de-
27. ébra. rékszog alapul vételével altalaban nem lehet.
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Ha adva van o stkban egy négyzet, akkor vonalzéval lehet szer-
Leszteni tetszileges e egyenessel parhuzamos oldalu négyzetet.

A szerkesztést a 27. abra mutatja. Ha
ugyanis O az ABCD négyzet kozéppontja €s
és ha OP//e, PQ// AB és QR// AC, akkor
OR = OP és OR merdleges OP-re, mert az
OAP, OBQ és OBR haromszog egybevago.

Ebbsl kovetkezik, hogy négyzet alapul ve-
telével vonalzé altal lehet tetszbleges szakaszt
derékszoggel elforgatni és tetszéleges derék-
szoget felezni. 28. abra.

A parallelogrammat és a két derékszoget helyettesitheti egy sza-
balyos hatszog. Ha ugyanis ABCA'B'C’ a szabalyos hatszog, akkor ABA'B’
és BCB'C' téglalap.

Ha adva van egy szabdlyos hatszog, akkor vonalzéval lehet szer-
Lesateni tetszéleges e egyenessel pdrhuzamos oldali szabdlyos hdrom-

szoget.

A szerkesztést a 28. abra mutatja. Ezen az abran OP // e, PQ [/ AA'
és QR /| A'B. Az OPR haromsz6g egyenléoldali, mivel az OAP, 04'Q
és OBR haromszog egybevagosagabol kovetkezik, hogy OP = OR és
AOBY = POR <L

Ha tehat meg van rajzolva egy szabalyos hatszdg, akkor vonalzéval
lehet barmely szakaszt a derékszog kétharmad részével elforgatni és lehet
barmilyen helyzeti és a derékszog kétharmad részével egyenld szoget
felezni, vagy barmily helyzetli derékszoget harom egyenlé részre osztani.

Azok a vonalzoval végezhetd szerkesztések, amelyekben négyzet van
megadva, nem azonosak azokkal, amelyekben szabalyos hatszog van meg-
rajzolva. Az elsG esetben lehet négyzetet, de nem lehet egyenléoldalu
haromszoget szerkeszieni, a masodik esetben épen megforditva.

Ha ugyanis a négyzet két szemkozt fekvé szogpontja koziil az egyiket
egy derékszogii koordinatarendszer kezddpontjanak, a masikat pedig egy-
ségpontjanak valasztjuk, akkor a négyzet szdgpontjaibdl vonalzéval szer-
kesztheté pontok koordinatai mind racionalisak. Az 4 = (0, 0), B=(2, 0)
és C=(1,13) csicsu egyenlGoldali haromszég C csiicsa azonban vonal-
zoval nem szerkeszthetd.

Hasonlokép lehet kimutatni, hogy szabalyos hatszogbél kiindulva
vonalzoval nem szerkeszthetd négyzet. :

Egy egyenldoldalu haromszogbél csupa parhuzamos egyenes huzasaval
lehet szabalyos hatszoget szerkeszteni. Ebbdl kévetkezik, hogy a szaba-
lyos haromszoég és egy parallelogramma helyettesitheti a szabalyos hat-
szoget. A szabalyos haromszog azonban egymagaban nem.

Egy szabalyos 6tszog is helyettesithet egy adott parallelogrammat
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és két nem parhuzamos szaru derékszoget. Az A BCDE szabélyos otszég-
ben pl. a CD oldallal parhuzamos a BE 4tlé6 és a CD oldalra merdleges
az AA' egyenes, ha A’ a BC és ED egyenes metszéspontjat jelenti.

Szabalyos 6tszog segitségével olyan szerkesztést
is lehet vonalzéval elvégezni, amelyet sem négyzet, sem
szabalyos hatszog segitségével nem lehet. Szabdlyos
0tsz6g megadasa utan vonalzoval szerkesztheté egy OP
szakaszbol olyan OR = OP szakasz, amely OP-vel a
teljes szog otodrészét alkotja.

A szerkesztésben PQ// DE és QR// AB. A szer-

: kesztés helyessége az OEP, ODQ és ODR haromszog
el egybevagosagabol és abbol kovetkezik, hogy a DOE
$.40 sz6g nagysaga a teljes szog otodrésze.
Parhuzamosak hiizasanak lehetoségébél kovetkezik,
¥ hogy vonalzéval nemcsak az OP szakasznak, hanem
barmely FG szakasznak a teljes szog 6todrészével valo
29. abra, elforgatasat meg lehet szerkeszteni.

18. §. A Poncelet-Steiner-féle szerkesztések:

Poncelet 1822-ben és téle fiiggetleniil S teiner 1833-ban’a ko-
vetkezd tételt talalta®):

Ha a sikon meg van rajzolva egy kor és annak kozéppontja is meg
van adva, akkor mindazok a geometriai szerkesztések, amelyek kiorzé-
vel és vonalzéval elvégezhetik, egyediil vonalzéval is elvégezhetik.

Minthogy két egyenes metszéspontja kozvetleniil meghatarozhato,
azért csak azt kell kimutatnunk, hogy az O kozéppontjaval egyiitt meg-
adott K kor segitségével akkor is meg lehet vonalzdval szerkeszteni

1. egyenes és kér metszéspontjait és

2. két kor metszéspontijait,
ha a koéroknek csak kozéppontja és egy-egy pontja van megadva.

Minthogy a K kor barmely két atmeérdjének végpontjai téglalapnak
szogpontjai, azért 17. §. értelmében csupan vonalzé hasznalataval lehet
egy ponton at barmely egyenessel parhuzamost hiizni és barmely egye-
nesre merdlegest allitani, tovabba lehet a K kor r sugaraval egyenlo
oldali négyzetet szerkeszteni.

A Poncelet-Steiner-féle tétel kimutatasira sziitkséges két alap-
szerkesztést vonalzoval kovetkezékép lehet elvégezni :

»Ponclelet I V., Traité des propriétés projectives des figures, Paris, . kia-
adas 1822, 187. 1., II kiadas 1865, 181, l.; Steiner J, konyviink irodalmi. tssze-
' allitasaban és a %) szlveg alatti jegyzetben felsorolt munkaja.
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1. Az e, egyenes és az O, kizéppontjaval és 4, pontjaval megadott
K, kor metszéspontjainak szerkesztése végett megszerkesztjik a K és
K, kor egyik hasonlosagi pontjat, pl. az § kiilsé hasonlésagpontjat. Ha
A az O pontbol kiindulé és az 0,4, félegyenessel egyezd iranyu fél-
egyenesnek a K korrel valo metszéspontja, akkor az 0O, és A4, egye-
nes metszéspontja az S pont.

Ezutan az e, egyenesen felvesziink egy B, és
C, pontot és parhuzamosak huzasaval megha-
tarozzuk az S kiils6 hasonlosagi pontra vonat-
kozolag az O, B, C, haromszighéz hasonld és
hasonlé helyzeti OBC haromszoget. Ez a ha-
sonlosagi atalakitas az e, egyenesnek a BC egye-
nest felelteti meg. Az e, egyenes metszi, érinti,
vagy nem metszi a K; kort a szerint, amint a
BC egyenes metszi, érinti, illet6leg nem metszi 30. &bra
a K kort. Ha P és Q a BC egyenes és a K kor
metszéspontja, és ha az SP és SQ egyenes az e, egyenest P, és @, pont-
ban metszi, akkor ez a két pont e, és A, metszéspontja.

2. Az O, kozéppontjaval és A4; pontjaval megadott A, koér és az O,
kozéppontjaval és B, pontjaval megadott K, kor metszéspontjainak meg-
hatarozasat visszavezethetjilkk az elébbi szerkesztésre. K, és A, metszés-
pontjait ugyanis a két kor 7 hatvanyvonala metszi ki a K, vagy a K,
korbél. Mivel 2 mer6leges a két kor Op O, centralisara, azért elég any-
nyit kimutatnunk, hogy az m és O, O, egyenes M metszéspontja vonal-
z6val szerkeszthetd. ;

Megszerkesztjilkk az O; O, egyenesre, ennek ugyanazon oldalan az
0, , illetéleg O, pontban allitott meréleges félegyenesnek a K, korrel
valo P, , illet6leg a K, korrel valo P, metszéspontjat (az 1. szerkesztés-
sel), s azutan a P; 0, 0, @, és a P, O, O, Q, téglalapot. Az 0,0, cen-
tralisbol a @, Q. szakasz k6zépvonala vagja ki az M pontot.

Ennek igazolasdara azt kell kimutatnunk, hogy
az igy szerkesztett M pontnak a K, és K, korre
vonatkozo hatvanya ugyanaz. (Egy pontnak egy qf==Il-..
r sugaru korre vonatkozd hatvanya — miként is-
meretes — H=d?>— r?, ahol d jel6li a pontnak
a kor kozéppontjatol valé tavolsagat.)

Ha r, jeloli a K, és r, a K, kor sugarat és
O M=d,, O,M=d,; akkor az M pontnak a
K, korre vonatkozolag H, =d? — r}, a K, korre 31. abra.
pedig H, = d? — 73 a hatvanya.

Mivel M a Q, Q. szakasz kozépvonalan van és mivel az MO, Q, és
MO,Q, haromszog derékszogii, azért

R
.3

e,

14 r—::::::' '-: ~1 e Q2

[l
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d; -+ re— /TQ? e MQQ» ) 2 '
Ebbdl kovetkezik, hogy H, —= H, . Ezzel a Poncelet-Steiner-
féle tételt teljesen bebizonyitottuk !°).

19. §. Az alapkor kozéppontidnak nélkiilozhetetlensége a Poncelet-
Steiner-féle szerkesztésekben.

Az alapkor kozéppontjanak sziikségességét a kovetkezo tétel fejezi ki :

Ha a K kior meg van rajzolva, de kizéppontja nincs megadva, ak-
kor K kozéppontjdat vonalzoval nem lehet megszerkeszteni. ')

Legyen egy derékszogili koordinatarendszerben

Kix,)=@—a)l+y'+1—a2=0, |a|>1

a K kor egyenlete. Ennek a kornek sikjaban az

X = i y Y == l‘
helyettesités kolline4ciot hataroz meg, mert a
e xtcy+e; =0 és a c;x'+ey'+e =0
egyenest egymasnak felelteti meg. Ez a kollineacio a K kor (a, 0) kozép-
pontjat az (% ) 0) pontba, a A kort pedig 6nmagaba viszi at, mivel a

1 9 g K I, g

K(x,y) = (——a) 1L p1 = Le—apryr—o =580

azonossag miatt a K(x,y) =0 egyenletbol a I\(x ¥') =0 egyenlet kovet-
kezik és megforditva.

Tegyiik {6l most, hogy van olyan csak vonalzoval elvégezhetd szer-

kesztés, amely bizonyos szamu, részben a K koron fekvd pontbol, részben

' Poncelet és Steiner tétele szerint a korzével és vonalzoval végezhetd
szerkesztésekben a sik oo® korét nélkiilozni lehet, ha egy kort kozéppontjaval egyiitt
ismeriink. Ehhez csatlakozolag W eiss E. A, (Konstruktionen mit hingenden Linea-
len, Deutsche Mathematik 6. kotet, 1941, 3. lap) kimutatta, hogy a Poncelet —
Steiner-féle szerkesztésekben a sik oo® szamu sugarsora helyett elég négy sugar-
sorra szoritkozni. Maskép kifejezve : ha megvan adva egy kor kdzéppontjaval egyiitt,
akkor barmely korz6vel és vonalzoval elvégezhet6 szerkesztést vonalzéval ugy is
lehet végezni, hogy csak olyan egyeneseket huzunk, amelyek a siknak négy meg-
hatarozott pontja koziil valamelyiken atmennek. (W eiss idltételezi, hogy a négy
pont koziil harom egy egyenesre esik, a negyedik azonban azon az egyenesen kiviil
van, és hogy a négy pont kozill egyik az alapkoron kiviil esik, s beléle a korhdz
huazhato6 érinték érintéspontjai adva vannak.)

') Ezt a tetelt Hilbert D. el6adasaiban mutatta ki el6szor, a bizonyitast
Cauer D. kozolte és kiterjesztette két kor esetére is, Math. Annalen 73. k. (1913),
90. lap, 74. k. (1913), 472. lap.



AT

mas tetsz6leges pontbél kiindulva a K koér kozéppontjahoz vezet. Ennek
a szerkesztésnek az elébbi kollineacio a A kor ugyanannyi ‘pontjabol és
ugyanannyi mas pontbol kiindulé és ugyanolyan tulajdonséagu szerkesztést
feleltet meg, mint az elsd szerkesztés. Ez a tisztdn vonalas masodik szer-

kesztés azonban:az (%O) ponthoz juttat, noha az («,0) kozépponthoz

kellene vezetnie.

Ebbé] az ellentmondasbol kovetkezik a kimondott tétel igazsaga.

Ugyanigy lehet kimutatni a kovetkez6 tételt:

Ha két alapkor van megrajzolva, de egyiknek sem ismeretes a ko-
zéppontja, és ha a két kor sem nem metszi egymdst, sem nem koncentri-
kus, akkor egyik kozéppontot sem lehet vonalzéval megszerkeszteni.

Ha két ilyen kor centralisat a derékszogili koordinatarendszer z-ten-
gelyének, hatvanyvonalat y-tengelynek és a kezddpontbdl a két korhoz
huzott érintd hosszat egységnek valasztjuk, akkor a két kor egyenlete

(x-a)’+y2+1-a>*=0, (x-ay)*+y>*+1 - al=0, |a|>1,|ai|>1,a*a,

alakban irhato. Az

e 1 7
X = ooy ‘ﬁ = —
X X

kollineacio mindkét kort 6nmagaba viszi at, az (e, 0) és (a1, 0) kdzéppontot
ellenben mas pontba, mégpedig az (—3{—,0) és (al, 0) pontba viszi at.
1

Ha foltennék, hogy van olyan vonalas szerkesztés, amellyel az egyik
kor kozéppontjahoz eljutunk, akkor a kollineacionak erre a vonalas szer-
kesztésre valoé alkalmazasa épugy ellentmondashoz vezet, mint egy kor
esetén.!?)

Ezt a két tételt tiszta geometriai uton is kénnyl bebizonyitani. A bizonyitas
annak a térmértani tételnek felhasznalasaval torténik, amely szerint egy koralapu
ferde kup alapkdrén atmené gombok a kupbdl még egy-egy kort vagnak ki. Ezeknek
a kOroknek sikjai parhuzamosak a kup cstucsan és alapkorén atmend gdmbnek a kup
csucsahoz tartozo érintdsikjaval.

Legyen a ferde kup csucsa C, alapkdre K és ennek sikja 5 és legyen K’ az a
kor, amelyet a K korén és a C ponton atmené gémb C pontjanak érintdsikjaval par-
huzamos @' sik vag ki a kupfeliiletb6l. A C pontbol a ¢’ sikra vald vetités a K kort
a K korbe viszi at, a K kor kdzéppontjanak vetiilete azonban nyilvankép nem esik
Ussze K' kozéppontjaval.

Ha volna olyan vonalzéval végezhetd szerkesztés, amely megadja a K korbél
ennek ismeretlen kozéppontjat, akkor a C pontbol ennek a szerkesztésnek a ¢’ sikra
valo vetitésével K' kozéppontjahoz kellene jutnunk. Mivel ez nem kdvetkezik be,
azért a fOltevés helytelen.

'*) Ezt a tételt elemi geometriai uton bizonyitotta be Rademacher H. és
Toeplitz O. ,Von Zahlen und Figuren“ c. konyvében, II. kiadas, 1933, 21. §,
50. 1.; tovabba Yanagihara K., Téhoku Math. Journal 44. k,, 1938, 322, lap.




48

A masodik teétel igazolasara elég azt kimutatni, hogy, ha a 5 sikon a nem kon-
centrikus K és K, kornek nincs kozds pontja, akkor van olyan G és . gbmb, amely
a K, ill. K, koron atmegy, egymast egy C pontban érinti és az ehhez a ponthoz
tartozo kozos o', érint6sik metszi a & sikot.

Egy ilyen C pontbd]l a K és K' kor vetillete a 6’ sikkal parhuzamos 6’ sikra
olyan K' és K', kor, amelynek kozéppontja nem esik egybe K, ill. K, kozéppontjanak
vetliletével. Ha volna olyan vonalas szerkesztés, amely a K és K, korb6l K kozép-
pontjahoz juttatna el, akkor ennek a szerkesztésnek C-bél a 6’ sikra valo vetitésével
K' kdzéppontjahoz kellene vezetnie. Ez azonban nem kovetkezik be, mivel a veti-
téssel K kozéppontjanak vetiiletét kapjuk.

A G és G, gbmbot kbvetkezOkép allithatjuk el6: e

K és K, e centralisan atmen6 €s a ¢ sikra merdleges 6 sik- olyan AB és A4,B,
atmeér6t vag ki a K és K, korb6l, amelyek vagy egymason kiviil vannak, vagy az
egyik magaban foglalja a masikat, de felez6pontjuk nem esik egybe. Ha Q a ¢ sik
egy P pontjan és az AB, ill. 4,B, pontparon atmené k és k, kér masodik metszés-
pontjaéshaDa PQ és e egyenes metszéspontja, akkor DA . DB — DA .DB,, mivel
D a k és k, kOr hatvanyvonaldn van. Az AB és A,B, szakasz egymashoz valo hely-
zetéb6l kovetkezik, hogy DA . DB hatvany véges és pozitiv és igy lehet D-b6l k-hoz
érint6t huzni. Ha C az egyik ilyen érintéspont, akkor az 4, , B,, C ponton atmen6
k, kOr C-ben érinti a k kort, mivel DA, . DB, *DC

Ebb6l kovetkezik, hogy a K, k és a K,, k, korparon atmend G és G, gbmb
érinti egymast és hogy e pont koz0s érintésikja metszi a & sikot.

Ezzel tiszta geometriai uton is bebizonyitottuk a
masodik tételt.

A most kimutatott tétellel ellentétben kimondhato
a kdvetkezo:

Vonalzéval meg lehel szerkeszteni a kdzéppontja
nélkiil megadott K és K' kér hidnyzé kézéppontjdt, ha

1. a két kér metszi, vagy érinti egymdst,

2. a két kor kozéppontja egybeesik.

Ha K és K' a P és @ pontban metszi egymast és 32. abra.
ha a K kor tetsz6leges A és B pontjat a 33. abra szerint
P-b0] és Q-bol kétszeres vetitéssel az abra szerint a K kor 4, ¢s B, pontjaba visszilk
at, akkor az 1, 2, 3 és 4 szammal megjeldlt szogek egyenlésége miatt a K kor 48,
és BA, ive egyenl0 és igy az AB és A,B, hur parhuzamos. Emiatt e két hur felez6-

33. abra. 34. abra.

pontja és a két felez6pontot 6sszekdtd atméré vonalzoval szerkesztheté. Egy hasonlo-
kép szerkesztheté masik atmeér6 az els6t a K kor kozéppontjaban metszi.

Ha a A és K' kor a P pontban érinti egymast és ha a K kor A és B pontjat
P-b6l a A’ kor A' és B’ pontjaba vetitjitkk, akkor AB // A'B’, mert K és K' a P hasonl6-
sagpontra vonatkozo6lag hasonld helyzetii.
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Ha K és K' egykdzepii (koncentrikus), akkor egy tetszOleges pontnak a két
korre vonatkozé polarisa egymassal parhuzamos. Egy pontnak korre vonatkozd
polarisa vonalzéval mindig szerkeszthetd.

fgy szerkeszthetiink parallelogrammaékat és ezek segitségével az adott korok
kozéppontjait vonalzdval szerkeszthetjiik.

Megjegyezziik, hogy nem ugyanahhoz a korsorhoz tartozé harom kor segitsé-
gével vonalzé altal akkor is meg lehet szerkeszteni a harom kor hidnyz6 kozép-
pontjat, ha a harom kor kdzdtt nincs olyan kettd, amelynek egymassal kdzds pontja
volna. A szerkesztés és megokoldsa nem egyszeri.'®)

20. §. Vonalzéval végezhetd szerkesztések egy akiarmilyen kicsiny
kériv és a hozzitartozd kor kozéppontjinak felhasznalasival.

Kimutatjuk a kévetkezé tételt :1*)

Ha egy K kornek meg van adva egy akdrmilyen FLicsiny k korive
és 0 kozéppontja, akkor egyediil vonalzoval el lehet végezni mindazokat
a szerkesztéseket, amelyeket kirzével és vonalzéval el lehet végezni.

Ha A és B a k koriv két végpontja, akkor a Pasca l-féle hatszég
tételének felhasznaldasaval vonalz6 altal meg lehet szerkeszteni a K kor
A és B pontjanak a és b érint6jét és ezek & metszéspontjat. Az § pont-
nak az A és B ponton atmené s egyenes a poldrisa a K korre vonat-
kozodlag.

Az § pont és az s egyenes a projektiv sikon egy /7 harmonikus
perspektivitast hataroz meg. Ez a sik egy # pontjanak az SP egyenesen
azt a P' pontot felelteti meg, amelyre vonatkozélag (SS8'PP)= —1, ha
§' jeloli az SP és az s egyenes metszéspontjat. Ez a A perspektivitds a
P ponton és az s egyenes egy A pontjan atmendé egyenesnek a P’A
egyenest felelteti meg.

Az s egyenes S-nek K-ra vonatkozd poldrisa. A pdélus és a polaris
harmonikus tulajdonsagai miatt a /7 perspektivitis a £ korivet és a K
kor kiegészité £’ ivét egymasba viszi at.

A ¥ koriv és egy e egyenes metszéspontjainak meghatarozasa végett
vonalzoval megszerkesztjilk az ¢ egyenesnek a harmonikus perspektivi-
tasban megfelel6 ¢’ egyenest. A & koriv és az e' -egyenes egy k6zds pont-
janak S-b8l az e egyenesre valo vetiilete a &' kériv és az e egyenes
k6zo6s pontja.

') Lasd Cauer cikkét, Math. Ann. 74. k, 472. 1.

) Ezt a tételt egymastol fiiggetleniil tdbben bebizonyitottak: Severi F.
(Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo 18. kdtet, 1904, 256. 1.); Yanagihara K.
(The Téhoku Math. Journal 24. k., 1925, 125, 1.), Platone G. (Periodico di Mate-
matiche IV, 10. k., 1930, 307. 1.); Hiittemann F. (Jahresber. d. Deutsch. Math.
Vereinigung 43. k., 1933, 184. 1.); Sz. Nagy Gy. (The Téhoku Math. Journ. 40. k.,

1934, 76. 1.), Mordoukhay—Boltovskoy D. (Period. Mat. IV. 14. k., 1934,
101. 1.). Lasd még Oblath R. (Monatshefte fiir Math. u. Phys. 26. k., 1915, 295, 1.).
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Ezzel az eljarassal a £ koriv ismerete alapjan vonalzéval lehet szer-
keszteni a K kornek barmely egyenessel valé valos metszéspontjait. A
k koriv tehat helyettesitheti a teljes K kort. Ha tehat a £ koriven kiviil
a K kor kozéppontja is meg van adva, akkor vonalzéval mindazok a
szerkesztések elvégezhet6k, amelyek a Poncelet-Stein er-féle tétel
alapjan elvégezhetdk.

Ha a K kornek csak egy & korive és a K' kornek csak 6t pontja van
megadva, de tudjuk, hogy e koziil az 6t pont koziil P és @ a K kornek
is pontja, akkor K kozéppontjat vonalzoval épugy szerkeszthetjiikk meg:
mintha K és K’ teljesen meg volna rajzolva (19. §), mivel a P és @ pon-
ton atmené egyeneseknek a K és K' korrel valé masodik metszéspontjat
a Pascal-féle hatszog tételének felhasznalasaval vonalzéval szerkeszt-
hetjiik.

21. §. Vonalzdval végezhetd szerkesztések egy ismeretlen kozép-
pontd kor, vagy egy kupszelet felhasznilasival. Projektiv masod-
fokl szerkesztések.

Ha adva van egy K kor, de kozéppontja ismeretlen, akkor vonalz6-
val affin szerkesztéseket nem lehet végezni. Ez abbdl kovetkezik, hogy
vonalzéval nem lehet az ismeretlen kozéppontot megszerkeszteni. Bizo-
nyos metrikus szerkesztést lehet vonalzoval végezni, nevezetesen lehet
egyenl6 keriileti szogeket szerkeszteni.

Ezen a szerkesztésen kiviil a K kor segitségével vonalzé altal csak
olyan szerkesztéseket lehet végezni, amelyek akkor is elvégezheték, ha
a K kor helyett tetsz6leges kupszelet van megadva. Ha ugyanis a K kor
sikjarol egy vonalas szerkesztést valamilyen vetitéssel egy nem parhu-
zamos sikra visziink at, akkor olyan vonalas szerkesztést kapunk, amely-
ben a K kort egy kiupszelet helyettesiti.

Egy megrajzolt K kupszelet segitségével torténé vonalas szerkeszté-
sekben a kipszeletnek azt a tulajdonsagat hasznaljuk fel, hogy a kiip-
szelet tetszbleges A, B, és D pontjat a kupszelet barmely £ pontja-
bél vetité négy sugar kettésviszonya csak az 4, B, C és D ponttol fiigg,
a P ponttol fiiggetlen. Ez a kettdsviszony értelmezi a kipszelet 4, B,
C és D pontjanak (4BCD) kettésviszonyat. Ennek megfeleléen a K kip-
szelet A, B, C és A', B', C' pontharmasa a kupszelet pontjai k6z6tt pro-
jektiv vonatkozast létesit, amelyben a kupszelet egy D pontjanak az a
D' pont felel meg, amelyre vonatkozolag

(ABCD)Y=(A'B'CD)..

Az ilyen mo6don értelmezett projektivitas kettGspontjait (vagyis a

projektivitisban énmaguknak megfelel§ pontokat) az 4'B, AB' és az A'C,
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AC" egyenespar metszéspontjan atmend. egyenes vagija ki a kiipszeletbdl.

A kupszeleten fekvé (4BCX) pontsort 4'-b6l, s a projektiv (4'B'C'X’)
pontsort 4-b6l vetitd két projektiv sugdrsor ugyanis perspektiv, mivel az
AA' sugar 6nmaganak felel meg. A két sugarsor megfelelé sugarai tehat
egy s egyenesen metszik egymast.

A kupszeleten fekvé két pontsor kozotti projektiv vonatkozas akkor
involucio, ha a kupszelet egy  pontjanak ugyanaz a P' pont felel meg,
ha P-t akdr X-nek, akar X'-nek tekintjiik. Az involuciét két pontparija,
A, A' és B, B' meghatarozza. Mivel (4BB'X) = (4'B'BX’), azért az els6
pontsort A4’-bél, a mésodikat 4-bdl vetité sugarsor projektiv és (mivel 44’
6nmaganak megfelel6 sugar, azért) egyuttal perspektiv. Emiatt az A'B, AB’,
ésaz A'B', AB egyenes-
par metszéspontjan at-
mené s egyenes metszi
ki a kiupszeletbél az in-
volucié két kettéspont-
jat. Ez a két pont (f6l-
téve, hogy az s egyenes
metszi a kipszeletet)
mind az 4B, mind az
A'B' pontpart harmoni- 35. abra. 36. abra.
kusan valasztja el a kupszeleten.

Ezt a két szerkesztést felhasznalhatjuk az e, egyenesen az 4, B, C, és
az A'y B C'y pontharmassal megadott két projektiv pontsor és az 4, 4| és
a B; B'| pontparral megadott involucié kettGspontjainak meghatarozasara.
Evégbdl az e, egyenesen fekvé két projektiv pontsort a kiipszelet egy
S pontjabol a kupszeletre vetitjiik. A kupszeleten igy kapott két projektiv
pontsor kett6spontjainak S-b6l az e; egyenesre vald vetiilete az e, egye-
nesen fekvd két projektiv pontsornak kettGspontija.

Egy egyenesen két pontparjaval megadott involucié kettéspontjainak
szerkesztésére lehet visszavinni és emiatt a K kupszelet segitségével vona-
lasan lehet szerkeszteni az 6t pontjaval megadott K’ kupszeletnek egy e
egyenessel valé metszéspontjait és egy P ponton atmend érintdit.

Az 6t pontb6l a Pascal-féle hatszog és a teljes négyszog tételé-
nek felhasznalasaval szerkeszthetd egy pontnak a K’ kipszeletre vonat-
kozo polarisa. Ha az e egyenes 4 és B pontjanak polarisa e-t 4’ és B’
pontban metszi, akkor 44’ és BB kapcsolt pontpar K'-re vonatkozolag.
Az altaluk meghatdrozott involucié kettéspontjai e-nek K'-vel valé met-
széspontjai. Egy pontb6l a K’ kipszelethez hiizhat6 érint6k érintéspont-
jait a pont polarisa vagja ki K’-bdl.

Ha meg van adva egy K kipszelet és ha A, B, P és E egy e egyenes
olyan négy pontja, hogy k = (ABPE) > 0, akkor vonalzéval szerkesat-
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heté az e egyenesen oyan Q pont, amelyre vonatkozdlag (ABQE) =
V& = Y(ABPE). A négyzetgyok két eldjelének megfelelden két ilyen
pont van, ezek az AB és PE pontpdrral meghatdrozott involucié kettés-

pontjai.
Mivel (4BPE) = (ABPQ)(ABQE), azért csak azt kell kimutatnunk,
hogy arra a QQ' pontparra, amelyre vonatkozolag (4BQQ")= —1 és

(PEQQ)=—1, (ABPQ)= (ABQE) és igy (ABPE)= (ABQE)* és ha-
sonlokép (4BPE) = (ABQ'E)*.

A QQ' pontpar értelmezése és a kettGsviszonyok kozott fennalld
Osszefiiggések miatt

1+ (4BPQ) _ 1+ (ABPQ)(4BQQ) _1—(ABPQ) _(APBQ)_

1—(4ABPQ) ~ (APBQ) T A4PBQ) " T AAPBQ)
__(4PBQ)(4PQQ) _ N (OO AP — (DO TP —
== 5P0) X =(APQQ) = (QQ'4P)=(QQ'AE) (QU'EP) =

— — (QQAE)= — (4BQQ) = — (AEQB) (AEB¢) = — (pd)=

_1—(4BEQ) _ 1—(ABEQ)(4BQQ) _ 1+ (ABEQ) _ | @BoB)
—(4EBQ) " —1+(4BEQ) ~ —1+(4BEQ) - _,, 1
(ABQE)

Ebbdl kovetkezik, hogy

1+ (ABPQ) _ 1+ (4BQE)
1— (ABPQ) ~ 1— (4BQE)

Ezzel be van bizonyitva, hogy (ABP@) = (ABQE). A @ és @' pont
felcserélésével kapjuk, hogy (4BPQ’) = (ABQ'E).

A projektiv vonalas szerkesztésekre kimutatott f6tétel alapjan most
mar nem okoz nehézséget a kovetkez) tétel belatasa ;

Ha a sikban meg van adva egy kor kozéppontja nélkiil, vagy dlta-
laban egy kupszelet, akkor megadott pontokbdl és kettésviszonyokbol
vonalzéval mindazok a pontok szerkeszthetik, amelyeknel projektiv -
koordindtdi az adatokhoz kapesolt hdromsziges koordindtarendszerben
ahhoz a legsziikebb szdmtesthez tartoznak, amely magdban foglalja az
adott kettésvisszonyokat, az adott pontok projektiv koordindtdit és a
szdmtest bdrmely pozitiv szdmanak négyzetgyokét.

Ez abbél kovetkezik, hogy 6t ponton atmené kupszelet egyenlete
projektiv koordinatdkban is olyan

ayx’+ 2apxy+any*+2a3x 423y +a=0

egyenlet, amelynek egyiitthatéi az 6t pont projektiv koordinatainak racio-
nalis kifejezései. Ha tehat az 6t pont koordinatai az el6bb jellemzett S
szamtest szamai és egy egyenes egyiitthat6éi szintén ilyen szamok, akkor
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a kupszelet és az egyenes valds metszéspontjainak projektiv koordinatai
szintén S-hez tartoznak.

Megadott Kkapszelet alapjin vonalzoval végezhets szerkesztéseket
akkor 1s el lehet végezni, ha a teljes kiupszelet helyett tetszéleges kis &
ive van megadva.

Ennek igazolasa épugy torténik, mint akkor, amikor egy kor helyett
egy ive volt megadva (20. §). Ha ugyanis A és B a K kupszelet £ ivé-
nek két végpontja és ha c jeldli az AB egyenest, akkor a ¢ egyenesnek
a K kapszeletre vonatkozo C pélusa vonalzéval szerkesztheté. A C kozép-
ponttal és c tengellyel bir6 harmonikus perspektivitis a £ ivet és a kip-
szelet kiegészitd &' ivét egymasba viszi at. Egy e egyenesnek a &' ivvel
valo metszéspontjai az e egyenesnek a perspektivitisban megfelel6 e
egyenes és a k£ koriv metszéspontjaibol vonalzéval szerkeszthetdk.

IV. Geometriai szerkesztések a vonalzd hasznilatinak
kiterjesztésével. Geometriai kisérletek.

22. §. Geometriai szerkesztések egységitraké vonalzéval.

Az egységatraké vonalzé olyan vonalz6, amelyen két pont meg van
jelélve. A megjelolt két pont kozotti szakaszt egységnek tekintjiik. Az
egységatraké vonalzoval tehat lehet egyenest huzni és annak egy tet-
szbleges pontjatdl az egységet mindkét irdnyban felmérni.

Egységatraké vonalzéval barmely egyenesre lehet merélegest allitani.

Az e egyenes egy O pontjabol az A4 és B X
pontig ramérjiik az egységet és O-bol az e egye- A
nes ugyanazon oldalan kiindulé két félegyenesre cx.,
ravisszilk az OC = OD egységet. Mivel Thales v *
tétele szerint az ACB és az ADB sz6g derékszog, AU AR
azért a haromsz6g magassagainak tétele miatt az
AC, BD és az AD, BC egyenespar metszéspont-
jat osszekoté egyenes merGleges az e egyenesre. 37. abra.

Az e egyenessel parhuzamos szerkesztése annak alapjan torténik,
hogy az e egyenes AB szakaszdnak O felezépontjat ismerijiik.

Minthogy barmely sz6g szarara a szog cstcsabol kiindulva ra lehet
mérni az egységet, azért egységatrak6 vonalzéval lehet megadott szog-
gel biré rombuszt rajzolni. Mivel a rombusz atloi felezik a rombusz sz6-
geit, azért egységatraké vonalzoval barmely széget lehet felezni.

Az egységatrako vonalzot helyettesitheti egy beosztas nélkiili vonalzo
és egy egységelfordité késziilék, amellyel az egységet csak egy pontbél,
az O pontbdl kiindulé félegyenesekre lehet ramérni a kezd6ponttol kezdve.
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Egy ¢ egyenesre egy O’ pontjabdl kiindulva gy mérjiik ra az egy-
séget, hogy O-n 4t az ¢ egyenessel parhuzamos e egyenest hiizunk és
arra az egységelforditoval ravisszilk az OA egységet. Az A ponton at-
mend és az OO’ egyenessel parhuzamos az ¢ egyenest olyan A’ pont-
ban metszi, hogy O'A’ az egységgel egyenld. Parhuzamosak szerkesztése
parallelogramma segitségével torténik. Egymast O-ban metsz6 két egye-
nesen az O pontt6l egységnyi tavolsagra esé pontok téglalapnak csucsai.

Az egységatrako vonalzoval valo szerkesztések tehat olyan viszony-
ban dllanak az egységelforditoval és vonalzoval valo szerkesztésekhez,
mint a korzével és vonalzdval valoé szerkesztések a Poncelet-Stei-
ner-féle szerkesztésekhez.

A Poncelet-Steiner-féle szerkesztésekben az O k&zépponti
alapkornek tetszéleges egyenesekkel valé metszéspontjai szerepelnek, az
egységelforditoval valo szerkesztések ellenben az alapkdérnek csak az O
kozépponton athalado egyenesekkel val6. metszéspontjait hasznaljak fel.
Ebbél kévetkezik, hogy vonalzéval és egységelforditoval, vagy egység-
atrak6 vonalzéval csak olyan feladatok oldhatok meg, amelyeknek min-
den megoldasa a feladatban szereplé mennyiségektél fiiggetleniil mindig
valés. Az ilyen feladatok tehat olyan algebrai egyenletekhez vezetnek,
amelyeknek barmely gyoke a feladatban eléfordulé pontok koordinataitol,
mint paraméterektdl fiiggetleniil mindig valos.

Az egységatrako vonalzoval szerkeszthet6 pontok koordinatait maga-
ban foglalé § szamtest tartalmazza az adott pontoknak és az adatokkal
meghatarozott pontoknak derékszogii koordinatait és megvan az a tulaj-
donsaga, hogy barmely m szamaval egyiitt a J1 + m® szamot is maga-
ban foglalja.

1 ; axs m k
fixm O Jifm
dinatdju pontban metszi az x* 4 > =1 egységkort.

Koénnyi belatni, hogy megiorditva: barmely olyan pont, amelynek
koordinatai az el6bbi tulajdonsagokkal bir6 legkisebb § szamtesthez tar-
toznak, egységatrak6é vonalzdval szerkeszthetd.

Nem lehet egységatrakd vonalzéval szerkeszteni derékszogii harom-
szoget az atfogdjabol és egyik befogéjabol. Ha ugyanis az atfogo c és
az egyik befogd a, akkor a masik befogonak hossza b = Jc> —a?. Ez
a négyzetgyok azonban ¢ és a tetszbleges értékeire nézve nem mindig
valos.1%)

Az y = m x egyenes ugyanis az x =

%) Az egységatraké vonalzo hasznalata a geometria Hil b e r t-féle axiomarend-
szeréhez kapcsolodik. Hilbert Grundlagen der Geometrie c. munkajaban (az 1.
kiadasa Gauss-W e b e r szobor leleplezési iinnepélyére kiadott emlékmiiben 1899-ben,
a 2.—7. kiadas 6nalléan jelent meg, 1902—1930.) a geometria axiémait 6t csoportba: az
illeszkedés, rendezés, egybevagdsag, parhuzamossag és folytonossag axiomacsoport-
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23. §. Pirhuzamos éli vonalzéval végezhetd szerkesztések.

Korzével és vonalzéval végezheti bdarmely geometriai szerkesztést
parhuzamos éli vonalzéval is el lehet végezni. )

Ha a parhuzamos éli vonalzé egyik élét egy szdg egyik szarahoz
illesztjiik és a masik éle mentén egyenest hiizunk és ezt az eljarast a
sz6g masik szardval ismételjiik, akkor rombuszt kapunk. Ennek a rom-
busznak atloi felezik a rombusz szogeit és egymasra merélegesek. A par-
huzamos élii vonalzéval tehat lehet parhuzamosakat és merélegeseket huzni.

A kimondott tétel kimutatasira a Poncelet-Stein er-téle tétel
alapjan elég azt igazolni, hogy a parhuzamos éli vonalzéval az O kézép-
pontil és a vonalzo s szélességével egyenld

sugari K kornek barmely egyenessel valo 3
metszéspontjait meg lehet szerkeszteni. e 4 2

A K kor és egy e egyenes P és Q nRHLL | R
metszéspontjanak meghatarozasara O-n at BV ar ) T W
e-vel parhuzamos f egyenest hiizunk. Azu- ' FOr 20N
tan O-bol e-re merdleges m egyenest alli-, . / s \ ’/"
tunk és ennek talppontjat E-vel jeldljiik. i R
A parhuzamos élii vonalzéval meghatéroz- . HB
zuk az m egyenes f-t6l_s tavolsagra esé I
A és B pontjat, vagyis K-nak m-mel valé i

két metszéspontjat. Az e egyenesnek a K
korre vonatkozo E’' poélusa E-nek az AB pontparra vonatkoz6 harmonikus
tarsa, s igy vonalzoval szerkeszthet6. Ha a parhuzamos élii vonalzot ugy
helyezziik el, hogy egyik éle O-n, a masik pedig E’-n menjen at, akkor
az E’-n atmené ¢él K-t az e egyenessel valo metszéspontjaban érinti. (Az
E'-n atmendé igy kapott két egyenes ugyanis érintéje a K kornek, mivel
mindketté O-t6l s tavolsagra van; bel6lik E’-nek e polarisa metszi ki az
érintéspontot.)

24. §. Szogvonalzéval végezhetd geometriai szerkesztések
és kisérletek.

A szégvonalzé olyan rajzeszkéz, amelynek két egyenesvonalu éle
van és ezek hatarozott « (0 <<z < =) szoget alkotnak egymas_sal. Egy-
szeriiség kedvéért foltételezziik, hogy « hegyesszog.

jaba foglalta Ossze és vizsgalat targyava tette azokat a szerkesztéseket, amelyek a
folytonossag axiomainak felhasznalasa nélkiil végezhetdk. Az ilyen szerkesztésekben
lehet egyeneseket huzni, szakaszokat atrakni, kort azonban nem lehet leirni. Kiir-
schak Jozsef kimutatta (Math. Annalen 55. kotet, 1902, 597. 1.), hogy a szakasz-
atrakas egységatrakassal helyettesithet6.

19y Adler A., Sitzungsber. d. Akad Wien 99. k. (1890), 846. 1.




56

A szogvonalzot kétfélekép alkalmazzuk: vagy ugy, hogy egyik éle
két adott ponton menjen at, vagy ugy, hogy egyik éle egyik, a masik éle
egy masik adott ponton menjen at.

Parhuzamos egyenesek =-szigii vonalzoval valo szerkesztése x-szogii
belsé valtdszogek rajzolasaval torténik. Az e egyenesre merdleges szer-
kesztése végett az egyenes egy AB szakaszahoz, mint alaphoz megraj-
zoljuk azt a két egyenl6szari hdromszoget, amelyeknek az alapon fekvo
szbgei «-val egyenl6k. A két haromszdg csticsat 6sszek6té egyenes mer6-
leges e-re.

Ebbél kovetkezik, hogy szogvonalzéval mindazokat a szerkesztéseket
el lehet végezni, amelyeket egy parallelogramma és két nem parhuzamos
szaru deréksz0g megadasa utan kozonséges vonalzoval el lehet végezni.

A szdgvonalzénak masodik alkalmazdsaval annak a K kornek, amely
adott A és B ponton atmegy és amelynek pontjaibol az AB szakasz «
(vagy ©—a) szogben latszik, akarhdny tovabbi pontjat lehet szerkeszteni.

Egy e egyenes és az O ko6zéppontjaval
és egy A pontjaval megadott K kor metszés-
pontjainak meghatarozasa végett szégvonal-
zéval OA oldalu és az O pontban 2 z-szégii
OABC rombuszt szerkesztiink. Ha a szogvo-
nalzot gy helyezziik el a sikban, hogy egyik
J szara az A, a masik a C ponton menjen at,

csucsa pedig az e egyenes olyan 2 pontjaba
essék, amely az AC egyenesnek arra az ol-
daldra esik, mint O, akkor P a K kor és az e egyenes metszéspontija.

Ezzel az eljarassal meghatarozhatjuk a K kor és az e egyenes met-
széspontjait. A szégvonalzénak ilyen haszndlata tulajdonképen nem szi-
goru értelemben vett geometriai szerkesztés, hanem geometriai kisérlet.

A Poncelet-Steiner-téle tétel alapjan tehat kimondhatjuk a
kovetkezd tételt :17)

Ha szerkesztésnek nevezziik a szégvonalzénak olyan elhelyezését
18; hogy csicsa egy adott egyenesre essék, szdrai pedig két adott ponton
menjenek dt, akkor minden korzdvel és vonalzéval elvégezhets szerkesz-
tést egyediil szogvonalzéval is el lehet végezni.

39. abra,

25. §. Geometriai szerkesztések és kisérletek derékszogvonalzbval.
Harmadfoku egyenletek megoldisa két derékszogvonalzéval.:

Derékszigvonalzoval lehet barmily iranyu oldalakkal biré téglalapot
és egy atmérdjével megadott kéron akarhany pontot szerkeszteni. A derék-

) L. a '°) szbveg alatti jegyzetet.
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szogvonalzoval végezheté szerkesztések nyilvanképen ugyanazok, mint
amelyeket kozonséges vonalzoval lehet végezni, ha a sikban egy paral-
lelogramma és nem parhuzamos szarakkal biré két derékszég meg van
rajzolva.ls)

Derékszogvonalzoval meg lehet hatdrozni egy e egyenesnek az O
kozéppontjaval és egy A pontjaval megadott K korrel valéo metszés-
pontjait.

El6szér a K kor OA sugarahoz tartozéo AA’' atmérét szerkesztjik
meg. (Ez az OA egyenessel parhuzamos felhaszndlasaval torténhetik.)
Ezutdn a derékszigvonalzd csicsat az e egyenesen mozgatjuk, mikézben
az egyik szar az A ponton megy at. A derékszog cslcsdnak az e egye-
nesen valé az a helyzete, amelyben a masik szar az A’ ponton megy at,
a K kor és az e egyenes metszéspontja. Ennek a pontnak derékszégvo-
nalzéval valo meghatarozasa azonban nem szerkesztés, hanem geomet-
riai kisérlet.

A derékszigvonalzd hasznalatat egybe lehet kapcsolni az algebrai
egyenletek gyokeinek meghatarozasara szolgaldé Lill-féle eljarassal. Egy
derékszigvonalzéval meg lehet szerkeszteni a valds egyiitthatokkal biro
masodfoktu egyenletek valds gyodkeit, két derékszigvonalzoval pedig a
valos egyiitthatokkal biré harmadfoku egyenletek valés gyokeit.

A Lill-féle eljaras ') az

fAx)=x" 4 ayx-t 4 .. + a,

polinomhoz egy tortvonalat rendel, az egyiitthatok OA, A;... 4, tértvo-
nalat. Ez a tortvonal 7 4 1 szakaszbol all. Az OA, szakasz hossza az
egység, az Ax-1 Ay szakaszé pedig |a|. Az n 4 1 szakasz koziil akar-
melyik az el6zével derékszoget alkot, mégpedig pozitiv, illet6leg negativ
értelemben aszerint, amint egyezd, ill. ellenkez§ eléjelli egyiitthato tar-
tozik a két szakaszhoz. Hataresetként konnyen targyalhaté az az eset is,
amikor az @y, @, . . . a, egyiitthaté koziil egy vagy tébb zérus.

Ha az 04, félegyenessel ¢ sziget alkoté félegyenes Bi pontban
metszi az 4041 egyenest, akkor 49B) = tg9=x. Az OB; egyenesre a
B, pontban allitott merdleges és az 4; A2 egyenes metszéspontjat Bx-vel,
a By-1B egyenesre a By pontban éllitott merdleges és az A 4,11 egye-

'¥) Bizonyos szamu adott pontbél derékszogvonalzoval szerkesztheté pontok
derékszogii koordinataira a sziikséges és egyuttal elégséges foltételt Tietze H.
német matematikus adta meg. (Math. Zeitschr. 46. k., 1940, 190. lap). Egy és keét
derékszogvonalzoval valo szerkesztésekre és kisérletekre vonatkozolag lasd Adler-
nek %) szoveg alatti jegyzetben idézett értekezését.

1%) A Lill-féle eljarast a kovetkez6 tankdnyvek is targyaljak: BieberbachL,
Vorlesungen iiber Algebra, 1928, 134. 1., tovabba Adler, Hjelmslev és Vahlen
szerz6knek konyviink végén felsorolt munkai,
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nes metszéspontjat Bii1-gyel jeloljik (£=2,3,...,n—1) . Ha a,= 0,
akkor 4; az A;-y ponttal Gsszeesik, de ugy kell tekinteni, mintha 4, az
Ap2 A1 egyenesre az 4,.; pontban allitott merdlegesen volna és ennek
megieleléen B is erre a mer6legesre esik.

A szerkesztéskor _follépd derekszogu | _haromszogek hasonlosagabol
kovetkezik, hogy az Ao B,, 4,B1, ..., A, B., 4, B, szakasz megfeleld
eljellel vett hosszara nézve a kovetkezé egyenletek allanak fenn :
Ao B, = 2, AlB,_x—}—al , AiBo=A B, . tgo=(z+ a) x =2+ a2,

A2 B> = A;B>+ag—x-+axx+a;,Azb’g—~(:r-+a,x—{—ag)a:

=B t+artazr,..., A.B,=2+az2' 4 ...+ a, s i)

Az x=tg o = A, B szakasz akkor megoldasa az f(x) =0 egyenlet-
nek, ha a B, pont az 4, ponttal 6sszeesik. Az OBy B;... B, tortvonal
jellemzé tulajdonsaga az, hogy B szogpontja az Ax_3 A, egyenesre esik,
és hogy barmely két egymasutan kovetkezo szakasza merbleges egymasra.

Az x? 4 arx 4 a2 =0 egyenlet gyokeinek szerkesztése végett az 4,4,

egyenesen az X = B; pontot tgy kell megha-
R taroznunk, hogy A, és B, 6szszeessék. Ez de-
_...‘b_.__/;‘*a rékszogvonalzéval mindig lehetséges, fsltéve,

B 3
e % / hogy az egyenletnek van valos-gyoke. A szer-
0‘—'—( e \ kesztést a,és a; el6jelének megtelelden a 41-44.
\ iy abra mutatja. A 45. abraban a, =0 és a, <0,
“ o i a 46, abraban a;—0 és a;>0. Ebben az
\ _/}553 utols6 esetben nincs valoés gyok, mivel az
5 523: 4 04, egyenesre az 4, pontban emelt meréle-
’40 4 ¥ gesnek nincs olyan pontja, amelybél az OA,
. szakasz derékszogben latszik.
X
x ~ \,

S o s : L e T
\ e \ \ . / b D S
L \ Xl ,'/ o / Y ’J 3
; \‘: % \“\ _\‘ /,/.» Xe // ", w7

Aaaé:%'-‘h ‘\\\ ,/\Aa O‘;J—ﬂ& e} "_\\ Ac":"
x+' ke
A
Ao
41. abra. 42. abra. 43. abra. 44. abra. 45. abra. 46. abra.

Az #* 4 ay 2 + ay x + a3 = 0 egyenletet az OB; B» B; tortvonal akkor
oldja meg, ha Bs az A; ponttal 6sszeesik, ekkor OB; = x az egyenletnek
egyik gyokét adja. A megoldast adé OB, B, B; tértvonalhoz két derék-
szbgvonalzoval lehet eljutni. Az elsé derékszogvonalzo elsé szarat O koriil
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forgatjuk, mikézben csicsat az 4o A1 egyenesen mozgatjuk. Ezzel egy-
idejiilleg a masik derékszogvonalzét az els6 derékszdgvonalzo masodik
szaran vald csusztatassal ugy mozgatjuk, hogy a derékszog csicsa az
A1 A2 egyenesen maradjon. A két derékszogvonalzot egyidejiileg addig
mozgatjuk, amig a masodik derékszogvonalzé masodik szara az A; pon-
ton megy at.

A két derékszogvonalzoval végezhetdé ilyen geometriai kisérlettel
tehat barmely valos egyiitthatoji harmadioki egyenlet valés megoldasait
meg lehet hatarozni. Meg lehet tehat oldani a déloszi problemat, a tri-
szekciot, lehet szabéalyos hétszoget és kilencsziget szerkeszteni.

A déloszi probléma megoldésat a 47. dbra adja.

Az a3= — 2 szakasznak az egységszakaszhoz .
valé helyzetét gy allapitjuk meg, hogy az a; és
a, egyiitthatot zérustol kiilonbozonek valasztva k7 .
megalkotjuk az egyiitthatok tortvonalat és azutin o< A‘,:L , 52
az a, és a; egyiitthatot zérushoz kozelitjiik.
Az abra harom hasonlé derékszogii harom-
sz0gébbl konnyen be lehet latni' kozvetleniil is, "
hogy az A4, B szakasz hossza .r-—]/2 3
Plato (Kr. e. 420—347) gorog filozofus és AdBy
matematikus a déloszi probléma megoldasara esz- 47. abra.

kozt készitett. Keszuleke ugyanezen abra szerint hatarozta meg az egy-
ségszakaszbol a V2 hosszi “szakaszt.

26. §. Egységitraké vonalzéval végezhetd geometriai kisérletek.
Szogharmadolds. Kobgyokvonds. Harmad- és negyedfoku egyenle-
tek megoldasa.

Az egységatrako vonalzot mar a régi gorég matematikusok felhasz-
naltak geometriai kisérletre, a betolds-nak, becstisztatasnak (Einschiebung)
nevezett szerkesztés elvégzésére. Ez a feladat az egységatrako vonalzonak
olyan helyzetbe hozasa, amelyben a vonalzé adott ponton megy at és a
rajta levé egységszakasz végpontjai adott vonalakra esnek. A régi gorog
matematikusoktdl szarmazik a szogharmadolasnak betolassal valo kovet-
kez6 két megoldasa:

Az o hegyesszog harom egyenld részre valo osztasa veégett olyan
ABC derékszogii haromszoget szerkesztiink, amelynek A-nal fekvé szoge
= és amelynek atfogéja az egységszakasz fele, azutan az AC egyenessel
B-n at parhuzamos e egyenest huzunk. Ha az egységatrako vonalzot olyan
helyzetbe hozzuk, hogy A-n menjen at és a rajta levo egységszakasz két
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végpontja koziil az egyik a BC szakasz D), a masik az e egyenes E pont-
jaba essék, akkor CAD & = % :

\.J“ 3 ‘_,X}"—-

ol
; ’
’
\/
Ay
\
\
\

»
o 4

48. abra. 49, abra.

Ha ugyanis F jeloli a DE szakasz felez6pontjat, akkor ABF és BEF
egyenldszaru haromsz6g és igy az abran egy ivvel, tovabba a két ivvel
jelolt szogek egyenlék és az utobbiak koziil akarmelyik kétszer akkora,
mint az egy ivvel jelolt akdarmelyik szog.

A maésodik szerkesztéshez az egységatraké vonalzon kivil az O
kozéppontu egységsugarii K korre is sziikségiink van. Legyen 4 és B a
K kor olyan pontja, hogy AOB < =«. Ha az egységatrakoé vonalzot ugy
helyezziik el, hogy B-n menjen at és a rajta megjelolt egységszakasz C
veégpontja a K korre, D végpontja pedig az AO félegyenesnek a K koron

kiviil es6 darabjara essék, akkor ADB{[~f » mivel az OBC és OCD
haromszoég egyenlészari.2?)
Tompaszég harmadolasa végett a kiegészitd szoget harmadoljuk és

az igy kapott szoget a —;— sz6gbél levonjuk. e

Korzével és betolassal meg lehet hatarozni az
a=4b szakaszbdl a ]/a hosszlisagu szakaszt. Fol-
tételezhetjilkk, hogy a<(8. Az ellenkez6 esetben
ugyanis van olyan n egész szam, hogy a = 2%"a, és

a, < 8. Ekkor Ja =2 a, .
Az O pont koriil egységsugarral leirt K kor 04
sugarat az egységgel B-ig meghosszabbitjuk és a

50. abra.

%) A betolast mar a régi gorog matematikusok sem tartottak igazi szerkesztésnek.
Ezért annak elkeriilésére értelmezte Nikomedes (kb. 280 évvel Kr. e.) a kagylo-
vonalat, konkhoist és annak lerajzolasara eszkozt szerkesztett. Ez a negyedrendi
gorbe kovetkezOkép szarmaztathato:

Folvesziink a sikon egy e egyenest, alapvonalat, egy rajta kiviil esé P polust és
egy d hosszusagu szakaszt. Ha £, Fy, F, a p6luson atmend tetszéleges f egyenes olyan
pontja, hogy # az e egyenesre esik és F,F = F'F,=d, akkor a kagylovonal az F, és
F, pont geometriai helye.

Ha a szbgharmadolas els6 abrajan a polus 4, az alapvonal a BC egyenes és
d=1, a masodik abran pedig a polus B, az alapvonal az 4O egyenes es d=1,
akkor a megoldast szolgaltaté E, ill. C pont a kagylovonalnak az e egyenessel, ill.
a K korrel valo metszéspontja.
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K korén olyan C pontot vesziink fel, hogy AC= b= g- Ezutdn az

egységatrako vonalzénak O koriili forgatasa kozben a DE egységszakaszt
az AC és BC egyenes kozé toljuk. (A 23. és 25. § szerint C-t korzd
nélkiil meg lehet szerkeszteni parhuzamos éli vonalzéval, vagy derék-
szigvonalzdval).

Ha F és F’ jeloli az OD egyenessel a K korbdl kimetszett két pon-
tot és ha CD = x és OE =y, akkor DF =y és DF' = y + 2. Ha az
OAD haromszogre és a BC szelére Menelaus tételét, a D pontra és
a K korre pedig a hatvanyra vonatkozé tételt alkalmazzuk, akkor kap-

juk, hogy

WL, b
B4 CD EO i
és A Ry A o
DC. DA= DF .. DF' , vagyis x(x + )=y (y + 2) .
Az igy kapott két egyenletbdl

x: -b x—{—[) A e R | il 38

27y 2ty - Bty & 2
Ebbdl kovetkezik, hogy

<£)2:§% — % & igyw—tb—a

ERRS

2 x

A harmadfoku egyenlet Cardano-féle megoldasa az egyiitthatokbol
racionalis miiveleteken kiviil kobgyok- és négyzetgyokvonasokkal el6allit-
hat6. Ugyanez allithato a negyedfoki egyenletekre is. Komplex szam
négyzetgyoke korzével és vonalzoval szerkesztheté. Komplex szam kob-
gyoke az abszolut érték kobgyokére és szogének harmadolasara viheté
vissza. Mindkét miivelet elvégezhetd korzével és egységatraké vonalzoval.

Ebbé6l kovetkeznek az alabbi tételek :

Bdrmely harmadfoki, vagy megyedfoki egyenlet megolddsit az
egyiitthatékbol korzével és egységatraké vonalzéval meg lehet szerkesz-
teni, foltéve, hogy az egységdtrako vonalzot betoldsra is alkalmazzuk.

A kirzét helyettesitheti egy megrajzolt kir, vagy annak akdrmalyen
kis ive anélkiil, hogy a kor kézéppontja meg volna adva.

A korzét és az egységdtraké vonalzit helyettesitheti egy olyan pdr-
huzamos élii vonalzd, amelynek egyik élén két pont meg van jelolve és
tgy az az él egységdtrakdsra alkalmas.

A korzét és vonalzot helyettesitheti egy olyan derékszogvonalzé is,
amelynek egyik szdrdm egy pont meg van jelolve, s igy a derékszog
estiesdtol szamitott szakasz egységnek tekinthetd.
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Az egységatraké vonalzéval ugyanis lehet parhuzamos egyeneseket
huzni és igy lehet a teljesen vagy csak egy ivével megadott kor par-
huzamos hurjait felezni és az ilyen hurok felez6pontjainak 6sszekdtésével
a kor akarhdany atméréjét szerkeszteni.

A korzét az el6z6k szerint potolhatja egy parhuzamos élii vonalzo,
de pétolhatja egy derékszdgvonalzo is, minthogy a harmadioki és negyed-
foku egyenletek megoldasakor geometriai kisérletet ugy is megengedtiink.2!)

27. §. Papirhajtogatissal végezhetd szerkesztések.

Papirlap hajtogatasaval vonalzd, korz6, s6t ceruza nélkiil lehet geo-
metriai szerkesztéseket végezni. Papirlap Osszehajtogatasaval egyenest
lehet eldallitani. A papirlapot lehet gy dsszehajtani, hogy a kapott egyenes
két adott (hajtogatassal megjeldlt) ponton menjen at.

Ha egy hajtogatassal kapott e egyenes két pontjat egymasra hajtjuk
és azutdan a papirlapot kisimitjuk, akkor az e egyenesre merdleges m
egyeneshez jutunk. A papirlap oly médon valé dsszehajtasaval, amely az
e egyenesnek mas két pontjat helyezi egymasra, az m egyenessel par-
huzamos ' egyeneshez juthatunk. Egy egyenes A4 és B pontjanak és
egy sz0g a és b szaranak egymasra valé hajtogatdsaval az AB szakasz
felezopontjat és kozépvonalat, illetéleg az (a, b) < szdgielez6jét kapjuk
meg.

*) Harmadfoku feladatok geometriai kisérlettel valo6 megoldasaban a két derék-
szbgvonalz6 kozil az egyiket egy megrajzolt korrel lehet helyettesiteni, a masik
derékszdgvonalzot megtarthatjuk, vagy egy mas szbgvonalzéval potolhatjuk (Bartl L,
Arch. d. Math. u. Phys. II. 1. kotet, 1884, 1. 1.; Bieberbach L.. Journal f. d. r.
u. angew. Math. 167. k., 1932, 142. 1., Iglisch R, Zeitschr. f. math. u. naturw.
Unterricht 64. k., 1933, 207. 1.; szbgvonalzora vonatkozélag 1. Fuhr H., Zeitschr. f.
math. u. naturw. Unterr. 65. k., 1934, 279, 1.).

Barmely harmadfoku geometriai feladat geometriai kisérlettel szerkeszthet6, ha
van egy parhuzamos élii vonalzénk és egy derékszigvonalzénk. A harmadfoku szer-
kesztések akkor is elvégezhet6k, ha a két vonalzd egyesitve van egy olyan kettds
derékszbgvonalzon, amelyen a két derékszog egyik szara kozos, a masik két szar
pedig parhuzamos €l vonalzét alkot (Breidenbach W., Zeitschr. f. math. u.
naturw. Unterr. 56. k., 1925, 4. 1)

Mivel a negyedfoku egyenletek megoldasa harmadfoktakra és masodfokuakra
vezethetd vissza, azért a most idézett tételek negyedfoku feladatokra is vonatkoznak.

Ezek az irodalmi adatok Oblath Rikhard ,Der rechte Winkel und die kubi-
schen Konstruktionen“ c. dolgozatabol valék (Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterr.
68. k., 1937, 301. 1.). Oblath ott kimutatja, hogy barmely harmad- vagy negyedfoku
feladat megoldasa egyetlen derékszdgvonalzoval elvégezhetd, ha annak egyik szarén
olyan 4 és B pont van megjel6lve, hogy a derékszog O csucsara vonatkozolag
AU = 2. OB. Megjegyezziik, hogy a B felez6pont megjeltlését el lehet hagyni, mivel a
derékszbgvonalz6 az OA4 egység betolasara alkalmas egységatrako vonalz6. (Oblath
szerkesztésében nem betolas, hanem azzal egyenléértékii milvelet szerepel.)
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Hajtogatassal lehet szakaszt atrakni, de nem lehet 4tfog6bél és egyik
befogobol derékszogii haromszéget eléallitani.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy papirlap hajtogatasaval mindazokat
a szerkesztéseket el lehet végezni, amelyeket egységatraké vonalzéval
lehet.??)

Ha egy masik papirlapbdl hajtogatassal parhuzamos szalagot allitunk
el6, akkor ezt az elsé lapon parhuzamos élii vonalzoként hasznalhatjuk.
A szerkesztésben sziitkséges egyeneseket nem kell meghiuznunk, hanem
azok mentén az els6 lapot osszehajtjuk.

Ebbél kovetkezik, hogy két papirlap segitségével barmely korzével
és vonalzoval elvégezhet6 szerkesztést papirhajtogatassal is el lehet
végezni.

Minthogy az egyik papirlapot egységatraké parhuzamos élii vonal-
zbnak, vagy egységatrako derékszogvonalzonak hasznalhatjuk, azért papir-
hajtogatassal a harmad- és negyedfoku feladatokat is megoldhatjuk.

Ha hérom papirlapot vesziink {61, akkor azok koziil kettdbsl derék-
szogvonalzot allithatunk el és azokat a harmadik papirlapon a 25. §-ban
ismertetett geometriai szerkesztések és kisérletek elvégzésére hasznal-
hatjuk. %)

") A papirhajtogatas irodalmara vonatkozolag hivatkozunk Vahlen Th. kdny-
vére, 59. 1., és Ahrens W, Mathematische Unterhaltungen und Spiele c. kényvére,
(1901), 395. 1.

*) Papirhajtogatassal kénnyen eléallithatunk szabalyos haromszoget, négyszoget,
Otszbget, hatszdget, nyolcszoget és tizszoget. Az AB oldala szabalyos haromszog
el6allitasa végett a papirlapot ugy hajtjuk Ossze, hogy az Osszehajtas egyenese A-n
menjen at és az Osszehajtaskor B az AB szakasz kdzépvonalara essék. Ha C a kozeép-
vonalnak az a pontja, amellyel B a hajtogataskor Osszeesik, akkor ABC egyenlé-
oldalu haromszog. Hajtogatassal ennek a haromsztgnek AC és BC oldalat kénnyen
megkaphatjuk.

Hajtogatassal megkaphatjuk az ABC egyenléoldalu haromszég S silypontjat.
Ha elvegezziik a papirlapnak azt a harom hajtogatasat, amely az 4, B és C pontot
S-be juttatja, akkor ezaltal olyan szabalyos hatszoget kapunk, amelynek oldala az
AB oldal harmadrésze.

Négyzet szerkesztése hajtogatassal kozismert. Az 4 BGD négyzetb6l hajtogatassal
megszerkesztjlik azt az 4,B,C,D, négyzetet, amelynek szdgpontjai az el6bbi négy-
zetnek oldalfelez6pontjai. Ha 44,D, az els6 négyzetnek a masodikon kiviil es6 egyik
(egyenlGszaru derékszdgi) haromszige, akkor az AA4,D, haromszdg A, és D, mellett
fekvo szogének felez6 egyenese és a tobbi harom derékszogii haromszog megfielel6
ket-két szogfelez6je egy olyan szabalyos nyolcszoget alkot, amelynek 4,, B,, C, és
D, négy nem egymasra kdvetkez0 szégpontja.

Azt a szerkesztést, amellyel az egységsugaru korbe irt szabalyos Otszognek és
tizszbgnek egy oldalat kaptuk, nyilvankép hajtogatassal is el lehet végezni

Szabélyos Otszoget hajtogatassal legegyszeriibben ugy lehet el6allitani, hogy
egy parhuzamos éli papirszalagbdl hurkot kotiink és azt lassankint szorosra huzzuk
Ossze.
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V. Korzovel és vonalzdval végezhetd szerkesztések, ha meg
van rajzolva egy kortdl kiilonboz6 kuapszelet,
vagy egy harmadrendli gorbe.

28. §. Geometriai szerkesztések kortdl kiilonbozé megrajzolt
kipszelet felhasznilisaval.

Kortum és Smith’) egyidejiileg és egymastol fiiggetleniil kimutatta
a Poncelet-Steiner-féle tételnek megteleld kovetkezd tételt:

Ha meg van rajzolva egy kortél killonbozé kuwpszelet, akkor valds
egyiithatokkal biré bdrmely harmadfoki, wvagy negyedfoki egyenlet
valds gyikeit az egyenlet egyiitthatéit meghatdarozo szakaszokbdl korzo-
vel és vonalzéval lehet szerkeszteni.

Ez a tétel akkor, amikor a megrajzolt kiupszelet parabola, kénnyen
belathato. A parabola egyenlete a deréksz6gi koordinatarendszer alkalmas
megvalasztasaval mindig

P(x,y)=x'—y =0
alakban irhat6. Barmely negyedfokiu egyenletet mindig
f@=xt+pattgatr=0
alakra lehet hozni. Ennek az egyenletnek négy gyodke nyilvankép a

2 —~1\2 2 —-1)2

K@)z sty +gatp-y+r= v+ )+ (485 - | + 27 =0
kor és a P parabola négy metszéspontjanak abszcisszaja. A p, ¢ és r
hosszlisagu szakaszbdl egyszeriien szerkesztheté K kozéppontja és, ha
K valo6s kor, sugara is. Ha K képzetes kor, akkor az f(x)=0 egyen-
letnek nincs valés gyoke. Ha K pontkor, akkor kozéppontjanak abszcisz-
szaja gyoke lehet az egyenletnek, de az egyenletnek ett6l kiilonb6zo
valés gyoke nem lehet.

P és K valos metszéspontjai és az f(¥)=0 egyenlet valos gyokei
kozott egyértelmi megielelés van. Valés metszéspont abszcisszdja az
egyenlet valés gyoke és megforditva: az egyenlet valos gyoke P és K
egy valés metszéspontjanak abszcisszdja. Ha ugyanis x, az f(x)=0
egyenletnek valos gyoke, akkor y, =i is valos és igy P(x,,y,)=0 és
K (%,,5,)=0.

) Kortum H., Uber geometr. Auigaben 3. und 4. Grades, Bonn, 1869, Smith
H. J. S., Mémoire sur quelques problémes cubiques et biquadratiques, Annali di
Mat. (2) 3. kotet, 1869. A berlini Akadémia mindkét dolgozatot Stein e r-dijjal
tiintette ki
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Az altalanos tétel kimutatdsara feltételezhetjiik, hogy az f(x)=0
egyenletnek van valés gyoke és az nem tobbszér6s. Ha ugyanis egy valos
gy6k tobbszords volna, akkor annak kiszamitdsat legfeljebb masodioku
egyenletre lehet vissza vinni és igy azt a gyokot korzovel és vonalzéval
lehetne szerkeszteni. Ebbdl a foltevésbél kovetkezik, hogy az f(x)=0
-egyenletnek legalabb két egymastél kiilonbozé valés gydke van.

Ha r=0 (de ¢ # 0), akkor a P és K kupszelet kezd6ponttol kiilon-
b6z6 harom metszéspontjanak abszcisszdja az

¥+ px+qg=0

harmadfoku egyenletnek gyodke.

A P és K kipszelet négy kozos pontjan egyuttal keresztiilmegy a
K(z,) 2 Px, )= —N2*+y'+pat+ (p=1+) y+r=0
kupszeletsor barmely tagja. Az f{x) =0 egyenlet négy gyoke tehat a K
kor és a K— P =0 kupszelet négy metszéspontjanak is abszcisszaja.

Ha a megrajzolt kipszelet @ és b féltengellyel biré E* ellipszis, al(-

kor a kupszeletsornak az a tagja amelyre vonatkozélag 1—2 = poi
E*-hoz hasonl6 E ellipszis, mivel — az f(x)=0 valds gyokeire tett f6lte-
vés miatt — van két kiilonb6z6é pontja és emiatt E nem lehet képzetes
vagy pontellipszis.

Van tehat a sikban olyan T hasonlésagi atalakitas, amely az E
ellipszist az E* ellipszisbe viszi at és nyilvanképen korzével és vonalzo-
val szerkesztheté6 egy @ pontbdl az a két pont, amelybe a @ pontot a T
hasonlésagi atalakitas és annak 7'' megforditottja atviszi. 7'az E ellip-
szist E*-ba, a K kort egy K* korbe és igy E és K valés metszéspont-
jait E* és K* valés metszéspontjaiba viszi at. Ezek a metszéspontok
szerkeszthet6k, mivel E* meg van rajzolva. E* és K" valds metszéspont-
jait a 7'! hasonldsagi atalakitds E és K valos metszéspontjaiba viszi at.
Ezek a metszéspontok és igy az f{x)= 0 egyenlet valdos gyokei kor-
z6vel és vonalzoval szerkeszthetdk.

Hasonlokép mutathaté ki a tétel arra az esetre is, amikor a megraj-
zolt kupszelet a és b féltengellyel bir6 H* hiperbola. A K —AP=0
kipszeletsorban két olyan H; és H> hiperbola van, amelyeknek aszimp-
totdi a H* hiperbola aszimptotdival parhuzamosak. Ennek a két hiper-

boldnak paramétere a : /

A—1=>, illetéleg a 1—1=%
egyenletnek tesz eleget. Ha H* egyenl6oldali, akkor H; és H, egybe-
esik. Foltételezhetjiik, hogy H,; és H, valodi kupszelet, mert ha az egyik
két egyenesre esnék szét, akkor azt a két egyenest és ezeknek a ‘K
korrel valdo metszéspontjait a H* hiperbola nélkiil kérzével és vonalz6-
val lehetne szerkeszteni.
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H, és H, vagy H®*-hoz, vagy a H®-hoz kapcsolt H' hiperbolahoz
hasonlé. Ha H; hasonlé H*-hoz, akkor H; és K metszéspontjait épugy
hatdrozzuk meg, mint elébb £ és K metszéspontjait. Lehetséges azon-
ban, hogy mind H;, mind H, a H' hiperboldhoz hasonlo. A tétel teljes
kimutatdsahoz tehat csak azt kell bebizonyitanunk, hogy egy tetszéleges
K' kornek a H' hiperbolaval valé metszéspontjait — a H* hiperbola fel-
hasznalasaval — korzével és vonalzoval lehet szerkeszteni.

Ez valoban lehetséges. Ha ugyanis

Xy :
—~—%5—1=0 és »*4y*4+ Ax4+ By+C=0

a:  b?

a H' hiperbolanak és a K’ kérnek egyenlete és ha P} = (x, yi) az
x”—‘—}—y‘-’-}—f—le—}—gAy—}— C+a2—02=0

egyenlettel bir6 A* kornek metszéspontja a H* hiperbolaval, akkor a
Pe=(x,,yi)= (%y‘;, f—lxi) pont metszéspontja a H' és K’ gorbének.
Mivel a H' hiperbolanak paraméteres egyenletrendszere
Lemasec t, y=btgt,
azért a K’ korrel valo metszéspontjaihoz tartoz6 paraméterértékek az
(a® + b?)tg?t + Aasect + Bbtgt+ C+ a2=0

egyenletnek tesznek eleget.
Ugyanennek az egyenletnek tesznek eleget a H* hiberbola és a K*
kor metszéspontjaihoz tartozé ¢ paraméterértékek, mivel H* egyenlete

2 2
—x—-——%é-I-l:O, vagy rxr=algl, 3»':()8601

a?

alakban irhaté. Ebbél kovetkezik, hogy
A gl b b
x,,=asect,=%(bsect,,)=%_yk és ykzbtgt,,=;(atgtk)=;xk.

Ezzel Kortum és Smith tételét teljesen bebizonyitottuk. %)

Kortum és Smith tételét barmely (valoés vagy képzetes egyiitt-
hatoval bir6) harmad- és negyedfoku egyenlet barmely (valés vagy kép-
zetes) gyOkének szerkesztésére kiterjeszthetjiik. Egy ilyen egyenlet gyo-

%) Kortum és Smith eredményeit Vahlen Th. bizonyitotta be elemi tton
(Arch. d. Mathematik und Physik III. 3. k., 1901, 112. 1., Konstr. u. Approx. III. fejezet).
Az altalunk adott bizonyitas Vahle n bizonyitasanal is egyszeriibb és elemibb.

Vahlen kimutatta (azidézett helyen)Descartes és Smith tételét, hogy a
harmad- és negyedioku feladatoknak korzével és vonalzéval vald szerkesztéséhez elég-
séges az is, ha a kortél killonb6z6 kupszeletnek csak egy ive van megrajzolva.
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keinek meghatarozasa raciondlis miiveleteken kiviil négyzetgy6kvonasokbol
és kobgyokvonasokbol all. A négyzetgyOkvonds pozitiv szam négyzet-
gyokvonasabol és szognek felezésébdl all, tehat korzével és vonalzoval
elvégezhets. Egy komplex szdam kobgyoke abszolut értékének kobgyokét
és szogének harmadolasat kivanja. Mindkét feladat valos egyiitthatoju
harmadfoku egyenlet megoldasat kivanja, s igy Kortum és Smith
tétele szerint elvégezhetd.

29. §. Geometriai szerkesztések harmadrendi gorbék segitségével.

Ha az y = x?® harmadfoki parabola meg van rajzolva és ha a derék-
s20g1 koordindtarendszer egységnégyzetének szogpontjai, vagyis a (0,0),
(0,1), (1,1) és az (1,0) koordindtikkal biré pontok meg vannak adva,
akkor bdrmely valds egyiitthatépi harmadfoki egyenlet valds gyokeit
vonalzéval lehet szerkeszteni.

Az x% 4+ px + ¢ =0 harmadfoku egyenlet gyokei ugyanis az y = x°
és az ¥ + px + ¢ =0 vonal metszéspontjainak abszcisszai.

A régi gor6g matematikusok a harmadrendii gorbék koziil szerkesz-
tésre a Diokles-féle cisszoist hasznaltdk fel. Ezt a gorbét kovetkezokép
szarmaztathatjuk :

Egy K kor két parhuzamos érint6jét a-val és b-vel és ezek érintés-
pontjat A-val és B-vel jeloljiik. Az A ponton atmend P
tetszoleges e egyenesnek a K korrel, illetéleg a b 5
egyenessel valo metszéspontjat Fj-val, illetéleg
P,-vel jeloljik. Az AP, szakasznak az a P pontja,
amelyre vonatkozdolag AP = P P,= AP, — AP, ,
a cisszoisnak pontja. Az e egyenesnek A koriil valo
forgatasaval megkapjuk a cisszois valamennyi pontjat.
A cisszoisnak az A pontban csticspontja van.

Ha az a egyenest y-tengelynek, az A pontot kez- :
dépontnak és az AB szakaszt egységnek valasztjuk, 51. abra.
akkor a cisszois egyenletét a kovetkez6kép irhatjuk

PR R R el (1)=L vagy (1)2=L.
; 1-x 1-x

X X

Ha ugyanis az AP félegyenes az x tengely pozitiv felével ¢ szoget
alkot, akkor

r=AP=AP,— AP,= L——cosgﬁ:‘sm?<P
cos @

cos @

és igy
rcosg.r’=r2sin*¢, vagyis x(x*+4 y?)=y>%
Ezzel a gorbével az y, szambél kénnyen lehet kébgyokot vonni. Ha
ugyanis P, = (0, y.), ha tovabba P jelsli a BP, egyenesnek a cisszois-
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sal és P, az AP egyenesnek a b egyenessel valé metszéspontjat, és
8l
ha végil P= (v,y) és P,=(1,y:), akkor y; = }y., mivel

a ¥ b
%_:lj—/x—:(%) e, et %:Zf

A cisszois gorbe megrajzolasira Newton eszkozt, cisszois korzét
szerkesztett.

Ha meg van rajzolva az x (x* + y2) = y? cisszois és meg van adva
a koordindtarendszer (0,0), (0,1), (1,1) és (1,0) pontja, akkor bdrmely
harmadfok# (valés egyiitthatéji) egyenlet valds gyokeit vonalzéval
lehet szerkesztena.

Az f(x)=x%4 p x 4+ ¢ =0 egyenlet megoldasa végett meghataroz-
zuk a ¢y +(p-1)x+1=0 egyenesnek a cisszoissal valo metszés-
pontjait és ezeket az A pontbdl a b egyenesre vetitjiik. A kapott pontok
ordinatainak reciprok értékei az f(x)=0 egyenlet gytkei. A reciprok
értékek az egységnégyzet ismerete alapjan vonalzoval szerkeszthetok,

Ha ugyanis P = (x,y) egy metszéspont, akkor P-nek 4-bol a b egye-

nesre valg vetiilete olyan P, pont, amelynek ordinataja 7 = % Ha az

egyenes egyenletét elosztjuk (1 — x)-szel és felhasznaljuk a cisszois egyen-

letébdl kapott
3 2
eelline & pnayee

1-x \=x -x
értékeket, akkor 7 részére a
qt* +pt*+1=0
egyenletet kapjuk. Ennek az egyenletnek gydkei az f(x) = 0 egyenlet
gyokeinek reciprok értékei. 2°)
Ha az y = «® gérbe meg van rajzolva, akkor kérzé és vonalzé segit-
ségével 6t6d- és hatodfoku egyenletek gyokeit is szerkeszthetjiik. Az

#+y'+prtgy+r=0
kor és a harmadrendii gorbe metszéspontjainak abszcisszai ugyanis az

W4 gxtt+ 2+ px4+r=0
egyenlet gyokei.

**) Egyéb harmadrendii gorbék felhasznalasat is targyalja London F. a Zeit-
schrift fiir Math. und Phys. 41. kdtetében (1896), 129. 1. Lasd Vahlen konyvét
96—101. lap. Az erre a célra felhasznalt harmadrendii gtrbék mind unikurzalisak,
vagy mas néven racionalisak. Az ilyen gorbéket jellemzi az a tulajdonsaguk, hogy
koordinataik egy paraméter racionalis fiiggvényeikép allithatok el6. Kubota T.
(Téhoku Math. Journal 5. k., 1914. 29, 1) kimutatta azt, hogy barmely harmad- vagy
negyedioku szerkesztési feladat korzével és-vonalzoval elvégezheté akkor, ha meg
van rajzolva egy negyedrend( unikurzalis (racionalis) sikgdrbe.
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VI. Geometrografia.

30. §. Geometrogratikus képlet.

A geometrografia a végrehajtott geometriai szerkesztések Osszeha-
sonlitasaval foglalkozik. A geometriai szerkesztések korzével és vonal-
zoval valé elvégzése a kovetkezé 6t elemi miivelettel torténik :

E, : a vonalzénak adott ponthoz valé helyezésével,

E : egyenes htizasaval,

K, : a korz6 valamelyik hegyének adott pontba, vagy adott vonal
egy tetszoleges pontjaba valé helyezésével,

K : kor lerajzolasaval,

V : a vonalzé és korzé hasznalatanak szerkesztés kozben torténd
felcserélésével, felvaltasaval.

Ennek megfelelden korzével és vonalzoval véghezvitt barmely geo-
metriai szerkesztéshez hozzarendelhetd egy

e Byt eE+ b Ko +EK+vV

alaki szimbolikus osszeg, a szerkesztés geometrografikus képlete, amely-
ben az ¢,, e, k,, £ és v egész szam azt jelenti, hogy a szerkesztés
elvégzése kozben az illeté elemi miiveletet hanyszor alkalmaztuk. 37}

Egy elvégzett geometriai szerkesztésnek hatarozott geometrografikus
képlete van, de ez a képlet csak a lehetd legegyszeriibb esetekben hata-
rozza meg a szerkesztést, mivel nem ad felvildgositast arrél, hogy az
egyes elemi miiveleteket mikép és milyen sorrendben alkalmaztuk. Ugyan-
annak a geometriai feladatnak kiilonboz6 szerkesztéseihez altalaban
kiilonb6z6 geometrografikus képletek tartoznak.

A geometrografikus képletben két vonal (két egyenes, egyenes és
kor, két kor, a feladatban el6re megrajzolt vonal és egyenes vagy kor)
metszéspontjainak meghatarozasat nem kell figyelembe venni, mivel egy
ilyen metszéspont a tovabbi szerkesztésben csak E,, vagy K, elemi
miiveletként szerepelhet. A képletre nézve az is kdzombds, hogy a szer-
kesztés keresztiilvitelére elére megrajzolt abraval (pl. korrel, négyzettel,
stb.) rendelkeziink-e, vagy sem.

A geometrografikus képlet értelmezése szerint ket adott ponton at-
mend egyenes hiizasdnak 2 E, + E, adott pont koriil adott ponton atmend
kor, vagy koriv lerajzolasanak pedig 2 K, 4+ K a képlete. Az I. alapszer-

*") A geometrogréfia és a geometrografikus elnevezés L e m oin e E. francia mate-
matikustol szarmazik (Géométrographie, Paris, 1902). O volt az els6, aki a korzovel
és a vonalzoval elvégzett szerkesztéseket a benniik el6fordult elemi miiveletek sze-
rint osztalyozta. Le moine killonbséget tett olyan két elemi miivelet kdzott, amely-
ben a korzé hegyét egy adott pontba, vagy egy adott vonal tetsz6leges pontjaba
kell helyezni, nem vette azonban figyelembe a V elemi miiveletet.
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kesztéshez, vagyis egy-egy pontparjaval megadott két egyenes metszés-
pontjanak vonalzdval valé szerkesztéséhez tehdt a 4 F, + 2 F képlet tar-
tozik. A korzovel és vonalzéval véghezvitt III. és II. alapszerkesztés-
hez, vagyis adott kozépponti és adott ponton atmené kornek hasonlo
modon megadott mas korrel, illetéleg egy pontparjaval megadott egye-
nessel valé metszéspontjainak meghatarozasahoz a 4 K, + 2 K, illetéleg
a 2E,+ E+ 2K, + K + V geometrografikus képlet tartozik.

A Mohr-Mascheroni-féle és a Poncelet-Steiner-iéle
szerkesztések geometrografikus képletében v =0 és ezen kiviil e=0,
illetéleg £ — 0. E kozott a két széls6 eset kozott vannak azok a szer-
kesztések, amelyekben korz6t és vonalzot korlatozas nélkiil hasznalhatunk.

Ha mas rajzeszkozt is alkalmazunk, akkor az arra vonatkozo6 uj elemi
miiveleteket is meg kell allapitanunk és azokkal a geometrografikus kép-
letet ki kell egésziteni. Nem kell uj elemi miiveletet bevezetni parhuza-
mos élii vonalz6 hasznalatakor, mivel ennek a vonalzénak egy olyan
elhelyezése, amelyben egy éle adott egyenesre esik, vagy pedig egy-egy
éle egy-egy adott ponton megy at, 2 E, miiveletnek tekintheté.

31. §. A geometriai szerkesztések egyszerlisége.

Ugyanannak a szerkesztési feladatnak kétiéle végrehajtasat a hozza-
juk tartozo geometrografikus képletek segitségével lehet dsszehasonlitani.
Ha az els6 szerkesztésben az e, e, ko, £, és v szam kozill az egyik
kisebb, s a t6bbi nem nagyobb, mint a masodikban a megifelel6 szam,
akkor az els6 szerkesztést egyszeriibbnek tekinthetjiik, mint a masikat.

Mas esetben ilyen Osszehasonlitis megtétele végett az 6t elemi mii-
velethez egyszeriiségiik mérlegelése utan gy rendeliink egy-egy pozitiv
szamot, az illet6 miivelet egyszerliségét, hogy egyszeriibb miivelethez
kisebb szam tartozzék. Ha E,, E, K,, K és V jeloli az 6t miivelet
egyszeriiségét is, akkor egy szerkesztés geometrografikus képlete mint
Osszeg egy szamot értelmez, az illet szerkesztés egyszeriiségét. Ugyan-
annak a szerkesztési feladatnak két megoldasa koziil a geometrografia
azt nevezi egyszeriibbnek, amelynek egyszeriiségét kisebb szam értelmezi.

Mivel tapasztalattal nem lehet meghatarozni az egyes elemi miive-
letek egyszeriiségét, azért valamennyinek egyszeriiségét 1-gyel veszik
egyenlének, s igy egy geometriai szerkesztés egyszeriisége geometro-
grafikus képlete egyiitthatéinak osszegével egyenld.

Egy szerkesztési feladatnak korzével és vonalzoval lehetséges dsszes
megoldasai koziil az olyant, amelynek egyszeriisége a legkisebb, geomet-
rografikus szerkesztésnek nevezik. Noha az egyszeriliség fogalméanak bizo-
nyos Onkényessége miatt a geometrografikus szerkesztés kiilonbozhetik
egy olyan geometriai szerkesztéstol, amely elvileg egyszeriibb geometriai
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tételeken épiil 161, mégis lebecsiilhetetlen haszna van a geometrografikus
szerkesztésekre, cstcsteljesitményekre vald torekvésnek. ?%)

%) Egy geometriai szerkesztés geometrografikus pontossagan a hozzatartozoé kép-
let e, €s k, egyiitthatdjanak Osszegét értik. Ez az értelmezés i0ltételezi, hogy csak a
vonalzénak és a korzének a szitkséges helyzetbe hozasakor kovethetiink el hibat, az
egyenes és a kor leirasakor azonban nem. A vonalzo és korzé tokéletlensegei és a
ceruzahegy szélessége miatt a veliik leirt vonalak csak megkozelitései a geometriai
egyeneseknek és koroknek. A rajzeszkozOkkel kapott vonalak szélessége miatt met-
széspontjaik is csak megkozelitleg hatarozhatok meg. A geometrografikus pontossag
tehat egészen elméleti fogalom, sokkal inkabb dnkényes fogalom, mint a geometro-
grafikus egyszeriiség fogalma.

A gyakorlati pontossag elmélete a valosziniiségszamitas és a hibaelmélet korébe
tartozik. Egy szerkesztés gyakorlati pontossaganak vizsgdlata Osszefiigg az adatok
kozott f6llépd olyan Osszefiiggések megallapitasaval, amelyek teljesiilésekor a meg-
oldandé feladatnak végtelen sok megoldasa van. Erre nézve jellemz6 a geodéziaban
gyakran alkalmazott kdvetkezé feladat: adva vannak egy haromszog szbgpontjai és
azok a szogek, amelyekben a haromszog oldalai a sik egy P pontjabol latszanak ;
meg kell hatdrozni P tavolsagat a haromszog szégpontjaitol. Ennek a feladatnak meg-
oldasa hatarozatlan, ha P a haromszdg koré irhato korre esik,és gyakorlatilag bizony-
talan akkor, ha P ahhoz a korhoz, a geodézia veszélyes koréhez elég kozel esik.

Gyakorlati szempontbol a vonalzé és a korz6 hasznalataval jaro szerkesztési hibak
koriilbeliil ugyanazok kdzé a hatarok kozé esnek.

A korz6é és a vonalzé koziil elméleti szempontbol csak a korzé pontos rajzesz-
kdz, mert szerkezeténél fogva a vele leirt sikgdrbének barmely pontja a sik egy
pontjatol egyenld tavolsagra van, a gorbe tehat kor. A vonalzo akkor volna elméleti
szempontbol a korz6vel egyenlé értékii rajzeszkdz, ha egyenes huzasara ennek vala-
melyik jellemz6 tulajdonsagat hasznalna fel (pl. azt, hogy az egyenes szakasz két
pont legrovidebb Osszekoté vonala, vagy azt, hogy az egyenes a sikban azoknak a
pontoknak geometriai helye, amelyek két rogzitett ponttdl egyenlé tavolsagra van-
nak). Amikor azonban vonalzdval egyenest huzunk, akkor az egyenest nem valame-
lyik jellemz6 tulajdonsaga szolgaltatja, hanem a vonalzé egyenesnek foltételezett
éle. Ebb6l a szempontbol a vonalzé hasznalata hasonlit egy koralaku éremnek kor
leirasara valoé hasznalatahoz.

Olyan miiszer, amely az egyenes vala-
melyik jellemz6 tulajdonsagat hasznalja fel
egyenes szakasz leirasara, csak 1864 dta isme-
retes. Ez a miiszer Peaucellier francia
katonatiszt inverzor nevii késziileke.

Az inverzor négy, egyenkint a hosszu-
sagu karjat csukldszerkezet egy APBP' rom-
buszba foglalja Ossze. A rombusz szemkozt
fekvo A és B csucspontjaban szintén csuklo-
val csatlakozik a rombusz sikjaba esé 04 =
= 0B =0(>a) kar és az O pontban ugyan-qe
igy egyesiil.

Az eszkoz barmely allasaban az O, P és P’
pont egy egyenesen, az AOB C szbgielezijén
van. Mivel az O pontnak az 4 kozépponta és
a sugaru korre vonatkozo hatvanya




72

VII. Kornégyszogesités.
32. §. A kornégyszogesités és korkiegyenesités feladata.

A matematika torténetének évezredeken at egyik legnépszeriibb fel-
adata volt a kér négyszogesitése, vagyis,olyan négyzet szerkesztése,
amelynek teriilete egy adott r sugaru kér = 7* teriiletével egyenlé. A kor
kiegyenesitése olyan egyenes szakasz szerkesztése, amelynek hossza az
r sugaru kor 2= r keriiletével egyenlé. Mindkét feladat tehat visszave-
zethetd az egységszakaszbdl a = hosszilisagli szakasz szerkesztésére.

A feladat torténeti fejlédésében harom korszakot lehet megkiilonboz-
tetni.

Az elsé, vagy elemi geometriai korszakban a vizsgalatok célja a kor
négyszogesitésének és kiegyenesitésének geometriai szerkesztése, illet6-
leg az erre vonatkozo torekveés volt. Ez a korszak a differencial- és integ-
ralszamitas feltalalasaig, a XVII. szazad masodik feléig tartott.

A masodik, vagy analitikus korszakban a vizsgalatok célja a = szam-
nak analitikus kifejezésekkel valé elédllitasa volt, végtelen sor, végtelen
szorzat, vagy végtelen lanctort alakjaban. Ez a korszak a XVIII. szazad
masodik feléig tartott.

A harmadik, vagy kritikus korszak 1766-ban Lam b ert német mate-
matikus vizsgalataival kezd6dott és napjainkig tart. Ez a korszak a =
szam természetét vizsgalta. Lambert 1766-ban kimutatta, hogy a =
szam, €és hasonlokép a természetes logaritmusrendszer e alapszama, irra-
ciondlis. Legendre francia matematikus a XIX. szazad elején azt is
kimutatta, hogy =2 is irracionalis.

Olyan szamot, amely gycke egy egész egyiitthatés algebrai egyen-
letnek, algebrai szdmnak neveziink. Az olyan szam, amely nem algeb-
rai, vagyis amely egyetlen egész egyiitthatés algebrai egyenletnek sem
gyoke, transzcendens.

OP.0OP=(0b+a) (b—a)=b>—a>=R? ,

azért az O pont rogzitésekor A, B, P és P' barmely lehetséges helyzetében P és P
egymasnak tiikorképe az O kdzéppontu és R sugari K korre vonatkozolag.

Az O pont rogzitésekor P és P’ az O kozéppontu b+ a és b —a sugari kor-
gyirii barmely pontjaba eljuttathat6. Ebben a korgyiiriben fekvé barmely vonalnak
az inverzorral tehat meg lehet rajzolni a K korre vonatkozoé tiikorképét. Ha ugyanis
P egy ilyen vonalon végighalad, akkor P' ezalatt a vonal tiikorképét irja le.

Barmely O-n atmené kornek K-ra vonatkozo tiikorképe egyenes. Ha tehat P-t
egy ¢ hosszisagu olyan karral, amelynek egyik végpontja P-hez csukloban kapcso-
lodik, a masik végpontja pedig az J ponttél ¢ tavolsagra es6 C pontban rogzitve
van, arra kényszeritjilk, hogy a C kodzéppontu (O-n atmend) kérén mozogjon, akkor
P' egyenes szakaszt ir le. Ha pedig P egyenesen mozog, akkor P’ O-n atmend ko-
rén mozog.
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Mar a XVIII. szazad végén folmeriilt az a sejtés, hogy = transzcen-
dens.

Lindemann német matematikusnak sikeriilt 1882-ben a Mathe-
matische Annalen 20. kotetében ,Uber die Zahl =“ értekezésében elészor
bebizonyitania, hogy a = szdm transzcendens. Lindemann vizsgala-
tai osszefiiggésben vannak Hermit e francia matematikusnak 1873-ban
megjelent és az e szam transzcendens voltat kimutaté dolgozatéval.

Lind emann tétele a kornégyszogesités tébb ezer éves feladatat
véglegesen elintézte, mivel tételébél kovetkezik, hogy a kornégyszoge-
sités nemcsak korzével és vonalzoval nem végezheté el, hanem akkor
sem végezheté el, ha magasabbrendii algebrai gorbéket vesziink segit-
ségiil.

Lindemann a = szdm transzcendens voltat egy dltalanos tétel
kiilonos eseteként igazolta.

33. §. Lindemann iltalinos tételének bizonyitdsa.

1. Lindemann tételének Schottky-tol szdrmazé bizonyitasat
fogjuk ismertetni. (H. A. Sch warz Festschrift, Berlin 1914).

Az, hogy = nem algebrai szam, azt jelenti, hogy a sinz fiiggvény
zérushelyei k6zott az @ = 0 hely kivételével nincs algebrai szam. A sinz
és hasonlokép az e és a cosz fiiggvény az

Ly Se e

v=1
fiiggvényosztalyba tartozik, ahol vyi, Ys,..., Y. egymastol kiilonbozo,
€y Cy,..., ¢ pedig zérustol kiilonbozé algebrai szam.
Lindemann altalanos tétele kovetkezokép fogalmazhato : Barmely
L (z) fiiggvényre és zérustdl killonbozé barmely ¢ algebrai szdmra vo-

natkozolag
L (p) =2 cv €™ £ 0.

=1
Ez a tétel kovetkezokép is kifejezheté: Egy L (x) fiiggvénynek
sines az v =0 esetleges zérushely kivételével algebrai zérushelye.
Minthogy barmely ¢ (= 0) algebrai szamra vonatkozolag az L (p ) =
= L (r) egyenl6séggel értelmezett 1. (x) fiiggvény az L (») fiiggvények
osztalyaba tartozik, azért Lindemann altalanos tételének igazoldsara
elég azt kimutatnunk, hogy barmely Z (r) fiiggvényre vonatkozolag

L(1)=2>c,é"+0.

V=1




L (z) z-nek transzcendens - fiiggvénye. Sorbafejtése

o0 r
a, m
L(@) =D, —5 @, ahol an =2, CuYs.

m=0 3 v=1
L (z) csak akkor allandé, ha =1 és v, =0. Ha ugyanis »r >1 és
aj—as =—+=a;=10 wvolna, akkor ci=¢; =:=c/=0 'és ‘emiatt
L. () =0 volna, mert @, =0, a,=0,..., a,=0 a ¢, szamokra zérustol

kiillonb6z6 determinansu homogén linedris egyenletrendszer.

2. Az a, egyiitthatok altalaban irracionalis algebrai szamok. Az olyan
L (z) tiiggvényeket, amelyeknek sorfejtésében az wa, egyiitthatok mind
(racionalis) egész szamok, Schottky normafiiggvényeknek nevezi. Ilyen
pl.'sinz, cosz, €.

Normafiiggvényeket kapunk a kovetkez6 modon: Legyen S(uy, s,..., u,)
az wy, Uy,..., W, valtozonak egész egyiitthatokkal biré szimmetrikus
polinomja. Végezziik el az u,=¢€"" (v=1, 2,,.., n) helyettesitést és
tekintsiik az #, %1, %,, ..., %, szamot fiiggetlen valtozonak. A helyettesités
utan az S polinom barmely tagja a ¢’” alakli, ahol a egész szam és ¢ a
%, ..., %, valtozonak egész egyiitthatos elsofoku fiiggvénye, ugy hogy

1 A
S = Eae”"' = E = gm ahol A,= E aam,
m) !
[ m=0 E o

Minthogy § szimmetrikus fiiggvény, azért minden egyes A, egyiitt-
haté a %1, #y,..., %, valtozonak egész egyiitthatés szimmetrikus poli-
nomja. Ha tehat =, %,, ..., %, az egész egyiitthatos

],

n

Z"+[)l Z"-1+ G .-}.[)":H (Z - Z.\,)

LE=D |
polinomnak zérushelye, akkor A, egész szam és S (z) normafiiggvény,
foltéve, hogy nem tiinik el azonosan.

3. Egy transzcendens egész fiiggvényt akkor neveziink egy masikkal
oszthatonak, ha hanyadosuk szintén transzcendens egész fiiggvény.

Bdrmely L (x) fiiggvény egy normafiiggvénynek osztéja.

Ez a tétel az »=—1 esetre nyilvanvalo. A tételnek az r 1 esetre
valo kimutatasa végett f(z)-vel jelolink egy egész egyiitthatos és csupa
egyszeres zérushellyel bir6 olyan polinomot, amelynek v, , v2,..., Y 2€é-
rushelye. A t6bbi zérushelye legyen Y41, Yr42,...,Y.. Ha

f(z)=mz" +myz*-' + ... 4+ m,,
akkor
mr f(z) = g(mz) és glz)=z"+ myzi-'+mmyz"-2+ ...+ m'-1m,
szintén egész -egyiitthatos polinom. Ha g(z) = (z-%1) (z2-%) ... (z-%,),

akkor xy=my, (v=1,2,..., 1) .
1 r 1

Ha uy ::e"w'l'l, akkor evaL:u:; és L(JJ)= 2 cy ltz' .

v=1
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Legyen ¢.(z) az az egész egyiitthatds irreducibilis polinom, amely-
nek ¢y zérushelye és legyen ®(z)=09,(z). 9,(2) ... 9{2) . A P(z) poli-
nomnak lehetnek t&bbszords zérushelyei is, de tekintsiik zérushelyeit
kiilonboz6knek, azok koziil minden lehetséges modon ragadjunk ki 7 sza-
mut és helyettesitsiik ezekkel minden lehetséges sorrendben az Z(x) fiigg-
vény ¢, ¢, ..., ¢ egyiitthatoit. Az igy kapott Z(z) tiggvényekben he-

1 1

m

lyettesitsilk minden lehetséges modon -t & u’v"_—val Qo R L

27

i

h=1,2,...,m), ahol e =e
Az igy kapott L(z) fiiggvények II L szorzata szimmetrikus fiiggvénye
1

1 1

m

a P(z) polinom zérushelyeinek és az w’, swy ,...,e" ' wy (v=1,2,..,0n
valtozoknak. Ebbdl kovetkezik, hogy II Z racionalis egyiitthatoji szim-
metrikus polinomja az u, u,..., u, valtozénak. Van tehat olyan C
egész szam, hogy CU L =S8(u, ua,..., w,) az w, u,..., U, valto-
zOnak egész egyiitthatés szimmetrikus polinomja.

Minthogy II(z - z,)=g(2) egész egyiitthatés polinom és u, -
azért S(w1, wa, ..., u,) = N(z) normafiiggvény. N(x) ugyanis nem tiin-
hetik el azonosan, mivel II . egyik tényezéje sem tiinik el azonosan.

Az eredeti L (z) tényezének kihagyasa utan az N(z)-b6l megmarado
L, (=) fiiggvény szintén transzcendens egész fiiggvény, ennéliogva az
I(z) . Ly (z) = N(z) egyenléség miatt Z(z) osztéja N(z)-nek.

4. A most igazolt tétel segitségével Linde mann altalanos tételé-
nek bizonyitdsat annak az egyszeriibb tételnek kimutatdsara vihetjiik
vissza, amely szerint egy normafiiggvény sem timhetik el az x=1
helyen. Az L (1)..L,(1)= N (1) egyenléségbol kovetkezik ugyanis az is,
hogy L (1) 0, ha N(1)= 0.

_ e,

r

Foltételezziik tehat, hogy L (z) = 2 ¢, e'V* — N (z) normafiiggvény

r

és roviden N-nel jeloljik az NV (1):2 cy €V Osszeget.

v=}

Az U = f(z) polinomon egész egyiitthatokkal és csupa egyszeres
zérushelyekkel bir6 olyan polinomot értiink, amelynek z =0, v;, Y2, .., Y~
zérushelye. Ha U n-edfoku, £ pozitiv egész szam és ¢,, ¢, ..., ¢.-1 pa-
raméter, akkor a

V=U"go+ quz+ ...+ qur2#) = U* Q
egyenlséggel értelmezett p = (nk 4+ n—1)-edfoku V' polinom egyiittha-
toi a ¢ paramétereknek egész egyiitthatos homogén linearis kifejezései.

Ugyanilyen tulajdonsagu polinom a V polinomnak és 6sszes derivaltjai-
nak W 0sszege. Erre a W polinomra fennallanak a
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W=V+V VL dh VO, W=V W & (W) =-e2V
Osszefiiggések. A ¢ paraméterekben hasonl6kép homogén linedris kifeje-
zések a

Ple) = kl! W

polinom egyiitthatoi is, mivel P a W (z + ¢) polinom ¢ hatvanyai szerinti
kifejtésében #* szorzédja.
A ¢ paramétereknek a

o O 2 ¢y P(v)

v=1
Osszeg is egész egyiitthatés homogén els6foku fiiggvénye. Ez abbol kovet-
kezik, hogy N (x) normafiiggvény és emiatt « szerinti sorfejtésében az

A, = 2 cy Yy egyiitthatok (m =0, 1, ...) mind egész szamok. Azt, hogy D

nem azonosan zérus, ugy mutatjuk ki, hogy megadunk olyan qo, g1, ..., ¢n-1
értéket, amelyekre D 0.
Minthogy W — W' =V oszthaté6 U*-val, azért a W — W’ fiiggvény

Ww'— wr, wWr—ww, ..., Wk-D— W® derivaltjai is mind oszthatok
U-val. De nem oszthaté U-val W®=£%! P. Ha ugyanis oszthaté volna,
akkor We-v W&-2 = W, illetdleg W rendre oszthaté volna U-

nak masodik, harmadik , ..., k-adik, illet6leg (¥ 4+ 1)-dik hatvanyaval.
Ez azonban lehetetlen, mert W ugyanolyan foki, mint V és igy ala-
csonyabb foku, mint Uk,

Ebbé6l kovetkezik, hogy P(z) a ¢ paramétereknek (csupa zérustol
kiillonb6z6) egy értékrendszerére sem oszthaté U-val, tehat akkor sem,
ha a paramétereket ugy hatarozzuk meg, hogy P eltiinjék az U = f(z)
polinom vy,-t6l kiilonbdz6 n—1 zérushelyén. Ez a feltevés n—1 elséioku
egyenletet ad az n-szamu homogén ¢ paraméter szamara. Az igy meg-
hatarozott P(z) polinomra vonatkozolag P(y1) = 0, mert ha P(y;) = 0 volna,
akkor P(z) U-val oszthato volna. Minthogy ezekre a ¢ értékekre vonatko-

20lag P(1:) = Plys) = — P(y,) =0, azért D = Dc, P(y) =c1 Pl) + 0.
v=1

Ezzel tehat bebizonyitottuk, hogy D a ¢ paramétereknek egész egyiitt-
hatds linearis fiiggvénye és hogy egyiitthatéi nem mind zérusok. A

A=D — NPO) = csP(t)—P0) D, e, e = Dl cye™ [P(rs)e™ -P(0)]
=1 v=1 V=1

kiilonbség a ¢ paramétereknek szintén homogén linedris kifejezése. Mivel
W értelmezése alapjan nyilvankép

We=V+ Vo VoD f WOV 4V §...f VD4 kL P
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és mivel U zérushelyein V', V', ..., V&-V eltiinik, azért
W(0)=k! P0) és W(y) =£k! P(y,) e Wy Z I T

Ezekbol és az (e7* W) = —e™? V— —e~? U*  egyenletbél kovet-
kezik, hogy

Yy
EI[P(w) €™ —P(0)] == Wiy,) e™™— T(0) e-* = _/U" Q e % da.
Ebbdl 3

Yv
r Uk i
A:_Z/E(q«i+(llz+"'+(]n—lzn-l)cv et de,
0

Ez az integral és igy Aa g, ¢i,..., ¢.-1 paraméter homogén lineéris
fiiggvénye. Az egyes g paramétereknek egyiitthatoi olyan hatarozott integ-
rdlok, amelyek k-nak novekedésével nyilvanképen mind zérus felé tar-

k
tanak, mivel ekkor LU—! és vele az integralando fiiggvények egyenletesen
zérushoz tartanak. Lehet tehat £-t olyan nagynak valasztani, hogy A-ban
az Osszes egyiitthatok szamértéke egynél kisebb legyen. Ekkor azonban
D —A =0, mert D egyiitthatoi mind egész szamok és nem mindegyik
egyiitthato zérus. Az N.P(0)= D — A 4 0 0osszefiiggésbol tehat kovet-
keztethetjilkk, hogy N=N(1) &4 0.
Ezzel Lindemann altalanos tételét bebizonyitottuk.

34. §. Lindemann 4ltalinos tételének nehiny kovetkezménye.
Kor-, ellipszis-, hiperbola- és parabolaszelet négyszogesitése.

Egy deréksz6gli koordinatarendszerben egy pontot akkor mondunk
algebrainak, ha mindkét koordinataja algebrai szam. Ha ezen feliil mindkét
koordinata raciondlis szam, akkor a pont racionalis pont.

A sikban a racionalis pontok, s még inkabb az algebrai pontok min-
deniitt siiriin vannak. Ennek ellenére az

y=8inx,y=cosx,y=€,y=1g%, y=cligx
gorbe kozil egy sem megy dt egynél tobh algebrai ponton. Az az al-
gebrai pont, amelyen valamelyik gorbe dtmegy, egyben raciondlis pont
i8 és az y-temngelyre esik.
Ha ugyanis c tetszéleges algebrai szam, akkor az y = c egyenes és
az elébb folsorolt 6t gérbe metszéspontjainak abszcisszai rendre a

: B i L Al
SIN%—C= —e*——e*—ce'  cosx—c,e—c

o e
((gx —c)cosz— sinx — c cos z, (ctgax—c)sinz=cosz—csinz

’ ’
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fiiggvénynek zérushelyei. Ezek a fiiggvények azonban mind Z(z) fiigg-
vények és emiatt nincs z = 0-t6l kiilonb6z6 algebrai zérushelyiik.

Ebb6l kovetkezik, hogy az elébbi 6t gorbének csak az y-tengelyen
lehet algebrai pontja, s ez az algebrai pont sziikségképpen raciondlis pont.

Mivel a (=, sin = =0) pont az y = sin x gorbén, az (1, €) pont pedig
az y — e* gorbén van, azért = és e korzével és vonalzoval akkor sem
szerkeszthets, ha tetszéleges algebrai gorbéket is felhasznalunk a szer-
kesztésre. Ez a két szam transzcendens.

Ebbél kovetkezik, hogy a koér nem négyszogesitheté. Lindemann
tételével azt is lehet igazolni, hogy nem lehet kirzével és vonalzéval
olyan korszeletet szerkeszteni, amely négyszogesitheto.

A korszeletet meghatarozza a kor r sugara és a korszelethez tartozd
2w kozépponti sz6g. A korszelet teriilete

rPeo—risino =r(o —sinw) .

Minthogy o (== 0) és sino nem lehet egyszerre algebrai szam, azért
az w—sino kiilonbség altalaban transzcendens szam és igy korzével és
vonalzoval még akkor sem szerkeszthetd, ha tetszéleges algebrai gor-
béket is felhasznalunk a szerkesztésre. Van olyan korszelet, amely négy-
szogesithetd, de ilyen korszeletet nem tudunk szerkeszteni. Az egység-
szakaszbol ugyanis korzével és vonalzoval (s6t algebrai gérbékkel is)
csak olyan szogeket lehet szerkeszteni, amelyeknek szinusza algebrai
szam. Az ilyen szogekre vonatkozélag azonban o — sin o transzcendens
szam.

Az a é6s b (< a) féltengellyel biré ellipszisnek mem lehet olyamn
szeletét megszerkeszteni, amelynel teriilete is szerkeszthetd.

Ellipszisszeletet ugy kapunk, hogy az a sugaru kor egy szeletét mer6-

legesen vetitjiikk egy olyan sikra, amely a kor sikjaval a cosa =  eayen-

letnek eleget tevd « szdget alkotja. A korszelet 7, és az ellipszisszelet
t, teriilete kozott tehat a

b :
t,=tycoset =ty — = a-b (v — sin v)
a

vonatkozas van. Mivel az ellipszisszeletbdl az ellipszis f6koréhez tartozd
megfelelé korszelet korzével és vonalzoval szerkeszthetd, azért a kor-
szeletre kimutatott tételnek kovetkezménye az ellipszisszeletre kimondott
tétel.

Hasonl6 tétel mondhato ki a hiperbolaszeletek négyszogesitésére is.

Az a féltengellyel biré egyenléoldalu hiperbola egyenlete az aszimpto-
takra vonatkoz6 koordinatarendszerben 2z y=a?1évén, a gorbe Pi=(2, ;)
és P, = (2,, ¥.) pontjan (0 << 2, << #,) atmend egyenes a hiperbolabdl olyan
szeletet vag ki, amelynek teriilete
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; 2 a’ z.
)’__1'*2-.72 (2 — 2,) — % (log z, — log z,) = Z—(;-——— —2log ﬁ)

Ennek a teriiletnek mérdszama transzcendens barmely olyan z, és z,
abszcisszara vonatkozolag, amelyeknek hanyadosa algebrai szam. Ha

ugyanis h=% (1) és logh=m algebrai szam volna, akkor az
1

z=m=1logh, y = em"— h pont az y — e* gbrbének az y-tengelyen kiviil
esd algebrai pontja volna.

Az egyenl6oldali hiperboldnak az egyik, vagy a masik tengelyével
parhuzamos sikra valé merdleges vetiilete olyan hiperbola, amelynek egyik
féltengelye «, a masik pedig b—acosx, ha = jeloli a két sik szogét.
Ha tehat 7, jeloli az egyenléoldalu hiperbola szeletének és ¢, a vetiiletben

b .
kapott hiperbola megfelel6 szeletének teriiletét, akkor ¢, = ;’ t, . Ebbdl

kovetkezik, hogy egy megrajzolt hiperboldnak mem lehet korzéwvel és
vonalzéval olyan hirjdt szerkesztewi, amely a hiperboldval négyszi-
gesitheté hiperbolaszeletet hatdrol.

A tobbi kupszelettel ellentétben bdrmely parabolaszelet négyszo-
aesithetd.

Alkalmas derékszogii koordinatarendszerben ugyanis barmely parabola
egyenlete y — z* alakban irhato. Annak a parabolaszeletnek teriilete tehat,
amelyet a parabola P, = (z,,y,) és P, = (=,, y,) pontjat (z, < z,) Ossze-
ko6t6 hur a parabolaval hatarol,

, 3 3 e 1
.?1“;‘32(%_%)_(2__32)»'(’2 7))

6

Ennek a teriiletnek mérészama P,-bél és P,-b6] szerkeszthetd és csak
a P, és P, ponton atmené s a parabola tengelyével parhuzamos egyenespar
tavolsagatol és a parabola paraméterétdl fiigg.

35. §. Négyszogesithetd korkétszogek. Hippokrates holdacskii.

A korszeletekkel ellentétben mar a régi gorogok ismertek korivekkel
hatérolt négyszogesitheté idomokat. A khioszi Hippokrates-nek (Kr. e.
az 5. szazadban) tulajdonitjak a kovetkezdé ismert tételt :

Ha egy derékszogii haromszog oldalaira, mint 4tmérdkre ugy rajzolunk
egy-egy félkort, hogy az atfogéra rajzolt félkor a haromszoggel ugyanazon
oldalra, a befogokra rajzolt két félkor pedig a haromszogon kiviil essék,
akkor a harom félkorrel hatarolt két holdalaku korkétszég, lunula teriile-
tének Gsszege a haromszog teriiletével egyenld.
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Ha ugyanis @ és b a haromszdg befogéja, c az atfogdja és ha H, és
H, jeloli a két holdacska, 7' pedig a haromszog teriiletét, akkor nyil-
vankép

2

1/c\? e g\t g fhas Lo
T O

H.+H =T+ %(a2+1)2—02):= 7.

Ha a derékszogii haromszog egyenldszaru, akkor H, = H, = —12— = g) 3

Ebbél kovetkezik, hogy az a holdalaku korkétszog, amelyet egy négy-
zet oldaldra mint atmérére rajzolt korlapnak a négyzet koré irhaté koron
kivill esé része alkot, a négyzet teriiletének negyedrészével egyenld
teriiletii.

Holdalaku altalanos korkétszoget hatarol a kozos A és B végpont-
tal biro és az AB egyenesnek ugyanazon oldalan fekvé iz és i, koriv.
Ha a két kor kozéppontja, sugara és a folvett korivhez tartoz6 kozép-
ponti szég O, , r; és 2o, , illetéleg O, , r, és 2v,, ha tovabba AB = h
és r, < r,, és ha végiil 7' jeldli az AO, O, haromszog teriiletét, akkor a
holdacska teriilete nyilvankép

H=1ro,—rje, +2T
€s

h
é’ .

A holdacska akkor négyszogesithetd, ha
h-bol H, r, és r, korzével és vonalzoval szer-
kesztheté. Ekkor azonban sino, , sino, és 27
is szerkeszthets. Mivel a felirt két egyenletbél

[N ), :%(H—ZT) i 0 Vo

2

Ty SIR 0y = T§ SIL®y =

sin?w,  sin? oy
azért a holdacska négyszoigesithetéségének az a
feltétele, hogy az egységbdl C, sin o, és sin v, szerkeszthet legyen. A

53. abra.

kapott egyenletet % = p jeloléssel
|
1 PV

sintw; Sinfw; o

alakban irhatjuk. Ebb6l az egyenletb6l Lindemann tétele alapjan ko-
vetkezik, hogy a holdacska négyszogesithetdsége esetén p transzcendens,
vagy algebrai szam aszerint, amint C + 0, illetéleg C'—0.

Ha ugyanis p algebrai szam és C 4 0 volna, akkor az el6bbi egyen-
let baloldala algebrai szdm volna és igy «; is algebrai szam lenne. Ez
azonban lehetetlen, mert akkor ; (3 0) és sin v, egyszerre volna algeb-
rai szam.
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Még nincs eldontve, hogy van-e olyan négyszdigesitheté holdacska,
amelyre vonatkozélag p transzcendens szam.
Ha foltételezziik, hogy p algebrai szam, akkor fennall a

Sin p oy =— ';«7) Sin o,
egyenlet és ebben p és sin o, az egységbdl négyzetgyokvonassal allithato
elé. Eddig csak olyan négyszigesitheté holdacskak létezését mutattak ki,
amelyekre vonatkozolag p-nek

3 5
2 3, —2‘ S vagy ?

az értéke. Erre az 6t esetre a sinp o, = |p sin o, egyenletet

sin29=1Yy2sing, sin39=)3siny, sin3y :' — sin29,

: : e : e
sinb 9= |5 sing, illetbleg sin5y = l/ 5 &n 39

alakban irhatjuk. Ezekb6l az egyenletekb8l kénnyi szamitasokkal

2cos9 =12, 2cos D = [’1__*_ V3, 8cosg= ]6—{- ¥z,

4 cos 2 D

i 0 —h/“
— 1454 4V5, illetéleg 4 cos 2 ¢=—1 J,-' I 9 l o,

Az elsé harom esetet Hippokrates, az utolsé kett6t (koriilbeliil
2300 "évvel késébb) Clausen taldlta. 2)

*) Journal fiir d. reine u. angew. Math 21. k., 1840, 375. lap.
A negyszbgesithetd holdacskdkat Landau E. vette részletes vizsgalat ala,
Sitzungsber. d. Berliner Math. Gesellschaft 2. k. (1903), 1. lap (Archiv d. Math. u.

" Physik III. 4. kotet, 1903, melléklet). Uj négyszogesitheté holdacskakat nem talalt

ugyan, de kimutatta, hogy akkor, amikor p tdrzsszam, de nem G a uss-féle torzs-
szam, a p szamhoz tartoz6 holdacska nem négyszogesitheté. — T chakaloff L.
bolgar matematikus (Math. Zeitschrift 30. k., 1929, 552. 1.) kimutatta azt is, hogy a
p = 17 szamhoz}és bizonyos mas racionalis szamokhoz sem tartozik négyszogesithetd
holdacska. Ebben a negativ iranyban tovabbi eredményeket értel Tschebotardw
N. szintén bolgar matematikus, (Math. Zeitschr. 39. k, 1935, 161, ] ).
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hasonlosagi atalakitas 45, 65 — egységatrako derékszdgvonalzo-
hasonlosagpont 45, 48 val 61—63
hatarozatlan egyenlet 17 — két derékszbgvonalzoval 58—59
hatodfoku egyenlet 68 — papirhajtogatassal 63
hatoldal (Brianchon) 31 Klein F. 82
hatsz0g (Pascal) 31, 49, 51 kockakétszerezés 7, 8, 16, 59—61, 67 - 68
hatvany korre vonatkozolag 45, 46, 48, 61, kollineacié 46 -47
» 71-72 komplex sik 18
hatvanyvonal 4, 45, 48 komplex szamok 18
hatvanypont 4 — gyobke 18, 61, 67
Hermes 26 konkhois 7, 60

Hermite 73 koordinatarendszer, tavolsagi 39




, derékszogi 1, 3

, Descartes-~féle 40 - 41

, projektiv 31—34

Korthum 64, 66—67

kobgyokvonas 8, 19, 59-61, 67- 68

koralapu ferdekup kormetszetei 47

kor egyenlete 3, 46—47

— Onmagaba valo kollineacioja 46—47

kor mint vonalas szerkesztések alapvo-
nala 44-53

koriv mint vonalas szerkesztések alap-
vonala 47, 53

korkeriilet 72

korkétszog 79—8l

korkiegyenesités 72

kornégyszogesités 72

korteriilet 72

korszelet 78

korlap osztasa 26

korosztas 16 27

korosztasi egyenlet 17, 19, 21

irreducibilitasa 20—22

korz6 mint pontos rajzeszkoz 71

korz6 hasznalatanak korlatozasa 31

Kubota 68

kupszelet 7, 50-53

egyenlete 52

és egyenes metszéspontjai 51

érint6i 51

kupszeletsor 65

Kiirschak 55

27

-23

Lambert 72

Landau 8l

Legendre 72

Lemoine 69

Lill 57

Lindemann 73, 77 - 78, 80
Lindemann altalanos tétele 73
logaritmus fiiggvény 79
London 68

lunula 79 -80

M

magassagpont 42, 53

masodfoku egyenlet 10, 12, 13, 19, 24-26,58
Mascheroni 27, 28, 31

Mascheroni-féle szerkesztések 27—31, 70
Menelaus 61

‘merdleges szerkesztése 42, 53, 56

metrikus geometria 41

szerkesztések 41— 44

Mohr 27, 28, 31

Mohr-Mascheroni-féle szerkesztésck
27-31, 70

Moivre képlete 8

Moldoukhay-Boltovskoy 49

N

Sz. Nagy Gy. 49

negyedfoku egyenletek 61—67
négyszogesités 72
negyszogesitheté holdacska 79—81
korkétszog 7981
parabolaszelet 79
negyzetgyokvonas szakaszbol 2
komplex szambol 18—19
kettOsviszonybol 52
Newton 68

Nikomedes 7, 60
normafiiggvény 74—75

o

Oblath 49, 62

osztoviszony 38—39

otodfoku egyenlet 68

Otsz0g, szabalyos 10—11, 43-44, 63
P

Papirhajtogatas 62—63

Pappus 32 33

parabola 64—65, 79

parabolaszelet 79

parallelogramma 4045, 49,

paraméter 3, 65, 68, 75~ 77

Pascal (hatszog) 31, 49, 51

parhuzamos egyenesek 37—40

vetités 38

éli vonalzo 55, 61, 63, 70

parhuzamosak vonalas szerkesztése, ha

adva van egy felezett szakasz 38

egy parallelogramma 40

egy kor kozeppontjaval 44

két metsz6 vagy érinté kor 48

két koncentrikus kor 49

parhuzamosak szerkesztése

egységatrako vonalzoval 54
szogvonalzoval 56

Peaucellier 71

perspektivitas 31, 35-37, 49, 53
, harmonikus 49, 53
perspektiv haromszogek 35—37

85




86

perspektiv pontsorok és sugérsorok 31
Plato 7, 59
Platone 39
polaris 31, 49, 55
polinom 7, 14—17, 57, 74—76
pélus 31, 49, 55
Poncelet 44, 46, 50, 54—56, 70
Poncelet-Steiner-iéle szerkesztések
44—46, 50, 54 56, 70
pontossag 71
primitiv szamelméleti gyok 23
projektiv koordinata 31
— sikgeometria 37
— sorok 32, 51
—- pontsorok kupszeleteken 50 51
— szerkesztések 31—37, 50 - 33
7 szam transzcendens volta 72, 78

R

racionalis gorbe 68

— gybk 7—10

— osztOviszony 38

— pont 77

— szamtest 2—3
Rademacher 47
reducibilis 5, 7, 14—16
Richelot 26
rombusz 41, 53, 55, 56, 71

S

Schoenemann 1921
Schottky 73, 74
Schottky-féle normafiiggvény 74—77
Severi 49
sinus gorbe 77
Smith 64, 66
Steiner 38, 44, 46, 50, 54 56, 70
Steiner-féle szerkesztések 37—41, 44—46,

50, 54—-56, 70
szabalyos sokszog 9

— haromszog 43, 63

— neégyszodg 43, 63

— Otszog 10—11, 43 - 44, 63

- hatszog 28, 43, 63

— hétszog 9—10, 59

~— nyolcszdg 63

— kilencszog 9, 59

— tizszbg 10—11, 63

— tizennégyszdg 9-10
tizenhétszog 11-13, 17

— 34-szdg 11—13
— 257-szbg 17, 26
— 65.537-sz0g 17, 26
szakaszok Osszege 2, 39
— kiilonbsége 2, 39
— szorzasa 2, 39, 40
— hanyadosa 2, 39, 40
szakasz szorzasa egész szammal 28
szakasz négyzetgyoke 2
szamtest 2—7, 14—16, 33 - 35, 41
— kibdvitése 5, 6, 15, 16
szerkesztés korzével 27—31
— éremme] 31
— vonalzéval 31—35
— véges vonalzoval 35, 37
— vonalzoval, hatarolt sikon 36-37
— egységatraké vonalzoval 53-54
— vonalzoval és egységeliorga-
toval 53—-54
— parhuzamos élii vonalzoval
55, 61, 63, 70
— szdgvonalzoval 55 - 56
— derékszdgvonalzoval 57
— papirhajtogatassal 62—63
szerkesztés vonalzoval, ha adva van egy
par parhuzamos 38 - 40
— felezett szakasz 38--40
— racionalis osztOviszonyu pont-
harmas 38—39
— parallelogramma 40
— parallelogramma és két derék-
sz0g 42
— négyzet 42—-43
— szabalyos hatszdg 43
— parallelogramma és szabalyos
haromszog 43
— szabalyos 0tsz0g 44
— kor kozéppontjaval 44--45
— koriv a kor kozéppontjaval 49
— metsz6 korpar 48
— érint6 korpar 48
— egykoOzepl korpar 48
— harom kor 49
— kor kozéppontja nélkiil 50—53
— koriv a kor kozéppontja nélkiil 53
— kupszelet 50- 53
— kupszeletiv 53
— egysegnégyzet és harmadfoku
parabola 67
egységneégyzet és cisszois 67-68




szerkesztés korzével, vonalzéval és
adott kupszelettel 50—53

— adott kapszeletivvel 53

szerkesztés adott korrel és négy
sugarsor egyeneseivel 46

szerkesztési hibak 71

szerkeszthetdség korzdvel és
vonalzoval 2—3

szogfelezés 18, 53, 55
szogharmadolas 7—9, 13, 59 -60
— egyenlete 8—9
szbg tobbszorose 42
Székefalvi Nagy Gy. 49
T
tangens gorbe 77
teljes négyoldal 31
természetes logaritmus 73
téglalap 44, 54, 56
Thales 53
Tietze 57
Toeplitz 47
transzcendens fiiggvény 74
— szam 73. 78, 79
triszekcio 7—9Y, 59—60
— egyenlete 8—-9
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Tschakaloff 81

Tschebotardw 81

tiikorkép 28—3t, 42, 72

tilkkrozés korre 28—31, 71—-72
— egyenesre 28, 42

unikurzalis gorbe 68

A4
Vahlen VIII, 57, 63, 66, 68, 82
véges vonalz6 35, 37
vonalas szerkesztések, vagy vonalzéval
valo szerkesztések 1. szerkesztések vo-
nalzdval cimsz0 alatt
vonalzé mint rajzeszkdz 71
vetités, parhuzamos sikokra 41
— , parhuzamos sugarakkal 38
— , derékszogi 78—79
— , kozéppontos 37 -38
W
Weiss 46
Y
Yanagihara 31, 47, 49
z
Zacharias 82
zérushely 73—77
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