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1e Vektorfiggvény

A differencidlgsometridnak a gorbdék és feliiletek alapvetd fo-
galmai,

A térben mozgd pont egy gorbét fut be, Hogyan tudjuk ezt a pd-
lydt matematikailag leirnl? Vegyiink alapul egy Descartes féle koor-
dindta rendszert. Ebben a koordindta rendszerben a mozgd pont hely-
zetét bdrmely idSpillanatban meghatédrozhatjuk egy az origdébdl kiin-
duléd helyzetvektorral.Jeltljiik a koordindtarendszer tengelyeinek
irdnydba mutatd egységvektorokat T ys 7o &3-31, igy

= 1 % % Y Y = 72 é y =
7 x‘ﬁl 0 BT R 788y X) 7yt Ry Hpy + X4 ﬁ3

F ,éf; By Ty ahol x, y, o 1ll. X9 Xy X5 B mozgd pont koordindtdi.
Jgy azonban az # vektor a t 148 figgvénye:

Vs () =x (808 +y (8)% +2(8) %y = X! "11 + X ()3, +

+ xX3(8)%y = f%% - SR

Az ¥ =% (%) -t vektorfiiggvénynek nevezziik, mig az analizisbdl
mér eddig is j61 ismert fiiggvényeket skaldr fiiggvényeknek.

A tovébbiakban az egy tagban kétszer elSforduld azonos latin
indexre a szummdcid jel kiirdsa nélkiil is szummdcidét fogunk érteni
let61 3-ig. Az egyszer ellforduld latin index pedig az 1,2, vagy 3
gzémok bidrmelyikét jelenti. Igy tehdt

TS ARy
Most vigyiik 4t az analizisben szerepld eleami fogalmakat a vek-
torfiiggvényekre.
a/ Az ﬁ’l,W” sviir X
geli x \i’ cse X 49 o002 szdmsgorozat hasonlatdra konvergens-
nek é%gguk nevezni, ha van olyan & vektor, hogy tetszlleges ki-

+ee Vektorsorozatot, melynek komponen-

esiny pozitiv ¢ <hoz taldlhaté olyan N (&) 3 hogy

I. | 4, - & } e hagsak B> NLE) e

)

Allitjuk ehhez sziikséges és elegendd, hogy a komponensek konvergen-
gek legyenek és hatdrériékilkk a A vektor X, komponensei legyenek,
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Legyenek a fenti vektor sorosat komponensei konvergensek az
R komponenseihez, agaz tetszSleges & > O-hoz legyem taldlhaté =
komponensek birmely sorozatdndl olyan 1!1( € ), hogy ha n> Ni( E ),
ugy |(x g = Xy |<E - £111tjuk ekkor a vektor=soroszat konvergdl X -

hez, azaz I. teljesiil. Ugyanis

|y = 2] = WZ((:)*

< |V322 | a+ /3 E,(n>max 5, (D).

i & s &

Ha tehdt ¢ -t -nak, N(E) -t pedig max N, (£ ) = ¥, (=)=
e mery x L %

nak vdlasgtjuk, ugy I. teljesiil, Tehdt az x , — X, feltétel ele-

n)
gendé az 4, — X <~hes.

Bz agonbar nyilvédn ssiikeéges is., Ha ugyanis I. teljesill, ugy
S AR
e>lta = R[= |20 =20 |-

®) As % () vektorfliggvény hatdrértékén a t, pontban as
s (tn) vektor sorogat hatdrértéeét fogjuk érteni, ha es 1étesik,
bdrhogy is tartia t, 8 t, -hoz.

Jeldlitk as % (t n)-et 1/‘ -el. Igy as a) sgerint a

lim # (%)) = £ 1étezéséhes sstikséges és elegends s lim x 4% 5-

‘t-‘ t ‘tn-o to

x,-% |, (>3,

® ¥ léteséoe.

o) Tegyen £ tetesbleges valSs sgdm. Mivel tnlt £ x4 (t) =
.*

= 1im  x,(t), 1igy 14a A A @) eA1im # (%) .
e t—t, t -t

d) Le 1m ¥ (¢ Wy é8 14 (t) = .
) gyenf'__’t dw ’to.ty ) %, » asas

A () =t #-el jel¥lve |/ = 4 |<E ha |t - to’<‘;7f (€), és
D) -t » -al jelblve |y - wp|<E ha |t -,]<d, (€D
l11 tjuk 11 # (¢ (t)| =/ 1tm # (% lim (%
e t—-"t‘o [ ) ’9 t)J (t—-ot )> (‘h—’t? )>

(4]
agas
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N (AW W g <E B [t -t < TCE)
Mert

49~ Ho Bl= | H 9= 1y « #3412 (4= 2, 9] »

- Wl Ho|< E(WIH] X 1)

hg |t =% |< mir,('J,/ (€), cfy

{ legyen }y(t)' korldtos,

(£))
o
win [#) |+ |4,
J(é)-min\d;f(ﬁ) cf;? (C,) (llgtéa |#,l seholse legyen

egyszerre zérq} igy
ITI. teljesiil.
e) £11itjuk, hogy

m (A2 9 (4)) = #x 1im % (+)
t—»?o 7 > xt»tjy .

Legyen most E B

(]
A komponensek segitségével felirva, ugyanis

t{}:; {[xzyB(t) - x3y2(t{] 7y *...} [ 2, 11! 33(t) -

- %5 ‘tlh‘:o ya(t)] By #eoe = I/‘? 1;ZI;’i!dlt\ % (t)

£) £111tjuk, hogy

1im ( # (1) x #()) = 1im ¥ (¢) x nm y(t)
t—t t"’t
(3

Ez az ¢1826htz teljesen hasonléan 14thaté be.

8) Egy vektor fliggvényt folytonosnak neveslink egy t, helyen,
ha ott a vektorfliggvény hatdrértéke 1létenzik ée az egyenis a defi-
niciébell értékével. Bhhez a) és b) szerint eslikeéges és elegendl,
hogy a komponensek folytorosak legyenek.

h) Bgy vektor fliggvén t, helyen differencidlhaténak

& e g

neveziink, ha az % (¢ g ) vektor sorogatnsk van
t

hatdrértéke. Bhhez a) szerint ujra szﬂkséges és elegendd, hogy a

komponensek differencidlhatdk 1egyenek. A vekiorfilggvény differen-

cidlhényadosdnak komponensei a vektorfiiggvény komponenseinek diffe-

rencidlhényadosai, ami ugyancsak a)-bél ktvetkezik. A differencidl-

hényadost & t  helyen #' (t, ) -al, vagy (uﬁ%}) -al fogjuk jel¥lni,
t=

1) Az a) ée h) szorint ha # (t) és é? (+) di ferencidlhatdk,
akkor
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& [#(t) Y] -A@d # (+)
3) £114tjuk, hogy

-g; [u‘(t) % (t)]- 7}7« #7' -
Ugyanis

afi-t- ¢’s 7?) " a% (xiyi) @ i:lyi - xiii -1/’2?/ + 7/‘7?0.

2

Specidl esetben, ha %' = 7, ugy a% H = 2 #f « Ha most

# hossza 411andé, ugy # 2 m konmst., 2 ##m 0, # # O, asss ¥
5 B ;/‘ . Ezt sgemléletesen is kdnnyen beldthatjuk. Ugyanis
ebben ag esetben az ¥ (1) végpontjai mindig egy gtabfeltileten he-
lyeskednek el, azaz % (t) gtmbfelileti gbrbe. De ekkor ennek ag
érintlje: #'(4) a gomb érintSje is egyuttal, mely merSleges a
gémd sugaréra, az # (t) vektorra.

k) A j) -hez hasonléan, ha u(t) tetszbleges differencidlhatd
skaldr flggvény, skkor

3z (u() # (1) =i #% u %)
1) Ugyezintén
AP e (Axy)+ (#xp),

amit komponensenkénti differencidldssal lédthatunk be.

Bddig ast 1dttuk, hogy a vektor sorozat konvergencid jénak,
a vektorfiiggvény hatdrértékének, folytonossdgdnak és differencidl-
hdnyadosdnak definiciéja pontos analogonja ezen fogalmakra a ska-
1ér fliggvények analizisében adott definiciéknak. Annak, hogy egy
vektor sorosat konvergens legyen, hogy egy vektor fliggvény hatdr-
értéke 1létezzen, hogy folytonos, vagy differencidlhaté legyen,
ssikséges és elegendS feltétele, hogy ezek a tulajdonségok a kom—
ponensekre teljestiljenek. A felirt differencidldsi sgabdlyok is
megegyeznek a skaldr analigisben wegismertekkel.

Nézsik meg még most egy vektor fiiggvény Taylor sordt. Tegylk
fel, hogy ¥ (t) a < t,» t> intervallumban n -szer folytomosan
differencidlhatéd. Igy
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1 ;
18 = 1(2) + At dees S D 1) o

47 (n) (¢, + 7;; At) ,

n!
egas

# (2) = ﬂ'(to) + At #(to)- Posot I""D'T‘ #(n'l)h ) + Ry

ahol (a)
Ra=-4E 2" (1 s # an) s

és 7, O és 1 kUsStt levd s £lteldvan egymdstél kU1BnbSss ér—
tékek.

‘Ezen utébbd megjegyzés geometriailag az aldbbi kvetke sményt
vonja maga utdn, Ha egy skaldr fliggvény Taylor sordt a mdsodik tag~
gal befejesslik, ugy est a Lagrange féle k8zépérték tételnek e

szosték gni, ami as

$’(x) - 2 5

=24 £'(x, + # (x - x_)) alekban a Bolle-tétel d1taléno-
o

-aitdsa és azt jelenti, hogy van asg ( XgeX > intervallumban oly
pont, ahol az érint8 pdrhuzaemos az £(x) &8s ag f(x ) pontot Sssse-
ktt8 ssellvel, Es a tétel térgsrbvét el64111t6 vektorfﬂggvényro a1~
taldbvan nem vihetd 4t, mert ag dﬁ. édltalédban nem a girbe érintd-
Jét adja egy pontban, hisgen komponensei a vektorfiiggvény komponen=-
seinek dltaldban kil¥nbszé helyen vett differencidlhdnyadosai.

2s gérgbrhék-oldé;litéag

Tekintelk a t paraméternek egy & # t @ b ezakesson foly-
tonoe
) xwx(¢), ywy(e), soe(e), (@ & ¢t & ®)

fuggvényét. Ezek az egyenletek meghatdroszdk as (a,b) ssekaszon
folytonos

(1) OF = 7 () = x(4) By ¢ y(+) 2, +8(¢) Ay

vektort, Fonek a vektornak végpontje irja le a girbét, ha ¢t as
(8,b) ssekasst befutja. As igy megadott gbrbe as (a,b) eszakess-
nak egy folytonos leképsése. A sgakass egy t pontjének as s P
pont & képe, amelynek koordindtéit I. hatdrossa meg.
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Amig t az (a,b) szakaszt leirja, P a gorbét irja le és
as x(a), y(a), 2(a) koordindtdival bird A pontbél az x(v), y(1v),
2(b) koordindtdval biré B pontba jut. Az igy kapott gérbe nyi-
tott vagy zért asserint, amint A és B kilsnbsz8 111. Sssseesd
pont.

Anngk f8ltétele, hogy & nyitott gérbe bdrmely P pontjdnak
ag (a,b) sgakasgon csak egy t pont feleljen meg, hogy ne legyen
as (a,b) ezakasgon olyan t, ée tz(#tl)mmelyekre x(tl) = x(t,),
7(t;) = 7(25), 2(¢,) = £(t,) egyszerre fenndll, vagyis amelyekre

Ayt = [2ap) - 2] s [0 = 3] + [acey)- 2

eltiinik. Ha ‘A(tl’t2? as (a,b) szakasz bdrmely t,t, pontpdrjdra
pogitiv, akkor a girbének az (a,b) ssakaszra vald leképzése is
égyértellﬂ, ag (a,b) szakasz g&rbére valé leképsésének megfor-
ditdea is egyértelmii. Az ilyen k¥lcsdnSsen egyértelmii leképzéet
topologikus leképezésnek nevezik. Ha tehdt az (a,b) szakasz bér-
mely pontpérjdra A (tl,ta) > 0, akkor emnek a szakasznak ag (1)
gbrbére valé leképezése topologikus, = a girbének erre a szakass-
ra vald leképezése is ilyen.

Ha a leképeszés topologikus, skkor azalatt, amig a t pont
egyirdnyban az (a,b) sszekasst befutja, P a gsrbén A-t6l B-ig
halad, de kizben egy ponton sem halad kétsger £t.

‘Annak, hogy az (a,b) sgzakasznak a gbrbére valé leképesése to-
pologikus legyen, egy elégséges, de nem ssiikeéges ftétele, hogy
as (a,b) szakaszon as x(t), y(t), =(t) flggvény kistil az egyik ha-
térozottan monoton legyen, mert ekkor A (%,,t,)-nek egyik tagjs
mindig positiv.

Ha A (tl,ta} = 0, akkor a gtrbén & %, és ty paramétert P,
EE: 22 pont Ussgeesik. Ha t) ta kosll egyik sem esik a-val vagy
b-vel Yssse, akkor ebben a pontban a girbe tnmagdt metssi, vagy
érinti.

Az (1) egyenletekkel elS4llitott g¥rbét a parsméter véltosta-
tdedval mds egyenletekkel is elS lehet 411itani.

Ha tw¢(7T)a véltosénak egy olyan ( x, /) ezakasson
folytonos és hatérozottan monoton fliggw nye, hogy ¢ () m a és

(8 % v, vagy zﬂ(d)' wbés ¢ (B)w a, akkor azalatt, amig
7 8% (o, ) ssakaszt egy irdnyban leirja, t az (a,b) sesa-
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kaszt egy irdnyben befutja. Bkkor az a pont, amelynek koordind-
t4i
x=x(T), y=5,(T), syzl(ri

ahol :
n(Thwx [HD)] 3(Truy [KD)], 5(Tr s [TY),

ugysncsak az (1) g8rbét 411itja e18.

Az x(t), y(1), =2(¢) fliggvényrSl azt is f8ltessszlik, hogy as
(a,b) szakesson V -sgér ( V & 1) folytonoe andifferencidlhaté, ve-
lamint # *(t) seholsem nullvektor, s a t paraméter helyett osak
olyan 7' paramétert vesetink be, amelyre a megfeleld (a,4") ssaka-
eson a fliggvénynek is megvan a differencidlhatdsdgra vonatkos6 fon~
%1 tulajdonsdgsa.

!o' -;vmss& Ség :
Ha V & 1, vagyis ha x(t), y(¢), z(4) t-nek legaldbb egysser
folytonosan differencidlhaté fliggvénye az (a,b) szakaszon, akkor
as (1) gbrbe & és t paramétertt pontja ktzé esd ivének hossge

1 t %
(2) s = S l/x'e(t)w»y'z(t)w’z(t) dt = S V#’a(t) dt = f ,#’(t)'dt.

a a a

Peltételezhetjik, hogy 2 & t & b, mert az ellenkezsd esetden
8 t paraméter helyett -t bevezetésével ezt elérhetjilk. Az (a,b}
ssakasson tetszllegesen felvessiink olyan p-1 ty pontot, hogy

<'tn-.b

a = t 1<t2<o ° .(tﬂ-l

60‘Pk-val Jel¥ljuk a gtrbe Y paraméteril pontjdt, vegyie ast a
pontot. melynet koordindtdi x(tk), y(tk), Z(tk) (k =0 1. 'ooon)
A gbrbére irt P oF ¥ ee¢ P, t8rtvonal hoesza

8 & Zr_k__lpk - Z}/[x(tk)-x(tk_l)]2¢[y(tk)-y(tk_1_)]2+[z(tk)-,(tk-l_)lz
kwl ksl

A differencidlszdmitéds k&zépértéktételének alkolmazdndval ezt
az Usszeget

n
I S Y [ S e T e TS

R

k=l
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alakban irhatjuk. Ttt +.x, 4,3, t,8 @ (tk;}; t, ) ssakass egy-
egy pontjdt jelenti.

Ha n-et elég nagynak és a %y, tgy ecey by 5 osstdpontokat
as (a,b) szakaszon elég siiriin vesssiik fel, akkor az x’(t), y’(t),
z’ (t) fuggvényeknek az (a,b) szakasson valé egyenletes folyto-
nossdga miatt elérhetjik, hogy akérmelyik (%, _;, t,) ssakass
bdrmely Ek és ?'k _pont jédban

|x* (%) - »GII<E
& |9 (3) -y @< €,
|z’(%k;) - B’Gk)|< £ s

(k % 1,2y ecey n). It £ tetssllegesen elSirt positiv szédm. Ha
Ty & (tk-i’ t,) szakassnak egy tetssSleges pontja és ha

n
5! - é (tk - tk-},:} /xsz( z-k;,x,~2( Z-k)‘_',z( Tk)'

akkor k:l.'-utatjuk; hogy
' 8, - Gn,<6é(b-s)' .
Bonek igasoldsdra felhasgndljuk a
Vx-/3 % =42
VK «JB
asonossdgot és ebbe ag

A = 2 (0% (4,902 (1,802, B e x'( T2y ¢ TPl T2

értékek et helyettesitsilk. Ekkor
A-Bex () (T2 (4,302 C T)° + 2" (1,8)%-5" ( 7 )%

- [0 (50 = 2 (Tp)] [ Coprdenr( T ] oo

Mivel nyilvénkép
[ (ex)| = /4 (T | & /B

]ix’(th) + x*( Tk)lﬁ VA +/B




E 3 (th)+ 2 (.T x|
“VA +yB--

Ugyanez az egyenlStlenség érvényes akor is, ha x helyébe
y»t vagy z-% megfelelden helyettesitiink,
Az I, egyenlétlenségek miatt

= () = x' (TR <E |y (hyy)=y® (T )| 8|2 (#y8)-2%( Tp)l<e

=3

-Igy
| *(x)+ = (Ty) :
A -\/B ='ATBII.IXKR S x? (% ox! (T .
| Va -VB | vt e e e [x(kx)x(k)].p
¥y (5. y)+ y* (T K ) 2* (t. 2)+2(7% )
+ ~kA - k LY’(tky)’.’:" (Ck\,} \[Zk.,,ﬁ k : [z(tka) 2

& (?k>‘< 3¢&
ha max ‘tk-tk_ll<c5(é)

mert mindegyik tagban az elad tényez§ . 1, a mdsodik tényezd
pedig I. miatt kisebb, mint & .
EbbSl ktvetkezik, hogy

n
[N (b=t _1)( Y A=VB)< 3¢ Zﬁ (St 1) *

k=1
= 3 (c (b-a).

Vegylink most a fix b felsl hatdr helyett egy vdltozé ¢ éx-
téket, Ezzel bebizonyi ottuk, hogy

e
im s = lm ¢, = )( VEr (5)2 497 (8)2 422 (8)2 at = s(t).

Az ivhosazuaégni;k nyilvdnkép ugyanezit a képletét kapjuk ak-
kor i@, ha az integril alsé hatdrdt az (a,b) szakasz egy & pont-
Jéval helyettesitjiik és a gbrbén az ivhosszusdgot az a paramé-
Seri A, ponttdl szdmltjuk. A gbrbe ivhogezpedga az A ponttél

8 T paraméteril pentig pezitiv vagy negativ! aszerint, amint
> & 111, ¢ <a,
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Az igy nyert s = 8(t) fligavény hatérozottan -onoton,‘“‘fe'rt
az integrandus >0, 8 = 8(t) differencidlhaté, differencidlhénya-
dosa seholsem O, és mint egy folytonos vektorfliggvény abssolut
értéke folytonos. Igy létesik a t = t(s) inverz fliggvény, mely
szintén hatdrozottan monoton, és meg van ag eredeti fliggvény dif-
ferencidlhatdedgdra és annak folytonossdgdra vonatkogzé tulajdon-
sdga, tehdt megengedhetS paraméter transzformdcié.

Hajtsuk végre a t = t(s) paraméter transsformdciéts

¥ =¥ (%) = # (3(a)) = ¥ (s)

Igy a gbrbe a sajdt ivhosszdra van vonatkoztatva mint para-
méterre. Bst a paramétert egy a kivetkezSkben bebizonyitandé jel-
lemsS tulajdonedg miatt terméssetes paraméternek nevesstik.

Ag ivhosssusdg (2) képleténél

) <[ o] vt « it s v

Ha tehdt ag ivhosssusdgot vdlasztjuk paraméternek, akkor ag
#'(8) egységvektor, mert Iﬁ’(a)' = 4%%— = 1. Bxkor tehdt
¥ () - x*(8)2 + y’(s)2 + s'(s)2 -1,

f111tom es a tulajdonsdg as ivhosssznak karakterisstikus tu-
lajdonsdga, agag, ha egy paraméternél ag érintS§ vektor hosssa 1,
ugy ez a paraméter as ivhoses.

Legyen ugyanis

| |# r]= 2
igy + :
8(t) = S lw’(t:) ' at = t-t
to

legyen t, = 0, agaz a P(t ) = P(0)-t61 keszdjik szdmitani as iv-

hossz at. Igy
8=t

4. Brint és érintSvektor

Ha Po‘ Y Pl as

# (1) = (2(), y(8), 548)
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g8rbének t, és %, Pparandierhez tartozd pontja, akkor a Popl -

- ﬂ‘(tl) - Hfito) a gbrbének hurvektora. Ez a vektor pdrhuzamos a
7"f(‘l;]_) -lf{to) x(tl) - x(to) 5 y(tl) -y(to)

- + 72 <
fl - to tl - to 1 fl - to 2
z(tl) - z(to)
+ =z 75  vekiorral.

1
Ha %, — 1t , akkor a komponensek és igy a vektor is hatérér-
tékhez tartansk. Bz a hatdrvektor

#(60) = x° () 74y (8) 7 yt2° (2 ) Ay

irdnye megadja e gtrve &rintdjének irdnyét a P, pontban. Az érints
egyenletel egy u paraméterrel

X &= x(to)+u x*’($), 7 = y(t )+u v’ (t,), 2 = 2(t )+u z’(to) .

Ezt a hdrom egyenletet egybefoglalja 2z érintSnek a gbrbe P
pont jéhoz tartozé

# = zf(to) + ur (g))

vektoregyenlete.
A

4 - ¢<t)z-T(LL # ' (a) = #s)

vektort +) I
a (2) gérbe érinté egységvektordnak vagy roviden érint§ vektord-
nak nevezszik. Hossza az ogység, irdnya ag érintdé irdnya a girbé-
nek abban a P pontjédban, auelyhez t paraméterérték &s gorbé-
nek egy szildrd pontjdtél szdmitott e 4ivhosszusdg tartozik.

Az # (1) vekto rnak t &8s s ezerinti differencidlhdnyado=-
sa k8zdtt fenndll a

d&f daf g-: y vagyis sz #°'(t) = #'(a) [#(t) |

vektoregyenlet,

5. Normél sik

Az
# (1) & x(1) hy * y(t) A, +g(t) 43
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gvfbe egy P, pontjéban a P, ponton dtmenS sik a normdlsik, a-

mely & grbe P, pontidhoz tartozé érintbt merSlegesen metsszi.

Ha ennek a siknak Q egy tetszfleges pontja és ha f’--aa,
akkor a P Q = ¥- #‘(to) vektor a normélsikban fekszik és emiatt
merSleges az tf’(to) vektor irdnydra. A normélsik egyenlete tehdt

(3)- (- #(2)) #°(t) =0
vagy részletesen kiirva
(x-x,) x* (£ )+(y=y ) y* (£ )+(5-5 )8’ (£ ) = O

Ttt x, = x(s)), y, = 3(8.), g, = 2(s)).

Ha a normflsik egyenletét ﬂ*’(tOQ £lal végigosztjﬁk, vagy
ha as ivhosssusdg a paraméter, akkor a normdlsik egyenletének a-
lekja Hesse-féle.

6s 8imuldsik

Ha P, P;, ?, as 4 = #(t) gbrbe hérom pontja ('Er’k-;r(tk-)),
(k #:0,1,2) akkor a gérbe simuléeikja a P, pontban a P, P, és
P, ponton dtmend sik hatdrhelysete, ha P, és P, a gbrbén egymde-
161 fliggetleniil P, felé tart. Hea asz # (4) vektor legaldbb két-
szer folytonosan differencidlhaté t szerint ( V = 2) a simulésik
mindig létezik ée egyenlete

X - 1(t°’ y - y(to) g - z(td)' :
W) | ) ) () (¢ -Zf(to))l_ﬂ“’(to‘)x#'(to)]-
x”(to? i) z”(tOQ

C P G, A G w0
Annak a siknak egyenlete, amely a Po’ P, ée P, ponton dimegy,
x-xoy-yo g - zo
I[Zy T X Ty =T, By -8, | =¥ -Hgs Ky = Hgs 1/'2-;7‘0«).. 0

By " Ra de =0, 80" %

A simulésik egyenletének lehozdsa végett a determindns mdso-
dik sordbap 1év8 Ekiillonbségeket a k¥sépériéktétellel fejezsik ki és
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agutdn est a sort a sérustél killsnbBel 4, - b -lal wSgigosztjuk.
Pkkor a 2% P, o1k egyenlete

X - x Y=Y, z - 2,
x'(t°+ 17\1(t1-t o)) y’(t°+ 'zf‘a(tl-to")) 2’ (to+ J’3(t1-to')) =0
2 2 = 3 =%

alaku lesg, sahol 1’&, z’, ng 0 és 1 k8z28tt levé szdm. Ha !1
a girbén P, -hoz tart, vagyis t; = t,~ 0, akkor a sik egyenle-
tének hatdralekja :

it A L R T

*(t) 7@ ()| 0.

e e M B | T §ethed

Bz 8 gbrbe P, pontjdnak érintéjén ée a P, ponton dtmend
sik egyenlete, mert az érint6 pontjaiven x - x, = u x'(t o)
J=Jowuy(t)z-2 =usz(s odr 8 igy a determindne 0196 és
mésodik sordnak ardnyos volta miatt eltiinik.

A simulésik egyenletének igagoldsdra a mdeodik lépée a har-
madik sor elemeinek

xpx, & x(t,) -x(t ) & x* (5 ) (4=t )+  x** (1 ¢ #l(tz-to)) (tz-to)""

alaku Taylor-sorba vald fejtése. Ha a determindne harmadik sordba
az elemeknek ilyen alakjdt helyettesitjlik be és a harmadik sort
(t2 - t,) -1al végigosztjuk, s azutén ag igy kapott harmadik sor
elemeibll a médsodik sor elemeit kivonjuk, akkor a harmadik sor

elenett oszthatjuk
t -
-2-2-9 -val. Az igy kapott determindne egyenlet

x - x(t) y - y(t) 2 - s(to)
x'(to) ¥’ (15) s’(to-) )
x' (¢, + #l(tz-to)) y ' (s + fa(tz-‘td)) 50 (s + J,(tz-td))

Ha P2 a gorbén P, felé tart, vagyis %2~—';O; akkor en-
nek az egyenletnek hatéresete a siuuldsik (4) egyenlete.

A 8imuldsik a P, rontban akkor hatérogatlar, ha egyenleté-
ben a determindns elsd sordnak windhdrom eleméhez tartozé aldeter-
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mindne eltiinik, vegyis amikor # '(t ) x 4’°(1 ) = 0. Fkkor as
47’(t ) és A°°(% ) vektor pérhuzanos 8 komponenseik ardnyosak.
Ha eg a gbrbe mindefl pontjdban vekbvetkezik, akkor szﬁkaégképpen
A 10(1) = £(3) 4 2(4).

Az els§ komponensre tehdt fenndll az

"9 (%
BT - 1)

differencidlegyenlet. Ugyanes érvényes a mdsodik és a harmadik
komponensre is.
-Integrdldesal kapjuk, hogy

1:g x°(t) = ‘ff(t) dt + log &

ff(t) at
igy x*'(t) ma e e a 7(t).

x (t) = a J’F(t) dt ¢ a
Itt log a és 8,82 integrdlds dllandéja. Ha tehdt

j f£(t) at
e

©

F(t‘ at = dt = ¢ (¢) = u

akkor x = a u + a,e Hasonlékép kapjuk, hogy y = b u + b, é8
Zz=cu+c, alaku. Ez a hédrom egyenlet egy egyenesnek egyenlete.
léesel # w p + u® alakban is 1rhatjuk.

A% olyan gtrbe tehdt, amelynek egy pontjdban sincs hatdrozott
simulésikja, egyenes vonal.

I. Fénormélis és binormdlis, EisérS hdromél

A gbrbe egy P pontjdn dtmenS és a P pont normilsikjdban
fekvl egyenesek a gtrbe normédlisai & P pontban. Ezek az egyene-
sek merflegesen, ortogondlisan metszik a P pontban a gérbe érin-
t6jét é8 mzzal egylitt a girbét 1s. A gdrbe egy pontjédban a normé-
lisok kistl kettének kUlBn neve is van. Az a normélis, amely a si-
mulésikba esik, fSmormdlis. Az pedig, amely a simuldsikra merSie-
ge8, binormélis.

‘A gbrbe egy P pontjdban az érintd, normélis és binormélis
kzl] ekdrmelyik a nméaik kettdSre merSleges. e hérom vektorral al-
kotott derékezbtgll hdromél a gorbe kisérS héroméic a P pontban.
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A simuldsik egyenletéb8l kivetkezik, hogy a P, ponmtban a
binormdlis pérhuzamos az A '(‘co)x —;,1’(10) vektorral. Irdnyité.
sdt ugy vdlasztjuk, hogy ennek a vektornak irdnyitdsdval megegyee~
zék. A binormdlis egységvektora, roviden: a binormélis vektowr:
#’(to)x —;{-”(to)

10 G x40 (8 ,))]

Foi

-

Hg az ivhosszusdg a paraméter és ha P ponthoz az 8, 3%
hosszusdg tartozik, akkor a binormdlis egységvektor

AL A ek, i S, Lok ik, S

Gl |4%eg) |

mert #°8)% = 1, igy ezt differencidlva #°'(s), 4'°(s) = 0, aca®
He Ly*?, és #°' egységvektor, igy a kiilsS szorzatuk abegolus
értéke, azaz az dltaluk alkotott parallelogramma tertilete
|42 = |#x ¢
Az

(5) oA it AR L

T la e (#Ce)]

egységvektor a fSnormilisvektor. Ez a vektor ugyanis merSleges a
P pont érintSjére és binormdlisdra, mert #? m 0 és wh = 0.

Ugyanis
wdedoogtr ol _go2ao
Lo | #"] "
B s b AR R
ée ol e o s 1) ¥ b (2% #,%2") =0
Bzekutdn a binormdlis
« HAox U va ol 4
(6_) ,‘I'- 7 H'r l#”'. X #

Az érintl, f6normdlis és binormdlis egyenlet rendre

A =il (so) +u 4 (ao),
¥ m# (8,) +u #(s),
4 =# (8} 4 u }(so).
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e simulésik, s fSnormélis és
rintl és a binormdlis sikja a

Az érintf ds & flnormdlis gk

8 binormdlie eikja a norwdlsik, az

rektifikdlé sik. Bgyenletlink rendre
7 G 3 -/ea A 4 b

(?7 -7 ‘;Bp)j)’l \r-xo:f = 0

('f - {50))40 (s,) = 0

a O

8. Gorbldlet, g¥rblleti sugdr, Gorbdilleti K8zéppori, girpl-

e

letd k¥r vagy simul Sik6r, Bgysdéggimbre valé leképzés
ag érintlkkel

A k8vetkez8kben, hacssk az ellenkezlt nem 411itjuk, a gdrbe
el8411itéedra paraméternek az & divhosszusdgot vdlasstjuk. A dif-
ferencidldsok is erre a paraméterre vonatkoznak,

Az # © # (g) gbrbe s paraméterii P pontjdban a C gdrblile~
tet és az r gdrblileti sugdrt a

(;7) Gm%&éliplgl#,’,.
egyenletet értelmesi,
Igy
= ¥ V]
—-— azagz # = C#
MLIRL
vagy m»éds formdban irva
P (8) # 7 =Z° = ¢(s) # (8)

Stmulp sik / ani az ugynevegett Frenet-féle

// képletek oled egyenletét fogja

Fk‘% ni.

A gbrbe P pontjdnek si-

(R

mulésikjdban az a K pont, amelyre
(9% K o #+raet+ L
a gorbe gdrbileti késéppontja a P  pontban, A simulésikban K ki-
™l a2 r sugdrral leirt kSr a girbe gdrdilleti kire, vagy simuld-
kére a P pontbane.

He a2 0 kezdlpontbdl felmérjik a ¥ (s) egységvektort, akkor
anngk végpontja 82 egységsugaru gomb¥n, az sgveégzimbdn leirja a
{ (5)*1?1 gérbét. Bz asz #1 = /(8) gérbe as # = # (s) gérbémek
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érintlivel vald lekdpezése az egységgdmbre. Egyenes ilyem gBadbi
leképezése nyilvdnkép egyetlen pont.

Az ¥ = ¥ (g) gérvén a P és P, pont ki3é es iv érintéi-
vel vald leképezésének ivhossze

G = 7 'f’(s)[ ds = 58 o(s) ds,

mert a leképezéskor kapott gdrbe vektoregyenlete ﬂ"l o 4(9). Eb-

b8l kBvetkezik, hogy
a6

w2

Ha As az #= H(s) girbe egy olyan ivének hossza, mely a
P, pontot magdban foglalja és A6 ennek az ivnek érintéi képén
az ivhosssusdg az egységgbmbin, akkor
(209 Au v -Z-—-Af -0,

A gBrdllet ennek a hédnyadosnak hatdrértékével is értelmez-
betG.

Bgy glrbe érintSinek az egységgbmbre valé leképezését ag é-
rintlk Gauss-féle leoképezésének is nevesik. Ha a. A 8 hosszusdgu
ivhoek =Y és Qp» érintdi Gauss-féle képének Qi és Qé a vég-
pontjai; akkor az OQi ill. OQé sugdr pdrhuzamos a girbe Qi i1l.
e pontjdnak érintdjével, A QiOQé o A ¢ azbg a két érintS ssbgé-
vel é8 egyuttal az egységgtmbidn a QiQé fék¥rivvel egyenld nagy.
Ha As elég kicsiny, akkor A6 Ay -t61 alig kiil¥nbbsik. Bmiatt
(13) -van 46 -t A =vel helyettesithetjiik,

9, Csavarodds vagy terzid

Ag 4 = 1 (8) gtrbe s pareméterii pontjdvan a gtrbe T(s) csa-
varoddsdt, torzidjét a

(11) $°() s=-T4 vagye Tw-4'w

vektoregyenlet d1l1itja elé. Ki kell mutatnunk, hogy ven ilyen 7
ekalédris, vagyis azt, hogy a /' és # vektor pérhuszamos.

Az % f6normédlis vektor és vele pédrhuzamoe bérmely vektor me-
réleges a 4+ 48 4 vektorra. Azt kell tehdt igazolnunk, hogy 4 4'se
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0és 4 #° = 0. Az els8 egyenletet a %2 = 1 egyenlet differen~
oid14sdval kapjuk. Ha pedig a 7 és 4 merSlegességét kifejesd

4 4 =0 egyenletet differencidljuk, akkor megkapjuk, hogy A4
+ 4}'- 0, vagyis

44 -¢'f--eué‘--c(4"/‘)-0.

Az # = 4 (8) gbrve az ¥« % (8) gorbe binormdlisainak képe
a Gauss-féle gimbdn. Ennek a gdrbének asz 8, és s paraméteri
két pontja ktgé esl iv hossza

8 Y
6’-5'%’ (a)l de-j || as
L 8o
EbbSl kSvetkesik, hogy elSjeltSl eltekintve
(12) 1edl o 1n £
; 8 Aldiw A8

ahol As as #= #(g) géroének egy meghatdroszott P pontjét ma=-
gévan foglalé kis iv hossza, A6 pedig a felvett iv binmorsdlisal
Gause~féle képének hossza. !

A 6 helyett lehet venni a As hossgzusédgu iv végpontjaihoz
tartozé binormdlisoknsk, vaegy simulésikoknak AY estigét is.

A gbrbe egy pontjdvan a csavaroddst a

7w (ALK KD o 204 %, #™)

(13) 72

képlettel szdmithatjuk, ahol r a gbrblileti sugarat jelenti as
111eté pontban, (§) és (6) szerint.

. 4p) ﬂ”' . X ) " s »
/"-4x4lp#x-——-'”,' -———’#,l(#x#)-r(#xa‘)

$ = (#'x2’) + o(g'x %) + r(#'x #*)

igy ?elebn t-[r’(ﬁ‘x #% + x( #'x#")]r#"-
”’ .r. ”ﬂ

.- (A, #7,27) = 2T 2 e 2R 40 2) .

A gbrblilet és @ csavarodds értelmezésébll kivetkesik, hogy as
% » % (8) gorbépek egy pontjdban akkor van girbllete 111, csava-
roddsa, ha abban & pontban as 7 (8) vektor legaldbd kéteser, ill.
legaldbd héromszor folytonosan differencidlhaté.
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As olyan gBrbe, amelynek minden pontjdbven a girdlilet sérus,

egyenes vegy egyenes darab.
Ha ugyanis as

# =3 (s) = x(8) %, + y(8) %, + 5(s) Ay

gbrbe minden pontjdban a gtrbiileti sérus, akkor a 7 '(s) = #°(s)
vektor nullavektor és igy x'*' = 0, 7'’ » 0 é8 2’’ = 0, de ekkor

X =86+ a, y-qb°s+bl, a-oos+c1,

shol a,, b,y ¢,y 8, Dyy €y é1landé. 39 a hédrom egyenlet egye-
nes paraméteres egyenlete.

A& csavarodds (13) képlete sszerint egy egyenes minden pontjé-
van a csavarodds zérus. Lltaldnosan: ag olyan g¥rbe, amelynek
pontjaidan a csavarodds zérus, sikgirbe.

Ha ugyanis T = 0, akkor 4 e 0 o binomﬂio vektor és
JES Y komponense tehdt 41landé. Bkkor a 41- 41(‘- 0 egyen~
Jet miatt

A x +HY + VS w0

és integrdlds utdn } :
Xx+/4y+ Vs eAe fllandf .

Bz az egyenlet sik egyenlete. A girbe pontjai tehdt edben a
sikdan vannak,

|

»gq!'(+0/4'

vektort a teljes gSrdlilet vektordnak, vagy Darboux-féle vektornak

hosssdt, vagyis a

|| = Vo2 + o2

skaldrist teljes gérbliletnek (Bancret-féle girbiiletnmek) nevesik.
A teljes girblilet vektora pérhusamos & rektifikdld sikkal,
lu'ty‘W- 0. Bszel a sikkal pirhusamos és a teljes girdilet vek-
tordra merSleges as 7 (8) vektor is.
A U = f x // vektoregyenlet differencididedval ugyanis kep-

Juk, hogy
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N el v latu-2tarsNsol fan)a-0dsed.

»y és 7% ’egymdara merdleges és egyenlS hosszu, mert a kiséré hé-
romél koordindtarendsserében T, O, ¢ il1. - G, O, T a hérom
komponense és eaért%’ﬂ'- -TC+ TC =0 és yz--a«'z = 02 + !2.

A's c(s) # (8)
(14) #’w =0(a) 4(s8) + 7(8) #(8)
4 ~m(s) #(s)

vektoregyenleteket Frenet-féle képleteknek nevezik. Ezek a nagy-
fontossdgu képletek az GP = # (8) gbrbe egy P pontjdban a ki-
8ér8 hdromél egységvektiorainak as ivhosssusdg szerint vett diffe-~
rencidlhdnyadosdt fejezik ki a hdrom egységvektorral ée a girbé-
nek P pontjdhoz tartosd gbrblilettel és csavaroddssal.

A Prenet-féle képleteket a 7 teljes girbiile tvektorral, a
Darboux-féle vektorral a kBvetkezlképpen fejeshet jik ki:

f .71 49 %'-71 1% s '6,'71 ;o

mert 71 - -(T/'O-C/) x/=0(/x¢)-044«-/',
Y xnm(2/+ CH) x#Hw N 7Zx#) + C(Fx #) w ~C4+ THu 48
é8 7: 4= (T 71+ ct) xb= (7 x £) m - 1=

Az OP & # (8) g6rbét érintéi, binormdlisai, 11l. £6normli-
sai az 0 k8séppontu egységsugaru gdmb (Gauss-féle gbmb) '55; w 7(8),
0P/ 4 (s) 111, 0P, = #(s) gorbéjére képesik le. Ha As jelbli
ag OP = ﬁfﬂa) gérbe s, paraméterd P, pontjdt tartalmasé és as
8, 68 8, paranéterii pont ktzé esl ivének hosezdt, vagyis ha
8y 3 8, = 8y 68 ha As¢ y A48y 111, A8, as érints, binor-
mdlies 111, fSnormdlis képének asz 8, é8 8, paraméteri pent kbgé
e88 ivének a hossza, akkor

4
o As o A ?

lim Asy
T(ao) Nhisen Ay ?

2 2 As
(8 )+7°(s ) = 1im —.
l/ . . A8 —0 as

Ezek a FPrenet-féle képletekbll és abbll kivetkeznek, hogy

;'.:-i.-,f’(e), : :‘-;é-n ’#,(B)' és %.I“’(B)', .
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Ha A Sy agz OP = % (s) gbrbe 8y és s, paraméteri poptja kO~
gf esf ivének hosssa, akkor

Y c? (8g) + T2 (s) = lin £ 59

A8 —o

Sikgtrbe binormdlisainak képe ponttd zsugorodik.

Il, A térgirbe alakja egy pontjdnak kbrnyesmetéden

Ha Po as OF = #(8) girbe 8, ivhoaszugégu pontja, ak~
kor am # (8) = % (8y) + (s~8)) ¥'(s)) + %(s—so) H(S0)+ F(3-5) 4 50)o-
Taylor-sorban as #“?so) vektorolmak a P, kisér§ héromélére vo-
natkosé§ kompeunensei a girbe P, pontjéhos tartozé girbiletnek,
osavarodésnak és differencidlhdnyadosaikmak raciondlis egész ki~
fejesései, Frenet képleteivel ugyanis
i 2 =t
7’=C#
#*= Crhe € 2'aCla + CT 4= €24
Ba tehdt 7 (8) =4 (s ) + Xf8) + X # (s) + 26 (8), ak-
kor uarmadfoku tagokig

X = (8 —-So) —%62(80)(5 —80)3 + oese
(5) Is= % C(so)(e - 80)2 - % C'(so)(e - 00)3 + oeo

Z= $C() P(s,) (58-89 + e

X, Y, Z a gorbe egy pontjénak xoordindtédi a P, pont kisé-
r6 hédrom élének koordinitarendszeréden,

Ha a P pontban sem a gorbillet, sem a csavarodds nem tiinik
el, akkor a girbe alakjirél 3 kfrnyezetében kellS felvildgosi-
tdst nyujtanak X, ¥, és Z sorfejtésének legalacsonyabd foku tag-
Jai. A gorbe merfleges vetliletének egyenlete Po kE8rnyezetében el-
86 megk¥zelitésben:

l. a 8imulésikon

X = (8 - so) s Y = % C (8,)(s - so)z, vagyis ¥ = % c (ao) Y2

Ez olyan parabola, amelynek tengelye a fénormdlis.
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2. & rektifikdlé sikon

I=(s-58)ész= % C(so)T(eo)(s - 30)3,vagyie 72 = %C(so)T(eo)x3

Bnnek a harmadrendll parabolénsk a P, pont dthajlés (¢nflex-
16s) pontja. Az érintSvektor a térgdrbe vetliletét nemcsak érinti,
hanem metszi is. Eszért a térgdrbe P, pontjdban a simulésik érin-
t1 69 metezi a térgbrvét, ha C(5 ) T(s ) ¥ O.

3. -a normdleikon
b 4 -'%0(809(0-30?2, g é%O(aO)T(so)(s-sdDB, vagyis 22 » %22%%:; Y’

Bseknek a gtrbéknek alakjdt P kdrnyezetében az aldbbi hd-
rom dbra szemlélteti. '

Ha 0(900 % 0, de T(sd? = 0, akkor a térgdrbének a simulé-
sikra valé vetiillete P, koszelében olyan alaku, mint smikor a tér-
gorbe casavaroddsa sem zérus. Az elsl dbra tehdt szérustél kiilsnbss6
véges gBrbliletli sikgdrbék alakjdt is szemlélteti a P pont kidze-
1éven. '

/2 4 "
a) b c/ /

A térgdrbe alakjdnak egy olyan P pontban vald vizsgédlatd-
ra, amelyben a gorbiilet eltiinik, X, Y, Z sorfejtésében harmad-
fokundl magasabd foku tagokra is szlikség vane

He k4t gdrbs olyanm, hogy azokban a pontjaikban, amelyeknek
a két gbrbe egy-egy szildrd pont j4t6l szémitott s ivhosszusédga
egyenld, a két girbe gorbiilete és csavaroddsa megegyesik, akkor
a két gbrbe egymistél nem kiilonbozik, mert van olyan mosgds (el-
tolds &8s forgatde). smely az egyik gorbét a mdeikba vissi 4t. A
két gorbének csak helye més.
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Ennek a fontos tételnek kimutatdsdra fbltesazﬂk;'~bogy ag Ei -
«#(s) éans OPw #,(s) olyan két gbrbe egyenlete, amelyeknek
minden olyan pontjédben, amelyekhes a két girbén ugyanaz az ivhoss-
sgusdgparaméter tartozik, a C gbrblilet és a T csavarodds is
megegyezik. A mdsodik girbét ugy toljuk el, hogy s, parcuétert
pontja ag elsl gbrbe s, paraméterd 2, pontjdval Usszseessék.
Bzutén s mésodik girbének a kisds P, ponthog tartosé kisérS hd~-
romélét az elsd glrbénsk ebbe a pontba tartozd kisérS hdroméiébe
forgatjuk.

Az elsl gbrbe egyenlete az eredeti koordindtarendsszerben u-
gyanag marad. Ha a mdsodik glrbe egyenlete az eltolds és forgatde
utén as eredeti koordindtarendsszerben OF & # 1{8) akkor k&szss P
pontjdbvan a kisérd hédromél megegyezése miatt

0B, ¢ 7 (s, @ #,(8,)
4 (309 @ }’1(30), w (so) - ﬁ,l(ao). J‘(ao-_)_ - }-1(30*? é
A két gbrve s paramétert pontjédbvan a Prenet-féle tépletek miatt
4 wem w w-04s24 4w m
{'1-04{/1 ,Wi.-c'llc- -'1‘1‘1 /;--‘1‘4"1
és 1gy & -nek ugyanason értékére
ok o ¢ (#-m)
4”" ’ﬂ,l ® - e(f-¢1) + T( /;‘%1)
,;r- %/1 " - T( ﬂ-'ﬂ’lp 9
Tekintstik a

(Fa 3K F= 1) ¢ (oW He ) + (F- 4‘3)‘*-*1‘) .
= % [(¥-"/1)2 + (7= 441)2 + (}_}1?2] z 0
asonossdgot. Bzért
(A= 402 ¢ (Momd® o (f- /)% o 4 6120086 = 0,
mert ha s -nek értéke s,, skkor { (s,) » '1{1(30), M(s,) =
«#1(s,), #(a) = 4,(s,).
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ey ool /’{19 # - My e J - /ﬁl vektor hosszénak négyzetasézege
cosk akkor zérus, he mindhdrom vektor nullavektor és igy bdrmely -

s értékrs 4/ = /11, /ﬂa/ﬂ«vﬁ A
Emiatt
4(g) - {1(8 ) = #'(s) - #i(s) s[ﬂ‘(s) - 7‘1(5)] =0

és igy
# (s8) - 1/‘1(3) a A 411landd = #(eo) - 7/‘1(309 /4

Bzzel kimutattuk, hogy a mésodik gtrbe a leirt mosgds utédn
Bbsszeesik az elsbvel, mivel ugyanas az egyenlete. Olyan gibrbe tov_
hét, amelynek gdrbllete és csavarcdédsa asz ivhosszuedgnak C(s) 111.
?(s) fiiggvénye, ha van csak egy van, ha azokat a gérbéket, amelye-
ket moggdssal fdésbe lehet hozni, azonosaknak tekintjiik. A

(16) c = 0(s) és T = T(s)

fiiggvényeket a gorbe természetes egyenleteinek nevezik. ‘A
gérbe ilyen megaddséndl nem haszndlunk fel semmilyen koordindta
rendsgert, tehdt a fenti fiiggvények koordindtarendszertll fligget-
lentil hatérozzdk meg a gdrbét; azonban csak mozgdstél eltekintve.

A gbrbe természetes koordindtdi kbzdtt egy P(0,T) » O egyen-
let nem egy gdrbére, hanem bigonyos tekintetben hasonlé tulajdon-
sdgu gérbékre jellemszl.

Az a sugaru é8 @ tengelyli forgdshengeren fekvé koszinsé-
ges ceigavonal P pontjeinak vektoregyemlete

%
OPer (1) macos t7; +asint, +cth.

Ha + 14d6% jelent, akkor est a gdrbét clyan P pont irja
le, emely az x tengely a abszcisszédju pontjébél kiindulva a @
tengely kiriil egyenletesen forog és egyuttal a 2z tengely irdnyéd-
ban ¢ sebességgel egyenletesen halad.

Bgy csavarmenct magassdga |7 (1427 ) - #{(t}| =2 ¢c 7

A gérbe O és t paramétert két pontjs k8zé esé iv hoseza

t t ,
8 = S I#,(t)! dt = S 324»(':? it = L az-e-ee t
o
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A kﬁzﬁnaégeé csavé,fvénal vektéfegyenlete az 1vh66§2ué&géal

1. ® o 4 (ps) =4 (8) @ a cos PeZy *asinps, + c pe A,

ahol P =
a® + ¢

A
/f(a)-g—#—é%gz--p(-a ein pe %, + a cos pe ﬁa+cﬁ3)

érintévektor harmadik komponense &llandd. Ha tehdt az drintSvek-
tor a s tengellyel ) esgget alkot, akkor
cos f e cp, ein Y = ap, tg /-% (c‘:"‘!p2 + a‘"p2 s 1)
Mivel

{'("-- 2( # i % é c.l ) ’ 5-
8) ap©{cos pe loanpe 2) 8 r-l%l-ap-—::-:;g

agért
7#1(a) = »r 7'(8) = =« cos ps 713 - sin pe %,

A fSmormdlis P pontjainsk vektoregyenlete tehdt
—
0P« #(ps) + u #(8) » (a~u) coe ps ﬁlo(a—u) sin ps %, + ¢ ps T

A fSpormdlison ag u ® a paraméterfi pont a © tengely ponte
ja(x w0, yw0, 2 ®cp, s = ct) Bzért és az #%g @ 0 egyenlS-
ség miatt @ kbzbnséges csavarvonal f8mormilisai s tengelyt merdle~

gesen metsgzik.
A binormilis vektoy

4= ple sin pe 72y - ¢ cos pe By ¢ a m,)
kifejezése mictt a binormdlisok is 4£1landd ezlget allktotnak a ten»

gellyel. Ha ¥ ez a 8zlg, akkor cos Y= ap = gin y .
Minthogy

/ﬁ"(s) a ep°(cos ps %, + ein pe 7‘:2') & -~ e - cp2 # ()
ezért
2 e 2
? - s w1 $mp? clsat PR
VIR ) a0 WisEE) . BN

(e) = a p? = £11andé, 2(s) = cp? » &11andé.
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A kazﬁnéééeé ¢savarvonal Darboux vektora 411andé, ifénya a
tengely irdnydval megegyezik.

Annak a csavarvonelnak, amelyet az I. egyenlet akkor 4114t
els, ha # (ps) elsd két komponensét meghagyjuk, s a harmadik kom-
ponensét a cp(s-so) %3 11le CP (sl - 8) 153 vektorral helyettesit-
jik, gdrblilete szintén ap2 és csavaroddsa cp2 ill. -cpa.‘Az G
gyik csavarvonal jobbra, a mésik balra csavarodik. BrintSvekto-
raik as ﬁ3 vektorral pogitiv ill. negativ sgbtget alkotnak asze-
rint, amint T pozitiv 1ll. negativ.

‘Bgy-egy joddbra, ill. balra csavarodd csavarvonalnak egy me-
netét kvetkezlkép szemléltethetjiiks

Az a sugaru és 27 ¢ magassdgu forgdshenger paldstjdt egy
alkotéja mentén felvdgjuk és egy sikba téritjik. A kapott 27 a

alapu ée 2 7c magassdgu téglalap 4t16it meghuzzuk. Ha téglalapot
a hengerre vissgzahajlitjuk, akkor a két 4t16 olyan két csavarvo-
'nal egy-egy menetébe girbill, amelyeknek ap2 a g6rbﬁlétuk és az
egyiknek cpa, e médsiknak —cp2 a8 csavaroddsa.

Egy felliletnek azokat a vonalait, amelyeknek bdrmely (elég
kiceiny) ive rividebd, mint az iv végpontjait a fellleten Hssze-
k516 akdérmilyen més vonal, a fellilet geodetikus vonalainak nevesz~
ziik, A forgdshengerfeliilet geodetikus vonalai kizinséges csavar-
vonalak, alkotdék és ag alkotékra merSleges kdrik. Az ilyen vona-
laknsak egy kis darabjdt & hengerfeliilet sikra vald hajlitdsa egye-
nes szakasgra egyemesiti ki. Hajlitds a felilleten lev§ vonalsk
hosszdt nem vdltoztatja meg. Az olyan vonal, amely a hengerfelii-
leten a felvett kies ivdarab végpontjait Gsszekéti és nem csavare
vonal, alkotd; vagy alkotéra merSleges kor ive hosszabdb, mint a
végpontjait a hengerfellilet sikba hajlitdsakor Ssszekttd egyenes
sgakasg,

144 Tejtbvonalek vagy hengeres csavarvonalak

A lejtbvonalak a k¥zBnséges esavarvonalak 4ltaldnositédsai.
Ezek olyan gorbék, amelyekmek érint8i adott < egységvektorral 41-
landé ]’ ezbget alkotnak. Ha egy ilyen gBrbve pontjein 4%t az A
vektorral pédrhuzemosokat husgunk, ezek egy olyan hengerfeliilet al-
kotéi, amelynek slkotéit a lejtévonal érinté /J ezigben metsszenek.
Beért nevezik a lejtSvonalakat hengeres csavarvoralaknak is. (As
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olyan gt‘r..séﬁg ames Ly=i ,9, T‘i",x;}tt"::_lii;lstsn vénn;k és a kupfelillet al-
kotéit 41landé sedzbsn metszik, kupos csavarvonalak,)

Lojtdvonalak a sikgdrvék (s velik az egysnesek is), mert é-
rintfik e sik normdlisdval derékszdget slkotnak. Bzek a lejtévo-
nalak elfajult lejtdvonalak,. ;

Ha tehdt OP & #(s) valdad lejtSvonal egyenlete 8 8 ive
hosszuségot jelent, skkor oos ' ¥ 0 © (8) #0 1(s) # 0,

Az olysn vonal ugyanis, smelynek minden pontjddan T(s) =0,
'411; €(s8) = 0, sikgbrbve 111, egyenes.

Csak olyan lejtdvenalskat vizsgdlunk, amelysknek pontjaiban
a 0(8) grbiilet és a T(s) esavarodds folytomos fliggvdny, az ilyen
gBrbékan 8 kisdrl héromél sgységvektoral is folytonosan védltognaka

A lejtévonal értelmezése szerint

Af{s K H'mcos) $0, G40, T#O,

Bbll az ivhosszusdg szerinti differencidldssal Frenet képle=
te alapjdn
dit's h(Cu) w 0L k%) = 0 68 igy & .#w 0

Olyan s helyen ugyenis, ahol C{s) ¥ 0, szabad as egy-nletet
0 = ¢(s) -el elvsztani, ha pedig c(so) = 0, skkor C(s) folytonos-
sdga miatt és amiatt, hogy a gbrblilet a gtrbémek nem minden pont-
Jévan zérus, vagy clyan 819 Bpy eee végtelen sorozat, hogy C(aik)fo
(w1, 2, eeo) é314m 8 = 8, Pkkor dfd%(sk) s 0 és 4z»u&so)p
s lim %#(sk) s O,
Az X4 7 = 0 egyenlet miatt a hengeres osavarvenal fSnormd-
l1sai a henger alkotdira merSlegesek, A
A barmedik Frepst-féle képlet sgzerint # m-T # ., Ebb61l kivet-
kesik, hogyl/l&la -NUaw) =0 és ht e cos ¥ = 41landd.
A hengeres esavarvonel binormélisai is dllandd sz8get alkot-
nek ag alkotdkkal.
Mivel X # » 0, agért U pérhuzamos a lejtSvonal rektifik4lé
eikjaival, ezért
11/6-A¢#B/»&', ahol A w77 #® cos ) , B_-I/Zf‘-!coeg/ 2a
¢2 w1 as?ep?e 2082]' + caszy’ s tehdt coazyﬁ = sina;’ s
Az AL egységvektor slakja tehdt
A? = f’c@a/ + 4 a1p ) vesy XL = feos(/" ~ ’%eind' °

5570896 -29 -




Ezekbll differencidldssal és a Prenet képletekkel ka.pjuk,
hogy &/ = - coef#-# aina‘ = 0 #cos J‘ - 'f»usin‘r- (¢ cos ; -
-®einy )# =0 vagy
4’ cos f—%’sin)‘;s A cos y + T sin f)_ = 0,
fonélfogva
%- tg y vegy %'.' tg (=) .

Ha tehdt T pozitiv, ekkor j poszitiv hegyesszig, ha pedig
T negativ, skkor ) negativ hegyes ss8g. A valédi lejtSvonal pont-
jaiban a gérblilet és a csavarodds viszonya 411landdé. Bz a visgony-
szém annak a szignek tangense, amelyet az érintbk a lejtSvonal al-
kotéival alkotpak.

Az /¢ egységvektornak asz 4 és 4 vektorral és a /' szbggel

valéd
| %"qfcoa/-o-#sin/‘

kifejezédsében ) positiv ill. negatlv hegyes 8z8g aszerint, smint

T pogitiv 111. negativ, tehdt mindkét esetben T sin )y pozitiv.

BbLS1 kvetkeszik, hogy & lejtSvonal pontjainsk Darboux-féle vekto-
rai a @rbéhes tartozé hengerfellilet alkotéival pdrhugzamosak. A q
c- ?tg ) egyenlfség miatt ugyanis

4} cos [ = (r7+ C#4) cos = (7 cos /‘+4sin/) = Tw

A lejt6vonalra kimutatott tételek jellemzSk. Mds széval egy
!blytonoe és nem zérd gtrdilettel és csavaroddssal bir6 térgdrbe
mindig lejtSvonal, ha as aldbbi négy fBltétel kisil ag egyik tel-
jestils

1. ha fénormdlisai egy < vektorra merSlegesek;

2. ha binormdlisei egy 41landé </ vektorral egyenll sziget

alkotnak;

3, ha Darboux-féle vektoral egy </ vektorral pédrhusamosak;

4. ha 8 gdrbe ter.észetes koordindtéinak OC:T visgonys 4l

landé.

iz##war{'s 0 egyenletbl kdvetkesik, hogy « /'= 0
s £ f = cos /= 411andé, mert a girblilet folytonoesdga miatt H
r # Os A gérbe tehdt lejtbvonal.

2¢ Ha U t = cos ¢ w é118ndé, akkor 4 egyeégvekior 411landé
volta miatt % 7’ =« #T #w 0. Ebb61 T folytonosedga és T =0
miatt «#= 0.
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3. Ha o w T4+ €. w (12 4+ %) & 68 4 £11anaé vektor, ak-
kKor y #m (174 C4) e 0 63 igyx # = 0. |

A 2. és 3. esethen tehdt az 1. esetre vittiilk viesga a bigzo-
nyitdst,

4. Ha C = T tg; &s tg p 11andd, akkor C cos ;- T einy = 0.
Bzért Frenet képletei miatd

» (0 cos g -2 ein)*) gi//’coe/ + /"siu/ ® 0o Baérs
’/co‘ad’-b %ain/ s = £11andé, 4 1, 4 ¢ ® oos y ,4/- eih/‘

Ezzel d1litdsunkat mind a négy esetre bebizonyitot tuk.,

15. Berirand-féle girbék

A Bertrand-féle gtirbék terméssetes koordindtds ksszttt a
(a7) AC+purw

egyenlet 411 fenn, amelybven A és 4 411andé. A kSz8nsdges ceavar-
vonalak is Bertrand-féle gtirbék, mert ha ¢ ég ® 4llandé, ak-
kor bdrmely velds értékéhesz van olyen x« ssém, hogy & (17) egyen-
let fenndlljon. :

Bertrand e réls elnevesett grbékhes olyan két gérbe értel-
mezésével jutott, amelyeknelk pontjai k¥s¥tt olyan k¥lcsbndsen egy-
értelmi vonatkosds 411 fenn, hogy & megfelell pontok Usszektts e-
gysnese a két girbének abban e két pontjdban fSnormélisa.

Ha az elsl glrbe vektoregyenlete OP = 4 (8) és & ivhoss-
8zusdgot jelent, skkor az s paraméteri P pont ?Snorm{lisdnak
Q pontjaivan

-0-5-5%(5} + u 7 (a).

Ha P, Jjel¥li a P pontnak a mésodik gtrbén megfeleld pon-
tot, akkor van olyan u = A (s) érték, hogy

OF = # (8) + £ (&) 1 (o) m#y(s) .

Egen 8 g8rbén 2z s paraméter nem jelent ivhosesusdgot, as
8 paraméterhes tartozé ivhosszuedgot 8, -gyel Jeluljik.
A mdsodik g¥rve vektoregyenletébvdl
aH. (a) a¥% aa i ;
%a - - 8.811 del = 71(31) H'Sl w?(s) +A (e?»fﬂ's) +£ (8) m(a).
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A mésodik Frenet-féle képlet felhaszndldedval tehdt
ds
4, (e) g2 = 1 =LA O+ L2 Fs A

Ha ezt a vektoregyenletet skaldrisan szorozzuk &2 #(8) vek-
torral kapjuk, hogy A 6llandé, mert # a mésodik girbének is £6-
normdlis vektora és ezért 4144- 0, igy A (s) = 0.

Mivel A 411andé, azért az elsl gbrbével és egy P pont jdnak
e mésik gorbén megfeleld P, ponttal a mdsodik gdrbének tUbbi

pontja is meg van hatdrozva.
Ha a '/1 érintSvektor as elsl gbrbe megfelell A érintSvekto-

réval y szget alkot, skkor
£i= Z cos 9P+/(fsin # o
Bbb61 differencidldssel és asz elsd és harmadik Frenet-féle
képlet felhaszndldsdval kapjuk, hogy
4?‘1 d¢1 ds,

ds
1?"36—1— = = "1(91) ’”1(01) E's'l"
o« #(Ccosf~-Tsing )+ (- %einl/*#co'!f"?%

Minthogy #4(s) = # (s) azért ennek a vektoregyenletnek a £
411. 4~ vektorral val’ skaldris szorzatdbél kapjuk, hogy

sin QTQL- 0, cos ¢ g-aé—a 0, tehétéa{;- 0,

2 2 AR
2 d ¢ 2 a d
sin (f(—a-f—) + cos 7" ('af_s) '(_Bf_s) =0,
Amiatt, hogy A és ¢/ £llandé, kvetkeszik az a tétel, amely
agerint a két gbrbének megfeleld pontjaiban a két kisérS hdromél
merev kapcsolatban van egymédssal.
¥ §

«/1(.1) ;;l = (1 -.,(c)//+/{ Tl'éa %1(51-) = (coaV)”fi» (sinf)}&

mert

egyenlet egyszerre csak akkor dllhat fenn, ha

ds
%6;.,(?2 p- ;ggy(- -3%-) , vagyis akkor, ha

AC +/u1‘-1,/a w ‘,(ctgy’.
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Ha a mdsodik g8rbét vesssik elsSnek, akkor 4 -t - £ -val,

f -t '-@- vel kell helyettesiteni, ekkor tehét a legutédbi egyen-
letben £ -helyébe - A -t kell irmi, de 44 véltozatlan marad. A md-
sodik girbe természetes koordindtéi kSsttt tehdt a - 4 O +tutel
egyenlet 411 fenn.

Ha tehdt két glrbe pontjai kdz8tt olyan vonatkosds 411 fenn,
hogy a megfelell pontok UsssekitS egyenese mindkét glrbének fSnor-
mdlisa, akkor mindkét gtrbe Bertrand-féle gtrbe.

16, Négy kbr8spont tétele

Konvex girbe olyan zért sikglrbét jelent, amelynek egy egye-
nessel since kettSnél ts5bd metsséspontja. Ha a konvex glirbének gir-
bilete folytonosan differencidlhaté, ekkor azokat a pontokat, ame-
lyekben a gtrblllet differencidlhdnyadosa eltinik, a gbrbe kirds
pontjainak nevegszlk. :

‘A négykértspont tétele aszt mondja, hogy egy olyan konvex gir~
bének, amelynek a gbrblilete folytonosan differencidlhaté, mindig
van legaldbd négy kdrés pontja. :

Az OPF = # (8) eikgbrbe sikjét a koordindtarendszer X,y -
sikjédvan vessziik fel s a paramétert az ivhosszusédgnek vélassztjuk.
A gorbe érintbi és fénormdlisai a gtrdbe sikjdven vannak. Ha ¥ 1ll.
w Jel¥li azt a sziget, amelyet az & paraméterhez tartozd pont
érinté+ 111, fdnomﬂia vektora alkot ag x-tengely positiv felével,
akkor ¢ = ¢ + T ’

£ mcos f )+ sing A
Wemcos Y +einp %, e - sin ¢ %y + cos P B, .

‘B két egységvektor ée a #’w ¢ # Prenet-261e képlet komponensei-
nek Yssgehasonlitdsdvél kivetkezik, hogy

{'e x”(a) '41 + y"(a) Ay mCMm-Coiny B, +Bcos /iy, m

e - € y'(e) ﬁl + Ox’(e)_ﬂg

és igy
x°*(s) » - €y'(8), y''(e) = ¢ x'(ea).
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Ha 8 jeldli a konvex gafbe hosszdt, akkor az ivhosszusdg zé-
rus és 8 értékéhez a konvex gorbének ugyanaz & pontja tartozik.
Ekkor a , &, és a, g11landé tetszlleges értékére:

S
1. S [?o + a,x(8) + azy(s)] dcgs ds = O.
)

Részleges integrdldssal ugyanis
_KX(S) ¢’(s) ds = x(8) €(s8) - .(C(s) x*(8) ds =

= x(s8) ¢ (8) - Jy”(s) 3s = 3(a) oCa) = 7' (a);

hasonlékép
3¢ ¢ (o) a5 = y(o) (o) , x*(e) .

Ha ezekben agz integrdlokban és az f ¢’(s) integrdlvan ag al-
86 hatdr O, a fels§ S, ekkor ez a hdrom integrdl eltiinik, mert
x(8), y(&), x'(8), y’(8) és C(8) ugysnazt az értéket veszi fel.

Peltevésiink szerint a konvex gérbe €(s) gorbiillete folyto-
nos. van tehdét legeldbb egy legnagyobb és legaldbb egy legkisebb
pértéke, s ezért van legaldbb két kiriepontja. Ha csak két kbrde—
pontja volna, akkor lehetne rajtuk egy a, + 8 X + a,y = 0 egye~
pest huzni és akkor a2z I. integrdl nem tiinhetnék el, mert az in-
tegrdlandé fiiggvény nem véltoztat elSjelet.

Mikozben ugyanis egy P pont a konvex gérbét leirja c(s)
fqgak a két kdrOspontban, az a, + 81X + 8,y fiiggvény pedig csak
gbban a két pontben vdltostat el8jelet, amelyekben a gbrbét met-
szi. ‘A két kérbspontban a két fliggvény szorzata nem cserél eldje-
let. Ha tehit csak két kdrSspontja volna a konvex gdrbének, akkor
azon a két ponton kivil az I. integrdlban az integrélandd fiigg-
vény eldjele mindeniitt ugyanaz volna, s ezért az integrdl nem tiin-
hetnék el.

Ebbél az ellentmonddsbél kivetkezik, hogy ©C’(s) legaldbd
négysger vdltoztat elbjelet s emiatt a konvex gtrbén legaldbb négy
k8réspont van. Ellipszisen a tengelyek végpontjai kdrdsponiok, s
més ksrospont nincs. Konvex gorbén tehdt négy a kiérdspontok legki-
sebd szdma.

EKbnvex gdrbe kordspontjainak gorbileti kdozéppSatja, as evolu-
ta ceucspontja. Konvex gdrbe evolutdjénak mindig van legaldbd négy
csucspontja.
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A négy 4trdspeuni tétele a differencidlgeometria eddigi té-
teleit8l eltérfleg nem egy kicsiny girbeivre, hanem egy egész
2orbére vonatkozik, °

17 SikeBrhe és a gbrbiileti kér kilcs¥nds helyzete
T

£11it3uk, ha €' &8 az @& = 8, krnyezetében létezik és az
8, bportban felytenos, azaz a gbrbe héromszcx» folytenoscn diffe=
rencidlhatd, akkor a grbiileti kdr az s, pontban a gbrbét nemcsak
érinti, hanem metszi is, ha €*(80) # 0 .

Bl8ezs> is dl1litsuk e)l8 a gorbilleti kSr egyenletét,

7 (8) = Vo * W, S [ - cos # (8) Uy + sin f?(s) .¢;
(8)=t ugy akarom meghatdrozni, hogy s a kbr ivhossza legyen,

Bhhez szilkséges és elegend8, hogy '?2 () = 1 legyen, Tehdt ¥ (s)=

0%t ugy fogem védlaaztarni, hogy

ez teljesfiljén,
¢(8) = ¢, [ein ¥ (8)

+ soa @ (8) <, ] ¥ ()
¥ %s) 2 f # (8)®
igy kell, hogy
- Rl g
90 @ (8)" s 1
7(8) m =t
)

Y(8) = '*F- @ ¢ A legyen,
o

Ahel A egyenlére hatdrozatlan integrdcids konstans. Igy még azt
ia megkivénhatjuk g < (8) «t81, hogy egy hatdrozotit pontban milyen
értéket vegyen fel, Iegyen ;‘(sg) = 0, ami azt jelenti, hogy

v (Bg) = 7 (a,) , igy

8
3 2 .
PAg ) gt B+ Am0 68 ebDEl A ® =
(4] { e o)
J @ o
8 - 8
& (b ) = o]
Yo

BETOR A P




és a kbr egyenlete

8 -8, s - eé
4 (8) = oy + f’o #, + fo[— cos s #, + sin Fo {oJ,
ahol s mostmdr a kor ivhossza. ,
Eredeti d1litdsunkat ugy igezoljuk, hogy 4 (s) és # (s) -t
az 8, kdrnyezetében sorbafejt ik és kimutatjuk, hogy bér {(s) -
# (s) a nullvektorhoz tart, ha s -—s , mégis

31 1im Z (o) = #)32 .

8 =8 (s -~ 8

De tudjuk, hogy C; £ 0., Igy legyen & olyan, hogy £<|c l
Ehheg tartogik olyan J(E) hogyha |s - 8 ]< dJ( f), ugy #,-al
valé szorzds utdn

* ( -#( ’
¢} - £< 31 ’{—’z%—_—:j-}#o<-co+£

6 11t - C) - £ é8 <C) + & egyenlS elbjelii, de (s - 90)3 pozitiv
illetve negativ aszerint, amint s > 849 ill, = <s°, igy a kig-
2épsl kifejezés csek ugy tarthatja meg eléjelét, ha ¥(s) - # (s)
irdnyt vdlt. Ezzel igazoltuk, hogy a gtrblileti kdr a gdrbének egy-
sger az #,, egyszer & - 7, irdnydba esl oldaldra esik, agzaz a
girblileti kir a gbrbét metsmi. Most igazoljuk még a fenti limesz
reldcidt. E cé1bél fejtsiink Taylor sorba

% Y, + cos il 7 és
o

'{”(s)-sins- [

'?'(so) =% '(so)

Y (s) = [cos Lo #, - ein S;BO ] ?1- és
0

‘f"(so) P Tﬂ = #”(ao)
0

f'" (8) = |: -gin S;ZO #w, - cos ;:o 10]—‘5;-5

o
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P i @insd i
@) - ¢(s) = T [xi (a odi .(o.-ao» -

2,7 (8, +24; (8 - a))-} iy »
de a Frenet képletek sserint

g (8) = (ty(8) = (C(e)ny(s))’ =¢’ (a)nim-
| - c(s) ¢ (o),

. (-8

9y > Iy eg 4y

¥(8)~ »(8) = -31-[- Cz(ao) 8in -— : ni(eo)
| 2 Jy(e-e)
pag(8)C (ay) e "“";;"’" € (fy )mg( §4 e? (4 "1(51 [T

( f -8, * 19 (a-eo))
(8-,
Osstva —gy>- -al és Gttérve as s —s8  Datdérértékre, mikor is

H’o 31 M--'C’(O.)n(tc) .

(a-s, )

18, Magasabb rendil érintkesée

As ({)'( t) éo (;)(u) gorbékrél ast mondjuk, hogy a t, pont-
ban k-ad rendben érintik egymdst, as bevegethets olyan u = u (t)
‘uj paraméter, hogy as (:)(u(t)) = g(t) -re fenndlljon

7 ()
O (8 = 3y (4 =0y )

azag .
(18) X J* (8] - E 67 WE R N x)

By B(X),Xy,Xg) = 0 folﬁlot, ahol r a tekintend§ pontben

k-asor tolytonoaan differencidlhaté és nom mind o, és egy
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# (t) glrbe a &, pontban k-ad rendben érintik egymdst, ha van
a felflleten legalébb egy olyan # (t) gbrbe, mely as + (%) =t &
¢t -ban kead rendben érinti, azaz

(19) ri( a)cto) = Fi(d)(to) (0( LY 0,.... k)
A111itjuk, hogy az equivalens azzal, hogy as :

\F(rl(t),rz(fc), r3(t)) = G(t) fliggvényre &

(20) a¢*(s,) =0 (e 8 i B

fenndlljon.
Ha van olyen felilleti gdrbe, melyre (19) teljesiil, ugy

6(8,) ® P( 2y(E,)s Talte)sTy(te) ) ® B(Fy(8) Tl te) Fyltg)) = O
és

. \ :
G'(t,) -(-5—;}/ £y (t,) -(-g—;f) f,_(to)-o.

xi'ri(te) xiafi(te)

L 4
®

egészen a k-adik differencidlhényadosig, mivel az egyenléség bal
oldala és jobb oldala (19) miatt egyenld, a jobdb oldal pedig O,
mivel ¥ (%) felilleti gbrbe.

Bz forditva is &11, Azaz, ha (20) teljesiil, ugy 4llitem van
olyan 7 (t) felﬁleti gbrbe, mely (19) enak eleget tesz,

Mivel 2?1& a tekintett pontban folytonos és nem mind 0,

igy P(xl,xz,x ) = 0 az illet§ pont kdrayezetében valamely vél-
toséja szerint feleldhatd, Legyen

3 L f(xl ’12)

£3131tjuk, hogy as

i2(") = rett)
XOREIEAONENO)

amely nem més, mint as 7 (t) gorbének a z tengely irdnydbél
sgls getiilete a felfiletre, eleget tesz (19) wnak, mert
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G(to) ® ’(’l(to) % !‘2(%3 - l‘j(fo‘) & 0-—361
Tty = (2 (¥) rz(t))
és P (fl(t), ¥y (1), ‘ij(t))i 0 -b61

igy i3<t°) = r;(‘o) B

Tovabbé =
a*t t)e 2L : (k) =0
4 \‘931) - LR NEN .t
és  P(F, (%), Fy(1), F, (1) = 0 -bdl
( a_r) ; % i
FEN : ra(tg = 0

x, = ¥ (%
és mivel r, (%)= F,(t), 6o & (t) = ?ﬁtg, kp(t) = i2<t°>
4gy az e1638 két egyenletbbl kivetkesik, hogy F,(t) = '?3(1:0)

és hasonléan a k-adik derivdltig.

Igy az equivalencidt dediszonyitottuk.

AR11tjuk, ha egy p paraméteres fellilet sersg van sdvai
rcxl.xa.x3,a1....,ap). ugy ezek kiszslil kivdlaszthats 41taléddban
egy, mely egy adott »(t) glrbét a t, helyen p-l-ed rendben
érinti.

Az » (%) a % -ban egy fellllettel p-l-ed rendben érints
kezik, ha fennéll a

‘ &
{iflf' P(rlit). ré(t). r3(t), r3(tk ‘13""‘Q] t-to = G to =0

(% ‘® Ogeesy p = 1)

Do ez éppen p szému egyenlet @ p ssdmu ismeretlen 8, ~T8,
ami 4ltalédban megoldhaté, és egyértelmiien cldhaté meg ( ha as
egyenlet rendszer inhomogén, és & determindms sérétdl kl¥nddsf),
tehdt 41taldban csak egy ilyen felililet wvan,

Ha (%) és8 #(%) a fo pontban k-ad rendben érintik egy-
mést, ugy mindkett§t sorbafejtve a t, kirnysszetében, kiildnbségll
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A C+y: (4 - to)h}' [ (k+1) #(x+1)
g (t) L] (k,f)] i (to) = (to) ""ioo]

azas a kill¥nbség vektor még (t-to)k -val osgtva is tart a null-
vektorban, ha t — t,, Bzt ugy fejeszilk ki, hogy az +(t) jobban
megk8zeliti a 7 (t) -t a t,-ban, mint bdrmely més mex, j-ed
rendben (J <k) érint§ gdrbde, ;

19, A simuldeik és a girhe érintkezése

£11itjuk, hogy a simulésik a gbrbét £ltaldban mésodrendben
érinti,
A pimulésik sgyenlete:

(£ (8) = #(8g)y #(85)s 4'(8g)) O

Igy
6(8) » ((8) = #T8,), #(8,)s 7(8,)) &8 G (s,) ® O
6’(8) = (1%(e), #(55)s #8,)) 6'(8,) = ©
@”(s) = (ﬂ"(e). #'(85) s #(8,)) G"(s,) = 0

és €' (&)= (v(8), #'(8y)s #(8,))
#7u 0% ~0% 4 00f a-cPr s §arr o f,
Igy dltaldban G (8,) # O.
Megmutattuk, hogy a simulésik a gdrbét mdsodrendben érinti,
most megmutatjuk, hogy a simmlésik az egyetlen ilyen sik.
Ha # (ao).,w éfo, ugy a P, ponton dtmend sikok egyenlete
(¢ - Hgs Ty £) =0 ahol # és8 7 tetszfleges linedrisan fiigget-

len vektorok, Igy G(s) = (#(8) = yue?), Igy G'(s,) esak
akkor O, ha

I, #(8,) o 2 e/ F#
a (00) pedig ceak ugy, ha
IL. 7(8) w7 % + I/

De II, és III, ~-bél
X #’(so) + f/#‘"(so)
+ X #'(8,) 9.4 7"(8,)
. agag <& ég A az #“'(so) és az 4""(-,,) dltal alkotott sikban van,
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lgy a3 (Y= #,,4,7) w0 & gbrde 8, Ppontjdhoz tartosd simi-
16sik. Tehét egy mdsodrendben érinté sik mindig simmlésik,

Tehdt a simuldsik az a sik, mely a lngobban megktzeliti a
g8rbét az illets§ pontdban,

20, A simuld kér és a gBrbe érintkezése

A11itjuk, hogy a simuldksr a gdrbét &1ltaldban mésodrendden
érinti, A 17. pont szerint a simulé kir egyenlets

’ 8-8, 8-8, +
“(8) & #o *ﬁo’“’o 4 /fo[-(cos —)5;-) Yo + (8in fo ) °J

s (“)(s) = (% (g ( < @ 0,1,2)
Igy a 8imlé k¥r a gbrbét legalddd méaodrendbon érinti,
Tovédbdd
27 (8,) = = ?1.2 o = = cg Z,
és 4/’”’(8 ) s e Cg Jo & C; g ¥ 001'0//0

1gy 41talddan ?”’(e ) #f"’(s )y csak akkor, ha €3 = T, = O,

¥ég megmmutatjuk, hogy a simuléksr az egyetlen mdsorenddbsn
érint6 kbr, ;

Annak a kbrnek, mely w gorbét + o-ban mdsodrendben érinti,
koll. hogy az 1” -0n 4tmenjen, ws ela6 differencidlhényadosa

o leByen és a mésodlk difPerencidlhényadose Ay . -%— %y s
o

igy aikja as #’0 éa %'“” sikja, azes ®» wimulé sik. Azonban egy
kbr mdeodik differenci: flhanyadosa az illetd kertileti pontbél a
k8r kbgéppontja felé mutat &8s hossza s kdr sugardnak reciproka.
Itt tehés 'fo-bél o irdnydba mutat és sugardnak hossza /00.
Eszel azonban a k&r egyértelmiien meg van hatdrozva, tehdt cgak
egy ilyen k¥r van és az a simulé kdr.

Tehdt a grbét az 1lletd peintden a legjobban megkdzelits
k> a simulé k¥r, tehdt indokelt ez az elnevezése,
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21, A simdlé gomb

£11itjuk, ha CsrT, # O, ugy az Ssszes gdmblk 4 paraméteres
seregébll kivdlaazthats egy, mely ag » (s) girbét az 8, pont-
ban harmad rendben érinti.

A feliilet sereg

(el o 2

r
vagy
F(xl,xa,x3,al,_aa,a3,r) a(y - zt)2 -_r2 s 0
ahol az ¢ komponensei a véltogék és « komponensei és az r &
paraméterek,

Igy 2
G(8) & (#(8) -a) -r-,

Igy ha meg akar;)nk keresni azt a gimdbst, amely ag 8, -ban
harmad rendben érint, ugy meg kell oldanunk ag 1ameret1ennek te-
kintett ¢« és r-re a G( ) (8) =0 (%w 0,1,2,3) egyenlet
rendszert.

I G(s,) = (1"0 —1«1)2 2 u 0

IT . '(sy)m 8(7y = 2) #;_ﬁo azaz (7, -u)a{o-o
111 G”(ao)- #ﬁ ¢ (Yo =9)7] el e (=) % %o *Q

Iv @' g, = (#o=4)Cg 2, + ( o= (=6, 40 *+ 2,4, = 0.

Az 4~ #, komponenseit as 8, pontbeli kisérS triédder koordi-
ndtarendszerében jeldljiik o, 43, 7° =val

-7 = b, 3taf]‘f,
A komponensek kisszémitdsa végett szorozzuk est rendre

4 M o, 40 ‘valo

o’
o=(a-%) 4 gy (II) miatt « ®» Q
Pr(a-2) »

de (III) miatt(«-#) € "o = 1, és amennyiben % # 0 ugy

1
oni Ay ) Uy ® e

7= Ca-%)4%




de (IV) miatt esmennyiben 5 , T

oF Yg g
(#o-a)s mw *c S A
-a)// . %

i '_i.‘
0 O

de a 824mld16 mésodik tagja (II) miatt z4rd, 68 asz elsf tagjénél
figyelembe véve (III) «at

/ 'U"; L4 e}
7f. ¢ ) - aowé
Igy | e;
® T te gt

Tehdt a simulé gtmb kszéppontja a gbrbilleti kir kdzédppontjdn Ate
menS§ és annak sikjéra, a simmlésikra merfleges egyenesen, ag ugy—
nevezett girbiileti tengelyen van,

Az ¥* értékére (V) e (I) +béi.

o
1‘2 = (1/'{.-4&)2 = -1'2- + -2—0— >
%o\ % %
addédik,

42, Gorbesereg burkoldja

Bgy gdrbesereg burkoléjédnak neveslink egy olyan gdrbét melymek:

1, minden pontja rajta van a gdrbeseregnek egy, & ponttal ew.
gylitt vdltozd gdrbéjén.

IX. minden pontjdban érinti a gbrbesereg megfeleld g&rbéjét.

Hatdrozzuk meg egy F{x,y,c) = 0 sikbeli gbrbesereg burko-
1634¢,

Allitjuk, annak hogy az > 2
ax d
(21) ¥y = x(e) (53\ - (a%) >0
¥y = y(e)

gbrbe dburkoldm legyen az P(z,y,c) =0 giérbeseregnak ezllkaéges £ el-
tétele, hogy
a) P(x(c)y5(e)yc) 5 @

(22) 2
legyega Pc(x(c)oY(c).c) Ol
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Tégyﬁk fel tehdt., hogy a (21) gbrbe elget +tesz I. és Ii;-
nek, Hogy I-nek eleget tesz az éppen (22) a-val equivalens, Dif-
ferencidljuk most (22) a) -t ¢ szerint

dx d
Al e e T ML
De hogy 1%, teljesiil az éppen azt jelenti, hogy

dx d
B & Fy H% » 5
igy a feltevésiinkb8l (22) b) 1is kbvetkezik.
(22) -b81 a ¢ elimindldsdval kapott g(x,y)= O gorbét
diszkrimindns gdrbének nevezziik,

A diszkrimindns gérbe azonban nem mindig burkolégtrbe, azaz
a (23) feltételek nem mindig elegendSk, mint azt a kdvetkezd

példa mutatja. F(X,y,8)= (y-¢)2 -x3 = 0
F(X,¥,0) = =2(y-6) = 0
Yy A diszkrimindns gorbe az x = 0

de ez a girbesereg tagjait nem
érinti, igy nem burkolé gbrbe.
£11itjuk, annak, hogy egy
gdrbe burkoléja legyen a gor-
>X beseregnek, elegends feltétele,
ha (22)mellett még

(23) F,Zt(xm. ey ¢)+

+ Fs 20, 3850 0
teljesiil,

Igazolnunk kell, hogy ekkor I. és IX. teljesiil. De I. (22)
a) -val equivalens. Differencidljuk (22) a -t ¢ szerint, és
(22) figyelembevételével

d
P (x(0), ¥(0), @ T + By (x(¢), y(©), &) & =0

adédik, ami a gbrbesereg c¢ paraméterii tagja F(c) pontbeli
érintdjének, mely (23) miatt biztosan 1létezik, és a (21) gbrbe
érint6jének az Osszeesését, azaz II. teljesedését jelenti.
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23. Sik gorbe evolutija §g evolvense

Sikgdrbe ®ikbeli evolutdja a gﬁrbﬁkti kSzéppontok mértani
helye. Ha a gérbe 7 (s8) , ugy az evoluta

(24) 7 (8) =4 (8) + P (8) # (8)
ahol 8 as # gbérbének nin ivhossza,.
_ A11itjux, nogy ~2GT * O és p'(s) # O, (s,<8<s,), ugy
& (8) (8,< 8 <8,) burkoléja a gorbe normdlisaib6l 116 egyenes
seregnek.
A normédlisokbdl 4116 egye-
nes sereg:

2 (8) +t7 (s

Igy igazolnunk kell, hogy
# (8) eleget tess as el6s6
0 () pontban a burkoelégérbére fel-
/ dllitott I, és II. kivetel-
ménynek. De I, teljesiil a
t = P (8) értékre(P(s) # @) .
II. is teljesiil, mert ag s pontban az #(s8) érintéje

I. # (8) eds pwe p(<4) =4+ p’a-p%f.f’(eﬂ (8)

igy ba P(s) # O ugy II. is teljesiil.
Sikgbrbe evolvensén értjilk a girbe érintlinek minden ortho-

gondlis-trajektorid j4t.
A11itjuk, hogy as

(25) #(e) =4 (8) - (s8-8, #'(8)

gbrbesereg minden girbéje az # (s) egy evolvense.
Bhhes aszt kell kimutatni, hogy # (s) L #’(s) . BDe

#(s)= #'(s) -W(s) - (s-e)7°(8) = =~ (s=8) # (s) =

- = -(B—Bo) Cw
igy valéban 7 (s) L #(s).
Bz aszt jelenti, hogy ha az # (s) gtrbe érintfire visszafelé
felmérjiik egy bizonyos 8, ponttél szdmitott ivhosszdt, ugy egy
evolvenst kapunk. Bzt a sszerkesztést igen egyssertien végrehajt-
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hatjuk, ha azv(8) girbére as .8, pontbél kiindulva fonalat
gérbitink és agutdn est lefejtjik, Igy a fonal végpontja egy
evolvenst ir le. Az 8, vélasstdsdtél figglen kapjuk & kildnbd-
g8 evolvenseket. . ,

He wgy 7 (8) grbének az 7 (8) egy evolvense, Akkor Az
# (8) =-nek az ~(8) ag evolntéja. Az #(8) mint evolvens min-
dig meréflegeaen metazi eg » (8) érintSit, asas ~(s) érintéi az
4 (8) normflisal. De igyf (8) az 7 (8) normélisainak burkolé-
gbrbéje, tehdt +~ (8) & #*(a) evolutdja, Tehdt dérmely evolvens
evolutédja ag eredeti garbo.

He as ~(8) garbének az # (8) evolutdjs, ugy ag » (8) mor-
nélise a2 +# (8) =-nek 6r1nt61. 8z # (8) 6rint61t 8z 7 (8) mers-
legesen metsszi, asas ag ¥ (8) ag + (8) egy evolvense. Tehdt egy
evoluta evolvonneinok ogyike ag eredeti girde.

Lllitdnk. ba ——7-—- # 0;?(3) ¥ 0 és folytonos asz
(s sg= 8y intervallumban, ugy as # (8) evoluta ivhossza e15-
jelt61 eltekintve egyenlS a megfelell girbliletl suggrak kHldnb-
ségével. JelBljik+(8) d4vhosesét & -val, ugy I. alapiédn

as -‘»/ |f’(a) | ‘.de

31 | ;
5?..( g8 « (8)

"o
def’(a) # 0 é8 folytonos, azas & tokintett intervallumban e+
gyenl§ | omom, igy hs 8> ao, ulotve ha 8, < 8, ugy el8jel-

- t81 eltekintve

(26)

/;F’m) ds 5 )0(5) v P8y
8° » . 1 o

WMH—

Vigegdljuk 82 "evoluténak as evolvens kﬂruspontja kdrnyese~
téhoz tartosé réesét. Karﬂcpontnak nevestink olysn pontot, ahol
JPO. e (5‘ kO ;
Tegytik fel tohét. hogy as + (8) "g¥rbe négyszer, azas C B
két szexr folytonosap differanciélhatp, 38 °’('J s O
c* (8, # 0.
Az #(8) evoluta as s, kbrnyozot‘ben két ktildn ivbél
411. Megmutatjuk, hogy as evolnta mindkét dga érinti az evol-

- 46 -
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vens kirds pontjdnak normdlisdt és
hogy az evolutdnak az s, kirnyeze-
tében 16év8 pontja az 7 (l)° ~ban as
1¢(l°)-ra d11itott mer8legesnek
ugyanazon oldaldra esnek, amit ugy
fejesilnk ki, hogy az evelutdnak
csucapontja van,

Vegyilk az evelutédnak egyik, il=-
letve mésik dgdn 16vé

Po?l =7 (8) - ¥(a,) (8 < 8,)
aselfket, osezuk a hozzfjuk tartozd gdrdiileti sugarak kiilsnbsé-

gével és tartson s 8, —hoz,

) £ iim Fis)"’;('o) (8 =< 8,0 11ls 8 > 8.).

sas, §(8) =0, .

Bér ez a kifejszés egyetlen hatdrértékhez tart, ez mégeem
az egyetlen girbének tekintett # (s) 8, bpontbeli érint§je,mert
f (8) = f7(a°) az s, kirnyezetében mindig egyenls eléjeld,
igy az evoluta egyik 4gén az evoluta ivhosszal, mésik 4gén vie
azont az evoluta ivhossz negativ értékével egyenld,

Rl8sz8r kimutatjuk, hogy az I. kifejezés az s < 8,0 111,

@ > &, feltételeitfl fiiggetlenill # (s,) wal egyenls, amivel
eredeti £11itfeunk elsé részét igazoljuk,

Fa) 7 (8)  T( )= r(8g) +9C8) # (8) = 0(a)%(n,)

P (a)- ¢ (8y) Pa - pn

Adjunk hozzd és venjunk ki a sz4mldlébél ¥ (s,) +(8) =%, igy
e : "o "o ¢ ‘foq(i"’o)* e
g [ fa fo

dttérve az s 8, hatdrértékre kimutatjulk, hogy a jobbelds) elsf
tagja null}vekteor,

1im *uii'a koot (ﬁ"*o_). S

8 =8 f - 500 0
S56%2326 w47 =




ami hatdrozatlan. Alkelmezva a L'Hospital szabdlyt és figyelem-
bevéve, hogy c; =0 éoigy ¢, =0

7 - - % : -f cf
1im To +7ﬁ9(ﬁ’ Cl = 1lim 52—:45?42 = 1im j{;—éil- =
e i AT o3 es f‘" 8 ® 8, f

° o

ujra alkalmazva a L'Hospital szabdlyt
: , e
A= Ty + 7%(4;- 4»0) € /= ooc'{ - %c/,,, /g

11 - = 11 ® — =
Binso”'” 'ﬁ"f’o Btmﬂe S f” S JDO
aZ8%

7 (8) = 7 (s,)
altmso 7 8) = (8y)

Most kimmtatjuk még, hogy
(F (8) = 7 (8,))# L8y) = &(8)

= 'ﬂ’( ‘O) &

as 8, x8rnyesetében egyenl$ elfjeld, 1ll. d(s,) = 0, amivel
eredeti 4£11itdsunk méeodik réeszét igazoljuk.
Képezsilk a

a’(e) = f’(s)%(s) 1(8,)
a*’(s) -‘F”(a)‘ﬂ (s) #(8y) + p'(s) »'(8) # (8,) kifejeséseket.

Igy ,
a’(s,) = 0 , a'*(s,) = P'(8,) ¥0

asaz d(s) ~nek az 8, -ban ssélefértéke van, de d(a°)~o o, igy
d(s) as s, kdrnyezetében vagy mindenhol pozitiv, vagy minden-
hol negativ, amivel eredeti 4llitédsunk mésodik részét is belga-
goltuk, ’

25, Bvoluta és evolvens térgbrbéknél

Bvolvensen tovébbre is -~ mint ahegy ezt a 23. pontiban tet-
t8k « a gbrbe &rintSinek bérmely crthogondlis trojektoridjdt
értjtik,

A 23, pontban megmutattuk, hogy a (25) girbesereg minden
gérvéje az 4 (s8) evolvense, ami itt is ugyanugy aszonnal beldti-
haté. Most megmutatjuk, hogy az
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£

> ':»" w4 (8) + (S-SO) # (8)

8z Jssges evolvenst adjs.
Mindeth evolvens

47(3) « 7/(8) = u(s)J(e)

alakban irhatd, ahol wu(s) =t ugy kell meghatdrozni, hogy ;i(e)
merdleges legyen #'(8) =-re, azaz

#(8) =4 u'd- uCze (1-u’) L-uC#
szorozva ¢ -vel
O 1 -« u’
u? =l u=28=XK

Kenak kil3nbsz8 értdkeket adva kapjuk a kHl¥ndb8z8 evolvenseket,

. Bz terméaszetesen a térgbrbék specidl eseteként jelentkezl sike

gérbékre is igaz,

Evolutdn viszont a 23, ponttdl eltérfen = ériiink minden
olyan gérbét, melynek az eredeti egy evolvénse, Igy az évoluta
érintdi az eredeti girbe normélisai, tehdt minden evoluta az e-
redeti gtrbe bizonyos normdlisainak burkoldja és egy olyan gbr-
be, mely az ersdeti normélisainak burkoldéja biztosan evoluta,
meyrt esen burkoldég¥rbének az eredeti evolvense,

Tovdbbl feladatunk lenne megdllapitami, hogy mely norméli-
sok burkolnak egy evolutdt és meghatdrozni az # (8) gbrde bHsz-
szes # (8) evolutdinak egyenletét,

K11itjuk, hogy az Ysszes evolutdt az

(27) # (8) = »(8) + p(8)#(8) +f(8) (:cotg (I+K)J«Z(s)

Ie f‘l‘(a) ds
K = tetoz8leges konst.,
gbrbesereg adja és ekkor az

A (8) + J\'f?(e) #(8) + ¢(8) cotg (I+K) /r(s)] o

K értékei szerint kiltnbdzl normélis seregek szolgiltatjék az
egy-egy evolutdt burkold normélisok seregét,

Az el8z8ek szerint az evolute bizonyos normédiisok burkolé-
ja, tehdt minden evoluta ilyen alakban irhaté

+ (8) a-f;‘"(kﬂ +7 (8) #(8) *5 (=) ’%(5)
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ahol 7] és ? egyenlfre ismeretlen, és ugy akérjuk me ghatédrozni,
hogy az # (s) érintSje éppen a megfelels normdlis irdnydba es-
gen, azaz :
W o= /(( '241«0' ]'/)
legyen,
4?./4- 7’4;-70 {+7!/ +}”/-}&4f/
s (1=%0) 2 + (=% + (72 of) £

igy kell, hogy

1-79C=0 7 - e 4
dg ,

2-fe _ A7

5" +7 T A f

legyen. Bz két egyenlet 7 és 5 -ra., Bzekbsl
Ll-be
%% Pr |

BbbS1l kiszémithatjuk ¥ -t .

£=5 s i il
SIafs’ = (pZ g e

Sars

+

de a Jobi: oldal _;5 arc tg Jé}%} s mert
f A S
o gk

a%arctg f‘-

“d‘ﬂ“

igy
‘!-’aa—-arctg—;:—
mtg-jﬁ-./‘rda+x

atg[/‘r ds+x
] P cotg L/T ds + K]

amivel 4£l1itdsunkat beigazoltuk,
5570896 - 50 -
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Most vizsgdljuk meg a sikgBrbe térbeld evolutdit, Itt T = 0,
68 ha még & cotg K = K jsldldas is alkalmazguk, ugy itt

F(8) = #(8) + P(s)7#(8) + £ (8) K#(8)

és K = 0 -nédl a 23, ponthan megilsmert sikbeli evolutdt kap juk,

Bér ezek az evolutdk is, mint s 23, pomtban megismert sikbe-
11 evoluta a normdlisok burkeléi, azonban az e18bbi T = O K= 0
esett61l eltekintve nem s girbileti kzédppontok mértani helyei,
igy a most megismerte volutédkat megkiil¥nbdztetés 061j8b61l £ilér-
evolutdknak szoktdk nevezni,

II;,PELULBPEEK

26, A felfilet el84111t4sa

Mint ahogy gdrbén értettlik az 7" =« # (t) egy paraméteres
vektorfiiggvény, valamint az ebbll az Usszes megengedhets parae
méter transzformdcidval nyert vektorfiiggvények 41tal me ghatdro-
zott pontokat, ha a vektorfliggvények bizenyos kdvetelményeknek
eleget teasznek, ugy felilletsn fogjuk érteni az

I, Y = 1/‘(111, uz)

kétparaméteres vektorfiiggvény, valamint az ebbdl az Bsszes meg-
engedhetl paraméter transzformdcidval nyert vektorfliggvények dl-
tal meghatdrozott pontokat, hs a vektorfiiggvénysk bizonyos k.
vetelményeknek eleget tesznek,

Az I, vektorfiggvény derivdltjain a

ki 7% 2 #
] ] 2
7 u 7
vektorokat, vagy rdviden a
IH
7

vektorokat értjiik, ahol o , mint e tovdbbiakban s gbrig indexek
az 1 és 2 szémok valamelyikét jelentik, Hasonldéan, mint a latin
indexeknél a gbrsg indexeknél az egy taghan kétszer eldforduld
indexre aszummdcidét értiink, de 1ttt csak L. é€s 2-re.

Bzekutdn a fentemlitett kévetelmények:

a) a vektorfiiggvény V ~asz8r ( VV % 1) folytonosan differen~
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cidlhaté legyen, azas a-ﬁ%&é— vektorok 1éteszenek és folytonosak
legyenek, azaz ezek komponensei a 2 # figgvények létezzenek és

Ju™

felytonosak legyenek,
b) a

(28)

|+

matrix ramgja a tekintett tartomdnyban mindehol 2 1legyen. Ahol
ez nem teljesiil, azokat a pontokat szinguldris pontoknak, ahol
teljesill, azokat k¥zbnséges (reguldris) pontoknak nevezziik, A to-
vébbiakban, ha egyéb kik¥tést nem tesziink, k¥zbnséges pontokbsl
4116 feliiletet, illetve feliiletdarabot vizsgédlunk,

Ha ennek a matrixnask rangja 2, ugy van el nem tfin§ mdsod-
rendii determindnsa, Legyen ez

or Ir

k
u 7t

u u
Oy 5%* f ’

KT =

u u

ami szlikeéges és elegendd feltétele annak, hogy az ul,u2 és a2z

TyoTy komponensek k¥zt kBlcgvngs egyértelmii vonatkoztatds d11jon
fenn, azaz nemcsak minden u”,u"-hdz tartozik egyértelmiien egy
pont, hanem minden ponthoz egyértelmiien tartozik egy ul,u2 szédm-
pér, amelyet a hdrom T)sTpeTy koordindta ktziil mér kett§ is meg-
hatdroz.,

Hogy egy adott felillet valamely pontjdt mdr két koordiné-
tdja meghatdrozza az a 2 = f(x,y) explicit forméban megadott fe-
lletnél jélismert tény, Most megmutatjuk, hogy a paraméteres
€16411it48b61l mindig 4t lehet térni az explicit formdra. T.i. @
(28) matrix rangjdra tett feltétel miatt a 3 ri(ul.uz) figgvény
k52l 1 kifejezhets mint a mdsik 2 fliggvénye

- gz J(ul.uz). rk(ul 2))

de II, nmiatt

- | = n& (rjgrk)
igy
rp = f(rj,rk)
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Ha J -] 1g k = 2, p = 3 ﬂl;.‘;' 2‘3 = p(r1,r2) °

Mig a paraméteres e16411itds8b61l az explicit forméra vald dt-
térés konkrét példdn vald végrehajtésa nem mindig a legegysseriibb,
mert a felhaszndlt tétel az u*(r ,ﬂk) fiiggvényeknek csak a 16-
tezését mondja ki, de nem ad azok megkpnqtruéléséra egy egyszerii
utasitdst, addig az explicit formdrdél mindig igen kbnnyen 4t le-
het térni a paraméteres elfdllitdsra, Legyen az explicit forma

z = £(x,5),
az X = rl(ul,uz)
7= rz(ul.uz)
transzformdcidval
g =% rl(ul,ug), ra(ul,ua)) = r3(ul,u2)

Ismeretes még a felilletnek az P(xX,y,2) = 0 implicit formé-
ban valé megaddsa, Mivel azonban az explicit formérdl mindig 4t
lehet térni az implicitre és forditva is, ha a2z elsd parcidlis
derivédltak folytonosak és nem mind 2érd, ez sxplicit el6411ités-
rél a paraméteresre vald 4ttérést viszont mdr megmuiatiuk, igy
ezen hdromfdéle elfdllitds bédrmelyikérdl 4t lehet térni a méeikra.

Az 7 = # (ul,uz) azonban a feliiletnek ¢sak egyik paraméte-
rea 0184111tdsa, Az

4

il L ,u2)

paraméter transzformdcidéval a felllletnek egy uj alakjédt

Vet (ut,0%) = #(uliﬁl,fiz), ua(ﬁl,ﬁp‘)) e ¥(ar,82)
kapjuk, amelyt8l azonban ujra megkivédnjuk, hogy eleget tegyen az
a) és b) feltételeknek, azaz csak olyan transzformécidkat enge-
2T4
da’

rangja 2, Pe ezen matrix bérmelxamasodrgndu determlnénsa (28)
megfeleld determindnsédnak és a ___Lﬂfxﬂil 28 | astermindna-

diink meg, melyek Y -szbr folytonosan differencidlhatdék és

4 2 (i,59) |Ja? _
nak & szorzata. Igy -—=| rangja akkor és c¢sak akkor 2, ha a
: u
¥, 7 % o
——-(-1-1)-‘_‘; 2L 4 0.
9(“ su°)
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Az ilyen paraméisr transzformdeidkat megengedett paraméterformi-
cidknak nevezsziik,

27, Fellleti gSrbe, paraméter yomalak
Ha az ul,u2 fliggetlen vdltozbkat egy egyetlen harmadik ¢
paraméter fliggvényeivé teszem

e a~(t)

ugy agz
e ety (8), u¥(8) - F (1)

1 paraméteres pontsokasdgot, egy gdrbét kapok, amelynek mindegyik
pontja rajta van az # = #’(nl,u ) feliileten, tehdt egy fellileti
gsrbét alkotnak,
Ag
nl = konst 3 u2 = t

ul = t 3 u2 = konst,

vagy r8videa u~ = konst., 1ill, u2 = konst., gbrbéket paramétervo-
nalsknak nevezzilk és megvan az a tulajdonsdguk, hogy minden k¥-
g¥nséges ponton egy és csak egy ul = konst., ill. u® = konst,
paraméter vonal megy 4t, amit ugy fejezlink ki, hogy a paraméter
vonalak a feliiletet egyrétiien fedik,

Megemlitjiik még, hogy ha a felfilet egy pontjédban a (28) mat-
rix rangje kisebb, mint 2, az lehet a paramétervonal rendszer nem
megfeleld vdlasztdsdnak az oka, Az olyan pontokat, amelyekben u-
gysn egy paramétervonal rendszernédl (28) rangja kisebdb mint 2, de
bevezethet§ olyan paramétervonal rendszer, hogy az illetd pontban
(28) rangja 2 a paraméter hdlézat szinguldris pontjénak, mig az
olyan pontokat, ahol bdrmely paramétervonal rendszernél (28) rang-
Ja kisebb, mint 2 a feliilet szinguldris pontjainak nevezsziik, Az
elsbre példa a gdmb északi és déli pélusa, ha a hosszusdgl és sgé-
lességl kdrtk a paraméterek, mig a médsikre a kup csucspontja.

1

28, Erintf, érintfsik, normélis
Tisegfiguk as @ - - O \

7 w7 (ul(t), u¥(t)) w 7 (1)

felfileti gtrbe érintdjét: '
55 1 2
A% 7% du R | Y &

(29) e L e e o stlet mr G B
5570896 AV




Igy az ¢1838 poniban tdrgyalt paramétervonalak érintdi

u a
Igy (29) eszerint egy penton dtmend biérmely girbe érintdje & pa-
raméter vonalak ottsni érintdivel linedrisan ifejezheté, azag

az ezek dltal meghstdrozott sikban van, Bz a két vektor, akkor
oss

és ceak akkor linedrisan fiiggeilen, szsz skkor és esak akkor hae

~

mairix rangjs 2, Bzt 8 sikot érinté-
alk egyenlets

tdroz meg sikﬁtg ha &
siknak nevezziik, Az érint

> 2N

(f"#w“‘“ o —==s3) = 0,

7 ar

4z erre merdleges

P&k i #
m;T‘ . SEmacoauuse  #f

2w 2 u*
vektort a feliilet illectd pont-
beli nomélisdnek nevazzilk.

~ " N py £ o Y $290
2o Yonalfelilet, toerzfelille
- B e s e s

Az olyen felllcslet, amelynek minder pontjdn 4t legalédbb egy
olyan egyenes fektatheil, amelynek egy, az illetd pontot is tar— -
talmazd szakasza teliesen a feliileten van vonalfeliiletnek, az
egyenest pedig a vonalfelilet alkotdifnak nevezaziik,

1 g
(30) # (Bet) » ¥(8) + ¢ % (8)

alakban, ghol ¥ (s) egy minden alkotét egy pontban metssf ¢ér-
gérbe, # (8) padig az alkotd irdnydba mutaté egységvektor.

Ha a vonslfeliilet érinitdsikjs bdrmely alkotd mentén fix,

I

ugy vonalfeliisish torzfelilletnsk neveszsziik,
Nézzlik meg mi ennek a fe ‘tetele. Az érintdeik akkor fix egy
alkotéd mentén, ha a normdlisck egy irdnyuak. A (30) normdlisa.
o 2 )
W e X =L @ ( + t %) x47sr 4’*’:7)4-5()"3: b e
Pra ) 4 J
Igy & normdlis egy riégzitett & alkotd t = 0 és ¢ = + pontjdban
r'zxn  és (gx9) + t (YzxH)
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Bzek skkor egyirdnyuak, ha
(g’x@) x[(za’xag) + t(xg’xy)] = (¢x%) xt (kx#4) =
YUz ]y~ [pt (pxP ] =t (¢ %, PIm 0

azaz ha
(31) (¢s%’5#)) = 0 .
Tehdt ez szilkséges feltétele, hogy egy vonalfelillet torssfeliilet
legyen, De ez elegendd is, mert ez éppen egy alkoté menti két
normdlis az g’xay és az (/Z’xy) + t ('ya't 4)) limedris fiiggetlen-
ségét jelenti.

Bzekutdn médunkban 411 a torzfelfiletek egy osztdlyozdsdt
megadni, (31) miatt a torzfelillet mindgn pont§dban van olyan nem
mind nulla « (s), / (a),gr (s), hogy

1. “(8) ¢ () + /3 (8) 9'(8) +ap(e) vy (e) » U
Tegyiik fel el8szbr, hogy « = 0 , Igy
Y =LYy

azorozzuk ezt #) -al és vegyilk figyelembe az 192 =1 differen-
cifldsédbdl addddé 2 f?:?'- 0 egyenletet:

0 = ’{9)? a A 77 Z w J(
és 1I., miatt
o=
49 = konst.,

Igy a (30) torzfeliilet egy henger.
Vizegdljuk az o 7( 0 esetet, I, ilyen forméddban irhaté:

111, A a/y’+ b %)
Alekitsuk 4t most (30) -at
et =-ah+(t+a)y s ¢+ (t +a)%
formdba, igy
L=y a'He aﬁ'

és I1I, figyelembevételével

*9

/gs -8’+b)ﬂ’o

b
Most 2 eset lehetséges, vagy a’ = b ép igy Y= konst., azas
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o (te8) Y m g4
ami egy kupfeliiletet, vagy &’ # b amikor g*’z ¥ , asaz egy-
irdnyuak, és '
255 ‘gi‘. (w/gﬁ’y
Bz a fellllet az ¢ gorbe érint8ibsl 4116 felillet, ugynevezett
érintéfeliilet, Az /g*gﬁr‘oét a torzfelillet gerincvonaldnak ne-
vezzilk,

Az e18z8 esetek ugy foghaték fel, hogy a gerincvonal egy
végtelen tdvoli, illetve egy végesben fekvs pont.

30, Erintéfeliilet, £Enormilis &s binormdlis
15l felillet - |

Legyen a ¢ (8) kétszer folytonosan differenciflhaté térgdr-
be. Az # (8) ér»intdib8l 4116

7(8,t) = Z(s) + t/g’(e)
fellletet érintéfeliiletnek nevezsiik,
Az €1825 pontban ldituk, hogy a torzfeliiletek egy csoportis
érintSfeliilet, Most megmutatjuk, hogy minden érintéfeliilet tors-
fellllet, Képeszilk a normdlist

% = -g—a’C x %’% = (4’4 t4”)x¢? = t(g’ig&
ami r¥gzitett s-nél kiilltnbs5z8 t-kre mindig egyirdnyu, tehdt min-
den érintéfelillet torzfeliilet,

De azt is 14tjuk, hogy ¢ = O =nél, tehdt a gdrbe pontjai-
ban a felfileti normélis nullvektor, a (28) matrix rengja kisedb,
mint kettS, tehdt a gerincvonal pontjai szinguldris pontok,

Vizsgdljuk most a gérbe fénormélisaibdl 41164

7 (8yt) = y(8) + t#(8)

f6normdlis feliiletet, Nézzilk meg, hogy ez a vonalfellilet torzfe-~
lUuletwe? A feliileti normélis:

0;1/’8!(797/" 8(/847"' t/ﬂ,) x/pkn(/zw tGZQ tT%) X H

= e

- (1 -tC)74 = t2 4,

Képezziik egy rtgzitett 8 mellett az alkotdnak %, és ty
pontjdban az #«"=ot és nézsilk meg pdrhuzamosak-e, azaz kfils§
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gzorzatuk nullvektor-g?

[= t,24+ (1et,00 /] 2 [o574 + (11,00 F [=[ - t,%1-4,0)] +

+ 52180 | (LxA) & ($,-t) T# .

Bz dltalédban nem nullvektor, igy a feliilet 41taldban nem tors-
felillet, ssak ha T » O, amikor & gBrbe sikgbrbe, és & £&nor-
mélis felillet a gérbe sikjdnak egy része.
Vizsgédljuk meg még az :
7 (8,8) » £ (8) + ¢ £(s)
binormdlis felilletet, A felilileti normdlis _
e L SRRk e (4% s DL st vyt ias 8L,
7 8 74
Bgy rbgzitett s-nél kiil¥nb8zé + mellett vett feliileti norméli-
sok kiilad szorzatas

(4= $,27) x (= 4=8,74) ® (t,-4)T#

ami csak T = O esetén nullvektor, tehdt a fénormdlis felfilet
cegk sikgbrbéknél torzfeliilet, amikor a feliilet henger.

31, BEgy paraméteres siksereg burkoléja

(30) szerint egy vonalfelillet, és igy egy torzfeliilet min-
den alkotdjdt és az 44 (8) gbrbe pontjait ktlcsdn¥sen egyértel-
miien rendelhetem egymdshoz, ha a gbrbe minden pontjdhoz a rajta
dtmend alkotét rendelem, Igy a felfilet alkotéi éppugy egy para-
méteres sokasdgot alkotnak, mint azzzv(s) pontjai, De mivel egy
alko$d mentén az Erintdsik fix, igy az érintdsikok is egy egypa-~
raméteres siksereget alkotnak, eltérfen az 4ltaldmos feliiletek-
181, ahol az érintdsikok kétparaméteres siksereget alkotnak. Te-
hét a torzfeliiletnek minden alkotéja rajta van egy az alkotéval
egylitt vdltozd érintésikon, s ezen alkoté mentén érinti az érin-
t8sikot, Bzt ugy fejezziik ki, hogy a tosrfeliilet az érintdsikjai-
bél 4116 egy paraméteres siksereg burkoldja.

Allitom forditva is, egy egyparamétcres siksereghez, ha a
gikok normédlisai folytonosan védltoznak, és a normflisok els8 és
mésodik differencidlhédnyadosa is folytonos minfig taldlhaté egy
torzfeliillet, mely a sikseregnek burkoléja, azaz minden alkotdja
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rejta van a sikseregnek egy sz alkotéval egytitt véltoss sikjén
és esen alkotdé mentén a sikot érinti. '
Adjunk meg egy ilyen siksereget. Legyen # (8) egy térgirde,
és = () ogy folytonosan differenciflhaté vektor. I1gy as
a(8)(¥ = #(s)) «0
vagy
A4 (8)y » () ¥(8) «p (s)

minden @ értéknél egy sikot, igy egy egyparaméteres siksereget
hatdros meg, ahol .« a sikok normélisa.
Tekintsilk két szomszédos sik metasés egyenesét, Best as

<z (8) g = p(e)
1. s (8+h) ¢y = p(8+h)

egyenletrendsser megolddsa adja, Ugyanest as egyeneet kapjuk, ha
a adsodik egyenletbSl kivonom as elsSt é8 osstom h-val

o (e)? o p(e)

13, __(.L!).E___LH th) =« (8) RL!!!*‘LM
Tartson most h O-hos, igy a metssée egyenesek hatérhelysetét
ainden s -nél as

2(8) 7 =p (8)

4(e) 4 = b (8)
egyenletrendsser megolddsa adja.

Vegylink most még egy harmadik
2 ( e+h+k) y. p(s+hek)

sikot, illetve ehelyett az ugyanazon sikot jelents

4 e e e e

IX1.
kifejesésnt,

Tekintestk az I., II., JII. hirom ssomesédos sik 41tal meg-
hatérosott pontot, Tartson h majd k O«hos, ugy kapjuk as

¢ (s)¢ = p(s)
2 (8)y = p(8)
4(e)y = p(8)
egyenletrendszert, amely minden s -nél egy pontot, & hérom ssoa-
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ssédos sik metszés pontjainak a hatdrhelyzetét, vdltosé s-nél
pedig egy #(s) gbrbét hatdroz meg, amelyre

a) 4= P
1v. b) G#m P
¢) 2= P
f111tuk az #(s) <rintéfeliilete
Ve } } (a,t) » 7 (8) + t#(e)

éppen az a torzfelillet, amelyet az #% s p siksereg burkol, Eh-
heg kimutatjuk, hogy V. minden alkotéja rajta a siksereg megfe-
lel§ s paraméteril sikjédn, tovdbb4d ezt a sikot as alkoté mentén
érinti, azaz érintésikja azonos a siksereg megfelel§ eikjdval,
El8sz8r is megmutatjul, hogy V-nek egy alkotéja mentén vett érin-
t8sikja pdrhuzamos a siksereg megfelel§ s paraméterti sikjdval,
azas V-nek egy alkotSja mentén vett normédlisa pdrhusamos < ~val,
A normédlis:

YI. O ﬁgg;vx Jié%’- (#¢ t4) xo = $(#x %)
78 g

Differencidljuk IV, a)-t és vegyilk figyelembe IV, b)-t, igy
VII" 4*.’?0.

Differencidljuk IV, b)~t és vegyilik figyelembe IV, ¢)-t, igy

av = 0.
Pifferenciéljuk VII-et és vegylik figyelembe, hogy # # = 0, igy
VIiI. 4# 90,

Azaz 4 VII, és VIII, szerint merSleges # -ra és # -ra, é8 igy
VI, szerint pdrhuzamos #--el, zzonban az v pontjei IV, a) ssze~
rint rajte vannak a siksereg megfeleld sikjain, igy VI, érinté-
s8ikja nemesak pdrhuzamos, hanem ¥ssze is esik a siksereg megfe-
leld sikjdval, Mivel az érintésik egy egész alkoté mentén fix,
igy Ve egy egéaz alkoté mentén érinti a siksereg megfelel§ sike
Jét, ami egyuttal azt is jelenti, hogy V. alkotéja rajta van e
sikseregnek megfelel§ paraméterii sikjdn, ez a két tény egyiitt pe-
dig azt jelenti, hogy V., a keresett burkolé.

: Még megmutatjuk, hogy V, alkotéi a siksereg szomszédos sik-
jal metszés egyeneseinek hatédrhelyzetével azoncesak, azaz egy al-

kotOs 2 ’
CR ﬁ‘f;
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*ielégiti ag

ﬂf = P

“f = P
egyenletrendszert. Ez a behelyettesités utdn a IV, &) és a VII,
valamint a IV, b) és az <% =« 0 alapjén agomnal adédik,

Tehdt egy egyparaméteres siksereg burkoléja a ssomszédos
sikok metszés egyeneseib8l 4116 torzfelillet, melynek gerincvona-
ls egzen metszésegyenesek £1tal burkolt gbrde,

Megjegyezzilk még, hogy az V. érint8sikjal éppen az » rimu-
16sikjail, mert az érintSsik normélisdval pédrhuszamos felilleti nor-
mélis VI, egerint pdrhuzamos a simulésikra merSleges binormdlis-
sel, Bz asonban azt jelenti, hogy * (a) simldsikjaibél 4116 egy-
paraméteres sikseregnek a burkoldia az + (8) V., érintéfeliilete.

A tovébdiakban megvizsgdljuk egy térgérbe norméleikjaidél,
Bajd rektifikdl6 sikjaibél 4116 egy paraméteres sikseregek 4£1tal
burkelt torszfeliileteket,

22, Poldr feliilet, poldr g¥rbe, rektifikdls

: ey o L\ T | et ¥ '
Bgy v (8) _térgtrbe SN
I, =7 (8))<L(8) =0

norméleikjaibél 4116 egy paraméteres siksereg burkoléjdt a gtrbde
poldrfeliiletének nevessik.,

Bzen burkeld torzfeliilet alkotéit az e18s8 pont szerint as
I, és annak differencidlésdbél kapott

= 1"’44 ( -4/")/’ B (Y «#)Che )l =0
4 ¥

vegy & 8 (g-#)ﬁ/‘n-%_-'-‘f

sikok metszés egyenesei adjék. De II. nem més, mint as % irdnyd-
ban g tdvolsdgra eltolt a rektifikd1é sikkal pérhuzamos sik,igy
I. é8 11, metszés egyenese as 4*0)049 pontbél a # irdnyéban ki-
indulé egyenes

. 7
IXX. /’V(t).’"#f"f/+t¢’
amely nem mde, mint a grbe 8 értékhez tartoszd gorblileti tenge-
lye. Bzek burkeléja a poldrfelfilet gerinevonala, as ugyne vegett

5570896 o e




poldrgdrbe, Bzt ugy kaphatjuk, ha I. 8 IX.-h8s még a II; diffe-
rencidldsdval keletkeszd

Iv o % (Y i) = (Z-//)(-C/# T £) - p’

sikot is hozzdveszem, Bzek kBz¥s pontjdt ugy kapom, ha IV,-be be-
helyettesitem az I, és I, metszés egyenesét jelent§ III,~at: (

| (ropn asbas)=Cls 24) mp’
amibbl ,

tT=p’
4 L

Igy a polérgirbe :
%) (8) w4 p# 4 I £
Vagy a8 f = -%- helyettesités utén

0 (8) w74 -ée#—;%f-;/*

ami a 21, pont szerint a simulé gimbBk k3zéppontjainak mértani
helye. :

Pehdt a normdleikok burkeléfelfiletének gerincvonala a sihm-
16 gtmbdk k¥zéppontjainak mértani helye,

Nég megjegyezsiik, hogy a 25, pont sserint az # fildrewoiu-
tdinak éontjai ies a gbrbiileti tengelyen helyezkednek el, azag
az # minden fildrevolutdja a polérfelilleten van, ezért est a
felliletet evolutafeliiletnek is szoktdk nevezni.

Hétra lenne még megvizegdlni as

Ve ' (f=%)%=0

rektifikdlé sikok 41tal burkelt torzfeliiletet. Az eljdrds telje-~
gen az 01628hd& hasonld, Differencidljuk' az V.=8t,

Vi, - #ha (g =#)2 (g - KL Zené) w0,

V. é8 VI, metszésegyenese keresstiilmegy as # ponton, mert ¢

helyébe # -et irva V,; dis, VI: is teljesiil, irdnya pedig a két
gik normélisdra merSleges irdny:

#x (-0L + 24) wChr LT’

ami az ugynevegett Parboux féle vektor.
Pehdt a burkold feliilet
j (8,8) » 7+ t(C L+ TL)
&
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33, Az ivhosss, az _elsd g_,_‘l_a_‘Lformi

Az Hf » # (a ,,uz) falileten a8 w s u (t) .fltal meghaté-
rozott 7= *(ul(t),u’(t)) ® 7 (t) feltleti gbrbémek a %, poats
61 szémitots ivhossza a 3. pont sszerint

t - :
8-/ .//;‘:zdt

*e

e(t) » 7 \/ a /\/2‘/’ oL ﬁdu dt,

A négyzetgytkjel alatti belad szorzatokat, amelyek (u .ua)-
nek; tehdt a helynek fiiggvényel a felfilet elsd dapmnnyieégeinejg
nevezzlk, és jelBljiik

($5) -

on

U o4 |e B
(25 oy
2

Ju u

(2] o

"

Bgek a jeldlések Gausstél szdrmaznak, SziXdsos eseket a mennyisé-
geket 611¢ 8¢ 111, gzz-vel is jeldlni, agzas

4 I o
R 0”\1:a /3
Igy tehét a girbe ivhossza

% SR
2

(32) 's./\/s al. s 2P ut 8 40 422 at o / €, & o at.

tO to
A (32) ~b8l kapott

e

37 33 = 2 - s - 4

23 (g-% s Bl +-2Fu1f129(}n22ugd3 Y ‘{3

quadratikus alakot az elsd alapforménak nevezzlik,
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Azt 411itjuk, hogy ez a kifejesés poszitiv definit.
P

Quah®+2bhk+c ki

mésodfoku alakot definitnek (I} nevezem, ha csak @ h = k = 0
eaetén 0, minden mds esetben egyenl$ elSjelil, Positiv defindtnek,
ha 8 h = k = 0 ~on kivill pozitiv, és negativ definitnek, ha a
h=k=0 esetén kivill negativ,

Indefinitnek (II) nevezem, ha poszitiv és negativ értékeket
is felvehet,

Szemidefinitnek (III) nevezem, ha ugyan mindig Q.B 0, 111,
Q %0, denemceak a h = k = 0 esetben lesz mullévid.

Allitjuk, hogy ezekhez az esetekhes sslikaéges és elégséges,

hogy a quadratikus alak disgkrimindnsdra a k¥vetkezd reldcidk
teljesill jenek:

1. 56 ed S ®
1T acadl 0
111, ae =2 =0

Tegylk fel, hogy I. teljesedik,Ekkor a, ¢ § 0. Alakitsuk &t
Q =t. '

‘ ; ; 2 ‘
Qua(h2¢2bhkﬁ-k2)naL(ho_%k)2n%k2+‘§_12] -

wa|(h f'%f.k)a 5 %zzﬁﬁitﬂ-]
amib8l 14thaté, hogy I. elégend§ ahhoz, hogy a ssbgletes zdréjel-
ben 16vS kifejezés pozitiv legyen, de ssiikséges is, mert
h + % k b é8 k megfeleld vdlaaztdsdval mindig zérévd tehets.
‘Hea most a > 0, ngy positiv definit a kifejezés, ha a < O
ugy negativ definit,
Tegyflk fel, hogy II, teljesedik, @ utolsé kifejezéséb8l 14t
haté, hogy Q pozitiv és negativ értékeket is felvehet.
Tegytik fel, hogy III. teljesedik igy Q = 0, 411, Q9 0 a-
ezerint, amint & >0, 111. a<0, de B » - > nél Q mindig o,
Hogy a (33) Kkifejezés diszkriminénss pozitiv. ast a Legrange
féle identités segitségével fogjuk beldtni. Ez azt mondja ki,hogy

(34) xhH? e a2 2 o (e h)? .
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Hg a k&t o- ssl bezdrt sz@g o , ugy

Ly

(axf)g s ( !ztf A :/zg ”f%’ Bi@zqﬁ e A 2/-%(;“”2“,._,:_

w;m .»i :":’, ) 2
AT LGP L

costo = 42/3-9.( o ¥ )2.
68 8 # ds £ 1insdrisan flggetlonek, ugy ez a kifejezés po-
sitiv,

Ha =

{ J #
H B s==s=rp / = "
ur o

Qgy 2
BC e F = 8y 85 = g1p> 0

valamint B » g;, > ¢, 1gy (33) positiv definit,

)

éfcg,s 8gnérés

Fegyen B~ sml (fk) 8gy rbgzitett (ul,nz) ponton dtmend

felilleti gSxde ds 1~ = mﬂ (t) =gy ugysnasen ponten 4tmend mé«
elk felitletdi g¥xbae, &
Bgek érintdi s rigzitets ift,xom“) ponthan

a v "ol _.-OC & 5#’ oL
prrveem :t "?"li '.M‘fii.’_ ST
B 1 g u*
igy sz dltaluk bezdrt ssig cosinuse
Iz oy e & o o f3
Iut 2 9p? 8 80(42 b By
(35) e08 & = .,./a_:;:l_m S el qf;‘.v,.“,,_,,,. 4,“_._1_.:.?:_55 - 2
/ K ;f / {l / 4 ‘ i ?’ { y
\/ ( i SR B 25 A al « \é "t
W e Y \V SSA R 8,4 ¥ ”:1 («V"Z 8,
Am dltalmk bezdrt =s¥z sisnsa
J % i;d . 3 | da EE - 1.8 3@k 4
au ey 1 ee . | 1 S (v 25 - 8) u;)
ginis ————cecm- :m-—— e == S — / .=
Y ANE L gt D ' SO P
\/ .f{:’; \/('?);%A\ \éa(j ay Uy \Ig(uu Uy %y
5oy | (5
i TR N
Ve 8 - fp (BE; - 7y &)
E CEE B e
\ 35{3 ? iy \W"Efé b Foe
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A paramétervonalak 4ltal beszdrt s28g cosinusa
&2

08 ¢ = :
\;511522

gers 4té u%-t,df-o; 43 =0, ulat,

Bg azonban 8zt jelenti, hogy a paramétervonalak ott és csak
ott mexrSlegesek, ahol 815 = 0.

35, Pelezinszdmitde

Polytonosan differenciflhaté gbrbének mindig van ivhosssu-
sdga, Bz beirhaté tdrtvonal hosszénak hatdrértéke, ha a t¥rtvo-
nal oldalainak szdmédt ugy n¥veljilk minden hatdron tul, hogy a
leghosszadbdb oldal is gérushoz tartson,

Ha ennek megfelelSen egy felililetbe soklapot irunk be, as
oldallapok szdmdt ugy ndveljilk mindem hatdron tul, hogy asoknak
a teriilete is zérus felé tartson, akkor az igy kapott soklapek
felszineinek hatdrértéke az eredeti felfilet felszinétdl kildndl-
28 lehet, mint azt az aldbbi &brdrél azonnal beldtjuk,

De még ha az oldallapok &¢tmé-
réje 18 zérdhoz tart, akkor sem
biztos, hogy van egyértelmii, asg
eddigi ismereteinkkel megegyesé
értékii felszin,

Ezt az 411itdst el8ssdr HsA.
Schwarcz igazolta, mégpedig egy
forgds henger palédstjdra, 4z »r
sugary és m magassdgu forgdshea-
ger paléstjédnak felszine 2 7~ r m,

A henger alapkdrét 2n egyen-
16 ivre osztjuk, Az osztdSpontoken

keresztulmené alkotdk a henger pdrhuzamos k¥reit szinién 2n e-
gyenlS részre osztjdk, As alaplappal és a fedSlappal pérhusamcs
YV @« 1 sikkal a henger paldstjét ) darab egyenkirt —=- magas-
adgu paldstra bontjuk. A teljes paldst alapkirén felvett n pé~
ros és n pédratlan osztépenton 4tmend alkoté a henger t8bbi ki=
rét 18 n péros és n pdratlan osztSpontban meiszik,
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A » szému kisebd hengerpaldst alsé k¥rén a pdratlan, felal
k8rén pedig a péros osztépontok pdronkinti BsszekBtésével 2 egy-
bevédgé szabdlyos n-oldalu sokszBget kapunk. Az egyik sokssdg
egy AB oldaléhosz hozzévesszilk a méeik sokszbgnek azt a €' 838gw
pontjét, amelyen &tmené alkoté az AB oldalhos tartozé kirivet
egy C pontban felezi, (Ha tehdt A és P pdros osztépont, akkor €
pératlan és megforditva,) Az igy meghatdrozott ABC’ héromssdg
egyenl8szdru alapja az r sugaru kirbe irhaté n oldalu sszabé-
lyos soksz8g AP = 2 r sin q%; oldala, magasséga pedig € D, ha
D JelBli az AP oldal felezSpontjdt,

Ha az AP oldalu szabdlyos sokszignek ktzéppontja Oy ak-
kor C'D & C'C és a CD befogdju dePékzzdgi hdromssdg &tfoglé~
Ja é8

el 2
T2 2 T + W = Ly + 4 retnt 5,

mert vﬁan,W-T-Eﬁ-r-rcos-—'—?—-r(l.-coa-%'—)é.

n.
=20 sinz—z‘&;}

Az APC* egyenl8szdru héromszig teriillete tehdt
t er sin ;r \/ﬁ%fz + 4 r2 ain4 -ég—..

Ha as T%T magasségu hengerpaldst alsé és felé% k8>ébe -4rt
n=0ldalu szabdlyos soksz8g egy-egy oldaldnak végpontjait a mdeik
soksstg egy-egy megfeleld szbgpontjdval UsszekdPjik, akkor ebbe
a hengerpaléstba olyan soklapot irtunk, amely az ABC’ egyenlée
széru héromszBggel egybevdgé 2 n oldallapbél 411, Ha ezt az el-
Jérédst a tSbbi "5'.' magassdgu hengerpaldstra ismételjilk, akkor
az m magassiga hengerpaldstba olyan soklapot irunk, amelynek
felegine

T 2 7T 14
sin— 8in -5
Pn-2n vta2Tr J‘_‘_ m2+r2.?)‘4{,;§2} —
n 2n

Haaz n és a » egész szdmot ugy ntvel jiik minden hatéron
tul, hogy -3%— hényados véges H hatdrértékhez tartson, akkor a
-pe-
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hengerfaldstba irt soklap P

% felszinének van hatdrértéke és esg

27 » vm‘? + H? aé rz o Csak skkor kapjuk a henger 2.7 r m pa«

14stjét, ha H & 0,
4

= la a —y—~ végtelen soro-
n
zat divergens, akkor Fn’ is
5 divergens, Ennek as as oka, hegy

ha p lényegesen gyorsabban tart
végtelenhez, mint nz, ugy a be-
A ' irt soklap lapjai kis szbget
girnak be a felliletnormdlisdval,
azaz nagyon meredeken 4llnak a
felilletre, da olyan alakzatet
képeZnek, mint a reszeld fogai kicsiny de hegyes fogakndl, ami-
nek lényegesen nagyobb a felssine, mint a reszell alapjdt képezé
téglateastnek,

Tehdt a gdrbe ivhosss kissdmitdednak ilyen 4tvitele sem meg-
felel§, A gdrbe ivhosssat azonban mésképpen is megkaphat juk, a=-
mely eljdrdst nehézaség nélkiil lehet 41ltaldnositani, Vegyilink egy
8 gbrbét érinté sokszdget., Legyen a gérbe y s g(x) 48 a sok-
820g oldalai érintsék a gbrbét az illetd oldalnak megfelell ‘Axi

intervallumok fi pontjaiban (4 e 142,.,,4, n; ahol n az oldalak
ssdma.) Ezen sokszdg hossza

1}2:1 \[;f 3'2( §1)11x1 aminek a hatdrértéke s -.r\/1+g’2(x)dx.
. )

A felszint az érinté soklapeok felszinének hatdrdértékeként
definidljuk, ha az oldallapok maximélis 4tmérSje tart zéréhos,
Igy ba a 2 = g(x,y) fiiggvény az xy -sik egy T tartomdnydban
folytonosan differencidlhaté x és y szerint, akkor a ¢ =
e g(x,3} felillet azon darabjdnak felszine, amelynek deréksgi-
gl vetillete a T tartomdny,

7

-
(363 //\/1¢g§+g§dxdy.
(1)
Ha a fellilet felvett darabjdt egy n lapbbl £1146 8, sok-
lap oldallapjai érintik és ha f]_,fe,..o,f}2 jelsli S, lapjai-
nak teriiletét., tl.ta,...,tn pedig a lapok deréskzigii vetiiletei-
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S ol e

nek teriiletét as =x,y sikon, akker €, = £} cO8 ahol %
a k-adik lapnak az xy -sikkal alkotiott szige, cos &y & k-adik
lap normflisédnak harmadik irédnyeosinusa, Ha 8 k-adik lap a
z-g(x,y)}- 0 felilletet a Py = [?k’yk”k = g(xk,yk)] pontban é=-
rinti, akkor az érintdsik harmadik irdnycosinusa

cos Cﬁk = \/—=__———=1=2-_—=-=_21
1+ Be(Xys¥y) “48y(Xys 7))

Az 8, goklap felszine tehdt

n » n e
Z Ly OZ ty 3 cos ‘70}: p. Z tk\/1+gx(xk,yk)2 + gy(xk.yk)2 .

kel k=1 k=l

Ha as Sn gsoklap lapjainak sgédma ugy ndvekezik minden hatd-
ron tul, hogy as egyes lapok £tmérSje zérus felé tart, akkor emn-
nek ag 8sszegnek van hatdrértéke és es

(44 \/1 + 8 x)? o e&(x.y)2 dx dy .

Ha a feldlet egyenlete PF(x,y,2) = 0, akkor a felllletnor-
m4148dnak harmadik irdnycosinusa & P(x,y,8) pentban

2 2 2
V;# & Fy * Xy

Ha & T tartomdnyban &3 Fz(x.y,z) parcidlis differencidlhényas
dos nem tlinik el, akkor» a felszin képlete

2 2 2
Q/,/) \/‘P:.:(x"’z) +F;!(x.y92) +.?x(x.y.2) 45 4%

2 x’Y’z’ o

Bgyszeres integrdllal lehet kiszédmitenmi a 3 = g(x) ghrbé-
nek & z-tengely kortili forgdsdval leirt forgdsfeliilet felszinét,
ha g(x) x-nek folytonosan differenciflhaté fliggvénye.

He a grbe A 111, P pontjdnak a 411, b az x koor-
dindtéja és ha a gérbe AP ive nem metszi a =z tengelyt, akkor
411itjuk, hogy az AP ivnek a setengely k¥rilli forgésdval leirt
feltilet felszine b .

27 / X \/?4& g’(;.r.)2 dx .

a
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Az olyan forgédskup paldstjdnak felszine, amelynek alapkdre
r e~sugaru és alkotéjdnak 1 a hossza: 7 rl, mert ha a paldstoet egy
alkotéja mentén felvdgjuk és a sikba terit jiilk, l-sugaru olyan
kBrcikket kapunk, amelynek kdrive 2 J r hosszu., Bgy olyan for-
géscsonkakup palédstjénak felszine, amelyen a két alapk®r sugara
ry és r, (<'r1), 8 a2 alkoté hossza s,

TwTs(r +ry) =2 W’afo (2/0 =Try + Tp) o

Ha ugyanis 1; 411, 1, a teljes ill. a kiegészitl kup ale
kotdjdnak hossza, akkor

? s 7Ly - Jflarz,
_ 8 = 1y-1g é8 1y ¢t 1y = Py : Ty
vagyis 1,7, = 1,
Tehdt
‘s(ri + 1) w (17-15) (ry+41,) = 1,1 =1,Tp#) Toel ry el P =10y

Ha tehdt egy & hosszuségn szakaszt egy. vele egy sikban
fekvS dlyan tengdly kdrill forgatumk, amely a szakaszt nem met-
szi, akkor a szakesz forgdsa kSzben leirt felillet feleszine g~
nek és a szakaws felezdpontja 4dltal leirt kbr keriiletének szor-
gatdval egyenld.

Ba az AP 1iven Py & Ay PyjoeesyPpy PP & P egyméstél kti-
15nb8ed egymdsra kivetkezd pont, akkor a PPy ¢e. P, tOrtvonal
" ¢ tengely kidriili forgdsa kdzben olyan forgdsfelliletet ir le,
amelynek felazihe

n | n
pge = By g b 82 Z % fx*
ksl k=1l

ahol aPk a Py_, P, szakasz felezlpontjdnak a s-tengelytdl valéd
tdvolséga, azaz az (xk_l,xk) asakasz felezSpontja, ahol x, a
Py pont x ~koordindtd{jdt jelenti (k=1,2,...Rn).

Ha az AB iven a P, pontok szdmdt ag 8, szakasgok min-
den hatdron aluli kisebbitéamével siiritjilk, akkor az eldébbi Ysgz-
szegnek hatdrértéke

/3 5
2.77‘/ xdsa2-7/‘/ le-rg’(x)zc;;x.
o 3
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Az els88 integrélban a v4ltozd a garbe ivhosszusdga. Bb'bél a

mésodik integrdl ugy kbvetkezik, hogy a—-a Vl ES g’(x)2
. Pérjtink 4%t az
2

X = f(l,zl,u“)
y =y (ut,ud)
z2sf (?p(ulouz)s 4 (ulvu2)> - ‘X (ultuz)

transsformdeide képletekkel az ul,u2 paraméteres ¢18411itdera,

ahol legyen
i‘{.d%_ ¥
Fla u%)

a tekintett tartomdnydban,
Igy az inverz fliggvények differencidldsi szabdlya szerint

2 1l
4. R
1 P 42 2 %l
S Gy =y
dz _ 9z Ful . o2 Du?
w 91'-:-6.’?6{?311 ox-
2z 0z Iut , &a, Hu®
9y ol By @ oud 7y |
)/1’ -élzq(——>-1¢ull-?£2__l‘.2_ﬁ M.Zélﬂ;
ox oy - Pu- Ve Yut)e (Y #é -9 4)?

'% ‘/( Pat Yu? -Ful¥uly? , ([ ot Yu2, 12 Yaly2y( A/nlﬁf-xziﬂ')z
Most a felszinnek az (36) kifejezésére ag
b ?(ul,uz)

¥y » ¥ (ul
integrdl transzformdciét alkalmazva

5570896 - -




'//\/li-z:*ssdxdy-
 J

- //%- \/( Spul Yul. %u? Wul)zq-()‘nl Va2 2 Zﬂul)2 *
G :

V+ kxnlgﬂuz- an fpul)ab duldu

De mivel 2 2
&1 = 902*11 ? ;ﬂal ‘-"?/ul

&g * Ful P2 ¢+ Yl guuz ' an X2

29 ® ?52 » }ﬂ'§2 + ng
i o
( Pl Ya? . Pa? Vul)z ¢ (X ! Vn -)/uz }/ulia ¥

¢ (X2 A2 - [2 F1)? » g185,-60, » I 8 {

amit a jobb és bal oldalon £116 miiveletek elvégzése utjdn iga-
golhatunk,

Igy
(37) Pe {/Wsdpl duldu?

Wég egy megjegyzést tessziink,

, 2
y : dx U4 1A_2
Vé(sllszg =~ 8122)An1Au2 n‘/ 8‘;1- x au?) A u An

J

A gybkjel alatti kifejezés agondan a

;#’d Au* (o -ra nem ssummégni!) vek-
g
torok 41tal meghatérozott infinités=

imalis parallelogramma tertilete, I-
lyen vonatkozdsban a (37) integrdl
azt jelenti, hogy ezen infinitézimé-
1is parallelogrammok tertiletel nek




Usesegei tetsz8legesen megkBzelitik a feliilet felszinét, azaz a
parallelogrammék teriilete csak igen kicsit tér el a megfelels
felillet daradb felezinétdl,

36, A mdgodik alapmennyipgégek

Mig az elsd alapmennyiségek a matrik4t hatdroztdk meg a fe-
ltileten, addig a mdsodik alapmennyiségek a felflletnek as érinté-
8ikjdt6l valé t#volsédgdira lessnek bizonyos mértékig jellemzSek.

Legyen az
& a7 (ut,u?)
fellilet a tekintett pont kirnyezetében legalddb héromszor foly-

tonosan differancidlhaté,
A feltilet érintdsikje a P(ul, u2) pontdm

(Pawy 08

Pejtsiik az I, feliilet Taylor sorba a médsodfokunédl magasabdb-
foku tagok elhagydsédval

' 2
13, 7(al,0?) w7, 4%)()@“ - € & (%)(u‘ ) (W )

Az I, felfllet a P pontban mdsodrendben megkdzelit§ II, fe-
1ilet pontjainak a P pontbelil érintdsiktél valé tdvelsdguk

32 # X A
- S el R ales

JelBljiik

2 b SR
(38) ftfe n)

R

Bzt a négy mennyiséget, amelyek k3gzil bys = by, a feliilet
pdsodik alapmennyiségeinek nevezsziik, Szokdsos ezekre még a Gausss
tdl azérmGSG bll F Ia, bla = b21 - l. 68 hzz = N 30181‘8 18.

Tekintsiik most a P pontot a koordinitarendsgertink kezd§

pontjdnak és a P pontbél kiindulé 997: és ~#, vektorokat
"
@ koordindta rendszeriink egységvektorainak, és jeldljiik

(u” - u:) ot y, eval, a d tdvolsdgot ¥, -al, igy a I, fe=
ltilet egyenlete a tekintett koordindtarendszerben

ﬁ(ul,uz) »b,, (nl,uz)
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(39) ¥y e Ya Y Yp

Bz egy az I, felfiletet a P, pontban médsoerendben megkdze-
1it8 paraboloid (oszkullélé paraboloid), Igy a b, mennyiségek
ha nem is az I, felillet pontjainak, de az aszt megkSzelitd II.
felllet pontjainak tdvolsdgdt hatdrozzdk meg a P pontbeli é-

rint8siktél.,

37« Heusnier tétele

Hegmutatjuk, hogy egy adott #= #’(ul,uz) felilleten 1évé
=g u.lft), u2(t)) w 7 (t) felilleti gdrbe gbrbiiletét egy
}?(nl,ué) pontban mdr a gorbe érint8jét meghatdrozé ﬂl,ﬁz neny =
Tiayiségekbé'l és a gdrbe f fénormdlisdnak az # felilleti normd-
lissal bezdrt sz8z6b81l 1is meg lehet hatédrozni, amennyiben
4 7{;‘ 0y 48 ez a g¥rbillet éppen akkora, mint az # s f dltal
meghatdrozott simuideik 41tal kimetszett sikgdrbe girbtilete.
Azokat ez eseteket, amikor #/u 0, azaz a gbrbe simulésikja
Usszeesik a felillet dérintSsikjdval kizdrjuk,

Vezessilk be a gérbén az ivhosszat paraméternck agz s = 8(t),
111, annak inverzét jelent§ t = %(s) fiiggvények segitaégével.
i a¢-

s = O

Bzt azonban més uton is kifejezhet jiikk, annak felhaszndlédsdval,
he‘gx # feliileti gdrbe

Lo oo At
Fa® -dt: -ds

2 2
& __2%r v aal(as), I# 2 (at\" I a5t a2
= o Y] Tmsrs 4+ -——;— —-—-2- s ¢ oo wmn— -7
ds Ju*Jw” at 4t \as Ju® -at® \as Ja at- ds

lgy " 8
ait, Rl i -/é(dt) .o (4t -ffas
ds / du*gu” 5 ds P " <de> (ds)

De tudjuk, hogy az inverz fiiggvénye: differencidilési sgabd-
‘lya alapjén
8, 1 (de
ds 32 at
5570896 - 74 -
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s/ X,
(40) Cyn = - - v

A (40) kifejesésnek s jobd oldala azonban csak az &rints
irdnydt6l fiigg egy meghatirczott pontban, A baloldalom ogy
meghatdrozott pontban 411lands, igy a gbrdbe gbrblilete csak ¥ =
t61 fugg. (Ha # { = 0, ugy (40) O értékét adott # &s # mellett
sem hatdrozsza meg,) Vagy mdsképpen kifgjesve; egy ponten 4tmené
Geszes adott érintlji és fOnormdlisu, azaz ‘adott simmlésikkal
rendelkes§ feltiletl gtrbe gbrbillete ugyanas, még pedig annyi,
mint ez 1lletd simuléeik £1tal kimetszett sikgbrbe girbilete,

Es azt jelenti, hogy o felfilet ogy adott pontjddan megadott
irdnyn és fOnormdlisu felilleti gBrbék kiszlil elegend§ as egyetlen
ilyen sikgbrbét vizsgdlni, mert a t3bbi gbrdének ie ugyanas a
girblilete,

Do (40)=b81 még tovdbbi Bsszeffiggések olvashatldk le. 14/
nem mfs - mivel mindkét tényesd egységvektor - pint az dltaluk
besdrt sz8g cosimumsa, Tehdt ujra esak vdltozatlan irédny mellett
az @ sik fogja a minimdlis gorbiiletd gtrbét kimetszeni, amelyik
as }/-n kiviil még as 7 -en is dtmegy. Ezt a sikot normflsike
nak, a sikmetszolet normédlmetszetnek, mig a t3bbi as illets pen-
ton dtmend sikot ferde sikmok, a metszetet ferde metszetnek ne-
vessiik, Az adott irdny mellett minimélis girblilet a normélmet-
ezet girblllete, amelyet K ~al jelBlfink, Igy mivel ez esetben
4‘}’ »23

%,
= b & a”
I, ). 1 2

(-4

1 8]3 ﬁf|ﬁJ
A tovébbiakban fontos sserspet j4tssé ¥ «al asonban esak
abagolut értékben egyenlé

ﬁxﬂ

&;d af ad
mennyiséget a P ~bem as 1llet§ irdnyhos tartesd normilgirbiilet-
nek nevessiik,

1gy

11, cwfax
Cecozu sk

ahel x as # és / £1tal besdrt ssdg.
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Legyen a normdlmetsset gtrbilleti sugara
Ra—é—-,igy
K

(42) R cos x = p
amit Meusnier tételének nevesiink.

Ez a P ponton dimend adott irdnyu feltileti gBrbék gérbdbile~

telnek vizsgdlatéban ujabb redukcié lehetSségét jelenti. Mostmdr
nem kell a simuldsikek 41tal kimetszett gdrbék gSrbiletdt kiildn-
k#llon keresni, hanem elegend§ a K = -%- normdlgsrbiilletét megdl-
lapitani, és ebbSl « ismeretébem o vagy C meghatdrozhatd,

A111tjuk, hogy a P -n dthaladé azonos érintsjS felflleti
g8rbéknél j/ a P ~beli érintfsiknak mindig ugyanazom oldalédra
esik, Bhhes kimmtatjuk, hogy sgan / egy adott irdny mellett
&llandé. €, mint egy gdrbe gbrbfilete mindig pozitiv, igy IX.sze-
rint sgn 'n),’ = sgn K, ami utébbi azonban fix pont és irdny mel-
lett 411andé. A gtrbilleti kdzéppont, mint tudjuk P =t81 az
irdnydbam ¢ ( >0) tdvolsdgra fekvS pont, igy minden adott pont—
hos és8 irdnyhoz tartezd felHleti gdrbe gbrbiileti kézéppontja az
érint6eik ugyanazom oldaldn van,

Igy a Beusnier tételének a kdvetkez§ geometriai értelmesést
adhatjuk, Mérjtik fel R dértéket P «t61l # -re irdny és nagysédg
azerint, Az igy kapott O k¥ril szerkessstink R = |E| sugaru
-gtmbFt, L1litjuk, hogy ebbSl a gérbe P -bell simuld sikja éppen
a gdrbe g¥rtiileti korét metszi ki, _

A normélmetsszet }914 fémormdlisa irdnyéban P ~t61 R #4-
'Volsdgra 1&vS pent legyem O, Ha /,, s 4,ugy EwKj; ReB;

'ﬁg, =Ry ; 0 s @, Hapedig/” = -4, ugy R®» « R, déﬁfha Rwg

és ekkor is O » 0, Igy minden
gbrbiiletl kizéppont az érints-
sik azon 0ldaldm van, mint O,
A gbmbb6l a simmldésik £1-
tal kimetszett kdr sugara
Hegos o« y ahol « as # és
éltal bezért kisebd szbg, De
§ >0 és (42) miatt Ps|p|=
= |R| jcosw| « R coa gz .
Igy a kimetszett kir su-
gara a girbilileti k¥r sugara
és kbzéppontja P-$81 asz / ird-
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nydban ¢ tdvoladgra van, tehdt a gtrbilesi kir kiséppontja,
Asas a fenti gtmbbdl a simuldsikok a girdflleti k¥rBket metssik
ki vagy médeképpen megfogalmazva: az O merSleges vetlilete as
ugyanesen penthes és irdnyhoz tarteosé valamely feliileti girbde
gimnlé sikjdra a girdbe P ~hes tartosdé girbiileti kbBséppontja.

38, anagglgbgbﬁlotek. g Gauss-féle és a ki-
"""""" -~ -géppbrbilet - -

. - -

. HMsstr a felflletnek adott P pontjén’ dtmens, ott adott
# értmtbvel és adott ¥ fénormdlissal rendelkess feltleti gtr-
béket visegéltunk, majd a Beusnier-tétel ismeretédén egyediil a
normflmeteset gOrdliletének segitségével &t tudtuk tekinteni a
P ponton tmend # érintSjl felilleti gtrdék gdrdUletét ha még
as o« estget is mértdk, Most megprébflunk as + megkBiSstségé-
t61 418 megesabadulni, s igy e P ponton &tmens felfiletd glrdék
gtrbliletei felett egységes ditekintést nyerni. Mindemesetrs, he
kU18nd5836 irdnyokat tekintiink, ugy K értéke vdltosni fog.Vize-
géljuk most K értékeit a kild3ndb8sS irdnyokban,
E egy adott P(nl.ua) pontdan ﬁl,fa -nek filiggvénye

e ¢(at,a?)

. alely as ﬁl.ﬁz -nek egy racionélis tBrtfilggvénye, A neves§ a
33. pont eserint positiv definit, igy qb ag al - iz = 0 kivé-
telével mindenhol folytonos. Tekintsllk ¢ <t egy as

o(al « 0, @ « 0) pontot xBriilvevs sért kdrgylrin, vagy akdr
esak egy as O-t k¥rtilvevs kbrSn, ugyanezen sért tartomdnydan
folytonos ¢ ott felveszi a maximumét és minimumdt, Bhhes ssiik-

séges, hogy

ax b %0 &y o &7 - 2 g, &7 by @ @7
g8y (8pr uf a° )e
. ) 'T . o
gor af @ '
azas
o of

(43) (b,p - K s,),)n « 0
legyen.
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Az e1828 meggondoldack alep]4n azonban tudjuk, hogy ¢ a

fekintett tartomdnyban felvassi s naximunmdt és a minimumdt, azas
)

van olyan ﬁ%, ﬁf, és ﬁ%, #;, melyre (43) teljesiil, (43) ~at

egyenletrendszernek fogva fsl u 5 ﬁa -ré, igy mivel enmnek a ho-

mogén egyenletrendszsrnek van a trividlistél kill®nbdz6 megold4-
88, a determindnsdnek zérdénak ksll lennie,

b

11 -~ K 8, b ~ K g,

by - K 8y b2 - K gy,

Es azonban misodfoku egyenlet X -8 nézve,

_ 2 2 2

(By) - K&yy)(bpp - Kegp) - (by, - Kgyn)? = (gy,8,, - &2) K° -
s 2
= (81 D5 - 2 g1,5b15 + p5b,,)K # P11P22 - b3y =0 .

Jeldljtik ennek gyBkeit K; éa Ky =vel, Miel (43) «nak csak e-
gen két K esetében van a trividlistdél kiilsnbszs megolddsa, ag-
8% osak ezen két esetben lehetséges e2élnfériék, igy a két szdl-
séérték K, és Ké. Bs ezek mint a valés értéki K e2él88érté-

kei valésak kell hogy legyenek, Ky és Ky =t az illetd ponthos
tarto 36 fénormilgdrdiileteknsak nevezziik,

Hogy K 826186 éritékeinek meghatdrozdsdndl ag ﬁl,ﬁz ép-~

tékpdrokat csak egy kor, vagy kErgyiirii mentén vizsgdltuk, nem
Jelent megszoritdst, mert X ssempentjdbél csak ﬁl,éz arédnya

8 lényeges, amely ardnynak minden értéke Rdr a tekintett k#r
mentén is fellép,

Egyenlére tegyiik fel, hogy Ky # K o

Kl é3 Ka irdnydt mostmér a Ky és K, -nek a (43) «ba
valé beirdsdval eld4116 egyenletrendszerekbdl ksphatjuk,

(bm/3 - Ky )&g s 0
(44)
111, (bp = Ky g, Jiy =0,

Mivel & mdsedfolku egyenlet gydkeinek szorszata a konstans
tag és a mdsodfoku tag egyfitthatéjénak hényadosa, a két gysk
Usszege pedig az elséfoku s a mésodfeku tag hényadosénak nega-
tiv értéke, igy
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=8
by, boy - b7,
i+ S - iy | B

811 822 ~ &2

(45) K K,

811 b1 - 20y 512r * 822P23 4

&1 822 - 812
melyek a felfilet Gauss-féle illetve kBzépgbrdilete.

He E, » K, ugy a maximum egyenld a minimmmmal, K minden
{rényban ugyanannyi, As ilyen pontokat gimbi pentoknak nevessik,

mert a gtmd minden pontja ilyen,
Bkkor

{ 46) E,.+ Ky »

. w4’
® = ©
sga"iz ad
vagy
b, 8% 4 » 0g " &
(‘dﬁ - c‘dﬁ )‘ﬁd iﬁ 0
bérmely &1,°2 -8 (il.&z pem mindketts séré)s B2 csak ugy le-
“het; he
(‘?) b“ﬂ ® cs«ﬂ

Ages g8mbi pontendl az elss ée a mésodik alapmennyiségek ard-
Q’“‘kv
B3 nyilvén forditva is igas, Mert ha (47) fenndll;, ugy
r.o B 8 4’
| AT AT Bt
8yd 8’ 49

Az olyan gBmdi pontokat, ahol ¢ = @, esas K ¢ K, = la e 0
sikpontoknak nevessfik, mert a sik mindes pontja ilyen. Bsekre
jellems§, hogy b“ﬂ = 0,

Bég megmutatjuk, hogy amennyiben Ky ¢ K3, ugy esek irdnys
egymdora merSleges, Ha K, « Ky ugy esek irédnye bdrmely irédny,
igy a merSleges is lehet,

(44) ~et szorosva W&, -val, ill, @y -val, ami pemcsak S30P-
gdet, hanem Bsezeaddst (szummdzdet) 18 jelent,

._na "'g
. (bayp = K38, )0y 83 » 0
o
'd .
(buj = KB,y Jig ¥ = 0
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a mdsodik sorban az o és S indexeket feleserdlve, ami csak jeld-
1ésbeli kiill¥nbség, és a két sort kivonva egymésbél

(52 KI)B/B ‘g 0

Mivel asonban K, ~ K, # 0, igy kell, hogy 8ag ﬁ: ﬁg. ®« 0 le~
gyeny ami a 34, 9¢nt szerint azt jelenti, hogy a Kl irdnydt meg-
hatdrosé ui, '1’ és a ;é irdny4t meghatdrozé ua, ng .egymédsra
merfleges,

22 !g;dr tétclg

A 38, pont elején kitiigttt célunk a fellilet egy pontjén 4t-
menS feliileti girbék girbilletei felett dttekintést nyerni, Fhhez
a befejess 1lépéet as Buler-tétel fogja szolgdltatni, amely egy
gen egysgeril Bssszefliggést dllapit meg valamely irdnyhoz tartozé
normédlgdrbiilet, valamint s f6normélgbrbtiletek és a tokintett i-
rénynak valamelyik fénormdlgérbitileti irdnnyal besdrt szlge ki-
g8tt, BEnnek kimutatdséhoz azonban elfsgdr olyan paramétervonal
rendsserre térink dt, melynek érint6i as adott ¥ = Zf(u;,n?) fe-
-1let tekintett P(n ,u ) Zontjébcn a xl.xz fénorndlgBrbliletek
é1tal meghatdrosots nl, ul, 111, ni. “2 irdnyekba mutatnak
(igy merSlegesek egymdsra) és egységvektorok.

A K és K, irdnyéba mutaté vektorok

: QA
I,
an*
As
) ¢ ¢4 8 e a* (n > ia)

paraméter transzforméciét ugy akerom meghatdrozni, hogy asutén a
paraméterveonalak érintfi az I, vekterok legyenek; azas

3a° ‘aa au*"“ % 0

legyen, Bz akkor teljesill, ha a II, tremszformdcié elyan, hogy



b'_u:onoi kgt legegyszeriibb a linedris

111, %= & w7

Bzen transesformécié utdn a paramétervonalak &rintéi Ky 112, K,
irdnydban mutatnak, azas egymésra merSlegesek, asas 312*' 0»

| S

r X B 3du* I Suf .ot
1 ( ) 2w dar 308 dar 8s W) ¥y

gely €ltalédan nem egyenll eggyel. Hasonléan 322 ¢
Asondan ha még as
=1 S R =2 2 A2

Ve = . »

tnnufomdoiét is elvégezsik, ugy

X1 2% &l o4
b - ( ) "7 _37'2'7’ "!;
e
"8, ( )
§e hasonmléan
&2 * 1
6o sivel : é
oA o a o# 4 %
ol " oat 1‘ o S A :

1&gy & paramétervonalak érintfi csak eg faktorral lunéduk-,
asas irdnyuk vdltosatlan, igy

& =0

Bssel & kivént transsformécisét végrehajsettuk.
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Mivel ezeket a transzformédcidkat mi a K /46/ alatti kifejezésé-
re akarjuk alkalmazni, meg kell mutatni, hogy K 1lyen és 41~

taldban megengedett és irdnytarté paraméter transzformédcidkkal

szemben invariéns, Irédnytarténak neveziink egy transzforméciét,

ha a felilletli normélis irdnyitdsdt vdltozatlanul hagyja.

Ki fogjuk mutatni, hogy az els§ alapforma minden megenge-
dett paraméter transzformdciéval a mésodik alapforme pedig min-
den megengedett és irdnytartéd paraméter transzforméciéval szem-
ben invaridns, Bl8szdr az alapmennyiségek transzformédciés t8rvé-
nyeit vizsgédl juk meg.

Legyen tehdt adva # = # / u 1, u 2 / é8 hajtsunk végre
egy

SR L T
Vo
paraméter transzformédcidét, Igy

- dr AL ¥ 2v” 2% 2!8’ u” 9u£8r3
B~ e o Dl Ja% 2af FFP " Ie%. 3’

és ha V., irdnytarté, azaz A~ = 43 , ugy

2
= Jé
5«./9 = 9 48 W = 2 ‘&# /ﬁ- 2 (’2—% )M:

23~ 2wa° 29* \2i” 23% \9v° 9a

LL2 .t a0l or p°a° )M-

2u” Ju 2i% 2a8 2u® 2a* 2as

2w’ 2 s
T T
EE
& Sl s r % g s d-ﬁ P &
Sd.p u"‘nﬂz ;;w —al:—- -a—%‘- d: grs = 57‘3 u u

és hasonléan




Igy ha vigydzunk arra, hogy sz I. paraméter transzformicid ¢
irdnytarté legyen, ugy az elsf és a mésodik alapforma, igy az
azok hényadosdbdl 4116 K 1is paraméter invariéns,

Y < 2 Ad AB
5 b u u b u u
= 2 i = A 7’
8pd a’ ua g 78 ar u

Figyelembe véve, hogy &, = 0, 8y, = 85, = 1, K - t & kivetke-
z8, szémunkra hasznos alakra hozhatjuk

2 T
A Ax A Al A2 A2
Gl ™ /\\12

Hég megmutatjuk, hogy ezen paraméter vonal rendszerben a tekin-
tett P pontban B, = 0. A III. 68 IV, transzromdoié végre-
hajtésédval a K, éan K irdny-t meghatérozé u1 ‘1

; ’ ‘ug mennyiségek a /‘1, 0 111, O, ). nonnyiségekbo men-
nek dt, amik ugyenezt az irényt hatérozzék meg, mint az 1,0
111, 0, 1 mennyiségek, Az ¢18z8 pont utolsé dekezdése azerint
ezondan G, iy W =0 s 38., I. miattd,y 0} uge

= 0, b,,,/_; transzformécids térvénye alapjén pedig

M |t g AR
vI. K = A‘llf S‘ZL

ul e u2

Al A2 ; A
Hamost 2" =1, u” = 0  ugy K-Kléauszerint okkofbu-
sxl,hapedigalno, aznlugy Kaxaésnezermthzz-
.Kz.
1gy i3 122
x, ot g a®
K. —1 7955 A
a1c , 42

Je1s1jtk ¥ -val a K, irémy&t meghatérozé 9 =1, 3 =0 ¢s
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egy tetsz8leges at : a2 irdny 41tal bezdrt szbget, igy
A Adl AB Al
8o, u u u
308-# = - /3 l =
A AT A A AL AV Vklz A2
gpy u u Buv Uy Wy u + u
g 4
azaz
A12 .
2“ = COS8 19-
a1t il
és
. 2 . 2 . 2 . 2
A2 A1 + A2 Al
23 = - L o - - = . 1 - 0082F o sin’d
L . . 2 L ] 2 . .
a1, 42 412 | 42 q1% | a2
Ezek ut4a
/48/ K= K, coaz‘# * K, 81n2'19'

amit Buler tételének neveziink,

Igy ha egy felillet egy P pontjdban ismerjiik csak & felfi-

leti ponttdél fiiggs Kl és K2 rénormédlgdrblileteket, igy bdrmely

P -n dtmend felfileti gtrbe P-beli gdrdfiletét kidnnyen megha-

tdrozhatjuk az /48/-ban szerepls 7} és a /42/-ben szerepls oL
cegl tségével,

40,__Dupin-féle indikatrix,

Tekintsk az ¢ = # / ul, u® / reltletet ogy P/ul,u’/
pontjdban mdsodrendben megkszelits /39/ oszkulldlé paradolo-
idot és vegyllk ennek az érintSsikkal pdrhuzamos, attél = %

tdvolsdgban 16v8 sikokkal alkotott valés metszeteit,

+
I, bug Vi Y5 = -a

Ezt a gdrbét Dupin-féle indikétrixmek nevezstk., A111tjuk,
hogy ez kupszelet,

Végezzik el a 39./ III, és IV, transzformédciékat, /ve-
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gyik figyelembe, hogy & mdsodik alapforma pareméterinvaridms/,
igy
A A A
bd,ﬂ p V% Yp =3 b 4
A
b

A A
Vegyik még figyelembe, hogy 11 = Kl’ b22 © Kz. b12 = 0, 1gy
o 94 K9S e

emi hiperbola, egy pérhuzamos egyenespdr, 11l. ellipszis,
aszerint, amint

' Z
III. x.x1K2 = 0

Ba X<0, ugy + 1-re és - 1l-re 18 valés gdrbét kapunk, még-
pedig két olyan hiperbolédt, amelynek aszimptotdi 8sszeesnek, é-
gaik pedig egyszer az aszimptotdk alkotta egyik szdgtérben,
egyszer pedig a mésik sz¥gtérben helyezkednek el, Azaz ez eset-
ben az érintfsiktél + % és -~ % tdvolsédgra is valées met szetet
kapunk, He H 20 ugy csak az egyik eléjel esetében kapunk va-
168 metszetet.

Aszerint, emint X 50 az II, egyenlet baloldeldn 4116
kifejezés indefinit, semjdefinit, illetve definit., Igy & méso-
dik alapforma paraméter invariancidja miatt az I. egyenlet bal-
oldala is indefinit, semidefinit, i1l, definit, azaz

2 £
IV, bll b22 - b12 s 0.

aszerint, amint .7(5 0.

A feltlet azon pontjait, ahol J(g 0, azaz b,,b,, -bfa g

? 0, azaz a Dupin-féle indikétrix hiperbole, egyenespér, 1ll.
ellipszis, hipertolikus, parabolikus, 111, elliptikus pontok-
nak nevezzilk.

£111tjukx, hogy ha P-bSl az érintdsikban minden irényban
felmérjik az illetdS irdnyhoz tartozd ﬁ- & tdvolségokat,
a Dupin-féle indikdtrixot kapjuk. Mutassanak a koordinéta ten-
gelyek KJL és K2 irdnyba és jelentse 291az illets§ irdny és a
Kl irédnya 4ltal bezdrt szdget, igy az ﬁ_,m tdvolségbean 16vS pon-

tok egyenlete "‘
;B 299¢.».03




1 g 1
yl = V;'; 205 y2 = ﬁ 81!179

Bebizonyitjuk, hogy ez kielégiti a Dupin-féle indikdtrix egyen-
letét, Irjuk be ezeket a Dupin-féle indikétrix II. egyenle tébe,
igy

111 -%— 005219' - K2 -;;_- sin2 ﬂ' = —K_]_a- / x; coszﬂ+ K281n279 /=
= + '1

De az Buler tétel szerint K, cos? + K, sin® . K, és

£ .2
K
amivel dl1litdsunkat beigazol tuk,

Ber az K = X / u',u? / feltletnek az érint6siktél + z

tdvolsédgban valé sikmetszete nem a Dupin-féle indikdtrixot ad-

Ja, mégis a metszet anndl ink&bb hasonld a Dupin-féle indik4t-
rixhoz, az érintSsikhoz men nél k8zelebdb metssziik a felfiletet
vele pdrhuzamos sikkal,

Ki fogjuk mutatni, hogy ha az érint8siktél a tdvolsdgban

16v8 metszetet Vi_ arédnyban megnagyitunk, és 4 zéréhoz tart,
24

ugy a felnagyitott metszetek a
Dupin-féle indikdtrixhoz tar ta-

=]

nek,
::::::::; Vegylink a P ponton 4t,valamely
/\

irdnyt és ezen irdnyban a rormdl-
metszetet, A metsz8 sik és a nor-
médlmetszet k8z8s pontjét nevez-
zik M-nek, Az adott irdny, mint
érint8, P mint érintési pont,

M mint kerfileti pont egy r su-
garu kdrt hatéroz meg., Legyen

P merdleges vetiilete a metszé
8ikra P’ és P’ &8 M tédvolséga

t. Igy t egy derékez&aﬁ héromsz¥g egv magasségs 4s
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2-/&-4/4.2:4-42

= VZrd-d

o tévoledg -Vi, V__I

Ba most d —=0 , M —= P, ugy a megrajsols kor as illetf irdny
fénormdlmetszetének girdileti kiréhes tart, asas r—XR.

-—L—- "‘ -
Sy -teow

-

amivel 411itdsunkat beigazoltuk,

Hiperbolikus pontndl os érintSsikmak mindkét oldaldn van-
nek felflleti pontok, mert ha nem leznének, ugy valamelyik olda-
lon 16v8 valéds metszetek firesek lennének és esek felnegyitdsa
hatdérhelyzetben nem adhatnd a Dupim-réle imdikdtrizet., Igy hi-
perbolikus pontban az érintlsik a felllletes érinti és metssi
/ hiperbolikus paraboloid pentjei /.

Hasonlé okokbél olnpukul é2 parabdolilus mtokba as 11-
10t8 pont megfelelld kis kirnyezetédben a felflet pontjei a tekin-
tett pontbeli érintisikmak egy oldaldn helyeskednek el, T. 1.
ktldnben az érintSsikhos kSszeled$ siknak lemme a felfilettel ve-
168 metszete és ennek a felnagyitottja as 01888 tétel miatt a
Dupin indikdtrixhos tartena, es vissont & = K,K, & 0 esetben
@ + l-nek csak egylk elljele mellett ad valés girdét,

Vizegdljuk még meg, hogy hol helyeskednek ¢l & girdlleti

LT
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ki‘zéppontok: X > 0 ~e=stben Kl és X 29 igy R1 és R2 is
eg:'onlf s1d8jelllek, igy ezsek a feluleti ‘nomédlisnak ugyanarza
a félegysnésre esnek, ; normdlmretszetok gbrblileteinek folyto-
nonsdza miatt elliptikus pontban a normédlmetszetek gdroiile ti
kdzéppontjei egy szakasz pontjai, amelynek végpontja a kxé% £§-
noruglmetszet gorblileti k¥zéppontja.

Hiperbolikus P pontben a két fOgbrdlilet ellenkez8 elSje:
EbbdS1l k8vetke %1k, hogy P két fSnomélmetezetének P -hoz tar-
tozé gérbtieti kbzéppontjét a fellilet normdlisdn P elvélaszt
Ja. E két gSrbdtileti kdzéppontot &sszeksts szakaszon kiviil, de

a fellilet normé4lisén van a P pont bdrmely mds normédlmetsze- é?
tének gérvilletl kdzéppontja, t

A felfilot parabolikus pontjaiban a két régdrbiilet k&zdl
az ogylk eltlinik, a mdsik dltaldban zérustél kiulsubdzik, A fe-
ltdlet egy P paramolikus pontjdnak két fénormdimetszete k¥zill
az eavivnek gtrblilet 1 kdzéppontja a felllleti P pontja normé-
lisénak végtelen tdvoli pontja, a mésik gbrbuleti kdzéppontja
Qo & normdlisrak dltaldban végesben fekvs pontja, Azalatt, amig
egy normdlsik Po zeérustél klildnbdz8 gérbilletit fénormdlmetsze-
tének sikjdbdl kiindulva & mésik fSnormdlmetszet sikjdba for-
dul, a normélmotszet garbﬁleti ktzéppontje a feliilet norm&1isén
Qo-bél kiindulva a P ol  Vektor irdnyédban végtelenbe tdvo-
zik, Ha pedig a normalsik tovdbdbi forgdssal visszajut abba a
fénormdlsikba, amelyb8l kiindult, skkor & normdlmetszet gérbii-
letl k8zéppontja visszajut Qo-ba.
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Differencifl geometria. Sz.Nagy Gyula.
41 . Konjugdlt irdnyok,

Tudjuk, hogy derékszdgil koordindta rendszerben az
S £ aypXyXy = 0 (3. x =125 } 2315 s B 84y = °k3)
egy kupszeletet jelent. Bzen kupszeletre vonatkozélag a Pl(yl,yz) és a
Pz(zl,zz) pontok konjugdltak, ha a PIPZ egyenesnek a kupszelettel alkotott

valés vagy képzetes M,N metszéspontjai a PPyt harménikusan osztjidk, ami-
ne\ sziikséges %8 elegendd feltltele hogy
ajkyjzk =0 (y: = 53 =1) ,

Az ellipszisnél az r 4irédnyhoz azt az e irédnyt nevestiik konjugdltnak,
amely az r -2l pédrhuzamos érintSk érintési pontjainak Bsszekitd egyenesével
p&rhuzamos. Azonban nem lehet minden kupszelethez adott r irédnnyal pédrhuzamnos
érint8t huzni, Ez esetoen az r -hez azt az e irdnyt nevezzlk konjugdltnak,
amellyel pdrhuzemos &rint8k érintési pontjainsk 3sszekdtS egyenese r -el pére
huzamos.

Az irdnyok konjugédltsdgét vissza tudjuk vezetni a pontok konjugdltségéra,
£11itjuk, hogy ha az r &s az s konjugdlt irdnyok, és az r végtelen tévoldl
pontja R, és az 8 végtelen tdvoli pontja maz S, ugyaz R és az S8 konjue
géltak, Mivel vagy az r -el, vagy az 8 -6l pdrhuzamos egyenesek kiizt van O
lyan, amely érinti o kupszeletet, igy az R és az S -nek legalébd az egyike
a kupszeleten kiviil van, lLegyen ilyen az S, Tudjuk hogy egy ponthoz konjugdlt
pontok mértani helye a pont poldrisa. Tehdt egy ponton 4thaladé egyenesen a
ponthoz konjugdlt pont a pont polédrisdnak az egyenessel valé metszéspontja, Bgy
a kupszeleten kiviil fekvs pontnak pedig a pontbél a kupszelethez huzott érinték
érintési pontjainak dsszekitd egyenese a poldrisa., Legyen most a pont 8 , ag
egyenes a sik végtelen tédvoli egyenese, Igy az S -b6l a kupszelethegz huzott
8 -el pdrhuzamos érinték érintési pontjainak Ssszekdts egyenese az S polédrisa.
De ez éppen az r -el pArhuzamos egyenes, 68 ennek a sik végtelen t4voli egyene-
sével vald metszéspontja R mely igy az S konjugédltja.

A bizonyitdsbol kdzvetlenill 14thatd sz 411itds forditottja is, mert hogy
R és S YXonjugéltak az éppen azt jelenti, hogy az S -bSl huzott e -el pér-
huzames érinték érintési pontjainak 8sszekdtS egyenese R -en megy 4t, azaz r-

el pérhuzamos.




Tehdt annak, hogy két irdny konjugdlt legyen sziikséges és elegends felté-
tele, hogy a végtelen tdvoli peatjaik konjugdltak legyenek.

legyen most @ p é8 a q irdnyaa PO és a Q0 szakaszokkal meghaté-
rozva; P(pl,pz). Q(ql,qz), 0(o,0). Igy ezen irényok végtelen tévoli pontjai

P1(py,P2,0) , Qy(qy,9,,0), és @ p és q irdnyok konjugdltak, ha
85xP3% = © (3,x = 1,2,3)

vagy mivel 1p, = Q5 = 0

W

84 Pyly = 0 (J,x =1,2)

Vigsgdljuk meg mindezeket ferde szdgii koordindta rendszerben,

Térjlink 4t egy tetszdleges ferdeszdgli koordindta rendszerre, legyen ennek
kézéppontja U, Blészdr is térjlnk 4t egy O kSzdppontu derékszdgii koordindta
rendszerre, amivel I, formdja nem vdltozik, Teh4t nem jelent megszoritdst ha
csak olyan ferdeszdgii koordindta rendszerekre vald transzformdcidkra ézorltkc-
zunk, melyeknek kdzéppontja a kiinduldsi derékszdgii koordindta rendszer kbzép-
pontjdval Ssszeesik, Térjitink 4t tehdt az

xy = <13£ii illetve X, = 5[,313 (§,r = 1,2,3)
" transzformdcidkkal egy az eredetivel azonos kSzéppontu egyébként tetszdleges
ferdeszdgli koordindta rendszerre. Ebben a koordindta rendszerben az I, kupsgze-
let

II.  8yy olyrkeXygXg = Bpg X X, = 0 (3,k,7,8 = 1,2,2) .
alaku, Mivel azonban az ?} -ek homogén koordindték, igy az egyiket sgabdadon

vélaszthatom, legyen pl. i‘j =21, « Még megmutatjuk, hozy as Kre ~eknek is

megvan ag E}s = aér szimmetria tulajdonsdguk, II, szerint

8 = 84y AyrXyg
Felhaszndlva az 84x szimmetria tulajdonségét

8y = 8y XyrOxs = 8y -
1gy egy tetsz6leges kupszelet egyenlete ferdeszdgh koordindta rendszerben
= a..xXx =0 (r,s = 1,2,3 'x'3 s 1 "ars = Esr)
azaz I -el azonos forméju, Hogy egy ferdeszigii koordindta rendszerben adott
III.alaku kifejezés mindig kupszelet, azt az eléz8hdz egész hasonlé médon 14t-




F.

hatjuk be,

vizsgéljuk most, hogy a III. kupszeletre vonatkozélag a Pl(yl,yz,x) ba
a Pz(zl,zz,l) pontok mikor konjugédltak. Legyen a P,y 43 P, pontok 8sszekdtd
ezvenesén egy P(xl,xz,l) pont osztéviszony koordindtdja

Bkkor

x
4 Y ¥
RBzen egyenes és a III. kupszelet metszéspontiait oly A értékekmnél kapom, me-
lyek kielégitik az
Y4 = A2 Yy = A2
8y b | > Tk k
1 - 1 -1

azag az
a z, -2)a z, + )?a z, =0
37 3%k 3%k 3%k
egyenletet, legyenek ennek gydkei 11 48 )2 .
A Py,P, és M,N metszéspontok akkor alkotnak harménikus négyest, azaz
Py L) P, akkor konjugdlt ha

azaz & két gydk csak elSjelben kiildnbdzik, aml skkor és csak akkor kivetkezik
be ha az elsSfoku tag egyiitthatéja zé6rb, tebdt
aﬂk’b’k = 0 (3,x = 1,2,3 Iy: - 53 =1 )

Tehét a konjugdltedg feltétele is ugyenez mint derékszdgii koordindta rendsger-
ben.

Igy egy ferdeszigii koordinéta rendszerben a P1sP2) 93,97 irdnyok akkor
konjugéltak, ha ezen irényokhoz tartozé (pl,pz,O) ; (ql,qz,O) végtelen tévoli
pontok konjugédltek, azaz

&%

ajkquk =0 (§,xk=1,2,2 , P5 - Q3 = 0)

Bzeket alkalmazve, egy fellilet egy pontj4ban e pl,ng ql,qz irdnyokat
akkor fogjuk konjugéltaknak nevezni, ha ezek az 11let$ ponthoz tartozé Dupin-fé-

le indikatrixra nézve konjugdltak. A Dupin-féle indikatrix egyenlete a é?:; é
s u
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N

—9-‘-12- ferdeszdgli koordindta rendszerben b‘“3 y yh= * 1, (Azaz most a &
=)

4 83 = 83 = 0, 8.3.;\ =¥F 1), Igy a két irdny konjugdlt ha

(54) TN Sl Ll W R

42. GSrbiileti vonalak,

A feltilet minden pontjdban van két fégdrbiileti irdny, illetve a gombi és
sikpontokban minden irdny ilyennek tekinthet$, Ez utébbiexkst zdrjuk ki, é. igy
a két £6gdrblileti irdny minden pontban egyértelmiien van meghatédrozva.

Az olyen feliileti g8rbeket, melyeknek érintSik minden pontben az egyik
fégorbiiletl irdnyba mutatnak gorbilleti vonalaknak nevezziik,

Ha a K1 és K, ténormélgdrbuletek ismeretesek, ugy a fégorblileti ird-
nyokat a

e X
7 & [bou\ (ul,uz) - Kg (ul,uz)gqﬁ(ul,uz)] n =0
egyenletrendszer hatdrozza meg, Bz egy rigzitett (u];) ,u“; ) pontbanyegy kdz5n=-

2

géges egyenletrendszer ﬁl és ‘io -re, Ha azonben I-et nem csak egy pontban,

o
hanem az u® -nak egy T tsertoménydban tekintem, és olyan u”s= u“(t) figg-
vényeket keresek, melyek I-et azonosséggéd teszik; ugy ez egy differenciéle-:
gyenlet rendszer, A differencidlegyenletek elmélete sgerint ha az ebben szerep=-
18 koefficiens fuggvényék bizonyos'feltételeknek eleget tesznek, pl, ha diffe-
rencidlhatédk, ugy sz I, -nek ven folytonosan differenciélhaté megolddsa, mely"
a tekintett T tartomdnyt egyrétiien tgdi. ( A differencidlegyenletek kivént
tulajdonségu megoldésainak létezéaéheiﬁéltaléban t5bbet tételesziink fel,zhint
amennyi ezﬁkséges.‘

b

-n A
Kl és K2 v két gérbesereget kapunk, melyek mindegyike T-t egyrétugp fedi,

és melyek egymdst mer8legesen metszik,
Levezetiink még a gdrbiilleti vonalakra egy mésik differencidlegyenletet,
mely a K, felhasznildsa nélkiil kozvetleniil a g,, és a b,, segitedgével

van meghatdrozva,

Legyen a K,-hez tartozé irény a® és a K, -hdz tartozé irédny §d' .
Mivel ezek konjugdéltak, igy (54) szerint

al-23 s) 22 s> -1 -0
bnu§ +b12 (ug + §)+b22u E =0 .

és mivel mer§legesek is
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Texintsiik nég 22

(42)%" §1 7 al‘-‘2(ﬁ152 % a2§1) + (a1)2 52 fz

=0

azonossizot, - = hérom egyenlet egy ezyenlet rendszer &z at §1, \'1152 + ﬁzjl

2..2 ok VOwno
48 U0° £€ ore. Ha ennekva trividlis lenne a megolddsa, ugy ez mega utdnvvagy az

-

3l 2wl = 0, vagy a jl = fz s 0 -t, ami ellentmondds azzal, hogy ezek &z ér-

texpérok egy-egy irdnyt hatdroznak weg. Ha ) 5 \'11 51 = 0 ez csak ugy lehet,
ha 1« 7+14bb az egyik tényezd zérb. legyen al =0 . gy az al §2 + 42 fl =0 -
bol nz 42 §1 = O Kovetkezik, Ha itt & = 0, ugy 3! = 42 = 0 , Ha pedig

g 0, 4 #0, ugy az @ §2 = 0 -b6l §2 =0, azas §l= f2 =0 Kbvet-
k-2ns. Yesonlé eredményre jutunk a’ gl = 0 feltevésbSl, Tehédt kell az egyen-

letrendszernek & trividlistél kildnddzS megolddsédnsk is lennie. De igy

(1%)? -ila? (al)?
(55) g1 812 822 e
s 01 B2 b22

ami egy differenciflegyenlet az u® « a®(t) tuzg#ényekre, amelynek azonban
meg vAn az sz eldnye, hogy nem szerepel benne a K, és a Kz .

Mivel (55) - ben j‘ nem szerepel, igy ugyanerre a differenciélegyenlet-
re jutunk ha 4% K, irdnydt és §7 K, irdnyét jelenti. Tehdt a differen-
c1dlhdnysdceokban mésodfoku (55) differencidlegyenlét megolddsai adjék mind-
két girblileti vonal sereg gbrbéit, Mégis Kivédnatos lenne a két girbe sereg
xsnnyebt sgétvdlasztisa c81J4bSl a két édxbeseragre kiil8n kapni differenciél-
egyenleteket . o

He az (55) -ben azerepld g,, ¢é8 b,, flUgevények differencidlhaték,
ugy van a differenciélegyenletnek folytonosan differencidlhatd megolddsa, Ve-
gylk ezt sz esetet. Valamint tudjuk, hogy 4! &8 82 egy irdnyt hatfroz meg,
igy nem lehet egyszerre mindkettd zéré, Legyen ﬁz(to) ¥0, 62(1:0) >0, igy
dz(t) t -nak bizonyos kSrnyezetében is még pozitiv, Bzen intervallumra szo-

ritkozve osszuk (55) elsé sordt (\‘12)2 «cl, Megmutatjuk, hogy ul el8411it-~

2 al _ au! 2 _ .2
haté mint u° fiUggvénye, é8 —— = E—z . T.i, u® =u(t) folytonos és szi-
4 u

goruan monoton, igy létezik a t = f(uz) inverz flggvény. Bzt felhasznélva

-




X
ul = ul(t) = nl(‘i’(u‘)} = (f)(uz) S
2 4 § 3 &
+2 _ du 1 i du” dt
Felhasznsive, hogy u° = gz— = vr . s —p = — —» ami nem mér
e : -—2- 'li at du
du
1 2 &l _ aul
mint az u” = P(u®) kdzvetett fiiggvény differencidl hényadosa , . E—g .
a u

Azon pontok kdrnyezetében ahol 62 = 0 ugyanezt a meggondolédst az 61(t) #0
segitségével végezziik el,.

du1
Igy . -t k-val jeldlve
du
1 -k K2
II. 811 812 822 s
LY b2 22
ami k-ra mésodfoku egyenlet, Legyenek ennek gydkei
7 .
k, = f(ul,uz) -%‘52
u
(56) 1
k, = g (ul,u?) = 48
du

1

Bz két differencidl egyenlet, mindketté megolddsai egyrétiien fedik T -t,
eleget tesznek II-nek, és igy (55) -nek, tehdét a két glrdiilletivonal sereget al-
kotjédk Vezessilk be a girbtileti vonalakat paraméter vonalaknak, Mivel ezek meré-
legesek egymésre, igy 812 =0 . De az

I1I. 4y =1, 8l =0 ésaz di=0 , U3 =1
irényok konjugéltak is, igy (54) szerint
Iv. By 1.0 4+ by, 1.1 4+ byy 0.0 + by, 0.1 =0 ,

agaz by, = 0 , Tehdt abban a tartomédnyban ahol a gdrbiileti vonalak a paramé-
ter vonalak |

(57) 810 = byp = 0 A

Bz forditva is igaz, mert ahol (57) fenndll, ott a paramétervonalak me-
rélegesek, és a paramétervonalak III, érintéi IV, szerint konjugéltak is,., De
a konjugdlt irdnyok kdziil csak a f6tengelyek, illetve a pédrhuzamos egyenespére
nél az egyenespdr és a rd merSleges irdnyok merSlegesek, igy tehdt ezek az ird.
nyok f£igbrbilleti irédnyok, ég a gdrbék, tehét a paramétervonalak, gdrdlileti vo-
aplak,
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Tehdt (57) soziikséges és elégeéges ahhoz, hozy a paraméter vonalak gor-

blileti vonalak legyenek,

43, Asszimptota vonalak,

Azokat az irédnyokat amely irdnyokban

ok o 3
bdau u

I. EnQCiW o " =0

f ga'ad!ldfﬁ
asszimptétikus irdnyoknek fogjuk nevezni, Rzen irdnyokban a Dupin-féle indikét-
rixnak végtelen tédvoli pontjai vannak, mert a 4o, pont szerint a Dupin-féle in-
dik4trix pontjainak tévolsdgs a tekintett fellileti ponttél az illeté irdnyban

1

=== = {[R] .

=t

bolikus pontokban pedig két ilyen irdny van, Sik pontban minden irény asszimp-

Blliptikus pontokban ilyen irdny pincs, parabolikus pontokban egy, hiper-

totikus. Bzeket a pontokat kizdrjuk a tovdbbi vizsgdlatokbél,

Bgy olyan gdrbét, amelynek érintSje minden pontban asszimptotikus irdnyba
esik asszimptota vonalnak nevesziink,

Hiperbolikus pontokon két ilyen glrbe, parabolikus pontokon egy ilyen gor-
be mehet 4t, mig elliptikus pontokon egy sem.

Mivel az I. kifejezés nevezdje pozitiv definit, azaz bArmely irdny mel-
lett is nagyobdb mint 24r6, 1gy a K = O -nak sziikséges és elégséges feltétele
a

(58) OB T e

Tendt az olyan és csak az olyan u®= u®(t) gdrbék asszimptota vonalak,
amelyek eleget tesznek (58)-nak. Igy (58) az asszimptota vonalak differencidl-
egyenlete,

Ennek a differencidlhdnyadosokban mdsodfoku differenciflegyenletnek dif-
ferencidlhatd b,, -k és nem elliptikus pontok esetén van valée megolddsa,

Tovébbi célunk lenne - a gdrbilleti vonalakhoz hasonléan - a két asszimp.
totavonal seregre kiildn differencidlegyenletet kapni. Eljérdsunk teljesen ha-
sonlé. Az olyan pontok kSrnyezetében ahol ﬁztto) # 0 oszthatunk (82)% - e1 :

1 gl

és -.:4-2- = ;‘;2» . Az olyan pontok kdrnyezetében ahol ﬁz(to) = 0 ott ﬁl(to) %0,
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02 2 -
(ﬁliz =8l oszthatvzk és %I- = QEI . Tokintsiik az elsé esetet, Igy (u2)2_ el

a du
osstva
\il 2 6.1
bn(‘g‘) ol Dyp g N YO
ﬁl dul
= -t k- - val jeldlve
& " el
2

Bz mdsodfoku egyenlet k-ra ., GySkei

2%, + 4, - 4n, ® 1
% s o0t V‘{a e b 2 . ¢qulu?) - d2

2 b11 du
(59)
2
«2D0 = by - 4 b b §
X, = ——22 V‘ga Y : e R ED - da
2b dua

11

Ez két a differencidlhényadosokban linedris differencidlegyenlet, Ezek megoldd-
sa eleget tesz II -nek, és (58)- nak, tehdt ezek asszimptéta vonalak. (59)
mnindkét egyenletének megolddsai egyrétiien fedik a tekintett tartomdnyt, tehdt
minden ponton két megolddsi girbe megy keresztiil,tehdt ezek az 8aszes megolddso-
kat tartalmazzdk, A két egyenlet megolddsai a két asszimptéta vonal sereg. Amint
14tjuk, ezek csak akkor esnek &ssze, ha biz - b11b22 = 0, azaz parabolikus pon-
tokban,

Az olyan pontok kirnyezetében ahol 62(t°) = 0 a megolddsokat u° = Y (ud)
formdban kapjuk.

Tekintstik a felliletnek egy csupa hiperbolikus pontokbél 4116 tartomdnyédt.
Itt minden ponton két kiildnbdz8 asszimptétavonal megy keresztil, igy ezek beve-

zetheték paraméter vonalaknak. Ha a paraméter vonalak asszimptéta vonalak, gy

ezek
1I1. et~ W ep illetve d3=0, u3 =1
érintdire

IV, bll 1.1 + 2 b12 1.0 + b22 0.0=0 illetve b110.0 + 2b]20.1 + b221.1 =0
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azaz

(SO) bll = b22 =0 .

£11itjuk ez meg is fordithaté. Azaz ha (6o) <fenndll, ugy a paraméter von: ™k
asszimptota vonalak, t.i. ekkor a paraméter vonalek III, érintéire IV, szeriat
feuni !l (53),

Az asszimptéte vonalaknak még egy a feliileti érintSsikokkal kapcsoletos
jellemzését fogjuk adni. Egy asszimptéta vonal olyan szakaszén ahol C ¥ O ott
I. szerint 1f4¢ =0, { mer8leges % -re, azaz a gorbe simulésikja Usszeesik a
feliilet érintésikjédval. Ha C egyes P pontokban zéré, ugy ott a simulésikot
a kirnyez8 simulésikok hatdrhelyzete képen definidlhatjuk. Pocntosabban legyen
P1sPpyees,P

n,.o.
tart. Tekintsiik az ezen pontokhoz tartozé feliileti érintésikok sorozatdt. Foly-

egy pontsorozat, melynek pontjaiban C # O, és mely P,- hoz

tonosan differencidlhaté feliilet esetén ez a sorozat konvergens., Deffinidljuk

a P, -beli simulésikot mint a Pys Pyyees pontsorozathoz tartozé simulésikok
sorozatdnak hatdrértékét. Mivel azonban ennek a siksorozatnak minden tagja Ussze
esik az érintdsikok sorozaténak tagjaival, igy ezen siksorozat konvergencie vi-
szgonya, s hatédrértéke is ugyanaz mint az érintésikok sorozatdé, Tehdt a simu-
1l68ik a P, -ban is Usszeesik az érintésikkal, Ha C egy egész szakaszon zérd,
ugy az asszimptéta vonal egyenes, Simulésikja hatédrozatlan, igy bérmelyik &=
egyenesen &tmend sikot, pl. a feliileti érintésikot is tekinthetjiik simmlésikn:k,

Tehdt az assziéitéta vonalnak zérétédl kiildnbdzd gorbiileti pontjaiban a si-
mulésik Ssszeesik a felilleti érintésikkal, vagy ha a simulésik értelmezését az
el6s6 bekezdés szerint kiegészitjlik, ugy az asszimptéta vonal simulésikjai 69z-
sgeesnek a felililet érintésikjaival.

Bz a tulajdonéég forditva is fenndll, A simulésik és a feliileti érintésik
bdszeeeéséb61.kdvetkezik, hogy a 'gérbe fénormélisa a feliilet érintSsikjdban fek -
agik, tehét a fénormélis merSleges a fellileti normélisra, éc 1gy .. szerint a

8rbe mentén K = O, azaz a girbe asszimptotikus vonal, Tehdt a sirulésik és a
feliileti érintésik 8sszeesése jellemzd tulajdonsdza az asszimptota vonalaknak,

Még megemlitjiik, hogy minden felilleti egyenes viouy egyenes szakasz assz .mp
téta vonal, Bz beldthatd I.-b6l a € = O figyelembevételével, de abbdl is, hogy
az egyenes irdnyéban a normélmetszet mega az egyenes, és ennek girbiilete zéré.

Mivel K a helynek folytonos fliggvénye, igy a pozitiv értékii, azaz ellip-
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tikus pontokat & negativ értékii, azaz hiperbolikus pontoktél zéré K értéki,
azaz parabolikus pontok vélesztjédk el, A csupa parabolikus pontokon keresztdil-

mend z¥rbéket parabolikus vonalaknak nevezziik, Ezek egyenlete

2
byabyp = P12 =0 .

44, A Gauss és Weingarten-féle egyenletek,

I4ttuk a Frenet képletek nagy jelentlségét a gtrbék elméletében., Most ezek
hesonmédsédt akarjuk megalkotni a feliiletelméletben, Igy elfszér is szilkeégiink van

a feltilet minden pontjéban definidlt héromélre, Kézenfekvl a g*ﬁL
u

védlasztédsa., De itt meg kell jegyezntink, hogy mig a gdrbék elméletében a kiséré

és az W

hédromél vektorai pdronként meréleges egységvektorok voltak, és fiiggetlenek a
g8rbén bevezetett paraméterbsl, addig itt ezek a tulajdonségok elesnek, osak a
linedris ftiggetlenség marad meg.

Tegytk fel hogy & felillet legaldbb kétszer folytonosan differencidlhaté,

és képezziik elbszlr a g‘; vektorok derivécidit a paraméterek szerint, A deri-
u
vdcibk nyilvdn a hdromél vektoraibdédl kombindlhaték
XS ,r—s e o o
HERS n A gg .

Hatérozzuk meg az egylitthatékat az elsé és a mésodik alapmennyiségek segitségé-
vel, Szorozzunk el8szbér M -el, Igy

oa
—_— M = C
At ul o
Tehét
ca& =ba@
u
Szorozzunk most ——— - vel, igy
ou”

W ¥

aM,“au,a a/‘é‘ r:' A 36'/4-

és vezessilk be a

X s

Jeldlést.

G

o Jop” r;/“-ﬁ
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A (ui,u‘) mennyiségeket elsbfaju, a ﬂ; 6(ul,uz) mennhyiségeket

ot p B
wésodfaju Christoffel-féle szimbélumoknak nevezziik, Igy feladatunk ezeket megha-
tdrozni az elsd és mésodik alapmennyiségekkel, E célbél képezzik a g ~ k par-

cidlis differencidlhényadosait

99ua  ~odle de e 0K
Quf 8@" ;9«.7 3“’3 aM:i P’ Ius

3331 4w o4 AW

o I
% ra gu - or , @ of,

—5::;— i 5:3?;2; 5:32 5;? Aol

s ezekbll

ur au r
39s5 , 39 A48 o 2~ 552 laan
__.aﬁ:-’i’—;' + To - -éa‘:‘:&' = a“&au’ﬁ auf

u
Ha az elsdéfaju Christoffel-féle szimtélumok ismereiesek ugy a misodfaiuak I-bél

pér meghatdrozhatédk, mivel ez egy inhomogén egyenletrendszernek foghatéd fel, a-
melynek determindnsa

g g
11 - 31 g AU

g21 822
0ldjuk fel ezt az egyenletrendszert az inverz elemek segitségével, Legyen

5 | 82 g 2 g
o 1 O R gg o O e és BB
g g g

1y 8,6 g”¢ jelenti, hogy a determinédns ¢. -ik sorénak elemeit rendre szo-
rogzuk a A.- ik sor elemeinek inverzeivel, és ezeket Usszeadjuk, Iry ennek ére-
téke nyilvén 1 ha o=/ , azaz egy sort a sajdt inverz vlemeivel szorzunk,

é8 O ha o ¥ p ., Bzt igy szoktuk kifejezni
)
i PR Sl B LS

n
akiol tehét a Ja. értéke 1 vagy O aszerint amint A=A , 111.d 443, Mivel

ugy az els§ mlapmennyiségek, mint azok inverzei indexeikben szimmetrikusak, azaz
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Bun = Bpa 68 g*® = g% | igy a I1I. eredmény a szummicide index helyé-
t81 fiiggetleniil érvényes,
Ezek segitségével az I, egyenletrendszer feloldédsa

v

e § " i feps” a4

és mivel sz utolsé kifejezésben a 6 -ra valé szummfciéndl csak akkor kapunk zé-
rétél kiilonbdzé eredményt, ha 6 =V , igy

B

v v
s
ro". A ’:,«.pg
Bzek az eredmények azt is jelentik, hogy a Christoffel-féle szimbélumok

csak az elsé alapmennyiségektdl fliggnek,
Tehét a g{ derivéltjai:

A
R
i Saria g

Ezeket az egyenleteket Gauss-féle egyenleteknek nevezzilk,
Ennek mintéjdra képezziik a feliileti normdlis derivdcidit.

?_‘Z- j,‘i?—’« +a w
PR SR B *

Hetérozzuk meg sz egylitthatékat, Szorozzunk #¢ -el,

MM: Qa

o
8 n*

Azonban ,“,2 =1 -et differenciélva u® szerint

oM
du*
ami azt jelenti, hogy a feliileti normilis derivéltja az érintésikba esik, Hata-

2w = 0 . tehdt a, =0 ,

L3

rozzuk meg a b: - t,
¢

o X
P
Azonban —6’—,—644- 0 -t differencidlva u® sgerint
du :
u % oA Im

ﬁu‘af 3»“ 9“4
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azas

(63) 'e.ta 2 /(’:. 366

0l14juk fel ezt az égyenletyendszert b: szerint

U A e 3“ S e XY .

tehht
-y 'y
bis b
A
g L 22
) 24t ks fur

egyenleteket Weingarten-féle egyenleteimek pevessik.

45, Olinde Rodrigues formula,

A Weingarten-féle egyenletek segitségével médunkban 11 a gbrblleti wona-
laknak még nehény nevesetes tulajdonségdt kimutatni,
£11itjuk, hogy egy gbrbileti vonal mentén a feltleti normflis derivéltja
nemcsak a feliileti érintSsikban van, hanes & gbrbileti vonal érintoﬁnei irényéd -
a esik, 48 az ardnyosségi tényez6 pedig a girbileti vonal irdnyévan érvényes
{ 6normélgdrbtilet negativ értéke.
Asaz ha a girblileti vonal f = t (¢) , ¢ mentén a feltleti normélis

M (L), ugy

(65) % - - K -ﬁf‘
Ba a gdrblileti vonal mentén a® = 4% (t) , ugy a Weingarten-féle egyenle-
tek sgerint
R L T
at PR 3 & dF a0 Ju ok’

Kihasgnélva, hogy a girbe gbrbileti vonal, asaz hogy a girbe mentén
du®




f111tjuk ez forditva isigaz olyan forméban, hogy ha egy ,g B :g (t) felii-
leti glrbe mentén - AP | %fi y B2 1:(t) gbrblileti vonal, és A az

da
111eté irdnyben érvényes normdlgdrbiilet,
Ha az t(t) mentén u®s= u®(t), wgy

et e AR gl
du* ok Pt oM * g A

o
Szorosva -‘?—-—B - val

VA
o 6 a o
..).8 Q—u-b i!— ® - D gll...
4B gy o S6B 44 an  q¢
AzZaz
dut o
T, (g = ke il =0

Tehdt I. -nek szilkségképen teljesedni kell, ha az adott feltételek fenndllnak,
mégpedig ugy hogy 4l 48 42 seholsem zérd egyszerre, mert akkor a gdrbe érin-
t6je nullvektor lenne ellentétben a 2. pontban tett feltevéseinkkel, Tehdt asz
I, egyenlet rendszernek 4% -ra a trividlistél kildnddz8 megolddsénak “=11 len-
pie. Bz viszont a 38, pont szerint csak a A= Kl vagy 12 esatén lehetséges.
Egy gdrbe pedig samely I, teljesedik A= Kl vagy KZ mellett, az & 42, pont
szerint gdrbiileti vonal.

A gbrbtileti vonalaknak még egy egysgerti jellegzetes tulejdonsdgét mutatjuk
meg.

£11itjuk, hogy egy gorbiilleti vonal mentén a feltileti normdlisok torzfelii-
letet alkotnak, és minden olyan gdrbe amely mentén & felilletd normélisok torzfe-
1#letet képeznek gdrbiileti vonal.

Ha t.i, az fg(t) gbrbiileti vonal, ugy & felllleti normélisok dltal alko-

tott vonalfeliilet
(e, T) = 4(t) +T #(t)




és mivel M = - K ¢, 1gy
II. (g M) =0
és igy a vonalfeliilet a (37) szerint torzfeliilet,
Forditva, ha egy gdrbe mentén II. teljesiil, ugy van olyan egyszerre nen

mind zéré o (t), A(t), 7T (t) , hogy
ol ,t; * fB/W + T mw - U
Sgorogva 4 -el adédik, hogy T =0, 18y &4 + pa =U ., Mivel »g AU

(mint egy gbrbe érintéje), kell hogy A # O 1legyen, mert kiilénben 4& 1s zérd

lenne. Osstva 3 =-val
# + A "6 s U
ami az el8zbek szerint szt Jelenti, hogy /g(t) gorbilleti vonal,

46. Az asszimptota vonalak csavarodédsa .,

A Weingarten-féle képletek ismeretében mébdunkban 411 egy igen egyszeri fom
méju Ssszefliggést megadni egy nem egyenes asszimptéte vonal csevarédéisa és a
feliilet Gauss-féle gbrbulete kozdtt. Azt d11litjuk, hogy T = & /=X anol a kit
kiildnbsz8 el8jel az illetd ponton dthaladé két killonbdzs asszimptéta vonalra vo-

natkozlik,

Vonatkoztassuk az asszimptote vonalat mint gbrbét az ivhosszéra mint para-
méterre. Tudjuk hogy nem egyenes asezimptota vonal mentén a gdrbe binormélisa
Beszeesik a fellileti noraélissal

A(s) = #(s)

A Prenet képletek alapjén
W = ,ﬁ = T f

ahol f a gorbe fénormélisa, Igy a Weingarten-féle sgyenletek felhaszndld dva.

_MI{: 349 o‘“d{ Z"ﬁ 3” M'“(,{rx4)=
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ami csak akkor kiilonbdzé zérétél ha A # T . 18y
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Az elsd zéroielben levs kifejezédst tovdbb alakitva és figyelembevéve,hogy a de-
ou

7

o A > SRR
T = by, wiE?wl - gt w? /811822 -832 .

Mivel a gbrbe asszimptéta vonal, igy a gorbe mentén

termindns értéke a

vektorok 4ltal meghatdrozott parallelogramma teriilete

1. b w?w®=0,
&

Sgorozzuk ezt by;-el, adjunk hozzd mindkét oldalon biz(u'z)2 -et, és
emeljiink teljes négyzetre, majd vonjunk négyzeigybkbt, igy

2 |2
- 2. y‘gz'bllbzz é

Hasonlé uton csak b22 -vel szorozva b21(u’1)2-et hozzdadva

©3
i % 4 bllu’

A 1 2
I11. by " =F w lﬁ’m i b Ly 7
Vezessiik be pillanatnyilag a kdvetkezd jeldléseket:

LI% w? bz/u atlw ik

u'lu’a(bg2 - b11 b22) = u’lu'z(-b) = B

Ha egy ssszimptéta vonal mentén II, és III,-ndl kiildnbdz8 elsjelet vesziink,
agy az A = - B I.figyelembevételével mzonosan teljesiil. Ha azonban megegyezs
elSjeleket vennénk, ugy az A = - B mellett A =B is fenndllna, azaz B = 0,
smi dltaldban nem teljesedik., Tehdt egy asszimptéta vonal mentén kildnbszs els-
Jeleket vdlasztunk, Killonbdz8 seregekhez tartozé asszimptéta vonalak esetén h‘
II-nél is III. is s felsd elSjeleket, vagy mindkét asszimptéta vonal esetén az
alsé eléjeleket védlasztandnk, ugy a metszés pontokban egyenld irdnyok ad édnak,
ami 41taldban megint nem igaz, igy a fels§ eldjelek az egyik ssszimptétavonal
seregre, az alsé eldjelek a mdsik asszimptédta vonalseregre vonatkoznak,

Ezek figyelembevételével

T = [-: w? T3 (g%l - g w?) 7 w0l T (g22wl - Rlzu,z)] Ve s

1 T
R | l‘t(-glz“ § S R
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= 2 . 6 b
:adh u’ u’ - -E—
és mival (5’--'&)2 =g w®ur®al, és il =X
ds e g8
(66) ?T=F (oX

Bot & tételt Beltrami - Enneper tételnek szokték nevesni.

47, Parabolikus pontokbédl 4116 felﬂet

Rgysserti sedmit4asal kimtathatd, hogy bédrmely torsfeliilet minden pontja
parsbolikus, NMost kimutatjuk, hogy ha egy négysser folytonosan differenciilhatéd
f~lu.et minden pontja parabolikus azaz

2
s Dybpe = by = 0
ugy a felillet torsfeliiles,
Ekkor az asszimptéta vonalak (58) differenciflegyenlete

2 2
B ]2 2 :
bpu” + 2 V"u"zz ua” ¢ by, ¢ =0
2 .2)2
fory 8" + y;zz“ =0
P

II. o, 0t + o 82 =0
b
alakban irhaté, Bs esetben az (59) f = g fiiggvényeit a - ﬁ kifejezés

ssolgdltatia, és mint mér a 43. pontban megdllapitottuk ekkor két asszimptéta-
vonal sereg Usszeesik, . : :

Vezessiik be ézeket hiz ;Sszihpfétavonalakat az ul = ¥omst. paramétervons-
laknak, Igy egy ilyen paraméter vonal mentén ul a 0 u? ¥ 0, és 1gy II, miatt
by, = O, és ennek felhaszndldgéval I, szerint by, = O, Zérjuk ki azt az esetet
amikor bll is 2ér6. (Ebben az esetben kimutathaté, hogy a feliilet sik, azaz a
fellilet ekkor is torsfeliilet,) .

Eimutatjuk, hogy as ul = konst, paramétervonalak mentén a feliileti érinté-
sikok pdrhuzamosak, azaz ezen paramétervonalak mentén a feliileti normdlisok pér-
auzamosak, A Weingarten-féle képletek szerint

M € Fu
= « b ”
ﬂuz 2 5’




Hatdrozzuk meg a 'o

du*
D M M &
ey = ~-b, g = - b o
R dut 2 s 2d

Az eldzdek szerint azomban Pyy = byy = by, =0, igy mivel a

&
b2 P o

homogén egyenletrendszernek a determindnsa g # 0, csak a trividlis megoldédsa

van, igy minden pontban

De ez azt jelenti, hogy

om _
—_—s =0 ,
Ju

azaz " csak az u1 figgvénye, azaz egy ul

41litottuk,

= konst, gbrbe mentén fix, amint

1

De egy u” = konst. asszimptéta vonal mentén nemcsak pdrhuzemosak sz érin-

tésikok, hanem 8ssze is esnek, Ha ugyanis a girbe egyenes szakasz, ugy az erre
illeszked$ pdrhuzamos normdlisu sikok azonosak, a nem egyenes asszimptéta vonal-
nél pedig az asszimptéta vonal binormélisa Ssszeesik a feliileti normélissal, De |
itt a feliileti normélis, azez a binormédlis fix, igy a gdrbe sikgdrbe, és ennek
2 simulésikjai, azaz a felilleti érintésikok Gsszeesnek.

Bsserint azonban a feliilet érintésikjail egy egyparaméteres sokasdgot alkot-
nak, és a 31, pont szerint ha ezek normdlissi kétszer folytonosan differencidle

hatévfuggvényeia peraméternek, ami itt fenndll, ugy a siksokasédg egy torzfeliile-
tet burkol. Az érintdsikok dltal burkolt feliilet mzonban az eredeti feliilet,

igy a tekintett feliilet torzfeliilet,

48, Formaprobléma, 8sszefiigcgések az alapmennyisédgek

kdz6tt, theorema egregium,

A 12, pontbsn bebizonyitottuk, hogy ha két g8rbének asonos az ivhosszra

vonatkogtatott gdrbililete és8 csavaroddsa, ugy a két girbe egymdstédl legfeljebb

osak egy mosgdsban kiilonbdzik. Azaz adott C(s) g8rbililettel és T(s) csavaro-
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déssal rendelkezd girbe ha van, ugy mozgdstdl eltekintve csak egy var. Nem bigo-
nyitottuk azonba:r Logy egy elfre megadott O(s) és T(s) fliggvényher van olyan
« (8) gbrbe, amclynek az adott G(s) a gorbiilete, és nz adott T(s) a csava-
rodésa. -

Bizonyités n4lkiil megjegyezziik, hogy ez az 411itis icaz. A bizonyitds alap
gonac late a kdvetk:zS8. Ha van ilyen gdrbe, ugy asz eleget tesz a Fremet képletek-
n:k ax adott C(s) és T(s) flggvényekkel., Azaz komp-nensekben felirva a

dt1

__.....d’ = C(a)ni (s)
2 A dn,
s c(s) t(s) + T(s) bi(e)
dbi
P -2(s) n, (s)

Fogjuk fel most I -et, mely kilenc egyenletet, és kilenc ismeretlen tﬂggVGnyt
tartalmez egy differenciédlegyenletrendszernek, Ha C(s) és T(s) folytonos, ugy
ennek van megolddsa, ugy hogy # # és / minden pontban egy og}aégvektorokbbl'
4116 orthogondlis hdromélt képez, és a t; integrdldsdval kapott « (s) é&rb%-
nek C(s) a glrbillete és T(s) a torzidja, tehdt megoldds, A differencidlegyen-
letrendszernek végtelen sok megolddsa van, és médunkban 411 a kezd$ feltdtelek
révén és a ti integrdlésdndl fellépS konstens révénm megadni, hogy egy megoldés
melyik pontbél és milyen irdnyban induljon ki, és esek egymdstdl gsak egy moz-
gésban kiilénbdznek,

Vessiik fel a hasonlé kérdést a felilleteknél, Van-e tetszSlegesen adott
Can (ul.uz), btﬁ(ul,uz) fliggvényekhez feliilet, melynek ezek &z elsl illetve
@ mdsodik alapmennyiségei. Ezt a problémdt formaproblémédnak szoktdk novezni,

Brre a vdlasz ilyen forméban tagedé, Hiszen ldttuk példdul, hogy egy feiu-
letnél az elsd alapmennyiségek egy pozitiv definit kifejezés egylitthatédl, tehdt
ez példdul egy olysn feltétel, amelynek a g, , -knak sstikségképen eleget kell
tenni, he azt akarjuk hogy azok egy fellilet elsS§ alapmennyiségei 193y§nok.'

Nézzilk meg, hogy nem taldlunk-e még olyan feltételeket melyeknek as olad
111, mdsodik alapmennyiségeknek szilkségképpen eleget keoll tenni,

Induljunk ki egy hédromszor folytonosan differencidlhaté feolliletbdl, Igy

.
\
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A Gsuss és a Weingarten féle egyenletek felhaszndldséval

[
2L i a2y v b, 2&: 2
S E gt P Pt o u

-ar*sf B S i 2 b m o+ by o

"
= o T 89,7 " ™
aMA auf 94.,914, o M
ujra alkalmazva a Gauss és a Weingarten féle egyenleteket és ?”; és M 3ze-
Ju
rint rendezve
I 3{"6 aref ~& M rJ rc ‘b /Gs &) 94
¥ __i_(L - “A +ld(5’V¢§- a T {SJ P (5-/6“{5'(’7 (‘7“46—
A uT ?

) J
+(ﬁiﬁ..%§1 +I—;f5£’76 -F‘T/e:,,cy)/h'io
Y 3“-(5

Vezessiik be a kivetkezd jeldlést:

3 & . & d [
11 R 6 o 9(; Baiy gl;;1.+ [: A r}-J = r; o 5 C; s
S d AT D o an?

Mivel azonban 1I. csak ugy lehet azonosan zéré, ha a koefficiensek eltiinnek, igy

6 1 €
113, Sl Tt R T v

Szorozzuk ez gy, =-al, és vezessiik be az

&

Iv. Ry av 8se = Roeqy
Jelblést, igy
Resmat "Pun Pre =Pur Pae
és
2
(67) Ry212 = P13 bpp - by, -

]

A T g -

Bzekb6l igen fontos eredményt tudunk leolvasni. II.szerint R
mésodfaju Christoffel-féle szimb6élimuk, igy a 44. pont szerint sz elsd alapneny-

nyiségek bizonyos fliggvénye. Igy III. egy Osszefiiggést dbrdzol az elsd és méso-
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Ak alapmennyiségek kizdit, melynek sziikségképpen teljesedni kell, De IV, szee
rirt Ry ayr 68 87 Rysqp is csak az els§ alapmennyiségek fliggvenye. De (6/)
a Gauss-féle gorbulet sz4mldléja. Igy (67) szerint a Gauss-féle gdrbulet csak
az ~1sd slapmennyiségek fliggvénye, Gause ezt a nevezetes tételt theorema egre-
giumrak nevezte,

Most v.zsgdljuk meg még, hogy mit jelent I.-ben az 4 egylitthatédjdnak
@z eltiinese, Amint 14tjuk ez B = T -ra azonosan 2érd, igy nem jelent semmi-
lyen felt itelt, Igy legyen A =1, T= 2 , Ekkor

4
(68) et 7 9 Ly v Ao r;é4 s P P
3 ul PP e !

Bz a két egyenlet ujra egy sziikeéges Usszefiiggést 4brdzol gz eled és a mdsodik
alapmennyiségek kdzdtt, A T =1, A = 2 -re ugyanezt kapjuk negativ elfjellel,
igy az nem jelent kiilén feltételt. Ezeket az egyenleteket Mainardi-Codazi-féle
egyenleteknek nevezziik,

Kérdés, hogy sz eddig megdllapitott sziikséges feltételek elegendlk-e,

A vdlesz igenls, Bonnet tétele, vagy a feliiletelmélet f6tétele szerint ha
az adott gan ée b, flggvények eleget tesznek a theorema egregiumnak, és a
Mainardi-Codazzi-féle egyenleteknek, valamint a g,, €8y pozitiv definit kvad-
ratikus alak egyiitthatéi, ugy van olyan feliilet, és mozgdsoktdl eltekintve csak
egy olyan feliilet van, melynek ezek az elsé ill, mdsodik alapmennyiségei,

A bizonyités a gdrbék elmélefe megfelels tételsének bizonyitdsa hos hason-
l6an gggg zgiﬁgie%g y a differencidlegyenletrendszernek felfogott Gauss éc Weims
garten a fennti feltételek mellett integrélhaték, azaz a differencidlegyenlet-
rendszernek van megoldédsa, Ezért a fennti feltételeket integrabilitdsi feltéte-

leknek is szoktédk nevezni,

49 ,Peliiletek egymésra vald leképesései,

Iegyen adva &z

A= i (ut,u?) és as 7 = dy (@3
“fellilet. Képezzilk le a mdsodik fellilet pomtjait az elsl felillet pontjaira ag

n e u“’(ﬁl,ﬁe)
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figgvények segiteégével, Legyen ez a leképezéds kidlcsdnosen egyértelmii, szaz le.

1.2
Zlou) g o
8 (u*,u°)

gyen

és legyenek az inverz fiiggvények
x. 3% «2%0t ) .

Hajtsuk végre az I, paramétertranszforméciét mésodik feliileten, igy

H = 4 (ul,uz)

Igy & két feliilet megfeleld pontjai ugyanszon paraméterértékekhez tartoznak,
Az u%= u¥*(t) fiiggvények a két feliileten egymédsnak megfeleld gdrbéket, az

ﬁd(to) ogymésnak megfeleld irdnyokat az ul,u2 siknak egy T tartomdnys pe-
dig a két feliileten egymdsnak megfeleld feliiletdarsbokat hatdroz meg.

Két feliilet olyan kilosdndsen egyértelmii leképezését, ahol az egymésnak
megfeleld pontokban az elsl alapmennyiségek is megegyeznek izometrikus leképe-
zésnek, vegy hajlitédsnak mevezziik, |

Mivel az ivhossz éppugy mimt a s25g és a felszim csak az elsd alapmennyi-
ségek segitségével van meghatédrozva, igi az ilyen leképesés tévolsédg, s8z8g és
felszintarté, Innen az izometrikus elnevezés. Ha egy papirlapot hajlitunk, és
a8z credeti és utolsé forma megfeleld pontjait egymésra vonatkoztatjuk, ugy ez
ilyen leképezést jelent., Innen a hajlitds elnevezés. :

Legyen most két feliilet kSlcsdndsen egyértelmiism vonatkoztatva egymésra,
most azonbam nem tessziik fel, hogy ez & leképezés izometrikus. legyen ez a két
feliilet az

# =4 (at,u?) és az 7= (ul,uz) .

Ertelmezni akarjuk a leképezés torzitdsdt. A leképesés torzitését egy
pontban velamely irdnyban a pontbél az illetd irdnyba kiindnlé ivelem, és a
megfeleld ivelem hédnyadosénak hatdrértékeként fogjuk értelmezni, ha az ivelem
az illetl pontra huzédik Sssze,

(69) A= 1 48
As=0 As 3

A két ivelem hossza




i .(f y;';_:u—‘i a” at és 3 = g VW at
t, t,
igy
'd§'\2 = & D /ds WA o3
(Et“) 2 8.pl U és ‘Eg—) 8a2 U :

Tudjuk hogy sz & = s(t) figgvénynek 16e2ik az inverz fliggvénye, Je’iljlk ezt

t = t(s) -1, 1Igy -g—s—- = -—%5— . Veszessiik be a t = t(s) transzforaicidt az
, =

as

® =9(t) figgvénynél. Igy

6'5) o 2 . L
), (8 gt} . (&) - Ban® = A
(@700 T e et &
AZaz

O gAgE Lggat oo

ur a8 s (@) = 20

Mivel az I, integrd.okban 2 &4s 8 eldjele egvformén kisebd vagy negyobb min®

2éré aszerint amini az integrél felsd Hatdra kisebb vegy nagyobb mint az alsé,

ugy —2—3 mindig pozitiv igy
8

- -E. )
& . - g u u
)s ) (ul,uz,ul,uz) = 01/—;&___-;——

| B.a LB
Vizegéljunk most egy tdvolsdgtartd leképezést. Ebben az esetben sehalsints
torzités, agaz L=1. De igy

d o o1

-g-d.(lﬁ & =
o«
2)

Az 61,62 kogiil legal4dbh az egyik nem z8r6. Iegyen 4§l # 0 , osszunk (a «el

és irjuk e kdvetkezl alakban az azonossigot

.
-

2 e
(&3 = &11) (i?) + 2(8yp - Byp) Sz + By - 822) % O -
u

Bz azonban csak ugy teljesedhet azonosan ha az egyltthatoék zérék, mert
kiildnben egy legfeljebdb mésodfoku ezyenlatnek végtelen sok megoldédsa lenne, Te-

hét he a leképezds tévolsdgtartd, ugy

(70) Bia ™ 8 gn
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A harmadik bekezdésben megmutattuk, hogy (70) elegends ahhoz, hogy a leképezés
tdvolsdgtarté legyen, most pedig megmutattuk, hogy ez sziikséges is., De mivel
(70) egyuttsl a 828g és felszintartdshoz is elegend$, igy mindemn tévolsdgtartéd
leképezéds egyuttal szdg és felszintarté is,.

Legyer most a leképezés olyan, hogy & torzitds egy pontban minden irdnybam
ugyanaz, de kiildnbdz8 pontokban £1ltaléban kﬁi&‘nbéz& Igy A csak a helynek a
fiiggvénys, azas

T el ? g 0ta”

Az el5z6hdz hasonléd meggondolds alapj4n

2 v
= -1 A 1 Gy
(811 - 12311) (%2) + 2(812 - 12812) :.luj’ + (822 - 12811) £ 0
azaz
I. Bup (a0?) = R(ul,udieg , (ul,u?) .

Az ilyen leképezés azonbam pontonként szdgtartd. Ami szonnal beldthatéd, ha a

ol
(o]

d1tal meghatdrozott szbigeket, figyelembe vessziik I-et, és }2-91 egysgeriisi-

54, pont szerint képezziik a két feliilet u_ pontjdban az ﬁ;’ és ﬁ; irdayok

tiink, Tehdt Y. a szigtartés elegends feltétele,
Legyen most a leképezés felszintartd, azaz az u® bdrmely 7T tartomédmyéd-

i f V:g'_ dulau® = {' ] /E dulau? %

ra

£11ityk exkor
 » &3 g ® g 5

Tegyiik fel hogy az u: pontban 'Eo b 8, » hanem pl. Eo) 8, + A E ésa g
a folytonos E‘m i1l. g,, mennyiségeknek racionélis egész fliggvénye, igy

o

maga is folytonoe. Igy van az ug pontnak olyan B kirnyegete, amelyben mim- °

denhol ® ) g . De igy UVE duldu? # U p’?dulcm2 lenne ellentétben a felte- i
B B

vésiinkkel, g

Hogy II. a felszintartdshoz elegend$, az nyilvénvald,

Megjegyezziik még hogy mivel a theorema egregium sgerint a Gauss-fle gir-

blilet csak az elsé alapmennyiségek fiiggvénye igy (7o) szerint izometrikus le-
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képezéssel szemben invaridms, Tehdt két felllet izometrikus leképezésekor a
Gauss -féle gUrbiileteknek az egymdsnak megfelel$ pontokban vald megegyezése sziik-
séges feltétel,
Bz szt jelenti, hogy pl. a gdmb, melynek minden pontjdban & Gauss -féle

girbiilet —? > 0 mem kSpezhetd le izometrikusan a sikra, melynek & Gauss -féle
gorbiilete mindenhol zér6. A ssdgtartds, vegy & felszintartés enyhébd feltétele
azonban kiildn-kiilsn kielégithets, Bzeknek a megéllapitésoknsk a térképészatben
van gyakorlati jelentdséglik.

50, A feliilet gdmbi képe,

Megmutatjuk hogy a Gauss-féle g8rblilet a sikgdrbék gdrbiiletének dltaléno-
sitésa a feliiletekre., Bgy glrbe girbiiletét az ivhossz azerinti mésodik differen-
cidlhénysdos abszolutértékeként értelmestiik, de megmutattuk, hogy ez ugyanaz
mint & gdrbe érintbivel képezett gdmbi kép ivhossza, és a megfeleld gdrbe iv-
boszz hénysdosénak hatdrértéke, Sikgdrbe esetén a gombi kép k3rképpé fajul, és
az érinté &s a fénormélis 41tal leirt kiriv egyenld, Ennek dltaldnositdsakor
ivhosez helyett felszint fogunk venni, a gombi leképezést pedig a fellileti mor-
midlisok segitségével értelmezziik,

Tehdt tekintsiink egy kétszer folytonosan differencidlhatd feliiletet

5 A (ut,u?)
Mérjlik fel I. felilleti normdlisait az origébél. Esen pontokat &z
IT. g =M (nl,uz)

vektorfiggvény 411itja e16. Ezek a pontok az egység sugaru gdmbdn helyezkednek
el, II.-t az I. g3mbi képének nevezziik, Mivel II., a feltételink szerint folyto-
nosen differencidlhatéd, igy II. a 26, pont értelmében felilletet 411it elS, ha

L
u

jai és az u ,u2 értelmeséai tartomdnydnak pontjei kdzdtt, valamint az értel-
mezési tartomdny és az T, pontjai kbgStt is kilcsdnds egyértelmii a vonstkozta-

i
még o /I 33,, 1/ rangja ketts. Szoritkozzunk ilysn pontokra. Mivel igy II.pont-

tds, igy 1. és IT, pontjai kizidtt is asz,
2
6 )
liiletdarabot, é8 irjuk fel ennek a felszinét:

Tekintstink I.-en egy P(ng, u pontot, Vegylink egy kdriildtte fekvs fe-




J[ 17 aulau?
z
Vegylik a feliiletdarsb gBmbi képét, és irjuk fel annak felagzinét:

H ‘/_E_ du'au?
y 5
£11itjuk hogy

U VE duldua
(71) lim

LDy u ﬂ }F duldu?‘

ahol T—»u: azt jelenti, hogy a tekintett felliletdarad a P(uo, ) pontra
huzédik Ssesze,

=X (3, u)

Szdmitsuk ki & T -t, azaz II. elsd alapomennyiségeinek determindnsét.

- on_ om € o4 pr ou B - p
u™ Ju® % Tgal N ToF - De Pn Bop = Peu By =d,, 77 b,

[Bas] = [ou] 6" [0pe] '{‘

és mivel -89- -x 3 b -xg

8= |8,,| =X =% .
Ezek figyelembevételével

y F dutau? IJ X r dutau?
1'-011“ ff 3 du]'clu2 r-—»u“ .[fr— dulau?

Alkalmazva az integrélszdmités k8zépértéktételst és a paramétersikban 1&vs T
tartomdny felszinét is 7T -vel Jeldlve a fennti kifejezés

et X @,7%) [s(@,52)
m

2>ud T g(ﬁ‘}ﬁ?)

= *
alaku lesz, ahol T* &s ;

értékre

& T tartomdny valamely pontja, Attérve a hatdr-
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[z aultau? i teak s Vatal a2 Ja
l in ~—T—._~—-—- A = e 0 0 o o -, x ‘uo ’ uo)

T —>u g (5 euau® (&tuy ,;‘(2)‘

anint 21litottuk,

51, Torzfeliiletek lefejtdse,

£11itjuk, hogy a torzfeltiletek mind lefejtheték, azaz izometrikusan leké-
pezhetdk egymdsra,

Ezt az4ltal bizonyitjuk be, hozy kimutstjuk, hogy bdrmely torzfeliilet le-
fejtheté a sikra.

Legyen a torzfeliilet az
1. &(s,t) = 't(” + t ;Q(s) : ( t’. ?',,?) = 0
alakban el6411litva. Az d1taldnossig mczszoritésg nélkiil feltehetjiik, hogy A

az alkotok egy orthosondlis trajektoridja, s az ¢ ivhossza, ds -? (s) is egy-

ségvektor, azaz

1T, 2° =1 ,ma2=1, 44 =° -

Feladatunkat ugy oldjuk meg, hozy a sikot olyan paramétervonal rendszer-

»2

re vonatkoztstjuk, hogy az egymésnak megfeleld pontokban az elsdé alapmennyisé-
gek egyenldk,

Szémitsuk ki az I.felulet alapmennyiségeit

a4 ? M
x '+t —
s % ‘ﬂ 2t

II.figyelembevételével

By =124y e tz,,fz
812 = 0
82 =1
A sikot dllitsuk eld ag
II1. 7 (s,t) = Fa) sty ) @ -1 ‘52:1, 3a=0)

alakban,

Igy itt az alspmennyiségek




- 116 -

g1 =1+2t%"‘7' ¢t2;)"2
812 =0
82 =1

1gy ez egymésnek megfeleld P(s,t) &8 F(s,t) pontokban akkor lesznek

egyenldk az alapmennyiségek, ha

1. = gra e plaglis

Tehét célunk adott torzfeliilet mellett ,E (s) -t és "J.(B) -t ugy meghatdr.~

ni, hogy ennek eleget tegyenek,

Két esetet fogunk megkiilonbdztetni.

1l.) 4}' =, azaz a feliilet henger.

Xy 4'4’'=0, ,.}'2 =0, 68 8; =1, B, =0, By = 0, tenit k-
hogy ,E’;j‘v = 0; 5’2 = 0 legyen, Az utébbi csak ugy lehetséges hs 35(!) <
= konst, az elsd pedig az /Z ’;}- = 0 feltétel miatt cmak ugy ha ;' ‘43
E' =1 ; azag ,E(c) = o+ 3} . Valamint a III.feltStelek mis': Z'? s ¢ ?

Bbben az esetben
v. Ze,t) =qg+8fet
és
3 S B3p = 4 £ =1 ,
a leképezés izometrikus, Az V. d1tal meghatdrozott koordindtarendsser Descar

tes-f&le orthogondlis koordindta rendszer.

2.) ’
- B 1

Hatdrozzuk meg az ‘E”ﬂ" és az ,7-'2 értékeit, Mivel (f' ,7' 7) =
’

igy van olyan egyszerre nem mind zéré <« (s), A(s), ¥ (s), hogy

ag’+ pay’+ TH=0V . ‘
¥ivel most sem Ag sem AJ‘ nem nullvektor, igy ezek az ,0)2 = 1 -bdl kdvet e i
[ 7] 2.4 /9' = 0 szerint egymésra merdlegesek, és igy linedrisen fiiggetlenek,
azaE /343'4-7'/9 ¥V .1gy o # 0O . Osszunk o =vals

 SEe Vs

ﬁ-cl sgorozva II, figyelembevételével adédik ,hogy m= 0 , Igy
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& ,{g’ = l,ﬂ’
amibdl
L.
e i )
$4 3
Vi-ot négyzetreemelve
e
? ‘12443’2 *
2 . L
4 X

1
ir e
. g ,2
Igy kell hogy A?
- - 1 -y 2 1 - l -,
VIiI, P’ = - o - T 1/ ) B = !
* Py 3 ' ey  Whas v r
legyen, Vezessiik be pillanatnyilag &z .,E' v é8 ;g =4 jelslést, és kivéne
juk meg a 4' = -}'—Mw mellett még a2 4.4,’ = - —i—- 4 fenndllédsdt is,

g = T
VIII.

4;”‘°‘}'4
De ezek éppen @ Premet-féle képletek. A 48. pont szerint folytonos

-I%?)- esetén van olyah 4=79' és MW= %' fuggvény mely VIII.-nak, és

(s) és Z(s) = [Z'(s)as
figgvények segitségével a sikon a III.szerint bevezetett koordindtarendszer

igy VII-nek is eleget tesz. Tehdt az igy kapott #

olyan, hogy az egymasnak megfeleld pontokban az elsd alapmennyiségek egyenldk.

Nem bizonyitottuk még, hogy & leképezés kBlcsdnisen egyértelmtl, Ds ez a2
egész feliilletre nem is #11 fenn mindig. Pl. olysn kup esetén, melynek & kup
csucspontja kiriil rajzolt egységsugeru gdmbbel vald netazetgdrbéjének & hossza
nagyobb mint 2 . Tudniillik a kifejtésnél ez a gorbe egy kirbe megy £t ,pely-
pek lesznek kétszer szdmité pontjai.

1gy ez a leképezés a felilletnek egy olyan darabjdra igometrikus, mmelyre
a leképezés kilcebdndsen egyértelmi. : ‘

Még megjegyezziik, bééy torzfeliiletre mds felillet nem képezhetd le izomet- i
rikusan. Egy torzfeliilet minden pontjéban K = 0, igy erre a feliilletre a 49.
pont szerint cegk olyan felilet fejthetd le, melynek megvan & hasonld tulajdon-




Sz. Nagy Gyuls o B < Differenciflgeometria.

séga. Ilyen feliilet pedig a 47, pont szerint csak torzfeliilet lehet.

52. Bels8 geometria,

Legyen adva egy
: £ xp (ul,v.z)y“y'3
pozitiv definit kvadratikus forma, amiben nyilvén csak 8§ g < koefficiensek
a lényegesek. Tekintsiik az Usszes ilyen elsé alapformfyal rendelkezl feliletet,
tehdt az Osszes ezek koziil valamelyikre izometrikusan leképezhets <feliletet.
Mivel két feliileten az elsé alapformik megegyezése, &8 bdrmely két egymésnak
megfeleld gdrbeiv hosszdnak a megegyezése a 49, pont szerint equivalens, és to-
vébbd ez az egész metrika megegyezését jeienti a két feltileten, igy azt is
mondhat juk, hogy tekintsiik az 8sszes az I. 41tal meghatdrozott metrikdval
rendelkez§ feliiletet.

Ez a metrika azonban mér a paraméter sikban is tanulményozhaté, Legyen
pl. az u =u'(t) &ltal a feliileteken egy gorbe és a t,, és t, &ltal amnak
egy ive meghatérozva. Az u = u (t) fiiggvények és a %, ¢, értékek a para-
méter sikban is ggy Srbe ivet hatdroznak meg, Ennek a girbeivnek a kBzdnséges
ivhossza 8 = S V il + 82  at, mig ennek a feltileteken megfeleld girbe iv-
hosgsza %,

%2
II. 8 = S Vg‘# 3 @ at

1
Ha azonban a paramétersikbgn ilyen szabdly szerint mérjiik az ivhosszat annak
megvan az az eldénye, hogy az igy mért ivhossz megegyezik a g3rbének a felille-
teken megfeleld gorbe ivhosszdval, Hasonléképpen az egy pogtbﬂ értelmezett
ﬁ.I és ﬁ; irényok szigének cosinusén ne a cos X = :10 uz' = hanem

g, o &%
111, 008 % = 6 1 2
-lﬁ ’ osr
YB.,@ iy 4y fe gy by a3
és az u”* egy T tartoményénak felszinén ne az 55 dulan? kifejezést,
T

hanem az
Sgz.T7K,9968.
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IV, F = SS"gdﬁl du;duz

T
Srtéket értsiik, Az I. segitségével 1II,, III, és IV, 4ltal egy uj geometri-

4t értelmeztiink. Ennek a kiilénleges metrikdnak megvan az az eldnye, hogy a
megfeleld elemekre a feliileten fenndlléd kdzonséges metrikdval azonos.

A belsd geometria ezen feliiletek kdzds tulajdonsédgaival foglalkozik, Mi-
vel azonban a metrika ezeken a felfileteken, és ebben a sikgeometridban kdzds,
igy a metrikus tételek is kdzSsek., Tehdt az I. -hez tartozé felililetek belsd
geometridja, vagy az I.,...,IV. &ltal meghatdrozott sikgeometria equivalens,

Ezeknek a gondolatoknak t8bbdimenziés terekre vald kiterjesztései képe-
zik a Riemann-féle geometridk kiinduldsét,

Megjegyezziik, hogyha egy kifejezés csak az elsd alapmennyiségek segitsé-
gével kifejezhetd, ugy az belsé geometriai tulajdonségot jelent, T.i, hajlitds-
sal szemben az elsé alapmennyiségek, és igy az egész kifejezés invaridns. Vi a
tovédbbiskban a belsd geometriai tulajdonségok megdllapitésdnak ezt az utjat
fogjuk kévetni. Nem az I.,...,IV. 41tal meghatdrozott sikgeometridt, hanem
tovabbra is konkrét feliileteket fogunk tanulmidnyozni, és igénybevessziik a fe-
liiletet kdriilvevd héromdimenziés teret is, és ha egy eredményiinkrél kimutatjuk,
hogy az csak az elsd dapmennyiségek segitségével megfogalmazhaté, ugy azt belsd
geometriai tulajdonsédgnak fogjuk nevezni,

Megjegyezziik még, hogy a most értelmezett uj sikgeometria specidleset-
ként tartalmazza a régi u.n, euklideszi geometridt is, Ha t.i. g, , = cﬂ*b
ugy az ivhossz, szbg és felszin az ezekre definiélf kozonséges értékeket veszi
fel.

53, Geodetikus vonalak,

Tegyen adva a kétszer folytonosan differencidlhaté ¢ = # (ul,uz) felii-
let, és annak két u{t u; pontja, Kérdezziik, hogy melyik a legrdvidebdb iv-
hosszugdrbe a két pont kdzdtt. Azaz mely w* = u (t) fiiggvények elégitik ki

az t
o X .8
° 0 o o -8 o
s % é g%(5 u u dt = min ! u (tl) =u , u (ta) = u,
1

feltételt. . Sz.TTK.9968.




Bz a kérdée 2 varidcidszémitéshoz vezet,

Jelslje #(%) az n dimenziés térben az 2 (t), .0, x (t) értékek dltal

meghstdrozott pontot és legyen

» R tL L ina it ™)
ahol P a védltozéknak kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvénye. Kérdése
hozy melyik az az § = § (t) gdrbe, azaz melyek azok az X (%), eee X (¥)
figgvények, melyekre t,
II. = SF(g,é,... o (E))at = min +

"
ugy hogy
I1I. s ral £ (82) =f »
amit keriile ti feltételnek neveziink,

Bir ez is 82él88érték feladat, mégis sokban kiilénbozik a kdzdnséges szél-
s6érték feladatoktol. Tiiggvényoperdcién olyan fiiggvényeket értiink, mely fugg-
vényekhez rendel hozzé szdmokat, tehdt olyan fiiggvény melynek &rtelmezési tar-
tominya figgvényekbSl, értékkészlete szdmokbédl &11. Ilyen fiiggvény operdeid pl.
II., mely az x,(t), ..., xn(t) fiiggvényekhez rendeli hozzd az J szdmot, &8
minden hatérozott integrél. A varidciészédmitds 41taldban figgvényoperdcidkn:k,
sziikebb értelemben éppen integrdlok szélsdértékeinek kiszdmitdsdval foglalio-
zik, mely 8zélsbértékek még bizonycs feltételekmek, itt pl, a III.-nak tesznek
eleget.

Szoritkozzunk a k = 1 esetre, és keressiink a s8z61s6értékhez sziikséges
feltételeket, Tegyiik fel tehAt hogy az Z = g 0(1:) IL-t, és III.-at mir ki- -
elégiti, és legyen e mentén to
SF(éo’go)dt =Jd, .

%
Vegyiink egy III,-at kielégité folytonosan differencidlhaté g (t) gBrbét,
Az ilyen gBrbék képezik a megengedhetd konkurrencidt, Ilyen gdrbék mentén az
dntegrdl cssk nagyobb vagy egyenld lehet mint Jo - Ilgen gorbéket ugy kapunk,
ha az é o(t) - hez olyan folytonosan differencidlhatd vektorfiggvényeket a-
@unk hozz4, melyek értéke a t, és t, -ben nullvektor. Legyen tehdt

szo Tn. 9968 .




Iv. h =4 (t)

é(t) = 5°(t) > £

¢ tuggvénye.
2

S ¥ (5 ’ g’) dt = J
e
pe J(E) -nak az- € = O helyen 526186 ért

A mésodik tagot parcidlisan integrédlva

s N
F,. Wdt=| F, & -S
| § S ¢ t t
' 2 1 1
{ IV. miatt azonben a kiintegrdlt rész eltiini
! b2
Y. ! = S ] ...-d_
J'(0) t(rz i
>
Bz azonban csak ugy teljesiil, ha
d
P, - . =
aTF&

azaz ha
Sg.TTk.9968.

o) = - (Forh o)W+ B (Lrf )W
J’(o §1[FC Coé w+ B tor £

W (ty) = & (%) =Y

egy folytonosan differencidlhaté vektorfiggvény. 1gy a konkurrencia az

m(t)

gérbesereg, mely € minden értékére egy gdrbét ad. Bzek mentén a II. integrdl

(€)

éxe van. Igy ssikségképpen
3(E)g=d't0)=0 .

gzédmitsuk ki J’(0)- at. Képezzik elészdr az J'(E) -t. Mivel P foly-
tonosan differencidlhaté, szabad az integrdljel alatt differenocidlni,

]dt.

+ Pg. (g:g )At.«

t2
(k) = S[“g (.6 )4
%
ahol n
Fc (g 16 )h = 12;:1 in(xl(t)'""’h(t)’il(t)’""%(t)) ai(t)
és igy t,

[%(Fe )»]dt ;

k. Igy

Fﬁ)w at = 0

0 ’

o



d P
(72) 35

-

wwg% (%):o 1s2, a3
&

Egyébként u.i. a IV-nek elegettevd 4 komponensei mindig v4laszthaték ugy, hogy
az V. integrél pl, pozitiv legyen.

(72) tehdt a s261s6érték sziikséges feltétele,

(72) egy mésodrendii differencidlegyenletrendszer, az u.n. Euler-Lagrange
féle differencidlegyenletrendszer,

Mivel (72) csak sziikséges feitétel, igy a (72) megolddsairél nines biz-

tositva hogy azok II-t mind kielégitik, mégis a (72) megolddsait extremdlisoke
nak szokds nevezni,

Pérjiink vissza az eredeti I. problémdra,

A megolddsok az I, problémshoz tartozé Euler-Lagrange-féle differenciél-
egyenletrendszer megolddsai kdzt vernnak. Itt most

P=F (ul,u?3l,5?) - / 8up (ut,u?) ¢ &°
Azag k =1, n =2, és az x -ek helyett u -kat haszndlunk,
Irjuk fel ez Buler-Lagrange-féle differencisl egyenletrendszert,

(X RS S e L e b S
3’ at 3 “3n°  Ax o 2uf u*

Képezzikk az itt szerepls kifejgééaeket.

_é_g - 1t :53.‘8«‘5 iy op s | 38,. o o8
3a % = - 0 B ::;I%; u u

3F 1 . B
e m i 2
pe 27 ‘®"

2
—-o.-—-—..a E n--% “'E"a 86 ﬁ& + l———g—aga ﬁ.b
P

, 24° du* ou” 6P P Ju%
'y . 3w e e .
i B UL R W

? : 28
A 2GS e LB S ok P
. 2P  Ba® ¥ 2* g .0 3 S




azonban

d 1 (P 4> , 0F ..an)
—-— 10, F== a o —— U
2% F(aﬁ 2™ :

és figyelembevéve az elsSfaju Christoffel-féle szimbélumoknak a 44, pontban
adott értelmézését

e el e wt) 1 18 ¢
= = T u - u += (==1g P) g i =0
F ( e S5u ) P ( at ) op
azaz

ek o op _ 74 o P

8gu o EGP T (dt log ¥ ‘a :

§?

Szorozzuk ezt g «val
ii‘+|:‘5 1'11'1’ =(§-logr)u

s

:.i.'. o [)
Tekintstik most az ivhosszat paraméternek, Ekkor P = v-g‘p ua’ u! =1, igy

: 1 o A
(73) a%t S da  &u 3
282 “*f a8 as

Bz tehit az eredeti probléménkhoz tartozé Euler-Lagrange-féle differen-
ciélegyenletrendszer, EbbSl sokmindent leolvashatunk,

Ennek a megoldésait geodetikus vonalaknak nevezziik,

Mivel (73) teljesiilése az eredeti probléménk megolddséhoz csak sgik-
séges feltétel, igy a legrdvidebb vonalak geodetikus vonalak, de nem minden
geodetikus vonal jelenti a legrdvidebdb utat.

(75) mésodrendli differencidlegyenletrendszer. Ennél nemosak azt sgabhat.
juk meg, hogy a megoldds milyen pontbél induljon ki, hanem aszt is, hogy milyen
ir ényban, Igy minden ponthoz 4s irdnyhoz tartozik egy geodetikus wvonal,

Tovédbbd mivel a mésodfaju Christoffel-féle szimbélumok csak az elsd ae
lapmennyiségek fiiggvényel, és a geodetikus vonalak differenciélegyenletrend-

szere csak ezek segitségével van meghatérozva, igyez hajlitéssal szemben inva-
8g2.TTK.9968.




riéns, azaz egy geodetikus vonal a feliilet hajlitdsa utdn is geodetikus vonal
marad, Tehdt hozy egy vonal geodetikus-e vagy semaz belsd geometriai tulajdon-
ség.

(7%) egyszeri kdvetkezménye, hogy az euklideszi sikban, tehdt a kdzinsé-
ges euklideszi metrikévél felruhdzott sikban két pont kzti legrbvidebb t4vol-
sdg az egyenes, Mert ha az euklideszi sikot derékszdgii koordindtarendszerre vo-
natkoztntjuk,zugy g;‘_{5 = J,‘@ , 6s igy l: e 0, azaz a geodetikus vonalak
egyenlete g—;%- = 0 , a megolddsok pedig egyenesek.

(75) segitségével a geodetikus vonalaknak egy karakterisztikus tulajdon-
ségdt adhatjuk meg. Azt 411itjuk, hogy egy geodetikus vonal mentén a gorbe f£8-
normélisdnak irdnya Osszeesik a feliileti normdlis irdnydval és forditva, ha ez
teljestil, udy a gdrbe geodetikus vonal.

Legyen t = é (s) egy az ivhosszra mint paraméterre vonatkoztatott felii-
leti gorbe az 4 = A (ul,uz) felilleten, Igy a Frenet képletek szerint

VI, &t -
el e

Més részrél

2 2
d 5 a QA 1) 9« “« P 24 &
LI, = e— | e—— ! | c—— 0 qQ°? + u’?
ds ds ( 2 u® ou* du® 2u”

VI. és VII,, valamint a Gauss-féle egyenletek szerint

t % U QW e
VIIY. C = (f' u’ u? + u” + D u’. u' #
* L8 ) au:f ofp

<
u
¥= Ad Forditva: ha 'i = A& ugy -a-‘% egylitthatéja zéré, azaz a gisrve
ju
geodetikus vonal.

Ha azonban ﬂ geodetikus vonal ugy (73) szerint 361, egyiitthatoja zéré, és

VIII.-bél az is kévetkezik, hogy ha [ egyenes, azaz C : 0, ugy __8_%
2u
egyitthatéja is eltiinik, azaz minden egyenes geodetikus vonal.

Végiil VIIFbél azt is leolvashatjuk, hogy egy geodetikus vonal gdrbiilete

Cc = bo‘p u” u’(b’ - Bz azonban egyébként is kivetkezik (45)-b6l, figyelembevé-

ve hogy ha a gdrbe az ivhosszra van vonatkogtatva ugy g, u’” u’ﬁ =1

’ : o

Sz.TTK, 996&.
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54, Geodetikus gorbiilet,

Egy F (=) feliileti gbrbe egy P pontjéban a gdrbe geodetikus gérbilletén
értjik azonj g‘(s) gbrbe P -bell bizonyos el6jellel elldtott k8zdnséges girbli-
letét, melyet ugy kapok, ha az eredeti gdrbét merdleges vetitéssel a feliilet il-
let8 pontbeli érintésikjéra vetitjik. A geodetikus gdrbiiletet c8 -vel fogjuk
Jeldlni,

£11itjuk, hogy az ivhosszra mint paraméterre vonatkoztatott g (s) gbrbe
geodetikus gdrblilete a s pontban

(74) ogle) =(f *(e), g, wis)) .

Tekintsiik az g (s) -nek az érintésikra vald vetitésekor a vetitSsugarak
41tal alkotott hengert. Z (s) ennek egy normilmetszete, Tovédbbd a P =-beli
g’(s) és Z’ (s) egyirényuak, Igy Meusnier tétele értelmében ak ét gbrbe gbr-
biilete ko6z6tt a P pontban a

Tls) = c(s)lcosd,l
Ssszefiiggés 411 fenn, ehol C az g" P pontbeli gdrbiilete, ©°- pedig a hen-
gerfeliillet P pontbeli normilisa, és az g P pontbeli fénormilisa &1tal be-
zért szdg, ami ugyanaz mint az # feliileti normélis, és a % binormilis él-
tal bezdrt szdg. Bz cos X eléjelével elldtva fogja adni a geodetikus girbile-
tet. Igy
Cgls) = C (F4)=(ixcf)» = (£ 'x fn)w = (¢ :,gn,”)
amint dllitottuk.

(74) fortos kdvetkezménye, hogy geodetikus vonal geodetikus gorbillete zé-
ré, mivel geodetikus vonal mentén f = g » &g M egyirényu. Valamint forw
ditva, ha Og = 0 ugy a gbrbe geodetikus vonal, Mert a cg = 0 ossak ugy telje-
stilhet, ha ¢ ’, g” és % egy sikban ven, De g ” &3 4 mindig mer§leges

g’ -re. Igy ha egy sikban vannak akkor 1s, azaz g" = v{f , tehdt a gbrbe ge-
odetikus vonal.

£11itjuk, hogy Cg hajlitéssal szemben invariéns, Ezt ugy bizonyitjuk be,
hogy Gg-t el6411itjuk csak az els§ alapmennyiségek segitségével. Legyen

=l \e)e #(ul(s), u?(s))
Sz.TTK.9968.




De

ST NPT S e o A0S SNY BN SToiEs ik Ducly | L
Cg ( é ) g’.49) ( g x g ) % (f:(3 u ' u e u’uw) (?;;7-,2;;?,4)

Ha T = 6 ugy a determingns értéke zéré, igy csak a § = 1, 622,638 1 =2
6 =1 esetet kell venni, amikor a determindns &rtéke Y& 111 - VE . Igy

2 7 &
8 21 Cg =[( r:@ ‘Ifl - r;(b u,Z) u’“ u’(3 +uJ]u’2 7 ulzunl] Y_S- 4

A Jjobboldal azonban a g8rbét meghatérozé u® {s) kivételével csak az elsd a-
lapmennyiségek filiggvénye, tehdt Cg hajlitdssal szemben invariéns,

Mint megéllapitottuk‘é':ég # 0 szilkkséges és elegend§ ahhoz, hogy egy
g0rbe geodetikus legyen. Ez a geodetikus vonalak ujabb egyenleteinek a megélla-

pitdsdra ad lehetéséget. Igy példéul

(g':é”)/ﬂ)so .
Térjink 4t a kitiintetett s paraméterrfl az s = s(t) transzforméciéval egy
tetszlleges t paraméterre.

8 .4 & .4y
ds at ds

2
a3 d raf aty _ 4 at  as az o e ;
¥ S b e el B o e Sl o A

Igy a geodetikus vonalak egyenlete tetszlleges t paraméterben

(Agopg +vg,m1=dp(f, 4, m=0

Sz.1TTK.9968.
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(g 8, &) im0,
o’

2
a ¢
Igy I. és II, mintdjdre ¥épezve a -a-d" - —5-— kifejezéseket a geodetikus vo-
' at dt

nalaek egy ujabb egyenletét adja a III. kifejezés, ha a (!g helyéve zérét, &

Jobboldalon pedig az s szerinti derivédltak helyébe t szerinti deriv4ltakat

irok, azaz vg # 0 =-val osztva
2 1 o«
s -2) LY SR B R T |
(rip u -[:(5 u u u + -=uu" =0 .

25, Geodetikus parallel koordindta rendszer.

Megmutatjuk, hogy az & = 4 (ul,uz) feliilet egy folytonosan differenci-

ol :
41haté u® = u (s) (so £ g < 8,) g0rbéjének elég kis kiérnyezetében bevezete
het§ olyan orthogondlis paramétervonal rendszer, ahol az egyik paramétervonal

sereg geodetikus vonalakbél 411, a mdsik paramétervonal sereg pedig ezek orthoe

gondlis trajektéridi,

1

< 3 o, -2
Legyen az u =u (8) az U

= 0 paramétervonal, és legyen ezen u
az ivhossz, azaz |
Te v - a” (o 2)

Tekintsiik ezen gbrbe pontjaibél a r4 merbleges irdnyban kiinduléd geodeti-
kus vonalakat, Legyenek ezek az W% = konst. gdrbék, ahol T a kiinduldsi

pont T2 értéke. Tegyen ezek valamelyikén, pl. az =0 -naz @t

ag iv-
hossz.

£11itjuk, hogy a geodetikus vonalak tekintett serege az T* = O elég
kig K kdrnyezetében mezét alkot, azaz egyrétiien fedi K -t, Az u" = uo‘(iz)
pontbél kiindulé valamely geodetikus vonal bérmely pontjénak koordindtdit meg-
hatérozza az u™ = ux(lfz) pont, a kiinduldsi irdny, mely a mi esettinkben me-
r8leges az I, girbe érintéjére, és melyet jels1jiink p“('t'ia) = vel, valamint a
geodetikus vonal s ivhossza, Azaz egy geodetikus vonal valamely pontjénak
koordindtdi ezen mennyiségek valamilyen fiiggvényei

u = 2, (s, v (@), p"(@)) = & (s, 72)

agul,uzl
D=
d(s, u°)

Képezziik a

Sg.TTK. 9968,




figgvénydetermindnst az I, gorbe mentén, azaz az s = 0 mellett. Azonban

(2} -
s=0

m ert ez egy geodetikus vonal érintéje az I1.g6rbével alkotott metszéspontjé-
ban, és 7
2 at—z) 9 % 5 _a L2 o o D
——ul(s,u ey 2 (0,0°) = —=— u (%) =u’ (u%)
(aﬁ % ) ou 2 du*
8=0
az 1. gdrbe érintdje. 1gy

. pt(T°) pz(l'fz)
‘s=0 wi@@) w?i(@®)

mely zérété6l kiillénbbzd ﬁey minden értékére, mert a két sor egymésra merdleges

irdnyokat hatdroz meg, valamint ezek a mennyiségek folytonosak, igy az I, gor-
bének van olyan K kidrnyezete, ahol D # O ., K-ban a geodetikus vonalak pont-
Jai és a feliilet pontjai kdzdtt k6lcsdnds egyértelmii vonatkoztatds 411 fenn,
azaz K minden pontjén egy és csak egy geodetikus vonal halad 4t, azaz a te-
kintett geodetikus vonalak X -ban mezdt alkotnak.

A tovébbi meggondolédsainkat ezen K kirnyezetre korldtozzuk. Tekintsiik
ezen geodetikus vonalak orthogondlis trajektéridit, Ezek a differencidlegyen-

letek elmélete szerint szintén mez8t alkotnak, Iegyenek ezek az at

gorbék, mégpedig minden orthogondlis trajektéridhoz azt az Tt értéket rendel-

= konst.

Jik hozzé4, amilyen El értéknél metszi az illetd orthogondlis trajektéria az
ﬁ? = C gbrbét. Mivel a geodetikus vonalak egy mésodrendii differencidlegyenlet

megoldédsai, igy maguk is folytonosan differencidlhaték, igy az orthogonédlis

trajektéridik is, igy g_fi folytonos, ¥£s mivel ezek merflegesek, igy
u

o4 _ a# Jry
S5k Av e 132

26, pont szerint bevezethetdk paramétervonalaknak,

II matrix rangja kettd, Igy ezek a gdrbék a

Vezessiik be ezeket a gdrbéket paramétervonalaknak, Ezt a koordindta rend-
szert geodetikus parallel koordindtarendnek nevezziik,

Jeldljilk a koordindtédkat egyszeriiség kedvéért ezen uj koordindta rendszer-

-0 «
ben u helyett ujra u -val. Vizsgéljuk ebben a koordindtarendszerben az elsé

alapformdt . Mindenesetre g12 50 Haszndljuk ki tovdbb4, hozy az u? = konst

Sz.TTK.9968




gorbék geodetikus vcnalak, azaz eleget tesznek az

2
I. nﬂgs-f:‘_p u’&we

* 2
differencidlegyenletnek. Mivel azonban u’" = u”2 = 0, igy
2
1

. O
0=—r1 111’

&és mivel egy ilyen gbrbe mentén ut #0
5 ot 12 22 e 0 & a BB
o="1 =% Qa1 =8 PECIR: (f21=- rl'l“'i_ 121

g BAbEt |
g
g
De mivel &y, = O, igy 8, nem lehet zéré, mert killénben g is z4x6 lenne,

-
Jdo

il % , (3812 28 238m)..1 251 |
S dut du* du® 2 du
azaz
9811 _ 4
% g 7;;2- - ’

2'3 1 hosa
azaz 81y csak az u; figgvénye. De 82 U ¢ gbrdén u- 8z ivhossg, igy

2
ott g44 = 1, Do g,y 82 uz -t81 nem figg, igy bédrmely u- = konst. mentén 1,

azaz
8y 51
azaz ut mindegylk geodetikus vonalon az ivhossz, Igy az elsé alapforma a

kvetkezd egyszerii formdt 81ti
2 508
® .2
(75) 14 + gy, 0 :
Forditva, (75)-b8l, tehdt a gy =1, B8y = 0 -bél II,-t81 visszafelé

2 o konst, gor-

kbvetkezik I., tehdt ha ez elsé alapforma (75) alaku, ugy az u
bék geodetikus vonalak, az ul = Xonst. gorvék az orthogonélié trajekxtéridik,
azaz a koordindte rendszer geodetikus parallel koordindta rendszer, (75) tebdt
a geodetikus parallel koordindta rendszerrs jellemz§,

£11itjuk bérmely geodetikus vonalnak két u = ul és ul = u; paraméter

vonal kdzé esé ive egyenld, A gbrbe u2 = konst. Az ivhosssz

2 1.
al ) 72
Va2 53 g3 :
s = z 1w g220 dt = % u” dt = W -y = konst,
o o

Sz.™r)¥.9968




Az ilyen gdrbéket secdetikus pdrhuzemosaknak nevezziik,

Mostmdr médunkban 41) kimutatni, hogy = P _, P, Dpontokst Seszekdts geo=
detikus iv bizonyos viszonylatban a legrévidebb, Legy a fopl reodetikus iv
egy geodetikus parallel koordindtarendszer egy geodetikus paramétervonaldnak
egy szakasza, Allitjuk, hogy ezen koordinéta rendszeren beliil futd P, ,P,-et
Osszekdtd gorbék kozdtt épp a tekintett a legrividebb, Iegvenek a tobbi P, EE

= i Rty 1 <X A 2 . Siee
Pl-et Osszekdtd gorbiék ul =u, u2 = f£{u~) alakban adva, Igy az ivhossz

ul
4y e
s = ) 1+ 85 " {1‘11) du
1 o
9

ami akkor minimdlis ha f’(ul) = 0, azaz ha u° = f(ul) = konst, azaz geodetl-
kus paramétervonal mentén, A P, és P,~-et 0Osszekdtd geodetikus paramétervonal

viszont csak a kiinduldsi geodetikus iv,

56, Geodetikus poldrkoordindta rendszer.

Tekintsik egy kétszer folytonosan differencidlhaté feliilet egy P, pont-
Jét, A1litjuk ennek bizonyos K kSrnyezetéhen bevezethets olyan paramétervona.l
rendszer, ahol a psramétervonalak egyik seregét a P, ~b6l kiinduléd geodetikus
vonalak, a mésik sereget ezek orthogondlis trajektéridl képezik, Ennek az ugy-
nevezett geodetikus poldrkoordindta rendszernek P, nyilvén szinguldris pontja,
tovdobd az is 14thatéd hogy ez a geodetikus parellel koordindtarendszernek egy
specidlis esete, hiszen itt is geodetikus vonalak és azok orthogzondlis trajek-
téridi képezik a két paraméter vonal sereget, csak a geodetikus vonalak egy
bontbél indulnak ki, A bizonyitéds is egészen hasonlé gondolatmenetii,

El8sz6r is 411itjuk, hozy a Po~bél kiindulé geodetikus vonalak Po bizo=
nyos kdrnyezetében 5 kivételével mezét alkotnak. Legyen a kezdeti koordindta
rendszer olyan, hogy Po koordindtdi u1 = u2 = 0, valamint gll(0,0) =
= 8,,(0,0) = 1, és glz(0,0) = 0, amit az 4ltaldnosség megszoritdsa nélkiil fel-

tehetiink, Legyenek egy a Po—hél kiindulé 8z s 1ivhosszra mint paraméterre vo-

natkoztatott geodetikus vonal érintéjének komponensei a Po’ azaz az 8 = (Q

pontban
1 n
A e
iu_ = COS? ~Q-);— = gin 19 %
] ¢
ds 8=0 as l s

S2.TTK.9968.
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Tekintsiik ezen geodetikus vonalon valamely 8, értékhez tartozé P pontot,

és vezessink be a 8 = 8, S paraméter transzformiciéval a S paramétert.Igy
a T <hoz tovébbra is a 0, a P-hez pedig az 1 paraméterérték fog tartozni.
Mivel a P -on édtmenS bérmely geodetikus vonal valamely pontjdt a geodetikus
vonal P ~beli kiinduldsi irénya, és az illetd§ ponthoz tartuzé paraméterérték
meghatdrozza, igy egy P, -on dtmené geodetikus vonal pontjai

2 ¥ 2
o ACE du” ' du_ ,
as das
S=0 S=0

forméban d11ithaték eld. Azonban

1 h §
du_ = QU ds » socos'} és hasonléan
ds ds as
S=0 g=0 S=0
2
du_ = 8, sin & 3
das
S=

Igy

unht“(s,acos?, s, s:l.nt?') .

0

ROgzitslikk most S-et S = 1 -re, &s vdltoztassuk s, -at. Igy

ut = gq.(s 009\9’, s sin 9’)
ahol 8 = 0 szolgéltatja a P,-at, Vezessiik be az

11-30053’

I,

xznssin&

Jeldlést, Ezekutdn

u= 80((11,22) ‘
Megjegyezziik, hogy ezen x* mennyiségeket Riemann-féle normdl koordindtdknak
nevezzilk, - Vizsgdljuk most a

P J ‘ul,uaz

a(xl,xz)

figgvénydetermindnst a Po rontban, azaz az xl = x2 = 0 helyen.
Tekintsiikk a

Sz.TTK, 9968,




gu 2 dup™ g_x_l_ du* ax? e du’
da‘! {c’- ds Jx° ds ) T;I cos? +-—;? sinl%
Po 1% P, e
kifejezést. De
2'9_];] = 008 3’ . @-E = gin 7?’ o
ds ds
Po Po

gy II.-t a 1? =0 és 1?= 52-7-.- helyen tekintve kapjuk hogy

9 ul dul
9 ; Ax° P
Po Po
J n? J u?
—_T =0 -7 = )
9x Jx
pO PO
azaz
D(PO) =1 3

éslmivel D elemei folytonosak, igy Po-nak van egy olyan K kbrnyezete, a-
hol D ¥ O, Igy ezen K kbrnyezetben a feliillet u™ pontjai &s az x~ sgz4m-

pPérok kdzdtt kélcednds egyértelmii a vonatkoztatds, De I, szerint az (xl,xz)

noma, n okas

és a geodetikus vonal sereg (s,t?) pontjai kbzdtt is kblcsdnds egyértelmii av

P, kivételével, agaz minden ponton egy és csak egy geodetikus vonal halad At

P, kivételével, azaz a P,-b6l kiindulé geodetikus vonalak e
K Kkdrnyezetében a P, kivételével mezsbt alkotnak,

egy megfeleld

A tovédbbiakban K-ra szoritkozva tekintsiik ezen geodetikus vonal sereg

orthogondlis trajektéridit, Ezek szintén egy mezdt alkotnak,

Ekkor azonban mint az e16z8 pontban ujra két K -t egyrétiien fedd gorbe -
sereglink van, melyeknek egyike geodetikus vonalakbél 411, Azonos feltételekbsl
azonban azonos kfvetkeztetéseket tudunk levonni, tehdt az elsé alapforma itt
is (75) alaku, Részletesebben: tekintsiik a geodetikus vonalakat a 17’ = konst,
g8rbéknek, az orthogondlis trajektéridkat pedig a 6 = konst. g8rbéknek, ahol
€ azon pont s értékével egyezzen meg, amelyben az orthogondlis trajektéria
a ’9’ = C geodetikus vonalat metszi, A geodetikus polérkoordinéta rendszer el-
86 alapmennyiségeit ujra gu“(5 -val jeldlve mindenssetre 812 Z 0. Az elbzé

pontbell bizonyitds szerint pedig 811 1 .Igy & 4ivhossz az Ssszes geode=-
S8g.TTK. 9968,




tikus vonalon, Igy s -t6l1 mindegyik geodetikus vonalon legfeljebb csak egy
konstansban tér el. Azonban P -ban 8 = 0 és 6 =0, mivel ez az orthogonélis

trajektéria a Po pontra huzédik Ossze, igy 6 28, Igy az els§ alapforma
(76) 82 + gy, 2 :
Az orthogonélis trajektéridk a Po-tél egyenls tédvolsdgban le-

v6 pontokbdl 8116 gorbék, Bzeket geodetikus k3rbknek nevezziik,

57. A Gauss-féle gorbiilet geodetikus kxoordindta rendszerben,

A 48, pontban meg4llapitottuk, hogy a Gauss-féle gdrbiilet csak az elsd
ala pmennyiségek figgvénye, de nem hatdéroztuk meg hogy azoknak milyen figgvénye,
mert eddig arra nmem volt sziikséglink, Igy most el8szbér meghatdrozzuk hogy a
Gauss-féle gbrbiilet hogyan filigg az elsd alopmennyiségektél, utédna pedig az el-
86 alapforma geodetikus koordindta rendszerben valé (75) ill, (76) formijénak
felhaszndlésdval megéllapitjuk hogy hogyan egyszerlisidik ez geodetikus koordi-
ndta rendszer esetén.

48, III, szerint

2 2 2
Ry7y2 = Dy3bp = Y3505

20 2%
D118% Do~ P12 &8 Dby
21 22 2
8°7(bybgy = Byobyq) + 8°°(byybyy = B35)

g

Irjuk fel még B, 2., értéket 48, II. szerint, igy

2 ) 2 d
ar?1 Al 2
811x=3u2'au1*r11r25' rlzrlaf

Az itt sserepl$ mésodfaju, és ezenkivill az elséfaju Christoffel-féle szimbé-
lumok is az elsé és utolsé indexiikben szimmetrikusak, mertd

r 2 agﬂ aer,, 88',(5 iy 38‘1@ 084t 389“
- 2( 9u® *311.(a " dut )_E.(au‘ +8u” -auf)

0% Bt

1(88%?"P a&n 38(3*)

du® qu*  Odut

és 1gy
Sz.TTE., 9968.




Pla e |

xdp 9 pte = A x

Bzen szimmetriz felhaszndldsdval 811 X 1628 kifejezésével vald Usszehason=-
1litds utjédn beldthatd hogy

2 2
Gnk = aa‘\lle e aarila * r*lzl(r'azz i [;12) i [;22([’;21+ [';11) "
¥ 2('?1 Gzz‘ [';12 r;zl)

oA
A mésodik és harmadik tag géréjelében 1évd kifejezéds ilyen formdju: z r:‘ p
ok
A11itjuk, hogy

e 1 2 \_9%1¢xg
(S s 2 (P - N5)-Dxe
Ugyanis
31 29 8 J81 811 982 832 98;,2 «t 084t
—-0-5.-5:— B B - 2—-— =
d uf g 9uf g Odu' & g OJu’ g Ou = al
Azonban

; 08
op + Teap =t
ami a baloldal részletes kiirdsdbél azonnal adédik, Igy
9 d ‘ ' s
g°u =g (r:nrp * r:u@) - slfr‘l +p g r;l(a + 82 r‘f@ +

e 2T @2{» e *Bnrnp *Blzrzlp 2 rz h ,821["12(5, gz'zr'22fs=

Ak 2
- 2, P -1 (5) ’
e i = il r1 1 :
mert pl, a mésodik és 8t8dik tag Osszege g 1ap Sty i e Tehét ezen
részletdllitdsunkat bebizonyitottuk., EbbSl kdvetkezik, hogy

1 2 _1 908, 5103!;
rll P "r;p z——%“au D4 .
Bzt alkal
Z mnazva 9 r

2Rz 2l T P
811K=—‘2‘a 7= . T‘T‘il* rlzl ""s’zj%ou e r‘122 _251"513‘1 1y

a

’z(rlll Gza ‘rlla Eal) .

V. af;2

Szorozzuk ezt -E - 8l, és a Jobb oldal els§ tagjdban irjunk —£ r]: 1
&ll 811 Oou
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2 TN o ; 5
helyett -—3—:2 ’\ o :1 jl - €, és az elkovetett hibdt a megfeleld tag Hozzéd-
- oS ;.l
addsédval korrigdéljiuk. Jérjunk el hasonldan a mésodik tagndl. Igy
s AN R B P e L 08 T raloor e
o 9u°-\ g 1:3 _,,"‘ A, 12 ri i
\/ ol] UQ \ bll a u 811
= 2 2% Y
' “‘ o 9 l 0o ‘ilc- 9 81[ > i 1
+ - b _..,:’:)_l.,i.?l._;& + -." : EUR % ’1 122 i (rl r' 2 I‘;-lz (_;.21 ) 3
.3 5 BRI du €11 J 5’*

Jelsljik az elsd szdgletes zdrbjelet A -val, a mdsodikat B -vel, igy

A= _[E “l i L Jl&? Sl SR A 315 :L A2 9&_ Vé 2)311
811 g 2 (g ou 2 g 0u® 9n g,," due V(‘; 811 ou’

és hasonldan

vs)
]
]
3
3) ! Q)
N
i—-l

811 =
gy -
gl Ye'ta Y 20 z 2 e %81 2
Ve K= =1 4B, | Casy gt 2 R :
u 811 11 ) al:I \ 13 8 811 u 11
g 98n1 2 z (M 1 2
ey Be 5 ks (GIGZ'GZGI) :
g1 = 813
0
Fejezziik ki a —Bf-’—:-l-l- - t a mdsodfaju Christoffel-féle szimbélumok segiteégével,
u

hogy & 3.,4. és 5. tagban egyformén a s k szorzatdt kapjuk, F‘ni «t defie-
niciéja szerint felirva "
-2l (=2 8"1)&[; &

Ha ezt az értéket beirjuk EJ{. kifejezéasébe, és a /lL -re a szumnmfciét, és a

szorzdsokat elvégezziik, ugy azt taldljuk, hogy a 3., 4. és 5. tag Osszege 2zérd,

1gy : 2
9 "
(77) g wﬁr2 ) _5%1,(_‘_&(;2{

|+ -
811 fé

Ha az Rlz‘LP‘ helyett az Rzlzlkifejezésbﬁ'l indulunk ki,ugy azt kapjuk,

hogy % Y ‘{"‘

{ d | 1g 72 c o 1

(78) Xiu -.V,_.,..(_“&f ).. X (_,_& I 2> +

€11 8

'/ 2 :
(77) és (78) -ban K xonkrét forméban van az elsd alapmennyiségek se-

gitségével kifejezve,
Sz.TTK. 9968,
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Nézztik meg hogyan egyszertisfdik ez az eredményiink geodetikus koordindtd
rendazerben, Iti (7 és €76 :
(75) és {76) szerint 811 =1, 81220 , Igy 8 =8y .
Tehdt (78) igy alakul

{ . (&, 2 [leap =1 \|
[a“(zrz) a“(8’22[-:"1 [e2
Szémitsuk ki r212 -at és f—zll -6t geodetikus koordinéta rendagerben.

I [;12.811['2”*2 =gl o+ g22 L

21 222 »

Azomben g12 . S22 _ e s B U
g

X
8 822 ey
II. . 9321 g o8
(2= 322 = 3 —-}- 22)--%——1-au22 .

Hasonlé szémités eredményeképen ré 1 %0 5 1Iny

ARl 1.@9822 3R e 1 98
?J(z s | et e a;t(%r;z-z )
P ¥4:34 2
(79) Kin b 2

ez 22
A geodetikus polgrkoordinéta rendszer segitségével médunkban 411 a Gauss-
-féle gbrbiiletnek még egy érdekes értelmezését adni.
Legyan P egy geodetikus koordindtarendsger kizéppontja. Hatérozzuk meg

e8y 8, sugaru geodetikus kir kertiletét, Bzen kir egyenlete s = g 3 =2 9

o’ 5
A keriiletet L -el jeldlve 2

Lai@d# ;

Fejtsik ’;-22 -t a P kirnyezetében s szerint hatvédnysorba, El8szér
is éllapitsuk meg 822 értlkét a P pontban, Induljunk ki az el6z8 pont kez-
deti u“ koordindta rendszerébd8l, Jeldljiik most itt ebben a koordindta rend-
szerben az elsf alapmennyiségeket g; B (ul,uz) -vel, Az el1l8z8 pontban tett fel-
tételek szerint P = (0,0) és g:p (0,0) = C&_@ . Térjiink 4t az 1628 pontban

o koordindtékra, és jelsljiik az elsé alapmennyiségeket T -

(3

bevezetett =x
Sz.TTk,. 9968,




val, Tovdbbra is P = (0,0) . A 39. pont szerint
+ d
P s 3 n 3 u %
I1T . 8 o — =7 g
L §] -91 Dx ’l"J

I8y E‘,;f) {0,0) = '504/5 . Pérjink 4t végiil is az (s, }) geodetikus poldrkoor-
d1indta rendszerre, és jeldljiik az elsé alapmennyiségeket 8111 812y 8pp - Vvel,
Ujra P = (0,0) , és III, szerint

8 Vo5 Bl ot 91 i S QXZ 2.
322(3;&):’('3—1{5‘) 811'2 Qrﬁ '—3—312*(919,] Py .

56, I, figyelembevételével

A oG = 2 2
g22(s, 77) = 82 cos?® #gll -2¢° cos #sin#glz + s%sin 193'22 ;
és -
v_g—22 =g VCosz{f 8,7 - 2 cos ﬁsin'a'g'lz + sin2%§22 :
Igy
o Jeateatiso o ms Yag %o
fa g
‘ 24 = s s ? V
—%r;gg = Vcos §’gll -~ 2 cos 3'sin 3’312 + sinzt?'gz2 + 8 ET; P

Azonben az 8 = 0 helyen, azaz a P pontban E"fj = 50((5 y 18y

v. 1un E2

=]
s—>»0 0s

Hatérozzuk meg még a mésodik és harmadik parcidlis hatérértékét.(79)
szerint

arE‘7=-5<v~

és igy IV, szerint
ZV
1im ___2__8 822 _ o
8 —»0

3‘522_, BKV’:; Y_;

ds” s
és V, szerint

1im 22 . _ K(o,00 .

A0 89

Igy a hatvénysor Sz.TTK. 9968.
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;3 o
(522 =0 - F X000 + & (.0

A geodetikus kir Xertilete pedig
2T
J 4
L= S[a --e-ko+s-(...)] ad
6 4!

o

- ZTg-g-tg}KQ‘k-z—;]—;-‘B‘(...)

6
anibbl
2Ts-1) 6 _ .8
2"’ '51 ko ‘(-u-) o
Az 8 = 0 hatdrértékre térve 4t .
(80) Ko' 1p 2¥s -1 6
g—0 27s s

Azag & Geuss-féle gdrbiilet hatdrértékben egy o sugaru geodetikus, és
egy s sugaru kizonséges kdr keriilletének kiilénbségével ardnyos.

58, Geodetikus vonalak differenciélegyenlete geode-
tikus polér koordindtarendszerben.

Induljunk ki a geodetikus vonalak 54, V.,

2 5 AT B "
r.:((ali“\ipul-Cpu‘u@u‘?*tilu'z-dziil-o

differencidlegyenletébll, és vegylik figyelembe az els§ alapmennyiségeknek a ge-
odetikus koordindtarendszerekre jellemz§ értékeit, tehdt hogy 81 * 1, és
82 =0 . Igy az 57. I.,II, -hdz teljesen hasonlé szémitds sserint

p & o8
‘ &y 0 r‘2 s ke ¢ 2
2 G5 18 % 820 du

1 1 9822
M=o ey ™ ~ oy

o8
rilz"° rzz L3 1 -0

‘ 2322 au2

£zek tigyelembevételéve154‘végy geodetikus koordindta rendszerben igy alakul

8z.TTK. 9968,




l

og % G J &5 2 Jg 3 2

;! 2d =17 ~2 1 22 1 .2 3! 252 x 1

I, =—— u u P e —— T W + - u o ) Gl b IR T R e S G
855 dul 2 ®,, O M 2 9yl

Tegyen most egy geodetikus poldr koordinéta rendszerben egy az u2 = konst, -

t61l kiilonbtzé geodetikus vonal egyenlete

ut =u(u2)
1 i
R
forméban adva, Ekkor ur =9 , fir =%, w2 =1, u° =0, és I. az
Sre 3 Ofer o a g T OBpg L3 Ol o
852 Jdu 822 o uc Cu

egyenletre redukdlé6dik ahol gzz(ul,ua) = gzz(u(uz),uz) . Legyen most & a

2

II, geodetikus vonal és az ennek a pontjain dtmend u“ = konst., geodetikus pa-

ramétervonal érintéi &1ltal bezért szdg. Az elsbbi érintsjét az 41 = d , 42 =)

mig az utébbiét az u-é =1 , 1’12 = 0 é&rtékek hatdrozzdk meg. Igy

W
B.pU 1 i

g
cog X = =
§ e3ed V o€ o9 .2
\gféuu o g g @ + 82

amibbl
(2)° = (22 + 853) cos’x
Iv ﬁu Y __10;9_2&__' co o
. 822 5. B3 o9k
l-cog“xX
és
& (’BYE—;?.. 5,32>cotgd e i ( 1 )do(
E o 2 22 B:and ;;2' :

Irjuk most ve . és u -nak IV, és V, szerinti értékeit III.-ba, igy

1 085 2 3892 Yeiu 1 985,
822 —a—;r— 5‘22 cotg XK 4 e 2 g22 22 cotg X + -.—a_‘;r_

1 1 98 o g
B-ZV:: 2 gzzcotgo(-t%- i -—%g-cotgo( = V;;z(l-tcotgo()%

=

Az egyszeriisitések és Ssszevondsok utén pedig
Sz.TTK. 9866,
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ax _ 1 %8p ey,
d—uz 2?322 dut 9

u

Tehdt geodetikus polérkoordindta rendszerben az vl = konst .-t61 kﬂlbn-
bdz6 geodetikus vonalak differencidlegyenlete az igen egysszexi formdju

(81) a«__?igzz
du® 2 ut

differencidlegyenletre redukélédik, ha a megolddsokat a II.formiban keressiik,

59. Gauss - Bonnet tétel

Egy feliiletdarab teljes gdrbiiletén gdmbi képének felszinét értjik, ami-

nek az értéke az 50, pont szerint

ﬁ litg.dul du2
T

A Gauss-Bonnet tétel egy egyszeresen 8sszefiiggd feliiletdarad teljes gor-

billete, valamint a feliiletdarabot hétérolé gbrbe geodetikus girbiilete, és annak
torés szogei kdzt 4llapit meg Osszefiiggést., {

Elészdr ezt az Osszefiiggést egy igen egyszerti girbe, egy geodetikus hé-
romszdg éltal hatdrolt feliiletdarab esetén vizsgdljuk. Majd egy bnmagdt nem
metszd zért gﬁrﬁe éltal hatdrolt egyszerasen Usszefiiggs felilletdarab esetén,
vigydeva arra, hogy mindig egy geodetikus poldrkoordindtarendszer érvényességi
korében maradjunk, Valamint kikdtjtik, hogy az 8sszes tekintett sokszdgeket és
gorbéket pozitiv forgdsirényban fussuk be, azaz ugy hogy a bezdrt feliletdarad
balkéz feldl essen, és minden szdget hasonléképpen pozitiv forgdsirdnyban mée
riink,

Geodetikus hédromszdg alatt értiink egy olyan zért feliilleti g8rbét, mely
hédrom geodetikus vonalbél tevédik Ossze, Legyenek ennek csucsal A,B,C, szdgei
oc,ﬂ, AP

Vezessiink be geodetikus poldr koordindtarendszert, legyen ennek kSgzép-
pontja A , Essen az egész geodetikus hiromszdg a polédrkoordindta rendszer

=0 geodetikus vonal az AP ., Igy az AU
= « geodetikus vonallal esik 8ssze. A° BC geodeti-

é.vényességi korébe, Iegyen az u

geodetikus vonal az u2

S5z.TTK. 9968,




A
X :
/,,-’ x \\ kus vonal egyenlete pedig legyen u~ =
/,/ \ = :1(u2) forméban gdva., Jeldljik a geo-
A o Y \ detikus héromszdg 4ltal bezért felilet-
\\‘a,\ \ darabnak a paraméter sikban megfeleld
.
\(3 4 tartomdnyt T - vel. Igy a geodetikus
BN

héromszdg teljes girbiilete

/
: % u(u?)
3 = g& 1% Y‘; duldu?® = S \ gl X \'z aul |au? s
T u?=o \ @ =0
(79) saerint &
/ufu?) 2 : _, uleu(u?)
0 8
ﬁ o T a4 I Vg aul | au? = S e,
Ve ?)u 0 u
u =0 =Q u =0 u =0
57. V. figyelembevételével
A0 :
Jd = - — «1 | du g
a“=0 a =a{u®)
és (81) felhasznéléséval
ol
J = - g<~d°‘-1>du2= Y- (T -p)+x,
e thp
u“=o
azaz
(82) Sskv;dulduztn °(+{3+%~-T :
T

Igy torzfeliileten mely mindig izometrikusan leképezhetl a sikra, egy geo-
odetikus hédromszdg belsd szdgeinek Osszege ¥ , mert K = 0O és a (82) integ-
rdl z4ré, Pozitiv gbrbidleti feliillet darabon negyobb mint ¥ , és negativ gir-
biletl feltilet darabon kisebb mint T .

Négziik most ezt egy n oldalu geodetikus sokszdg esetén, melynsk semaw

tikus rajzét a mellékelt &bra szemlélteti. legyen a geodetikus polérkoordindta

rendszer A kdzéppontja a geodetikus sokszdgbn beliil és kdssikk ezt Ussze &

Sz.TTK. 9968.




geodetikus sokszbg minden szbgpont-

Jéval egy geodetikus vonal segitsé-

gével. Igy n darab geodetikus hd- ﬂ
rom sz8get kaptunk, melyeknek teljes

gorbiiletét mdr ki tudjuk szdmitani.
Jel¥ljilk a geodetikus sokszdg 41tal
hatdrolt feliilet darabnak a paramé-
tersikban megfelelS tartoményt ¢ -

vel és a geodetikus héromszsgekét
Ti -vel,

Tehdt geodetikus sokszdg esetén

I: jj X e aulau? = 27 -y 4,

i
ahol Ji a sokszlg trésszigei.

Véglil kimutatjuk a tételt abban az esetben ha a feliiletdarad egy zdrt,
nmagdt nem metszd, egyszeresen Ssszefﬁgg6 girbe dltal van hatédrolva. A bizo-
nyitds végeredményben az eléz8kin kiviil egy segédtételen alapszik.

Allitjuk hogy ha a fil gbrbeivbe geodetikus tSrtvonalat irunk, és en-
nek oldalhosszait minden hatdron tul cstkkentjik, ugy a t8résszidgek Usszege
@ geodetikus gdrbiiletnek az illeté gbrbeiv menti integrdl jaihoz tart.

S2.1TEK. 9968.




Vegyink eldszlr egy 55 sikgdrbe 1i-
vet Iegyen a gorbe P -beli érintéje, és
a PG =h hur 41tal bezdrt szdg ¢ , és
legyen a gorbét P -ten érint6 és Q-n 4t~

mend kOr sugara I .
3 5 £

A gorbilleti kér, és

és mivel sikgdrbének s

# 518 5
Q —>P

II.6s IIX. figyelembevételével

. S B, ik s e s (he e P T)
h

Vegylink most egy 53 feltileti gdrbe
jvet, &és annak a P pontbeli érintésike-
Jéra vald 53' vetiiletét, valamint a
§a geodetikus ivet, és annak az érinté-
gikra vald f&’ vetiiletét, Mindkét gor-
beiv

P - beli érintdje az érintésikban van. legyen ezeknek a T3 hur PQ¥T ve-

B a2

tiilletével bezdrt szoge ujra (p , illetve VY Igy ¢+ V=X g gbrbe és &

geodetikus iv 41tal bezért szdg, a TQ' hossza pedig h. Igy IV. szerint
" P 3
[0 ! 5 (_— )
Y& — 3 ..24 3 _’:'./. R S - e (}13 o W P) 5
h h h 2
- s - paw , N
mivel a geodetikus iv geodetikus gorbillete zérd. Tovédbbd ha a kicsiny PQ iv

hosszét K ™ el jeldlom, ugy

1im Aas .4
8 —»0 1B

Sz.TTK. 9968,




Igy V. szerint

Sg-ﬂaum .o_‘..a um(i- -4—3-).11“ -ﬁ- »
2 h~»0 4s»0' ds B Ag=o As
8za%
ol 08 (P)I
- £
ds 2 ¢
vagy
i loc--:-—og(r)As!<E As (na Agccfm )

Vegylik most a ﬁl feliileti gbtrbeivet, és irjunk bele egy geodetikus
tdrtvonalat. Igy minden tdréspontban két szdg keletkeszik a két geodetikus 1iv ég
a gbrbe érintéje kbzbtt. Ezeknek az Ssszege adja a geodetikus t8rtvonal t8rés-
8z6gét. Tetszblegesen adott £ >0 pellett finomitsuk a geodetikus tdrtvonalat
ugy hogy max. 48 < é (¢) , 1gy minden toréspontban igaz VI, Szummézzuk eseket .

a torésszbgeket, igy
S8y Lo 2y dsj<2tT de=2l6
3 3

ahol 6 a PP, div hossza, Tehét

51
VII. ;'J, — rj og(s)da (ha max A s —0 ) .
[+ ]

Legyen a feliiletdarabot hatdrolé girbe r‘ , melynek tSréspontjai is le-
hetnek. Irjunk ebbe geodetikus poligont. Erre fenndll I. Finomitsuk a beosztdst
ugy hogy a tdréspontok mindig szdgpontok legyenek, Igy a poligon a rtg&rbé-
hez, és a gbrbe tdrésszigeitbl kiildnbdzb d j tbréaszigek Usszege a VII. integ-
rélhz tart, igy hatdrértékben

gé K Vg anlau? = 27 . S Cyls) a5 - Z'Ji :

r
Szokds a Y; antau? feliiletelemet 4w «val jelslni, igy
(83) SSde+Sogds+ZJinzT
P r

amit Gauss-Bonnet tételének neveziink.
Ennek alkalmazésaképen dllapitsuk meg egy egysszeresen Usszefliggld feliilet
teljes girdiiletét. Ezt bdrmely Snmagdt nem metsz8 zdrt feliileti grbéje két

Sg.TTK, 9968,




részre osztja. Szdmitsuk ki & (83) szerint ezen részek teljes gdrbiiletét, és
uténa adjuk Sssze Sket, Az Osszeg az egész fellilet teljes gdrbiilete, Azonban
hogy & feliilet két része mindig balkés felll essen, a két integrélésnil a gbr-
bét kiilsnbdzé irdnyban kellett befutni, igy (83) baloldalénak mésodik és har-
madik tagjai a két integrélédsndl kiildnbdzs eléjeliiek, azaz az Ssageaddsndl ki-
esnek. Ez azonban azt jelenti, hogy tetszfleges egyszeresen Sasszefiiggd felillet
teljes gorbililete AT i

%{l\’ = illapitsuk meg még a kSrgytrt teljes

gbrbtiletét, Ha az ébra sserinti négy
-Z—- - es szbdgponttal bird, geodetikus
vonalakbél 4116, az egfss fellilletet kb-
riilfogéd gdrbe mentén végezziik az integ-

: rédlést, ugy mivel a gbrbék geodetikus
vonalsk, a (83) integrél mésodik tagja zéré, a harmadik pedig 4 {- =27, te-

hét a kﬁrgyﬂrﬁ'téljes gdrbiilete zérd, tehdt az egyszeresen Ssszefiiggs feliile-
tek teljes gbrbiiletétsl kiilonbbzs. ‘

Ezek a vizsgédlatok a fopologiéhoz'vozetnek. A nevezetes Bauss-Bonnet
tétel alkalmazdsdra vonatkozéan bizonyitds nélkiil megemlitjiik, hogy a teljes

gorbiilet értéke s&rt feltletre dltaléban 4 ¥ (1-p) ahol p a feltletek egy
osztélydra jellemz§ topologiai invaridns.

60, £11landé gbrbtiletii feliiletek.

Vegyliink alipnl geodetikus poldr koordinata rendszereket, és tekintsiik
ag Bsasos olyan folﬂlsteket melyek minden pontjdban @ Sauss féle girdtilet tet-

azdlegee, de meghstﬁrozott konstans. Az ilyen folﬂleteket konstans gbrbuletﬁ
feltileteknek nevesstik. :

Meg fogjuk lutatni, hogy az egyes felilletek mind egymdsra izometrikusan
leképezheték, tehdt belsd geometriai szempontbdl azonosak.

Shhoz elegennd kimutatni hogy ezeken g feliileteken az elsé alapfotna

ugyshaz. Geodetikus poldr koordindtarendszerben vigzont g, =1, g, =0,
igy ceak ast kell kimutatni, hogy a €5, Ugyanaz egen feliiletek mindegyikén.
Kéesil}$: !ankdnyvki&dé Jegyzoteokszggggité iigemében Budapest

i 8z.1TK.




Sz.Nagy Gyula - 148 Differonoﬁgogneb;g.

V322 azonben adott X mellett (79) szerint a

AT
2 fe22 X = - :

s

It

differencidlegyenlet megolddsa. Itt minden feliileten X2 tehdt a VE;;-re
fenndllé differencidlegyenlet ugyanaz mindegyik feltiletnél, Egy mdsodrendii
differencidlegyenletnsk azonban kétszeresen végtelen sok megolddsa van. Meg-
kivdnhatjuk t.i. hogy a megoldds és annak elsé differencidlhdnyadosa egy
pontban adott értéket vegyen fel., Ndlunk azonban 57, IV. il1. V. szerint
8pp €rtékének a koordindtarendszer kezd6pontjdban gérinak, az elsé diffe-
rencidlhédnyadosdnak pedig 1l-nek kell lenni. Igy I, megolddsa egyértelmiien
megvan hatdrozva, és a tekintett feliiletek mindegyikén ugyanaz. Igy r;;; ¢

azas g,y tehdt az elsd alapforma az Bsszes adott kontans gtrbiilettel birs
feliileteken ugyanaz,

Hatdrozzuk meg az elsé alapformdt,
nis 8.y I)O, ba,Kz O,

It Ne 'g22 ‘P(ua) ul 4 \r(uz)
Qs YEE = (P(ua) cos h(m ul) + Y(uz) sin h( -K ul)

ahol cos h X =% (ex+e'x)

Hérom esetet fogunk megkiildnblzte t-
c., K 0. I. megolddsai a hdrom esetben

¢ (uf cos (IX ul) + \r(uz) sin (R 1)

y sinhx = % (e*- e7¥) i (f(uz) és

\(tu'z) uz-nek tetszlleges fiiggvényei., A megoldds helyessdgét behelyet-
tesitéssel @llendrizhetjiilk, A megolddsnak azonban még teljesiteni kell
a

J1L. Y322 (O,uz)_ = 0

és

Iv. QVg:,z (O,uz) A
Qe

feltételeket is, Ezek a feltételek hatdrozzdk me

g a (ﬂuz) és a V(ui’)
fiiggvényeket., III. szerint

8., O0=pwm%. 14+ wwd. o azas pu?) = 0
*b., 0=9mY. 0+ Ywd vwd =0
Ca'a 0= (p(uz) S ‘#’(uz). 0 ?(nzj = 0

IV. miatt pedig




V%, 2 ! & ik
iRe) azaz YW = e
S 1= ¢m3 ) = 1
s 1= X ywd. 1 v =7_%2.
Igy

8.y Yg;;-?}f.-sin(ﬁ(ul)
Ve - Daid VE;; = u1
Cos YEE; = W%if sin h (VX u?t)

Ebb8l az is kbvetkezik, hogy konstans gorbiiletil feliileteknél a Gauss
féle gbrbiilet megegyezése nemcsak szilkséges, hanem elegend§ is az izometri-
kus leképezhetdséghez.

S8t a megoldds fiiggetlen attél, hogy melyik pontot vélasztottuk a geo-
detikus poldrkoordindtarendszer kezd$ pontjdul és milyen irdnyt vdlasztottunk
az w0 irdnynak. Tehdt az elsS alapforma a felillet minden pontjdban
ugyanaz. Ez azonban azt jelenti, hogy egy felilet egy To darabja a feliilet
egy mds részére izometrikusan leképezhetl, dttranszformdlhatd. Egy ilyen
transformdcié megvan hatdrozva, ha megad juk, hogy a To-ban bevezetett geo-
detikus poldr koordindtarendszer Po (uﬁ s Ug) kbzéppontja melyik I’&ul,uz)
pontba megy 4t, és ott az eredeti geodetikus poldr koordindtarendszer
u2 = 0 4rdnydnak melyik irdny felel meg. Ezt hérom szémmal lehet meghatdroz-
ni. Ketté az uj kdzéppontot, egy pedig az uj kezdSirdnyt hatdrozza meg. For-
ditva: hdrom ilyen mennyiség egy transformécidét hatdroz meg. Tehdt az ilyen
transformécidk Ssszessége egy hdrom paraméteres transzformdcid sereg. Kdny-
nyen megmutathaté, hogy ez a transzformdcié sereg csoport.

Mivel az egy ugyanazon konstans girbililethez tartozd feliiletek egynésra
jzometrikusan leképezhetdk, 1igy ezek bdrmelyikére megdllapitott belsé geo-
metriai tulajdonsdg a tobbire is egyformén érvényes. Konstans pozitiv gorbii-
letil feluletekre'kibérmely értékénél legegyszeriibb példa az T = --
sugaru goémb. Vegylink most egy ilyen sugaru félgdmbbt, és tekintsiik annak a
£6k6rnek, amely mentén a gimbdt kettévdgiuk a gomd kdzéppontjdra vonatkozta~
tott szembenfekvs pontjait azonosaknak. Tekintsiikk ezen gombfeliileti geomet-
ridnak az 52. pont szerint a paraméter sikban megfelelS geometridt., Nevez-
zilk a geodetikus vonalakat "egyeneseknek". A paramétersikban igy keletkez§
sikgeometria az euklidesihez hasonld axiomdkat elégit ki, kivéve a pdrhuza-
mossdgi axiémidt, mert hiszen itt bdrmely két "egyenes" metszi egymdst, még-
pedig egy pontban. Ezt a £61gdmbdn ellendrizhetjik. Itt a geodetikus vonalak,
mint tudjuk f£8kérdk, és ezeknek a £€lgdmbdn egy és csak egy metszlpontjuk
van, ha a hatdrolé f6kdr diametridlis pontjait azonosaknak tekintjik. A gdmb
helyett azért van sziikségiink félgtmbre, mert kiildnben olyan geometridt kap-




LA

nédnk, ahol bdrmely két "egyenes" két pontban metszi egymédst. Hogy az eukli-
deszihez hasonldé aximdkat elégit ki az alatt pontosabban azt értjik, hogy a
rendezési axidmdkon kicsi® v4ltoztatni kell. Ennek oka az, hogy itt az "egye-.
nesek" zdrtak é¢ két pont nea egyértelmilen hatéroz meg egy szakaszt, hanen
kétértelmiien, Az ilyen geometridt elliptikus geometridnak nevezziik. Igy a po-
zitiv konstans gorbilletii feliiletek, illetve nekik a paramétersikban megfele-
16 geometria az elliptikus geometria egy-egy modell jét szolgdltatjdk.
Eeressilk most & konstans negativ gbrbiiletii feliiletek lehets egyszerii

képvisel§jét. Igy kivdnjuk meg, hogy akeresett fellilet a glmbhliz hasonlé-
an forgds feliilet legyen. Teh4t a feliiletet

K(ul,ue) = ul cos u24b1 + ut sim u2‘TL2 + 2 ot "3

formdban keressiik. Igy az els8 alapforma

2 2 2

(Te 2t Y0t ant 2? ] e Sna

1 AR L paramihmd & (dilik ot

Vezessilk be u™ helyett az u™ = u~, u° = 0 paramétervonal ivhosssat uj pa~

ramétereket u - val és v -vel, A transzformdcids képletek

ul
| By 1
By u = L " wmufu)
X
%
VI.
b., v = u2

A VI. a., integrdl szigoruan monoton, és ut
létezik a differeneidlhaté inversz fiiggvénye.
Jeldljiik ezt W s h (u) =val. Igy

sserint differencidlhaté. Igy

&

VIT. n'my o= G s g -l
aut V1+f'
és
S gl TR TSt TR
gy Q) oe e u)
1+£°

Az els$ alapforma pedig
o - @
VIII. (@) + h°(u)v

VIII. azonban azt jelenti, hogy ez a paramétervonal rendszer geodetikus. Ez
a megdllapitds ezen paramétervonal rendszer konstrukeid jdbSl 19 kivetkezik.
Hiszen az u2 = konst, gdrbék meridién gbrbék, tehdt geodetikus vonalak, a
VI. transzformdcid utdn pedig az u az ivhosszuk., Az wu?l = konst. gsrbék pe-

dig parallel gorbék, tehdt az uz:konst. geodetikus vonalak orthogondlis tra-
Jektoridi.
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Most kivédnjuk meg, hogy K3~ 1 legyen. Igy Il.c. szerint kell hogy

h(u)= Pcoshu + ¥ sinh ()
azaz

bigts Kot eBe"
legyen. ¢ és W II, szerint v -nek tetazlleges fiiggvényei. Mivel itt aszon-
ban a bal oldel csak u -nak a fiiggvénye, igy ¢ és 'V , asaz A ée B csak
tetszfleges konstansok., Mivel ez a koordindta rendszer bdr geodetikus, de
nen geodetikus poldr koordindatrendszer, 1gy 1. é8 IV. -nek nem kell sgiik-
ségképen teljesedni, igy A és B <felett még tetszllegesen rendelkesziink.
Legyen Aso/‘, B=1. Igy

»

IX. ul =h(u)=e" 5 u.a---log\:.1 é

Az els§ alapforma pedig

; & 82 4 =2 2 |

Hatdrozzuk meg elészbr emnek a forgdsfeliletnek s formd jét, azas as
£1u))  fuggvényt. VII. és IX, szerint

Lartali o B
f°.*.§-f;x V1-a ad

Hajtsuk végre az ut = cost integréltransaforndoidt, ée esutdn a poiiti.v

elfjelet vdlasztva : 5
:-[%},—H dt = log tg (§¢‘{-)- eint

1gy a merididngdrbe paraméteres 8184111 tdsa

azes

.

X =008t
g = log tg (%-ﬁ-i’;)-eint

amit fraktrixnak , & 3 tengely kiriili forgdsdval keletkezetett felliletet
pedig pszeudoszféréhak nevesziiuk,
Vizsgdljuk ennek a feliiletnek a geometridjét a paramétersikban . X.
igy ie irhaté A
o2 y? 4+ y2
]

Végezstink itt még egy egyszerieitd transzformdciét., Legyen

euzy azaz ¥'1°8“

vV = X




Igy az els$§ alapforma

Még egy egyszeriisités: a gorbéket az x =x(t), y =y (t) helyett as
X =A(y) ; ¥ =y alakban 4llitsuk eld. Igy az els§ alapforma

2
I+ x°

y

Hatdrozzuk meg a geodetikus vonalaksi.Ezeket asz

%
1y 2
1. S R 2 oy

extremdlisal szolgdltatjdk. Irjuk fel a XI.-hez tartozé EWler-Lagrange féle
differencidlegyneletet.

a =
Py ~qEFyr =0
azaz itt
S e ey
1 +x*
Ezt integrdlva
I’
= Cy

azag 2
XII. (x +0,) +5%= ?1— :
1

y azonban az e = y transzformdcié miatt cssk nagyodd vagy egyenlS lehet
mint zéré. Igy a XII, geodetikus vonalak f£élk3rSk,melyeknek a k8séppont juk
ag x tengelyen van,

Nevezzilk ezeket a geodetikus vonalakat "egyeneseknek", Igy itt most a
paramétersikban gySzldhetink meg arrél, hogy ebben a geometridban Euklidess
Usszes axidmdi teljesiilnek kivéve a pdrhuzamossdgl axidmdt, ami helyett itt

o

ikt




az igaz, hogy bdrmely "egyeneshez" egy kivil fekvé ponton 4t végtelen sok 6t
nem metszS, tehdt pérhuzamos "egyenes” nuzhaté. Az ilyen geometridt hiperbé-
likus geometridnak nevezziik, Hasonld eredményte jutunk a tibbli a = 1 - t81
kiil5nb6z8 - konetans negativ gorbiileti feliileteknél., Igy a konstans negativ
gorbilletii felilletek a hiperbdlikus geometria egy-egy modelljét szolgdltatjdk.

Vizegéljuk még a K 50 esetet, Ezek a feliletek, mint bebizonyitottuk
mind torz feliiletek, és izometrikusan leképezhetdk a sikra. Nevezzilkk ujra a
geodetikus vonalakat "egyeneseknek". A sik geodetikus vonalai visgzont a kd-
znséges egyenesek, igy itt igaz Euklidesz pdrhuzamossédgi axidmdja, azaz &
torzfeliiletek az euklideszi geometria modell jeit képezik.

Az elliptikus és hiperbdlikus geometridkat nemeuklideszi geometridknak
szoktuk nevezni. Ezek természetesen t4vol sem foglaljdk magukban az Gsszes

az euklideszi t6l kiildnbbz6, tehdt nem euklideszi geometridkat.

Biiszkeséggel emlithetjilk, hogy a hiperbdlikus geometiria a magyar Bolyal
Jénos, és az Orosz Lobacsevszkij nevéhez fiizddik, akik egyméstdl fiiggetlenll
xis idSkildnbséggel jutottek hasonld eredményekre.

A konstans gorbilletii feliileteknek még egy karakterisztikus tulajdonsé-

gét mutatjuk meg. BEgy geodetikus hdromszig taljes gdrbiilete (82) szerint

SS yv-g. qul du® = Xgﬁdul au’® = XF = °(+§+1-"?

b >

ahol F a geodetikus hdromszdg felszine. Bz azonban azt jelenti, hogy kons-
tans gorbiileti feliileteknél egyenls felszinii geodetikus hdromsztgek belsd szB-

gei tsszegének W -t61 vald eltérése ugyanannyi.

Allitjuk, hogy ez a tulajdonsdg jellemz8 a konstans gbrbiiletil feliile-
tekre, amennyiben ha egy kétszer folytonosan differencidlhatdé feliileten az
bsszes egyenlS felszinil geodetikus hdromszdgek belsd szbgei Usszegének T -t51
vald eltérése ugyanyannyi, akkor a feliilet konstans gbrbiiletil, Legyen ugyan-
is bdrmely F felszinii geodetikus héromszdgnél

XIII, £+P+¥-T =C=c F=c Ssrédul au® (c:%) .
-
Tovdbbd
X1V, a(+(‘}+“€-‘]' =ﬁ Kvgdul au®
T
Ha most egy P pontban X #c, pl.jk?c , ugy P -nek van olyan kdrnyezete

hogy ott mindenhol K> e, Vegyiink most egy olyan geodetikus hdromszbget, a-
mely teljesen ebben a kSrnyezeilben van. T+t viszont a XIII, és a XIV. integ-

rél feltevésiinkkel ellentétben nem egyenlé.

61. A vektor és tenzor szdmitéds alapelemei.

Legyen adva az Ho mhl ’ u% feliilet. Ennek egy P pontjdt meghaté-
rozza ? hérom T, mennyiség, amiket térbeli meghatdrozdknak nevezhetiink,vagy
az (u™, w2 szémpdr, amit felileti meghatérozéknak nevezhetiink, HasonlSképen
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N

egy felilleti gbrbéi meghatdrozza a hdrom ry (%) filiggvény mint térbeli meg-
hatérosék, vagy a két v (%) fiiggvény mint felilleti meghatdrozék.

A belsd geometridban, ahol a feliilet térbeli formdj4t esetleg nem is
ismerjilk térbelii meghatérozékat nem hasgndlhatunk, A vektor fogalomra azon-
ban tovdbbra is ssilkségiink van. Igy a felillet vektorainak egy uj defimdcié-
Jét fogjuk adni,

Egyenidre vegyllk igénybe a feliiletet kioriilvevs teret. A feliilet vek-
torain, vegy felilleti vektorokon a felilletet érinté vektorokat fogunk érteni.
Az a tény azonban, hogy egy vektor érint-e egy feliiletet, avagy nem, az nem-
csak a térbeli vektorhos, hanem a2z illet$§ felilleti ponthoz is van kdtve. T.1i.
ha as YU vektor feliilet A pontjdban érinti a felilletet, ugy as a feliilet
B pontjdban dltaldban mér nem érintl a feliiletet., Igy a tovdbbiakban a fe-
liilet vektorait mindig egy feliileti ponthoz kdtve értjik,

IZy 8P Lul, uz) ponthoz tartozd feliileti vektor mindig benne van a
P ponthoz tartozd érintésikban, és igy mindig kifejeshet§ a

9 ’v"(ul u2) J(:*
9 u%*

3

forméban. Forditva: tetszlleges X& szémpdr segitségével képezett I.alakun
vektor mindig a P ponthoz tartoszd felilleti vektor. Igy egy feliilet egy
P pontjédban egy feliilleti vektort mint egy szdmpédrt definidlhatnédnk,

Ez a szémpér azonban az illet§ ponton kiviil még az illetS paramétervo-
nal rendsgzerhez is van ki'tve. Végezziink ugyanis egy tetSz51eges megengedett
paramé ter transzformdcidt az

= u* (w6, &)
1I. .
o g (ut, u?)

]
. B

fliggvények segitségével, és tekintsilk I. hasonlatdra a
on@l, 8%) (=

PR
Rt

vektort, ahol (ﬁl, 62) a P pontnak az uj koordindtdi. Ez a vektor azonban
bdr felilleti vektor, dltaldban kiiltnbdzik az I.vektortél.
Jeldljik tovdbbd azokat'a mennyiségeket amikkel g 1 A t 5Z0roge
o e '
ni kell, hog{ az I.vektort kapjuk A—-val. Kérdezgziik, hogy milyen kapcsolat
411 fenn a £ és a szémpdrok kozott ? Az eddig megdllapitottak szerint
ot J('d ot Iﬂ 9w 9« Ve

III. = =
o™ oaP dut. 98P

Azaz a




~ 153 =

i o oo
(04) o
o1l
RA
seszefuggéenek’ ferndllni, III.-bSl es 1is nyilvénvalS, hogy ha (84) fenndll,
ugy az I. és 1I. vektorok baszeesnek. . o5
Pejezzik még ki a (84) -b61 a A -t. E végb8l szorozzuk (84)-et -a—-ua‘-val
S t « e e Bl o :
L MR L8 oy L L
au& e .’3-\:1.5 P
azaz .LJL i 35 .L(b
(85) ul

Ezek alapjén azt mond juk, hogy ha a feltilet valamely pontjéhoz minden
paramétervonal rendszerben a paramétervonal rendszertfl fiiggé médon egy szém-
pért rendeltink hozzd, ugy hogy ezek kdzt a (84) 111, (85) kapcsolat 411 fennt,
ha a parsmétervonal rendszerek kizt a I1I.transzformécids képletek érvényesek,
ugy ezekkel a szémpérokkal egy kontravaridns vektort értelmeztiink. A LS szém
pért a vektor a kontravariéns komponenseinek nevezziik,

3 3
A A a vektornak a ,‘)—a-% 1rényébél a a;,% -re valé vetiiletének ahosz-
u u

o S e
sza & a—-I egységével mérve, a pedig a vektornak a é—[ irény4bél a
u u

:)’c)_é_r_ -re vald vetiiletének a hossza a —-@—g— egységében mérve.
ou

u

Egy feliileti vektort azonban nemesak ilyen mSdon lehet meghatédrozni .

2
Legyen ’(1 a vektor a—rc—){-r— -re vald merfleges vetiiletének a hossza a 5—{:-
u u
egységben mérve, azaz :
iy L e [‘ on

i dul
és hasonldan A a vektornak a _T9# - re vels merSleges vetiiletének a
< 2u

hossza a éig— egységében mérve, azaz
u

e (T D
AZ'au‘( auZ

Azonban nemcsak egy vektorhoz tartozik egy értelmiien egy -’(o(azémpér,
hanem forditva a P pontban tetszllegesen mesadott & szémpdr is meghatéroz
a fenti médon egy a P ponthoz tartozd feliileti vektort. Azonban a 'f{,,(
szémpér az épp haszndlt koordindte rendszerhez van k&“ve. Igy nézzilk meg, ho=-
gyen transzformdlddik a "(-c szémpdr. Hajtsuk végre a 1I.paramétertranszformé-
ciét, és jeldljik A, -val a tekintett vektornak az vj paramétervonalak érin-
t8vektoraira vetett merSleges vetiileteinek az érintSvektorok egységében mért
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hosszait. Igy 7. és VI. hasonlatdra 5

- i -ﬁ A &

~( =,:“—1 K ——OQ =g "

47558 © og% T I«p
A jobboldalt 4116 mennyiségeket azonban ki tud juk fejezni az eredeti koordie
nitarendszerbeli- kifejezésekkel, Ha ezt sikeriil ugy étalakitani, hogy a
koordindta transzformécidra jellemz§ mennyiségeken kiviil csak a '(.< szerepel-
Jen benne, ugy kész a transzformédcids tdrvény.

TEEs B2 o ekt at J:gf Ve
R e VL og* ’
L 2 ¢ 7
o3 3ud 8¢ = 31—1“ '(t
u PE
a:-a3s I - aup A ;
(86) o 5% p

Ezek alapjén azt mondjuk, hogyha a feliilet egy pontjdhoz minden para-
métervonal rendszerben a paramétervonal rendszertsl fiiggl médon egy szémpdrt
rendeliink hozzé, ugy hogy ezek kozt a (86) kapcsolat 411 fennt, ha a para-

. métervonal rendszerek kbzt a II, transzformécids képletek érvényesek, ugy
ezekkel a szdmpdrokkal egy kovaridns vektort értelmeztiink. ‘ét szédmpédrt a
vektor kovaridns komponenseinek nevezziik.

A (86) egyenleteknek a Ay szerint vald felolddsa hasonléan tdrténik,
mdnt azt a kontravaridns vektorokndl tettiik. Igy azonban egy ugyanazon vek-
tort kétféleképpen is meghatdrozhat juk, Kérdezziik milyen Ysszefiiggés van
egy vektor kontrevarians és kovarians komponensei k¥z8tt. V. és
VI. szerint az osszefiiggés

@
(87) ’(4'—' Exp A
: i : «t
Oldjuk fel ezt a szerint., E végbbl (87)-et szorozzuk g -val
&y o8 p T @ 1
azaz 2
(88) > g“Px

p

Ezek a fogalmak minden nehézség nélkiil £ltaldnosithatdk.
Legyen adva egy feliilet egy P pontjéban minden koordindtarendszerben

- o mennyiség., Jeldljilk ezeket az- u* koordindta rendszerben

VII. KB Tt . %n

-k
-el, az U koordindtarendszerben ugyanigy csak felillvondssal. Ha ezek k&=
z6tt a |
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kapesolat 411 fernt, ha a paramétervonalrendeszerek kbz6tt a II., transzfor-
mécids képletek érvényesek, ugy a VII. mennyiségekkel egy n -ed foku kontra-
varidns tenzort értelmeztiink, A o2  gdarab VII, mennyiség a tenzor komponen-
sei.

A kovariéns tenzort az elézfhbz pontosan hasonlé dlteldnositdssal kap-
juk a kovaridms vektor (86) transzformdlecids térvényébbl. Ennek a leirdsa
helyett dttériink az dltaldnos eseire, ami ezt is, az elSbbit is specidleset-
ként tartalmazza.

Legyen adva megint egy felillet egy P pontjdban minden koordindtarend-
szerben 2° mennyiség . JelSljik ezeket az ud xoordindtarendszerben

VIII. -[—a( POl Ry

- n

91" 'ﬁn (n + m=7)
-el, asz ﬁ‘ koordindterendszerben ugyanigy csak felillvondssal. Ha ezek kozt
T ¢
T 7 _Aaiifl dg B Oy ! suPm
g T Pl et L s e s e L
1 y: B X 9u 2 2n X ogIm 1 Pm

kapesolat 411 fennt, ha a paramétervonal rendszerek kdzt a II. transzformd-
cibs képletek érvényesek, ugy a VIII. mennyiségekkel egy r-ed foku, n -szer
kontravaridns, m -szer kovyaridns tenzort értelmeztiink.

Igy a vektorok elsffoku tenzorok, a skaldrisok pedig amelyeknek érté-
ke egy pontban a paramétervonal rendszert8l fiiggetlen, nulladfoku tenzorok.

Az elsé és médsodik alapmennyiségek a 39. pontban megmutatott transz-
formdcids t¥rvénytik alapjén mésodfoku kovaridns tenzorok.

Mieldbb tovdbb mennénk vizsgdljuk még meg hogyan viselkednek a koordi-
néta differencidlok. Vegylik az w* = ux (t) gbrbét, és hajtsuk végre a II.
paraméter transzformdcidt. Igy

T 4 , ol
S L R 9% dub
3 dt auﬁ g dt
azaz &
s M
2 uP

Tehdt a koordindta differencidlok ugy viselkednek, mint a kontravariéns vek-
torok. Bz az oka, hogy a Jeliileti koordindtdkat fels8 indexel jeloltiik.

Vizsgdljuk meg a tenzorok Usszeaddsdt és szorzésidt,

Azt 411itjuk, hogy két egyenlS fokban kontra illetve kovaridns tenzor
teszege szintén tenzor, mégpedig ugyanolyan fokban kontravaridns illetve ko=
varidns mint a tagok. Ugyanis ha A és B két egyenld fokszému tenzor , és
Bsezegiiket C -vel jeldljiik azaz




ahl An

= O v e a0k dl...ah :
=9ua : ij’ 9“ (A nﬂ N Ba ] |
du’l 9u 07 agdm | 17 m 1°**"n

azaz C (89) szerint tenzor,
ridns,

mégpedig n- sger kontravaridns és m-sgzer kova~

Legyen most ujra A ¢s

B két tenzor. Most azonban nem tessziik fel,
hogy egyenlS foku tenzorok

. Jel¥ljiik a szorzatokat C- vel azaz legyen

S T D —

Of) o 000y Mooty o+ o0y fl""i

A -3 = C
By ee B d. ...d; By-eoy Jl...ai

£11itjuk, hogy C tenzor mégpediz
ravaridns, és

i+ jJ+k+peed foku, i + k-szor kont-
J + p -szer kovaridns, Ugyanis

xel‘.’ei "
(fl-..\'PJ i /u'lo.-/(l-p >

A Py . & d
et ot e R R ey

i vach

azaz (89) szerint az 4£11itdsunk igaz,

Ugyanigy az is beldthatd, hogy egy tenzornak egy skaldrral alkotott
'azorzata ugyanolyan foku tenzor.

Az ellz8 tételnél az Ysszes szerepld o B, 7 d indexek egyméstdl fiigget~

lenek voltak, Nézziik meg milyen kSvetkezménye van annak, ha a két tényezlben

egy kontravaridns és egy kovarians index megegyezik. Ezt az dltaldnos eset
helyett csak eg8y specidlis eseten mutatjuk meg, aminek a péld4d jdra azonban
az dltaldnos esetet bdrki kdnnyen igazolhatja.

Legyen a két tényezs Ad’37
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Azaz a szorzat tenzor kettével alacsonyabb foku tenzor, pint a tényezlk fok-
széménak 8sszege, Mégpedig eggyel kevesebbszer kontravaridns, és eggyel keve-
sebbszer kovarigns, mintha az indexek mind figgetlenek lettek volna. Ezt a
fontos milveletet kontrakeiénak nevezziik,

Tenzorok, ezek Usszeadédsa, szorzdsa, kontrakeidja eddig is t6bb helyen
szempelt. Az els§ és mdsodik alapmennyiségeken kiviil tenzort alkotnak pl. a
gxp mennyiségek, mégpedig egy kétszer kontravaridns tenzort, Egyszer kontra-
varidns és egyszer kovaridns tenzori alkotnak a 44, pontban levezeteit b:
mennyliségek. Tenzorok szorzdsdra és Osszeaddsdra példa a 48, IIl., a kontrak
ociéra pedig a 48.IV. Igy az R‘J(” mennyiségek is tenzort alkotnak. Fem al-
kotnak azonban tenzort sem a rl Tp sem a tlfﬂ mennyiségek.

Eddig e tenzorokat mindig a feliilet pontjaihoz rendeltiik hozzd, A fe-
lilleti pontok és a megfelels paramétersikbeli pontok kbzbtt azondban kolcsb-
nds egyértelni a vonatkoztatds,és mindkettdt ugyanaz az u“’szémpér hatdrozza
meg. Igy tehdt mindegy, hogy a tenzorokat a feliilet pontjaihoz vagy egy né-
sik kétdimenzids sokasdg, a paramétersik pontjaihoz rendeljikhozezd. Igy a ten-
zorok mostmér egy sik pontjaihoz vannak hozzdrendelve. Mostmédr nincs semmi
akaddlya a tenzorok fogalmdnak az n dimenziés terekre vald 4ltaldnositéd-
sdnak.

P

legyen adve az n dimenzids tér egy P(xl, ees 5 ¥ pontjéban n

mennyiség. Jeldljik ezeket
le...ap
Ix, kl'oskq (jlyoolgjp,klgooogkq'1,0.., n)(p+q=3

csek e
-val az X koordindta rendszerben, és ugyanigy felillvondssal az X koordind-
ta rendszerben. Abrdzoljdk a két koordindta rendszer k¥zBtti Ysszefiiggéseket

2% i i/ =1 =
X =X (x,...x) (i:l, ,..,n)
ii = ;1 (xlv e 9 xn)
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figgvények, Hamost a T &s a T kozt a

Trl"‘rp =
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1t s e i} k :
a3 Q% ~ x TR
= 2 5 8 Sty K svak
dle &xjp ox 1 % 4 1 q
Osszefliggés 411 fennt ugy a IX, mennyiségekkel a P pontban egy r -ed foku
n -ed rendii tenzort értelmeztiink, mely p -szer kontravaridns, és qQ -szoy
kovaridns,

Ennek specidl esetei az n dimenzids vektorok. Az Ysszeadds, 8zorzés,
és kontrekcid is teljes

en hasonléan t8rténik mint xét dimenzidéban,
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62. Divergencia, rotdcio, Gradiens, potencidl. Nabla operdtor.

Ha az N = i, + Yiy + Zi, vektor komponensei x, y, s differencidlha-
t6 fiiggvényei, skkor az W vektor divergencidja a

9X X 22

skaldris,rotdeisja pedig a

? 9
rot %« (5d - 5ht, + (35§80, (3 - ) 4
vektor.
Ha vaan olyan § (xy¥, 2) fliggvény, amelynek x, y ill, z szerinti par-
cidlis differenciélhdnysdosa X, Y 111, Z, skkor asz T vektort § gradiensé-

nek @ -t pedig T potencidljdnak nevezziik. Vagyis

Q= -g-g-ix + -%-g-iy - -%-g—iz = grad‘? és ‘P =pot % .

EbbSl az értelmezésbll kivetkezik, hogy legaldbb kétszer folytonosan
differencidlhatS potencidl gradiensének rotécidja nullavektor, mert a dife
ferencidlds sorrendjének felcserélhetSsége miatt komponensei elttinnek. Igy

) P 2 2
S 2. . aY5 = aa,';z X .b.a;.a;. = 0 std.

Ha ¢ (x,7,2) as & vektor potencidlja, akkor nyilvdnkép tetszSleges A
dllandéra § (x,y,2) = A is potencidlja., A térnek azok a pontjai, smelyekben
8 potencidl értéke ugyanaz az A 4landd, a f(x,y,z) -~ A =0 potencidlfe~
ltleten, nivéfeliileten, vagy rétegfeliileten vannak. Egy potenciflfeliilet
pontjaiban a gradiens a feliilet normdlisdba esik.

. Ha ugyanis #(t) = x(t|s, + 3@y + =) 1, a potencidlfeliilet .uy
P pontjdn dtmend tetszlleges feliileti glrbe egyenlete, akkor a

.&4. aéx x’(t) +ny'(t) + Qz ' (t) = 0

egyenlésége miatt az 1L 'éx i, + Q ¥ 1.y + ?z i, gradiens az ' (t) érin-
t6re merSleges. i

Azt @ mlveletet, amellyel a ptencidlfiiggvénybél gradiense szdrmasik,
ezimbolikusan
- ? )
=

C)
Wty Lo
Jellel jeltlik ée Hamilton-féle nabla operatornak nevesik, Ezsel a jeldlée-

sel
vé"gitix"b?;' y+§-g—1’-grué.

42 - b o d, rw e §, 20 s graa f v Ve

A nabla operdtor skaldrisbdl vektort, vektorbdl azonban skaldrist, e




s e
vektor divergencidjdt szdrmaztatja, mert

oX . 2 _Ox 9y I .
= A My S e L5 e Sy, LRt A BT SR R
VR Y(xi_+ v1, 4 Bg) = gyt 55ly + Tl = SE-t5yte- = divd

Nabla operdtor és vektorszorzat egymdsutdnja vektorbél rotdcibjét szér-
maztatja, mert

S (2 : 2 :
Vx L = (53 1XT_,5? iy*‘a"z' )% (x1x+ny+21z)_

SRR 5 ik ¢ oX 9% B sy L A 2
oy TE) bkt (5 - 5y ¢ (FE- 55 4 - e

D > - o v o 255 > oo

Ha ]llx,y,z) = Xix - Yiy - Ziz egy P = (x,y,z) pont koordindtdinak
folytonos fiiggvénye és ha 4# (t) az A = (xl,yl,zlL és az A, = (Xp0¥5125)

-
pontot Osszekstsd [ gorbe rddiszvoktora, amelyre ‘¢(t1)= 0A, és #{t2)=

—’
= OA2, akkor az

A2 A2 ;-
J Na#= fh{,y,z)’?’(t)dt =ffx x’ (t)+ Yy*(t) + 2 z’(t)] at
4 | b

integrdlt vonalas integrédlnak nevezzik, Itt az X|(x,y,z), Y(x,y,2), Z2(x,y®)
figgvényben x,y és 3 .helyébe az x(t), y@&), z (t) fliggvényt kell he-
lyettesiteni.

Ha az ql(x,y,z) vektor a P = (x,y,2) tomegpontra haté erét Jelenti, ak-
kor az eldébbi vonalas integrél az a munka, amelyet az eré azalatt elvégesz,
amig hatdsa alatt a timegpont A, -bdl A,-ig halad a r'gbrbén.

Ez az integrdl az A, ¢és ﬂ; hatdron kiviil 41taldbhan a | g0rbétll és
az W vektortdl rfiigg. Ha azonban az [ vektor gradiens, akkor a vonalas in-

tegrdl a r gorbét8l fiiggetlen. Ha ugyanis [} potencidl ja f-(x,y,z), akkor

A A

2 2
IR a+ %[4’" S L isz'&t)ix + 30 (8) 1.4 z’(t)iz] ate
4 A <

A2 t2
=r[<f> ety +ch y! (t) & 4’2 z'(t)] dt =H £’ ‘P(x,y,z)} dt
Al tl

" ‘f(xz'yz'zz) = (})("1’3’1'21\

5 o5 A;-b6l kiindulé és oda visszatérs zdrt gdrbe, akkor a vonalas

integrdl jeldlése
é R a #
(r)
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Grddiens vekior vonalas integrélja bdrmely zdrt gdrbe mentén eltiinik,
mert ha [ -nak Alwtél Ay-1g vezetd darabja 1?1, L2—t61 Al-ig vezetd§ da-
rabja pedig 3'f, akkor

Ay 1 :}2 Ay
(@5¢ =44KMTési@'fﬁd#=)md¢+smw=0-
3 i = A A
: 2 1
> (Tv (1§§
—
He PP=#=M|® =r 4 ésha C=kMnm 411andé, akkor az

w \
r

vektor Newton-féle témegvonzd erd, avagy elektromos és mégneses tomegekre
vonatkozd Coulomb-féle vonzd vagy taszitd erd. Bz az er§ grddens, potenci=
dlja a

pot R = ¢ = - -g- Newton-féle vagy Coulomb-féle potencidl,

Az W = --CI-,- gradiens potencidlja a % = C logr logarithmikus poten-
cidl.
64,Gauss integrdltétele.

Hooaz R =x1_+ 14 g + 21, vektor az F /sdrt/ feltlettel hatdrolt
/V/ test P = (x,y,z) pontjaiban folytonosan differencidlhaté és ha

% = cosai, + cosf} by ¥ cosT 1,

jeloli az F feliilet egy P pontjdban a /V/ testbdl kifelé mutaté normé-
lis egységvektort, skkor

fff aiv ® av =/'b2ﬂdf BRI (1 GO R SR

)
2 o7 o]
\V) (F)

A baloldali térfogatintegrdlhoz ugy jutunk, hogy a V) testet a koordindta-
sikokkal pdrhuzamos sikokkal kis kiterjedésii Ax, Ay, 4z, élu téglékra
bontjuk. Mindegyik téglédban vélasztunk egy pontot és a tégla AV =

= Ax Ay Az térfogatdt megszorozzuk a div W fiiggvénynek abba a pontjdba
tartozé értékével. A szorzatok Osszegének a tégldk szdménak minden hatéron
tuli ndvelésekor van hatédrértéke, mivel div R fiiggvény folytonos, s ez a
hatdrérték a térfogatintegril.

A jobboldali teriiletintegrdlhoz ugy jutunk, hogy az F feliiletet A f
teriletii kis kiterjedésii darabokra bontjuk, ezeket a teriileteket megszoroz-
zuk az RN fiiggvénynek a feliiletdarab egy-egy pontidhoz tartozd értékével,
s a szorzatok 6sséegének hatérértékét vessziik, gmikor a feliiletdarabok szd-
ma minden hatdron tul ndvekedik.

A tétel bizonyitdsdra egyszeriiség kedvéért foltételezziikk, hogy F konvex
feliilet, s azt a 2z tengellyel pdrhuzamosan a z = O sikra veticjiuk. Igy egy

! gorbével hatdéroclt T konvex tartomdnyt kapunk, Az F felilletnek z
tengellyel pdrhuzamos érintfin az érintéspontok egy I gorbét alkotnak,
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1 alss és egy F, Zfels6 siivegre bontja. Hg gz =
z =z, (x,y) az F 311, F2 siiveg egyenlete, akkor

. 2 z22
jfj -g-é—dvg'/j.fg— dx dyaz.// -—-— dz dx dy =

w ) z=24 ,(x ' ¥)

=/{{Z [x,y,zQ(x,y)] - Z [x,y.zl (x,y)]} dx dy =// Zz(x,y) dx dy -
(T)
- f{ Zl(x,y) dx dy

(T)

Az F feliiletnek az F2 31115 Fl slivegre es§ pontjaiban a normédlis
egv8ég vektorok a z tengellyel hegyes 111, tompa szbget alkotnak. Harma-
dik irdnycosinusuk tehdt pozitiv 111, negativ,

amely a feliiletet egy F
= 2y (x,y) illetbleg

Azﬂ Z, dx dy integrdl kiszédmitésdra az F, sliveget érinté sokla-
(7)

pokkal kdzelitjiik meg, Ha a®klap egy A £ teriiletii lapja a feliiletet P
pontban érinti és a normdlisnak cos 7 a harmadik irdrycosimusa, tovdbbd
AT a lap vetiiletének terilete, akkor AT = Af cos T &s

JJ Z, dx dy =/] 2,c08T azr =ﬂ z cosTar >

(T) (F,) (F,)

Az Fl sliveg pontjaiban cos ¥ negativ, ezért

ﬂdedy /f jco8 7 ag = chosrdf.

(T) tF! (F)
Ennélfogve
f/ (4 av = Z2,dx d Z,4dx dy = Zcosfdf+ Zcos#dfe
B i g Wy S 1 2

)

(V) (r) () (Fl’ (P2

= 1/ Z cos O af .
(F)

Hasonld meggondoldssal

RE S E A e /////ﬂ

(v) (F) (F)
Usszeaddssal tehst
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0x QY o 2 = //
j// ('?)'i" + =5 + -B-E-> a V= J[{X coaX+ X cosﬁ+ Z cos b‘) at,

(V) (F)
vagyis g
g /!l
aivRav = |/ R ¥ az :
/I X
(V) (F)

Ezzel as F konvex feliiletre Gauss
integréltételét bebizonyitottuk.
A bizonyitdsban nem kotdtiik

ki, hogy a F feliilletnek minden
ontjéban a feliileti normdlis haté- Yy

rozott és folytonos legyen. Nem foly- / @W
tonos fliggvénynek is lehet hatdrozot?
integrélja. Az F feliiletnek leheinek
csucspontjai és élei is, csak az sziikséges, hogy az ilyen pontokat be lehes-
sen foglalni egy zérusmértékii halmazba. Gauss integrédlképlete érvényben ma-
rad akkor is, ha afeliiletnek sik lapjei és csucsai is vannak,

Ilyen médon be lehet 1dtni, hogy a tétel akkor is érvényben marad, ha
F nem konvex, de felszine létezik. Az ilyen feliilettel hatdrolt (V) testetl
konvex darabokra lehet végni, emelyekre a tétel iérvényes. A feliileti in-
tegrdlok Gsszeaddsakor a kizls feliilletdarabokra vonatkozdé ingetrdlok mint el-
lentétes értékiiek kiesnek. A térfogatintegrdlok Osszege a (V) testre vonat-
kozé értéket, a felilleti integrdlok Usszege pedig csak az eredeti F felli-
letre vonatkozd értékét tartalmazza.

Gauss integrdltétele térfogatintegrdlt alakit 4t feliiletintegrédlld.

65. Stokes tétele.

Stokes tétele feliileti integrdl értékét dllitja el§ vonalas integrédl-
lal s kovetkez8kép fejezhetS ki:

Ha az ® "= Xi_ + Ti, + 21, vektor egy | z&rt gbrbével hatérolt egy-

szeresen Osszefiiggf F feliileten és natérvonalén folytonosan differencidl-
haté, akkor

: 0z Pwlr 0x 03z
?Qd# = [/(rot&)m if, rot®R =(--a--y-- - -5";")1;{*( DR oK )iy 2
(M (F)
Qy o X
+( 5% 57§ )iy -

Ebben a tételben I egy koriiljédrédshoz az F felillet ! normdlis vekto-
rénak az az irdnye tartozik, amelyre vonatkozélag a kdriiljdrds jobbra fordu-

16.
Ha az P feliilet siiveg egyenlete z = g(x,y), ha tovdbb a r gorbé-

nek illet8leg az F silvegnek a z-tengellyel pdrhuzamos vetiilete a 2z =0
/
sikra a [ zért sikgérbe ill, & T tartomény, és ha végil x =x(t), y =y,
z = z (t) a | gorbe egyenlete, akkor ¢ X(x,y,z) x? (%) 4t = éx(x,y,z) dx =
)

= ¢ ,X(nyvg(x9Y)) dx=?(P(x,y)dx, i3
(r' (v
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mert mialatt egy pont a rgtsrbét leirja, azalatt a vetﬁlat pontja a r‘ 8ir=
bét irja le. Peltételezhetjiik, hogy r'kﬁrﬂljdrdsdbél f'pozitiv kdril jérdsg
kdvetkezik,

Stekes tételnek 1gazolésdra felhasgndljuk a k¥vetkezd segédtételt:

Ha & ((x,y) egy I' gtrbével hatdrolt egyszeresen eszefiggl T tar-
tomdnyban és hatdrdn folytonosan differencidlhaté fiiggvény, akkor a gbrbe
pozitiv irdnyu befutdsakor

r
(f (Xyy,) 4x = = j/ -g-?— ax dy.
(r)
(T)
A gorbét az x=a1ésx=az
egyenes kzé szoritjuk. Ha Ay és 12

a girbének kdzls pontja a két egymnes-
sel, akkor Al én A2 a gorbét egy alsé

¥y = yp(x) é8 egy fels y = ¥o(x) gdr-
bére bontja.

Ha a T tartomdnyt a r' girbe ha-
tdrolja és ha el8szbr y, s azutén x

szerint integrdlunk, akkor a, a,
& yﬂya(x)
ff x5y dx dy -f uf -%—%— dy = j[(plx.yai - G’(x,y,)] ax =
(?) & ¥=y;(x) g
o
E - ¢ (xvyl) dx - 5 ¢ (xtyz) ax = - f ,(P(XDY’ dx.
8, : e, i

Ezzel .a segédtételt igazoltuk. Ez akkor is érvényes, ha az x = a
(2, 2 <a2) egyeneseknek ketténél t¥bb k¥zbs pontjuk van a girbével.
E szerint a segédtétel szerint

¢ X(x,y,2)dx = #’X(xoy,s(x,.v)) = = [/ -%(‘,7. dx 4y =
) m

i

(?) (™)

o 0x ?X dz
ay- ay-l- oE di—:%'tng’.
Ha az F sliveget érinté soklapokkal megkbzelitjilk, ha tovdbdd egy ilyen
soklap egy lapjdnak teriilete Af és ha ez a lap az F siiveget
U = costi_ + cos {3 15+ cos 1

mert
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normdélissal biré pentiban érinti, akkor a lap z =01ill, y =0 sikra vald
vetiiletének teriileted?, =4f cos71ill. ATy =Af coaﬂ és
-8
cog Y = mmmee A o co79= ------  SRSLECA
Vgi +g§ +1 Vgi+g2y+1

mert 3 k6riil 4rédsa pozitiv és mert cosd 3 cosP : coaU= - Sx"gy $ 1
Emiatt

? X(x,y,2)dx = f] chcep at - fj xy ¢os 7 af = ﬂ(xzcosp- %coa%‘)df 5

() (P (P) (F)

Ennek & képletnek lehozdsaker £51tételeztilk, hogy az F silvegnek a 2=0
sikra vald meréleges vetillete & r gbrbével hatérolt T tartomdny. A képlet
azonban akkor is érvényes, ha az F siivegnek van olyan Fl da.ra.bﬂja, amely-
nek vetiilete a | gdrbén kivil esik,

Ha Fo gz F siiveg olyan darabja, amelynek vetiilete a T tartomény, akkor
az F silvegen van olyan (részben a gbrbébsl £116) zért F o 8orbe, amely az
P siivegnek hatérvonala, s amelynek vetiilete a l'" gdrbére esik. Ha f:edig 'I'1

az P siivegnek az az dssszefliggd része, amelynek vetiilete a r"gﬁrbén kiviil
esik, akkor az F siivegen van olyan (F‘ gbrbével kdzds ivvel birs ) r'l
zért gbrbe, amelynek vetiilete Tl hatdrgdrbéje. Ez a r;_ gorbe az Fl feli-
letet egy alsé és egy felsS siivegre bontja. Erre a két siivegre vonatkozdé fe-
liletintegrdlok Gsszege eltiinik, mert a két siiveg kdzbs rl hatdrgdrbé jének
egy koriiljdrésa a felsd és alsd siivegen ellentétes forduldst hatéroz meg. Az
F, és Fy feliiletre &8s hatdrvonaiukra vonatkozd integrélok Usszeaddsdval a
leho.ott képletet az F siivegre is igazol jat juk,
Hasonldkép kapjuk, hogy

4’(Y)(x,y,z)dy = /]’ —-g-i- cos 3 df - //,"g'%' coaﬁ af és
b

(F) (¥
¢Z(x,y,z) dz = ﬂ—%—%— cos X 4f - // -g—g- cosﬂ df .
12, (F) (¥

Ebb8l a hérom képletbll sszeaddssal kapjuk Stokes tételét, mert

- oz 2y 2x 93z
(P)g dx + Ydy + 2 dz = //[(-'é-?-——'é-i-)coso(+(‘az - — )cosﬂ+

+(-a-§- - -g—%—) cos 3‘] af = // (rot R) U az.
; (F)
A gorbének egy koordindtasikra vals merbleges vetiilete Onmagdt metszé
"' g6rbét is adhat, & [ gbrbével bezdrt tartomdny tehdt t&bb darbdll is
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dllhat. Ekkor az integréldst az egyes darabokra a gbrbe k¥rill jérdsdnak
értelmében kell végezni. Usezeaddssal ismét igazolhatjuk a Stokes-féle tétel
érvényességét eikor is,

Stokes tételébSl kivetkezik, hogy as
R  vektornak egy zért gtrbe mentén vett
integrdlja akkor ée csak akkor tiinik el,
ha R rotdcibja eltiinik, vagyis ha &R
gradiens vektor.

Ha az F 2zdrt feliileten R egy olyan
gorbe, amelyet folytonos deformécidéval
egy pontra lehet Gssgehusni, akkor

j](rotm)?l 32 = 0

(P)

-P‘p
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