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-1. Vektorfüggvény

A differenciálgeometriának a görbék és felületek alapvető fo­
galmai ,

A térben mozgó pont egy görbét fut be. Hogyan tudjuk ezt a pá­
lyát matematikailag leírni? Vegyünk alapul egy Descartes féle koor­
dináta rendszert. Ebben a koordináta rendszerben a mozgó pont hely­
zetét bármely időpillanatban meghatározhatjuk egy az origóból kiin­
duló helyzetvektorral.Jelöljük a koordinátarendszer tengelyeinek
irányába mutató egységvektorokat 1, ¾2, ¾^-al, igy
f ≡ + y ¾2 +

.≡≡ z ∖ xj ¾,. | aho 1i-1 1 1
így azonban az

⅛ ⅛ 2 vagy = xχ + x2 #2 + /^3 ≡

x, y, z 111. x1, x2> Xj a mozgó pont koordinátái# 

vektor a t idő függvénye:

≈ r(t) ≈ x (t>1 + y (t)-^2

+ x3(t)∙¾3

+zft)^ = x1l⅜y∙¾1 ⅛ x2 Ct)*2 +

3

Az √ ≡^(t) -t vektorfüggvénynek nevezzük, mig az analízisből 
már eddig is jól ismert függvényeket skalár függvényeknek.

A továbbiakban az egy tagban kétszer előforduló azonos latin 
Ipdexre a szummáció jel kiírása nélkül is szummációt fogunk érteni 
1-től 3-ig. Az egyszer előforduló latin index pedig az 1,2, vagy 3 
számok bármelyikét jelenti. Így tehát

s≡ x^
Most vigyük át az analízisben szereplő elemi fogalmakat a vek­

torfüggvényekre β
a/ Az ^2, ∙..,√'n, ... vektorsorozatot, melynek komponen-

sei
nek

X 4 X j , ∙.*X4, ... 
fogjuk nevezni, ha van 

a számsorozat hasonlatára konvergens­
olyan vektor, hogy tetszőleges ki­

csiny pozitív d -hoz található olyan N (f) ; hogy

I∙ i tfzn - <⅛ ! < ó hacsak n > N (é) •

Állítjuk ehhez szükséges és elegendő, hogy a komponensek konvergen­
sek legyenek és határértékük a % vektor 2L komponensei legyenek*
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Legyenek a fenti vektor sorosat komponensei konvergensek az 
3? komponenseihez, azaz tetszőleges 8 > O-hoz legyen található a 

komponensek bármely sorozatánál olyan 8 ), hogy ha n>N^( 8 ), 
úgy | x i - X1 (<f • állítjuk ekkor a vektorsorozat konvergál 22 - 

hez, azaz I. teljesül. Ugyanis

II. [ ∙ [ ∕Z<(X 1 - X-1>2 c [ 0i2^∣ • ♦ f) 8. , (n >max »*(£))♦

Ha tehát t -t —~=r -nak, ) -t pedig max N1( 8 ) ■
♦ fs 1 1<∙ n

nak választjuk, úgy I. teljesül. Tehát az x i -*X1 feltétel ele­
in)

gendő az ⅝rn 7? -hez.
Ez azonban nyilván szükséges is. Ha ugyanis !• teljesül, úgyi>∣<r,-Λ∣. ∣∕⅛1-11>Ψ ∣tζj>-1ι∣ • <■>>«£»•
b) Az TΛ (t) vektortüggvény határértékén a t0 pontban az

W (tm) vektor sorozat határértékét fogjuk érteni, ha ez létezik, n
bárhogy is tart* tQ a tQ -hoz.

Jelöljük az (tβ)-et √n -el. így az a) szerint a
lim (t ) • & létezéséhez szükséges és elegendő a lim x<(tj⅛∙ 

t— t n t — t i*n o n o
• X^ létezéoe •

o) Legyen Z tetszőleges valós szám. Mivel lim X x^ (t) •
t → t0

«</ 11® x<(t) , Így 11® X lt (t) ∙ ∙Λ lia it (t) •

dj Legyen 11® It (t> . éa 11® (t) • , asaz
t -**0 t '* to

(t> - t y-el jelelve ∣y- >ς∣< 6 ha |t - t0∣<Jjf ( Z), ée

3? (t) - t y -al jelölve - *70∣<Z ha ∣t-t0∣<^ (Z).

állítjuk 11® [^(t) (t)] - (tlla,t 

aasa
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ni. K (t) y (⅜) - ⅛ζ ^0∣< ε ha ∣t - t0p < -f(ε>MertK aλ<> ¾l “ ∖v y-v~0 iq + ⅞ y - ⅞ $,ií | ⅛t- ^β∣∣ y\* 
+ ⅛- yp∣∣iT<,∣< ε (l%∣+l⅛l)

M 1t ~ to I < ≡ir√⅛∙ ( £ ), <£,(£))

— e ’ .Legyen most Ó » —---------- legyen ∕Xfl(t)l korlátos,min∕⅛2∣t∣^( 'y ,( ó ) ∙ min^c^ ( E ), dy (£.)), (l | és ∣ 7∕0∣ seholse legyen egyszerre zérój, igy III. teljesül*e) Állítjuk, hogylim ( 7^x^(t)) ∙ ^,χ lim (tj t “* tO t -r toA komponensek segítségével felírva, ugyanis 11» {[χ2y3(O - χ3y2<t>] ⅛1 -...U [⅞ι⅛ y√t> - o k J _ u τ-*tO“ *3 ⅞("Q ♦••• ∙ lim (t)f) Állítjuk, hogylim ( ^(t) x # (t)) • lim #(t) x lim # (t) t→0 t→0 t→√Ez az előzőhöz teljesen hasonlóan látható be∙«) Egy vektor függvényt folytonosnak nevezünk egy t0 helyen, ha ott a vektorfüggvény határértéke léteszík és az egyenlő a defi­níciót éli értékével* Ehhez a) és b) szerint szükséges és elegendő, hogy a komponensek folytonosak legyenek*h) Egy vektor Jüjgvén^t^e^y t0 helyen differenciálhatónak nevezünk, ha az ———— ι 0 ■ (t ~*trt) vektor sorozatnak van A t 0»határértéke* Ehhez a) szerint újra szükséges és elegendő, hogy a komponensek differenciálhatók legyenek* A vektorfüggvény differen­ciálhányadosának komponensei a vektorfüggvény komponenseinek diffe­renciálhányadosai, ami ugyancsak a)-ból következik, a differenciál- hányadost a ⅛0 helyen i' (t0) -al, vagy í ⅛⅞-) -al fogjuk jelölni.
¼ ∖ ⅛ 'l i, *1? Az aj ée h) szerint ha √ (t) és 70 (t) differenciálhatók, akkor t
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< [#(t) ♦ ^<t)] . χr(t) í ⅛(⅜>

j) Állítjuk, hogy

∏ kU) y itj]∙ *"f9* 1t"⅛ *

Ugyanis

⅛ w φ - ⅛ <*iy1> - *1yi * *1y1 ♦ **v,

Spéciéi eset ben, ha √ ■ ^, úgy • 2 it • Ha Best
hossza állandó, úgy 7/2 ja konst., 2 ifit* 0, j/Á 0, azaz# 

J_ 7/ . Ezt szemléletesen is könnyen beláthatjuk. -Ugyanis
ebben az esetben az *^(t) végpontjai mindig egy gömbfelületen he­
lyezkednek el, azaz √ (t) gömbfelület! görbe. De ekkor ennek az 
érintőjét ^∖t) a gömb érintője is egyúttal, mely merőleges a 
gömb sugarára, az *'*'(t) vektorra.

k) A j) -hez hasonlóan, ha u(t^ tetszőleges differenciálható 
skalár függvény, akkor

Jξ, (u(t) √" (t)) » Ú Λλ* U 'it’j.

1) Úgyszintén

⅛ ( √∙χ^) - ( Jf χ.γ) + ( *fχφ) , 

amit komponensenkénti differenciálással láthatunk be.
Bddig azt láttuk, hogy a vektor sorozat konvergenciájának, 

a vektorfüggvény határértékének, folytonosságának és differenciál­
hányadosának definíciója pontos analogonja ezen fogalmakra a ska- 
lár függvények analízisében adott definícióknak. Annak, hogy egy 
vektor sorosat konvergens legyen, hogy egy vektor függvény határ­
értéke létezzen, hogy folytonos, vagy differenciálható legyen, 
szükséges és elegendő feltétele, hogy ezek a tulajdonságok a kom­
ponensekre teljesüljenek. A felirt differenciálási szabályok is 
megegyeznek a skalár analízisben megismertekkel.

Nézzük meg még most egy vektor függvény Taylor sorát. Tegyük 
fel, hogy # (t) a < tθ, t> intervallumban n -szer folytonosan 
differenciálható* így
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X1(t} . χ1(t0) ♦ ∆tχ1∙(t0μ...+ x<a-ι> (t0) ♦

♦ -⅛π xín) i‰ ♦ Λ δ*> .
azaz
# (t) . √(to) ♦ ∆t √(t0) ♦...«• √n^1>(t0> ♦ fin ,

ahol

Λb∙ “ xl (to ♦ < δ*> «í 
és 0 és 1 között levő és általában egymástól különböző ér­
tékek.

Ezen utóbbi megjegyzés geometriailag az alábbi következményt 
vonja maga utáne Ha egy skalár függvény Taylor sorát a második tag* 
gal befejezzük, úgy azt a tegrange féle középérték tételnek la 
szokták nevezni, ami az füQ f(x_J ς
^ ^ x ∙- x0 • * ftζ≡o * * í* - *oJ) alakban a Bol le -tétel általáno­
sítása és azt jelenti, hogy van az < χo∙χ > intervallumban oly 
pont, ahol az érintő párhuzamos az f(x) és az f(x0) pontot össze­
kötő szelővel* fis a tétel térgörbét előállító vektorfüggvényre ál— 
tálában nem vihető át, mert az ⅛1 általában nem a görbe érintő­
jét adja egy pontban, hiszen komponensei a vektorfüggvény komponen­
seinek általában különböző helyen vett differenciálhányadosai.

9* Térgörbék előállítás^ 

Tekintsük a t paraméternek egy a « t á b szakaszon foly­
tonos
ς∙ * ∙ *Ct), y W y(t), z • zCt), (a á t « b)
függvényét. Szék az egyenletek meghatározzák az (a,b) szakaszon 
folytonos

OP ■ X*(t) χ(t) ⅛i ♦ y(t) Λg +β(t) Λj 

vektort. Ennek a vektornak végpontja írja le a gKrWt, ha t as 
(∙,b) asakaeat befutja. Az Így .egadott görbe az (a,b} βeakaβ>- 
nak egy folytonos leképzése. A esakass egy t pontjának aa a P 
pont a képe, aaelynek koordinátáit I. határossá aeg*
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Amíg t az (a,b) szakaszt leírja, P a görbét írja le és 
az x(a), y(a), z(a) koordinátáival bírd A pontból az x(b∙), y(b}, 
z(b) koordinátával bíró B pontba jut. Az így kapott görbe nyi­
tott vagy zárt aszerint, amint A és B különböző 111. összeeső 
pont.

Annak föltétele, hogy a nyitott görbe bármely P pontjának 
az (a,b) szakaszon csak egy t pont feleljen meg, hogy ne legyen 
az (a,b) szakaszon olyan t^ és tg(∕ amelyekre x(t^) • x(tg), 
y(t1) ∙ y(t2), z(t1). • z(tg) egyszerre fennáll, vagyis amelyekre

∆(t1,t2) •

eltűnik* Ha ∆(tj,tg) az (a,b) szakasz bármely t^,tg pontpárjára 
pozitív, akkor a görbének as (a,b) szakaszra való leképzése is 
egyértelmű, az (a,b) szakasz görbére való leképzésének megfor­
dítása is egyértelmű. Az ilyen kölcsönösen egyértelmű leképzést 
topologikus leképezésnek nevezik. Ha tehát az (a,b) szakasz bár­
mely pontpárjára ∆(t^,tg) > 0, akkor ennek a szakasznak az (1) 
görbére való leképezése topologikus, s a görbének erre a szakasz­
ra való leképezése is ilyen.

Ha a leképezés topologikus, akkor azalatt, amíg a t pont 
egyirányban az (a,b) szakaszt befutja, P a görbén A-tól B-ig 
halad, de közben egy ponton sem halad kétszer át.

Annak, hogy az (a,b) szakasznak a görbére való leképezése to­
pologikus legyen, egy elégséges, de nem szükséges Mtétele, hogy 
az (a,b) szakaszon az x(t), y(t), zQt) függvény közül az egyik ha­
tározottan monoton legyen, mert ekkor ∆(t^,tg)-nek egyik tagja 
mindig pozitív.

Ha Δ, (tj,tg) • 0, akkor a görbén a t^ és tg paraméterű Pi 
és Pg pont Összeesik. Ha t^, tg közül egyik sem esik a-val vagy 
b-vel össze, akkor ebben a pontban a görbe önmagát metszi, vagy 
érinti.

Az (1) egyenletekkel előállított görbét a paraméter változta­
tásával más egyenletekkel is elő lehet állítani.

Ha t A a változónak egy olyan ( ol , β } szakaszon
folytonos és határozottan monoton függönye, hogy (<*) * a és 
f ($ ) b, vagy e b és f ( β }, ** a, akkor azalatt, amíg
Γ az szakaszt egy irányban leírja, t az (a,b) sza-
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kaszt egy irányban befutja. Ekkor az a pont, amelynek koordinál 
tál

x ⅛ xχ( Γ > , y > yχ( Γ>∙ , s w zχ(O

ahol
X1(Γ) . X [f(Γ)] yχ(Q , y [f(Γ)] , B1(r> . g [∕(n], 

ugyancsak az (1) görbét állítja elő.
Az x(t)l, y(t), z(t) függvényről azt is föltesszük, hogy az 

(atb)' szakaszon P -szőr ( y • 1J folytonos andifferenciálható, va- 
la≡int τ∕ ∙(t) sehol sem null vek tor, s a t paraméter helyett csak 
olyan Γ paramétert vezetünk be, amelyre a megfelelő (*,y0*) szaka­
szon a függvénynek is megvan a differenciálhatóságra vonatkozó fen­
ti tulajdonsága*

‰ Xvhoaszuság
Ha P i 1, vagyis ha x(t), y(t), z(t) t-nék legalább egyezer 

folytonosan differenciálható függvénye az (a,b) szakaszon, akkor 
az (1) görbe a és t paraméterű pontja közé eső ivének hossza 

t —______  t ____ t
(?) 8 ∙ j ∣∕χ,2(t)+y,2(t)+z,2(t) dt ∙ j ∣∕√'2(t) dt ∙ ∫ | #’(t)|dt.

a a a
feltételezhetjük, hogy a ≡ t • b, mert az ellenkező esetben 

a t paraméter helyett -t bevezetésével ezt elérhetjük. Az (a,b≥ 
szakaszon tetszőlegesen felveszünk olyan n-1 tk pontot, hogy

a ” VW* ’ ,'tn-l*tn w h

ée ilk-val jelöljük a görbe tfc paraméterű pontját, vagyis azt a 
pontot, amelynek koordinátái x(tk>, y(tk), z(tk> (k m 0,1,2,∙..n).
A görbére irt ∙∙∙ Iin törtvonal hossza

n n >--------------------- ------------------------- ---------------------------
βa*Σi∑Λ " ∑⅛<tk)-x(tk-ι)] ⅛[y(tk)-y(tk-1)] *Γ≡(∖>-≡(tk.1>]2 

k∙l k»l

A differenciálszámítás középértéktételének alkalmazásával ezt 
az összeget
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alakban írhatjuk. Itt tkx, tky, tks a (tk~1, szakasz egy- 
egy pontját jelenti.

Ha n-et elég nagynak és a t^, tg, tQ_^ osstópontokat 
az (a,b) szakaszon elég sűrűn vesszük fel, akkor az x,(t), y*(O, 
z’(t) függvényeknek az (a,b) szakaszon való egyenletes folyto­
nossága alatt elérhetjük, hogy akármelyik ≡≡akaβz
bármely tfc és tk pontjában

∣x,(tk) - xt(tk)l< f ,

I. ∣y,.C⅛) - y,ζ⅛^c δ >

∣z,(tk) - z,(tk>ι< ε ,

(k • 1,2, ..., n). Itt í tetszőlegesen előirt pozitív szám. Ha 
Γv a (tv ≡j tlr) szakasznak egy tetszőleges pontja és ha κ jc—x a

kel 
akkor kimutatjuk, hogy

[ βn - <5'b∣<6^*-≡>' • 
Ennek igazolására felhasználjuk a

azonosságot és ebbe as

A ■ χ,(∙tkx)2*y,(⅜ky>2*a,(tkB>2, B * χ,( 'z'lt)2+y,( ^k)2+Λ ^k)2 

értékeket helyettesítsük. Ekkor
A - B ■ χ,(tkχ>2-ι,( ^k)2 + y,(tky>2-y,C 2"k)2 + a* (tkz)2-≡,( ^c)2-

> ∣x,(tkx) - x,CΓk)] [x,(tkx)+x,( Γk>] +...

Mivel nyilvánkép

| x, (tkχ) + χ, ( Γk)∣ ∙ ∕a" * ¢1

ezért 
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Ugyanez az egyenlőtlenség érvényes ekkor is, ha χ helyébe y—t vagy z-t megfelelően helyettesítünk*Az X* egyenlőtlenségek miatt !y, Ctky‰y, (2~k)∣<<c0s∣z, (tkz)-z∙(jx∙ (.tk) - x* ( 7^k) ∣< δígy
x'(tkxz)÷ X’ Ct]c)^ ∕A +√B^ P x,(tkx‰x'

y,(tky)-y, ( Γ^k)] + ≡,<tkz)+z(Z^)√A .+^B [z(tk8) •
- crk) < 3óha max ∣tk~tk-1 < J (£)mert mindegyik tagban az első tényező í 1, a második tényező pedig X. miatt kisebb, mint ő •Ebből következik, hogyKn-≡n∣*s ⅛ fVtk-iκ <A-√B)< 3δ ⅛ ftk~tk-l, +K≡l k≡l λ a x= 3 í (b-a).Vegyünk most a fix b felső határ helyett egy változó t ér­téket* Szzel bebizonyítottuk, hogy

tlim βn = lim 6n . ∣ ∖,x'(t)2 +y'(t)2 +z*(t)2 dt = s(t).Az ivhosazuságnak nyilvánkép ugyanezt a képletót kapjuk ak­kor la, ha az integrál alsó határát az (a,b) szakasz egy a pont­jával helyettesítjük és a görbén az ivhosszuságot az a parajé- terű Aq ponttól számítjuk^ A görbe ivhosez^aága az A ponttól a % paraméterű pontig pozitív vagy negatív^ aszerint, amint ⅝ > a ill^ t < a •
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Az Így nyert 8 • s(t) függvény határozottan monoton, mert 
az integrandus > 0, s • e(t) differenciálhaté, differenciálhánya* 
dósa sehol sem 0, és mint egy folytonos vektorfüggvény abszolút 
értéke folytonos. Xgy létezik a t • t(s) inverz függvény, mely 
szintén határozottan monoton, és meg van az eredeti függvény dif­
ferenciálhatóságára és annak folytonosságára vonatkozó tulajdon­
sága, tehát megengedhető paraméter transzformáció*

Hajtsuk végre a t ■ t(s) paraméter transzformációti
< « # (t) • ít (t(s)) ≡ XΓ(β)

így a görbe a saját Ívhosszára van vonatkoztatva mint para­
méterre. Bzt a paramétert egy a következőkben bebizonyítandó jel­
lemző tulajdonság miatt természetes paraméternek nevezzük.

Az ivhosssueág (2) képletéből
2 2

*[*,(t>J * x,(t)2 ♦ y,(t2) + a’(t)2

Ha tehát az ivhosszuságot választjuk paraméternek, akkor az 
^,(s) egységvektor, mert ∣tf'(s)∣ w -ij5- • !• Bekor tehát 
)∕,'(s)2 ∙ x*(s)2 ÷ y*(s)2 + z,(s)2 • 1 •

állítom ez a tulajdonság az Ívhossznak karakterisztikus tu­
lajdonsága, azaz, ha egy paraméternél az érintő vektor hossza 1, 
úgy ez a paraméter az Ívhossz.

Legyen ugyanis
<*>l≡ 1

így t
•<*> • j I (t? I ∙ *-*0

*0

legyen t * 0, aaas a >(t0) •» P(o>-t61 kesdJUk eaáaitani as Ív- 
hossz at. így

s ■> t

⅜. Érintő és érintő vektor
Ha K és P-l as o x

1T • (t) ■ ^x(t), y(t), z<t)^)
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görbének tθ és paraméterhez tartozó pontja, akkor a PqP^ •• (t^) - ^(t0) a görbének hurvektora. Ez a vektor párhuzamos a^(t1) -^(to) x(t1) - x(t0) y(-t1) -y(t )t1 -- to - -ii-Γ-i- — *1 ♦ -^rr-Γ- *2 *z(tχ) - z(tθ) 
+ ---- ...—- ,« , , ↑t vektorral.tl “ to 3Ha t^—ihtθ, akkor a komponensek és így a vektor is határér­tékhez tartanak. Ez a határvektor

>f,(ttp " χ'<V rti+y’(t<? »2+a’(t<? λ5∙iránya megadja a görbe érintőjének irányát a Pθ pontban* Áss érintő egyenletei egy u paraméterrelx ∙ x(t0)+u x,(t0), y > y(t0)+u y,(t0), z - z(t0)+u β,(to) .Ezt a három egyenletet egybefoglalja az érintőnek a görbe P pontjához tartozó Λ*fc β iΛ(tθ) + u^, (tθ)vektoregyenlete.A
√vektortaj(2) görbe érintő ≡ φ (t) « M “ki 9 (θ) a 'A(g)l^,<t)∣ygységvekto-^nak vagy röviden érintő vektorá­nak nevezzük. Hossza az egység, iránya az érintő iránya a görbé­nek abban a P pontjában, amelyhez t paraméterérték és görbé­nek egy szilárd pontjától számított s ivhosszuság tartozik.Az √∖t) vekto rnak t és s szerinti differenciálhányado­sa között fennáll a

vektoregyenlet. vagyis az 7Z,(t) ≡>Z,(s)∣√(t)∣
5∙ NormálsikAz (t) « x(t) ÷ y(t) ÷z(t)
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görbe egy PQ pontjában a PQ ponton átmenő sík a normálsik, a- 
mely a görbe PQ pontjához tartozó érintőt merőlegesen metszi.

Ha ennek a síknak Q egy tetszőleges pontja ób ha f ■ OQ, 
akkor a PθQ * ιt (tθ) vektor a normál síkban fekszik és emiatt 
merőleges az ^Λ*(tθ) vektor irányára. A normálsik egyenlete tehát 

(?) (*f- ^Ct0>) “ 0

vagy részletesen kiírva
(χ-χ0) X,(to)+<y-yo> y,(tβ)+(β-B0)β'(-t0> - 0

Itt x0 - x(t0), y0 . y(t0), Bo - z(t0).

Ha a normálsik 
ha az Ívhosszaság a 
lakja Hesee-féle.

egyenletét √-,(t0) ⅛lal végigosztjuk, vagy 
paraméter, akkor a normálsik egyenletének a-

6⅛ Simnlósik
Ha Pq, P^, Pg az Λ4 • (t) görbe három pontja ^GP∣c∙ <(tjc)^

(k »0,1,2) akkor a görbe simulósikja a >0 pontban a Pθ, P-^ és 
Pg ponton átmenő sík határhelyzete, ha P^ és Pg a görbén egymás* 
tói függetlenül P_ felé tart. Ha az (t) vektor legalább két- 
ezer folytonosan differenciálható t szerint ( V • 2) a simulósik 
mindig létezik ée egyenlete

(4)

x - x(t0> y - y(t0) z - z(tβ) 

χ,<V y,(‰') Z’(V 

χ, ’ <%) yt, <%,> z*, < V

-r<to)X2Γ'(to∣χ^to)

•_( ? - (t0), ⅛k,(t0), A*,,(tβf) • 0

Annak a síknak egyenlete, aaely a ⅛σ, és Tg ponton átmegy,

x - xo y - y0 ≡ " ≡o 

xι - xo *ι - y0 ⅛ - eo -(f -^o'Λ-^o∙ ⅞ -ro'> " 0

x2 - xo ⅞ " yo s2 ^ ao

A simulósik egyenletének lehozása végett a determináns máso~ 
dik sorában lévő különbségeket a középértéktétellel fejezzük ki és
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azután ezt a sort a zérustól különböző t^ - tθ -lal végigosztjuk. 
Ekkor a Pq, P^, Pg sík egyenlete

alakú lesz, ahol A» A, A, O ée 1 között levő ezáa. Ha P, 
a görbén PQ -hoz tart, vagyla t1 - t0~- 0, akkor a eik egyenle­
tének határalakja;

x - χ0 y - y0 b - «o 
*’<t0) y’(t0) a’(t0⅞ 

x2 " xo y≡ - y0 ⅛ - •

* ° •

■ i.∙
Ez a görbe PQ pontjának érintőjén és a Pg ponton átmenő 

eik egyenlete, mert az érintő pontjaiban x - xθ ∙ u x,(t0), 
y - yo ∙ u y,(t),z - zθ ∙ u z,(t0), a Így a determináns eleŐ ée 
második sorának arányos volta miatt eltűnik*

A slmulósik egyenletének igazolására a második lépés a har­
madik sor elemeinek
x2"xo * xit2> -x(to:) β χ,ζto×t2~toμ l x"<V⅛VM it2-toj2 

alakú Taylor-sorba való fejtése. Ha a determináns harmadik sorába 
az elemeknek ilyen alakját helyettesítjük be és a harmadik sort 
(tg - tθ) -lal végigosztjuk, s azután az Így kapott harmadik sor 
elemeiből a második sor elemeit kivonjuk, akkor a harmadik sor 
elemeit oszthatjuk 
tg *" to

* a 1 -val. Az Így kapott determináns egyenlet

Ha a görbén PQ felé tart, vagyis tg—► t0, akkor en­
nek az egyenletnek határesete a siuulóslk (4) egyenlete.

A slmulósik a Pθ pontban akkor határozatlan, ha egyenleté­
ben a determináns első sorának mindhárom eleméhez tartozó aldeter-
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mináns eltűnik, fagyié amikor ,(tθ) x ,#**(t0) • 0. Ekkor az 
^u*(t0) és ∕^9,,(t ) vektor párhuzamos s komponenseik arányosak. 

Ha ez a görbe mindeS pontjában vekövetkezik, akkor szükségképpen 
^,*(t) « f(t) ^*(t).

Az első komponensre tehát fennáll az

differenciái egyenlet. Ugyanez érvényes a második és a harmadik 
komponensre is.

Integrálással kapjuk, hogy
lg x’(t) • Jf(t) dt * lóg a

∫ f(t) dt
igy x,(t) • a e • a P(t).

x (t) ■ a J P(t) dt ♦ aQ 

Itt lóg a és aθaz integrálás állandója. Ha tehát 
( ∫f(t) dt

i,(t∙J dt « J e dt * φ (t) * u

akkor x ® a u + aθ. Hasonlókép kapjuk, hogy y ® b u + bQ és 
≡ « c u + cQ alakú. Ez a három egyenlet egy egyenesnek egyenlete. 
Ezt a *∕1 ♦ b ÷ c és Λo ■ a0 *1 ♦ bθ $2 ♦ cθ jelö­
léssel "K ■ ∕J0 + u alakban is Írhatjuk.

Az olyan görbe tehát, amelynek egy pontjában sincs határozott 
simulósikja, egyenes vonal.

T»FŐnormálja és binormális, gisérő hároméi

A görbe egy P pontján átmenő és a P pont normál síkjában 
fekvő egyenesek a görbe normálisai a P pontban. Ezek az egyene­
sek merőlegesen, ortogonálisán metszik a P pontban a görbe érin­
tőjét és azzal együtt a görbét Is. A görbe egy pontjában a normá­
lisok közül kettőnek külön neve is van. Az a normális, amely a si- 
mulósikba esik, főnormális. Az pedig, amely a simulósíkra merőle­
ges, binormális.

A görbe egy P pontjában az érintő, normális és binormális 
közül akármelyik a másik kettőre merőlegese e három vektorral al­
kotott derékszögű hároméi a görbe kisérő hároméle a P pontban.
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A simulősik egyenletéből következik, hogy a PQ pontban a binormális párhuzamos az ,(tθ)x vektorral# Irányítá­sát úgy választjuk, hogy ennek a vektornak irányításával megegyez­zék# A bi normál is egységvektora, röviden: a binomiális vektor:/ ,(to)∣^∙(t0)x *-”(%)[≡a az ívhosszuság a paraméter és ha P ponthoz az βθ itw*hosszúság tartozik, akkor a binomiális egységvektor√ , ^,(-8o)]C ¾∙,,c8<P β √ta<Λc √(8o> ka(≡0)∣ ’ lr⅛0)[⅜'mert √",s)^ ≡ 1, így ezt differenciálva ^*(s), ^,,(s) • 0, azft≡±*Γ,,, és egységvektor, így a külső szorzatuk abszolirt értéke, azaz az általuk
∖1r99∖ - ∖v9χ elAz

(5) ∙'½' ≡5 l√,i≡0)∣ ∣r<≡0
alkotott parallelogramma területe

■y k80

egységvektor a fő normális vektor# Ez a vektor ugyanis merőleges a P pont érintőjére és binomiálisára, mert «0 és ≡ 0# Ugyanis
*y∙-if⅛*,∙≠Γ,,,,∙0ée “ ~⅞",∣ ~S"^T “ ^"y'""g ' ( *'', v', v ∖ " 0Ezekután a binormális

<«> ≠∙⅛f∙<i,>t-i⅜η∙y,,*Az érintő, főnoimális és binomiális egyenlet rendre. √ (s0> ÷ u √ (s0),yif ■ tt^ (s0) ÷ u n (s0),
√ ≡ 3λ Cb0) + U /4 (θ0)∙
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ka érintő és & főnormális tikja a simul ősik, a fő no írnál is és 
a binormális síkja a normál sík, az érintő és a binormális síkja a 
rektifikálé sík. Egyenletünk rendre

ff <«,))/ (β0) « 0 

f € - ¾' (%))^ C%) ts θ 

(f ” (≡0) ∙ 0

θ∙ S3τ¾¾Ie⅞√ görbületi sugár® görbületi középpont^’ görbü­
leti kör vagy Bimulókör® Egységgömbre való leképzés 

az érintőkkel

A következőkben^ hacsak az ellenkezőt nem állítjuk, a görbe 
előállítására paraméternek az a ívhosszaságot választjuk® A dif­
ferenciálások is erre a paraméterre vonatkoznak®

•Az / ⅛ # (s) görbe s paraméterű P pontjában a C görbüle­
tet és az r görbületi sugárt a

(7) c » -™ «| / * | • | f∙∣.

egyenletet ér telmezi•
így

Vt,
"'R,ri azaz √"* C 4V

vagy más formában írva

(8) 'h'' 9 9 ∙ ∕0 ≡ C(s) (s)

aM az úgynevezett Frenet-féle 
képletek első egyenletét fogja 
adni®

A görbe P pontjának si
mulósikjában az a K pont, amelyre 

(9> OK ® ÷ r 4i p ⅛a ÷ -4sr

a görbe görbületi középpontja a P pontban® A simulósikban K kö 
rül az r sugárral leirt kör a görbe görbületi köre, vagy simuló­
köre a P pontban®

Ha az 0 kezdőpontból felmérjük a ≠ is) egy^égvektort, akkor 
annak végpontja az egységsugarú gömbön, az egységgömbön leírja a 
/ (s) görbéto Ez az » 'Z(s) görbe az Tf® Λfc(s) görbének
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érintőivel való leképezése az egységgömbre. Egyenes ilyen gömbi leképezése nyilvánkép egyetlen pont.Az V, « ⅞* (g) görbén a P és Pθ pont közé eső iv érintői­vel való leképezésének Ívhossza
| i ’íbJ ds m C(s) ds,

mert a leképezéskor kapott görbe vektoregyenlete 4 (s). Eb-bői következik, hogy
Ha ∆s az íT® 'tf'(s) görbe egy olyan ivének hossza, mely a PQ pontot magában foglalja és ∆ζ ennek az Ívnek érintői képén az ivhosszuság az egységgömbön, akkor

(10) λ llffiπ λ• > Δ s → 0 -27a" * 0 •A görbület ennek a hányadosnak határértékével is értelmez­hető.Egy görbe érintőinek az egységgömbre való leképezését az é- rintők Gauss-féle leképezésének is nevezik. Ha a Δ s hosszúságú Ívnek Q1 és Qg, érintői Gauss-féle képének és Qg a vég- pontjai, akkor az ill. QQg sugár párhuzamos a görbe Q1 ill. Qg pontjának érintőjével. A Q∣OQρ * ≡≡0g a két érintő szögé­vel és egyúttal az egységgömbön a Q|Qg főkörívvel egyenlő nagy. Ha ∆β elég kicsiny, akkor Δ6Γ -tői alig különbözik. Emiatt (15) -bán ∆b -t Δ(^-vel helyettesíthetjük.
‰ Csavarodás vagy terzjóAz • tf'Cs) görbe s paraméterű pontjában a görbe f(s) csa­varodását, torzióját a (11)’ ∙ (s) β - T √≠ vagy a T e - fr9<Wvektoregyenlet állítja elő. Ki kell mutatnunk, hogy van ilyen T skaláris, vagyis azt, hogy a^* és 14 vektor párhuzamos.Az 41 fő normál la vektor és vele párhuzamos bármely vektor me­rőleges a≠ ás √' vektorra. Azt kell tehát igazolnunk, hogy ⅛∙ j,9φ
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0 4e 4 ≠, ■ 0. Az első egyenletet a 2 ≡ 1 egyenlet differen­
ciálásával kapjuk. Ha pedig a / és ⅛ merőlegességét kifejező 
√ ≠ • 0 egyenletet differenciáljuk, akkor megkapjuk, hogy√,≠* 
♦ √∕∙ 0, vagyis

√≠∙ , ∕,∕.-θ¼4 »-0 ('"'∕) • 0 .

18 √ (a) görbe az ∙ ⅞λ(s) görbe binormálisainak képe
a Oauee-féle gömbön. Ennek a görbének as β0 ée a paraméterű 
két pontja köeé eső ív hossza

8 ®
& > í | (e)| de ∙ j ∣T∣ de

ao β°
Ebből következik, hogy előjeltől eltekintve

(12) « * ⅛^ β 11b ⅛λ~
Δ 8 O

nh∏1 ∆βaι^∙ *(s) görbének egy meghatározott E pontját ma­
gában foglald kié iv hossza,Δ 5 pedig a felvett iv binormálisai 
Oauee-féle képének hoeeza.

Δ 6 helyett lehet venni a 4 e hoeezueágu iv végpontjaihoz 
tartozó binormálisoknak, vagy eimulősikoknak A /szögét le.

A görbe egy pontjában a csavarodást a
(15) T ∙ ^⅜--■ r2(tf', 

képlettel számíthatjuk, ahol r a görbületi sugarat jelenti as 
illető pontban, ($) ée (6) szerint.

√∙.√ x tfa*,x ⅛r ∙ "⅛ζ*'x *’> ’ r< *'x*θ

/». r,(tf'xV,) + r( ff"* *•> ♦
iβy a-Γr,(tf,x #") + r(√x√,)]rtf,'-

. - rr∙(<√β,*"> - r2(#’,Xw,**o)- r2(*’. - ii⅛T→

A görbület és • csavarodás értelmezéséből következik, hogy as 
⅛, β ι'(β) görbének egy pontjában akkor van görbülete ill∙ csava- 
xodáaa, ha abban • pontban az (e) vektor legalább kétszer, ill. 
legalább háromszor folytonosan differenciálható.

5570896 - 20 -



As olyan görbe, amelynek minden pontjában a görbület zérus, 
egyenes vagy egyenes darab*

Ha ugyanle az
V, • M (s) ∙ x(e) ⅛χ * y(β) ♦ s(s) 

görbe minden pontjában a görbületi zérus, akkor a / ’(s) ■ *a*Xs) 
vektor nullavektor és Így xt, • 0, yt, m 0 és 2” • 0, de ekkor

x ∙ a0s ÷ aχ, y ∙ bθs + bχ, s ∙ oqs ♦ cχ, 

ahol a0, bθ, c0, aχ, bχ, eχ állandó* 30 a három egyenlet egye­
nes paraméteres egyenlete*

A csavarodás (15) képlete szerint egy egyenes minden pontjáé­
ban a csavarodás zérus* általánosam as olyan görbe, amelynek 
pontjaiban a csavarodás zérus, sikgörbe*

Ha ugyanis T • 0, akkor ⅛ t a Q, a binormális vektor és 
j( 9' u, p komponense tehát állandó* Bekor a ∕∕∕∙ 0 egyen­
let miatt

X x, ÷ytf y, ♦ √s' * 0

és integrálás után
X x ♦ yαy ÷ √ι ■ 1 • állandó •

Bs as egyenlet sík egyenlete* A- görbe pontjai tehát ebben a 
síkban vannak*

¾>, τ⅞ijee ⅝Qrbu∣,⅜, τ⅜*a*⅜ képletei

Zf ∙ S √ ♦ *Λ- 

vektort a teljes görbület vektorának, vagy Barboux-féle vektornak 
honosát' vagyis a

|^í| * ∕θ2 ♦ t* 

ókalárist teljes görbületnek (Aancret-féle görbületnek) nevosik*
A teljes görbület vektora párhuzamos a rektifikáló síkkal, 

msrt^t^a 0* Bssel a síkkal párhuzamos és a teljes görbület vek­
torára merőleges as ⅛Λs) vektor is*

As ■H « /• x 4 vektoregyenlet dlfferenoiáliMival ugyanit kap­
juk. hogy
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¼'∙ β'× 4+ & « ∕z* - τ ( ^x∕) + C( ∕x*<)β-C∕+τ∕.

és 'Hiegymásra merőleges és egyenlő hosszú* mert a kísérő há­
roméi koordinátarendszerében T, 0* C ill* - 0, 0, T a három 
komponense és ezért - TC + TC • 0 és ^2=*√2 ≈ 02 ÷ T2β

4'• C(s) 'H (s)
(14) -0(s) ^(b) ÷ T(s) / (s)

∙ -τ(s) √*(s)
vektoregyenleteket Frenet-féle képleteknek nevezik* Bzek a nagy­
fontosságú képletek az ŰP « (s) görbe egy P pontjában a kí­
sérő hároméi egységvektorainak az ívhosszúság szerint vett diffe­
renciálhányadosát fejezik ki a három egységvektorral és a görbé­
nek P pontjához tartozó görbülettel és csavarodással*

A- Prenet-féle képleteket a teljes görbületvektorral* a 
Darboux-féle vektorral a következőképpen fejezhetjük ki:

(τ∕÷ C x^T∙ T( ∕x^) + C(^,x *0 • -C /+ τ∕∙ 
és x ∕^-≡ (T/♦ c∕,) x^β T(∕χ∕) « - T*'7∙<∕i

Az OP ∙ X'λ(s) görbét érintői* binormálisai* ill* fő normáli­
sai az 0 középpontú egységsugarú gömb (Gauss-féle gömb) OP^ « /(a)* 
OP^jj & (s) ill* OP44,∙ 4<(s) görbéjére képezik le. Ha As jelöli 
az OP ■ ^u(s) görbe sθ paraméterű PQ pontját tartalmazó és az 
s^ és Sg paraméterű pont közé eső ivének hosszát* vagyis ha 
β1 í s0 í Sg, és ha Δ s^ , A s£ ill. Δ β0, az érintő, binor- 
málls 111* főnormális képének az s^ és 8g paraméterű pont közé 
eső ivének a hossza* akkor \

C<β ) ■ lim ~∙^ - , 
0 ∆8→o δb

t(bo) - β11≡ 
o δ s —≠ c

A_b£
Δ S

j∕c2(β0)+T2(β0) • lim
As—>∙o

Δ≡^L ∆8
Szék a Prenet-féle képletekből és abból következnek* hogy

¼,(s)( .
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Ha z∖ az OP ≈ (s) görbe s^ és S£ paraméterű pontba kö*-g£ eső Irének hossza, akkor/ C’2 (s0) ÷ T’2 (80) . li≡ -⅛-≡^
A S ~ * 0Sikgörbe binormálisainak képe ponttá zsugorodik*II* A térgörbe alakja egy pontjának környezetébenHa Po az 0? « ¾a (s) görbe sθ ivhosszuságu pontJa, ak- kor as 1C (8) - (s0) + (a-a0) ⅛*'(s0) + ∣(s-β0)2^s.) + fTaylor-sorban az ¾*iy7(,s0) vektoroknak a Pθ kísérd háromélére vo­nat kosé komponensei a görbe Pq pontjához tartozó görbületnek, csavarodásnak és differenciálhányadosaiknak raoi ónál is egész ki— fejezései? Frenet képleteivel ugyanis

1t' ≡ /
C

√"- C»»+ C »’• 6’4 ♦ Cl/- C2/

Ha tehát $ (?) ≈ ιi (s0) + X∕(⅛o) + I ⅛ (ej + Z b (ej , ak­kor harmadfokú tagokig
X ■ (e - a0) - | C2(s0)(s - ≡0)5 ♦ ...
*- ∣ C(80) (e - aβ)2 ÷ | C>(80)(β - Bo)3 + ...Z ≡ ⅛C(β0) T(8o) (8 - Sβ)3 + ...

Xf Ij Z a görbe egy pontjának koordinátái a Prt pont kisé-
V

rő három élének koordinátarendszerében?Ha a Po pontban sem a görbület, sem a csavarodás nem tűnik el, akkor a görbe alakjáról Pθ környezetében kelló felvilágosí­tást nyújtanak X, X, és Z sorfejtésének legalacsonyabb fokú tag­jai* A görbe merőleges vetületinek egyenlete ?0 környezetében el­ső megközelítésben:& simulósikonX = (s - so) és I - l C (80)(8 - s0)2, vagyis T. a j C (aj X2 Ez olyan parabola, amelynek tengelye a főnormális.5570896 - 23 -



2. a∙ rektifikáló alkonX ∙ (s - sθ) és Z « ∣ c(so)τ(so)(s - θq)5,vagyis Z ∙ ∣θ(s0)τ(s0)X5Ennek a harmadrendű parabolának a PQ pont áthajlós (inflex­iós) pontja. Az érintővektor a térgörbe vetületét nemcsak érinti, hanem metszi is. Ezért a térgörbe PQ pontjában a simulósik érin­ti és metszi a térgörbét, ha C(eo) T(bq) 0.3. a normálsíkonT ∙ ∣C(s0)(B~β0)2, Z ⅛∣β(β0)τ(s0)(e-s073, vagyis Z2 ∙Ezeknek a görbéknek alakját P környezetében az alábbi há­rom ábra szemlélteti.Ha C(sq) ≠ 0, de T(s0) • 0, akkor a térgörbének a simuló- sikra való vetülete Pθ közelében olyan alakú, mint amikor a tér­görbe csavarodása sem zérus. Az első ábra tehát zérustól különböző véges görbUletü sikgörbék alakját is szemlélteti a Pθ pont köze­lében.

A térgörbe alakjának egy olyan P pontban való vizsgálatá­ra, amelyben a görbület eltűnik, X, Y, Z sorfejtésében harmad­fokúnál magasabb fokú tagokra is szükség van.
Ha két görbe olyan, hogy azokban a pontjaikban, amelyeknek a két görbe egy—egy szilárd pontjától számított s ivhosszusága egyenlő, a két görbe görbülete és csavarodása megegyezik, akkor a két görbe egymástól nem különbözik, mert van olyan mozgás (el­tolás és forgatás), amely az egyik görbét a másikba viszi át. A két görbének csak helye más.5570896 ~ 24 -



Ennek a fontos tételnek kimutatására föltesszük, hogy az OP • 
• 1T (s) és az 0P ∙ 7fo(s) olyan két görbe egyenlete, amelyeknek 
minden olyan pontjában, amelyekhez a két görbén ugyanaz az ivho&z- 
ezuságparaméter tartozik, a C görbület és a T csavarodás Is 
megegyezik. A második görbét úgy toljuk el, hogy s0 paraméterű 
pontja az eled görbe sQ paraméterű PQ pontjával Összeessék. 
Ezután a második görbének a közös PQ ponthoz tartozó kisérő há* 
romélét az első görbének ebbe a pontba tartozó kisérő háromélébe 
forgatjuk.

Az első görbe egyenlete az eredeti koordinátarendszerben u- 
gyanaz marad. Ha a második görbe egyenlete az eltolás és forgatás 
után az eredeti koordinátarendszerben OP « s) akkor közös Pθ 
pontjában a kísérő hároméi megegyezése miatt

OP0 A (s0) ∙

√ (ββ) ∙ ∕1(8o), ^(s0> ■ ^ι^β0)∙ <^β0> ■ ^^lt∙βo'^ ’

A két görbe s paraméterű pontjában a Prenet-féle képletek miatt 

*'∙-cΛι∕ /' w - τ<¼

∕,1 . o √⅛ * - c√1+ τ ∕1 ∕χ • - i¼1
és Így s -nek ugyanazon értékére

4, - ∙ o (
« . e(∕-∕1) ♦ τ(√∙-√-1)

√,- ∕,l - - τ(*-<*1) .
Tekintsük a

(√,- φ(∕- xι) ♦ + (Λ∕')(∕.∕1) .

• j (∕-∙∙∕χ)^ + (^- ♦ (∕∕∙-∕Ax)2 b o

azonosságot. Ízért

(√- √1)2 ÷ ta A állandó • 0,

mert ha s -nek értéke sQ, akkor / (sQ) ∙ ^ι^e0)> •
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A √∕ - Vχ9 -0 e≡ és /A - ∕A1 vektor hosszának négyzetösszege csak akkor zérus, ha mindhárom vektor nullavektor és így bármely s értékre ×∕ * “ ^1*Emiatt
4 (s) - √1(s ) ≡ ⅛,'(β) - ⅞,^(s) » [#<e) - Γ1(≡)] ■ 0 ée így
ÍC (s) - √1(a) - X állandó ≡ ⅛λ(s0) - ^1<≡0'> • 47Bázel kimutattak, hogy a második görbe a leirt mozgás után összeesik az elsővel, mivel ugyanaz az egyenlete. Olyan görbe te_ hát, amelynek görbülete és csavarodása az ívhosszaságnak C(s) 111• T(s) függvénye, ha van csak egy van, ha azokat a görbéket, aaelye- kct mozgással födésbe lehet hozni, azonosaknak tekintjük. A(16) C * C(s) és T * T(s)függvényeket a görbe természetes egyenleteinek nevezik. A görbe ilyen megadásánál nem használunk fel semmilyen koordináta rendszert, tehát a fenti függvények koordinátarendszertöl függet­lenül határozzák Bég a görbétj azonban csak mozgástól eltekintve.A görbe természetes koordinátái között egy ?(0,T) w 0 egyen­let nem egy görbére, hanem bizonyos tekintetben hasonló tulajdon­ságú görbékre jellemző.

1% Eözönaéges σsigayo⅞alAz a sugara és z tengelyű forgáshengeren fekvő közönsé­ges csigavonal P pontjainak vektoregyenlete0? « ll (t) ® a cos t ÷ a sin t * c t .Ha t időt jelent, akkor ezt a görbét olyan P pont írja le, amely az x tengely a abszcisszája pontjából kiindulva a z tengely körül egyenletesen forog és egyúttal a z tengely irányá­ban c sebességgel egyenletesen halad.•Egy csavarmenet magassága I 1Í (t+2JΓ ) « (t)| ® 2 c 7Γ
A görbe 0 és t paraméterű két pontja közé eső iv hossza t t i ,  s≡j ∣^∖t) ∣ dt ≡ ( (/ a^+c? dt ∙ ∣∕ a^÷c^ to o
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A közönséges csavarvonal vektoregyenlete az ívhosszaaággal

I. OP • # (ps) • 4T (e) « a cos ps + a sin ps ⅞g ÷ c ps

A
√ (s) ∙ β p(-a 8iπ pB ♦ a oos pβ ¾ ♦ c

érintő vektor harmadik komponense állandó* Ha tehát az ér intő vek­
tor a z tengellyel / szöget alkot, akkor

cos jr • cp, sin Jr » epf tg / ∙ ∣ (c2p2 ♦ a2p2 * 1)< 

Mivel

4 (s) • - ap2(cos ps 4,÷ sin ps ‰) és C ∙ ⅛ ∙l∕'l∙ a p2 w— ⅜ 
a ÷c 

azért
#(s) • r /’(s) » • cos ps - síin pβ ⅛2

A főnormális P pontjainak vektoregyenlete tehát

OP • (ps) ♦ « #(e) • (a~u) cos ps ^*(a-∣u) sin pság ♦ c psí^

A főnormálison az u ® a paraméteri pont a z tengely pont 
ja (x « 0, y » 0) z • cp, s « ct). Bzért és aa√i⅛j * 0 egyenlő­
ség miatt a közönséges csavarvonal főnormálisai a tengelyt mérőié 
gesen metszik*

A binormális vektor

« p(c sin ps - c cos pe ♦ a 

kifejezése miatt a blnormálisok is állandó ezöget alkotnak a tett* 
gellyel* Ha ag a szög, akkor cos • ap • sin *

Minthogy
×A (e) e cp2(coβ ps ♦ ein pe - cp2 ∕≠f(e)

ezért
® « op2 * -X‰ és τ∕+ c ≠- p21 (e∕* a/) • p .

a"^÷c> u 5

C(e) * a p2 « állandó, T(s) • cp2 « állandó.
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A közönséges csavarvonal Darboux vektora állandó, iránya a 
tengely irányával megegyezik.

Annak a csavarvonalnak, amelyet az I. egyenlet akkor állit 
elő, ha (ps) első két komponensét meghagyjuk, s a harmadik kom- 
ponensét a cp(s-s.) 111. cp (sη - β) vektorral helyettesít-O J q ^∙ √ p 2
jük, görbülete szintén ap és csavarodása cp ill. -cp . Az e- 
gyik csavarvonal jobbra, a másik balra csavarodik. Érintővekto­
raik az vektorral pozitív ill. negatív szöget alkotnak asze­
rint, amint T pozitív ill. negatív.

Bgy-egy jobbra, ill. balra csavarodó csavarvonalnak egy me­
netét következőkép szemléltethetjükt

Az a súg áru és 2 71 c magasságú forgáshenger palástját egy 
alkotója mentén felvágjuk és egy síkba térítjük. A kapott 2T a 
alapú és 2 Te magasságú téglalap átlóit meghúzzuk. Ha téglalapot 

a hengerre visszahajlltjuk, akkor a két átló olyan két csavarvo­
nal egy-egy menetébe görbül, amelyeknek ap2 a görbületük és az 

2 2egyiknek cp , a másiknak -cp a csavarodása.
∑gy felületnek azokat a vonalait, amelyeknek bármely (elég 

kicsiny) ive rövidebb, mint az iv végpontjait a felületen össze­
kötő akármilyen más vonal, a felület geodetikus vonalainak nevez­
zük. A forgáshengerfelÜlet geodetikus vonalai közönséges csavar­
vonalak, alkotók és az alkotókra merőleges körök. Az ilyen vona­
laknak egy kis darabját a hengerfelület síkra való hajlitása egye­
nes szakaszra egyenesíti ki. Hajlítás a felületen levő vonalak 
hosszát nem változtatja meg. Az olyan vonal, amely a hengerfelü­

leten a felvett kis ivdarab végpontjait összeköti és nem oaavar­
vonal, alkotó^ vagy alkotóra merőleges kör ive hosszabb, mint a 
végpontjait a hengerfelület síkba ha jutásakor összekötő egyenes 
szakasz®

14, LejtŐyonalak vagy hengere? csavarvonalak

A lejtővonalak a közönséges csavarvonalak általánosításai. 
Bzek olyan görbék, amelyeknek érintői adott Λ⅛ egységvektorral ál­
landó / szöget alkotnak. Ha egy ilyen görbe pontjain át az /Üt 
vektorral párhuzamosokat huzunk, ezek egy olyan hengerfelület al­
kotói, amelynek alkotóit a lejtővonal érintő f szögben metszenek. 
Bzért nevezik a le j tő vonalakat hengeres csavarvonalaknak is. (Az
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olyan görbék, amely⅛⅛ égy kupfelUleten vannak és a kúp felület al- kötőit állandó szögben metszik, kúpos csavarvonalak.)Xejtővonalak a sikgörbék (és velük az egyenesek isj, mert é- rintőik a sík normálisával derékszöget alkotnak. Szék a lejtővo­nalak elfajult lejtŐvonalak.Ha tehát OP « V(e) valódi lejtővonal egyenlete és s iv- hosszuságot jelent, akkor oos fi 0 0 C (s) ≠ 0 τ(s) √ 0>Az olyan vonal ugyanis, amelynek minden pontjában T(s) ~ 0, 111* C(e) • 0, sikgörbe 111• egyenes®Csak olyan 1erővonalakat vizsgálunk, amelyeknek pontjaiban a C(s) görbület és a T(βJ csavarodás folytonos függvény, az ilyen görbéken a kisérő hároméi egységvektorai is folytonosan"váltóznak.A lejtővonal értCímezése szerint√β∕ s VC cos / C, 0^0, T jé 0 .Ebből az ivhosssuság szerinti differenciálással Frenet képle­te alapján√^Z,as Vt (c íí ) * ® c és így 0Olyan s helyen ugyanis, ahol θ(s) fi 0, szabad az egyenletet 0 ∙ C(s^ -el elosztani, ha pedig θ(so) • 0, akkor C(s) folytonos­sága miatt és amiatt, hogy a görbület a görbének nem minden pont- • jában zérus, vagy olyan Bg, ... végtelen sorozat, hogy C(⅛)∕0(k w 1, 2, •••) és lim s * e0∙ Ekkor Vt ^,(s∣ε) • 0 és ×^(so)∙• lim ve ^(sk) « 0®
kz VI 44 «5 0 egyenlet miatt a hengeres csavarvonal fő normá­lisai a henger alkotóira merőlegesek*A- harmadik Frenet-f^le képlet szerinti ∙-T √≠ « Ebből követ­kezik, hogyZf^'a* - ⅛ 0 és cos/ • állandó.A hengeres csavarvonal binormálisai is állandó szöget alkot­nak az alkotókkal.Kivel VL 14 0, azért párhuzamos a lejtővonal rektifikálósíkjaival, ezért
Ve » k ♦ B , ahol A ⅛^ir •/» cos / , B • Vl /*■» cos </ és2 2 2 2ι 2 F 2' i>iVI ∙,1≡A ÷B • cos f ♦ cos / , tehát cos / » sin*^ • Az <Vl egységvektor alakja tehát

MCr ∙f ∕^cosf∕ ÷∕ sin / vagy Ve /cosZ - fi sin f •
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Ezekből differenciálással és a Erenet képletekkel kapjuk, 
hogy ti' • /'cos / +■£' ain j* • 0 **cos - T 4* ein f • (C cos f - 
- T sin Jλ ) ≡ 0 vagy

>∕z cos - '∕,≡in ⅛ ^(C cos + T sin Jλ ) ∙ 0∙

Ennélfogva
| • tg vagy | • tg (- ∕k> .

Ha tehát T pozitív, akkor f pozitív hegyesszög, ha pedig 
T negativ, akkor f negativ hegyes szög. A valódi lejtővonel pont­
jaiban a görbület és a csavarodás viszonya állandó. Ez a viszony­
szán annak a szögnek tangense, amelyet az érintők a lejtővonal al­
kotóival alkotnak.

Az Ati egységvektornak az 7 és 4, vektorral és a szöggel 
való

4t • / COS / + 81» /
kifejezésében tf pozitiv ill. negativ hegyes szög aszerint, amint 
T pozitív ill. negativ, tehát mindkét esetben T sin / pozitív. 
Ebből következik, hogy a lejtővonal pontjainak Darboux-féle vekto­
rai a bibéhez tartozó hengerfelület alkotóival párhuzamosak. A 
C w T tg egyenlőség miatt ugyanis

Afr cos zf-a (τ∕÷ C^) cos f ^ T(√cos ∕,÷7sin^) ≡ T

A lejtő vonalra kimutatott tételek jellemzők. Más szóval egy 
folytonos és nem zéró görbülettel és csavarodással bíró térgörbe 
mindig lejtővonal, ha az alábbi négy föltétel közül az egyik tel­
jesüli

1. ha főnoimálisai egy vektorra merőlegesek}
2. ha binormálisai egy állandó X⅛ vektorral egyenlő szöget 

alkotnak}
3. ha Darboux-féle vektorai egy M vektorral párhuzamosai}
4. ha a görbe természetes koordinátáinak CtT viszonya ál­

landó.
1. ∖z H H » ⅛⅛r l'∙ 0 egyenletből következik, hogy U Γ∙ 0 

és / « cos: ■állandó, ≡βrt a görbület folytonossága κiatt
r ≠ 0⅛ A görbe tehát lejtővonal.

2. ∏a 1/ltr* cos állandó, akkor Λ egyeégvektor állandó
volta miatt# 0. Ebből T folytonossága és T 0
miatt **≡ 0.
5570896 - 30 -



... 3. Ha ∙ T Z+ C \ ■ (τ2 + C2) VI éa -Vi állandó vektor, ak­
kor * « (τ /+ C≠) ** = 0 és így ve ■n'rn 0.

A 2. és 3. esetben tehát az 1. esetre vittük vissza a bízó- I 
nyitást.

4∙ Ha 0 » T tg ás tg állandó* akkor C oos /- T sin» Qβ j 
lsért Prenet képletei miatt

I - ' ■ ■• I

(c cos f - T ein^*) w X’cosy ♦ zAsin^ » 0. Ezért 
-∕cos^λ ♦ ∕ain∕ ∙4∙ állandó* 1, ∙ oosy* ,^A> sinf

Ezzel állításunkat mind a négy esetre bebizonyítottuk* |
. I• * 1

15» Bertr⅜nd^f01e görbék |

A Bertrand-féle görbék természetes koordinátái között a i
(17) X C ♦ χA T ≡ 1 I
egyenlet áll fenn* amelyben X és yU állandó. A közönséges csavar- I 
vonalak is Bertrand-féle görbék, mert ha C és í állandó* ak- 1
kor bármely valós értékéhez van olyan u szán* hogy a (17) egyen- |
lat fennálljon. '* I

Bertrand e róla elnevezett görbékhez olyan két görbe értei- I 
nézésével jutott, amelyeknek pontjai között olyan kölcsönösen egy- | 
értelmű vonatkozás áll fenn, hogy a megfelelő pontok összekötő e- f 
gyeneee a két görbének abban a két pontjában főnormálisa. |

Ha az első görbe vektoregyenlete 0P ∙ Λλ(s) és s ivhosz- I
ezueágot jelent* akkor az s paraméterű P pont főnormálisának ⅛
Q pontjaiban

OQ * (s) ♦ u 7fr(s)∙ I
Ha jelöli a P pontnak a második görbén megfelelő pon- I 

tót* akkor van olyan u « X (s) érték* hogy 1
OP.-^ís) ÷X (β>4x (a) .^1(s) . I

Esι⅜n a görbén az s paraméter nem jelent ívhosszaságot, az I
s paraméterhez tartozó ívhosszaságot -gyei jelöljük.

Λ második görbe vektoregyenletéből I
d,^ (a) d ds« 4«

da β 1^91^ Te” * ÷*y( (e)*∕(s) *X*(e)z*(s).
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A második Frenet-féle képlet felhasználásával tehát
. dβη „ Λ w √ z- _ / \

Ha βzt a vektoregyenletet skalárisán szorozzuk az i*(s) vek­
torral kapjuk, hogy Á állandó, mert * a második görbének is fő- 
normálie vektora ée ezért • 0, igyX β θ∙

Mivel X állandó, azért az első görbével ée egy P pontjának 
a másik görbén megfelelő P1 porttal a második görbének többi 
pontja is meg van határozva.

H⅜ a érintővektor az első görbe megfelelő -4- érintővekto­
rával szöget alkot, akkor

Bbből differenciálással ée az első ée harmadik Prenet-féle 
képlet felhasználásával kapjuk, hogy 

d√l ⅛X dβ 
TΓΓ-I3Γ Ja

• (C C08

de

coβ *? ? ⅜β^

⅝jntħngy ^^(s^∙) • ^(s) azért ennek a vektor egyenletnek a√ 
111.vektorral való skaláris szorzatából kapjuk, hogy

sin y ■ o, coβ <f • o, tehát • 0,

aert
≡m2y, (⅛)2♦ cob2∕ (⅛)2 ∙(⅛9 ’0 ’ 

jkmiatt, hogy X ée állandó, következik az a tétel, amely 
szerint a két görbének megfelelő pontjaiban a két kisérő hároméi 
merev kapcsolatban van egymással©

T

egyenlet egyszerre csak akkor állhat fenn, ha

, vagyis akkor, ha
CO0 if siny l de
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Ha a második görbét vesszük elsőnek, akkor √√ -t - X*-val, 
∕-t vei kell helyettesíteni, ekkor tehát a legutóbbi egyen­

letben X -helyébe - X-t kell Imi, de yzx változatlan marad* A má­
sodik görbe természetes koordinátái között tehát a-√O*^T∙l 
egyenlet áll fenn.

Ha tehát két görbe pontjai között olyan vonatkozás áll fenn, 
hogy a megfelelő pontok összekötő egyenese mindkét görbének főnor­
málisa, akkor mindkét görbe Bertrand-féle görbe*

16√ Négy körös pont tételé

Konvex görbe olyan zárt síkgörbét jelent, amelynek egy egye­
nessel sincs kettőnél több metszéspontja* Ha a konvex görbének gör­
bülete folytonosan differenciálható, akkor azokat a pontokat, ame­
lyekben a görbület differenciálhányadosa eltűnik, a görbe körös 
pontjainak nevezzük*

A négyköröspont tétele azt mondja, hogy egy olyan konvex gör­
bének, amelynek a görbülete folytonosan differenciálható, mindig 
van legalább négy körös pontja*

Az OP a %λ (s) sikgörbe síkját a koordinátarendszer x,y - 
síkjában vesszük fel s a paramétert az ív hosszú ságnak választjuk* 
A görbe érintői és főnomálisai a görbe síkjában vannak* Ha f ill* 

ψ jelöli azt a szöget, amelyet az s paraméterhez tartozó pont 
érintő^ ill. főnormális vektora alkot az x-tengely pozitív felével, 
akkor ψ ≡ / ♦ -y- ,

√ • cos / ♦ sin f ^2

W • cos p ♦ sin J∕ 'h2 ∙ ∙ 8^∙n / ♦ cos <f> ^2 •

B két egységvektor és a ∕z≡ C √f Prenet-féle képlet komponensei­
nek összehasonlításából következik, hogy

^∕ ∙ x, t(s) ♦ y,’(s) #2 « 0 - C sin ♦ C cos •

• - C y,(s) ÷ Cx,(s) #2 

x,,(s) • - Cy,(s), y,,(s) m C xt(s)∙
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Ha 3 jelöli a konvex görbe hosszát, akkor az ivhosszuság zé­
rus és S értékéhez a konvex görbének ugyanaz a pontja tartozik.
Ekkor aQ,

I.

al és állandó tetszőleges értékére:

ao + alx∞ + a2y^s^ d8 “ θ*
S

o
Részleges integrálással ugyanis

j x(s) C,(s) ds • x(s) C(s) - j^CÍs) x*(s} ds ep

≡ x(s) C (s) - Jy”(s) ds » x(s) C(s) - y’(s), 

hasonlókép
J y(s) C’ís) ds » y(s) C(s) + x,(s) •

Ha ezekben az integrálokban és az f C,(s) integrálban az al­
só határ 0, a felső 3, akkor ez a három integrál eltűnik, mert 
x(s), y(s), x’(s), y’(s) és C(s) ugyanazt az értéket veszi fel.

Feltevésünk szerint a konvex görbe C(s) görbülete folyto­
nos. Van tehát legalább egy legnagyobb és legalább egy legkisebb 
mértéke, s ezért van legalább két köröspontja. Ha csak két körös­
pontja volna, akkor lehetne rajtuk egy a0 + a1 x + a2y * 0 egye­
nest huzni és akkor az I. integrál nem tűnhetnék el, mert az in­
tegrálandó függvény nem változtat előjelet.

Miközben ugyanis egy P pont a konvex görbét leirja C(s) 
iαsak a két köröspontban, az aQ ÷ aχx ÷ a2y függvény pedig csak 
abban a két pontban változtat előjelet, amelyekben a görbét met­
szi. A két köröspontban a két függvény szorzata nem cserél elője­
let. Ha tehát csak két köröspontja volna a konvex görbének, akkor 
azon a két ponton kivül az I. integrálban az integrálandó függ­
vény előjele mindenütt ugyanaz volna, s ezért az integrál nem tűn­
hetnék el.

Ebből az ellentmondásból következik, hogy C,Cs) legalább 
négyezer változtat előjelet s emiatt a konvex görbén legalább négy 
köröspont van. Ellipszisen a tengelyek végpontjai köröspontok, s 
más köröspont nincs. Konvex görbén tehát négy a köröspontok legki­
sebb száma.

Könvex görbe köröspontjainak görbületi középpontja, az evolu- 
ta csúcspontja. Konvex görbe evolutájának mindig van legalább négy 
csúcspontja.
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A négy körösptut tétele a differenciálgeometria eddigi té­teleitől eltérőleg nem egy kicsiny görbeivre, hanem egy egész görbére vonatkozik*17.* S⅜⅝⅛ és a görbületi kör kölcsönös helyzeteállítjuk, ha C* a az a - sQ környezetében létezik és az sQ pontban folytonos, azaz a görbe háromszor folytonosra diffe­renciálhaté, akkor a görbületi kör az sθ pontban a görbét nemcsak érinti, hanem metszi is, ha C’(so) á 0 •Először is állítsuk elő a görbületi kör egyenletét* cos γ (s) % + sin f (s) √0 hogy s a kör Ívhossza legyen* (s) * 1 legyen* Tehát ∕7(s)-
Z (e) « Γo ♦ ♦ fQ [ -ζs)-t úgy akarom meghatározni, Ehhez szükséges és elegendő, hogy et úgy fogöui választani, hogyez teljesüljön*'tf,(β) ’ f0 L8ia♦ «9* φ (β) >'p ] √(a)∣f 8(s) • (> 2 (β)a oÍgy kell, hogy p8 (a)s w i ‰ . -I-
^(s) ≡s —e + A legyen*

Ahol A egyenlőre határozatlan integrációs konstans* így még azt is megkívánhatjuk a cP (e) -tői, hogy egy határozott pontban milyen értéket vegyen fel* begyen ς^(s,3) » 0, ami azt jelenti, hogy f ,
1 0n

cP (s ) « ■ - '⅛-" 8. ⅛ A a 0 és ebből A * — o Q λ 0 Pr,
- 3⅛ -



és a kör egyenlete

s - s s — e 1√ (e) - #0 + f0 *0 + f0[- COB -y—≥ *0 + Sin —j-≥ ∕0J,

ahol s most már a kör ívhossza.
Eredeti állításunkat úgy igazoljuk, hogy>^(θ) és (s) -t 

az sθ környezetében sorbafejtjük és kimutatjuk, hogy bár ^(s) -
(s) a nullvektorhoz tart, ha ssQ, mégis

31 lim flaLsXáli ■ _ C’ <* . 
8 - β0 (e - b0)5

De tudjuk, hogy C* 0. így legyen 8 olyan, hogy £<|C£{* 
Ehhez tartozik olyan </(£), hogyha |s - sq∣< c∕^( £), úgy ^o-al 
való szorzás után

-c; - ε< ?! / *0 < - c; + ε
(.3 - β0J

és itt - C* - £ és -Cθ + £ egyenlő előjelű, de (s - sθ)^ pozitív 
illetve negatív aszerint, amint s > s0, ill< s < sq, így a kö­
zépső kifejezés csak úgy tarthatja meg előjelét, ha ^Cs) - *λ (s) 
irányt vált. Ezzel igazoltuk, hogy a görbületi kör a görbének egy­
szer az #0, egyszer * - #0 irányába eső oldalára esik, azaz a 
görbületi kör a görbét metszi. Most igazoljuk még a fenti liaesz 
relációt. E célból fejtsünk Taylor sorba
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f(∙) ~ r(∙) ■—gγ ------- [*£ (∙β ♦ fβ*ββi) -

de a Trónét képletek eserint

(a) ■ ( *i (β^ ■ (C(e)n2(s)) ’ ≡C∙(β)n1(a)-

Így *5
ímj r 9 a_ ♦ Λ (*~β*) -a„t(∙)- **(•) ■ —JT" “ c2i∙β) βin  ---- 1------ —2 ni<β(∕

l >°

-*√∙β)c2(∙β) 80a -c*(f⅛)⅛i ∫⅛)*c2ik>⅛U⅛)] >i »
i . . - >•

( f - ∙e * ⅛ (■“"«?) •
(∙→3

Oastta ≡∙-y∣- ■ -el éa áttérve as β '*β0 határértékre, álkor la

i⅛ 31 tJ'*⅛, ∙-c∙(∙J «<••> • a (∙~ββ)

18. Magasabb randa /rtatkeaée

Aa éa görbékről aat aondjnk, hogy a tQ pont
bán k-ad rendben érintik egyaáet, ha bevezethet6 olyan u • u (t) 
uj paraméter, hogy as ^(n(t)) • ^ít) -re fennálljon

(1)U) ito1 - i2)fβi⅛'l Cβt∙ . ...................

asas

(18) (2)i ’®’...........  k)

Bgy f(r^,X2>x^) • 0 felület, ahol T a tekintenéd pontban 
k-aaor folytonosan differenciálható ée -≡~- non mind 0, éa egy 
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, r (t) görbe a t0 pontban k-ad rendben érintik egymást, ha van 
a felületen legalább egy olyan r (t) görbe, mely as **(t) «t a
t -bán k-ad rendben érinti, azaz o
(19) (<*∙0⅛..., k)

i .
Aliitjük, hogy az equivalene azzal, hogy az

F(r1<.t),i'2Ct), r3(t)) e G(t) függvényre a

(20) G(<x)(t0) - 0 ( * ∙ 0,.,«, k)

fennálljon*
Ha van olyan felületi görbe, melyre (19) teljesül, úgy

G(tβ) ■ »( rχ(t0), r2(to)*≈j(t0) ) * >(¾(*o)**2<t<P*i3<toj} * 0

ée .
q*<*J∙(t‰) ÷i<*o> ∙(⅛⅛∕ ¾<*o>-0

χi-r√V ¾*iι<‰>

egészen a k-adik differenciálhányadosig, mivel az egyenlőség bal 
oldala és jobb oldala (19) miatt egyenlő, a jobb oldal pedig 0, 
mivel (t) felületi görbe.

Bz fordítva is áll. Azaz, ha (20) teljesül, úgy állítom van
olyan *''(t) felületi görbe, mely (19) -nak eleget tesz.

⅝∙⅜ v⅜l — a tekintett pontban folytonos és nem mind 0, 
Így 7(x1 ,x9,x^) ■ 0 az illető pont környezetében valamely vál- 

feloldható, legyentozőja szerint
X¾ ∙ f(Xjt∙^2)

Xjjitjuk, hogy as
r1(t) ■. r1(t) 

?2(t) ∙ r2(t)
¾(t) * i(r1(t)t ¾(t))

amelj nem más, mint az F (t) görbének a z tengely irányából 
r*ló <otülete a felületre, eleget tesz (19) «nak, mert
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β(t0) - >(i1(t0) , a⅛(tj , r3(tβ>) • O-ból 

r3(t0) - f(r1<t3 , r2<t0))

és r fi1(t), ⅞(*)* ≡yt>)a e -bői

i3cto) . f(>1(t0> , ⅛to'∙ f<r1(t0) . r2ftj) - r3(t^

így f3(tφ) ■- r3(t0).
Továbbá

ta r(r1(t), i2iθ, ≡3Ct>)∙ 0 -ból

l-

⅛Ct) » o x o

ée mivel ri(,t0)≡ sil'toi » ÍB ’l(to " *lito, i⅛ito “ *2ito, 

így as elésé két egyenletbél következik, hogy b(to “ ⅛3Ct0) 
és hasonlóan a k-adik deriváltig.

így az equivalenciát bebizonyítottuk.
Állítjuk, ha egy p paraméteres felület sereg van adva: 

*<fczl*z2*x3*al9'***ap)’ u^y θzθk közül kiválasztható általában 
egy, mely egy adott ^(t) görbét a tQ helyen p-l*∙βd rendben 
érinti.

Az **'(t) a tQ*ban egy felülettel p-l-ed rendben érint­
kezik, ha fennáll a

r(r1(t), r2<t>, r3(t), r3(t), t∙t0 =* G tQ «0

(⅛i ∙ 0,∙<., p - 1)
De ez éppen p számú egyenlet a p számú ismeretlen a^-ra, 

ami általában megoldható, és egyértelműen oldható meg ( ha as 
egyenlet rendezer inhomogén, és a determináns zérótól különbőzé), 
tehát általában csak egy ilyen felület „van.

Ha ^(t) és ^r(t) a t0 pontban k≡ad rendben érintik egy­
mást, úgy mindkettőt sorbafejtve a tQ környezetében, különbségül
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^(⅜>,∙-∏⅛l)∣ ■■ [*4k*υ(‰) ’ i^k*1¼0> ,♦>..
azaz a különbség vektor még (t-tβ)k -val ősatya is tart a null- 
vektorban, ha t → t0, Hat úgy fejezzük ki, hogy aa √√t) Jobban 
mβgkδaelltl a *4"(t) -t a t0-ban, mint bármely más max∙ j-ed 
rendben (j <k) érintő görbe•

19« A simulósik éa a görbe érintkezése

Állítjuk, hogy a simulósik a görbét általában másodrendben 
érinti•

A simulósik Egyenlete:
(⅛(β) - <*(βo), ^'(β0), <iiXβ0)^ • 0

így
β(β) ∙ (f(e) ∙ -*l≡β)v **(β0), √s'(βo)} éa G (ββ) • 0 
G’(a) - (T(β), 4≡0), √tβ0)J G,(bo).-0

G”(b) • (rXe), ir,(ββ), √,(β0)} G,,(β0) »0
éa G,,,(β)≡ (√^b), √(≡o), √'(b0)J

**•'”« 0»-* - c2<^ + ct-/ a - e2⅛*∙, + §*•**" <■ o* -A»
így általában G"*(s0) 0«
Megmutattuk, hogy a simulósik a görbét másodrendben érinti, 

most megmutatjuk, hogy a simulósik aa egyetlen ilyen sik.
Ha ** (%)••’” uβy a ponton átmenő síkok egyenlete

∙ • o ahol 'üt és tetszőleges lineárisan függet­
len vektorok* így G(s) » ( (β) - ι× t Λ ‰ így β∙(β0) csak 
akkor 0, ha

I∙ ^,C≡0)
g (*o) pedig csak úgy, ha

ii* * c^Z
De II, és III, -bél

^'(se) ♦ r^,(β0)

f√'^w(80)
asa> éa az *v'(ββ) éa az ^'(e.) által alkotott síkban van,
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így az ( & , /) m Q ⅛ görbe s^ pontjához tartozó sl&ú~
lósik. Tehát egy másodrendben érintő sik mindig simulósik.

Tehát a simulósik az a sik, mely a legjobban megközelíti a 
görbét az illető pontban.

20, A simuló kör és a görbe érintkezése

Állítjuk, hogy a simulókör a görbét általában másodrendben 
érinti, A 17, pont szerint a simuló kör egyenlete

Y(β) ⅛ + A-⅝
S-8 
ητii) ¾ ♦ (sin 
T O

∖β0) ≡ it(0i ∖sθ) ( °C « fr,l,2)

így a simuló
Továbbá

és

kör a görbét legalább másodrendben érinti.

f,"(≡0) • - 7⅛ A - ’ ⅛

^,,,(≡o) » * C? Xλ t c* + •
o €> o 0 0 0 0 0

így általában ^,,,(s0) csak akkor, ha C* ∙ Tφ∙ 0,

Még megmutatjuk, hogy a simulókör az egyetlen másorenábpn 
érintő kör, ♦

Annak a körnek, mely a görbét ^0-ban másodrendbeja érinti, 
kell, hogy az ^o-on átmenjen, ma első differenciálhányadosa 

lβ8∕ea és a második differenciálhányadosa a -~½~ ,
Így síkja az és síkja, azaz a elmúló sik. Azonban egy 
kör második differenciálhányadosa az illető kerületi pontból a 
kör középpontja felé mutat és hossza a kör sugarának reciproka. 
Itt tehát ^0-b61 irányába mutat és sugarának hossza 
ászéi azonban a kör egyértelműen meg van határozva, tehát csak 
egy Ilyen kör van és az a simuló kör.

Tehát a görbét az illető peintban a legjobban megközelítő 
kör a simuló kör, tehát indokolt ez az elnevezése*
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21» A simúló gömbÁllítjuk, ha CQ»T0 / 0, úgy az összes gömbök 4 seregéből kiválasztható egy, mely azr(s) görbét az bán harmad rendben érinti. paraméteresθ pont- ö

A felület sereg
<r*)2 ’ . r≡vagy F(Xj,Xg,x^,a^,ag∣a^,r) —r2 ® oahol az γ komponensei a változók és <t komponensei és az r a paraméterek. G(s) (ip(b) - <tj2 -r2.így ha meg akarjuk keresni azt a gömböt, amely az s -bán harmad rendben érint, úgy meg kell oldanunk az ismeretlennek te- leintett a és r-re a Qc°i> ( β0> > 0 (« . 0,1,2,3) egyenlet rendszert.I O(so)∙ t*to ~^tt)2 -r2 - 0II G*(s0). β(ro , a) a 0 aj,as5 _ tt⅛ _ 0III β∙∙(B0). ♦ (^o -*)r*. 1 . qIV 0’” a0 . (^-^β∙ ♦ ( <%→(→a √f't τ0√0) - e.A≡⅛.- *-0 konponeneeit az β0 pontbeli kieérff tr!4der koordi­nátarendszerében Jelöljük oc, /3, γ -val

-« - »; ■= « ∙<ζ ≠A komponensek kiszámítása végett szorozzuk est rendre"*,o* o∙ ^o ~τal∙
∕5√⅛-^)de (III) miatt (.-«• *⅛) β0

1 ■ ⅜-
0

Így (II) miatt ⅛ • o . .
°> 1, és amennyiben CQ jí 0 úgy

f= (a.- /.
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de (IV) miatt amennyiben ∙√ 9 T £ 0 o o /
, . √ (Λj"λ)C' 4*- +C∖7-n-^) √rt
( í' - 2⅛ ) √ =____ —— - 0 0 0 0
' O ' 'o CTa o

de a számláló második tagja (ll) miatt zéró9 és az első tagjánál
figyelembe véve (III) ->at

Tehát a simuló gömb középpontja a görbületi kör középpontján át* 
menő és annak sikjára, a simnlósikra merőleges egyenesen, az Úgy­
nevezett görbületi tengelyen van.

Az r2 értékére (V) és (I) -bői

adódik.

32y Görbesereg horkolója

Bgy ^örbesereg burkolójának nevezünk egy olyan görbét melynek:
I, minden pontja rajta van a görheaeregnek egy, a ponttal e<< 

gyütt változó görbéjén,
II∙ minden pontjában érinti a görbesereg megfelelő görbéjét.
Határozzuk meg egy P(x,ytc) * 0 sikbeli görbesereg horko­

lóját.
Állítjuk, annak hogy az g %

<≈U r-4.) ⅛½(g)>i∙
y » y(c)

görbe burkol<⅛ legyen az P(x,y,e) ≡Q görbeeeregnak szükséges fal­
tétele, hogy

' a)
(22) x 

b) 
legyen.

y{∑(c),y(c),e) » e 

^e(x(c)ty(o),o} ∙0
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Tegyük fel tehát» hogy a (21) görbe elget tesz I. és II.- 
nck. Hogy I-nek eleget tesz az éppen (22) a-val equivalens. Dif­
ferenciáljuk most (22) a) -te szerint

F dx + f ⅛ + p o. 
x de y de c

De hogy II. teljesül az éppen azt jelenti, hogy

F ⅛≈ x de

igy a feltevésünkből (22) b) is következik.
(22) -bői a c eliminálásával kapott g(x,y)≡ 0 görbét 

dlez.krtmináns görbének nevezzük.
A diszkrimináns görbe azonban nem mindig burkológörbe, azaz 

a (23) feltételek nem mindig elegendők, mint azt a következő
példa mutatja. F(x,y,c)= (y-c)2 -x^ = 0

= -2(y-e) ≈ 0
A diszkrimináns görbe az x = 0

- de ez a görbesereg tagjait nem 
érinti, igy nem burkoló görbe.

Állítjuk, annak, hogy egy 
görbe burkolója legyen a gör­
beseregnek, elegendő feltétele, 
ha (22)mellett még

(23) F^(x<0), y(β⅛ c) +

+ Fy X 0 , y c , c 0 
teljesül.

Igazolnunk kell, hogy ekkor I. és -II. teljesül. De I. (22) 
a) -val equivalens. Differenciáljuk (22) a -t o szerint, és 
(22) figyelembevételével

F (x(c), y(c), (,o)⅛- + F (x(c), y(C), e) ⅛ =0

adódik, ami a görbesereg c paraméterű tagja F(c) pontbeli 
érintőjének, mely (23) miatt biztosan létezik, és a (21) görbe 
érintőjének az összeesését, azaz II. teljesedését jelenti.

557θ896 44 -



23* Sik görbe evolutája evolvense 
Sikgörbe síkbeli evolutája a görbületi középpontok mértani 

helye* Ha a görbe it (g) , úgy az evoluta

(24) Ü (8) - It (8) + f (3) ff (8) 
ahol s az √ görbének nem ívhossza*

Állítjuk, hogy -jjγjy ≠ 0 és p'(s) j⅛ 0, (80≤8<β1), úgy 
≠z (s) ' (β04c s ≤ s^) burkolója a görbe normálisaiból álló egyenes 

seregnek*
A normálisokból álló egye­

nes sereg:
(sj + t# (syJ

\ / / \ így igazolnunk kell,hogy
Z> # (s; eleget tesz az elózó

∣tf'(W pontban a burkológörbére fel- 
állított I? és II* követel­
ménynek* De I* teljesül a 
t ■ P (e) értékre (f(s) ≠ a>) • 

II* is teljesül, mert az s pontban az j?(s> érintője
i. # (b) - 7 + f⅛'+ p(-c4) ≡ √ + f'-*- fi /- f'(βπ (ej 

±gj ha f ,(β) √ 0 úgy II* is teljesül*
Sikgörbe evolvensén értjük a görbe érintőinek minden ortho- 

gónális'trajektoriáját•
Állítjuk, hogy az

(25) # (3) - K (8) - (e-β9) 1t, (e)
görbesereg minden görbéje az √ (g) egy evolvense*

Ehhez azt kell kimutatni, hogy (g) I ^,9(s) . De 
9 

íf (8) ≈ 1t' (β) -V'(≡) ~ (β-β0) í"(3) ≡ - (8-3J Jf (8) >

≡ -(≡-β0) C* 
így valóban /(s) X 1t'(β) .

Ez azt jelenti, hogy ha az√(s) görbe érintőire visszafelé 
felmérjük egy bizonyos s0 ponttól számított ívhosszát, úgy egy 
evolvenst kapunk* Ezt a szerkesztést igen egyszerűen végrehajt-
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hatjuk, ha az*χs) görbére az sφ pontból kiindulva fonalat 
görbítünk és azután ezt lefejtjük. így a fonal végpontja egy 
evolvenst Ír le. Az a0 választásától függően kap'juk a különbö­
ző evolvenseket. *

Ha agyΓ (∙) görbének az^(β) egy evolvense, akkor az 
¾ (a) —nek az*u(s) az eyolutája. Az mint evolvens min­
dig merőlegesen metszi az (a) érintőit, azaz ^(β érintői az 
> (e) normál!aai. be így r (s) az (8) normálisainak burkoló­
görbéje, tehát √'(S) a (e) evolutája. Tokát bármely evolvens 
evolutája az eredeti görbe.

Ha az^(B) görbének az^^s) evolutája, úgy az ^Cb) nor­
málisa az *t (s) -nek érintői, az^is) érintőli az (β) merő­
legesen metszi, azaz as>cs) az^cs) egy evolvense* Tehát egy 
evoluta evolvenseinek egyike az eredeti görbe.

Állítjuk, ha ∙^7gτ l< 0⅛^β) 0 ős folytonos az
6a • s « β∣) intervallumban, úgy az <ce) evoluta Ívhossza elő­
jeltől eltekintve egyenlő a megfelelő görbületi sugarak különb- 
Bégével. Jelöljük*^) Ívhosszát < -val, úgy I. alapján

b ' . 0
def∖s) 0 és folytonos, azaz a tokintett intervallumban e* 
gyenlő >∣φeid, Így ha s1> β^, illetve ha β1 < sö úgy előjel 
tői eltekintve

24* Az ovotota esudsnont ja
Vizsgáljuk az evolutának az evolvens köröspontja környeze­

téhez tartozó részét. Köröspontnak nevezünk olyan pontot, ahol 
<58( ≡0> • 0» G∙, (soá 0.

Tegyük fel tehát, hegy az^r(β) görbe négyszer, azaz € s 
kétszer folytonosa^ differenciálhat^, és <P(∙^ ∙ ⅜ 
(Γ*(so>rfO.

Az 5F(s) evoluta az βe környezetében két külön Ívből 
áll. Megmutatjuk, hogy az evoluta mindkét ága érinti az evol-

- 46 -
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véne körös pontjának normálisát és
hogy az evolutának az aθ környeze­
tében lóvá pontja az r (β)0 -bán az

(β0)∙ra állított merőlegesnek
ugyanazon oldalára esnek, amit úgy \
fejezőnk ki, hogy az evolutának y
csúcspontja van∙

Vegyük az evolutának egyik, H- /
letve másik ágán lévő

*Λ - < (•) - < (β0) (β < a0)

111. P^P2 • F C®) - <β0) <s > ≡0)

szőlőket, osszuk a hozzájuk tartozó görbületi sugarak küíönbsó- 
gével és tartson β s0 -hoz,

1' ..1^⅞¾> i' " ,°∙lu∙, "
Bár ez a kifejezés egyetlen határértékhez tart, ez mégsem 

az egyetlen görbének tekintett (s) sQ pontbeli érintője,mert 
f (β) w f («0) az sθ környezetében mindig egyenlő élőjéig, 
így az evoluta egyik ágán az evoluta ívhosszal, másik ágán vi­
szont az evoluta ívhossz negatív értékével egyenlő,

Bl&zör kimutatjuk, hogy az I, kifejezés az s sQ, ill, 
0 > eQ feltételeitől függetlenül (sQ) *al egyenlő, amivel 
eredeti állításunk első részét igazoljuk.

(«) ~ r (∙0) efCe) (s) ^∕(sq)^(s0)
f (≡)- ∫ (≡0) f ■ . - F≡β

Adjunk hozzá és vonjunk ki a számláiéból (sq) ^(s) wt, igy

áttérve az s sQ határértékre kimutatjuk, hogy a jobboldal első 
tagja nullvektor.

lim ♦ f λ — * λ ) trw Ql ? Q 0 / , , -

N O
B

O f ’ fo O
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am< határozatlan* Alkalmazva a L*Hospital szabályt és figyelem— 
hevévé, hogy 0* • 0 és igy f'0 « 0

újra

lim 
8*8

alkalmazva a L,Hoβpltal szabályt
2

<- ** + f*i*~ ^β> ,4 ® '*• ”eC’/ ' ⅛0-*
... -f-*f-9 β . ββ .......... y

s

fl1i%o ∙ <≡O> •

Most kimutatjuk még, hogy
(f (a) » ∙*c (*β)^-*"iβ,) ■ 4(s)

a> aβ környezetében egyenlő előjelű, 111» d(aβ) * 0, amivel 
eredeti állításnak második rése ét igazoljuk.

Képezzük a
d,(β) ∙ f(s)⅛(s) <⅛'(β0)

d»’(s) • 0"(s) 4- (s) ⅛ (a0) ÷ ?'(*) ⅛ (s) <⅛ (s0) kifejezéseket.

így d,(β0) - 0 , <,,(ββ) ≡jo*<ββ) ∕0

azaz d(s) *-nβk az a0 -bán széAaéértéke van, de d(flo)∙ 0, igy 
d(e) az a környezetében vagy mindenhol pozitivt vagy minden­
hol negatív, amivel eredeti állításunk második részét is beiga­
zoltuk*

25, gvo⅛ta ée evolvens térgörbéknél
Bvolvensen továbbra is * mint ahogy ezt a 23* pontban tet­

ttik •» a görbe érintőinek bármely orthogoná^iö tr^jektcxiáját 
értjük*

A 23* pontban megmutattuk, hogy a (25) görbeaereg minden 
görbéje az 4T (o) evolvense, ami itt is Ugyanúgy azonnal belát­
ható* Most megmutatjuk, hogy az
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Λ (s) ® (0) * (a~θ0) (s)
az összeg evolvenst adja.

Minden evolvens
√Λ(e) « ^Λ(s) - u(s)-∕(s) 

alakban irható, ahol u(s) -t úgy kell meghatározni, hogy y<s) 
merőleges legyen ^(s) -re, azaz

(fl) * ≠- u,'∕≡ uC (1-u’) 
szorozva / -vei

0» 1 - u*
u9«l u * s - K

K-nak különböző értékeket adva kapjuk a különböző evolvensekét. 
Ez természetesen a térgörbék speciál eseteként jelentkező sik≈^ 
görbékre is igaz.

Evolután viszont a 23« ponttól eltérően * értünk minden 
olyan görbét, melynek az eredeti egy evolvense. így az evoluta 
érintői az eredeti görbe normálisai, tehát minden evoluta az e- 
redeti görbe bizonyos normálisainak burkolója és egy olyan gör­
be, mely az eredeti normálisainak burkolója biztosan evoluta, 
mert ezen burkológörbének az eredeti evolvense.

További feladatunk lenne megállapítani, hogy mely normál!* 
sok burkolnak egy evolutát és meghatározni az ^(s) görbe ösz- 
szes (s) evolutáinak egyenletét.

Állítjuk, hogy az összes evolutát az
(27) # (s) ∙ ^v(s) + f(a)^(s) +f>(β) [cotg (I÷K)j∕(s)

I « ∕τ(s) de
K ■ tetszőleges konst. 

görbesereg adja és ekkor az
v (s) ÷ ∙^if(a)^(s) ÷f(s) cotg (I÷K)^(s)j .

K értékei szerint különböző normális seregek szolgáltatják az 
egy-egy evolutát burkoló normálisok seregét.

Az előzőek szerint az evoluta bizonyos normálisok burkoló­
ja, tehát minden evoluta ilyen alakban irható

⅛ (s) ® ⅛*z(s) (s)∕^(s) ÷∕(s)≠(s)
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ahol 72- és ijz egyénidre ismeretlen, és úgy akarjuk meghatározni 
hogy az ír (s) érintője éppen a megfelelő normállá irányába es­
sen# azaz

τΛ e / ( <2 )
legyen*

√ζ≡∙∕⅛ t τ / + τ
« (i -^c)Z + ∕τ)^ ♦ (7τ

Így kell, hogy

i - 2 c • 0 7 ∙ -⅜* * f
* 4-=⅛- - J⅛

Γ+7τ //
legyen* Bz két egyenlet és ∙ra* Bzekből

„ £_ 
Y⅛∕τ ψ

Sbből kiszámíthatjuk -t •

tgde a jobb oldal arc mert

⅛ aro *8 -
2

7 • *

így
a 
3Γs arc tg

arc T da ÷ K

* tg T de ÷ X

amivel állításunkat beigazoltuk
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Hőst vizsgáljuk meg a sikgörbe térbeli evolutáit. Itt T = 0, 
és ha még & ootg K ⅛ K ^slölést is alkalmazsuk, úgy itt

és K ≡ 0 *nál a 23, pontban megismert síkbeli evolutát kapjuk*
Bár ezek az evoluták is, mint a 23® pontban megismert síkbe­

li evoluta a normálisok burkoló!, azonban az előbbi T β 0s K • 0 
esettől eltekintve nem a görbületi középpontok mértani helyei, 
Így a most megismerte valutákat megkülönböztetés oéljából filár- 
evolutáknak szokták nevezni.

26, A felület előállítása

Mint ahogy görbén értettük az r * ^(t) egy paraméteres 
vektorfüggvény, valamint az ebből az összes megengedhető para­
méter transzformációval nyert vektorfüggvények által meghatáro­
zott pontokat, ha a vektorfüggvények bizonyos követelményeknek 
eleget tesznek, úgy felületen fogjuk érteni az
I∙ s ¾λ (u1, u2)

kétparaméteres vektorfüggvény, valamint az ebből az összes meg­
engedhető paraméter transzformációval nyert vektorfüggvények ál­
tal meghatározott pontokat, ha a vektorfüggvények bizonyos kö­
vetelményeknek eleget tesznek*

Az I, vektorfüggvény deriváltjain a

vektorokat, vagy röviden a

-Zí.

vektorokat értjük, ahol , mint a továbbiakban a görög indexek 
az 1 és 2 számok valamelyikét jelentik* Hasonlóan, mint a latin 
indexeknél a görög indexeknél az egy tagban kétszer előforduló 
indexre szummáoiót értünk, de itt csak U és 2-re.

Bzekután a fentemlitett követelmények?
a) a vektorfüggvény √ -szőr ( V « 1) folytonosan differen-
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ciálható legyen, azaz a vektorok létezzenek és folytonosak 
legyenek, azaz ezek komponensei a ~~~t∙ függvények létezzenek és

√uoi'
folytonosak legyenek*

b) a
> r4 II(28) —1

<3 u ||

mátrix rangja a tekintett tartományban mindéből 2 legyen* Ahol 
ez nem teljesül, azokat a pontokat szinguláris pontoknak, ahol 
teljesül, azokat közönséges (reguláris) pontoknak nevezzük* A to­
vábbiakban, ha egyéb kikötést nem teszünk, közönséges pontokból 
álló felületet, illetve felületdarabot vizsgálunk*

Ha ennek a mátrixnak rangja 2, 
rendű determinánsa* Legyen ez

úgy van el nem tűnő másod-

II*

ami szükséges és elegendő feltétele 12 annak, hogy az u,u és az
rj,rk k°nιPonensβk közt kölcsönös egyértelmű vonatkoztatás álljon 
fenn, azaz nemcsak minden u1,u2-hθz tartozik egyértelműen egy 
pont, hanem minden ponthoz egyértelműen tartozik egy u^,,u2 szám­
pár, amelyet a három rχ∙r2,r3 koordináta közül már kettő is meg­
határoz*

Hogy egy adott felület valamely pontját már két koordiná­
tája meghatározza az a z ≡ f(x,y) explicit formában megadott fe­
lületnél jólismert tény. Most megmutatjuk, hogy a paraméteres 
előállításból mindig át lehet térni az explicit formára* T*i* a 
(28) mátrix rangjára tett feltétel miatt a 3 ri(u1,u2) függvény 
közül 1 kifejezhető mint a másik 2 függvénye

de II* miatt

(12 12'rj(ux,uc), rk(u ,u )

u » tΓ (x,jfX,k)

rp ’ f<rΓrk>
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j « 1, k » 2, p « 3 agy r^ « p(r1,r2) *

Míg a paraméteres előállításból az explicit formára való át- 
térés konkrét példán való végrehajtása nem mindig a legegyszerűbb, 
mert a felhasznált tétel az u°tCrj>⅛) függvényeknek csak a lé­
tezését mondja ki, de nem ad azok megkonstruálására egy egyszerű 
utasítást, addig az explicit formáról mindig igen könnyen át le­
het térni a paraméteres előállításra* Legyen az explicit forma

z = f(x,y), 
1 2az x « r∙^(u ,u )
1 2y ≡ j∙2(ιι ,u )

transz formád óval
2 = f(r1(u1,u2), r2(u1,u2)) <• r3(ul,u2) .

⅛
Ismeretes még a felületnek az P(xfyaz) « 0 implicit formá­

ban való megadása* Mivel azonban az explicit formáról mindig át 
lehet térni az implicitre és fordítva is, hs az első parciális 
deriváltak folytonosak és nem mind zéró, az explicit előállítás­
ról a paraméteresre való áttérést viszont már megmutattuk, így 
ezen háromféle előállítás bármelyikéről át lehet térni a másikra.

1 2Az # ■ # (u ,u ) azonban a felületnek csak egyik paraméte­
res előállítása* Az

U » U (U ,U )
paraméter transzformációval a felületnek egy uj alakját

-»*• *∙(u1,u2) α ¾i(u1(u1,ii2), U2(∏1,U2)} a ^(u1,02) 

kapjuk, amelytől azonban újra megkívánjuk, hogy eleget tegyen az 
a) és b) feltételeknek, azaz csak olyan transzformációkat enge­

dünk meg, melyek P -szőr folytonosan differenciálhatók és

rangja 2* De ezen mátrix bármely másodrendű determinánsa (28) 
megfelelő determinánsának és a ≡⅜Xua ⅜ft√- » ”

? ri
O - el
d U

nak a szorzata* így

détermináns-
Q (u1,u^) ^u^z3

rangja akkor és csak akkor 2, ha a

τ⅛¾i τ 0 2(u1,U2) '
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Az ilyen paraméter transzformációkat megengedett parimé te rf<⅜m⅜4^ 
dóknak nevezzük.

27y Felületi gbr⅜e, paraméter vonalak 
1 2Ha as u ,u független változókat egy egyetlen harmadik t 

paraméter függvényeivé teszem
u* « uc* (t) 

úgy az
tf(ux,(t), u2(t)j w ^r(t)

1 paraméteres pontsokaságot, egy görbét kapok, amelynek mindegyik 
pontja rajta van az tr * -r (u1,u2) felületen, tehát egy felületi 
görbét alkotnak.

Az
1 2u • konst 1 u » t
1 2u ® t 1 u - konst,

1 2vagy röviden u « konst., 111, u ≡ konst. görbéket paramétervo­
nalaknak nevezzük és megvan az a tulajdonságuk, hogy minden kö­
zönséges ponton egy és csak egy u1 » konst., 111. u2 ■ konst. 
paraméter vonal megy át, amit úgy fejezünk ki, hogy a paraméter 
vonalak a felületet egyrétüen fedik.

Megemlítjük még, hogy ha a felület egy pontjában a (28) mát­
rix rangja kisebb, mint 2, az lehet a paramétervonal rendszer nem 
megfelelő választásának az oka. Az olyan pontokat, amelyekben u- 
gyan egy paramétervonal rendszernél (28) rangja kisebb mint 2, de 
bevezethető olyan paramétervonal rendszer, hogy az illető pontban 
(28) rangja 2 a paraméter hálózat szinguláris pontjának, mig az 
olyan pontokat, ahol bármely paramétervonal rendszernél (28) rang­
ja kisebb, mint 2 a felület szinguláris pontjainak nevezzük. Az 
elsőre példa a gömb északi és déli pólusa, ha a hosszúsági és szé­
lességi körök a paraméterek, mig a másikra a kúp csúcspontja.

28, Érintő, érintősík, normális
Vizsgáljuk as

- ∙*r(u1(t), u2(t)} « ⅛l(t) 
felületi görbe érintőjét:

(29) áX _ ∖ ⅜>1 . a≈2 . 2 v^ rftt2∙⅛∙l
5570896 - 54 -



⅜gy az előző pont ben tárgyalt p aramé tervonalek érintői

így (29) szerint egy p<≡⅜on átmenő bármely görbe érintője a pa­
raméter vonalak ottani érintőivel lineárisan kifejezhető, azaz 
az ezek által meghatározott síkban van* Ez a két vektor, akkor 
és csak akkor lineárisan független, azaz akkor és eaak akkor ha­
tároz meg síkot, ha a (23) mátrix rangja 2* Ezt a síkot érintő­
síknak nevezzük* Az érintősík egyenlete

beli normálisának nevezzük^

2√0 Vonalfelület* testfelület -*-⅛" - ∙⅜*<∣-ι*⅛r⅛-⅜⅝w⅜-⅝r>ι ∣∙ I ⅛⅜-.*⅛⅝*⅜⅝t⅝⅛⅛r.i —,—. — .-τ- _---- — ∣ j ---- nnιιfιπ—-<→1⅜⅝

Az olyan felt.lstet* amelynek mindé?, pontján át legalább egy 
olyan egyenes fektethet** amelynek egy* az illető pontot is tar— 
tál ma zó szakasza teljesen a felületen van vonalfelületnek* az 
egyenest pedig a vcnalielüle« alkotójának nevezzük®

Minden vonalfelület előállítható az

(30) <B,t) w-f(fl) ÷t^(s)

alakban, ahol Qgy minden alkotót egy pontban metsző ter≡> 
görbe,4} (s) p®dig az alkotó irányába mutató egységvektor®

Ha a vonalfelület érintősíkja bármely alkotó mentén fiz, 
úgy vonalf el‰t⅛t torzfel illetnek nevezzük*

Nézzük mag mi ennek a feltétele* Az érintőik akkor fix egy 
alkotó mentén, h& a normálisok egy irányúak* A {30) normálisa*

<⅛∕ ss «222 χ ≈ (×g, ÷ t #29 8≡ Q* x <52) ÷ t (∙y⅛ *2) ♦

így a normális egy rögzített a alkotó t ≈ 0 és t » t pontjában 
f’x *7 és ( ^x
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Bzek akkor egyirányúak, ha
(-^x5>) X (√x<p) + t(-^,x^ι) ≡ (^,x*7) xt (^⅛*7) =
• Γ∕t(y'χ ?o] ? - [?>t (y'χ X • ♦ c f'» ¥» ¾,>'≡λ∙ ° 

azaz ha

és az (-^∑y) + t (^7x*7) lineáris független-

hogy oc * 0 . így

2 és vegyük figyelembe az ≡ 1 differen-
"ty ≡ 0 egyenletet:
0 « "rf #) β ≡

(31) • 0 •
Tehát ez szükséges feltétele, hogy egy vonalfelület torzafelület 
legyen. De ez elegendő is, mert ez éppen egy alkptó menti két 
normális az£'x^ 
ségét jelenti.

Bzekután módunkban áll a torzfelületek egy osztályozását 
megadni. (31) miatt a torzfelület minden pontjában van olyan nem 
mind nulla <√ (s), /3 (s),y' (s), hogy 
i. tf(a) £ (β) +∕7(β)^)'(β) +'^(β)y,(β) • ff'.

Tegyük fel először,

szorozzuk ezt -al 
ciálásából adódó 2

és IX. miatt

≠2 ≡ konst •
így a (30) torzfelület egy henger.

Vizsgáljuk az σ( j 0 esetet. I. ilyen formában irható:
III. + b
Alakítsuk át most (30) -at

χj∕-a-^ + (t + a)-y ■ #*♦ (t ♦ a)

formába, Így
-gf≡ a,*7∙ a 'U)'

és III. figyelembevételével
^*≡ (-a∙ + b) 32- .

IMost 2 eset lehetséges, vagy a’ « b és Így konst., azaz
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'ír' a + (t÷a) jq 1» y ÷ ∑>

ami egy kupfelületet, vagy a* j b amikor , azaz egy­
irányúak, és

δz a felület az görbe érintőiből állő felületi úgynevezett 
érintőfelület* Az görbét a torzfelület gerincvonalának ne­
vezzük*

Az előző esetek úgy foghatók fel, hogy a gerincvonal egy 
végtelen távoli, illetve egy végesben fekvő pont*

30* érintőfelület, főnormális és binormális 
felület

Legyen a (s) kétszer folytonosan differenciálható térgör* 
be. Az ^(s) érintőiből álló

feEle⅛e⅛ érintőfelületnek nevezzük.
Az előző pontban láttuk, hogy a torzfelületek egy csoportja 

érintőfelület. Most megmutatjuk, hogy minden érintőfelület torz­
felület. Képezzük a normálist

x fr⅜ “ ( -í?’* ≡

ami rögzített s-nél különböző t-kre mindig egyirányú, tehát min<,> 
den érintőfelület torzfelület.

De azt is látjuk, hogy t « 0 *nál, tehát a görbe pontjai­
ban a felületi normális nullvektor, a (28) mátrix rengja kisebb, 
mint kettő, tehát a gerincvonal pontjai szinguláris pontok.

Vizsgáljuk most a görbe főnormálisaiból álló
V- (s,t) ⅜^f(s) ÷ t<^(s) 

főnormális felületet. Nézzük meg, hogy ez a vonalfelület torzfe- 
lületwe? A felületi normális:

∙ z ~⅛T β x^ ® (-/- te A tT√) x^

• (1 -te)/- tτ√ .

Képezzük egy rögzített s mellett az alkotónak tQ és t^ 
pontjában az -^∙*-ot és nézzük meg párhuzamosak-e, azaz külső
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szorzatuk nulIvektor-e?
^- teτ / + (l*⅛0C) Z] x [wt1T Z ♦ (ι-t1c√]-[ - t0T(l-t1C)J +

+ t1T(l-t0C) (√X /) a (t0-t1) T * .

Bz általában nem nullvektor, igy a felület általában nem tors­
felület 9 osak ha T « 0f amikor a görbe sikgörbei és a főnor­
mális felület a görbe alkjának egy része.

Vizsgáljak meg még az
<r (s,t) ∙ ^(≡> + t ∕(β)

binormális felületet. A felületi normális

H & -JL⅛- x ,J⅛L β ( ×tp ⅛ t y∕' * -t T ct -<# — tT^ • 
e^s <?t

Egy rögzített s-nél különböző t mellett vett felületi normáli­
sok külső szorzata?

t0τ∕) x (-∕<-t1τ∕) ■> (t0-t1)τ∕

ami csak T ≈ 0 esetén nullvektor, tehát a főnormális felület 
©eak sikgörbéknél torzfelület, amikor a felület henger.

jl» Egy paraméteres siksereg burkolója

(30) szerint egy vonalfelület, és Így egy torzfelület min­
den alkotóját és az (s) görbe pontjait kölcsönösen egyértel­
műen rendelhetem egymáshoz, ha a görbe minden pontjához a rajta 
átmenő alkotót rendelem. így a felület alkotói éppúgy egy para­
méteres sokaságot alkotnak, mint az ^(s) pontjai. Be mivel egy 
al⅛to mentén az érintősík fix, igy az érintősíkok Is egy egypa- 
raméteres slksereget alkotnak, eltérően az általános felületek­
től, ahol az érintősíkok kétparaméterés slksereget alkotnak* Te­
hát a torzfelületnek minden alkotója rajta van egy az alkotóval 
együtt változó érintősíkon, s ezen alkotó mentén érinti az érin­
tősíkot. Ezt úgy fejezzük ki, hogy a tozrfelület az érintősíkjai­
ból álló egy paraméteres siksereg burkolója.

Állítom fordítva is, egy egyparaméteres siksereghez, ha a 
síkok normálisai folytonosan változnak, és a normálisok első és 
második differenciálhányadosa is folytonos mindig található egy 
torzfelület, mely a sikseregnek burkolója, azaz minden alkotója

5570896 - 58 -



rajta van a alkaorognek egy as alkotóval együtt váltóid alkján 
és oion alkotó mentén a alkot érinti*

Adjunk meg egy Ilyen alkaereget∙ Legyen & (a) agy térgörbe, 
és * (a) egy folytonosan différénélálható vektor* így ai

^*(≡)(⅛ ∙ ^r(β)) * 0
▼•ey

∕rfr(a)^ ∙ (β) <r(β) a p (a)

minden a értéknél egy síkot, Így ogy egyparamétorea alkaoreget 
határol meg, ahol -a a alkok normálisa*

Tekintaűk két asomsiédoa alk metaiés egyéneiét* Bit ai

** (β)^ • p(a)
I* ^r(a÷h)^∕ ∙ p(a⅛h)
egyenletrondaser megoldása adja* Ugyanéit ai egyenlít kapjuk, ha
a második egyenletből kivonom as elsőt él oβstom h-val

(β)^ ∙ P<∙)

n, l^.⅛÷⅛1rτ.∙⅞ (⅛ . Ei±t⅛⅛X-ELs2.

Tartson most h O-hos, Így a metaiéa egyenesek határhelysetét 
minden a -nél as

^(s) P (•)
<⅛(β) γ * p (a) 

egyenletrondaser megoldása adja* 
Tegyünk most még egy harmadik

√r(e÷h÷kj p(s+ħ+k)

síkot, Illetve ehelyett as ugyanason alkot jelenté

⅛i⅞⅜⅛⅜⅛..-. . (β) Bi⅜⅞⅛*⅜Lr J(B*⅛, . ,(•>
in. ~-~i∙ι-^ 'ι. ⅛------ •----------- --  ,~""r,,∖L,,ft .'.⅝.----------
kif∙J∙s4∙t∙

Tekintetik az l.t II., III. három esomeeádoe óik 41tal *o,∙ 
határesett pontot. Tartson h majd k O~hos, úgy kapjak as

* ■ P(e)
« («)# • P(")
^<≡)^ • P(e) 

egyenletrendszert, amely minden s -nél egy pontot, a három ásom-
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szédos sik metszés pontjainak a határhelyzetét, váltósé s-nél
pedig egy#(s) görbét határoz meg, amelyre

a) jw » p
IV. b) 4√β p

c) Jlr* ⅛
Állítjuk az (s) érintőfelülete 

éppen az a tbrzfelület, amelyet az ? p siksereg burkol* Eh­
hez kimutatjuk, hogy V. minden alkotója rajta a siksereg megfe­
lelő a paraméterű síkján, továbbá ezt a síkot az alkotó mentén 
érinti, azaz érintősíkja azonos a siksereg megfelelő síkjával* 
Először is megmutatjuk, hogy 7-nek egy alkotója mentén vett érin­
tősíkja párhuzamos a siksereg megfelelő a paraméterű síkjával, 
azaz V-nek egy alkotója mentén vett normálisa párhuzamos <* -val∙ 
A normálist

<7j, a j>VI* ¼ » 2-2— x 9 ( √⅜ t*v) X ∙ t(<^X *⅛ *
■ <? β ^ ∂t

Differenciáljuk IV• a)-t és vegyük figyelembe IV. b)∙t, így
VII* f 0 •
Differenciáljuk IV* b)-t és vegyük figyelembe IV, c)-t, így

√if√' » o.
Differenciáljuk Vll-et és vegyük figyelembe, hogy -A ■ 0, igy
VIII. e 0 .
Azaz VII* és VIII* szerint merőleges &-ra és ^-ra, és így 
VX⅛ szerint párhuzamos -*^-el. Azonban az pontjai IV, a)sze- 
rint rajta vannak a siksereg megfelelő síkjain, igy VI. érintő­
síkja nemcsak párhuzamos, hanem össze is esik a siksereg megfe­
lelő síkjával. Kivel az érintősík egy egész alkotó mentén fix, 
igy V< agy egész alkotó mentén érinti a siksereg megfelelő sík­
ját, ami egyúttal azt is jelenti, hogy V* alkotója rajta van a 
sík seregnek megfelelő paraméterű síkján, ez a két tény együtt pe­
dig azt jelenti, hogy V. a keresett burkoló*

Még megmutatjuk, hogy V, alkotói a siksereg szomszédos sík­
jai metszés egyeneseinek határhelyzetével azonosak, azaz egy al- 
k°t<h

0 o
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kielégíti az
«x p

V P
egyenlő trendszert. gz a behelyettesit'és után a IV. a) és a VII. 
valamint a IV. b) és az -ei*t ■ o alapján azonnal adódik.

Tehát egy egyparaméteres siksereg burkolója a ezomezédos 
síkok metszés egyeneseiből álló torzfelület, melynek gerincvona­
la ezen metszésegyenesek által burkolt görbe.

Megjegyezzük még, hogy az V. érintősíkjai éppen az ιr tΛ,an~ 
lóeikjai, mert az érintősík normálisával párhuzamos felületi nor 
málls VI. szerint párhuzamos a simulósikra merőleges binomálie- 
sal. Be azonban azt jelenti, hogy ** (s) simulósikjaiból álló egy. 
paraméteres eikseregnek a burkolója az τ (s) V, érintőfelülete.

A továbbiakban megvizsgáljuk egy térgörbe normálslkjaiból, 
majd rektifikáló síkjaiból álló egy paraméteres eikeeregek által 
burkolt torzfeleieteket.

3⅞⅜ ∑,ol⅛r felület, polár görbe, rektifikáló
felület

Bgy *" ( s) térgörbe
1* (s))-Z(e) ⅛ 0
normálsikjaiból álló egy paraméteres siksereg búrkólóját a görbe 
polárfelületének nevezzük.

Bzen burkoló torzfelület alkotóit az előző pont szerint az 
It és annak differenciálásából kapott

- -r,√⅜ .ιr)e-*'- 1.0

▼agy II. -¼∙)⅛-⅛ .γ

alkok metszés egyenesei adják. Pe II. nem más, mint az * irányá­
ban f> távolságra eltolt a rektifikáló síkkal párhuzamos sík,így 
I. é« II. metszés egyenese az pontból a -Z irányában ki-
lfidul4 egyénéé
IXI∙ (t) ∙ Vx*,*ts +

a≡e⅛r nem más, mint a görbe e értékhez tartózd görbületi tenge­
lye ♦ Bzek burkolója a polárfelület gerincvonala* aa úgynevezett
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polárgörbe* ízt úgy kaphatjukt ha I* és Il*-ħδz még a II⅛ diffe­
renciálásával keletkező
IV⅛ √"¾-≠ (w ** √∙)√∕-, w -z)(-C∕ φ T∕) ⅛
síkot is hozzáveszem* ízek közős pontját úgy kapom, ha IV,-be be­
helyettesítem az I, és II* metszés egyenesét jelenti III*∙∙att

(<r ♦ f T∕^) >Jpz

amiből 

így a polárgörbe
(β) * # ♦ t∕2<^ ♦ -≡ψ- £ •

Vagy a / • -g- helyettesítés után

-*2 (b) .A -i-^--⅜L∕-
δ β≡'T

ami a 21, pont szerint a simuld gömbök középpontjainak mértani 
helye*

Tehát a noxmálsikok burkeléfeIttlétének gerincvonala a cián­
lé gömbök középpontjainak mértani helye*

Még megjegyezzük, hogy a 25* pont szerint az filárevölu- 
tálnak pontjai is a görbületi tengelyen helyezkednek el, azaz 
az ≠' minden filárevolutája a polárfeIttlétén van, azért est a 
felületet evolutafelületnek is szokták nevezni*

Hátra lenne még megvizsgálni az
V. (^∙*r)<∙0
rektifikáló síkok által burkolt torzfelületet* Az eljárás telje­
sen az előzőhöz hasonló* differenciáljuk az V.-öt*
VI. - ∙*λ⅞⅜ -**χ-c∕+ τ√) • 0 .
V* és VI* metszésegyenese keresztülmegy az ponton, mert # 
helyébe -et Írva V* is, VI* is teljesül, iránya pedig a két 
sik normálisára merőleges irányt i^x f tZ) « e Zt Z- T “

ami az úgynevezett Barboux féle vektor*
Tehát a burkoló felület 

Í (s,t) w ≠z÷ t(C Z+ TZ) *
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3,‰ Az lγhρ.sffs⅜ azelaő alapforma

Az ^rw^(u1,u2) felület®* az u • * (t) áltál meghatá­
rozott *r∙ *4z6*1(t)f*2(t)J) ∙√c(t) felületi görbének a tαpσ*t- 
tél számított Ívhossza a 3. pont szerint

β » / r2 dt

azaz≡(*>∙J V **Lá£.£*Lásídt. ∕'∖∕2⅞.⅛iV w.t v 5)-α<χ ≡r τr j v
1 - 2A négyzetgyökjel alatti belső szorzatokat, amelyek (u *u 3* 

*ekf tehát a helynek függvényei a felület első áapmennyiségeinejc 
nevezzük, és jelöljük

je > 
di?/

JJzek a jelölések Gausstél származnak* Szokásos ezeket a mennyisé* 
geket g11, gχ2, 111 ∙ ¾2~vβl is 4el31ni∙ aβaz

így tehát a görbe ívhossza____________________
(32> *f∙ [ ∖∕b ⅛χ2 t 2 P u1 ú2 + ti ú22 dt∖ f ⅛βf ⅛z* át.

Λ ta P0 o
A (32) -bői kapott

⅛
03) ∕ds ] B ⅛12 O Γ ,⅛1 ,'.2 jl r ⅛22 a £ iPI ∙ B ≡ ÷'2Fu u fGu 9 g^ a W
⅞uadratikαs alakot az első alapformának nevezzük*
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Azt állítjuk, hogy ez a kifejesés pozitív definit. 
Az

Q • a h2 ⅛ 5b h k ÷ c k2
másodfokú alakot definitnek (I) nevezem, ha osak a h• k • 0 
eaotén 0, minden más esetben egyenlő előjelű* Pozitív definitnek, 
ha a h « k « 0 -on kferül pozitív, és negatív definitnek, ha a 
h ≡ k ® 0 esetén kívül negatív*

Indefinitnek (IX) nevezem, ha pozitív és negatív értékeket 
Is felvehet*

Szemidefinitnek (III) nevezem, ha ugyan mindig 0 £ 0, 111. 
0 $ 0, de nemcsak a h • k » 0 esetben lesz nullává*

Állítjuk, hogy ezekhez az esetekhez szükséges és elégséges, 
hogy a quadratikua alak diszkriminánsára a következő relációk 
teljesüljenek:
I. a e • b2 x* 0
II* a c ■ b2 0
lile a e b2 - 0

Tegyük fel, hogy 1« teljesedlk.Skkor a, o 
Q ≠t∙
Q∙a(h2+^hke>≡ k2).∙ a f(h ♦ ∣ kj2 -

0« Alakítsak át

k2 φ2] •

w a (h ♦ '⅜k)2 . ac - b2 va
* s—-* 'tr -

amiből látható, hogy I, elegendő ahhoz, hogy a szögletes zárójel­
ben lévő kifejezés pozitív legyen, de szOkséges is, mert 
h ♦ j k h és k megfelelő választásával mindig zéróvá tehető. 

Ha most a > 0, agy pozitív definit a kifejezés, ha a < 0 
agy negatív definit.

Tegyük fel, hogy II. teljesedik, Q utolsó kifejezéséből lát­
ható, hogy Q pozitív és negatív értékeket is felvehet.

Tegyfik fel, hogy III. teljesedik Így Q ■ 0, Hl. Q $ o a- 
szerint, amint a > 0, 111. a<0, de ∣∙ ■ - ∣∙ -nál Q mindig o.

Hogy a (33) kifejezés diszkriminánsa pozitív, azt a Legrange 
féle identitás segítségével fogjak belátni. Hz azt mondja ki,hogy
(34) <^ x∕)2 .^2∕2 - (xi√)2 .
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He a kát által bezárt szgg oc 9 úgy

(^χ∕)2 ⅜ (∣^∣<,Z∣,∙∖,>^r∕≡ 8i⅛ θ s≠¾to⅛^∙ot>>i.

θ^^2∕t « ^2Z^^√)2w

ás ha <r éa Z llseárlaaia függ®tlaaek8 úgy ez a kifejezés po® 
sitiv∙

Ha

*gy
≡ * r ? gχl g2g o g^2> $

valamint B 9 gu > 0, Így C33> pozitív definit.

M‰⅛S≡fx⅛a

⅜egyea » u£* (t) egy rögzített (u1tu2) poatoa átmenő 
felületi görbe és xc* ® (t) egy ugyanezen ponton átmenő má*
sík felületi gδrM<

Bzek érinííi a yδgsite⅛⅛ ζ⅛1β⅛2) pontban

és
u*

Így az általuk bezárt e^Ög c®elnua&

(35) <∞β <⅛ ⅞ <y ¾
3≈arLgχa* ;* t'¾τ.-⅜g∣⅛⅞r⅜∙* ffi⅝

⅝d w
Az általuk basáit βs8g elme*
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A párámét∙rvoaalak által bezárt szag cosinus*

cos d ¾2
gllβ22

Λ>rt itt . t, ú* . o i ú| • o, uf ≡ t.

Bz azonban azt jelenti, hogy a paramétervonalak ott és csak 
ott merőlegesek, ahol g12 ∙ 0∙

35, Fel szín számítás 
Folytonosan differenciálható görbének mindig van ivhosszu- 

sága* Bz beírható törtvonal hosszának határértéke, ha a törtvo­
nal oldalainak számát úgy növeljük minden határon túl, hogy a 
leghosszabb oldal is zérushoz tartson*

Ha ennek megfelelően egy felületbe soklapot Írunk be* az 
oldallapok számát úgy növeljük minden határon túl, hogy azoknak 
a területe is zérus felé tartson, akkor az Így kapott soklapok 
felszíneinek határértéke az eredeti felület felszínétől különbö­
ző lehet, mint azt az alábbi ábráról azonnal belátjuk*

De még ha az oldallapok átmé­
rője is zéróhoz tart, akkor sem 

_ biztos, hogy van egyértelmű, az 
B ed ig ismereteinkkel megegyező

értékű felszín*
Ezt az állítást először H»A* 

Schwarcz igazolta, mégpedig egy 
forgás henger palástjára* Az r 
sugarv és m magasságú forgáshem- 
ger palástjának felszíne 2 #~r m*

A henger alapkörét 2n egyen­
lő ívre osztjuk* Az osztópontokon 

keresztülmenő alkotók a henger párhuzamos köreit szintén 2n e- 
gyenlő részre osztják* Az alaplappal és a fedőlappal párhuzamos 

P * 1 síkkal a henger palástját p darab egyenkírt ∙*S- magas­
ságú palástra bontjuk. A teljes palást alapkörén felvett n pá­
ros és n páratlan osztópenton átmenő alkotó a henger többi kö­
rét is n páros és n páratlan osztópontban metszik*
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A p számú kisebb hengerpalást alsó körén a páratlan, felső 
körén pedig a páros osztópontok páronkinti összekötésével 2 egy­
bevágó szabályos n-oldalu sokszöget kapunk• Az egyik sokszög 
egy AB oldalához hozzávesszük a másik sokszögnek azt a C’ szög- 
pontját, amelyen átmenő alkotó az AB oldalhoz tartozó körivet 
egy C pontban felezi* (Ha tehát A és P páros osztópont, akkor C 
páratlan és megfordítva*) Az Így meghatározott ABC’ háromszög 
egyenlőszáru alapja az r sugara körbe irható n oldalú szabd- 
Jyos sokszög AP - 2 r sin ~~~ oldala, magassága pedig C^D, ha 
D jeleli as AP oldal felezőpontját.

Ha az AP oldalú szabályos sokszögnek középpontja 0, ak­
kor C’B a C,C és a cF befogójú def⅜ksz0gii háromszög átfogó-

mert V C»D • a, CD ∙ 35^ - 0» ■ r - r cos • r (1 - cos
_ . 2 JF• 2 r sin —r--

Az ABC* egyenlőszáru háromszög területe tehát
tor sin + * y2 si≈4 -2S-∙

' ∙,v
Ha az - magassága hengerpalást alsó és felső köbébe Art 

n-oldalu szabályos sokszög egy-egy oldalának végpontjait a másik 
sokszög egy-egy megfelelő szögpontjával összekötjük, akkor ebbe 
a hengerpalástba olyan soklapot irtunk, amely az ABC* egyenlő­
szára háromszöggel egybevágó 2 n oldallapból áll, Ha ezt az el­
járást a többi magassága hengerpalástra ismételjük, akkor 
az m magassága hengerpalástba olyan soklapot Írunk, amelynek 
felszíne

Ha az n és a p egész számot úgy növeljük minden határon 
túl, hogy -⅛τ, hányados véges H határértékhez tartson, akkor a 

~nz^
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hengerpalástba irt soklap Pn felszínének van határértéke és ez 
2 j∣ r V m2 ÷ H2 12 . Csak akkor kapjuk a henger 2 Jr r m pa­

lástját, ha H * Θ⅛
r, Ha a -⅛ végtelen soro­
lt n
Ivk zat divergens, akkor Pjj, is
/ \ X* divergens, Ennek az az oka, hogy

ha p lényegesen gyorsabban tart 
) végtelenhez, mint n2, úgy a be-

________________________ irt soklap lapjai kis szöget 
zárnak be a felületnormálisával, 
azaz nagyon meredeken állnak a 
felületre, és olyan alakzatot 

képeznek, mint a reszelő fogai kicsiny de hegyes fogaknál, ami­
nek lényegesen nagyobb a felszíne, mint a reszelő alapját képező 

téglatestnek.
Tehát a görbe Ívhossz kiszámításának ilyen átvitele sem meg­

felelő, A görbe Ívhosszat azonban másképpen is megkaphatjuk, a- 
mely eljárást nehézség nélkül lehet általánosítani ⅛ Vegyünk egy 
a görbét érintő sokszöget. Legyen a görbe y « g(x) és a sok­
szög oldalai érintsék a görbét az illető oldalnak megfelelő Zlχi 
intervallumok pontjaiban (i • 1,2,,.., nj ahol n az oldalak 
száma.) Ezen sokszög hossza

√i ≠ E5* ( nőinek a határértéke s ∙ ^∕l+g,¾x)dx.

a
A felszínt az érintő soklapok felszínének határértékeként 

definiáljuk, ha az oldallapok maximális átmérője tart zéróhoz, 
így ha a z » g(x,y) függvény az xy -sik egy T tartományában 
folytonosan differenciálható x és y szerint, akkor a z • 
• s(χ>y⅛ felület azon darabjának felszíne, amelynek derékszö­
gű vetülete a T tartomány, 

r,'ι . >

(36⅛ ∕^Vl*β^+g^dx<y .
, ζ<p) * -y

Ha a felelet felvett darabját egy n lapból álló 3 sok­
lap oldallapjai érintik és ha f1,f2,. ..,fjχ jeleli Sn lapjai­
nak területét, t1,t2,...,tn pedig a lapok derésksögü vetületei-
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nek területét az x∣y slkan, akkor t∣c ∙ fjc cos ahol 9⅛ 
a k-adik lapnak az xy -síkkal alkotott szöge, cos <fγ a k-adik 
lap normálisának harmadik irány®osinusa• Ha a k-adik lap a 
z-g(x,y)J* G felületet a w L¾>yfc∙⅛ ■ S(¾>y⅛)J pontban é- 
rintl, akkor az érintősík harmadik iránycosinusa

cob % . . ... ..,.ll ≡⅛-j------- ■—
V 1 + ⅛(χk∙yp +¾(xk,yk'

Az Sχλ soldap felszíne tehát

Ha az Sn soklap lapjainak száma úgy növekszik minden hatá­
ron túl, hogy az egyes lapok átmérője zérus felé tart, akkor en­
nek az összegnek van határértéke és ez______

fi 1/1 ♦ gx(χ.y)2 ♦ βv(χ.y)2 dx *y • 
(?) v

Ha a falaiét egyenlete P(x,y,z) « 0, akkor a felUletnor- 
málisának harmadik iránycosinusa a P{x,y,z) pontban

y?2 ♦ ⅛ ♦ ⅛
Ha a T tartományban as Pj6(x,yfz) parciális differenciálhánya* 
dós nem tűnik el, akkor a felszín képlete ____

Egyszeres integrállal lehet kiszámítani a s • β(χ) görbé­
nek a z—tengely körüli forgásával leírt forgásfelület felszínét, 
ha g(x) x-nek folytonosan differenciálható függvénye•

Ha a görbe A 111. P pontjának a ill∙ b az x koor­
dinátája és ha a görbe AP ive nem metszi a z tengelyt, akkor 
állítjuk, hogy az AP Ívnek a z-tengely körüli forgásával leirt 
felület felszíne ∣----------------∣

í x + gt(x)2 dx β
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Az olyan forgáskup palástjának felszíne, amelynek alapköre 
r -sugaru és alkotójának 1 a hosszat Xrl, mert ha a palástot egy 
alkotója mentén felvágjuk és a síkba terítjük, 1-augara olyan 
körcikket kapunk, amelynek köríve 2 JΓr hosszú* Egy olyan for- 
gásesonkakup palástjának felszíne, amelyen a két alapkör sugara 
Tj. és Tg ( < r1), s az alkotó hossza s,

T w T b (r1 + rp *2 Fbv (2^>≡r1 + r2) •

Ha ugyanis 1^ 111. 12 a teljes ill. a kiegészítő kúp al­
kotójának hossza, akkor

τ w *rlrpι ~ ,^r⅛r2*
s « ljβ*lg és lj t lg β X*1 s r2,

"βl∙ iλ - iλ

Tehát

θ(r^ ÷ r2) ■». ζlj-12) (r^+r2 J ≡ ^*11*1",*^2i*2**'^1i,2w^2^1b^1^*1""^2^*2 *

Ha tehát egy s hosszúságú szakaszt egy vele egy síkban 
fekvő blyan tengely körül forgatunk, amely a szakaszt nem met­
szi, akkor a szakasz forgása közben leirt felület felszíne e- 
nek és a szakasz felezőpontja által leirt kör kerületének szor­
zatával egyenlő*

Ha az A? íven PQ « A√ P1∣∙.>,Pn, Pβ w 2 egymástól kü­
lönböző egymásra következő pont, akkor a PθP∙^ Pχx törtvonal 
a z tengely körüli forgása közben olyan forgásfelületet ir le, 
amelynek felszihe

i?k ,f ⅛ m ∕7 βk Fk ,
*∙ι k"1 fcr

ahol ∙f* a P^-1 P∣ε szakasz felezőpontjának a z-tengelytől való 
távolsága, azaz az (x⅛-∕pyp szakasz felezőpontja, ahol x∣ε a 
2jc pont x -koordinátáját jelenti (k≡>l,2,• • .n)• •

Ha az AB íven a P^ pontck számát az s^ szakaszok min­
den határon aluli kisebbítésével sűrítjük, akkor előbbi ösz- 
szegnek határértéke^ 

// ./ λxds≡2^Γ∕ xyl÷g,(x) dx •
°e ∂

5570896 - 70 -



Az első integrálban a változó a görbe ivhosszusága* BbbőJ. a 
második integrál úgy következik, hogy » /1 ♦ g,(χ)2 « 

, Térjünk át az
X = (u1,u2)

1 2y ≡ // (u ,u ) 
z » f (y(u1,u2), ψ (u1,u2)) > Jf (u1,n2) 

IP s
transzformációs képletekkel az u* * x,u paraméteres előállításra* 
ahol legyen

B a -f⅞X⅞>y2. √ 0 
<9(u1,uz) r

a tekintett tartományban,
így az inverz függvények differenciálási szabálya szerint

- ⅛ ∣∕( %1 ⅛2 -^w≡ι)2 ♦ (-iw1 v w√

Most a felszínnek az (36) kifejezésére az

x ∙ <77(u1*fc2) 
y a ^∕(u1,u2) 

integrál transzformációt alkalmazva
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J∕ ∖∕ 1∙ + «£ ♦ a? dx dy ■ 
___¾ y

■ Jíi li<'∙1 Λ=, W.P.1 FΛz√y(Λ* .
G

^∕* (∙ji^u1^u2-jin2 ∕ja1)2p du1du

De mivel
811 " ^2-j1 ♦ ^u1 *∕u1

¾s ∙ ^u1 sV ♦ K1 K2 ♦ ∖i 4≡

%2 ’ ^u2 ♦ X⅛ ♦ **2
•í 

így
c <?v n2 -⅛w ♦ (zttι rβ2 -zβ2 ^aιi≡ *

■
♦ <∙*√ ‰2 ∙ 42 f,βυ* * ¾ιβ22-β22 * | |

aalt a jobb és bal oldalon álló műveletek elvégaéoe utján lκa- 
zelhatunk*

így 

p ∙ du1du2

Még <gy megjegyzést teszünk*
^βll⅞2 * ¾22>4n1∆u2 ∙V^0τT,χ~⅞) Δ u14u2 • 

_____________ x <7¾ ∂√/
« V Λ n1 ∙r A 2^2

V I ^TT U X —5, Δ U ] V* 9~^r /
A gyökjel alatti kifejezés azonban a

't∖∖^- ITu* 41 U %cX∙ra öea sztunmáznl!) vek-
torok által meghatározott infinitée- 
A≡alis parallelogramma területe* I- 

X⅛⅜Xκ / ∙,,yβn vonatkozásban a (37) integrál
∕∖^ azt Jβlβntlf bθgy ezen inflnitézimá-

×j4 lis parallelogrammok területeinek
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összegei tetszőlegesen megközelítik a felület felszínét, azaz a 
parallelogrammák területe csak igen kicsit tér el a megfelelő 
felület darab felszínétől.

36,A második alapmennyiségek

Míg az első alapmennyiségek a metrikát határozták meg a fe­
lületen, addig a második alapmennyiségek a felületnek az érintő­
síkjától való távolságára leesnek bizonyos mértékig jellemzőek,

Legyen az
X# **'(u1,u2)

felület a tekintett pont környezetében legalább háromszor foly­
tonosan differenciálható,

A felület érintősíkja a P(uθ, uq) pontban

( f - *∙0> *0 • 0

Pejtsük az I, felület Taylor sorba a másodfokúnál magasabb- 
foku tagok elhagyásával

^(u1,u2) θiu°e * ⅜)÷ ⅛

Az I, felület a P pontban másodrendben megközelítő II, fe- 
lület pontjainak a P pontbeli érintősíktól való távolságuk

a - =1 f ∕⅛-λ) (uα - <)(u'3 -
O 2 \(7U W )o ° oo

möijük
<»> -⅛⅞1'f>*(.1.-8> .⅛, C1.u2>

■ ∂ u 8 u *
Bzt a négy mennyiséget, amelyek közül b12 = b21 a felület 

második alapmennyiségeinek nevezzük. Szokásos ezekre még a Gauss* 
tél származó bn « Lt b12 « b21 • K, és h22 ■ N jelölés is.

Tekintsük most a P pontot a koordinátarendszerünk kezdő 
pontjának és a P pontból kiinduló és vektorokat

#U' 0
a koordináta rendszerünk egységvektorainak, és jelöljük 
(tt°t * %) ** ÷valt a d távolságot y^ -al, Így a II, fe­
lület egyenlete a tekintett koordinátarendszerben

5570896 - 73 -



í 39) ' y3 " ⅛ ⅛ y4Ez θgy az 1« felületet a P^ pontban másoerendbon megköze­lítő paraboloid (oszkulláló paraboloid)t így a bc^ mennyiségek ha nem is az I# felület pontjainak, de az azt megközelítő II# felület pontjainak távolságát határozzák meg a P pontbeli é- rintősiktől. 37. Benenier tétele
• * " - • * ” • . * * • • I .«Megmutatjuk, hogy egy adott *∙≈ r (u1,u2) felületen lévő : (t)» u2(t)J « f (t) felületi görbe görbületét egyS(u1,uz) pontban már a görbe érintőjét meghatározó u1,u2 meny- nyiségekből és a görbe £ főnormálisának az felületi normá­lissal bezárt szögéből is meg lehet határozni, amennyiben 

¼ / f 0,és ez a görbület éppen akkora, mint az & és √ által meghatározott simuióeik által kimetszett sikgörbe görbülete. Azokat az eseteket, amikor » 0, azaz a görbe simulósikja összeesik a felület érintősíkjával kizárjuk.Vezessük be a görbén az Ívhosszat paraméternek az s = s(t), 111. annak inverzét jelentő t = t(s) függvények segítségével, ι≡y ⅛-<yBet azonban más utón is kifejezhetjük, annak felhasználásával, bogy ^felületi görbe át
M≡> ∙"∙WW∙ aMHMWNMMZ5,ut* dt dsá/ . d∏°^ d⅛f3 ∕lif+ °,j0^ d2∖ /dt \? <?#• d⅞* d2tde ∂ uV √ dt dt \ de ' <^u°l dts ∖ds∕ * dt - d?Így

<^uo,5uλ
. • ok • /3 / dt u u' l — \dfi (üt M∖i'ds, \ds/De tudjuk, hogy az inverz függvények differenciálási szabá- lya alapján 2~ “ T⅛7 • (“) ’lezont a (33) szerint g ⅛βi ifi , lg?

dβ arr dt p
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(♦0) b , ú ⅛j
«// β ”

A (40) kifejezésnek a jobb oldala azonban csak az érintő 
irányétól függ agy meghatározott pontban. A baloldalon egy 
meghatározott pontb≡ állandó, Így a görbe görbülete oeak / - 
tői függ. (Ha 0∣ úgy (40) Q értékét adott ? és / mellett 
sem határozza meg.) Tagy másképpen kifejezve; ®gy ponton átmenő 
összes adott érintőjü és főnormálisu, azaz adott simulósikkal 
rendelkező felületi görbe görbülete ugyanaz, még pedig annyiy 
mint az illeti simulóslk által kimetszett sikgörbe görbülete.

Be azt jelenti, hogy a felület egy adott pontjában megadott 
irányú és főnormálisu felületi görbék közül elegendő az egyetlen 
ilyen sikgörbét vizsgálni, mert a többi görbének is ugyanaz a 
görbülete,

Be (40)*b01 még további összefüggések olvashatók le. 
nem más - mivel mindkét tényező egységvektor - mint az általuk 
bezárt szög cosinusa. Tehát újra esak változatlan irány mellett 
az a sik fogja a minimális görbületü görbét kimetszeni, amelyik 
az / -n kívül még az -en is átmegy. Bzt a sikot normálsik≠ 
nak, a síkmetszetet normálmetszetnek, mig a többi az illető pon­
ton átmenő sikot ferde eiknak, a metszetet ferde metszetnek ne­
vezzük. Az adott irány mellett minimális görbület a normáim® t~ 
azét görbülete, amelyet I -al jelölünk, így mivel ez esetben

A továbbiakban fontos szerepet játszó K *al azonban esak 
abszolút értékben egyenlő 

(41) K •

mennyiséget a P -ben az illető irányhoz tartozó normálgörbülét­
nek nevessük. -

II* C X
C coe ot * K

5579896
ahol o(, az m és y által bezárt szög 
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legyen a normáimét szét görbületi sugara R « -i- , és 
R « , Így K

K
(42) R COS oc ≡ f>

amit Meusnier tételének nevezünk.
Es a P ponton átmenő adott irányú felületi görbék görbüle­

teinek vizsgálatában újabb redukció lehetőségét jelentig Mostmár 
nem kell a simulósikok által kimetszett görbék görbületét külön­
bül ön keresni, hanem elegendő a K * normálgörbületét megál­
lapítani, és ebből ismeretében p vagy C meghatározható® 

Állítjuk, hogy a P *n áthaladó azonos érint őjü felületi 
görbéknél ψ a P --beli érintősíknak mindig ugyanazon oldalára 
esik® Ehhez kimutatjuk, hogy sgn p egy adott irány mellett 
állandó® C, mint egy görbe görbülete mindig pozitív, így ll.sze- 
rint sgn • sgn K, ami utóbbi azonban fix pont és irány fel­
lett állandó® A görbületi középpont, mint tudjuk P -tői az £ 
irányában p( >0) távolságra fekvő pont, így minden adott pont­
hoz és irányhoz tartozó felületi görbe görbületi középpontja az 
érintősik ugyanazon oldalán van®

iβy a Meusnier tételének a következő geometriai értelmezést 
adhatjuk® Mérjük fel R értéket P -tői m -re irány és nagyság 
szerint® Az így kapott 0 körül szerkesszünk R w |R| sugara 
gömböt® Állítjuk, hogy ebből a görbe P -beli simuló síkja éppen 
a görbe görbületi körét metszi ki.

A normálmetszet β ¼ főnoraálisa irányában P —tői R tá­
volságra lévő pont legyen 0# Ha / * , úgy K ≡ K j R • fi;

* - 'f*' 9 úgy ® * Re dö R^ « R^; 
és ekkor is 0 » 0⅛ így minden 
görbületi középpont az érintő­
sík azon oldalán van, mint 0.

A gömbből a simulősik ál­
tal kimetszett kör sugara 

ít cos ű? , ahol a az és / 
által bezárt kisebb szög® Be 
f > 0 és (42) Matt o | jd[ • 
» |R| (cos ű/ | e 1 cos a •

Így a kimetszett kör su­
gara a görbületi kör sugara 
és középpontja P-től az / irá-
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nyában f távolságra van, tehát a görbületi kör középpontja* 
ásás a fenti gömbből a simulóaikok a görbületi köröket metszik 
ki vagy máéképpen megfogalmazva! as 0 merőleges vetülő te as 
ugyanezen ponthoz és irányhoz tartósé valamely felületi görbe 
simáié síkjára a görbe P ∙hez tartósé görbületi középpontja*

>8, ⅝0normdlg0yb01etek⅜ > Gauaa-féle éaa kö- 
‘ ~sépgörbület~

• «» w — • *■ “ * •

BlŐssOr a felületnek adott P pont ján* átmenő, ott adott 
«57 érintővel és adott főnormálissal rendelkező felületi gör­
béket vizsgáltunk, majd a Benanier-tétel ismeretében egyedül a 
noneálmetsset görbületének segítségével át tudtnk tekinteni a 
P ponton átmenő érintőjü felületi görbék görbületét ha még
as « ssöget is mértük* Kost megpróbálunk as ⅛ megkötöttségé­
től is megssabadulni, s Így a P ponton átmenő felületi görbék 
görbületei felett egységes áttekintést nyerni* Mindenesetre, ha 
különböző Irányokat tekintünk, úgy K értéke váltosni fog.Vizs- 
gáljuk most K értékeit a különböző irányokban*

S egy adott P(u1,u2) pontban u1,u2 -nek függvénye

K e <∕>(⅛1,*2) 
amely as u1,u2 -nek egy racionális törtfüggvénye* A nevesé a 
33* pont szerint positiv definit, Így φ as ú1 • ú2 ■ 0 kivé­
telével mindenhol folytonos* Tekintsük φ ≠t egy as 
8(⅛1 ∙ 0f i2 • 0) pontot körülvevő sárt körgyűrűn, vagy akár 
esek egy as 0-t körülvevő körön, ugyanezen sárt tartományban 
folytonos φ ott felveszi a maximumát és minimumát* Bhhez szük­
séges, hogy

3K 2 ¼ ⅛g * ** - 2 ⅛f
a 4“ " ∙ (gfr ⅛<, 4r )a

2( V ' κ> λe ty... ■ ,∣ ■ ..— • o
gi>r úr

azaz
(43) ’ K 8βii)0* • 0

legyen.
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Ab előző meggondolások alapján azonban tudjuk, hogy φ a 
tekintett tartományban felveszi * maximumát és a minimumát, azaz 
van olyan u1, uχ, és ⅛2, ⅛g, melyre (43) teljesül. (43) .at 
egyenletrendszernek fogva fel ⅛1, ú2 -re, lgy alτβl βaaβk a ho_ 
mogén egyenletrendszernek van a triviálistői különböző megoldd- 
sa9 a determinánsának zérónak kell lennie*

b11 " κ «11 h12 “ K «12

• 0
b21 “ K «21 b22 “ κ «22

Ba azonban másodfokú egyenlet K -ra nézve.

(⅛U “ κ81l)(⅛22 - ⅛2g) - (b12 - Kgla)2 β (¾1g22 - gf2) K2 - 

(gll b22 - 2 β12b12 + g22⅛22)K ♦ bnb22 “ b12 β 0 •

Jelöljük ennek gyökeit Kχ és κg -τel. κjrel (43) e_
zen két K esetében van a triviálistól különböző megoldása, az­
az csak ezen két esetben lehetséges ezéleőérték, Így a két szél- 
sőérték K1 és K2. És ezek mint a valós értékű K szélsőérté- 
kei valósak kell hogy legyenek. K1 és Kg -t az illető ponthoz 
tartozó főnormálgörbületeknek nevezzük.

Hogy K szélső értékeinek meghatározásánál az u1,⅛2 ér­
tékpárokat csak egy kör, vagy körgyűrű mentén vizsgáltuk, ne« 
jelent megszorítást, mert K szempontjából csak ⅛1,⅛2 aránya 
a lényeges, amely aránynak minden értéke már a tekintett kör 
mentén is fellép.

Egyenlőre tegyük fel, hogy Kχ / K2 .
¾ és K2 irányát mos tmár a Kχ és K„ -nek a (43).*ba 

való beírásával előálló egyenletrendszerekből kaphatjuk.

<¼ - κι Scιβ )ú£ . 0

(44)

111 ∙ <bα∕j > κ2 ««p >i2 - O •

Mivel a másodfokú egyenlet gyökeinek szorzata a konstans 
tag és a másodfokú tag együtthatójának hányadosa, a két gyök 
összege pedig az elsőfokú és a másodfokú tag hányadosának nega- 
tiv értéke, így
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(45)
_ d- t,ll b22 ~ b12
¾⅝ « - ”

(46)
gll bll ~ gb12 g12 * 822l,2⅞

βll %2 " β12

melyek a felület Gauss-féle illetve középgörbülete#
Ha Kj * Kg úgy a maximum egyenlő a minimummal, K minőén 

irányban ugyanannyi# Az ilyen pontokat gömbi pontoknak nevezzük, 
mert a gömb minden pontja ilyen#

Bkkor
b u^ ú

κ * • - A - *gjeΓ√ wet

∙<* ∙0 L°t

(∙af∕J “ ββ<t3 l≡i, ⅛9 ♦ 6
(⅛∖⅛a non isindkettá sér6)« Bí esek agy 1<“

vagy

bint∙ly ∏ ,b

(47) >α∕j * egif0
As∙> gSmbi pontoknál az elββ és a aásodlk alapmennyiségek ará­
ny αβsk.

8« nyilván fordítva is Igaz, Mert ha (47) fennállt úgy

_ <‰⅛*
K •-----∖7≡7≡ • o

βj√ √ dcf*

Az olyan gömbi pontokat 9 ahol c » 0, azaz K\o • lg • 0 
elkpontoknak nevezzük, mert a sík minden pontja ilyen# özekre 
jellemző, hogy bzx^3 • ©•

Még megmutatjuk, hogy amennyiben Kj ≠ Kg, úgy ezek iránya 
egymásra merőleges# Ha K j o Kg úgy esek iránya bármely irány, 
Így a merőleges is lehet⅛

(44) —et szorozva úg *val, 111# új -val, ami nemcsak szór* 
sást, hanem összeadást (szummázást) Is jelent,

ű( ,8
C¼ * >⅛ ⅛ ’ 0

(¼ * K28«0 )⅛ ⅛ " ®
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a sáeodik sorban az ot és β indexeket felcserélve, ami csak jelö­
lé ebei i különbség, és a két sort kivonva egymásbői

<κ2 " κi>β*√l i2.∙∙>

Kivel azonban K2 - K1 / 0, Így kell, hogy gα^ n1 • 0 le­
gyen* a⅛i a 34* pont szerint azt jelenti, hogy a K-, irányát meg- 
határozó ú£, ⅛∣, és a Kg irányát meghatározó úg* ⅛ egymásra 
merőleges*

39, Jaler tétele

A 38* pont elején kitűzött célunk a felület egy pontján át­
menő felületi görbék görbületei felett áttekintést nyerni* Ehhez 
a befejező lépést az Buler-tétel fogja szolgáltatni^ amely egy 
⅛en egyszerű összefüggést állapit meg valamely irányhoz tartozó 
normálgörbület, valamint a főnormálgörbületek és a tekintett i- 
ránynak valamelyik főnormálgörbületi iránnyal bezárt szöge kö­
zött* Ennek felmutatásához azonban először olyan párámétervonal 
rendszerre térünk át, melynek érintői az adott ⅛λ ∙ fe­
lület tekintett P(u1,u2) pontjában a KpKg főnöméi görbül etek 
által meghatározott ⅛*, ú2, ill* ú|> irányokba mutatnak 
(igy merőlegesek egymásra) és egységvektorok.

A K1 és ¾ irányába mutató vektorok

AZ
IΓ. a* • (i1, ü8)

paraméter transzformációt úgy akarom meghatározni, hogy azután a 
párámétérvonalak érintői az I* vektorok legyenek^ azaz

∂-κ b a# $uK β <?# £<*
a≡σ <9u* ∂ιβ^ ∂a*

legyen* Bz akkor teljesül, ha a II* transzformáció olyan, hogy
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Am ilyenek közt legegyszerűbb a lineáris 
««• * •<* -e*111» u » a _ u

lsen transzformáció után a párámétervonalak érint51 
irányában mutatnak, azaz egymásra merőlegesek, azaz 
be aég

• Y &1t ∂u* o># • «
Jecf x⅛^ efβ r>

K1 lile 
¾2 * 0∙

•oly általában nem egyenlő eggyel. Hasonlóan g22 ⅛ 

Azonban ha aég az

tranesfornáoiót la elvégezzük, agy
* / j ⅜ \8 <?y <?«* a⅞* 94 <y⅛* ⅜⅞* β

β*1 ∖9'i^∕ ^∙⅛l dá^ ∂ir dá^

',∙Λ' *f (f⅛) ■ *

le haeoslémi
%2 • 1

<e miről

10 a paraméterronalak érintői oeak 00 faktorral szorzódnak, 
azaz irányak Táltosát lan, 10

¾2 9 θ

Bszol a kiránt transzformációt végrehajtottak.
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Mivel ezeket a transzformációkat ml a K /46/ alatti kifejezésé­
re akarjuk alkalmazni, meg kell mutatni, hogy K Ilyen és ál­
talában megengedett és iránytartó paraméter transzforrnáclókkal 
szemben invariáns, Iránytartónak nevezünk egy transzformációt, 
ha a felületi normális irányítását változatlanul hagyja.

Ki fogjuk mutatni, hogy az első alapforma minden megenge­
dett paraméter transz formád óval a második alapforma pedig min­
den megengedett és Iránytartó paraméter transzformációval szem­
ben invariáns, Blőször az alapmennyiségek transzformációs törvé­
nyeit vizsgáljuk meg, 

/1 2 .Legyen tehát adva ■ 1r / u , u /és hajtsunk végre 
egy 

oG oC / — 1 — 2 / u ≡ u / U , u /
V.
paraméter transzformád ót, így
- pr 3jS

3viβc ∂ dvS* ∂vlc6' 3u<^ 3u's 3u°c 3uz3

és ha V, iránytartó, azaz Afr ≈ aφ , úgy 
2

és

+ 2* ?2 √__ ') M, -
3 3 uot 3δyd∕

és hasonlóan

u

r- —∙G — β -á«_ -2s_ 
íu*4 dt 9ui3 d⅛ ∙= u
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így ha vigyázunk arra. hogy az I. paraméter transzformáció
iránytartó legyen, úgy az 
azok hányadosából álló K

első és a második alapforma 
is paraméter Invariáns

Λβ u
βXX u

b⅛∕3 «

igy az

0Figyelembe véve, hogy 
ző, számunkra hasznos 

b fi12 
K -

követkeβ12 
alakra hozhatjuk

2 S12 δ1 á2 ♦ b22 ű2"

Ál2 ~
U ♦ u

Még megmutatjuk, hogy ezen paraméter vonal rendszerben a tekln 
tett P pontban ⅜12 • 0. A III. ée IV. transzformáció végre­
hajtásával a K1 ée K2 irány-1 meghatározó új , ú^ és 
i* , u2 mennyiségek a Λ1, 0 111. 0, λ mennyiségekbe mén- 
nek át, amik ugyanazt az Irányt határozzák meg, mint az 1,0 
11‰ 0, 1 mennyiségek. Az előző pont utolsó bekezdése szerint 
azonban új u* - 0 és 38. , I. miatt bβ^β új ú|. 
• 0∙ boc∕3 transzformációs törvénye alapján pedig

így

bI2 u '0
U2 • 0

Ha most u

κ 11
Ál2 u

*22 U

u u2

x . 1,. u « 0. 
pedig G1 » 0, G2

úgy K « Kχ és VI szerint ekkor bχ^< 
úgy K « Kg és VI szerint bg2 «

• K2
.∙λ2

Felöljük

B, ⅞1*∙⅞ 
κ « -----^9

S1 ♦ G2 u ♦ u

-val a K1 irányát meghatározó > 1, űj
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∕∖ 1egy tetszőleges u , u irány által bezárt szöget, Így
Λ
BoG/3

'/t

ttι

A* AV

azaz

Al^ Ai2 u + u

Ál2 . λ22 u ÷ u

Ezek után

amit Euler tételének nevezünk.

így ha egy felület egy P pontjában ismerjük csak a felü­
leti ponttól függő K1 és K2 főnormálgörbületeket, így bármely 
p -n átmenő felületi görbe P-beli görbületét könnyen megha­

tározhatjuk az /48/-bán szereplő és a ∕42∕-ben szereplő 
segítségével.

42*_ P8Blδzi^le-indikatr∣x1

Tekintsük az # « Jf, / u1, u2 / felületet egy P∕u1,u2∕ 
pontjában másodrendben megközelítő /39/ oszkulláló parabolo- 
idot és vegyük ennek az érintősíkkal párhuzamos, attól - ∣∙ 
távolságban lévő síkokkal alkotott valós metszeteit.

b<>4zβ y* 7β

Ezt a görbét Dapin-féle indikátrlxnak nevezzük. Állítjuk, 
hogy ez kúpszelet.

Végezzük el a 39 ∙∕ III • és IV. transzformációkat, /ve-
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gyük figyelembe, hogy a második alapforma paraméterinvariáns/, 
így

^ Λ A 
b<*√3 yo6 7/3 ■ i 1

A A A
Vegyük még figyelembe, hogy bχl ≡ Kχ, b22 ■ Kg, b^g « 0, így
__ a2 . _ *2H⅜∙ ¾ 7j * Kg 7g ■ w, I

ami hiperbola, egy párhuzamos egyenespár, 111» ellipszis, 
aszerint, amint

III. κ - K1≡2 ≈ 0

Bbl Jí<0, úgy ÷ 1-re és - 1-re is valós görbét kapunk, még­
pedig két olyan hiperbolát, amelynek aszlmptotái összeesnek, á 
gaik pedig egyszer az aszimptoták alkotta egyik szögtérben, 
egyszer pedig a másik szögtérben helyezkednek el∙ Azaz ez eset 
ben az érintősíktól ♦ és - távolságra is valós metszetet 
kapunk. Ha JC~O úgy csak az egyik előjel esetében kapunk va­
lós metszetet.

Aszerint, amint az II, egyenlet baloldalán álló
kifejezés indeflnlt, semldeflnlt, illetve definlt • így a máso­
dik alapforma paraméter invarianciája miatt az I. egyenlet bal 
oldala is indeflnlt, sémidefinlt, 111. deflnit, azaz

0IV- bllb22-bf2

aszerint, amint Λz^ 0.

A felület azon pontjait, ahol Λ¾ 0, azaz bllb22 ”b12 f 
0, azaz a Dupln-féle Indlkátrlx hiperbola, egyenespár, ill. 

ellipszis, hiperbolikus, parabolikus, 111. elliptikus pontok­
nak nevezzük.

Állítjuk, hogy ha P-ből az érintősíkban minden irányban 
felmérjük az Illető irányhoz tartozó ∕ff ∙ távolságokat, 
a Dupln-féle indikátrixot kapjuk. Mutassanak a koordináta ten­
gelyek Kχ és K2 irányba és jelentse $ az illető Irány és a 
K- iránya által bezárt szöget, így az A távolságban lévő pon- 

1 r≡tok egyenlete
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fi 
00 o W 2

⅛— sin^^
κ

Bebizonyítjuk, hogy ez kielégíti a Dupln-féle indlkátrlx egyen­
letét* írjuk be ezeket a Dupln-féle 
Így

indlkátrlx II. egyenletébe

■— cos 
K 9 -≡y sin

2 K
2
K

De az Euler tétel szerint K1 cos2 K2 sin2 és

Kι
K

amivel állításunkat beigazoltuk*
Bár az K * X / u1,u2 / felületnek az érintősíktól + ~ 

távolságban való síkmetszete nem a Dupln-féle indlkátrlxot ad­
ja, mégis a metszet annál inkább hasonló a Dupln-féle InJlkát- 
rixhoz, az érintősíkhoz mernél közelebb metsszük 
vele párhuzamos síkkal*

Ki fogjuk mutatni, hogy ha az érintősíktól 
lévő metszetet —⅜≡- arányban megnagyitunk, és

felülő tét

d 
d

távolságban 
zéróhoz tart 

úgy a felnagyított metszetek a 
Dupln-féle indikátrlxhoz tarta­
nak*

2d

Vegyünk a P ponton át,valamely 
irányt és ezen irányban a normál­
metszetet* A metsző sík és a nor­
málmetszet közös pontját nevez­
zük ≡-nek. Az adott irány, mint 
érintő, P mint érintési pont, 
M mint kerületi pont egy r su­
garú kört határoz meg. Legyen 
P merőleges vetülete a metsző 
síkra P’ és P» és M távolsága 

egy derékszögű háromszög egy magassága

T 2952 - 53
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t2.∕2r-d∕d.2rd-d2

8a most d —►O , M ~* P, úgy a megrajzolt Mr az illető Irány 
fOnormálmetszetének görbületi köréhez tart, azaz r-*!F •

amivel állításunkat beigazoltuk*
Hiperbolikus pontnál as érintősíknak mindkét oldalán van­

nak felületi pontok, mart ha nem lesnének, úgy valamelyik olda­
lon lévő valós metszetek üresek lennének és esek felnagyítása 
határhelyzetben nem adhatná a Duplft-féle indlkátrixot. így hi­
perbolikus pontban az érintősík a felületet érinti és metszi 
/ hiperbolikus parabolold pontjai /•

Hasonló okokból elliptikus és parabolikus pontokban az il­
lető pont megfelelő kis környezetében a felület pontjai a tekin­
tett pontbeli érintősíknak egy oldalán helyezkednek ol, T. 1. 
különben az érintősíkhoz közeledő síknak lenne a felülettel va­
lós metszete és ennek a felnagyított ja az előző tétel miatt a 
Dupln indikátrlxhoz tartana, oz viszont f(t ∙ ≡1≡2 t 0 esetben 
a ♦ 1-nek osak egyik előjele mellett ad valós görbét•

Vizsgáljuk még meg, hogy hol helyezkednek el a görbületi



középpontok: *f > 0 °-βt⅛en K és k , így r és R Is 
egyenlő előjelűek, így ezek a felületi ’noimállsnak ugyanarra 
a féleg*’ *nésre esnek, / normált*©tsz etek görbületeinek folyto- 
nősséga miatt elliptikus pontban a normáimétszetek görbületi 
középpontjai egy szakasz pontjai, amelynek végpontja a két fő- 
norκ⅛⅛ Íme t szét görbületi középpontja.

Hiperbolikus Pθ pontban a két főgörbület ellenkező előjelű. 
Ebből következik, hogy Pθ két főno imáimét szét ének Po-hoz tar­
tozó görbületi középpontját a felület normálisán P elválaszt 

o 
Ja. E két görbületi középpontot összekötő szakaszon kívül, de 
a xélűiét normálisán van a Pθ pont bármely más nnrmA1 matace­
tének görbületi középpontja.

A felület parabolikus pontjaiban a két főgörbület közül 
az egyik eltűnik, a másik általában zérustól különbözik, A fe­
lület egy Pθ pár?’ olikus pontjának két főnormálmetszete közül 
az egyiknek görbületi középpontja a felületi Pθ pontja normá­
lisának végtelen távoli pontja, a másik görbületi középpontja 
% a normálisnak általában végesben fekvő pontja. Azalatt, amíg 
egy normálslk Pθ zérustól különböző görbületü főnormálmetsza­
tének síkjából kiindulva a másik főnormálmetszet síkjába for­
dul, a normáimatszét görbületi középpontja a felület normálisán 
Q0-ból kiindulva a PθQo vektor Irányában végtelenbe távo­
zik. Ha pedig a norMlslk további forgással visszajut abba a 
főnormálsíkba, amelyből kiindult, akkor a normálmetszet görbü­
leti középpontja visszajut Qθ-ba.
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Differenciál geometria* Sz∙Nagy Gyula*

41. Konjugált irányok,

Tudjuk, hogy derékszögű koordináta rendszerben az

I. djkx3⅝ ■ 0 (j.k = 1,2,5 í Xj≡ 1 .β1jt∙βkj>

egy kúpszeletet jelent. Ezen kúpszeletre vonatkozólag a P1(y1,y2) ás a 
T>2(Z1,z2) pontok konjugáltak, ha a egyenesnek a kúpszelettel alkotott
valós vagy képzetes M,N metszéspontjai a T1,P2-t harmónikusan osztják, ami­

nek szükséges és elegendő feltétele hogy

βjkyji5k = 0 (y. • «5 - i> •

Az ellipszisnél az r irányhoz azt az s irányt neveztük konjugáltnak. 
amely az r -el párhuzamos érintők érintési pontjainak összekötő egyenesével 
párhuzamos, Azonban nem lehet minden kúpszelethez adott r iránnyal párhuzamos 
érintőt huzni. Ez esetoen az r -hez azt az s irányt nevezzük konjugáltnak, 
amellyel párhuzamos érintők érintési pontjainak összekötő egyenese r -el pár­
huzamos .

Az irányok konjugáltságát vissza tudjuk vezetni a pontok konjugáltságára. 
/llitjuk, hogy ha az r és az s konjugált irányok, és az r végtelen távoli 
pontja R, és az s végtelen távoli pontja az S, úgy az R és az 3 konju­
gáltak. Mivel vagy az r -el, vagy az s -el párhuzamos egyenesek közt van o- 
lyan, amely érinti e kúpszeletet, igy az R és az 3 -nek legalább az egyike 
a kúpszeleten kívül van. Legyen ilyen az 3. Tudjuk hogy egy ponthoz konjugált 
pontok mértani helye a pont polárisa. Tehát egy ponton áthaladó egyenesen a 
ponthoz konjugált pont a pont polárisának az egyenessel való metszéspontja. így 

í . í;i s ■
a kúpszeleten kívül fekvő pontnak pedig a pontból a kúpszelethez húzott érintők 
érintési pontjainak összekötő egyenese a polárisa. Legyen most a pont S , az 
egyenes a sik végtelen távoli egyenese. így az S -bői a kúpszelethez húzott 
s -el párhuzamos érintők érintési pontjainak összekötő egyenese az 3 polárisa. 
De ez éppen az r -el párhuzamos egyenes, és ennek a sik végtelen távoli egyene* 
sével való metszéspontja R mely igy az 3 konjugáltja.

A bizonyításból közvetlenül látható az állítás fordítottja is, mert hogy 
R és 3 konjugáltak az éppen azt jelenti, hogy az 3 -bői húzott s -el pár­
huzamos érintők érintési pontjainak összekötő egyenese R -en megy át, azaz r- 

el párhuzamos.
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Tehát annak, hogy két irány konjugált legyen szükséges és elegendő felté­
tele, hogy a végtelen távoli pontjaik konjugáltak legyenek.

Legyen most a p és a q iránya a TΠ és a szakaszokkal meghatá­
rozva; P(p1,p2h Q(<l1,q2)> 0(o,o)∙ így ezen irányok végtelen távoli pontjai 
I>l(PpP2>θ) » Qi(¾i>Q2>°)> ^s a p és q irányok konjugáltak, ha

ajkpjqk * 0 (3»* - 1»2,5)
vagy mivel px ≡ q⅛ = 0

ajkpj^k " θ
Vizsgáljuk meg mindezeket ferde szögű koordináta rendszerben.
TérjUnk át egy tetszőleges ferdeszögü koordináta rendszerre. Legyen ennek 

középpontja Ü. Előszór is térjünk át egy Ő középpontú derékszögű koordináta 
rendszerre, amivel I. formája nem változik. Tehát nem jelent megszorítást ha 
csak olyan ferdeszögü koordináta rendszerekre való transzformációkra szoritko- 
zunk, melyeknek középpontja a kiindulási derékszögű koordináta rendszer közép­
pontjával összeesik. TérjUnk át tehát az

xj " c⅛r⅛ illetve xj, - <Trjxj (J,r - 1,2,3)

transzformációkkal egy az eredetivel azonos középpontú egyébként tetszőleges 
ferdeszögü koordináta rendszerre. Ebben a koordináta rendszerben az I. kúpsze­
let

11∙ ajk ⅛Aβ⅛1∙ * ≡rβiΛ ' 0 O,k,r,β - 1,2,3)

alakú. Mivel azonban az xy -ek homogén koordináták, Így az egyiket szabadon 
választhatom. Legyen pl. Xj ≡ 1. - Még megmutatjuk, hogy az af8 -eknek is 
megvan az a α ■ aQ„ szimmetria tulajdonságuk. II. szerint o rs sr

ars = ajk0⅛r°iks
Felhasználva az a^k szimmetria tulajdonságát

ars * akjσcjr°cks * asr *
így egy tetszőleges kúpszelet egyenlete ferdeszögü koordináta rendszerben 

III. arsVs * 0 (r,s “ 1>2>5 1 1 ’• ars * asp

azaz I -el azonos formájú. Hogy egy ferdeszögü koordináta rendszerben adott 
III.alakú kifejezés mindig kúpszelet, azt az előzőhöz egész hasonló módon lát-



hatjuk bs.
Vizsgáljuk most, hogy a III. kúpszeletre vonatkozólag a 

a Pk(z1,z2,l) pontok mikor konjágáltak. Legyen a P1 és P2 
egyenesén egy P(x^,x2,l) pont osztóviszony koordinátája

P1(y1∣y2∙1> 6β 
pontok összekötő

Ekkor

Ezen egyenes és a III. kúpszelet metszéspontjait oly A értékeknél kapom, me-

lyek kielégítik az
. i∆Δiι Z>C-2⅛ .0

1 - A 1 - A
azaz az 

2 
a3kyj⅛ -2 i ajκyjzk * λ ∙jkχjh -0

egyenletet. Legyenek ennek gyökei A^ és A2 •
A Pj,P2 és M,N metszéspontok akkor alkotnak harmónikus négyest, azaz

P1 és P2 akkor konjugált ha ♦

= <B 1

azaz a két gyök csak előjelben különbözik, ami akkor és csak akkor következik 

be ha az elsőfokú tag együtthatója zéró, tehát

βjk7j8k “ 0 ■ y» * * 1 ,

Tehát a konjugáltság feltétele is ugyanaz mint derékszögű koordináta rendszer­

ben.
így egy ferdeszögü koordináta rendszerben a Pχ*P2> ⅛∙½ irányok akkor 

konjügáltak, ha ezen irányokhoz tartozó (Py,P2>θ) ; (Q^>Q2>θ) végtelen távoli 
pontok konjugáltak, azaz

βjkpjqk * 0 U>k β I»2»5 » P^ • Qj • 0)
12 12Ezeket alkalmazva,-egy felület egy pontjában a p ,p ; Q irányokat 

ekkor fogjuk konjugáltaknak nevezni, ha ezek az illető ponthoz tartozó Dupin-fé­
le indikatrixra nézve konjugáltak. A Dupin-féle indikatrix egyenlete a £ j- t 

■t σu
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/

"■^3 ferdeszögü koordináta rendszerben b y*y^ “ X !• (Azaz most &4|i “ 
<? u
• b.4 , a,¾ ≡ a„7 = 0, a*% ≈ T 1). ky a két irány konjugált ha ct'li ι√ <-√ √>

(5⅜) bo P4¾ft M° •

42, görbületi vonalak.

A felület minden pontjában van két főgörbület! irány, illetve a gömbi és 

sikpontokban minden irány ilyennek tekinthető. Ez utóbbiakat zárjuk ki, é. Így 

a két főgörbületi irány minden pontban egyértelműen van meghatározva.
Az olyan felületi görbéket, melyeknek érintőik minden pontban az egyik 

főgörbületi irányba mutatnak görbületi vonalaknak nevezzük.
Ha a K∣ és K2 főnormálgörbuletek ismeretesek, úgy a főgörbületi irá­

nyokat a

I. [b<xik (u1,u2) - Kβ (u1,u2)gαt ft(u1,u2)] ú*« 0
1 o *zfcegyenletrendszer határozza meg. Ez egy rögzített (αo>uo ) pontban^egy közön- 

séges egyenletrendszer uQ és uQ -re. Ha azonban I-et nem csak egy pontban, 
hanem az u0t -nak egy T tartományában tekintem, és olyan ux≡ uc*(t) függ­
vényeket keresek, melyek I-et azonossággá teszik⅜ úgy ez egy differenciále­
gyenlet rendszer. A differenciálegyenletek elmélete szerint ha az ebben szerep 

lő koefficiens függvények bizonyos feltételeknek eleget tesznek, pl. ha diffe­

renciálhatók, úgy az I. -nek van folytonosan differenciálható megoldása, mely 

a tekintett T tartományt egyrétüen fedi. ( A differenciálegyenletek kívánt 
itt

tulajdonságú megoldásainak létezéséhez^általában többet tételezünk fel, mint 
amennyi szükséges.)

-?e *
K1 és Egekét görbesereget kapunk, melyek mindegyike T-t egyrétüen fedi, 

és melyek egymást merőlegesen metszik.

Levezetünk még a görbületi vonalakra egy másik differenciálegyenletet, 

mely a K 6- felhasználása nélkül közvetlenül a gσ, zi és a b-t,z5 segítségével 
van meghatározva.

Legyen a K1-hez tartozó irány ú* és a K2 -höz tartozó irány f* . 

Kivel ezek konjugáltak, Így (54) szerint

bnu1 ∣1 + b12 (ú1 f + ú2 J1) ♦ b22 ű2 f - 0 .

és mivel merőlegesek is
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e∙,1u1 J1 » g12(<i1 f2 ♦ ιi2 ξ1) ♦ g22 ιi2 j2 . 0 .

Teκintsük aég az
(u2)⅞' J1 - u⅛2(u1 j2 ♦ u2j1 ) ♦ (u1)2u2 J2 ≡ 0

a .1 il ∙1 f2 . ∙2 clazonosságot. E? * három egyenlet egy egyenlet rendszer az u j , u j +,u5 
_i -V9⅞V*A∙

és d2 f2 -re. Ha ennek% triviális lenne a megoldása, úgy ez maga utázrvagy az 
» ú2 » 0, vagy a * jf2 β 0 -t, ami ellentmondás azzal, hogy ezek az ér- 

teapárok egy∙egy irányt határoznak-meg. Ha t.i. ιi1 ∫1 ≈ 0 ez csak úgy lehet, 

na ]♦ ?«lább az egyik tényező zéró. Legyen ú1 « 0 . így az új ÷ u j « ° - 
bői az ű2 f1 - 0 következik. Ha itt ú2 - 0, úgy u1 - ú2 - 0 . Ha pedig

- 0, ú2 / 0, úgy az u2 J2 • 0 -ból J2 ■ 0 , azaz * J 0 követ- 
k-zn*. wesonl6 eredményre jutunk a j1 « 0 feltevésből. Tehát kell az egyén­

ié trendszernek a triviálistól különböző megoldásának is lennie. Be Így

(A2)2 -<i⅛2

(55) gu «12

I bll h12

ami egy differenciálegyenlet az u* ∙ uα'(t )

(ú1)2

g22 ” 0

b22

függvényekre, amelynek azonban

meg ván az az előnye, hogy nem szerepel benne a I∣ és a Kg .
Mivel (55) - ben J* nem szerepel, Így ugyanerre a differenciálegyenlet­

re jutunk ha uai K2 irányát és j* K1 irányát jelenti. Tehát a differen­
ciálhányadosokban másodfokú (55) differenciálegyenlet megoldásai adják mind­
két görbületi vonal sereg görbéit. Mégis kívánatos lenne a két görbe sereg 
Könnyebb szétválasztása céljából a két görbeseregre külön kapni dlfferenciál- 

egyenleteket.
Ha az (55) -ben szereplő gfltrt és bαft függvények differenciálhatók, 

úgy van a differenciálegyenletnek folytonosan differenciálható megoldása. Ve­
gyük ezt ez esetet. Valamint tudjuk, hogy és ú2 egy irányt határoz meg, 

így nem lehet egyszerre mindkettő zéró. Legyen u (tQ) /0 , u(tQ)>0, Így 
⅛2(t) t0-nak bizonyos környezetében is még pozitív. Szén intervallumra szo­
rítkozva osszuk (55) első sorát (ú2)2 -el. Megmutatjuk, hogy u1 előállít­

ható mint u2 függvénye, és ⅛- ≡ . T.i. u2 ∙ u2(⅛) folytonos és szi-
ú du 

goruan monoton, így létezik a t ≡ f(u*) inverz függvény. Kzt felhasználva



u1 « u1(t) ■ u1(f(u2)) - φ (u2) .
2 11Felhasználva, hogy u2 ■ ⅛~ « -⅛— -⅛∙ ■ ami ne® már

ατ dt dt du<f
du*

12 ..I dιι^^mint az u~ ≡ tf> (u ) közvetett függvény differenciál hányadosa, ⅛- ■ —⅛ .
du*

ami k-ra

Azon pontok környezetében ahol • 2 u* « 0 ugyanezt a meggondolást az u1(t) / 0
segítségével végezzük el.

. du1 t k vn1így —rt -t k-val jelölve 
duii

1 - k k2

II. βll g12 e22 « 0

hl b12 b22

(56)

másodfokú egyenlet. Legyenek ennek gyökei 

k, ≡ f (u1, u2) ≡ 
1 d√

k, .g(u1,u2). ásl 
á d√

Ez két differenciál egyenlet, mindkettő megoldásai egyrétüen fedik T -t, 
eleget tesznek Il-nek, és így (55) -nek, tehát a két görbület ivónál sereget *1 
kotják .Vezessük be a görbületi vonalakat paraméter vonalaknak. Mivel ezek merő­
legesek egymásra, Így g-2 = 0 . De az

III. új ■ 1 , ’ ú2 ≡ 0 és az új ■ 0 , ú| « 1 

irányok konjugáltak is, Így (54) szerint

IV. b11 1.0 ♦ b12 1.1 + b21 0.0 ♦ b22 0.1 « 0 , 

azaz by2 • 0 . Tehát abban a tartományban ahol a görbületi vonalak a paramé­
ter vonalak

(57) ^12 β b12 β θ •

Ez fordítva is igaz, mert ahol (57) fennáll, ott a paramétervonalak me­
rőlegesek, és a paramétervonalak III. érintői IV. szerint konjugáltak is. De 
a konjógáit irányok közül csak a főtengelyek, illetve a párhuzamos egyenespár­
nál az egyenespár és a rá merőleges irányok merőlegesek, igy tehát ezek az irá­
nyok főgörbületi irányok, é& a görbék, tehát a paramétervonalak, görbületi vo- A
hálák.
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Tehát (57) szükséges és elégséges áhhoz, hogy 8 paraméter vonalak gör­
bületi vonalak legyenek.

4√. Asszimptota vonalak.

Azokat az irányokat amely irányokban

K = C ≡I.
. . a • eħ*α . 0 
βaa>la*'i

asszimptótikus irányoknak fogjuk nevezni. Ezen irányokban a Dupin-féle indikál- 
rimák végtelen távoli pontjai vannak, mert a 4o. pont szerint a Dupin-féle in- 
dikátrix pontjainak távolsága a tekintett felületi ponttól az illető irányban

Elliptikus pontokban ilyen irány ι>incs, parabolikus pontokban egy, hiper­
bolikus pontokban pedig két ilyen irány van. Sik pontban minden irány asszimp- 
totikus. Ezeket a pontokat kizárjuk a további vizsgálatokból.

Egy olyan görbét, amelynek érintője minden pontban asszimptotikus irányba 
esik asszimptota vonalnak nevezünk.

Hiperbolikus pontokon két ilyen görbe, parabolikus pontokon egy ilyen gör* 
be mehet át, míg elliptikus pontokon egy sem.

Mivel az I. kifejezés nevezője pozitív definlt, azaz bármely irány mel­
lett is nagyobb mint zéró, Így a K = 0 -nak szükséges és elégséges feltétele 
a
(58) bftft a*u'i- o .

Tehát az olyan és csak az olyan uoc≡ u°c(t) görbék asszimptota vonalak, 
amelyek eleget tesznek (58)-nak. így (58) az asszimptota vonalak differenciál­
egyenlete.

Ennek a differenciálhányadosokban másodfokú differenciálegyenletnek dif­
ferenciálható bouα -k és nem elliptikus pontok esetén van valós megoldása.

További célunk lenne - a görbületi vonalakhoz hasonlóan - a két asszimp* 
totavonal seregre külön differenciálegyenletet kapni. Eljárásunk teljesen ha- 
sonló. Az olyan pontok környezetében ahol u (tθ) / 0 oszthatunk (u ) - el , 
és ∙⅛y ■ ⅛r . Az olyan pontok környezetében ahol u2(t ) ≡ 0 ott u1(t ) / 0, 

úi du • o °
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(ú1)2 -el oszthatunk és ⅛- * -⅛≡- , Tekintsük az első esetet. így (ú2)2- el 
ú du

osztva
∕n1 \2 á1bll(^∑∕ + 2 b12 JΓ * b22 “ 0 •

⅛- « -t k - val Jelölve 
úz duz

II. bχι k2 ♦ 2 b12 k + b22 « 0

Ez másodfoka egyenlet k-ra . Gyökei

fc1.12 V Ma,, - 4⅛1^⅛2 . flulβ2).Λjl

2 du

(59) r-_____
⅛.∙*⅞∣∙⅛∙⅝⅛ .,u>,11>,.«4

2 ⅛χχ du

EZ két a differenciálhányadosokban lineáris differenciálegyenlet. Ezek megoldá­
sa eleget tesz II -nek, és (58)- nak, tehát ezek asszimptóta vonalak. (59) 
mindkét egyenletének megoldásai egyrétüen fedik a tekintett tartományt, tehát 
minden ponton két megoldási görbe megy keresztül,tehát ezek az összes megoldáso­
kat tartalmazzák. A két egyenlet megoldásai a két asszimptóta vonal sereg. Amint 
látjuk, ezek csak akkor esnek össze, ha b22 - b<∣jb22 ■ 0, azaz parabolikus pon­
tokban.

Az olyan pontok környezetében ahol u2(tθ) - 0 a megoldásokat u2 ≡ Y(u1) 
formában kapjuk.

Tekintsük a felületnek egy csupa hiperbolikus pontokból álló tartományát i 
Itt minden ponton két különböző asszimptótavonal megy keresztül, Így ezek beve­
zethetők paraméter vonalaknak. Ha a paraméter vonalak asszimptóta vonalak, úgy 
ezek
III. ú| « 1 , ú2 » 0 illetve ú| ■ 0 , ιi2 • 1 

érintőire

IV. b11 1.1 ♦ 2 b12 1.0 ♦ b22O.O≡ 0 illetve b^O.O ♦ 2bj20.1 + b22l.l =0
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azaz
(5o) b11 ≡ b22 - 0

ÁIlitjak ez meg is fordítható. Azaz ha (60) fennáll, úgy a paraméter vonunk 
asszimptóta vonalak, t.i. ekkor a paraméter vonalak III. érintőire IV. szerint 
fennáll (53).

Az asszimptóta vonalaknak még egy a felületi érintősíkokkal kapcsolatos 
jellemzését fogjuk adni. Egy asszimptóta vonal olyan szakaszán ahol C / 0 ott 
I. szerint W • 0, merőleges -re, azaz a görbe simulósikja összeesik a 
felület érintősíkjával. Ha C egyes PQ pontokban zéró, úgy ott a simulósikot 
a környező simulósikok határhelyzete képen definiálhatjuk. Pontosabban legyen 
P1,P2, ∙ ∙ ∙>1n> ∙ ∙ ∙ ®#y pontsorozat, melynek pontjaiban C / 0, és mely PQ- hoz 
tart. Tekintsük az ezen pontokhoz tartozó felületi érintősíkok sorozatát. Foly­
tonosan differenciálható felület esetén ez a sorozat konvergens. Deffiniáljuk 
a Po -beli simulósikot mint a P^, P2,... pontsorozathoz tartozó simulósikok 
sorozatának határértékét. Mivel azonban ennek a siksorozatnak minden tagja össze 
esik az érintősíkok sorozatának tagjaival,Így ezen siksorozat konvergencia vi­
szonya, és határértéke is ugyanaz mint az érintősíkok sorozatáé. Tehát a símu- 
lósik a Po -bán is összeesik az érintősíkkal. Ha C egy egész szakaszon zéró, 
úgy az asszimptóta vonal egyenes. Simulósikja határozatlan, Így bármelyik az 
egyenesen átmenő síkot, pl. a felületi érintősíkot is tekinthetjük simulósikniJc.

Tehát az asszimptóta vonalnak zérótól különböző görbületi pontjaiban a si­
mul ósik összeesik a felületi érintősíkkal, vagy ha a simulósik értelmezését az 
előző bekezdés szerint kiegészítjük, úgy az asszimptóta vonal simulósikjai ösz- 
sseesnek a felület érintősíkjaival.

Bz a tulajdonság fordítva is fennáll. A simulósik és a felületi érintősík 
öészeeséséből következik, hogy a görbe főnormálisa a felület érintősíkjában fek­
szik, tehát a főnormális merőleges a felületi normálisra, és így szerint a 
őrbe mentén K ■ 0, azaz a görbe asszimptotikus vonal. Tehát a simulósik és a 
felületi érintősík összeesése jellemző tulajdonsága az asszimptóta vonalaknak.

Még megemlítjük, hogy minden felületi egyenes vagy egyenes szakasz assz.mp 
tóta vonal. Bz belátható I.-ből a C = 0 figyelembevételével, de abból is, hogy 
az egyenes irányában a normálmetszet maga az egyenes, és ennek görbülete zéró.

Mivel K a helynek folytonos függvénye, így a pozitív értékű, azaz elllp-
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t
tikos pontokat a negatív értékű, azaz hiperbolikus pontoktól zéró K értékű, 
azaz parabolikus pontok választják el. A csupa parabolikus pontokon keresztül- 
menő görbéket parabolikus vonalaknak nevezzük. Ezek egyenlete

2 bllb22 " b12 “ 0 *

44. A Gauss és Weingarten-féle egyenletek.

Láttuk a Frenet képletek nagy jelentőségét a görbék elméletében. Most ezek 
hasonmását akarjuk megalkotni a felületelméletben. így először is szükségünk van 
a felület minden pontjában definiált háromélre. Kézenfekvő a ——és az 44/ 

d u
választása. De itt meg kell jegyeznünk, hogy míg a görbék elméletében a kisérő 
hároméi vektorai páronként merőleges egységvektorok voltak, és függetlenek a 
görbén bevezetett paraméterből, addig itt ezek a tulajdonságok elesnek, osak a 
lineáris függetlenség marad meg.

Tegyük fel hogy a felület legalább kétszer folytonosan differenciálható, 
és képezzük először a ——vektorok derlvációit a paraméterek szerint. A déri­

envációk nyilván a hároméi vektoraiból kombinálhatók

∂<S∂J * + c0Li!> "a, β∙

Határozzuk meg az együtthatókat az első és a második alapmennyiségek segitségé- 
vel. Szorozzunk először 44- -el. így

'rt' * cΛΛ

Tehát
c = b . cLU a, fi

Szorozzunk most - vei, Így é?u“

∂1jr w χ p er 
^ * β

és vezessük be a

I.

jelölést.
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∏⅛1.u2)

feladatunk

képezzük a

a Q & (tt1tu2) mennyiségeket elsőfajú, a 

másodfajú Christoffel-féle szimbólumoknak nevezzük. így 

tárózni az első és második alapmennyiségekkel. E célból 

mennyiségeket 

ezeket megha- 

g - k par-

ciális differenciálhányadosait

9‰β s g> 2½ + ⅛∙ 
∂A∑-a>2 9"λ 3^3u-

9¾⅜t , M *
3,u* ^ 3λλ3λλ 3á? a√,

ÖTá- 
o ft" 
a

θ√, * ⅛ _

és ezekből
sι∕ir if * r

÷ 3⅞r⅜, _ ‰- - X " *■ τ *
∂ uf d«-T

Ha az elsőfajú Christoffel-féle szlmtólumok ismeretesek úgy a másodfa^uak I-bŐl

már meghatározhatók, mivel ez egy inhomogén egyenletrendszernek fogható fel, a-
-■ √ , '' > >

melynek determinánsa

gn βι≡ - g > o
ggl S22

Oldjuk fel ezt az egyenletrendszert az inverz elemek segítségével. Legyen 
.11 . _?22 , g12 . g21 . . -£12 és g22 = -fű .

g s S

így g e Sfig jelenti, hogy a determináns oí.-ik sorának elemeit rendre szo­
rozzuk a β.• ik sor elemeinek inverzeivel, és ezeket összeadjuk. Iry ennek ér­

téke nyilván 1 ha 0t ≡ , azaz egy sort a saját inverz elemeivel szorzunk, 

és 0 ha oc / fb . Ezt Így szoktuk kifejezni
∕iβr r ö

II. 8d,s 8 9

ahol tehát a <fζ^ értéke 1 vagy 0 aszerint amint <λ≡ ∕⅛ , ill.<tf∕S. Mivel 

úgy az első alapmennyiségek, mint azok inverzei indexeikben szimmetrikusak, azaz
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β<*
χβ _<*•/* ss, β A∙ÖS g β g i így a II. eredmény a szummációe index helyé*

tői függetlenül érvényes.
Ezek segítségével az I. egyenletrendszer feloldása

— √ **■ r^ <Γ μ⅛,
> λ /5 5 ' * & %S r 9

és mivel az utolsó kifejezésben a tf -ra való szummációnál csak akkor kapunk zé 
rótól különböző eredményt, ha • v , Így

<-

<* f* (i $ 
f

Ekek az eredmények azt is jelentik, hogy a Christoffel-féle szimbólumok
csak az első alapmennyiségektől függnek.

Tehát a ½-½ deriváltjai:

fi

(62) Γ * _
77^ 9 * z5

Ezeket az egyenleteket Gauss-féle egyenleteknek nevezzük.
Ennek mintájára képezzük a felületi normális derivációit.

Határozzuk meg az együtthatókat. Szorozzunk ∕K, -el.

½*- m -- a
S u.*

Azonban • 1 ∙βt differenciálva tt szerint

-2í!L

ami azt jelenti, hogy a felületi normális deriváltja az érintősíkba esik. Hatá 
rózzuk meg a bf

« 0 tehát • 0

t

v ∂j* λ, Azonban --- τ 4‰ ■
<9ua

s - Jlr Í
Λ Λ , fi ‘ i d d & 

0-t differenciálva u α szerint
«/3

2>- 4t > ⅛⅛ ≈ 0



azaz

∙XD1 -

(65) Λβ * A.
OMjuk f∙l ezt az egyenletrendszert bχ5t szerint

⅛.r∙
tehát

V. ∙ ¾ Γ*
A

egyenleteket Weingarten-féle egyenleteknek pevezzük.

⅜5. Olinde Bodrignes formulát

A Weingarten-féle egyenletek aegitaégévol nődunkban 411 a görbületi wona- 

laknak még néhány nevezetee tulajdonságát kimutatni.
állítjuk, hogy egy görbületi vonal mentén a felületi normális deriváltja 

neaoeak a felületi érintőeikben van, bánén a görbületi vonal érintőjének irányé- 
• eaik, éa az arányoeeági tényező pedig a görbületi vonal irányéban érvényen

f önormálgörbület negatív értéke.
, e mentén a felületi normálláAsae ha a görbületi vonal >£ • (t)

M (t), úgy

8a a görbületi vonal mentén ui ∙ ⅛* (t) , ügy a Weingarten-féle, egyenle-

tek szerint

d* s ^⅛∙a λ∙Λ f i*. .
? 'v*β »n! <u>r

K⅜⅛⅜⅝∣>imáivá. hogy a görbe görbületi vonal, 
<',.ft∙1<*0 ,⅛∙0

azas hogy a görbe mentén



9

0∏
K « , ⅛*λ> ⅛ . - K < pi ⅛ P√ * 9 a* at

' 3 AA,*k M <U

Állítjuk ez fordítva is igaz 

leti görbe mentén • • A 
dt dt

illető irányban érvényes normálgörbttlet.
az mentén uβt∙u*'(t), úgy

p< σUct _

olyan formában, hogy ha egy w £ (t) felü- 

, W £(t) görbületi vonal, és A az

Ha

4√

Szorozva
9uβ

azaz

I.

- val

du*
dt

6- - b_

= - Λff
λ Θ∕J!

g*fl TT~ ót
“ - bβt∕⅛

du*
dt

. 1 ff >ÉH_ - O 
λ λ dT

RT-tikaágképen teljesedni kell, ha az adott feltételek fennállnak, 
A1 és ú2 seholsem zéró egyszerre, mert akkor a görbe érin- 

ellentétben a 2. pontban tett feltevéseinkkel. Tehát az 

A* -ra a triviálistól különböző megoldásának kell len- 
A * vagy Kg esetén lehetséges.

A * K1 vagy K2 mellett, az a 42. pont

-nek

úgy hogy ű

<boCA

Tehát I.
mégpedig 

tője nullvektor lenne
I. egyenlet rendszernek ű 

nie. Ez viszont a 3θ. pont szerint csak a 

Egy görbe pedig amely I. teljesedik 

szerint görbületi vonal.
A görbületi vonalaknak még egy egyszerű Jellegzetes tulajdonságát mutatjuk

meg.
Állítjuk, hogy egy görbületi vonal mentén a felületi normálisok torzfelü­

letet alkotnak, és minden olyan görbe amely mentén a felületi normálisok torzfe­

lületet képeznek görbületi vonal.
Ha t.i. az (t) görbületi vonal, úgy a felületi normálisok által alko­

tott vonalfelület
χr (t, τ ) ∙ ⅛ (t) + τ (t)



és mivel ≈ - K , igy
II. . ' (4

és Így a vonalfelület a (37) szerint torzfelület.
Fordítva, ha egy görbe mentén II. teljesül, úgy van olyan egyezerre nem 

■ind zéró Λ(t), ö(t), T (t) , hegy
Ct√e∕44v+Γx*'∙t7

Szorozva <1 adódik, hogy í - 0. így Λ⅛+∕J* • Kivel ⅛ ≠ V 
l.<.⅜ eβy görbe érintője), kell hogy li /0 legyen, mert különben Λ íb zéró 
lenne, Osztva /S -^al

* + λ ¾ - v
ami az előzőek ezerint azt jelenti, hogy ∕g(t) görbületi vonal.

46, Az asszimptota vonalak csavarodása 
♦

A Weingarten-féle képletek ismeretében módunkban áll egy igen egyszerű for­
májú összefüggést megadni egy nem egyenes asszimptóta vonal csevaródása és a 
felület Gauss-féle görbülete között. Azt állítjuk, hogy T • ♦ ∕<⅛ ahol a kit 
különböző .lőjél az illető ponton áthaladó két különböző asszimptóta vonalra vo- 

aatkozik. ,
Vonatkoztassuk az aaszímptóta vonalat mint görbét az Ívhosszára mint para­

méterre. Tudjuk hogy nem egyenes asszimptóta vonal mentén a görbe binormállsa 

összeesik a felületi normálissal
z^(s) ≡ ^,(∙)

A Frenet képletek alapján
44, ≈ z^∙ ∙ ∙T f 

ahol f a görbe főnormálisa. így a Weingarten-féle egyenletek felhasználásává.

, f 9m' <Mt~ / , ip, ií u.' a f √{-x 4-) -τ ■ - -* / 1 - ∂2 rfΓ f ** ><-ft 1
Üti <τ \ i <* i τ f L= √ (> χ r-τ u } = ¼ aλ-' m l∙yu,ft ' ' '

Λ Ju,λ <,,"-

ami csak akkor különböző zérótól ha ∕¾ / T . I&y



- lo 1 -• * T = (b* u>λ u’- - bb u'*u∙2) (∙¼ , M , / ) . λ 3u1 PuzAz első zárójelben levő kifejezést tovább alakítva és figyelembevéve.hogy a de- terminális értéke a v«ktorok által meghatározott parallelogramma területe
9 uT = b0tjl u>*(g2'λ u’1 - g1^λ u,2) ∣∕g11g22 -«i2

Mivel a görbe asszimptóta vonal, igy a görbe menténI. b u,* u>zi - 0 .ű< β
2 2 2Szorozzuk ezt b^1-el, adjunk hozzá mindkét oldalon bj2(u, ) -et, és emeljünk teljes négyzetre, majd vonjunk négyzetgyököt, igyII. blλu-i .÷U∙2 j(b22 -bnb22 .

1 2Hasonló utón csak b22 -vei szorozva b21(u* ) ∙et hozzáadvaIII. b2A u>∙a - T u>1 ∣∕bz2 - b11b22 .
Vezessük be pillanatnyilag a következő jelöléseket:blA “’■* ∖∕>.'i'fi ‘ A

u>1u>2(b∣2 - b11 b22) ≈ u,⅛,2(-b) - BHa egy asszimptóta vonal mentén II. és III.-nál különböző előjelet veszünk, agy az A = - B I.figyelembevételével azonosan teljesül. Ha azonban megegyező előjeleket vennénk, úgy az A ≡ - B mellett A ≡ B is fennállna, azaz B ≡ 0, ami általában nem teljesedik. Tehát egy asszimptóta vonal mentén különböző elő­jeleket választunk. Különböző seregekhez tartozó asszimptóta vonalak esetén ha II-nél is ÍII. is a felső előjeleket, vagy mindkét asszimptóta vonal esetén az alsó előjeleket választanánk, úgy a metszés pontokban egyenlő irányok adódnak, ami általában megint nem igaz, igy a felső előjelek az egyik asszimptótavonal seregre, az alsó előjelek a másik asszimptóta vonalseregre vonatkoznak.Ezek figyelembevételévelT ≡ J^+ u’2 ^∑^b (g21u'1 - g11 u»2) T u’1 ∣CT (g22u'1 - g12u>2)j fg«

* ~g“ í * “ ^22(u,2)2 - " g12u,1u,2)J b j/g” ■
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.TgAft u’* u∙ * j|--k-

ét mivel » g u,λ u∙z3 • 1, és -⅛- -M
de ' ®

(66) T - T
♦

Est a tételt Beltrami - Enneper tételnek ásottéi nevetni.

⅜7, Parabolikus pontokból álló feIttlét,

Egyszerű ssámitáasal kimutatható, hogy bármely torsfelület minden pontja 
parabolikus. Kost kimutatjuk, hogy ha egy négysser folytonosan differenoi/t Iható 
f*lh.et minden pontja parabolikus azaz 

1' bllb22 * b12 β 0

úgy a felület torsfelttlet.
Ekkor as asszimptóta vonalak (58) differenciálegyenlete 

β -2 gbll Ű *2 /bllb22 *1*2 * b22 *v 0

asas

azaz
II. ^b^1 ú1 ♦ ∣∕b22 u2 • 0

alakban irható. Bs esetben as (59) f • g függvényeit a • 
ssolgáltat ja, és mint már a 45. pontban megállapítottuk ekkorákét asszimptóta* 
vonal sereg összeesik.

fi ⅛ * \ / -» 1 2 r ,Vezessük be ezeket az asszimptótavonalakat az ux « konst. paramétervona- 
a 1 * ∙OLaknak. így egy ilyen paraméter vonal mentén u s 0 , u / 0, és Így II. miatt 

b22 “ 0, ennek felhésználáfával I, szerint b^2 • 0. Zárjuk ki azt az esetet
amikor b^ is zéró. (Ebben az esetben kimutatható, hogy a felület sík, azaz a 
felület okkor is torsfelttlet.)

Kimutatjuk, hogy as u^ « konst. paramétervonalak mentén a felületi érintő-' 

síkok párhuzamosak, azaz ezen paramétervonalak mentén a felületi normálisok pár* 
huzamosak. ▲ Weingarten-féle képletek szerint
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Határozzuk meg a koefficienseket. Szorozzunk - val

i? u^ ∂ u* * * b2 = ~ b2ol

Az előzőek szerint azonban b22 “ b21 ^ b12 « 0 , így mivel a

homogén egyenletrendszernek
van, Így minden pontban

De

b2 gΛk 0

a determinánsa

b2 * θ

ez azt jelenti, hogy

g / 0, csak a triviális megoldása __
_

----
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

--
--

---
---

---
---

---
--

__ _ 
—9 = θ 0,u2

azaz csak az u1 függvénye, azaz egy u1 = konst. görbe mentén fix, amint
állítottuk

mentén nemcsak párhuzamosak az ér-in- 
görbe egyenes szakasz, úgy az erre

D. egy • konat. asszimytóta vonal 
tősikok, hanem össze is esnek. Ha ugyanis a 
illeszkedő párhuzamos normálisu sikok azonosak, a nem egyenes asszimptóta vonal­
nál pedig az asszimptóta vonal binormálisa összeesik a felületi normálissal. De 
itt a felületi normális, azaz a binormálie fix, így a görbe sikgörbe, és ennek 
a simulósikjai, azaz a felületi érintősíkok összeesnek.

Eszerint azonban a felület érintősíkjai egy egyparaméteres sokaságot alkot* 
nak, és a 51. pont szerint ha ezek normálisai kétszer folytonosan differenciál­
ható függvényei a paraméternek, ami itt fennáll, úgy a siksokaság egy torzfel ille­
tet burkol. Az érintősíkok által burkolt felület azonban az eredeti felület, 
így a tekintett felület torzfelület

48, Formaprobléma, összefüggések az alapmennyiségek 
között, theorema egregium.

A 12. pontban bebizonyítottuk, hogy ha két görbének azonos az Ívhosszra 
vonatkoztatott görbülete és csavarodása, úgy a két görbe egymástól legfeljebb 
osak egy mozgásban különbözik. Azaz adott C(s) görbülettel és T(s) csavaró
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dóssal rendelkező görbe ha van, úgy mozgástól eltekintve csak egy va* . Kern bizo­
nyítottuk azonbac hogy egy előre megadott C(s) és T(s) függvényhez van olyan 
<r(β) görbe. amelynek az adott C(s) a görbülete, és az adott T(s) a csava­
rodása .

Bizonyítás nélkül megjegyezzük, hogy ez az állitás ivaz. A bizonyítás alap 
gonα< Latfe a következő. Ha van ilyen görbe, úgy az eleget tesz a Frenet képletek- 
n?k ax adott C(s) és T(s) függvényekkel. Azaz komponensekben felírva a

dt±
---- ∙ C(s)n1(β) ds

I. dn.
-sf- - - C(∙) t1(∙) *T(∙)bt(B)

db, τ-≡-- -T(∙)n1(∙)
αs A

Fogjuk fel most I -et, mely kilenc egyenletet, és kilenc ismeretlen függvényt 
tartalmaz egy differenciálegyenletrendszernek. Ha C(s) és T(s) folytonos, úgy 
ennek van megoldása, úgy hogy és fi minden pontban egy egységvektorokból 
álló orthogonális hároméit képez, és a t* integrálásával kapott ×<r(s) görbé­
nek C(e) a görbülete és T(s) a torziója, tehát megoldás. A differenoiálégyen- 
le trendszernek végtelen sok megoldása van, és módunkban áll a kezdő feltételek 
révén és a t^ integrálásánál fellépő konstans révén megadni, hogy egy megoldás 
melyik pontból és milyen irányban induljon ki, és ezek egymástól csak egy moz­
gásban különböznek.

Vessük fel a hasonló kérdést a felületeknél. Van-e tetszőlegesen Adott 
g*ft (u ,u ), bA6(u ,u ) függvényekhez felület, melynek ezek az első illetve 
a második alapmennyiségei. Ezt a problémát formaproblémának szokták nevezni. 

i .
Erre a válasz ilyen formában tagadó. Hiszen láttuk például, hogy egy felH- 

letnél az első alapmennyiségek egy pozitiv definit kifejezés együtthatói, tehát 
ez például egy olyan feltétel, amelynek a g4ft -knak szükségképen eleget kell 
tenni, ha azt akarjuk hogy azok egy felület első alapmennyiségei legyenek.

Nézzük meg, hogy nem találunk-e még olyan feltételeket melyeknek az első 
ill. második alapmennyiségeknek szükségképpen eleget kell tenni.

Induljunk ki egy háromszor folytonosan differenciálható felületből. így
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y f½i∖ s £ . f ⅛L \ 
⅛uβ SíS t 9íí i 9 ff 9 ff ∖ 9 ff /

A Gauss és a Weingarten féle egyenletek felhasználásával

újra

rint

5,√

alkalmazva

rendezve

V(⅜

Vezessük be a

9 ff
a M/

<?uf

a Gauss

6,

következő

ff1 u

Pu,

ff1 ff

és a Weingarten

-» <J I V

di (h T <í

■b ct A λλt<5

Jelölést:

* 7~ i
9 tv

1⅛L + Λβ,1
jλ,λ i 9^

féle egyenleteket és UL- és 
^ur

sze

9 ffI

+ Mv

5

a 1 zi9 m.

a

ff √s

A ∕j s I ¼ 2

II p i
κ at AT

>Γ∕ft δ

Mivel azonban csak úgy lehet azonosan zéró, ha a koefficiensek eltűnnek, igy

III R a at bft
Szorozzuk ez -al, és vezessük be az

I

« b.. b b

IV R R <*. t A rgs t

Jelölést, igy 

és

(67) R1212

Ezekből igen fontos

bβt A

bll b22

bTE - b ⅝t

eredményt tudunk leolvasni. II.szerint f!
/■» TR a

másodfajú Christoffel-féle szimbólimuk, igy a 44. pont szerint az első alapmeny- 

nyíségek bizonyos függvénye. így III. egy összefüggést ábrázol az első és máso-



∣,lk alapmennyiségek között, mélynek szükségképpen teljesedni kell. De IV. βzee> 

r-i∏t Rβtfc∕⅛τ és igy ¾212 osr*c az első alapmennyiségek függvényé. De (bt) 

a Gauss-féle görbület számlálója. így (67) szerint a Gauss-féle görbület csak 

az első alapmennyiségek függvénye. Gauscι ezt a nevezetes tételt theorema egre- 

giumrak nevezte .
Most vizsgáljuk meg még, hogy mit jelent I.-ben az 4φ együtthatójának 

az eltünese. Amint látjuk ez /3 ≡ Γ -ra azonosan zéró, Így nem jelent semmi- 

lyen felt ítélt. így legyen /3 « 1, 2 . Ekkor

∂ 9 A*/

Ez a két egyenlet újra egy szükséges összefüggést ábrázol pz első és a második 

alapmennyiségek között. A T « 1, /3 « 2 -re ugyanezt kapjuk negatív előjellel, 

Így az nem jelent külön feltételt. Ezeket az egyenleteket Mai nardi-C odázd.-féle 

egyenleteknek nevezzük.
Kérdés, hogy az eddig megállapított szükséges feltételek elegendők-e.

A válasz igenlő, Bonnet tétele, vagy a felületelmélet főtétele szerint ha 

az adott gβςβ és b iβ függvények eleget tesznek a theorema egregiumnak, és a 
Mainardi-Codazzi-féle egyenleteknek, valamint a g0tz4 egy pozitív definit kvad­
ratikus alak együtthatóit úgy van olyan felület, és mozgásoktól eltekintve csak 

egy olyan felület van, melynek ezek az első ill, második alapmennyiségei.

A bizonyitás a görbék elmélete megfelelő tételének bizonyításé hoz hason­

lóan azon múlik, hogy a differenoiálegyenletrendszernek felfogott Gauss és Weía* 
féle egyenletes

gaxten a fennti feltételek mellett integrálhatók, azaz a differenciálegyenlet- 

rendszernek van megoldása. Ezért a fennti feltételeket integrabilitási feltéte­

leknek is szokták nevezni.

49.Felületek egymásra való leképezései,

Legyen adva az
X≈ X (u1,u2) és az - X1(u1,u2)

felület. Képezzük le a második felület pontjait az első felület pontjaira az
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függvények segítségével. Legyen ez a leképezés kölcsönösen egyértelmű, azaz le­
gyen

⅛⅛ o •
∂(u1,≡z)

és legyenek az inverz függvények
I. u * « u * (u1,u2)

Hajtsuk végre az I. paramétertranszformációt második felületen, igy

*r-^(u1,u2)

így a két felület megfelelő pontjai ugyanazon paraméterértékekhez tartoznak. 
Az u** u0t(t) függvények a két felületen egymásnak megfelelő görbéket, az 
u*(t0) egymásnak megfelelő irányokat az u1,u2 síknak egy T tartománya pe­

dig a két felületen egymásnak megfelelő felületdarabokat határoz meg.
Két felület olyan kölcsönösen egyértelmű leképezését, ahol az egymásnak 

megfelelő pontokban az első alapmennyiségek is megegyeznek izometrikus leképe­
zésnek, vagy hajlításnak nevezzük.

Mivel az ívhossz éppúgy mint a szög és a felszín csak az első alapmennyi­
ségek segítségével van meghatározva, igy az ilyen leképezés távolság, szög és 
felszintartó. Innen az izometrikus elnevezés. Ha egy papírlapot hajlítunk, és 
az eredeti és utolsó forma megfelelő pontjait egymásra vonatkoztatjuk, úgy ez 
ilyen leképezést jelent. Innen a hajlitás elnevezés.

Legyen most két felület kölcsönösen egyértelnüen vonatkoztatva egymásra, 
most azonban nem tesszük fel, hogy ez a leképezés izometrikus. Legyen ez a két 
felület az

# « # (u1,u2) és az lf ■ 7 (u1,u2) .

Értelmezni akarjuk a leképezés torzítását. A leképezés torzítását egy 
pontban valamely irányban a pontból az illető irányba kiinduló ívelem, és a 
megfelelő ívelem hányadosának határértékeként fogjuk értelmezni, ha az ívelem 
az illető pontra húzódik össze.
(69) A- liB —

Δ8*0 ú8 •

A két ívelem hossza
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Tudjuk hogy az 
t = t(e) -el.^s « ∙(t)

∫ ylC7"'i'',j at

*0

és
éslé .ezik szs « s(t) függvénynek

∙gγ J⅛L ≈ -⅛~ • Vezessük be a
' t "X*rfüggvénynél

, -(ds dt \ 12

to
ds \z dt I

3 * \ g u u dt0<⅛∕i

.<* ∙a
β^itu uinverz függvénye. Je’öljük t « t(s) transzformációt ezt

az

2 da \ dt ) — ♦ • A
u

—. * <λ . ti
¾ftu U__ 

a
u

Azaz 9 2Hm ∕4^f ≈ ia≡H “ z(s≡O ∖ Δ≡ / \«e /Mivel az I. integerekben é ős » előjele egyformán kisebb vagy nagyobb mint zéró aszerint amim. w integrál felső határa kisebb vagy nagyobb mint az alsó, „gy A± mindig pozitív igy ____
Λ a r^- ~~~~~* ⅛λ. λ(uW1,i2>- ÷ J⅛⅛Vizsgáljunk most egy távolságtartó leképezést. Ebben az esetben sekwlsinfcd

torzítás, azaz Λ≡l∙
, • «á • a • *■ • aeA«" u ≡≡<su u ,

• 2Az ιi1,u2 közlil legalább az egyik nem zéró. Legyen ui / 0 , osszunk (u ) -el és írjuk ? következő alakban az azonosságot/ ∙1∖2<«11 - «11 > i⅛) + 2<g12 ' β12i ő? + (g2z ’ S2Z> 5 0 ‘ xx xx \ u / uEz azonban csak úgy teljesedhet azonosan ha az együtthatók zérók, mert különben egy legfeljebb másodfokú egyenletnek végtelen sok megoldása lenne. Te-

hát he a leképezés távoIságtartó, úgy(7o) «aa *’



A harmadik bekezdésben megmutattuk^ hogy (7o) elegendő ahhoz, hogy a leképezés 
távolságtartó legyen, most pedig megmutattuk, hogy ez szükséges is. De mivel 
(7o) egyúttal a szög és felszintartáshoz is elegendő, igy minden távolságtartó 
leképezés egyúttal szög és félszintartó is.

Legyen most a leképezés olyan, hogy a torzítás egy pontban minden irányban 
ugyanaz, de különböző pontokban általában különböző. így osak a helynek a 
függvénye, azaz

— • <* ∙∕3 .2 .a • hg⅛β u u - Jl u u

Az előzőhöz hasonló meggondolás alapján

azaz

I. gd^ (u∖u2) - Λ2(u1,u2)gdβ (u1,u2) .

Az ilyen leképezés azonban pontonként szögtartó. Ami azonnal belátható, ha a 
54. pont szerint képezzük a két felület uθ pontjában az u* és űg irányok 
által meghatározott szögeket, figyelembe vesszük I-et, és Λ-el egyszerűsí­
tünk. Tehát I. a szögtartás elegendő feltétele.

Legyen most a leképezés felszintartó, azaz az u* bármely T tartományá­
ra

// ffduW ■ JJ fg du1du2
T T

Állítják ekkor

II. g ■ g

Tegyük fel hogy az uθ pontban gQ / gQ , hanem pl. gQ> gQ . A g és a g 
a folytonos gdtlj 111. g*^ mennyiségeknek racionális egész függvénye, igy 
maga is folytonos. így van az u* pontnak olyan B környezete, amelyben min­
denhol g > g . De igy JJ fg^du1du2 / ÍJ fg du1du2 lenne ellentétben a falté- 

B B
résünkkel.

Hogy II. a felszintartáshoz elegendő, az nyilvánvaló.
Megjegyezzük még hogy mivel a theorema egregium szerint a Gauss-fie gör­

bület csak az első alapmennyiségek függvénye Így (7o) szerint izoBstrikus le-



képezéssel szemben invariáns. Tehát két felület izometrikus leképezésekor a 
Gauss-féle görbületeknek az egymásnak megfelelő pontokban való megegyezése szűk 
ségeíi feltétel.

Bz azt jelenti, hogy pl. a gömb, melynek minden pontjában a Gauss-féle 
görbület -¾j∙ > 0 nem képezhető le izometrikusan a eikra, melynek a Gauss-féle 
görbülete mindenhol zéró. A szögtartáa, vagy a felszintartás enyhébb feltétele 
azonban külön-külön kielégíthető. Ezeknek a megállapításoknak a térképészetben 
van gyakorlati jelentőségük.

5o, A felület gömbi képq,

Megmutatjuk hogy a Gaues-féle görbület a eikgörbék görbületének általáno­
sítása a felületekre. Egy görbe görbületét az ívhossz szerinti második differen 
oiálhányados abszolutértékeként értelmeztük, de megmutattuk, hogy ez ugyanaz 
mint a görbe érintőivel képezett gömbi kép Ívhossza, és a megfelelő görbe Ív­
hossz hányadosának határértéke. 3ikg0rbβ esetén a gömbi kép körképpé fajul, és 
az érintő és a főnormális által leirt köriv egyenlő. Ennek általánosításakor 
ívhossz helyett felszínt fogunk venni, a gömbi leképezése; pedig a felületi nor­
málisok segítségével értelmezzük.

Tehát tekintsünk egy kétszer folytonosan differenciálható felületet
I. 4f- 4Γ(U1,U2)

Mérjük fel I. felületi normálisait az origóból. Ezen pontokat az
II. % ∙ z*, (u1,u2)

vektor függvény állítja elő. Ezek a pontok az egység sugaru gömbön helyezkednek 
el. II.-t az I. gömbi képének nevezzük. Mivel II. a feltételünk szerint folyt© 
nosan differenciálható, Így II. a 26. pont értelmében felületet állít elő, ha 
még α II -—-..II rangja kettő. Szorítkozzunk ilyen pontokra. Mivel így II.pont 

•' 1’ λjai és az u1,uz értelmezési tartományának pontjai között, valamint az értel­
mezési tartomány és az I. pontjai között is kölcsönös egyértelmű a vonatkozta­
tás, igy I. és II. pontjai között is az.

Tekintsünk I.-en egy P(uJ, u2 ) pontot. Vegyünk egy körülötte fekvő fe­

lületdarabot, és Írjuk fel ennek a felszínét:



Vegyük a felületdarab gömbi képét, és írjuk fel annak felaainét:

*s jj ff du1du2 

T
Állítjuk hogy

(71) lim
T → u*

// )⅛ du1du2

777-..1 2 -X ⅛>JJ [g du1du2

ahol T→uθ azt jelenti, hogy a tekintett felttletdarab a P(u*, u2 ) pontra 
húzódik össze.

Számítsuk ki a g -t, azaz II. első alapmennyiségeinek determinánsát.

g ≡ ∂*, - κr >Λ 9tr vfi^ w∕k a
2uβ * £u* λ 5x? " gβΛ b*A bΛ " b<*∕* 8 b/5t

Uy
M- Mg''IW -~

is mivel X . X . t> - Xg

«- ∣S<m∣ -bX-X2g .

Ezek figyelembevételével

fs a<ι1du2 lí X ∣fβ du1du2
lim -1----------------- -- ub ______________

1 ~*uo J∕ dul<h*2 , T →< gfΓ du1du2

Alkalmazva az integrálézámltás középértéktételét és . pareméterelkban lévé T 

tartomány felezinét le T -vei jelölve a fennti kifejezés

1. ΓX (u1,u2) fg(u1,u2)

τ-*u0 τ ζ≡2)

•lakú lesz, ahol ü* és S* a T tartomány valamely pontja, áttérve a határ- 

értékre
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lim
T→uJ

// yg dutdui 

T_____ .
Ü tíg duj^du2 
T ’

X <⅛U20) fe(Up>*o) 
fβ<⅛ ∙uo )

•X («O> uo>

amint állítottuk.

51, Torzfelületek lefejtése.

Állítjuk, hogy a torzfelületek mind lefejthetek, azaz izometrikusan leké­

pezne tők egymásra.

Ezt azáltal bizonyítjuk be, hogy kimutatjuk, hogy bármely torzfelület le­

fejthető a síkra.

Legyen a torzfelület az

I. ^(s,t ) = ^(β > + t 4J ζβ) ; < ⅛*, ’ 0

alakban előállítva. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy 

az alkotók egy orthogonális trajektóriája, a az ívhossza, és (a) is egy­

ségvektor, azaz

2 2II. ∕g, =1 , « 1 , g,ΛJ » o .

Feladatunkat úgy oldjuk meg, hogy a síkot olyan paramétervonal rendszer­

re vonatkoztatjuk, hogy az egymásnak megfelelő pontokban az első alapmennyisé­

gek egyenlők.

Számítsuk ki az I.felület alapmennyiségeit

í
9 ti . , 4. .. U
-77't,÷M, “1

II. figyelembevételével

«ii -1 * 2t⅛, γ * t2γ2

«12 “ 0

«22 = 1

A síkot állítsuk elő az

III. χ (s,t) - ξ(∙)*tj (∙) (£*2 - 1,

alakban.

~2 — —
1 ∙ 1∙ W 0 ’

így itt az alapmennyiségek
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— — — 2 — 2
*n≡1÷2t√y *t γ

«12 = 0

g22 = 1

így az egymásnak megfelelő P(s,t) és T(s,t) pontokban akkor lesznek 

egyenlők az alapmennyiségek, ha

ii. ⅛,1'β⅛'< ée

Tehát célunk adott torzfelület mellett (•) -t

ni, hogy ennek eleget tegyenek.

-,2 
í 

ée úgy meghatói."

hogy - 0;

Két esetet f ogunk megkülönböztetni.

1.) ta V > azaz a felület hengerr.
így g,χ∣, = ° , χj,2 * 0, és gn « 1 , g12 ≈ 0, g22 - 0, tehát k-

^»2 « 0 legyen. Az utóbbi csak úgy lehetséges h«

• kons‰, az első pedig ez » 0 feltétel miatt csak úgy ha φr la

«7 ; azaz ^(β) * <λ→ s J. Valamint a III. feltételek mis’t <

4j(s)

Ebben az esetben

V. /(«,*) •<♦ ∙J*

és 

t∩ β 1 &12 * θ g22 * *

a leképezés izometrikue. Az V. által meghatározott koordinátarendszer Descai 

tee-féle orthogonális koordináta rendszer.

2,) /4j’ / 7 .

Határozzuk meg az 

így van olyan egyezerre

Kivel most sem sem

só 2λjjj'∙ 0 szerint egymásra merőlegesek, és igy lineárisan függetlenek, 

amaz /3 wj* ♦

és az m t értékeit. Mivel 9 i’.r ■ “
nem mind zéró <⅛(s), ∕3(s), í(s), hogy

nem nullvektor, igy ezek az >«2 - 1 -bői követ e

így <X / 0 . Osszunk ői -val

f ■ M'+Λ1

-al ssorozva II. figyelembevételével adódik ,hogy z> • 0 így
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VI.
amiből

⅛,a ■ a ∙e,i,

Vl-ot négyzetreemelve

√-∕√ ’

VII. ⅛,↑, " -f . • i’2 ’ J7 ’ “““ i’ “ >
legyen. Vezessük be pillanatnyiig •« •<£’ ∙ λ* <■ ⅛ “ 4 Jelölést, és kíván- 
juk meg a √, = ≡βllett ®ég a2 4√ βt • 4“ ≠ fennállását is.

t .a *1 " 
= jF

VIII.
“ - τ 4

De ezek éppen a Frenet-féle képletek. A 48. pont szerint folytonos
...1 esetén van olyan √ •4 és '*- ξ, függvény mely VIII.-nak, és 

( 8 ) v aÍgy vn-nek is eleget tesz. Tehát az így kapott ∕*)(s) és ⅛(a) * J^,(β)ds 
függvények segítségével a síkon a .III.szerint bevezetett koordinátarendszer 
olyan, hogy az egymásnak megfelelő pontokban az első alapmennyiségek egyenlők.

Hem bizonyítottuk még, hogy a leképezés kölcsönösen egyértelmű. De ez az

egész felületre nem is áll fenn mindig. Pl. olyan kúp esetén, melynek a kúp 
csúcspontja körül rajzolt egységsugarú gömbbel való metszetgörbéjének a hossza 
nagyobb mint 2ff . Tudniillik a kifejtésnél ez a görbe egy körbe megy át,mely­
nek lesznek kétezer számitó pontjai.

így ez a leképezés a felületnek egy olyan darabjára izometrikue, amelyre 

a leképezés kölcsönösen egyértelmű.
Még megjegyezzük, hogy torzfelületre más felület nem képezhető le izomer- 

rikuöan. Egy torzfelület minden pontjában X = 0, igy erre a felületre a 49. 
pont szerint csak olyan felület fejthető le, melynek megvan a hasonló tulajdon-
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sága. Ilyen felület pedig a 47. pont szerint csak torzfelület lehet.

*>2. Belső geometria.

Legyen adva egy 
_ _ 1 „2I. 
pozitív definit kvadratikus forma, amiben nyilván csak a g koefficiensek 
a lényegesek. Tekintsük az összes ilyen első alapformával rendelkező felületet, 
tehát az összes ezek közül valamelyikre izometrikusan leképezhető felületet. 
Mivel két felületen az első alapformák megegyezése, és bármely két egymásnak 
megfelelő görbeiv hosszának a megegyezése a 49. pont szerint equivalens, és to­
vábbá ez az egész metrika megegyezését jelenti a két felületen, így azt is 
mondhatjuk, hogy tekintsük az összes az I. által meghatározott metrikával 
rendelkező felületet.

Ez a metrika azonban már a paraméter sikban is tanulmányozható. Legyen
oC aCpl. az u ≡ u (t) által a felületeken egy görbe és a t^, és tg által annak 

egy ive meghatározva. Az u* ≡ u*(t) függvények és a t^, tg értékek a para­
méter sikban is egy görbe ivet határoznak meg. Ennek a görbe Ívnek a közönséges 

|/ .τ 2^ívhossza s = ( ¥ u + ú dt, mig ennek a felületeken megfelelő görbe ív­
hossza t_

1 t *2 ______________
II. s • \ V g^A u* ű0 dt

tη

Ha azonban a paramétersikban ilyen szabály szerint mérjük az ívhosszat annak 
megvan az az előnye, hogy az így mért ívhossz megegyezik a görbének a felüle­

Ú1 u2 
i-⅞=-⅛-— hanem

teken megfelelő görbe Ívhosszával. Hasonlóképpen az egy pontban értelmezett • <X ∙
ot e Xés Ug irányok szögének oosinusán ne a cos <*

g<A ⅛ li2
III. oos oC ≡ . l ■ .τ⅜ τ < _

¾"1 K<J Ü2 &2
és az uA egy T tartományának felszínén ne as 

hanem az Sz∙TTK∙996θ∙

Jj du1du2 
T .

kifejezést,
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IV. r ∙ ⅛ ∏β∑βi duldu2τ értéket értsük. Az I. segítségével II., III. és IV. által egy uj geometri­át értelmeztünk. Ennek a különleges metrikának megvan az az előnye, hogy a megfelelő elemekre a felületen fennálló közönséges metrikával azonos.A belső geometria ezen felületek közös tulajdonságaival foglalkozik. Mi­vel azonban a metrika ezeken a felületeken, és ebben a sikgeometriában közös, így a metrikus tételek is közösek. Tehát az I. -hez tartozó felületek belső geometriája, vagy az I.,...,IV. által meghatározott sikgeometria equivalens.Ezeknek a gondolatoknak többdimenziós terekre való kiterjesztései képe­zik a Riemann-f éle geometriák kiindulását.Megjegye?.¾Hkt hogyha egy kifejezés csak az első alapmennyiségek segítsé­gével kifejezhető, úgy az belső geometriai tulajdonságot jelent. T.i. hajlitás- sal szemben az első alapmennyiségek, és Így az egész kifejezés invariáns. Mi a •továbbiakban a belső geometriai tulajdonságok megállapításának ezt az útját fogjuk követni. Nem az I.,...,3V. által meghatározott sikgeometriát, hanem továbbra is konkrét felületeket fogunk tanulmányozni, és igénybevesszük a fe­lületet körülvevő háromdimenziós teret is, és ha egy eredményünkről kimutatjuk, hogy az csak az első alapmennyiségek segítségével megfogalmazható, úgy azt belső geometriai tulajdonságnak fogjuk nevezni.Megjegyezzük még, hogy a most értelmezett uj sikgeometria speciáleset- ként trτta^∣mázza a régi u.n. euklideszi geometriát is. Ha t.i. gat0 ≡ Jχft úgy az ívhossz, szög és felszín az ezekre definiált közönséges értékeket veszi fel. 53, Geodetikus vonalak,Legyen adva a kétszer folytonosan differenciálható ≡ # (u ,u ) felü­let, és annak két u*, u2 pontja. Kérdezzük, hogy melyik a legrövidebb iv- oC oChosszugörbe a két pont között. Azaz mely u ≡ u (t) függvények elégítik kiazI. dt = min ’. u (t1) ≡ u1 ct , cíu (t2) = u2feltételt. Sz.TTK.9968



Bz a kérdés a variációszámitáshoz vezet.

Jelölje az n dimenziós térben az x^(t),.. < ,x^(t) értékek által
meghatározott pontot és legyen

F =F (&, g...... t, (k))
ahol F a változóknak kétszer folytonosan differenciálható függvénye. Kérdés 
hogy melyik az az É ≡ ⅛ (t) görbe, azaz melyek azok az x1(t >.......⅞<t,

függvények, melyekre .
(2II- J= ) F(£ ,4 (k,)dt = min •
tl 

agy hogy 

iii∙ (, <tl> = C, 1 . £ <*2> 2
amit kerületi feltételnek nevezünk.

Bár ez is szélsőérték feladat, mégis sokban különbözik a közönséges szél­

sőérték feladatoktól, j'üggvényoperáción olyan függvényeket értünk, mely függ­
vényekhez rendel hozzá számokat, tehát olyan függvény melynek értelmezési tar­
tománya függvényekből, értékkészlete számokból áll. Ilyen függvény operáció pl. 
II., mely az x^(t), • xn(t) függvényekhez rendeli hozzá az J számot, és 
minden határozott integrál. A variációszámitás általában függvényoperációkn.ik, 
szükebb értelemben éppen integrálok szélsőértókeinek kiszámításával fogla2<ko- 
zik, mely szálsőértékek még bizonyos feltételeknek, itt pl. a III.-nak tesznek 
eleget.

Szorítkozzunk a k « 1 esetre, és keressünk a szélsőértékhez szükséges 
feltételeket. Tegyük fel tehát hogy az £ = ^0(t) Il-t, és III.-β,t már ki- 

elégíti, ős legyen e mentén tg
Í f ⅛√.>λ “ Jo •
tl

Vegyünk egy III.-at kielégítő folytonosan differenciálható & (t) görbét.
Az ilyen görbék képezik a megengedhető konkurrenciát. Ilyen görbék mentén az 
integrál csak nagyobb vagy egyenlő lehet mint Jo . Ilyen görbéket úgy kapunk, 
ha az £ θ(t) “ kéz olyan folytonosan differenciálható vektorfvggvényeket a- 

dunk hozzál, melyek értéke a t^ és tg -ben nullvektor. Legyen tehát

Sz.TTK∙996Θ
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IV ZΛ, ≡ ¼ (t ) (t1) = ⅛ (t2) « V
egy folytonosan differenciálható vektorfüggvény. így a konkurencia az£ (t) “ ^o<t> ♦ t *(t)görbesereg, mely t minden értékére egy görbét ad. ízek mentén a II. integrálÓ függvénye. 4,
De J(Ó ) -nak az £ ≡ 0 helyen szélső értéke van. így szükségképpenJ’( t )∣0 - J’(0) - 0Számítsuk ki J»(0)- at. Képezzük először az J»(£) -t. Mivel P folytonosan differenciálható, szabad az integráljel alatt differenciálni.(2f 1j>(t)« ) [ *fc <é »£ + V kt>'⅛ **1 dt ’tlahol nP, (£.£ )* “ Σ Pχ (x1(t),...,⅞(t),x1(t),. C b t, < «■> i ... in (t)) ai(t)
ée Így t2 ,J’(0) » \ ( o >*♦ ⅞∙ <⅛.√=>*J dttlA második tagot parciálisán integrálva

v£ dt β
IV. miatt azonban
V.

a kiintegrált rész eltűnik. így/2J’(0) = ∖ <Pi -⅛∙pp λ tl dt ≡ 0
Ez azonban csak úgy teljesül, haPÉ - ⅛pfe∙ =0azaz ha Sz.TTk.9968.



(72) ⅛ ^ ⅛ (fp) = 0 (1-1, ... ,n )

Egyébként u.i. a IV-nek elegettevő ∕Λ komponensei mindig választhatók úgy, hogj 

az V. integrál pl. pozitív legyen.

(72) tehát a szélsőérték szükséges feltétele.

(72) egy másodrendű differenciálegyenletrendszer, az u.n. Euler-Lagrange 

féle differenciálegyenletrendszer.

Mivel (72) csak szükséges feltétel, Így a (72) megoldásairól nincs biz­

tosítva hogy azok Il-t mind kielégítik, mégis a (72) megoldásait extremálisok- 
nák szokás nevezni.

Térjünk vissza az eredeti I. problémára.

A megoldások az I. problémához tartozó Euler-Lagrange-féle differenciál- 
egyenletrendszer megoldásai közt vannak. Itt most

F = F (ui,u2,u1,⅛2) . |í (u1,u2) u* Ú,s

Azaz k = 1, n ≈ 2, és az x -ek helyett u -kát használunk.

írjuk fel az Euler-Lagrange-féle differenciál egyenletrendszert

JLH . d θp = Az 
θ√ dt qű* i*

Képezzük az itt szereplő

¾F - 1
*nβ z öu

1⅞
•a. 0

⅛u U

δ -f~3 ti öú 3u*
f kifejezéseket

"⅞

ú ur '
>∂.Saiβ

∂√
3 &at a • <*, • A 
---- ÷- U U 

. 3ur-

u

1

∂ ⅛ 
d u* 3u

ü

¾ F β
.3 d* 2 F 2 ¾ • β

⅛ ^ggg ⅛i 
P 3

∂2 F
., 3ds δua

32 í 1 0P ∙β i
^Γr ⅝ u +~⅛×

Ezek alapján az Euler-Lagrange-féle egyenlet

⅛⅛-*fi, ∙⅛5> 0,∙∙ -f ⅛-i'^'∙
Sa.TTH. 99βa



azonban

A- lóg P 
dt

= 1 ( ü* 
pUα°l

és flgyelembevéve az elsőfajú Ohristoffel-féle szimbólumoknak a 44. pontban

adott értelmezését

⅛°^ ⅛ft - ü* ) + A ( 10« F ) g
oσ<c , p v dt / «p

ú'3 - 0

azaz

g uet + Γ Al β ( — lóg F) g_. •
e6k * dt /ép

Szorozzuk ezt g -val«* ♦ cζ ⅛ √±ι05>) 4*
CTC

• ! λ,. ∣∕ «. 0
Tekintsük most az Ívhosszat paraméternek. Ékkor F ∙ f g^∣ u’ u, « 1, igf

(73) a¾f =-Γ∖ áaLáal.
ds2 e<∙ p ds ds

Ez tehát az eredeti problémánkhoz tartozó Euler-Lagrange-féle differen­

ciálegyenletrendszer • Ebből sokmindent leolvashatunk.

Ennek a megoldásait geodetikus vonalaknak nevezzük.
Mivel (73) teljesülése az eredeti problémánk megoldásához csak szük­

séges feltétel, így a legrövidebb vonalak geodetikus vonalak, de nem minden 

geodetikus vonal Jelenti a legrövidebb utat.

(73) másodrendű differenciálegyenletrendszer. Ennél nemcsak azt szabhat­
juk meg, hogy a megoldás milyen pontból induljon ki, hanem azt is, hogy milyen 

irányban. így minden ponthoz ás irányhoz tartozik egy geodetikus vonal.

Továbbá mivel a másodfajú Christof fel -féle szimbólumok csak az első a- 

lapmennyiségek függvényei, és a geodetikus vonalak differenoiálegyenletrend- 

szere csak ezek segítségével van meghatározva, igyez hajlitással szemben inva- 
3z.TTK.9968.
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riáns, azaz egy geodetikus vonal a felület hajlitása után is geodetikus vonal 

marad. Tehát hogy egy vonal geodetikus-e vagy sem az belső geometriai tulajdon­
ság.

(7^) egyszerű következménye, hogy az euklideszi sikban, tehát a közönsé­

ges euklideszi metrikával felruházott sikban két pont közti legrövidebb távol­
ság az egyenes. Mert ha az euklideszi sikot derékszögű koordinátarendszerre vo- 
nat közt a tjük, úgy g ≡ , és igy ∣ot = O, azaz a geodetikus vonalak

d^u
egyenlete ---w- ≡ 0 , a megoldások pedig egyenesek, 

ds
(73) segítségével a geodetikus vonalaknak egy karakterisztikus tulajdon­

ságát adhatjuk meg. Azt állítjuk, hogy egy geodetikus vonal mentén a görbe fő­
normálisának iránya összeesik a felületi normális irányával és fordítva, ha ez 
teljesül, ugfy a görbe geodetikus vonal.

Legyen £ ≈ £ (s) egy az Ívhosszra mint paraméterre vonatkoztatott felű 
leti görbe az # = > (u^,u^) felületen. így a Frenet képletek szerint

Más részről

VII
4 
ds,

d 
ds

VI. és VII., valamint a Gauss-féle egyenletek szerint
• /

Vili. c / - (ζ* uΛ √ ♦ √) J⅛r + t uΛ u,∣*4t,
' 3u βi<5

Ha azonban ⅛ geodetikus vonal úgy (73) szerint együtthatója zéró, és
í = Á * • Po^itva: ha j = X * úgy -2X együtthatója zéró, azaz a görbe

3 ugeodetikus vonal.
VIII.-ból az is következik, hogy ha J egyenes, azaz 0 ≡ 0, úgy - *

$ -.együtthatója is eltűnik, azaz minden egyenes geodetikus vonal.
Végül VlH-ból azt is leolvashatjuk, hogy egy geodetikus vonal görbülete 

σ ≡! bβ0 u* u'i3 I • Ez azonban egyébként is következik (45)-bδl, figyelembevé- 

ve hogy ha a görbe az Ívhosszra van vonatkoztatva úgy g u,α u,l% =1

Sz.TTK. 9968
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54, Geodetikus görbület.

~Egy £ (s) felületi görbe egy P pontjában a görbe geodetikus görbületén 
értjük azon Γ(θ) görbe P -beli bizonyos előjellel ellátott közönséges görbü­
letét, melyet úgy kapok, ha az eredeti görbét merőleges vetítéssel a felület il­
lető pontbeli érintősíkjára vetítjük.A geodetikus görbületet Cg -vei fogjuk 

jelölni.
Ál üt juk, hogy az Ívhosszra mint paraméterre vonatkoztatott £ (s) görbe 

geodetikus görbülete a s pontban
(74) Cg(s) ’(s), £”(s), '*<≡)) •

Tekintsük az g (s) -nek az érintősikra való vetítésekor a vetitősugarak 
által alkotott hengert, (s ) ennek egy normálmetszete. Továbbá a P -beli 
g,(s) és g* (s) egyirányúak. így Meusnier tétele értelmében a két görbe gör­

bülete között a P pontban a
7? (s ) ≡ C (s) I cos ot J

összefüggés áll fenn, ahol C az ζ ? pontbeli görbülete, <*- pedig a hen­
gerfelület P pontbeli normálisa, és az ξ P pontbeli fónormálisa által be­
zárt szög, ami ugyanaz mint az felületi normális, és a ¼, binormális ál­

tal bezárt szög. Ez oos °C előjelével ellátva fogja adni a geodetikus görbüle­
tet. így

cg(s) ∙o (í ¼) ∙ (∕χθ∕)* s∙ (£ ,χ • (£ ’»£”»*) 
V.
amint állítottuk.

(74) fontos következménye, hogy geodetikus vonal geodetikus görbülete zé­
ró, mivel geodetikus vonal mentén / »és egyirányú. Valamint for­

dítva, ha 0 ≡ 0 úgy a görbe geodetikus vonal. Mert a C • 0 csak úgy telje- 
S ®

De ξ ” és mindig merőleges
ζi -re. így ha egy síkban vannak akkor is, azaz ≡ *4f , tehát a görbe ge­

odetikus vonal.

sülhet, ha £ és 4t" egy síkban van

Állítjuk, hogy C hajlitással szemben invariáns. Ezt úgy bizonyltjuk be, 
S

hogy G -t előállítjuk csak az első alapmennyiségek segítségével. Legyen

t = t β u2(≡))
Sz.TTK.9968.
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ígyI. d t _ ∂ P <* díj- ≠ —SS .~≈m, U,' β . ■ ■ ii. l U >ds 3u* 0√d2^ c a2√- 

'jrw⅛ι ι∙yy∣ ι ≡ *≡mm*mbmwmmm*

ds au*a√ 
u><3 ♦ J≤ u«* 3ud

és u∙"^ u∙fl U∙i (-≡4 x -⅛, . du 3 u♦ b u»á u,i* u,t (-⅛∙ X ¼) ♦ u* u”* (-—£ * )β*^ ∂u* ∂u^ 3u* De °gHa t6 = 1III.
β ( S', s (S’X£W) *sl if*P u*u,pu'*÷ u’*u”5 (-^4 ,^-£,4)- 6 úgy a determináns értéke zéró, így csak a t « 1, 6=2, és a t ■ í>esetet kell venni, amikor a determináns értéke íg σg ≡ ( Γ a *1 “ C∖ u*2 ) u * U’P ♦ u'1u"2 -ö ' ol (3 * p /

ill - Vg . így u,2u"1A jobboldal azonban a görbét meghatározó uoi (s) kivételével csak az első a-lapmennyiségek függvénye, tehát C hajlitással szemben invariáns, oMint megállapítottuk á dg, = 0 szükséges és elegendő ahhoz, hogy egy görbe geodetikus legyen. Ez a geodetikus vonalak újabb egyenleteinek a megálla­pítására ad lehetőséget. így például( g”, ≡ 0Térjünk át a kitüntetett s paraméterről az s = s(t) transzformációval egy tetszőleges t paraméterre,
⅛-≡ _d£m 4 J ds dt ds θ d⅞ β X / dχ dt∖ = d% / dt ∖2 + d≠ d2t ds2 ds dt ds' dt* ∖ds' dt ds^ £így a geodetikus vonalak egyenlete tetszőleges t paraméterben

+ P é , = as°azaz
Sz.TTK.9968.
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"0 2∙
így I. és II. mentájára képezve a —, -—⅛- kifejezéseket a geodetikus vo- 

dt dτ
nslak egy újabb egyenletét adja a III. kifejezés, ha a C helyébe zérót, a o
jobboldalon pedig az s szerinti deriváltak helyébe t szerinti deriváltakat 
irok, azaz '/g ∕, o -val osztva

(C. p ú1 - Γ p ú 2I ú* ú*6 + ú1 ü2 - ú2 ű 1 « 0

\
55• Geodetikus parallel koordináta rendszer.

Megmutatjuk, hogy az # = ^(u1,u2) felület egy folytonosan differenci­

álható u = u (s) (s0 f s ∙⅛ s1) görbéjének elég kis környezetében bevezet­
heti olyan orthogonálls paramétervonal rendszer, ahol az egyik paramétervonal 

sereg geodetikus vonalakból áll, a másik paramétervonal sereg pedig ezek ortho 
gonális trajektóriái.

Legyen az u* = uβi(s) az u1 ≈ 0 paramétervonal, és legyen ezen u2 

az Ívhossz, azaz

I. u ≡ u (tT)

Tekintsük ezen görbe pontjaiból a rá merőleges irányban kiinduló geodeti­
kus vonalakat. Legyenek ezek az ű2 « konst. görbék, ahol u2 a kiindulási 

pont u értéke. Legyen ezek valamelyikén, pl. az u2 ≡ 0 -n az u^ az Ív­

hossz .
Állítjuk, hogy a geodetikus vonalak tekintett serege az ű^" = 0 elég 

kis K környezetében mezőt alkot, azaz egyrétüen fedi K -t. Az u*≡ u*(u2) 
pontból kiinduló valamely geodetikus vonal bármely pontjának koordinátáit meg- 
határozza az u* = u*(u 2 ) pont, a kiindulási irány, mely a mi esetünkben me­

rőleges az I. görbe érintőjére, és melyet jelöljünk p*ς(0≡) - vei, valamint a 

geodetikus vonal s Ívhossza. Azaz egy geodetikus vonal valamely pontjának 
koordinátái ezen mennyiségek valamilyen függvényei

u* “ fw (≡> ⅛2), px(u2)) = gjs.ü2) 

Képezzük a
D ≡ θ (tt∖u2)

Ö(s, ű2)
Sz.TIK.9968.
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függvénydeterminánst az I. görbe mentén, azaz az s = 0 mellett. Azonban

3s ’
3=0

/—2 \ = P (u )

m ért ez egy geodetikus vonal érintője az I.görbével alkotott metszéspontjá-

bán, és
/ d *, -2 í 'il ⅞ u (s, u kθ2

az I. görbe érintője

| " -⅛5∙ ∏°i(0,u2)
s=0 3u

így

= —- u* (u2) = u’* (u2 ) 
duii

3=0

p1(u2) 

u,1(u2)
P (u ) 
„ ,2,-2

mely zérótól különböző 

irányokat határoz meg, 

bének van olyan K környezete, 

jai és a felület pontjai között

vT minden értékére, 

ezek a mennyiségek folytonosak, igy az I. gör- 

ahol D / 0 . K-ban a geodetikus vonalak pont- 

kölcsönös egyértelmű vonatkoztatás áll fenn,

mert a két sor egymásra merőleges

valamint

azaz K minden pontján egy és csak egy geodetikus vonal halad át, azaz a te­
kintett geodetikus vonalak K -bán mezőt alkotnak.

A további meggondolásainkat ezen K környezetre korlátozzuk. Tekintsük

ezen geodetikus vonalak orthogonális trajektóriáit. Ezek a differenciálegyen­
letek elmélete szerint szintén mezőt alkotnak, Legyenek ezek az u2- = konst.
görbék, mégpedig minden orthogonális trajektóriához azt az u2^ értéket rendel­
jük hozzá, amilyen u1 értéknél metszi az illető orthogonális trajektória az 
“2u = G görbét. Mivel a geodetikus vonalak egy másodrendű differenciálegyenlet 

megoldásai, igy maguk is folytonosan differenciálhatók; igy az orthogonális 

trajektóriáik is, igy folytonos. És mivel ezek merőlegesek, igy

3 4f τ 3 t , ↑t, II a ri ||
—1 x 2 r V » azaz a II matrix rangja kettő. így ezek a görbék a 

26. pont szerint bevezethetők paramétervonalaknak.

Vezessük be ezeket a görbéket paramétervonalaknak. Ezt a koordináta rend­

szert geodetikus parallel kootdinátarendnek nevezzük.

Jelöljük a koordinátákat egyszerűség kedvéért ezen uj koordináta rendszer­
ben u helyett újra u*-val. Vizsgáljuk ebben a koordinátarendszerben az első 

alapformát. Mindenesetre g^ ≡ 0 . Használjuk ki továbbá, hogy az u2 = konst.

Sz.TTK.996θ
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görbék geodetikus rónaiak, azaz eleget tesznek az

1 2 odifferenciálegyenletnek. Mivel azonban u∙ = u* - 0, így 
r 2 12

0 - - '1 1 u

és mivel egy ilyen görbe mentén / 0
π 2 o( 2 r< J 2 Γ*l + -22 Γ a £12 [”?..+ Γ2 -. « 

0 = ∣1 1“8 fldl"4r ∙lll+β *121 g lli g 121

De mivel gχ2 = 0, Így g11 no» leüet zéró, mert különben g is tiró lenne

⅛"' r 1/3812 3 821 3 811∖g-I ¾ ⅞11
0° 121w2 + 5ur^ ^ 9u2 / 2 3 U2

azaz

aza2 g11 csak az ul függvénye. De az u2 » C görbén u1 az Ívhossz, Így 

ott g,, = 1. De g,1 az u2 -töl nem függ, így bármely u2 = konst. mentén 1, 
oll ∙*∙J∙

azaz
gll s 1

azaz u1 mindegyik geodetikus vonalon az Ívhossz. így az első alapforma a 

következő egyszerű formát ölti
∙1^ ∙2^

(75) 1 u ÷ g22 u

Fordítva, (75)-bδl, tehát a g-^ = 1, gj2 β θ -bői II.-tői visszafelé 

következik I., tehát ha az első alapforma (75) alakú, úgy az u ≡ konst. gör­
bék geodetikus vonalak, az u1 ≡ konst. görbék az orthogonális trajektóriáik, 

azaz a koordináta rendszer geodetikus parallel koordináta rendszer, (75) tehát
a geodetikus parallel koordináta rendszerre jellemző.

Állítjuk bármely geodetikus vonalnak két u^ ≈ u| és rΛ 8≡ u2 paraméter
2 vonal közé eső ive egyenlő, A görbe u = konst. Az Ívhossz

«2 új , .------------ ^2
• 1 2 1u dt » uι ” uι = lcon3't∙

“1
s =

Sa.TTk-9968



Az ilyen görbéket geodetikus párhuzamosaknak nevezzük.
Mostmár módunkban áll kimutatni, hogy a p , p^ pontokat összekötő geo­

detikus iv bizonyos viszonylatban a legrövidebb. Légy a pθf1' geodetikus iv 
Qgy geodetikus parallel koordinátarendszer egy geodetikus paramétervonalának 
egy szakasza. Állítjuk, hogy ezen koordináta rendszeren belül futó Pθ,P^-et 
összekötő görbék között épp a tekinte+t a legrövidebb. Legyenek a többi P és 

1 1 p τP1-et összekötő görbék u = u , uc ~ f(u ) alakban adva. így az Ívhossz 
ul ,________________
íl ∣∣ 2

s = j f 1 + ¾o f, du > 
u^ 
o

ami akkor minimális ha f,(u1) = 0, azaz ha u2 ≡ f(u1) ≡ konst, azaz geodeti­

kus paramétervonal mentén, A Pθ és P-^-et összekötő geodetikus páráméte~rvonn^l 
viszont csak a kiindulási geodetikus iv.

56, Geodetikus polárkoordináta rendszer.

Tekintsük egy kétszer folytonosan differenciálható felület egy P pont­
ját. Állítjuk ennek bizonyos K környezetében bevezethető olyan paramétervonül 

rendszer, ahol a psramétervonalak egyik seregét a PQ-ból kiinduló geodetikus 
vonalak, a másik sereget ezek orthogonális trajektóriái képezik. Ennek az úgy­
nevezett geodetikus polárkoordináta rendszernek Pθ nyilván szinguláris pontja, 
továobá az is látható hogy ez a geodetikus parallel koordinátarendszernek egy 
speciális esete, hiszen itt is geodetikus vonalak és azok orthogonális trajek­
tóriái képezik a két paraméter vonal sereget, csak a geodetikus vonalak egy 
pontból indulnak ki. A bizonyítás is egészen hasonló gondolatmenetű.

Először is állítjuk, hogy a Pθ-b61 kiinduló geodetikus vonalak PQ bizo­
nyos környezetében Pθ kivételével mezőt alkotnak. Legyen a kezdeti koordináta 
rendszer olyan, hogy Pθ koordinátái u1 ≈ u2 ≈ 0, valamint gjl(0,0) ≈ 
g22(θ>θ) β 1, és g12(0,0) = θ> amit az általánosság megszorítása nélkül fel­

tehetik. Legyenek egy a Pθ-b01 kiinduló az s ívhosszra mint paraméterre vo­
natkoztatott geodetikus vonal érintőjének komponensei a Pθ, azaz az s = o 
pontban

Sz.TTK.9968.
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Tekintsük ezen geodetikus vonalon valamely sθ értékhez tartozó P pontot, 
és vezessünk be a e « sθ S paraméter transzformációval a S paramétert.így 
a Po-hoz továbbra is a 0, a P-hez pedig az 1 paraméterérték fog tartozni.
Mivel a PQ-on átmenő bármely geodetikus vonal valamely pontját a geodetikus

vonal Po-beli kiindulási iránya, és az illető ponthoz tartozó paraméterérték
meghatározza, Így egy PQ-on átmenő geodetikus vonal pontjai

ui = fβJ 3 du^
dS

30

du2 
dS

30
formában állíthatók elő. Azonban

du1 du^
dS ds

3 = 0

ds
dS 

8≡0

β 8Qcos$ és hasonlóan
30

du2 
dS β βo sin $*

30

u * f43ς(S , sqcos &, sQ sin 5"')

Rögzítsük 

ahol s =

most S-et 3 ≡ 1 -re, és változtassuk s o 
u°t ∙ g<c(s cos$*, s sin $9

0 szolgáltatja a Pφ-at. Vezessük be az 
x1 ≡ s cos 9"

-at. így

jelölést. Ezékútán

x2 ■ s sin fi

u0*'∙≈ ⅞ζ(χ1,χ2)

Megjegyezzük, hogy ezen i* mennyiségeket Rlemann-féle normál koor.H „átéljek

nevezzük. - Vizsgáljuk most a
D - 3(u1.u2)

3(x1,X2) 
függvénydeterminánst a Pθ pontban, azaz az x^ ■ x2 = 0 helyen

Tekintsük a
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J⅛y II.-t a ⅛ - 0 és helyen tekintve kapjuk hogy

D(Pq) = 1
és mivel D elemei folytonosak, Így Po-nak van egy olyan K környezete, a- 
hol D / 0. így ezen K környezetben a felület u“ pontjai és az i* szám- 
párok között kölcsönös egyértelmű a vonatkoztatás. De I. szerint az (x1,χ2) 
és a geodetikus vonal sereg (s J ) pontjai között is kölcsönös egyé^mü^ 

Po kivételével, azaz minden ponton egy és csak egy geodetikus vonal halad át 
Po kivételével, azaz a I>0-b01 kiinduló geodetikus vonalak PQ egy megfelelő 
K környezetében a PQ kivételével mezőt alkotnak.

A továbbiakban K-ra szorítkozva tekintsük ezen geodetikus vonal sereg 
orthogonális trajektóriáit. Ezek szintén egy mezőt alkotnak.

Ekkor azonban mint az előző pontban újra két K -t egyrétüen fedő görbe- 
seregünk van, melyeknek egyike geodetikus vonalakból áll. Azonos feltételekből 

azonban azonos következtetéseket tudunk levonni, tehát az első alapforma itt 
is (75) alakú. Részletesebben: tekintsük a geodetikus vonalakat a = konst.
görbéknek, az orthogonális trajektóriákat pedig a 6 = konst. görbéknek, ahol 
€ azon pont s értékével egyezzen meg, amelyben az orthogonális trajektória 
a ⅛≡ C geodetikus vonalat metszi. A geodetikus polárkoordináta rendszer el­

ső alapmennyiségeit újra g^ -val jelölve mindenesetre g12 ≡ 0 . Az előző 
pontbeli bizonyitás szerint pedig g11 ≡ 1 . így (T Ívhossz az összes geode- 
Sz.TTK. 9968.
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titai3 vonalon. így s -tői mindegyik geodetikus vonalon legfeljebb csak egy konstansban tér el. Azonban rθ-ban s » 0 és t « 0, mivel ez az orthogonális trajektória a PQ pontra húzódik össze, igy 6 ≡ s . így az első alapforma •2 * 2(76) s + g22 V1Az orthogonális trajektóriák a Po≡t61 egyenlő távolságban le­vő pontokból álló görbék. Ezeket geodetikus köröknek nevezzük.57. a Gauss-féle görbület geodetikus koordináta rendszerben^A 48. pontban megállapítottuk, hogy a Gauss-féle görbület csak az első alapmennyiségek függvénye, Se nem határoztuk meg hogy azoknak milyen függvénye, mert eddig arra nem volt szükségünk. így most először meghatározzuk hogy a Gauss-féle görbület hogyan függ az első alapmennyiségektől, utána pedig az el­ső alapforma geodetikus koordináta rendszerben való (75) 111 • (76) formájának felhasználásával megállapítjuk hogy hogyan egyszerűsödik ez geodetikus koordi­náta rendszer esetén.

≡ g11-
12 értéket 48. II.
a r,ι2ι 3 Γ,ι22 . rj 
^rτ2------á-T~ ♦ ' i

szerint, igy
r 2 r", Γ 2i 2<Γ- 1 2 1 /

48. III. szerintr1212 β bllb2 " b12 blpαt 2βfc“ bllg b2∙c" b12 8 bl<X= S21ibnb21 " b12blP * ff22^bllb22 ’ b12^-⅛lb 
8 oírjuk fel még E1R X = gllAz itt szereplő másodfajú, és ezenkívül az elsőfajú Christoffel-féle szimbó­lumok is az első és utolsó indexükben szimmetrikusak, mertΓ* 1 í 3 8pt g r* _ θ g<⅛ι⅞ \ _ 1/ θ gty . θ g⅛f w 8β<* βd ^'3uoc 3u*a δu*∕ 2∖∂uet 3ufi 3ut∕1 / θ 8*,t 8 (bt \ _ Γ,Σ ~Γ""Γ * ⅛' ⅛ ’ √,Γ ) ~ \ d u O u 0 u /és igySz∙TTK∙ 9968.
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Ezen szimmetria felhasználásával ^11 előző kifejezésével való összehasonlitás utján belátható hogy
Γ1 r≈ \ ‘1 2 ‘1 1/∙√r1∖r√i

A második és harmadik tag zárójelében formájú: ∑r∕pÁllítjuk, hogy
2∑ Γ

lévő kifejezés ilyen
Ugyanis

. j-¾og & . 1 iLs_ . 
a u<, s a

g22 ¾I . sll ∂g22 _ , g12 ^g12 _ sd∙t ∂ 
g dnf g 3t?~ g 3 u^Azonban

Γ∙ ÷Γ =2f⅛L l**P ♦ °-a√^ami a baloldal részletes kiírásából azonnal adódik. így >'"⅜y = ) β SχiG Ttp ♦ Zlt ∣71f> * S2*Γ>≠P *
♦ 82t Γtf 2 P " f∖ 10 * gll∏Lip * β12 Γz ip * 2p * ff21 Gl2(3* ^22. 2∕Γ 1 +∏2 V2∖l 1 f + 2 p ) •mert pl. a második és ötödik tag összege g*1 Γjα∣⅛ β p ’• Tehát ezen részletállitásunkat bebizonyítottuk. Ebből következik, hogyΓ,1λ ♦ Γ2* . 1 ..⅛⅞ra . _®12aJki P 2 P i 3ttP 3 u<3Ezt alkalmazva 1‘1 1 21 1 3ur1 2Szorozzuk ezt -el, és a jobb oldal első tagjában Írjunk —& *11 d∣ι i 

a??"Sz.TTK. 9968
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helyett ----- -κ — }1'1 j • t, és az elkövetett hibát a megfelelő tag hozzá-
9u ' ⅛ '

adásával korrigáljuk. Járjunk el hasonlóan a második tagnál. így

Jelöljük az első szögletes zárójelet A -val, a másodikat B -vei, ígyA = JE_i ii1l .1J___ θa±+x ⅛-1g- =J⅛2⅞is11 is 2 lls θu 2∣fg3u 3« 3,,’ 2λ, g11 au
és hasonlóan

⅛y

B = - —A
*11' a7r

c> Sí 1-—⅛≡∙ - t a másodfajú 
3u*

∏2 _ Γ1 ΓM .
*12*1211'

3g11 p2 
’1 1

Fejezzük ki a

hogy a 3.,4. és 5. tagban egyformán

Christoffel-féle szimbólumok segítségével, 

a Γ- k szorzatát kapjuk, f~ιι<3ζ defi­

3√r

níciója szerint felírva λ 
⅛1 r- r*

« 2 ∣llcc- 2 g1^∣1 d,

Ha ezt az értéket beírjuk Vg & kifejezésébe, és a -re a szummációt, és a

szorzásokat elvégezzük, úgy azt találjuk, hogy a 3., 4. és 5. tag összege zéró.

így

(77)

Ha az ¾219 helyett az R2121 kifejezésből indulunk ki,úgy azt kapjuk.

hogy

(78)

(77) és (78) -bán *^∙ konkrét formában van az első alapmennyiségek se-

gitségével kifejezve.
Sz.TTK. 99δθ.
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nézzük meg hogyan egyszeriigődik ez 
rendszerben. Itt (75) és (76) szerint 
Tehát (78) Így alakul

az eredményünk geodetikus koordináta 
gH β 1∙ δ12 λ 0 • Iffy 8 • <22 •

Számítsuk ki ^2 2 **θ^' és 2 1 -et geodetikus koordináta rendszerben

212 “ 81 Í7<2 " β11 i 2 + g12 2 2

Azonban 812 és g11 ≡ g22 = £22
8 <22

— ■ o 
s

II. 2 2 2 12
^⅞2 2g;
©u^ ’ ~ ■

Hasonló számítás eredménye képen i"2∖, • 0 így

Q
∂ U' g22

1
8 22 3«

azaz
(79)

-féle
A geodetikus pol£rkoordináta rendszer segítségével módunkban áll a Gauss- 
görbületnek még egy érdekes értelmezését adni,
Legyen P egy geodetikus koordinátarendszer középpontja. Határozzuk meg 

egy so sugaru geodetikus kör kerületét. Ezen kör egyenlete s » sQ, S » ∙S, . 
A kerületet L -el jelölve 2T

L ≡ 1

Pejtsük 822 "t a p környezetében s szerint hatványsorba. Először 
is állapítsuk meg g22 értékét a P pontban. Induljunk ki az előző pont kez­
deti u°t koordináta rendszeréből. Jelöljük most itt ebben a koordináta rend­

szerben az első 
tételek szerint 
bevezetett xot 
Sz.TTk.9968.

alapmennyiségeket g* (u1,u2) -vei. Az előző pontban tett fel- 

P ≡ (0,0) ős (0,0) = . Térjünk át az előző pontban
koordinátákra, és jelöljük az első alapmennyigégékét g
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III.val. Továbbra is P = (0,0) . A 39. pont szerint 3 √ 9 √f * g≤ΓT7 ~~71θy (o,o) ≈ ^oc∕i> . Térjünk át végül is az (s, ^ ) geodetikus polárkoordináta rendszerre, és jelöljük az első alapmennyiségeket g^1, s12, s22 " ve^Újra P ≈ (0,0) , és III. szerint, φ / 9xι \2 _ axι ax2 _ i 9x2 \ 2 - g22(s, V ) = [—yr ) g11 - 2 -yy yy g12 +( ) S22

56. I. figyelembevételévelg22(s, ) = ≡2 cos2^g11 - 2 s2 cosl^sin^g12 + s2sin2i^ g22 ,
ég -------i------------------------------------- .----------------- —~∣fg22 ≈ 3 ∣cos2⅛ g11 - 2 cos⅛sin⅛g12 + sin2⅛ g22

ígyIV. üm g22(s, ⅛ ) = 0 s →0 íd lims →0 g22 = 0
"7"" s ^0≡2'9' #11 - 2 003 Sin g12 + sin2ιi^ g22 ÷ s -™ |

Azonban az s ≡ 0 helyen, azaz a P pontban gβ^ ≡ , ÍgyV. lim Q,^22 = 1s —>0 d sHatározzuk meg még a második és harmadik parciális határértékét.(79) szerint
és igy IV. szerint lim s —>0
és V. szerint - £ (0,0)

így a hatványsor Sz.TTK. 9968
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3 4fgZL β a - X (o,o) + ZZ é 4l

▲ geodetikus kör kerülete pedig

L -
2T

U 6
V 'vo

SÍ 
41

) d#

- 2r. .u83jς+ 21 β*(...>
6 41

amiből
(2rs- X) 6

2^8 s2 xo-V∙∙∙j
Az a = o határértékre térve át

(βo) JC - lia ⅞Ts-,-Ji 6 
b →o 2 Te s

Azaz a Gauss-féle görbület határértékben egy s sugarú geodetikus, és
egy s sugara közönséges kör kerületének különbségével arányos.

58. Geodetikus vonalak differenciálegyenlete geode­
tikus polár koordinátarendszerben.

Induljunk ki a geodetikus vonalak 54. V.

Q2(i, Ú* úA ű1 - .oC .β . 2 .1 ,ta .2 ∙∙1U UU⅜ UU- UU≡ 0

differenciálegyenletéből, és vegyük figyelembe az első alapmennyiségeknek a ge­
odetikus koordinátarendszerekre jellemző értékeit, tehát hogy g^ « 1, ős 
512 ■ 0 . így az 57. I.,II. ‘-hoz‘teljesen hasonló számítás' szerint

Ezek flgyelembev0tβl0vel54∙v⅛gy geodetikus koordináta rendszerben Így alakul

8z.ITK.9968
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I. 1 dg?? .ι2 2 j ^§22 ∙1 .22 1 dg?? .23 . ∏ ..2 ,2 ∙1_i-------- ££ ú1 u2 + —1— Λ≤ u∙l ú + ⅛------ τ≤ u2 ÷ u1 u - u ui ≈ 0β22 3u1 2 κ22 a 2 2Legyen most egy geodetikus polár koordináta rendszerben egy az u ≡ konst. -tói különböző geodetikus vonal egyenlete1 2 u = u(u )II. 2 2 u = uformában adva. Ekkor u = u , u ≈ u , u = 1 , u ≡ 0 , és I. az
III. ⅛)2 1 ös22 . 1 ^«22 _ .. ' ....... “---Ü. + ∙χ∙ ■-■—⅝— “ u2 g22 0 u 2 Θu1

12 2 2egyenletre redukálódik ahol g22(ux ,utf) ≡ g92(u(u )tu ) . Legyen most aII. geodetikus vonal és az ennek a pontjain*átmenő u ® konst. geodetikus pa- ramétervonal érintői által bezárt szög. Az előbbi érintőjét az ú» u , u »1, mig az utóbbiét az ⅛ « 1 , ü2 ■ 0 értékek határozzák meg. így ö g
. /3gotp,u 4 _ ü

COS β ' ' 1 ■ ' ......." ■■ — —— I ■' ■ '1'1» ≡ — » ■ ■ ■  i*i*f v⅞p ⅛ u »2♦»22 amiből (Ú)2 ≡ (Ú2 + g22) COS2αC
17.
ésV.

• I COS oó ,/—~ . λzu « 1 g22------------- --- [∕g22 cot-g űCl-cos2«<
u COt g o(

írjuk most be ú. és ü. -nak IV. és V. szerinti értékeit III.-ba, Így
1 á E22 2 1 '∂ g$p -----—r≤ g22 cotg 01+ —. -τ~≠ ∣g2 cotg oc ∂u1 22 2 g22 3u4∙ 221/ " 1 2 . 1 1∣g22 cotgtcZ + ⅛ -π~ "-4- cotg oc!¾2

9 «22 
8^~

- Vβ⅛2<ι + cotg20<) ⅛2.22 duzAz egyszerűsítések és összevonások után pedig 
Sz.TTK. 9966.
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Tehát geodetikus polárkoordináta rendszerben az u2 « konst.-től külön­

böző geodetikus vonalak differenciálegyenlete az igen egyszerű for∏4ju 

(81) d <⅜ β _ ⅛2
du^ ”3 u^

differenciálegyenletre redukálódik, ha a megoldásokat a II.formában keressük.

59. Gauss - Bonnet tétel,

Egy felületdarab teljes görbületén gömbi képének felszínét értjük, ami­
nek az értéke az 5o. pont szerint

jj X Tg du1 du2 
T

A Gauss-Bonnet tétel egy egyszeresen összefüggő felületdarab teljes gör­
bülete, valamint a felületdarabot határoló görbe geodetikus görbülete, és annak 
törés szögei közt állapit meg összefüggés t.

Először ezt az összefüggést egy igen egyszerű görbe, egy geodetikus hé- 
romszög által határolt felületdarab esetén vizsgáljuk. Majd egy önmagát nem 
metsző zárt görbe által határolt egyszeresen összefüggő felületdarab esetén, 
vigyázva arra, hogy mindig egy geodetikus polárkoordinátarendszer érvényességi 
körében maradjunk. Valamint kikötjük, hogy az összes tekintett sokszögeket és 

görbéket pozitív forgásirányban fussuk be, azaz úgy hogy a bezárt felületdarab 
balkéz felől essen, és minden szöget hasonlóképpen pozitív forgásirányban mé­
rünk.

Geodetikus háromszög alatt értünk egy olyan zárt felületi görbét, mely 
három geodetikus vonalból tevődik össze. Legyenek ennek csúcsai A,B,C, szögei 
oc, p, -y .

Vezessünk be geodetikus polár koordinátarendszert. Legyen ennek közép­
pontja A . Essen az egész geodetikus háromszög a polárkoordináta rendszer 
érvényességi körébe. Legyen az u ≡ 0 geodetikus vonal az XB • így az UJ 

2 anrgeodetikus vonal az u = <×- geodetikus vonallal esik össze. A* BC geodeti-

Sz.TTK. 9968.
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kas vonal egyenlete pedig legyen u ≡ 
s ⅛,(u2) formában adva. Jelöljük a geo­

detikus háromszög által bezárt felület- 
darabnak a paraméter sikban megfelelő 
tartományt T - vei. így a geodetikus 

háromszög teljes görbülete

du1 du2

I

(79) szerint

1 '∂2⅛
u1≡*u(u2)

du2 
∏1≡O

57. V. figyelembevételével^

és (81) felhasználásával
oC

j = - \ í — “ 1 ^u2 ≈ 1 « (T - β ) + oC ,

2j \ du4 / ’
u ®o

azaz
(82) du1du2 •

T
így torzfelületen mely mindig izometrikusan leképezhető a sikra, egy ge­

odetikus háromszög belső szögeinek összege j, , mert = 0 és a (Ö2) integ­
rál zéró. Pozitiv görböletü felület darabon negyobb mint , és negativ gör- 
bületü felület darabon kisebb mint T .

Nézzük most ezt egy n oldalú geodetikus sokszög esetén, melynek sema­
tikus rajzát a mellékelt ábra szemlélteti. Legyen a geodetikus polárkoordináta 

rendszer A középpontja a geodetikus sokszögön belül és kössük ezt össze a

Sz.TTK∙ 9968
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J du1du2

I

geodetikus sokszög minden szögpont— 
jával egy geodetikus vonal segítsé­
gével. így 
rom szöget 
görbületét 
Jelöljük a 
határolt felület darabnak a paramé­
tereikben megfelelő tartományt 'T — 
vei és a geodetikus háromszögekét 
Tχ -vei,

n darab geodetikus há- 
kaptunk, melyeknek telj® 
már ki tudjuk számítani, 
geodetikus sokszög által

du1du2

2 “ --(aa- 3τ> rn

i 1 2 “ , n-l

1
i

Tehát geodetikus sokszög esetén
du1du2

ahol <5 a sokszög törésszögei.

Végül kimutatjuk a tételt abban az esetben ha a 
önmagát nem metsző, egyszeresen összefüggő görbe által 
nyitás végeredményben az előzőkön kívül egy segédtételen alapszik.

Állítjuk hogy ha a PP1 görbéivbe geodetikus törtvonalat Írunk,

felületdarab egy 
van határolva* A

zárt, 
bizo-

és en­
nek oldalhosszait minden határon túl csökkentjük, úgy a törésszögek összege 
a geodetikus görbületnek az illető görbeiv menti integráljaihoz tart.

Sz.TTK. 9968.



Vegyünk előszói egy PQ sikgörbe 1- xzi vet Legyen a görbe P -beli érintője, ész 
τ ∕x   ____________-y Q a ?5 = t húr által bezárt szög (f> , és⅜ / legyen a görbét P -ben érintő és Q-n át∖x"— xZz menő kör s'igara rígy h TI r = --- ---- ~lj∙∙ 2 3in<fA görbületi kör, és a görbület definíciója szerint

lim r ≡ —~— q -»i c(r)és mivel sikgörbének a közönséges és geodetikus görbülete megegyezik,
I11 • lim r ≡ ~~~Q →P cVp) III.és III. figyelembevételével G ÍP ) ιy JL = Ψ sin £ = —i---------> -S-------- (ha Q →P ) .h sin φ h 9ia(f> 2 r 2f Vegyünk most egy PQ felületi görbeivet, és annak a P pontbeli érintősik- ' jára való PQ, vetületét, valamint ap uj~-~⅛-— geodetikus ivet, és annak az érintő­síkra való PQ, vetületét. Mindkét gör- beiv P - beli érintője az érintősíkban van. Legyen ezeknek a TG húr TQτ ve- tületével bezárt szöge újra (p , illetve y így ⅛5 + Ψ ≈ ι× a görbe és a geodetikus iv által bezárt szög, a Ttφ* hossza pedig h. így IV. szerint v. i = + -----,⅛J11 (ha<J→F)h h h 2mivel a geodetikus iv geodetikus görbülete zéró. Továbbá ha a kicsiny PQ iv hosszát - el jelölöm, úgylim — « 1 s →o hSz.TTK. 9968
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így V. szerint
Cjr (P} o<, / c<. Δb 0^E . - - ás Hm — ≡ Hn / * ■ **** I • 3 lm rj »

2 h→o h 4s→o' 4β jl ' ∆s-∙o Ae

vagy
VI* bt - -i- o (P) A s U £ ás (ha ∆s < ⅞4j )

2 o
Vegyük most a ⅛1 felületi görbeivet, és Írjunk bele egy geodetikus 

törtvonalat. így minden töréspontban két szög keletkezik a két geodetikus iv és
a görbe érintője között. Ezeknek az összege adja a geodetikus törtvonal törés­
szögét. Tetszőlegesen adott £ > 0 mellett finomítsuk a geodetikus törtvonalat 
úgy hogy maτ, A s » így minden töréspontban igaz VI, Szummázzuk ezeket
a törésszögeket, így

∑,<h - ∑'σβ <pi> δ' <2t∑As∙≡2^^

ahol 6 a PP1 hossza. Tehát -

VII. Σ½-* ( CL(β) «a (ha max A s →0 ) •
j

Legyen a felületdarabot határoló görbe Γ* , melynek töréspontjai is le-

hetnek. írjunk ebbe geodetikus poligont Erre fennáll I. Finomítsuk a beosztást 
úgy hogy a töréspontok mindig szögpontok legyenek. így a poligon a Ffgörbé- 

hez, ős a görbe törésszögeitől különböző í∣ törésszögek összege a VII. integ- 

rálhz tart, Így határértékben ≡ »
β Vg du1du2 - 2^ - j 0g(s) dfl * A c^i 
T Γ

Szokás a íg du1du2 felületelemet d<*, -val jelölni, így

(Θ3) ⅛ X du> + ) 0 ds + Σ <T 1 - 2^

τ r
amit Gauss-Bonnet tételének nevezünk.

Ennek alkalmazásaképen állapítsuk meg egy egyszeresen összefüggő felület 
teljes görbületét. Ezt bármely önmagát nem metsző zárt felületi görbéje két

Sz.TTK. 9968.
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részre osztja. Számítsuk ki a (83) szerint ezen részek teljes görbületét, és
utána adjuk össze őket. Az összeg az egész felület teljes görbülete. Azonban 
hogy a felület két része mindig balkéz felül essen, a két integrálásnál a gör­
bét különböző irányban kellett befutni, így (83) baloldalának második és har­
madik tagjai a két integrálásnál különböző előjelűek, azaz az összeadásnál ki­
esnek. Ez azonban azt jelenti, hogy tetszőleges egyszeresen összefüggő felület
teljes görbülete 4^^

Állapítsuk meg még a körgyűrű teljes 
görbületét. Ha az ábra szerinti négy 
- - es szögponttal bíró, geodetikus 

rónaiakból álló, az egész felületet kö­

rülfogó görbe mentén végezzük az integ­
rálást, úgy mivel a görbék geodetikus 

vonalak, a (83) integrál második tagja zéró, a harmadik pedig 4 -j- ≡ 2^ , te­

hát a körgyűrű teljes görbülete zéró, tehát az egyszeresen összefüggő felüle­
tek teljes görbületétől különböző.

Ezek a vizsgálatok a topológiához vezetnek. A nevezetes Banss-Bonnet 
tétel alkalmazására vonatkozóan bizonyítás nélkül megemlítjük, hogy a teljes 

görbület értéke zárt felületre általában 4 (l∙φ) ahol p a felületek egy

osztályára jellemző topológiai Invariáns.

i 60* ÁHanáő görbületü felületek.

Vegyünk alapul geodetikus polár koordináta rendszereket, és tekintsük 
az összes olyan felületeket melyek minden pont jában m Gauss féle görbület tet­
szőleges, de meghatározott konstans. Az ilyen felületeket konstans görbületü 
felületeknek nevezzük.

Meg fogjuk mutatni, hogy az egyes felületek mind egymásra izometriknsan 
leképezhetők, tehát belső geometriai szempontból azonosak.

Ehhez elegendő kimutatni, hogy ezeken a felületeken az első álRpf nr⅝>n 
ugyanaz. Geodetikus polár koordinátarendszerben viszont g11 ■ 1 , g^ ≡ o , 
így csak azt kell kimutatni, hogy a gp« ugyanaz ezen felületek mindegyikén. 
Készült: Tankönyvkiadó Jegyzetsokszorosító üzemében Budapest

— ’ • ~ Sz.TTK. 9968.
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V⅝2

ι.

Difforenol⅛lgeome⅛r⅛

azonban adottá mellett (79jszerint a 
2√- y⅛,y. * - ∙⅛-⅛ 

3u1

differenciálegyenlet megoldása. Itt minden felületen X∙c tehát a Vg~-re 
fennálló differenciálegyenlet ugyanaz mindegyik felületnél. Egy másodrendű 
differenciálegyenletnek azonban kétszeresen végtelen sok megoldása van. Meg­
kívánhatjuk t.i. hogy a megoldás és annak első differenciálhányadosa egy 
pontban adott értéket vegyen fel. Hálunk azonban 57. IV. 111. V. szerint 
yg22 értékének a koordinátarendszer kezdőpontjában zérónak, az elsé diffe­
renciálhányadosának pedig 1-nek kell lenni. így I, megoldása egyértelműen 
megvan határozva, és a tekintett felületek mindegyikén ugyanaz. így ⅛~ 
a≡aa β22, tehát az első alapforma az összes adott kontans görbülette^birő 
felületeken ugyanaz.

Határozzuk meg az első alapformát. Három esetet fogunk megkülönböztet­
ni: a., X>0, b.,X.o, o., k<0. I. megoldásai a három esetben

a∙> p22 = f,(uf oos(β u1) + γ(u2) sin (VK u1)
11∙ b" Γ≡22 = l∏u2> "1 + V(u2)

o., y(u2; oos h(ΓIu1) + Y(u2)sin h(∏Ku1)

ahol cos h X = 1 (.« + β-z ) , aia h χ _ 1 β-x> .

ytú2) u2-nek tetszőleges függvényei. A megoldás helyességét behelyet­

tesítéssel ellenőrizhetjük. A megoldásnak azonban még teljesíteni kell 
a ________

tll∙ ∕β22 (0,u2). - 0
és _____

cτ∙ a⅜⅛2 (o.u2), 1

Gs

feltételeket is. Ezek a feltételek határozzák meg a <∕<u¾ és a 
függvényeket. III. szerint T ’

a., 0 = f>(u2i. 1 + ψtu2l . 0 azaz ptu2) . 0

'b∙' 0 = *f<u2) • 0 + V<u¾ y(u^ β 0

o., 0 = <∕><u2) . 1 + Vfu¾ 0 γfn2f _ o
IV, miatt pedig



- 147 -1b 1 = β>⅛∕) • 1o= <f>(u I c. , 1 = fit ψ(u2) . 1
2 azaz V Cu )2<μu)V⅛2∣

111
ígya., ⅛, 8in(iXu1)
V. b., u1
c., sin h (V-⅜ u1)Ebből az is következik, hogy konstans görbületü felületeknél a Gauss féle görbület megegyezése nemcsak szükséges, hanem elegendő is az izometri- kus leképezhetőséghez.Sőt a megoldás független attól, hogy melyik pontot választottuk a geo­detikus polárkoordinátarendszer kezdő pontjául és milyen irányt választottunk az u2 = 0 iránynak. Tehát az első alapforma a felület minden pontjában ugyanaz. Ez azonban azt jelenti, hogy egy felület egy TQ darabja a felület egy más részére izométrikusan leképezhető, áttranszformálható. Egy ilyen transformáció megvan határozva, ha megadjuk, hogy a Tθ-ban bevezetett geo­detikus polár koordinátarendszer Pθ ( uθ , uQ) középpontja melyik P<u ,u ) pontba megy át, és ott az eredeti geodetikus polár koordinátarendszer u2 = 0 irányának melyik irány felel meg. Ezt három számmal lehet meghatároz­ni. Kettő az uj középpontot, egy pedig az uj kezdőirányt határozza meg. For­dítva: három ilyen mennyiség egy transformációt határoz meg. Tehát az ilyen transformációk összessége egy három paraméteres transzformáció sereg. Köny- nyen megmutatható, hogy ez a transzformáció sereg csoport. ,Mivel az egy ugyanazon kon∙tans görbülethez tartozó felületek egymásra izometrikusan leképezhetők, igy ezek bármelyikére megállapított belső- geo­metriai tulajdonság a többire is egyformán érvényes. Konstans pozitív görbü­letü felületekre bármely értékénél legegyszerűbb példa az r = sugaru gömb. Vegyünk most egy ilyen sugaru félgömböt, és tekintsük annak a főkörnek, amely mentén a gömböt kettévágtuk a gömb középpontjára vonat⅛oztβr- tott szembenfekvő pontjait azonosaknak. Tekintsük ezen gömbfelület! geomet­riának az 52. pont szerint a paraméter síkban megfelelő geometriát. Nevez­zük a geodetikus vonalakat "egyeneseknek". A párámétereikben igy keletkező sikgeometria az euklidesdhez hasonló axiómákat elégít ki, kivéve a párhuza­mossági axiómiát, mert hiszen itt bármely két "egyenes" metszi egymást, még­pedig egy pontban. Ezt a félgömbön ellenőrizhetjük. Itt a geodetikus vonalak, mint tudjuk főkörök, és ezeknek a félgömbön egy és csak egy metszőpontjuk van, ha a határoló főkör diametriális pontjait azonosaknak tekintjük. A gömb helyett azért van szükségünk félgömbre, mert különben olyan geometriát kaj>-
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nánk, ahol bármely két "egyenes” két pontban metszi egymást. Hogy az eukli- 
deszihez hasonló ax.imákat elégit ki az alatt pontosabban azt értjük, hogy a 
rendezési axiómákon kicsiváltoztatni kell. Ennek oka az, hogy itt az "egye­
nesek" zártak ét két pont nam egyértelműen határoz meg egy szakaszt, hanem 
kétértelműen. Az ilyen geometriát elliptikus geometriának nevezzük. így a po­
zitív konstans görbületü felületek, illetve nekik a páráméteraikhen megfele­
lő geometria az elliptikus geometria egy-egy modelljét szolgáltatják.

Keressük most a konstans negatív görbületü felületek lehető egyszerű 
képviselőjét. így kívánjuk meg, hogy a keresett felület a gömbhöz hasonló­
an forgás felület legyen. Tehát a felületet

< ( u1,u2) = U COS u 4v1 12 1 •+ u sin u n 2 + f (u1l u5

formában keressük. így az első alapforma
, 2κ ∙ 12 12 .i>2
( 1 + f* ) u1 + u1 u2

1 IIP e⅜ x⅛*wW, ⅛ <⅛ ,
Vezessük be u helyett az u ≈ u , u* ≡ 0 paramétervonal ívhosszát uj pa- 
ramétereket u - val és v -vei. A transzformációs képletek 

u1----------

a. , u ≡ \ <1 + f, du1 ≈ u ( u1)
u1 

0

VI.
b. , v = u2

A VI. a., integrál szigorúan monoton, és u1 szerint differenciálható. így 
létezik a differenciálható inverz függvénye.
Jelöljük ezt u1 = h (u) -val. így

VII. h><uΛ =⅛≈-⅛- = jr⅛- 

du1 ' 1+f ’

v ww , 2
l+f,

Az első alapforma pedig

VIII. + h2(u)v

VIII. azonban azt jelenti, hogy ez a paramétervonal rendszer geodetikus. Ez 
a megállapítás ezen paramétervonal rendszer konstrukciójából is következik. 
Hiszen az u ≡ konst. görbék meridián görbék, tehát geodetikus vonalak, a 
VI. transzformáció után pedig az u az ívhosszuk. Az uΛ » konst. görbék pe­
dig parallel görbék, tehát az u2≈konst. geodetikus vonalak orthogonális tra- 
jektoriái.
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Most kívánjuk meg, hogy 1 legyen. így II.o. szerint kell hogy

h. ( n) « oosh u ♦ Ψ einh (UJ
azaz B

h (u) = A eu ♦ B e“

legyen. <? és Ψ II. szerint v -nek tetszőleges függvényei. Mivel itt azon­
ban a bal oldal csak u -nak a függvénye, igy ? és ψr , azaz A és B csak 
tetszőleges konstansok. Mivel ez a koordináta rendszer bár geodetikus, de 
nen geodetikus polár koordináatrendszer, igy II. és IV. -nek nem kell szük­
ségképen teljesedni, igy A és B felett még tetszőlegesen rendelkezünk.
Legyen A≈0^, B « 1 • így
IX. u1 « h (u∣ ≈ e”α , u * - lóg u^ •

Az első alapforma pedig

ú2
Határozzuk meg először ennek a forgásfelületnek a formáját, azaz az 

f(u^t) függvényt. VII. és IX. szerint
1 . f∙2 .{5⅛f =(-⅜f -¾2 

Vau / V u / uι
azaz .....( 1 l/ 1* 1f ≡ + I -⅛ 11 - u1 dtr

* J u
Hajtsuk végre az u1 ≡ cost integráltranszfornáoiőt, és ezután a pozitív 
előjelet választva - '

i - ∫≡⅛ d* (br)- θint
így a merldiángörbe paraméteres előállítása

X t
Z s 10g tg ( £ ♦ ) “* 8^n *

amit traktrixnak » a a tengely körüli forgásával keletkezetett felületet 
pedig pszeudoszférának nevezünk.

Vizsgáljuk ennek a felületnek a geometriáját a párámé tereikben ⅛ X.
igy is irhatő .e2u u2 ÷ ÷2

Végezzünk itt még egy egyszerűsítő transzfonnáeiőt. Legyen

eu = y y « lóg üazaz
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így az első alapforma

y2 ÷ y2 ÷ i2

-------p-----
Még egy egyszerüsités: a görbéket az x ≡ x (t), y • y (t) helyett az 
: =X(y) t y = y alakban állítsuk elő. így az első alapforma

2

7
Határozzuk meg a geodetikus vonalakat .Ezeket az 

t
XI. J y to

[__  ay

extremálisai szolgáltatják. írjuk 
differenciálegyneletet 

F 

fel a Xl.-hez tartózd Etil⅜x⅛-Lagrange féle

d = 0
azaz itt

d 1 1 1 2 X,χ 0

Ezt integrálva

Σ
= °1

y

⅞y
∏2 2

- C1 ____ dy -
7“

azaz
XII.

.2 2°2) + y2 1 ≈ —y 
cI

y azonban az eu 
mint zéró. így a 
az x tengelyen van •

Hevezzük ezeket a geodetikus vonalakat "egyeneseknek". így itt most a 
párámétérsikban győződhetünk meg arról, hogy ebben a geometriában Euklidesz 
összes axiómái teljesülnek kivéve a párhuzamossági axiómát, ami helyett itt

i y transzformáció miatt csak nagyobb vagy egyenlő lehet 
XII. geodetikus vonalak félkörök,melyeknek a középpontjuk



az igaz, hogy bármely "egyeneshez" egy kívül fekvő ponton át végtelen sok őt 
nem metsző, tehát párhuzamos "egyenes" húzható. Az ilyen geometriát hiperhó- 
likus geometriának nevezzük. Hasonló eredményié jutunk a többi a - 1 - töl 
különböző - konstans negatív görbületü felületeknél. így a konstans negatív 
görbületü felületek a hiperbólikus geometria egy-egy modelljét szolgáltatják.

Vizsgáljuk még al≡O esetet. Ezek a felületek, mint bebizonyítottuk 
mind torz felületek, és izometrikusan leképezhetők a síkra. Nevezzük újra a 
geodetikus vonalakat "egyeneseknek". A sik geodetikus vonalai viszont a kö­

zönséges egyenesek, így itt igaz Buklidesz párhuzamossági axiómája, azaz a 
torzfelületek az euklideszi geometria modelljeit képezik.

Az elliptikus és hiperbólikus geometriákat nemeuklideszi geometriáknak 
szoktuk nevezni. Ezek természetesen távol sem foglalják magukban az összes 
az euklideszi tői különböző, tehát nem euklideszi geometriákat.

Büszkeséggel említhetjük, hogy a hiperbólikus geometria a magyar Bolyai 
János, és az orosz Lobaosevszkij nevéhez fűződik, akik egymástól függetlenül 
kis időkülönbséggel jutottak hasonló eredményekre.

A konstans görbületü felületeknek még egy karakterisztikus tulajdonsá­
gát mutatjuk meg. Egy geodetikus háromszög teljes görbülete (82) szerint

)½βdu1du2= Jíjjlígiu1 du2 = XP = eC + g>+⅛-^

I 1
ahol P a geodetikus háromszög felszíne. Ez azonban azt jelenti, hogy kons­

tans görbületü felületeknél egyenlő felszinü geodetikus háromszögek belső βz⅛∙ 
gei összegének T-től való eltérése ugyanannyi.

Állítjuk, hogy ez a tulajdonság jellemző a konstans görbületü felüle­
tekre, amennyiben ha egy kétszer folytonosan differenciálható felületen az 
összes egyenlő felszinü geodetikus háromszögek belső szögei összegének Γ -tol 
való eltérése ugyanyannyi, akkor a felület konstans görbületü. Legyen ugyan­
is bármely F felszinü geodetikus háromszögnél
XIII. oC+(i + T-iΓ = C = 0 P = c jjfg du1 du2 (0 = ⅞ ) •

T
• \ 

Továbbá íí iF” i 2
XIV. o( + [3 + ^ - T ≡≈ jj X I g du du

T

Ha most egy P pontban * , pl. , úgy P -nek van olyan környezete
hogy ott mindenhol Xz c. Vegyünk most egy olyan geodetikus háromszöget, a- 
mely teljesen ebben a környezetben van. Itt viszont a XIII. és a XIV. integ­
rál feltevésünkkel ellentétben nem egyenlő.

61. A vektor és tenzor számítás alapelemei.
Legyen adva az f =■ ‰1 , u2) felület. Ennek egy P pontját meghatá­

rozza a három r. mennyiség, amiket térbeli meghatározóknak nevezhetünk,vagy 
az (u1, u2l számpár, amit felületi meghatározóknak nevezhetünk. Hasonlóképen
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egy felületi görbét meghatározza a három z,i (t) függvény mint térbeli meg­
határozók, vagy a két u*(t) függvény mint felületi meghatározók.

A belső geometriában, ahol a felület térbeli formáját esetleg nem ia 
ismerjük térbeli meghatározókat nem használhatunk. A vektor fogalomra azon­
ban továbbra is szükségünk van. így a felület vektorainak egy uj defimáció- 
ját fogjuk adni.

Egyenlőre vegyük igénybe a felületet körülvevő teret. A felület vek­
torain, vagy felületi vektorokon a felületet érintő vektorokat fogunk érteni. 
Az a tény azonban, hogy egy vektor érint-e egy felületet, avagy nem, az nem­
csak a térbeli vektorhoz, hanem az illető felületi ponthoz is van kötve. T.i. 
ha az vektor felület A pontjában érinti a felületet, úgy az a felület 
B pontjában általában már nem érinti a felületet. így a továbbiakban a fe­
lület vektorait mindig egy felületi ponthoz kötve értjük.

így a P lu\ u ) ponthoz tartozó felületi vektor mindig benne van a 
P ponthoz tartozó érintősíkban, és igy mindig kifejezhető a

i. l⅛⅛L-⅞g> Z
9 u0i

formában. Fordítva: tetszőleges számpár segítségével képezett I.alaku 
vektor mindig a P ponthoz tartozó felületi vektor. így egy felület egy 
P pontjában egy felületi vektort mint egy számpárt definiálhatnánk.

Ez a számpár azonban az illető ponton kívül még az illető paramétervo— 
nal rendszerhez is van kötve. Végezzünk ugyanis egy tetszőleges megengedett 
paraméter transz formád ót az

a *∕-l -2\ u = u (u , u / 
II.

« -°i ( 1 2\u = u Qu , u ) 

függvények segítségével, és tekintsük I. hasonlatára a

vektort, ahol lü , ü ) a P pontnak az uj koordinátái. Ez a vektor azonban 
bár felületi vektor, általában különbözik az I.vektortól.

Jelöljük továbbá azokat a mennyiségeket amikkel a -⅛. t szoroz-

ni kell, hogjr az I.vektort kapjuk A -val. Kérdezzük, hogy milyen kapcsolat 
áll fenn a és a A számpárok között ? Az eddig megállapítottak szerint
τττ ∂fr 7^ 9 ií V <A.°i' rP
III. ,ι ■ -λ, = — -∕r'", A = ■ ■!■? —■ j ■ A

du 0J u* 9

Azaz a



összefüggésnek fennállni# III.—ból az is úgy az I. és II. vektorok összeesnek.Fejezzük még ki a (84) -bői a -t. nyilvánvaló, hogy ha (64) fennáll, 
, 0urE végből szorozzuk (04)-βt -valσu

3üí / = 24 √5 = 4 ? - x*
9uλ- 9u* W pazaz -d∙ λ -á1 1(85) 'Ezek alapján azt mondjuk, hogy ha a felület valamely pontjához minden paramétervonal rendszerben a paramétervonal rendszertől függő módon egy szám­párt rendelünk hozzá, úgy hogy ezek közt a (84) Hl. (65) kapcsolat áll fennt, ha a paramétervonal rendszerek közt a II.transzformációs képletek érvénesek, úgy ezekkel a számpárokkal egy kontravariáns vektort értelmeztünk. A szám­párt a vektor a kontravariáns komponenseinek nevezzük.A a vektornak a irányából a —w -re való vetületének ahosz-3za a egységével mérve, a pedig a vektornak a irányából a0u1-re való vetületének a hossza a ® í... egységében mérve.∂u2 öuEgy felületi vektort azonban nemcsak ilyen módon lehet meghatározni

Legyen ∙λ1 a vektor QíT∂u^ -re való merőleges vetületének a hossza a ír
∂vP^egységben mérve, azaz g. f<L g?

’■ Á- ■ k-és hasonlóan Λ a vektornak a -⅛- - re való merőleges vetületének a* <?u
ív­hossza a y- egységében mérve, azaz

A2≈4∕⅛2 iu°c íu2Azonban nemcsak egy vektorhoz tartozik egy értelműén egy számpár, hanem fordítva a P pontban tetszőlegesen megadott ∖c számpár is meghatároz a fenti módon egy a P ponthoz tartozó felületi vektort. Azonban a számpár az épp használt koordináta rendszerhez van köve. így nézzük meg, ho­gyan transzformálódik a számpár. Hajtsuk végre a II.paramétertranszformá­ciót, és jelöljük Xχ -val a tekintett vektornak az υj paramétervonalak érin­tővektoraira vetett merőleges vetületeinek az érintővektorok egységében mért



hosszait. így V. és VI. hasonlatára

A jobboldalt álló mennyiségeket azonban ki tudjuk fejezni az eredeti koordi­
nátarendszerbeli- kifejezésekkel. Ha ezt sikerül úgy átalakítani, hogy a 
koordináta transzformációra jellemző mennyiségeken kivül csak a szerepel­
jen benne, úgy kész a transzformációs törvény*

= βr<f
i∆ i⅛f JíL χl . l->1 & Jit
⅛-°l ->-β λ L 7⅛-βt 6 ≠J<s u c/u Ju Ö u

azaz

(86)
9 √

Ezek alapján azt mondjuk, hogyha a felület egy pontjához minden p^ra— 
métervonal rendszerben a paramétervonal rendszertől függő módon egy számpárt 
rendelünk hozzá, úgy hogy ezek közt a (86) kapcsolat áll fennt, ha a para­
métervonal rendszerek közt a II. transzformációs képletek érvényesek, úgy 
ezekkel a számpárokkal egy kovariáns vektort értelmeztünk. számpárt a 
vektor kovariáns komponenseinek nevezzük.

A (86) egyenleteknek a ∕flt szerint való feloldása hasonlóan történik, 
mint azt a kontravariáns vektoroknál tettük. így azonhun egy ugyanéun vek­
tort kétféleképpen is meghatározhatjuk. Kérdezzük milyen összefüggés van 
egy vektor kontrrvarians és kovarians komponensei között. V. és 
VI. szerint az óaszefüggés

(87) -<=β0q√

Oldjuk fel ezt a A szerint. E végből (87)-et szorozzuk g* -val

I o<. fi r* fi f
¼β = g g<p = öp a = A 

azaz
(θ8) = g0t^ Xβ

Ezek a fogalmak minden nehézség nélkül általánosíthatók.
Legyen adva egy felület egy P pontjában minden koordinátarendszerben 

2 mennyiség. Jelöljük ezeket az∙ u°^ koordináta rendszerben

VII. n

-el, az ű koordinátarendszerben ugyanígy csak felülvonássál. Ha ezek kö­
zött a
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< n

kapcsolat áll fernt, ha a párámétervonalrendeszerek között a II. transzfor­
mációs képletek érvényesek, úgy a VII. mennyiségekkel egy n -ed fokú kontra­
variáns tenzort értelmeztünk. A 2n darab VII. mennyiség a tenzor komponen­
sei .

A kovariáns tenzort az előzőhöz pontosan hasonló általánosítással kap­
juk a kovariáns vektor (86) transzformálciós törvényéből. Ennek a leírása 
helyett áttérünk az általános esetre, ami ezt is, az előbbit is speciáleset- 
ként tartalmazza.

Legyen adva megint egy felület egy P pontjában minden koordinátarend­
szerben 2r mennyiség . Jelöljük ezeket az u* koordinátarendszerben

VIII. 1 β1 . . . βn ( n + m = r )
-el, az ű* koordinátarendszerben ugyanígy csak felülvonássál. Ha ezek közt 
a ,t i , .9√1 3g'r° 3√*,.

T ι∙∙∙ uj1 .∙Λ≡ ^ 3u<*ι ∙∙∙ 3u<≈tn a√ι "■ a√*τ 1 n⅛∙∙‰
kapcsolat áll fennt, ha a paramétervonal rendszerek közt a II. transzformá­
ciós képletek érvényesek, úgy a VIII. mennyiségekkel egy r-ed fokú, n -szer 
kontravariáns, m -szer kovariáns tenzort értelmeztünk.

így a vektorok elsőfokú tenzorok, a skalárisok pedig amelyeknek érté­
ke egy pontban a paramétervonal rendszertől független, nulladfoku tenzorok.

Az első és második alapmennyiségek a 39» pontban megmutatott transz­
formációs törvényük alapján másodfokú kovariáns tenzorok.

Mielőbb tovább mennénk vizsgáljuk még meg hogyan viselkednek a koordi­
náta differenciálok. Vegyük az ∣u°c = uX (t) görbét, és hajtsuk végre a II. 
paraméter transzformációt. így

.O< 9 ü ,
■ = —k4r du3 u1*

Tehát a koordináta differenciálok úgy viselkednek, mint a kontravariáns vek­
torok. Ez az oka, hogy a felületi koordinátákat felső indexel jelöltük.

Vizsgáljuk meg a tenzorok összeadását és szorzását.
Azt állitjuk, hogy két egyenlő fokban kontra illetve kovariáns tenzor 

összege szintén tenzor, mégpedig ugyanolyan fokban kontravariáns illetve ko­
variáns mint a tagok. Ugyanis ha A és B két egyenlő fokszámu tenzor , és 
összegüket C -vei jelöljük azaz
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““ C (89) szerint tenzor, mégpedig n_ szer kontravariáns és m-szer kova- 
riáns.

Legyen most újra A és B két 

hogy egyenlő fokú tenzorok. Jelöljük a
tenzor. Most azonban nem

szorzatokat 0- vei azaz
tesszük fel, 

legyen
°r1∙∙∙ocι ⅛*∙∙3rk Ctj∙∙∙0L

'⅛∙∙∙*r33 4-4 ≡o

Állítjuk, hogy C tenzor mégpedig i+j+k+p-ed 

ravariáns, és j + p -szer kovariáns. Ugyanis

4∙∙∙4
¾∙∙∙^ι 4∙∙∙4 

fokut i + k-ezor kont-

9ü 
5u0il

eι∙∙∙fi X1...⅛
*→< • 5 A n •
τl rj λ1∙∙∙∕⅛

2-fi ‰ *1 Λ-xk λ ^1 λ ¾ 4 cΓτ>
.xs_ £» ... ⅛~ 3u ⅛ 3u ai,A'∙∙⅞⅛'∙∙⅛
<5uαιau 1 λΛ⅛tpl ∂√⅛ <9√⅛ ,"<5s⅛ βι∙∙∙⅛ji∙∙∙⅞

azaz (89) szerint az állításunk igaz.

Ugyanígy az is belátható, hogy egy tenzornak egy skalárral alkotott 
Szorzata ugyanolyan fokú tenzor.

Az elíző tételnél az összes szereplő oi∕,1ζjindexek egymástól függet­
lenek voltak. Nézzük, meg milyen következménye van annak, ha a két tényezőben 

egy kontravariáns és egy kovarlans index megegyezik. Ezt az általános eset 

helyett csak egy speoiális eseten mutatjuk meg, aminek a példájára azonban 

az általános esetet bárki könnyen igazolhatja. Legyen a két tényező



- 157 -íés B f . így
1 y b * c x‰* 5sL §zL ⅛ζ7 ~¾∙ a°4^ b '/ 

9u*3 ⅛u, 3ü* 3ü

¾ut 3ü_2_ 3ucr c °t <5 r
3a~a√ a≡* tfAzaz a szorzat tenzor kettővel alacsonyabb fokú tenzor, leint a tényezők fok­számának összege. Mégpedig eggyel kevesebbszer kontravariáns, és eggyel keve­sebbszer kovariáns, mintha az indexek mind függetlenek lettek volna. Ezt a fontos műveletet kontrakciónak nevezzük,Tenzorok, ezek összeadása, szorzása, kontrakció ja eddig is több helyen szerepelt. Az első és második alapmennyiségeken kívül tenzort alkotnak pl. a mennyiségek, mégpedig egy kétszer kontravariáns tenzort. Egyszer kontra­variáns és egyszer kovariáns tenzort alkotnak a 44. pontban levezetett b^ mennyiségek. Tenzorok szorzására és összeadására példa a 48. III., a kontrak­cióra pedig a 48.IV. így az mennyiségek is tenzort alkotnak. Nem al­kotnak azonban tenzort sem a Γζ sem a I2≠f> meWis<⅛ek∙Eddig a tenzorokat mindig a felület pontjaihoz rendeltük hozzá. A fe­lületi pontok és a megfelelő párámétersikbeli pontok között azonban kölcsö­nös egyértelmű a vonatkoztatás,és mindkettőt ugyanaz az u* számpár határozza meg. így tehát mindegy, hogy a tenzorokat a felület pontjaihoz vagy egy má­sik kétdimenziós sokaság, a paramétereik pontjaihoz rendéljük hozzá. így a ten- zorok mostmár egy sik pontjaihoz vannak hozzárendelve. Mostmár nincs semmi akadálya a tenzorok fogalmának az n dimenziós terekre való általánosít ác­sának. Legyen adva az n dimenziós tér egy P(x1, ••• » pontjában n mennyiség. Jelöljük ezeketΦ^l \ f \11 ⅛..∙k4 (J1........... ⅛⅛...........∖∙ι...........∙)(p*ι∙i

1Λ p * csak — *-v.l az x koordináta rendszerben, és ugyanígy felülvonásaal az x koordiná­ta rendszerben. Ábrázolják a két koordináta rendszer közötti összefüggéseket
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függvények. Ha most a T és a T közt a

τrv∙'rp
sα...sς

δ -1*1 λ Jp λ kχ k
- ⅜X. ■ ∂ x 0X 2χ ° r ⅛**'^D
jx 1 3χ 5 ∂χ 1 0js4 kl∙∙∙kq 

összefüggés áll fennt úgy a IX. mennyiségekkel a P pontban egy r -ed fokú 

n -ed rendű tenzort értelmeztünk, mely p -szer kontravariáns, fe 4 .s20r 
kőváriáns.

Ennek speciál esetei az n dimenziós vektorok. Az Ssszeadás, szorzás, 
és kontrakció is teljesen hasonlóan történik mint két dimenzióban.
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A_vektoranalizis_alapfogalma£.

62∙ piverge^ci¾, rQiáclo. Sradiens, potenciál, Nablaoperátor

Ha az H * Xiχ + Yiy * Zi^ vektor komponensei x, 
tó függvényei, akkor az H vektor divergenciája a

y, z differenoiálha-

div H « ---- 3 x
3kaláris,rotáció ja pedig a

÷ 3 γ z
7F a™

rntl.∕^z 9yH 4-/0X 9z\i 4√ 3γ 2x\< í^y ’ T≡"'1χ uz" 7Γχ'iy (Tχ" " TF∕ i≡ 
vektor.

Ha van olyan $ (x,y, z) függvény, amelynek x, y ill. z szerinti par­
ciális differenciálhányadosa X, Y ill. Z, akkor az vektort gradiensé­
nek . -t pedig H potenciáljának nevezzük. Vagyis

■ ^Γx^iχ + -¾-y^1y + ^3-≡"iB “ grad^ <∙ ψ - pot"8- .

Ebből az értelmezésből következik, hogy legalább kétszer folytonosan 
differenciálható potenciál gradiensének rotációja nullavektor, mert a dif­
ferenciálás sorrendjének felcserélhetősége miatt komponensei eltűnnek. így

Y ∂2 ΦLz Y_ β ⅞2 ⅜ <> 2 $ ≡ o flth
”a y" “ “« ^, τ≡"5y* tb‘

Ha <f (x,y,z) az & vektor potenciálja, akkor nyilvánkép tetszőleges A 
állandóra f (x,y,s) - A is potenciálja. A térnek azok a pontjai, amelyekben 
a potenciál értéke ugyanaz az A álandó, a γ(x,y,z) - A « 0 potenciálfe­
lületen, nivófelületen, vagy rétegfelületen vannak. Egy potenoiálfelület 
pontjaiban a gradiens a felület normálisába esik.

Ha ugyanis ^(t) » x(t∣⅛jr + y (t)⅛ + z (t)iχ a potenciálfelület -βy 
P pontján átmenő tetszőleges felületi görbe egyenlete, akkor a

-a-⅛"∙∣χ z'(t) ÷lfi y'(tι +ξι,(t) .o

egyenlősége alatt U U ⅛ lj ♦ $ f ly ♦ $ B 1, gradlβna „ érin_

tőre merőleges.
Azt a műveletet, amellyel a ptenciálfüggvény  bői gradiense származik,

szimbolikusan

jellel jelölik és Hamilton-féle
sel

+ a 1 + 1¾y iy *δ"≡", iβ
nabla operatornak nevezik. Ezzel a jelölés-

9φ ?4> 1
TΓ iy + 7≡^ 1x ” βrad 1 ’v Φ ■ ⅛ ix +

“Í"i" “ X x*it, + φ y y’ít) + f l s,(t) « gred φ it,(t) .vfβ∙<,t)

A nabla operátor skalárisbúi vektort, vektorból azonban skalárist, a



— 133 ~ vektor divergenciáját származtatja, mert ’-iV^≡ V(χi + Yi + Zi ) x lLi2+⅛42 ⅛ 2 az 22k x ? z' 3 X * oy 1y Ö Z 12 at SF⅛Γ⅞Γ β dlvδNabla operátor és ^ektor□zorzat egymásutánja vektorból rotációját szár­maztatja, mert

■ '∙~βy ~ θ^z , χ la^≡ " a^χ'iy + (∙a^x ^ ■§,)

63. Vonalas integrál.Ha H(x,y,z) = Xiχ + ∏y + zi^ egy P = (x,y,li folytonos függvénye és ha #■ (t) az Aχ = (,x1,y1,z,‰ és pontot összekötő I görbe rádiazvoktora. amelyre ^-(t )

v∖ ⅛ = (_L iχ + _3_ iy + _3_ ia) χ μlχ + yiy + Zia ) =
_ / ∂ Z 3 Y ∖ . , r) X 3 7.. . v ⅛-0- i = rőt IX.2«

pont koordinátáinak az a2 ≡ (x2,y2,z2) = 0A1 és -<√t2) == 0A2, akkor azz2 λ2 fgJ fi,d<f = j‰,y,z)*'(t)dt =J [X x>(t)+ Yy>(t) + z z∙(t)∣ dtA1 • A1 tχ integrált vonalas integrálnak nevezzük. Itt az ∑(x,y,z), Ifx,y,z>, ZCx,y1β) függvényben x,y és z helyébe az x(t), y tf), z(t) függvényt kell he- lyettesiteni.Ha az H(x,y,z) vektor a P = (x,y,z) tömegpontra ható erőt jelenti, ak­kor az előbbi vonalas integrál az a munka, amelyet az erő azalatt elvégez, amig hatása alatt a tömegpont A1-M1 A2-ig halad a Γ görbén.Ez az integrál az A1 és A2 határon kivül általában a Γ görbétől és az vektortól függ. Ha azonban az t vektor gradiens, akkor a vonalas in­tegrál a görbétől független. Ha ugyanis ⅜ potenciálja ^∙(x,y,z), akkor

Ha Γ A1-b01 kiinduló és oda visszatérő zárt görbe, akkor a vonalas integrál jelölése ÍR 4r √∙(Γ)



T ,*⅛*∙'- 1<Λ -Grádiens vektor vonalas integrálja bármely zárt görbe mentén eltűnik, mert ha Γ, -nak A^-től A2-ig vezető darabja T 1, A2-tδl A1-ig vezető dac­rabja pedig 2, akkorA2 -■ i ^,2 A2( zβ d* ≡ - ÍXdtf és igy dtf = t ‰ιr + ∣3Ld<t ≡ 0.
) / ⅛ I 'A1 12 c⅛

Ha PλP = = ltH ≡ r⅛"rt és ha 0 = k M m állandó, akkor azo o o
vektor Newton-féle tömegvonzó erő, avagy elektromos és mágneses tömegekre vonatkozó Coulomb-féle vónzó vagy taszitó erő. Ez az erő grádfens, potenci­álja a pót $. ≡ cf ≈ - -5- Newton-féle vagy Coulomb-féle potenciál.

Az = -j- gradiens potenciálja a ≈ 0 lóg r logarithmikus poten­ciál. 64. Gauss^inte^ráltétele.
Ha az = Xiχ + Yiy + Ziz vektor az P /zárt/ felülettel határolt /V/ test P = (x,y,z) pontjaiban folytonosan differenciálható és ha¾ ≡ cosc⅛iχ + cos^3 iy + cos'↑' i2 jelöli az P felület egy P pontjában a /V/ testből kifelé mutató normá­lis egységvektort, ekkor

f 11, « .V . , «,» . ⅛. Xi-. ⅛ .(V) (P)A baloldali térfogatintegrálhoz úgy jutunk, hogy a CVJ testet a koordináta- sikokkal párhuzamos síkokkal kis kiterjedésű dy, ∆zt élű téglákra bontjuk. Mindegyik téglában választunk egy pontot és a tégla ∆V ≡ ⅛ ∆x Ay dz térfogatát megszorozzuk a div & függvénynek abba a pontjába tartozó értékével. A szorzatok összegének a téglák számának minden határon túli növelésekor van határértéke, mivel div függvény folytonos, s ez a határérték a térfogatintegrál.A jobboldali területintegrálhoz úgy jutunk, hogy az P felületet Δ f területű kis kiterjedésű darabokra bontjuk, ezeket a területeket megszoroz­zuk az TR-X függvénynek a felületdarab egy-egy pontjához tartozó értékével, s a szorzatok összegének határértékét vesszük, amikor a felületdarabok szá­ma minden határon túl növekedik.A tétel bizonyítására egyszerűség kedvéért föltételezzük, hogy P konvex felület, s azt a z tengellyel párhuzamosan a z = 0 síkra veticjük. így egyP, görbével határolt T konvex tartományt kapunk. Az P felületnek z tengellyel párhuzamos érintőin az érintéspontok egy I görbét alkotnak,



162- amely a felületet egy Fχ alsó és egy ?2 felső süvegre bontja. Ha z = = z1 (x,y) illetőleg z = ≡2 (x,y) az yχ 111. aU„g egyenlβt.t βkkoj, J ->l- d 7 ’f T∣- *x*i"J∕7⅛- j az dy .W 7y∕41,<χ.y) J
“fíZ [x∙y>z2fx>yi] - z [ι.y.z1 (x,y>] ■ dx dy = fí Z2(x,y) dx dy -- J Z1(x,y) dx dy (TIU)Az F felületnek az ?2 ill. jχ süvegre eső pontjaiban a normális eg-,-ség vektorok a z tengellyel hegyes 111. tompa szöget alkotnak. Karma- dικ iránycosimisuk tehát pozitív ill. negatív.Az J Z2 dx dy integrál kiszámítására az ∏2 süveget érintő sokla­

pokkal közelítjük meg. Ha aβ>klap egy d f területű lapja a felületet P pontban érinti és a normálisnak eosT a harmadik iránycoelausa, továbbáI a lap vetületének területe, akkor ÁT = Áf cos 1T és jj Zj dx dy κ Z2eosi df «. 2 cos ^3*^df .'τ, (F2) (F2iAz süveg pontjaiban cos^ negatív, ezértZ1dx dy = z1cos f df = - Jí z cos t df.<T’ (F1∣ <p)Ennélfogva

(F?Hasonló meggondolással
Összeadással tehát



- ιs⅛7 /// ⅛ * -H ■ ∙ -H-)a v ■ U" 
(V) ∞vagyis
j∣∣ div&dV «. ¾ ⅛ df(VI CF)Ezzel as F konvex felületre Gauss integráltételét bebizonyítottuk.A bizonyításban nem kötöttük ki, hogy a F felületnek minden ontjában a felületi normális hatá­rozott és folytonos legyen. Nem foly­tonos függvénynek is lehet határozott

coso<+ Y cos 8 + Z cos df,

integrálja. Az F felületnek lehetnek csúcspontjai és élei is, csak az szükséges, hogy az ilyen pontokat be lehes­sen foglalni egy zérusmértékü halmazbá. Gauss integrálképlete érvényben mar- rad akkor is, ha a felületnek sik lapjai és csúcsai is vannak.Ilyen módon be lehet látni, hogy a tétel akkor is érvényben marad, ha F nem konvex, de felszine létezik. Az ilyen felülettel határolt (V) testet konvex darabokra lehet vágni, amelyekre a tétel íérvényes. A felületi in­tegrálok összeadásakor a közös felületdarabokra vonatkozó ingetrálok mint eL lentétes értékűek kiesnek. A térfogatintegrálok összege a (VJ testre vonat­kozó értéket, a felületi integrálok Összege pedig csak az eredeti F felü­letre vonatkozó értékét tartalmazza.Gauss integráltétele térfogatintegrált alakit át felületintegrállá.
65. Stokes tétele.Stokes tétele felületi integrál értékét állítja elé vonalas integrál- lal s következőkép fejezhető ki:∏n n* ∙= Xi + Yiy + Ziz vektor egy Γ zárt görbével határolt egy-F felületen és határvonalán folytonosan differenciál-

df, rot¾ =(-∣-j-------- 5^I-)ix+("⅛≡-------- ⅝-i^)iy +
szeresen összefüggő ható, akkor

& d =
Ebben a tételben egy körüljáráshoz az F felület $ normális vekto­rának az az iránya tartozik, amelyre vonatkozólag a körüljárás jobbra fordu-Ha az F felület süveg egyenlete z = gix,y), ha tovább a P görbé­nek illetőleg az F süvegnek a z-tengellyel párhuzamos vetülete a z = 0 sikra a F'zárt sikgörbe ill. a T tartomány, és ha végül x ≈ x (t), y = y <t) , z = z (t^ a F görbe egyenlete, akkor X(x,y,z) x,(t) dt = ^l(xfylz) dx 

≡ (p x(x,y,g(x,y)) dx=tf><f(x,y)dx, <r,
τ(r') 7(r')
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mert mialatt egy pont a Γ görbét leírja, azalatt a vetület pontja a Γ gör­
bét írja le. Feltételezhetjük, hogy Γ körüljárásából Γpozitiv körüljárása 
következik.

Stekes tételnek igazolására felhasználjuk a következő segédtételt:
Ha a <jp(x,y) egy Γ görbével határolt egyszeresen összefüggő T tar­

tományban és határán folytonosan differenciálható függvény, akkor a görbe 
pozitív irányú befutásakor

(x»y») dI = - jf -j-y* “ dy∙
(í)

A görbét az x = a^ és x ≡ a2 
egyenes közé szorítjuk. Ha A^ és Ag 
a görbének közös pontja a két egyenes— 
sál, akkor A1 és Ag a görbét egy alsó 
y ≡ y1(x) és egy felső y = y2(χ) gör­
bére bontja.

Ha a T tartományt a Γ* görbe ha­
tárolja és ha először y, s azután x 
szerint integrálunk, akkor

dx *

Ezzel a segédtételt igazoltuk. Ez akkor is érvényes, ba oo. τ - 
(a1< a^a2) egyeneseknek kettőnél több közös pontjuk van a görbével.

E szerint a segédtétel szerint

Ó X(x,y,z)dx ≈ ^∑(x,y,g(χ,y)) dz = - í( dk dy ≡ 
í r) (r,) √∕ c, V

(j)

mert

“ -JJ xydx dy -√7⅞ ⅞γ dx dy
(T) (T)

öx Ox dz v
"TF “ ~~ + “B’ ∙ ~≡F = V ς≡ gy ’

Ha az P süveget érintő soklapokkal megközelítjük, ha továbbá egy ilyen 
soklap egy lapjának területe Δ f és ha ez a lap az E süveget

Tk SS 008 ot i + COS β i + cos ix ' y z



- 165 - normálissal bíró pontban érinti, akkor a lap z ≡ 0 ill. y ≡ 0 sikra való vetülexének terület?ú?3 = ∆f oos,Zt'ill∙ A Ty ≡ áf cos ∣3 és
mert Γ körüljárása pozitív és mert coso(: cos∣3 : cosj≡ - βχ,~βy , 1 •Emiatt
j X(x,y,z)dx = ff Xzcop0 «« - // xy eos af = ff^ze0β^- *y<>0∙≠)af • 
ir> (j) (?) (?)Ennek t képletnek lehozáeakor föltételeztük, hogy az F süvegnek a z=0 síkra való merőleges vetülete a f'görbével határolt T tartomány. A képlet azonban akkor is érvényes, ha az ? süvegnek van olyan Fχ darabja, amely- nek vetülete a ∏ görbén kívül esik*Ha F az F süveg olyan darabja, amelynek vetülete a T tartomány, akkor az F süvegen van olyan (részben a görbéből álló) zárt Γ* 0 görbe, amely az F süvegnek határvonala, s amelynek vetülete a Γ görbére esik. Ha pedig Tχ az F süvegnek az az összefüggő része, amelynek vetülete a görbén kívül esik, akkor az F süvegen van olyan (Γ* görbével közös ívvel bíró ) l£ zárt görbe, amelynek vetülete határgörbéje. Ez a görbe az F^ felü­letet egy alsó és egy felső süvegre bontja. Erre a két süvegre vonatkozó fe­lületintegrálok összege eltűnik, mert a két süveg közös ∣j határgörbéjének egy körüljárása a felső és alsó süvegen ellentétes fordulást határoz meg. Az F és F^ felületié és határvonalukra vonatkozó integrálok összeadásával a lehozott képletet az F süvegre is igazolhatjuk.Hasonlókép kapjuk, hogyY(x,y,z)dy = ff -~∣- cos í df - ff ”z" c0θβ df és ÍD (F) (F)fZ(x,y,z) dz = ff -∣-∣- OOBO< df . ff cos/5 df((F) (?)Ebből a három képletből összeadással kapjuk Stokes tételét, mert
j X dx + I dy + Z dz = )∕[(-~∣---------∣∙≡->coβ ot- + <^f^≡--------- T≡^ , 00β^ +(P) (?)+ (-^-i--------θ-∣-) costf] df - ff (rot'¾)'Λ df.

(?)A görbének egy koordinátásikra való merőleges vetülete önmagát metsző Γ' görbét is adhat, a Γ'görbével bezárt tartomány tehát több darbból is
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állhat. Ekkor az integrálást az egyes darabokra a görbe körüljárásának 
értelmében kell végezni, összeadással ismét igazolhatjuk a Stokes-féle tétel
érvényességét ekkor is.

Stokes tételéből következik, hogy az 
vektornak egy zárt görbe mentén vett 

integrálja akkor és csak akkor tűnik el, 
ha $ rotációja eltűnik, vagyis ha 
gradiens vektor.

Ha az ? zárt felületen egy olyan 
görbe, amelyet folytonos deformációval 
egy pontra lehet összehúzni, akkor

jf^(rot df ≈ 0
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