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EGY POLINOM DERIVALTJA ZEROHELYEINEK
HELYZETEROL.

[. Ismeretes a Gavss-tol szarmazo kovetkezd tétel:

Azon a legkisebb konvex I poligonon kiviil (illetéleg azon
a legkisebb intervallumon kiviil), amely az f(x) polinom 6sszes
zérohelyeit magdban foglalja, a polinom [’ (x) derivaltja nem
tiinhetik el. Az f'(x) polinomnak azok a zérohelyei, amelyek az
f(x) polinomnak nem tébbszords zérohelyei, mind a II poligon-
nak (illetéleg intervallumnak) belsejében fekszenek.

Ennek a dolgozatnak célja bizonyos tartomdnyoknak (csillag-
tartoményoknak) a /I konvex poligonbdl valéd kirekesztésével az
[’ (x)=0 egyenlet gyokeinek helyzetét a II poligonban ponto-
sabban meghatarozni.® Vizsgilatainkban egy el6z6 dolgozatunk
modszerét fogjuk felhaszndlni anélkiil azonban, hogy annak
eredményeire sziikségiink volna.®* Az dltalinos esetet fogjuk
szem el6tt tartani, amikor az f(z)=0 egyenlet gydkei nem fek-

1 A derivalt zérohelyeinek helyzetével harom dolgozatban foglalkoztunk :

A: Uber algebraische Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln, Jahres-
bericht des Deutschen Math. Verein. 27. kotet (1918), 37—43. oldal.

B : Uber geometrische Relationen zwischen den Wurzeln einer algeb-
raischen Gleichung und ihrer Derivierten, Jahreshericht d. Deutschen
Math. Verein. 27. kot. (1918), 44—48. oldal.

G: Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, Jahresbericht d.
Deutschen Math. Vereirf. 31. kot. (1922), 238—951.. oldal.

2 Az el6bb B alatt idézett dolgozat. Ez a dolgozat vélelleniii az iroda-
lomban meglehetdsen ismeretlen maradt. Ennek a dolgozatnak egy specialis
tételét POLys és SzeGO bevették kitliné munkijukba, Aufgaben und Lehi-

sitze aus der Analysis Bd. II. 244. oldal. M. BIERNACKI csak azt a specialis
tételt idézi, Bull. de ’Acad. Pol. d. Sc. et d. Lettr. Cl. d. Se. Math. 1927, 629.
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szenek mind egy egyenesen, megallapitdsaink azonban arra az
esetre is érvényesek, amikor a // poligon egy intervallumra esik
Ossze. Ekkor a I poligonon beliil fekvé pont az intervallum
belsejében fekvé pontot, a poligonnak egy szogpontja pedig az
intervallumnak egy végpontjat jelenti.

Dolgozatunk utols6 részében csupa redlis gyokokkel biro
algebrai egyenletekre vonatkozo nehdny eredményiinket altald-
nositjuk komplex gyokokkel is bir6 redlis egyiitthatoja algebrai
egyenletekre, roviden kifejezve: redlis algebrai egyenletekre.

Minthogy az f(x)—A és az f(x) polinom deriviltja ugyanaz,
azért tételeink akkor is érvényben maradnak, ha azokban az
f(x) polinomot az f(x)—A polinommal helyettesitjik, s igy az
f () polinom zérohelyei helyett A helyeirdl beszéliink, barmilyen
szam legyen is az A &allando. Redlis polinomokra vonatkozo téte-
lekben azonban A is koteles realis lenni.

2. Ha a,, ay..., an az f[(x)=0 n-edfokt algebrai egyenlet
gyokei és B az [’ (x)=0 derivilt egyenletnek. az a,, a,,..., on
gyokoktsl kiilonbozé gyoke, akkor fenndll a kovetkezd egyenlet:

R e il
ol o eSS B (1)

Ha ¢ egy tetszoleges szoget jelent és ha

- ; 1 v
ak'"'ﬂfA:Vn.eW%-~A7m.e“V%+"” és —f*£7W';4 ar, (k=1,2...,7)
S1n. ¢y

akkor a

egyenletnek tiszta képzetes részére fennall a kovetkezl 0ssze-
figgés
1 hg 1 :
L e 2= ), @
ay o, Up,
Ebben az egyenletben aj annak az ax és B gyokpontokon
dtmend kornek atméréje, amelynek érintéje a # ponton atmend
és a valos tengellyel ¢ szoget alkoté e egyenes. Az ai atmérd
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az e¢ egyenesnek az egyik oldalin levo gyokpontokra vonatko-
zolag pozitiv, a mdsik oldalin fekvdékre negativ eldjeld, az e
egyenesen fekvé gyokpontokra nézve pedig az a; atmérd vég-
telen.

Abbol, hogy a (2) egyenletben az a értékek nem lehetnek
mind pozitivok, vagy mind negativok, kovetkezik a Gauss-féle
tétel.

Foltételezhetjiik, hogy az a; gyokpontok indexeit ngy vélasz-
tottuk meg, hogy a (2) egyenlet els6 h tagja pozitiv, a kovet-
kez6 k tag negativ és az utols6 n—k—h(=0) tag zérd és
azonkiviil

0< <y << Qny by =— Aps, (i=1,2,..., 1)

i ],ll = /;2 Sehass by..

[lyen jelolésekkel a (2) egyenletet a kovetkezd alakban irhatjuk :

1 1 | 1 1 1
& RIS WO = gty vt M
y an b, b,
Ha az a,, illetéleg ayy1 az f(x)=0 egyenletnek p-szeres,
illet6leg ¢-szoros gyoke, akkor fennallanak a kovetkezd egyen-
I6tlenségek :
) /, ( )
sl ol = (4)

(1 A 1)) :

£0 0
Ezekbdl az egyenlétlenségekbdl lehozhatok B dolgozatunk
eredményei.
Ha a;(i<h), illetoleg a;(h<<j<h-+k) az f(x)=0 egyenletnek
egy kiilonben tetszéleges legfeljebb p-szeres, illetéleg legfeljebb

g-szorog gyoke, amelyhez az a, illetéleg b atméré tartozik, akkor
fennallanak nyilvanképen a

=< | < e (6)
a

egyenldtlenségek is.
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3. A (6) egyenlétlenségek alapjan bebizonyitjuk a kovetkezé
tételt :

. Hao a az [(x)=0 mn-edfoki algebrai egyenletnek olyan
p-szeres gyoke, amelyen dimend eqyeneseknel bdarmelyik oldaldn
legfeljebb s gyoke fekszik az egyenletnek, és ha K az o gyok-
ponton dtmend olyan kior, amelynek belsejében az f(x)=0
eqyenletnel eqy gyoke sem [ekszik, akkor az ['(x)=0 derivdlt
eqyenletnel eqy gyoke sincs a K kort az a pontban belilrsl
P

érinto  és -szer kisebb sugari, kornek belsejében. ;

Tételezziik fel ugyanis, hogy ez a tétel nem igaz és igy van

az ['(x)=0 egyenletnek egy B gyoke a K kort a-ban beliilr6l

K kérnek az o és B pontokon atmend egyenessel valé mésodik

-szer kisebb sugart %k kor belsejében. Jeloljik a

metszéspontjat y-val, a K kort a y pontban beliilrél érint6 és
a @ ponton atmend kort K -gyel, a K, kort a 8 pontban kiviil-
rél érint6 és az a ponton atmend kort pedig k,-gyel.

Ha D, d, a és b jelolik a K, k, k,, illetéleg K, korok at-
mérdit és f,, illetéleg f, az ap, illetéleg By vonaldarabok hosszit,
akkor fenndll az

o op
i Ml D-d prs s
AR T e
n+s

egyenlétlenség.

Ha tehdt b, annak a legkisebb kornek az atmeérdje, amely a

B pontban a k, kort kiviilrél érinti és az f(x)=0 egyenletnek
egy gyokpontjin keresztill megy, akkor

by b

S
> —-
a 1

3 T

1\

Ez az egyenlétlenség azonban ellentmondashoz vezet, mert
a (6) egyenl6tlenség miatt

k
o

b, S
___S_k,—-.
R TR
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Ebbél az ellentmonddshol kovetkezik az 1. tétel igazsdga.

4. Az 1. tételb6l kovetkezik a kovetkezd :

II. Legyen G. az a legkisebb kirivpoligon, melynek belsejé-
ben az f(x)=0 algebrai eqyenletnek leqaldbb p-szeres a gyoken
kivil mincs mds qyoke és amely az a-n keresztillmend minden
olyan kort, melyen belil az f(x)=0 egyenletnek nincs gyoke,
egészen magdban foglal. Legyen tovdbbd G.(0) a Gea tarto-
mdnynak a-ra, mint kilsé hasonlésdgi pontra vonatkozdlag
1:0(o<1) ardnyban kisebbilett képe. Ha az o-n keresztiillmend
eqyeneseknek akdrmelyik oldaldn az f(x)=0 egyenletnek leg-
feljebb s gyoke fekszik, akkor az ['(x)=0 derivdll eqyenletnel
a-t6l kilonbozdé gyokei kozil eqy sem fekhetik a Ge (]-)—i—g) tar-
tomdny belsejében.

Olyan o gyokre, amely az f{(x)=0 algebrai egyenlet gyokeit
magaban foglald legkisebb /1 konvex poligon csucspontjaitol kii-
1onbozik, p+s<n—1. A II. tételbél tehit kovetkezik a ko-
vetkezo6 :

I. Ha a az f(x)=0 n-edfokii egyenlet gyokeit bezdrd leg-
kisebb konvex poligon szigpontjaitoi kilonbozé és legaldbb
p-szeres qyoke, akkor az f'(x)=0 derivdlt egyenletnek egy a-tdl
killonbozé  qyoke sem fekhetik a G (hgﬁid) tartomdny bel-
sejében.

A II. tételb6l kovetkeznek még a kovetkezo tételek :

IV. Ha o az f(x)=0 n-edfoki polinomnak legaldbb p-szeres
zéréhelye, akkor az f'(x) derivdlt polinomnak nincs a-t6l ki~
lonbozd zerdhelye a G (f:) tartomdny belsejében.

V. Ha a K, kor belsejében az f(x)=0 n-edfokii egyenletnek
legaldbb p-szeres o gyokén kivil mds gyoke mincs és ha a
K.() kéor a K, kirnek a-ra, mint kilsé hasonldsdgi pontra
vonatkozé 1:9 ardnyban (p<<1) kisebbitett képe, akkor az
' (x)=0 egyenletnel mincsen a-tdl kuldnbozd gyoke a K. ({})

kor belsejében.
Ha o nem szégpontja az f(x)=0 egyenlet gyokeil magdban
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foglals legkisebb komvex poligonnak, akkor az [’ (x)=0 egyen-
- P @ ; .y . = .

letnek a I\,,(fj I") kor belsejében sincs gqyoke, de mincsen a

Ky (]MM:S) koron belul sem, ha az a-n dtmend eqyenesel ber-

mely oldaldra az f(x)=0 egyenletnek legfeljebb s szdmil
gyoke esil.

VI. Ha d az f(x)=0 n-edfoki egyenlet eqy a qyikpontjd-
nak a legkozelebbi gyokpontjdtol vals tdvolsdga, akkor az a

pont  koril T sugdrral letrt koron belil mincs a-tdl kuilonbozd

gyoke az f'(x)=0 eqyenletnek.

1 Az V. tétel elsG része J. L. WaLse kévetkezs fontos tételének («On the
location of the roots of the Jacobian of two binary forms, and of the
derivative of a rational function», Transactions of the Amer. Math. Soe.
22. kotet (1921), 115. oldal; lasd Pérya-Szeed: Aufeaben und Lehrsitze
II. kotet 245—246. old.) kovetkezménye :

Ha az f ()=0 n—=—n,-tn,-edfoki algebrai egyenletnek n, gyike a K,,
a tobbi n, gyoke pedig a K, kortartomdnyban fekszik, akkor az [’ (x)=0
egyenlet akdrmelyik gyoke beleesitk a

5 i
K R ea e = Jalatte
e e

kortartomdnyok . valamelyikébe.

Egy K kortartomany a siknak egy olyan véges vagy végtelen nagy tar-
tomanyat jelenti, amelynek hatara a K kor vagy hataresetben a K egyenes.

Ha 2, és x, a Gauss-féle szamsikon a K,, illet6leg K, kortartomany egy
tetszéleges pontja, akkor a K, kortartomany mindazoknak a pontoknak
osszessége, amelyekhez tartozo komplex szamok

alakban allithatok els.

J. L. Warnsa kimondotta az el6bbi tételbdl lehozhato kovetkezd tételt is:

Ha az f(x)=—=0 n-edfoku egyenletnek o p-szeres gyoke és a tobbi n—p
gyoke a K kortartomdnyban van, akkor az [’ (2)=0 egyenlet gyikei a-ban,
K-ban és abban a K' Eortartomdnyban fekszenek, amely a K kirtarto-
mdnynok az o pontra vonatkozdlag % ardnyban kisebbitett képe.

(

Ha az « pont a K kéron belil van és a K kortartomany a K koron

kiviil fekszik, akkor a K' kortartoméany az V. tételben szerepld I(u(%)

koron kivillesé kortartomany, s igy az V. tétel elsé részét kapjuk.

r»,[
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Ha o az f(x)=0 egyenletnek legaldbb p-szeres gyoke, akkor
az a qyékpont koril p l}zi sugdrral leirt koron belil sincs az
' (x)=0 egyenletnel a-tél kilonbozd quyoke.

VII. Ha a az [(x)=0 n-edfoki egyenlel osszes gyokeit ma-
gdban foglalé legkisebb konvex poligon szogpontjaitol kaldn-
bozd quikpontja az eqyenlelnek, melynel multiplicildsa legaldbb
p és amelynek tdvolsdga a legkizelebbt qyokponttol d, akkor
az ['(x)=0 egyenletnek mnincs a-t6l kulonbizo qgyokpontja az

. o ( ’ ’ . . . " 4
a kordl p - 1 sugdrral leirt koron belul, de a koncentrikus
n— '

d

p—— sugari kor belsejében sincs, ha az a-n dimend eqyenesek

/l'; S
birmely oldalira az f(x)=0 egyenletnek legfeljebb s(<n —p)
szdmit gyoke esik.

5. Az el6z6 tételek kiegészitéséil ‘kimutatjuk a két utolso
tétel pontossagat, vagyis azt, hogy a benniik meghatarozott kor
dltalanossdgban nem helyettesitheté az f'(x)=0 egyenlet a-tol
kiillonbozo gyokei koziil belsejében egyet sem tartalmazo kon-
centrikus nagyobb korrel.

Ha ugyanis

f@) = x(@x—1)1 =0, illetéleg f(x) =P (x- G P=

akkor a =0 mellett d=1. Ekkor az f['(x)=0 egyenletnek
! § O I ’ ! :

2 ==, illetéleg /:-lﬁ £l gyoke, ami a VI. tétel pontossi-
n n n n

o4t igazolja.
Ha pedig

/,(VI‘.) et .’I,'/‘ ((l: . 1)\ (’_'E"i‘ l))l_,;—.\' —

1 A VI tétel els6 részét elGszér J. W. ALEXANDER bizonyitotta be, Annals
of Math. II. 17. kotet (1915), 16. oldal. A tétel masodik része J. L. WALSH
egy régebbi tételének is kovetkezménye (Transactions of the Amer. Math.
Soc., 19. kot. (1918), 298. oldal), de egyszersmind konnyen belathato
kévetkezménye B dolgozatunk (1918) tételeinek is.
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tessziik, akkor a=0 mellett d=1 és az f'(x)=0 egyen-
letnek

g% 2p

P gt —r= ]/(p +5—

gyoke. Ebbdl kovetkezik, hogy

lim B = ———

t—> oo *l" S

amib6l kovetkezik a VII. tétel pontossaga.
Ezek alapjin belathato a II—V. tételek ponto«n;:a is,

. . ” al ' Y ) 1
amennyiben a benniik szerepld (r,(( i ) G, ( s ( >
' p+s - —71

)48/

helyettesitheté az « kiilsé hasonlosdgi pontra vonatkozolag ha-

K, (—j'), ¢ (;]’—~) illetéleg K, (1)) tartomény nem mindig

sonl6 olyan nagyobb tartomdnnyal, amely az f'(x)=0 egyenlet

a-t0l kiilénb6zo gyokei kozil egyet sem tartalmaz belsejében. 7
A 1I. tételben szerepls G, (/34}\) tartomany csillagtartomény

az a kozéppontra vonatkozolag. Ha ugyanis P ennek a tarto-

manynak egy pontja, akkor az a és a P pont kozé es6 egész

vonaldarab, intervallum hozzatartozik a (7,1( -*s) tartoméanyhoz.

Ennek a esillagtartoméanynak « k(’jchpout,]a.t a tartomdny hatér-

pontjaival 6sszekoté sugarakat legaldbb bizonyos irdnyokban

meg lehet gy nyujtani, hogy ezek megnyujtasa dltal a G, (;(rj) \)

csillagtartomanybol kapott nagyobb esillagtartomédny még 11]1117[1;‘

ne tartalmazza az ['(x)=0 egyenletnek egy a-t6l kiilonbozé

gyokét sem. Ez belathato a kovetkezo tétel alapjin: ‘.
VIII. Ha az f(x)=0 algebrai eqyenlet legaldbb p-szeres a

qgyokpontjdn keresztillmend K kir belsejében nincs az eqyenlet-

nek mds gyoke, ha tovdbbd e jeloli a K kir érintdjét az a

pontban, y a korkerilel egqy tetszdleges pontjdt és v az (ay)

antervallum hosszdt és ha végil s szdmil qyok van az eqgye-

nesnek y-t tartalmazd oldaldn, akkor az f'(x)=0 egyenletnek
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nwincs qyoke az (ay) intervallum

) MR i ,
! 0 hosszusdgu (o) rész-
TS . .
mlervallumdnal belsejeben. Ha a (3 ponton dt e-vel pdrhuza-
mosan hizott e’ eqyenesnel y-t tartalmazd oldaldn az f(x)=0
egyenletnel: csak s'(<s) gyoke van, akkor az (ay) intervallum

p
P+Ss
gyoke az ['(x)=0 egyenletnek. Ha pedig a 8 ponton e-vel

-1 hosszisdgu (aB') részintervallumdnal belsejében sines

parhuzamosan huzott e" egyenesnek y-t tartalmazé oldaldin
az f(x)=0 egyenletnek csak s" (<s') gyoke van, akkor az (ay)

|

p+s
be'sd” pontja sem lehet gyike az f'(x)==0 egyenletnek.

wmitervallum i — 1 hosszusdqgi (aB") részintervallumdnalk ea
q ’ . I} J e

Az itt leirt eljards tovdbbfolytatasival az (¢8") intervallumot
esetleg még tovdbb lehet nyujtani, a nélkil, hogy a megnyujtott
intervallum belsejében lenne gydke az ['(x)=0 egyenletnek.

A VIII. tétel az I. tétel és bizonyitdsa alapjin minden ne-
hézség nélkiil belathato.

6. Az elozo tételek alapjan az f(x)==0 egyenlet barmely gyoke
kortil kijelolhetiink egy-egy olyan kisebb vagy nagyobb csillag-
tartoményt, amelynek belsejében nincs az f' (x)=0 egyenletnek
az [(x)=0 egyenlet tobbszorés gyokeitél kiilénbozo gyoke.
Ezeknek a esillagtartoményoknak lehetnek egymdssal kozos
pontjaik és lehetnek pontjaik a /I konvex poligonon kiviil is.
Ezeknek a csillagtartomanyoknak a sikbol val6 kiemelése utén
a /I poligon belsejének megmaradt részében vagy annak haté-
ran fekiidhetnek csak 4 /' (x)=0 egyenletnek az f(x)=0 egyen-
lettel nem kozos gyokei.

Bizonyos esetekben azonban csillagtartoményok helyett egész
szogtereket lehet a sikbol eltavolitani, amelyek a I poligon
egy részét is magaban foglaljik, amelyekben szintén nincs az
f(x)=0 algebrai egyenlet tobbszéros gyokeitol kiillonhozs gyoke
az ['(x)=0 egyenletnek.

Ki fogjuk mutatni a kovetkezd tételt :

IX. Jeloljon S.(2¢) eqy 2¢ (<n) nyildsi o szégponttal bird
szogteret és jelolje Sy (294 =), illetdleg S. (20— 2¢) azt a (20+ =,
Matematikai és Fizikai Lapok. XXXVIIIL. 4
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illetoleg 2¢ —2¢ nyildsi o szogponttal bird) szogteret, melynelk
ugyanaz o szogfelezd féleqyenese, mint az S, (2¢) szogtérnek.
Ha a az [(x)=0 algebrai egyenletnek eqy p-szeres qyike, ha
tovabbd nincs gyoke az egyenletnel az S, (2¢) szigtér belsejé-
ben, de legfeljebl s szdmii gyoke van az S, (2¢-+7) szégtérben
foglalt barmely feélsik belsejében és ha véqgiil

S

——— =5in ¢ < sin ¢, (“<u'< 9 < —”—)
$+2p :

akkor az [’ (x)=0 egyenletnel nincs qyoke az S, (2¢—2¢) s26g-
tér belsejében.

Legyen ugyanis e az S, (2¢—2¢) szégtérnek a szogpontjdbol
kiindulo tetszéleges félegyenese. Tegyiik fel, hogy a tétellel
ellenkez6 moédon ennek a félegyenesnek egy # pontja az f'(2)=0
egyenletnek gyoke. Jelolje K, azt a kort, amelynek az a hosszi-
sagl (af) intervallum datmérdje. Legyen K, a K, kort a § pont-
ban kiviilrél érinté legkisebb koér, amely az f(x)=0 egy gyok-
pontjan keresztiil megy és legyen b, ennek a kornek atmérdje.
Ha az f(x)=0 egyenletnek %k szama gyoke van a K, és K,
korok B pontjahoz tartozé kozos ¢ érintének azon az oldalan,
amelyen a K, kor fekszik, akkor a (6) egyenl6tlenség miatt

P k s
@b

amibél

Az o ponthol a K, korhoz htzhato érinték azonban az e

egyenessel olyan ¢, hegyes szoget alkotnak, amelyre fenndll a g4 |3

b, S

= = gin ¢
b,4+2a = s+2p

2 iy i
sin ¢, =

egyenlGtlenség, amibél ¢, < ¢. Ebb6l kovetkezik, hogy az a
ponthol a K, kérhoz hizhato érinték és veliik az egész K, kor
az S, (2¢) szogtérbe esik. Ez a K, kor tehat — feltételiinkkel
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ellentéthen — nem mehet az f(x)=0 egyenletnek egyetlen gyok-
pontjan sem at.

Ebbél az ellentmonddsbél kovetkezik a tétel igazsaga.

Az el6z6 tétel bizonyitdsa alapjan konnyen beldthat6 a ko-
vetkez6 tétel is.

X. Ha o az [(x)=0 algebrai eqyenletnek legfeljebb p-szeres
gyoke, ha tovdabbd nincs gyoke az egyenletnel annak a teriilet-
nek belsejében, amely eqy S.(2¢) szégtéren beliil és az a kizép-
pont koral leirt eqy K, koron kivil fekszik, és ha végil a K,
kort az S.(2¢) teriileten belil érintd eqyeneseknel: K,~val ellen-
kezd oldaldn az [(x)=0 egyenletnek legfeljebb s szdmu qyoke
van, akkor az f'(x):

=0 egyenletnek nincs az S, (2¢) szogtér
kozepén szinvmetrikus fekvési S, (2¢—2¢) szigtér belsejében és
egyuttal a K, koron kivil fekvd gydke, feltéve, hogy vam az

S

-.;‘7{—:_’/) =sin¢d<sing €5 0< O <o < 9
egyenldtlenségelnel: eleget tevd ¢ szdg.

A IX. tételbdl kovetkezik a kovetkezo két tétel is:

XI. Ha ay, @, a5 az [(x)=0 harmadfoki eqyenlet qyiket és

, 5 - vind Ly ” as T
ha az a,0,0, hdromszig o, szogpontjandl fekvd szoge 20 > 3

akkor e szoget alkotd két oldal S, (2¢) szigterének kozepén
g 5 3 yoof - T p ’ 4 5
szimmetrikusan fekvd S,, (ig — 3) szogtérnek belsejében nem

fekszile gyoke az ['(x)=0 egyenletnek.
XII. Ha az f@x)=(x—a,)(x—a,) (@x—a,) (@—a)?=0 algebrai
egyenletnel o qyoke az a,a,0, hdromszog belsejében fekszik és

ha ¢ a sin¢ eqyenletnek elegel tevd hegyes szog, aklkor

1
1+p
az [ (x)=0 eqyenletnek nincs gyoke azon hdrom S.(2¢) szig-
téren kival, amelyeknek az aa,, ap,, illetéleq oo, félegyenes
belso szdgfelezdje.

Ha p =1, akkor ¢ =, ha p > 57, akkor ¢ <1°.

)

Tovabbi specidlis tételek lehozdsa nem okoz nehézséget.

7. Az [(x) polinom zérohelyeit magdban foglald legkisebb
A
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konvex [I poligon hatiaranak egy pontja csak akkor lehet &
derivalt [’ (x) polinomnak zéréhelye, ha az egyszersmind az
f(x) polinomnak is zérohelye. Ebbél kovetkezik, hogy a [T po-
ligon oldalaihoz elég kozel fekvé pontjaiban szintén nem tiin-
hetik el az f’(x) polinom, feltéve, hogy azokban a pontokban
az f(x) polinomnak nincs tébbszords zérohelye. Erre vonatko-
z0lag a kovetkezdé tétel nyujt tovabbi felvildgositdst:

XIIL. Legyen az f(x)=0 algebrai egyenlet a, és a, eqyszeres
gyoke az eqyenlet gyokeit magdban foglals leghkisebb II konvex
poligon eqy oldaldnak két végpontja, amelyen az eqyenletnek
nincs mds gyokpontja. Legyen S., 2¢,), illetileg S., (2¢,) o 11
poligon eqy részét magdban foglalo olyan szaglér, amelynek
eqyik szdra tartalmazza az a,a, poligonoldalt, mdsik szdra az
eqyenlel eqy qyokpontjdt koti ossze az ay, illetdleg a, szigponttal
és amelynek belsejében mincs az eqyenletnek qyoke. Ha ay az
eqyenlet olyan gyokpontja, hogy az a,a,a, hdromszog belsejében
nincs az eqyenletnek gyoke, ha a,, az aya, oldal felezéponija
és a' a hdromszog oga,, sulyvonaldnak felezdpontja, ha tovdbbd
¢,, dlletileg ¢, az a sziog, amely alatt az a0’ tdvolsdg az ay,
illetdleg a, pontokbdl ldthato és ha véqil ¢ a ¢,, ¢, @5 68 @,
szogek kozul a legkisebb, akkor az ['(x)=0 egyenletnek nincs
gyoke abban a II poligonba esd lLirszeletben, amelynel korive
az a,a, poligonoldallal ¢ sziget zdr be.

Ennek a tételnek bebizonyitisa végett feltételezziik, hogy az
f'(x)=0 egyenletnek egy @ gyoke ebben a korszeletben fekszik.
Ha a, az a,, a, és B pontokon datmené K,, kor dtmérdje, b
pedig a K,, kort 2 pontban kivilrél érinté és az e, ponton
atmend K, kornek atmérdje, akkor fenndll a (1? = ,l} egyenlot-
lenség. Ez az egyenl6tlenség az () egyenldtlenségekbol kovet-
kezik, mert a szerkesztés szerint a K,, és K, korok £ pontji-
hoz tartozd e érintének az egyik oldalin csak o, és a, gyoke
fekszik az f(7)=0 egyenletnek.

Azalatt, amig egy @ pont az a,a,0, hiromszogbhen a K,

korén mozog, az. a, ponton dtmené és a K,, kort ' pontban
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érinté K, kor b’ atmérGje maximumit akkor éri el, ha az a,
a, pontok egyikével Osszeesik. Ha b’ az a, pontban veszi fel
B maximumét és ha d, és d,, illetéleg o0, és 0, jeloli az a,0,a,
hiromszog a,a, és a,a, oldalat, illetéleg a, és a, szogpontjanal
levé szog nagysagat, s ha végil ¢ jeloli azt a hegyes szoget,
amelyet az a.a, oldal alkot a K, kérnek a, pontjan dtmend
érintovel, akkor fennillanak a kovetkezd osszefiiggések:

) S g ’/1}

; Si]](ﬁj_g,')—’

RO _dgsin'p  _ dysin g,
a, a, T d, sin (8, —¢) = dysin (0, — @)
sin @ B e o L P
Az Y= fiiggvény ugyanis 2-nek nové fliggvenye,

sin (0, —x)
mert derivaltja pozitiv. Azonkivil 0<¢<¢ <¢,<d;, mert a J

pont a ¢ szogl korszeletben fekszik.

Mivel az a.a' vonaldarab az a,a,a, haromszog stlyvonala,
3 y baer Jeod ) o 3

azért
d, sin o. 1 A b B 1
e e s e <L
d, sin (0, — ¢,) 2 Sl a, 2

Ez az egyenl6tlenség azonban ellentmond az (5) egyenl6tlen-
séebol kovetkezett —3~ = 71’ egyenlotlenségnek.

Ebb6l az ellentmondasbol kovetkezik a XIII. tétel igazsdga.

8. Dolgozatunk kovetkezé része redlis koefficiensi, vagy
roviden realis polinomokkal foglalkozik és a csupa redlis zéro-
helyekkel bir6 polinomokra vonatkozé néhdny eredményinket
altalanositja.!

Kimutatjuk LAGUERRE egy tételének kovetkezd dltaldnosi-
tasat:

XIV. Ha az f(x)=0 redlis algebrai egyenletnel a és b (a<<b)
redlis gyokei kozé mem esik egy qyok redlis része sem és ha
az egyenletnek he szdmi olyan gybke van, amelynek redlis

1 A értekezés VIIL tétel, 41. old.
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része nem nagyobb a-ndl, akkor az f'(x)=0 derivdlt eqyen-

b=—a
b )
( ’ he+1 ;

mtervallum belsejében.

letnelk nincs qyoke a

Ha pedig az f(x)=0 egyenletnel hy, szdmi olyan qyéke van,
melynek redlis része nem kisebb, mint b, akkor az [ (2)=0
eqyenletnek mincs gyoke az

( P )
a, a - l/],l)—‘*;—i

wmtervallum belsejében.

Ha a;, a,..., a, jeloli az f(x)==0 redlis n-edfoka algebrai
egyenlet gyokeit novekvé redlis résziik sorrendjében és ha az
ai €8 ary1 gyokok redlisak, akkor az f'(x)=0 egyenlet egy
olyan @ redlis gyokére, amely az (ag, a;4q1) intervallumba esik,

fennall az

1 I T
Pt S -4 L
B—a, B—a, B—ax
1 1 7
R +,,.,,*_1_.,.,1_*1_ (@)
4] ¥ it | 0
Op41— P Ai+2— P Apn—pP

egyenlet. Ennek az egyenletnek mindkét oldaldn a valos gyo6-
kokre vonatkozo tagok és a komplex gyokokre vonatkozo tagok
redlis részei pozitivok, s igy a konjugdlt komplex gyokparokra
vonatkozo két-két tag Osszege pozitiv. Ha ugyanis ay =D+,
akkor a szerint, amint h<Fk, illetéleg h<<k-1

L B—ptqi ¥ (sl

i 2 —, illetdleg — L2 E
B—a G-prrg’ V0% TR g

A (7) egyenlet mindkét oldalan az a tag, amely kozvetleniil
az egyenl6ségi jel mellett 4ll nagyobb, vagy legaldbb nem
kisebb, mint azon az oldalon szerepl6 akdrmelyik tagnak redlis
része. Ebbo6l kovetkeznek a

k 1 ] n—=rk 1 -
5 i o e (8)

B—ar = axi1—f Ak+1—
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egyenlétlenségek, amikbol pedig

) Ok+1—0k = . . Oi+1—— Qg (9)
dp+1— P = . es. Pt ap = . ¢
k-1 n—k+1

Ezzel ki van mutatva a XIV. tétel, mert ha ar=a és ax+1=0,
akkor ho=Fk és hy=n—k.

Minthogy ho<n—1 és hy<n—1, azért a XIV. tétel magaban
foglalja a P. MonteL-t6l kimutatott kovetkezo tételt : *

Ha az f(x) n-edfoki redlis polinomnak a és b redlis zéro-
helyei kozé mem esik a polinom egy zérdhelyének redlis része
sem 6s ha az (a, b) intervallumot n egyenld részre osztjuk,
akkor a két szélsd oszldsrész belsejében sehol sem tinhetik e
az ' (x) derwdll polinom.

A (9) egyenlétlenségekbdl lehozhato egyszersmind a kovet-
kezd tétel:

XV. Ha mindazokat az n-edfoki redlis polinomokat tekin-
tetbe wvesszik, amelyeknek- 1., a és b kozos redlis zérohelyiik
(a<b), 2., eqy zérohelyik redlis része sem esik az (a, b) inter-
vallum belsejébe, 3., hq, illetdleg hy, szdmi a-ndl nem nagiyobb,
illetéleq b-nél mem kisebb redlis részi zérdhelye van, akkor
ezen polinomok derivdltjainak qz (a, b) intervallumba esd zérd-
helyei az (a, b) intervallumnak eqy

: | :
Lyl
/[(L"I"_ l /I?f]f'l 4 a)

hossziisdgi részintervallumdban vannak. Krre az L hosszusdgra
nézve fenndllanak oz
n

B b V=l=

n—2

9
PR (b—a)

eqyenlétlenséqgek, ha n pdros szdm és az

n—2 S 4(n+2) | n—2
———(b— L (1= b—a ——(b—a)
2n o<l < ( (n+1)(n+3) PO n-+2 S

egyenldtlenségek, ha n pdratlan.

1 Sur les zéros des dérivées des fonctions analytiques, Bull. de la
Société Math. de France, 58. kot. (1930), 119. oldal.
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Ha ugyanis a (7) egyenletben az a,, a,,..., a1 gyokéket az
ai-val oOsszeejtjiik és (k+1<n esethen) az ay.o, Qi i vadaity
gyokok redlis részét elég nagynak vessziik fel, akkor a (8)
alatti elsé egyenl6tlenség bal és jobboldala olyan pontosan egye-
zik, amilyen pontossaggal éppen akarjuk. Hasonlot elérhetiink
a (8) masodik egyenlStlenségére is. Masrészt pedig nyilvanvalo,
hogy az

1 1 n—+2 ;
BT T R T ) Oty S et P
Ishs=n—1, 1 <h,<n—1)

Osszeg' maximumat akkor éri el, ha a h, és h; tényezo koziil
az egyik az egység, minimumat pedig akkor, ha e két tényez6
egyezik egymdssal (n pdros értéke esetén), vagy esak egységhben
kiilonboznek egymdstol (n paratlan értéke mellett).

9. Csupa redlis zérohelyekkel biré n-edfokii polinomokra ki-
mutattuk,! hogy a zérohelyeket tartalmazo legkisebb intervallum
n egyenlé részre vald osztisa utdn kapott két szélsé osztdsrész
akdrmelyike tartalmazza a derivdlt polinomnak legaldbb egy
zérohelyét. Ez a tétel olyan redlis polinomokra, amelyek két
realis zérohelyének intervalluma tartalmazza a tébbi realis zéro-
helyet és a komplex gyokoknek redlis részeit, minden tovabbi
nélkil nem altalanosithato, miként ez az 2”—1 polinomon 7
paros értéke mellett lathato.

Kimondhatjuk azonban a kovetkez6 tételt :

XVL. Ha az f(x) redlis polinomnak legaldbb k ‘redlis zérd-
helye van, melyek kozil a legkisebb «av, a legnagyobb pedig b,
ha tovdbbd a polinomnalk wines a-ndl kisebb redlis részit 2érd-
helye és végil ha az f'(x) polinom legkisebb redlis zérdhelyé-
nél kisebb redlis része az f(x) polinom eqy zérdhelyénelk sincs
az «a» zérohely kwételével, akkor az ' (x) polinommak van leg-

y i —a\ .
aldbb eqy zérdhelye az (w, @ ) wmtervallumban.

\ v

A megfelel6 feltételek fenndllisa esetén hasonlo tétel mond-

1 A. 1. tétel, 37. oldal.
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hato ki az f'(x) polinom legnagyobb reilis gyokére is, miként
ez a kimondott tételbdl kovetkezik, ha azt az f(—x) polinomra
alkalmazzuk.

A tétel kimutatdsa végett feltételezziik, hogy a=a,, a,...,
as=b, agyq,..., an az f(x) n-edfoki polinom zérohelyei a redlis
részek novekvé sorrendjében, tovabbd, hogy a-tétel értelmében
az a és b redlisak és az [’ (x) polinomnak van olyan B redlis
zérohelye, amely a, redlis részénél nem nagyobb. Feltételezhet-
juk, hogy B+a,. Erre a § zérohelyre fennall az

R 1 R e il 1

i LA R S B

2 el AL I 2 .
i dg—0 e as— 3 an—Lf

egyenlet, melynek mindkét oldalan a tagok valos részei pozitivok.

Ha jobboldalon a konjugdlt komplex gyékparokra vonatkozo
tagokat kihagyjuk és a valos tagokat a legkisebbel helyettesit-
Jik, akkor kapjuk, hogy
_,1‘,1 = é'%i; s+ vamibols 8 —a < y 7_—” .

lizzel a kimondott tétel be van bizonyitva.

Az f'(x) polinomnak mindig van az elébbi tétel feltételeinek
megfelel6 redlis gycke, ha az f(«) polinom zérohelyeire a ko-
vetkezo tétel feltételei teljesiilnek :

XVIL. Ha az [ (x) redlis polinom «a» redlis zérdhelyén dtmend
és a valds tengelyre merdleges egyenesnek ugyanarra az olda-
ldra esik a polinom t6bbi zérdhelye és ha azok kizil az eqyenld
redlis résszel bird zérdhelyek kozil, melyeknek r redlis része
legkozelebb van a-hoz, van legaldbb egy olyan, melynek a
redlis tengelytdl vald tdvolsdiga az «a» pontbdl legfeljebb %

8209 alatt ldtszik, akkor az f'(x) polinommak van legaldbb

n

eqy zérchelye az (I(, aFgs ~a) intervallumban vagy annal
hatdran.

Ha ugyanis a, ay,..., @, az f(x) polinom zérohelyei novekvo
realis résziik sorrendjében, akkor a tétel bizonyitdsa veégett fel-
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tehetjitk, hogy a=a, negativ szdm, a,—qi tiszta képzetes, a,
pedig konjugaltja.
Ha az f'(x)=0 egyenletnek van az (a, 0) intervallumban egy
B gyoke, akkor az
1 1 1 1

e e
B—a ji—@B —qi—f |

egyenlethen barmely tag redlis részének pozitivnak kell lennie.

Ha van az (a, 0) intervallumban olyan A, szam, amelyre az
J 24 2

(1)

egyenl6tlenség teljesiil, akkor ezen {3, mellett a (10) egyen-
let baloldala kisebb, mint a jobboldala. Ebbdl kévetkezik, hogy
akkor az f'(x)=0 egyenletnek van gyoke az (a, 3,) intervallum-
ban, mert a (10) egyenlet baloldala ennek az intervallumnak
a-hoz elég kozeli pontjaiban nagyobb, mint a jobboldala.

A (11) egyenldtlenség

38, — 28,4+ (> <0

alakban irhato. Ez az egyenldtlenség mindig kielégithetd valos

2] re ¢
B;-val, ha

a?— 131/2 Py
Ekkor azonban az a, pontot az a ponttal 0sszekoté egyenes
a valos tengellyel legfeljebb (L, hegyesszoget alkot, mert ezt a
)

hegyesszoget ¢-vel jeldlve

Vel DR oAt e
b | a | % 3 A

a*-+ 84 =0,

Ha azonban

akkor a
36,— 2aB,+ 9*=0
egyenletnek van két valos gyoke. Ha ezek kozil az algebrailag

kisebbet 3, jeloli, a masik pedig B, akkor

a ] 2a
o v a9 2
By I e N et

] o
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[zzel a tétel ki van mutatva, mivel az el6bbiek szerint az

{

f'@)=0 egyenletnek van gyoke az (a, B,) s igy van az (f(. ”)
intervallumban.

A XVII. tétel helyett pontosabbat is kimondhatunk, ha az
as ¢€s ag gyokpontok mellett még tovabbiakat is figyelembe
vesziink. A XVI. tétel mintdjara minden nehézség nélkil alta-
lanosithatok A alatt idézett dolgozatunk IV., V. és VII. tételei
is megfelel6 redlis polinomokra.

Sz. Nagy Gyula.

UBER DIE LAGE DER NULLSTELLEN DES
DERIVIERTEN EINES POLYNOMS.

Allgemein bekannt ist der folgende Gavss-sche Satz:

Ausserhalb des kleinsten konvexen Polygons /I (bzw. ausserhalb der
kleinsten Strecke), das simtliche Wurzeln einer algebraischen Gleichung
[ (x) =0 einschliesst, kann die derivierte Gleichung /' (x) =0 keine
Waurzel haben.

Diese Arbeit schliesst ‘aus dem Polygone /7 gewisse' Gebiete aus, wo
die derivierte Funktion f’ (x) ausserhalb der mehrfachen Wurzeln von
[ (x) = 0 nicht verschwindet. Diese Gebiete sind entweder Sterngebiete
oder Winkelriume, deren Mittelpunkte bzw. Scheitelpunkte in den
Waurzelpunkten von f(x) =0 liegen, oder gewisse iiber die Seiten des
Polygons [I geschriebene Kreissegmente.

Es bestehen z. B. die folgenden speziellen Siitze :

Liegt die wenigstens p-fache Wurzel a der algebraischen Gleichung
n-ten Grades f(x) =0 im Innern des Polygons /7 und ist d der Ab-
stand zwischen a und der niichstliegenden Wurzel von [ (z)= 0, so
kann die derivierte Funktion /”(r) im Innern des Kreises, der den
Mittelpunkt a und den Halbmesser __ﬁm.,[ hat, ausserhalb von a nicht

verschwinden.
Liegt die p-fache Wurzel o der Gleichung
[@) =(@x—a) (@—a,) (x—ay) (x—a)p =0
im Innern des Dreieckes a,a,a,, so liegt keine Wurzel der Gleichung

' (x) =0 ausserhalb der drei Winkelriume mit dem gemeinsamen
Scheitel «, deren Winkelhalbierenden die Halbgeraden aa,, A, 0o,
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stnd und deren Offnung 2¢ ist, wo der Spitzwinkel ¢ der Gleichung

sin = (e genligt.

Am Ende der Arbeit werden einige Sitze des Verfassers {iber algeb-
raische Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln (Jahresbericht der Math.
Vereinigung Bd. 27 (1918), S. 37—43) fiir reelle Gleichungen ver-
allgemeinert.

Es gilt z. B. der folgende Satz:

Sind & und B (>a) reelle Wurzeln der algebraischen Gleichung n-ten
Grades f(x) =0 mit reellen Koeffizienten, hat die Gleichung keine
Wurzel, deren Realteil im Innern des Intervalles (a, ) liegt und ist
h bzw. k die Anzahl der Wurzeln von f(x) = 0, deren Realteile klei-
ner als B bzw. grosser als a sind, so hat die derivierte Gleichung /* (x)=0
keine Wurzel im Innern der Intervalle

ya) fakid Q) St S
(r/. a+ il————) und ({5’—1/1——?, /3‘)-
7 v+ 8

Julius v. Sz. Nagy.
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