R

R e

WL T













AZ ISOKLIN NORMALISOK
GORBEINEK
MEGHATAROZASA ES ALKALMAZASA

A MASODRENDU FELULETEKRE.

IRTA

SUTAK JOZSEF.

BUDAPEST.

1891.




=
-
=
o
=
=
=
=l
2
-
=
1,
=
sy
=
=
4

| 4




e

BEVEZETES.

E sorokban néhdny széval ismertetem a modszert, melylyel
eljrtam s roviden osszefoglalom az eredményeket, melyeket Jeufa:
tdsaimban elértem. Szlikségesnek tartottam a mésodrendtifeliile-
tek osztdlyozdsdnak tabldzatat Valyi Gyula el6addsai utdn érteke:
zésem elejére fiiggeszteni; mert az egész tdrgyalds folyamdn az e
tablazatban haszndlt jeloléseket haszndltam.

Az isoklin normdlisok gorbéinek - értelmezése s dltaldnos jel-
lemiik ismertetése utdn: kovetkezik egyenleteinek lehozdsa, midén
a feliilet egyenlete z=f(x, y), flx, y, 2)=0, vagy z=,(u, v), Y= [(u;v);
2= [4(u, v) alakban van adva. H

Az dltalénos elméletben azon esetet tdrgyalom, midén az
isoklin normédlisok pdrhuzamosak valamely félvett sikhoz, & gor-
bék symboluma a behozott jelélés alapjan («,350); eredmeényil nyer:
juk, hogy minden végtelen tavoli pontnak a felilletre ' vonatkozta-
tott elsé poldr feluletének feliletiinkkel valo metszeés vonala («850)
gorbe; ha a poldrfelilet sikokba degenerdl, akkor az («3y0)
gorbe még gorbiileti gorbe is. Joachimsthalnak a gorbiileti gor-
békre vonatkozo tetele szintén alkalmazdst nyert s ennek alapjén
kimutattam, hogy a forgdsi felillet' 6sszes gorbileti gorbéi (@3r2)
gorbék.

A mésodrendti feliletekre valé alkalmazédsban a kozos jellegfi
felileteket csoportositom, ily modon az alkalmazds a feliiletek
harom féosztilya szerint hdrom f6részre oszlik.

A centralis feluletekre vonatkozo dltaldnos jellemii eredmé-
nyek : Az isoklin normalisok gorbéit kimetsz6 feliilet dltaldéban
véve oly kup, melynek estcsa a felilet centrumdban van, e kap
mindig realis, de degenerdlhat sikkd, ha t. i. ¢stesa és vezérvonala
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egy sikban van, vagy egyenessé, ha vezérvonala egy ponttd zsugo-
rodik ossze s ilyenkor azt szokds mondani, hogy a kup képzetes,
jollehet a képzetesség fogalma elfogadhatd értelmezés alapjan egé-
szen kikiiszobolheto.

Ez alapon kimondhatjuk a centralis feliileteknél a kovetkezd
dltaldnos tételeket: A centralis feluletek («3972) gorbéi dltaldban
negyedrendd térbeli gorbék, de azok degenerdlhatnak egy kétsze-
res sikgorbévé, melyeket a diametral sikok metszenek ki, vagy két
sik gorbévé, vagy két ponttd.

A fokdlis gorbék pontjainak poldr sikjai szintén (« 3y4) gorbé-
ket metszenek ki a feltiletb6l; a forgdsi felilletekre vonatkozo téte-
lek az dltaldnos elméletben elért eredményeket megerésitik.

A paraboloidokbdl az isoklin normdlisok gorbéit kimetsz6
feliiletek ellipticus, hyperbolicus, vagy parabolicus hengerek, me-
lyek azonban sikkd vagy egyenessé is degenerdlhatnak.

A hengereknél a felillet minden gorbéje az isoklin normdli-
sok kozé tartozik, ugyanaz 4ll a forgési kapokrdl is.

Az dltaldnosan lehozott eredmények speczidlis alkalmazdst
is nyernek, igy killonosen az egymdsra mer6leges hdrom conjugdlt
diametrdl sikhoz isoklin normélisok gorbéit vizsgdltam meg.

A méasodrendfi feliletek negyedik osztdlyat képezik a dege-
nerdlt mdsodrendti feltuletek, azaz a sikok, az ezekre valo alkal-
mazdst méltan el lehetett hagyni, minthogy normédlisaik minden
més sikhoz isoklinek, tehéat a sikok Osszes gorbéihez vont feluleti
normdlisok a tér Gsszes sikjaihoz isoklinek.

Az utolsé pontban kimutattam, hogy ha a felilet valamely
pontjén két (a3y2) gorbe megy dt, akkor azon még végtelen sok
més (a3y4) gorbe megy keresztiil.

Ebbél kovetkezik, hogy a médsodrendi feliletek minden pont-
jan végtelen sok (afy2) gorbe megy dft.




TARTALOM.

A mésodrendid felilletek osztdlyozéasi téblazata.

1. Az isoklin normalisok gorbéinek értelmezése s azok sokasiga.
2. Az isoklin normalisok gérbéinek egyenletei.
3. Az (epylr) gorbék rendszama.
4. Az (efyo) gorbék.
5. Kovetkeztetések Joachimsthal tételébal.
6. Altalanos alkalmazis a masodrenddi feliiletekre.
7. A diametril sikok altal kimetszett gorbék megvizsgaldsa.
8. A focalis gorbék viszonya az (efByl) gorbékhez.
9. Az egymasra merdleges conjugalt sikokhoz isoklin normélisok
gorbéi.
10. Alkalmazis a kapokra.
11. (aBy2) gorbék a forgasi feliileteken.
12. A paraboloidok (eBy2) gorbéi.
13. A paraboloidok (epyoe) gorbéi.
14. A paraboloidok (efBy2) gorbéinek tovabbi targyalasa.
15. A parabolicus hengerek («fByl) girbéi.
16. Az ellipticus és hyperbolicus hengerek (afyl) gorbéi.
. Az (apyl) gorbék targyalasa a (¢) alakban.
I18. Az (efyl) gorbék rendszerei.




A masodrendd felilletek osztalyozasi tablazata.

@, 02420, 0y + oot + 20,07+ 2005Y2 + g2 +2a, Wb+ 200yt 2a5 2t 4@y 87 = 0
Wiy —Ari

feliilet determinansa

D 21
(l.;l ([J;' ”1\ ll:”
Uy Qg Ay Ayy

4t16i aldeterminansait jeloljik A, A,,, Ay, dg-el
Egyenletiink altal képviselt feliiletek

L. Centralis feliiletek, ha

és pedig

D > (

képzetes ellipsoid

1. Kllipsoidok, ha

) () ‘nzete U
fl”41.,;.*-11}::""“‘11“‘l” 0 f l\l}?{.\l(h‘l\ll]l.
it 1 [) << 0 redlis ellipsoid
2. Hyperboloidok, ha [ =0 egy kopenyli hyperboloid

@y, Agg— a3 >0,a, 4, <0 D = 0 realis kup
Ay Qg — a3y < 0 D < 0 két képenyii hyperboloid
II. FParaboloidok, ha
4,=0"D=0
1. D= 0 hyperbolicus paraboloid
2. D < 0 ellipticus paraboloid.
III. Hengerek, ha
v, i e b 10 I ISP (AR, PR : (a1 mind nullok.
I : 1d : ol | @ii Ajj =0 képzetes henger
/ atléi aldeterminansal positivek = : s 08
A,, 4101 aldeterminansal positivex [ @ii Ajj <0 realis ellipticus henger.
2. A,, atléi aldeterminansai negativek, hyperbolicus henger.
3. A,, atléi aldeterminansai nullok, parabolicus henger.

1V. Sitkok, ha
VB G R R P

1. A méasodfokti aldeterminansok positivek : két conjugalt complex sik.
9. A masodfokt aldeterminansok negativek : két realis sik.
3. A mésodfokt aldeterminansok nullok : egy kétszeres sik, )
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1. Az igoklin normélisok gorbéinek értelmezése s azok sokasiga.

Valamely felulet isoklin normalisai alatt a felulet azon nor-
malisait értjuk, melyek egy tetsz6legesen felvett sikhoz egyenld
sz0g alatt hajlanak.

Az adott feluletnek valamely sikhoz isoklin normdlisai 4ltal
beburkolt felulettel valo metszés vonaldt az isoklin normalisok
gorbéjének nevezziik, mit (\, ») symbolummal képviselhetiink, hol
a az X=0 sikhoz isoklin normalisok hajldsi szoge.

(X, «) a tér osszes sikjaihoz ugyanazon szog alatt hajlo norma-
lisok gorbéit képviseli, ha X a valtozo, mig ha « a valtozd, akkor
N=0 sikhoz tartozo6 isoklin normalisok gorbéinek képvisel6je, ha
pedig, mind \, mind « viltozo, ugy symbolumunk az isoklin nor-
malisok minden gorbéjét magdaban foglalja.

(X, o) négyszeresen végtelen sokasdagot alkot, ha X és « fugget-
len valtozdkul 1épnek fel. Minthogy valamely sikhoz az egyszeresen
végtelen sokasdagot alkotd parhuzamos sikok mindegyikéhez ugyan-
azon isoklin normalisok tartoznak; azért a parhuzamos sikok
rendszeret elég lesz egy sikkal képviselni, a mi azutdn kimondja
a tételt : hogy az isoklin normdlisok gorbéi a felileten hdrom-
szorosan veéglelen sokasagot alkotnak. Természetes, hogy e soka-
sagok nem mindegyikének kell okvetetlentl redlisnak lenni, mi-
ként legtobb geometriai feladat megolddsdnal, ugy itt is akadha-
tunk képzetes megolddsokra, melyek, ha sikerul éket kellGen
értelmezni, azonnal elvesztik képzetes szinezetoket.

2. Az isoklin normélisok goérbéinek egyenletei.
a) Ha a felilet egyenlete
i (LR S LA P § |




agy x, 1, = pontjdhoz hazott normédlis egyenletei

(E—x)+pE—2)=0 @
7—y) +q(E—2)=0 '
hol
02 0z
AR e q oy

Legyen
Ag+-By+Ce4-D=0". ' . o s (5)

egy tetszélegesen felvett sik, melynek irdnycosinusait «, 2, ;-val,

a normdlis irdnycosinusait pedig «,, f,, 7;-el jelolvén meg
e PP .
aoy+ BB+ rri=const.

mondja ki a feltételt arra nézve, hogy feliletink normalisai a fel-
vett sikhoz isoklinek.

J-val jelolvén meg azon sz0g sinusdt, melyet a normalisok
a felvett sikkal képeznek, eljutunk a feltétel 0j alakjahoz, mely

o s | 45ty b}
agy+ P+ 7rri==A
Tekintettel a normdlis irdnycosinusainak értékere

Y g ap—[q
V1+pi+¢®
Ha ezen egyenletbe p és ¢ értékét az (1)-b6l meghatdarozva
behelyettesitjik, azutdn «, 3, y, A-t constansoknak x, y-t val-
tozoknak tekintjiilk, nyilvanvald, hogy az (1) és (4) egyenletek
egylittesen az isoklinnormélisok gorbéinek egyenletei; mert e két
egyenletet egyszerre csakis oly «, y, z-¢k elégitik ki, melyekhez
huzott felileti normélisok a (3) sikhoz isoklinek, minthogy ezen
gorbéknek a feluleten valo elhelyezkedése a, 3, y, A-tol fugg,
azért azokat ezentul (afyA) gorbéknek fogjuk roviden nevezni.
A (4) alakja mutatja, hogy esakugyan hdromszorosan veégtelen
sokasaggal van dolgunk.
b ) Legyen a felulet egyenlete

fl,y,2=0 L PR e AN N

alakban adva, Ggy normalisanak irdnycosinusai




1) f (Al/ﬂ
o 7 Y

R e

1/]

0z
= T8 A\ [ af\2
¢/ L+ (0 + (1)
tehat
LA AR
== O 10y o 4"

/

/ (/’r/')'-" K(/r/)“’ b ///' )l
l/ o ! I /r]/ ) (:

¢) Ha pedig a feltiletek analytikai kifejezésére a kovetkezd
egyenletek szolgdlnalk :

L=, e g= i, U), - s=[u, ) R e

akkor a felillet normdlisanak irdnycosinusai

'll:

[12 A
Viat+1a+ 15
hol

» I’)?/ rl: ol /’;:
/J;;*’ A A A
5 ou ov av ou
. a 4 r'ﬂ“ 43 t'i: 4/1‘, / 44
[31° ouw v Ov ou
: ax oy ox oy
J);;: - ,\. ¥ ~ ,~' .
12 du v ov du

Ezen ertekek figyelembe vételével

_ oyt Bstitie

S ‘/ /‘fzs " /';%:1 e /‘Vllz
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Az (af372) gorbék egyenletei tehat haromféle alakban jelen-
nek meg, melyeket roviden (a ), (b) és (¢) alakoknak nevezink.

3. Az (afiy’) gorbék rendszama.

Ha [(x, y,2)=0 n-ed rendii felilet, akkor ,”/. ”/ és ”/ alta-

ax’ dy 0z
laban n#—1 fokuak, miért is a (4') 2(n—1) foku felulet egyenlete,
melynek az adottal valo atmetszete 2n(n--1) rendii gorbéhez
vezet, mely azonban tobb alacsonyabb rendii gorbére is oszolhatik,
igy pl. tudjuk, hogy két méasodrendii felulet egy, vagy dltalanosab-

ban két kupszeletben is metszheti egymast.

4. (apyo) gorbék.

Az altalanos elméletben vizsgaljuk meg azon esetet, midén
az 1soklin normilisok parhuzamosak egy tetszésszerint felvett
sikhoz; ekkor 2=0, a (b ) alak szerint (v7y0) gorbék egyenletei

s 2) =0 ‘
af o B BRERp
% ﬁ,:' _*“) M.I/ 12 (7: = |

A mi kimondja a tételt, hogy barmely végtelen tavoli pont-
nak az adott feliletre vonatkozd elsé polar feliletének az adott
felulettel val6 metszesi gorbéje az isoklin normadlisok gorbéi kozeé
tartozik.

(a.370) gorbék gorbuleti gorbék is egyszersmind ; mert pont-
jaikban meghuzott normalisok lefejtheté feluletet, még pedig hen-
ger feliiletet alkotnak. E tétel, mely magabol az értelmezésbél
kovetikezik, direct iton is konnyen igazolhato. Ugyanis a normali-
sok lefejtheté feluletet alkotnak, ha

dp Bl dq @
e i, L T P SR R e
hol
af af af af

ox. .0z’

p=




az (1) masodik egyenlete tehat a médr iSmert

r—ap—pq=0
alakba irhatd, innen dp=-— -~ dg-t a (2)-ba helyettesitve
a

adx+Bdy -+ ydz=0,
mely nem mds mint a folvett

Ax+By—+Cz+ D=0
vagy

u.l"{*l’?]/f{f;-;ﬁ_ s ——— 0

siknak totalis differentidlisa; a jelen esetben tehat a (2) csakugyan
teljesul.

Ha az (1) masodik egyenlete linearis factorokra oszlik, akkor
az azok dltal képviselt sikok mindegyikéhez a normalisok isokli-
nek, a mi kivilaglik akdr az altalok kimetszett gorbék természete-
b6, akdr Joachimsthal ismeretes tételébsl, mely kimondja, hogy
ha a felulet valamely gorbuleti gorbéje sikgorbe, akkor a gorbe
egymésutan kovetkezé pontjaiban megszerkesztett feluleti norma-
lisok isoklinek a gorbuleti gorbe sikjahoz.

b. Kovetkeztetések Joachimsthal tételébél.

Joachimsthalnak imént idézett tételébsl kovetkezik, hogy a
felulet osszes sikgorbuleti gorbéi az isoklin normalisok gorbéihez
tartoznak. HEz alapon leszdrmaztathatom azon felilletet, mely az
isoklin normalisok sikgorbéit metszi ki a feliletbdl.

Ha a feliulet egyenlete tetsz6leges ‘coordinata rendszerben
van adva, ugy 2=c szintén egy tetszéleges sik egyenlete, mit ha a
gorbiuleti gorbék sikjaul valasztunk a

: dp e dyg
de+pdz — dy4-qdz

egyenlet dz=0 feltételnél fogva




Fdp icod
I/,l' l/l/
egyenletbe megy at, mit ha

dz :/;//,:' it/(/// =)
feltétel mellett integralunk
p*+q*= const.

egyenlethez jutunk, mely kapesolatban feluletink egyenletével a
szoban forgd gorbék egyenletét képviseli, a mit az is bizonyit,
hogy a (0012) gorbék (a ) alakja
72
p*+q* et
22
Ha tehdt ki tudom mutatni valamely feluletr6l, hogy annak
osszes gorbuleti gorbéi sikgorbék, akkor mér azt is kimutattam,
hogy azok («f3y4) gorbék is egyszersmind. PL.:
[. A forgasi felilletek differentidl egyenlete z-t vélasztvan
forgasi tengelyul
yp—+axqg=0.
Gorbileti gorbéit képviselé egyenletben tekintettel kell Jen-
niink arra, hogy a forgdsi feluletek minden normdlisa dtmegy a
forgdsi tengelyen, a jelen esetben x:=0, y=0 egyenesen, miért is

drx=0, dy=0 és igy a.gorbuleti gorbék egyenlete

dp dq
pdz — qdz
vagy

(qdp—pdq)dz=0.

A forgdsi feluletek differential egyenlete alapjan

qdp—pdq (:)
§T ey Wy )

tehat a gorbiileti gorbéket vagy z=c, vagy — =¢, azaz a 2 ten-
: Y

gelylyel parhuzamos, vagy pedig a rajta keresztiil mené sikok met-
szik ki, miért is ezek (a3y2) gorbék.




2. A forgdsi kapnak, melynek tengelye z-vel parhuzamos,
egyenlete

2'=mA(x?+y?).

Ha e kap cstucsa ay sik egy tetszéleges gorbe vonaldn mo-
zog, ugy a beburkolt feliilet differential egyenlete

PE-+qi=m?.

~ Ez alapon konnyli kimutatni, h‘ogy a beburkolt felilet min-
den gorbuleti gorbéje («fy7) gorbe.
6. Altaldnos alkalmazds a masodrendii felilletekre.

A médsodrendti felilletek dltaldnos egyenlete homogén coor-
dindtdakban

f@,y,2,0) = ;02 420,52y + ooy + 20,502 + 2tgq Yy 2+ Ag522+ |

; (1)
+ 20,2t 4209, Yt + 20552t + a2 =0 |
Elfogadva, hogy a; = ay;
Lar
9 ’7;{ Pt ”ll'l.—l_”l:’!/_*’((13:'\['”14,
1 af
R, = gy —+ Uy Y +ClggZ -+ (tgyl
5 (2)
17/
9 5z = gy - Ugp Y ~+ g2+ gyl
1 (7/'
9 Bf Uy (g Y+ gaZ gyl

Az (a8 y ) gorbéket kimetsz6 felilet () alakjit rendezve f
derivaltjai szerint

o ~a2)(n/‘)2 203 4dHd] + (42— %) (’7/.)2 Qay of af ) ‘

ox "ax dy : Y | ox 0z 2)
(o
af of ﬁ/')‘“’ .
toyo i A | T =0
%r 50 5 T @1 5,

Ez egyenlet konnyebb értelmezése végett alkalmazzuk a ko-
vetkezd coordindta transformatiot: a (2) hdrom elsé egyenlete dltal
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képviselt sikokat vdlasszuk sorban az ) rendszer &, y', z' sikjaiul,
t-t meghagyvén véltozatlanul, ha behozzuk

M=¢v u $=e 1/2 ;] a,
N =1. a},+ad,+ag,

S =y a3+ Fad,+ad,

jeloléseket s ha az 10j rendszer x', y', 2’ tengelyének az ax'=0,
y'=0, z'=0 sikokhoz val6 hajldsainak sinusait u, v, g-val s végul
My, Nv, So szorzatokat rendre M, N, S-el jeloljik, a megejtett
transformatié utén a 3. 4j alakja, elhagyvin a coordindtdk mellél

a felsé indexeket

(22— a® M3x? 20 M, N,xy + (4 SNty —1|

Quy M, S,z —287 N, Sy yz+(12— 1% S222=0 |

B transformatio foltételezi, hogy A,,=0, miért is a kutatds
eredményei csakis a centrdlis feliiletekre lesznek érvényesek.

A (4) determinansa D=0, tehdt realis vagy képzetes kupokat,
hengereket vagy sikokat képvisels egyenlettel van dolgunk. A to-
véabbi analisdlds mar A, és aldetermindnsainak tuzetesebb meg-

vizsgdlasat teszi szukségessé.

i2—a? —af, -0y
\“:.‘I?{\V"lx? - '//_I')), A2 -ﬂ‘“, ;”‘;’;’
ay, B it =t
kifejtve
;) 19 4
A= M2N2S3 ! 1)
tovabba
12—a?, af3

2 _ 12 N2
Ui (1 ”u**‘ln'\l

ufB, =g

mivel 24 32=1—7? azért
"n”. ”i ff-‘l“‘)A\v'“)/..’“'(Zz r2—1)
a 1 \/4\ \”’/‘(/ a2 (12—1)

I. Legyen 22<1.

Az ismeretes eriteriumok alapjin tehdat kimondhatjuk, hogy a
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(4) redlis kipokat képvisel, ha

B+ri—1>0, BB—a?) (B2-1)<0,

vagy ha
AP4+r2—1<0
ellenben képzeteseket, ha
P+ —1>0, (22—a? (12—1)>0,

A2<1 feltételink figyelembe vételével

)\5">a2 B
a realis,

12<a®4 2
P>a24 62 12< g2

a képzetes kiipokra vonatkozo criterium.
II. Ha 22=1, akkor A,,=0, mivel

2 2
A A2—a? —afl, —ay
i IRV e Bl 2. P92 o3
NI | aE A i B ‘
s B R Ls S SN T 2
| —ar, —Br, 28

atloi aldeterminansai o2, (% \? ennélfogva a (4) két complex sikot
képvisel, legyenek azok

Xi+1X,=0

X;—iX;=0
hol X, X; a coordindtdk elsé foka fuggvényei, e két conjugalt
complex sik keresztil megy X, =0 és X,=0 sikok metszésvonaldn,
tehdt metszésvonaluk redlis s az a feliilethsl dltalfban két pontot
metsz ki. A centrdlis masodfoki feliileteken tehdt csakis két pont
létezik, melyeknek normdlisai egy tetszés szerint felyett sikhoz
merdlegesek, azaz a feliilel normdlisai hengerfeliletet nem alkot-
hatnak.

ITI. Midén 2=0, akkor nemecsak Ay, hanem tloi aldeter-

minfinsai is nullok, tehdt két osszeess sikkal van dolgunk, melyek
kozos egyenlete, visszatérve a régi coordinatarendszerre

* 1 eriterium mér magiban foglalja 2*+4y*—1=>0 feltételt is; mert
ennek mis alakja 2*> ¢?4p2,
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0

O = - 7 = e
ox mi ay 7 a2

em mds mint a végtelen tdvoli pont poldrisa, azaz a

a mi pedig n
tral sikja, tehdt a centrdlis feliiletek diametrdl sikjai

felulet diame
4ltal kimetszett gorbék az isoklin normalisok gorbéi kozé tartoz-

nak, de ezek az dltaldnos elméletben feldllitott tantételnél fogva

gorbiileti gorbék is.
A tovédbbi vizsgalodds mdr feliletink egyenletének transfor-

mati6jat teszi sziikségesse.

w. A diametral sfkok 4ltal kimetszett gorbék megvizsgilasa.

Coordinata rendszeriink origdjdt a centrumba helyezi a ko-

vetkez6 substitutio

A
v 7",1 l’ 14 /r
“M
Aoy
Ny 4194 /'
Y=Y = ‘\'.'.
g =% - A )
"‘u
t=1t'.

Feliiletiink egyenlete az uj coordindta rendszerben a felsé

indexek elhagydsdval

22 20,970y + 20045 -+ 2aty5 Y2+ Aag?® A
Ay

A coordingta sikok egymdshoz valo hajlasa egészen tetszile-

oes, azért azok egyike dltal kimetszett gorbe tulajdonsdgai dltala-
nos érvénytiek. Lassuk 2=0 dltal kimetszett gorbét, egyenlete
D
41”‘1‘2'{-:_)rlu.l"l/—ﬂ—tlg__,'l/i i | (2=
A g

a mi kapszeleteket képvisel, D=0 esetben pedig két redlis, vagy
conjugalt complex egyenest, tehét az ellipsodok- és hyperboloidok-
bél a centrumon &tmend sikok kupszeleteket, a kupokbdl pedig

egyeneseket metszenek ki.
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Vizsgaljuk meg, hogy a kimetszett gorbék kozott hdny kor
van. Ha az egymdsra mer6leges harom conjugdlt irdnyt vesszik
coordindta tengelyekiil, a centrdlis feliletek dltaldnos egyenlete a
kovetkez6 alakban jelenik meg

102 oy 2 t-ps22—1=0
sl =0l =] 4]

Az ezen feliiletb6l a koroket kimetsz6 sikok két serege léte-
zik, melyek

V ps—pox+7v ‘Il:_y py2=0
Vs—pe 0 — v pa—p1 2=0

sikokkal parhuzamosak, mibél lathato, hogy az eléttink 1évo két
sik altal kimetszett korok az isoklin normdlisok gorbéi kozé tar-
toznak, tehdt az ellipsoidokon és paraboloidokon az (zf3y2) gorbék
kozott két kor van.

Konnyti meggy6z6dni, hogy a hdrom egymdsra merleges
conjugalt sikhoz parhuzamos normdlisok gérbéit kimetsz6 sik azo-
nos a megfelel6 conjugalt sikkal, tehdt e gorbék a felilet (afy2),
gorbiileti és geodeticus gorbéi kozé is sorakoznak, killonben meg-
jegyezhetjik, hogy a geodeticus gorbék valamennyien (af3y2) gor-
bék 1is.

8. A fokélis gbrbék viszonya az (¢f5y2) gorbékhez.

Azon kérdésnek az eldontése, hogy vannak-e az («fy2) gor-
bék kozt a mar targyaltakon kivil mds sikgorbék is, sziikségképen
a fokdlis gorbékkel hoz kapesolatba.

Konnyti beldtni, hogy a kapok koztul csakis a forgdsi kapok
alkotoi lehetnek valamely sikhoz t. i. a tengelytikre mer6leges sik-
hoz isoklinek, de ekkor a kup 0Osszes normadlisai is isoklinek
e sikhoz. Ebb6l azutin kovetkezik, hogy az érinté forgdsi kupok
(afy2) gorbéket metszenek ki a felilethb6l, melyek valamennyien
sikgorbék s sikjaikat adja a forgdsi kip csacsdnak a feliiletre vo-
natkoztatott polarisa, 4ll tehat e tétel : A fokdlis gorbék pontjainak
polarsikjai (/3y2) gorbéket metszenek ki a feliletbsl. Igy pld.

9

“
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"..u e ‘I/,; el :'_: 1=0 a>b>e¢
a2 b2 c?

ellipsoid fokdlis gorbéi

2 2
z=0 sikban _" i .,'I/
a*—1c* /;“

y=0 sikban : -
Y £ a®—b? -

E gorbék pontjainak poldrsikjai («3y1) gorbéket metszenek
ki a feliletb6]l. Hasonloképen irhatjuk fel a tobbi centrdlis feliile-
tek fokdlis gorbéit, mint az (25;2) gorbéket kimetsz6 sikok polusai-
nak mértani helyét.

9. Az egymésra mer8leges conjugilt sfkokhoz isoklin normélisok
gorbéi.

A centrilis feliletek dltaldnos normél egyenlete.
2oy 24 11522+ b =0
hol b=—1, vagy 0.
Az (afy2) gorbéket kimetsz6 kip egyenlete
Il‘//l,l'-+—{/7)/12'// *fﬂ;‘"l/:;: =] 14 ‘uf.l“l—{ ‘IL:::'I/V“) } ‘//332.

A z=0 sikhoz isoklin normélisok gorbéinek egyenlete, mivel
ez esetben
e T DI
)\"‘/[‘}J“QWL/‘fl‘/tg‘lﬂ+(2°{//;‘: p) 22=0
ami R
esetben redlis kipot képvisel, (1). Pld. A hdrom tengelyfi ellipsoid
(0012), (0102), (1002) gorbéinek egyenletei sorban.

A AN
2 2 e Qe T
al k bt O oy (4*—1)2?=0
S ) 0012)
PR iog® o a8
v - k=)
r b? F c*
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12 1 22
Ak SR e ghg e 2 S 9y
prike | B (B—=1)yy2 ek )
O 9 2 (0] ()))
okl 22
-+ - =1
a? 2 b2 73 c?
Ii:> he B
2. 9 9 22-—=0)
”4() i +/;~’ Y2+ 5 \
T A L (1002)
S —1=0] ¢
ar /"‘ c*

Ha a kovetkez6 jeloléseket

ey /1 Pie
1y S l h2 (r" : 1y
Shin s S TS Mt
By 0 l/ b a’ v
1 L L e L
by Ab l/ b? b? i a?’

| ( YA 72 22
Laone A '/ bt b2 % g
Li oo / B Ry |
04 A l at oa? i he’
SRS R
oy A l/ a?  a? + e’

u /'1’”/‘.27’)}’
ic l p2 i pB i a2
B A =
2C l/ 2 2 i b
1 /
0 'l/ ‘. l.)
Vo C Cc" a*
I uite 7 l,,,
Ve r f R a*
1 b I
;,l/ Sy
0 oy ! cA h?
1 T 1
}l/;)i = T I'/ c? : b2

gorbéink vetileteinek egyenletébe behozzuk, tigy azok ‘egyszer{ibb

alakja.
.[/'.’4 zZ 2
o pggtey Ry b Ul
T ] "
9 9 D]
Y- z” Y-

K 9 + 9 +‘ l==0) 9 *
Vi ) Vi
12 72 2

-+ g +H1=0 L4
01 - 02 lu,—

DA A E

—1=0 +(0012)

(0102)

1=0 (1002

02

Ez egyenletek kimondjdk, hogy a coordindta sikokhoz isoklin

normélisok gorbéi ellipticus és hyperbolicus hengerek metszésvo-

nalai gyanant tekinthet6k ; miért is e gorbéket ellipticus hyperbo-

14knak, Vagy hyperbolicus ellipsiseknek lehet nevezni.




2 9 »3
X* 1 A
S+ YA —1=0
a T

A hérom coordindta sikhoz isoklin normdlisok gorbéinek
egyenletei :

SR RN 1 . 2
o —l—F!/ ‘*‘"{I (12—1)23=0
(0012)
e N 1—0
P e e b
A3 1 )2
Sl Jaletit T B (e AL
o o A N 0102
a8 ys o8 o i
a? +Vl)2 L
1 i Tk
kol T W AT TR
at i it be Y i ct” O
Sy (1002)
ARy e ot
~(l"T+ b2 2 4

A (0012) gorbének a hérom coordindta sikra valé vetiiletei:

ot o YO TGRSR R o8 S i ) e
o (a5 — 55 — o) A+ 5=0

b a? c? ) a?
A2 ( S i) s & i 4 L ) Eatt ik il
a\a* 2 ) c? (('2 e c2)” + b3y
Tl v 1 2% Leda® 1 A Y e T gE
a (ll2 e * 4‘2) A 2 (7;‘5 o e? + 71‘2)"/ + c? T i

Ez egyenletek kimondjdk, hogy a vetiiletek nem mindig red-
lisak minden coordindta sikra és pedig ha

1 PLEEL 1 22
Lo e Jaatrid . 0
(.2 ”2 (.‘). <( ‘.‘.'. /“A l.‘& < ¥

a vetulet (y2) és wy sikban képzetes, (x2) sikban pedig hyperbola

.07 e A
o v — 7 >0
p
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feltétel (y2) sikban képzetes vetiletet, (2:2) és (a)-ban pedig ellipsist
és hyperbolat ad.

1 Tk A2 i 23 22
c? a? c? B 2 b2 2 i
1 12 A2 | he 7k
@ ar i LT =

esetekben a vetiiletek mind a hdrom sikra redlisak, és pedig az els6
esetben (yz)-re hyperbola (12) és (xy)-ra ellipsis, a masodikban mind
a hdrom sikra parabola.
Hasonlo kutatast lehet véghezvinni a (0102), (1002) gorbék
vetuleteire is.
A két kopenyti hyperboloidra
22 y? 22

a? b2 P Choni

alkalmazva elméletinket a most kifejtettekhez igen hasonlé ered-

ményre jutunk.

10. Alkalmazas a kipokra.

A kapok normal egyenlete

i e y? 22 =0
a? b? c?

A feliilet (0012), (0102), (1002) gorbéinek egyenletei

Lo i i ol
k= +7§.’/ + - (M) 220
3 Py (0012)
e o f L
a? bh? o2
ST Gk
e seldt— Ny o+ —pei=0
) 2 X (0102)
oG !liﬂ——jr--_‘
a? 3.t b2 o2 =0




A A®
S g T A S 22=0
a* it h? ¥y ct -
9 . - (100 2)
£ ey 2* 0
a® £ ol c?

a’ &4
i | ) | | ks A%
n2 22— (
a? (ll“’ b2 : c? ( c? h2 c? ) ’
1 (/J iy )i\) ¢ | (/3 1 /2\) il
) Bk -+ Sl ozt
a? \ a? I 1 b2 \ p? c? f c? Y

Ez egyenletekbdl kiolvashato, hogy a vetiiletek két redlis, vagy
két conjugalt complex egyenest abrazolnak. Mind a harom vetiilet
realis, ha

| AR A2 0 | A% A% 0
2 : e Wb . e
e a? A c? b2 c?

Egy vetulet realis, ha

| A% A I A 28
. <L 0, — - < 0 vagy
A a? Y 2 h2 c3 %
| A% 7 0 | 42 AR 0
>V, > 0 vagy
c2 a? & é? h? c? - i
1 a by 1 = A%
: s i 5 il
c2 a2 c? c? a? c2

Tehat vagy mind a hérom vetiilet redlis, vagy- csak egy. Ha
mind a hdrom vetiilet re4lis, azok barmelyikén és a vetuleti sikra
merdleges coordinata tengelyen atmend sikok metszik ki az isoklin
normédlisok gorbéit, melyek tekintettel a mar 7. §-ban is megallapi-
tott tételre, négy egyenesbe degenerdlnak. Ha pedig a vetilet esak
egy coordinata sikra realis, ez azt jelenti, hogy maga a vetiilet
képezi az isoklin normdlisok gorbéjét, a mib6l azutdn kovetkezik,
hogy a mésik két vetiletnek képzetesnek kell lenni,




11. (ufy2) gorbék a forgasi feluleteken.

Az ellipsoid egyenletében, ha a=050 a két tengelyli forgasai
ellipsoidhoz jutunk, melynek egyenlete

BEPLAT 1

a? ¢

Konnyti meggy6z6dni, hogy a 2=o0 sikhoz isoklin normalisok
gorbei, vagyis a (001 2) gorbék

centrummal biro

sugaru korok.

Az egy kopenyii forgasi hyperboloidok egyenlete
x? 42 4
: - — 1=0,

9
o

hasonloképen talaljuk, hogy a (001 2) gorbék

sugara korok, melyeknek centruma

72 22
as ok

v
| c /’ 1
$ SRl l ¢
Az (a.300) gorbik egyenleteinek lehozésdandl eljutunk
altalanos elmélethen mar megallapitott tantételnek mintegy

ama az
' bévebb
értelmezésére, mely szerint azokat

ax+ py=0

sikok metszik ki.

A forgasi kupok egyenlete




ERE U e

= — =0
a“ c*
az (af3yl) gorbék egyenletei
a1yt :'*') (a' 3y r2\E
2 A e : :
at e a’ ot G
r2 + ,/2 :z
2 ? ) ;()
a? (
vagy
A(a® H4-c?) (u,l 3y PR e
areh it g c?
12 >+_ ,/‘.’. :J
9 5 0 =0
a? e

Tehat minden a centrumon atmend sik (« ?32) oorbét metsz
Ry 2
ki a felulethdl, vagyis a kap minden alkotdja («3y2) gérbe. Konnyti
kimutatni azt is, hogy a forgdsi kip minden normalisa isoklin a kup
O O
tengelyéhez mérdleges sikhoz. Ugyanis a (001 2) gorbe egyenletei

22 (a? + ¢?) ! 22
a? ¢t F R ct
9 D 9
{ Moy (3 fose z“
- Y _ =0
a? G2
22 a’

a? 4+ ¢?

mellett az elsé egyenlet minden z mellett teljestil, tehdt z = 0 sik-
hoz a felulet 6sszes normalisai isoklinek s hajldsi szogiik

a
9 R
1/ a* + ¢
A forgasi feluletek legnevezetesebb alakja a gomb, egyenlete
x4+ y? 422 — a2 =0,

(af3y2) gorbéinek egyenletei

are sin

rb=ax 4+ By + rz

‘,-2 + ‘I/"z + :2 — 112 wee A),
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pas )

Ebbél lathaté hogy a gomb (u32) gorbéi sikgorbék és pont-

Jaiban meghuzott normalisok isoklinek a gorbe sikjihoz, tehdt gor-

bitleti gorbékkel van dolgunk, 2 = 0 esete mutatja, hogy az (u3y0)
gorbeék, vagyis a gomb legnagyobb kirei geodeticus vonalak.

Az dltalanos elméletnek eme specialis esetekre vald alkal-
mazasa elég vildgos képet nyujt arrdl, hogyan kell az isoklin nor-
mélisok gorbéinek meghatdrozdsdban eljarni. A letdrgyalt esetek-
ben a metszési gorbék vetiiletei els6-, mdsodrendti gorbék vagy
pontok voltak, ezek tulajdonsdgai ismeretesek. Sokkal bonyadal-
masabb a targyalds bdrmely dltaldnosabb eset megvizsgdldsdban,
ekkor dltaldnosan a vetiletek negyedrendii girbéket adnak, tehdt
ily esetekben az isoklin normédlisok gorbéi, mint negyedrendii hen-
gerek metszésvonalai jelennek meg, de minthogy a térbeli gorbéket
ép oly jellemzik azon feliiletek, melyeknek metszésvonalat képe-
zik, mint vetileteik, azért a centrdlis feliletekre vonatkozo vizs-
galodast ezzel bezdrom.

12. A paraboloidok (afy/) gorbéi.

A méasodrendti feluleteknek tobbi fajaira valo alkalmazdsban
ezentul azok normél egyenletébél indulok ki, minthogy a sziikség-
képen alkalmazandé coordindta transformatiok dltaldnosabb tdr-

yalast alig engednének meg.

Azon masodrendii feluleteket, melyeknek centruma a végte-
lenben van, paraboloidoknak nevezzik, normdl egyenletiik

2% py? — .22 = 0.

az (a3;2) gorbéket kimetsz6 feltilet egyenlete

A [/ ek p 292 pu,.~ =a,— BPY —rp,*

rendezett alakban

PI— 4+ pi (% — D22 — 287 p, p,yz + 2 aBp,y
+ 2aypy2 + A2 — a?=0

E felilet a hengerek egyenletét képviseli, megvizsgdlando
természete ; determinansa [, valamint aldeterminansai kozol

Agy, Ayy, Ay, nullok, mig




s B, e af3|
‘\n = /'f/';:: "‘zs A2 7"“' L]
PG 22— o2
vagy
,\1174; /Jf}»il‘(/‘.ﬂ 1)

A\]l atlol aldeterminansai

PR A~ 1
PH 407 == 1)
P (d® - ot 1)
Ha 22 < 1, akkor A, < 0. Kimutatjuk, hogy ha a; A, > 0,

akkor A,, 4t16i aldeterminansai negativek, mig ha A, 4tloi aldeter-
minansai positivek, akkor a; A, < 0

mig ha az atloi aldeterminansok positivek, az azt jelenti, hogy
12— ;2 + 17/2, 12— 2 + T2~ 12— ‘)'-.5 -+ ;,z

a mi kimondja, hogy a; A, <O0.
Ha A,, 4tl6i aldeterminansai nullok ez azt jelenti, hogy
11 g iy

a= [ =;?

19— 92— 0 22 =0 .2
/.~—_.af_l7’4_r

Ha tehat az 4tloi aldeterminansok positivek, akkor realis
ellipticus hengerrel, ha negativek hyperbolicus, ha nullok parabo-
licus hengerrel van dolgunk. All tehat a tétel: 22 << 1 esetben a
paraboloidokbdl az isoklin normalisok gorbéit kimetszo feluletek
mindig realis hengerek.

Ha 22=1, akkor A, =0 4tl6i aldetermindnsai positivek,
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tehat ket conjugalt complex sikkal van dolgunk, a mi kimondja,
hogy hengerfeliletink egyenessé degenerdl, a mi mindannyiszor
bekovetkezik, valahdnyszor a henger vezetévonala egy ponttd zsu-
o o Oy

gorodik Ossze.

Végil ha 2 =0, akkor A,,, valamint 4tl6i aldeterminansai is
nullok, tehdt egyenletink sikot képvisel, a mi a hengerek azon kii-
1onos esetének felel meg, midén vezetévonaluk egyenes.

13. A paraboloidok (o) gorbéi.
Az (a3yo0) gorbéket kimetsz6 sik egyenlete
a— BPY — iy Pz=0

mely mutatja, hogy az x tengelylyel parhuzamos sikkal van dolgunk,
minthogy pedig a parhuzamos sikok hasonlo gorbéket metszenek ki
a feluletbdl, azért eleg lesz az a tengelyen atmend sikok egyike dltal
kimetszett gorbe természetét kutatni, e végb6l czélszerti lesz
oly coordindta-rendszerre attérni, mely a régib6l a z = 0 és y = 0
sikoknak az & tengely korul valo kiforgatdsa dltal jon létre, az 1j
rendszerben valamely pont coordinatdit x,, y,, z,-el jelolvén meg,
az 1 coordindta tengelyek irdnycosinusai 0,0, 1; (0 ¢, 3)); (0, oy 35),
tehat a transformatio formuldk

=
Yi=01 Y+ 7 2
3 2y =Y + a2
innen
L =&
Y =04 Yy + ay 2

Ha ezen értékeket a paraboloidok normdl egyenletébe behe-
lyettesitjik
2%y — Py (@3 Ys -+ a1 29)® ~ P71 Y1 — 7222 =0.
Ha a feluletet 2, = 0, vagy 1, = 0 sikkal metszettik, nemesak
| O ,/I
hogy az isoklin normélisok gorbéihez tokéletesen hasonld gorbék-
hez jutottunk, hanem mint ldthato, egyuttal (o3yo0) gorbékkel van




dolgunk. 2, = 0 sikkal valo metszési gorbe egyenlete
N 2 .
BT ap, + 2 p, £
Evvel kimutattuk, hogy a felilet («f3;0) gorbéi dltalaban pa-
rabolék, ha pedig o} p, + 7% p, = 0 akkor

2y = 0 &Py = 0,

’

mig ha a3p, + 2 p, = 0 akkor
Yy =0x,=0

egyenesek is az (afyo) gorbék kozé tartoznak, latni valo, hogy ez
esetek csakis a hyperpolicus paraboloidoknal fordulhatnak eld, mi-
don p, és p, ellenkezd elGjeliek.

14. A paraboloidok (¢fy4) gorbéinek tovabbi targyalésa.

Azon dltaldnos esetben, midén 0 < A2 < 1, az («3y4) gorbe-
ket kimetsz6 felulet egyenlete, mint lattuk

AVI+ 2+ pia=a—Bp Yy —rpy2?

ez egyenlet az (af3r2) gorbéknek a vetiletét dllitja el6 az yz sikra.
Ha egyenletinkb6l és a felilet egyenletébdl egyszer y-t s egyszer
z-t kiszoboljiik ki, nyerjik az isoklin normalisok gorbéinek veti-
letét az xz illet6leg ay sikokra, de ezek mar negyedrendli gorbék ;
miért is a paraboloidok (¢fy2) gorbéi mint a médsod- és negyed-
rendfi hengerfeliletek metszéséb6l szarmazo gorbék foghatok fel.
Léssuk kozelebbrél a (001 2), (010 2), (1,00 2) gorbéket.
Egyenleteik

P+ pi (22— +2=0 )|
O s L) )/ [),:~: [
pi(2—1) y2*+piP+22=0 |
9 —pyyP— =0 '
phe+pRt+a2—1=0| (100)
22— )y ;/“—~/),~z_0] i

(0012)

(0102)
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4* <1 esetben tehdt a (0012) és (0102) gorbéket kimetszé hengerek
hyperbolicusak, mig az (1002) gorbeket elliptikus hengerek metszik
ki. Gorbéink vetiiletei az Yy sikra,

P1[p1—py (A2—1)] Y +2p, (22— 1) x422=0,
P1[py (A2 —1)—po] y2+2 pyar+22=0,
P1(P1—pa) Y+ 2pgr+ 12— 1=0,

az xz sikra pedig

Pa[py (AP —1)—p,122+2p,x+12=0,
Pe(Pa—py (A—1)]22-2p, (A2 —1) x4 72=0,
Po(Pe—P1) 22 42p, x4+ 12— 1=0.

Ezen egyenletek dltaldban parabdldkat képviselnek, tehdt a
(0012) és (0102 gorbéket hyperbolicus parabdlaknak, az (1002)
gorbéket ellipticus parabéléknak lehet nevezni; mert mig amazok
hyperbolicus és- parabolicus, addig emezek ellipticus és parabolicus
hengerek dtmetszésébé] szdrmazo gorbe vonalak.

Pi=py=p vagyis a forgdsi ellipticus paraboloidok (1 002)
gorbéinek vetiiletei a hdrom coordindta sikra

1—22
g

1—22
2p

1—22
2p

04 i

) it —~—

Py
tehdt az (1002) oly » = 1/1 ])/' sugari kor, melynek centruma

TR b LR
a forgdsi tengelyben van az orig6tol - e tavolsdgra.
Ha py=p, (22—1), akkor a (0107) gorbének vetiiletei

2

SRR T e
. LN /

22 ¢
iy =0
°t gp =)

12
.l‘—{— £ 0

99,2 —1) —
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tehat a4+ o (B—1) — 0 sikban oly hyperboldval van dolgunk,
2my (A=
melynek tengelyei

A A
/l £ St 7 C =
[0 T T py (1—2%)
Hasonloképen, ha p, = p, (22—1), akkor a (0012) gorbék
vettletei
: A
(22—1) y2+4-2% - =0
g a1
);Z
Lo —41,
C T 9B —1)
72
v -+ 2 =)

2058 =—1)

22 ;

, = — () sikban levé oly hyperboldval van dol-
9 2 l . .

2 g (A )

gunk, melynek tengelyei

azaz & +

A A
b=- - : -
D (4~ A%) PV 122
Vizsgdljuk még meg a paraboloid (zaou

) gorbéit, esak hamar
taldljulk, hogy egyenletel

Qe

9! PiY>—Ds g% = ()
1

X2 =0
P1 Po

Ha tehdt valamely pont a paraboloidon ugy tartozik mo-

zogni, hogy & és 2 coordingtdinak szorzata mindig W legyen,

1 Pa
agy a pont mozgasabol keletkezd gorbe (aaoa) gorbe.

15. A parabolicus hengerek (¢4 gorbéi.
A parabolicus hengerekre valo alkalmazds csak egy specialis
esetét képezi az imént targyalt

eseteknek, ngyanis ha a paraboloi-
dok egyenletében p,=0, akkor

2e=p,y*




& parabolicus hengerek egyenletét képviseli, e feliilet (z852) gorbéit
kimetsz6 feliilet egyenlete

pyA2—g®) Y24+2a8p, y+22—a2 =0

innen
af a® 32— (22 —a?) (22— 37
Ye=¢c " Tl ]/ 0 232 92
Py (22— ; /’1()* ~%)
vagy

B F2Y1—212—43
Py (22— %)
1—22—2 50

esetben két realis pdrhuzamos sikkal van dolgunk, azaz minden
&=0 sikhoz parhuzamos sik (af3r2) gorbét metsz ki a feliilethél,
melyeknek vetiileteit ay sikra

aft + ]/1 -2 8 ;‘"V':‘l
r Py (22— 42)

xXr=
pontok képviselik, szdval dll a tétel, hogy a parabolicus hengerek
alkotdi («f3y2) girbék. Kénnyti tovabbé 1dtni, hogy a felilet (0010)
gorbéi hatdrozatlanok, ami azt mondja ki, hogy a feliilet osszes
normélisai az xy sikkal parhuzamosak, tehdt a feliilet dsszes gorbéi
(0010) gorbék.

Ha

akkor
afl vt g = o

2 7 ]»“13 a?

p(A2—p% " pa’

1 - 2*—7% < 0 kimondja, hogy vannak sikok, melyekhez az isoks
lin normélisok gorbéi két végtelen tdvoli ponttd degenerdlnak.

16. Az ellipticus és hyperbolicus hengerek (af;]) gorbéi.

Az ellipticus és hyperbolicus hengerek egyenletének normdl
alakja
Pra®+py yP=
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az (afBy1) gorbéket kimetszo felitlet cgyenlete

p2(2® -02) %4 pg (22 3 y2—2afp, poxy =0
innen
y _ afp, i v 1 A2—y2
L Py (12— %)

tehdt a 2 tengelyen dtmend osszes sikok (3;2) aorbéket metszenek
ki a felileth8l, mds szoval a felillet dsszes alkotoi (a3y2) gorbek,
de konnyti azt is latni, hogy a felitlet (0010) gorbéi hatdrozatlanok,

azaz a felillet 0sszes normédlisai az ay sikhoz parhuzamosak.

17. Az («fy}) gbrbék targyaldsa a (c) alakban.
Az (afByh) gorbék egyenleteinek (¢) alakja

W=l A1) y=/[o (W V) 2 = fa (u, V)

Azonnal meg fogunk gy6z6dni, hogy az isoklin normélisok
gorbéinek tdrgyaldsa ezen alakbanigen faradsdgos s nehezen czélra
vezets. Hatdrozzuk meg pl. a hdrom tengelyti ellipsoid («f3y0) gor-
béit a (c) alakban.

A feliilet egyenletei

x=asinu ¢ 1—k*sin*v
1y = bcosucosv

z =csmo Y 1-( k%) sin?u

Fzen egyenleteket u, v, gzerint derivalva :

:,;'/ll = acosu Y 1—k*sin?v
dx' - ak? sin w sin v ¢OS v
o y/1—kK? sin? v
17'1/

L — b sin 1 cos v
au




o .

Yo b cosusin v
ov

0z ¢(1-—Kk?) sin u cos w sin v
u Y 1—(1—Fk?sin?u
0z R

o Limp ceos v Y 1-—-(1—k?sin2v
av

Ezekbol pedig

) besin w cos? u
/2:; = ¥
y1—-@

fon = V/ 1—k?sgin*vy ¢/ 1

ab sin v [ cos?u— k2 (sin2 v

VY 1—£k%sin?v

[1a=

tehat

1

sinu ¢/ 1-—-k2sin?v a +

-+ : sinu iy 1 —(I
7

ac cos U cos v [ cos? u-— k2 (sin? v

b

k? (sin? v — sin? w)]

k?) sin® u

- 8in? )]

(1 %2 sin?w

sin? )]

COS % cos ¥ 7+

2y sin ¥ =10

egyenlet a felilet egyenleteivel egyiitt az ellipsoid (a3y) gorbéinek
egyenleteit képezik. o, f, y tényezbinek figyelmes megtekintése

mutatja, hogy legutdbbi egyenletiink

ax f sy e
a? h? ¢

8

4

egyenlettel azonos, mely mar az el6bbiekb6l ismeretes. A szdmitds

menetének hosszadalmas és faraszto volta meggyéz arrél, hogy a

(¢) alak a kutatdsokra legtobb esetben igen alkalmatlan s ecsak

azon esetben haszndlhato sikerrel, middén a felillet egyenlete is

szokottabb a jelzett alakban igy pl. A csavarfeliilet egyenletei

= au, &L= VCeosuU,

Ezekbol

Y = vsinu




ou > o
— = YEIM U, —— = COSU
ox av
Y ay {
— == veosu, = =S u
ou oy
0z 0z
—— = a y = 0
au av
fos = — asinu
o= a cos U
3

[12= v
J /j + /ii } 1_)_) =y a+
Ennélfogva
aa sin U + af cos u U == AR O
Z—au, X=vVeosuU, Y =vsinu

a csavarvonal (z8y2) gorbéinek dltaldnos egyenleteit képezik.

18. Az («fy7) gorbék rendszerei.

Az (a4 By 71 y), (@9 B2 7o A9) gOrbéket kimetsz8 kupok metszés-
vonaldn dtmend kupok szintén («f3y2) gorbéket metszenek ki a
felitletbtl, melyeket a kovetkezé symbolum képvisel

(g + vag B8y + vBori + 1rady +via)

hol v hatdarozatlan parameter.

Ha (a4 By 71 4y) €8 (45 Bs79h) gOrbék metszik egyméast, alkkor
(24t+vag
két alapgorbe metszési pontjain, mib6l kovetkezik, hogy ha a feli-

(
By4vBs r1+vis A+viy) gorbék valamennyien dtmennek a

let valamely p(mti:in két (ufy2) gorbe dtmegy, akkor azon még veég-
telen sok més (afy/) megy ét.

Az (ay By 71 ) (19 Baraks), (58575 hs) gorbéket kimetszd ku-
pok metszési pontjain dtmené kapok szintén (o3y4) gorbéket met-
szenek ki a feluletb6l, melyeknek symboluma
Batvi B3 ritvratvirs Aitvlatvdy)

i

(ay+-vag~+vy ag fi+v
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tehdt a fontebbi harom gorbe metszési pontjain kétszeresen vég-
telen sok mas (afy2) gorbe megy dt.

Ha a hdrom adott gorbe koz6l az egyik dtmegy a mdsik
ketté metszési pontjain, akkor

7
(2 + viag By + vy 571 +vi 1)
(g + vorr3 B +vo B3 70 + va 13)

gorbék szintén dtmennek ugyanazon pontokon.
Végil az (a3)2) symbolumban eléfordulé «, 8, y, 2 jellemzd
szamok vdltozdsainak hatdrairél meg kell jegyezni, hogy mivel

@, (3, r irénycosinusok, A a normédlisak hajldsszogének sinusa,

{
azert a, (4,  egymastol figgetlentil mindazon értékeket felvehetik,
melyek az irdnyszogek o és = kozt lev véltozdsainak felelnek meg,

’ i ) e e T
mig 4 azon értékeken mehet 4t, melyeket a normélisok €8 :

sz0gek kozt viltakozo hajldsai hatdroznak meg.
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