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ELŐSZÓ.

A dualitás elvét Sikidomokravonatkozolageloszor PoNCELET 
(Traité des propriétés projectives des figures; 1822) és Gergonne 
(Sur la théorie des surfaces; Annales de Inathematiques VIIL 
1817—18, Crelle Journal v. K.) alkalmazták ; a térre nézve pedig 
ezt az elvet először Möbius mondja ki (1827); jóllehet szorosan 
csak Plucker (Grelle Journal v. K. 1830) állapította meg a sík­
koordináták bevezetésével. Enajelenmunka bevezető soraiban 
a pont és sík egymáshoz való viszonyából következtetem ki a 
dualitás elvének néhány alapjelentőségű tételét; különösen 
azokat, melyek a később következő tárgyalást — mintegy — 
megvilágítják.

A dualitás elvének bevezetése óta az egymásra nézve duál- 
idomok oly szoros kapcsolatba léptek, hogy a téridomok tulaj­
donságaiba való mélyebb bepillantás igazán csakis a duál- 
rokonság segítségével történhetik. Fontos tehát, hogy az idomok­
nak duáljait is megvizsgáljuk; mert az itt talált különösségek 
nagyban hozzájárulnak a tér-fogai maink tisztázására s tökéle­
tesítésére.

A jelen munka a másodrendű felület duálját, a másodosztályú 
felületet akarja analitikai tárgyalással megvilágítani. Ismeretes, 
hogy erre a felületre vonatkozó tételeket rendesen a duálro- 
konság alapján szokták megállapítani; ennek azután az a kö­
vetkezménye: hogy a tételek a dualitás elvének nem egészen 
helyes alkalmazásával, sokszor nem valami precziz fogalma­
zásban, vagy pedig hiányosan jelennek meg (Pl. Clebsch 
Vorlesungen über Geometrie, II. K. 262. 1. Nr. 4., 5., 6., . . .) 
Legtöbb kérdés azonban csak érintve, vagy hiányosan megoldva 
jelenik meg (Pl. a jelen munka 8., 9., 11., 13., 16., 27., 28. §§.); 
sőt némelyik teljesen említés nélkül marad (2., 12., 15., 22., 26. §§.).
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4 ELŐSZÓ.A bevezető sorok után mellékelt tartalmi kimutatás, úgy hiszem, elég világos képet nyújt arról a körről, a melyben ez a munka mozog; s azt hiszem, felöleli mindazokat az alapvető általános kérdéseket, melyek a másodrendű felületekre nézve ismeretesek; ezeket a kérdéseket természetesen a bevezető so­rokban megállapított dualitási elvek szerint formuláztam. Csak azt jegyzem itt meg, hogy a másodrendű felület általánosított 
görbületi vonalainak duáljait általánosított görbületi felületeknek 
neveztem. Mivel ezek a felületek, miként kimutattam (26. §.), azonosak azokkal a negyedosztályú lefejthető felületekkel, me­lyeket egy adott másodrendű felület és a vele alkotott felület­csomó tagjai definiálnak, azért, úgy hiszem, hogy ez az elneve­zés is elég helyes; mert hiszen a felület csomó tagjainak forga­tásával együtt jár az általánosított görbületi felületek forgása is.Ami a módszert illeti: a polár-elméletekben a másodrendű felületekre vonatkozó alapvető tételek megállapításánál álta­lánosan elterjedt módszert használtam; a másodosztályú lelh­etek osztályozásánál különös tekintettel voltam hazai irodal­munkra (Vályi : Math, és Phys. lapok I. K., 6. f., 340. 1.; II. K., 1. f., 1. 1.); a másodosztályú felületek egymáshoz való viszo­nyának tanulmányozásánál a kanonikus alakok megállapításá­ban a CLEBSCH-féle módszert követtem; azonban nem egy helyen (19. §. III. V., VI., X., 21. §.) egyszerűbben, sőt talán világosabban is megjelenítettem azokat a koordináta rendszereket, melyekben a kanonikus alakok megjelennek. Az általánosított görbületi vonalak definicziója Monge-IoI ered (Application d’ analyse á la géométrie, Paris 1795.), s a reájuk vonatkozó tételt Dupin álta­lánosított tételének nevezhetjük; a másodosztályú felületeknek a lineáris komplexushoz való viszonyát s a felületeknek ön­magukba való transzformáczióját szintén Cleusch idézett mun­kájában közölt módszerrel tárgyaltam.



BEVEZETÉS.

α) A tér pontjai és síkjai között levő legfontosabb relácziók.Azt a pontot, melynek tetra­éder-koordinátái ∣ l,i) «T , ‘ I ? nevezzük röviden .r-nek. Azt a síkot, melynek tetra­éder-koordinátái ιι1, u2, u3, u4∙> nevezzük röviden zz-nak.Az u sík átmegy x ponton, ha teljesül a következő egyenlet:
H1X1 + Il2X2A W3¾-∣^^ ^4∙^4—0. (1 )Ez az egyenlet x pont egyen­lete, ha benne zz-t tekintjük változónak.Ha

t∕1=o, i∕2=0 1
u3=0, E1=O ∫ ■}zz-nak különböző, de homogen lineáris függvényeit jelölik, ak­kor azok négy pont egyenletét képviselik.∕41t71+∕42r2=() (3)egy oly pontnak az egyenlete, mely rajta van az (U1, U2) egye­

nesen ; és ∕z1, /Z2 ugyanannak a 
pontnak kétméretíi koordinátái az U1=O, U2=O
pontok képviselte Vonalkoordi- 
náta-rendszerrevonatkozólag; az alappontok koordinátái rendre:

Ez az egyenlet zz sík egyen­lete, ha benne x-t tekintjük változónak.Ha X1=O, X2=OIX3=O, X4=OJχ∙-nek különböző, de homogen lineáris függvényeit jelölik, ak­kor azok négy sík egyenletét képviselik.A1X1-M2X2=O (3')egy oly síknak az egyenlete, mely átmegy az (X1, X2) egye­nesen; és A1, A2 ugyanannak a 
síknak a koordinátái azX1=0, X2=O 
síkok képviselte Vonalkoordi- 
náta-rendszerrevonatkozólag; az alapsíkok koordinátái rendre:



6 BEVEZETÉS.

(1, O), (O, 1).
∕71^1÷Zz2^2÷∕⅛^3-θ (4) 

egy oly pontnak az egyenlete, 
mely rajta van az (Ui, U2, U3) 
síkon; és μi, μ2, μ3 ugyannak 
a pontnak háromméretű koor­
dinátái az

U1=0, U2=O, U3=O 

pontok képviselte háromszög 
koordináta-rendszerre vonatko­
zólag; az alappontok koordi­
nátái rendre:

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Zzl¼÷∕z2^2÷Zz3^3÷Zz4^4=θ G>)

a tér egy tetszőleges pontjának 
az egyenlete; és μi, μ2, μ3, μ4 
ugyanennek a pontnak négy­
méretű koordinátái az

U1=0, U2=0, U3=O, U4=O 
pontok meghatározta tetraéder­
koordináta - rendszerre vonat­
kozólag ; az alappontok koor­
dinátái :

(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), 
(0, o, o, 1).

(1, 0), (0, 1).
λ1 X1+A2 A2 4- A3 A3=O (4') 

egy oly síknak az egyenlete, 
mely átmegy az (X1, A2, X3) pon­
ton; és A1, A2, A3 ugyanannak 
a síknak háromméretű koordi­
nátái az

χι=θ, X2=O, X3=O 

síkok képviselte háromél-koor- 
dináta-rendszerre vonatkozó­
lag; az alapsíkok koordinátái 
rendre :

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
Ha pedig alakzatunkat egy 

tetszőleges síkkal metszük, ak­
kor ezen az X1, X2, A3 síkok egy 
háromszöget határoznak meg, 
melyre, mint koordináta - há­
romszögre vonatkozólag A1, A2, 
A3 annak az egyenesnek koor­
dinátái, melyet a (4') sík a 
tetszőleges síkból kimetsz.

Ai A1+A2 A2+A3 A3+A4 X4=O (5,) 

a tér egy tetszőleges síkjának 
az egyenlete ; és A1, A2, A3, A4 
ugyanennek a síknak négy­
méretű koordinátái az

X1=0, X2=O, X3=O, X4=O 
síkok meghatározta tetraéder­
koordináta- rendszerre vonat­
kozólag ; az alapsíkok koor­
dinátái:

(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), 
(0,0,0,1).
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Tehát az (x, y) egyenesen 
levő pontok koordinátái:

Zi = μiXi + μ2l∣i. (6)

Az (rr, y, z) síkban levő pon­
tok koordinátái:

ti=μixi + μ2 y i + μszi. (7)

Tehát az (u, u) egyenesen át­
menő síkok koordinátái:

IVi=A1ui4-A2pi. (6')

Az (u, v, w) ponton átmenő 
síkok koordinátái:

si — A1 u i + λ2vi + A3IUi. (7')

Ezek után könnyű belátni, hogy a következő egy sorba írt 
alakzatok egymásnak duáljai:

Pont.
Két ponton átmenő egyenes.

Egyenes.
Egy sík pontjai (pontmező).

A sík egy pontja.
A sík egy pontján átmenő, 

•de a síkban levő egyenesek 
(sugárcsomó).

Egy ponton átmenő egye­
nesek (sugárnyaláb).

Egyszeresen végtelen foly­
tonos pontsokaság (görbe vo­
nal).

Pontjai.
Két szomszédos pontján át­

menő egyenes (a görbe érin­
tője).

Két szomszédos ponton át­
menő sík (érintő sík).

Egy ponton átmenő egyenes 
(a görbét szelő egyenes).

Egy síkban levő egyszeresen 
^végtelen folytonos pontsokaság 
(síkgörbe). \

Sík.
Két sík metszés vonala.

Egyenes.
Egy ponton átmenő síkok 

(síknyaláb).

A ponton átmenő egy sík.
A ponton átmenő síkban levő, 

de a ponton átmenő egyenesek 
(sugárcsomó).

Egy síkban levő egyenesek 
(sugármező).

Egyszeresen végtelen foly­
tonos síksokaság (lefejthető 
felület).

Érintő síkok.
Két szomszédos sík metszés 

vonala (a lefejthető felület al­
kotója).

Két szomszédos síkban levő 
pont (a lefejthető felület pontja).

Az érintő síkban levő egye­
nes (a lefejthető felület érintője).

Egy ponton átmenő egysze­
resen végtelen folytonos sík­
sokaság (kúp).



δ
BEVEZETÉS.

A görbét analitikailag pont­
koordinátákban két egy enlet kép­
viseli.

A görbe vonalat analitikai­
lag pont-koordinátákban egy 
egyenlettel nem képviselhetjük.Kétszeresen végtelen folyto­nos pontsokaság (felület, vagy lefejthető felület).

A felületet pontkoordináták­
ban egy egyenlet képviseli.

A lefejthető felületet pontkoor­
dinátákban egy egyenlet kép­
viseli.

A lefejthető felületet sikkoor- 
dinátákban két egyenlet kép­
viseli.

A lefejthető felületet analiti­
kailag Sikkoordindtdkban egy 
egyenlettel nem képviselhetjük.Kétszeresen végtelen folyto­nos síksokaság (felület, vagy görbe vonal).

A felületet síkkoordinátákban 
egy egyenlet képviseli.

A görbe vonalat síkkoordi­
nátákban egy egyeidet képviseli.

ff) Az egyenesre vonatkozó néhány tétel:Azt az egyenest, melynek koordinátái
PPik=xiUk~yixk <d>ik=-Pki) (8)∙röviden p-nek nevezzük, két egyenes p és p' metszési feltétele: 

^PikP'lm=^vagy pedig, mivel
P∣m=σfIik=uivk~v<uk ’ (Sz­ázért a metszési feltétel más alakja

^PikQ'ik=^ (9')A
^'aikPik^ (10).

(aik=-aik, aii=0)egyenlet képviselte alakzatot lineáris komplexusnak nevezzük; ezt az egyenletet különben mégς¾‰=° (io')∙alakba is írhatjuk. Ha a (10)-ben y-t, a (10')-ben u-t tekintjük konstansnak, akkor az egy sík-, emez pedig egy pont egyen­letét képviseli, tehát a lineáris komplexusnak egy ponton át-
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menő egyenesei egy síkban vannak, az egy síkban levők pedig 
egy ponton mennek keresztül.

Ha pedig a (10) egyenletet y mint változó koordináta szerint 

«1 Ui ÷ i,2Ih + u3 th ÷ ii4 lh~θ

alakba rendezzük, akkor mivel az u-k x függvényei, azért a 
lineáris komplexus a tér minden pontjához mellé rendel egy 
síkot, melynek koordinátáit a következő egyenletek határoz­
zák meg:

∕)U4= +α12^2-kα13^3 + α ll^li

jou2=α21ie1+ +α23□⅞+α24a¾>

∕m3=α31a4÷ α32∙τ2+ ÷α34ic4,

∕>u4=α4√c1 + α42a-2÷ α43a⅞.

Minthogy a (10) x=y mellett azonosan zérus; azért a lineáris 
komplexus minden ponthoz egy oly síkot rendel, mely rajta át­
megy. A (10') szerint ennek a tételnek a duálja is érvényes. 
A pontoknak és síkoknak egymásra való vonatkozásának ezt 
a módját null-rendszernek nevezzük.

Ha egy pont egyenes vonalat ír le, akkor a mellé rendelt 
síkok síkcsomót- alkotnak, mely a pontsorra perspektiv hely- 
helyzetű, az egyenest és a sikcsomó tengelyét a komplexusra 
nézve konjugált polárisoknak nevezzük. Mivel a komplexus egy 
ponthoz tartozó egyenesei benne vannak a pont mellé rendelt 
síkban, azért két konjugált polárison átmenő összes egyenes a 
komplexushoz tartozik. Ebből következik, hogy ha koordináta­
tetraéderünk két éléül két egymásra nézve konjugált polárist 
választunk, pl. az ir1=0, X2=O és a⅞=0, ír4—0 éleiül, akkor a 
komplexus egyenlete

<z12P12+α34 P34=θ

alakban jelenik meg; kimutatása hasonló módszerrel történik, 
mint a felületeknél a polártetraéderre, mint koordináta-tetra­
éderre vonatkozó analitikai alaknak a megállapítása.

3. A szimbolikus jelölések értelmezése:
Az x, y, z pontok meghatározta sík koordinátáit, miként 

ismeretes -γ> γ∙ zy» -y* 
tC2 *^,3 etz4

!7ι Ih Ih lJi
I *2 ^3 ^4
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matrix harmadrendű aldeterminansai képezik; szimbolikusan 
legyen

μi=(χyz)i,
tehát

Sui ti = (xyzt).
Legyen továbbá

4
Ai- xi — Ax. 

i=l

Akkor a másodosztályú felület egyenletét szimbolikusan kö­
vetkezőképen jelöljük:

F= ΣΣAik ui uk = A21 = B2u = C2 = . . 
hol

AiAk — BiBk = CiCk = Aik.

γ = AiAll = BiBll = CiCll = . .

2 ~~ ∙dp A∏ —— Bf, Bn = Cf, Cu •

Ezek a jelölések különben az algebrai alakok tanából már 
nagyon ismeretesek s a függvények invariáns karakterének el­
döntésénél játszanak különösen nagy szerepet.
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1. A másodosztályú felületek értelmezése.
Másodosztályú felületeknek nevezzük azokat a felületeket, me­

lyekhez a tér tetszőleges egyenesén keresztül általában két érintő 
síkot lehet fektetni; egyenletük tehát

A11 u1+2A12 ul u2∖A22 u2+2A13 u1 u3+2A23 U2 u3+A33 u| 
+2A14 u1 u4+2A24 U2 u4+2A34 u3 u4+A44 u44=0,

vagy röviden
>1 AikUiUk=O (1)

fc=l 1=1

(Aik=Aki)

analitikai alakban jelenik meg, minthogy az evvel képviselt 
felülethez a tér bármely egyenesén keresztül általában csak­
ugyan két érintősík tartozik. Legyen ugyanis v és w a tér 
tetszőleges két síkja, akkor metszésvonalukon átmenő összes 
síkokat

ρui = υi + μwi
(í=l, 2, 3, 4)

koordináták jellemzik; ezek közül a síkok közül csakis azok 
lehetnek a föntebb értelmezett felületnek érintő síkjai, melyek 
eleget tesznek

Fw+2μFυιv+μ^Fιvw-0
egyenletnek, hol

Fvv =. 2AAik UiVk,

Fivtv = ^AAik IVi UJk ,

jγ> __ ŐFvv
r vív ^= —5

UU1

∂Fwιv
~~ (hv< 1

(2)

ιvi ∂Fυυ 
∂v2 

∂ FlVlV 
∂U)2

IU2 ∂Fυυ 
∂vs 

∂Flt,u,

UI3

∂ιv2

∂Fvυ---- ZU4∂u4 
ő FlVlV

-T4'div.



14 ÉRINTŐ KÚP.A (2) egyenlet /z számára általában két értéket határoz meg, tehát a felülethez a (υ, zz?) egyenesen keresztül általában két síkot fektethetünk.Ha pedig felületünk egyenletét szimbólummal képviseljük
akkor ΣΣAfkuiuk = A21 = B2u =

Fvv = A'í = B2v = . .

Három o, w és s sík találkozási pontján átmenő síkok koor­dinátáit 
piif — Aq Of A A2 IOf A3 S,- (3)kifejezések képviselik; ha ezeket az (1) egyenletbe helyettesít­jük, akkor

Fw A1 + ~Fl,iv A1A2 + Fivιv A2 + 2Fvs A1A3 + 27∖ιw A2A3 + 7∖ssA3 — O (4) egyenlethez jutunk, melyet csakis a (zz, 10, s) pontból a felület­hez vont érintő síkokat jellemző λ értékek elégítenek ki.Ha r sík a o, w, s síkokkal tetraédert alkot, akkor, miként ismeretes, A1, A2, A3 az r síkban (zz, r) egyenesnek arra a három­szögre vonatkoztatott vonal-koordinátái, melyet (zz, r), (zrz, r), (s, r) egyenesek alkotnak; a (4) tehát λ változókra nézve oly kúpszeletnek az egyenlete, melyet az r sík a (v, 10, s) pontból a felülethez vont érintő kúpból kimetsz.A másodosztályú felülethez tehát a tér bármely pontjából oont 
érintő klip másodrendű kúp.Különösen érdekesek a tér azon pontjai, melyekre nézve

Fvv
Fivv
Fsv

7* VlV 
FiDiv 
Fsw = O;

mert ezekre a pontokra nézve a (4) egyenlet képviselte kúpszelet két ponttá degenerál, ennélfogva az érintő kúp két síkcsomóvá
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válik, ez az eset általában csak akkor következhetik be, ha a 
síkcsomók tengelyei szintén a felületen vannak. Ugyanis az 
érintési pontoknak össze kell esniök a síkcsomók tengelyeivel; 
mert ha nem esnének össze, hanem más görbe vonalat írná­
nak le, akkor az érintési klip sem degenerálhatna két síkcso­
móba; már pedig, ha az érintési pontok mértani helye a sík­
csomó kél tengelye, akkor azoknak a felülettel össze kell 
esniök; s találkozási pontjuk a két síkcsomó közös síkjának 
érintési pontja. Vannak tehát a másodosztályú felületek között 
olyanok is, melyeken egymást metsző vonalak fordulnak elő.

3. A másodosztályú felületek polártulajdonságai.
Az 1. §. szerint a (zz, ív) egyenesen átmenő érintő síkok meg­

határozására szolgáló egyenlet:

∕*υp∙⅛-Ifikfl~ Fiviv=O.

Jelöljük ennek az egyenletnek gyökeit ∕z1 és ∕⅛-vel, tehát

υ+∕z1 ív és v-jj-μ2ιv

a (zz, zzz) vonalon átmenő érintő síkok, ezeknek a v és ív síkok­
kal való kettős viszonya:

AeI— ■ = a.
∕⅞

Különös fontosságú az az eset, midőn

a——1;

ekkor a síkok harmonikus fekvésnek; az ilyen v, ív síkokat a 
felületre nézve konjugált síkoknak nevezzük; koordinátáikat tehát

∙i,υιι>-0 (θ)
egyenlet kapcsolja össze.

Ha az (5) egyenletben pl. zz-t változónak tekintjük, akkor az 
egy pont egyenletévé lesz; ezt a pontot a zzz sík pólusának, a 
síkot pedig a pont pólársíkjának nevezzük. Tehát az egy s ugyan­
azon síkhoz tartozó, valamely másodosztályú felületre nézve kon- 
iugált síkok égy pontban, a pólusban találkoznak, v és zzz fel-
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cserélhetősége következtében, ha v átmegy w pólusán, akkor in 
is átmegy v pólusán.

Az (5) szerint a ív sík pólusának koordinátái:

p Zi=An Wi+Ai2 W2+Aa zp3+Ai∙1 zp4; (6)
(í=l, 2, 3, 4)

V sík pólusának koordinátái pedig:

pyi~ Afl Pl + Aι2P2H^Aι3 P3 ⅛-Af4P4 •>

következőleg:

p (lJi λzi)=Au (Pj +Azp4) + -Af2 (P2+Azp2)+Af3 (p3+Azp3) + Az∙4(p4+Azp4).

Tehát az egy s ugyanazon egyenesen átmenő síkok pólusai 
szintén egy egyenes vonalat írnak le; ezeket az egyeneseket a 
felületre nézve konjugált polárisoknak nevezzük.

Ha p érintő sík és w konjugáltja, azaz:

Fpw=0, (5')

akkor a μ-k meghatározására szolgáló egyenlet értelmében /2- 
nek mind a két értéke zérus, tehát a (zz, zp) vonalon átmenő 
másik érintő sík szintén összeesik a v síkkal; az ilyen (p, zzz) 
vonalakat a felület érintőinek nevezzük. Az (5') egyenlet tehát, 
ha abban zp-t változónak tekintjük, a zz síkban levő érintő vo­
nalak találkozási pontjának egyenlete; ez a pont pedig nem 
lehet más, mint zz sík érintési pontja; másrészről ez a pont zz 
síknak pólusa, tehát az érintő síknak a felületre vonatkoztatott 
pólusa benne van az érintő síkban és összeesik az érintési ponttal.

A felület valamely érintőjén átmenő síkok pólusai egy egye­
nes vonalat írnak le, mely átmegy az érintési ponton; mint­
hogy az érintőn átmenő érintő sík pólusa benne van az érintő 
síkban s összeesik az érintési ponttal, tehát valamely érintőnek 
polárisa az érintővel az érintési pontban találkozik. Könnyű 
azonban azt is belátni, hogy az érintő polárisa szintén érintő; 
mert ha nem volna az, akkor a rajta átmenő síkok egyikének 
pólusa sem eshetik össze magával a síkkal, a miből aztán az 
következnék, hogy ennek az egyenesnek a polárisa nem azonos 
az érintővel; ami ellentmondást tartalmaz; mert azon kölcsö­
nös és egyértelmű vonatkozásnál fogva, mely a pólus s a po-



A FELÜLET EGYENLETE PONTKOORDINÁTÁKBAN. 17lársík között van: ha az a egyenesen átmenő síkok pólusai b 
egyenesben vannak, akkor b egyenesen átmenő síkok pólusai a 
egyenest írják le.

4. A felület egyenlete pontkoordinátákban.Az előbbi fejezet (6) egyenleténél fogva az a síkhoz tartozó pólus koordinátái:
pxi = A11 u 1 + Ai2 U2+Al∙3 u3+Ai4 u4. (β')Ennek az egyenlet-rendszernek a determinánsát, melyet egy­szersmind a másodosztályú felület determinánsának nevezünk, jelöljük egyszer s mindenkorra α-val, az Alτc elemhez tartozó aldeterminánsát pedig α⅛-val, tehátAn A12 A13 A11a- Au Aa Aö Ä14 .A3I Aj2 Ä$3 A34Au A12 A13 A11mivel ez a determináns szimmetrikus, azért

aik = akiezenkívül ismeretesek még a következő relácziók:
α11 «12 «13 «14a== «21 «22 «23 «24 =a3 . 1«31 «32 «33 «34«41 «42 «43 «44ha aik aldeterminánsát α⅛-val jelöljük, akkor

aik-a2Aik, II.«aí aik~ ahk ali=a (Ahi Alk-Akk Ali) Hl.
au <*kk-ajk=a (Allh Akk-Ajlk) IV.«ü aki~aik aa=a (AhhAkl-AhlAhk) V.A (6') egyenletrendszer 11 szerint való megoldása, ha a§(),

σ — a : pjelölés alkalmazásával
Suták : Másodoszt, felületek általános elmélete. 2
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σιιi=aii X1 + a2i x2+a3i *r3÷α4i λ'4
(í=l, 2, 3, 4)

(7)

relácziókhoz vezet; kimondhatjuk tehál a következő tételt:
Azokra a másodosztályú felületekre nézve, melyeknek deter­

minánsuk nem zérus, minden ponthoz, mint pólushoz, tartozik 
egy sík, mint polársik s viszont.

Ha az u síkban pólusa is benne van, akkor teljesülni kell az

ιιixi + ιι2x2+ u3x3⅛u4λ'4=0 (8)

relácziónak; azok a pontok tehát, melyek polársíkjukkal össze­
esnek rajta vannak a

∑∑ail. xi Xk=0 (8')

felületen, mely az előbbi fejtegetések alapján nem más, mint 
a másodosztályú felület egyenlete pontkoordinátákban, tehát a 
másodosztályéi felület egyszersmind másodrendű is.

A (8) egyenletet különben determináns alakba is írhatjuk és 
pedig következőképen :

Ali A12 A13 A14 .r1
A21 A22 A23 A24 X2
Ail A12 A<3 A14 ∙e3
A11 A42 A43 A44 x4
x1 x2 x3 x4 0

= 0. (8")

Ezt az egyenletet különben úgy is megkapjuk, ha a (7) és 
(8) alatt levő egyenletekből σ, ιιi, ιι2, U3 és U4-I kiküszöböljük.

5. A felület egyenlete vonal-koordinátákban.
Legyen az (x, y) egyenes a felületnek érintője és az érintési 

ponthoz tartozó polársik u, akkor, ha az érintési pont koor­
dinátáit a 

xχi + λyi 
(í—1, 2, 3, 4)

kifejezések jelölik, és megfontoljuk, hogy az érintősík n össze­
esik az érintővel, a következő egyidejűleg érvényes egyenlet­
rendszert írhatjuk fel:
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Ail ∏ι + Ai2 «2+Ai3 u∙λ+Ai4 ιn=xxi+λyi; 
(i=l, 2, 3, 4)

τ1 ZZ1+τ2 ZZ2+T3 ZZ3+τ4 ZZ4=O,

Vl ll↑ + lJ∙2 u2 + y3 u3 + y4 u4=θ>

melyből, Iiaaz zz1, zz2, zz3, zz4, x, z, mennyiségeket kiküszöböljük

Ai A2 A3 A4 xι .Vi 
A21 A22 A23 A24 τ2 z∕2 
Ai A2 A.3 A4 ∙r3 V3 
A4i A42 A43 A44 τ4 yi 
τ1 τ2 τ3 τ4 O O
Vi l/> 1J3 V4 0 θ

(9)

egyenlethez jutunk, melyet τ és z∕-nak minden oly értékrend­
szere kielégít, melyek a felület valamely érintőjéhez tartoznak.

Ha az (t, z/) egyenes koordinátáit pik-, vagy <∕∕lz-el jelöljük,
akkor

Pik=fl<lhi=xi yi—yi xk,

hol p arányossági tényező; ennélfogva a (9) egyenletet még a
következő alakba is írhatjuk :

2 (A∕∏∙A∕a∙—A/ía-Azí) (]hi qlk = 0 ;i, A- h, l (9')

ez az égyenlet a másodosztályú felület egyenlete vonalkoordiná­
tákban. Azonban a következő eljárás szintén a vonalkoordiná­
tákban kifejezett felüIetegyenlethez vezet. Ha (zz, zi) egyenes a 
felület érintője és a rajta átmenő érintő sík koordinátái :

xzzf+Au1-,
(i=1, 2, 3, 4)

akkor, ha τ az érintési pont, érvényesek a következő egyen­
letek :

ai∖ xl + αi2 x2 + <ZÍ3 ⅞ + «i4 T4=ZZZf + ZPf;
(1 = 1, 2, 3, 4)

zz1 τ1+ zz2 τ2+zz3 T3+ ZZ4 τ4=0,
ZZ1 τ1 + v2 T2 +Zi3 T3 +zι4 T4=O,

honnan τ1, τ2, τ3, τ4, z, λ kiküszöbölésével

2-
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αilα12α13α14ulyl 

β21ft22α23α24u2l,2

«31«32«33«34«3P3 θ 

α41α42α43tt44ii4p4

ZJ1 JZ2 M3 M4 0 0P1 υ2 v.∖ P4 θ θ egyenlethez jutunk, melynek más alakja:2 2 (Vik-ahkaii) PhiPik=U- <10'>Lássuk ezek után a vonalkoordinátákban kifejezett egyenlet szimbolikus alakját. Legyen a felület egyenleteF = ΣΣAikιι iιιk=A2=B2fl, tehát zz és v síkok pólusainak koordinátái rendre: 
pXi = AiAll = BiBll, 
pι∣i —— A1∙At, =z B{Bμ,ennélfogva (x, ij) egyenes vonalkoordinátái: 

fiPik=xilJk — Vixk = AiBk <aubv—BuA^ ;

p vonal konjugáltjának koordinátái pedig:⅛=1,Λ- villιA
p egyenes érintő, ha konjugáltja metszi, azaz: ha teljesül

^PikJik = Ureláczió, melybe, ha p és q értékeit behelyettesítjük
(AuBυ-B,,Aυ) ΣΣ (uivk-υiuk') AiBk=Oegyenlethez jutunk.Minthogy A és B ugyanarra a quadratikus alakra vonatkoz­nak, tehát szabad őket egymással felcserélni, azaz: legutóbbi egyenletünknek a következő alakot is adhatjuk:
(BllAυ-AllBυ) ΣΣ (uiυk-υiuk) AkBi=O.Ha a két legutolsó egyenletet összeadjuk s azután az össze­get 2-vel osztjuk



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK EGYENLETÉNEK KANONIKUS ALAKJA. 214 (AuBu-BllAu) ∑∑(u,vk-vluk!) (AlBk-BlAk) = 0 egyenlethez jutunk, mely a két legutóbbi akármelyikével azo­nos. Minthogy
A11B1-BllAv= ΣΣ (ιιivk-viιιk) (AiBk-BiAk)

=/>-- <∞iUj — Wh) (AiBk-BiAk)
=P (ABxy),azért 2 P2 arányossági tényezőtől eltekintve, a vonalkoordináták­

ban kifejezett egyenlet szimbolikus alakja :

(ABxy)2=0. (H)Ha pedig a másodosztályú felület pontkoordinátákban ki­fejezett egyenletéből indulunk ki és
∑∑aikxixk=a2v= β2xszimbolikus jelöléseket használjuk, akkor

ffH1∙=α,αa,=1^,
σpf=α1αy==∕¾9y;

Mik=uillk~-υiυk>
^P'ik = ai3k (aJy-aυ^χ)∙A metszés föltétele

∑∑P'ik<hk=<>.Honnan az előbbihez tökéletesen azonos eljárás után talál­juk, hogy a másodosztályú felület vonalkoordinátákban kifejezett 
egyenletének második szimbolikus alakja:

(aβuv)2=O.(). A másodosztályú felületek egyenletének kanonikus alakja.A másodosztályú felületek egyenlete igen egyszerű alakban jelenik meg, ha koordináta-tetraéderül egy, úgynevezett polár- 
Ietraedert választunk. Poldrtetraedert oly négy sík alkot, melyek 
bármelyikének pólusa összeesik a tetraéder szemközt levő szög­
pontjával. Lássuk előbb, hány polártetraédere van egy másod-



22 MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK EtiYENLETENEK KANONIKUS ALAKJA.osztályú felületnek. A tér háromszorosan végtelen sok síkja közül egyet, a-t válaszszuk tetraéderünk egyik síkjáúl; pólusát pedig egyik szögpontjául A; ezen a szögponton átmenő két­szeresen végtelen sok sík egyikét válaszszuk tetraéderünk má­sik síkjául /?, pólusát pedig, mely az a síkban van, másik szögpontjául B; az (A, B) egyenesen átmenő egyszeresen vég­telen sok sík egyikét válaszszuk tetraéderünk harmadik sík­jául γ, pólusát pedig, mely szintén benne van az a síkban harmadik szögpontjául C; az (α, β, γ) pont D lesz a tetraéder negyedik szögpontja ; polársíkja csakugyan összeesik az (A, B, C) síkkal ő.
Tehát a másodosztályú felületre nézőé hatszorosan végtelen 

sok polártetraéder létezik.Határozzuk meg most a másodosztályú felület egyenletét abban az esetben, midőn egyik polártetraéderét választjuk koordinátarendszerül.Ha a és v síkok a polártetraéder síkjai, akkor mivel a felületre nézve konjugáltak, tehátFttp-O;mivel pedig u és n-nek, mint koordinátarendszerünk síkjainak koordinátái rendre: 1, 0, 0, 0;0, 1, 0, 0,azért Fuv null csak úgy lehet, haA12=O.Hasonlóképen találjuk még, hogy
^13=J^14=A>3—r½4~Ai4-0-A másodosztályli felület egyenlete tehát vonatkoztatva egyik 

polártetraéderére, mint koordináta-tetraéderre, a következő alak­
ban jelenik meg : Zh iiι+∕⅛ ui+∕⅛ w5÷∕h «I=0- (12)Ha pontkoordinátákra térünk át, akkor a felület egyenlete



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK EGYENLETÉNEK KANONIKUS ALAKJA. 23ha pedig vonalkoordinátákra, akkorMlM2fZl2 +Ml Mil ⅛÷M1 M4 ⅛ + M2M3 ⅛÷∕z2 Ml <⅛+MsM4 ⅛=° (12") alakban jelenik meg; a felület egyenletének ezen alakjait kano­
nikus alakoknak nevezzük.Ha a másodosztályú felületeknek reális alkotóik vannak, akkor egyenletüket meg sokkal egyszerűbb alakba transzfor­málhatjuk.Láttuk, hogy a felület valamely alkotóján átmenő síkok valamennyien érintő síkok és az érintési pontok — illetőleg a megfelelő pólusok — mértani helye összeesik a síkcsomó ten­gelyével, azaz: a felület valamely alkotója önmagának polárisa. Ezenkívül kimutattuk, hogy a felület valamely pontján átmenő két alkotóra helyezett sík a felületet az alkotók találkozási pontjában érinti. Válaszszunk két ilyen érintéspontot, más szóval a felület két tetszőleges pontját, koordináta-tetraéderünk szögpontjaiul (A, ß); kimutatjuk, hogy az A ponton átmenő két alkotó a B ponton átmenőket páronkint metszi. Jelöljük ugyanis az A ponton átmenő alkotókat b és c-vel; mivel a másodosztályú felület egyúttal másodrendű is, azért az a sík, mely a felületből egy egyenest kimetsz, még egy másikat is kimetsz, tehát a b egyenesen és B ponton átmenő sík a felü­letből még egy, a B ponton átmenő alkotót is kimetsz, mely 
b egyenessel egy (C) pontban — a sík érintési pontjában találkozik. Hasonlóképen találjuk, hogy a B ponton átmenő másik alkotó a c egyenessel a c-én és B-én átmenő sík érin­tési pontjában (/)) találkozik. Ha a C és I) találkozási ponto­kat koordináta-tetraéderünk másik két szögpontjául választjuk, akkor, mivel ennek a tetraédernek az a nevezetes tulajdonsága van : hogy a szögpontjain átmenő négy alkotó a tetraéder éleit 
képezi és egy nem egysíkú négyszöget alkot, a tetraéder másik 
két éle pedig egymásnak konjugált polárisa; mert az egyik élben levő két szögpont polársíkjai (a jelen esetben a szögpon­tokon átmenő érintő síkok) átmennek a tetraéder szemközt fekvő élén, azért, ha a négy szögpont egyenleteit

zz1=O, zz2=0, ι⅛=0, zz4=0
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egyenletek képviselik, akkor a felület egyenlete, miként köny- 
nyü belátni:

Au1u4+μu>u3=0, (13)
hol 

ZZi=O, U2=O; zz1=O, zz3=0 ;
zz4=O, u2=0; zz4=0, Zz3=O

a négy alkotó egyenletei,
u1=0, u4=0; zz2=0, ZZ3=O

pedig az egymásra nézve konjugáll polárisok egyenletei; mert 
pl. az (1, 0, 0, 0) sík pólusa U4 = 0, a (0, 0, 0, 1) sík pólusa 
pedig zz1=O, tehát zz1=O, U4=O csakugyan az zz2=0, zz3=0 egye­
nes polárisa; mert ez utóbbin átmenő két sík pólusa benne 
van az előbbi egyenesben.

7. A végtelen távolban levő síkok és pontok polár- 
t Iilajdonsagai.

Mint láttuk, a másodosztályú felületre nézve a pólus és polár- 
sík koordinátáit a következő relácziók kötik össze:

pxi=Ail u1+A,∙2 u2⅛Al∙3 zz3+Ai4 zz4 ;
σui=αil χ1 + αi2 iτ2 +α,∙3 X3 + ai4 X4 .

(i=l, 2, 3,4)

Azt is tudjuk, hogy zz sík konjugáltja v harmonikus párja 
zz-nak az (zz, z?) egyenesen átmenő érintő síkokra nézve. Hasonló­
képen könnyű azt is kimutatni, hogy az zz sík pólusán átmenő 
minden egyenes oly y pontban metszi az zz síkot, mely har­
monikus párja .r-nek az (x, if) egyenesnek a felülettel való 
metszés pontjaira nézve. Legyen ugyanis a felület egyenlete 
pontkoordinátákban

fzz ~ ~—a∙ ikzizk~ θ>

akkor az (x, if) egyenesnek a felülettel való metszéspontjait 
jellemző számok meghatározására

4y + 2‰ + ^ yy~0 

egyenletünk van; mivel a föltételnél fogva zy pont benne van 
zz síkban, tehát
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«1 Ul + «2 f∕2÷ «3 lh + ll4 ¼=θ, azért
4

f.τl∣= 2 (αil ^1 + «Í2 ¾+ai3 ¾ + ai4¾) Ui

4
— σ2 πil∕ι--θ, 

í=l

ennélfogva t, y és az (τ, y) egyenesnek a felülettel való met­
széspontjai egymásra nézve csakugyan harmonikus pontpárok.

Válaszszák koordináta-rendszerünk .T4=O síkjául a végtelen 
távolban fekvő síkot, ekkor a végtelenben levő sík koordinátái 
(0, 0, 0, 1), ennek a felületre vonatkoztatott pólusát

^τi∙=A,∙4 (14)
(í=l, 2, 3, 4)

koordináták jellemzik, ezt a pontot a másodosztályú felület czen- 
trnmának nevezzük.

Egy egészen tetszőleges végtelen távolban levő pontnak 
koordinátái (τ1, τ2, T3, 0), ennek a felületre vonatkoztatott 
polársíkjának koordinátái:

σai=ail xi + ai2 τ2÷βi∙3 T3, (15)
(í=l, 2, 3, 4)

ezeket a síkokat a felület diametrál-síkjainak nevezzük; a pólus 
és polársík között levő viszonyból, sőt a (14) és (15) alatt levő 
egyenletekből direkt is következik, hogy a diametral-síkok át­
mennek a Czentrnmon.

A pólus és polársík imént "kimutatott egymáshoz való viszo­
nyából következik, hogy a diametrál-sik felezi a pólusán átmenő 
húrokat; ezek közül a húrok közül azt, mely a Czentrumon is 
átmegy, átmérőnek nevezzük.

Ha a most bemutatott koordináta-tetraéder még polár-tetra- 
éder is, akkor ennek az a nevezetes tulajdonsága van, hogy 
egyik szögpontja a Czentrumban van és az itt összefutó három 
tetraéder-él bármelyike polárisa a másik ketté) végtelen távolban 
levő pontjait összekötő egyenesnek. A végtelen távol fekvői síkkal 
biró polár-tetraédernek a Czentrumban összefutó éleit egymásra nézve 
konjagáit átmérőknek nevezzük; ezen kívül akármelyik átmérőt 
a másik kettő síkjára nézve konjugáltnak is szokás nevezni;
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tehát a diametrálsik pólusa összeesik konjugált átmérőjének vég­
telen távol fekvő pontjával.Ha az egymásra nézve konjugált átmérőket, mint ferdeszögü koordináta-rendszer tengelyeit fogjuk fel, akkor ebben a koor­dináta-rendszerben a felület egyenlete, miként az előző fejezet­ben kifejtettük,

tilIl- ÷∕z2u2+/'∙3z+i + Zz4—θalakban jelenik meg.Azonban a konjugált átmérők között van három egymásra merőleges, s ezeket szokták koordináta-rendszerül választani. Az egymásra merőleges konjugált átmérők létezéséi következő­képen bizonyítjuk be:Ha .τ1, .r2, .r3, 0 valamely végtelen távol fekvő pont koor­dinátái, akkor .r1,.r2,∙r3 arányosak a végtelen távol fekvő pont felé mutató egyenes iránykosinusaival α1, a2, a3-al, a polár- síknak u1, u2, U3 koordinátái pedig — u4-et most egységnek tekintjük — a sík normálisának iránykosinusaival, ∕91, ∕⅞, ∕⅝-al; következőleg a pólus és polársík koordinátáit összekötő relá- cziók a jelen esetben
<7^1—(z11 α1-∣-(z12 ¾4-a13 a3 , <7∕¾=a21 a1 + a22 a2 + <z23 a3 , 
°f⅛= «31 «1 + «32 «2 + «33 a3alakban jelennek meg; a negyedik egyenletet elhagytuk, mint­hogy az úgy is ezeknek a következménye. Ha az α1, <z2, a3 irányú egyenes merőleges konjugált diametrál-síkjára, akkor

αi, α2, «3=Ä,/%, ∕⅞;tehát (<z11—σ) α1 + α12 α2÷α13 a3=0,«21 al + (a22~«) «2+ «23 a3==θ,«32 «l + «32 «2+ («33—σ) a3=θegyenlet-rendszer emelkedik érvényre, melyből a kiküszöbölé­sével (Z11-(7«21«31
«12(Z22-<7«32

«13«23«33—« (16)



ÉRINTŐ KÚP EGYENLETE. 27egyenlethez jutunk, mely σ számára három valós*  értéket hatá­roz meg, jeléül annak, hogy három egymásra merőleges konju- 
gált átmérő lehetséges; ezeket az átmérőket a felület főtengelyei­
nek nevezzük.A főtengelyekre vonatkoztatott transzformácziót mellőzöm, minthogy később más úton is eljutunk a felületek egyenletei­nek kanonikus alakjaihoz.8. Az érintő kúp egyenlete.Láttuk, hogy a másodosztályú felület vonalkoordinátákban kifejezett egyenletének szimbolikus alakja:(A7⅛)2=O,ha ebben az egyenletben y-l konstansnak tekintjük, pl. legyen

Ui=ai,akkor (ATkru)2=0egyenletnek eleget tesznek mindazoknak a pontoknak a koor­dinátái, melyek rajta vannak az a pontból a felülethez vont érintőkön, tehát ez az egyenlet nem más, mint az a ponthói a 
felülethez vont érintő klip egyenlete.

Kifejtett alakban: a pontból a felülethez vont érintő káp 
egyenlete: An A12 A13 A1.∣ u1 a,1

A21 ^22 j^∙23 "^24 ^2 ∙¾A31 Aoo A33 A31 U3 X∙>t √ ∕ √ ' =0. (17)A4i A12 A43 A14 u4 X4
a1 a2 u3 u4 O O
x1 X2 x2 x4 O OAz érintő kúp tehát, miként a 2. §-ban kifejtettük, csakugyan másodrendű kúp.

* A gyökök valós voltát először Lagrange, n-sorú determinánsokra pedig először Cauciiy mutatta ki.



28 A SÍK METSZÉSVONALÁNAK EGYENLETE.9. A sík metszésvonalának egyenlete.A másodosztályú felület vonal-koordinátákban kifejezeti egyenletének második szimbóluma:(α∕9uυ)2=O,ha ebben az egyenletben υ-t konstansnak tekintjük, pl. legyen
akkor υi~mi •> 

(afhinéj2=®egyenletnek eleget tesznek mindazoknak a síkoknak a koor­dinátái, melyek átmennek azokon az egyeneseken, melyek a felületet in síkban érintik, tehát ez az egyenlet nem más, mint 
az m síknak a felülettel való metszésvonalának egyenlete.Kifejtett alakban: m síknak a felülettel való metszésvona­lának egyenlete :

«11 «12 «13 «14 mι i,ι 

«21 «22 «23 «24 m'> ll2 
«31 «32 «33 «34 iii3 l,3 

«41 «42 «43 «44 ni4 U4 

zn1 m2 m3 zn4 0 0 

U1 ZZ2 zz3 zz4 0 0

(LS)
A metszésvonal tehát másodosztályéi görbe, azaz: kúpszelet. Pl. a végteleni távol levő (0, 0, 0, 1) síknak a felüleltel való metszésvonalának, azaz.: a felület végtelen távol levő kúpszele­tének egyenlete

«11 «12 «13

«21 «23 «23

«31 «32 «33

ZZ1 ZZ2 ZZjKifejtett alakban
(«22 «33—«23) ”1 +2 (a33 α21-α31 cr23) zz1 zz2+(α11 a33-a13) id

+ 2 (a22a3ι-«21 «32) ,il,,3 + 2 («11«32—«31«12) li2ii3 + (alla22~«12) ,,3 = θ>vagy
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(Au A4—A4) πi÷2 (A44 A42 Ai4 A42) u1 zz2+(A22 A4 A4) ll2
+ 2 (A44 A43-A44 A43) u1 zz3+2 (A44 A23-A24 A43) u2 u3 +

÷(A3A4 Á34) ,z3r=θ∙
Ennek a kúpszeletnek a determinánsa:

Ai A4 A4 A2 A4 A4 A4 A3 A4 A4 A4 

Al Al A4 A4 A2 A4 A4 A3 A4~~^A4 A4 

Al Al A4 A4 A32 A4 A4 Al A3 A4—∙^34

= CiA44-

Azonban az m síknak a felülettel való metszésvonalának 
egyenletét meghatározhatjuk még

+2∕zFπn.+/FFmni=O

egyenlet alpján is; ennek az egyenletnek mind a két gyöke 
egyenlő egymással, ha teljesül az

FllllFmm- FL=O (18")

egyenlet; ebben az esetben pedig (u, p) vonal a felületnek érin­
tője, ha tehát ebben az egyenletben zz-t változónak tekintjük, 
akkor annak eleget tesz minden oly u értékrendszer, mely az 
m sík kimetszette görbe érintőin átmenő érintő síkokat jel­
lemzi, tehát ez az egyenlet szintén az m sík kimetszette kúp­
szelet egyenlete.

10. Az egyenesnek a felülettel való metszéspontjai­
nak egyenlete.

A másodosztályú felületnek pontkoordinátákban kifejezett 
egyenletének szimbolikus alakja:

c⅛= θ∙

Ha (zz, zp) egyenes metszi ezt a felületet és a metszési pon­
ton átmegy még 11 sík is, akkor, miként ismeretes, a metszés­
pontok koordinátáit a

υ4 v2 V3 V4
W1 w2 w3 W4
ZZ4 ZZ2 ZZ3 ZZ4
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inatrixböl képzett harmadrendű determinánsok képezik, ha 
ezeket szimbólumunkba helyettesítjük, akkor

(βPZPZZ)2=0 (19)

egyenlethez jutunk, melynek eleget tesznek mindazok az zz 
síkok, melyek a (zz, zp) egyenesnek a felülettel való metszés­
pontjain átmennek.

Ha a felület 
(ABxy)2=()

egyenletéből indulunk ki, akkor, mivel ennek az egyenletnek 
eleget lesznek a tér összes pontjaiból a felülethez húzott érintő 
kúpokon levő pontok, azért határozott metszési pontot nem 
kaphatunk; de ha a szimbólumban előforduló egyik pontot 
rögzítjük, akkor az a rögzített (z/) pontból a felülethez vont 
érintő kúp egyenlete; ha tehát x helyébe a föntebb említett 
mátrixból képzelt harmadrendű determinánsokat behelyettesít­
jük, oly egyenlethez jutunk, melynek eleget tesznek mindazok 
az zz koordináták, melyek az z/ pontból a felülethez vont érintő 
kúp és a (zz, zz?) egyenes metszéspontjain átmenő síkokat jel­
lemzik; ez az egyenlet pedig helyettesítés után a következő 
alakot veszi fel:

JJfl Ull 

υ U v 

^lV ^lV UlV

= 0. (19')

Ugyanis, ha (ABxy) determinánsban x helyébe a föntebb 
említett matrix harmadrendű aldeterminánsait helyettesítjük, 
akkor az eredmény a

ih i⅞ "4 I P1 A2 A3
zz?i ZZZ2 ZZZ3 ZP4 I bi B2 Bλ Jh
«1 ZZ2 «3 U4 I i∕ι y-z u-λ Ui

mátrixoknak szorzata;* ez pedig nem más mint, az imént föl­
írt determináns.

Baltzer: «Theorie der Determinanten». 48. 1.



ELENYÉSZŐ DETERMINÁNSÉ MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK. 3111. Elenyésző determinánsé másodosztályú felületek.Fejtegetéseink folyamán eddig mindig feltételeztük, hogy a másodosztályú felület determinánsa nem zérus, most megvizs­gáljuk, hogyan módosulnak tételeink abban az esetben, midőn a felület determinánsa zérus, azaz:

tehát
A11A21AuA4I

A12
A22A32A42

A13A23A33A43
A14A24A34A14a/7 (í=l, 2, 3,4) egyenlő előjelűek'.A) Tételezzük fel először, hogy az an-k nem mindegyike null. Ekkor az Ail ∏1+A,∙2 ∏2+A,∙3 u3+A1∙4 ZZ4=O (20)

Z= 1, 2, 3, 4egyenlet-rendszer megoldható; mert az egyik a többi három­nak következménye és azt a síkot, melynek koordinálóit ennek 
az egyenlet-rendszernek megoldásához tartozó zz értékek képvise­
lik, a felület szinguláris síkjának nevezzük.Jelöljük az egyenlet-rendszerünknek eleget tevő síkkoor­dinátákat oj1, oj2, ωi, ω4-el, akkor az egyenletek tanából isme­retes tételnél lógva:

ojj : oj2 : oj3: io4=<z∣∣ : o.i2 : <z13 : <z14=«21 : α22: α23 : α24= a31: a32 : a33 : a34= a41 : a42 : a43 : a44 .Azok a pontok, melyek az oj síkkal összeesnek eleget, tesznek
ojf Xfj-OJ2 x2~j-coji .r3-∣-io4 a'4=0egyenletnek; ámde a föntebb fölírt reláczióknál fogva

dωiωk=aik (21')következőleg:
p (ω1 xl+ω2 x2+oj3 xi + oji ,r4)2 = ΣaΣikxixk-0, (22)



32 ELENYÉSZŐ DETERMINÁNSÉ MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK.azaz : az elenyésző determinánséi felületek egyenletének pont-koor­
dinátákban megfelel a kétszeresen számított szinguláris sík egyen­
lete. A mi azután azt jelenti, hogy a másodosztályú felület minden pontja benne van szinguláris síkjában, az ilyen másod­
osztályéi felületeket kúpszeleteknek nevezzük, s hogy a pont­koordinátákra való áttérés nem adta meg egyenletüket, annak oka abban rejlik, hogy a térben görbe vonalat pont-koordiná­tákban két egyenletnél kevesebbel nem képviselhetünk.Mivel a minden értéke mellettFωu=0,azért, ha n érintősíkja a felületnek, akkor zz÷λ<e> is az, tehát a felület csakugyan egy az ω síkban fekvő másodosztályúi gör­bévé, azaz kúpszeletté degenerál.B) Ha az au-k mindegyike null, azaz az összes első aldeter- 
minánsok elenyésznek, de a második aldeterminánsok még nem, akkor a (20) egyenlet-rendszerben csak két egymástól független egyenlet van; legyen ez a kettő :A11 u3-l-Ai4 ZZzl==O,

A21 ZZ1+A22 ZZ2 +A22 ⅜^b-^24 ,i4~zθ?ezt a két egyenletet kielégítik mindazok a síkok, a melyek egy egyenesen, ezen két egyenlet képviselte pontokat összekötő egyenesen mennek keresztül, ezt az egyenest a másodosztályéi 
felület szinguláris egyenesének nevezzük. Könnyű kimutatni, hogy ebben az esetben a felület a szinguláris egyenesben fekvő két 
ponttá degenerál. Legyen ugyanis cd' és ω" két a szinguláris egyenesen átmenő sík, akkor ω'-∖-λω" szintén az; ha u sík a felület egyenletének eleget tesz, akkor ιι-∖-λω' és ιι+λω" síkok is eleget tesznek, mivel ω' és cd" a szinguláris egyenesen át­menő két tetszőleges sík koordinátái, azért (ω', co", zz) ponton átmenő minden sík koordinátái eleget tesznek a felület egyen­letének ; ámde az egy ponton átmenő síkok koordinátáit a pont-koordinátáival lineáris reláczió köti össze, azért a jelen esetben a felület egyenletéből egy, a sík-koordinátákban oly homogen lineáris egyenlet választható ki, mely az imént em­lített pontnak az egyenletét képviseli; mivel pedig a felület egyenlete másodfokú függvény, azért a változókban lineáris egyik
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faktorának eltávolítása után még egy lineáris faktor marad 
meg, mely egy más, szintén a szinguláris egyenesen fekvő pon­
tot határoz meg. A másodosztályú felület tehát, ha determinánsa 
és első aldeterminánsai mind miliők, két ponttá degenerál; eze­
ket a pontokat összekötő egyenest a felület szinguláris egyenesé­
nek nevezzük.

C) Ha a másodosztályú felület determinánsának második al­
determinánsai is eltűnnek, akkor a (20) egyenletek közül az 
egyiknek a többi következménye; legyen ez az egyenlet:

Api 1 + A12^2 + z^13,⅞ A 2^14i,4=0,

mely pontot képvisel; ezt a pontot a felület szinguláris pontjá­
nak nevezzük. Jellemző sajátsága az, hogy a felület minden 
síkja összeesik evvel a ponttal, legyen ugyanis ω', ω" és ω"' a 
szinguláris ponton átmenő három sík, akkor ω', ω" és ω"- 
kielégítik a felület egyenletét; ha pedig u a felületnek egészen 
tetszőleges síkja, akkor

it 4-2.ρt>, ∖-).∙)Co" ⅛-

is az, tehát u sík csakugyan átmegy az (ω', ω", ω'") ponton. 
Mivel a felület minden síkja egy ponton megy át, azért azt 
mondjuk, hogy a másodosztályú felület egy kettős ponttá de­
generál.

Az eddig elmondottakat következőképen foglalhatjuk össze:
1- Ha a felület determinánsa zérus, de átlói aldeterminánsai 

nem tűnnek el, akkor a felületnek van egy szinguláris síkja és a 
felület maga ebben a síkban fekvő kúpszeletté degenerál.

2. Ha az első aldeterminánsok is elenyésznek, de a második 
aldeterminánsok még nem, akkor a felületnek van egy szingu­
láris vonala, s a elület maga egy a szinguláris vonalban fekvő 
pontpárrá degenerál.

3. Ha a második aldeterminánsok is eltűnnek, akkor a felü­
letnek van egy szinguláris pontja és a felület maga egy kettős 
ponttá degenerál, mely összeesik a szinguláris ponttal.

4. Ha a harmadik aldeterminánsok is eltűnnek, akkor a felület 
egyenlete azonosan zérus, tehát nem mond semmit.

Suták : Másodoszt, felületek általános elmélete.



34 DEGENERÁLT MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK POLÁRTULAJDONSÁGAI.12. A degenerált másodosztályú felületek polár- Iulajdonsagai.
A) Tárgyaljuk először azt az esetet, midőn a másodosztályú felület determinánsa elenyészik, de első aldeterminánsai nem. Jelöljük u síknak a felületre vonatkoztatott pólusát α>el, szin­guláris síkját ω-val, akkor Fωu=0 relácziónál fogva 4 

j%xiωi=0, í = lazaz : a tér bármely síkjának pólusa benne van a felületet kép­
viselő kúpszelet síkjában.Minthogy a póluson átmenő egyenes polársíkját oly pont­ban metszi, mely harmonikus párja a pólusnak az egyenesnek a felülettel való metszéspontjaira nézve, azért a tér valamely 
síkjának pólusa nem más, mint ennek a síknak a kúpszelet sík­
jával való metszésvonalának pólusa a kúpszeletre nézve. Tehát 
a kúpszelet síkjában fekvő pontnak a kúpszeletre vonatkoztatott 
polárisán átmenő síkok a pontnak polársikjai; ez az oka, hogy a tér háromszorosan végtelen sok síkjának a kúpszeletre nézve csak kétszeresen végtelen sok, t. i. a kúpszelet síkjában fekvő pontok felelnek meg, mint pólusok. A térnek a kúpszelet sík­ján kívül fekvő pontjainak a polársíkja átmegy a ponton át­menő három sík pólusán, ezek a kúpszelet síkjában vannak, tehát 
a tér bármely, a kúpszelet síkján kívül fekvő pontjának polár­
síkja a kúpszelet síkjával azonos.Mivel a felület valamely pontjának polársíkja az ehhez a ponthoz tartozó érintő síkkal összeesik, azért a kúpszelei vala­
mely pontjának polársikjai az ezen ponthoz tartozó érintőn át­
menő síkok.Más szóval, ha valamely pontnak a kúpszeletre vonatkozta­tott polársíkja átmegy azon a ponton, akkor az a pont a kúp­szeleten van s a polársíknak a kúpszelet síkjával való met­szésvonala érinti a kúpszeletet.A tér tetszőleges egyenesének polárisa az az egyenes, me­lyet a felvett egyenesen átmenő síkok pólusai a kúpszelet sík-
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jóban leírnak, ez pedig nem más, mint az egyenesnek a kúp­
szelet síkjával való átdöfési pontjának a kúpszeletre, mint sík­
görbére vonatkoztatott polárisa, tehát a tér négyszeresen végte­
len sok egyeneséhez csak kétszeresen végtelen sok, a kúpszelet 
síkjában fekvő egyenes tartozik, mint poláris.

Megfordítva: a kúpszelet síkjához tartozó egyenes mindegyi­
kének kétszeresen végtelen sok poláris felel meg, melyek vala­
mennyien átmennek a fölveti egyenesnek a kúpszeletre, mint 
síkidomra vonatkoztatott pólusán.

B) Ha az első aldeterminánsok is eltűnnek, akkor
-f*lιω'- 0, Buuι" 

reláczióknál fogva
∑xiω'i=0, l'xiω'i'=Q;

azaz: a tér bármely síkjának pólusa benne van a szinguláris 
egyenesben és negyedik harmonikus a pontpárra és arra a pontra 
nézve, melyben a sík a szinguláris egyenest metszi.

Ebből következik, hogy a szinguláris egyenes bármely pont­
jához kétszeresen végtelen sok sík tartozik, mint polársik; neve­
zetesen azok, melyek az adott pont és pontpárra nézve a negye­
dik harmonikus ponton mennek keresztül, tehát a szinguláris 
vonalon átmenő síkok pólusa határozatlan; mert ezek a síkok 
bármely pontnak negyedik harmonikusán átmennek, azaz: a 
szinguláris egyenesen átmenő síkok pólusát a szinguláris egyenes 
bármely pontja képezheti.

Három tetszőleges sík találkozási pontjának polársíkja át­
megy a három sík pólusain, de ezek a szinguláris egyenesben 
vannak, tehát a tér bármely pontjának polársíkja átmegy a szin­
guláris egyenesen; azaz: a tér bármely pontjához végtelen sok, 
a szinguláris egyenesen átmenő polársik tartozik.

Az egy egyenesen átmenő síkok pólusai benne vannak a 
szinguláris egyenesben, tehát a tér egy tetszőleges egyenesének 
polárisa összeesik a szinguláris egyenessel.

Ellenben azokhoz az egyenesekhez, melyek a szinguláris 
egyenessel találkoznak, kétszeresen végtelen sok poláris tar­
tozik, melyek valamennyien átmennek azon a ponton, mely 
negyedik harmonikus párja a pontpárra vonatkozólag annak 
a pontnak, melyben az adott egyenes a szinguláris egyenessel 
találkozik.

3*



36 degenerált másodosztályú felületek analitikai formulázása.Ugyanis ennek a pontnak megfelel az a kétszeresen végte­len sok sík, melyek a pontpárra vonatkozólag a negyedik har­monikus ponton mennek át; az egyenes többi pontjainak pedig a szinguláris egyenesen átmenő síkok felelnek meg, ezeknek a metszésvonalai az imént említett síkokkal azonosak a föntebb említett egyenesekkel.A pontpár valamelyikén átmenő tetszőleges sík pólusa össze­esik magával a ponttal s viszont a pontpár akármelyikének polársíkjai átmennek azon a ponton, tehát a pontpár vala­
melyikén átmenő egyenesnek polárisa minden azon a ponton 
átmenő egyenes.

C) Ha a felület másodrendű aldeterminánsai is elenyésznek, akkor a tér bármely síkjának pólusa összeesik a szinguláris ponttal, tehát bármely egy pontban találkozó három sík pó­lusa összeesik a szinguláris ponttal, azaz : a tér bármely pont­
jához kétszeresen végtelen sok. a szinguláris ponton átmenő polár- 
sik tartozik; ennélfogva a tér bármely egyeneséhez kétszeresen végtelen sok a szinguláris ponton átmenő poláris tartozik.A szinguláris ponton átmenő síkok pólusa teljesen határo­zatlan, s viszont a szinguláris pont polársíkja is az, valamint a szinguláris ponton átmenő egyenesek polárisai is azok.13. A degenerált másodosztályú felületek analitikai formulázása.A degenerált másodosztályú felületeket oly analitikai alak­ban mutatjuk most be, hogy abból rögtön lehessen következ­tetni a degeneráczió természetére. Ha a felület kúpszeletté de- generál, akkor, ha a kúpszelet síkját választjuk a koordináta­tetraéder egyik síkjául, a felület analitikai alakja a kúpszelet egyenletévé lesz, tehát rögtön beszámol arról, hogy a felület mi módon degenerál.Alkalmazzuk tehát a következő koordináta-transzformácziót:

zl=a↑lx+λ12λ⅛+fi⅛a⅞ + α14x4,
⅞= X2 ,

⅛3 — *¾ >
~4~ ∙r4 •



DEGENERÁLT MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK ANALITIKAI FORMULÁZÁSA. 37

Legyen az új koordináta-rendszerben valamely síknak egyen­
lete

+ω2^2^b°j3^3 + ω4^4-θ,

a régi rendszerben pedig ugyanennek a síknak az egyenlete:

H1X1 + U2X2 + ZZ3X3 -J- U1X4=0.

Ha az előbbi egyenletbe ς értékeit behelyettesítjük:

α11ω1χ1 -J- (a12ω1 + ω2) x2 -J- (a13ω1+ω3) X3 + (a14ω1 ÷ω4) X4=O 

egyenlethez jutunk, melynek az előbbivel való összehasonlítá­
sából

πι≈αnωι •>
Il2-U42(I)+ (D2 , 

u3=α13ωl÷ω3 1 

ZZ4— ftl4ft,ι +<«>4 
relácziókhoz jutunk, tehát

Aiiιι 1 +Ai2U2 + Ai3ιι3 +Ai4U4
—A i2o2 -J- A i303-J-A ,∙4<D4,

2 (.Aiiu 1-J-A,-2zz2 -J-A,-3zz3-J-A,∙4zz4) ιιi-2.1 Aikιιiιιk 
4

~ 2 (Ai2fυ2 + A-3w3 ÷ A'4fth) (αlιωl + ωi) (u>i — 0)
'=2 i=l

4
— 2 (Ai2(o2 -J- Ai30)3 -J-Al∙4ft>4) o)i i=2
-A22o)^ -J t2A.y3o)2o)3+A33Zt^-J- 2A24oj2o)4+2A34(d3(d4 -J-A44(d4-0. (23)

Ez az egyenlet a degenerált kúpszelet egyenlete vonalkoor­
dinátákban, vonatkozással arra a háromszögre, melyet a ς2, ς3, 
c4 koordináta-síkoknak a kúpszelet síkjával való metszés­
vonalai képeznek egymással.

Ha a felület determinánsának első aldeterminánsai is elenyész­
nek, akkor a Ieliilel két ponttá degenerál, melyeknek koordi­
nátáit jelöljük .r és z∕-nal, tehát

(2⅛i zz,∙) (2,z∕l∙ zz,∙)=2'2A,7. zz,∙ιιk= 0, 
honnan

xi yi=Aii,
ττ ∙viUk+^kyi^2Aik.
Ha
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_ XiUk-Uixk
Pik -- ------- 2------- Pki

jelölést használjuk, akkor könnyű meggyőződni, hogy

XiUi=Aii,
XiUk--AiJ; + Pikf
XkU i-- Ai∣; Pik 5

(24)

ezek az egyenletek szolgálnak a pontok koordinátáinak meg­
határozására; előbb azonban ∕>ffc-t, mely arányos a felület szin­
guláris vonalának koordinátáival, kell meghatározni, ez pedig 
következőképen történik :

XiUkXkdi = Alk — fik = AiiAkk,
tehát _________

P ik — 1^Aik ~~ AiiAkk.

A (24) egyenletrendszer kifejtett alakja :

Xi Ui=An Xi U2=Av2-p2ι, Xj U2=Aj2-P
X2Ui=A2IjTp2I, 
x2 Ul=A2IjT∕>3i , 
XiUi=A44+Pu ,

x2 y2=A22 , X2 V3=A23-/>
*r3 U2=Λ32 ÷ P'12 f X'l Ul=-Aj3
Xi U2=Ai2 jr p42, X4 UI^ A42+/>

Ul=^14 ∕,41 f 
x2 Ul=A24 ∕>42 , 
X2 Ui=A24—p42 ,

Honnan:
Xi Ui=A44

.r1: X2 : .r3 : x4 — Au
— ^12~ P‘2.1
= -A13~^∕⅛l
— ∙^14~Pll

^21+∕,21 : Am÷∕731 : A1÷jo41 
A22 ■ Al2~b∕>32 : A42+P42
A22-p 12 '■ -^33 • -^43 A"/>43
A24—/>42 : A34—∕>43 : A44 .

Ui : U2 : Ui ■ Ui = Ai
— Al÷∕,21
— Al ÷∕,31
— A1÷Λ∏

Aj2—∕>21: A13—∕>31: A44—∕>44 
A22 '■ A23—lo22 : A24- ∕>42
^32 ÷Λ>32 : Λ33 : -⅜4 ∕743
A12÷∕742 : A43+∕>43 : -^44 •

A pontok reális vagy képzetes volta tehát ∕>-tol függ; minthogy 
α..= (), 

(í=l, 2, 3, 4)



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEKET MEGHATÁROZÓ FELTÉTELEKRŐL. 39

azért αl∙t∙ átlói aldeterminánsai egyenlő előjelűek, tehát

AaAkk — A2ik
(i, k=l, 2, 3, .4)

kifejezések egyenlő előjelűek, p képzetes pozitív-, reális negativ 
értékük mellett. Ennélfogva, ha a második aldeterminánsok po­
zitivek, akkor a felölel két képzetes, ha pedig negativek, akkor 
két valós ponttá degenerál.

Végül, ha a második átlói aldeterminánsok is elenyésznek, 
akkor a felület, miként a (25) alatt lévő relácziókból láthatjuk, 
egy kétszeres ponttá degenerál.

14. A másodosztályú felületeket meghatározó 
feltételekről.

A másodosztályú felület általános egyenletében kilencz egy­
mástól független konstans Ibrdnl elő, tehát az általános másod­
osztályú felület meghatározására kilencz egymástól független alkotó 
része szükséges. (Síkok, melyek közül négy nem megy át egy 
ponton; pontok, melyek közül négy nem fekszik egy síkban ; 
pontok és síkok, ha három pont nem fekszik az adott síkok 
valamelyikében, vagy ha három adott sík találkozási pontja 
nem esik össze az adott pontok valamelyikével.)

Ha a felület kúpszeletté degenerál, akkor determinánsa zérus, 
tehát az együtthatók között van egy reláczió, ennélfogva a kúp­
szeletnek a térben való meghatározására nyolcz egymástól független 
alkotó része szükséges. Ezt a tételt geometriailag is könnyű 
észrevenni; ugyanis a kúpszelet síkjának meghatározására há­
rom-, a kúpszeleinek a síkban való meghatározására pedig öt 
föltétel szükséges.

Ha a felület két ponttá degenerál, akkor egyenletének konstan­
sai között három egymástól független reláczió van ; mert könnyű 
kimutatni, hogv ha

a = O

és még két más átlói aldetcrmináns is null pl.

rzn=α2z= θ,



40 MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEKET MEGHATÁROZÓ FELTÉTELEKRŐL.akkor a többi átlói aldetermináns is null. Ugyanis a feltételnél fogva
β12-α13=α14-θ>

^23~^^24~~θ >

Ai2tt33 + -^34α34-θ>

43 «34 ÷ -A44α44=O.Honnan
zUj2Ulα33α44-^34 ft34 ’ (26)melyet ha

<⅞3α44=⅛egyenlettel osztunk
2Uj2Ul — 2Ul ~ θreláczióhoz jutunk, mely azt követelné, hogy a második alde- terminánsok is eltűnjenek ; de mivel ezek föltételünknél fogva nem mindnyájan enyésznek el, azért a (26) egyenlet csak úgy állhat meg, ha pl.

«33=«34=0>de akkor az előbbi egyenletek másodikénál fogva α44 is zérus.
Következőleg a két ponttá degeneráló másodosztályéi felület 

meghatározására hat feltétel szükséges.Ha a felület kétszeres ponttá degenerál, akkor egyenletének konstansai között hat reláczió van ; ugyanis ha az
«—«11=«22—θfeltételekhez még hozzá vesszük azt, hogy α11-nek két átlói aldeterminánsa pl.

Ai3z¼4^~ zi34 > zUzi44 — zi24és α22-∏ek egy átlói aldeterminánsazUi2Ur- ziUeltűnik, akkor könnyű kimutatni, hogy minden második alde­termináns szintén eltűnik ; ennélfogva az egy kettős ponttá de­
generáló másodosztályú felület meghatározására három feltétel 
szükséges.
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15. A felületek osztályozása alkotóik szerint.
Ha a másodosztályú felület egyenletét a kanonikus alakba 

átvivő transzformácziónak determinánsát j'-nak nevezzük, a 
transzformált alak determinánsát pedig p-nek, akkor miként 
ismeretes

μ=γia.

Tehát a felület egyenletének determinánsa bármily tetraéder- 
koordináta-rendszerben ugyanolyan előjelű.

Ezek után könnyű lesz megállapítani a kritériumokat arra 
nézve: vájjon a másodosztályú felületnek vannak-e reális al­
kotói ?

Legyen ugyanis a másodosztályú felület egyenletének kano­
nikus alakja

9999
P1ιι1 + ∣ι2ιι2 + ι⅛l⅛+m=θ∙

Ha a n és in síkokhoz y és z pólusok tartoznak, akkor

pyt=pivi,
Pzi=Piwi, 

ennélfogva:
p = pi pk <Ptwk-υkw^

Ha tehát (u, in), q egyenes polárisát p'-nak nevezzük, akkor

PP'ik=PiPk<lik •

Minthogy a felület alkotói önmaguknak polárisai, azért, ha 
q vonal a felületen van, akkor konjugáltjának koordinátáit 
szintén p.k=qkl számok jellemzik, tehát

’>712 = ∕⅛ Pa 7.34 , '∙'fhs = Pi Pa fIiA ,
v713 = ∕⅛ Pa 724 > ’>721 = Pi Ps (hs ,
’>714 = Ih Ps fhs , y'flsA = Pi Ih 712 •

Honnan következik, hogy

,>2 = μi μ2 μ3 μx = μ∙

v reális, ha μ positiv, azaz:
Az el nem enyésző determinánséi másodosztályéi felületeket két 

csoportba osztjuk, éi. m. reális alkotója és képzetes alkotójéi felü-
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letekre, a szerint, a mint determinánsuk positiv vagy negativ. A felületnek tehát
van reális alkotója, ha a > 0 ; 
nincs reális alkotója, ha « < 0.

16. A másodosztályú felületek osztályozása.A másodosztályú görbék fajának meghatározására szolgáló kritériumok megállapítását részint, mivel feladatunk körén kívül esik, részint, mivel a dualitás elvénél fogva a végered­mények úgyis igen könnyen beláthatok, mellőzöm, s csak a kritériumokat mutatom be.Legyen egyenletük:
A4Uj + 2Ar2zz1zz2+A22zz^ + 2A13zz1zz3+2A23zz2zz3 + A33zz4=0és a sík végtelen távol levő egyenesének egyenleteX3 = 0.Jelöljük az An yti2 yti3 Iu. = I A2i A22 A23 1 (A⅛-A/,,)í -^31 -^32 Aö Idetermináns Aik eleméhez tartozó determinánst ⅛val ; ezen az alapon a kritériumokat a következő táblázatba állíthatjuk össze : I. u.g().1. uA33 > 0.aj an > 0..................................................... Képzetes ellipszis.

b) «H < 0..................................................... Valós ellipszis.2. aA33 < 0...........................................................Hiperbola.3. U-A33 = 0......................................................Parabola.II. u. = 0.1. u. átlói aldeterminánsai között van positiv.
Két képzetes pont.2. a átlói aldeterminánsai között van negativ.
Két valós pont.3. a átlói aldeterminánsai eltűnnek. Egy kétszeres pont.



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK OSZTÁLYOZÁSA. 43Lássuk ezek után a másodosztályú felületek fajának meg­határozására vonatkozó kritériumokat. Az eddig használt jelö­léseket most is megtartjuk; az
F≡ΣΣAikιιjuk

(i. k=l, 2, 3, 4)felületnek a végtelen távol fekvő síkkal való metszési görbéjé­nek egyenlete a 9. §. fejtegetései szerint:(A44A44—A14) u4 + 2(A44A12—A44A24) u4u2+(A22A44—A24) ut,+ 2 (A44A13-A14A34) u1 U3+ 2 (A44A23-A24A34) u2u3÷
÷ (^33^44—A¾) i,3 — θ∙Ennek a kúpszeletnek determinánsa:

«A44 ’állói aldeterminánsai pedig :U11A44 , u22A44 , U33A44.Legyen először u. ≡ 0,

(18"')

azaz: felületünk valóságos másodosztályú felület, melynek vég­telen távol fekvő kúpszeletére nézve a következő kritériumokat írhatjuk fel. L A44 ≡ 0.1. α (A33A44-A34)>0, α11A44>0.2. α (A33A44-A34) >0, a11A44<0.3. a (A33A44-A34)≤O.IL A44 = 0.
Képzetes kúpszelet.

Valós kúpszelet.

A kúpszelet átlói aldeterminánsai is nullok.
Egij kétszeres pont.Azokat a másodosztályú felületeket, melyeknek végtelen tá­volban fekvő kúpszeletük képzetes, ellipszoidoknak, a melyeké valós, azokat Iiiperboloidoknak s a melyeknek végtelen távol fekvő kúpszeletük egy kettős ponttá degenerál, azokat para- 

Iioloidoknak nevezzük.



44 MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK OSZTÁLYOZÁSA.Ha a > 0 és a felületnek nincs végtelen távol fekvő pontja, akkor a felület képzetes; mert ha nem volna az, akkor reális alkotói lennének, a mi végtelen távolfekvő pontokat invol­válna.Ha pedig a < 0, akkor a felület reális, habár a végtelen távol­ban pontjai nincsenek; ugyanisF(OOOl)=A44,
P1 2 3 («n«i2a13a14) — a∖∖a∙> lehat F(OOOl) F(α11α12α13α14)=α11A44α, mivel

a < 0, a11A44 > 0,azért F(OOOl) és E ellenkező előjelűek, azaz : a felü­let valós.A hyperboloidokat és paraboloidokat is alkotóik reális, vagy 
képzetes volta szerint két csoportba osztjuk, ιi. m. egyköpenyü és 
kétköpenyii Idperboloidokra; hiperbolikus és elliptikus parabo- 
Ioidokra.Ha a elenyészik, akkor a (18"') alatt levő egyenlet annak a két pontnak az egyenlete, melyeket a végtelen távolban levő sík a kúpszeletből kimetsz, mivel a (18'") determinánsa zérus, azért átlói aldeterminánsai egyenlő előjelűek; tehát ebben az esetben a következő kritériumokat írhatjuk fel :1. α11A44 > 0. Két képzetes pont.2. α11A44 < 0. Két valós pont.3. A44 = 0. Egy kétszeres pont.Az első esetben a felület ellipszissé, a másodikban hiperbo­lává, a harmadikban parabolává degenerál. Ugyanezekre a kri­tériumokra jutottunk volna akkor is, ha a kúpszeleinek a 12. §-ban megállapított egyenletét vettük volna kutatásunk alapjául. Hátra van még annak az esetnek az eldöntése, hogyαjιA44 > 0esetben a kúpszelet mikor reális; erre nézve a fejezet elején közölt, a kúpszeletekre vonatkozó kritériumoknak a 12.(23) alatt levő egyenletre való alkalmazásával azonnal látható, hogy helyesek a következő kritériumok :



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK OSZTÁLYOZÁSA. 45

«11A44 > 0

A33A44—y^34>θ∙ Képzetes ellipszis.
A33A44—A34<0. Valós ellipszis.

Azokra az esetekre, midőn a felület két ponttá, vagy egy 
kétszeres ponttá degenerál, már a 12. §-ban megállapítottuk a 
kritériumokat. Ezek után a másodosztályú felületek faját meg­
határozó kritériumokat a következő táblázatban állíthatjuk 
össze:

I. «gO.
A) A44 gO.

1- a (Λ33A44 —A34) > 0, «I4A44 > 0.
a) « > 0................................... Képzetes ellipszoid.
b) « < 0................................... Valós ellipszoid.

2. «(A33A44- A34) >0, «hA44<0, vagy 
α (A33A44-A34) ≤ 0.
a) « > 0................................... Egykopenijii hiperboláid.
b) a < 0................................... Kétköpenyíi hiperboláid.

B) A44 = 0.
1. « > 0........................................Hiperbolikus paraboloids
2. « < 0,................................... Elliptikus paraboloid.

II. a — 0.
A) Az átlói aldeterminánsok között van zérustól különböző, 

legyen att ≡ 0.
1. tt11A44>0.

a) A33A44—A34 > 0.................. Képzetes ellipszis
b) A33A44—A34 < 0.................. Valós ellipszis.

2. a44A44 < 0.................................... Hiperbola.
3. A44 = 0................................ Parabola.

B) Az első átlói aldeterminánsok mind elenyésznek.
1. A mé°odik átlói aldeterminánsok között van positiv

Két képzetes pont.
2. A második átlói aldeterminánsok között van negativ.

Két valós pont.
3. A második átlói aldeterminánsok mind elenyésznek.

Egy kétszeres pont.
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17. A másodosztályú felületek viszonya a képzetes gömbkörhöz.Azt a felületet, melynek minden érintő síkja egy s ugyan­azon ponttól egyenlő távolságra r van, gömbnek nevezzük, ha -V1, .v2, .r3-nak nevezzük a czentrum derékszögű pontkoordiná­táit, zz1, zz2, zz3-nak a gömb valamely érintő síkjának koordiná­táit, akkor o 2 2 2
r-(zz1 + zz2 + zz3) — (rcizz1+JJ2ZZ2-F-a∙3zz3÷ l)2.Ha koordinátarendszerünk origóját a gömb czentrumába helyezzük és — - 9 helyett röviden y.-et írunk, akkor a gömb egyenlete homogén koordinátákban a következő alakban jele­nik meg: 2 2 2 9

ZZ1 + ZZ2+ ZZ“ +/Z4ZZ1 = O,ennek a végtelen távolban levő kúpszelete:
U21 + ZZ9 + ZZg = O,mely nem más mint a képzetes kör egyenlete homogén koor­dinátákban, s mivel ez a gömbre vonatkozik, azért képzetes 

gömbkörnek nevezzük. A képzetes kör egyenlete független a gömb egyenletében előforduló konstanstól, tehát minden gömb 
átmegy a képzetes gömbkörön.Minden sík körben metszi a gömböt, a képzetes gömbköri pedig két képzetes körpontban, melyek a metszési kör képze­tes körpontjai lesznek; minthogy minden kör átmegy síkjának képzetes körpontjain, azért minden olyan felület, mely átmegy 
a képzetes gömbkörön: gömbfelület; mert a gömb síkmetszetei, miként már az elemi mértanból ismeretes, körök.Mielőtt a képzetes gömbkörnek a másodosztályú felületek­hez való fontos viszonyát tanulmányoznánk, nehány igen fon­tos tétel megállapítására van szükségünk.A sík mértanból ismeretes, hogy két egyenes egymásra merő­leges, ha harmonikus párok arra a szögpontjukon keresztül- menő két egyenesre nézve, melyek a szög síkjának képzetes körpontjain mennek át, más szóval:
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Két egyenes egymásra merőleges, ha végtelen távolban levő pont­
jai síkjuk képzetes körpontjaira nézve harmonikus pontpárok.

Ennek a térben a következő tétel felel meg:
Két egyenes egymásra merőleges, ha végtelen távolban levő 

pontjaik a képzetes gömbkörre nézve konjugált pontok.
Egy egyenes a síkra merőleges, ha az a Ialppontjan keresz- 

tülmenő, a síkban fekvő egyenesek mindegyikére merőleges, 
tehát ezeknek végtelen távol fekvő pontjai a síkra merőleges 
egyenes végtelen távol fekvő pontjával a képzetes gömbkörre 
nézve konjugált pontok; következőleg:

Valamely egyenes a síkra merőleges, ha az egyenes végtelen 
távolban fekvő pontja a képzetes gömbkörre nézve pólusa a sík 
végtelen távolfekvő egyenesének.

Ebből a tételből még következik, hogy:
Két sík egymásra merőleges, ha végtelen távolfekvő egyeneseik 

a képzetes gömbkörre nézve konjugált polárisok.
Ezek után már áttérhetünk a képzetes gömbkörnek és a 

másodosztályú felületeknek egymáshoz való relácziójának tanul­
mányozására.

Ismeretes, hogy a polártetraéder bármely szögpontjának po- 
lársíkja a tetraédernek evvel a szögponttal szemközt fekvő síkja; 
ebből következik, hogy a tetraéder bármely síkja a felületből 
oly kúpszeletet metsz ki, melyre nézve az ebben a síkban levő 
három polártetraéder-él polá !’háromszöget alkot. Az egymásra 
nézve konjugált három átmérő végtelen távolban levő pontjai 
tehát a felület végtelen távolban fekvő klipszeletére nézve polár- 
háromszögnek a szögpontjait képezik, ha ez a polárháromszög a 
felület végtelen távolfekvő kúpszeletének és a képzetes gömbkör­
nek közös polárháromszöge, akkor az egymásra nézve konjugált 
három átmérő egymásra merőleges; mert bármelyiknek végtelen­
ben levő pontja a képzetes gömbkörre nézve pólusa a másik 
kettő meghatározta sík végtelenben levő egyenesének; azaz: a 
másik két átmérő végtelenben levő pontjain átmenő egye­
nesnek.

Evvel a másodosztályéi felület három egymásra merőleges kon­
jugált átmérőjének meghatározási problémáját visszavezettük két 
kúpszeletnek, t. i. a felület végtelenben levő kúpszeletének és a 
képzetes gömbkör, közös polárháromszögének meghatározására.



48 MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK KÖRMETSZETELA felületek transzformáczióját később ezen az alapon tár­gyaljuk.Ha két klipszelet érinti egymást, akkor közős polárhárom- szögük határozatlan. A jelen esetben az egyik kúpszelet min­dig képzetes, tehát az érintés is csak képzetes pontokban tör­ténhetik ; mivel pedig a kúpszeleteket képviselő egyenletek együtthatói reálisak, azért az érintésnek konjugált imaginér pontokban azaz: szétválasztott pontokban kell történni. Ebben az esetben a két kúpszelet közös polárháromszöge minden oly háromszög, melynek egyik szögpontja az érintési húr pólusa, a másik kettő pedig harmonikus párja az érintési pontoknak; ebből következik, hogy az egymásra nézve konjugált három merőleges átmérő közül csak az egyik határozott, az, mely az érintési húr pólusán megy át, a másik kettő pedig határozat­lan, mivel pedig síkjuk a felületet oly kúpszeletben metszi, mely a két képzetes körponton is átmegy, azért ez a metszési idom kör. Az ilyen felületeket forgási felületeknek nevezzük.A forgási felületeknek tehát az a jellemző sajátságuk, hogy 
végtelen távolban ι ekvő kúpszeletük a képzetes gömbkört két 
pontban érinti; az érintési húr pólusán átmenő átmérőt forgási 
tengelynek nevezzük; az erre merőleges síkok köröket metszenek 
ki a felületből; ugyanis a forgási tengelyre merőleges síkok mind átmennek az érintési húron, a két érintési pont a síkok kimetszette kúpszeletek pontjai, de ezek képzetes körpontok, tehát a metszési kúpszele.'ek körök.A forgási felületekre vonatkozó kritériumokat később, majd a felületek transzformácziójánál állapítjuk meg.A gömb keresztül megy a képzetes gömbkörön, tehát bár­mely három egymásra nézve konjugált oly átmérője, melyek­nek végtelen távolban fekvő pontjai a gömbkörre nézve polár- háromszöget alkotnak, egymásra merőleges, tehát a gömb 
egymásra merőleges konjugált átmérőinek tripélje teljesen ha­
tározatlan.

18. A másodosztályú felületek körmetszetei.Ha a másodosztályú felület képzetes gömbkört nem érinti, végtelenben levő kúpszelete a vagy avval nem esik össze, ak-



MÁSODOSZTÁLYÚ FELŐLETEK KÖRMETSZETEL 49kor négy pontban metszi, ezeken a pontokon keresztül mennek a kúpszelet közös húrjai; és azok a síkok, melyek ezeken a húrokon kérésztől mennek, oly kúpszeleteket metszenek ki a felületből, melyek a képzetes körpontokon átmennek, tehát azok 
körök, ennélfogva: hal párhuzamos sikrendszer létezik, melyek 
köröket metszenek ki a másodosztályú felületből.A paraboloidoknak végtelenben fekvő kúpszelete egy kettős ponttá degenerál, azért ezekre a felületekre külön vizsgálódást kell eszközölnünk. Ha a paraboloidok egyenletét pontkoordiná­tákban fejezzük ki, akkor végtelen távolban fekvő kúpszeletükre nézve «1 i-i’í+2<z12.r1.τ2 + α22,r2 ÷ 2a13^1.r3 + 2β23.v2,r3 + ¾3.r3=0egyenletet találjuk, melynek determinánsa

A44Ct2=O.Állói aldeterminánsai pedig a 4. §. IV. relácziója alapján
« (.ΛiiAkk-A2ik) ≤ 0,tehát a paraboloidnak a végtelenben két reális, vagy képzetes egyenese van, a szerint amint a > 0, vagy a < 0.A paraboloidoknál tehát a három pár húr közül egy pár összeesik végtelen távolban levő alkotóival, az ezeken átmenő síkok egyeneseket metszenek ki a felületből, tehát a paraboloi- 

dokon csak négyféle körmetszetrendszer van.Azonban a telidet végtelen távolban fekvő kúpszelete és a képzetes gömbkör metszéspontjai konjugált képzetes pontok, tehát a három pár húr közül csak egy pár valós, ennélfogva az 
ellipszoidokon és Iuperboloidokon kétféle körmetszetrendszer van.

Az elliptikus parabolodoid végtelen távolban levő egyenesei 
képzetesek, tehát a két reális húr azokkal nem eshetik össze, kö­vetkezőleg az elliptikus paraboloidokon szintén van két kör­
rendszer.A hyperbolikus paraboloidok végtelenben levő alkotói reáli­sak, tehát ezekkel esik össze a két reális húr, ennélfogva a 
hiperbolikus paraboloidnak nincsenek körmetszetei.Az általános polár elméletnek abból a tételéből, mely sze­rint: az egy egyenesen átmenő síkok pólusai szintén egyenes

Suták: Masodoszl. felületek általános elmélete. 4



50 MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK KÖRMETSZETEI.vonalat írnak le, mely az adottnak polárisa, következik, hogy az egy s ugyanazon körrendszert kimetsző párhuzamos síkok 
pólusai leírta egyenes konjugált polárisa annak a húrnak, me­
lyen a párhuzamos síkok átmennek. A konjugált poláris két 
pontban szeli át a felületet, az ezekhez tartozó polársikok, érintő 
síkok, tehát ezekben a pontokban a kör ponttá zsugorodik össze, 
miért is ezeket a pontokat a felület körpontjainak nevezzük.A felület körmetszeteinek meghatározása ismeretes, azért csak egy példát mutatok be.Pl. Az ellipszoidnak végtelen távolban levő kúpszelete kép­zetes, azért ennek egyenlete, ha az ellipszoidnak egyik polár- tetraéderére vonatkoztatott egyenletét vesszük alapul :α2u2+Z)2H2÷c2U3=O;pont koordinátákban: U2 ö2a képzetes gömbkör egyenlete pontkoordinátákban:/5) x2⅛x2 + .r~0,x1, r2, ,τ3 alatt derékszögű koordinátákat értünk, ha polár- tetraéderünk egyik síkja a végtelen távolban van s ebben a síkban fekvő szögpontjai a képzetes gömbkörre nézve polár- háromszöget alkotnak.Az a) és β) kúpszeletek özös húrjait, analitikáikig / 1 1 ∖ O , / 1 IX22

\ b- a- / 12 ' ∖ C2 a:i / 13∕ J _ 1 X 2 , / 1 1 X r2∖ α2 T2Γil + ∖c2 ' b2/ 3
0,0,0, egyenletek képviselik. Ha

a > b > c, akkor csak 
egyenlet képvisel reális alkotókat, tehát a két körrendszert
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—

Kb2—c2±----- ~---- 1r3+p=0két párhuzamos síkrendszer metszi ki, ezeknek a síkoknak koordinátái:
(LCT +VZ≡jl),
\ ap cp 'tehát az α⅛2+Z)⅛2 + c2z∕2-π2∙-()felületre vonatkoztatott pólusok koordinátái:

I a Ku2— b2 . c I b2 — c2∖ - p , 0, ± - —, -ezek eleget tesznek az
X2
a2egyenletnek, ha a pólus bele esik polársíkjába, erre nézve tehát a feltétel a következő egyenlet:

a2- c2 - P2=O,mely meghatározza p azon értékeit, melyek mellett a kör-rend­szereket kimetsző síkok érintő síkok lesznek, tehát pólusaik érintési pontok, jelen esetben pedig körpontok; ezeknek koor­dinátái tehát, a szerint a mint
Va2- 

a

Va2-b2 Vb2-C2c ∙r1-------- - .r3+p=0síkok kimetszette körrendszeihez tartoznak
vagy —1.

4*
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19. Két másodosztályú felület egymásra való vo­
natkozása.I. Két másodosztályú felületnek egyszeresen végtelen sok közös érintő síkja van, melyek szintén egy felületet burkolnak be s ezt lefejthető felületnek nevezzük; osztályszámát megha­

tározza azon alkotók száma, melyek a tér tetszőleges síkjával 
összeesnek; ebből következik, hogy két másodosztályú felülethez 
tartozó lefejthető felület negyedosztályú. Ugyanis a tér tetsző­leges síkja egy-egy kúpszeletben metszi a kél másodosztályú felületet, ezeknek a kúpszeleteknek négy közös érintőjük van, melyek az értelmezés szerint a lefejthető felület alkotói.Legyen adva

F ≡ l,l'Aikuiuk, Φ≡ΣΣBikuiukkét másodosztályú felület, akkor
FFμΦ=O (1)felületek összességet, melyet úgy nyerünk, bogy μ számára minden lehető valós értéket helyettesítünk, felületsornak nevez­zük. Minthogy a felület minden elemének érintő síkjai között megvannak az alapul szolgáló két felület közös érintő síkjai is, azért azt mondjuk, hogy a felületsor minden tagja egy s 

ugyanazon negyedosztályú lefejthető felületbe írt felület.A felületsor elemei közölt különösen fontosak azok, melyek 
kúpszeletté degenerálnak, ezeket meghatározzák /z-nek azon ér­tékei, melyek eleget tesznek

A11+μB11 Ai2Ffdiv2 AviFftBvi AiiFfdivi
^2i+μB∙2i Ai2FfiB22 AziFfdizi A24Ffdi24 __ θ 
z^3Γ'∕z^31 ^32^*^∕z¾ Aj3÷∕z¾ A∏÷∕zj⅝4
A41+μB4l A42F μB42 AiiFμBvi A44FfiB44egyenletnek. Ugyanerre az egyenletre jutunk akkor is, ha azt 

akarjuk meghatározni, hogy mily feltételeknek kell teljesülni 
arra nézve, hogy zι<i> sík pólusa az egész felületsorra nézve ugyanaz 
legyen. Nevezzük ugyanis ιι<t> pólusát az F=O felületre nézve .T(1∙rnek, a (Zj=O felületre nézve pedig y(0-∏ek, akkor
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p⅛0=214X0,
!>lff = 5⅛⅛°∙

.s, = lA kél pólus összeesik, ha
a7+rf — θ>mely föl létei J(/A = oegyenlethez vezet. Nevezzük ennek az egyenletnek gyökeit /∕1, ∕z2, ∕z3, ∕h^∏θk, a ∕z1-hez tartozó kúpszelet síkját ιι<D-nek, ak­kor az eddig elért eredmények alán beláthatjuk a következő egyenletrendszer helyességét:2 (Ars + μiBrs') U(l> =0.

s=1
(r=l, 2, 3, 4)Ha ezeket az egyenleteket rendre ú'-vel szorozzuk s az ered­ményeket összeadjuk22 Arlt Il^ U? + /Z. 22 ^rs i<0 l'r' = θ 

r segyenlethez jutunk, hasonlóképen találjuk, hogy55 L. '√, + I‘i 55 «„ <⅛0 «*/’ = 0-
Mioel általában föltételezzük, hogyazért 55Λ,"",⅛'l = "> 

r s
= (}■

r sazaz: u<'∖ ∏(j) síkok a két alapfelületre, tehát az egész felületsorra nézve is, konjugáltak. Ennélfogva az egyik kúpszelet síkjának pólusa benne van a többi három síkjának mindegyikében; azaz:A felületsorhoz tartozó kúpszeletek síkjai a felületsorra nézve 
polárlelraéderl alkotnak.Transzformáljuk az F—0 és Φ==0 egyenleteket erre a polár- tetraéderre vonatkozólag.



54 KÉT MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLET EGYMÁSRA VALÓ VONATKOZÁSA.A pontkoordináták transzformácziójára a következő egyen­letek szolgálnak :
Xi = ⅜u<si⅛s. (2)

.s=l 'A síkkordináták transzformálására szolgálókat pedig követ­kezőképen találjuk: legyen valamely síknak egyenlete az új-és régi koordináta rendszerben rendre:2 uixi=o, 
í=l

42 ∏l∙.rf = (). Z = IHelyettesítsük be az előbbi egyenletbe Arl-nek (2) alatt levő értékeit; ez a művelet i i ⅛'^∙^S = °
1 = 1 .s∙=legyenlethez vezet, melynek az előbbivel való összehasonlítá­sából />«,= 2 CG ∞

i=l ‘
(s=l, 2, 3, 4)egyenletrendszerhez jutunk, mely a síkkoordináták transzfor­málására szolgál. A transzformáczió elvégzése után, miként ismeretes F=O és Φ=0 következő alakban jelennek meg :

F= Cl ] { J ÷ «2 f '~1 d^ ' 3 ^k (t-\ U4 , 
Φ≡β,u2+β2v-i+β3u'i+βiu2 ■Ámde a (2') alatt definiált koordináta-transzformáczió nem egészen határozott; mert a kúpszeletek síkjainak koordinátái csak, mint viszonyszámok, ismeretesek, azért a (2') egyenlet­rendszerben minden vertikális sor együtthatóit megszorozhat­juk egy tetszőleges, de egy s ugyanazon vertikális sorra nézve ugyanazon tényezővel. Ha ezeket a tényezőket úgy választjuk meg, hogy valamennyi β egyenlő legyen az egységgel, akkor két alapfelületünk egyenlete a következő alakot veszi fel :

F ≡ α1 U J + «9 í' 2 H- «3 U2 ÷ «4 (4 , J 

φ= u21+ u‘í+ ul+ u24. I
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Ezekhez az egyenletekhez elvezető transformáczió formulák­
nak adjuk a következő alakot:

πsz=ftl^l + ^.s-2^2÷A∙3^3 ÷‰¾ > (2')

pontkoordinátákban pedig:

⅛=∕Vi + te + te + te- (2")
A transz formáczió eszközlése után tehát

F+ μΦ = («1 + μ) U2l + (a2 + /Ú ^2 + («3 +/z) 3 + (β4÷∕z) 4 ∙ (θ')

Ebben a felületsorban levő kúpszeleteket megkapjuk, ha μ 

helyébe —α1, — α2, — a3, —«4 érlékeket helyettesítünk, ennél­
fogva

!+=—«1, ∕⅛=-«2, /A3=—«3, !+=— «4- (4)

Jelöljük F+μΦ-nek a ségi koordináta rendszerre vonatkozó 
determinánsát J(∕z)-vel, akkor az egyenletek tanából ismeretes 
tételnél fogva :

4(μ') = B(μ-μi) (μ-μ2) (μ-μ3) (μ-μ4), 

hol
^12 #13 #14

β _ #21 #22 #23 #24

#31 #32 #33 #34

¾2 ¾3 ^44

Ha pedig az új koordináta-rendszerben F+μΦ determinánsát 
J0(jtz)-vel jelöljük, akkora(3') és (4) alatt levő relácziók alapján :

A transzformáczió determinánsa legyen R, akkor

hol
J0 (μ)=R2 J (//), (6)

R =

Ä1 P’12 Ä3 Í^14 

∕⅜1 ∕⅞2 ∕⅞3 ∕¾4 

∕⅞1 β,Λ2 Ä4 

Ä1 Ä2 ^43 Ä4
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Mivel az (5) alapján

A (μ) ≡ (μ~ ∕⅞) (μ-∕⅛) (m—∕⅛) (μ-μi)

Ji -FA

azért

ip=β' (7)

Ha J-nak első aldeterminánsait J⅛-val jelöljük, akkor F+μ 
φ=0 felületnek a régi koordináta-rendszerre vonatkoztatott egyen­

lete pontkoordinátákban :

V (∕z) = ∑∑∆ik (∕z) xi xk (8)

az új koordináta-rendszerre vonatkoztatott egyenlete pedig pont­

koordinátákban :

f o(m) = (/Z—/Z2) (/Z—∕Z3) (/Z—∕z4) X? + (/Z—∕Z1) (∕Z--∕Z3) (/Z—∕Z4)X2I /9) 
-(μ~μι) <μ-μ∙j) (μ-μi) ∑3+(μ-μf) (μ- ∕⅛) (∕z--∕z3)xj∣

Mindenek előtt kimutatjuk, hogy

(μ)=^2 <p (μ)- (10)

hol

(f>{μ)R =

Ha a rövidség kedvéért Aik+μBik helyett röviden αl∙⅛-t írunk, 

akkor αll «12 «13 «14 ^l Ai Ai Ai At 0®21 @22 @23 «24 ,*2 Ä2 A2 ∕⅞2 A2 0«31 «32 «33 «34 ⅞ ^13 Aj As A3 0«41 «42 «43 «44 *r4 Ä4 A4 A » Ai 0∙rι X2 ¾ X4 0 0 0 0 0 1

cIl c12 c13 C14 a-iC2ι C22 C23 -24 a∙2
ZZZ C31 c32 C33 C34 ¾C41 c42 C43 -44

X1 X2 X3 *4 0
cil<~f,'i β↑k + ai2 l⅛k + ai3 Aa÷π∕1 «4A •
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cIl c12 c13 c14 *rl Al A2 As A4 θ

c21 C22 C23 C24 X2 Ai A2 A3 A4 θ

c31 C32 c33 c34 x3 Ai A2 A.3 A4 θ

C41 C42 C43 C44 xλ Ä1 A2 A3 A4 θ

X1 X2 X3 X4 0 0 0 0 0 1
αll α12 "13 «14 A
"21 "22 "23 «24 A2

= "31 "32 α33 «34 A3
«41 «42 «43 «44 A4
Xi X2 X3 a; 0

aik~cli Ak^÷ c2i {⅛k + c3i @3k + c4i ßik ■

Más részről különös Iekintellel a (2")-ra

aik ui ιιk =2 ∏,<2 ⅛ "k = 2 lli22 aik βks Us=
i k i k i k s

c∣k ft,22 "i Fs=22 ⅛¾

=2 G2 ⅛ =2 Fs 22 <∙,√⅛ ¾

=2 ¾ ∕⅛22 Fs Ft=22 ¾ Fs Ft,
i .s k s k

ebből következik, hogy

tehát

^o(∕A> =

«11 «12 «13 «14 A1
«21 «21 «23 «>4 A2
«31 «32 «33 «34 A3
«11 «42 «43 «44 A4
A1 A2 A3 A4 0

R-ip Qt) = <f∖i Qi).

Ha ft helyébe rendre ∕zl, μ2, μ∙i∙> /Λ1^t Iielyettesiliink, akkor 
tekintette] (7), (8) és (9) alatt levő egyenletekre, a következő 
egyenletrendszerhez jutunk:

-÷J ik Qh) XiXk=Qh~lh) 

-'-J ik Qt2) Xi ¾=(∕⅞-/h) 

-'-Jik Qh) X. Xk=(!h ~!h) 

X-Jik Qh) Xi Xk= Qh~lh)

Qh~!h) Qh—lh) A't U, 

Qh-lh) Qh-!h) λ1 
Qh~!h) Qh~!h) λ1 U, 

Qh-!h) Qh-!h) a'? U-

(∏)
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Ha Λ-ek értékeit a (2") alatt levő egyenletekből behelyet­
tesítjük, akkor az .vi.rk együtthatóinak összehasonlítása folytán 
a következő egyenletrendszerhez jutunk:

βOι-∕⅛) (∕h-∕⅛) (∕zι~∕<P ^∙ι^<ι=J,∙A∙(∕∕1), 

β(∕⅛-Zzl) (∕i2~fh) (∕⅛-Ml) /⅛^λ∙2=J∕7<(∕⅞), 
β(∕⅛-∕h) (∕z3-∕⅛) (∕⅛-/h) M⅛3=jf*(∕⅛)> 

^(∕λ4-∕zi) Oh—∕⅛) (∕⅞~∕⅛) /Wλ∙4-Jik(μ4).
Honnan

(11')

V B (∕zi"∕zr) (∕⅛ ~~!ts) (∕⅛ - Fi) ’

Jik (∕zi)

∕Λ∕a-μr) (μi-μs) (μr-μi)⅛t,
^ik (∕zz)

V^U {μi) B (μt-μr) (μr-μs') (f1-F/) ’

(12)

Ha Ja (μi) z’-nek minden lehetséges értéke mellett zérus, ak­
kor valamennyi Ji∙A-(μz∙)=O; ami csak úgy lehetséges, ha ∕zl∙ több­
szörös gyök; ugyanis ebben az esetben:

∕ U (f) \
∖ du lμ = μi

Σ2BikJik(μi)=0.

A többszörös gyökök létezését egy időre tárgyalásunkból 
kizárjuk, tehát ez az eset nem fordulhat elő. Ha azonban mégis 
valamelyik J11 (μl∙) zérus, akkor βki meghatározására a követ­
kező egyenlet szolgál:

Λkk(μt) _ __
B (μi-μr) (μi-μs') (μt-μt') '

Formuláink hasznavehetetlenekké válnak, ha

B=O,

ekkor egyszerűen F-∖-μΦ helyett <Z, + vZ7-t írunk, hol

1v = —,
μ

és az előbbi eljárást alkalmazzuk. Ha azonban F=O deter­
minánsa is zérus, akkor mind a két felület kúpszeletté degene-
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rál, tehát ugyanolyan feladattal állunk szemben két kúpszeletre 
nézve, mint állottunk kél másodosztályú Ielidetre nézve; ebben 
az esetben

F+∕z<0=O 

felületsorban /z-nek zérus és végtelen értékeihez kúpszeletek 
tartoznak, /z-nek másik kél értékét pedig

J(∕z)=0

egyenlet határozza meg, melyeket ha ∕z1 és ∕z2-nek nevezünk 
és az F=O kúpszelet síkját Ar1=0-, a <Z>=0 kúpszelet síkját pe­
dig Ar1=O síkul választjuk, akkor a két kúpszelet egyenlete a 
közös polár tetraéderre vonatkoztatva

F= α1 F2+<z2 ,
Φ = F1 + F2+ F3 

alakban jelenik meg, hol α3 tetszőleges, mert a négy határo­
zatlan parameter közül csak háromnak az értékét kell meg­
állapítani, hogy Φ együtthatóinak mindegyike az egységgel 
legyen egyenlő. Az előbb közölt módszerhez teljesen analóg 
módon találjuk, hogy

μi=-α1, ∕z2=-a2,

A transzformáczió együtthatóinak meghatározása szintén 
teljesen azonos módon történik.

II. J(∕z) = 0 egIjenletnek két gyöke egymással egyenlő; azaz:

Iki=IiA;
és An- nem mind null.

A 11. §. (21) képlete alapján:

/>3 — jik W,

tehát
ft≠(u<3>)=∑¾ Jft (⅛)=J' (∕⅞)=o, 

ámde
F+∕z30=O

egyenletnél fogva F(∕z<3>) szintén eltűnik, ennélfogva zz® közös 
érintő sík; azaz: a kétszeres klipszelet síkja a felületsor közös 
érintő síkja; mivel pedig pólusa a felület-szeletsor minden tag-
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jára nézve ugyanaz s összeesik az érintési ponttal, azért a 
felületek a kettős kúpszelet síkjának a felületsorra vonatkoztatott 
pólusában érinIkeznek.

Ha az érintési pontot U3=O pontul választjuk, az érintő síkot 
pedig (0, 0, 0, 1) síkul, akkor az alapfelületek egyenletei

F≡2aU3U4+F,(U1,U2,U3), 
Φ≡2βU3U,+Φ2{Ux, U2, U3)

alakban jelennek meg, mert (0, 0, 0, 1) sík pólusa csakugyan 
U3=O.

A kétszeres kúpszelet egyenlete :

βF- aΦ≡βF1- aΦ2-().

‘2- (4) alatt levő képlete alapján könnyű meggyőződni,
hogy az U4 = O pontból az F=O és </> = () felületekhez húzott 
érintőkúpok képe az X4=O síkon rendre : F2=O és (Ai=O kúp­
szelet. Ha tehát az U4 = O pontot úgy választjuk meg, hogy 
abból az F=O és <Z*=0 felületekhez vont érintősíknak az X4=O 
síkkal való metszésvonalai oly kúpszeleteket burkoljanak be, 
melyek közös polár háromszögének egyik szögpontja U3 = O 
pont legyen, akkor ennek a polár háromszögnek három szög­
pontja és az U4=O pont oly tetraédert határoznak meg, mely­
ben mint koordináta-tetraéderben F és Φ következő analitikai 
alakban jelennek meg:

F≡2a U3U1 + α1IJ* + a2U2 + a3U3 , 
Φ≡2βU3U^βiU-λ+β2U} + β3Ul ■

Ha U4 helyett U4 + ,√U3-t helyettesítünk és u-t úgy választjuk 
meg, hogy legyen

2^+∕¾=0,

akkor Φ a következő alakot veszi fel :

Φ=2β'U3U4+βlU2l+β2U22∙

lehát U4 pont most <7>-re nézve a (0, 0, 1, 0) sík érintési pontja. 
Négy konstanst pl. βf βi^ β2, α3-t a négy határozatlan para­
méter alapján válaszszák egységül; F=O és Φ = 0 kanonikus 
alakjai tehát:
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b—α1t∕j + α2t724~ f'73~H 2¾i¾i<∣ , 
Φ≡ U2l + U'i+2UiU4.Honnan

F +∣i.Φξξ (w1+ /2) t^ι÷(α2÷∕z) i^l+βrs÷2 (α3+∕2) {73i74=O, tehát

=—(μ~7zι) (∕z~∕z2) (∕z-∕⅛)2∙
/zI = - «1 , ∕z2= -«2, Ri=--«3/Z-/zI 0 0 0

J0 (//) ≡ 0
0

B-Ri 
0

0
1

0
B—Ri

0 0 B-Ri 0Ennélfogva J (μ)≡B (/z—∕z1) (b~B1) (B—BÍ)2y és Λ2J (∕z)=J0 (∕z) egyenletek alapján :
R2B=-I. (14)A (10) következtében pedig:

B2XXJik (μ) XiXk=-(μ-μ∙2) (μ-μ3)2Xl~ (μ-μi) (μ-∕z3)2X∣ ∣ j . j+ (∕z~7zι) (∕z~∕z2) λ4-2 {μ-∕z1) (/z—∕z2) (/z—∕z3) ¾X4 . JHonnan, ha // helyébe rendre ∕z1, ∕z2, ∕z3, 00 értékeket helyet­tesítünk, a következő egyenlet-rendszerhez jutunk:z¾ (∕zι) xixk=~(∕z1-∕z2) (/Zi-μ3y2X'l, 
K2Λik (R2) XiXk=~(Rι~Bι) (∕⅛-∕⅛)2⅛ 
R~^ik (-,z3) XiXk- (μ3~~μ4) (∕Z3 ∕z2) X4, 
R2XXbik χiχk=-X2- χ2-2χ3χ4, (16)

hol bik B első aldeterminánsait jelöli; ennek az egyenlet-rend­szernek a megoldása tökéletesen úgy történik mint a (11) alatt levőnek a megoldása.Az érintkezés feltételét még következőképen is megállapít­hatjuk :
J(∕z)=0egyenletnek van kétszeres gyöke, ha
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J (∕z)-t írjuk a következő alakba :
J (∕z)=a ÷ 4∕ztt1 + 6∕z27- + 4 ∕z3∕91 + ∕z4∕9,

hol B helyett a szimmetria kedvéért /9-t irtunk, különben /z 
együtthatói az F és Φ együtthatóinak igen könnyen meghatá­
rozható függvényei. J (∕z) — 0 egyenletnek tehát van kétszeres 
gyöke, ha egyidejűleg:

α1+3^/z -r 3∕91 ∕z2+∕9∕z3 =0,
a +3w1∕z + 3^ ∕z2+∕91∕z3=0;

/z eliminálásának eredménye a következő
a. 3α1 3y ∕91 0 0
0 o. 3α1 ∕91 0
0 O α 3a1 3r A ,∙17a
W1 3r 3∕91 /9 0 0
0 a1 3r 3∕91 /9 0 J
() () a1 3r 3∕91 √

eltűnő determinánshoz vezet, mely az érintkezés feltétele.
Láttuk, hogy a felületsort U3 — 0 pontban (0, 0, 0, 1) sík 

érinti és az érintési síkban levő kettős kúpszelet egyenlete
βF2- aΦ2=0,

az U3 = O pontból a kúpszelethez húzott érintők a lefejthető 
felületnek alkotói, mivel pedig ezek az egyenesek a (0, 0, 0, 1) 
síkban is benne vannak, azért kimondhatjuk a tételt: hogy a 
felületsor közös érintési pontéi érintő síkja a lefejthető felületet 
abban a két egyenesben érinti, melyek a közös érintési pontból 
a kettős kúpszelethez vont érintőknek felelnek meg.

Ezek az érintők nem eshetnek össze, mert különben J (∕z)=0- 
nak háromszoros gyöke lenne, a mi föltevésünkkel ellenkezik. 
Ennek bebizonyítását következőképen eszközöljük: legyen

F2≡⅛ ⅜"-ikUiUk,
Í=1A=I

^2≡2 ^∣βik^i^k∙ 
I=IA=I

Az U3=O pontból a kettős kúpszelethez vont érintők érin­
tési pontjainak egyenlete tehát

(∕9α11-α∕911) Uf+2 (∕9α12-α∕912) U1U2+(∕⅛-α∕¾2) Uf=O.



KÉT MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLET EGYMÁSRA VALÓ VONATKOZÁSA. 63A két érintő összeesik, ha ennek az egyenletnek a diszkri­minánsa zérus, azaz :(∕⅛-αβ>2) (∕9αn~ «Äi)~ (∕⅛~ tt‰)2=θ∙Más részről
αll+∕z^ll + α12÷∕z^12 a13+fiβ∖3 θ

t(fl)≡ + tt22 + -⅛ «23+ /A θ

' «31+ Mil α32÷∕√⅛ «33 + /A^33 « + /^0 0 a + μβ 0
=—(a + μβ)1 [(ttn÷∕^tl) («22 + ^22)-(«12+/^12)2]∙

a
7

M ive] //= csak kétszeres gyöke a J (∕z)=() egyenletnek,azért a föntebb fölírt diszkrimináns nem lehet zérus, minthogyekkor, miként az utóbbi egyenletünk mutatja, ros gyök lenne. a.
7 háromszo-

III. ∕z2 háromszoros gyök, μl pedig egyszeres gyök és Ju; (∕z2) 
nem mind null.A háromszoros kúpszelet síkja a lefejthető felületet egy egye­
nesben (II.) érinti és a felületsor tagjai a háromszoros kúpszelet 
síkjának pólusában érintkeznek; az érintkezésnek ezt a különös 
faját staczionér érintkezésnek nevezzük.Legyen a háromszoros kúpszelet síkja koordináta-rendsze­rünk (0, 0, 0, 1) síkja, az érintési pont pedig U2=O; a jelen esetben a felületsor mindkét kúpszelete átmegy ezen a ponton. A háromszoros kúpszeleinek ehhez a ponthoz tartozó érintője az az egyenes, melyben a lefejthető felületet a háromszoros kúpszelet síkja érinti, ebben az egyenesben válaszszák az U1=O pontot úgy, hogy abból a háromszoros kúpszelethez vont má­sik érintőnek érintési pontja összeessék avval a ponttal, mely­ben az egyszeres és a háromszoros kúpszelet síkjának metszés­vonala a háromszoros kúpszeletet az U2 — 0 ponton kívül metszi ; ezt a pontot pedig válaszszuk koordináta-rendszerünk U3=O pontjáúl, ennélfogva :

F+μ2Φ≡aU^i+2aU2Ui-,az egyszeres kúpszelet síkjának koordinátái pedig (í, 0, 0, 0); s minthogy (U2, U3) egyenes a kúpszeletet érinti, azért
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F+∣,,t Φ≡2βV2Ui+b2U2+ b3U'i+2b,U2U3,mert az (1, 0, 0, 0) síkban (F2, t⅞, ^4) koordináta háromszögre vonatkoztatott (0, 0. 1) egyenesnek pólusa
f2=o.Ha Ui helyett U4ι+λU2-t helyettesítünk, és 2-t úgy választjuk meg, hogv Jegven 2/92+Zz2=O,

H Iv IvOF F+∕z1 Φ=2βU2Ui+b2U22+2biU2U2.
(μi—A⅛) F=aμiUi + 2 (atti-bi ∕z2) U2U2—b2 μ2U2 2βμ2U2Ui .(/Zi—∕z2) Φ=—a I ι⅛2 (/>4—á) U2U2-]- b2U 3-t- 2/9 U2U1.Ha Ui-∖. megfelelő tényezővel úgy változtatjuk, hogy legyen

-a=aμi-bi μ2=b2=β=μi-μ2, akkor F=--∕z4 U2—∕z2 (F3+2F2F4)+2F2F3,
Φ= U2x+2⅛ΣΣ½ U2U2+U22+2U2Ui.

μi—∕z2Amde a koordináta-rendszert mindig megválaszthatjuk úgy,hogy legyen α=l, ekkor
<Ψl~b4 ti2=P-∖~ti2egyenlet teljesül, ha

a— bi=1,következőleg F és Φ kanonikus alakjai :F=—μ1 U1—∕z2 (F3+2 F2 F4) + 2 F2 F3, I
Φ≡ Ff+F∣+2F2F4. JF+∕z^=(∕z—∕z4) Fi+ (/Z'—∕z2) (F3+2F2F4) +2U2U2 . Tehát J (∕z) =B (μ-μi) (ji—∕z2)3,F2J (∕z)=J0 (/z),

4 O) =

/2—/Zi 0 0 00 0 1 ∕z-∕z20 1 /Z—∕z2 0
θ !l~ ∕z2 θ θ

=—(∕2-Fi) (F—F2)3

reláczióknál fogva : F2B=I.
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Továbbá:
J1) xi xk——(Zz~∕⅞)3 — (μ~Ul) (∕∙i~∕⅛)2 ^3

~ (∣l-fll) A’2—2 (μ-μf) (μ-μ2)2 X2X4 
—2 (μ-μl) (μ-μ2) X3Xi .

(W)

A Iranszfornuiczio együtthatóinak meghatározására szolgáló 
egyenletek tehát :

B2∑∑dik (γ∕1) χi χk = - (μi-μ2)* X2,
B2XXdik (μ2) Xi χk = (μi-μ2) X2,
^2-¾ (μ2) χi xk=-Xi-2 (μ2-μ1) X3Xi ,
B2XΣd,!k (∕z2) xi xk=-2 (μ2-μ1) (Λ3÷2A2Λ4)-4A3X4 .

(20)

IV. Két kétszeres gyök μi és μ2 fordul elő és dik egyik mellett 
sem mind null.

A két kétszeres klipszelet síkjainak pólusaiban az összes felü­
letek egymást érintik, az érintő síkok a kúpszeletek síkjai. Ha 
tehát az egyik kúpszeletet röviden α-nak, a másikat 6-nek, 
síkjaikat rendre A és B-nek nevezzük; érintési pontjaikat pedig 
U1 = O és U3 = O egyenletekkel képviseljük, akkor kimondott 
tételünk alapján (A, B) egyenes mindkét kúpszeletet érinti és 
pedig az α-t U3=Q, a b-t pedig Ij=Q pontban ; másrészt (A, B) 
egyenes a felületsor érintője, de mivel kimutattuk, hogy két 
helyen is érint, azért a felületsoron van, de ekkor az (A, B) 
egyenesen átmenő minden sík érintő síkja a felületsornak, 
ennélfogva a lefejthető felület egy oly síkcsomóra, melynek ten­
gelye a kétszeres kúpszeletek síkjainak metszésvonala, és egy 
harmadosztályú lefejthető felületre oszlik, ez utóbbit a sík­
csomó tengelye U1=Q és U3=Q pontokban döíi át.

A koordináta-tetraédert mindig megválaszthatjuk úgy, hogy 
legyen

Φ≡2UiU2+2U3Ui.

Az F+μ1 Φ=Q kúpszelet síkja legyen a tetraéder (0, 1, 0, 0) 
síkja az F^-μ2 Φ=Q kúpszeleté pedig a (0, 0, 0, 1) sík.

Az első kúpszelet egyenlete tehát, mivel (JJ3, Uf) érintője 
F+μl Φ≡aiUl+2ai3UiU3 + a3U23 + 2a3iU3Ui, 

ennélfogva
Suták : Másodoszt, felületek általános elmélete. 5
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F =zα1U1 + 26t13U1U3 + 6i3U3—2∕Z1U1U2 + 2 (tt34—∕z1) U3U^,
F-jr- ∕z2 Φ≡o.x U1 + 2α13 U1U3 + α3 U2+2 (∕z2—7h) í '1U2 +

÷2 (ft34÷∕⅛ Fl) ^3U4 ,

mivel ebben az egyenletben U4 nem fordulhat elő, azért

¾4=∕Λ-∕⅛ •

A két érintő sík meghatározásánál fellépő két határozatlan 
paramétert megválaszthatjuk mindig úgy, hogy legyen

a1=a3=l.

Ha azután U4 helyett U4 + vU1-et és U2 helyett U2 — ,>U3-t 
Írunk, ezáltal Φ alakja nem változik és ha v-t úgy választjuk 
meg, hogy legyen

«13 + ’> (Fι~∕⅛)=θ>

akkor az alapfelületek egyenletének kanonikus alakjai:

F≡—2∕z1U1U2-2∕z2U3U4+ U1 + U3, I
Φ≡ 2 U1U2+2 U3U4. J

A transzformáczió véghezvitelére szolgáló egyenletek:

B2 (f) =

1 μ-μ1 0 0
μ-fi∖ θ θ 0

0 0 1 fi—/Z2
0 0 ∕z-∕z2 0

B2B=I.

= (F~Fi)2 (F-F2)2>

B2ATJifc (∕z) xi xk =-(∕z2- fi)2 X2- <Fι~ F-)2 *4 
—2 (∕z1- ∕z) (∕z2- ∕z)2 A1X2 • 
— 2 (∕z2-/z) (Fi~F)2 ⅞¾ í

B2TTJffc (∕Z1) xi Xk = — C«2—∕zι)2 ^2,
R^∑∑J'ik (∕z1) xi xk=-l A⅛, + 2 (∕z2-∕z1)2 X1X2 ,
R2∑∑dik (∕z2) xi xk=— (∕z1- ∕z2)2 A4 , 
B2AAJJfc (∕z2) xi xk=-2 (∕z2-∕z1) A2 + 2 (∕z1-∕z2)2 A3X1.

(22)

(23)

V. ∕z1 négyszeres gyök és Jik (∕z1) nem mind null.
Ez az eset a III. ama különös esetének felel meg, midőn az 

egyszeres kúpszelet összeesik a háromszoros kúpszelettel, tehát
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a felületsor tagjai egy pontban érintkeznek; a közös érintősík, a 
négyszeres kúpszelet síkja, a lefejthető felületet egy egyenesben 
érinti; ámde ez az egyenes, ha jelen esetünket a IV. limese­ként fogjuk fel, nem más, mint a két végtelen közel eső érin­tési ponton átmenő érintő, tehát a felületsoron is rajta van; ennélfogva a lefejthető felület egy harmadosztályú lefejthető felü­
letté és egy oly síkosomévá degenerál, melynek tengelye rajta 
van a lefejthető felületen.begyen U1=O a közös érintési pent; (U1, U2) a közös alkotó és (0, 0, 0, 1) az érintősík, mely a <7>=0 felületet az (U1, U2) alkotón kívül még egy másik alkotóban is metszi, melynek a kúpszelettel való metszéspontját vegyük koordináta-rendszerünk ½ — θ pontjául; az U2 = 0 pontot pedig a felületsor közös alkotóján válaszszák meg úgy, hogy (U2, U3) a kúpszelet érin­tője legyen, tehát U1 és U2-t egy alkalmas konstanssal megszo­rozhatjuk mindig úgy, hogy legyenF+zz∕∕>≡2U1U3+UtHa a kooi dinata-tetraeder U4 = O pontjául azt a pontot választjuk, melyben az (U2, U3) egyenesen átmenő sík a Φ = 0 felületet érinti, akkor UrI mindig megszorozhatjuk egy alkal­mas konstanssal úgy, hogy legyente2U1U4+2U2U3,ennélfogva az alapfelületek kanonikus egyenletei :

2p↑ (UiU4+ U2U2j + U2 + 2U1U3 , 1 
Φ≡ 2 U1U4+2 U2U3, I ,A transzformáczió eszközlésére szolgáló formulák pedig:
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R2∑∑d'ik(μi) xixk= 2X3X4,
R2lΣJi'k (m1) xi xk=— 2X3 + 4X2X4 ,
W∑∑d⅛ (iM1) xf.τ⅛=12 (X1X4+X2X3)=MΣΣBik xixk .VI. ∕z3 kétszeres gyök és dik (∕z3)=0. EkkorF+ m3 Φ=0két ponttá degenerál, s mivel az F=O és Φ = 0 közös érintő síkjai mind átmennek ezen pontpár valamelyikén, azért a 

lefejtheti') felület két kúppá degenerál, melyeknek csúcsa összeesik 
a felületsorban előforduló kétszeres pontpárral; a felületsorban levő két F+∕z1 Φ=Q, F+∕z2 θ kúpszeleten szintén át kell menni a lefejthető felületnek, tehát 
ezek a két kúp metszésvonalát képezik. A kúpszeletek, — mint­hogy egy s ugyanazon kúpfelületen rajta vannak, — síkjaik 
metszésuonalában két helyen találkoznak, ezekben a találkozási 
pontokban a felületek egymást érintik s az érintő síkok a két 
kúp közös érintő síkjai lesznek. A II. szerint ugyanis a kétszeres kúpszelet síkjának pólusában a felületek egymást érintik; ámde a jelen esetben a kétszeres kúpszelet pontpárrá degene­rál, ennélfogva a közös érintő sík határozatlan; de megfon­tolva azt, hogy a két kúpszelet találkozási pontjainak polár- síkjai a kúpszeletek találkozási pontjaihoz tartozó közös érintő­síkokkal összeesnek, azért ezek a síkok a felületsort egy s ugyanazon pontban érintik, mert a felületsorra vonatkoztatott pólusaikon átmennek, ezek pedig összeesnek a kúpszeletek ta­lálkozási pontjaival.Azon tételeknél fogva: hogy valamely sík pólusa a kúp­szeletre nézve a kúpszelet síkjába; a pontpárra nézve pedig a pontpárt összekötő egyenes azon pontjával esik össze, mely a pontpárra nézve harmonikus párja annak a pontnak, melyben a sík a pontpár összekötő egyenesét metszi; és hogy a jelen esetben a két kúpszelet síkjának pólusa a felületsor minden elemére ugyanaz-, megállapítottnak tekinthetjük a következő tételt: A két kúpszelet síkja a pont pár összekötő egyenesét a 

pontpárra nézne harmonikus pontpárban metszi.
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Valaszszuk a kúpszeletek síkjait koordináta-rendszerünk 
(1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, 0) síkjaiul ; a két kúp közös érintősík­
jához két tetszőleges harmonikus síkpárt pedig (0, 0, 1, 0), 
(0, 0, 0, 1) síkokul, akkor azok az egész felületsorra nézve 
konjugáltak, mert a két kúp közös érintő síkja a felületek 
érintkezési pontjaihoz tartozó érintő-síkok.

Az ily módon kiválasztott négy sík a felületsorra nézve polár- 
tetraédert alkot. A jelen esetben tehát a közös polár-tetraéder nem 
lehetetlen, hanem határozatlan. A felületek analitikai alakja 
ebben a polár-tetraéderben, mint koordináta-tetraéderben, követ­
kezőképen jelenik meg:

F≡-μl U21-P2U22-μ2 (U22 + Ul), 
φ≡ ul+u22+U22+ul.

A transzformáczió-formulák pedig:

B2d(μ)≡

μ—μx 6 0 0
0 μ—μ2 0 0
0 0 μ—μ2 0
0 0 0 μ—μi

B2B=I ;

= (μ--∕h) (∕z-∕⅛) (μ- ∕⅛)2,

B2∑∑dik (μ) Xi Xk=(μ-μ2)2 [(μ-μ2) X2l + (μ-μf) AÍ] 
+ (∕χ-∕zι) (Zz~∕⅛) (M—∕⅛) (^3÷ xl^)

B2XXdik (μl) Xi Xk=(μ1~μ2) (μ1~μ2)2 X2 ,
∕V22XJi7. (∕z2) Xi Xk= (μ2- μ1) (μ2- μ2)2 X22,
B2XXd1ik (μ2) xi Xk=(μ2--μf) (μ2~μ2) [X3 + X4]∙

(26)

(27)

(28)

Ez a három egyenlet elégséges, mert az X3 és X4 síkok 
egyikét az X1 és X2 síkok pólusait összekötő egyenesen keresz­
tül tetszőlegesen választhatjuk, míg a másiknak harmonikus 
párjának kell lenni a két érintő síkra nézve.

VII. μ2 háromszoros gyök, μ1 egyszeres gyök és Jik (μ2)=().
Ez az eset a harmadikból úgy jön létre, hogy az ott három­

szorosan számított kúpszelet két ponttá degenerál, tehát a 
lefejthető felület két kúpból áll, melyeknek csúcsai a három­
szorosan számított pontpárral esnek össze; és mivel a felületek 
még staczionér érintkeznek, azaz: a lefejthető felületet az
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érintkezési ponthoz tartozó érintő sík egy kétszeres egyenesben 
érinti, azért a kúpok a háromszoros pontpárt összekötő egyenes­
ben érintkeznek, ezen az egyenesen van az érintési pont F3=O, 
melynek, ha a pontpárra vonatkozó konjugáltját koordináta­
tetraéderünk F1=O pontjául választjuk, akkor

F ∖-p2 Φ=aU4+bUl.
Ha a staczionér érintő síkot (0, 0, 0, 1), az F + p4Φ = 0 

kúpszelet síkját pedig (1, 0, 0, 0) síkul választjuk, és mivel a 
kúpszelet szintén átmegy az U4 = 0 ponton és a staczionér 
érintő sík ebben a pontban érinti, azért az (X1, X4) egyenes a 
kúpszeletet érinti; ha ebben az egyenesben veszszük fel koor­
dináta-tetraéderünk U2-0 pontját és az F4=O pontul a kúp­
szelet síkjának egy tetszőleges pontját választjuk, akkor

F+ p4 Φ≡f½U22+2a2zU2U4+a4Ul+2a44UiU4.
Következőleg:

(/^1 ∕⅛) F=Cip4U4- U2 P2U2 2<∕-23 /-⅛F2F3 Á" (pl ^~~^!l2 f⅛) ^3
—2<⅛4 !⅛U3U4 ,

(P2~Pι) ^≡ttU2-a2U2-2a2iU2U4 + (b-a4) Fj-Oa34F3F4 .
Mivel mindig szabad b és α3-t az egységgel tenni egyenlővé, 

azért, ha ezt teszszük és azonkívül U4 helyett U4 +IU1-I írunk 
úgy, hogy legyen

α23+α34 Z=O ;
s végül U4, U2 és F1-L alkalmas konstanssal úgy szorozzuk meg, 
hogy legyen

a — — a2 = — α34 = μ2 — u;

akkor az alapfelületek egyenleteit következő alakba írhatjuk :
F≡≡- p4U24 - p2 (U2+2U2 U4) + U2,

(29) 
Φ≡ U21+ U22+ 2U,U4.

A transzformáczió meghatározására szolgáló egyenletek :

0 0 p—p2 0
R2B=-I ;

p-p4 0 0 0
0 p— p2 0 0
0 0 1 p —p2 = — (P -Pι)(P~P2')2y
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7i2∑∑Jl7. (∕z) χi χk=- {μ-ι^χ} — (μ-μι) (μ-∕⅛>2∑2

+ (μ~∕h) (p—∕⅛) ^4 — 2 (∕z~∕zι) (∕z~∕⅞)2λ3λ4∙ 
Λ≡∑∑Jift (∕z1) xi xk=- (∕z1- !∣-2)2χ2ι, 
h---dik(μi) XjXk— (μ2 ∕jtl) ^4’
772Σ2¾ (∕z2) xi xj=-2(μ2-μf) (x∙> ÷ 2∑Λ>∙

(30)

(31)

Ez a három egyenlet a Iranszforinaczio meghatározására 
azon határozatlanságnál fogva, mely abban nyilvánul, hogy 
koordinátatetraéderünk egyik szögpontját a kúpszelet síkjában, 
a másikát pedig a kúpszelet síkjának és a staczionér érintő 
sík metszésvonalában tetszőlegesen választhatjuk, elégséges. 
Tehát háromszorosan végtelen sok olyan transzformáczió van, 
mely a (29) alatt levő kanonikus alakokhoz elvezet.

VIIL ∕z1 és ∕z3 kétszeres gyökök és J/k (∕z1) = 0.
Az egyik kúpszelet két ponttá, a lefejthető felület tehát két 

kúppá degenerál; de mivel a IV. szerint egy síkcsomó is kiválik, 
azért a jelen esetben még egy síkcsomónak kell kiválni. 
A lefejthető felület tehát két sikcsomóvá és egy kúppá degenerál, 
a kúp csúcsa és a sikcsomók tengelyeinek a találkozási pontja 
összeesik a felületsor pontpárjával. Minthogy a lefejthető felület 
síkjai a felületsor minden tagját érintik, azért a sikcsomók ten­
gelyei rajta vannak a felületsoron és az F+μ3Φ=() kúpszeletet 
érintik, tehát ennek síkja a felületsort a síkcsomók tengelyeinek 
találkozási pontjában érinti.

Legyenek U3=O és U4=O a pontpárt összekötő egyenes egyen­
letei és U3 a sikcsomók tengelyeinek találkozási pontja, tehát

77÷ μiΦ ≡ U3 (β3U3+2β3Uf).
Ha az F+μ3Φ=0 kúpszelet síkjában az U1 és U2 pontokat 

úgy választjuk meg, hogy azok U3-al a kúpszeletre nézve polár- 
Iiaromszoget alkossanak, akkor

F+ ∕z3√>≡≡ α1 U2 + a2 U2+a3 U3; 
ennélfogva

(μ1-∕⅛) f≡ !Ψi∖U'2+μχa2U22 + (,μμJ.3-∕z3i⅝) U% — 2μ3βlU3Ui,
(∕z1—∕z3) Φ≡ —α1 U2 — a2 U2—(«3— β∙3) U3-∖-β4U3Ui.
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Megválaszthatjuk előre a koordináta-szögpontokat úgy, Iiogv 
legyen

⅞ — ∕⅛ = θ;

azután, ha a3U3=β3U3 helyett U3-t írunk és Ui, U2, U4-t alkal­
mas tényezővel megszorozzuk úgy, hogy legyen

akkor
— «1 = — a2 = ∕¾ = μi-μ3 , 

F≡-μi (.U2i ÷ U22) - 2μ3U3Ui + U23, 
Φ≡ U2i + U22+2U3U^.

(32)

A transzformáczió meghatározására szolgáló formulák :

K2J (∕A≡

zz-z√ι 0 0 0
0 μ-μ1 0 0
0 0 1 Ii -Ih
0 0 μ.--Ih 0

RiB = --i;

=—(μ-∕h)2 ∕⅛)2>

{μ-μj) [(zz-zz3) (X2 ÷A2) + 2(zz-zz1)A3X4]

+(μ-∕h)2X4;
R2~IAik (∕⅛) xi xk = (∕⅛~∕h)2 A’2,
R2-~^'ik (⅛) xi xk = ~ 2 (∕⅛-∕Λ)2 A3X4 + 2 (z∕3-z∕1) X2, 
R2^'ik C«i) xi xk = ~ (∕h-∕⅛)2 (X? + X2).

(33)

(34)

Három egyenlet a transzformáczió egyenleteinek meghatáro­
zására elég; mert a jelen esetben ismét tetszőlegesség lép fel; 
ugyanis U4=O a pontpár tengelyén, U1=O pedig U3=0-nak a 
kúpszeletre vonatkoztatott polárisán tetszőlegesen választható.

IX. μi és μ3 kétszeres gyökök és dikψi')=dik{μ2')=().
Ebben az esetben mind a két kétszeres kúpszelet pontpárrá 

degenerál s minthogy a lefejthető felület minden síkja a két 
pontpár egy-egy pontján egyidejűleg átmegy, azért a lefejthető 
felület négy sikcsomóvá degenerál, melyeknek tengelyei rajta van­
nak a felületsoron s egy négyszöget alkotnak. A felületsor álta­
lános egyenlete tehát:

, F+μΦ≡aUiU⅛+bU3U4.
Legyen
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F+∕z1<Z> = α3t72 + α4 U2,

b ^t^ ∕z3^ = Ct1 E1 + Ct2 E2 ’ honnan
(∕zl~~∕z3) ∕zl (αl^l÷α2^2) — ∕z3 (¾^3÷α4E4), 
(∕zι~∕⅛) — — ct1 U2 a∙2 U2+ct3 Ui + «4 U^ .A konstans szorzók alkalmas megválasztásával tehát

∕< ≡ — μl {Ui+Uf) — ∕z3 (Eg+ Uj), I
Φ≡ U2ι + Ul+Uj+U2ι. IA transzformácziót eszközlö formulák:

μ—∕z1 0 0 0
0 μ—∕z1 0 0772J(∕z)≡ 0 O μ—μ∙i 0 = (M—∕z1)2 (.U—∕⅛)2j

0 O O μ-/Z3
IUli = 1 ;

IUΣΣAik(μ)xixk=(∕z-∕zι) (∕z-∕z3) E(∕z~∕z3)(A2+Λ¾÷ 1n n (36
(/Z—/Z1) (Λ3 + A4); J

R2∑∑⅛k (∕z4) xi xk = (∕z1-∕z3)2 (X? +*i), I
' f37'ι

7?2>’vj(7< (∕z3) xi xk = (∕z3-/Z1)2 (Xf V2x ’-F A4). JE két egyenlet elégséges a transzformáczió együtthatóinak meghatározására ama tetszölegességnél fogva, mely szerint: koordináta-tetraéderünk szögpontjai közül kettőt a pontpárokat összekötő egyeneseken tetszés szerint választhatunk meg.X. μi négyszeres gyök Aik (∕z1)=0; de J⅛ (/z) és a második al- 
determinánsok nem mind miliők.A felületsorban előfordul egy négyszeres pontpár, ezeknek a lefejthető felületben megfelel két kúp; de az egyik a VIII. sze­rint két síkcsomóvá degenerál, melyeknek tengelyei a pontpár egyikében találkoznak; és mivel a VII. szerint a lefejthető felü­letet alkotó két kúp egy egyenesben érintkezik, azért a jelen esetben, hogy ez az érintkezés létrejöjjön, a két síkcsomó ten­
gelyeinek a klip valamelyik érintősíkjába kell esni; mert a két síkcsomó egyidejűleg csak ekkor érintheti a kúpot.
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Legyen L2=O a tengelyek találkozási pontjának, L3=O a kúp 
csúcsának egyenlete, tehát

F÷∕z1<7>≡2L2L3.

Minthogy L2=O pontban a felületek érintkeznek, azért ha 
érintő síkul a (0, 0, 0, 1) síkot választjuk, akkor

*≡A,<^+2‰σ,¾+‰l⅛+2i⅞,t7,l⅞+2‰i⅛⅛+⅛,P?
÷ 2∕¾4 ¾ L4=O.

Ha az Lt1=O pontot a (0, 0, 0, 1) síkban úgy választjuk meg, 
hogy (L1, L2) egyenes (L2, L3)-nak harmonikus párja legyen a 
síkcsomó két tengelyére nézve, akkor a (0, 0, 1, 0) és (1, 0, 0, 0) 
síkok a √>=0 felületre nézve konjugáltak, a mi csak úgy lehet­
séges, ha ∕913=O. Ha CMiez az (L1, L2) egyenesen vont érintő­
síkot (0, 1,0, 0) síkú] választjuk és L4=O pontul az érintési pon­
tot vesszük, akkor

∕⅞2=0, A2=∕¾3=θ.
Következőleg:

F= - ,⅛ (17?+ Ul+2U2Ut)+2U2U3,1
Φ≡ Ul+Ul+2U2Ui. I

Mivel az (L1, L2) egyenesen, az L1 pont határozatlan, azért 
ez a transzformáczió határozatlan; az eszközlésére szolgáló for­
mulák :

^J(∕∕)≡

//-/z1 0 0 0
0 0 1 μ—/∕1
0 1 /Z—∕z1 0
0 /z—∕z1 0 0

=— (μ-∕λ)4>

R2B=-1.
R2HJik (∕z) xi xk — — (μ—∕z1)3 (Az1 + A3+2A2A4) 1

(39)— 2 (/Z—∕z1)2A3A4 — (/z -∕z1) A4 ; )
R2ΣΣJ'ik (μ1) xi Xk = — At
R2∑∑J"k (∕z1) xi xk = - 4A3A4 ,
R2∑∑J'ik (∕z1) xi xk = - 6 (A?+A32+2A2A4).

(40)
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XL /∕1 négyszeres gyök, J,∙a∙(∕∕1)=0, J'njμl')-0; azonban a máso­
dik aldeterminánsok nem mind tűnnek el.

A IX. szerint a Iefejlheto felület négy síkcsomóba degenerál; 
de mivel a X. szerint a felületsorban levő pontpár egyikéhez 
tartozó lefejthető felület a másikéhoz tartozót érinti, a mi a 
jelen esetben csak úgy lehetséges, ha az egyik pár síkcsomóból 
az egyik a másik pár egyikével oly kettős síkcsomóvá egyesül, 
melynek tengelyét a pontpárt összekötő egyenes képezi, azért 
a lefejthető felület egy kétszeres síkcsomóvá és két egyszeres sík­
csomóvá degenerál; az utóbbinak tengelyei az előbbi tengelyét 
a felületsorhoz tartozó pontpárban metszik. Mivel a síkcsomók 
tengelyei rajta vannak a felületsoron is, azért az egyszeres sík­
csomók tengelyei, minthogy a felületsor egy és ugyanazon 
alkotóját metszik, ugyanolyan fajú alkotók, tehát nem metszik 
egymást. A kétszeres síkcsomó tengelyében a felületek érint­
keznek, mert ez az egyenes úgy fogható fel (IX), mint a felület­
sornak két egymáshoz végtelen közel eső közös alkotója.

A pontpárt összekötő egyenes két, a pontpárhoz harmonikus 
pontjának egyenlete legyen U1=O és U3=O, tehát

F+∕∕1√>≡βU⅞+M.

Ha pedig U2=O és Ut=O pontokat úgy választjuk meg, hogy 
(U1, U4) és (U2, U3) a <0=0 felület alkotói legyenek, és ha 
(U2, U4) a felületnek az (U1, U3)-t nem metsző alkotója, akkor

0≡2αU1U2+2bU3U4 
ennélfogva:

F≡-2μl(UiU2+U3Ui') + U2i+Ul, If (41)
Φ≡ 2U1U2+2U3U4. I

A tetszőlegesség a következőkben nyilvánul: U1=O pontul 
a pontpárt összekötő egyenes bármely pontját választhatjuk; 
U3=O evvel már meg van határozva. U2=O az U3=O pontból 
kiinduló másik alkotó bármely pontja lehet; az U2=O ponton 
átmenő, az (U2, U3)-tol különböző fajú alkotónak az a pontja 
lesz U4=O pont, melyet az U1=O ponton átmenő (U1, U3)-tol 
különböző fajú alkotó belőle kimetsz, a metszés létrejön, mert 
(U1, U4) és (U2, U4) nem egyenlő fajú alkotók.

A transzformáczió eszközlésére szolgáló formulák:
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F2J(ju)≡

1 μ—μ1 0 0
μ-μ1 0 0 0
OOl μ—μ1 
0 0 p-μ1 0

= (∕h∙~∕h)4>

R2B=A -
F222’Jl.^)^fc=-(/21-//)3(2X1X2+2X3X4)-(/.1-/.)2(X2+x2); (42)

(μ1) Xi Xk =-2 (x22+x24>, I 
K2∑∑J⅛ (μ1) Xi Xk= 12 (X1X2+X3X4). I (43)

XII. μi egyszeres gyök; μ2 háromszoros gyök és J (μ,f)-nek első 
és második aldeterminánsai mind eltűnnek.

A felületsorban van egy kúpszelet és egy háromszoros kettős 
pont. A VII. két kúpja tehát egygyé húzódik össze, ennélfogva 
a kúpszeleten határozatlan lesz az a pont, melyben a felületek 
érintkeznek, tehát a felületsor tagjai a felületsorhoz tartozó kúp­
szeletben érin tkeznek.

Legyen a háromszoros kettős pont egyenlete U1=O, akkor, 
ha U2, U3, U4 a kúpszelet síkjában a kúpszeletre nézve polár- 
háromszöget alkotnak, könnyű meggyőződni, hogy F és Φ ka­
nonikus alakjai:

tehát:

F= - μ1U21 - μ2 (U22 + U23+ U4), 
Φ≡ u21 + U22+ U23+ U24;

(44)

∕FJ(∕z)≡

μ—μ1 0 0 0
0 μ—μ2 0 0
0 0 μ—μ2 0
0 0 0 μ—μ2

R2B=A;

= (μ--∕h) (∕2~ ∕⅛>3,

R2lΣJik (μ) xixk—(μ∙ μ2)3X í+(μ μ2)2(μ μ1) (X22 + X3+X4); (45) 
∕F2'2'Ji7. (u1) xi χk = (μ1-μ2yX2 , 1

n O <11 (4b)∕P22∙j;; (/<2) x1 Xk = 2 (.¾-∕21) (⅛¾2+Jφ. I

A transzformácziónál fellépő tetszőlegességet az eset egy­
szerűsége folytán könnyű belátni.
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XIII. μi négyszeres gyök és J (∕z1) első és második aldetermi- 
nánsai és eltűnnek.

A felületsorban van egy négyszeres kettős pont. A XI. sze­
rint most a másik pár síkcsomó is egyesül, tehát a lefejthető 
felülgt egy pár kétszeres sikcsomóvá degenerál, melynek tenyelyei- 
ben a felőletek egymást érintik; és a tengelyek síkja a közös 
érintősík; a tengelyek találkozási pontja pedig a négyszeres 
kettős pont, melynek egyenlete legyen G3=O. Ha G1=O és G2=O 
pontok a síkcsomó tengelyeihez harmonikus egyenesekben van­
nak, s ha az (G1, G2) egyenesen átmenő valamely sík a Φ = O 
felül etet G4=O pontban érinti, akkor a X-ben közölt módszerrel 
találjuk, hogy

F≡-ft(U⅛!71+2¾¾)+^,l 
φ≡ υl+ul+w3ui. I

BW)≡
∕z-∕z1 0 0 0

0 /z—∕z1 0 0
0 0 1 ∕z-∕z1

0 0 /z—∕z1 0
= — (μ-μι)∖

R2B=-I.

Λ≈-¾ {μ) xlxk =- (μ-μl)3 (X2i+Xl+2X3Xi) + (μ-μtW⅛ (48)

KΣΣ⅛t(μ1)xixk=2X2i, I
R2∑∑⅛ (∕⅛) xi xk = - 6 (X≡+Xp2⅞Λ4). í (49)

Evvel kél másodosztályú felületnek egymáshoz való helyze­
tének tanulmányozását arra az esetre, midőn a felületek deter­
minánsai nem tűnnek el tökéletesen kimerítettük. Hogy a letár­
gyalt tizenhárom esetnél több nem lehetséges, az részint geo­
metriailag következik abból, hogy ha valamelyik esetben a 
transzformácziót nem hajthatjuk végre, akkor a többi eset 
valamelyike lép fel, részint pedig algebrailag, miként Sylvester 
és Weierstrass kimutatták.
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20. Degeneralt másodosztályú felületek egymásra 
való vonatkozása.

Ha mindkét másodosztályú felület kúpszeletté dcgenerál, 
akkor az előbbi fejezetben kifejtett módszert, minként az első 
esetben láttuk módosítanunk kell. A jelen fejezetben csak azokra 
az esetekre terjeszkedem ki, midőn a két kúpszelet nincs egy 
síkban; mert különben síkmértani problémával állnánk szemben.

Az I. esetnek megfelelőjét már az előbbi fejezetben láttuk.
A II. esetben a kúpszeleteknek van egy közös pontjukhoz 

tartozó érintősíkjuk, tehát a kúpszeletek egymást egy pontban 
metszik. A metszéspont egyenlete legyen U3=O, a kúpszeletek­
nek ehhez a ponthoz tartozó érintőiben vegyük fel az U1=O és 
U2=O pontokat; az U4=O pontot pedig a két kúpszelet metszés­
vonalában. Ha tehát az F=O síkja (0, 1, 0, 0), a <7>=0-é pedig 
(1, 0, 0, 0), akkor

F≡ αU3U4÷α1U1+26t13U1U3+α3U3,
Φ ≡ 5U3U4+ftUl+2‰U2U3+ftU^.

Az (U1, U3) vonalon az U1=0, az (U2, U3) vonalon az U2=O 
pontot megválaszthatjuk úgy, hogy legyen

α13=∕¾3=θ>

végül, ha az U4=O pontot az (U3, U4) vonalon úgy választjuk 
meg, hogy legyen

ekkor <Z,=0 kúpszeletnek nem csak (U2, U3), hanem (U2, U4) 
is érintője. A kúpszeletek kanonikus analitikai alakjai tehát:

A felületsor kúpszelete pedig

A Iranszfoimáczió meghatározására szolgáló egyenletek:
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/?2J (/je) = 0 0
0 0
1 /Z-M1

/Z—/Zi 0

= — μ (μ-μ1)2>
4βiR2=-l.

R2ΣJJik (//) xi xk = — (//—/∕1)2 (//Aj+A∣)+//Aj—2/z (//—∕z1)A3A4; (2)
F2∑∑Jik (/∕1) χi χk = /∕1Aj,
R2JΣJ'ik (∕z1) xi xk = — 2∕∕1A3A4+A4,
F2JJJik (∕z1) xi xk = — 2 (∕z1A1 + A2) — 4A3A4,
R2JJuik xi xk = — /∕1A9 •Hol aik α-nak Aik eleméhez taitozó aldeterminánsa.Ha pedig a kúpszeletek az F3=O pontban érintkeznek, akkor a közös érintőn vegyünk fel egy tetszőleges pontot és azt az­után válaszszák koordinátatetraéderünk ZY4=O pontjául, honnan az F=O kúpszeleihez menő másik érintő érintési pontját F1=O, a </*=0 kúpszelethez menő másik érintő érintési pontját F2=O pontul választván, a kúpszeletek analitikai alakjainak kanoni­kus formái számára a következő kifejezésekét találjuk:

F—2F3F1 —/∕1F4, I (Z>≡2F3F2 + Ftl Mivel
0 0 1 0

0 0 0 /Z—∕z1azért a jelen esetben
F+ ∕z<7>=0felületsor minden tagja kúpszelet; ez az eset már nincs meg az általános esetek között.Ha tehát J (∕z) = 0/z-töl függetlenül eltűnik, akkor a kanoni­kus alakra való transzformácziót úgy eszközöljük, hogy meg­határozzuk mindenek előtt a már ismeretes módon a két kúp­szelet síkját, azután az érintkezési pontot és végül a két kúp-
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szeletsík metszésvonalának tetszőleges pontjából a kúpszeletekhez 
húzott érintők érintési pontjait és evvel feladatunkat megol­
dottuk.

Ha a kúpszeletek két pontban LL3=O és LZ4-O találkoznak 
és ezekben a pontokban az F=O kúpszelethez vont érintők 
találkozási pontja U1=O; a (Zi=O kúpszelethez vont érintők 
találkozási pontja LL2=O, akkor a kúpszeletek kanonikus alakjai 
következőképen jelennek meg:

tehát

F≡-ft⅛r4+F?, I
Φ≡ U3Ut+U22, \

1 0 0 0
μ 0 0
0 0 μ—μi
0 , μ—μi 0

R2∑∑∆ik (μ) xi Xk = — (∕z~úi)2 (/^i + X¾ — 2/z (μ-μ-i') A3X4; (5)

≡4 (7∕1) xi xk = - 2∕21X3X4,
R^∑∑∆'!k (μi) Xi Xk =-2 (fhX21 + X⅛ - 4X3X4 ,
R^∑∑aik xixk = -∕⅛2∙

(6)

Ha egy kúpszeletnek három pontja benne van egy síkban, 
akkor az egész kúpszelet maga is ahhoz a síkhoz tartozik, 
azért két különböző síkú kúpszeletnek vagy nincsenek közös 
pontjai, vagy van egy, vagy pedig kettő, ezek az utóbbiak lehet­
nek összeesők is. Ezeket az eseteket mind tárgyaltuk, tehát a 
különböző síkú kúpszeletekre vonatkozó problémákat meg­
oldottuk.

Ha az egyik kúpszelet pontpárrá degenerál, akkor válasz­
szűk a pontpár egyik pontját koordináta-tetraéderünk egyik 
szögpontjául LL1=O; a pontpáron átmenő egyenesnek a kúp­
szelet síkjával való metszéspontját LL2=O pontul, az L3=O és 
L4=0 pontokat a kúpszelet síkjában válaszszák úgy, hogy LL2=O 
ponttal a kúpszeletre nézve polárháromszöget alkossanak; ennél­
fogva :

F≡avl+ul+u↑,
Φ≡ Ul+2U1U2.



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK TRANSZFORMÁCZIÓJA. SlHa a pontpár egyik pontja összeesik az U2 = O ponttal, akkor
F≡U22+Uj+Ul,
Φ≡2UxU2.Ha pedig U2=O rajta van a kúpszeleten, akkor F≡2U2U3+Ut 

Φ≡2UxU2.Ha az egyik kúpszelet egy a másik kúpszeleten kívül fekvő ponttá zsugorodik össze, akkorF≡U2+U3+Uh .
Φ ≡ U2x.Végül megtörténhetik, hogy mindkét kúpszelet pontpárrá degenerál, akkor azokat koordináta-tetraéderünk szögpontjaiul választván, eljutunk a kanonikus alakokhoz.Hasonló szellemben történik a tárgyalás abban az esetben is, midőn a két másodosztályú felület közül csak az egyik de­generál kúpszeletté, azonban ezen esetek közül csak azokat tárgyalom, melyek elvezetnek bennünket a másodosztályú felü­letek egyenleteinek a főátmérőkre, azaz: az általánosan szo­kásban levő koordináta-rendszerre vonatkoztatott alakjaihoz, s egyúttal alkalmat adnak a forgási felületekre vonatkozó krité­riumok megállapítására is.21. A másodosztályú felületek transzformácziója a képzetes gömbkörre nézve.I. A 7. §. szerint a másodosztályú felület czentrumának koor­dinátai z>,r.=A4i,tehát a felület Czentruma a végesben van, ha A44 nem zérus, azaz: az ellipszoidok és Iiiperboloidok Czentruma a végesben 

van, tehát három főátmérőjüknek találkozási pontja szintén a végesben (Czentrumban) van. Mint láttuk a felület egyenletét 
három egymásra merőleges konjugált átmérőjére vonatkozó koor­
dináta-rendszerre transzformálni annyit tesz, mint a felület és a

Suták: Másodoszt, felületek általános elmélete. G
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képzetes gömbkör közös polártetraéderét választani koordináta­
rendszerül és erre transzformálni; azaz:

egyenleteket
Φ = uj+ni zz‘3 és F ≡ Σl'Aik ui ιιl.

φ≡u2+u22+u2,

'+ ⅛ 4
(1)

alakba transzformálni. Jelölésünkben alkalmazkodtunk a 19-ik 
fejezet I. pontjának végén tett megjegyzéshez, midőn μ helyett 
—-1 kellett bevezetni. U24 együtthatóját az egységgel tettük egyen­
lővé; mert a transzformácziónál fellépő négy Iiatararozatlan 
parameter azt megengedi, v értékeit meghatározzák a

Φ+vF=O

egyenlet determinánsának gyökei:

vd11 + l vd12 vd13 vd14
^d2ι vd22 + 1 vd23 vd24
vd31 Vd32 vd33+l Vd34
Vd41 vd42 vd44 ^t^ 1

Kifejtett alakban:

J (v) = αv4 + (a11 + a22 + a33) v3 ÷ [d44(d11 + A22 ÷d33) —Aj4— d24— d34] v2 
-j-d44v=O,

tehát

Ezenkívül
— A14=- a V1V2V3 .

— - + í O O O

A) (**) ≡
0 — —+ 1 

v2
O O

0 O —- + 1
^2

O

• 0 O O

7i2d(v) = J0(V)
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egyenlet alapján:
02« 1 — I fLR2a —----------- — H—7—

,Λ *2 ’<J A44

Λ2A44= + 1.
(2)

A Iranszforinacziora szolgáló formulák.

7?2 y∑Jl∙fc (O) χixk = ∕⅛J = X2

Honnan, tekintettel a (2) és a 19. §. (2") alatt levő egyenleteire:

Tehát

a vi (uι—v2) (uι—v3)A1A>∙1— ('zι)∙>

« (v2-v3) (v2-v1) βi2 A∙2=~ Ak (l⅛)> 

« ,>3 (⅛→1) (v3~’>2) AsAs=-Ak (l⅛)> 

A*A∙4=θ, z, 

Λ2=≠44 •

ul~fiuUl+ βr2U2 + fi↑2⅛ > 

ll2=^21 ^f^ A12 A ^f^ A:A(j ?

i,3=Ä1 ÷(¾2½÷‰A⅞ , 

i,4-^iJ¾2⅛÷A3½÷Ä4^4 •

(5)

Minthogy a koordinátákat szabad egy tetszőleges tényezővel 
végig szorozni, azért βu helyett az egységet is tehetjük, külön­
ben ez nem szükséges. Az (5) utolsó egyenlete alapján :

Al A2 P13 θ 2

Ai A2 Aj θ
Aι A2 /^33 θ

Ai A2 Ä.3 Ä4

6*



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK TRANSZFORMÁCZIÓJA STB.tehát ún ßvi∕¾ι i¾2 β,4 = 1 ∕⅞1 i¾2 i⅞3Mivel az új koordináta rendszerben az (1,0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) síkok egymásra merőlegesek, azért
Könnyű azt is kimutatni, hogy∕⅞ + <¾+(⅞=zl ;az (5) egyenletek elseje alapján ugyanis:αvι (,-'ι~l⅛) (,yι-'<3) (^ιι÷∕¾÷i¾)~^~-Mn (v1)÷Λ2 (v2)÷A3('<j)J~ («11 + «22 + «33) ul^~^2 M44 Mil + Λs2 + 14~^zl24^'^34 * 3Ai4’>t—« (yl + ,>2÷μ3) yI—2« (ylv2÷ vlv3 ÷ ,-z2v3λ> 'yl « >f>2v3=α''? (<√1--√2) (v1-v3),evvel a föntebb fölírt egyenlet helyességét kimutattuk, azaz: 

a transzformáczió, melyet eszközlünk, orthogonális transzfor­
máczió.II. Ha A44=O, akkor a felületek Czentruma a végtelenben van; tehát a paraboloidok Czentruma a végtelenben van. Az imént megállapított transzformáczió! tehát a jelen esetben nem használhatjuk, azért a következővel Iielyeltesitheljiik.Képzeljük, hogy egy paraboloid sor a végtelenben érintkezik, akkor, miként a 19. §. II. pontjában kimutattuk, a felületsor­hoz tartozik egy, a felületek érintkezési pontjához tartozó érintő síkban elhelyezett kúpszelet is. Hogy a végtelenben egy pont­ban csakis a paraboloidok érintkezhetnek, az következik abból : hogy a végtelen távol fekvő sík csakis a paraboloidokat érinti’ minden más felületet képzetes, vagy valós kúpszeleiben metsz. Ha tehát a 19. §. II. pontjában alkalmazott transzformáczió keresztülvitelénél egyik alapfelületül a paraboloid végtelenben fekvő érintő síkján levő képzetes gömbkört választjuk, akkor az

F=ΣΣAikUiUk , =llι ÷ ll2 ÷ °3
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+ U3U4,

+ Ul
(6)

egyenleteknek az idézett II. pontban alkalmazott koordináta- 
transzformáczió véghezvitelénél az ott talált (13) alatt levő 
egyenleteknek, minthogy most

n 1 1«.,—() α9 =------ a —------
V1 “ y2

és az együtthatókat szabad az egyik egyenletből a másikba 
áttenni,

V1 V2

Φ ≡ U? + Uj
egyenletek felelnek meg, hol U3=O, a paraboloid végtelenben 
levő pontja, a mi nem más mint a (0,0,0, 1) sík érintési pontja, 
az U4=O pedig az F=O felületen a (0, 0, 1, 0) sík érintési pontja. 
Az U4=O pontot a paraboloid csúcsának, az (Ui, U3) egyenest, 
mely a paraboloid csúcsát a végtelenben levő pontjával köti össze, 
a paraboloid tengelyének nevezzük.

Az (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) és a (0, 0, 1, 0) síkok, miként az 
F=O és <0=0 egyenletekből látható, konjugáltak úgy az F=O 
felületre, mint a képzetes gömbkörre nézve, tehát a 16. §-ban 
kimutatott tételeknél fogva egymásra merőlegesek.

Minthogy az (1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, 0) síkok metszésvonala 
nem más, mint a tengely, a (0, 0, 1, 0) pedig a paraboloid 
•csúcsához vont érintő sík, azért a paraboloid csúcsához tartozó 
érintő sík a paraboloid tengelyére merőlegesen áll.

Minthogy a (0, 0, 0, 1) síkon a három konjugált sík meg­
határozta háromszög a képzetes gömbkörre nézve polárhárom- 
szöget alkot, azért az (1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, 0) síkoknak a 
(0, 0, 0, 1) síkkal való metszés vonatai (U3, U2) (U3, U1) az 
U3= 0 pontból a képzetes gömbkörhöz vont érintőkre nézve har­
monikus párt képeznek, tehát felezik a paraboloid végtelen távol 
fekvő pontjából a képzetes gömbkörhöz menő érintők alkotta szö­
geket.

Miután koordináta-rendszerünkről teljes képet nyertünk, át­
térhetünk a transzformáczió formuláinak megállapítására; a

vF+ <0=0, A44=O
egyenletekből következik, hogy jelen esetben a v-k meghatáro­
zására a következő egyenlet szolgál:
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(«)
1,2p⅛-iLvt ∖ y2 /K¾ W *i¾=>2 — 1 ) A 2 >∕P⅛ (0) α7¾=Λ⅛=X4,K2v¾(0) .ri.¾=-(-L + -Lj Λ'J-2X3A4. ∖ yl y2 /Honnan «’y? (v1 -u2) ∕9,∙1 ∕¾ι=-Jik (vi),α√2 (V2-Vi) 4*2 Pki=-Ak (,y2),

PiiPiA=U (U∙S4),
ι<2=Pii,

^Pa=~PiΛ (θ) .Tehát ∏ι=∕4ιiι ÷ip12t^2÷^,13tr3, 
u2=p2iUi+P^U2+p^U^ ∏3=^31 Tl ÷ PviUi H- pVΛ Ul ,
U4=βi↑ í rI +/?42 ( '2 +/?43 t r3 + ∕z⅛4 ^r* •

(9)

(10)
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A (10) alatt levő egyenletek negyedikéből következik, hogy

/?11 βl2 (?13 2 
lz⅜l ∕⅜2 i⅞3 = 1.
$31 $32 $33

Miként az I. pontban, úgy itt is könnyű kimutatni, hogy
$ll$12+$21$22+$31$32=0,

$11 + $21 + $31=1 ;

tehál a transzfonnáczió orthogonális.

III. Ha az I. pontban előforduló

J (v)=0

egyenletnek kél gyöke v2 és v3 egymással egyenlők és J⅛(v2)=0, 
akkor, miként a 19. §. VI. pontjában látlak a felületsor tagjai 
egymást két pontban érintik, ha a felületsorban benne van a 
képzetes gömbkör is, akkor a felületsor tagjai forgási felületek; 
a VI.-ban alkalmazott transzfonnáczió eszközlése után tehát

F ≡ 22⅛z,∙zzλ., (7> ≡ zz2+zz2+zz2

egyenletek a következő alakban jelennek meg:

<7>≡ F2 + F2 + F2.
(H)

A transzfonnáczió elvégzésére szolgáló formulák :

(12)
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/ v \2≡¾(v1) XfXt = V, - 1 λ'? , ∖ v2 /ÍP V VJit(O) XlXk=IPxl = X24, 
IPXXJik (>2) xlxk = v2 (■ ⅛ - 1) (X2 + Al) .∖ vI / \ /

(13)
Ez a három egyenlet a transzformáczió eszközlésére azon tetszőlegességnél fogva, mely a koordináta-rendszer megválasztá­sában nyilvánul (1. 19. §. VI.), elégséges.IV. Ha a II. pontban előfordulóJ (v) = 0egyenletnek v1 és v2 gyöke egymással egyenlő és Jl∙λ∙ (0) = 0, akkor miként a 19. §. VIII. pontja alatt láttuk, a lefejthető felü­let két síkcsomóvá és egy kúppá degenerál, a síkcsomók ten­gelyei rajta vannak a felületsoron és érintik a felületsorhoz tartozó kúpszeletet, mely ha a képzetes gömbkörrel összeesik, akkor a felületsor tagjai forgási paraboloidok; a V III.-ban be­mutatott transzformáczió végrehajtása után tehát:
A transzformálásra szolgáló formulák :∕?2 (Aj4 + A24 + A34) — 1

R2∑∑Aik (v) .r,<rA. = v2 / r _ ι∖ ∕ γ? + A^ + ∖ lzι / \ /+ — — 1 Λ'2-2>A3A3∖ H / \ /
R2∑∑∆'ik (v1) xixk=n2 (A4÷A2),
R2∑∑∆ik (0) xixk=R2x2=X2, iP∑vj'it(0) xlxk=-~ Xit-2X3X4

(15)
(16)

V. Ha a J(v) = 0egyenletnek v1, v2, V3 gyökei egyenlők és Jik (v1) második al- determinánsai is eltűnnek, akkor a 19. §. XII. pontja szerint a



MÁSODOSZTÁLYÚ FORGÁSI FELÜLETEK KRITÉRIUMAINAK MEGÁLLAPÍTÁSA. 89felületsor tagjai a felületsorhoz tartozó kúpszeletben érintkez­nek, ha ez a kúpszelet a képzetes gömbkör, akkor a felületek mindegyike gömb és a Xll.-ben eszközölt transzformáczió vég­hez vitele után:
f=-^±H+uJ
φ = u21+u22+uj.∕ y \3 ∕i2J M — — v I —- — 11 ;\ ’>i /≡⅛<l.) x,¾=v (4 - iV2 te + xi + .y|) - (-í—ι')'⅛ *2¾(0) xixk=R^24=X2, I 7f222J⅛. (v1) .r1∙.ιγ=2v1 Λ7 + Λ5÷A∖3) . j

(17)
(18)(19)

22. A másodosztályú forgási felületek kritériumai­
nak megállapítása.Eltekintve most attól, Iiogyzl44 egyenlő-e zérussal, vagy nem,

van, akkor a /'élűiét gömb.J (v)=() egyenletnek kétszeres gyöke van, ha

kimutatjuk, hogy
F=ΣΣAikui uk=0

felület forgási felülei

J(v) =
f, haA11V+ 1 A12v A13V 1A21V A22V 41 A23V A14VA24V = O (1)

egyenletnek van két

A31v zA3l>v<' A32v 41Aj1 A42 A43
szeres gyöke; ha pedig

2W

zi44

háromszoros gyöke

J' (v)=3J (v) (Jn+J22+^33+ ^44)—θMinthogy J (v) szimmetrikus determináns, azért eltűnésénél J,i-k egyenlő előjelűek, tehátJ11=J22=J33— ∙Λ⅛-θ (2)azaz : az Osszeselsoaldetermindnsok eltűnnek, tehát a felület csak­
ugyan forgási felniét.
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J" (>) = 3J' (v) ■—2 (2Jii—Jiill—Jii22—JiiXi) Í=1— (3 J44—J4411 J4422 ^4433)>hol Jnss J(1-nek az s-ik átlói eleméhez tartozó aldeterminánsa; a (2)-nál fogva ezek egyenlő előjelűek, tehát

Jiiss — θ (3)azaz: J (y) második aldeterminánsai is eltűnnek, tehát a felület 
gömb.A (2) egyenletrendszert helyettesítsükA2-A3-A3-θ egyenletrendszerrel, mely '√-ben első fokú; a (3)-t pedig 
, J1111~J1122z=ςJ2222-^
es 

x*1112=^2212=^3312=θegyenletrendszerrel, az utóbbinak v-vel osztottja u-ben zérus­fokú.Részletes alakban:
J12—'∙ztt19-∣^^ A21

Ai
A4
A4 = * «12 + 1

a
«12

«32

«13

«33
= 0,

J13- '√α13 Ai A34
= «13

1 «12 «13 =≈o,Ai A4 a «22 «23

J23=>«23 + A2
A2

A4
A4 = » «23 + J

a
«11

«21

«13

«23
= 0.

(4)

Aii2 — A3
A3

A24

A4 ==ó, 4 _ 1
Aiu — '∙y ~ («11«22 —α12)4-A4≈θ,

J2212 ~ A3
A3

A4
A44 =0,

1 - 1
ij1122 — ''" a

(«11«33 —αι3)÷A4=θ,

All2 =
A1,
A4,

A14
A4 = 0, , 1⅛=∙--r («22« 33 “23) ÷ A44==O.Ennek a két egyenletrendszernek egyidejű fennállása 6t1,= 13~~~ 6t,4 == ( )és

„ , , 1 1 1 u∖∖~a>2~ai3Ieltetelekhez vezet.
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A felület tehát gömb, ha«12~«13~«23~θ I (β)«11—«22= «33 • í
Ha pedig csak a (4) alatt levő egyenletrendszer teljesül, 

akkor α13rz32 — «12«33 ___ «12 «23— «13«22  «21«13 «23« 11
αα12 ,,-<∕.vλ aa,s>

A forgási felületek kritériuma tehát:«13«32 _ α23α12 π — «21«13 ∕7∖- —«33 —----- π-------------- 6t22- .. ~all- U)
a12 «13 «23

Ha az α12, α23, α3ι közül egyik elenyészik, akkor még egynek 
el kell enyészni, hogy a (4) alatt levő egyenletek teljesüljenek;
legyen
ekkor

α12==α13=0,

v=—-⅛, a
ha ezt az értéket a Iontehbi feltétel mellett

1
α2 O

egyenletbe behelyettesítjük(«11—«33) («11—«22)—«23=°
reláczióhoz jutunk, ha pedig J22=J33=θ egyenletekbe helyette­
sítjük, akkor azonosan zérust kapunk; ennélfogva általáno­
san : ha

ahi=ahk=⅛

akkor a forgásfelületek kritériuma
(ahh~ aii) (ahh—«/>•/<)—α⅛=θ∙

Ha pedig «12 —α13≈α14=θ> 
akkor

1 1 „ 1 . . 1J11 — '√2 + —- V (tt33 + α22) ÷ —.2 «33«22—θ'
(J. I I ’A ’A

—- ^22-'y2 + lz(αll + «33) ÷ ~^2 αlltt33≈θ>
■—— J∙j3- ,>^ + —— V (a22 + all) 2 «22«ll:=::0
/Zqq /Z

(7z)
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egyenletek alapján a forgási felületek kritériuma:
®íí f^∙kk S (J-hh∙ (^ )

Mind a három aii nem lehet egymással egyenlő, mert ekkor 
az (5) alatt levő egyenletek is fennállnának.

Hogy a megállapított kritériumok nemcsak szükségesek, ha­
nem elégségesek is, az már a 14. §.-ban közlőitekből is kitűnik, 
de különben is

Λl~aIl + ~fT (a12^12 ÷ α13^13) s i∙ t∙ 
α12α13

képletek helyessége azt mondja, hogy J12, J13, J23-mal együtt 
J11, J22, J33 is eltűnnek, de ekkor

Ji 1 "12 "13 "14

J2ι J22 J23 J24 _
"31 "32 "33 4‘H

J44 J42 J43 J44

egyenlet értelmében J is null, ennek következtében J44 is az.

23. A forgási felületeket meghatározó feltételek 
száma.

Az előbbi fejezetben láttuk, hogy az
F= SSAikιιi uk

forgási felület, ha együtthatói között a (7) alatt levő két fel­
tétel teljesül, tehát a forgási felületek meghatározásához 7 fel­
tétel szükséges: kettő meghatározza tengelyét, öt pedig a tengelyen 
keresztül menő tetszőleges síkban elhelyezett kúpszeletet.

Az F=O felület gömb, ha együtthatói közölt az előbbi feje­
zet (6) alatt levő 5 relácziója teljesül, tehát a gömb meghatáro­
zásához 4 feltétel szükséges.

24. A képzetes gömbkörre vonatkozó felületsorok.
A 21. §-ban láttuk, hogy a képzetes gömbkörre vonatkozó 

felületsorok
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F+μΦ=(ui+ft) ∏ι + (∕⅛ + jU) ∏2÷(∕z3÷∕z) «3—«4=0, (1)
vagy

F+μΦ=(μi + μ) ιΓi + (μ2 + μ) ∏5 +//Zl3^tZ3M4=O (2) 

analitikai alakban jelennek meg.
Az első felületsorban a képzetes gömbkörön kívül három, a 

másodikban két kúpszelet fordul elő, ezeket a kúpszeleteket a 
felületsor fokális görbéinek nevezzük, a felületsor tagjait pedig 
konfokális felületeknek.

Az első felületsorban az ellipszoidok és Iiiperboloidok a 
másodikban pedig csakis a paraboloidok fordulnak elő, azért 
az első felületsort csak konfokális felületsornak, a másodikat pe­
dig konfokális paraboloidsornak nevezzük.

Az (1) és (2) egyenletek pontkoordinátákban következőképen 
jelennek meg:

x- X2 X2
—-Tl- + —∏- + ,3 - —X2Á = O, (1')
∕zι ÷ I1 ∕z2 ÷ ∕z ∕z3 ÷ I1
X2 X2A—1-------- 2-------- 2 _ 0

th+μ μ2+μ

Az első sorhoz tartozó fokális görbék egyenletei.

(∕z2-∕zι) h1+(∕z3~∕zι) «3-«4 = θ> 

(∕zι-∕z2) «? + (∕⅛~∕⅛) «3—«4 = 0, 
(∕zι~∕⅛) n? + (/z2—∕⅛) n2-n2 = ().

Az általánosság megszorítása nélkül lehet

(3>

∕zl > ∕z2 > ∕z3 ;

ebben az esetben az első egyenlet képzetes kúpszeletet, a má­
sodik hiperbolát, a harmadik ellipszist képvisel, tehát a kon­
fokális felületek között csak két reális fokális görbe van, az 
egyikei fokális ellipszisnek, a másikat fokális hiperbolának ne­
vezzük.

A konfokális paraboloidokhoz tartozó kúpszeletek egyenletei:

(∕z2-∕zl) ^+/'-ι⅛~2∏3ii4=0, 1

(/zI-∕z2) n2+μ2ιι2-2ιι3n3=(∖ |

tehát a konfokális paraboloidoknak szintén két fokális görbéjük 
van, mindkettő parabola.



94 KÉPZETES GÖMBKÖRRE VONATKOZÓ FELÜLETSOROK.Az (1') és (2') egyenlet μ-τe nézve harmadfokúak s könnyű kimutatni, hogy minden gyökük reális, tehát a tér minden 
pontján mindkét konfokális felületsorból három megy keresztül.Könnyű azt is kimutatni, hogy a tér valamely pontján át­
menő egy s ugyanazon konfokális felületsorhoz tartozó három 
felület egymásra merőleges.A bizonyítást csak a konfokális paraboloidokra nézve mu­tatom be, miután a konfokális ellipszoidok- és Iiiperboloidokra nézve ilyen bizonyítással nem ritkán találkozunk. A térnek va­lamely ∙r0, ytí, ⅞ pontjához tartozó ∕z parameter értékek legye­nek A1, A2, A3,; ennélfogva az ezen a ponton átmenő három kon­fokális paraboloid egyenletei derékszögű pontkoordinátákban:

(5)
Kimutatjuk, hogy ezek közöl bármelyik kettő az x0f y0, ¾ pontban egymásra merőleges, az első kettőnek ehhez a pont­hoz tartozó érintősíkjainak egyenletei:

∕zl + A ∕z2÷A

V ■ UoU 
∕Z1÷Z2 ∕z2÷⅞

(6)
Ez a két sík egymásra merőleges, ha

__ _______ Q__________ I___________ ∑-θ-------- ------- Ll=O
(∕z1÷A1) (∕z1 + A2) (∕⅛+^ι) (∕z2÷⅞)föltétel teljesül, ez pedig nem más, mint az (5) alall levő első két egyenlet különbségének -szerese, tehát a (6) alatt levő Z2 — z∣síkok egymásra merőlegesek, a mi bebizonyítandó volt.Azonban megfordítva is minden A1. A2, A3 értékrendszerhez tartozik a tér egy pontja, melynek koordinátáit következőképen határozzuk meg: Ha A1, A2, A3 az (!') levő egyenletben /z gyökei, akkor
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∕ X2 Il2 Z2 \∕ (∕z) = I------;------- 1-------- 1------- 1-------- ;----------1 (∕h÷Az) (zz2÷Zz) (∕z3÷∕2)-∖∕2ι+ !l ∕z2+ I1 ∕⅛÷ At / 2 z 3=-(zz-A1) (//-A2) (//-A3),
χ2 + y2 + -J2_____ 1 = (μ-⅛) (μ-⅛) O-⅛)

∕zι÷ μ ∕⅞+μ ∕⅛+ μ (∕zι+∕z) (∕⅛+∕z) (∕⅛+∕z)Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalát rendre μ-l+μ, ∕z2÷∕z? Zz3+Zz"vθ1 szorozzuk s azután μ helyébe megfelelően — μi, 
~~!biι ~~Zz3^t teszünk, akkor a következő egyenletekhez jutunk:r2  (^ι÷∕zι) U2÷∕z1) ⅛÷∕zι)(∕zl-μ2) (μ1-μ3)

ll2 _ (A ÷∕⅛) (⅛÷∕⅛) (⅞ ÷∕⅛) zγx(∕⅛-/∕1) (∕⅛~~Z⅛)
z2 -z (A+∕⅛) (⅞ + ∕⅛) (⅛ + ∕z3)

(∕z3~∕zl) (∕z3~∕⅞).r, y, z helyett tehát a A-ákat is vehetjük a tér pontjainak meg­határozására és ezeket, mint az (Γ) egyenletben μ gyökeit, 
elliptikus, mint a (2') egyenletben μ gyökeit, parabolikus koordi­nátáknak nevezzük.Hasonló eljárással megállapíthatjuk a parabolikus és derék­szögű koordináták között levő összefüggést is, de mivel z ér­tékét ezen módon nehéz meghatározni, azért más módszert követünk, ugyanis az (5) alatt levő egyenletrendszert a deter­minánsok segítségével megoldjuk ; az eredmény :

r2 —__ (A+∕zl) ½ + ∕zl) (⅛+∕zl)

μι-μ∙2
•) __ ___ (^1+∕z2) (⅛÷∕⅛) (⅛÷∕⅛)

∕z2-μ∖
'lz — μi + y2 + A + ^2 ⅛

(8)
Az x0, y0, Z0 pontból az egyenlete a 8. §. fejtegetései (1) felületsorhoz vont érintőkúp szerint:

μι+μ 0 0 0 •L’o X
0 y2+∕z 0 0 I/o y
0 0 ∕z3÷∕z 0 ⅞ z = 0;
0 0 0 —1 1 1
Λ'o Ih ⅞ 1 0 0
X y z 1 0 0



96 KÉPZETES GÖMBKÖRRE VONATKOZÓ FELÜLETSOROK.ez az egyenlet tt-re nézve másodfokú, tehát következő alakba írható: <7> (μ)=P+μQ+μ2R2.Ha az .r0, y0, ∑0 ponthoz tartozó három konfokális felület meghatározói Z, ni, n, s mivel ezekre nézve az érintő kúp ket­tős síkká degenerál, azért ha ezeket, mint új derékszögű koor­dinátarendszerünk síkjait ς, z;, £-val jelöljük, akkor
φ {i) =o1 e2, 
φ (m)≈p2 zy2, 
φ (n} =o3 C2.Mivel ∕>-k x, y, z minden érték-rendszere mellett állandók, azért meghatározásukat is a változók bármily érték-rendszere mellett lehet eszközölni ; eszközöljük .r=(), y=0, r=() mellett, ekkor

Φ (l)χ,y,z=o--(j^ι + l) (∕z2+Z) (∕⅛÷0 (√⅛ + ,7⅛∕ ÷ 7Γ⅛) 

ψi H"' ∕z2~H ∕⅛ + ∣'
— “ (∕zl ÷ O √z2 ÷ O (∕⅛ ÷ O$ pedig a változó koordináták (0, 0, 0) érték-rendszere mellett nem más, mint a ς=() síknak az eredeti koordináta-rendszer kezdőpontjától való távolsága, tehát

I 1 ∖ ∙io , _ J⅝ _ , Jo___ .
∖ C2 ∕jc, y, - . o (/Z1 + I)2 (/Z2÷ O2 (∕⅛ + O2Tekintettel a (7) alatt levő egyenletekre s a részlettörtekre bontás törvényeire:

/_! \ _______ (∕z1 -H??) (∕z1 + ∏)______ (∕z2 + n∕) (∕z2÷∕?)
∖ C2 /.t, y, z = 0^- (/Z1 + Z) (/Z1-∕Z2) (/Z1-∕Z3) (/Z2 + ∕) (∕⅛-∕J⅛) (∕⅛-∕⅛)

,____________(∕⅛H- ni) (μ3 ^Ji) (Z-m) (Z—n)_______

(∕⅛^+z)(∕⅛-∕zι)(∕⅛-∕l2) (∕h + O(∕⅛+O(∕⅛+Z) ’tehát
^1=-(Z—∕7j) (Z—n);hasonlóképen találjuk, hogy

jo2=-(m— n) (m-Z),
∕>3=-(∕7 — Z) (77 - 777).Ha tehát
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∕> t ~2—P+IQ + Z2T?, 
PiQ1-mQ + 
At C2— P+ n Q + n2R, 

φ=P+μQ +/z2^

egyenlet-rendszerből P, Q, R-t kiküszöböljük

P Pi £2 
77?2 μ2 
n~ P 3 C2 
/Z2 Φ

1 l 
1 /77
1 77
1 P 

egyenlethez jutunk, honnan

Φ=ςi (m-μ) (72—∕z) + >22 (/—μ) Qι-μ) + ζ2 (l-μ') (m-μ).

Az .r0, z∕0, z0 pontból tehát a felületsor Qt) tagjához menő 
érintő kúp egyenlete:

—I /----- 1------- =0. (9)/—μ m-μ n—μ v 7
Határozzuk meg, mily pontokból lehet a felületsorhoz for­

gási érintő kúpokat húzni.
Láttuk, hogy /, m, n

z'W- (,1,+ι,i+ ⅛¾;+ ftZ,, ~1) 0⅛+∕,> (⅛+∕,> (∕⅛+∕0=o

egyenletnek gyökei, mivel ttl > μ2 > ∕⅛ föltételnél fogva

f (oo) < 0,
Λ-∕⅛) > o,
/∙(-z∕2) < 0,
Λ--∕h)>θ, azért

∞ > Z > — /∕3 > 777 > — μ2 >n> — μl , 

tehát /(∕z)=()-nak kettős gyöke vagy úgy lehet, hogy
I =m=-μ3 , I

vagy hogy (10)
/71=77=—μ2 . I

Már pedig ha ∕,(zz)=0 egyenletnek kétszeres gyökei vannak, 
akkor a (9) egyenlet forgási kúpot képvisel, tehát a (9) az /,

Suták : Másodoszt, felületek általános elmélete. 7
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m, n-nek csakis a (10) alatt levő értékei mellett lehet forgási kúpnak az egyenlete; más részről tudjuk azt is, miként az (1) egyenletből is kiolvasható, hogy ∕z-nek a (10; alatt levő értékei mellett az .r0, z0, z∕0 ponthoz tartozó megfelelő konfo- kális felület konfokális görbévé degenerál. Tehát a konfokális 
görbe azoknak a pontoknak mértani hetije, melyekből a felület­
sorhoz forgási érintő kúpokat lehet vonni. Pl. az

l=m=-μ3érték-rendszerhez tartozó konfokális kúpszelet egyenletei pont­koordinátákban
az x0, y0, Z0 ponthoz tartozó forgási kúp egyenlete pedig f±f+=0.∕z3 + ∕z /Z—nFöntebb közölt transz form ácziónk ebben az esetben elveszti jelentőségét, mert l=m esetben ς=η, tehát $ és síkokid bár­milyen két egymásra és 0=θ síkra is merőleges síkot választ­hatunk. A 0=0 sík nem más, mint az (n) felülethez az (x0, y0, 0) pontban vont érintő sík, tehátA) I __ 2__ ()∕z1 + n ∕z2 + nMinthogy x0, y0, 0 pontban érvényes a következő két egyenlet:—⅛~ + —⅛------1=0

. ∕zl÷n ∕ji2÷n—x«— + —⅛------ 1=0,.«1—∕⅛ l⅛~t,3azért különbségük is eltűnő kifejezést ad, azaz :________+_________ i7θ_______ =0;(∕h + «) (∕h~∕⅛) (∕⅛+n) (li2~!⅛)ez pedig azt mondja ki, hogy 0=0 sík merőleges a íbkális görbe (x0, y0, 0) pontjához vont érintőre, tehát a forgási kúp
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tengelye összeesik a fokális görbének a klip csúcspontjával össze­
eső pontjához tartozó érintőjével; ennélfogva az érinti) forgási 
kúpok tengelyei nem párhuzamosak egymással, tehát egy pár­
huzamos síkrendszerre nem is állhatnak egyidejűleg merőlegesen, azaz : a felületeket nem érinthetik a párhuzamos körrendszerekben.Csak egy van az érintő forgási kúpok között, mely a pár­huzamos körrendszer egyik tagjában — a körpontban — érint, ez az a kétszeres síkká degenerált érintő kúp, mely a fokális görbe azon pontjához tartozik, melyben ez a felületet átdöfi ; mert hogy a fokális görbe a felületet a körpontokban döfi át, arról könnyű meggyőződni, ugyanis ha kiszámítjuk a metszési pont koordinátáit, akkor azt találjuk, hogy azok megegyeznek a körpontoknak már megállapított koordinátáival. A fokális 
görbék tehát a felületsort merőlegesen (mert az egy ponton át­menő konfokális felületek egymásra merőlegesek) a körpontok­
ban metszik.25. A felületsorok tagjainak egymással való metszésvonalai.Vizsgálódásunkat csak arra a két felületsorra terjesztjük ki, melyek egyike, ha az egyik alapfelület a képzetes gömbkör, kon­fokális felületsorrá, a másika pedig konfokális paraboloid sorrá válik. Ezt a két felületsort képviselő analitikai alakok a követ­kezők :

F+μΦ≡(μi+μ') ∕⅛+(∕⅛÷∕z) i,2 + (∕z3+∕z) i,3+(∕z4+∕z) i,4=θ> (1)

F 4-μΦ = (jLγ + /4) ZZj + (iM2 + ∕0 z/2—u3-f2 (∕⅛÷Zz) i,3 z⅞-θ (2)Kimutatjuk a következő tételt : A felületsorok tagjai az álta­
lánosított görbületi vonalakban metszik egymást. Ennek a tételnek különös esete a következő : A konfokális felületek a görbületi 
vonalakban metszik egymást.Mielőtt tételünk bebizonyítását bemutatnám, előbb felület­sorainknak egyenleteit pont-koordinátákban írom fel, ezek :

---------- -L- —--------- -|- 4-  
μl + μ ∕z2÷∕z ∕z3"b∕z--------- ∕z4÷∕z

(1')

7*
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∙rι -r2 ∙r4 2.r3 .V4___ í ____ I _  J______  I i •’ 4 —.() i^t∖ 

!,ι+ll ‘ ∕⅛+∕z (∕⅛+∕z)2 ∕⅛÷Ai

F=O alapfelület egyenletét pont-koordinátákban jelöljük 
/=0-al, ennek a felületnek általánosított görbületi vonalai alatt 
értjük azokat a felületi vonalakat, melyeknek bármely két szom­
szédos pontja az ezen pontokhoz tartozó felületi érintő síkoknak 
a Φ=0 tetszőleges másodosztályú felületre vonatkoztatott pólusai­
val egy síkban van.

Ha <7>=0 a képzetes gömbkört képviseli, akkor az általáno­
sított görbületi vonalak közönséges görbületi vonalakká vál­
nak. Ugyanis valamely síknak a képzetes gömbkörre vonat­
koztatott pólusát a sík bármely pontjával összekötő egyenes 
merőleges a síkra; mert végtelen távolban fekvő pontja a sík 
végtelen távolban fekvő egyenesének, a képzetes gömbkörre 
nézve pólusa. Tehát a jelzett különös esetben a görbe kél 
szomszédos pontjához tartozó felületi normálisok metszik egy­
mást, a mi azt jelenti, hogy a két szomszédos pont a felület 
görbületi vonalain van.

Ezek után állapítsuk meg az általánosított görbületi vonalak 
analitikai alakját. A rövidség kedvéért legyen

Az .τ ponthoz tartozó érintő sík pontjainak koordinátáit 
jelöljük Ar1, Ar2, Ar3, Ar1-el. Ennélfogva az x ponthoz tartozó 
érintő sík egyenlete :

fi ÷∕2 ¾÷∕3 ¾÷∕4 A4=O ; (3)
a szomszédos pont érintő síkjának egyenlete pedig:

dfι λ'i + d∣2 x2+dft ¾ + dfι a4=0∙ (4)
Ha Φ=() felületül másik alap felületünket választjuk, akkor 

ennek a két síknak erre a felületre vonatkoztatott pólusainak 
koordinátái :

PlJi=fi,
p~i=dfi;

ezek a pontok .v és .r+dr pontokkal egy síkban vannak, ha



FELÜLetsorok tagjainak egymással való Metszesvonalal 101a koordinátáikból alkotott determináns zérus. Tehát az f=0 
felületen az általánosított görbületi vonalak differencziál-egy erdete:

A f> A 
i∕∕∙1 df2 df.

/4 
dfi

.ri x2 x2 #4
dxl dx2 dx2 dxi

(5)
Ha .1’ és x+dx rajta van a felületsor egyik tagján, pl. ∕z=A1-en, akkor erre a felületre nézve :

tehát fi= 2,r,' > dfi
2dxi∕Zj∙+ Zj•r2 ^4!,∖ ! ζ ∕z2+A1 ∕z3÷Λ /h+A-i

dxx <7.r2 dx∙i d.r<____ O _∕iι÷A ∕z2 + A1 ∕z3÷Λ :«4+a ^^o∙rI .ι,2 ∙⅞
dxA dx2 d.r3 dx,

V> —Ar=O∕ J 1w∣ + ^2
Ha .r rajta van a felületsor A1 és A2 tagjainak metszésvona­lán, akkor

Σ + "■
∑S+∙-V-Λ + xidxi

v½--=0relácziók következtében, ha (5') determinánsunk í-ik oszlopát 
• ∙vi ,megszorozzuk —, J--Vel s azután az összes így nyert oszlo- pokat valamelyikhez hozzáadjuk, akkor ebben az oszlopban valamennyi elem zérus lesz, tehát determinánsunk eltűnik. Különben azt is könnyű kimutatni, hogy ha a (5) az alap­felületünkre /’= 0-ra nézve zérus, akkor a felületsor bármely tagjára nézve is az, azaz : az f= 0 felület általánosított görbületi 

görbéit a felületsor tagjai metszik ki a felületből. A (4) egyenlet /≡=0-ra nézve a következő alakot veszi fel :
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»U9 ∙t3 ∙t4
/zI ∕z2 ∕z3 ∕z4
dxi ⅛ dv3
!h ∕z2 ∕z3 ∕z4

.rt .V2 V3
<∕,r1 dx2 dv3 dv4Ha ennek a determinánsnak i-ik oszlopát megszorozzuk /∕f-vel, azután az első sor //-szeresét hozzáadjuk a harmadik sorhoz, a második sor //-szeresét pedig a negyedik sorhoz s végül az z-ik oszlopot //,+//-vei osztjuk, akkor

*1 V2 .T4
∕zι+∕z μ2+μ /∕3+// ∕44 + ∕Z
dxi dv2 dv3 (/.T4
∕zl + ∕z /∕2+∕z /∕3+//. ∕z4÷∕z
V1 V2 V3 V4
dv1 dx2 (/.V3 dv4eredményre jutunk; a mi bebizonyítandó volt.Ha a (5) alatt levő egyenletet a (2') alatt levő felületsorra alkalmazzuk, akkor

-vt ∙⅞ , ∙rι ∙rι
/∕l+// /∕2+// /∕3+// (∕⅛+∕∙02 ∕z3+∕zd.rl dx2 dx2 -⅛4 d.τj __ θ
//1+// /Z2+ ∕z ∕z3÷∕z (∕z3 + ∕z)2 ∕z3÷∕z
.v1 v2 .τ3 .V4
dv1 dx2 dx3 dv4egyenlethez jutunk. Könnyű kimutatni, hogy ebből az Cgyenr letből // eltávolítható. Ugyanis a harmadik oszlop /∕3+//-szere­séből vonjuk ki a negyedik oszlopot, azután az első, második és negyedik oszlopot szorozzuk rendre /∕∣+//-,/∕2 + //-,/∕3 I //-vei, azután vonjuk ki az első sor //-szeresét a harmadik sorból, a második sor //.-szeresét a negyedik sorból, végül a negyedik oszlopot oszszuk ∕z3-al, azután adjuk hozzá a harmadik osz­lophoz és az első, második, harmadik oszlopokat rendre osszuk ∕z1-, ∕z2-, ∕z3-al ; a végeredmény:
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[ x1 x2 ⅞ 1 x4 X4∕zl ∕z2 ∕z3 ∕z3 ∕z3
dxl dx2 dx3 ι dx4 dx4' 2^∕zl ∕z2 ∕z3 Zz3 ∕z3.Tt X2 X3 X4
dx1 dx2 (/.T3 dx4 \a mi bebizonyítandó volt. Általános tehát a tétel, hogy a felület­

sor alapfelületéböl a felületsor többi tagjai általánosított görbületi 
vonalakat metszenek ki. Mivel pedig a felületsor bármelyik két elemét vehetjük alapfelületül, azért a §. elején kimondott tétel szintén érvényes.Azonban tételünk akkor is érvényes, ha az alapfelületeknek egymáshoz való helyzete a 13 eset akármelyikével egyezik meg. A bizonyítás hasonló szellemben történik.26. A felületcsomók tagjainak lefejthető felületei.A íeladat, melyet ebben a §.-ban meg kell oldani, nem más, mint az előbbi fejezetben tárgyaltnak a duálja. Felületcsomót alkotnak azok a másodrendű felületek, melyek egy s ugyan­azon vonalban metszik egymást. Kutatásainkat csak a 19. III. és IV. esetének megfelelőjére terjesztjük ki; a felületcso­mók egyenletei tehát pont-koordinátákban :

/+¼=(z1 + >.) .r?+(4+;) (tp-,+2.r2.τ4)+2.τ2.t3=(), (1)
f+⅛>≡ — X21—.T3+2 (Z1 + z) .τ1 .τ2+2 (>,2+z) .T3 -T4=O ; (2)sík-koordinátákban pedig :

"> "'i 2<⅛<ι., Jl3+2uaut
I1+;. (⅛+z)≈ ⅛+λ)2 ^z,+z ^~o>

... "f . 4 . "f . + 2"' ⅛ + __⅛⅛ . -n 
(Z1+ Z)- (Z2+Z)2 z1 +Z Z2 +Z

(I,)

(2')Az előbbi Iejezet fejtegetéseinek megfelelőleg, ha /=0 egyen­letet sík-koordinátákban F=O egyenlet képviseli, akkor F=O 
másodosztályú felület általánosított görbületi felületének azt a 
lefejthető felületet nevezem, melynek két szomszédos síkja az ezen 
síkoknak az F=O felülettel való érintési pontjainak a c>=0 felü­
letre vonatkoztatott pohár-síkjaival egy pontban találkozik.
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Kimntatjnk a következő tételt : A felületcsomó bármely két 
tagjának lefejthető felülete általánosított görbületi felület.

Legyen megint
&F 
∂ ιιi

akkor az zz és az zz
egyenletei:

^∖U4+ _ _ _ _ . .
z∕F1 U4+dF2U2+dF4U3+(IF4U4=O. ∫

Ezeknek a pontoknak a 

+ du síkokhoz tartozó érintési pontok

(3)

felületre vonatkoztatott polársíkjainak koordinátái rendre :

=F1, ιoυ2=F4, pυ3=F3, pυ4=F2∙,
pιυ4=dF4, pιv3=dF4, pιυ4=dF3, pιυ4=dF2.

Ezek a síkok az zz és n + dn síkokkal egy pontban találkoz­
nak, ha a koordinátáikból alkotott determináns eltűnik, tehát 
az F=O másodosztályú felület általánosított görbületi felületének 
(I iJferen ez iá l-egyen Iete:

ι∕F1

(∕zz1

(/F4 
ll2 
(hι.>

(IF3 
lh 
du..

F2 
dF2 
llι 
dιι4

= 0. (4)

Ha F=O helyett az'(l) Ielnletcsomo akármelyik tagját vesz- 
szük, akkor

⅛=J «4 1 F,= iiI

Tehát
ZZ1 ZZ2

1 F =
2 4 Z2 I z

H., i'l
+ (¾+4)s

ZL1 ZZ ZZ U4 U1

dn< du.) du +

dιι4
U2 
(Iu2

(hι4 dιι4
(z,-t ⅛+>. +

«3
(hι.>

(hι4 (hι4

ll4 
(hí

=0- (4')
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Ki lehet mutatni, hogy ez a determináns 2-tól függetlenül 
tűnik el, ha az alapfelületre vonatkozó determináns zérus. Szo­
rozzuk meg ugyanis determinánsunk első oszlopát A1jA-val; 
a másodikat A2 +2-val s vonjuk azután ki belőle a harmadik 
oszlopot, melyet azután szorozzunk meg A2jA-val s vonjuk ki 
belőle a negyedik oszlopot és ezt szorozzuk meg azután A2JA- 
val. Az első sor 2-szorosát a harmadik- és a második sor /.-szo­
rosát pedig a negyedik sorból vonjuk ki; azután a negyedik 
oszlopot oszszuk meg A2-vei s az új oszlopot adjuk a harmadik 
oszlophoz ; a harmadik oszlopot oszszuk meg A2-vel s az új 
oszlopot adjuk a második oszlophoz ; végül a második és első 
oszlopokat oszszuk rendre : A2-, A1-el; a végeredmény:

I ué J⅛. + Ji3 + .«4 »3 + JIl Jk
I A1 A2 A2 A2 A9 A2 A9

z∕zz1 dm, dm, du, dm, du, du,1 2 J-J + ~√r -γj + √ J =0.. A1 z2 z2 A2 z2 z2 z2
H1 «2 u3 π4
dul du2 du2 dui

A mi bebizonyítandó volt, tehát az alapfelület görbületi felü­
letei azok a le ejthető felületek, melyeket a felületcsomó tagjai 
az alapfelülettel képeznek; minél alap étidéiül a felületcsomó 
akármelyik tagját választhatjuk, azért a fejezet elején kimondott 
tételünk helyes.

A (2) felüIetcsomóra nézve :

tehát
∕>π1 = F2 , p v.2 = F1 ,
dllh = í/F2, fin 2≈dFi, 

⅞ F1 
dF2 dFl 
zz1 ZZ2 
dul du2

uI Il9_L. ÷ ZZ2
A1JZ (A1Jz)2 A1JA
dul dm. dm,

A1 + z
11I 
dui

(A1JA)2 A2JA'
ZZ2 
du2

2∙r1 .r2j2r3 .r4 ,

∕>⅝ =Fi
iow3=dF∖ , lom4=dF2, 
f4 ' Fi
dFl
U2 ZZ4
du2 dui

U2 zz4 zz4
A2JA πr 
rf,i3 ,

(A2JA)2 A2JA
dzz4 du2

⅞⅛ +
»3
z∕zz2

(A2JA)2 A2JA
”4 
du2
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Erről a determinánsról a már többször alkalmazott mód­
szerre] könnyű kimutatni, bogy λ minden értéke mellett el­
tűnik, ha

I «1 l ¾ _«2 »3 + «4 «4 I

A1 A? z1 A2 ÁJ A2
du< du.) du., du., du< du.>  1+_.^------2--- 3 + 4 _ 3 

A1--------A1 A1 A2 A2 A2
zz, zz2 zz3 zz4
dιιl du.2 du3 dιιi

27. A másodosztályú felületek viszonya a 
komplexushoz.

Láttuk, hogy
F≡2'2'A,λ. zzi uk=0

lineáris

ű(7<—Alii

másodosztályú felület a tér minden zz síkjához, mint polársík- 
hoz mellé rendel egy pontot, mint pólust; koordinátáik között 
levő viszonyról beszámol a

4
ioxi= 2 A-.,«., (1)

8=1

Ais ■—Asi

egyenlet. A tér pontjainak és síkjainak ilyetén egymásra való 
vonatkozását polár-rokonságnak nevezzük. Ha az Aik=Aki fel­
tétel nem teljesül, akkor az (1) egyenlet általánosabb reciprok, 
vagy z/zzúZ-rokonságot képvisel. Ebben az általános esetben is az

F≡22'A,7. ui υk=p∑vk Dk=0, |
Φ=l'l'liik U1 Dk= frl'zk Dk=O j (2)

egyenletekkel összekapcsolt síkokat konjugált síkoknak neuez- 
zük, tehál az zz sík mellé rendelt pont benne Dan u konjugált 
síkjában.

Az F+ μφ=0 

egyenletek számára meghatározhatunk egy olyan kiváló tetra­
édert, melyre mint koordináta-tetraéderre, vonatkoztatva rokon­
ságunkat, igen egyszerű analitikai relácziókhoz jutunk. Ehhez



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK VISZONYA A LINEÁRIS KOMPLEXUSHOZ. 107a nevezetes tetraéderhez a következő probléma megoldásával jutunk : Meghatdrozandok azok a síkok, melyeknek mind az F=O, 
mind a Φ = 0 rokonságban ugyanaz a pont felel meg, tehát a melyekre nézve :

2Ais us=-μ 2 liis us (3)
S=I S=I

(1 = 1,2, 3,4)relácziók teljesülnek; ezeknek egyidejű fennállása 
An+//B11 

A2I T/zF2] 

A31÷yF31 

A41TyF11

A12TyF12 

A22 t AzF22 
A 32 + pB∙χ) 

A42T yF42

A13÷∕z^13
A23TyF23

A33 + ∕z7⅛3

A43+yF43

A14+ y Fi 4 

A24 T tl^24 

A34÷yF34 

A44÷∕zF44

=0 (3')
determináns eltűnését vonja maga után. Tehát négy olyan sík van, melyek mindegyikének mind a két rokonságban egy s ugyanazon pont felel meg. A transzformácziót arra az esetre, midőn F=O és </>=() mindketten polár-rokonságot képviselnek, már a 19. §-ban végrehajtottuk. Ha pedigA⅛=—Afcl-, Bik=—Bik ,akkor F=O és Φ=0 két null-rendszert, azaz : két lineáris kom­
plexust képviselnek ; ha pedig

Aik=Aki, Bik= — Bik ,akkor B = O polár-rokonságot képvisel, tehát vannak benne olyan síkok, melyek pólusaikon átmennek; ezek a síkok egy másodosztályú Ielidetet burkolnak be s érintési pontjaik maguk a pólusok; <7>=0 pedig null-rendszert azaz , lineáris komplexust képvisel, tehát minden síkja átmegy a hozzá rendelt ponton. A transzformácziót ebben az utóbbi esetben hajtjuk csak végre, minthogy az előbbi eset szorosan a lineáris komplexusok tanába tartozik.Minthogy Φ 0 lineáris komplexust képvisel, azért aJ (A)=O
egyenlet meghatározta síkok az

B~-2'2A,/. u, H/.=0
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felület érintő síkjai, a hozzájuk tartozó pontok pedig az érintési 
pontok.

Jelöljük a J (∕z)=0 egyenlet μs gyökéhez tartozó síkot u<*)-el, 
a hozzá tartozó pontot pedig .r<s>-e], tehát

~μ8∑BikU^;
Következőleg:

l‘.~"'lt,^=-μ,μrΣΣBa.nT »?=!>, ⅛-∙¾''Γi'i"
=-⅛2∙

⅛-"Γ∕rt= μ. Z∑ Aik ιιfu,A=μi ∑yAkfu∖s>ι∣γ

„ = /'<-∙lil''irl,
Honnan

(μr+μ.) Zx(’> U^=Oi
tehát vagy (4)

∕lr4^∕⅛=0, vagy

Mivel ‘
fct)

egyenlet determinánsa Ifik< = — Iiki feltételnél lógva PFAFF-Iele 
determináns, azért ennek tulajdonságainál fogva

!lι=-μ2, ∕⅛=~ ∕⅞.
A (4) alatt levő egyenletekből következik, hogy:
1. //O-hez tartozó pont benne van az n«) és ∏<O síkban

//(2) « « «
//(3) « nü) és u(2) ((
,í(4) « « «

Azaz : A négy sík oly tetraédert alkot, melynek négy éle ú. ni. 
(11(0,11«)), (llω, ll(4)), (πc∕ ll(3)), (II(2), U^) egyidejűleg 'a másod­
osztályéi felülethez is és a lineáris komplexhez is hozzátartozik, 
a másik két éle pedig (μd∖ u(2)χ (μ<X), ii(4)) luμj a feUiietre, mint 
a lineáris komplexusra nézve két konjugált polárist alkot.

Erre a koordináta-rendszerre vonatkoztatva a lineáris kom­
plexus
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<∕>=¾ (uivk- viuk')=ΣBikqik

ajakban jelenik meg; az
F≡ΣΣAikιιiukpedig

F≡2aUiUi+2bU>U> alakban.Minthogy abszolút értékre nézve két különböző gyök fordul elő, tehát két határozatlan parameter lép fel, ezeket megválaszt­hatjuk úgy, hogy legyen a~i3=l. Ennélfogva a (3) alapján a ka­nonikus alakok :F*=2∕√ι F1 Ui+2∕z2 U2 U3, Φ= Q∣4 4* Q23 • (*>)•A transzformáczió együtthatóinak meghatározása a 19. §-ban közölt módszerrel történik.A (4) alatt bemutatott kanonikus alakok természetesen csak arra az esetre érvényesek, midőn J (γz)=O egyenletnek nincse­nek többszörös gyökei. Minthogy ezeknek a különös eseteknek a tárgyalása nem tartozik kitűzött feladatomhoz, azért azokat elhagyom.28. A másodosztályú felületek önmagukba való t ranszformá cziój a.
F=ΣΣAikιιiιιk (1)

másodosztályú felületei önmagába transzformálni annyit tesz, mint 
megállapítani egy olyan

Ui=Cniii+ci2u2+ci3ιι3+ciiιιi (2)
transzformácziót, melyre nézve

ΣΣAikuiιιk=ΣΣAikUiUk. (3)Ha v és ív az u és U síkokra nézve harmonikus párok, tehát az F=O felületre nézve konj ugattak, akkor
ιιi=vvi+μιvi, Ui=vvi-μιvi. (4)Ezekből az egyenletekből a (2) alatt levőket következőképen



IlO MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK ÖNMAGUKBA VALÓ TRANSZFORMÁCZIÓJA.származtatjuk le. A υ sík Iielyett vezessük be számításainkba pólusát, mi a következő
υi~ailxl + ⅛¾+ αi3∙⅞÷ βi4∙r4 (5)reláczió segítségével történik, hol α,λ.-k az (1) egyenlet deter­minánsának első aldeterminánsai. Minthogy v és tv konjugált síkok, azért m-nek át kell menni az x ponton, ezt analitikailag a nullrendszerrel fejezzük ki, tehát

wi=Aτ^l + βi2^2÷∕⅛∙r3÷∕⅜4ir4> (θ)(i‰=-i‰)mert, miként ismeretes, az ily módon összekapcsolt pontok és síkok egymáson átmennek. Ha az (5) és (6) alatt levő u és ív értékeket a (4) egyenletekbe behelyettesítjük, akkor azok a kő­vetkező alakot veszik fel:
U1=l∕∑αl∙fc¾ + ∕∕J‰¾, (

Ui=v±'aikXk-μ ±'βikXk • IHa ezekből az egyenletekből .u-t kiküszöböljük, u és U kö­zött olyan relácziókhoz jutunk, melyekből könnyen megálla­píthatjuk a (2) alatt levő transzformáczió együtthatóit.Jelöljük ugyanis a ,√<zf∙jv. 4- fifiikmennyiségekből alkotott determinánst J (v, ∕z)-vel, aldeterminán­sait pedig J1A- (v, μ)-vel, akkor
4J (’>, /∕) xi = % Jki (y, fi) ιιk ,

A = I4 P')J (v, — fi) xi = Jki (v, — ∣i) Uk ,A=I innen: J (v, fi) ^lalixi = 2 2Λ∙i 0, !l) au llk , 
i i kJ (’ó -∕i)2¾∙r∣=224∙ (’ó ~∕z) auUk \ 
i i kmásrészt a (7) egyenletek összeadásából következik, hogyU1-+ Ui-2'^aikxk,
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ennélfogva két utolsó egyenletünk alapján

j (v, ∕z) 2jki (y, ,«) «zí nk — a (y, μ) ni, ]
'■ k (8)

J —  ∕∙0 llιz=î '∑'2ι^ki 0, -μ') O-U Uk — J (’>, —∕z) U1, Ii k 
tehát

2'.''∑Jki 0√0 aU

2'>^ιJu (u, ;z) ali — J >, /z) 
f"= i J⅛7o .

Azon harmonikus viszonynál fogva, mely v, w és zz, U síkok 
között van, a megállapított transzformáczió csakugyan a felü­
let minden pontját ismét a felület valamelyik pontjába transz­
formálja. Erről különben direkt számítással is meggyőződhe­
tünk. Ugyanis

J (v, !t)2iAijnUi=2>^22Jki 0, μ) auΛιnιuk — j 0,l I k i I
=2va^km (y, !i) "k — A (’>, !^Aimiii,A- /

tehát
2AUnUi 2v<ZΛ πi ^iAlmlll •>I l

honnan
2uα^.rπjzzin = zz; ιιm + ^>l Uiiim ,1
2va^l.ι,mlτm-^^A∕,n Ui Um + 2^ιAιm Umιiι. |

Ámde βik = — βki következtében

A (y, μ) = — μ∖ Jtk (,>,«) = Jki (^, -μ);
a (7') alapján pedig

J (v, ∕z) Δ⅛,∙Uf=2A'Jλ.,∙ ('>, ∕z) ιιk Ui,
a (y, — μ) --r,∙ ui=∑yjki (>>, —∕z) ui uk, 

tehát
~<l'mllm = ^Λ'mUm y

ennélfogva a (10) következtében :
2--Aim iii Um=2.2,Ajm Ui Um ,

a mi bebizonyítandó volt.
Ki lehet azt is mutatni, hogy a Szubstituczio determinánsa

C=AiCiiC22C33C44=I. (11)
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Szorozzuk meg ugyanis C-t, miután már a c-ék értékeit be­
helyettesítettük J40, ∕z)-el, azután az így nyert determinánst a 
determinánsok szorzási törvénye szerint szorozzuk meg J(u, 
vei s miidán a szorzatot

2'>22jλi 0, i") ali (⅝m + (’< ∕z)
í 1;

reláczióra való tekintettel ismét el Iehetosztani J4(v,/∕)-el, azért
a műveletek végrehajtásának az eredménye :

J (v, u) C=J (’>, //);

a mi a (12)-el azonos reláczió.
Az (5) alatt levő egyenletrendszer determinánsa zérustól kü­

lönböző; mert különben a másodosztályú telidet kúpszeletté 
degenerál. Azonban az (5) alatt levő egyenletrendszert helyet­
tesíthetjük olyannal is, melynek determinánsa zérus; ez aztán 
azt jelenti, hogy v segédsíkokul csak olyanokat választhatunk, 
melyeknek koordinátái egy s ugyanazon relácziónak eleget tesz­
nek, tehát a melyek egy ponton mennek át. Ezeket a síkokat 
úgy képzelhetjük, mint a tér x pontjainak polársíkjail, az y 
pontból a másodosztályú felülethez vont érintő kúpra nézve; 
mert ezek valamennyien a kúp csúcsán mennek át; tehát az 
y ponton átmenő hál mely v síknak a felületre vonatkoztatott pó­
lusa benne van az (x, ι∕) egyenesben.

Az y pontból a másodosztályú felülethez vont érintő kúp 
egyenlete :

A11 A12 A13 A14 yl X3
A21 A22 A23 A24 '∕2 >r2

_. A31 A32 A33 A34 í/3 ∙r3 M
~ A4I A42 A43 A44 ι∕4 X4

I Ut Ih Ih Ih 0 0
X1 X2 x3 X4 0 0

tehát a tér egy tetszőleges x pontjának erre a kúpra vonatkoz­
tatott polársíkjának koordinátái:

A ív síkok a felületre nézve n-nek konjugáltjai s mivel ez 
utóbbiak valamennyien átmennek egy s ugyanazon (1/) ponton,



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK ÖNMAGUKBA VALÓ TRANSZFORMÁCZIÓJA. 113azért a w síkok is átmennek y konjugált pontján (z)-én. A felü­
letre nézve tehát y pont polársíkja átmegy z-én és az y-on átmenő 
összes síkoknak konjugált síkjai keresztül mennek z-én.A v síkhoz tehát hozzátartozhatnak mindazok a w síkok, melyek z ponton és zz-nek a felületre vonatkoztatott pólusán mennek keresztül; mivel pedig v pólusa benne van (rr, z/) egye­nesben, tehát (x, y, z) sík átmegy v pólusán és a z ponton ; ámde y polársíkja (ω) szintén átmegy z-én és v pólusán, tehát 
a v síkhoz hozzátartozhatik minden olyan ω sík, mely átmegy [(íu, y, z), ω] egyenesen. Ennélfogva :

Wi= mí + σ (xyz)i, és 1 Öip
lli== Tv ⅛ + μ ^xιjz^i + pωi’
Ti 1 ⅜ < C (12)
Ui= Tv ~∂χf ~ μ ^χyz^-pωi ■Ha ezekből az egyenletekből x-t és ω-t kiküszöböljük, elju­tunk a kívánt transzformáczió-formulákhoz.A kiküszöbölést következőképen eszközöljük: Vegyünk fel az (z/, z) egyenesnek a felületre vonatkoztatott polárisában két pontot V és t"-t; minthogy ω sík átmegy (x, z/) polárisán, azért

ΣViωi=0, Σti'ωi = 0.A (12) relácziók alapján tehát 
jelölés alkalmazásával:2zzi∙ ti = v∑φit'i + μ (xyzV), 12Vi t'i = v∑φi t'i - μ (xyzV). ∫ μ,υHasonló két egyenletünk van t"-ra nézve is. Ha V a felü­letre nézve x-nek konjngáltja, akkor x benne van az (z/, z) egye­nesben, azaz:

(xyzt')=h.Ámde ha x és V a felületre nézve konjugáltak, akkor a jelen körülmények közölt az y pontból a felülethez vont érintő kúpra nézve is azok, tehátSuták : Másodoszt, felületek általános elmélete. 8
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azaz :
∑<f>i ti — 0,

zλ∕- <χyzt') a>"^(χyzt") 
∑φiti ’ ψ ∑φit"

kifejezések .r-től függetlenek. Különös tekintettel ezekre az ér­
tékekre, a 13. egyenletek a következőkhöz vezetnek:

∑utti= v-±^ΣUlt'l,
v—μΦ

Σιιit'i'='^l'^iiΣVifl.
u—μΦ

Ezekhez járul még a (12)-bol eredő következő kettő:

∑aiyi = - ∑Uiyiy 1
∑uizi = ½Uizi. )

(14)

(15)

Ezeknek s a (14) alatt levő egyenleteknek u és U szerint 
vett megoldásai adják a kívánt transzformáczió-formulákat. 
Kimutatjuk még, hogy a transzformáczió determinánsa —1.

Ismeretes, hogy ha a
~^ikxi—“-^ik^i

(fc=l, 2, 3, 4)

egyenletrendszer megoldása:
~i ∙xikxk >

akkor
c=A

B ’

hol A, B, C rendre az a-, b-, c-ékből alkotott determinánsokat 
jelölik. Ha tehát a jelen esetben a szubstituczió determinánsát 
C-vel jelöljük, akkor

v+μΦ' v+μΦ"
v-—μΦ v—μΦ"

Minthogy Φ' és Φn függetlenek rr-től, azért képletükben x 
helyett bármit Írhatunk, ha tehát íP-ban x helyébe t',-t, Φ"-loen 
pedig t' írunk, akkor azt találjuk, hogy

tehát
φr= — φ"7

C=-I.



MÁSODOSZTÁLYÚ FELÜLETEK ÖNMAGUKBA VALÓ TRANSZFORMÁCZIÓJA. 115Minthogy két egymásután eszközölt transzformáczió mindig helyettesíthető egy olyannal, melynek determinánsa az eredeti két transzformáczió determinánsának szorzatával egyenlő, azért a jelen esetben két egymásután eszközölt transzformácziót helyettesíthetünk egy olyannal, melynek determinánsa +1, tehát egy olyan transzformáczióval, melyet fejezetünk elején állapí­tottunk meg. Az olyan transzformáczió-csoportot, melyben két egymásután végrehajtott transzformáczió nem helyettesíthető egy abba a csoportba tartozó transzformáczióval, nemfolytonos transzformáczió-csoportnak nevezzük.
Tehát az imént megállapított transzformáczió-csoport nem­

folytonos, ellenben az először megállapított csoport folytonos.







FRANKLIN-TÁRSÜLAT NYOMDÁJA.
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