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ELOSZO.

A dualitas elvét sikidomokra vonatkozolag elészor PONCELET
(Traité des propriétés projectives des figures; 1822) és GERGONNE
(Sur la théorie des surfaces; Annales de mathematiques VIII.
1817—18, Crelle Journal v. K.) alkalmaztak : a térre nézve pedig
ezt az elvet elészor MoBIus mondja ki (1827); jollehet szorosan
csak PrLicker (Crelle Journal v. K. 1830) dllapitotta meg a sik-
koordinatdk bevezetésével. En a jelen munka bevezetd soraiban
a pont és sik egymashoz val6 viszonyabdl kovetkeztetem ki a
dualitds elvének néhany alapjelentéségti tételét; kiilondsen
azokat, melyek a kés6bb kovetkezd targyalast mintegy —
megvilagitjak.

A dualitds elvének bevezetése 6ta az egymasra nézve dudl-
idomok oly szoros kapcsolatba léptek, hogy a téridomok tulaj-
donsagaiba valé mélyebb bepillantas igazan csakis a dual-
rokonsag segitségével torténhetik. Fontos tehat, hogy az idomok-
nak dualjait is megvizsgaljuk; mert az itt talalt kiilonosségek
nagyban hozzajarulnak a tér-fogalmaink tisztizasara s tokéle-
tesitésére.

A jelen munka a méasodrendii felilet dualjat, a masodosztaly
feliletet akarja analitikai targyalassal megvildgitani. Ismeretes,
hogy erre a felilletre vonatkozé tételeket rendesen a dualro-
konsig alapjan szoktak megallapitani; ennek azutan az a ko-
vetkezménye : hogy a tételek a dualitds elvének nem egészen
helyes alkalmazasaval, sokszor nem valami precziz fogalma-
zisban, vagy pedig hianyosan jelennek meg (Pl. CLEBscH
Vorlesungen iiber Geomelrie, II. K. 262. 1. Nr. 4., 5., 6.. . . .
Legtobb kérdés azonban csak érintve, vagy hidanyosan megoldva
jelenik meg (Pl. a jelen munka 8., 9., 11, 13, 16., 27., 28. §§.)
s6t némelyik teljesen emlités nélkiil marad (2., 12, 15., 22.,26. §§.).
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ELOSZO.

A bevezeté sorok utan mellékelt tartalmi kimutatds, gy
hiszem, elég vilagos képet nyujt arrél a kérrdl, a melyben ez a
munka mozog; s azt hiszem, feloleli mindazokat az alapveté
altalanos kérdéseket, melyek a masodrendd feliiletekre nézve
ismeretesek ; ezeket a kérdéseket természetesen a bevezetd so-
rokban megallapitott dualitasi elvek szerint formulaztam. Csak
azt jegyzem itt meg, hogy a madsodrendii feliilet altalanositolt
gorbiileli vonalainak dudljail dltaldnositoll gorbiileti feliileteknelk
neveztem. Mivel ezek a feliilletek, miként kimutattam (26. §.),
azonosak azokkal a negyedosztalya lefejtheté feliiletekkel, me-
lyeket egy adott masodrendii feliilet és a vele alkotott felilet-
csomo tagjai definialnak, azért, igy hiszem, hogy ez az elneve-
zés is elég helyes; mert hiszen a feliilet csomd tagjainak forga-
tasaval egyitt jar az altalanositott gorbiileti feliletek forgasa is.

Ami a médszert illeti: a polar-elméletekben a mdasodrendi
felilletekre vonatkozo alapvetd tételek megallapitisianal alta-
lanosan elterjedt médszert hasznaltam ; a masodosztalya feli-
etek osztalyozasanal killonos tekintettel voltam hazai irodal-
munkra (VALyi: Math. és Phys. lapok 1. K., 6.1, 340. 1.; IL K,
1. £, 1. 1); a masodosztalya felilletek egymashoz valé viszo-
nyanak tanulméanyozasanal a kanonikus alakok megallapitasa-
ban a CLesscH-féle modszert kovettem ; azonban nem egy helyen
(19.§. 111 V., VI, X., 21. §.) egyszeriibben, s6t talan vilagosabban
is megjelenitettem azokat a koordinata rendszereket, melyekben
a kanonikus alakok megjelennek. Az altalanositott gorbuleti
vonalak definicziéja MonGE-16] ered (Application d” analyse a la
géométrie, Paris 1795.), s a reajuk vonatkoz6 tételt Dupin alta-
lanositott tételének nevezhetjiik ; a masodosztalya felilleteknek
a linearis komplexushoz valé viszonyat s a feliileteknek on-
magukba valé transzformaczidjat szintén Cressch idézett mun-
kajaban kozolt modszerrel targyaltam.
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BEVEZETES.

a) A tér pontjai és sikjai kozott levé legfontosabb relaczidk.

Azt a pontot, melynek tetra-
éder-koordinatai x, x,, ¥z, x,,
nevezziik roviden x-nek.

Azt a sikot, melynek tetra-
éder-koordinatai uy, u,, u,, 1,
nevezziik roviden u-nak.

Az u sik atmegy a ponton, ha teljesiil a kovetkezé egyenlet:

142 + Uoy + Uy -+ 1,26, =—0. 1"

7z az egyenlet x pont egyen-
lete, ha benne u-t tekintjik

valtozonak.
Ha
W= b0
p) 9
Besp, aghien ] 4

u-nak kiilonboz6, de homogen
linearis fiiggvényeit jelolik, ak-
kor azok négy pont egyenletét
képviselik.

U+ 12 Us=0 (3)
egy oly pontnak az egyenlete,
mely rajta van az (U;, U,) egye-
nesen ; €s (y, py tgyanannak a
pontnak kétméretii koordindldi

az
=0 S lU=0

pontok képuviselte vonalkoordi-

nata-rendszerrevonatkozolag; az

alappontok koordinatai rendre:

Ez az egyenlet u sik egyen-
lete, ha benne a-t tekintjik
valtozonak.

Ha

X,=0, X,=—0)
X;—0, X,=0]
x-nek killonbo6z6, de homogen
linearis fiiggvényeit jelolik, ak-

, (2’)

kor azok négy sik egyenletét
képviselik.

A X+ Xo=0 3"
egy oly siknak az egyenlete,
mely atmegy az (X;, Xo) egye-
nesen; és 1;, A, ugyanannak a
stknak a koordindtai az

X;=0, X;=0
stkok vonalkoordi-
nala-rendszerrevonatkozolag; az

alapsikok koordinatai rendre:

képuviselte




e 0)s (00 Ly
Uy +paUs+psUs=0 (4

egy oly pontnak az egyenlete,
mely rajta van az (U;, U,, Us)
sikon; és py, 1y, ps ugyannak
a pontnak haromméretii koor-
dinatai az

U=0, Uy=0, U;=0

pontok képviselte haromszog
koordinata-rendszerre vonatko-
z6lag; az alappontok koordi-
natai rendre:

(L050). 0150y, (001

Ui+ o Us+ ps U+, Ui =0 (5)

a tér egy tetszoleges pontjanak

az egyenlete; és py, o, tg, 14

ugyanennek a pontnak négy-
méretli koordinatai az
Ulf':(). l“_,:(', ["..,:‘,(), U', =

pontok meghatarozta tetraéder-
koordinata-rendszerre vonat-
kozoélag; az alappontok koor-

dinatai :

13 0,0, 0); 2 (0sls 0:0), (00, 1;0);
(0,0,0,1).

BEVEZETES.

(S ERL YT (0 o

WXL 5+ X%=0 @)

egy oly siknak az egyenlete,
mely atmegy az (X;, X,, X;) pon-
ton; és Ay, Ay, 44 ugyanannak

a siknak harommeéretii koordi-
natai az
=0 X ==0 R ==()

stkok képviselte hdaromél-koor-
dinala-rendszerre vonatkozo-
lag; az alapsikok koordinatai
rendre :
(1, 0, 0),

0, 1,0), (0,0, 1).

Ha pedig alakzatunkat egy
tetszoleges sikkal metszuk, ak-
kor ezen az X;, X,, X; sikok egy
haromszoget hataroznak meg,
melyre, mint koordinata - ha-
romszogre vonatkozolag 4, 4,
/3 annak az egyenesnek koor-
dinatai, melyet a (4') sik a
tetszéleges sikbol kimetsz.

A Xyt A Xy -2 Xy +4, X,=0 (5')

a tér egy tetszobleges sikjanak

az egyenlete; és Ay, 4y, A3, A
k

ugyanennek a siknak négy-
meéretii koerdinatai az
X,=0, X,=0, X;=0, X,=0

sikok meghatarozta tetraéder-

koordinata-rendszerre vonat-
kozolag ; az alapsikek koor-

dinatai:

(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0),
(0, 0,0, 1).




BEVEZETES.

Tehat az (x, y) egyenesen Tehat az (u, v) egyenesen at-
levé pontok koordinatai: mené sikok koordinatai:
Zi= by Xi + tolfi. (6) wi= AU; + Ay0;, (6")
Az (x, y, z) sikban levé pon- Az (u, v, w) ponton atmené
tok koordinatai : sikok koordinatai:
Li=p@i+ po yi + pzi.  (7) si= Ati + A0i + Agw;i.  (7')

Ezek utan konnyt belatni, hogy a kovetkezé egy sorba irt
alakzatok egymasnak dualjai:

Pont. Sik.
Két ponton atmeno egyenes. Két sik metszés vonala.
Eqgyenes. Eqgyenes.
Egy sik pontjai (pontmezo). Egy ponton atmendé sikok
(siknyalab).
A sik eqy pontja. A ponton dlmend eqy sik.

A sik egy pontjan atmend, A ponton atmendsikban levo,
de a sikban levé egyenesek de a ponton atmené egyenesek
(sugarcsomo). (sugarcsomo).

Egy ponton atmend egye- Egy sikban lev6 egyenesek
nesek (sugarnyalab). (sugarmezo).

Egyszeresen végtelen foly- Egyszeresen végtelen foly-
tonos pontsokasag (gorbe vo- tonos siksokasag (lefejthetd
nal). feliilet).

Pontjai. Erinté sikok.

Két szomszédos pontjan at- Két szomszédos sik metszés
mend egyenes (a gorbe érin- vonala (a lefejthetd felilet al-
téje). kotoja).

Két szomszédos ponton at- Két szomszédos sikban levd
mend sik (érint6 sik). pont (a lefejthetd felillet pontja).

Egy ponton dtmendé egyenes Az érint6 sikban levé egye-
(a gorbét szel6 egyenes). nes (a lefejthet6 felulet érintéje).

<gy sikban lev egyszeresen £gy ponton atmend egysze-

wégtelen folytonos pontsokasag resen végtelen folytonos sik-
(sikgorbe). sokasag (kup).




BEVEZETES.

A gorbét analitikailag pont-
koordindtakban kétegy enlet kép-
visell.

A gorbe vonalal analitikai-
€qy
egyenlettel nem képuviselheljii k.

lag pont-koordindtakban

Kétszeresen végtelen folyto-
nos pontsokasag (feliilet, vagy
lefejthetd feliilet).

A feliiletet pontkoordinatak-
ban egy egyenlet képviseli.

A lefejtheté feliiletet pontkoor-
dinatakban eqy egyenlet kép-
visell.

A lefejtheto feliiletet sikkoor-
dinatakban két egyenlelt kép-
visell.

A lefejtheto [eliiletet analiti-
kailag sikkoordindtakban eqy
eqyenlettel nem képviselheljiik.

Kétszeresen végtelen folyto-
nos siksokasag (feliilet, vagy
gorbe vonal).

A feliiletet sikkoordinatakban
eqy egyenlel képuviseli.

A gorbe vonalal sikkoordi-
natakban eqy eqyenlel képuvisel.

#) Az egyenesre vonatkozé néhdny tétel :

Azt az egyenest, melynek koordinatai

PP Y Y%y

l“l\‘i) (H)

(P

roviden p-nek nevezziik, két egyenes p és p’ metszési feltétele :

b Y Y $  ea
""I)il\' I)Im"'“"

vagy pedig, mivel

— J— 2!
D=9 y—u0— o, , (8)

azért a metszési feltétel mas alakja
2P 345=0. 9"

A

'y s

220y, p;=0 (10)
(ay=—a,, a;=0)

egyenlet képviselte alakzatot linearis komplexusnak nevezziik :
ezt az egyenletet kiilonben még

b 8.V .
~—(lil: 'llm -5

-0 (10")
alakba is irhatjuk, Ha
konstansnak, akkor az

a (10)-ben y-t, a (10")-ben v-t tekintjiik
egy sik-, emez pedig egy pont egyen-
letét képviseli, tehat a linearis komplexusnak egy ponton at-
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mend egyenesei egy sikban vannak, az egy sikban levék pedig
egy ponton mennek keresztiil.
Ha pedig a (10) egyenletet y mint valtozé koordinata szerint
y Yy + Uy Yo+ Uz Yy + 1, y4,=0

alakba rendezzilk, akkor mivel az u-k x figgvényei, azért a
linearis komplexus a tér minden pontjahoz mellé rendel egy
sikot, melynek koordinatait a kovetkezd egyenletek hataroz-

zak meg:

pu= + A9y + Ay3T3 + Ayy Xy,

PUs== o121+ + Qo33+ Aoy, l (11)
U= Q31T+ AgoTy+ + a3y,

OU== A1+ Ayt Q35 ‘

Minthogy a (10) x=y mellett azonosan zérus; azért a linedris
komplexus minden ponthoz eqy oly sikot rendel, mely rajla at-
megy. A (10') szerint ennek a tételnek a dualja is érvényes.
A pontoknak és sikoknak egymasra valé vonatkozasinak ezt
a modjat null-rendszernek nevezziik.

Ha egy pont egyenes vonalat ir le, akkor a mellé rendelt
sikok sikesomot- alkotnak, mely a pontsorra perspektiv hely-
helyzetli, az egyenest és a sikcsomo tengelyét a komplexusra
nézve konjugadlt poldrisoknak nevezziitk. Mivel a komplexus egy
ponthoz tartozé egyenesei benne vannak a pont mellé rendelt
sikban, azért két konjugalt polarison atmend Osszes egyenes a
komplexushoz tartozik. Ebbél kovetkezik, hogy ha koordinata-
tetraéderiink két éléil két egymasra nézve konjugalt polarist
valasztunk, pl. az x;=0, x,=0 és x3=0, x;=0 ¢leitl, akkor a
komplexus egyenlete

g9 Pyo+ a3y P3y=0

alakban jelenik meg; kimutatasa hasonlé modszerrel torténik,
mint a feliilleteknél a polartetraéderre, mint koordinata-tetra-
éderre vonatkozo analitikai alaknak a megallapitisa.

3. A szimbolikus jelolések értelmezése:

Az x, y, z pontok meghatarozta sik koordinatiit, miként
ismeretes
Xy Ty T3 2y |

U1 Y2 Ys Y |

21 %3 23 %4




10 BEVEZETES.

matrix harmadrendid aldeterminansai képezik; szimbolikusan
legyen
p=(xyz);,
tehat
2u; t, = (xyzt).
Legyen tovabba

1
2 A,‘ X; .".,» $
i=1

Akkor a masodosztalyu feliilet egyenletét szimbolikusan ko-

vetkez6képen jeloljiik :

hl T 9 2 v2
o= .l.:i‘”. u; u,. ‘A\TI l)’;, = (4_ ale oy
hol

Ai A = B; By GCiCr Air.

1 oF v o
5 Ju, Ay = BB,y = Gi Gy

\ \ F
N O i A = BBy = €y C
) 2305 i Ap Ay = dp Du = Up Uy«
& lIli

Ezek a jelolések kiilonben az algebrai alakok tanabol mar
nagyon ismeretesek s a figgvények invarians karakterének el-
dontésénél jatszanak kiulonosen nagy szerepet.
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1. A masodosztalyu feliiletek értelmezése.

Masodosztalyu feliileleknek nevezziik azokat a feliileleket, me-
lyekhez a tér letszéleges eqyenesén keresztiil altalaban két érinté
sikot lehet fektetni; egyenletiitk tehat

Ay uf+2A12 iy Uy+Agy u§+ 245 11y Ug+2A55 Uy U5+ Agg ”23)
) TiEe
+2A,, uyuy+245, uy 1y+2A43, ug 1+ Ay uz=0,
vagy roviden

4 4

2 2 Apuu=0 (1)

k=1 {=1

(Aik=Aki)

analitikai alakban jelenik meg, minthogy az evvel képviselt
felillethez a tér barmely egyenesén keresztiill altalaban csak-
ugyan két érintdsik tartozik. Legyen ugyanis v és w a tér
tetsz6leges két sikja, akkor metszésvonalukon atmend Osszes
sikokat
pU; = U; + pw;
(i=1,2 3,49

koordinatak jellemzik; ezek kozial a sikok koziil csakis azok
lehetnek a fontebb értelmezett feliletnek érinté sikjai, melyek
eleget tesznek

Foo+2pFpw+ p22F =0 (2)
egyenletnek, hol

~

oo = 22‘14,'[; u; vy ,

Fow= 23Agw;wy ,

g 0Fpp 0Fw 0F 0Fy
Fow =———w; + - Wy + ~—5— Wy + —— Wy
vy oDy oog . * v,
i (?I“"'”V v { (’)I““)"' . —{ 61“",“, 01“"’“’ 1
D e s Wy




14 ERINTO KUP.

A (2) egyenlet p szamara altalaban két értéket hataroz meg,
tehat a felilethez a (v, w) egyenesen keresztiil altalaban két
sikot fektethetiink.

Ha pedig felilletink egyenletét szimbolummal képviseljiik

vy e A o 3
s "il.‘”i”l.‘ Au e l)u e 5
akkor
: 2 2
F, =A =B = ., ,,
. 2 2
l'uvur: "‘w’h ])mi ¢.e 809

Fow = ApAw=B,Bn=

2. Az érintd kup.

Harom v, w és s sik talalkozasi pontjan atmend sikok koor-
dinatait

pU; = Ay U;

+ Ao w; + Ay 8; (3)

i

kifejezések képviselik; ha ezeket az (1) egyenletbe helyettesit-
juk, akkor

Foo & + 2Fpw Mds + Fupw 23 + 2F 5 Mdg + 2Fusdods + Fes2 =0 (4)
egyenlethez jutunk, melyet csakis a (v, w, s) pontbol a feliilet-
hez vont érinté sikokat jellemzé 4 értékek elégitenek Ki.

Ha r sik a v, w, s sikokkal tetraédert alkot, akkor, miként
ismeretes, 4y, 4, 43 az r sikban (u, r) egyenesnek arra a harom-
szogre vonatkoztatott vonal-koordinatai, melyet (v, r), (w, r),
(s, r) egyenesek alkotnak; a (4) tehat 4 valtozokra nézve oly
kupszeletnek az egyenlete, melyet az r sik a (v, w, s) pontbol
a feliilethez vont érinté kupbol kimetsz.

A masodosztalyn feliilethez tehal a tér bdarmely ponljabdl vont
érinté kup mdasodrendii kup.

Kulonosen érdekesek a tér azon pontjai, melyekre nézve

Foo Fow Foys
I“nvn l"uvur I"m.\' free) s
1“.\'!' I‘vxw 1".\‘.\'

mert ezekre a pontokra nézve a (4) egyenlet képviselte kiipszelet
két pontta degeneral, ennélfogva az érinté kup két sikcsoméva
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valik, ez az eset altalaban csak akkor kovetkezhetik be, ha a
sikesomok tengelyei szintén a felilleten vannak. Ugyanis az
érintési pontoknak 0Ossze kell esniok a sikcsomodk tengelyeivel ;
mert ha nem esnének Ossze, hanem mas gorbe vonalat irna-
nak le, akkor az érintési kiup sem degeneralhatna két sikeso-
moba ; mar pedig, ha az érintési pontok mértani helye a sik-
csom6 két tengelye, akkor azoknak a felillettel 6ssze kell
esniok; s talalkozasi pontjuk a két sikcsomd kozos sikjanak
érintési pontja. Vannak tehat a mdasodosztalyu feliiletek kiozott
olyanok is, melyeken egymdst metszé vonalak fordulnalk eld.

3. A masodosztalyu feliiletek polartulajdonsagai.
Az 1. §. szerint a (v, w) egyenesen atmend érintd sikok meg-
hatarozasara szolgalo egyenlet:
Fop+2pFpw+ 122 Fipw=0.
Jeloljiik ennek az egyenletnek gyokeit p, és ps-vel, tehat
D4 €S D4y w

a (v, w) vonalon atmeno érint6 sikok, ezeknek a v és w sikok-
kal valo kettés viszonya:

Kilonos fontossagu az az eset, midon

a=—1;

ekkor a sikok harmonikus fekvésiiek; az ilyen v, w sikokal a
feliiletre nézve konjugdlt sikoknak nevezziik ; koordinataikat tehat

Fow=0 (5)
egyenlet kapcsolja Ossze.

Ha az (5) egyenletben pl. v-t valtozénak tekintjiik, akkor az
egy pont egyenletévé lesz; ezt a pontot a w sik pdélusdnak, a
stkot pedig a pont pdldrsikjanak nevezziik. Tehat az eqy s ugyan-
azon sikhoz tartozd, valamely mdsodosztalyu feliiletre nézve kon-
ingalt stkok eqy pontban, a pdlusban taldlkoznak. v és w fel-
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cserélhet6sége kovetkeztében, ha v atmeqy w polusan, akkor w
is atmeqy v polusan.
Az (5) szerint a w sik polusanak koordinatai :
ozi=Anwi+Apws+ Aws+Auwy, (6)

(=1, 2, 3, 9)
v sik polusanak koordinatai pedig:
pyi= A1+ A2+ Aizv3+Aig V1,

kovetkezoleg :
0 (i + 2zi)=Ai1 (Vg + Awy) + Aip (Vg + Awy) + Az (03 + Awg) + Aig (04 +Awy).
Tehdt az eqy s ugyanazon egyenesen dlmend sikok pdlusai
szintén eqy eqyenes vonalal irnak le; ezekel az egyeneseket a
feliiletre nézve konjugalt polarisoknak nevezziik.
Ha » érint6é sik és w konjugaltja, azaz:

Fonw=0, 5"

akkor a p-k meghatarozasara szolgalo egyenlet értelmében p-
nek mind a két értéke zérus, tehat a (v, w) vonalon dlmend
masik érintd sik szintén osszeesik a v sikkal; az ilyen (v, w)
vonalakal a feliilet érintdinek nevezzitk. Az (5') egyenlet tehat,
ha abban w-t valtozénak tekintjik, a v sikban lev6 érinté vo-
nalak talalkozasi pontjanak egyenlete; ez a pont pedig nem
lehet mas, mint v sik érintési pontja; masrészrél ez a pont v
siknak polusa, tehat az érinté siknak a feliiletre vonatkoztatott
polusa benne van az érinté sikban és osszeesik az érintési ponttal.

A felitlet valamely érintéjén atmend sikok polusai egy egye-
nes vonalat irnak le, mely Atmegy az érintési ponton; mint-
hogy az érintén atmené érinté sik poélusa benne van az érinté
sikban s osszeesik az érintési ponttal, tehat valamely érintének
poldrisa az érintével az érintési pontban tlaldalkozik. Konnyti
azonban azt is belatni, hogy az érinté poldarisa szintén érinto;
mert ha nem volna az, akkor a rajta atmené sikok egyikének
polusa sem eshetik Ossze magaval a sikkal, a mibdl aztan az
kovetkeznék, hogy ennek az egyenesnek a poldrisa nem azonos
az érintével ; ami ellentmondast tartalmaz; mert azon koleso-
nos és egyértelmi vonatkozasnal fogva, mely a polus s a po-
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larsik kozott van: ha az a egyenesen dtmend sikok polusai b
eqyenesben vannak, akkor b eqyenesen dimend sikolk polusai a
eqyenest irjak le.

4. A felilet egyenlete pontkoordinatakban.

Az el6bbi fejezet (6) egyenleténél fogva az u sikhoz tartozé
polus koordinatai :

pxi = Ajug+Apus Aus+Aiuy. (6")

Ennek az egyenlet-rendszernek a determinansat, melyet egy-
szersmind a mdsodosztalyt feliilet determinansanak neveziink,
Jeloljik egyszer s mindenkorra a-val, az Ay elemhez tartozéd
aldeterminansat pedig ai-val, tehat

Ay Ay |
Ayy £ 22 "‘2:; Ay |
| A:’,l "‘:;2 A:s:: A:n “
Ay A

az=

mivel ez a determinans szimmetrikus, azért

Qi = Qi ;

ezenkiviil ismeretesek még

a kovetkez6 relaczidk :

{“n A9 43 Gy
(,:% Q91 Ggp Qg3 dyy —a3: I

| #31 O3 O33 O34 |

| o4y gy gy Oy |

ha ajy aldeterminansat aj-val jeloljik, akkor

Air= (12A,'/\~, I1.
Api Og—py a=a (Ap; Agp—Aw. Ap) [11.
@y Gyg—ag=a (Ap, Ag—A3) IV.
Uig Oger—ige Cg=0t (AppAr—ApApg) V.

A (6') egyenletrendszer u szerint valé megoldasa, ha a <0,

a)="0.:
jelolés alkalmazasaval

Sutak : Masodoszt. feliiletek altalinos elmélete. “
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OU;==Oq; X+ gy Xyt lhg; Ly Oy Ty ()
(i=1, 2, 3, 4)

relacziokhoz vezet: kimondhatjuk tehat a kovetkezo tételt:

Azokra a masodosztdalyn felitlelekre nézve, melyeknek deler-
mindnsuk nem zérus, minden ponthoz, mint pdlushoz, lartozik
eqy sik, mint polarsik s viszont.

Ha az u sikban polusa is benne van, akkor teljesiilni kell az

1421 + Usy + Uy -+ 10,20, =—0 8)

relaczionak ; azok a pontok tehat, melyek polarsikjukkal ossze-
esnek rajta vannak a

F oy, 0, =0 (8"

feliilleten, mely az el8bbi fejlegetések alapjan nem mas, mint
a masodosztalyu felillet egyenlete pontkoordinatikban, tehat a
masodoszialyu Jetutet 1‘4/"1/‘\1/'.\IIHII{/ masodrendii is.

A (8) egyenletet kiilonben determinans alakba is irhatjuk és

pedig kovetkezoképen :

Ay Ag 114 Xy
Loy A by Xy
Ay Agy Agy 3 0. (8")
Ay Ay 44 T4

Ezt az egyenletet killonben tugy is megkapjuk, ha a (7) ¢és

(8) alatt levé egyenletekbdl o, uy, uy, 1y és u -t kikiiszoboljik.

5. A feliilet egyenlete vonal-koordinatakban.

Legyen az (x, y) egyenes a felilletnek érintéje és az érintési
ponthoz tartozéd polarsik u, akkor, ha az érintési pont koor-
dinatait a

zx; 1 A

(i=1, 2, 3, 4
kifejezések jelolik, és megfontoljuk, hogy az érintosik u ossze-
esik az érintével, a kovetkezd egyidejiileg érvényes egyenlet-

rendszert irhatjuk fel:

¥




A,‘]II[-%:\,QII;: FAnus-+Aijuy

(i=1, 2, 3, 4)

XX

&y Uq+ 2y Uy 205 Uy, 1y=(

Yy U+ Yy Uyt Yy Ug 4y 11y=I(

A FELULET EGYENLETE VONALKOORDINATAKBAN.

Ay

),
),

melybdl, ha az uy, u,, uy, uy, », A mennyiségeket kikiiszoboljiik

akkor

14 €1 Yy
Lo Yo
34 T3 Ys
4 Ty Yy
0 0
(Y Y2 Yy Yy 00

Pir=P Q=% Yr—Y; Ty ,

egyenlethez jutunk, melyet @ és y-nak minden oly - értékrend-
szere kielégit, melyek a felillet valamely érintéjéhez tartoznak.
Ha az (x, y) egyenes koordinatait pi-, vagy queel jeloljik,

hol p ardnyossigi tényezd; ennélfogva a (9) egyenletet még a

kovetkezo alakba is irhatjuk :

2> 2 (AniAn— AnkAu) qr qie=0;
%

(9)

ez az egyenlel a masodoszldalyn feliilet eqyenlele vonalkoordind-

takban. Azonban a kovetkezo eljarias szintén a vonalkoordina-

takban kifejezett feliiletegyenlethez vezet. Ha (u

letek :

akkor,

xU;+Av;,

(i=1, 2, 3, 4)

LTy

egyenes a

feltilet érint6je és a rajta atmend érinlé sik koordinatai :

ha x az érintési pont, érvényesek a kovetkezé egyen-
Gy By -Gy Lo+ Oy Ty - Gy Ty==xU;+ A5 ;

(i=1, 2, 3, 4)
1y Xy + Uy Xo+ Ug g+ Uy 4=
Uy Xy+ 0y Xo+0g 23+ 04 T =(

honnan x,, x,, @y, x;, », 2 kikiiszobolésével

),
),
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0110127130141 Uy
Oy gty io Unly |

|
3103003303, UzV3

0 10y
0410404304414V |
1y Uy g 1y 00
vy Uy 030,00
egyenlethez jutunk, melynek mads alakja:
% }_,Imma”‘_— @) PP =0 (10"
y K N,

Lassuk ezek utan a vonalkoordinatakban Kkifejezelt egyenlet
szimbolikus alakjat. Legyen a feliilet egyenlete

il S 2__np2
F=233An0,—A=8;,

tehat u és v sikok polusainak koordinatai rendre:

"I.l'[ : ;\,';\,, I)’,'[)’,,.

pyi= Aidy = BiBy;
ennélfogva (x, y) egyenes vonalkoordinatai:
PP =%, — Y&, = A B (A, B,— B,A,);
p vonal konjugaltjanak koordinatai pedig:
Vgl = U0, — Dl 5
p egyenes érintd, ha konjugiltja metszi, azaz: ha teljestl
.\_'_\'[1“‘_1[’.',._ =0
relaczi6, melybe, ha p és g értékeit behelyettesitjiik
(A,B,—B,A,) 22 (ny—vuy) AiB=0

egyenlethez jutunk.
Minthogy A és B ugyanarra a quadratikus alakra vonatkoz-
nak, tehat szabad ket egymassal feleserélni, azaz: legutobbi

egyenletiinknek a kovetkezé alakot is adhatjuk :
(B, A,—A,B,) 22 (wv,—vu;) ApB;=0.

Ha a két legutolsé egyenletet dsszeadjuk s azutan az Ossze-

get 2-vel osztjuk

)
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1 Ve "
5 (A, B,—B,Ay) 2 (uo—ouy) (A;B—BiA) =0

egyenlethez jutunk, mely a két legutobbi akarmelyikével azo-

nos. Minthogy

A, B,—B,A,= 23X (u;u,—ouy) (4;B—B;iA)
022 (e —Yywen) (AiBr—BiAy)
=p (ABxy),

5 T 3 P o ST 4 o e
azért ,, 02 aranyossagi tényez6tol eltekintve, a vonalkoordindtak-
ban ki'ejezett eqyenlet szimbolikus alakja :

(ABxy)2=0. (11)

Ha pedig a masodosztalyt felillet pontkoordinatakban ki-
fejezett egyenletébdl indulunk ki és
)2
X

vy i 2 g
220 Xl — 00— Py

szimbolikus jeloléseket hasznaljuk, akkor

-, QLA
OUi=0i0= I[P

ov;=a;0,==f,;
UGy —U 0.0,
' an o)
WP =7} "’1‘.,’” '/”.',1-)'
A metszés foltétele

33!, qu=O0.

Honnan az el6bbihez tokéletesen azonos eljaras utan talal-
juk, hogy a mdsodosztdalyu feliilet vonalkoordinatakban kifejezett
eqyenletének masodik szimbolikus alakja:

(afuv)*>=0.

6. A masodosztalyu feliiletek egyenletének
kanonikus alakja.

A masodosztalya felilletek egyenlete igen egyszert alakban
jelenik meg, ha koordinata-tetraéderiil egy, ugynevezett poldr-
tetraédert valasztunk. Poldrtetraédert oly néqy sik alkot, melyek
barmelyikének polusa dsszeesik a tetraéder szemkdzt levd szig-

pontjaval. Lassuk elébb, hany polartetraédere van egy masod-
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osztalya felilletnek. A tér haromszorosan végtelen sok sikja
koziil egyet, a-t vilaszszuk tetraéderiink egyik sikjaul; polusat
pedig egyik szogpontjaul A; ezen a szogponton atmend két-
szeresen végtelen sok sik egyikét valaszszuk tetraéderiink ma-
sik sikjaul 2, polusat pedig, mely az « sikban van, masik
szogpontjaul B; az (A, B) egyenesen atmend egyszeresen vég-
telen sok sik egyikét valaszszuk tetraéderiink harmadik sik-
jaul 7, polusat pedig, mely szintén benne van az « sikban
harmadik szégpontjaul C; az (a, 3, ) pont D lesz a tetraéder
negyedik szogpontja ; polarsikja ecsakugyan osszeesik az (4, B, C)
sikkal ¢.

Tehdal a masodosztalyt felitletre nézve hatszorosan véglelen
sok polartetraéder létezik.

Hatarozzuk meg most a masodosztalya felillet egyenletél
abban az esetben, mid6én egyik polartetraéderét valasztjuk
koordinatarendszerul.

Ha u és v sikok a polartetraéder sikjai, akkor mivel a
felilletre nézve konjugaltak, tehat

QA

uv ’

mivel pedig u és v-nek, mint koordinatarendszeriink sikjainak
koordinatai rendre :

0=

U 15020,

Hasonloképen talaljuk még, hogy
Ap=Ay=Asn=A,—A;=0.

A masodoszldalyn feliilet eqyenlete tehdl vonatkoztatva eqyik
polartetraéderére, mint koordinata-tetraéderre, a kivetkezd alak-
ban jelenik megq :

< 92 92 ¢ ¢
//_1117’4—//,_, s+ p U5 gy ll_f ={). (12)

Ha pontkoordinatakra tériink at, akkor a felilet egyenlete

9 9 9 9
X3 Xs .l'.'= .T'I'

- 4+ —= 4 -(), (12"
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ha pedig vonalkoordinatikra, akkor

2 9 9 9 9 4 9 o
11 o Qo 1 3 Qs 11 0y Qg+ o 3 Qo3+ g Qoy 103 Ay q3,=0 (1)

alakban jelenik meg; a felillet eqyenletének ezen alakjail kano-
nikus alakoknak nevezzuk.

Ha a masodosztalyn feliileteknek realis alkotéik vannak,
akkor egyenletitket meg sokkal egyszeribb alakba transzlor-
malhatjuk.

Lattuk, hogy a felillet valamely alkotéjan atmend sikok

valamennyien érinté sikok és az érintési pontok illetéleg a
megfelelé polusok mértani helye Osszeesik a sikcsomo ten-

gelyével, azaz: a feliilet valamely alkoléja énmagdanak poldrisa.
Ezenkivill kimutattuk, hogy a feliilet valamely pontjan atmend
két alkotora helyezett sik a feliiletet az alkotok taldlkozasi
pontjdban érinti. Valaszszunk két ilyen érintéspontot, mas
szoval a felilet két tetszéleges pontjat, koordinata-tetraéderiink
szogpontjaiul (A, B); kimutatjuk, hogy az A ponton atmeno
két alkoté a B ponton Atmendket paronkint metszi. Jeloljik
ugyanis az A ponton atmendé alkotokat b és c-vel; mivel a
masodosztalyt feliilet egyuttal masodrendd is, azért az a sik,
mely a feliilethdl egy egyenest kimetsz, még egy masikat is
kimetsz, tehat a b egyenesen és B ponton atmend sik a felii-
leth6l még egy, a B ponton atmend alkotot is kimetsz, mely
b egyenessel egy (C) pontban — a sik érintési pontjaban
talalkozik. Hasonloképen taldljuk, hogy a B ponton atmend
masik alkoté a ¢ egyenessel a c-én és B-én dtmend sik érin-
tési pontjaban (D) taldlkozik. Ha a C és D taldlkozasi ponto-
kat koordinata-tetraéderiink masik két szogpontjaul valasztjuk,
akkor, mivel ennek a tetraédernek az a nevezetes tulajdonsag:
an : hogy a szégpontjain ditmend négy alkold a ‘tetraéder éleil
képezi és eqy nem eqysiku néqyszoget alkot, a tetraéder masik
két éle pedig egqymdsnak konjugdlt polarisa; mert az egyik
élben levé két szogpont polarsikjai (a jelen esetben a szégpon-
tokon atmend érinté sikok) atmennek a tetraéder szemkozl
fekvo élén, azért, ha a négy szogpont egyenleteit

u;=0, uy=0, w3=0, u,=0
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egyenletek képviselik, akkor a feliilet egyenlete, miként kony-
nyi belatni :
Aty g+ pr, ug=—0), (13)

hol

=0, u,=0; u;=0, u—0;

=0, u,=0; =0, u;=0
a négy alkoté egyenletei,

=0, u,=0; u,=0, u,=0
pedig az egymasra nézve konjugalt polarisok egyenletei; mert
plevdz 1(1,10,:0;:0) . sik polusa u, =0, a (0, 0, 0, 1) sik polusa
pedig u;=0, tehat u;=0, u,=0 csakugyan az u,=—0, u;=—0 egye-
nes polarisa; mert ez utébbin dtmend két sik pélusa benne
van az elobbi egyenesben.

7. A végtelen tavolban levé sikok és pontok polar-
tulajdonsagai.

Mint lattuk, a masodosztalyu feliiletre nézve a polus és polar-
sik koordinatait a kovetkezd relacziok kotik Ossze :

PXi=Ay Uy +Ap s+ Ay g+ Ay Uy
OU;—0 X1+ Qg XLy + Uiy Xy + Ly Xy .
(i=1,2,3,4)

Azt is tudjuk, hogy u sik konjugaltja v harmonikus parja
u-nak az (u, v) egyenesen atmend érinté sikokra nézve. Hasonlo-
képen koénnyii azt is kimutatni, hogy az u sik poélusan atmend
minden egyenes oly y pontban metszi az u sikot, mely har-
monikus parja ax-nek az (v, y) egyenesnek a felillettel vald
metszés pontjaira nézve. Legyen ugyanis a felillet egyenlete
pontkoordinatakban

/": 7—\“1"11'1;;:]::”*
akkor az (x, y) egyenesnek a felillettel valé metszéspontjait
jellemz6 szamok meghatarozasara

P SR P e A0 ol

/.r!/ “/‘/-r.l/ x u!/"'“
egyenletiink van; mivel a foltételnél fogva y pont benne van
u sikban, tehat
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Y uy Yy -+ Yot ug ys+u, y, =0,
azert

4
\ .
foy= 2]: (&g X+ g Xyt 03 Ty 0 Xy) Y
&
|
L
k20 =0,
1

ennélfogva x, y és az (x, y) egyenesnek a felillettel valo met-
széspontjai egymasra nézve csakugyan harmonikus pontparok.

Valaszszuk koordinata-rendszeriink a,=0 sikjaul a végtelen
tavolban fekvo sikot, ekkor a végtelenben levé sik koordinatai
(0, 0, 0, 1), ennek a feltiletre vonatkoztatott pdlusat

pxi=Ay (14)

(i=1,2, 3, 4)

koordinatak jellemzik, ezt a pontot a masodosztalyt feliilet czen-
Irumadnak nevezziik.

Egy egészen tetszoleges végtelen tavolban levé pontnak
koordinatai (xy, a,, a3, 0), ennek a feluletre vonatkoztatott
polarsikjanak koordinatai :

ou=ay T4+ a; L, (15)

ezeket a sikokat a feliilel diametrdl-sikjainak nevezziik ; a polus
¢és polarsik kozott levé viszonybol, sot a (14) és (15) alatt levd
egyenletekbdl direkt is kovetkezik, hogy a diametral-sikok at-
mennek a czentrumon.

A polus és polarsik imént kimutatott egymashoz valo viszo-
nyabol kovetkezik, hogy a diametral-sik felezi a polusdn atmend
hurokat ; ezek kéziil a hirok kéziil azt, mely a czentrumon is
altmeqy, datméronek nevezziik.

Ha a most bemutatott koordinata-tetraéder még polar-tetra-

éder is, akkor ennek az a nevezetes tulajdonsaga van, hogy

equik szégpontja a czentrumban van és az itt ésszefuté harom
letraéder-él barmelyike poldarisa a masik kelté végtelen lavolban
levd ponljait dsszekotd eqyenesnek. A véglelen tavol fekvd sikkal

biré polar-tetraédernek a czentrumban ésszefuté éleit eqymasra nézve

konjugalt datméréknek nevezziik; ezen kivil akarmelyik atmérot

a masik ketté sikjara nézve konjugalinak is szokas nevezni;
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tehdat a diametrdlsik polusa ésszeesik konjugdll datmérdjének vég-
telen tdvol fekvé pontjaval.

Ha az egymasra nézve konjugalt atmérdket, mint ferdeszogi
koordinata-rendszer tengelyeit fogjuk fel, akkor ebben a koor-
dinata-rendszerben a felillet egyenlete, miként az el6z6 fejezet-
ben kifejtettilk,

(24 o024 pawd 4 1y =0

alakban jelenik meg.

Azonban a konjugalt atmérék kozott van harom egymasra
merdleges, s ezeket szoktik koordinata-rendszeriil valasztani.
Az egymasra merdleges konjugalt atmérék létezését kovetkezo-
képen bizonyitjuk be:

Ha x, x,, x5, 0 valamely végtelen tavol fekvé poat koor-
dinatai, akkor x, vy, ¥y aranyosak a végtelen tavol fekvé pont

felé mutatdé egyenes iranykosinusaival a, a,, ay-al, a polar-

siknak u,, u,, uy; koordinatai pedig u,-et most egységnek
tekintjitk — a sik normalisanak iranykosinusaival, 8, 3, f5-al;

kovetkezbleg a polus és polarsik koordinatiit 6sszekotd rela-
cziok a jelen esetben

el —

(Tlll .I[” //.] - (/.12 IL._!" !lm I/.:; ,
¢ )

9=ty Oy~ oy Oyt oy O3 ,

2 S |
O(13== 3y 0q+ gy o+ lhg3 Ol

alakban jelennek meg; a negyedik egyenletet elhagytuk, mint-
hogy az ugy is ezeknek a kovetkezménye. Ha az a4, a,, a4

o D) B 15 223
irany egyenes merdleges konjugalt diametral-sikjara, akkor

£ e ] o+ -

’ 015 o, 05=01, 02, (35

tehat
(47—0) g+ aqy 9+ ayg a3=0,

oy Oq+ (toe—0) ty+ oy 3=0),

Ugo Oq + Ugo Uyt (Og5—0) 03=0

egyenlet-rendszer emelkedik érvényre, melybdl « kikiiszobolé-
sével

a9 %ap %18

oy Uoy—C (log =0 (16)

31 Q3o Ug3—0
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egyenlethez jutunk, mely ¢ szamara harom valés* értéket hata-
roz meg, jeléiil annak, hogy hdrom egymdsra merdleges konju-
gall datméré lehelséges; ezeket az dtmérdket a feliilet fétengelyei-
nek nevezziik. )

A f6tengelyekre vonatkoztatott transzformacziot mell6zom,
minthogy késébb mas tton is eljutunk a felilletek egyenletei-
nek kanonikus alakjaihoz.

8. Az érint6 kup egyenlete.

Lattuk, hogy a masodosztalya felillet vonalkoordinatikban

kifejezett egyenletének szimbolikus alakja:
(ABxy)?2=0),
ha ebben az egyenletben y-t konstansnak tekintjitk, pl. legyen

y—a;,
akkor
(ABxa)?>=0

egyenletnek eleget tesznek mindazoknak a pontoknak a koor-
dinatai, melyek rajta vannak az a pontbdl a felillethez vont
érint6kon, tehat ez az egyenlet nem mads, mint az a pontbol a
feliilethez vont érintd kup egyenlele.

Kifejtett alakban: a pontbdl a feliilethez vont érinté kip
eqyenlete :
A Ap Ay Ay @y 2
Ay Ay Ay Ay ay T
Az Agy Agy Ay a3 3
Ay A

a a, az a; 0 0

A Ay a; x

Tl s e D)
Az érinté kup tehat, miként a 2. §-ban kifejlettiik, csakugyan
masodrendd kuap.

* A gyokok valos voltat el6sz6r LAGRANGE, n-sort determinansokra
pedig eloszor Cavcny mutatta ki.
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9. A sik metszésvonalanak egyenlete.

A masodosztalya felilet vonal-koordinatakban Kkifejezett
egyenletének masodik szimboluma :

(affuv)®>=0,
ha ebben az egyenlethben v-t konstansnak tekintjilk, pl. legyen
vi=m;,

akkor
(opum)>=0

egyenletnek eleget tesznek mindazoknak a sikoknak a koor-
dinatai, melyek atmennek azokon az egyeneseken, melyek a
felilletet m sikban érintik, fehdt ez az eyyenlet nem mdas, mint
az m siknak a feliilettel valé melszésvonalanak egyenlete.

Kifejtett alakban: m siknak a feliilettel valo metszésvona-
lanak egyenlete :

Ay Oq9 O3 Gqq My Uy

Uy oo o Ooy My Uy

U3y O3 Og3 O3y Ny U

3

=0 (18)
Oy Oy Oy Oy My Uy
my my my my 0 0
u, u, uz; u 0 0
A melszésvonal tehat mdsodosztalytt gorbe, azaz: kupszelet.

Pl. a végteleni tavol levd (0, 0, 0, 1) siknak a felilettel valo
metszésvonalanak, azaz.: a felilet végtelen tavol levd kupszele-
tének egyenlete

Gy Cqp Oq3 Uy

Uoy Oog Uog Uy

i = (18"
O31 G55 O3 Ug
uy uy, u; 0
Kifejtett alakban
B | L 28i0
(tryy gy — t33) Uy +2 (g Oyy— gy @) Wy Uyt (yy gz—ayg) Uy
> |

p y gD
2 (oglig—oUgo) Wyllg—+2 (g Uge— Oa10ys) Uslly+ (L 1@9y—a7s) Uy = 0,

vagy
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AZ EGYED

9 VAR . 2 2
(Ay Ay—A7) ui+2 (Ayy App—Aqy Ap) Uy s+ (Agy Ay—A5,) us
+2 (Agy Ag—Ayy Agy) 0y 342 (Ayy Agg—Ayy Ayy) 1y U3

b (Aggdy—AS) u5=0.

(18")

Ennek a kupszeletnek a determinansa:
| 2 |
Ay Ay—Aly ApAy—Ay Ay A Ay—Ay Ay ‘
| 92 ’ 9
Agy Ay Agy Agy Agp Ay— A5y Agy Ay—Ayy Ay | =adly.
2
| Ay Ay—Ay Ay Az An**Azt A:n Agy Ay—Ay ‘

Azonban az m siknak a felillettel valé metszésvonalanak
egyenletét meghatarozhatjuk még

F,.+2pF, .+ p2F, 0

A e
um mm

egyenlet alpjan is; ennek az egyenletnek mind a két gyoke
egyenlé egymassal, ha teljesiil az

e 9
Fuu Fyym— Fip=0 (18")

egyenlet; ebben az esetben pedig (u, v) vonal a feliiletnek érin-
t6je, ha tehat ebben az egyenletben u-t valtozonak tekintjuk,
akkor annak eleget tesz minden oly u értékrendszer, mely az
m sik kimetszette gorbe érintéin atmend érintd sikokat jel-
lemzi, tehat ez az egyenlet szintén az m sik kimetszette kip-
szelet egyenlete.

10. Az egyenesnek a feliilettel valo metszéspontjai-
nak egyenlete.
A masodosztalya felilletnek pontkoordinatakban kifejezett
egyenletének szimbolikus alakja:
as=0.
Ha (v, w) egyenes metszi ezt a feliletet és a metszési pon-
ton atmegy még u sik is, akkor, miként ismeretes, a metszés-
pontok koordinatait a

LTS B LR
Wy Wy Wy W,
u, uy ug uy
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matrixbdél képzett harmadrendd determinansok képezik, ha

ezeket szimbolumunkba helyettesitjiik, akkor
(evwu)2=0 (19)

egyenlethez jutunk, melynek eleget tesznek mindazok az u
sikok, melyek a (v, w) egyenesnek a felillettel valéo metszés-
pontjain atmennek.
Ha a feltlet

(ABxy)*=0
egyenletébdl indulunk ki, akkor, mivel ennek az egyenletnek
eleget tesznek a tér osszes pontjaibol a feliilethez huzott érintd
kupokon levé pontok, azért hatarozott metszési pontot nem
kaphatunk; de ha a szimbolumban eléfordulé egyik pontot
rogzitjiik, akkor az a rogzitett (y) pontbol a feliilethez vont
érinté kup egyenlete; ha tehat a helyébe a fontebb emlitett
matrixbdl képzelt harmadrendi determinansokat behelyettesit-
jiikk, oly egyenlethez jutunk, melynek eleget tesznek mindazok
az u koordinatak, melyek az y pontbol a felillethez vont érinté
kap ¢és a (v, w) egyenes metszéspontjain atmend sikokat jel-
lemzik; ez az egyenlet pedig helyettesités utan a kovetkezd
alakot veszi fel:

A
|\

£y

A

u [))ll !Ill =
By, 1. 0. (19
By Yuw

w

Ugyanis, ha (ABxy) determinansban x helyébe a féntebb
emlitett matrix harmadrendi aldeterminansait helyettesitjuk,
akkor az eredmény a

Uy Dy Uy Uy Ay Ay Ay Ay

) b )
Wy Wy Wy Wy By B, B; B,
iy Uy Uy Uy Yy Y2 Y3 Ys

*

matrixoknak szorzata;* ez pedig nem mas mint, az imént fol-

irt determinans.

* BALTZER: «Theorie der Determinanten». 48. 1.
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11. Elenyészé determinansti masodosztalyu
feliiletek.
Fejtegetéseink folyaman eddig mindig feltételeztiik, hogy a
masodosztalyt felillet determininsa nem zérus, most megvizs-

galjuk, hogyan modosulnak tételeink abban az esetben, midén
a felillet determinansa zérus, azaz:

iy A Ay Ay
Aoi Asp. Aog Ao
20 Ao B B |
Ay ;\;;2 gy Az
Ay Ap Ay Ay
tehat
a; (1=1,2,3,4) eqyenlo elijeliiek.

A) Tételezziik fel eldszir, hogy az ai-k nem mindegyike null.
Ekkor az
Ay y+Ap to+Ap uz+ Ay 1,=0 (20)

i=1,2 3 4

egyenlet-rendszer megoldhaté; mert az egyik a tobbi harom-
nak kovetkezménye és azt a sikot, melynek koordinatdit ennek
az eqyenlet-rendszernek megolddasdhoz lartozé u értékek képuoise-
lik, a feliilet szingularis sikjanak nevezziik.

Jeloljilk az egyenlet-rendszertinknek eleget tevé sikkoor-
dinatakal w,, wy, w;, w-el, akkor az egyenletek tanabol isme-

retes tételnél fogva:

Wy Wy Wy Wy==0yy i Oqo > U453 Oy

=091 oy Loy ! I/,-_”

(21)
=0y gy - Oy Uiy
=g Uyol Oyg b Oy
Azok a pontok, melyek az w sikkal ésszeesnek eleget, tesznek
W Xy Wy o0y T3y =0

egyenletnek ; amde a fontebb folirt reldczioknal fogva

DWW =0, (21")
kovetkezoleg:

(@1 B+ i+ w3 X3+ 0y 2,)* = JaX;xi;=0] (22)
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azaz: az elenyeészo determinanstt feliiletek eqyenletének pont-koor-
dinatakban megfelel a kélszeresen szamitolt szingularis sik eqyen-
lete. A mi azutan azt jelenti, hogy a masodosztalya feliilet
minden pontja benne van szingularis sikjaban, az ilyen masod-
osztalyu feliileteket kiipszeleleknek nevezziik, s hogy a pont-
koordinatakra valo attérés nem adta meg egyenletitket, annak
oka abban rejlik, hogy a térben gorbe vonalat pont-koordina-
takban két egyenletnél kevesebbel nem képviselhetiink.
Mivel u minden értéke mellett

l“mu =0,

azért, ha u érintésikja a feliiletnek, akkor u-/iw is az, tehat
a felilet esakugyan egy az o sikban fekvé masodosztalyt gor-
bévé, azaz kipszeletté degeneral.

B) Ha az oi-k mindegyike null, azaz az ésszes elsé aldeter-
minansok elenyésznek, de a masodik aldeterminansok méqg nem,
akkor a (20) egyenlet-rendszerben csak két egymastol figgetlen

egyenlet van; legyen ez a kettd:

Ay u+Ap uy+Agg ug+Agy u,=0,
Aoy uy+ Aoy 1y Aoy g + Ay, 11,=0),

ezt a két egyenletet kielégitik mindazok a sikok, a melyek egy
egyenesen, ezen két egyenlet képviselte pontokat 6sszekoto
egyenesen mennek keresztill, ezt az egyenest a madsodosztalyi
feliilet szingularis eqyenesének nevezzitk. Konnyt kimutatni, hogy
ebben az esetben a feliilet a szingularis eqyenesben fekvd két
pontta degenerdl. Legyen ugyanis o' és o' két a szingularis
egyenesen atmend sik, akkor o'+Ze' szintén az; ha u sik a
felilet egyenletének eleget tesz, akkor u-+Ae' és u+iw"” sikok
is eleget tesznek, mivel o' és ®” a szingularis egyenesen at-
mend két tetszéleges sik koordinatai, azért (o', ", u) ponton
Atmend minden sik koordinatai eleget tesznek a feliilet egyen-
letének ; amde az egy ponton atmend sikok koordinatait a
pont-koordinataival linearis relaczio koti Ossze, azért a jelen
esetben a felillet egyenletébdl egy, a sik-koordinatakban oly
homogen linearis egyenlet valaszthaté ki, mely az imént em-
litett pontnak az egyenletét képviseli; mivel pedig a feliilet
egyenlete masodfoku fiiggvény, azért a valtozokban linearis egyik
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faktoranak eltavolitasa utan még egy linearis fakior marad
meg, mely egy mas, szintén a szingularis egyenesen fekvé pon-
tot hataroz meg. A masodosztalyu feliilet tehat, ha determindnsa
és els6 aldetermindnsai mind nullok, két ponttd degenerdl; eze-
ket a pontokat Osszekdté egyenest a feliilet szingularis egyenese-
nek nevezziik.

C) Ha a masodosztalyu feliilet determinansanak masodik al-
determindansai is eltiinnek, akkor a (20) egyenletek koziil az
egyiknek a tobbi kovetkezménye; legyen ez az egyenlet:

Ay +Apuy+Agug+ Ay, =0,

mely ponlot képuisel ; ezl a pontot a felilet szinguldaris pontjd-
nak nevezziik. Jellemz6 sajatsaga az, hogy a felillet minden
sikja osszeesik evvel a ponttal, legyen ugyanis o', " és o' a
szingularis ponton atmendé harom sik, akkor o', o' és -
kielégitik a feliilet egyenletét; ha pedig u a feliiletnek egészen

tetszéleges sikja, akkor

U+ o'+ Ao + 20"

is az, tehat u sik csakugyan dtmegy az (o', 0", ') ponton.
Mivel a feliilet minden sikja egy ponton megy at, azért azt
mondjuk, hogy a masodosztalya feliilet eqy ketlds pontta de-
general.

Az eddig elmondottakat kovetkez6képen foglalhatjuk ossze :

1. Ha a feliilet determindnsa zérus, de dtléi aldelermindnsai
nem linnek el, akkor a feliiletnek van egy szinguldris sikja és a
feliilet maga ebben a sikban fekvd kupszeletté degenerdl.

2. Ha az elsé aldetermindnsok is elenyésznek, de a mdsodil
aldeterminansok még nem, akkor a feliiletnek van eqy szingu-
laris vonala, s a  elillet maga eqy a szinguldris vonalban fekvd
pontparra degeneral.

3. Ha a masodik aldetermindnsok is eltiinnek, akkor a felii-
letnek van egy szinguldris ponlja és a feliilet maga eqy kettds
ponlla degenerdl, mely o6sszeesik a szinguldris ponttal.

4. Ha a harmadik aldetermindnsok is eltiinnek, akkor a feliilet
egyenlete azonosan zérus, tehdal nem mond semmit.

Sutik : Masodoszt. felliletek altalinos elmélete. 3
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12. A degeneralt masodosztalyu feliiletek polar-
tulajdonsagai.

A) Targyaljuk el6szor azt az esetet, midén a masodosztalyu
felilet determinansa elenyészik, de els6 aldetermindnsai nem.
Jeloljik u siknak a feliiletre vonatkoztatott polusat x-el, szin-
gularis sikjat w-val, akkor

Ion==0
relaczional fogva

i

2 .
Z xw;=0),
i=1

azaz: a tér barmely sikjanak pélusa benne van a feliilelet kép-
viseldo kupszelet sikjaban.

Minthogy a péluson atmend egyenes polarsikjat oly pont-
ban metszi, mely harmonikus parja a polusnak az egyenesnek
a feliilettel valé melszéspontjaira nézve, azért a tér valamely
sikjanak pélusa nem mds, mint ennek a siknak a kipszelel sik-
javal valé metszésvonaldnak pdlusa a kipszeletre nézve. Tehat
a kupszelet sikjaban fekvd pontnak a kipszeletre vonatkozlatoll
poldrisdan dlmend sikok a pontnak polarsikjai; ez az oka, hogy
a tér haromszorosan végtelen sok sikjanak a kupszeletre nézve
csak kétszeresen végtelen sok, t. i. a kupszelet sikjaban fekvé
pontok felelnek meg, mint polusok. A térnek a kipszelet sik-
jan kiviill fekvé pontjainak a polarsikja atmegy a ponton at-
mend harom sik polusan, ezek a kupszelet sikjaban vannak, tehdt
a lér barmely, a kipszelet sikjan kivil fekvé pontjanak poldr-
sikja a kupszelet sikjaval azonos.

Mivel a felilet valamely pontjanak polarsikja az ehhez a
ponthoz tartozé érinté sikkal Osszeesik, azért a kipszelet vala-
mely pontjdnak poldrsikjai az ezen ponthoz tartozo érintén at-
meno stkok.

Mas szoval, ha valamely pontnak a kupszeletre vonatkozta-
tott polarsikja atmegy azon a ponton, akkor az a pont a kip-
szeleten van s a polarsiknak a kupszelet sikjaval valé met-
szésvonala érinti a kupszeletet.

A tér tetszdleges egyenesének poldrisa az az egyenes, me-
lyet a felvett egyenesen atmend sikok polusai a kupszelet sik-
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jaban leirnak, ez pedig nem mas, mint az egyenesnek a kip-
szelet sikjaval valo atdofési pontjanak a kupszeletre, mint sik-
gorbére vonatkoztatott polarisa, tehdt a tér négyszeresen végte-
len sok egyeneséhez csak kélszeresen végtelen sok, a kupszelet
sikjaban fekvd egyenes larlozik, mint poldris.

Megforditva : a kupszelet sikjahoz tartozo egyenes mindegyi-
kének kétszeresen végtelen sok polaris felel meg, melyek vala-
mennyien atmennek a folvett egyenesnek a kipszeletre, mint
sikidomra vonatkoztatott polusan.

B) Ha az elso aldeterminansok is eltinnek, akkor

g (V= Ty v
relaczioknal fogva
.)'.I'im'i:U, _\'.l‘,-m;v':ﬁ:
azaz: a tér barmely sikjanak pdlusa benne van a szinguldris
eqyenesben ¢és neqyedik harmonikus a poniparra és arra a ponira
nézve, melyben a sik a szinguldris eqyeneslt melszi.

Ebb6l kovelkezik, hogy a szingularis eqyenes barmely ponl-
jahoz kélszeresen wvéglelen sok sik tartozik, mint poldrsik ; neve-
zelesen azok, melyek az adott pont és ponlparra nézve a negye-
dik harmonikus ponton mennek keresztill, tehat a szingularis
vonalon atmendé sikok poélusa hatarozatlan; mert ezek a sikok
barmely pontnak negyedik harmonikusan atmennek, azaz: a
szinguldris eqyenesen atmend sikok polusdl a szinguldris egyenes
barmely ponlja képezheli.

Harom telszoleges sik taldlkozasi pontjanak polarsikja at-
megy a harom sik polusain, de ezek a szingularis egyenesben
vannak, tehat a tér barmely pontjanak poldrsikja dtmeqy a szin-
qularis egyenesen ; azaz: a lér barmely pontjahoz véglelen sok,
a szingularis egyenesen dalmendé polarsik tartozik.

Az egy egyenesen almend sikok polusai benne vannak a
szingularis egyenesben, tehat a tér eqy letszéleges eqyenesének
polarisa ésszeesik a szingularis eqyenessel.

Ellenben azokhoz az egyenesekhez, melyek a szingularis
egyenessel talalkoznak, kétszeresen végtelen sok polaris tar-
tozik, melyek valamennyien atmennek azon a ponton, mely
negyedik harmonikus parja a pontparra vonatkozolag annak
a pontnak, melyben az adolt egyenes a szingularis egyenessel
talalkozik.




36 DEGENERALT MASODOSZTALYU FELULETEK ANALITIKAI FORMULAZASA.

Ugyanis ennek a pontnak megfelel az a kétszeresen végte-
len sok sik, melyek a pontparra vonatkozolag a negyedik har-
monikus ponton mennek at; az egyenes tobbi pontjainak pedig
a szingularis egyenesen atmené sikok felelnek meg, ezeknek a
metszésvonalai az imént emlitett sikokkal azonosak a fontebb
emlitett egyenesekkel.

A pontpar valamelyikén atmend tetszéleges sik polusa ossze-
esik magaval a ponttal s viszont a pontpar akarmelyikének
polarsikjai atmennek azon a ponton, tehat a ponlpar vala-
melyikén atmend egyenesnek poldarisa minden azon a ponton
dtmeno eqyenes.

C) Ha a felulet masodrendi aldeterminansai is elenyésznek,
akkor a tér barmely sikjanak polusa Osszeesik a szingularis
ponttal, tehat barmely egy pontban taldlkozé harom sik po-
lusa Osszeesik a szingularis ponttal, azaz: a tér barmely pont-
Jjahoz kélszeresen véglelen sok, a szingularis ponton datmend poldr-
stk tartozik ; ennél fogva a tér barmely egyeneséhez kétszeresen
végtelen sok a szingularis ponton atmend polaris tartozik.

A szingularis ponton atmené sikok polusa teljesen hataro-
zatlan, s viszont a szingularis pont polarsikja is az, valamint

a szingularis ponton atmend egyenesek polarisai is azok.

13. A degeneralt masodosztalyu feliiletek analitikai
formulazasa.

A degeneralt masodosztalya feliileteket oly analitikai alak-
ban mutatjuk most be, hogy abbol rogton lchessen kovetkez-
tetni a degeneraczio természetére. Ha a feliilet kapszeletté de-
general, akkor, ha a kupszelet sikjat valasztjuk a koordinata-
tetraéder egyik sikjaul, a felilet analitikai alakja a kupszelet
egyenletévé lesz, tehat rogton beszamol arrdl, hogy a felilet
mi modon degeneral.

Alkalmazzuk tehat a kovetkez6é koordinata-transzformacziot :

S1= 01T Ay, T gy 1 gy Xy,

Eh= X, :

Xa g

3

= €Ty
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Legyen az 1j koordinata-rendszerben valamely siknak egyen-
lete
181+ woo+ Wyés+w §,=0,
a régi rendszerben pedig ugyanennek a siknak az egyenlete:
Uy + Uoo - Uy + 11,0, =0.

Ha az el6bbi egyenletbe & értékeit behelyettesitjiik :
110121+ (01901 4 W) Ty + (a1301+w3) T3+ (o 01 +w,) 2,—=0
egyenlethez jutunk, melynek az el6bbivel valé ésszehasonlita-

sabol
=041y ,
Uy=ay01+w,,
Ug== 043 w; ,
Uy=ayw, ‘L(ux

relacziokhoz jutunk, tehat

Ajug +Apuy +Apug + A u,
:.“,-21112 1 A,-..y(u:; | Ail‘”lﬂ

2D (At +Aptig+Apug+ Ayuy) ;=33 A, 0,
4

;:‘2 (Appwy+ A+ Ao, (o404 -+ w)) ((u,-‘::f], 0)
= 1
= 2 (Apwy+Apwy+Ay0,) o;
9 9 . ¢ 9 0"
= Ago5+2A pqwowy -+ Agg3+24,,000,+ 245,050, A yw3=0. (23)

Ez az egyenlet a degeneralt kipszelel egyenlete vonalkoor-
dinatikban, vonatkozassal arra a haromszogre, melyet a &
¢, koordinata-sikoknak a kupszelet sikjaval vald metszés-
vonalai képeznek egymassal.

Ha a feliilet determinansanak elsé aldeterminansai is elenyész-
nek, akkor a felillet két pontta degeneral, melyeknek koordi-
natait jeloljuk x és y-nal, tehat

(1) (Jyu) =234, 0;0,=0,
honnan
Xy =Ay

i

.I'I‘.l]/\_ ‘ .l‘,\.y,—z‘_%A;,‘..
Ha
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_ iU Yi%,
Hiie= ) S ekt

jelolést hasznaljuk, akkor konnyti meggy6zodni, hogy

x;y;=4;,

X y=Au+pir 24

i =Ap—pPir;

ezek az egyenletek szolgalnak a pontok koordinatiinak meg-
hatarozasara; elé6bb azonban p,-t, mely ardnyos a feliilet szin-
gularis vonalanak koordindldival, kell meghatarozni, ez pedig
kovetkezoképen torténik :

LY XY = A;‘_)I; i 1"?/.- = A4
tehat

9
Al'il;_l Af— Ay -

A (24) egyenletrendszer kifejtett alakja:

x y1=A4Ayy Ty Yo=Ap—psr, T Yz=

Ty Yy=Ag +pa, TolYr=Ay y Xy Yy=Agy— s
ntosr, X3Ys=Agtpp, Ty ys=Ayy

B 02 Pt 4

Falli—4

3 U1

Xy =Ag+pu, T Ys=Aptpp, T Ys=Agtpgs,
Xy Yy =Ay—pu

Xy Yy=HAoy— 42

T3 Yy=Ay— 43

2y Yy =Ay
Honnan :

11 T4

A
Lo+ 040
{

A31T031 - 4
y n
13 1043

|

22 Aty
A
)\

Agi— P43 - Ay - Ny
(25)
Ay — 31 Ay— P4
O30 Aoy— pyo

P Ay

ot At Ay
A pontok realis vagy képzetes volta tehat p-t6l figg; minthogy

Q=1
1
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azért o; atloi aldetermindnsai egyenl6 eldjeltiek, tehat

)
Aiidrr — A3,
(4, k=1,2 34
kiejezések eqyenld eldjeliiek. p képzetes pozitiv-, realis negativ
értékitk mellett. Ennélfogva, ha a masodik aldetermindnsok po-
zitivek, akkor a feliilet két képzetes, ha pedig negativek, akkor

két valos pontla degenerdal.

Végiill, ha a masodik dtloi aldetermindnsok is elenyésznelk,
akkor a feliilet, miként a (25) alalt lévd reldacziokbol ldathatjuk,
eqy kétszeres ponlta degeneral.

14. A masodosztalyu feliileteket meghatarozo
feltételekrol.

A masodosztalyu felillet altalanos egyenletében kilencz egy-
mastol fuggetlen konstans fordul el6, tehat az altaldnos masod-
oszlalyu [eliilet meghatdrozdsdra kilencz eqymastol fiiggetlen alkoto
része szitkséges. (Sikok, melyek kozal négy nem megy at egy
ponton; pontok, melyek koziil négy nem fekszik egy sikban ;
pontok és sikok, ha harom pont nem fekszik az adott sikok
valamelyikében, vagy ha harom adott sik talalkozasi pontja
nem esik o6ssze az adott pontok valamelyikével.)

Ha a felulet kupszeletté degeneral, akkor determinansa zérus,
tehat az egyiitthatok kozott van egy relaczio, ennélfogoa a kup-
szeleltnek a térben valé meghatdrozasdra nyolez eqymastol fiiggetlen
alkoto része szitkséges. Ezt a tételt geometriailag -is konnyt
észrevenni; ugyanis a kupszelet sikjanak meghatarozasara ha-
rom-, a kupszeletnek a sikban valé meghatarozasara pedig ot
foltétel sziikséges.

Ha a feliilet két ponita degeneral, akkor eqyenletének konstan-
sai kézoll harom eqymastdl fiiggetlen reldaczio van ; mert kénnyii
kimutatni, hogy ha

=)

és még két mas atléi aldetermindns is null pl.

1 =0_o=0),
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akkor a tobbi atloi aldeterminans is null. Ugyanis a feltételnél

fogva
dyo—=3=a1, =0,
Uon =0y =0 ;
Agottgy+ Agytg,=0),
Ayg09,+Ayg0,,=0.
Honnan

2

Nirel B
AggA oo =Ay oy, (26)

melyet ha
9
O330gq = Uiz,
egyenlettel osziunk

Ay — A3 =0

relacziohoz jutunk, mely azt kovetelné, hogy a masodik alde-
terminansok is eltinjenek ; de mivel ezek fo6ltételiinknél fogva
nem mindnyajan enyésznek el, azért a (26) egyenlet csak ugy
allhat meg, ha pl.
tzy=a3,=0),

de akkor az el6bbi egyenletek masodikanal fogva a, is zérus.

-Kovetkezdleg a két pontta degeneralo masodoszialyt feliilet
meqhatarozdasara hat feltétel sziikséges.

Ha a felulet kétszeres pontta degeneral, akkor egyenletének
konstansai kozott hat relaczié van; ugyanis ha az

A=011=099=0

feltételekhez még hozza vessziuk azt, hogy a;-nek két atloi
aldeterminansa pl.
5 5
AgAy Ay Apdy- "42»1
és ag-nek egy atloi aldeterminansa
92
ApnAy— A,

eltiinik, akkor konnyt kimutatni, hogy minden masodik alde-
termindns szintén eltiinik ; ennélfogva az eqy ketlés pontta de-
generalé masodosztalyu felitlet meghaldarozasara hdarom feltétel

sziikséges.
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15. A feliletek osztalyozasa alkotoik szerint.

Ha a masodosztalya feliilet egyenletét a kanonikus alakba
atvivé transzformaczionak determinansat y-nak nevezziik, a
transzformalt alak determinansat pedig p-nek, akkor miként
ismeretes

i e

Tehdt a feliilet egyenletének determindnsa bdarmily tetraéder-
koordindta-rendszerben ugyanolyan eldjelii.

Ezek utin konnyti lesz megallapitani a kritérinmokat arrs
nézve: vajjon a masodosztalyu feliilletnek vannak-e realis al-
kotoi ?

Legyen ugyanis a masodosztalyu felillet egyenletének kano-
nikus alakja

A >

2 2 2
(U7 - polly + patly + pyuy =0,

Ha a v és w sikokhoz y és z polusok tartoznak, akkor

Y =M1V,

OZ.~=ulv. 3
i l L} 1
ennélfogva :
0 GE—Yr=) = 4ty 00—

)

Ha tehat (v, w), q egyenes polarisat p'-nak nevezziik, akkor

4 P—
PP =it Q. -

Minthogy a felilet alkotéi énmaguknak polarisai, azért, ha
q vonal a felileten van, akkor konjugaltjanak koordinatait
szintén p, =q,, szamok jellemzik, tehat

Y1a = 3 4y Q34 5 Yoz = M "4 914
Y13 = Mo Py Qoy s Yoy = Py 3 913
Q14 = Mo 3 Qo3 5 Y34 = M1 V2 Q12 -

Honnan kovetkezik, hogy
VIS o phy g =
v redlis, ha p positiv, azaz:

Az el nem enyészé determindnsii masodosztalyu feliileteket két
csoportba oszljuk, . m. redlis alkotdjir és képzetes alkotsju felii-
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letekre, a szerinl, a mint determinansuk positiv vaqy negatliv.
A feliiletnek tehat

van redlis alkoldja, ha o =0,

nines realis alkotéja, ha o < 0.

16. A masodosztalyu feliiletek osztalyozasa.

A masodosztalya gorbék fajanak meghatarozasara szolgalo
kritériumok megallapitasat részint, mivel feladatunk korén
kivil esik, részint, mivel a dualitas elvénél fogva a végered-
mények ugyis igen konnyen beldathatok, mell6zom, s csak a
kritéeriumokat mutatom be.

Legyen egyenletiik :

L R ¢ 2
Aquy 4 24 00+ Agolts + 24 31y + 2 Aggtioty + Aggt; =0

és a sik végtelen tavol levé egyenesének egyenlete
Jeloljuk az

7 Aoy Asy Aoy (Air=Aki)

determinans A, eleméhez tartozé determinanst aqg-val; ezen
az alapon a kritériumokat a kovetkez6 tablazatba allithatjuk
0ssze :

I. =0
1. aAg; > 0.
@) oy D s e SN s S D 2 etes el DEzIS
Dlstnss s O S e e e QL OSRE LIS S,
LREREY, PR | N I P B, - BT 10 €
B e 1)) 0 Ak N e MEE e R ara ot
“ = 0.

1. o 4tléi aldeterminansai kozott van positiv.
Két képzeles pont.
2. ¢ alloi aldetermindnsai kozott van negativ.
Két valos pont.
atléi aldeterminansai eltinnek. Egy kélszeres ponl.

=
~
=
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Lassuk ezek utan a masodosztalyt feliletek fajanak meg-

hatarozasara vonatkozo kritériumokat. Az eddig hasznalt jelo-
léseket most is megtartjuk ; az

F=33A u.u

ik™i

(i, k=1,2,3,4)

I

feliiletnek a végtelen tavol fekvé sikkal vald metszési gorbéjé-
nek egyenlete a 9. §. fejtegetései szerint:

a0 Ol ¢ | \ 112
(A Ay—ATY uy + 2 (A A1s—AAyy) Wty +(AgA —Ay)) 1,
+2 (A Ag—AAgy) ugttg+2 (A Agg— Ay Agy) Uollg+

DY l””
+ (AggAgy— Ag) u2=0. (-

Ennek a kupszeletnek determinansa :

9
(AT

atloi aldeterminansai pedig :
oo ey, oAy, epdy.
Legyen el0szor
00,
azaz : feliiletiink valdsagos masodosztalyn feliilet, melynek vég-
telen tavol fekvo kupszeletére nézve a kovetkez6 kritériumokat
irhatjuk fel.

I. A, =0.
1. @ (Ag3Ay- Ail\)ﬁﬂ, 11444 =>0. Képzeles kupszelel.
2, @ (AgAy—A3)>0, o34,<O0. ‘
¢ Valos kupszelel.
8. a(Agd,—A2)=<0. |

1. Ay =0.

A kapszelet atloi aldeterminansai is nullok.
Eqy kétszeres ponl.

Azokat a masodosztalyt feliileteket, melyeknek véglelen ta-
volban fekvé kapszeletiik képzetes, ellipszoidoknak, a melyeké
valos, azokat hiperboloidoknak s a melyeknek végtelen tavol
fekvé kupszeletik egy keltés pontta degeneral, azokat para-
boloidoknak nevezzilk.
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Ha o =0 és a feliiletnek nincs végtelen tavol fekvé pontja,
akkor a feliilet képzetes; mert ha nem volna az, akkor realis
alkotdéi lennének, a mi végtelen tavolfekvé pontokat invol-
valna.

Ha pedig « < 0, akkor a felilet redlis, habar a végtelen tavol-
ban pontjai nincsenek ; ugyanis

F(0001)=A,, ,
F (a1049013044) =041,
tehat

! F(0001) F (040904504 =014,
mivel

a<<0, a4 =10, ‘
azért F(0001) és F(aga90430q,) ellenkezd eldjeltiek, azaz : a feli-
let valos.

A hyperboloidokat és paraboloidokat is alkotéik redlis, vagy
képzetes volta szerint két csoportba osztjuk, ti. m. eqykdpenyii és
kétkopenyii hiperboloidokra ; hiperbolikus és elliptikus parabo-
loidokra.

Ha a elenyészik, akkor a (18") alatt levé egyenlet annak a
két pontnak az egyenlete, melyeket a végtelen tavolban levé
sik a kupszeletbél kimetsz, mivel a (18') determindnsa zérus,
azért atléi aldeterminansai egyenlé el6jeliiek ; tehat ebben az
esetben a kovetkezd kritériumokat irhatjuk fel:

1. auAy >0. Két képzetes pont.
2. a4y, <O. Két valés pont.
3. Ay =0. Eqy kétszeres pont.

Az els6 esetben a felillet ellipszissé, a masodikban hiperbo-
lava, a harmadikban parabolava degeneral. Ugyanezekre a kri-
tériumokra jutottunk volna akkor is, ha a kuapszeletnek a
12. §-ban megallapitott egyenletét vettitk volna kutatasunk
alapjaul. Hatra van még annak az esetnek az eldontése, hogy

ayAy >0
esetben a kupszelet mikor realis; erre nézve a fejezet elején
kozolt, a kupszeletekre vonatkozé kritériumoknak a 12. §.

(23) alatt levo egyenletre valé alkalmazasaval azonnal lathato,
hogy helyesek a kovetkezé kritériumok :
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24144 >0
A, A;";l =(0. Képzetes ellipszis.
AgsAy— Ay <O0. Valos ellipszis.
Azokra az esetekre, mid6én a felillet két pontta, vagy egy
kétszeres pontta degeneral, mar a 12. §-ban megallapitottuk a
kritériumokat. Ezek utan a masodosztalyt felilletek fajat meg-
hatarozo kritériumokat a kovetkezé tablazatban allithatjuk

ossze :
[.. a==0.
A) AySo.
1. a(ApAy—A43) >0, aydy > 0.
(Rp == s R e s et e e zetes ellipszoid.
L W e Yalosellipszoid.

2. a(AgpAy—A3) >0, a4, <0, vagy

a (AgzAyy Ai')- 0.

@hia 00 s e L gy kopeny i hiperboloid.
Ol = On e B e e Ciétiiopeny . hiperboloid.
By =0,
IR S s e e (Hiperbolikus paraboloid.
Qo= R N, T EBlliptikus. paraboloid,
I 0);

Az atloi aldelerminansok kozott van zérustol kiilonbozo,

5
=

leqyen aq = 0.
1. a144 = 0.

@)hide A== A% =0, Gl v Repzetes ellipszis
b) A—l;;:{A“w—A;‘;_l =D)L R VoS ellpsZTs.
o) R e b Hiperbola.
B AR e s L Parabolg.

B) Az elso dtloi aldeterminansok mind elenyésznek.
1. A mé-odik atléi aldeterminansok kozott van positiv
Két képzetes pont.
2. A masodik atloi aldeterminansok kozott van negativ.
Két valés pont.
3. A masodik atloi aldeterminansok mind elenyésznek.
Eqgy kétszeres pont.
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A masodosztalyu feliiletek viszonya a képzetes
gombkorhoz.

Azt a feliletet, melynek minden érinté si

ja egy s ugyan-
azon ponttol egyenlé tavolsagra r van, gombnek nevezziik, ha

xy, Xy, xy-nak nevezziitk a czentrum derékszogli pontkoordina-

tait, uy, uy, uynak a gémb valamely érintd sikjanak koordina-
tait, akkor

a3 2 2 .
r—’(u1 + Uy 4+ Uy ) — (Xylly+Tolly+ Xqlly+ 1)2

Ha koordinatarendszeriink origojat a gémb czentrumaba
helyezzitk és — —- helyett roviden p-et irunk, akkor a gomb
. 3 A | ¢
egyenlete homogén koordinatakban a kovetkezd alakban jele-

nik meg:

92

=0

2 2 2
Illr' 112 t lI:: =l

ennek a végtelen tavolban levé kupszelete :
2 1 el
u; + u; + uz; =0,

mely nem mas mint a képzetes kor egvenlete homogén koor-
dinatakban, s mivel ez a gombre vonatkozik, azért képzetes
gombkdornek nevezzitk. A képzetes kor egyenlete fiiggetlen a
gomb egyenletében el6fordulé konstanstol, tehat minden gomb
atmeqy a képzetes gomblkéron.

Minden sik kérben metszi a gombot, a képzetes gombkort
pedig két képzetes korpontban, melyek a metszési kor képze-
tes korpontjai lesznek; minthogy minden kor dtmegy sikjanak
képzetes korpontjain, azért minden olyan feliilet, mely dtmegy
a képzetes gombkéron : gombfeliilet; mert a gomb sikmetszetei,
miként mar az elemi mértanbol ismeretes, korok.

Miel6tt a képzetes gombkornek a masodosztalyt feliiletek-
hez valo fontos viszonyat tanulmanyoznank, nehany igen fon-
tos tétel megallapitisara van sziikségiink.

A sik mértanbol ismeretes, hogy két egyenes egymasra merdé-
leges, ha harmonikus parok arra a szogpontjukon keresztiil-
mend két egyenesre nézve, melyek a szog sikjanak képzetes
korpontjain mennek at, mas szoval:
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Két eqyenes eqgymadsra merdleges, ha végtelen tavolban levd pont-
jai sikjuk képzeles kiérpontjaira nézve harmonikus pontpdrok.

Ennek a térben a kovetkez6 tétel felel meg:

Két egyenes egymdasra merdleges, ha végtelen tavolban levd
pontjaik a képzeles gémbkorre nézve konjugalt pontok.

Egy egyenes a sikra meréleges, ha az a talppontjan keresz-
tiilmend, a sikban fekvé egyenesek mindegyikére merdleges,
tehat ezeknek végtelen tavol fekvé pontjai a sikra merdleges
egyenes végtelen tavol fekvo pontjaval a képzetes gombkorre
nézve konjugalt pontok; kovetkezoleg:

Valamely egyenes a sikra merdleges, ha az egyenes végtelen
tavolban fekvé pontja a képzeles gémbkirre nézve polusa a sik
véglelen lavolfekvd eqyenesének.

Ebbdl a tételb6l még kovetkezik, hogy:

Két sik eqymasra merdleges, ha véglelen tavolfekvd eqyenesetk
a képzetes gombkérre nézve konjugall polarisok.

Ezek utan mar attérhetink a képzetes gombkornek és a
masodosztalya felileteknek egymashoz valo relaczidjanak tanul-
manyozasara.

Ismeretes, hogy a polartetraéder barmely szogpontjanak po-
larsikja a tetraédernek evvel a szogponttal szemkozt fekvo sikja;
ebbdl kovetkezik, hogy a tetraéder barmely sikja a feliiletb6l
oly kupszeletet metsz ki, melyre nézve az ebben a sikban levé
harom polartetraéder-él polarharomszoget alkot. Az egymasra
nézve konjugdll hdrom datméré véglelen tavolban levd pontjai
tehat a feliilel végtelen tavolban fekvo kiipszeletére nézve poldar-
hdaromszignek a szégponljail képezik, ha ez a polarhdaromszog a
feliilet végtelen tavolfekvd kupszelelénel és a képzetes gombkor-
nek kézos polarharomszége, akkor az eqymdasra nézve konjugalt
harom datméré eqymasra merdéleges; mert barmelyiknek végtelen-
ben levo pontja a képzetes gombkorre nézve polusa a masik
kett6 meghatarozta sik végtelenben levé egyenesének ; azaz: a
masik két atméré végtelenben levdé pontjain atmend egye-
nesnek.

Evvel a masodosztalyu feliilel harom eqymdsra merdleges kon-
Jjugalt atmeérdjének meghatarozasi problemajat visszavezelttitk két
kupszeletnek, t. i. a feliilet végtelenben levd kupszeletének ¢és a
képzeles gombkor, kozos polarharomszégeének meghatdrozasara.




MASODOSZTALYU FELULETEK KORMETSZETEL

A felilletek transzformacziojat késébb ezen az alapon tar-
gyaljuk.

Ha két kupszelet érinti egymast, akkor kozos polarharom-
szogitk hatarozatlan. A jelen esetben az egyik kupszelet min-
dig képzetes, tehat az érintés is csak képzetes pontokban tor-
ténhetik : mivel pedig a kupszeleteket képvisel6 egyenletek
egyutthatéi realisak. azért az érintésnek konjugalt imaginér
pontokban azaz: szétvalasztott pontokban kell torténni. Ebben
az esetben a két kupszelet kozos polarharomszoge minden oly
haromszog, melynek egyik szogpontja az érintési hur polusa,
a masik ketté pedig harmonikus parja az érintési pontoknak ;
ebbdl kovetkezik, hogy az egymasra nézve konjugalt harom
meréleges atméré kozill ecsak az egyik hatarozott, az, mely az
érintési hur polusan megy al, a masik ketté pedig hatirozat-
lan, mivel pedig sikjuk a felilletet oly kupszeletben metszi,
mely a két képzetes korponton is atmegy, azért ez a metszési
idom kor. Az ilyen [eliileteket forgasi feliileteknek nevezziik.

A forgasi feliileteknek tehat az a jellemzd sajdatsaquk, hogy
végtelen tavolban  ekvd kupszeletiik a képzetes gombkért ket
pontban érinti; az érintési hiir polusan dlmend dlmérét forgasi
tengelynek nevezziik; az erre merdleges sikok koroket metszenel
ki a feliiletbél; ugyanis a forgdsi tengelyre meréleges sikok
mind atmennek az érintési htiron, a két érintési pont a sikok
kimetszette kipszeletek pontjai, de ezek képzetes korpontok,
tehat a metszési kupszele'ek korok.

A forgasi feliiletekre vonatkozoé kritériumokat késébb, majd
a feltletek transzformdicziojanal allapitjuk meg.

A gomb keresztill megy a képzetes gombkoron, tehat bar-
mely hiarom egymasra nézve konjugalt oly atmérdje, melyek-
nek végtelen tavolban fekvé pontjai a gombkérre nézve polar-
hiaromszoget alkotnak, egymasra merdleges, tehdl a gomb
eqymasra merdleges konjugalt datmérdinek tripélje teljesen ha-
tarozotlan.

18. A masodosztalyu feliiletek kormetszetei.

Ha a mdsodosztilya felillet végtelenben levé kupszelete a
képzetes gombkort nem érinti, vagy avval nem esik ossze, ak-
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kor négy pontban metszi, ezeken a pontokon keresztiill mennek
a kupszelet kozos hurjai; és azok a sikok, melyek ezeken a
huarokon kerésztill mennek, oly kupszeleteket metszenek ki a
felilletb6l, melyek a képzetes korpontokon atmennek, tehdt azok
korok, ennélfogva: hat parhuzamos sikrendszer létezik, melyek
kéroket metszenek ki a masodosztalyu feliiletbdl.

A paraboloidoknak végtelenben fekvé kupszelete egy kettds
pontta degeneral, azért ezekre a feliiletekre killon vizsgalodast
kell eszkozolniink. Ha a paraboloidok egyenletét pontkoordina-
takban fejezziik ki, akkor végtelen tavolban fekvé kupszeletiikre
nézve

01y 7 20147 -+ 05 +- 2011300, + 2000505+ 13053 =0
egyenletet talaljuk, melynek determinansa
Aya?2=0.
Atloi aldeterminansai pedig a 4. §. IV. relaczidja alapjan
a (AjAy—AT) S0,

tehat a paraboloidnak & végtelenben két reilis, vagy képzetes
egyenese van, a szerint amint « > 0, vagy a < 0.

A paraboloidoknal tehat a harom par hur kézil egy par
osszeesik végtelen tavolban levé alkotdival, az ezeken Atmend
sikok egyeneseket metszenek ki a felillethdl, tehat a paraboloi-
dokon csak néqyféle kirmetszetrendszer van.

Azonban a felillet végtelen tavolban fekvd kupszelete és a
képzetes gombkor metszéspontjai konjugalt képzetes pontok,
tehat a hdrom par hiur kozil csak egy par valds, ennélfogva az
ellipszoidokon és hiperboloidokon kétféle kirmelszetrendszer van.

Az elliplikus parabolodoid végtelen tdavolban levd egyenesei
képzelesek, tehdt a két redlis hir azokkal nem eshetik dssze, ko-
vetkezéleg az elliplikus paraboloidokon szintén van két kor-
rendszer.

A hyperbolikus paraboloidok végtelenben levé alkot6i reali-
sak, tehat ezekkel esik Ossze a két realis hir, ennélfogva a
hiperbolikus paraboloidnak nincsenek koérmetszetei.

Az altalinos polar elméletnek abbdl a tételébsl, mely sze-
rint: az egy egyenesen atmené sikok poélusai szintén egyenes

Sutak : Masodoszt. feliiletek altalanos elmélete. 4
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vonalat irnak le, mely az adottnak polarisa, kovetkezik, hogy
az egy s ugyanazon korrendszert kimelszé pdrhuzamos sikok
pélusai leirta egyenes konjugdlt poldrisa annak a hirnak, me-
Iyen a pdrhuzamos sikok dtmennek. A konjugalt poldris két
pontban szeli at a feliiletet, az ezekhez tartozé poldrsikok, érintd
sikok, tehdl ezekben a pontokban a kér pontta zsugorodik dssze,
miért is ezeket a ponlokat a feliilel korpontjainak nevezziik.

A feliilet kormetszeteinek meghatarozasa ismeretes, azért
csak egy példat mutatok be.

Pl. Az ellipszoidnak véglelen tavolban levd kipszelete kép-
zetes, azért ennek egyenlete, ha az ellipszoidnak egyik polar-

tetraéderére vonatkozlatott egyenletét vessziitk alapul:
« « « 2 « 2
a2u?+ b2us+ c2uz=0;

pont koordinatikban:

@)

a képzetes gombkor egyenlete pontkoordinidtakban :

ra=—()

2 .
3

9
J) .I'I =X

Xy, Xy, x5 alatt derékszogi = koordinidtikat értink, ha polar-
tetraéderiink egyik sikja a végtelen tavolban van s ebben a
sikban fekvé szogpontjai a képzetes gombkorre nézve polar-
haromszoget alkotnak.

Az a) és () kupszeletek 06z0s hurjait, analitikailag

1 1 \ 1 1
([;'—’ l(-' ‘2 [(: ,l::)": 0,
1 Fi i 1 1)\
(,,2 /,_;)11‘(” /)._,]y 0,
1 1 ) 1 B
{,,2 (_)’T‘ (,,2 (.»)‘: 0,

egyenletek képviselik. Ha

akkor csak

( ;)2 29 (]12‘) lf ( (1'2 i })2) 1_; =10

egyenlet képvisel realis alkotokat, tehal a két kérrendszert
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"a2— b2 b2 — ¢2
} - X 4 ‘ 5 x3+p=0

két parhuzamos sikrendszer metszi ki, ezeknek a sikoknak
koordinatai:

9 9 9 9

V a?2— b? V b2— c>
508 st

ap cp
tehat az

a?u?+ b3+ c2ui—uj=0

2 3 1

feliletre vonatkoztatott polusok koordinatai:

aV a®— b? cVb%2—c?
=lan iy o Nl
P I
ezek eleget tesznek az
I 2 2 o2
| 5 .1 : :’ \ ‘1: l“: 0
a? b? c?

egyenlelnek, ha a polus bele esik polarsikjaba, erre nézve
tehat a feltétel a kovelkezo egyenlet :
a2 c2— p2=0),
mely meghatarozza p azon ériékeit, melyek mellett a kor-rend-
| szereket kimetsz6 sikok érinté sikok lesznek, tehat polusaik
érintési pontok, jelen esetben pedig korpontok; ezeknek koor-

dinatai tehat, a szerint a mint

V a?— b? YV b%2—c?
a ¢ ;
vagy

a?— b? /b2 — 2
a l 55 0, ( l Sy ; b
a?—¢? a2 — ¢?
vagy
[ a2— b2 )2 — 2
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19. Két masodosztalyu feltilet egymasra valé vo-
natkozasa.

[. Két masodosztalyt felillelnek egyszeresen végtelen sok
kozos érintd sikja van, melyek szintén egy feliiletet burkolnak
be s ezt lefejthetd felitletnek nevezzitk; oszldlyszamdt megha-
tarozza azon alkolék szama, melyek a tér telszéleges sikjdaval
osszeesnek ; ebbél kovetkezik, hogy két mdsodosztalyn [eliilethez
tartozo lefejthetd feliilet negyedosztdalyn. Ugyanis a tér tetszo-
leges sikja egy-egy kupszeletben metszi a kél masodosztalyt
felilletet, ezeknek a kupszeleteknek négy kozos érintéjilk van,
melyek az értelmezés szerint a lefejthetd feliilet alkotoi.

Legyen adva

> 3 g8 =0
F= 22400, 0=X3Buu,
két masodosztalyu feliilet, akkor
F+ p®d—=0 (1)

feliletek Osszességet, melyet gy nyeriink, hogy p szamara
minden lehet6 valos értéket helyettesitiink, felitletsornak nevez-
ziitk. Minthogy a feliillet minden elemének érinté sikjai kozott
megvannak az alapul szolgalé két felilet kozos érinté  sikjai
is, azért azt mondjuk, hogy a feliilelsor minden tagja eqy s
ugyanazon negyedosztalytt lefejthels felitletbe irt feliilet

A felitletsor elemei kozolt kiilonosen fonlosak azok, melyek
kupszeletté degeneralnak, ezeket meghatarozzak p-nek azon ér-
tékei, melyek eleget tesznek

Ay +pBy A

Ag +pByy A

| Agq+pBs3 A
1+pBy A

19+ pBis Ap+pByy Ay+pByy
log + 2By Ao+ pByy

{pBgy Agq ul),I .

Ad(p)= =

)
oo+ 1Byy A
30+ pB3s Ag:
5 A

oo+ By Ap+pBys Ay -pBy

egyenletnek. Ugyanerre az eqyenletre jutunk akkor is, ha azt
akarjuk meghatarozni, hogy mily feltételeknek kell teljestilni
arra nézve, hogy u® sik pdlusa az egész feliiletsorra nézve ugyanaz
legyen. Nevezziik ugyanis u® polusat az F=0 feliletre nézve
xgrnek, a @=0 feliletre nézve pedig y®-nek, akkor
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2 4 4
B < 0
0y, = 2/). .

A két polus oOsszeesik, ha

(D)

(i)
| o
TS+ py = L

mely foltétel

dp) =10
egyenlethez vezet. Nevezzitk ennek az egyenletnek gyokeit
15 M, M, py-nek, a pi-hez tartozo kupszelet sikjat u®-nek, ak-
kor az eddig elért eredmények utin belathatjuk a kovetkezd

egyenletrendszer helyességét:

D (Ars + piBrs) u’ =0.
‘ :
(r=1, 2, 3, 4)
Ha ezekel az egyenleteket rendre u'’-vel sZorozzuk s az ered-
ményeket osszeadjuk
Q< L P E IS AN Gt
ZZJH e o ¢t 33 Bnrny =0
r S
egyenlethez jutunk, hasonloképen talaljuk, hogy
JQ (@ 1.6 | SN R @ (D
234 u” ul 4 v 22 BT 0.
r S r s

Mivel altalaban foltételezziik, hogy

azeért

azaz: u®, ul sikok a két alapfeliletre, tehat az egész feliiletsorra
nézve is, konjugaltak. Ennélfogva az egyik kupszelet sikjanak
polusa benne van a tébbi hiarom sikjanak mindegyikében ;
azaz:

A feliiletsorhoz tartozo kupszeletek sikjai a feliiletsorra nézve
polartetraédert alkotnak.

Transzformaljuk az F=0 és @#=0 egyenleteket erre a polar-

tetraéderre vonatkozolag.

<
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A pontkoordinatik transzformacziéjara a kovetkezé egyen-
letek szolgalnak :
|
Xi=3 ux,. 2)
s=1
A sikkordinatak transzformalasara szolgalokat pedig kovet-
kez6képen talaljuk: legyen valamely siknak egyenlete az 1j- és
régi koordinata rendszerben rendre:

<

4
_Ellv"‘\f:()~

l

Helyettesitsitk be az elébbi egyenletbe Xi-nek (2) alatt levo
értékeit; ez a miivelet
: : (i
e RRE ) i
}.J 21 “.\‘ (l"ls_ -0
i=1 s=1
egyenlethez vezet, melynek az el6bbivel valo osszehasonlita-
sabol
f i
gunssegy (D) oy o
P == .ZI u U, (2"
l

(s=1, 2,3, 4

egyenletrendszerhez jutunk, mely a sikkoordinatik transzfor-
malasara szolgdl. A transzformaczi6 elvégzése utin, miként
ismeretes F=0 és @#=0 kovetkezd alakban jelennek meg:

F= a,U3+ ayU3+ a3 U:
U

= :"71("1—)+f"2(':::+."):

a,U
B,U

-0 N

Q-1

Amde a (2) alatt definialt koordinata-transzformdiczié nem
egészen hatarozott; mert a kupszeletek sikjainak koordinatai
csak, mint viszonyszamok, ismeretesek, azért a (2') egyenlet-
rendszerben minden vertikalis sor egytitthatoit megszorozhat-
juk egy tetszdleges, de egy s ugyanazon vertikalis sorra nézve
ugyanazon tényezével. Ha ezeket a tényezéket tngy valasztjuk
meg, hogy valamennyi 2 egyenl legyen az egységgel, akkor
két alapfeliiletink egyenlete a kovetkezo alakot veszi fel :

= "llvf+"2lv§+’l:zl':;; f “llv%~ I
o= U4 Uit U+ AR
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Ezekhez az egyenletekhez elvezet6 transformaczi6 formulak-

nak adjuk a kovetkezé alakot:
a4 Uy + BUs+ BaUs+ Fuly, 2"

{

pontkoordinatakban pedig:

2+ 4y (2"

151+ Fasy+
A transzformaczio eszkozlése utan tehat
r2

; 2 ; oo’ 2 7
F+p@® = (ay+p) Ui+ (ag+p) Us+(ag+p2) Us+(ay+ wU;. @3

Ebben a feliiletsorban levé kuipszeleteket megkapjuk. ha p

helyébe 0y, —0s, —as, —a, ertékeket helyettesitink, ennél-
fogva :
=04, Mo=—0, Ug——03, [y=——0y4. 4)

Jeloljuk F+p@-nek a ségi koordinata rendszerre vonatkeozo
determinansat 4 (p)-vel, akkor az egyenletek tanabol ismeretes
tételnél fogva :

4d(p) =B (p—p) (p—po) (p—ps) (e—py),
hol

Ha pedig az 1j koordinata-rendszerben F-+4p@® determinansat
4, (p)-vel jeloljuk, akkora (3") és (4)alatt levo relacziok alapjan :

i — g+ 0 0 0
4@ | 0 —pm+p 0 0
: 0 O “ypku 0
| 0 0 0 —pydp
A transzformaczié determinansa legyen R, akkor
{ d,(w)=R24 (p), (6)
10
| B Pra Bis B
;o g By Bon Bo3 Pos
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Mivel az (5) alapjan

do (1) = (= prg) (pr—119) (p—p13) (pr—pty)
1

B d(p),

azert
. 1 -
RR= —-. (7)
B
Ha d-nak elsé aldeterminansait di-val jeloljiik, akkor F-+ 7
P=0 feliiletnek a réqi koordinata-rendszerre vonalkoztatott eqyen-
lete pontkoordindtdakban :

@ (1) =334, (1) x; 2, (8)

az uj koordinata-rendszerre vonatkoztalolt egyenlele pediqg ponl-
koordinatakban :

-2 : »2)
0o(1r) = (p—t19) (t—p13) (—pr) X1+ (p—py) (u—pg) (12 .H,‘IA\-_,EM)
»9 y2 I \*
W) (p—pr9) (pr—prg) X5+(r—py) (- 19) (p2 //.;;),\]l
Mindenek elétt kimutatjuk, hogy
@) (=R? ¢ (p). (10)

Ha a rovidség kedvéért Ay +pBi: helyett roviden ag-t irunk,
akkor

Ay Qg Q3 gy X4 B B Bsy
Ayy Qg Qg3 Ayy Xy F1a oo P
P R=| ay; az ag; ag x4 Ty Po Py
Ay Qpp Qyg ayy X4 B14 By By
Xy X5 Ty 2, 0O 0 0 0

hol

. - l e} s ) 0
Cite=a"" P+ Qo o+ Az Oy + @y gy, .
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. Q Q /2 } 9

| €11 C12 C13 Cyq X4 b1 P12 P13 O1a U
Y Q & Q o

Cgy Coy Coy Coy Xy Bar Baz Pz Py 0

P RP=| ¢34 C3p Cg3 Cyy T3 O31 P32 Pag P34 0
| Q 2 ) )

‘ C4y Cqp Cq3 Cyq Ty Ou1 Oso Pag Pag O

X X X; X, 0 080 -0" 0 =]

| ay a9 ag3 @y Xq]

| Gy oy Ggy gy Xo
=| gy gy s
Oy Oy O3 Oy X
X X5 X3 X, 0
hol

> Q . 9
Coi (V911 C3i 31

=y 9 | 3 4]
Air=C1i P1k C4i P45 -

Mas részrol kalonos tekintettel a (2'')-ra

1~ B D
2% . u; g, 2 u; 2 gy, g =3 n,‘I}JZ a;r Brs Us
H ;

s
o ‘,,\:_\J‘_J o DI e T T
l. R TN
NI T
\‘ l \4_] is Ui = \’ (.\ \';}J(/.\'.'il. (I.'
i i k
. v <
'Z"i.m,l“_u__;l (/*\I\” U, Uy,
! S N

ebb6l kovetkezik, hogy

Oy g M43 G4 A9

('[“('II) Oy Oy Oss Oy

)
o2 od 5 b/

X
Uy Uay Uy Oy Xy
v

Uyy gy Oyy Oy Xy

X X X3 X, 0

tehat
R2¢ (1) = ¢, (11)-

Ha p helyébe rendre 2, 1y, pq, p-t helyettesitiink, akkor
tekintettel (7), (8) és (9) alatt levé egyenletekre, a kovetkezo

egyenletrendszerhez jutunk :
334y (1) 0 0= (py—112) (r4—p3) (—14) X2 B, )

3344 (1) T 3 =(pro—p11) (pra—p3) (po—p2y) X2 B,
g it (11)
34y (pg) @y =(pt3—121) (t23—p2) (3—14) \' B,

23Uy (prg) i 0= (py—p21) (pg—12) (py—p23) X3 B

1
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egyenletekbdl behelyet-

1k Osszehasonlitasa folytan

egyenletrendszerhez jutunk :

) o e
B (pt—p) (p—p3) (4 1y) Bifpra=4dir(111), ‘
B (po—pty) (po—113) (po—1ty) Pi2Pre=4dir (),
2 &1 8 S = | { (r]]l
B (4”1 114 | Ua—Ilo) (/23 1hy) ','Iv_ -,',..4; II ( N,i i
1)’ “”I ‘Hl,r “”l' ‘rrzr tv//,l ’l/ ) |"r’/\; ,]\1// !
Honnan
_}l 1 \ ‘-’ii‘.”lJ
- /
‘ B(u L) (4 'I/b\_') (14 .”I)
da ()
" IR { ¢
Pki (12
: B (pri—p) (pri—tts) (pi—120) B )
.J,-,_ (1£)
V di; (1) B (pti—pp) (i) (pti—12)

Ha 4;; (i) i-nek minden lehetséges

kor

szOoros gyok ;

valamennyi i (p:)

=0 ; ami csak

értéke mellett zérus, ak-

ugy lehetséges, ha p; tobb-

ugyanis ebben az esetben:

4 (1)
( au ) 7 = 22 By dy. (1£)=0.
= u;
A tobbszoros gyokok létezését egy idére targyaliasunkbol

kizarjuk, tehat ez az eset nem fordulhat el6. Ha azonban mégis

valamelyik 4;i (pi) zérus,

akkor [

kez6 egyenlet szolgal:

A2
i

B (p;

meghatarozasara a kovel-

i (1)

) (1

")

i)

Formulaink hasznavehetetlenekké valnak, ha

ekkor

és

egyszertien F+

B=0

r? helyett @+

az el6bbi eljarast alkalmazzuk.
minansa is zérus, akkor mind a két felilet kupszeletté degene-

vF-t irunk, hol

Ha azonban F=0 deter-
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ral, tehat ugyanolyan feladattal allunk szemben két kupszeletre
nézve, mint allottunk két masodosztalyu felilletre nézve; ebben
az esetben

F+p@=0
feliiletsorban p-nek zérus és végtelen értékeihez kupszeletek
tartoznak, pg-nek masik két értékét pedig

4()=0
»gyenlet hatirozza meg, melyeket ha py és po-nek neveziink
és az F=0 kupszelet sikjat X;=0-, a @#=0 kupszelet sikjat pe-
dig X,=0 sikul valasztjuk, akkor a két kuapszelet egyenlete a

kozos polar tetraéderre vonatkoztatva

F= 0 lvi%ﬂlz ('é‘:#‘ 7 l—l‘
0= Ui+ U+ Uj

alakban jelenik meg, hol «; tetszdleges, mert a négy hataro-
zatlan parameter kozil csak haromnak az értékét kell meg-
allapitani, hogy ¢ egyiitthatéinak mindegyike az egységgel
legyen egyenld. Az elobb kozolt modszerhez teljesen analog
modon talaljuk, hogy

0y P00,

A transzformaczié egyiitthatoinak meghatirozisa szintén

teljesen azonos modon torténik.

1. 4(p) = 0 egyenletnek két gyoke egymdssal eqyenld ; azaz :
P3=4 5
és dix nem mind null.
A 11. §. (21) képlete alapjan :

pyut w=dy. (1),
tehat
3 Ty
0@ (W)=2X3By. dg. (p)=4" (123) =0,
amde
F+ pa0=0

egyenletnél fogva F(x®) szintén eltiinik, ennélfogva u® koz0os
érinté sik; azaz: a kétszeres kupszelet sikja a feliiletsor kozos
érintd sikja; mivel pedig polusa a feliillet-szeletsor minden tag-
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jara nézve ugyanaz s Osszeesik az érintési ponttal, azért a
feliiletek a keltds kipszelet sikjanak a feliiletsorra vonatkoztatott
polusaban erintkeznel.

Ha az érintési pontot Us=0 pontul vdlasztjuk, az érinté sikot
pedig (0, 0, 0, 1) sikul, akkor az alapfelilletek egyenletei

F=22U,U,+ F, (Uy, U,, U,
P=268U, U+ @, (Uy, U,, Uy
alakban jelennek meg, mert (0, 0, 0, 1) sik pélusa csakugyan
U,=0.
A kétszeres kupszelet egyenlete :

BF—ad=f

V._, I/,(//._);i“_

A 2. 8. (4) alatt levé képlete alapjan konnyti meggy6zédni, ‘
hogy az U, =0 ponthdl az F=0 és & =0 felilletekhez huzott |
erintokupok képe az X;=0 sikon rendre: F,=0 és @,=0 kuap-

szelet. Ha tehat az U;= 0 pontot ugy valasztjuk meg, hogy
abbol az F=0 és @0 feliiletekhez vont érintésiknak az X,=0
sikkal valé metszésvonalai oly kupszeleteket burkoljanak be,
melyek kézos polar haromszogének egyik szogpontja U, =0
pont legyen, akkor ennek a polar haromszognek harom szog-
pontja és az U;i=0 pont oly tetraédert hatiroznak meg, mely-
ben mint koordinata-tetraéderben F és @ kovetkezd analitikai
alakban jelennek meg: )
!
.
|

F=2aU,U,+ a, Ui+ ayUs+ a,U

P=28U,U,+B,U3 +B,U3+6,U3

Wi Wi

Ha U, helyett Uj+vUs-t helyetlesitiink és v-t tigy valasztjuk
meg, hogy legyen
28v+ (=0,

akkor @ a kovetkezd alakot veszi fel :
ODITY T7T ) rra ) 72
7/ _24"1 [;l ¢t ‘7]1 1 .'/2( 058

lehat U, pont most @-re nézve a (0,0, 1, 0) sik érintési pontja.
Négy konstanst pl. £, 3, B, ayt a négy hatirozatlan para-
méter alapjan valaszszuk egységiill; F=0 és @ — (0 kanonikus
alakjai tehat:
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F=a,Ui+a,U2+ Us+ 20U, U, ,

0= Ui+ Us+20,U,.
Honnan

> : 9 DD A i
F+4p@= (014 p) Ui+ (ay+p) Us+ Uz+2 (ag+p2) UyU,=O0,
tehat
y=—0y, fo=—0dy, U3 sy

0 0 p—pm 0
(=) (r—pr0) (r—p13)2.
Ennélfogva
4 (//_):’13 (—pry) (21— o) (r—13)%,
és
R24 (p)y=4d, (1)
egyenletek alapjan:
R2B——1.

A (10) kovetkeztében pedig :

i o P g aby
R2E3 Ay (1) 000 =—(p—pto) (p—p13)2X7— (pt—pry) (p—p23)2X5 i

+(p—p2y) (o) Xi—2 (pr—pry) (12 o) (h—ps) X5X, .
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(13)

(14)

(15)

Honnan, ha ¢ helyébe rendre p,, 1, 1., oo értékeket helvet-
/ . 1y M2, M3 L

tesitiink, a kovetkezé egyenlet-rendszerhez jutunk :

2 . » -
Il".—’,‘/‘. (M) ;) =-

« »9

(o) (11— 113)% X7,
« « »9
Redi (119) @0 =—(py—p1y) (pra—15)°X3,
5 9
R2d;. (1g) ;0 (pg—prg) (3—p0) X3,

PR Sy 72 72 ’ X
R222b; 20 =—X1— X5—2X;X, ,

(16)

hol bix B els6 aldeterminansait jeléli; ennek az egyenlet-rend-

szernek a megoldasa tokéletesen gy torténik mint a (11) alatt

levének a megoldasa.

Az érintkezés feltételét még kovetkezdképen is megallapit-

hatjuk :
4 (=0

egyenletnek van kétszeres gyoke, ha

dd (pr)

dy S n=0,
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d (p)-t irjuk a kovetkezd alakba :
d ()y=a+4po+6p2r+ (1361 4+ 1216,
hol B helyett a szimmetria kedvéért g-t irtunk, kilénben
egyiitthatéi az F és @ egyutthatoinak igen kénnyen meghata-
rozhato fuggvényei. 4 (p) =0 egyenletnek tehiat van kétszeres
gyoke, ha egyidejiileg :
ay+3rp +3P 246 =0,

a +30qy p+3y 12+ fFyr=0;

1 eliminalasanak eredménye a kovetkezo

ot By Sy 0y 10
0 a 3oy 3y By =)

0 0 a 3a 3 § ' 173
a 3y 338 0 0 o

0 oy 3r 3 £ 0
00 a 3 36,7

eltiné delerminanshoz vezet, mely az érintkezés feltétele.
Lattuk, hogy a felilletsort Uy =0 pontban (0, 0, 0, 1) sik
érinti és az érintési sikban levd kettés kupszelet egyenlete

BFs-- a®y=0,

az U, =0 pontbol a kupszelethez huzolt érinték a lefejthetd
feliletnek alkotoi, mivel pedig ezek az egyenesek a (0, 0, 0, 1)
sikban is benne vannak, azért kimondhatjuk a tételt: hogy a
feliiletsor kézds érintési pontt érinlé sikja a lefejthetd  feliiletet
abban a két egyenesben érinti, melyek a kizos érinlési pontbol
a keltés kupszelethez vont érintéknek felelnek meg.

Ezek az érinték nem eshelnek ossze, mert kitlonben 4 (p)=0-
nak haromszoros gyoke lenne, a mi foltevésiinkkel ellenkezik.
Ennek bebizonyitasiat kovetkezoképen eszkozoljik : legyen
F, 1_\3 l} 1://,. U U,

i

— 3 g0 TIT]
by=2 :,Iﬂfl.( iUg -
1 N

Az U,=0 pontbdl a kettés kupszelethez vont érintdk érin-
tési pontjainak egyenlete tehat

oo

) 12 ( TrY
(Bayy—apyy) Ui+2 (Bag—afyy) UyUs+(Bom—afy) Us=0.
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A két érinté oOsszeesik, ha ennek az egyenletnek a diszkri-
minansa zérus, azaz:
too— fo0) (Fity3— 0311)— (Btyo— afl15)?>=0.

Mas részrol

) e
¢ 1 1 '/;7~) )9 (/99
R24 (11)= /1 WELIR el | e ik s
2 /) D

. /A ’ o
Mivel pu= , csak kétszeres gyoke a 4 (1)=0 egyenletnek,

azért a fontebb folirt diszkriminans nem lehet zérus, minthogy
3 . . o . 74 ,
ekkor, miként az utobbi egyenletink mutatja, > haromszo-
! 3

ros gyok lenne.

1. py hdaromszores gyik, py pediq egyszeres gyik és di (1)
nem mind null.

A haromszoros kupszelet sikja a lefejtheld feliilelel eqy eqye-
nesben (IL.) érinti és a feliiletsor lagjai a hdromszoros kipszelet
sikjanak polusaban érintkeznek ; az érintkezésnek ezt a kiilonos
[ajat staczionér érintkezésnek nevezziik.

Legyen a haromszoros kupszelet sikja koordinata-rendsze-
ritnk (0, 0, 0, 1) sikja, az érintési pont pedig U,=0; a jelen
esetben a feliiletsor mindkét kapszelete atmegy ezen a ponton.
A haromszoros kupszelelnek ehhez a ponthoz tartozo érintdje
az az egyenes, melyben a lefejtheté feltiletet a haromszoros
kupszelet sikja érinti, ebben az egyenesben valaszszuk az U;=0
pontot tgy, hogy abbol a haromszoros kupszelethez vont ma-
sik érintonek érintési pontja Osszeessék avval a pontlal, mely-
ben az egyszeres és a haromszoros kupszelet sikjanak metszés-
vonala a haromszoros kupszeletet az U,= (0 ponton Kkivil
metszi; ezt a pontot pedig valaszszuk koordinata-rendszeriink
U,=0 pontjaul, ennélfogva :

F+py @=aU3i+2aU,U, ;

az egyszeres kupszelet sikjanak koordinatai pedig (1, 0, 0, 0);

s minthogy (U,, U,) egyenes a kiipszeletet érinti, azért
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F+ py 0=28U,U, + b,U3+ by U3+2b,U, U, ,

2
5

mert az (1, 0, 0, 0) sikban (U,, U;, U,) koordinata haromszogre
vonatkoztatott (0, 0. 1) egyenesnek polusa

U=

Ha U, helyett U,+AU,-t helyettesitink, és A-t ugy valasztjuk
i . i 2 ) 8.
meg, hogy legven
284+ by=0,
akkor
. . rory 2 rry
F+p @=28U,U,+ bsU5+2b,U,U, .
’ S | G T
(tty— o) F=ap, UT+2 (apry—Dby pro) UyUs—by pry Us—28pUs U, .
2 P Trr 12 ¢ T
(pty—ptn) P=—-aUi+2 (by—a) UyUs+byUs+28U,U; .
Ha Ui-t megfeleld tényezdvel gy valtoztatjuk, hogy legyen
o - O A O O

a=ap—by py=by=F=p—ps,

akkor

v r2 r2 I T Y ¢ T T
F—=—-pu, U{—ps (U34+20,U) +20,U;,

. 2 . ¢ [) O vy rr 12 orr
o= U342 24 LU+ U +-20.U; .
By—a, '

Amde a koordinata-rendszert mindig megvalaszthatjuk ugy,
hogy legyen a=1, ekkor
ap—Dby po=p— s

egyenlet teljesiil, ha
a=b=1;

kovetkezoleg F és ¢ kanonikus alakjai :

F=—p,Ui—p, (U34+-20,U,) + 20,03,

e L 2l | (18)
e Ui+ Us+-20,U; . [ :

Fotp=(p—p) Ui+ (p—pty) (Us+205U) +20, 0
Tehat

4 (‘U_) =B (p- }”’l) (1 !,2)3\

li'3_](‘u,) = J“ (),

p—tq 0 0 0

dy () = 3 P —(p—p) (pr—po)?
0 p—py 0 0

relaczioknal fogva :
R2B=1.
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Tovabba :
TS a 2 9D
R2Z2dy (1) g ep=—(p—11)3 Xi—  (p—pry) (pt—po)2 X3
»9 « > »
—(p—p1) Xi—2 (p—p) (p—p)2 XX, b (19)
—2 (p—py) (1—p) XX, .

A transzformaczio egyitthatéinak meghatirozasara szolgalo
egyenletek tehat :

R233 4y (1) 00 =— (py—p0)3 X3,
RA2345. (1) ¢ a0p= (—p) X3, (20)
RA23 4y () x; 0 =—X,—2 (po—p) X5X, o

R2X3 45 (o) @ 2 =—2 (py—pty) (X +2X,X,)—4X,X, .

IV. Két kétszeres qyok py és p, fordul eld és Ay, eqyik mellett
sem mind null.

A két kétszeres kipszelet sikjainak poélusaiban az dsszes felii-
letek egymast érintik, az érinté sikok a kipszelelek sikjai. Ha
tehat az egyik kupszeletet roviden a-nak, a masikat b-nek,
sikjaikat rendre A és B-nek nevezziik ; érintési pontjaikat pedig
U =0 és Uy=10 egyenletekkel képviseljitk, akkor kimondott
tételink alapjan (4, B) egyenes mindkét kupszeletet érinti és
pedig az a-t Uy=0, a b-t pedig U;=0 pontban ; masrészt (4, B)
egyenes a feliiletsor érintje, de mivel kimutattuk, hogy két
helyen is érint, azért a feliiletsoron van, de ekkor az (A. B)
egyenesen atmené minden sik érinté sikja a feliletsornak.
ennélfogva a lefejthet6 feliilet egy oly sikcsomora, melynek ten-
gelye a kétszeres kupszeletek sikjainak metszésvonala, és egy
harmadosztalya lefejthetd feliiletre oszlik, ez utébbit a sik-
csomo tengelye U;=0 és U,—=0 pontokban dofi at.

A koordinata-tetraédert mindig megvalaszthatjuk ugy, hogy
legyen

O=2U,U,+ 20,0, .

Az F+py @=0 kupszelet sikja legyen a tetraéder (0, 1, 0, 0)
sikja az F+p, #=0 kipszeleté pedig a (0, 0, 0, 1) sik.

Az els6é kupszelet egyenlete tehat, mivel (U3, U)) érintdje

5 TR0 g
F+py @=a,U3 203U, U+ a3 Uz + 243, U, U, ,
ennélfogva

Sutak : Masodoszt. feliletek dltalanos elmélete. 5
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o R I T 2 o TTTT. 19 ( ' T
¥ =0,U7+ 203U, Uy + 03 Us—20, Uy Uy + 2 (34— p1y) UsUy
. S ey 50 e . e
F+py @=0,Ui+ 20U Us+ 03Uz +2 (py—1y) U Us+

+2 (ag4+po—p1) U3Uy

mivel ebben az egyenletben U; nem fordulhat eld, azért
’/"H:.”'l /’.2 .

A két érintd sik meghatarozasanal fellépé két hatarozatlan

paramétert megvalaszthatjuk mindig ugy, hogy legyen
a=az—1.

Ha azutan U, helyett U, + vUj-et és U, helyett U, —vUs-t
irunk, ezaltal @ alakja nem valtozik és ha v-t tigy valasztjuk
meg, hogy legyen

a3+ (M 15)=0,
akkor az alapfeliiletek egyenletének kanonikus alakjai:
. ‘ T TY ¢ o 9 9
F=-—2p,U,U,—211,U;U,+ Ui+ Us, |
P U Ug— 2o Ug Uy i 3 (1)
o= 2 UU,+2 UU,. |

A transzformaczio véghezvilelére szolgalo egyenletek :

y / 9/
R2 (1) ; = (pt—pq)° (—a)5

R?B=1
R23 34, (1) @; e =—(po— I 12/ j (pty— )2 \]) ’
2 (s ) (pra—12)* X1 Xy (22)
2 ( 5% ‘uw (/44 ‘,,)L’ \\! . 1
[\’2::_],-1. (1) ;0= (19— 14 )2
R2X2y. (1) @ g 2 (p—110) X (pa—21)2 X1 Xy, 5
R2334;. (1) x; Xp= (21~ to)? \—l’ i (23)

R23345. (po) i Xy, 2 (pro— 1) X3+2 (py—122)* X3X; -
V. 11, négyszeres qyok és dix (1) nem mind null.
Ez az eset a III. ama kiillonos esetének felel meg, midén az

egyszeres kupszelet osszeesik a haromszoros kupszelettel, tehat
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a feliilelsor tagjai eqy pontban érintkeznek ; a kiézos érintésik, a
négyszeres kupszelet sikja, a lefejtheté feliiletet eqy egyenesben
érinti; amde ez az egyenes, ha jelen esetiinket a IV. limese-
ként fogjuk fel, nem mas, mint a két végtelen kozel esd érin-
tési ponton atmend érintd, tehat a felilletsoron is rajta van;
ennélfogva a lefejthetd feliilet eqy harmadoszlalyn lefejtheto felii-
letté ¢és egy oly sikcsomovd degenerdl, melynelk lengelye rajta
van a lefejtheld feliileten.

Legyen U;=0 a kozos érintési pont; (U, U,) a kozos alkoto
és (0, 0, 0, 1) az érintésik, mely a @=0 feliletet az (U;, U,)
alkoton kiviill még egy masik alkotoban is metszi, melynek a
kupszelettel valo metszéspontjiat vegyitk koordinata-rendszeriink
U3=0 pontjaul; az U,=0 pontot pedig a feliletsor kozds
alkotojan vilaszszuk meg ugy, hogv (U,, U,) a kupszelet érin-
toje legyen, tehat U; és Ust egy alkalmas konstanssal megszo-
rozhatjuk mindig tgy, hogy legyen

F+ 1, 0=2U, U, + U3.

Ha a koordindta-tetraéder U; =0 pontjaul azt a

pontot
valasztjuk, melyben az (U,, U.) egyenesen atmené sik a @ =0
feliiletet érinti, akkor Uit mindig megszorozhatjuk egy alkal-
mas konstanssal gy, hogy legyen

?=2U,U,+2U,U, ,
ennelfogva az alapleliiletek kanonikus egyenletei :

. 2.”|‘('1['|*(Vzlv::"‘[':__:‘gl](':w’
o= 2U,U,+2U,U, . | i

A transzformaczio eszkozlésére szolgald formulak pedig :

R24 (1) i, (pt—111)",
: - e ¢y 0 0O
ity 0 0 0
R’B=—1
Ix)‘-'.l'.).J”‘ (©) x; x4, \]‘ = {pces it

2 (p—y)8 Xo X4 & 2 X.X (24
) ™" 243 J )
F2 (p—pq) XX,
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»9

R2334,. (1) x; 0,=—X7,
R334y (p) xi20=  2XeX,,
R334}, (1) x; p=—2X34+4X,X, ,

R2334% (1) @ =12 (X; X+ X5X5)=R%622By;. x; xp, .

(25)

VI. py kétszeres qyok és di (p5)=0. Ekkor
F+ps @=0
két pontta degeneral, s mivel az F=0 és @ =0 kozos érintd
sikjai mind atmennek ezen pontpar valamelyikén, azért a
lefejthetd feliilet ket kuppa degenerdl, melyeknek csticsa ésszeesik
a feliiletsorban eldfordulo kétszeres pontpdrral ; a felilletsorban
levé két
F+4p @=0, F+p, @=0

kupszeleten szintén at kell menni a lefejtheté felilletnek, tehat

ezek a két kup metszésvonalat képezik. A kupszelelek, mint-
hogy egy s ugyanazon kupfeliilleten rajta vannak, — sikjaik

metszésvonaldban két helyen talalkoznak, ezekben a taldlkozdsi
pontokban a feliiletek egymast érintik s az érinté sikok a kél
kip kozos érinté sikjai lesznek. A 1I. szerint ugyanis a kétszeres
kupszelet sikjanak poélusaban a felilletek egymast érintik;
amde a jelen esetben a kétszeres kupszelet pontparra degene-
ral, ennélfogva a kozos érinté sik hatarozatlan; de megfon-
tolva azt, hogy a két kupszelet talalkozasi pontjainak polar-
sikjai a kupszeletek talalkozasi pontjaihoz tartozé kozos érinté-
sikokkal oOsszeesnek, azért ezek a sikok a feliiletsort egy s
ugyanazon pontban érintik, mert a feliilletsorra vonatkoztatott
polusaikon atmennek, ezek pedig oOsszeesnek a kupszeletek ta-
lalkozasi pontjaival.

Azon tételeknél fogva: hogy valamely sik pdlusa a kup-
szeletre nézve a kupszelet sikjaba; a pontparra nézve pedig a
pontpart 6sszekoté egyenes azon pontjaval esik 6ssze, mely a
pontparra nézve harmonikus parja annak a pontnak, melyben
a sik a pontpar 0Osszekoté egyenesét metszi; és hogy a jelen
esetben a két kupszelet sikjanak polusa a feliilletsor minden
elemére ugyanaz-, megallapitottnak tekinthetjilk a kovetkezd
tételt: A keét kupszelet sikja a pontpar osszekélé egyenesét a
ponipdrra nézve harmonikus pontparban melszi.
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\'z'l]us’/,szuk a kupszeletek sikjait koordinata-rendszeriink
(1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, 0) sikjaiul; a két kiap kozos érintésik-
jahoz két l(*lsz(ilogvs harmonikus sikpart pedig (0, 0, 1, 0),
(0, 0, 0, 1) sikokul, akkor azok az egész feliilletsorra nézve
konjugaltak, mert a két kup kozos érinté sikja a felilletek
érintkezési pontjaihoz tartozo érint6-sikok.

Az ily modon kivdlasztott néqy stk a feliiletsorra nézve polar-
tetraédert alkot. A jelen esetben tehat a kozos polar-tetraéder nem
lehetetlen, hanem hatarozatlan. A feliletek analitikai alakja
ebben a polar-tetraéderben, mint koordinata-tetraéderben, kovet-

kez6képen jelenik meg:

F=—p, ('%f”)('%f ps ( (U3+ Ud), |

(26)
ge= Ui« UR + U3 [

A transzformaczio-formulak pedig:
| p—py O 0 0
R24 ()= b Y a = (p—1t1) (t—pt9) (pt—p12)2
: i) 0 p—py O T St R R
0 0 0 p—py
R2B=—1;

R2334,. (1) ;= (pt—23)2 [(p—10) X3+ (t—p2)) X 2]

(27)
+ (p——p1y) (p—p) (pt—p13) (4 3—}— X 1)
R3Z5 4y (1) @ cp=(py—pt5) (ty—pa)2 X3, ‘
R233 4y, (1) i 3= (pto— 121) (1to— p13)% X3, (28)

R233 4y, (p1s) s 1= (ps—1q) (ps— p20) [X3 + X3).

£z a harom egyenlet elégséges, mert az X; és X, sikok

egyikét-az X; és X, sikok poélusait 0sszekotd egyenesen keresz-

tial tetszolegesen valaszthatjuk, mig a masiknak harmonikus
parjanak kell lenni a két érinté sikra nézve.

VII. 1, hdromszoros qyok, 1y eqyszeres qyok és dix (15)=0.

Ez az eset a harmadikbol ugy jon létre, hogy az ott harom-
szorosan szamitott kupszelet két pontta degeneral, fehat a
lefejthetd feliilet két kupbol all, melyeknek csucsai a harom-
szorosan szamitott pontparral esnek o6ssze ; és mivel a feliiletek
meég staczionér érintkeznek, azaz: a lefejthet6 feltiletet az
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érintkezési ponthoz lartozo érintd sik egy kétszeres egyenesben
érinti, azért a kipok a hdromszoros ponipdrt ésszekitd eqyenes-
ben érintkeznek, ezen az egyenesen van az érintési pont U;=0,
melynek, ha a pontparra vonatkozé konjugaltjat koordinata-
tetraéderiink U;=0 pontjaul valasztjuk, akkor

Fip O=alU2+bU3.

Ha a staczionér érintd sikot ©,0,0,1), az F4+ @ =0
kuapszelet sikjat pedig (1, 0, 0, 0) sikul valasztjuk, és mivel a
kupszelet szintén atmegy az U, =0 ponton és a staczionér
érinté sik ebben a pontban érinti, azért az (X,, X,) egyenes a
kupszeletet érinti; ha ebben az egyenesben veszsziik fel koor-
dinata-tetraéderiink U,=0 pontjat és az U,=0 pontul a kup-

szelet sikjanak egy telszéleges pontjat valasztjuk, akkor
- 2 v vy e rrr
F+py 9=0,U5+ 205Uy Uy + 0y Us + 20, Uy U .

Kovetkezoleg :
e 9 ) 6 e r2
(—0) F=apmUi—ay pyUs—2095 11y Uy U+ (124 b— 119 113) U3
2034 U3 Uy

r2 3 e rr Ty N rrY
(ta—py) ¢=aUi—ayUs—2a5,U,Us+ (b —ay) Us—20,,U, U, .
Mivel mindig szabad b és a,-t az egységgel tenni egyenlove,
azért, ha ezt teszszilk és azonkiviil U, helyett U,+ Ut irunk
ugy, hogy legyen
o+ t3q 7=0;
s végul Uy, U, és Ut alkalmas konstanssal gy szorozzuk meg,
hogy legyen
A= — 0y = — llgy = |1y s
akkor az alapfeliiletek egyenleteit kovetkez6 alakba irhatjuk :
) 2 aTr IT r2
F 1 U7 r‘uztl.‘,%—ll;,,l,)‘(:,..‘

@ 2+ 24 20U, |

(29)

A transzformaczio meghatarozasara szolgald egvenletek :

1ty -0 () 0

R24 (p) B = — (2 — ) (£ — 119)3,

i
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REZ24,,. (1) x; 20, = (e ‘flz‘):"‘\"f — (p—py) (r—p10)? \ o
+ (= pq) (t—p1) \': 2 (p—p) (p—119)2X5 X4 ’ 8
R334, (1) T, 2, =— (4 12)2X3, [
R2324;, (py) Ty, =— (pa—4) o | (31)
R334} (1) 2, 2, =—2(pto— 1) (A\'i SR R AR

Ez a harom egyenlet a transzformaczié meghatirozasara
azon hatarozatlansagnal fogva, mely abban nyilvanul, hogy
koordinatatetraéderiink egyik szogpontjat a kupszelet sikjaban,
a masikat pedig a kupszelet sikjanak és a staczionér érintd
sik metszésvonaliaban tetszélegesen valaszthatjuk, elégséges.
Tehat haromszorosan végtelen sok olyan transzformaczi6é van,
mely a (29) alatt levé kanonikus alakokhoz elvezet.

VIIL. gy és py kélszeres qyokok és dig (prq) = 0.

Az egyik kupszelet két pontta, a lefejtheté felilet tehat két
kippa degeneral ; de mivel a IV. szerint egy sikesomd is kivalik,
A lefejthetd feliilet tehdt két sikcsomdvd és egy kippd degeneral,
a kap csticsa és a sikesomok tengelyeinek a talalkozdsi pontja

azért a jelen esetben még egy sikesomonak kell Kkivalni.

dosszeesik a feliiletsor ponlpdrjaval. Minthogy a lefejthetd felilet
sikjai a felilletsor minden tagjat érintik, azért a sikcsomok ten-
gelyei rajta vannak a felitletsoron ¢és az F+p3@=0 kuipszeletel
érintik, tehat ennek sikja a feliiletsort a sikcsomdk tengelyeinek
taldlkozasi pontjaban érinti.

Legyenek U;=—0 és U;=0 a pontpart 6sszekotoé egyenes egyen-
letei és U, a sikesomok tengelyeinek taldlkozasi pontja, tehat
F+ p, @ =Us; (B3Us+26,U,)).

Ha az F+4py@=0 kuapszelet sikjaban az U; és U, pontokat
ugy valasztjuk meg, hogy azok Us-al a kupszeletre nézve polar-
haromszoget alkossanak, akkor

r2

o 2 92
F+p@=a, Ui+ 0, Us+-a3 U3
ennélfogva
S 9 9 , ~ T2 - SC—
(1) F = pyoq Ui+ oy U+ (05— 11385) U — 2138, U Uy,

; 4 : 9 2 9 y wr
(1—pty) 9= -, U — a, Us—(a3—P3) U3+8,UsU;.
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Megvalaszthatjuk elére a koordinata-szégpontokat gy, hogy
legyen

Pe =0

ag —

5

azutan, ha a;U;=g,U; helyett Ust irunk és U, U,, Ut alkal-

)

mas tényezével megszorozzuk 1gy, hogy legyen

s N L
W = 0 T O e

akkor

F=—p, 1;(’?4.-('3) = 2,”-:;1':£lvl+lv.‘l_;' l
141 (32)
D= Ui +Us+20,U; . [

A transzformaczio meghatarozasara szolgalé formuldk :

R4 (p) = i =—(p—p1)? (t—p3)%

0 0 p—ps O

RB=—1,
R2334, (1) 0, =— (p—prq) (p—pr) [(—13) (.\'f +‘\'§> F2(p—p) XX, ]
+ (p—p9)>- j (33)
R334, () x; 20, = (pr3—120)2 \f : ‘
R334, () 0, = — 2 (pg—p2)2 Xy X, + 2 (g—py) X3, L (34)
R2224, (1) 2,2, = - ()% (X5 + X:::). \

Harom egyenlet a transzformaczié egyenleteinek meghatiro-
zasara elég; mert a jelen esetben ismét tetszdlegesség 1ép fel ;
ugyanis U;=0 a pontpar tengelyén, U;=0 pedig U,=0-nak a

kupszeletre vonatkoztatott polarisan tetszélegesen vialaszthato.

IX. py és pg kétszeres qyokok és di(pey)= Air(19)=0.

Ebben az esetben mind a két kétszeres kipszelet pontparra
degenerdl s minthogy a lefejthetd felillet minden sikja a két
pontpar egy-egy pontjan egyidejiileg atmegy, azért a lefejthetd
felillet négy sikcsomovd degenerdl, melyeknek tengelyei rajta van-
nak a feliiletsoron s eqy néqysziget alkotnak. A felilletsor alta-
lanos egyenlete tehat :

. F4p®=aUUs+bUsUs.
Legyen
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v e 72 72
F+m® = a3Us+a, Uy,
s 2 12
F+p3@ = a,U ; +ay 5
honnan
TEL 2 794 ) 112 r
(—p3) F= py (Ui + aoU3) — pg (a3 U+ ayl s

X 9 9 2 12
(—o) @ = — aqUi—a,Us+a.Us+a,Us .
S 1Ui—apUa+agUz+a Uy
A konstans szorzok alkalmas megvalasztasaval tehat

F= - p, (Ui+ U3 — p3 (U3+UD, | (35)
VE Ui+ Us+ U3+ U3, | a8

A transzformacziot eszkozlé formulak :

it i 2
= (p—p1)? (t—p13)%

( ]
R24 (1) = St

0 0 0 p—pu
eBi= 1
R334y (1) a0, =(pr—pry) (p—ptg) [(p—p1s) (XT+ X3) + |

k i (36)
(p—py) X5+ X9 5 l

RAZSAY (o) 20y 0y = (p0r—pte)® (X7 + X3, l B
¢ : (37)

R23 54y (pg) 1 005 = (pg—p2)2 (X3 + XD). J

E két egyenlet elégséges a transzformaczio egyiitthatoinak
meghatarozasara ama tetszllegességnél fogva, mely szerint:
koordinata-tetraéderiink szogpontjai koziil kettét a pontparokat
0sszekoté egyeneseken tetszés szerint valaszthatunk meg.

X. py négyszeres qyok di: (11)=0; de Jdix (1) és a masodik al-
determinansok nem mind nullok.

A feliiletsorban el6fordul egy négyszeres pontpar, ezeknek a
lefejthet6 feliiletben megfelel két kap; de az egyik a VIII sze-
rint két sikesomodva degeneral, melyeknek tengelyei a pontpar
egyikében talalkoznak ; és mivel a VII. szerint a lefejthet6 feli-
letet alkoté két kup egy egyenesben érintkezik, azért a jelen
esetben, hogy ez az érintkezés létrej6jjon, a két sikcsomo ten-
gelyeinek a kip valamelyik érintdsikjaba kell esni; mert a két
sikesomo egyidejtileg csak ekkor érintheti a kapot.
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Legyen U,=0 a tengelyek taldlkozasi pontjanak, U;=0 a kip
csucsanak egyenlete, tehat
F4+p,0=20,U,
Minthogy U,=0 pontban a felilletek érintkeznek, azért ha
érinté sikul a (0, 0, 0, 1) sikot valasztjuk, akkor
P 1 T 2 TAT Tt g
- 'l.l)”l 1-t —)7)|~)l ( T '}‘)A)( 2+_)"I)]:;( ll;;*}’_)
+243,,U,U. (,,U

Ha az U;=0 pontot a (0,0, 0, 1) sikban tgy valasztjuk meg,
hogy (U;, U,) egyenes (U,, (;;Hmk harmonikus parja legyen a
sikesomo két tengelyére nézve, akkor a (0,0, 1,0) és (1,0, 0, 0)
sikok a @=0 feliiletre nézve konjugaltak, a mi csak gy lehet-
séges, ha f3—=0. Ha @-hez az (U;, U,) egyenesen vont érintd-
sikot (0,1, 0,0) sikul valasztjuk és U,=0 pontul az érintési pon-
tot vessziik, akkor
B=0, Pi=PFu=0.

Kovetkezoleg :

+20,U)+20,U;, |

g (l |+1 a5
+ U3 +20,U, . | ‘

@ =

wie w l-

Mivel az (U, U,) egyenesen, az U; pont hatarozatlan, azért
ez a transzformaczio hatarozatlan; az eszkozlésére szolgalé for-
mulak :

R24 (1) = A (p—p 4,
; 0 b p—tr 10 S
O p—n 0 0
R2B=——1.
R2X X4y (1) 2 20, = — (2  (X3+X3+2X,X,) |
J (39)
— 2 (p—y )2.\';;‘\'I (r—py) X5 |
R34, (n) 2 = — X3, ‘
R4y (1) 0y = — 4X,X,, (40)

RS (1) 20 = — 6 (X2 ﬁ,,\';-;+2,\i_,,\">.l
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XI1. py négyszeres quyok, di(pr)=0, dix(1)=0; azonban a maso-
dik aldeterminansok nem mind tiinnek el.

A IX. szerint a lefejtheté feliilet négy sikesomoba degeneral ;
de mivel a X. szerint a feliletsorban levé pontpar egyikéhez
tartozo lefejthetd feliilet a masikéhoz tartozot érinti, a mi a
jelen esetben csak tigy lehetséges, ha az egyik par sikesomobol
az egyik a masik par egyikével oly kettés sikesomova egyesil,
melynek tengelyét a pontpart osszekotd egyenes képezi, azért
a lefejthetd feliilet eqy kétszeres sikcsomova és kél eqyszeres sik-
csomova degenerdal ; az utobbinak tengelyei az el6bbi tengelyét
a felilletsorhoz tartozé pontparban metszik. Mivel a sikesomok
tengelyei rajta vannak a feliiletsoron is, azért az egyszeres sik-
csomok tengelyei, minthogy a feliiletsor egy és ugyanazon
alkotojat metszik, ugyanolyan faji alkotok, tehdl nem melszik
egymast. A kétszeres sikcsomod tengelyében a felilletek érint-
keznek, mert ez az egyenes ugy foghato fel (IX), mint a feliilet-
sornak két egymashoz végtelen kozel es6é kozos alkotdja.

A pontpart 6sszekotoé egyenes két, a pontparhoz harmonikus
pontjanak egyenlete legyen U;=0 és U;=0, tehat

Y, r2
F+pmb=aUi+p

Ha pedig U,=0 és Ui=0 pontokat ugy valasztjuk meg, hogy
Uy, Uy és (U,, U;) a @?=0 feliilet alkotdi legyenek, és ha
(Uy, U)) a feliletnek az (U;, U,)-t nem metsz6 alkotoja, akkor

O=2aU,U,+2bU,U,
ennélfogva :
F= 20y (U,Uy+ U Uy + Ut + U3, E (41)
V2 20,U,+2U03U, . j

A tetszblegesség a kovetkezOkben nyilvanul: U;=0 pontul
a pontpart 0Osszekoté egyenes barmely pontjat valaszthatjuk
U;=0 evvel mar meg van hatarozva. U,=0 az U;=0 pontbdl
kiindulo masik alkoté barmely pontja lehet; az U,=0 ponton
atmend, az (U,, Uy-t61 kialonbozé faji alkotonak az a pontja
lesz Uy=0 pont, melyet az U;=0 ponton atmend (U;, Us-tol
kiillonb6z6 faju alkotd bel6le kimetsz, a metszés létrejon, mert
Uy, Uy és (Uy, Uy nem egyenld faju alkotok.

A transzformaczio eszkozlésére szolgalo formulak :
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1 p—p O 0
r—pry 0 0 0

PG g ogel ppy | T VT rt,
| 0 O pg—p 0
R°B=—1 ;
R334, ()i i—=—(py—p)3 X, Xo + 2X: X, ) —(pi— )2 (X3 + XD);  (42)
REZAY () 20 = — 2 (X34+-XD), |

s L ey CE S (43)
R334y () 0 = 12 (X, X+ Xo X)). | /

XII. py egyszeres quyok; p, haromszoros qyok és 4 (u)-nek elsé
¢és masodik aldeterminansai mind eltiinnek.

A feliiletsorban van egy kupszelet és egy haromszoros kettos
pont. A VII. két kupja tehat egygyé huzodik oOssze, ennélfogva
a kupszeleten hatarozatlan lesz az a pont, melyben a feliletek
érintkeznek, tehat a feltletsor tagjai a feliiletsorhoz tartozé kiip-
szeletben érintkeznek.

Legyen a haromszoros kettés pont egyenlete U;=0, akkor,
ha U,, Uy, U; a kapszelet sikjaban a kupszeletre nézve polar-
haromszoget alkotnak, konnyli meggy6z6dni, hogy F és @ ka-
nonikus alakjai :

(44)

tehat:

R24 () = N = (p-—py) (t—p0)3,
0 0 0 p u.‘,]
ReB=1:
5 T ¢ L e »9 9 »9 >
R2E 24y (1) o= (p— )3 X T+ (p—pr0)2(p—p21) (X5+ X5+ X3);  (45)
5 e « 9
R2X2'dy. (1) ¢ 20 = (p2—p0)3X7
; , : (46)
O XX 41/ s »9 ) »9 /
RESSAY, (o) ;0 = 2 (pa—pty) (X2+ X2+ X2). |
A transzlormdaczional fellépé tetszdlegességet az eset egy-

szertisége folytan konnyt belatni.
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XIII. gy négyszeres gqyok és 4 (p,) elsé és madsodik aldetermi-
ndansai és eltiinnek.

A felilletsorban van egy négyszeres kettés pont. A XI. sze-
rint most a masik par sikcsomo is egyesiil, tehat a lefejthetd
feliilel eqy par kélszeres sikcsomova degenerdl, melynek tenyelyei-
ben a feliiletek egymast érintik; és a tengelyek sikja a kézos
érintosik ; a tengelyek talalkozasi pontja pedig a négyszeres
kettés pont, melynek egyenlete legyen U3=0.Ha U;=0 és Uy—0
pontok a sikcsomo tengelyeihez harmonikus egyenesekben van-
nak, s ha az (U;, U, egyenesen atmend valamely sik a @ =0
felilletet U;=0 pontban érinti, akkor a X-ben kozolt médszerrel
talaljuk, hogy

F=— py (U+U3+20;U)+ U3, |

9 9 (47)
o= U413+ 20U, |
p—uy 0 0 0
R4 0O p—p O 0 :
cedy it 0 1 p—uy | e
T SR T | R
R2B——1.
R2334, (1) ;o =— (p—py)® (X4 Xg-’r2A\';;‘\',‘)+(‘//.—//.1 2X7;  (48)
R334 (1) x; 20, = 2X3,
. L R (49)
RASSLY (1) 0y 25 — — 6 (X2+ X3+2X,X,). |

Evvel két masodosztalyu feliletnek egymashoz valé helyze-
tének tanulmanyozasat arra az esetre, midén a felilletek deter-
minansai nem tannek el tokéletesen kimeritettiik. Hogy a letar-
gyalt tizenharom esetnél tobb nem lehetséges, az részint geo-
metriailag kovetkezik abbol, hogy ha valamelyik esetben a
transzformacziot nem hajthatjuk végre, akkor a tobbi eset
ralamelyike 1ép fel, részint pedig algebrailag, miként SYLVESTER
és WEIERSTRASS kimutattak.
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20. Degeneralt masodosztalya feltiletek egymasra
ralo vonatkozasa.

Ha mindkét masodosztalya feliilet kupszeletté degeneral,
akkor az elébbi fejezetben kifejtett maddszert, minként az elsd
esetben lattuk modositanunk kell. A jelen fejezetben csak azokra
az esetekre terjeszkedem ki, middn a két kipszelet nines egy
sikban ; mert kiilonben sikmértani problemaval allnank szemben.

Az 1. esetnek megfelelgjét mar az elébbi fejezetben lattuk.

A II. esetben a kupszeleteknek van egy kozos pontjukhoz
tartozo érintdsikjuk, tehat a kupszeletek egymast cgy pontban
metszik. A metszéspont egyenlete legyen U;=0, a kupszeletek-
nek ehhez a ponthoz tartozo érintdéiben vegyiuk fel az U;=0 és
U,=0 pontokat; az U;=0 pontot pedig a két kipszelet metszés-
vonalaban. Ha tehat az F=0 sikja (0, 1, 0, 0), a #=0-¢ pedig
1, 0, 0, 0), akkor

3

F= alUUy+ ay U2+ 203U, Uy +

W WY

U
¢ =bU,U,+ 5, '§+2.'}21;l‘1l2:'*’."):JY

Az (U;, Us) vonalon az U;=0, az (U,, U

) vonalon az U,=0
pontot megvalaszthatjuk ugy, hogy legyen

végul, ha az U=0 pontot az (U;, U;) vonalon ugy valasztjuk
meg, hogy legyen

ekkor @#=0 kupszeletnek nem csak (U,, U)), hanem (U,, U,)
is érintdje. A kuapszeletek kanonikus analitikai alakjai tehat:

2

F=— p,UyU+
O = U,U,+ U:

(1)

NN -

A feliletsor kuapszelete pedig
v 13 2 re ]
F+4p@= Ui+ 2+ Us.

A transzformaczio meghatarozasara szolgilo egyenletek :
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| 1 0 0 0
. [0 2 0 0
R24 (1) - = — 12 (p—p9)3,
! ! 0 0 1 P11 R £
v e e S|
443, R2=—1
R233 4y (1) ; 0y, (pr—p11)? |j'.\'l]')+A\':_‘:H—‘//.‘\'f 20(p—p)Xs Xy ; (2)
1\)23:'_1,-,.. (M) X; X = v(l.ll\'f y
R2Y3AYy (1) ¢ 0 = — 20, X5 Xy + N, !
3)
R23345, (1) a0 = — 2 (1, X3+ X3) — 4X, X,
NN Y]

Hol ¢y a-nak A; eleméhez tartozé aldetermindnsa.

Ha pedig a kupszeletek az U,=0 pontban érintkeznek, akkor
a kozos érintén vegytink fel egy tetszéleges pontot és azl az-
utan valaszszuk koordinatatetraéderiink U;=0 pontjaul, honnan
az F=0 kupszelethez men6 masik érint6 érintési pontjat U;=0,
a ¢@=0 kuapszelethez mendé masik érinté érintési pontjat U,—0
pontul valasztvan, a kupszeletek analitikai alakjainak kanoni-

kus formai szamara a kovetkezé kifejezéseket talaljuk :

F=2U,U —p U3, -
O=2U,U,+ U3.]|

Mivel

R24 (1) ) 0,

azérl a jelen esetben

F+ n@=0
feliiletsor minden tagja kuapszelet; ez az eset mar nincs meg
az altalanos esetek kozott.

Ha tehat 4(p) =0 p-t6l fuggetleniil eltiinik, akkor a kanoni-
kus alakra valé transzformacziot gy eszkozoljiuk, hogy meg-
hatiarozzuk mindenek el6tt a mar ismeretes modon a két kip-
szelet sikjat, azutan az érintkezési pontot és végil a két kap-




80 DEGENERALT MASODOSZTALYU FELULETEK STB.

szeletsik metszésvonalanak tetszéleges pontjabdl a ktipszeletekhez
htzott érinték érintési pontjait és evvel feladatunkat megol-
dottuk.

Ha a kupszeletek két pontban U,=0 és U,=—0 talalkoznak
és ezekben a pontokban az F=0 kupszelethez vont érinték
talalkozasi pontja U;=0; a @=0 kuapszelethez vont érinték
talilkozasi pontja U,=0, akkor a kiipszeletek kanonikus alakjai
kovetkez6képen jelennek meg:

F=— p,U,U+ Ui, |

0=  UU+U, | i
tehat
Tyt AR e
R4 (p) = | £ () 9 1 = — p (u—2y)%,
: | 0 0 0 p—py| e S
| O Ot p—py O
R2Y3 4y (p) @ 5 = — (p—p)? (0 X3+ X3) — 2p (p—py) Xo X3 (5)
R233 4y () ¢ 0 = — 21 X5X,,
R334 (1) a0 20 = — 2 (1, X3+ XD — 4X: X, , (6)
R2X3q,, L7y St ‘r/.‘fA [ ’

Ha egy kupszeletnek harom pontja benne van egy sikban,
akkor az egész kupszelet maga is ahhoz a sikhoz tartozik,
azért két kilonbozé siku kupszeletnek vagy nincsenek kozos
pontjai, vagy van egy, vagy pedig kettd, ezek az utobbiak lehet-
nek osszeesOk is. Ezeket az eseteket mind targyaltuk, tehat a
kalonbozé sika kupszeletekre vonatkozo problemakat meg-
oldottuk.

Ha az egyik kupszelet pontparra degeneral, akkor valasz-
szuk a pontpar egyik pontjat koordinata-tetraéderiink egyik
szogpontjaul U;=0; a pontparon atmendé egyenesnek a kiip-
szelet sikjaval valé metszéspontjat U,—=0 pontul, az Us=0 és
U;=0 pontokat a kupszelet sikjaban valaszszuk ugy, hogy U,=0
ponttal a kiipszeletre nézve polarharomszoget alkossanak ; ennél-
fogva :

F=aU3+ U3+ U3,
o= Ui+20,U,.
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Ha a pontpar egyik pontja o6sszeesik az U, =0 ponttal,
akkor

F= U3+ U3+ Uj,

@ =2U0,0,.

Ha pedig U,=0 rajta van a kupszeleten, akkor

F=2lhl+ U3,
0 =2U,U,.

Ha az egyik kupszelet egy a masik kupszeleten kiviil fekvo
pontta zsugorodik ossze, akkor
v 712 712 772
"= Up+ U3+ Uy,
¢ = (VT’ .

Végill megtorténhetik, hogy mindkét kupszelet pontparra
degeneral, akkor azokat koordinata-tetraéderiink szégpontjaiul
valaszlvan, eljutunk a kanonikus alakokhoz.

Hasonlo szellemben torténik a targyalas abban az esetben
is, midén a két masodosztalya felilet koziil csak az egyik de-
general kupszeletté, azonban ezen esetek koziil csak azokat
targyalom, melyek elvezetnek benniinket a masodosztalyu felii-
letek egyenleteinek a féatmérdkre, azaz: az altalanosan szo-
kasban levo koordinata-rendszerre vonatkoztatott alakjaihoz, s
egyuttal alkalmat adnak a forgasi felaletekre vonatkozo krité-

riumok megallapitasara is.

21. A masodosztalyu feliletek transzformaczidja a

~

képzetes gombkorre nézve.

[. A 7.§. szerint a masodosztalyu felillet czentrumanak koor-

dinatai
I/;.I',. :A”.

tehat a felillet czentruma a végesben van, ha A, nem zérus,
azaz: az ellipszoidok ¢és hiperboloidok czentruma a végesben
van, tehat harom féatmérdjitknek talalkozasi pontja szintén a
végesben (czentrumban) van. Mint lattuk a feliilet egyenletét
hdarom eqymdsra merdleges konjugdll datmérdjére vonatkozo koor-
dindata-rendszerre transzformalni annyit tesz, mint a felilet és a

Sutik: Masodoszt. feltiletek dltalanos elmélete. ¢
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képzetes gombkir kozés poldrtetraéderét vdlasztani koordindta-
rendszeriil és erre transzformalni; azaz:

O=ui+ui+ud és I 22 A
egyenleteket
+9 19 +9
9 = Ui+ U3+ U3, ‘
9 2 2 L
F-= [1_¥[2 : ("‘4}—(") @
: g e 8 :

alakba transzformalni. Jelolésiinkben alkalmazkodtunk a 19-ik

fejezet 1. pontjanak végén tett megjegyzéshez, midén s helyett
1 " 9 > 5 . A
. kellett bevezetni. Uj egyiitthatojat az egységgel tettitk egyen-

16vé; mert a transzformaczional fellépé négy hatararozatlan
OJ
parameter azt megengedi. v értékeit meghatarozzak a

D+vF=0
egyenlet determinansanak gyokei:
| VA1 +1 vA,, VA4 VA4
| vAy, VA —+1 vAg, VAo,

vAgy vAg vAgg+1 vAg,
VA VAo vA,s vA,+1

4 )= =

Kifejtett alakban:

A (V)= A+ (agy+ tog+ agq) P+ [Ay(Agy + Asp + Agg) — A7, A Az ]v?
+ A v=0,

tehat
1
7 Ay==—vyvouy .
Ezenkivul
LA LR 0 0
Y1
v
0 - +1 0 0
dy(v) = "
0 0 B SR 0
Vo
0 0 0 v

:_,_,(:l*1)(:)7,])(:;;1),

tehat
R24(v) = 4, (v)
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egyenlet alapjan:
1 o

R2q = =+ —; 2)

VYo Y3 Ay’

R2A = +1.

A transzformacziora szolgalé formulak.

R34y, () =y ( 1) v 1) X240 ( - 1) (o= 1) X3

R233dy (vy) gy = .,1(‘4 & 1) (4—1)x2,
R2X2dy (vy) Xy = V‘»( < 12) ( Y2 . 1‘\) =

R2334;, (vg) i), = vg ( U 1‘) ( < B0 ) X2,

R2334,. (0) xm;, = R = X3.

Honnan, tekintettel a (2) és a 19. §. (2") alatt lev6 egyenleteire:

2 " L
avi (n—v) (y—vy) B Bra=—di (1),
b | <z -
wvy (vo—vy) (vo—v1) Biofro=—4du (),
a vy (vy—vy) (vg—vy) B Prs=—du (%), ®)

B Bra=0s, 1. k. =4

0. Qa2
R“—v‘/: A

Tehat
o fo T Q T Q (
=L Uy + F1oUs+ B13Us
s==y Uy + g Uy + Fag Us
B
ty= 33 Uy + 259Uy + O35 Us

uy=L4y Uy +BiaUs +Bi3Us+ 14Uy -

Minthogy a koordinatakat szabad egy tetszéleges tényezével
végig szorozni, azért 3, helyelt az egységet is tehetjiik, kiilon-
ben ez nem szitkséges. Az (5) utolsé egyenlete alapjan :

Q ‘) D “ 92
B oz a3 0

Ba1 Baa P33 0

%11 Bia Bz Bu

6*
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tehat

Mivel az 1uj koordinata rendszerben az (1,0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)
sikok egymasra merdlegesek, azért
P11 BratPor Boat P F32=0.
Konnyd azt is kimutatni, hogy
5

W
e IR W

az (5) egyenletek elseje alapjan ugyanis:

2 o) B Ans
avy (U—v) (vi—vy) (Byy + 685+ B5)=—[dp1 () +dyy (%) + A3 (v3)
o § - ) Sy e A2 A2 42 1224 .,
=21+t +ag3) vi—2 [Ay (A + A+ Agg)—AT,— A, — A3, | vi—34,,v,
=a(vi+vs+vs) '/I’ 20. (vv9+v1¥g +VYova) uf . 3«/.'/%/2'/:;

9 \
:”"T"’l Yy) (¥1—VY3),

evvel a fontebb folirt egyenlet helyességét kimutattuk, azaz:
a transzformaczio, melyet eszkozliink, orthogondlis transzfor-
maczio.

II. Ha A,=0, akkor a feliilletek czentruma a végtelenben
van; tehdal a paraboloidok czenlruma a véglelenben van. Az
imént megallapitott transzformacziél tehat a jelen esetben nem
hasznalhatjuk, azért a kovetkezdével helyettesithetjiik.

Képzeljilk, hogy egy paraboloid sor a végtelenben érintkezik,
akkor, miként a 19. §. II. pontjaban kimutattuk, a feliiletsor-
hoz tartozik egy, a felilletek érintkezési pontjahoz tartozo érinté
sikban elhelyezett kupszelet is. Hogy a végtelenben egy pont-
ban csakis a paraboloidok érintkezhetnek, az kovetkezik abbdl :
hogy a végtelen tivol fekvé sik csakis a paraboloidokat érinti
minden mas feliiletet képzetes, vagy valés kipszeletben metsz.
Ha tehat a 19. §. II. pontjaban alkalmazott transzforméiczio
keresztiillvitelénél egyik alapfeliletill a paraboloid végtelenben
fekvo érinté sikjan levé képzetes gombkort valasztjuk, akkor az
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egyenleteknek az idézett Il. pontban alkalmazott koordinata-
transzformaczio véghezvitelénél az ott talalt (13) alatt levd
egyenleteknek, minthogy most

1 b,

9,

el =
3 2 vy

és az egyutthatokat szabad az egyik egyenletb6l a masikba
attenni,

LT E ]
e " ' ‘,:_,+l-‘“l"‘ (6)
o= Ui+ U3 + U3

egyenletek felelnek meg, hol U,=0, a paraboloid véglelenben
levd pontja, a mi nem mas minta (0,0,0, 1) sik érintési pontja,
az U=0 pedig az F=0 feliilelen a (0,0, 1, 0) sik érintési ponlja.
Az U;=0 ponlot a paraboloid csucsanak, az (U, U,) eqyenest,
mely a paraboloid csticsat a végtelenben levd ponljdaval kiti dssze,
a paraboloid tengelyének nevezziik

Az (1, 0, 0, 0}, (0, 1, 0, 0) és a (0, 0, 1, 0) sikok, miként az
F=0 és @=0 egyenletekbdl lathato, konjugaltak wgy az F=0
feliiletre, mint a képzetes gombkorre nézve, tehat a 16. §-ban
kimutatott tételeknél fogva eqymdasra merdlegesek.

Minthogy az (1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, 0) sikok metszésvonala
nem mas, mint a tengely, a (0, 0, 1, 0) pedig a paraboloid
csucesahoz vont érinté sik, azért a paraboloid csticsahoz tartozé
érintd sik a paraboloid tengelyére merdlegesen dall.

Minthogy a (0, 0, 0, 1) sikon a hiarom konjugalt sik meg-
hatirozla hiromszog a képzetes gombkorre nézve polarharom-
szoget alkot, azért az (1, 0, 0, 0) és (0, 1, 0, 0) sikoknak a
(0, 0, 0, 1) sikkal valo -melszés vonalai (Us, Uy) (U, Uy) az
Us=0 pontbol a képzetes gombkirhoz vont érintdkre nézve har-
monikus part képeznek, tehat felezik a paraboloid végtelen ldvol
fekvd ponljabol a képzetes gimbkérhoz mend érinték alkolla szi-
geket.

Miutdn koordinala-rendszeriinkrél teljes képet nyertiink, at-
térhetiink a transzformaczié formulainak megallapitasara; a

vF+ 0=0, A,,=0
egyenletekbdl kovetkezik, hogy jelen esetben a v-k meghataro-
zasdra a kovetkezd egyenlet szolgal :
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vAy+1 vAy
VAo VAgo+1 vAyg VAo,
vAsy vAg vAg+1 vAy
Ay Ap Ay 0 |
= ot (g + gy + rgg) Y —(Afy + A3, + A5 v*=0.

vA,g VA |

J('/) =2

Wk BEN N
Y1
RAV)=| 01—— 00 ::.ﬁ—'/—’(? ~—1)(V 1)‘
Yo vy Vo

0 01 v
0 0y 0
tehat
1 a
Rty == - AN S
\ e | Al +AL+A2 7

R2 (A3, + A2, + A3) = 1.

I\)"‘)_\‘.}.‘_],‘];('/) .l'i.l'll.z‘/:z( :‘) _— 1) .Yf+ '/2( 4 - ]) ,\:: -+ \

Y1
% ( Zl . ])( ::2* 1)\7) 2/( :l AMI)(‘ :.) 1)‘\73‘\'1.\

1) X3,

Vo

(
R23X4;. (vs) .1‘,‘1',;:%'1( e PG ) X3, ~

R2334,.(0) x;x=Rexyj=Xj,

5 Ty ' 1 ] " » »
R34}, (0) warg=—-- + ) X 9x.X,.
Honnan
@ (v ~¥9) Bt Bre=—du (),

s, (vy—y) iz Bre=—dis. (%),

Bis Ba=0 (i, kS4), (10)
9__ 2

R*={4; ,

20=——udiu (0)

Tehat
w=F11 U1+ F12Us+f13Us ,
ts=/3:1U1+ PoaUs+ 2 Us ,
ug=F51 Uy + PaeUs+F33Us ,

=L Ui+ faaUs+ FusUs+ Ui
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A (10) alatt lev6é egyenletek negyedikéb6l kovetkezik, hogy

o) 30
P11 P12 |
/4]
179

ja )
1 (22

\

i

| A ja)

| 031 (32 (733

Miként az I. pontban, ugy itt is konnyt kimutatni, hogy

P12+ P2122+ [F31332=0,

o) A2 9
bu+ Ba+ Bn=1;

|

tehat a franszformacziéo orthogondalis.

[II. Ha az I. pontban eléfordul

4 (v)=0

egyenletnek két gyoke v, és vy egymaissal egyenlSk és iy (vy)=0,
akkor, miként a 19. §. VL. pontjdban littuk a feliletsor tagjai
egymast két pontban érintik, ha a felilletsorban benne van a
képzetes gombkor is, akkor a feliiletsor tagjai forgasi feliiletek ;

a VI.-ban alkalmazott transzformaczidé eszkozlése utan tehat

YNyt Ll G 9 9
F=2XXAu,., @ =uj+us+u;

egyenletek a kovetkezé alakban jelennek meg:

-G MRS 5 "
Pl 2 3 4 U3

v Vo Vo (11
VE Ui + U3 + U3. !

A transzformaczio elvégzésére szolgald formulak :

R2(v) = u( . 1) (" ~,1‘)'.
2 , vy

ReA,, = 1.

+»,( V|- l) ( ‘/‘—]‘) (\j . \_:) 42
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R233 4, (vy) x;2c, = vy ( < 1)_‘\";’ !

2 J
R2334,.(0) x;x, = R2xi = X3, (13)
R2334 (vy) ;) = v ( o e 1) (\'; ; \") ]

‘Jl = >

Ez a harom egyenlet a transzformaczio eszkozlésére azon
tetsz6legességnél fogva, mely a koordinita-rendszer megvalaszta-

saban nyilvanul (1. 19. §. VL), elégséges.

IV. Ha a II. pontban el6éfordulo
Adtv) =0
egyenletnek v; és v, gyoke egymassal egyenlé és di (0) =0,
akkor miként a 19. §. VIIL. pontja alatt lattuk, a lefejtheté felii-
let két sikecsomova és egy kuppa degeneral, a sikesomok ten-
gelyei rajta vannak a felilletsoron és érintik a felilletsorhoz
lartozé kupszeletet, mely ha a képzetes gombkorrel Osszeesik,
akkor a feliiletsor tagjai forgasi paraboloidok; a VIIL-ban be-
mutatott transzformaczio végrehajtasa utan tehat:

Ui Uj 1
F=— ——= +UsUy

v v “ ; (14)
= Ut 4+ US4+ U5, [

A transzformalasra szolgalé formulak :

R2 (A2, + A%+ A3)=1

R2334, (v) 22y = »2( L 1) (.\'f& \) l

: Rep to (15)
o -—1)')(‘\"* 2 X Xs|
T './] 4 —~ ) .
R2I3 4}, (vy) =03 (X7+X3),
R2334, (0) x;x,=Rxi=X3, (16)
‘) 9 » » ] ¥
R23344 (0) ajx=—— X5—2X3X|
Y1
V. Ha a
d(v) =0

egyenletnek vy, vy, v, gyokei egyenlék és Ji(v;) masodik al-
determinansai is eltiinnek, akkor a 19. §. XII. pontja szerint a
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feliiletsor tagjai a feltiletsorhoz tartozo kupszeletben érintkez-
nek, ha ez a kupszelet a képzetes gombkor, akkor a feliletek
mindegyike gomb és a XII.-ben eszk6zolt transzformaczio vég-
hez vitele utan:

iesis

1
O= Ul+UZ+U3.

9 VY e 2(v2 | v2 . v2 % 32 :
ReX0 ) =y 1) (‘\1 - X3+ X3 ( ST XL (8)
R2) X4, (0) a;x=Rxi=X3, \

‘ R (19)
R2S34% (v) i 00=2v, X3+ X3+ X3) . |

22. A masodosztalya forgasi felilletek kritériumai-
nak megallapitasa.

Eltekintve most attol, hogy A, egyenlé-e zérussal, vagy nem,
kimutatjuk, hogy :
F=2%4,u;1;,=0

[eliilet forgasi feliilet, ha
Ajv+1 Ay Ay 1A,y
) i Ay Agv+1 Azi“/ Aoy | =D )
Agyv Agoy AgPv+1 A
Ay Ap Ag Ay |
eqyenletnelc van kélszeres gyoke; ha pedig hdromszoros quyoke
van, akkor a feliilet gémb.
4 (v)=0 egyenletnek kétszeres gyoke van, ha

d' (v)=34 (v)—(dy;+do+ daz+dy)=0

Minthogy 4 (v) szimmetrikus determinans, azért eltiinésénél
Jii-k egyenld eldjeltiek, tehat

Jn:Jzz:J:s:;:JM:O (2)

azaz: az Osszes elsd aldelermindnsok eltiinnek, tehat a feliilet csak-
ugyan forgasi [eliilet.
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4(v)=0 egyenletnek haromszoros gyoke van, ha

3
4" (v)=34" (v) — J (2dii— diin—diio—diiz3)
=

1

= (;;JH' “’11117 Jll‘_’if ‘JHKR)‘

hol diiss dii-nek az s-ik atléi eleméhez tartozé aldeterminansa:

a (2)-nal fogva ezek cgyenld eldjeliiek, tehat

Jii.\‘.\' =) (3)

azaz: d(v) masodik aldetermindnsai is eltiinnek, tehdat a feliilel
gomb.

A (2) egyenletrendszert helyettesitsiik
dyg=diz=dy=0
egyenletrendszerrel, mely v-ben elsé foku; a (3)-t pedig

di11=di129= =0,

diny=day=dy315=0
egyenletrendszerrel, az utébbinak v-vel osztottja v-ben zérus-
foki.
Részletes alakban :

Ay A 1 | a5 oy
A=Vt b =, 3 9 (o] 0,
g T Ay Ay | oy ay |
Ane - As, 1 | a9 04
dig=vog Sl d £ Uqg - i Tl A (4)
: ; Ay Ay | 3 o | Oy o
Ao Agy | 1 oy O3
J‘)“:ua‘)', | 32 H | = v agq . 11 13 =0
% = A Ay s @ %0, Uag

. 1 X
dyy = * R by 0, dyn=v- (tyyt—agy) +Ay=0,
A, A 1 ; :
Aoy = \11' {1: ‘ iR he o (11093 —oq3) + Ay =0, ¢ (5)
A, Ay,
aa19. = = = g99p == | (oo aa t5a) + A g4=0.
dys1o A, A, s gy =v o \atey T ) 1

Ennek a két egyenletrendszernek egyideji fennalliasa

Oyo==0lyg= "2:;:”
és

U= 0=
feltételekhez vezet.
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A Jeliilet tehat gomb, ha
tyy=0y3=03=0 | (6)
Uy =0p=0g3. |
Ha pedig csak a (4) alatt levé egyenletrendszer teljesiil,
akkor
Gqgiao — 413033 Piglag— Mig@as ais Yoy

Y= . —
0Ly 0.0q3 40y

A forgasi feliiletek kriteriuma tehdt :
G13%32 Uasth s b -

an == = - oo — - Lyq « ( /)
3: 22 (
b d13 o3 i

Ha az ag, sy, ag kOzlll egyik elenyészik, akkor még egynek

el kell enyészni, hogy a (4) alatt levé egyenletek teljestljenek ;

legyen
y9==013=0),
ekkor
7
” n
7 <

ha ezt az értéket a fontebbi feltétel mellett

O11 %12 %3
] + Qi “hopy ML 1 =={)
e L o0 W e
| Ogi Og9 Ug3

5]

o 2 2
dyy=vPayy +v (g tg3— a3+ gty —012)

egyenletbe behelyettesitjiik
2
(ayy—wg3) (01— igp)—a3=0
relacziohoz jutunk, ha pedig dy=443=0 egyenletekbe helyette-
sitjilk, akkor azonosan zérust kapunk; ennélfogva dltaldno-
san: ha
Il],i:lll,]‘.:”.
akkor a forgasfeliilelek kriteriuma

2 :
; (tpn— i) (opn—0tgg)— =0 ()
Ha pedig
l/.,-_r:ll]:;:ll“;‘“,

akkor
- Wi ‘ | —()
gy M “ = v(dgs+az) + —3 taytn=U,
: Hop =124 : v (0 + tgs) & Ola==0) (2"
s g 1oy B i
7’::::: dgy=v* "j,: v(ag+ay) 4 ,l/_-_) Uity =0
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egyenletek alapjan a forgasi felilletek kriteriuma :

V==l Z dppe (7")
Mind a hiarom a; nem lehet egymassal egyenld, mert ekkor
az (5) alatt levo egyenletek is fennallnanak.
Hogy a megallapitott kritériumok nemcsak sziitkségesek, ha-
nem elégségesek is, az mar a 14. §.-ban kozlottekb6l is kitiinik,
de kilonben is

il 1 ;
Ad=a > S Gandlin' - Qi ndl e St
=Ty g o (249dy9 13d13)

képletek helyessége azt mondja, hogy 4., 4,3, dyy-mal egyiitt
Ay, doy, dsg is eltiinnek, de ekkor

Jll Jl‘_’ Jli’, ‘]11
‘J‘_’l J22 J'_’Zi ‘JQI

dyy dgy dyy dy,
i dy sz Jl:x JH

egyenlet értelmében 4 is null, ennek kovetkeztében 4y is az.

23. A forgasi felilleteket meghatarozo feltételek
szama.
Az elébbi fejezetben lattuk, hogy az
=330,
forgasi felillet, ha egytuitthatéi kozott a (7) alatt levé két fel-
tétel teljesiil, tehat a forgasi feliiletek meghatdrozasdihoz 7 fel-
tétel sziikséges : ketté meghatarozza tengelyét, it pedig a tengelyen
keresztiil mend tetszéleges sikban elhelyezelt kipszeletet.
Az F=0 felillet gomb, ha egyitthatoi kozott az eldbbi feje-

zet (6) alatt levd 5 relaczidja teljestl, tehdt a gomb meghatdro-
zasahoz 4 feltétel sziikséges.

24. A képzetes gombkorre vonatkozo feliiletsorok.

A 21. §-ban lattuk, hogy a képzetes gombkérre vonatkozo
feliiletsorok
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. p) 2 . 2 2
F+p@=(py+p) ui+(pot+p) us+(puz+p) uz—ui=0, (1)
v \ 92 / ) 2
F4p@=(p+p) ui+(po+p) us+ puz—2u,u,=0 (2)

analitikai alakban jelennek meg.

Az elso feliiletsorban a képzetes gombkéoron kiviil hdrom, a
mdasodikban két kupszelet fordul eld, ezeket a kipszeleteket a
feliiletsor fokdlis gorbéinek nevezziik, a feliiletsor tagjait pedig
konfokalis feliileteknek.

Az elsé feluletsorban az ellipszoidok és hiperboloidok a
masodikban pedig csakis a paraboloidok fordulnak els, azért
az els6 feliletsort csak konfokalis feliiletsornak, a mdsodikat pe-
dig konfokdlis paraboloidsornak nevezziik.

Az (1) és (2) egyenletek pontkoordinatakban kovetkezéképen
jelennek meg:

ped_p "8 2o, (1)
) DU
oy — darci==(): (2')

Az elsé sorhoz tartozo fokalis gorbék egyenletei.

(prog—pry) U2+ (prg—p2y) U2 uf 0, ’
) uf t (ptg—1s) ugf u'f 0, (3)
(11— 115) II'T' b (po—p1g) 12 llf =

Az altalanossag megszoritasa nélkil lehet

[y = Mo = M3

ebben az esetben az elsé egyenlet képzetes kupszeletet, a ma-
sodik hiperbolat, a harmadik ellipszist képvisel, tehat a kon-
fokalis feliiletek kozolt csak két redlis fokdlis gorbe van, az
egyikel fokalis ellipszisnek, a mdsikat fokalis hiperboldnak ne-
vezziik.
A konfokdlis paraboloidokhoz tartozoé kupszeletek egyenletei :
% .”-|>”§ } //.I(l;—; 2ugu,=0, I 1
(pg—119) u'f | /1211;—177 2511, =—0, ] %)
tehdt a konfokdlis paraboloidoknak szintén két fokdlis gorbéjiik
van, mindketté parabdla.
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Az (1') és (2') egyenlet u-re nézve harmadfokiak s kénnyt
kimutatni, hogy minden gyokik realis, tehat a tér minden
pontjan mindkét konfokdalis feliiletsorbol harom megy keresztil.

Koénny(i azt is kimutatni, hogy a tér valamely pontjan al-
mend eqy s ugyanazon konfokdlis feliiletsorhoz tartozé harom
feliilet eqymasra merdleges.

A bizonyitast csak a konfokalis paraboloidokra nézve mu-
tatom be, miutan a konfokalis ellipszoidok- és hiperboloidokra
nézve ilyen bizonyitdassal nem ritkan taldlkozunk. A térnek va-
lamely x,, Yo, z, pontjahoz tartozoé p parameter értékek legye-
nek 2y, 4y, Z3; ennélfogva az ezen a ponton dtmend harom kon-
fokalis paraboloid egyenletei derékszogli pontkoordinatakban :

— — 22— 21:1),

5 ;
x2 y? 3 =
— -+ 4 e 27— fi==l), (5)
1+ 4s Vot 4o b
i :
AL y- P i
e el er s gl
Mt4A3  Mat4ig

Kimutatjuk, hogy ezek kozol barmelyik kettdé az x,, y,, z,
pontban egymasra meréleges, az elsé kettének ehhez a pont-
hoz tartozo érintdsikjainak egyenletei :

Ty Uyl :
gt '1“'/. e 3 Ry =),
MP1TM Mot 4q
x5 Yol ]
o ./u./\ P,
Mty Mot A9 =
Ez a két sik egymasra merdleges, ha
2 2
o {/u

7% /1,) (Mo

+1=0

(4 (gt+4s)
[61tétel teljesiil, ez pedig nem mas, mint az (5) alatt levé elsé
két egyenlet killonbségének - -szerese,tehat a (6) alattlevo
. Ao — M
sikok egymasra merélegesek, a mi bebizonyitandé volt.
Azonban megforditva is minden 2. 4y, 4; értékrendszerhez
tartozik a tér egy pontja, melynek koordinatait kovetkez6képen
hatdvozzuk meg: Ha 4y, A, 43 az (1') levé egyenletben p gyokei,
akkor




2 y2 52
[l == e S } — 1) (q+p) (ot (p3+p) =
A Pt petp pgtp ; Jikan g Rt

=—(n Z,) (pr ).2) e Z:;),

ra e, 72 1 (—2) (p—29) (p—23)
t e — l=— LR R0,
gt L T o T ) (4 (potp) (g4

Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalat rendre s+,
to+t, 13+ p-vel szorozzuk s azutan g helyébe megfeleléen —p,,
1o, —pg-t tesziink, akkor a kovetkezd egyenletekhez jutunk :
22— Ptpm) (Gotp) (24 L
(r—to) (—13)
i (A4 o) (Ag+p9) (45 1) (7)
£ (po—p21) (pro—pr3)
(A +pg) (Rotpg) (Rg+pes)

(5—111) (ps—120)

18]
ne

x, y, z helyett tehat a A-dkat is vehetjiik a tér pontjainak meg-
hatarozdsara és ezeket, mint az (1') egyenletben p gyokeit,
elliptikus, mint a (2') egyenletben . gyokeit, parabolikus koordi-
nataknak nevezzik.

Hasonl6 eljarassal megallapithatjuk a parabolikus és derék-
szO0gl koordinatak kozott levé osszefiiggést is, de mivel z ér-
tékét ezen modon nehéz meghatarozni, azért mas modszert
kovetiink, ugyanis az (5) alatt levé egyenletrendszert a deter-
minansok segitségével megoldjuk ; az eredmény :

22— Ptp) Gotp) Ggtp)
M— s i
g . (A +119) (Agtpr9) (Ag+p9) (8)
5 ta—" '
2= ot e+ AL Ay + Ay

Az xy, Yy, zp ponibol az (1) felilletsorhoz vont érintékup
egyenlete a 8. §. fejtegetései szerint:

m+p 0 0 9 », w|

05 s () 0 Yo
‘ 0 0 Mt e BN 2y 2 Y
b A0 0 o —1 1 1

|
| Yo 20 o e |
i y z 050
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ez az egyenlet p-re nézve mascdfoku, tehat kovetkezé alakba
irhato :

(//1‘(/,):".1)4—111,(\.)—){—‘!/,21{2‘

Ha az x,, y,, z, ponthoz tartozé harom konfokalis feliilet

meghatiarozoi I, m, n, s mivel ezekre nézve az érinté kup ket-

t6s sikka degeneral, azért ha ezeket, mint 1ij derékszogt koor-

dinatarendszeriink sikjait £, 7, {-val jeloljik, akkor

(/)(1) =04 52.

Mivel p-k a, y, z minden érték-rendszere mellett allandok,
azért meghatarozasukat is a valtozok barmily érték-rendszere
mellett lehet eszk6zolni; eszkozoljik x=0, y=0, z=0 mellett,
ekkor

o3 Y2 3

D (D, y,z=0 (4D (4D (g + 1D D o HY 3 )

. : 5 : py+1
=— (i + D o+ 1) (113+1)

z pedig a valtozé koordinatak (0, 0, 0) érték-rendszere mellett
nem mas, mint a £=0 siknak az eredeti koordinata-rendszer
kezdépontjatol valo tavolsaga, tehat

9

(1) L RO DN,

x,y,2=0 (4 2 (.”2‘{“["‘] (pg+ 14

Tekintettel a (7) alatt levé egyenletekre s a részlettortekre
bontas torvényeire :

( 1 ) 04 (g +m) (2 +n) ’ (po+m) (p19+n)
\ &2 g, 2=0 (D) (pry—po) (11i—13) (a4 1) (pro—p2) (po—23)
(p15+m) (13 + 1) (I—m) (I—n) X
g (5D (prg—120) (13— 129) (4D (o4 (g +0) 7
tehat
n=—(l—m) (I—n);

hasonloképen talaljuk, hogy

po=—(m—=n) (m—=1),
pg=—(n — I) (n=m).

Ha tehat
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2=P+1Q +IR,

097°=P+mQ+ m2R,

032=P+n(Q +n2R,
P=P+ 1Q + 2R,

”s

egyenlet-rendszerbdl P, Q, R-t kikiiszéboljitk

{'L Ll pg 82

| /

|1 m m2 p, »? 0
L nn? o, 2

BT 7/

egyenlethez jutunk, honnan

D=E2 (m—r) (n—p) +72 (I—p2) (n—p) + 22 (I 1) (m—p).

Az xy, Yy, z, ponlbdl tehat a feliletsor (1) tagjahoz mend
érinté kup egyenlete :
£2 e

9

CIBRET i + iy 9
l—p m—uy n—uy

Hatarozzuk meg, mily pontokbdl lehet a felilletsorhoz for-
gasi érinté kupokat hiizni.

Lattuk, hogy I, m, n

2 2 52
&) Yo <0

B ] ] to+ 12) (a4 1£)=0
PP o e 1) (p+ 1) (ot 1) (154 1) =(

/. ()= (
egyenletnek gyokei, mivel p > py = py f6ltételnél fogva
f(eo) <0,
/'(— 11g) =0,
f(—um) <0,
fC—p) >0,

oo > Il > P =M > — s >N > — 1y,

3 i

azeérl

tehat f(y)=0-nak kettés gydoke vagy ugy lehet, hogy

=== //,:;.I
(10)

me=11= //.2.’

Mar pedig ha f(;)=0 egyenletnek kétszeres gyokei vannak,
akkor a (9) egyenlet forgasi kiapot képvisel, tehat a (9) az [,

Sutdk : Masodoszt. feliiletek altalinos elmélete. i
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m, n-nek csakis a (10) alatt levo értékei mellett lehet forgasi
kupnak az egyenlete; mas részrél tudjuk azt is, miként az
(1) egyenletbél is kiolvashatd, hogy p-nek a (10) alatt levo
értékei mellett az x;, z,, y, ponthoz tartozo megfelelé6 konfo-
kalis feliillet konfokalis gorbévé degeneral. Tehat a konfokalis
gorbe azoknak a ponloknak meértani helye, melyekbdl a feliilet-
sorhoz forgasi érinté kupokat lehet vonni. Pl. az
l=m=—y4

érték-rendszerhez tartozé konfokalis kupszelet egyenletei pont-
koordinatakban

2 4

s y>

0 J0

+ 1=0, z,=0;

fy—M!Us [lo— Mg

az x,, y,, z, ponthoz tartozo forgasi kip egyenlete pedig

:_’.+,/_' :_’

//,:ﬁ— 7 gu—n

=)

Fontebb kozolt transzformaczionk ebben az esetben elveszti
jelentéségét, mert I=m esetben &=z, tehat £ és 7 sikokul bar-
milyen két egymasra és =0 sikra is merdleges sikot valaszt-
hatunk. A =0 sik nem mas, mint az (n) felilethez az (x, y,, 0)
pontban vont érinté sik, tehat

XLy YYo 1=0;
" +n o +n

Minthogy x,, y,, 0 pontban érvényes a kovetkezd két egyenlet :

1.2 II'_’
0 J0 . 1 i‘)‘
f’-l+ n ‘112+II
l.'_’ l/‘_’
0 i J0 1:”,
“l ‘Il:,' ‘H_) ’ﬂ;

azért kulonbségiik is eltiiné kifejezést ad, azaz:

2 2
'll) -I/U

4 =0:
(e 1) (p2g—119) y (pot 1) (pro—13)

ez pedig azt mondja ki, hogy (=0 sik merdleges a fokalis
gorbe (x,, Yo, 0) pontjahoz vont érintére, tehat a forgasi kip
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tengelye Osszeesik a fokdlis gorbének a kip cstucspontjaval Gssze-
esé pontjahoz tartozé érintdjével ; ennélfogua az érinld forgasi
ktpok tengelyei nem pdrhuzamosak egymdassal, tehdl egy pdar-
huzamos sikrendszerre nem is allhatnak egyidejiileq merdlegesen,
azaz: a feliileteket nem érinthetik a parhuzamos kérrendszerekben.

Csak egy van az érinté forgasi kupok kozott, mely a par-
huzamos korrendszer egyik tagjaban a korpontban — érint,
ez az a kétszeres sikka degeneralt érinté kuap, mely a fokalis
gérbe azon pontjahoz tartozik, melyben ez a feliletet atdofi;
mert hogy a fokalis gorbe a feliiletet a korpontokban dofi at,
arrol konnyli meggy6z6dni, ugyanis ha kiszamitjuk a metszési
pont koordinatait, akkor azt talaljuk, hogy azok megegyeznek
a koérpontoknak mar megallapitott koordinataival. A [fokdlis
gorbék tehadt a felitletsort merdlegesen (mert az egy ponton at-
mend konfokalis feliilletek egymasra merélegesek) a kdrpontok-
ban metszik.

25. A feliiletsorok tagjainak egymassal valo
metszésvonalai.

Vizsgalodasunkat csak arra a két felilletsorra terjesztjitk ki,
melyek egyike, ha az egyik alapfelilet a képzetes gombkor, kon-
fokalis felilletsorra, a masika pedig konfokalis paraboloid sorra
valik. Ezt a két felulletsort képvisel6 analitikai alakok a kovet-
kezok :

v 2 2 / 3 2 2
F+p@=(py+p) pi+ (o) us+ (g4 ) tg+(prg+p) uj=0, (1)
; 4 2 D 0y

F+ p@=(p1;+ £) 03+ (pro+ 1) t5—u3+2 (pry+p2) 13 0, =0 (2)

Kimutatjuk a kovetkezd tételt: A feliiletsorok tagjai az dlta-
lanosttott gorbiileti vonalakban metszik eqymast. Ennek a tételnek
kiillonos esete a kovetkezé: A konfokdlis feliiletek a gorbiileti
vonalakban melszik eqymdst.

Miel6tt tételiink bebizonyitasat bemutatnam, el6ébb feliilet-
sorainknak egyenleteit pont-koordinatakban irom fel, ezek :

+ : | ‘ : =) {15
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2 2
s Xy 22 Xy
! 3 ==(). (2
My o~ 14 (r/:,. = L)E Lo+ IL

F=0 alapfelillet egyenletét pont-koordinatikban jeloljiik
[=0-al, ennek a feltletnek dltaldnositolt gorbiileti vonalai alatt
értjiik azokat a feliileti vonalakal, melyeknek bdarmely két szom-
szédos pontja az ezen ponlokhoz tarlozé feliileti érinté sikoknalk
a @=0 letszoleges mdasodosztalyt feliiletre vonatkoztatott polusai-
val eqy sikban van.

Ha @=0 a képzetes gombkort képviseli, akkor az altalano-
sitott gorbiileti vonalak kozonséges gorbiileti vonalakka val-
nak. Ugyanis valamely siknak a képzetes gombkorre vonal-
koztatott poélusat a sik barmely pontjaval sszekoté egyenes
merdleges a sikra; mert végtelen tavolban fekvé pontja a sik
végtelen tivolban fekvo egyenesének, a képzetes gombkorre
nézve polusa. Tehat a jelzett killonos esetben a gorbe két
szomszédos pontjahoz tartozo feliileti normalisok metszik egy-
mast, a mi azt jelenti, hogy a két szomszédos ponl a feliilet
gorbiileti vonalain van.

Ezek utan allapitsuk meg az dltalanositott gorbiileti vonalak
analitikai alakjat. A rovidség kedvéért legyen

af -

Az x ponthoz tartozé érinté sik pontjainak koordinatait

jeloljuk X, X,, X;, Xj-el. Ennélfogva az x ponthoz tartozo

érinté sik egyenlete :
[i Xi+1a

a szomszédos pont érint6 sikjanak egyenlete pedig:

i Xy=0; (3)

dfy X, +dfy X,+dfy X,+df, X,=0. (4)

1& &

Ha @=0 feliiletiill masik alap feliiletiinket valasztjuk, akkor
ennek a két siknak erre a feliletre vonatkoztatott polusainak
koordinatai :

Y=l
oZ=df,;

ezek a pontok x és x+duv pontokkal egy sikban vannak, ha
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a koordinataikbol alkotott determindns zérus. Tehdt az f=0
feliilelen az dltalanositott gérbiileti vonalak differenczidl-eqyenlete :

\hi K
\df, df, dfy df,
€Ty Xy Xy Xy

\dx, dr, dx, de,

Ha x és x+dx rajta van a feliiletsor egyik tagjan, pl. p=4,-en,
akkor erre a feliiletre nézve :

2x; E e 2d;
/ s o ll'/f_ -
. it Ay & i+~
tehat
L4 Lo x3 y

Ay patAy iy pytay |
GO ds - d,

| Ay tatAy pstAy pmtAy ‘

g Xy T, 2,

(2 e 0 de, dy dx,

Ha @ rajta van a feliletsor 4; és /4, tagjainak melszésvona-
lan, akkor

N | 1;3 LT\ s
— =0, - =03
| it Mit Ao
N\ (l.l:,' i t“‘ X V; (l.l:i 0
Pit+A j it

i) Gt A Y xidx; 3
2_, (it 2y (pit+2y) 7 Z(“"i 29) (pi+49)

relacziok kovetkeztében, ha (5’) determinansunk i-ik oszlopat

megszorozzuk -vel s azutdn az Osszes igy nyert oszlo-

x;
ti + 4
pokat valamelyikhez hozzaadjuk, akkor ebben az oszlopban
valamennyi elem zérus lesz, tehat determinansunk eltiinik.
Killonben azt is konnyti kimutatni, hogy ha a (5) az alap-
feliletiinkre f= 0-ra nézve zérus, akkor a felilletsor barmely
tagjara nézve is az, azaz: az f=0 feliilet dltalanositoll gorbiileti
gorbéit a felilletsor tagjai metszik ki a feliiletbl. A (4) egyenlet
[=0-ra nézve a kovetkezé alakot veszi fel :
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TR, R TR

i TR o TR - R

|
dacy Ayt docey e 0
e SRS R U

g b S TR e

dag - day sdxy, Jday
Ha ennek a determinansnak i-ik oszlopat megszorozzuk
pi-vel, azutan az elsé sor p-szeresét hozzaadjuk a harmadik
sorhoz, a masodik sor p-szeresét pedig a negyedik sorhoz s

végiill az i-ik oszlopot pi+p-vel osztjuk, akkor

Ty Ty T3 Ty
L ot g g
i dx, dry  duxg dx, .
| e potp pgtp pytp
2y x4 o 5
| day dx, dxy dx,

eredményre jutunk; a mi bebizonyitando6 volt.
Ha a (5) alatt levd egyenletet a (2') alatt levé feliiletsorra

alkalmazzuk, akkor

ey Ly s S Ly Xy
i potp pgtp (pg+p)*  pgtp
[Sidie dx, dx, dx, dx, 0
[ g potp pgtp (115 w2 pst-p

2 s Ty &L,

dxy dx, dx, dx,

egyenlethez jutunk. Koénnyii kimutatni, hogy ebbdl az egyen-
lethél g eltavolithato. Ugyanis a harmadik oszlop py+p-szere-
séb6l vonjuk ki a negyedik oszlopot, azutin az els6, masodik
és negyedik oszlopot szorozzuk rendre o+ - 1o+ p=, g+ p-vel,
azutan vonjuk ki az elsé sor p-szeresét a harmadik sorbol, a
masodik sor p-szeresét a negyedik sorbol, végiil a negyedik
oszlopot oszszuk py-al, azutin adjuk hozzi a harmadik osz-
lophoz és az els6, masodik, harmadik oszlopokat rendre

osszuk - po-, pg-al; a végeredmény :
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Xy Ty Xy Xy T,y

" Mo s ‘ lfl.éi V3

dry dx, dr; dx, dx, Sa

M 120 [/,3 /I,:‘_g s A
Lt & s Ty gl
|-dxy dx, dxy dx,

a mi bebizonyitandé volt. Altaldnos tehdt a tétel, hogy a feliilet-
sor alapfeliiletébél a [eliilelsor tobbi tagjai dltaldnositott girbiileti
vonalakal metszenek ki. Mivel pedig a feliletsor barmelyik két
elemét vehetjiik alapfeliletiil, azért a §. elején kimondott tétel
szintén érvényes.

Azonban tételimk akkor is érvényes, ha az alapfeliileteknek
egymashoz valé helyzete a 13 eset akarmelyikével egyezik
meg. A bizonyitias hasonlo szellemben torténik.

26. A feliiletcsomok tagjainak lefejthetd feliiletei.

A feladat, melyet ebben a §.-ban meg kell oldani, nem mas,
mint az el6bbi fejezetben targyaltnak a dualja. Feliletesomot
alkotnak azok a masodrendii feliletek, melyek egy s ugyan-
azon vonalban metszik egymast. Kutatisainkat csak a 19. §.
III. és IV. esetének meglelel6jére terjesztjik ki; a felileteso-
mok egyenletei tehat pont-koordinatikban :

. . - - 2 . - 2

[H29=(24+2) 21+ (Ag+2) (54219 2,) 25 3=0, (1)
AR 92 g s . e 3

[+ T1—a3+2 (A4 +2) &y 29+2 (29+2) 23 2,=0; (2)

sik-koordinatakban pedig :

u? i 2u, u, w,+2u,u
. = s o H il e =1 — (1"
A2 (Ag+4)° (Aot A)2 ho+ 4 g
u: u? 20, 21, 1
gl AL it 355 0 2
(A+4)2 (Aot 4)2 I+ A ho+4 T

Az el6bbi fejezet fejtegetéseinek megfeleldleg, ha f=0 egyen-
letet sik-koordinatikban F=0 egyenlet képviseli, akkor F=0
masodoszialya feliilel dltaldnositolt gorbiileli feliiletének azt a
lefejthel feliiletel nevezem, melynek két szoms=édos sikja az ezen

stkoknak az F-—() feliilettel vald érintési ponljainak a o=0 felii-

letre vonatkoztalolt poldr-sikjaival eqy pontban talalkozik.
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Kimutatjuk a kovetkezé tételt: A feliiletcsomé barmely két
lagjanak lefejtheto feliilete altalanositott gérbiileli feliilet.
Legyen megint

ou;

akkor az u és az u + du sikokhoz tartozo érintési pontok
egyenletei :

KU+ KU+ F,U+ F,U=0,) :

v ry ST ST X (3)
dF,U;+dF,U,+dF,;Us+ dF,U,=0. |
Ezeknek a pontoknak a
— »‘-’ | v DY .
O=x1+ X3+ 279 X,;—()

feltiletre vonatkoztatott polarsikjainak koordinatai rendre :

004 r]‘l , 1//172 '[‘I " //I’:: = S ,“”I I'z;

pw=dF,, ow=dF;, pw=dF;, pw=dF,.

Ezek a sikok az u és u+du sikokkal egy pontban talalkoz-
nak, ha a koordinalaikbol alkotott determinans elttinik, tehdl
az F=0 masodosztdalyu feliilet dltalanositolt gorbiileti feliiletének
differenczial-eqyenlele :

by By By il
dF, dF; dF; dF,

“4)
W Uy Us Uy

duy du, duy du,

Ha F=0 helyett az' (1) feliiletcsomé akarmelyik tagjat vesz-
sziik, akkor

1 P 1 F, 1 1 F Uy u,
e Ty IR e PIREY B T T R R
1 F i, i, u,
2 YT LA T (AT (A A8
Tehat|
Hy gt By u, uy u, u,
MtAdogt+ A (A+A)2 (Aot AP g+ 2 " (Aot+2)20y+ A
duy duy,  duy o dug  duy  duy o du, 0. (4
lot+Aldgt+ A (Aa+A)? (At AP Ao+ 4 (Jp+2)2 2542 '
i, i, 1, ¥ il

du, du, du, du,
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Ki lehet mutatni, hogy ez a determinans -t6] fiiggetleniil
tinik el, ha az alapfeliiletre vonatkoz6 determinans zérus. Szo-
rozzuk meg ugyanis determinansunk elsé oszlopat 2,4+ /-val;
a masodikat 4,4 2-val s vonjuk azutan ki beldle a harmadik
oszlopot, melyet azuldan szorozzunk meg Z,+/4-val s vonjuk ki
beldle a negyedik oszlopot és ezt szorozzuk meg azutin /,+ -
val. Az els6 sor A-szorosat a harmadik- és a masodik sor -szo-
rosat pedig a negyedik sorbol vonjuk ki; azutan a negyedik
oszlopot oszszuk meg A-vel s az 0j oszlopot adjuk a harmadik
oszlophoz; a harmadik oszlopot oszszuk meg Z,-vel s az 1j
oszlopot adjuk a maisodik oszlophoz; végill a masodik és elsd
-oszlopokat oszszuk rendre: J,-, A-el; a végeredmény :

i ity 5 i, Mk, ..
bt ks - Rt - SN . S
duy du, ‘ dug  du, duy du, du, 0
T ST P S :
Loty u, u, u,
| duy duy du, du,

A mi bebizonyitandd volt, tehdat az alapfeliilet gorbiileti felii-
letei azok a le ejthetd felitletek, melyeket « feliiletcsomo tagjai
az alapfeliilettel keépeznek ; mivel alap elitletiil a [eliiletcsomo
akdarmelyik tagjat vdlaszthaljuk, azért a fejezet elején kimondolt
tételiink helyes.

A (2) feluletcsomora nézve :

@©=2x; 542231, ,

tlehat
ooy =F,, pvy=F, pv3=F, pv,=F;;

pwy=dl,; pw,=dF;. pws=dF,, pw;=dF;,
g g0 By -y
| dF, dFy dF, dF,
uy uy cus uy

duy duy duy du,

P : i,y U, u; u, 1,
| A+ (A2 4+ L+d T (Agt+A)2 A+4
‘ duy du, duy du, du, duy n
| Mtid (W02 dgtd Aot d T (Ag+A)? AptA

1y 1y uy 1,
du, du, du, du,
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tobbszor alkalmazott mod-

Errél a determinansrol a mar

szerrel konnyd kimutatni, hogy 2 minden értéke mellett el-

tiinik, ha

ug ouy, uy, uy w1y

- 9 . . ’ “9 -

A Ay ihy Ay 25 2o

duy du, du, duy duy duy 0
. f +9 s » T ) 3 C
A4 /1 e N 25 Ao

i, u, Uy u,

du, du, du, du,

27. A masodosztalyu feliiletek viszonya a linearis
komplexushoz.

Lattuk, hogy
F=2YA,. u; u;.=0

.'\,'[‘-' ’A‘/‘-,'

masodosztalya felillet a tér minden u sikjahoz, mint polarsik-
hoz mellé rendel egy pontot, mint polust; koordinataik kozott
levé viszonyrol beszamol a

{
Tl e (1)
s=1

.‘\,‘_\- E ',\.\-,‘

egyenlet. A tér pontjainak ¢és sikjainak ilyetén egymasra valo
vonatkozasat polar-rokonsagnak nevezzitk. Ha az Ag=Aj fel-
tétel nem teljestl, akkor az (1) egyenlet altalanosabb reciprok,

vagy dual-rokonsagot képvisel. Ebben az altalanos esetben is az

F=XY4,. u; v,

u_\_'.l']l. I'I‘,T:“, |

b5 . \ ‘ ‘2)

) \N'p Yoy -
P=2X3By. u; v=03z, 0;,=0 |
egyenletekkel osszekapesolt sikokat konjugdlt sikoknak nevez-
zitk, tehdal az u sik mellé rendelt pont benne van u konjugall
sikjaban.
Az F+4 =0

egyenletek szamara meghatarozhatunk egy olyan kivalo tetra-
édert, melyre mint koordinata-tetraéderre, vonatkoztatva rokon-

sagunkat, igen egyszert analitikai relacziokhoz jutunk. Ehhez
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a nevezetes tetraéderhez a kovetkezé problema megoldasaval
jutunk : Meghaldrozandok azok a sikok, melyeknek mind az F=0),
mind a @ =0 rokonsdgban ugyanaz a pont felel meg, tehat a
melyekre nézve :

t 1
S u=—p IB;, ug (3)
s=1 s=1

reldcziok teljesiilnek ; ezeknek egyidejii fennallisa

Ay+pBy Apt+pBy Ap+pBy Ay+pBy
Py Ap+pByy  Agy+pBoy AggtpBoy  Asy+ 1By,
()= i 3 =0 (3')
Ag -+ 1By Agy+ 1By Agy+p1Byy  Agy+ 1By, .
¢ {

{
Ay+pBy AptpBy Ay

tpByy Ay +pBy

determindns eltiinését vonja maga utan. Tehat négy olyan sik
‘an, melyek mindegyikének mind a két rokonsagban egy s
ugyanazon pont felel meg. A transzformacziot arra az esetre,
midén F=0 és @=0 mindketten polar-rokonsagot képviselnek,
mar a 19. §-ban végrehajtottuk. Ha pedig

Ap—-—Ari, - Bix=—Bi,

akkor F=0 és ?#=0 két null-rendszert, azaz: kél linedris kom-
plexust képviselnek ; ha pedig

Aik=Ariz. « Bi=—DBi,

akkor F=0 polir-rokonsigot képvisel, tehat vannak benne
olyan sikok, melyek poélusaikon atmennek; ezek a sikok egy
masodosztalyi felilletet burkolnak be s érintési pontjaik maguk
a polusok ; @=0 pedig null-rendszert azaz: linedris komplexust
képvisel, tehat minden sikja atmeqgy a hozza rendelt ponton.
A transzformacziot ebben az utébbi esetben hajtjuk esak végre,
minthogy az el6bbi eset szorosan a linearis komplexusok
taniba tartozik.
Minthogy @-0 linearis komplexust képvisel, azért a
JU/):;“
eqyenlel meghaltdarozta sikol az

F=334A, u,1,=0
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feliilet érinté sikjai, a hozzdjuk tartozé pontok pedig az érintési
pontok.

Jeloljik a 4 (1)=0 egyenlet s gyokéhez tartozo sikot u®-el,
a hozzd tartozo pontot pedig x®-el, tehat

4
xp=JF AguP=—p, 3By u®;
=}

Kovetkezoleg :

i [t = ll".x'.l'}"' =—p ‘u.,_l'l'lf”‘_ u ‘,.'“ II']__'"f:t‘u,N //.'_.3'_"/5',“, ll',."" ll‘,f'
=—p Xedu’;
g, 11"3‘".1';"': p, 22 A, 11}""11'[':/1.\. 224, u® e
Xl
Honnan

(ftr+ p2s) _\'.l",‘_\.'ll‘lf" 2() '
tehat vagy “4)
Pr+ ps=0), ]

vagy
$..(8) (D) _
. =@ u, =0
Mivel
D=
egyenlet determindnsa By — — By; feltételnél fogva Prarr-féle

determinans, azért ennek tulajdonsagainal fogva

d(p) =d(— p),
tehat
M=, [Mg=—fl.

4

A (4) alatt levd egyenletekbél kovetkezik. hogy :
1. pM-hez tartozd pont benne van az u® és u® sikban

‘wzl « « «
‘,11.".) « um és u®2 «
u « « «

Azaz: A néqy sik oly letraédert alkot, melynek néqy éle 1. m.
@®, u®), (@O, a®), (D, a®), (U, uw) eqyidejiileq a mdsod-
oszlalytr feliilethez is és a linedris komplexhez is hozzatartozik,
a masik két éle pedig (u®, u®), (u®, uw) ugy a feliiletre, mint
a linedaris komplexusra nézve két konjugalt polarist alkot.

Erre a koordinata-rendszerre vonatkoztatva a linearis kom-

plexus
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P=2By. (10— v43)=2B;yq4
PD=0Qyy+ (30
alakban jelenik meg; az
e NTY?
. F=22Auu,
pedig

F=2aU,U;+2bU,U,
alakban.

Minthogy abszolut értékre nézve két kiillonbozo gyok fordul
eld, tehat két hatirozatlan parameter 1ép fel, ezeket megvalaszt-
hatjuk ugy, hogy legyen «=g3—1. Ennélfogva a (3) alapjan a ka-
nonikus alakok :

F=2p, U, Ui+ 20,050y, #=Qyy+ Quy.- ()

A transzformaczio egyiitthatoinak meghatarozasa a 19. §-ban
kozolt modszerrel torténik.

A (4) alatt bemutatott kanonikus alakok természetesen csak
arra az esetre érvényesek, midén 4 (z)=0 egyenletnek nincse-
nek tobbszoros gyokei. Minthogy ezeknek a kiillonos eseteknek
a targyalasa nem tartozik kitizott feladatomhez, azért azokat
elhagyom.

28. A masodosztalyu feliiletek 6nmagukba valo

transzformaczioja.
Az

SR
F=23YA,.uu, (1)

masodosztaly feliiletet 6nmagdaba transzformalni annyit tesz, mint
megallapitani eqy olyan
Ui=cyuy+cptiy+ etz + cyuy (2)
transzformacziot, melyre nézve
4. g

XA 00, =334, U.U,. . (3)

Ha v és w az u és U sikokra nézve harmonikus parok, tehat

az F=0 feliiletre nézve konjugaltak, akkor
W=vo;+pw;, U=vv,— pw; . 4)

Ezekb6l az egyenletekbol a (2) alatt levéket kovetkezéképen




110 MASODOSZTALYU FELULETEK ONMAGUKBA VALO TRANSZFORMACZIOJA.

szarmaztatjuk le. A v sik helyett vezessitk be szamitasainkba
polusat, mi a kovetkezd

Vi=0i1 X1+ Cjp o+ 0y Xy + 0y 2 ®)

relaczié segitségével torténik, hol a;-k az (1) egyenlet deter-
minansanak elsé aldeterminansai. Minthogy v és w konjugalt
sikok, azért w-nek at kell menni az x ponton, ezt analitikailag
a nullrendszerrel fejezzik ki, tehat

W= 1+ Gyt Pig s+ Fiy vy, ©)
Bik=—Pir)

mert, miként ismeretes, az ily modon 6sszekapesolt pontok és
sikok egymason atmennek. Ha az (5) és (6) alatt levé u és w
értékeket a (4) egyenletekbe behelyettesitjiik, akkor azok a ko-
vetkezé alakot veszik fel:
S o L s T
W=Y2ty X+ P20 ) l N
7

Vo »
V=i T - |

U=via;.a)-

Ha ezekbol az egyenletekbél x-t kikiiszoboljik, u és U ko-
zOtt olyan relacziokhoz jutunk, melyekbdél kénnyen megailla-
pithatjuk a (2) alatt levé transzformaczio egyiitthatoit.

Jeloljilk ugyanis a

v+ 10

mennyiségekbdl alkotott determinanst 4 (v, p)-vel, aldeterminan-
sait pedig i (v, p)-vel, akkor

1
A, pwx;=23diWV, puy,
=

1
4 (v, —p) ;= dyi (v, —p) U,
K=1

innen :

4 (v, -”"2"“'1"':22‘]’”' (v, ) a;u,
1l { v
4, ""‘)2"/:‘-"1‘:2“,};'1/:{ (v —) Uy 5
1 i <
masrészt a (7) egyenletek osszeadasabol kovetkezik, hogy

l1i+ l r"::z'/z’l”;.l'k p
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ennélfogva két utolsé egyenletiink alapjan

N U==20 3 ‘?_]J,‘.,- v mwayu—d@, pug, )

i 8)
4 (v, —p) II[:‘_).‘JZ;J/{,- v, —p) o U, — 4 (v, —n) Uy, |
o
tehat
2v 3 dyi (v, ) oy
) Btk ! =
Cie = Bl 10 =),

: 9

2y i (vy ) gy — A (v, 1)
!
£ o (v, 1) %

Azon harmonikus viszonynal fogva, mely v, w és u, U sikok
kozott van, a megallapitott transzformaczio csakugyan a feli-
let minden pontjat ismét a feliillet valamelyik pontjaba transz-
formalja. Errél kiilonben direkt szamitassal is meggyézédhe-
tiink. Ugyanis

(v, //.»2;1,,”(',:2%?‘,;]24‘.,- (v, ) aAp . — 4 (v, /u‘]zfllmu,
S8

=20 Jdipm (v, 1) Wy, — 4 (v, ‘M‘EA["'I”"

k
tehat
‘ LA 4 3
;,}J“‘Im( IMZWL.I mi %"‘[uz”l )
honnan
; v ~ Y 3 :
—)V’lz-l'm”m = sz‘lm up um—+ ZZAIHJ ( Um, ‘ 10
( )
. T i Q< r
—)WIZJ mUn= ZZAIIH UUn+ ZZAIHI Unuy. [
Amde fir = — Bri kovetkeztében

A, p) =d @V, —p), dik(v,pn) = dki v, —);

a (7') alapjan pedig

4@, p2xU=234; 0, p)wU;,

d (v, —p) Ix;u;=23341; (v, —p) u; Uy, ,
tehat

2emiim=23xnUn ,
ennélfogva a (10) kovetkeztében :
XA =334 Uy Uy, ,
a mi bebizonyitandé volt.
Ki lehet azt is mutatni, hogy a szubstituczié determinéansa

C=2+ ¢;1CCa3Cy=1. (11)
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Szorozzuk meg ugyanis C-t, miutin mar a c-ék értékeit be-
helyettesitettitk 4%y, p)-el, azutan az igy nyert determinanst a
determinansok szorzasi torvénye szerint szorozzuk meg (v, p1)-

vel s miutan a szorzatot
23 ‘?,J,‘.,» (v, 1) o (Vg PP rm) =204, (v, 12)
{ v

relacziora vald tekintettel ismét el lehet osztani J4(v, p)-el, azért

a miiveletek végrehajtasanak az eredménye :
4 (vaniGi== v, 1)

a mi a (12)-el azonos relaczio.

Az (5) alatt levé egyenletrendszer determinansa zérustol ki-
16nboz6: mert killonben a masodosztalyu felilet kupszeletté
degeneral. Azonban az (5) alatt levé egyenletrendszert helyet-
tesithetjitk olyannal is, melynek determininsa zérus; ez aztan
azt jelenti, hogy v segédsikokul csak olyanokat valaszthatunk,
melyeknek koordinatai egy s ugyanazon reliaczionak eleget tesz-
nek, tehat a melyek eqy ponton mennek at. Ezeket a sikokat
tgy képzelhetjilk, mint a tér a pontjainak polarsikjait, az y
pontbél a masodosztalyt felilethez vont érinté kupra neézve;
mert ezek valamennyien a kup estesan mennek at; tehat az
y ponton dtmend bdarmely v siknak a feliiletre vonatkoztalott po-
lusa benne van az (x,y) eqyenesben.

Az y pontbol a masodosztalya felilethez vont érinté kip
egyenlete :

Ay Ap A Ay Yy 4y

Agg Ay Yy Ty
0 Y 3

3 Ay Yoy
3 Yy 00
S ok T )

tehat a tér egy tetszéleges a pontjanak erre a kipra vonatkoz-
tatotl polarsikjanak koordinatai:
1 9
= i :
2 Jx;
A w sikok a feliletre nézve v-nek konjugiltjai s mivel ez

utéobbiak valamennyien atmennek egy s ugyanazon (y) ponton,
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azért a w sikok is atmennek y konjugalt pontjan (z)-én. A felii-
letre nézve lehdat y pont poldrsikja dtmegy z-én és az y-on dtmend
osszes stkoknak konjugall sikjai keresztiil mennek z-én.

A v sikhoz tehat hozzatartozhatnak mindazok a w sikok,
melyek z ponton ¢és v-nek a felilletre vonatkoztatott pélusan
mennek keresztiil; mivel pedig v polusa benne van (x, y) egye-
nesben, tehat (x, y, z) sik datmegy v polusan és a z ponton
amde y polarsikja () szintén atmegy z-én és v poélusan, ftehdt
a v stkhoz hozzatartozhalik minden olyan o sik, mely almegqy
[(x, y, 2), ] egyenesen. Ennélfogva :

w;=w;+ o (xyz2);,

és ’
1o : }
Ui= 5V ==+ p(xy2)i + pwi,
e o l 19
- Z)
g 1520 : (
U= 9V g 1 @YRi—poi.

Ha ezekbdl az egyenletekbdl x-t és w-t kikuiszoboljik, elju-
tunk a kivant transzformaczié-formulakhoz.

A kikiiszobolést kovetkezoképen eszkozoljitk: Vegyiink fel
az (y, z) egyenesnek a feluletre vonatkoztatott polarisaban két
pontot ' és t"’-t; minthogy w sik atmegy (x, y) polarisan, azért

2tiwi=0, 2lwi=0.
A (12) relacziok alapjan téhat

1 1790 iy
P

jelolés -alkalmazasaval :

2u; t; = v30it; + p(xyzt'),

T p v ; 13)
.ll,'[,':'/_\(rﬁ','[," 'll,(l.l'.l/i[ ).[ S5y

Hasonlo két egyenletiink  van t’-ra nézve is. Ha ¢’ a feli-
letre nézve a-nek konjugaltja, akkor x benne van az (y, z) egye-
nesben, azaz:

(eyzt’)=0.

Amde ha x és ' a feliiletre nézve konjugaltak, akkor a jelen
koriilmények kozott az y pontbol a felillethez vont érinté kipra
nézve is azok, tehat

Sutak : Masodoszt. feliiletek altalinos elmélete.
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..‘.'50,'“ =4

azaz: g
&= (-rvy:f,;’) RERe A (-t'y:f s,
2ot 2oit"

kifejezések x-t6l fiiggetlenek. Kiillonos tekintettel ezekre az ér-
tékekre, a 13. egyenletek a kovetkezokhoz vezetnek :

v+ pd'

SU ¢
y—p @

2ty = -
(14)
v+ pd"

\ 1"
Uil == -
e v—p "'

Uit

Ezekhez jarul még a (12)-b6l eredd kovetkezd kett6 :
.|

b i s b Y 84
2y = — 22Uy, | (15)
J
bY W denin ST -
<lU; Z2; = ~U;Z; . l
Ezeknek s a (14) alatt levé egyenleteknek u és U szerint
vett megoldasai adjak a kivant transzforméczié-formulikat.
Kimutatjuk még, hogy a transzformaczié determininsa —1.
Ismeretes, hogy ha a
by I i
2age=2bys;
(k=1,2,3,4)
egyenletrendszer megoldasa :

i N .
i—<=Cig L »
akkor

s A

joed R
hol A, B, C rendre az a-, b-, c-¢kbol alkotott determinansokat
jelolik. Ha tehat a jelen esetben a szubstituczié determinansat
C-vel jeloljuk, akkor
v+pd v+ pd"

€C=— . .
v—pul  y—p@"

Minthogy @' és @' figgetlenek a-t6l, azért képletitkben a
helyett barmit irhatunk, ha tehat @'-ban x helyébe 1"-t, @"-ben
pedig t' irunk, akkor azt talaljuk, hogy

P=—Q",
tehat
C=—1.
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Minthogy két egymasutan eszkozolt transzformaczié mindig
helyettesitheté egy olyannal, melynek determinansa az eredeti
két transzformdaczié determinansanak szorzataval egyenld, azért
a jelen esetbhen két egymasutin eszkozolt transzformacziot
helyettesithetiink egy olyannal, melynek determinansa +1, tehat
egy olyan transzformaczidval, melyet fejezetiink elején allapi-
tottunk meg. Az olyan transzformaczio-csoportot, melyben két
egymasutan végrehajtott transzformaczio nem helyettesithetd
egy abba a csoportba tartozé transzformaczidval, nemfolytonos
transzformaczio-csoportnak nevezzik.

Tehat az imént megdllapitott transzformdczio-csoport nem-
folytonos, ellenben az elészor megallapitolt csoport folytonos.










FRANKLIN-TARSULAT NYOMDAJA.
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