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A LINEARIS CSOPORTOK ELMELETEHEZ.

A matematikai kutatasokban a linedris csoportoknak jutott
fontos szerep teljesen indokolja azt az érdekl6dést, melyet
Jorpan-t6l* kezdve Dickson-ig? a matematikusok a linedris
csoportok elmélete irdnt tanusitottak. Habar ez az érdeklodés
sok szép fejtegetésnek lett a katforrisiva, azért — gy hiszem —
azoknak gazdagitisa a kovetkez6 sorokkal épen nem vilik
foloslegesse, a mennyiben az elmélet alapjainak megszilardi-
tisa egy j modszerrel — az elemi o0sztdk segitségével — csak
javara valhatik azoknak a kutatasoknak, melyek ezen a téren
folyamatban vannak. '

1. Definicziok.

A7 X @, hatdrozatlanok szdma, ha az wndexek eqymds
tol figgetleniil egy (mod. m) teljes maradék-rendszer minden
értélét folveszik : m™.

Az xy, - . ., n minden szubsztituczidjdanak megfelel az Koy ione
elemeknel: eqy, de csakis egy szubszliluczidja.

Ha az (%, ..., %y, halmaz m® értékrendszerét (mod. m) a
(s @0 e vy Zn)yeoes @Pn(Lyseee, ax,)] halmaz is bizonyos sor-
rendben folveszi, akkor az

&5 iire L

: (mod. 1) (1
(% (@gys o b s Bp)oles CpnWyyeen .:',,)) A 1)

1 Jorpan, Traité de substitutions et des équations algebriques, 1870.
2 DicksoN, Linear groups with an exposition of the Galois field theory.1901.
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szubsztituczioval teljesen jellemeztiik az X,L.1 - . - o, elemek meg-
felelé szubsztituezioit.
Az s szubsztitucziot még igy is szokds jelolni:

8 == [y o0 vy M 5O B s s Bly s s O < s 4 o 005)) Mok (DS

Ha pedig kétértelmiliség nem forog fenn, akkor vagy az

S _—_( 9 ) (mod. m), )
@3 ysmes v 5 00)
vagy pedig az
8§ = = ¢; (%4, - - -, &) (mod. M) (29
({ = e Y

szimbolumot haszndljuk.
Pl Az

s (a) = &; = X;+a; (mod. m)
=1, 0091
szubsztitucziok, ha az a-k egymdstol figgetleniil (mod.m) min-
den értéket felvesznek egy m” fok, m» rendii tranzitiv Asgcr-
féle csoportot alkotnak.

Ha
!
X = w41
SH== it (mod. m),
Xp = Iy,
itk
akkor
Sla)=81" ... 8nm

n

kovetkezoleg az s(a)-k alkotta Asrr-féle csoport n-ed rangti; ezt
a csoportot aritmelikai csoportnak nevezziik.

2. A linearis csoport fogalma.

Hatdrozzuk meg azt a legdltaldnosabb csoportot, mely az
aritmetikai csoportot invariansul hagyja.

Legyen ennek a csoportnak egyik szubsztituczidja az el6bbi
fejezet (1) alatt levo szubsztituczidja s. Mivel s~1s, s foltevésiink
értelmében meg van az aritmetikai csoportban, azért
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sls, s= ( @i (L1, Xgy o nv ) L) ) =
! @i s 1, gy o5 n)
PO Al e )
- (90‘( ¢ 1 ) (mod. m),
@i (a f-ac. 8 oip g 'l"n)T %i1
kévetkezdleg

90,'(.’[71'{-1, {l‘a~ L S xn) s Spi("'l- sy Xp) _lT_ Qi1
épen igy

@i (24, Latl, ..oy @®p)= @i Xy, - ., )+ ag;

o R RS R e i R (0 e S 2 [l T 1

Ezekb6l a redukczidos képletekbél, ha a ¢; (0, ..., 0) kon-
stanst a;-vel jeloljik, ¢; (x,, ..., ®,) szamara a kovetkez$ anali-
tikai alakot nyerjiik:

@i Lyy ooy Xp) —= ai+ai1l171+‘"‘f"(li”"l"n-
Ennélfogva az aritmetikai csoportot az Osszes
g I

§ = 3 = ai+ay @+ -+ @y (mod. m)

(i=1,...,n)

szubsztitucziok invariansul hagyjak. Miként konnyt belétni, ezek
a szubsztitucziok egy m" fokt ecsoportot alkotnak, melyet linedris
csoportnalk nevezink.

Az

s s a) = &} = ayx14- -+ aimx, (mod. M)

szubsztitucziok a linedris csoport egyik alcsoportjat képezik,
melyet homogen linedris csoportnak neveziink. Ennélfogva:

Az a maximdlis csoport, mely az aritmetikai csoportot
mvariansul hagyja, a linedris csoport; az a maximdlis, az
aritmetikar csoporton kivil dllo csoport pedig, mely az arit-
metikai csoportot invariansul hagyja, a homogén linedris
csoport.
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3. A homogén linearis csoport elemi szubsztitueczioi.

Az
s(, 1) =ua; = xi+x,, x)=xk

; T 5l (mod. m) 1)
»5(1, L) =X, = x1—§—.7:i, Lepie= xk}

sgubsztituczidkat a homogen linedris csoport elemi szubsztiti.-
czidinak nevezzik.
Konnyti beldtni, hogy

Il

=1/ —) . !
70, 1) =as = w0 — xy, Tk
s, )=o) = x, — 35, X

L ,
R } (mod. m) =1,
Ly

s7Y@, 1), s (1, k) s (@, 1)s7 (L, k) =s (4, k) =, = x;+ 24, 2} =2, (mod. m)
(is£ k)

8¢, k) = x; = a;+axy, 2; = 2, (mod. m) (Fk

barmily pozitiv, vagy negativ egész szdm legyen is a.

4. Az elemi szubsztitucziokkal valé szorzas szabalyai.

Ha s,-nak, illeléleg sy-nek nevezziik azokat a szubsztituczio-
kat, melyeknek matrixai rendre :

a =| i -ainjl,

] {

0= b bl
Q=3 ey n)

akkor a szubsztitucziok szorzdsi szabdlya szerint:

Sa Sp = Se,

ha
¢ =l Ci,i"'Cin”y
(i=1,...,n)
cix = buai+bintnr -
1. Pl. Az

Sq S ( lJ ” = 5S¢

szubsztituczié matrixa
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| Cik 1kt Qg
Cor || __ g
Cnk Unk

2Pl Az
gl e =gy

szubsztituczié matrixa

G~ « = Chet CBE BT & g f =

|
‘—‘\ Akto - - Upi—1 Qi+ Ot Ait 1+ + + Uien || -

Altaldban az s, s (i, k) matrizdt az a-bdl ugy nyerjik, ha
az i-edik sorhoz hozzdadjuk a k-adikat: az s, k)s. matrizdt
pedig az a-bél ugy kapjuk, ha a k-adik oszlopdhoz hozzdad-
Juk: az i-ediket.

Ha tehdt az a matriz egyik sordnak illetéleq oszlopdnak
e-sz0r0sdt hozzdadjulk eqy mdsik sor-, illetdleg oszlophoz, ak-
kor mem teszink mdst, mint s,~t szorozzuk jobbrél-, illetéleg
balrdl eqy elemi subsztituczié e-adik hatvdnydval.

5. A homogen linearis csoport szubsztituczidéinak
redukezioja.

Az el6bbi fejezet fejtegetései szerint elemi szubsztitucziok-
kal szorzunk, midén az a matrixszal a kovetkez6 miiveleteket
vegezziik :

1. Ha a;. az a matrix abszolut értékére nézve legkisebb —
mindig zérustdl kiilonboz6t értve — eleme, akkor az i-edik sor
megfelelé tobbszorosének a tébhi sorhoz valé hozzdaddsdval
elérhetjiik, hogy az igy transzformalt matrix k-adik oszlopa-
ban a;-nal abszolat értékre nézve csak kisebb elemek fordul-
janak el6.

2. Megfelel6 miivelettel elérhetjiik, hogy a matrix i-edik
soranak elemei is abszolut értékre nézve kisebbek legyenek
a;-nal.

3. Az igy transzformalt matrixra alkalmazzuk Gjhol az imént
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leirt miiveletet s ezt folytassuk addig, mig egy oly matrixhoz
nem jutunk, melynek abszolut értékre nézve legkisebb elemsé-
nek soraban és oszlopaban minden mds elem zérus.

4. Ha valamelyik sorban van olyan elem, melyben a leg-
kisebb elem nem foglaltatik maradék nélkiil, akkor ezt a sort
adjuk a legkisebb elem sordhoz s azutin kezdjik ismét elé-
ril leirtuk a miveletet.

5. Ha végre eljutunk egy oly matrixhoz, melynek abszolat
értékre nézve legkisebb elemének sordban és oszlopdban min-
den mds elem zérus és ez a legkisebb elem a matrix minden
mas elemében maradék nélkiil foglaltatik, akkor a legkisebb
elem sordt adjuk a matrix legelsé sordhoz s aztin oszlopdnak
annyiszorosat adjuk az elsé oszlophoz; hogy eziltal az elsd
elem pozitiv legyen s egyenld legyen az abszolat értékre nézve
legkisebb elem abszolut értékével.

6. Miutdn az 1. és 2. pontban leirt eljardssal az elsé sor- és
oszlopnak is. minden elemét, a legelsét leszdmitva, zérussa
tettiikk, matrixunk ily alaka lesz:

e, 0 -0
b

|

0 s O
Ha mar most a leirtuk mtveletet alkalmazzuk az
| i . . . il (=2...,m

matrixra, akkor vilagos, hogy mitveletsorozatuk végén matrixunk
ilyen alakuva lesz:

ey 0+--0

0 e,--0
P e

OO...en

Ennélfogva az elemi szubsztitueziokbol el§: tudunk 4llitani
oly szorzatokat o,-t és o,-t, melyekre nézve

0840, = Se = X3 = ¢;; (mod. m).

ti=1,..0,n)
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De e; (mod m) minden értéket csak ugy vehet fel, ha
(B inyi=s

Ennélfogva s, csak gy lehel valdsdgos szubsztituczid, ha a

elemi o0sztdi m-hez viszonylagos torzsszdmok, azaz ha
(Cl ooo Cpy LY== i i

Ha a matrix determinansat roviden |al-val jeloljik, akkor
vilagos, hogy

o jafjb|= e}
Kovetkezdleg

lal=]el.

Fontebbi tételinket tehdt igy is fogalmazhatjuk :
Sq csak ugy lehet wvaldsdgos szubszlituczid, ha determinansa
|a| és m viszonylagos torzsszdmol.

6. Az s, szubsztitucziok transzformalasa.
Legyenek v,, 9o Y Y, (mod. m) még egyelére hatdrozatlan
szamok. Konnyli meggy6zoédni, hogy az
8. 8% (1, 9). sva (2. 1) s¥s (1, 2) s¥ (2, 1)
szubsztituczié megegyezik a kovetkezivel :

Xy = e, (1+YaYs) X145 [ (1 +Yolyg)+Ys] 2,

@y = e, [y L 4+Yals) +1a) 25 {y g (s (L +Yotys) +Ys]H14Y Y} 2
”l,‘; = éi%;

Ha mdr most azt az
sl ) sus(2, 1) sua(l. 2) sve(2. 1)

szubszlitucziot, melyet az
Yalfs = €,—1
Y = — 6y, (mod. m)
Yo = — Gl
feltiteleknel megfelelden konstrudlunk s(1, 2; e,)-nek nevezzik,
akkor
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8s 8(1, 95 0) =, = ¢, 6,%,

/o Ly
’

Ti = €; %y,

If

I

tehdt

Ses (1,2 )88, 3560+ .8(l, 03 6;)—&

Il

€y...,7,
= &

I

i.

Ha tehat az s, subsztituczio determinansat d-nek nevezziik,
akkor:
Mindig elé tudunk dllitani az elemi szubsztitucziokbél oly o
és " szorzatokal, melyekre nézve :

o'sqc” = &, = dx,, x; = x; (mod. m).
Ha
d=1 (mod. m),
akkor

azaz : minden (mod. m) egységdeterminansu szubszlituczid eld-
dllithato, mint az elemi szubsztitucziok szorzata.

Ha s, egy tetszéleges oly szubsztituczio, melynek deter-
minansa d és

’

§ =i ==vd o oy == - (mede i)

akkor ss;' determinansa 1, tehat
58—y

S DSs

tehdt minden s, szubsztituczichoz meghatdrozhato oly elemi
szubsztituczidkbol elddllitolt szorzat o, melyre nézve

PN g el
68, =2, =dx,, 1, = x5,
vagy

2 = d: ! =
Su0 = &, = Qo 0y = Ty
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7. A homogen linearis csoport konstrukezioja.
Ha az
x?2™m =1 (mod. m)
kongruenczidnak egyik primitiv gyoke d, és
s =, = du,, & = x,
akkor minden s, subsztitucziohoz meghatarozhatunk oly a sza-

mot, melyre nézve

S8 =,
hol o-nak az elébbi fejezetben megallapitott jelentése van,
kovetkezoéleg :

Sq = 0S%.
Ha tehdt a homogen linedris csoportot G-vel jeloljik, akkor
G ={s(1, 1), 86, 1); s}.

Mivel s7's (i, k) s (mod. m) egységdeterminansia szubstituezio,
azért a

r={s{, i sG 1)

csoport. G-nek invarians alcsoportja, tehdt

G=17rTs,..., srm-1
=T, sl,...,s¢m=1r

8. A homogen linearis csoport rendszama.

Ha G-nek azt az alesoportjat, mely «,-et invariansul hagyja,
G,-nek nevezziik, akkor

G=1GnGan oo, .
A g-k x, kiillonbo6z6képen transzformdljik, mert ha g; és gx
egyformdn transzformdlnd, akkor ¢;grx' invariansul hagynd; de

ekkor g;gx' tagja lenne G,-nek, tehit ¢; a G,g, halmazban is
el6fordulna, a mi nem lehetséges.
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Ha a,,, ..., a1, relativ torzsszam m-hez, azaz

(Qigyy o estlhomy Rt)i===1y

akkor van oly szubsztituczio, mely az x,-et a,,2,+ - +a,xn-be
transzformalja.

Mér most ha ¢ (m, n)-nel jeloljiik azt a szamot, mely meg-
mondja, hogy az 0, 1,..., m—1 szdmok kéziil hanyféleképen
valaszthatunk ki oly (ay,...,a,,) halmazokat, melyekre nézve

(@5 e g s ) =1
akkor
v=¢(m, n).
Legyen
m=ph .. + Pa,
mivel a 0, 1, 1,..., m—1 szamokbodl kivalaszthato m» kiilon-
b6z6 (@, .- ., @1,) halmaz kozott

( m )"
o 0

olyan fordul elé, melyek mindegyikének tagjai oszthatok p,...p-
rel, melyeket réviden p, ... p,rel oszthato halmaznak mondunk

n
s mivel a S‘(ni) halmaz kozott a p,...prel oszthatok

— \ 1,
» Wl n
mindegyike () )-szer fordul el6, a >( ,m,,) halmazsokasag-
1 b\ 1P

ban minden p,...p,rel oszthaté halmaz (1;)-57,61- fordul el6

stb., azért az

I IR

képlet figyelembe vételével konnyl beldtni, hogy

1/ M \n m \n g 1
m, n) = mn— e Telie= gt 1_ )-
e N Z(pl) +Z([’1I'e) []( I3

. ; §ome

Mivel G rendszama, melyet R (m, n)-nel jel6liink, v-nek és
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G, rendszdamdnak a szorzata, azért még ez utobbit kell meg-
hataroznunk.
G, barmely szubsztituczioja ily alaki :

T =2y, i = ap®+ o+ ik, (modm), G=2,...,n

hol a (mod. m) tetszéleges (dy, ..., @,,) halmazok szdma
m4, az

(|awx], m) =1 Gy k=2, ...,m)
foltételt kielégito

”dii,‘,..., (l,;n” (i=2,...,n)

matrixok szdma pedig R (m, n—1); kovetkezéleg G, rendszama
m"* 1R (m, n—1), ennélfogva:
a homogen linedris csoportunk rendszdma
R(m, n) = m*1¢ (m, n) R(m, n—1),
hol
R(m, 1) = ¢ (m, 1) = ¢ (m).

Ezt a tételt ily altaldnossagban elészor Jorpan * mutatta ki.
Az m = p-re vonatkoz6 s Garois altal félfedezett

nn—1) n=n

Rp,m=p 5 J[4/—1)

tételt elészor Berri igazolja.

Mivel m és n a csoportra nézve jellemzé szdmok, azért ez-
utdn a homogen linedris esoportot rendszdma uldn R(m, n)
csoportnak fogjuk nevezni.

9. A kompoziczio sor képzési modja.

Ha p,, ..., p, torzsszamok és

M = pfL, My, = pgs ... po.

m = mym,,

1 JorpaN, Traité p. 95.
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akkor, ha az R (m, n) csoport minden szubsztitucziéjihoz
s = o, = a;%,+ -+ %, (mod. M)
mellé rendeliink egy
o =X, = X+ +0in2y, (mod. m,)
szubsztitueziot, akkor vildgos, hogy a o-k oly R(m,, 7) csopor-

tot alkotnak, mely R(m, n)-nel izomorfizmusban van, R (my, n)
csoport egységének R (m, n)-ben megfelelnek az

8, = o = xi+my (@uxe,~+- - -+ a2, (mod. m)

szubsztitucziok, melyek R (m, n)-nek egyik invarians alcsoport-
jat alkotjdk.
Mivel az
1 =vm,+pm,
relaczional fogva

8y = & = pmysi+my (ai,2+ - +(is+v) Lit+ - + Ainn) (mod. 1),

azért s, determinansa akkor s csakis akkor relativ térzsszdm
m-hez, ha

a11 +V' 2 'aln
: W

ny < Opntv

Ennélfogva az s, szubsztituczidk csoportja egyszerti izomor-
fizmushan van egy oly R(m,, n) csoporttal, melynek szub-
sztituczioi

Sy = X, = @iy, ++ H(QiiHV)2i+ -+ Ain®n (mod. m,)
Ha mar most a fonntebbi R (m,, 1) csoport kompoziczié sora

F’ 1—111"',1‘1"

kompoziczié-tényez6i pedig 7y, - - -, 7i, akkor ezeknek a [-dknak
R (m, n)-ban megfelel a

G0 G
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sor, mely nem mds, mint az R(m, n) kompoziczio-soranak
Gi-ig terjed6 része, a melynek kompoziczio-tényez6i szintén
71 --+57i és a melyben G; egyszer izomorfizmusban van az
imént folirt R (m,, n) csoporttal, melynek félbontdsdra ugyanazt
a szabalyt kell alkalmaznunk, mint a melyet most alkalmaz-
tunk, az R (m, n) csoport felbontdsdra.

Az R (m, n) csoport felbontdsa tehdt visszavezethetdé R (p®, n)
felbontdsdra.

10. Az & (p+ 2) csoport folbontasa.

Az el6bbi fejezet fejtegetéseihez hasonléan az R p¢, n) cso-
port minden szubsztitucziojahoz

§ = X = W%+ -+ iy, (mod. po)
rendeljiink egy
0= Xi = Uy + Wi, 2, (mod. p)

szubsztitucziot ezek egy oly R (p, n) csoportot alkotnak, mely
az adottal

R{n% n)
R(p, n)

e /)(u—lln‘-‘

rendii izomorfizmusban van.

Ha az R(p, n) csoport kompoziczio-soranak R(p% n)-ben
megfelel a

(;, Gl’ o ealy (,T'/;

sorozat, akkor G rendszama: p“—17*; ennélfogva Gy mdr fel-
oldhato csoport.

Az R(p* n) csoport felbontdsa tehdl visszavezethetd az
R (p, n) csoport felbontisdra.

11. Az Z (p, ») csoport folbontasa.

Ha csoportunkat réviden G-nek —, a (mod. p) egységdeter-
minanst szubsztituczioibol alkotott invarians alesoportjat /-nak
nevezzik, akkor a 7. fejezet fejtegetései értelmében




14 SUTAK JOZSEF.

G:F, R e s [sP—2
hol
s =z, = dx,, xi= x; (mod. p),
d pedig az
a?~1=1 (mod. p)

kongruenczidnak egyik primitiv gyoke.

I-ra vonatkozolag kimutatjuk a kovetkezdé tételeket :

1. Ha y I'nak oly szubsztituczidja, melyet I' invariansul
hagy, akkor y ily alaki :

r = a; = gx; (mod. p).
Legyen ugyanis

i /)/L = ,(/111'”'1"*_ e ”i‘_’/uz-"w y
a I' egy tetszéleges szubsztituczidja pedig
S = & = iy Xyt -+ Ainkn .

Foltevésiink értelmében

sy = 7s,
azaz
JirO+ -+ Ginlhnre = Ai§ie+ -+ AinGnk-
gy ha
S=S§ (I, /.'),
akkor

!/ii = ,’//Ck) ,’/ri = Ua .(//\‘S B 0‘ ro&i, koks

a mi méar tételiinket igazolja.
Hatdrozzuk: meg most g értékét. Minthogy ; determinansa
(mod. p) egy, azért
g* =1 (mod. p).
Ha tehat az
2?1 =1 (mod. p)

kongruenczia egyik primitiv gyoke a és

g = a7,

akkor
a®'= 1 (mod. p)
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tehat
nx =0 (mod. p—1),

honnan, ha n és p—1 legnagyobb kézés osztéjat d-vel jeloljiik,

p—1

o=
d

vy, (=0,1,...,d-1)
ennélfogva :
2. I'-nak azon szubszlituczidi, melyeket I' invariansul hagy
eqy d-ed rendi
1‘11 s (1' P ot ?,d—l)
muartans csoportot alkotnak, hol
d=mn, p—1)

p—1
r=a; =a % x; (mod. p)

és a az
xP~1 =1 (mod. p)

egqyik primitiv gyoke.

3. Ha I' valamelyik invarians alcsoportia az elemi szub-
szlitucziok egyikél tartalmazza, akkor az Osszeesik I-val.

Az altaldnossag rovésa mélkiil feltételezhetjiik, hogy egy ily
invarians alesoport H tartalmazza az s(1,2) elemi szubszti-
tucziot. Mivel

s O - 5 e, T g
Sy =i =il Xy = XLyy Xp = Xp,

Il

/ — el A — ~ \I »
Sy = Loy = —Lp, X = Loy Lp XLy

egységszubsztitucziok, azért H tartalmazza az
Sisili-2)8 == 8 (1. D),
8, 808, 2ye, = s(;, k)
szubstitucziokat is, a mivel tételiinket igazoltuk.

4. I' minden oly invarians alcsoportja, mely a I, csopor-
ton kivil levd szubsztituczickat is tartalmaz, dsszeesik I'-val,
ha n>2, vagy ha n =2, de p>3.

Legyen ugyanis- H egy oly. invarians alcsoport, melyben
van oly
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o — s »
8§ = X; = Wiy Lyt "+ Ainln

szubsztituczio, mely I';-ben nem fordul el6, akkor viligos, hogy
van oly elemi szubsztituczi6 — mondjuk s(1, 2), mely s-et
nem hagyja invariansul, kovetkezdleg az

s7i571(1, Q) ss(l, 2) = §, = X, =y, X+ -+ Uynn, Xi = Li—ay X,

hol X, avval a linearis fiiggvénynyel helyettesitendé, a melybe
st x,-t transzformdlja, oly szubsztituczio, mely az identitdstol
foltétlentl kiilonbozik. Ha tehat.

ai, =0, (i=2,...,7)

akkor ), = 1; és az altaldnossdg rovisa nélkil foltételezhet-

jiik, hogy ', == 0; ennélfogva ha 2 oly szédm, melyre nézve

(1

!
12

A

=1 (mod. p),

akkor a

szubsztitucziohoz jutunk, melybdl, ha

Avy=1 (mod. p)
az
st (1, 2)=s(1, 2),

kovetkez6leg H oOsszeesik [-val.
Ha pedig az as-ek nem mindegyike null, pl. ¢y, nem zérus,
akkor a

f ;

/ e » .,’—‘- e » =
g, =Xy = Ly, Lg= Ly, X

I

szubsztitutio alkalmazasaval

i e I e , o
Sy = 0,804 =Xy = 1’11a1+"'+bm"’nv

= ()21«771 R I’g?zmn )
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ebb6l pedig

Sy 87H(1,3)8,5(1, 3) =, = x,— (b,,— D x4

81742, 9) 82 (2 3) =

Ezen szubsztitucziok mindegyike ily alaki :
3 r — a v /! — Z m — e
'\3 =% "11 = 91/’1+)*1‘13, Ly = -I’Q"i’ 2-L3 PR o R

Ha 2, és 2, nem mindegyike, pl. 2, nem null, akkor a

sty e gy x s e

Oy =Xy = 2,5, Xy = — ~/_ oy iy = s
A
1

szubsztituczioval vald transzforméaczidval nyerjiik, hogy

Gat Biay ==8%:(1,8),

tehat H 6sszeesik [-val.
Ha pedig 2; = 4, =0, akkor

bppe=ibii=—it ) bose=ab, =0,

12

Mivel s, nem lehet identitas, azért a b-k kozott kell zérus-
tol kiilonbozének lenni. Ha b, és by, nem mindegyike zérus, de

by =0,
/’“Zi, - ())

akkor s,, mdr s, alaki. Ha pedig a b,; és by-on kiviil még

més zérustol kiilonb6z6 b is van, pl. b,,, akkor
884 3)s,87 (4, 3) =, = x,—b, %,

9,

"13; = xz“_l’mmzz»

F Y
o) ==ha
mely mér szintén s; alaki. Mivel tobb eset nem lehetséges,
azért n>2 esetre tételiink igazoldst nyert.
Mathematikai és Physikai Lapok. XXII. 2
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A kozoltik levezetés csekély valtoztatissal megegyezik Dickson
levezetésével.! Jorpan ® levezetése hidnyos.

Az n =2 esetben legyen

S il 3 o
s =, =a,%, 0.2y,

Xy = (%, 4 b,y

H-nak oly szubsztituczioja, mely nines meg I7-ben.
a) Ha a, =0, akkor b, = a7'.
a) az a3 =1 esetben az

e i % ] — A
()':a/l:—‘%l’ XLy = — Xy
jelolést szamon tartva s, vagy se ily alaka:

st (1, 2) =z, = x,+px,,
;

o

If

0

tehat H tartalmazza az s* (1, 2)-t, vagy -az s (1, 2)-t.
8)® Az a? = 1 esethen pedig

1—a?
s1(1, 2)ss(l, Yst=sat (1, 2).

b) Ha a, = 0, akkor, ha a4,A =1, a

RPN L. (e S o e B e SRR - o= I
E 8, = .\rj_ﬂl,l_/l.l_ A 5 Way l»,_gA.l

ebbél pedig, ha

0, = x; = — (M) 'x,, X, = kay,
A L =21
Ss = 0, \1()'1§1: xXy '—‘—/\—‘)1—"/’ ._..)_,, Ly s
l’,j_—/)'~'ll,

1 Dickson, Linear groups. p. 83.
2 JorpAN, Traité p. 108.
3 Innen kezdve az n—2-re vonatkozo6 bizonyitis DICKSON-énal egyszeribb.
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p>>5 esetben £ mindig megvalaszthato a
k*== 1 (mod.p)

foltételnek megfeleléen és ekkor a ) esettel dllunk szemben és
1Kt
ST1(1,79) 85 (1,:2) 8 =8k (1, 2).

Ha p=2>5, akkor k*=1 mod. p, ha tehat a =0, akkor az
a) alatt targyalt esettel dllunk szemben. Ha pedig @ = 0, akkor

e =1 /
Sg=T =— R Wy, Xy

1l

Axy,
ebbdl pedig
s =8"1(1, 2)s,5(1, 2) s, =%, =—x,42,,
Xy = N, — (A1) .
Ez pedig a

o, =X, =1, Ty =A2+1) x4+,
szubsztituczioval valo transzformaczioval a kovetkezévé lesz:
8 = 0780, =X, =— 42 2+, ¥, =~ x,.

Mivel barmily A-ra nézve teljesiil a
A*42 = 0 (mod. 5)

foltétel, azért s, olyan s, alakt szubsztituczid, melyre nézve
a = 0; ezt az esetet pedig mar targyaltuk. Ezzel aztan téte-
linket az » = 2, p >3 esetre nézve is igazoltuk.

Ezek utan méar kénnyen megkonstrualhatjuk G kompoziczio

g ;
sorat. Ugyanis Tr egyszeres izomorfizmusban van az (1,s,...,
sP~2) csoporttal. Ha tehat

p—1=p,...0r,
d =g+ -0Qs,

G it 3
akkor T ¢ Iy kompoziczié sorai rendre :
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G

[-v ’ G}l‘1» G})—l 9 v ey ]
P2 D1 Pa
5 T

e T e
a1 9192

Ennélfogva G kompoziczié sora ily alaki

("-7 Gp—l Ethfy~~-,F, IYI,F(L, Pid g ¢

P1 1’1192“ q1 9193

Kovetkezoleg G kompoziczid tényezdi :

: - R(p, n) !
jl,..-,]‘l'a ([v(])—l)’ _[1,...,//3‘

PliHa n =1, akkor
R.(p, 1) =p—1,d"=5%
P ==
Tehat az R (p, 1) kompoziczid sora

g e R - AN
b1 P1P2

kompoziczid tényezdi pedig
[)1 b ey ]71~,

ennélfoqua az R(p, 1) csoport filoldhatd csoport.

12. Alkalmazasok.

1. Az aritmetikai csoportot A (m, n)-el jelélve

A (1}" 1) o (17 Sy ey Sp—i)’
hol
s=a'=x+1 (mod. p),

tehat A (p, 1) cziklikus csoport tranzitiv.
Azt a maximalis csoportot, mely A(p, 1)-et tartalmazza s
eqyuttal invariansul hagyja, melacziklikus csoportnak nevezzil.
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A metacziklikus csoport tehdt az R(p, 1) csoportnak és az
A(p, D-nek a szorzata, ennélfogua a rendszdma p(p—1); «
kompoziczid sord :

Ap, 1) G, A(p, 1) G‘,,jl S

D1
a kompoziczid tényezdi pedig :
Piseses Prs Y

tehdt a metacziklikus csoport fololdhato.

Megforditva minden transzitiv féloldhatdé p-ed fokw csoport
maga a metacziklikus csoport, vagy pedig annak eqyik al-
csoportja.

Ugyanis a tranzitiv féloldhato p-ed foka csoport kompozi-
czidsordnak az egység eldtti csoportja épen A (p, 1), mely az adott
csoportban is invarians,® ebhél pedig épen kimondott tételiink
kovetkezik.

Ha mar most altalanosan az osszes

Ap, )G p-1_
P1eePE
csoportokat metacziklikus csoportoknak nevezziik, akkor kimond-
hatjuk a tételt, hogy a

p-ed foli irreduktibilis egyenletek kozil csak a metaczikli-
kus egyenletel: oldhatdk meg algebrailag.

9. Minden pn-ed foka primitiv foéloldhaté G csoport f8sora-
nak az egység elétti csoportja oly

STt . S;;" (=0, ...,p-1)

szubsztitucziokbol all, melyekben az s-ek egymdssal foleserél-
heték s egymastol fuggetlen p-ed rendi szubsztitucziok,” tehat
az 1. fejezethen mondottak értelmében ez a csoport nem mds,
mint az A (p, n) csoport ; de mivel ez a csoport invarians G-ben,

1 BiancH1, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni. 1900. p. 79.
2 Netto, Gruppen u. Substitutionen theorie. 1908. p. 174.




22 SUTAK JOZSEF.

azért G az A (p, n) és R(p, n) csoportok szorzata, vagy en-
nek egy alcsoportja. Ennélfogva :

Minden p*-ed foki primitiv fololdhaté csoport az A (p, n)és
R (p, n) csoportok szorzata, vagy pedig ennek «a szorzatnalk
eqyik alcsoporta.

Tételiinknek az algebrai egyenletek elméletében a kovetkezo
felel meg:

Egqy primitiv p*-ed fol egyenlet csak akkor lehet algebrai-
lag megoldhatd, ha csoportia az A (P, n). R(p, n) csoportnauk
alesoportja.

Sutdl Jozsef.
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