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Leltári szám:

Kiadja a Szent István Akadémia.



ELŐSZÓ.

Az 1. fejezetben a Frenet-Serrét-féle formulák vektorelméleti 
levezetését s alakját mutatom be.

A 2. fejezetben a fundamentális trieder, valamint a nor­
mális görbület, geodetikus görbület és geodetikus torzió definí­
ciója után megállapítottam a görbéknek az orientációtól függet­
len három alaptételét, miért is elméletünket joggal nevezhetjük 
a görbék abszolút elméletének. Az I. alaptétel három egyenletből 
áll s tartalmánál fogva a fundamentális trieder megváltozást 
tételének nevezzük. Ettől független a III. alaptétel, melyet a 
normális változás projekció tételének nevezünk. A második alap­
törvény, mely a felület érintősíkja s a görbe simuló síkja között 
levő szögnek ω-nak megváltozást törvényét mutatja be s amely 
eddig is ismeretes volt, már nem független az első alaptételtől, 
mindazonáltal fontos alkalmazásainál fogva az alaptételek közé 
soroztam.

Az I. és III. alaptételekből — úgyszólván — számítás nél­
kül nyert fontos tételek elvezettek a felület közép- és totális 
görbületének egy új definíciójához. Az organikus görbékre való 
alkalmazásból (3. §.) meg kitűnt, hogy általános tételeink, mint 
igen speciális eseteket tartalmazzák mindazokat a tételeket, 
melyeket eddig megállapítottak.

A 4. fejezetben az érintkezés problémáját oldottam meg, 
melynek az aszimtotikus görbékre való alkalmazása elvezetett 
a Bonnet és Beltrami-féle tételekhez. Ugyancsak itt állapítottam 
meg a kontingencia-változás tételét is.

A felületek metszési problémájára vonatkozó 5. fejezetre 
csak azt jegyzem meg, hogy az általános elméletnek egyik igen 
egyszerű példájaként adódik ki a Dupin-féle tétel.

A 6. fejezet az existencia-problema megoldásán kívül a 
görbe definíciójához szükséges feltételek megállapítását tárgyalja. 
Az egy pontra vonatkozó relatív helyzet alapján történő defini- 
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4 ELŐSZÓ.cióval még a következő fejezet is foglalkozik. A mozgással tör­ténő definícióval a 8. s két görbe relativ helyzetéből származó definicióval pedig a 9. fejezet foglalkozik.A bemutattam számos alkalmazás körül kiemelem a 7. §. 4., a 8. §. 1. és 2. feladatait.A vektorokat felül vízszintes vonással ellátott kis betűkkel jelöltem, így: ä, l. Két vektor skaláris illetőleg vektoriális szor­zatának jelölésére a Gibbs-íéle a.b illetőleg a×b szimbólumot használtam.



1. A Frenet-Serret-féle formulák.Ha P valamely görbe egyik pontja és s ugyanennek a gör­bének egy tetszőleges fix pontjától P-ig számított ívhosszúsága, akkor P pont függvénye s-nek, mit így jelölünk:
P ≈ P(s).Ha már most P(s + ds)— P(s) elemi vektort íZP-vel jelöljük, akkor I dP I = ds,ennélfogva a 

egyenlettel definiált és egység vektor, melyet a görbe P(s) pontjá­
hoz tartozó érintőjének nevezünk.Mivel az egységvektor mindig merőleges differenciálhánya-

dedósára, azért, ha a ~-sel egyirányú egységvektort n-sel jelöl- (IS
jük, akkor ns merőleges β8-re. n,-et főnormálisnak, az es × n9 = ⅛s-t 
binomiálisnak s az
egyenlettel definiált pozitív skaláris mennyiséget a görbe P(s) pont­iéjához tartozó görbületnek nevezzük. A —--re mondottakat a

(a/Okövetkező egyenletrendszer foglalja össze:(es, ns, = (0>~'0).............................................1*Ha az es.b8=o egyenletet az 1. harmadik egyenletének számontartásával s szerint differenciáljuk, akkor az



6 A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE.egyenlethez jutunk; ha még megfontoljuk, hogy ~ merőleges δs-re is, akkor evidens, hogy dδβ.. _iVds 11 s Az
_ db9 1 n8 ∙ -~3 = - ds τlt egyenlettel definiált skaláris mennyiséget a görbe P(S) pontjához tartozó torziónak nevezzük. A ~ vektorra történt megállapítá- 

Cvosokat a következő egyenletrendszer foglalja össze:(‰ ‰ ⅛∙^ = (o,io).................................... 2.Ha az es.n8 = o, bs.ns - oegyenleteket az 1. és 2. egyenletrendszerek második egyenletei­nek figyelembe vételével differenciáljuk, akkor a következő egyen­letekhez jutunk:
_ dnκ , 1 es ∙ H----= o,ds ρs

i- dnft . 1
6'∙dΓ + ξ = 05s mivel ezenkívül merőleges következő egyenletrendszer : n-rt, azért rá nézve érvényes a

(‰ ⅛.)∙⅛= 

tvo

1 1----- , o,-----Ps 3.Az 1., 2. és 3. alatt levő egyenletrendszereket a következőbe foglalhatjuk össze:
de, 1 _~ = — n, «ds ρs
db8 1 _
-j1 = ~nsds τ8 3ezek a Frenet-Ser rét-féle formulák.1

1 Frenet, These, Toulouse 1847. Journ. de math. t. XVII. p. 437. 1852.
Serret, Journ. de math. t. XVI. p. 193. 1851.
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2. A görbék fundamentalis egyenletei.
Ha vβ az βs-re állandóan merőleges egységvektor, melynek 

merőlegességi helyzete a görbe mentén tetszőleges, de meg­
határozott törvény szerint változik, akkor az eβ, vs, × es, v.s. jobbra 
forgó derékszögű rendszert a görbe fundamentalis triéderének 
nevezzük.

A görbe normalgörbületét, — -t, geodetikus görbületét, —t
Pvs " PíZs

és geodetikus torzióját, ——t a következő egyenletekkel definiáljuk: 
⅛s

v-⅛ = -S.⅛ = X 4
β ds s ds pvs

(—vβ)∙ d(yv × es) 
ds

de, dvΛ _ κ _ fi 1 \ 
3A τr I , ‰ × e« = I —’ —) .ds ds) s ∖ρgs τgs)

. . 5.

»<• i ii j X» ∙ ∙j>i i , , des d(va×e8) dvsMivel ezeknek a definícióknak a reven -iΛds ds ds
vektoroknak a fundamentalis triéder vektoraival alkotott skaláris 
szorzataik ismeretesekké lettek, azért

ds

⅜×⅞)z 
ds

<⅛s =
ds

Pfl⅛

1 _
— — e,1 

Py.v

Ha a (vs × es, ns) szöget irányával együtt ωs-nek nevezzük, akkor

(vs × es) ∙ ns = cos ωs, (v, × eβ) . bs = — sin ωs.
vs. in8 == sin ωg, vtf. b8 = cos ωs,

Következőleg:

v.= (⅞f • vs) n8 + (L . V.) δ = sin ωff ns ψ cos ωs L, 
Xv × ⅛ = n8. (vβ X es) ns-j-blf. (vA. X és) bs = cos ω ns — sin ωs b8.

Ezen egyenletek elsejét, tekintettel a Frenet-Serret-íéle for­
mulákra s szerint differenciálva a következő relációhoz jutunk:

⅛= I

ds \ ds
1\ _ _~Jv8×es sin ωjf _

---------- -e,



8 A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE.Ámde a 4. alapján
következőleg: 1 _ dev sin ω,f-- = v • —- — _____ -, Pw s ds pa

ds ∖× es~~ es.
rwHa ezt az egyenletet az I. harmadikéval összehasonlítjuk, akkor a következőhöz jutunk:1 dω 1— —--- d-  TT⅛s ds τs.................................................. 1 * 3 4∙Ezt a tételt görbületi görbékre először Lancret mondottaki 1802-ben;1 geometriailag először [Lionville? majd később

Bonnet? analitikailag pedig először Brioschi* bizonyítja be; a 
Brioschi közölte Bertrand-fe∖ε formula azonban lényegileg az általános esetet is magában foglalja; ugyanez mondható e helyen közölt Brioschi-íéle formuláról is.Ha görbénk valamely

P≈P(u, v) felület görbéje, akkor u és v s megfelelő függvényei, tehát p du dv
’ " ds+ 'ds.......................................A felület P(u, v) pontjához tartozó normális 6.

∣Λ×P,l.............................................. λA felület egy pontján átmenő görbék tanulmányozása alkal­mával v5 normálisul mindig a v normálist választjuk.Ha a P(u, v) ponton átmenő egy másik tetszőleges görbe ivét σ-val jelöljük, akkor erre a görbére nézve is u, v σ-nak a görbe természetének megfelelő függvényei, ennélfogva es σ szerint
1 Lancret, Memoire sur les lignes a double courbure. 1802.
8 Lionville, Journ. de math. t. 11. p. 345. 1846.
3 Bonnet, Journ. de ΓEcole Polytech. 32. cah. t. XIX. p. 17. 1848.
4 Brioschi, Annali di Scienze Mat. e Fis. t. V. p. 232. 1854. Opere 

Mat. t. I. p. 120.



A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE. 9is differenciálható s ezt a differenciálhányadost a következő egyenlet szemlélteti:
deg _ p du du p ídudv du dv∖ p dυ dy ∣

= ^uu dsla + uv∖ ds da + dσ ds) ψ w ds da ψ
d2u d2v

"h u dads ~r v dads.............................
8.Ha már most ⅞5-t hasonló szellemben képezzük, akkor evi­asdenssé válik, hogy

des _ deQ _ 
da ds

9.Ezek után könnyű belátni, hogy azes. v = o,. eσ. v == oegyenleteknek a, illetőleg s szerint vett differenciálhányadosai a9. alatt levő reláció alapján a következő egyenlethez vezetnek:_ dv _ dv
6<i * * ~Jda ds

III.A I., II. és III. alatt levő relációkat a görbék fundamentalis 
egyenleteinek nevezzük.Ha a IH-ban kijelölt műveleteket az I. harmadik egyenlete alapján végrehajtjuk, akkor annak a következő explicit alakjához jutunk:

(é - é) ⅛ ∙ i∙~ (r+é) <i∙ × 5∙> • ’- 0...... ιn∙,
xPvs Pvσ' ∖ ts⅛ v<7σzHa ββl, ⅞2, v jobbra forgó derékszögű rendszert alkotnak, akkor bármely é vektorra nézve:

β==(e. e81) e8l + (e. es2) es2 + (e. v) v.Ha ebbe az egyenletbe e helyett a baloldalon ^---t Írunk, a jobboldalt pedig ezen szubstitució után a Ill-nak megfelelően átalakítjuk, akkor a következő relációhoz jutunk:dv / dv _ \ . Édv _ \ _⅛ = ⅛∙e∙)β∙,+ ⅛'e∙r∙i'ebből pedig az I. harmadik egyenlete alapján:dv ( e8l.e8 eβ2.es∖- .( e82.e8 ⅞1.⅞∖- .γ
ds ∖ pvsl ⅛sl ' × Pv⅛2 ⅞s2 7
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Mivel a III'. alapján

1 , 1 __ 
azért τ τ 0...............................................10.9⅛1 ci⅛2

^-.p,λ = — ⅛ ∙ (erf ∙ eα) i (⅛ι ∙ ⅛) (es2. eσ) + (es2. es) (esl. eσ) 

ds P*i ⅛ri 7

__  (⅜2 ‘ ⅞r) (⅞2 ∙ ⅜) f
Pvs2 .................................................1V-

Ebből pedig, ha es = eσ, akkor

— = ⅛λ⅛)2 _ ⅞⅛∙⅞) (⅞2-eJ , (es2. es)2
PVs Pvβl ⅛sl PvS2

ha pedig eσ = v × é8, akkor

£
τ9s

• ⅛) (ξ2

Az V. alapján

X___ 1
Pvs Pvsl

X___ £
Pvs Pv.⅞2

ea) + ^al, ~~ (°'2 ‘ e^2
. . VI.

. VII.

Ha ezt a két egyenletet a Vl-ra való tekintettel összeszoroz­
zuk, akkor a következő relációhoz jutunk:

íi_iw im iW Pv√ ∖Pvβ PvJ + τ≡s τ≡sl 0.................VIIL

A 10. alapján evidens, hogy ha esm az ⅛-re merőleges irány, 

akkor a VlII-nak az-----is eleget tesz, következőleg:

—+ —= -i- + -= #.........................................

Pvs Pvsm Pvsl Pvs2 IX.

11 1 11 1-------------------- -  =-------- —____ Z_ — Jζ Y 
Pvs Pvsm ^^gs Pvsl Pv«2 ⅜sl

Az egymásra merőleges görbék orientációjától független 
H és K mennyiségeket a felület P(u, v) pontjához tartozó közép-, 

illetőleg tcitdlis pöi bük inak nevezzük. Ezeknek a mennyiségek­
nek a bevezetésével a VIII. a következő alakba írható:

—2 — + £4.1
Pvs Pvβ τ∣β XI.



A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE. 11Ha egy másik tetszőleges irányú (σ) görbére is felírjuk az analog egyenletet, akkor K és H meghatározására még egy egyen­letet nyerünk, melyekből aztán

3. A felületek organikus görbéi.A felület aszimtotikus, görbületi és geodetikus görbéi alatt oly felületi görbéket értünk, melyeknek egyenletei rendre:1 1 1
— = o, — = o, — = 0. 
Pve ⅛s PpsHa az egyszerűség kedvéért u-t tekintjük függetlenül változó paraméternek, akkor a 4. és 5. alatt levő definíciónk alapján evidens, hogy az első két egyenlet -r—ban másodfokú, tehát azok 

d^v mindegyike elsőrendű másodfokú, a harmadik pedig ^2-ban elsőfokú, tehát az másodrendű, elsőfokú differenciálegyenlet, ennélfogva:
A felület minden pontján két aszimtotikus — két görbü­

leti — s minden felületi irányban egy geodetikus görbe megy át.Az egy ponton átmenő aszimtotikus és görbületi görbék irányait az V. és VI. egyenletek alapján a következő egyenletek határozzák meg:
(¾1 ∙⅛)2 2(⅞ι.ξ) (βs2.e8) (es2.

Pvδ∙l
. . V/

'Pel

(⅛ιΛ)2

= 0
Pvs2∣ — ‰⅛)2 ==0 . . VI/

⅛sl
si ∙ vs} ∖e's2 •

⅛sl ×Pvsl Pvs2A V.'-ből evidens, hogy az aszimtotikus görbék reálisak, 
összeesök vagy képzetesek, aszerint, amint

A VI/ alapján pedig a 4Z—HP < o feltétel következtében 
a görbületi vonalak mindig reálisak.
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Mivel 4 K — H2 csak akkor lehet null, ha

12

1 1 1
— =---- , ----- = 0,
Pvβ P<7s∙2 ⅞sl

azért a VI.' értelmében ebben az esetben a P(u, v) ponton át­
menő minden felületi görbe görbületi görbe, a felület ily pont­
jait gömbi pontoknak nevezzük.

Ha az aszimtotikus görbék alkotta szöget a-val, a görbü­
leti görbék hajlásszögét pedig γ-val jelöljük, akkor az V/ és VI/
alapján:

4 o [∕ — Ktg<× - -1 u >................................... ιι.ΓL

r = ± 2........................................ 12'
Organikus görbéinkre a definició, valamint az I. és II. 

tételeink alapján érvényesek a következő relációk:
Az aszimtotikus görbékre nézve:

-ns≈-V×βs,...................................... 13.Pβ Pgs

1 1ωs = o, πj — = —.............................. 14.⅜⅛ τs
görbületi vonalakra nézve:

dv 1 _
ds pvs s, ...............15.

a Rodrigues-féle tétel1 és
dωs __ 1
ds τs ................. 16.

geodetikus görbékre nézve pedig:
1 _ 1 _— n, = — v.................. ...............17.P.S Pvs

. π 1 1
ωΛ∙ — ÷ 9’ ~ = -............... ............... 18.

A képleteinkből nyilvánvaló következmények felsorolását 
mellőzzük. Csak azt említjük még meg, hogy — = o esetre az 

^gs
V.-ből Euler2 a VL-ból Bertrand-Enneper,3 a VIIL-ból pedig

1 Rodrigues, Correspondence snr l’Ecole Polytechnique 3. no. 2. p. 
163. 1815.

2 Euler, Mem. de 1’Acad. de Berlin t. XVI. 1760.
3 Bertrand, Journ. de math. t. IX. p. 140. 1844. Traité de calcul diffe­

rential p. 681. 1864. Enneper, Zeitschr. f. Math. 9. p. 100. 1869.
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Brioschi—Enneper1 tétele adódik ki. Az — = o esetre pedig a 
Pvs

XI. Enneper tételévé lesz,2 a IX. pedig egy ismert tétellé.3
A felület oly egy pontján átmenő (s), (σ) görbéit, melyekre nézve 

konjugált görbéknek nevezzük.
A IV.'-ből evidens, hogy a konjugált görbepárok involució- 

ban vannak, mely involuciönak kettős elemei — V. szerint — 
épen azon ponton átmenő aszimtotikus vonalak, az egymásra 
merőleges konjugált párt pedig épen e ponton átmenő görbületi 
vonalak alkotják. (VI. formula.)

Az I. harmadika és III. alapján a konjugált görbék alap- 
egyenieíei: (⅞×¾,v ,

pv' z \ ....................... 19.
⅞∙⅞ + (⅜ × e8)-v = 0

Pvσ ⅛σ

melyekből könnyen leszármaztatható az (es, eσ) = o, esetekre is

érvényes

formula
Pvs ⅞σ Pvσ τffs

20.= 0

1. Pl. Ha a felület sík, akkor v = konst.; ωs = o, π. Követ­
kezőleg az I. harmadik és első egyenlete, valamint a II. alapján 

azaz: Minden sikgörbe saját síkjában aszimtotikus és görbületi 
görbe.

A sík egyenesei a sík egyedüli geodetikus görbéi.
Minden síkgörbe torziója null.

1 Brioschi, Annali di Scienze Matematiche e Fisiche t. v. p. 232.1854. 
<Opere Matematiche t. I. p. 120. Enneper, Zeitschr. f. Math. 9. p. 100. 1864.

2 Enneper, Ueber assymtotische Linien. Göttinger Nachr. 1870. p. 499.
3 Encyklopädie d. Math. Wiss. B. III.3 Heft. 1. p. 176.
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2. Pl. Ha a 
akkor

Ha tehát

akkor

felület gömb, melynek centruma C és sugara r.

(P— T')2 = (P— G). éx == o.

_ P—C v =------ »r

. 22.

ennélfogva az I.

23.

ds r 
harmadika alapján 

1 1 1— —---- ’ — = o,.........................Pvs r τgs
tehát minden gömbi görbe saját gömbjén görbületi görbe.

A 17., 18. és 23. értelmében a gömb legnagyobb gömbkörei 
a gömb egyedüli geodetikus görbéi.

3. Pl. Ha a felület henger, melynek alkotói az ä egység­
vektorral párhuzamosak, akkor ä irányának alkalmas meg­
választásával és (a, éj) = a alkalmazásával

«. ¾ = cos a, ä v = o, (ä × éj) . v — sin a.

Ha ezen egyenletek két elsejét az I.-re való tekintettel s 
szerint differenciáljuk, akkor a következő relációkhoz jutunk:

COS α sin a 
Pvs ⅞δ∙ 

Tehát a henger egyedüli geodetikus vonalai a rajtalevő 
cilindrikus csavarvonalak; ezekre nézve tehát a 17. és 18. szá­
montartásával

da

24.

a = konst.
cos a sin a ..................- (ns. v) 4- . = o.

Ps ⅞
4. Ha a felület C csúcsú kúp és (P—C)2=r2, akkor

(P-C).e,^r^

továbbá v irányának alkalmas megválasztásával
P—C _ 
------× es . r— ∙eβ = cosα, (P—C).v = o, v = sin a.

25.
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Ezen egyenletek két elsejének« szerint vett differenciálhányadosai 
I. alapján a következő relációkhoz vezetnek:

1 sin α 1 da

cos a i sin a 
Pvλ τgft

Amiből látható, hogy a kúp konikus csavarvonalai (α = konst) 
a kúpon nem geodetikus vonalak.

A konikus csavarvonalra nézve:
α = konst, r == s cos a

x == (P— C). e4. = s cos2 a.
Ha ezt az egyenletet tekintettel a Frenet—Serret-féle formu­

lákra háromszor differenciáljuk, akkor még a következő egyen­
leteket nyerjük: /r) _2∕==(P-C).nv = -pssm2α,

τz = (P— C). b, = ρ's τ4, sin2 a — s • - cos2 a,
P«

dz ρs, . 9= — -sm∙j a;as τs
tehát r> -1-17P—6 = xes + y ns + zbs.

Ha a konikus csavar görbe oly cilindrikus csavargörbe is 
egyszersmind, mely az ä-val párhuzamos alkotójú, v0 normálisú 
hengeren van és ä. e8 = cos α0, akkor a 25. alapján

⅛ = — (ns.v0)ctga0,

tehát az imént levezetett egyenleteink két utolsója alapján 
z = s sin2 a ctg a0 (nli. v0)

(P— C) .a = x cos a0 -f- z (ns. v0) sin a0 = s cos a0, 
honnan

P— C _ cos a,υ------- a=------ ,r cos a
ami azt mondja ki, hogy kúpunk ä tengelyű körkúp.

4. Érintkező görbék.
Ha a

= eif = Pn u, + Pv v, ds s H
egyenletet s szerint még kétszer differenciáljuk, akkor a nyert 
egyenletekből könnyű meggyőződni, hogy
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d2es _ . r,de8 dv M
i≠∙''+⅛∙λ=2-(m'^— definíciója alapján tehátPv,¥ ~ (--)=- 2 —— + Ω (u', v').

ds ∖ρ√ pgs τgsÉrintkező görbékre nézve az érintkezés pontjában mind­azok a mennyiségek, melyek csak u,, √-tol függnek egyenlők, tehát (s) és (σ) érintkező görbékre nézve az érintkezés pontjában—— -—, — —--- , Ωs — Ωσ;Pvs Pvσ ⅞8 ⅛σ
d ( 1 ∖ d fl ∖ , o 1 / 1 1 \—_l   I   I   l_|_ 2  I----- ------- I — 0
ds ∖pv,s∕ do ∖Pvα∕ ⅞⅛ ∖pfl,β ps,σ∕ . . . XIII.

Pl. Ha (s) asszimtotikus görbe, akkor a 13. szerint
teháttovábbá:

1 1 1 dω8
— = — = -; -tjl = o, 
τ9s τ9σ τs ds

dωa 1 1i∕σ “ τs. τσ,1 _ 1 sin ωs _ sin ωσPvs Pvσ Pβ Pσ
d / 1 \ _ <7 / 1 ∖ cos ωσ i^ωσ _ 1 ( 1 1 \ds∖ρv√ ’ dσ∖pv√ pσ do ρ<7σ∖τs. τσ∕ennélfogva: 2 3 1----------------- 1--------= 0,......................................27.A 9ds 7s Pi7σ τσ P<7σez a fío/mef-féle tétel,1 melv — = 0 esetben a Beltrami-féle tételt " ⅞adja.2A XI. differenciálása, valamint a XIII. formulák segítségé­vel könnyű megállapítani a következő érintkezési feltételt is.
A 
ds

JA _ d_ ∕ Γ
.⅜0√ do ∖τ9σ,Az (s) és (σ) érintkező görbék érintkezési pontjában 

ds = do, eti = eσ, es ×eσ = o.

1 Bonnet, Nouv. Ann. de Math. 2. serie, t. IV. p. 267. 1865.
2 Beltrami, Nouv. Ann. de Math. 2. serie t. IV. 1865. p. 158—267. 

Opere Mat. I. I. p. 259.



A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE. 17A ds végpontjában a görbéinkhez vont érintők alkotta szöget a kontigencia szögének nevezzük.Ha (⅞+^j^σ) × (θβ÷ vektor iránya megegyezik v irá­nyával s ha a kontigencia szögét dε-nal jelöljük, akkor,
dz = / (eσ÷ ⅛dσ) × (es + ⅛ ds}l• v, ∣ ∖ dσ 7 \ 8 ds ∕∫honnan dz (déD - , - _ de8∖ _

-T- =∣-7- ×eα + ⅛× ÷J -v, ds ∖dσ σ ds /azaz dz 1 1
1 * ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ Λ- V •

Pδ⅛ Pβ<3Ha (σ) geodetikus vonal, akkorde 1Pffsmely tétel alapján a geodetikus görbület definiciója a síkgörbék görbületére vonatkozó definíciónak természetes általánosításaként jelenik meg.
5. A felületek metszése.Ha P(s) két P1(u, v) és P2(w, v) felület metszési görbéje s a két felület hajlásszögét ωlβ—ω2s-te-nak nevezzük, akkor a II. szerint ⅛ = _1_____ L..xvi.

ds ^ιgs τ2ggTehát egymást állandó szög alatt metsző kél felület metszési 
görbéje mentén a görbe geodetikus torziója mindkét felületre 
nézve ugyanaz. Ez a Bonnet-féle tétel.1Az előbbi fejezet 1. és 2. feladata értelmében:

Ha egy felületet valamely sík vagy gömb konstans szög 
alatt metsz, akkor a metszési görbe a felület görbületi vonala.Ennek a tételnek a síkra vonatkozó része Joachimsthal- tól ered.2Ha az I.-nek a két felületre vonatkozó első egyenleteit egymásból kivonjuk, akkor a következő relációhoz jutunk:1 _ 1 _ , 1 _ 1 _ vvπ — v1×e.-------v2×ej------v1------- v2 = o............... λvll.

plffs p2<zff P1vs p2vβ
1 Bonnet, Joun. de ΓEcole Polytechnique, Cahier 32. t. XIX. p. 17.1848.
s Joachimsthal, Journ. f. Math. t. XXX. p. 347—350. 1846.

2



A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE.melynek segítségével a geodetikus görbületek kifejezhetők a nor­mális görbületekkel s viszont.Pl. Ha három felület Pl, P2 és P3 orthogonálisan metszi 
egymást s ha i, j, le az 1, 2, 3 számok egy tetszőleges permutá­ciója esPi, Pj felületek metszés görbéjének a két felületre vonatkozó közös geodetikus görbületét — -val jelöljük, akkor a III/ alapján ‰t>z∙

τ9si τ9skami csak úgy lehetséges, ha
— = o (í = 1, 2, 3)azaz: a metszési görbék a rajtuk átmenő felületek mindegyikére 

nézve görbületi vonalak. Ez a Dnpin-féle tétel.1
6. A görbék definíciója.Az s=s0-hoz tetszőlegesen választott e80, v80 × es0, ‰ egy­másra kölcsönösen merőleges egységvektorokat kezdő vektorokul választva az I. egyértelműleg meghatározza es, vs × e8, vs-et. Ugyanis, ha az I. megoldásait rendre α, δ, c-vel jelöljük, akkor könnyű meggyőződni, hogy b×c, c×a, äxb szintén megoldá­sok. De mivel egy kezdő értékrendszerhez csak egy megoldás tartozik, azért i „ - - - x - x -o × c, c × a, a×b≈ a, b, ctehát ä, b, c jobbra forgó derékszögű egységrendszert alkotnak, ennélfogva jelölésükre jogosult az e,, vs × é8, v8 jelölés.Ha már most a tér tetszőleges Po pontját rendeljük a görbe 

s — So ivéhez, akkor δ
Ha tehát —, —» — mint s függvényei adottak, akkor Pv. Pa»

orientációjától függetlenül tehát abszolút meghatározható az a 
görbe, melynek (s) pontjában a görbületeknek s a torziónak az 
értékét épen a fönntebb adott függvények határozzák meg.

Ennélfogva 3 föltétel elégséges a görbe meghatározásához.

1 Dupin, Developpements de géometrie 1813.
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A mondottak alapján görbénket a következő alakú egyen­
lettel képviselhetjük:

P = Po + x (s — So) es0 + y (s — s0) vs0 X e,0 + z (s — s0) vβ0.
Ha s-t s0-al felcseréljük, akkor

P0 = P + a?(s0 —s)⅛÷2∕(s0-s)vs X ⅛ + ^(s0-s)vβ.
Ha már most C a tér egy tetszőlegesen adott pontja, akkor

C-Po== Xo es + y0vs× es + z0 vβ.
Ezt a vektort az utóbbi egyenlet mindkét oldalához hozzáadva 

s az xo 4~ x (so — s), yo-∖^y (so — s), z0 + z (sf> — s) függvényeket rövi­
den xi y, z-vel jelölve

C = P + x es + y vs × es + z vs......................XVI11.
τ, y,z jelentését különben a következő egyenletrendszer szemlélteti: 

x, y, z≈ (es,⅛ X eβt vs).(C—P);
következőleg az I.-re való tekintettel differenciálva

⅛ _ __ j [ y_ a,
ds Pgg Pvλ∙

⅛ = ---~∙} ......xix.dS ?gs ⅞s
dz x , y— — -----------1- —
ds fr8 ⅛s

Mely egyenletrendszert a (<7—P)2 = r2 alkalmazásával még 
a következővel egészíthetjük ki:

Ha a görbének valamely C ponthoz való relációja adott, 
akkor a XIX. alapján a görbületek s a torzió is meghatároz­
ható. Akkor is a XlX.-et használjuk a görbe meghatározásához, 
ha a definícióban vegyes feltételek fordulnak elő.

1. Pl. A síkgörbékre nézve:
1 1
— = — = o, 
Pvs τgs

tehát a síkgörbéket egy föltétel meghatározza.
2. Pl. A gömbi görbékre nézve:

1 1 1
— =------ ’ — =
pvs f ⅜s

tehát a gömbi görbéket egy föltétel szintén meghatározza.
2*
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3. Pl. A P(s) görbéhez tartozó P(s)-∖-ues felületre nézve:

_ 1 1 1v, v X e,., —» —» —
PVs Pffs τffs'

\ 1 1
δs5 ns, 0, ’

k rs 8'

tehát az I. egyenletei a Frenet-Serret-féle formulákba mennek 
át s így a görbét meghatározzák a

Ps = Ps (s), ∖=τs(s) 
egyenletek, melyeket a görbe természetes egyenleteinek szokás 
nevezni. Ha egy görbe lép csak fel a tárgyalásban, akkor ρs és 
τs helyett egyszerűen p-t és τ-t Írunk. Ebben az esetben aztán, 
ha a többi mennyiség mellől is elhagyjuk az s indexet:

C = P-∖-χ-e-FynF^,...........................XVIII/

(x, y, z) = (e, n, δ).(C-P).
dx 1 y
ds p
dy x z
ds p τ, ’ ‘

ds τ

XIX/

4. Pl. A P(s) görbéhez tartozó másik P($) 4~ v δ felületre nézve: 

-111v, v X efi, —> - 
> Pvs Pgs τs

' _ , I 1\— n, o,----- » o —l>p τ∕
tehát alakilag ismét a 3. pl. egyenleteihez jutunk.

5. Pl. A görbéhez tartozó harmadik P(s) ⅛ v n felület ismét 
a 3. pl. relációihoz vezet.

6. Pl. Ha P(s) gömbi görbe és C a gömb centruma, akkor 
x = o, tehát a XIX/ alapján

y==p, z≈- τp'i (τp')' + ^ = o,

ami harmóniában van a 2. példa eredményével.
7. Pl. Ha P(s) konikus csavarvonal s C a kúp csúcsa, akkor 

x = rc, a 28. és a XIX/ alapján tehát

x = — c2 s, y = (1 — e2) p, z =----------(1 — c2) p' τ;
P

[íyí - (1 - e2) p' τ ]'- (1 - c≡) £ = 0.

Ennélfogva a konikus csavarvonal meghatározásához csak 
egy föltételre van szükségünk.
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7. Alkalmazás a sík görbékre.

A síkgörbékre vonatkozó Frenet-Serret-féle formulák:
de 1 _ dn 1 _ λ ,
ds p ds p

Ha C—t a görbe síkjában választjuk, akkor z = o, tehát a 
XVIII/ és XIX/ formulák a síkgörbékre nézve:

(7 — P -F xe y n. XVIII "
(xfy) = (e9n).(C-P).................................

= -......................XIX."
ds p ds p

Ha a sík több pontjára vonatkozólag kell kutatást végezni, 
akkor ezeket a pontokat (71,..., Ci-el jelöljük, a (7i-re vonatkozó 
x, y, r mennyiségeket pedig rendre xi, yi, ri-vel.

1. PL C1 és C2 pontokra nézve görbénket definiálja a követ­
kező egyenlet: . .

r1÷r2 = 2α........................................(a)
Ha ezt az egyenletet a 28∕-re való tekintettel differenciál­

juk s szerint, akkor a következő relációhoz jutunk:

⅛ ψ ⅛ = . ..........................................a)
Mivel általában 2

σ,-pφ c2-Pt
azért a XVIII." alapján λ ''1

½-‰=0................. wT THa már most a
(C1-C2)2 = 4c2

egyenletet kivonjuk az (a) négyzetéből, akkor az at—c2ι==b2 alkal­
mazásával tekintettel a) és β)-ra

r1r2(W = δ2 ...................................Y)
∖r1J

β)-nak s szerint vett differenciálhányadosa pedig a XIX", a) és 
β) figyelembe vételével a következő relációhoz vezet:

r, r2 == ap — ........................................
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rlr2≈(abp)lt ri (ab?) 3.

e)Ha ezen egyenletek elsejébe r2 értékét az (a) egyenletből behelyettesítjük, akkor csekély átalakítással a következő relációt nyerjük:
rx — a — Fa2 — (aδp) l.Mivel η)

= fi__ (yiV r, ____Λ r ∖r1∕ 1 r’azért, ha az ε) és η) egyenletek alapján ~ értékét kétféleképen meghatározzuk s a nyert értékeket egyenlővé tesszük, akkor az 
ab C dp ....................................XX-Jr [a2 — (αδρ)d [(αδp) ⅛ — δ2]egyenlethez jutunk, mely görbénk természetes egyenlete.Ha pedig C1 és C2 pontokra vonatkozólag görbénket az r1~ r2 = 2a..(b)egyenlet definiálja, akkor az előbbivel azonos gondolatmenet oly eredményhez vezet, melyet a XX-ból úgy nyerünk, hogy abban b helyett ib-t írunk.Ha pedig görbénket C pontra vonatkozólag azr + (Cγ-P).c = p................................................ (c)egyenlet definiálja, hol c konstans egység vektor s p adott szám, akkor ezen egyenletünknek a 28.'-re való tekintettel s szerint vett differenciálhányadosa s annak megfontolása, hogy 

P— C , _—-—Φ-ca következő egyenletekhez vezetnek: 
mely egyenletek elsejének a XlX/'-re való tekintettel s szerint vett differenciálhányadosa a

2r≈ρ(n.c)........................................................i)relációhoz vezet. A XVIII." alapján
(P — C) .c = (e. c) x 4" (w ■c) y,



A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE. 23

melv egyenlet a (c) i) és θ,) alapján tartalmazza a következőket:

Az i)-nek s szerint vett differenciálhányadosa az

1 _p' n.c
3 é.c 

relációhoz vezet, honnan
. . XX/

melv görbénknek — a parabolának természetes egyenlete.
2. Pl. Görbénket definiálja a következő egyenlet:

íc =φ (s)

honnan a XIX." első egyenlete alapján

y = (1 ÷ cp,) p,
ha ezt az egyenletet a XIX." második egyenletével megszoroz­
zuk s aztán integrálunk, akkor

y2 = c — 2 J φ (1 -j- φ,) ds

egyenlethez jutunk, melynek az előbbivel való összevetése el­
vezet görbénknek

e —2Jψ(l + φ,)<fo........................... xxι
(i+rfty

természetes egyenletéhez.
3. Pl. Görbénket definiálja a következő egyenlet:

r2 = φ (p).
Ebből a 28/ és a XIX." második egyenlete alapján :

1££
2 p

1
2tehát

1 f φ' íZp 
2J ~~Γ'

Ennélfogva görbénk természetes egyenlete

_1 [ <p'⅛................................ XXII.
2J

4. Pl. Ha görbénket az
r2 = y φ (?) + α2
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egyenlet definiálja, akkor ennek s szerint vett differenciálhánya­
dosa a 28. és XIX." alapján a következő relációhoz vezet:

(<f> <Λ r 'I- —2) tf = φ p y, 
xΓ 7

tehát a XIX." másodika alapján

Zt/ = Zc -f- P ≡= le -j- ψ, y = ceΨ.

Az előbbi egyenlet alapján tehát görbénk természetes 
egyenlete:

s = C_y t'df ............ XXIII.

'P )
hol x a definició alapján p-nak ismert függvénye.

Görbénk speciális esetei:
a) φ = ⅞, a ≠ o; Cesaro-féle görbe.1
b∕ φ = λρ, a = o; sinus spiralis.2
c) φ = — pj a φ 0; kúpszelet.
d) γ = p, a Φ o, c Φ 1; cikloidális görbék.

a2e) cP = ¼ a = ∞, = λ ; Ribaucour-féle görbe.2 3
/7 φ = ρ, aψo, c = l; a kör evolútája.

.f∕7 cP = p, a = o, c ≠ 1; logaritmikus sprirális4.

8. A görbék származtatása mozgással.

Ha P(s) és Q(σ) görbe pontjai a
σ = σ(s)

reláció alapján kölcsönös s egyértelmű vonatkozásban vannak 
s ha P(S) görbe a vele merev rendszert alkotó C ponttal úgy 
mozog, hogy P(s) pontja Q(σ) homolog pontjaival rendre feddésbe 
kerüljenek s P(s) fundamentalis triedere állandóan összeessék 
Q(σ) feddésbe kerülő pontjának fundamentalis triederével, akkor

1 Cesaro, Vorlesungen über natürliche Geometrie 1901. p. 54—62. 
Nouv. Ann. III. ser. t. 13. 1894.

2 Loria, Specielie algebraische und transcendente Ebene Gurven 
1902, p. 395—400.

3 Loria, u. o. p. 522—526.
4 Loria, u. o. 448.
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C pont is egy görbét ír le, melynek, ha azt a pontját, mely megfelel C azon helyzetének, midőn az s és σ pontok össze­esnek, jK-nek nevezünk, akkor a XVIII. alapján
R = + ×⅛) + ¾vo..............XXIV.hol, x8, ys, z8-rε érvényesek a XIX. alatt levő formulák, melye­ket a mozgás invariánsul hagy.A σ = s esetben a XXIV. a ruletták általános egyenle­tévé lesz.A XXIV-et az I.-re való tekintettel σ szerint differenciálva a következő egyenletet nyerjük:⅛≡-5 + ∣¾ + -‰ ×i) + ⅛⅞ 1- dσ ~ ’ + L ds ° + ds ' σ °, ' ds , J dσ

Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalát skalárisán R — Q- val szorozzuk, akkor a 28,-ra való tekintettel a következő relá­cióhoz jutunk: <722 ∕ -d z~>\ (-f ds \

Amiből világos, hogy a jeleztük mozgással leszármaztatott 
görbék közül egyedül a rulettákat illeti meg a 
egyenlettel kifejezett különben ismeretes szabály.1. Pl. Ha C egy ps sugarú kör centruma, akkor, ha a körre nézve az es, n8, bs triedert választjuk fundamentalis triederül

C = P + pβ n8;következőleg a jellemeztük mozgással a C pont leírta görbe egyenlete
R = Q + Ps (vσ × eσ).2. Pl. Ha pedig C a kör egy fix pontja, akkor

zv ~r> . S — . (1 $ \ —
c =p — pÄsin — es + ρjl- cos— )n8,

Ps x Γ<S''tehát s z x
R = Q — p6sin-eσ + pσ 1 —cos —)vσ × eσ.

?s ∖ P√
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9. A görbék általánosabb jellegű definíciója.Ha P(S) és Q(G) görbék relativ helyzete ismeretes, akkor a homolog pontokat összekötő
Q~P=χes + yvs × elf + zvβvektor is adottnak tekinthető. Ha tehát görbéink egyike Q adott, akkor P-re vonatkozó relativ helyzetének teljes ismerete a fölírt egyenlet alapján meghatározza P-t.1. Pl P(s) síkgörbének a síkjában levő Q = Qo + σe egyenes­hez való relativ helyzetét szemléltesse a következő egyenlet:

Qo ÷ σ^σ == P 4" λρn ns.......................................... 29.Ha ezt az egyenletet σ szerint kétszer differenciáljuk s a nyert egyenletben es és ns együtthatóit zérussá tesszük, akkor 
(ds\ d2s∖dσ∕ θs i742^^en két homogén linearis egyenletet nyerünk, me­lyeknek szimultán fennállása megköveteli, hogy a rendszer deter­minánsa nulla legyen; az így nyert egyenlet aztán a következő alakba írható:

mely az
λnpn~lp, Γ7z1 .1 —χpn-ι∙[z(1 λP 

n ≠ 1, ... nλP"~VU í — λp"-ι,
= 0.

B)

alkalmazásával
akkor
vagy
vagy

Dr(ZC7 7)'+∣≈o alakba írható. Ha már most megfontoljuk, hogy 
uv≈9v∙,

(ppy + Z = 0. PHa ezt az egyenletet pF-sel sorozzuk s aztán integrálunk, akkor a következő egyenlethez jutunk:(p 7')2÷ 72 = c 
Ui = cV-^-∖,



A GÖRBÉK ABSZOLÚT ELMÉLETE.honnan görbénk természetes egyenlete:
í nλpn~1dpS (1 — λ p n - 1) ][c 7-^2^Z√l'Speciális esetek:

a) Ha n = ⅛ akkor görbénk kúpszelet, o
bl Ha n = — 1 és —= a, akkor c — 1

2 . . ctP — λ 4------ 2^-cos2 s7T
c) n = 1 esetben determinans egyenletünk már nem írható a B) alakba, hanem a következőkbe:λ „ , λ2 „ , 11 —λp + (l-λ)2p +p 0,melynek más alakjaλp' __x_/ λp' _2_V , _k_Vi⅛ P1~λ lτ⅛P1~λ) + P 1-λ(p1-χ) — o,honnan λp' -λ-V 2λI χ P1-λj + p 1 - λ — 0,ebből pedig .λ / d ps = 1-----v —--------1 — λ hí axJ ∣∕ Cpλ-1-1ez a Ribaucour-féle görbe természetes egyenlete, mely a λ==—\ esetre parabola, λ = | esetre ciklois, λ = — 1-re katenária.2. Pl. Ha P(S) síkgörbének a síkjában levő Q0-∖-σea egye­neshez való relativ helyzete:

Qo 4~ σ ⅞ — P + a es 4~ n8,akkor az előbbi feladat megoldási módszere a következő egyen­lethez vezet: αpp' = (p-δ)2 + α2, honnan s — l / (p — b)2 + α2 -j— arcig --------- 1- C.
CL CLHa b = o és s = o helyen p = o, akkor
Z8p2 = a2 (e a — 1), ez a traktrix természetes egyenlete.
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3. Pl. P(S) és Q(σ) homolog pontjaiban legyen
⅛ × ⅛ = vσ × eσ. ................................ 31.

Ha ezt az egyenletet balról es-, jobbról pedig vβ-sel szoroz­
zuk vektoriálisan, akkor

vs = (es∙eσ)vσ-(⅞.vσ)eσ, )
⅛ = (‰.vσ)eσ-(vs.eσ)vσ. ∫

vs∙eσ=-⅛.vσ, j
e8.eσ= vβ.vσ, /..................................

Görbéink relativ helyzetét tehát a következő egyenletek 
szemléltetik:

P(5) = Q(σ) + x (vσ × eσ), 1
Q(σj = P(s) — x (v, X ξ). J.......................34'

Ha az I-re való tekintettel első egyenletünket σ-, a máso­
dikat meg s szerint differenciáljuk s aztán az így nyert egyen­
leteket rendre vσ X βσ-, vs X es-sel szorozzuk skalárisán, akkor 
nyerjük, hogy

x = c,

ezt is figyelembe véve jeleztük differenciálhányadosaink:

ds _ _ c _ c= ~eσ~ — v(

dσ _ _ , c
^T~eσ ~ es~Γ ~ ds ° pffs

c _
τ Z<3’ 
',9σ

C _ 
--- Vs- 
⅞s

35.

Ha egyenleteink elsejét βσ-, a másodikét es-, aztán az else­
jét vσ-, a másodikét vβ- s végül az elsejét vs-, a másodikét vσ-val 
szorozzuk skalárisán, akkor a következő három egyenletpárhoz
jutunk :

ds - - . c— e8.ea =1 — — ,d^ Pgσ
dσ_ _ . . c
— eβ. βσ = 1 ÷ —-
i*s 9gs

36.

ds - _ y- βσ. vs c

dσ _ _ c ^sea.vs = ^
37.
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Ez egyenletek összege és a 36. s 37. szimultán fennállása a 
következő relációkhoz vezet:

l = -≤- + (l- — )(1 + —)’
τgs τβσ ' Ps,σ' ' Pff-s' 40

(i——')i = (i-F—)1∙
× Psσ× τS⅛ × x9s' ⅞σ

A _ _ _ _vσ • es» ea.e8 = cos α, sin a
alkalmazásával 32. egyenleteink ily alakban jelennek meg:

v8 = sin α vσ — cos a eσ
e8 = sin a eσ + cos a vσ.

Ha ezen egyenletek elsejét az I.-re s a jelen fejezet ered­
ményeire való tekintettel s szerint differenciáljuk, akkor a követ­
kező egyenlethez jutunk;

(da 1 dd∖ _ , 1 _ κ - y-~,--------3- e8 H vs × es,ds ∖ds ^σdsJ τgs
melynek az I. harmadik egyenletével való összevetéséből követ- 
kezik, hogy ⅛ 1dσ 1 41

ds ζ)ytads ρv,
A '<f × e8 = vσ x eσ = n8 == nσ esetekben görbéink Bertrand- 

féle1 görbékké válnak.
4. Pl. Görbénket a Qo + p é0 egyenesre vonatkozólag defi­

niálja a következő egyenlet:
c í 1 \Qo + p eσ = P + =—n8. (- = 0 j •

1 Bertrand, Lionville’s Journal t. XV. p. 332. 1850.
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Ennek s szerint vett differenciálhányadosa:
- Λ 1 c \ _ e eσ. βs _

ebből , ,, x „
*=? -e fdαΓ-Λ 1 c V i e2(⅞-⅞)2
äs °' ”\ds) ∖ pea.nt) ‘ p2(ea.n,)i'

honnan
= (eσ. ns)∖

melynek s szerint vett differenciálhányadosa a következő relá­
cióhoz vezet: 

-'-√(Si~>.
mely a parabola természetes egyenlete.

5. Pl. A
Qo + σ eσ =P -f~ --- _ es (- = o^

eσ ∙ es ×τs /
egyenletből azonos eljárással nyerjük, hogy

1 __ 1 t9 (⅞ éa)_
P c(l + ^2ee,l^.

Egyenesünket x tengelyül Q0-ban a rá merőleges egyenest 
y tengelyül választva, yf = tg (es, eσ), tehát — föntebbi alakjából 

evidens, hogy y" = — y,, azaz:

y = a e c -f- b.









ára 2 korona.
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