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ELOSZO.

Az 1. fejezetben a Frenetl-Serret-féle formulak vektorelméleti
levezetését s alakjat mutatom be.

A 2. fejezetben a fundamentalis trieder, valamint a nor-
malis gorbiilet, geodetikus gorbiilet és geodetikus torzié defini-
ci6ja utan megallapitottam a gorbéknek az orientaciotol fiigget-
len harom alaptételét, miért is elméletiinket joggal nevezhetjitk
a gorbék abszolut elméletének. Az I. alaptétel harom egyenletbél
all s tartalmanal fogva a fundamentdlis trieder meguvdllozdsi
tételének nevezziik. Ett6l fiiggetlen a III. alaptétel, melyet a
normdlis vdltozds projekcio tételének neveziink. A masodik alap-
torvény, mely a feliilet érintdsikja s a gorbe simulé sikja kozott
levé szognek w-nak megvdllozdsi torvényét mutatja be s amely
eddig is ismeretes volt, mar nem fiiggetlen az els6 alaptételtél,
mindazonaltal fontos alkalmazasainal fogva az alaptételek kozé
soroztam.

Az 1. és III. alaptételekbdl ugyszolvan szamitas nél-
kill nyert fontos tételek elvezettek a feliilet kozép- és totdlis
gorbiiletének egy 1j definiciojahoz. Az organikus gorbékre valo
alkalmazasbdl (3. §.) meg kitiint, hogy altalanos tételeink, mint
igen specialis eseteket tartalmazzak mindazokat a tételeket,
melyeket eddig megallapitottak.

A 4. fejezetben az érintkezés problemadjat oldottam meg,
melynek az aszimtotikus gorbékre valo alkalmazasa elvezetett
a Bonnet és Beltrami-féle tételekhez. Ugyancsak itt allapitottam
meg a kontingencia-vdltozds tételét is.

A felilletek metszési problémajara vonatkozo 5. fejezetre
csak azt jegyzem meg, hogy az altalanos elméletnek egyik igen
egyszerli példajaként adédik ki a Dupin-féle tétel.

A 6. fejezet az existencia-problema megoldasin Kkivil a
gorbe definicidjahoz sziikséges feltételek megallapitasat targyalja.
Az egy pontra vonatkozé relativ helyzet alapjan torténé defini-
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cioval még a kovetkezé fejezet is foglalkozik. A mozgassal tor-
téné definicioval a 8. s két gorbe relativ helyzetéb6l szarmazo
definicioval pedig a 9. fejezet foglalkozik.

A bemutattam szamos alkalmazas koriil kiemelem a 7. §. 4.,
a 8. §. 1. és 2. feladatait.

A vektorokat felill vizszintes vonassal ellatott kis betiikkel
jeloltem, igy: a, b. Két vektor skalaris illet6leg vektorialis szor-
zatanak jelolésére a Gibbs-féle a.b illetéleg a X b szimbolumot
hasznaltam.




1. A Frenet-Serret-féle formulak.

Ha P valamely gorbe egyik pontja és s ugyanennek a gor-
bének egy tetszdleges fix pontjatol P-ig szamitott ivhosszusaga,
akkor P pont fiiggvénye s-nek, mit igy jelolink:

P— @),

Ha mar most Pis+ds)— Ps) elemi vektort dP-vel jeloljiik,
akkor

ldP| — ds,
ennélfogva a
- dP
ES F5 Px‘ =%

egyenlettel definialt e, eqyséqvektor, melyet a gorbe P(s) pontjd-
hoz tartozé érintdjének nevezink.

Mivel az egységvektor mindig meréleges differencialhanya-
de,
ds~
jiik, akkor n, meréleges é,-re. n-et fonormdlisnak, az e, X n, = bt
binormdlisnak s az

dosara, azért, ha a sel eqyirdnyu egységvektort n.-sel jelol-

e 1
(Ve - =

egyenlettel definialt pozitiv skalaris mennyiséget a gorbe P(s) pont-

jahoz tartoz6 gérbiilelnek nevezzilk. A dAef’—re mondottakat a

ds
kovetkez6 egyenletrendszer foglalja Gssze :
o 710 D)2 = 0 -%;,o) ............. 3

Ha az e,.b, =0 egyenletet az 1. harmadik egyenletének
szamontartasaval s szerint differencialjuk, akkor az

=

e, =0
5 le




A GORBEK ABSZOLUT ELMELETE.

egyenlethez jutunk; ha még megfontoljuk, hogy z—z merdéleges

b,-re is, akkor evidens, hogy
Az

egyenlettel definialt skalaris mennyiséget a gorbe Pis) pontjahoz
3 ’ db, A .
tartozo forziénak nevezziik. A —JS)“ vektorra tortént megallapita-

sokat a kovetkez6 egyenletrendszer fogla]ja Ossze :

Bin ) S”‘ ¥ (0 A A 92,

Ha az
T —0klelt,—0

egyenleteket az 1. és 2. egyenletrendszerek masodik egyenletei-
nek figyelembe vételével differencialjuk, akkor a kovetkez6 egyen-

letekhez jutunk:

. dn - dw?
=10 S —{_‘:

eS
6

i dn, s % = . R bk
s mivel T ezenkivill merdleges 7 -re, azért r4 nézve érvényes a
s

kovetkezé egyenletrendszer:
dn L ( 1 1)
(eg, Mgy dS ot S ) R RS SRR 3.

Az 1., 2. és 3. alatt levé egyenletrendszereket a kovetkezébe
foglalhatjuk ossze:

de, _ La

s P

@:— l‘él, s b.s-’ """""" A
dS’ Ps =

ds 8 Ts .

ezek a Frenet-Serret-féle formulak.?

! Frenet, These, Toulouse 1847. Journ. de math. t. XVIL p. 437. 1852.
Serret, Journ. de math. t. XVIL. p. 193. 1851.
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2. A gorbék fundamentalis egyenletei.

Ha v, az e,-re allandéan merdéleges egységvektor, melynek
merd6legességi helyzete a gorbe mentén tetszéleges, de meg-
hatarozott térvény szerint valtozik, akkor az e, v, X e,, v, jobbra
forgé derékszogli rendszert a gorbe fundamentalis triéderének
nevezziik.

A gorbe normalgdrbiiletét, pl-t, geodetikus gdrbiiletét, r«lf-l

Vs gs

és geodetikus torzidjdt, 1—~—ta kovetkez6 egyenletekkel definidljuk:

Ty
_ de, Ly
Vx'E iy g e d’s = va ............ 4.
s,y BXE) (B B g (L 1)
(—e,—V,) e s, 5~ o e — =T RS i
Mivel ezeknek a definicibknak a révén d—e", d(vq_Xe,,)’d_vﬁ
ds ds ds

vektoroknak a fundamentalis triéder vektoraival alkotott skalaris
szorzataik ismeretesekké lettek, azért

de, ; S s
- = —v, X e,+ —V,
dS’ p{/s pVb'
d(v, X e,) ) e i It
e e b ) A MUV S SR L
ds Pas Tgs
v, S
ds —b;x+—g;v~Xes.
Ha a (v, X e,, n,) szoget iranyaval egyiitt w,-nek nevezziik, akkor
(v, X e,).n,=cosw, (v, Xe,).b,=—sinow,
Y, .7, = sin w,, ,.b,= cosw,
Kovetkezéleg :

V, = (%,. V) %, + (b, .9,) b, = sin v, 7, 4 cos v, b,
v, X e, =mn,.(%, X &) n,+b,.(, X e)b, = cos® i, — sin v, b,

Ezen egyenletek elsejét, tekintettel a Frenet-Serret-féle for-
mulakra s szerint differencialva a kovetkez6 relaciohoz jutunk:
dv, (dw, 1) ok o = SRR o

= v, e

B ~ e,— i
ds ds T . -

8 L
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Amde a 4. alapjan
1 . ds_sinw,

’

Pos B e,

dv, (d o, 1), & 1l
de\eds 7 'cs el p_w O

Ha ezt az egyenletet az I. harmadikaval osszehasonlitjuk,

kévetkezoleg :

akkor a kovetkez6hoz jutunk:
1 l 1
e Ee e L DN L

Te ds T

Ezt a tételt gorbiuleti gorbékre elészoér Lancret mondotta
or ‘Liouville,> majd kés6bb

ki 1802-ben;' geometriailag elészér
Bonnet,? analitikailag pedig elészoér Brioschi bizonyitja be; a

Brioschi kézolte Berirand-féle formula azonban lényegileg az
altalanos esetet is magaban foglalja; ugyanez mondhato e helyen

ko6zolt Brioschi-féle formularol is.
Ha gorbénk valamely
P = P(u, v)

feliillet gorbéje, akkor u és v s megfele]()' fiiggvényei, tehat

du
3 :
e — Ly s -+ P .............. 6.
A felillet P(u, v) pontjahoz tartozé normalis
J oy ok
e &

X

A feliilet egy pontjan atmend gérbék tanulmanyozasa alkal-
méaval v, normalisul mindig a v normalist valasztjuk

Ha a P(u, v) ponton atmené egy masik tetszéleges gérbe

ivét o-val jeloljik, akkor erre a gorbére nézve is u, v o-nak a

gorbe természetének megfelel6 fiiggvényei, ennélfogva &, o szerint

1 Lancret, Memoire sur les lignes a double courbure. 1802

¢ Liouville, Journ. de math. t. 11. p. 345. 1846.
3 Bonnet, Journ. de I’Ecole Polytech. 32. cah. t. XIX. p. 17. 1848
Opere

4 Brioschi, Annali di Scienze Mat. e Fis. t. V. p. 232. 1854.
Mat. t. I. p. 120. :
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is differencialbhato s ezt a differencidlhanyadost a kévetkezé

egyenlet szemlélteti:

de, dudu , (du dv | du dv) dv dv
to Pugao T P \Gao T dods) TP dsda T
d*v 3

Fo d*u B
“ Tods v dods (it
Ha mar most ((l{i"-t hasonlo szellemben képezziik, akkor evi-

denssé valik, hogy
de, de _
b e I e 9
do ds

Ezek utan konnyti belatni, hogy az

€.V =0,.65.Y=0
egyenleteknek o, illetéleg s szerint velt differencialhanyadosai a
9. alatt levé relacio alapjan a kovetkezo egyenlethez vezetnek:

Vi s
B il L L SRR

A L, II. és III. alait levé reldcickat a gorbék fundamentalis

eqyenleteinek nevezziik.
Ha a III-ban kijelslt miiveleteket az I. harmadik egyenlete
alapjan végrehajtjuk, akkor annak a kovetkez6 explicit alakjahoz

jutunk:

' 1 )_ _ (1 1 ) e
— ——Je,.6;—|—+—)(E Xe).v=0.....
(va PVU : gs (0o} ‘ )
Ha ¢, ¢, v jobbra forgd derékszogii rendszert alkotnak

akkor barmely e vektorra nézve
6 == (é » E.\'l) ésl + (é . é.\-2) é.\'? + (23 . ‘/) Ve
Ha ebbe az egyenletbe ¢ helyett a baloldalon —:q-t irunk, a

jobboldalt pedig ezen szubstitucié utdn a Ill-nak megfelel6en
atalakitjuk, akkor a kovetkez6 relaciohoz jutunk:

G (6 Ve L (.5)s,
ﬁ( o Y ds, 5

ds ds,
ebbél pedig az 1. harmadik egyenlete alapjan:
av ( €1+ s ,() ( €42, c,,l.é)_
D R i S0 g niL e, . . . IV.
ds Pyst s Tos1 F Pys2 Tgs2 5
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Mivel a III". alapjan

: - ~—1— T P R N A 10.
azert 1
@ - (n -8,) (64 .60) Ak (_él_?),@ﬁr @3_:?1L@1'_5i) i

— . gg =
ds Pvs1

T.’/ 51
_Ca-8) (2n-%)

............. IV
PV.S'Z
Ebbél pedig, ha e, - 5, akkor

L s @Sl;éﬁf S50 gr(ésl ) és) (E\Léz) + (é.\'?. > éi)z ..... V'
Pvs Pvst Tgs1 Ps2

ha pedig ¢; =79 X ¢, akkor

Lot e G e
o \pw ol %) (6a8) (e

Az V. alapjan

o ~— (e L) @iy —2Ca2) @acl) gy
Pve  Pysi Pvst  Pys2 Tgs1

L HE = (-1 _J) (@,.8,)? ML"LQ

Pvs Py Pys1 Pys2 Tgs1

Ha ezt a két egyenletet a VI-ra valé tekintettel Gsszeszoroz-
zuk, akkor a kovetkezé relaciohoz jutunk:

oyt Lt
pV.s' Pys1 Pvs Pys2 T.(;.v Tgs1

A 10. alapjan evidens, hogy ha ¢, az e,-re meroéleges irany,
akkor a VIII-nak az

is eleget tesz, kovetkezoleg:

Vem

1 it 1 1
b SN T e
Pvs  Pvsm  Pvst  Pus2

LR REEL DO g T SR X.

2 T B o 2 R s e o B TR JRY SR SERP U o s
Pvs Pvsm  Tgs  Pvsi Pysz Tgs :

...........

Az egymasra merdleges gorbék orientacijatol fiiggetlen

H és K mennyiségeket a felillet P(u, v) pontjahoz tartozo kézép-,

illetéleg tatdlis gérbiiletnek nevezziik. Ezeknek a mennyiségek-
nek a bevezetésével a VIIL. a kovetkezé alakba irhaté:

1

2
Pvs

—H—L—#K—{—lz:o ......... XL
ch T

s
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Ha egy masik tetszéleges iranyu (o) goérbére is felirjuk az
analog egyenletet, akkor K és H meghatirozdsiara még egy egyen-
letet nyeriink, melyekb6l aztian

L g

e 2 2 3 R
Pvs  Tgs/ Pvo Pvs  Tgo/ Pvs

1 1 1 1 1 1
ke AT

2 2 2
Pvs  Pvo Pvs Tgs Pvo  Tgo

3. A feliiletek organikus gorbéi.

A feliilet aszimtotikus, gorbiileti és geodelikus gorbéi alatt
oly feliileti gorbéket értiink, melyeknek egyenletei rendre:
1 1 1
— = 0,— = 0, — =0,
Pvs Tgs Pos
Ha az egyszertiség kedvéért u-t tekintjiik fiiggetleniil valtozo
paraméternek, akkor a 4. és 5. alatt levé definiciénk alapjan

evidens, hogy az els6 két egyenlet ag-l)al1 masodfoku, tehat azok

0 4 K : ; : - o A
mindegyike elsérenddi masodfoku, a harmadik pedig W—ban

elsé6foku, tehat az masodrendd, elséfoku differencidlegyenlet,
ennélfogva:
A feliilet minden pontjdn két aszimtotikus — kél gorbii-
leti — s minden feliileti irdnyban eqy geodetikus gérbe megy dl.
Az egy ponton atmené aszimtotikus és gérbileti gorbék
iranyait az V. és VL egyenletek alapjan a kovetkezd egyenletek
hatarozzak meg:

@'_é.\’)i 2 (é.s-l b (}&) (éﬂ = és)

,,,,,,,,,,,,,, _{_ (és2 + éx)z =

Pvst Tgs1 Pys2
(é.s'l o évlz +‘ (L o 1
PVsl vag

D sionin e s N

= ~\2
) ((j.\'l ® és) (éﬁﬂ g és) e @%‘.)- =0 .. VI-’

Tgs1 Tgs1

A V/-bél evidens, hogy az aszimlotikus gorbék redlisak,
osszees6k vagy képzetesek, aszerint, amint
<
K=0.
>

A VI alapjan pedig a 4 K— H* < o feltétel kovetkeztében
a gérbiileti vonalak mindiq redlisak.
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Mivel 4 K— H? csak akkor lehet null, ha
1 (|

et )

p‘/& pf/.\-2 T!/.s'l
azért a VI értelmében ebben az esetben a P(u, v) ponton at-
men6 minden felileti gorbe gérbiileti gorbe, a feliilet ily pont-
jait gémbi pontoknak nevezziik.

Ha az aszimtotikus gorbék alkotta szoget a-val, a gorbii-
leti gérbék hajlasszogét pedig y-val jeloljiik, akkor az V. és VI
alapjan: e
5 tg « - .zliiK,

; H

:0’

Organikus gérbéinkre a definicio, valamint az I és IL
tételeink alapjan érvényesek a kovetkezé relaciok:
Az aszimtotikus gorbékre nézve:

% 7, lo S VAR R S 13
ps P!/s
W =007 & T s 14
T!/s T.s-
A gorbiileti vonalakra nézve:
dv 1< 2
P b G e R 15
ez a Rodrigues-féle tétel' és
e | .
o BoAT T Lt s o S 16.
A geodetikus gérbékre nézve pediq :
% = = Tl B e e LB 17.
Ps pV.v
il 1|
W, j: : i = jtx ............. 18.

A képleteinkbdl nyilvanvalo koévetkezmények felsorolasat
mell6zziik. Csak azt emlitjilk még meg, hogy ;1—7 0o esetre az

gs
V.-b6l Euler,> a VI-bol Bertrand— Enneper,® a VIIL-bél pedig

! Rodrigues, Correspondence sur I’Ecole Polytechnique 3. no. 2. p.
163. 1815.

2 Euler, Mem. de ’Acad. de Berlin t. XVI. 1760.

% Bertrand, Journ. de math. t. IX. p. 140. 1844. Traité de calcul diffe-
rential p. 681. 1864. Enneper, Zeitschr. f. Math. 9. p. 100. 1869.
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Brioschi—Enneper! tétele adodik ki. Az PLi o esetre pedig a
Vs

XI. Enneper tételévé lesz? a IX. pedig egy ismert tétellé.?
A feliilet oly eqy pontjdn dtmend (s), (c) gorbéit, melyekre nézve

av
)

— 0,

konjugdlt gorbéknek nevezziik.

A IV.-bél evidens, hogy a konjugdlt gorbepdrok involucié-
ban vannak, mely involucionak kettés elemei — V. szerint —
épen azon ponton dtmend aszimlotikus vonalak, az egymdsra
merdleges konjugdll pdrt pedig épen e ponton ditmend gorbiileti
vonalak alkotjdk. (V1. formula.)

Az 1. harmadika és III. alapjan a konjugalt gorbék alap-

egyenletei: nEee e
= 8,,05 - N6, X G).V = 3
Pv Ty
A G : e e 19.
(A C V
Pm Tgg
7 = ; £ i T

melyekbél kénnyen leszarmaztathat6 az (e, é;) = o, ;; esetekre is

érvényes o | |
ettt/ S I ST SR S 20.

Pvs Tg Pvs Tgs
formula Bl sk

1. Pl. Ha a feliilet sik, akkor v = konst.; w,=o0, w. Kovet-
kez6leg az 1. harmadik és elsé egyenlete, valamint a II alapjn

1 1

A e Y,

Pvs T.‘?s
R R o e e 21.
Ps pg.\-

1 i

— =—=0,

T!].x' ‘ts

azaz: Minden sikgérbe sajdt sikjdban aszimtotikus és gorbileti
gorbe.

A sik eqyenesei a sik egyediili geodetikus gorbéi.

Minden sikgorbe torzidja null.

1 Brioschi, Annali di Scienze Matematiche e Fisiche t. v. p.232.1854.

Opere Matematiche t. I. p. 120. Enneper, Zeitschr. f. Math. 9. p. 100. 1864.
2 Enneper, Ueber assymtotische Linien. Gottinger Nachr. 1870. p. 499.
3 Encyklopadie d. Math. Wiss. B. 1IL.; Heft. 1. p. 176.
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2. PL. Ha a felitlet gémb, melynek centruma C és sugara 7,
akkor

(P—CR =1 (P<C)ig 0,0 Piv o it 22
Ha tehat
P—'"‘(/'
gy
akkor
av e,
ds 7r

ennélfogva az I. harmadika alapjan

L _1, i Dk B S 8 i 23.
Pvs r Ty
tehat minden gombi gérbe sajdt gombjén gorbiileti gorbe.
A 17, 18. és 23. értelmében a gomb legnagyobb gémbkdrei
a gomb egyediili geodetikus gérbéi.
3. PL Ha a felilet henger, melynek alkotéi az egység-
vektorral parhuzamosak, akkor a iranyanak alkalmas meg-
valasztasaval és (a, ¢,) — « alkalmazasaval

a.e,=cosa, avy=o, (@ X e).v—sina.

Ha ezen egyenletek két elsejét az L-re valé tekintettel s
szerint differencialjuk, akkor a kévetkezé relaciokhoz jutunk :
Gl
ds  p,,

A i TR SR 24,
cosa  sina [
Ps Tge :
Tehat a henger egyediili geodetikus vonalai a rajtalevé
cilindrikus csavarvonalak; ezekre nézve tehat a 17. és 18, Sza-
montartasaval

a = konst. ]
" SR o I . 25.
9‘):3(7‘;%.%;)+“2“ ~o. I .
4. Ha a feliilet C csiicsii kup és (P—C)? — ¢ akkor
5 d
P—-0C).e,=r 'd:;
tovabb4 v irdny4nak alkalmas megvalasztasaval

P—C

)_—‘- Y
' (/-é cosa, (P—C).y o,(

8

X E\.) = SIN
¥
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Ezen egyenletek két elsejének s szerint vett differencidlhanyadosai
[. alapjan a kovetkez6 relaciokhoz vezetnek:

1} sino . da

R peae s 2h e, R
cos o ., sina

— + — =o0. 1

pV.s' Tg.s-

Amib6l lathato, hogy a kiip konikus csavarvonalai (e — konst)
a kupon nem geodetikus vonalak.
A konikus csavarvonalra nézve:
o =konst, r =scosa
x = (P—C).e,= scos?a.
Ha ezt az egyenletet tekintettel a Frenet—Serrel-féle formu-
lakra haromszor differencialjuk, akkor még a kovetkez6é egyen-
leteket nyerjiik : o B e

R T, :
2= (P—0).b,=p¢,%, sin%a- —.9-0‘—cos-’oc,
Vs
dz o
2 Pagintg;
ds &

8

tehét P_ (/’ ” 7 é.\. + :[/ 7*/,,\ 7i7 Z I)‘\‘.

Ha a konikus csavar gorbe oly cilindrikus csavargorbe is
egyszersmind, mely az a-val parhuzamos alkotéju, v, normalisu
hengeren van és a.e, — cosa, akkor a 25. alapjan

2
T

tehat az imént levezetett egyenleteink két utolséja alapjan

z =ssin®actga, (m,.%)

= — (7, . Vo) CLG %oy

(P—C).a = zcosa, + z(#,.9) sin a, = s COS &,
honnan
P—C - Cos%
— el ’
r cos o

ami azt mondja ki, hogy kipunk a tengelyii kirkiip.

4. Erintkezd gorbék.
Ha a dP
— =¢, =P, u + P,V
ds
egyenletet s szerint még kétszer differencialjuk, akkor a nyert
egyenletekbdl konnyti meggy6zédni, hogy
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d?e, Lae.ay
8 3 — =Q (', ).

ds? toze ds ds

— definicigja alapjan tehat
- d(1 1
—() ' 2 -+ Q, (W, V).
ds \py, Pos Tgs
Erintkezé gorbékre nézve az érintkezés pontjaban mind-
azok a mennyiségek, melyek csak «, +’-t6] fiiggnek egyenldk,
tehat (s) és (o) érintkezé gorbékre nézve az érintkezés pontjaban

LT G S B

Pvs PTo-’ Ts Ty :
i(i)_i(l>+2_lﬁ<_1_i)o | D * | 3
ds \py, ds \pyg Tgs \Pgs  Pyo £

Pl. Ha (s) asszimtotikus gorbe, akkor a 13. szerint

b dde,

PR Shanl S s
tehat L
do; Lo
tovabba: e 1
1_1_sino,_sinv,_ .
O P Po :
d (L) = i(}_) cos 0, dwg _ _L(_lh_l_)
de\py/ ~ % I Do Po do " pe N,
ennélfogva: 9 3 1
ST T B RS e 2.

T.s' Pos T p.’l&' TO ng

1 o
ez a Bonnet-féle tétel,! mely — = 0 esetben a Belirami-féle tételt
adja.? %
A XI. differencialasa, valamint a XIIL formuldk segitségé-
vel konnyli megallapitani a kovetkez6 érintkezési feltételt is.
d (1 d (1 2 1 1
St w1 = ... xv
ds \1y, do \7y, Pvs Pos  Pyo
Az (s) és (o) érintkezé gorhék érintkezési pontjaban
ds=do, e,=¢e,, e, X ;= o.
! Bonnel, Nouv. Ann. de Math. 2. serie. t. IV. p. 267. 1865.

* Beltrami, Nouv. Ann. de Math. 2. serie t. IV. 1865. p. 158—267.
Opere Mat. I. L p. 259.
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A ds végpontjAban a goérbéinkhez vont érint6k alkotta
szoget a kontigencia szégének nevezziik.
s de SR (B Ao S
Ha (%—FTGG dc) >4 (ed— _d%) vektor iranya megegyezik v ira-
o}

nyaval s ha a kontigencia szogét de-nal jeloljiik, akkor,

6= {(éc—{—%dc) X (es—{—% ds)}-\?,

honnan de (déo S @) :
ds \do LGl Ay B
e e e XV.
ds Py Pgs
Ha (o) geodetikus vonal, akkor
de 1
de o

mely tétel alapjan a geodetikus gorbiilet definiciéja a sikgorbék
gorbiiletére vonatkozo definicionak természetes altalanositasaként
jelenik meg.

5. A feliiletek metszése.
Ha P(s) két P(u, v) és Py(u, v) felillet metszési gérbéje s a
két feliilet hajlasszogét w,,—w, -t e-nak nevezziik, akkor a IL szerint

Mk e A XVL

ds Tl!]s Togs

Tehat egymdst dllandé szig alatt metszé két feliilet metszési
gorbéje mentén a gorbe geodetikus torzidja mundkét feliiletre
nézve ugyanaz. Ez a Bonnet-féle tétel.!

Az el6bbi fejezet 1. és 2. feladata értelmében:

Ha eqy feliiletet valamely sik vagy gémb konstans szig
alatt metsz, akkor a metszési gorbe a feliilet gorbiileti vonala.

Ennek a tételnek a sikra vonatkozo része Joachimsthal-
tol ered.?

Ha az L-nek a két felilletre vonatkozd els6 egyenleteit
egymasbol kivonjuk, akkor a kovetkezé relaciéhoz jutunk:

ilees—P—:;VZXes—}—P—kﬁl—p—:;ﬁz:o ..... XVIL

1 Bonnet, Joun. de I’Ecole Polytechnique, Cahier 32.t. XIX. p.17.1848.
* Joachimsthal, Journ. f. Math. t. XXX. p. 347—350. 1846.

2
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melynek segitségével a geodetikus gorbiiletek kifejezhet6k a nor-
malis gorbiiletekkel s viszont.

Pl. Ha hdrom feliilet P,, P, és P, orthogondlisan metszi
egymdst s ha 1, j, k az 1, 2, 3 szamok egy tetsz6leges permuta-
cioja és P, P, felilletek metszés gorbéjének a két feliiletre vonatkozo
! -val jeloljiik, akkor a IIL' alapjan

Tgsk
i
0 e e )
‘E."I.vi Tg.s'k

kozos geodetikus gorbiiletét

ami csak ugy lehetséges, ha

1 :

Ssit — Dk

i 0 (=12 3)
azaz: a melszési gorbék a rajtuk dtmend felilletek mindeqyikére

nézve gorbiileti vonalak. Ez a Dupin-féle tétel.!

6. A gorbék definicioja.

Az s =s,-hoz tetsz6legesen valasztott e, v, X ¢, v, egy-
masra kolcsonosen meréleges egységvektorokat kezd6 vektorokul
vélasztva az 1. egyértelmiileg meghatarozza e, v, X e, v,-et.
Ugyanis, ha az I. megoldasait rendre @, b, ¢-vel jeloljiik, akkor
konnyl meggy6z6dni, hogy b X ¢, ¢ X a, a X b szintén megolda-
sok. De mivel egy kezd6 értékrendszerhez csak egy megoldas
tartozik, azért AL e
tehat a, b, ¢ jobbra forg6 derékszogii egységrendszert alkotnak,
ennélfogva jelolésiikre jogosult az ¢, v, X &, v, jelolés.

Ha mar most a tér tetsz6leges P, pontjat rendeljitk a gorbe
s = 8, ivéhez, akkor s

P=P,+ | e, ds.

4
80

1 - 4 ity
Ha tehdt pl’ El— i mint s fiiggvényei adottak, akkor
Vs 9s Js
orientdcidjdtol fiiggetleniil tehdt abszolut meghatdrozhaié az a

gorbe, melynek (s) ponijdban a gérbiileteknek s a torziénak az
értékét épen a fonntebb adolt fiiggvények hatdrozzdk meg.
Ennélfogva 3 foltétel elégséges a gorbe meghatdrozdsdhoz.

! Dupin, Developpements de géometrie 1813.
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A mondottak alapjan goérbénket a kovetkez6é alaku egyen-
lettel képviselhetjiik :

P =P+ x(s—80) €+ Y (8—80) Yo X €,0+ 2(8—8,) ,,.
Ha s-t s,-al felcseréljiik, akkor
P,=P+z(,—38)e,+ y(so—8)V, X &+ 2 (80— 8) ¥,
Ha mar most C a tér egy tetszélegesen adott pontja, akkor
C—Po=ux,6,+ YoV, X €+ 209,
Ezt a vektort az utobbi egyenlet mindkét oldaldahoz hozzaadva

s az xo + (8o —8), Yo + Y (80— 8), 2, + 2 (s, — s) fiiggvényeket rovi-
den =z, y, z-vel jelolve

z, 1,2 jelentését killonben a kovetkez6 egyenletrendszer szemlélteti :
z, Y, 2=1(€,9, X €, ¥).(C—P);

kovetkezoleg az I.-re valo tekintettel differencialva

dx y "

R 1 e L

dS + ng ﬁ{ st

dy > .’L’V fIN Z, 5
d; p!/x T(/A’ """""" XI)\,
e o9

d8 PV.& Tgs

Mely egyenletrendszert a (C— P)?>=»? alkalmazasaval még
a kovetkezdvel egészithetjiik ki:
dr =2
7 ag 2 s b o S A 4 Soe ke e b A
Ha a gorbének valamely ¢ ponthoz valé relacidja adott,
akkor a XIX. alapjan a gorbiiletek s a torzié is meghataroz-
haté. Akkor is a XIX.-et haszndljuk a gorbe meghatarozasihoz,
ha a definicioban vegyes feltételek fordulnak elé.
1. PL. A sikgorbékre nézve:
1 1

— = — =,
Pvs ‘c(lu

tehat a sikgorbéket egy f6ltétel meghatarozza.
2. Pl. A gombi gérbékre nézve:
1 .

TS S i
Pvs r g
tehat a gombi gorbéket egy foltétel szintén meghatarozza.

9%

0,
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3. PL. A Py gorbéhez tartozé Pis)+ we, felilletre nézve:

(_, R e ) ( 1 1)
v, V X (".\-’ AR 3 b.s" n.\" Oy — 2 =

Pvs Pgs Tgs s T

tehat az I. egyenletei a Frenet-Serret-féle formuldkba mennek
at s igy a gorbét meghatarozzak a

Pe = £, (8)s & =7, (8)
egyenletek, melyeket a gorbe természetes egyenleteinek szokas
nevezni. Ha egy gorbe lép csak fel a targyalasban, akkor p, és
T, helyett egyszertien g-t és t-t irunk. Ebben az esetben aztan,
ha a tobbi mennyiség mellél is elhagyjuk az s indexet:

C=P+xzet+yn+zb......... XVIIL!
(=, y, 2) = (e, », b).(C— P).
dz ) \
= -—1 4+ o
d :
e R XIX/
ds P T
dz Y
ds T

4. Pl. A Ps) gorbéhez tartozé masik Ps)+ vb feliiletre nézve:
B RE e A B - .1
(v, VX e,—— —) - (~~ n, b,— = 0 ~>:
pV.\' Pg,q ts P T
tehat alakilag ismét a 3. pl. egyenleteihez jutunk.
5. PL A gorbéhez tartozé harmadik Ps)+ v 7 felillet ismét
a 3. pl. relacioihoz vezet.
6. Pl. Ha Ps) gombi gorbe és (' a gomb centruma, akkor
x = o, tehat a XIX. alapjan

y=p, #=—10; (TP’)'+%:0,

ami harmonidban van a 2. példa eredményével.
7. PL. Ha Ps) konikus csavarvonal s ' a kup csucsa, akkor
z=re¢, a 28. és a XIX.! alapjan tehat

xr=—2_c?s, i/ i —(1-—62)?, na: CHPTS_(I’_CZ)P,T;
it | B r]’__ T

Ennélfogva a konikus csavarvonal meghatarozésahoz csak
egy foltételre van sziikségiink.
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7. Alkalmazas a sikgorbékre.
A sikgorbékre vonatkozé Frenet-Serrel-fele formulak:
de 1_ dn r
—_— == —N, — = >
ds “p " U8 e

Ha C—t a gorbe sikjaban valasztjuk, akkor z=o, tehat a
XVIII’ és XIX. formulak a sikgérbékre nézve:

C=P+ze+yn. 5 %
T e R (O Bl b XVIIL
B ek ol e 1Y
s -} p’ ¢ Ry T b XIX.
dr
P I — l) ) !
S as S B b e s o 3.

Ha a sik tobb pontjara vonatkozolag kell kutatast végezni,
akkor ezeket a pontokat C,..., Ci-el jeloljiikk, a C;-re vonatkozd
z, y, r mennyiségeket pedig rendre z;, y;, 7;-vel.

1. PL. C, és C, pontokra nézve gorbénket definialja a kovet-
kez6 egyenlet:

O P AR R S (a)

Ha ezt az egyenletet a 28/-re valo tekintettel differencial-
juk s szerint, akkor a kovetkezo relaciohoz jutunk:

%‘ p ;ﬁg e )
Mivel altalaban S
Cl——l’#M (72: e
azért a XVIIL” alapjan a
% Yo _
g b D LN a0

Ha mar most a
(C,— C)*>=4c?
egyenletet kivonjuk az (a) négyzetébél, akkor az a®—c?=0? alkal-
mazasaval tekintettel «) és f)-ra

717y (%1) s D2 i B s e Y)

1
8)-nak s szerint vett differencialhanyadosa pedig a XIX., @) és
8) figyelembe vételével a kovetkezé relaciohoz vezet:

2
7 0= ap %

1
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Y) és 8)-bol s b
PR F
7 1, = (abp)s, b L e s
Ha ezen egyenletek elsejébe r, értékét az (a) egyenletbdl
behelyettesitjiik, akkor csekély atalakitassal a kovetkezé reldciot
nyerjiik : = L
rl—r—a:Va?—(abp)%. ............ )
Mivel

L T
e '/1 (fr,) s 7
azért, ha az ¢) és 7) egyenletek alapjan ‘% értékét kétféleképen
1
meghatarozzuk s a nyert értékeket egyenl6vé tessziik, akkor az
ab dp
ol T e e
V(a2 — (abp)i] [(abe) 2 — 07
egyenlethez jutunk, mely gérbénk természetes egyenlete,
Ha pedig C, és C, pontokra vonatkozolag gorbénket az
By R s s s T (b)

egyenlet definidlja, akkor az el6bbivel azonos gondolatmenet
oly eredményhez vezet, melyet a XX-bol tigy nyeriink, hogy
abban b helyett -t irunk.

Ha pedig goérbénket C pontra vonatkozolag az

bt L A T SRS S SR (e)

egyenlet definiélja, hol ¢ konstans egység vektor s p adott szam,
akkor ezen egyenletiinknek a 28/-re val¢ tekintettel s szerint vett
differencidlhanyadosa s annak megfontolasa, hogy

P—C

T B
a kovetkez6 egyenletekhez vezetnek:
S8, e R g ik Fay iy 0))
) i v (8

mely egyenletek elsejének a XIX.”-re valo tekintettel s szerint
vett differencialhanyadosa a

Bt 0 OY v 4w v vii ik R %)
reldciohoz vezet. A XVIIL” alapj4n
(P—C).c=(.0)x+(n.0)y,
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mely egyenlet a (¢) 1) és ) alapjan tartalmazza a kovetkezoket :

e B)é e (p>;’/(9 T
n.C (p s s 0 / })) _1.

Az i)-nek s szerint vett differencidlhédnyadosa az

relaciohoz vezet, honnan

D
mely gorbénknek — a paraboldnak természetes egyenlete.
2. Pl. Gorbénket definialja a kovetkez6 egyenlet:
z=4(s)

honnan a XIX” els6 egyenlete alapjan
y=01+¢)e
ha ezt az egyenletet a XIX.” masodik egyenletével megszoroz-
zuk s aztan integralunk, akkor
P=c—2[o(1+¢)ds
egyenlethez jutunk, melynek az elébbivel valé oOsszevetése el-
vezet gorbénknek

9

e=2feEgls - e
A+¢)?

P

természetes egyenletéhez,
3. PL. Gorbénket definialja a kovetkezé egyenlet:

=g ().
Ebbél a 28 és a XIX.” masodik egyenlete alapjan:
SRR boiis 1 ‘P’ ¢

r=—59¢, =

tehat ¢ ‘P
y L [¥de
!/ — Q __é'A-

Ennélfogva gorbénk természetes egyenlete
’
g L RHRE 5 e A XXIL
2 V,.:z_ye

4. Pl. Ha gorbénket az
r=y9() +
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egyenlet definialja, akkor ennek s szerint vett differencialhanya-
dosa a 28 és XIX.” alapjan a kovetkezé relacichoz vezet:

CP ¢ . (Y ¢
~_~.2>;c-: ¢
(p £

tehat a XIX.” masodika alapjan

Idp

Wy =le f‘c‘o = [c by = cel,

Sttt & gl e B

Az el6bbi egyenlet alapjan tehat gérbénk természetes

egyenlete : g
$4J~U@§Pﬂ ........... XXIIL

(Z»—Z)x

hol z a definicié alapjan p-nak ismert fiiggvénye.
Gorbénk speciilis esetei:
al ¢ = Ap, a=o0; Cesaro-féle gorbe.!
b) ¢ = MXp, a =o0; sinus spiralis.?
¢) $=—p, a=o0: kiipszelet.
d) 9= p, a0, ¢c=1; cikloidalis gorbék.

e] 9= Ap, a =00, %:)\2; Ribaucour-féle gorbe.?

fl] 9= o, azo, c=1; a kér evolutsja.
9) $= p, a=o, c#1; logaritmikus spriralis*,

8. A gorbék szarmaztatasa mozgassal.
Ha P és Qo) gorbe pontjai a
G = 0(8)

reldci6 alapjan kolesonés s egyértelmti vonatkozasban vannak
s ha P(s) gorbe a vele merev rendszert alkoté C ponttal tgy
mozog, hogy Ps) pontja Qo) homolog pontjaival rendre feddésbe
kerilljenek s Pis) fundamentalis triedere allandéan Osszeessék
Qo) feddésbe keriil6 pontjanak fundamentalis triederével, akkor

1 Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie 1901. p. 54—62.
Nouv. Ann. IIL ser. t. 13. 1894,

% Loria, Specielle algebraische und transcendente Ebene Curven
1902, p. 395—400.

8 Loria, u. o. p. 522—526.

4 Loria, u. o. 448.
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C pont is egy gorbét ir le, melynek, ha azt a pontjat, mely
megfelel C azon helyzetének, midén az s és o pontok Ossze-
esnek, R-nek neveziink, akkor a XVIIL alapjan

R = Q)+ 2,854 Uy (§ X éo) BV A XXIV.

hol, z,, y,, z,-re érvényesek a XIX. alatt levé formulik, melye-
ket a mozgas invariansul hagy.

A o=s esetben a XXIV. a rulettdk altalanos egyenle-
tévé lesz.

A XXIV-et az L-re val6 tekintettel o szerint differencialva
a kovetkezé egyenletet nyerjiik :

dR . [dx_ dy, . - dz, _ ] ds

do %t Lg%t s Ve X %) 55 Ve | 5

vtk (R e
— e + — 9 X eg+|——=—]Vs.

(ch+ Pvs 3 Poc oo/ 5 Py !

Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalat skalarisan B — Q-
val szorozzuk, akkor a 28.-ra valo tekintettel a kovetkez6 rela-

cidhoz jutunk:
dR 2 cls) 8
0, "*(1 g

Amib6l vilagos, hogy a jeleztiitk mozgdssal leszdrmaztatolt
gorbék koziil egyediil a rulettdkat illeti meg a

AR
25 E—Q)=o
egyenlettel kifejezett kiilonben ismeretes szabdly.

1. Pl. Ha C egy p, sugaru kor centruma, akkor, ha a kérre

nézve az e, #n, b, triedert valasztjuk fundamentalis triederiil
O :P—\L ps ﬂs;

kovetkezéleg a jellemeztik mozgassal a C pont leirta gorbe
egyenlete iy
E=Q+ Ps(vc X 80)'

2. Pl. Ha pedig C a kor egy fix pontja, akkor

C = P——pgsinpiés—l—ps(l—cospi)ﬁ,,

tehat 3 2
R = @Q—p,sin P es + pc(l——cos -p»)v,J M0

8
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9. A gorbék altalanosabb jellegii definicioja.

Ha Ps) és Qo) gorbék relativ helyzete ismeretes, akkor a
homolog pontokat 6sszeko6td

(l)"l)ffxésh%—‘yvs X ;s—*—'gvs

vektor is adottnak tekintheté. Ha tehat gorbéink egyike @ adott,
akkor P-re vonatkozo relativ helyzetének teljes ismerete a folirt
egyenlet alapjan meghatarozza P-t.

L. P1 Ps) sikgorbének a sikjaban levé Q = @, + e egyenes-
hez valé relativ helyzetét szemléltesse a kovetkezé egyenlet:

Ha ezt az egyenletet o szerint kétszer differencialjuk s a
nyert egyenletben e, és n, egyiitthatoit zérussa tessziik, akkor
as)® . d% : e 2 = g
(Elwc és ~i—(j—o—1)en két homogén linearis egyenletet nyeriink, me-
\ ac*”
lyeknek szimultan fennalldsa megkoveteli, hogy a rendszer deter-
minansa nulla legyen; az igy nyert egyenlet aztan a kovetkezé

alakba irhato:

n—1,N"' b n—1, 3 BestEiir oty [4
(ﬁ)?P P,)+"n'o P 'll(l*‘)\P”‘l) ;,—1]4_,1_ 0,

1 ,7, )\ P n—1 1 Lo )\ .O n— 1 P
= T o e e e B)
mely az o R
g nher—te
1 R )\ p n—1
V=(1—2ipn=1) ~a=T
alkalmazasaval

TAUVY + =0

alakba irhat6. Ha mar most megfontoljuk, hogy

UV=pV,
akkor
e o vy +;1, —0
{
vagy
(V) + :/ = 0.

Ha ezt az egyenletet pV’-sel sorozzuk s aztan integralunk,
akkor a kovetkezé egyenlethez jutunk:

V) + 7=
. U2=cV-2—1,
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27
honnan gorbénk természetes egyenlete:
j nip""1ldp an
e E o a— et %
(1;,,)\911——1) ][CV~2——1 ........ .
Specidlis esetek:

a) Han = By akkor gorbénk kupszelet.

b) Ha n—=—1 és —

¢/ n =1 esetben determinans egyenletiink mar nem irhato
a B) alakba, hanem a kovetkezékbe

Ay >‘ /4% W 12 2} __1_

s My e e
melynek mas alakja

Ap! A (‘Ap' 5 )' A ( A )'
Lf o= s =3 1I—a) =
1—)\P ] . S 0

Ao A\ 2 2
(1f;pl—x) +pT=1=0,
’VCN“—I

ez a Ribaucour-féle gérbe természetes egyenlete, mely a A
esetre parabola, » =} esetre ciklois, A = —1-re katendria.

2. Pl. Ha Ps) sikgorbének a sikjaban levé @, + oe, egye-
neshez valé6 relativ helyzete:

Q,+ 06— P+aé,+bn,

akkor az el6ébbi feladat megoldasi modszere
lethez vezet:

honnan

ebbél pedig

1

2

a kovetkezé egyen-
app’ = (p—b)2+ a,
honnan
Ve—0b)2+ a® ~{— (l'rctg—-— + C.
Ha b =0 és s =o helyen p=o, akkor

z8

p* =at(e * —1),
ez a traktrix természetes egyenlete
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3. PL. Ps) és Q) homolog pontjaiban legyen
Tl e P e R R S 31.

Ha ezt az egyenletet balrol e-, jobbrol pedig v,-sel szoroz-
zuk vektorialisan, akkor

Y, = (&,. €5) Yo — (€,.V5) &g, \

N Py o e ) e o BT e T 32.
&y = (%-90) & — (3, -5) Vo, |
V.6 =—8,.V,
e e s S S RIS S 95
€= Y;.¥s.

Gorbéink relativ helyzetét tehat a kovetkezé egyenletek

szemléltetik : i
Pis) = Qo) + 2 (¥, X &), }
Qo) = Pis)— x (¥, X ¢,).

Ha az I-re valé tekintettel elsé egyenletiinket o-, a maso-
dikat meg s szerint differencialjuk s aztan az igy nyert egyen-
leteket rendre v, X e, v, X ¢-sel szorozzuk skalarisan, akkor
nyerjiik, hogy

r=0;

ezt is figyelembe véve jeleztiik differencialhdanyadosaink:

i P ¢ ¢
= = e e e e e )
s c o} o
dO' Pgd T!/o i'—
......... B
dd_ s Co C
-—60:(56—{“_35‘*— its
dS Pgs s

Ha egyenleteink elsejét e,-, a mdsodikat e, aztan az else-
jét v,-, a masodikat v,- s végiil az elsejét V-, a masodikat y,-val
szorozzuk skalarisan, akkor a kovetkez6 harom egyenletparhoz

jutunk:
ds. . ¢

e, .6 =1——
do Py 36
dc i 7y C ............ C .
—e,.6g =1+ —
d 5 Py

ﬁé v -
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G5 IS S S 37.
do. . __ ¢
de 20
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gc.vl,_{_eo.esr: ASTh l

TR

ng T!Ic ¢
.......... 38.
?_Aec.\‘/s+ec.e(q:ec.vs. [
Pgs Tgs ¢

A 36. és 37.-b6l
;= (1—-2) (1 L,
(@ %) ( Pao T Pos

2

(eatVi— .
- %) Tgs Tgo

Ez egyenletek 6sszege és a 36.s 37. szimultan fennallasa a
kovetkezé relaciokhoz vezet:

9

1885 (1_i (1 i),
Tgs Tgo - ch) o Pos
1 e 1 e nre
CHi- (el
( Pao’ Tys * Tgs/ Yo

V5.6, €g.6, = COS 0O, SiD o

A

alkalmazasaval 32. egyenleteink ily alakban jelennek meg:

v, = Sin & V5 — COS & &4
e, = sin a e 4 Ccos & Vg,

Ha ezen egyenletek elsejét az I-re s a jelen fejezet ered-
ményeire valo tekintettel s szerint differencialjuk, akkor a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk;

LU ML RS T
ds \ds py,ds e"+tgs e
melynek az 1. harmadik egyenletével valé osszevetésébdl kovet-
kezik, hogy da_ lds 1
ds  pysds Py,
A ¥, X e,= ¥, X é;= n, =7, esetekben gorbéink Bertrand-
féle! gorbékké valnak.

4. Pl. Gorbénket a @, + pe, egyenesre vonatkozolag defi-
nialja a kovetkezd egyenlet:

Q4 pte=P+"—, (2 =o)-

es . 7,

1 Bertrand, Liouville’s Journal t. XV. p. 332. 1850.
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Ennek s szerint vett differencidlhanyadosa:

e

N
-0,
G ST
o (dc)z (1
— =¢g.6, |—) = (1—
ds B

¢ e
P_ - (65 . "s)';’

ebbdl

honnan

melynek s szerint vett differencidlhanyadosa a kévetkezé rela-
ciohoz vezet:

- T T
/sl (&),
mely a parabola természetes egyenlete.
5. PL A »
Q+od,=P+="—5, (=0

gt

egyenletb6l azonos eljarassal nyerjiik, hogy
1_1 (e, o)

p c(1+1tg%e, o)

Egyenesiinket z tengelyiil @,-ban a ra meréleges egyenest

y tengelyiill valasztva, ¥’ =tg (e, e,), teh:élt;1 fontebbi alakjabol

1 1
evidens, hogy " = — 3/, azaz:
: c

y—ae® +0b.













dra 2 korona.
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