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BEVEZETES.

A differenczidl- és integralszamitds torvényeinek szigoru
megallapitdsa végett el6bb az egy- s tobbvaltozods fiiggvények
fogalmat magyardzom meg s a hatarértékekkel val6 szdmolas

ismertetése utdn néhdiny — a késébbi kutatdsainkban nagy
szerepet jatsz6 — hatarértéket hatdrozok meg.

Ily el6zmények utdn egész konnyiliséggel s szigorusdggal
allapithatom meg az egy- s tobbviltozos egyszerti, 6sszetett és
inverz fiiggvényekre vonatkozé differenczidldsi szabalyokat s
ezek érvényességének hatdrait.

A differenczidlhdnyados geometriai jelentésének szigortibb
megallapitidsa sziikségessé tette, hogy az egy- s tobbéga
folytonos gorbék fogalméat bevezessem.

A differencialhdnyados mechanikai jelentésének targya-
lasa alkalmaval bebizonyitottam, hogy a differencidlhdanyado-
soknak, mint sebességeknek a felfogdsa bizonyos, koriilmé-
nyek kozott a sebesség fogalmdnak dltaldnositdsdaval egyenid
értelmd.

Alkalmazéasul bemutatom az egy- s tobbvéltozés raczio-
ndlis egész fiiggvények sorPafejtését s evvel kapesolatban
megéllapitom azokat a kriteriumokat, melyek alapjan eldont-
hets, hogy valamely quadratikus -alak definit-e, vagy nem ?

Erre a complex véltozék fiiggvényeinek a definiczidja, a
Caucny elnevezte monogen s szinetikus fuiggvények alap-

tulajdonsdgainak ismertetése, az algebra alaptételének kimu-
taldsa, részlettortekre bontds és az elemi transzczendens
fuggvények legfontosabb tulajdonsdgainak a kimutatdsa kovet-
kezik.
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A faggvények sorbafejtése elGtt a végtelen sorokra s
szorzatokra vonatkozé legfontosabb konvergencziakriteriu-
mokat targyalom, erre azutdn levezetem a véges és vég-
telen Tavvor-féle sort. Ezek az el6zmények aztan lehetsé-
gessé teszik az elemi transzczendens fuggvények szigoru
sorbafejtését. Majd a hatvanysoralakban adott figgvényekre
térek at s azok folytathatésdganak kimutatisa utan eljutunk
a Wrerstrass difinidlta analitikai fiiggvének fogalmahoz. Erre
a tgx, ctgx, [ sinx, [ cosx, secx sorbafejtése kovetkezik; a
magasabb rendii differenczidlhdnyadosok targyaldsa alkal-
maval definidlt Zangens eqyiitthaték. BerxourLi- és EvLer-féle
szamok lehetségessé tették, hogy az imént emlitettem sorok-
nak leggyakrabban el6fordulé alakjaival megismerkedjiink
Végul a komplekxvaltozés elemi transzezendens fiiggvények
sorbafejtését mutatom be.

Ezutdn a differenczidlszamitdsnak alkalmazdasit mutatom
be a litsz6lag hatdrozatlan alakok meghatdrozdsdra és a
maximum- s minimumszamitds probleméjara. A quadratikus
alakokra vonatkoz6 fejtegetéseink felhasznalasaval az utébb
emlitett problemdnak a szokasosndl elegdnsabb megoldéséat
adjuk. Az Osszetett fiiggvények maximumaédnak vagy mini-
muménak meghatirozasat a problema legdltalanosabb fogal-
mazasaban mutatom be.

A differenczidlszamitdsnak az emlitettem keretben tortént
tdrgyalds utdn attértem az integralszamitdsra.

Az integralt mint osszeget defindlom ; a 1étezésének kimu-
tatdsdra bemutatott médszer nemcsak hogy az eddigieknél
szigortibb bizonyildst nytjt. hanem a kétszeres és tobhszoros
integralok létezésének kimutatasiara valé konnyed alkalmaz-
hatosdga is c¢lényt biztosit neki a tobbi mddszerek felett.

Az integral alaptulajdonsdgainak megdllapitdsa utin a
hatdrozatlan integralszamitas modszereit ismertetem. A raczio-
nalis fuggvények integracziéja minden nehézség nélkiil elvé-
gezhet6 legaldbb elméletileg. Az algebrai integralok koziil
a binomialis inlegrdlok targyaldsaban behozott szimmetria
lehetségessé tette azt, hogy a redukczids formuldk szamét
kibévitstik -s igy a redukcziondl hasznalt eljardst teljesen
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megvildgitsuk. A hiperelliptikus integralok osztalyozasa utan
az elliptikus integrdlok kanonikus alakjait dllapitom meg,
a bevezettem 2 transzformdczié (276. 1) a targyaldst meg-
lehetésen attekinthetové teszi.

A transzczendens fiiggvények integrdczidjdra vonatkozé
fejtegetéseinkben az { sin™ x cos™ x dx alakd integralok
meghatdrozdasara vonatkozoélag ugyanazok allanak, mint a
miket fontebb a binomiilis integrdlokrél mondottunk.

Néhdany hatdrozott integrdl meghatarozasa utdn attértem
a végtelen sorok integrildsara s példaként meghatdroztam
a teljes els6- és masodfaju elliptikus integralt, erre az integral
szamildst alkalmaztam sorbafejtésre s jbol megéllapitottam
a Tayror-féle sort.

Az 4altaldnositott hatdrozott integrialok alaptulajdonsdgai-
nak megdllapitdsa utdn azokat az integrdlokat targyalom,
melyek ugy klasszikus voltuknal f()g\'zl érdekesek, mint
alkalmazhatésagukndl fogva fontosak. Ilyenek a DimicaLer-
EvLer- és Fresner-féle integrdlok. A’ masodik kozépérték
tétel utdn az altalanositolt DiricnLer-féle és a Fourirr-féle
kettds integrdlok, majd a Foumer-féle sorok targyaldsa
kovetkezik.

Ezek utdn a szinektikus fiiggvények integriljait definidlom
s alaptulajdonsdgaikat allapitom meg, a Riemann €s Cauvcuy-
féle integrdl tételek megdllapitdsa utdn a szinektikus fiigg-
vények sorbafejtését targyalom a Cauvcnr- és Laurent-féle
sorbafejiési tételek megdllapitdasa utin ramutattam arra a
kapocsra, mely a Cavcuy és a Miray-Weierstrass- féle fiigg-
vényelméletet Osszefiizi.

Legvégul a fizikai kutatdsokban nagy szerepet jatszo
vonalos, feltileti és térfogati integrdlok legfontosabb tulaj-
donsagait dallapitom meg.

Erre az integralszamitdasnak egyik klasszikus alkalmaza-
saval, az e és = szdmok transzczendens voltianak bebizo-
nyitdsaval foglalkozom s evvel egyiitt a kor négyszogesi-
tési problemdjdra vonatkoz6 kutatdsok mibenlétét, a problema
régi és 0j felfogdsat s az 1j felfogds szerinti megoldasat

o
te )

ismertetem.
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Legvégill azon sok munkdlat kézil, melyeket ennek a
munké4nak a megirdsan4l felhaszndltzin, mint Iegkivdlébbakat,
a kovetkezdket emlitem meg

L. Kronecker: Vorlesungen iiber die, Theorie der ein-
fachen und der vielfachen Integrale. ;

Angelo Genocchi: Differentialrechnung und Grundziige
der Inlegmlrcchnﬁng.

J. Thomae: Elementare Theorie der analytischen Func
tionen.

M. C. Jordan: Cours D’analyse.

E. Picard: Traité D’analyse.

Torsyth: Theory of Fonctions.

Cajori: History of Mathematice

Budapest, 1899 szept. 15.
Sutdk J.



ELOSZO A MASODIK KIADASHOZ.

A folytonossig fogalménak felépitésére vonatkozo mun-
kalatok szorosabb értelemben Archimedessel kezdddnek. ki
a problema tisztazdsara vonatkozé kutatdsokat a kovetkezo
postulatum kimonddsdval nyitja meg:

Ha AB és CD két oly szegmentum, melyekre nézve:

AB< CD,
akkor mindig van oly egész szdm n, melyre nézve’)
nAB > CD.

Hab4r ez a postulatum elégséges arra, hogy minden
szegmentumot egy adott szegmentumra nézve szimmal
jellemezhessiink,?) de még sem elégséges annak a kimuta-
tdsdra, hogy adott szegmentumra nézve minden szamhoz
mellé rendelhetd egy szegmentum. Ezt a hézagot tolti be
a Cantor-féle postulatum,?) mely szerint:

Ha OP,, OP,... a szegmentumoknak monolon névekvo-,
OP/, OPy,... pedig a szegmentumoknak oly monoton csok-
kend végtelen sorra, melyekre nézve P, P, P, Py,. .. szegmen-
tumok limese nulla, akkor van eqy oly OP szegmentum, mely
kisebb mindegyik OP,-nél és nagyobb mindegyik OP,-nél.

Az Archimedes és Cantor-féle postulatumokat egyiittesen
tartalmazza a kovetkezd Weiersirass-féle postulatum,?) mely
szerint:

1) Ezt a postulatumot O. Stolz nevezte el Archimedes-féle postula-
tumnak, j6llehet mar elStte is alkalmaztdk. Ber. naturw. mediz. Ver.
Innsbruck Bd. 12. 1881/, p. 75. Math. Ann. Bd. 22. 1883. p. 504. Encycl.
Seien. Math. t. III. v. 1. fasc. 1. p. 35. 1911.

%) Holder, Ber. Ges. Leipzig Bd. 53. 1901 math. p. 1.

3) Cantor, Math. Ann. Bd. 5. 1872. p. 128.

Yy Weierstrass, Berlini egyet. El6ad.
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Ha P,:P,... az AB szegmentumunak eqy tetszéleges vég-
telen ponthalmaza. akkor van AB-nek oly P-pontja, melyet
belsé pontként tartalmazé szegmentumok mindeqyikében
van pontsorunknak eleme.

Evvel a postulatummal equivalens a Dedekind-féle,)
melyet az alkalmazhatdsdga elé gordalé akaddlyok eleinte
kiszoritottak a kutatdsok tertiletérdl, mignem Cesaro ¢) kez-
deményezésére vilagossa vélt, hogy a jeleztitk nehézségek
kordntsem legy6zhetetlenek. Ez a szellem nyilval meg Vallée
Poussin-nal is.7)

Miutin a nehézségeket sikeriilt teljesen legydzni. azért a
szamfogalom kiépitését a klasszicitas teljes szépségében a
Dedekind-féle postulatum alapjan végeztem el. Ezen az
alapon aztdn az I. kiadas megfelel6 része a végtelen sorok
elmélete, a zdrt intervallumban folytonos s differencidlhaté
fiiggvények 1j megvildgitashan jelennek meg. A nyomdai
nehézségek azonban a muhka tobbi részében csak a leg-
sziikségesebb s legszerényebb véltoztatasokat engedték meg.

Budapest, 1921 oktéber 24
Sutdk J.

8) Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen 1872. 3. Aufl. 1905
(Braunschweig.)

8 Cesaro, Corso di Analisi algebraica Torino 18%4.

") Vallée Poussin, Cours d’'analyse - infinitesimale t. I. 2. ed. 1909.
3. ed. 1914.
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Lényegesebb sajtohibak.

108 oldal 10. sor y (n) helyesen: y (n-i).
145 - « 17. sor monodom helyesen monodrom.
160 oldalt technikai hiba folytdn kétszer nyomtdk.

1
176 oldal 4. sor u’= : sth.

184 « 12. sor Minthogy a kovetkezGkben stb. fejezet helyesen igy :
Mivel a 20. § fejtegetései a soroknak abszolit konver-
genczia kriteriumait allapitjak meg, azért vizgalédasainkat

. a pozitiv tagokb6l 4ll6 sorokra nem terjesztjiik ki.

192 « 11, sor hatvanysorunk konvergens helyesen : hatvanysorunk
feltétleniil konvergens.

193 « 2. sor kort kell tekinteni. utdn: A hatvdnysorok konver-
genczia korének meghatdarozasa tovabbi tételeket a 20. §
fejtegetései szolgaltatnak.

196 « 6. sor. helyesen: Amde altaldnositott kozépérték tételiink értel-
mében, ha R. (x) és ¢ (x) az (a, x) zart intervallumban foly-
tonos és differenczialhaté fiiggvények és o (x) —uw(a)=o0
akkor a Cauchy-féle tétel értelmében. (§ N.)

197 « alulrdl 5. sor helyesen igy: ez a maradéktag Schlomileh-féle
alakja melyb6l, ha p = 1, akkor sth.
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DIFFERENCZIALSZAMITAS.

Sutdk : A differenczial- és integrilszamitas elmélete. 1







I. AZ IRRACZIONALIS SZAM ES FUGGVENY
FOGALMA.

1. Raczionalis szamok.

Az egész és tortszdmok halmazat racziondlis szdmhalmaz-
nak nevezziikk s R-rel jeloljik.

Ha a és b R két kilonboz6 eleme és a— b pozitiv, akkor
azt mondjuk, hogy a nagyobb mint b, mely tényt szimbo-
likusan igy jeloljik:

a>b.

Ha., pedig a—b negativ, akkor azt mondjuk, hogy a
kisebb mint b; ezt a tényt pedig szimbolikusan igy jeloljiik :
aq.<=b.

Ha méar most a racziondlis szimokat a nagysdg elve sze-
rint Ggy rendezziik, hogy a sorozatban soha se dlljon
nagyobb szdm kisebb el6tt, akkor vildgos, hogy a fenntebbi
definicziéink alapjdn bérmely két racziondlis szdmrol
eltudjuk donteni, hogy melyik 4ll a mdsik el6tt. Ezen az
alapon:

I. A racziondlis szdmok halmazdt nagysdg szerint rende-
zett halmaznak nevezziik.

Ha a és b R két oly killonb6z6 eleme, melyekre nézve
a < b, akkor mindig van R-ben oly ¢ elem, melyre nézve:

@< =),
Ilyen pl. a c= (f—ité , mert hiszen
a——c:a——;—b<(), b——c:li—;——q>0.

Ezen az alapon, azt mondjuk, hogy:
1. A racziondlis szdmok mindeniitt stirii halmazt alkotnak.
1*
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Ha a és b R-nek két oly eleme, melyekre nézve a< b,
akkor mindig van oly egész szdm: n, melyre nézve:

na>b,

Ugyanis, ha
B
q

és n-et g b-nél nagyobbnak vilasztjuk, akkor
na>aqb,

de ag=p=>1, tehit aqb>b, ennélfogva:
nd b,

A racziondlis szdimok most kimutatott tulajdonséga alap-
jan azt mondjuk, hogy:

III. A racziondlis szdmok halmaza Archimedes-féle rend-
szert alkot.

2. A szamfogalom kibGvitésének sziikségessége.

A racziondlis szdimfogalom azonban sok probléma meg-
olddsdra elégtelennek bizonyul. Igy pl.

Ti=

()

az R-ben nem oldhat6 meg, mert ha volna oly x= P \acziondlis
kg (

szdm, hol p és ¢ viszonylagos tdrzsszdmok, mely egyenle-

tink gyokét képezné, akkor erre nézve teljesiilni kellene o

kovetkez6 egyenletnek :
pr=—2a".

De ebb6l meg az kovetkeznék, hogy p péros, mondjuk
2n alakd szam, damde ekkor a

2nt=¢q?

alapjdn ¢-nak is pdros szdmnak kellene lenni és igy felte-
vésiinkkel ellentétben p és g-nak volna az egységtél kiilon-
b6z6 osztdja.

Ennek és sok més probléménak a megoldhat6sdga tehat
nyilvianval6va teszi a szdmfogalom tovdbbépitésének sziik-
ségességét.
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3. Az irracziondlis szamfogalom megalkotasa.

Azt a miveletet, mellyel R-t két oly A és B halmazra
osztjuk, melyek elsejének barmely eleme kisebb a maésodik
minden eleménél, Dedekind-féle metszés-nek nevezzilk; A és
B-t Dedekind-féle szeleteknek —, és pedig A-t alsé-, B-t pedig
felsé szelelnek mondjuk.

A Dedekind-féle metszés létesitette A és B szeletekre
nézve mindig bekovetkezik a kovetkezé hdrom eshetGség
valamelyike:

1. A-ban van legnagyobb szdm: «, de B-ben nines leg-
kisebb. Ekkor A minden «-t6l killonb6zé eleme Kkisebb,
mint « és B minden eleme nagyobb, mint «. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a Dedekind-féle metszés R-b&l kimetszi az
« elemet, vagy pedig, hogy dimegy az « elemen; tehat ezt
az elemet a Dedekind-féle metszés R-b8l kivdlaszija — més
szoval — definidlja, mely tény jelolésére a kovetkezS szimbo-
lumot hasznéljuk:

a==(A-B),

2. B-ben van legkisebb szdm: £, de A-ban nincs leg-
nagyobb. Ekkor § kisebb B minden tdle kiilonb6z6 elemé-
nél, de nagyobb A minden eleménél. Ilyenkor is azt mondjuk,
hogy a Dedekind-féle metszés R-t g-ban taldlja, vagy azon
atmegy, azt R-b6l kivdlasztja, széval azt definidlja, mely
tény jelolésére szintén a

g=—¢A H)
szimbolumot haszndljuk.

Az az eset, melyben A-nak volna legnagyobb eleme: «,
B-nek meg legkisebb eleme: g, nem léphet fel, mert hiszen
ekkor azok a 2 szamok, melyekre nézve:

% <‘7 < AB>
sem A, sem B-ben nem lépnének fel s igy a Dedekind-féle
metszés nem osztand R-t két részre, csak kivdlasztana R-bél
két halmazt.

3. Sem A-ban nincs legnagyobb, sem B-ben nincs leg-
kisebb® szdm, ekkor azt mondjuk, hogy a Dedekind-féle
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metszés R egy elemét sem taldlja. Az ily metszetek mind-
egyikéhez szintén mellé rendeliink egy, de csakis eqy oly
x elemet, melyet A minden eleménél nagyobbnak és B min-
den eleménél kisebbnek mondunk. Ennélfogva minden ily
x elem, R-hez csatolva, a nagysdgszerinti elrendezésben egy
meghatdrozott helyet nyer. Az ilyen Dedekind-féle szeletek-
hez mellérendelt s a jeleztik tulajdonsaggal felruhazott
elemeket irracziondlis szdmoknak nevezziik s jelolésiikre azt
a Dedekind-féle metszéshdl szarmazo szeletpart haszndljuk,
mely fogalmuk tartalmdnak megdllapitdsira az impulzust
megadta. Igy tehdt a fentebbi x irracziondlis szdmot a
kovetkezé szimbolummal jeloljik :

x—(A, B).

Ennélfogva: az (A, B) szimbolum racziondlis, vaqy irra-
cziondlis szamot jelol, aszerint, amint a megfelel6 Dedekind-
féle melszés R valamelyik szdmdn dimegy, vagy nem.

Olyan metszetet, mely R egyik tagjan sem megy at
konnyli konstrudlni.* Igy ha R azon a szdmait, melyekre
nézve a® < 2, az A, a tobbieket pedig a B halmazba sorozzuk,
akkor vildgos, hogy A birmely eleme kisebb B minden ele-
ménél. Valamint azt is konny( beldtni, hogy A-nak nincs
legnagyobb eleme. Ugyanis bdrmily nagy eleme legyen is a
A-nak, mindig meg tudunk oly pozitiv -t hatdrozni, melyre
nézve a-} h szintén eleme A-nak.

Ugyanis féltevésiink értelmében

a2 < 2.
Ha mér most a kovetkezd
(a4 h)2 << 2, 1.
azaz:
h(h+2a)<<2—a®
egyenlGtlenség is teljesil, akkor vilagos, hogy minden az
egységnél kisebb oly h-ra, melyekre nézve még a

* A kovetkezGkben R alatt mindig csak a pozitiv racziondlis szdmok
halmazat fogjuk érteni.
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2—a?

gk -

egyenlGtlenség is teljesiil, az 1. foltétleniil teljesiil.
Hasonléképen konnyit beldtni, hogy B-nek nincs legkisebb
eleme. Mert, ha b barmily kis eleme is B-nek, azaz:
b2> 2,
mindig van oly pozitiv h, melyre nézve:
(b—h)2>2, 2.
azaz:
h(2b—h)<b*—2.
Vildgos, hogy minden oly b-nél kisebb h-kra, melyekre
nézve még a
b2 — 2
e
2b
egyenldtlenség is teljesiil, a 2. foltétleniil teljesiil. Ennélfogva
a konstrudltuk metszet R egyik szdmdn sem megy at, tehat
a vele definidlt (A,B) szdm A minden eleménél nagyobb
és B minden eleménél kisebb.

4. Az irracziondlis szamok megkozelitése
raczionalis szamokkal.
Legyen adva az
w==(4,B)

irraczionédlis szdm és a, az A egy tetszGleges eleme, ¢ pedig
egy tetszéleges kicsiny racziondlis szdm ; akkor az 1. § IIL
tétele értelmében az a,, a,+¢, a,-+2¢, ... sorozathan van
oly a,-+(n—1)e=a tag, mely még A-ba tartozik, de az
a, +ne=> mir a B-nek tagja. a és b tehat oly racziondlis
szamok, melyekre nézve:

<o <by bh-—a=45s

a €s b racziondlis szdmokat rendre « alsé s felsé koze-
lité értékeinek, a b— a=c szdmot pedig a kozelités pontos-
sdgdnak nevezziik.
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5. Nagysagi viszonyok.

A definiczié alapjdn minden irracziondlis szdmnak helye a
racziondlis szdmsorban adott. Ennélfogva csak két irraczio-
nélis szdmra nézve kell a nagysigi viszonyokat értelmezni.
Evégbdl legyen adva a kovetkez8 két irracziondlis szdm:

o= (A, Byl 0g ==(A,; By).

Ha A, minden eleme megvan A,-ben s viszont, tehét

A, =4, B,=28,,
akkor azt mondjuk, hogy a két irracziondlis szdm egyenld.

Ha pedig A,-nek van oly eleme a;, mely B,-nek is tagja,

akkor azt mondjuk, hogy
&y .

Ha pedig B;-nek van oly b, eleme, mely A,-nek is tagja,
akkor azt mondjuk, hogy

Oy < %g.
Szemléltetés:
A, B, A, B,
—t—f — ]
Oy Cly. Ly ¢y Dy oy
A, B, A, B,
@ E g s gl Cgt))

Ha mdr most «,, «,, , hdrom irracziondlis szdm, melyekre
nézve:
ay > 0y, %g > O,
akkor vannak oly b, és a, racziondlis szamok, melyekre nézve:
oy > by > 055 0y > a > o
Mivel «, definiciéja értelmében b, > a,, azért

dy > g > 0.
tehat
%y > 0.
Kovetkezbleg az irracziondlis szdmoknak a raczionélis
szdmok kozé valé beékelése a nagysdgi viszonyok jeleztiik
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értelmezésével semmiképen sem zavarja az 1. §-ban meg-
allapitott elrendezettséget. Ha tehdt a racziondlis s irraczio-
nilis szamok halmazat redlis szdmhalmaznak nevezzik,
akkor kimondhatjuk a tételt, mely szerint:

A redlis sziamhalmaz naqysdg szerint rendezett halmaz.

Intervallum.
Azoknak a redlis x szimoknak a halmazdt, melyekre nézve:
A< < b,
(a, b) nyilt intervallumnak nevezziik, amelyekre nézve pedig:

asz<=0b
(a,b) zért intervallumnak —, amelyekre nézve pedig:

@< a=b;
vagy
a< xr<b,
alulrél zart s felulrél nyilt, illetSleg alulrdl nyilt s felilrél
zart intervallumnak mondjuk; a és b azintervallum hatdrai,
az intervallum tobbi szdmai pedig az intervallum belsé elemei.

I. Ha a<<b, akkor az (a,b) inlervallumban végtelen sok
racziondlis szdm van.

Ha a és b racziondlis szamok, akkor tételiink az 1. § II
tétele alapjdn —, ha csak az egyik raciondlis, akkor az
irracziondlis szdm definicziéja alapjan —, ha pedig ugy q,
mint birracziondlis, akkor meg az irracziondlis szdmok egyen-
I6tlenségének definiczidjas az irracziondlis szamok értelme-
zése alapjdn nyilvanvald.

Il. Ha a<b racziondlis szdmok és b — a bdrmily kicsiny
pozitiv e-ndl kisebb, akkor az (a,b) intervallumnak eqynél
t6bb belsé szdma nem lehel.

Mert ha volna kettd a’ és b’ és a < az (a/, ') két raczio-
ndlis szama, akkor a

b—a=b—p)+(a—a)+ (P
egyenlGség alapjan b—a feltevésiinkkel ellentétben nem
lehetne kisebb p-— «-ndl.




10 A VALOS SZAMHALMAZ FOLYTONOSSAGA.

7. A val6s szamhalmaz folytonossaiga.

I. A redlis szdmokra alkalmazott bdrmily Dedekind-féle
(A, B) melszet mindig dimeqy eqy redlis szdmon.

A redlis szamhalmaznak ezt a tulajdonsédgat a redlis szdm-
halmaz folytonossdgdnak nevezziik.

Ugyanis, ha az A és B-benlevs raczionilis szdmok hal-
mazat rendre A’,B’-sel jeloljitkk, akkor nyilvdnval6, hogy
(A’, B') egy aracziondlis szdmhalmazra alkalmazott Dedekind-
féle metszet; ha tehdt az evvel definidlt szimot «-val jelol-
juk, azaz

a=(ALB)

akkor vildgos, hogy « vagy A-nak,”vagy B-nek eleme. Ha
mar most o' oly irracziondlis szdm, mely kisebb «-ndl, akkor
ran oly racziondlis «,; szdm, melyre nézve:
& =T e

kovetkezbleg «, A’-nek, tehiat A-nak is eleme, ennélfogva
«' is A-hoz tartozik s igy «-ndl minden kisebb irraczionalis
szdm A-hoz tartozik; hasonléképen igazolhat6, hogy «-nél
minden nagyobb irracziondlis szdm B-hez tartozik, kovet-
kezbleg « vagy A-nak legnagyobb, vagy B-nek legkisebb
eleme; mivel aztan tételtink is nyilvanvaléva valt.

Tételuinknek az 5. § végén kimondott tétellel valé egybe-
vetésébdl kovetkezik, hogy:

Il. A redlis szdmhalmaz nagqysdq szerint rendezett foly-
tonos halmaz.

8. Az 0sszeg definiczidja.

Ha (A, B,) és (A,,B,;) az Osszes racziondlis szamok hal-
mazara alkalmazott Dedekind-féle metszetek és az 4ltaluk
definidlt szdmok

i e Bl o S S 0 U ST
akkor:

Az o, és oy szdmok Gsszege «, + oy alatt oly szdmot ér-
tiink, mely az A, és A, halmazbeli a, és a, szdmpdrokbdl
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alkotolt a, + a, szdmok eqyikénél sem kisebb, a B, és B,
halmazbeli b, és b, szdmpdrokbél alkotott b, + by szdmok
eqyikénél sem naqyobb.

Mivel barmily kicsiny pozitiv e-hoz az a,, b, és a,, b, szam-
parok megvdlaszthaték mindig tgy, hogy a

b —a; <5, by a3 <5

foltételek teljesiiljenek, azért a
(b, 4 b,)—(a,+a,) <¢

egyenlGtlenséghdl a 6. § II. tétele alapjan kovetkezik, hogy
csak egy oly szam létezhetik, mely az 6sszeg definicziéjaban
foglalt feltételeket kielégiti. De ilyen szdam létezik is. Ugyanis,
ha a racziondlis szdmok koézill azokat, melyek az a,-}a,
szdmokndl nem nagyobbak az A, a tobbieket pedig a B
halmazba sorozzuk, akkor vildgos, hogy (A, B) a raczionilis
szdamok halmazdra alkalmazott oly Dedekind-féle metszet,
melyben A tartalmazza az 6sszes «, -+ a,, B pedig az Osszes
b, + b, szamokat, tehat az
a=—(A, B)

szdm az Osszeg definicziGjdban foglalt feltételeket mind ki-
elégiti s mivel tobb ily szdm nem lehet, azért

o= o, -+ o,.

9. Ellenkezd6 elGjeli szamok.

Legyen (A, B) az 0Osszes racziondlis szimok halmazara
vonatkoz6 Dedekind-féle metszet s az dltala definidlt szdm o.
Ha mar most A’, B'-sel jeloljiik azokat a halmazokat, melye-
ket rendre B és A-bol Gigy nyeriink, hogy a benniik levé
szamok mindegyikét ellenkezo elGjeliivé valtoztatjuk, akkor
vildgos, hogy (A’, B’) szintén egy Dedekind-féle metszetet
alkot; az dltala definidlt szamot jeloljik o'-sel.

Ha a és b rendre A és B tetszGleges szdmai, akkor az
osszeg definiczidja értelmében « 4o’ az a — b szdmok egyi-
kénél sem kisebb, a b — a szdmok egyikénél sem nagyobb;
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azaz: oo egyik negativ szdmndl sem kisebb s egyik
pozitiv szamndl sem nagyobb, tehat
a+4a'=0;

az ilyen szdmpdrokat ellenkezé elGjeld szampéaroknak

nevezziik. o’ jelolésére haszndljuk a — « jelet is, tehat
o =—u
s igy
Pty s k|

10. A szorzat definiczidja.

Legyen (A,, B,) és (A,, B,) a pozitiv racziondlis szdmok
halmazara alkalmazott két Dedekind-féle metszet: az altaluk
definidlt szamok pedig:

o, = (A5 By ) 2 =4 B

A o, és o, szdmok szorzata alatt értjiik azi a szdmot,

mely — a 8. § jeloléseit meglartva — az a, a, szdmok
eqyikénél sem kisebb és a b, b, szdmok eqyikénél sem
nagyobb.

”

Ha «, ¢, pontossagi értékei a,, b,; «,-nek pedig ¢,
tossdgt értékei a,, b,, akkor (4. §)

b=a,+z, by=a, +=,.

Ha tehdt ¢, és ¢, kisebbek az egységnél kisebb racziondlis

pozitiv ¢ szdmnal, akkor

b b, <a,ay+(a,+a,+1)<.

pon-

Ha tehat

’

5:(1i+(12+1’

b by, —a, a; <.

akkor

Mivel ¢ minden pozitiv racziondlis szdmndl kisebb lehet,
azért ha a szorzat definiczi6jat kielégité szam létezik, ilyen
csak egy szdm lehet. (6. § IL. tétel.) De ilyen szdm létezik is.
Ugyanis, ha az a, a, szdmokndl nem nagyobb raczionilis
pozitiv szdmokat az A, a tobbieket pedig a B halmazba
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sorozzuk, akkor vildgos, hogy (A,B) oly Dedekind-féle
szeletet alkot, melyben A tartalmazza az 6sszes q, a,, B pedig
az Osszes b, b, szamokat; kovetkezGleg az (A, B) metszet
definidlta « szdm kielégiti a szorzat definicziéjdban foglalt
foltételeket s mivel csak egy ilyen sz4m van, azért a szorzat
jelolésére kozonségesen haszndlt szimbolum alkalmazdsdval :

o =0y Olg.

Az Osszeg és szorzat képzési torvényeinek megallapita-
sdval nem foglalkozunk, mivel azok megallapitdsainak egy-
szeri folyoményai.

11. Egy szdm recziprokja.

Legyen (A, B) egy pozitiv racziondlis szimokra alkalma-
zott Dedekind-féle metszet; az dltala definidlt szam pedig «.
Ha mir most az A és B-ben levé szdmok reciprokjaibdl
alkotott halmazokat rendre B, és A,-gyel jeloljiik, akkor
viladgos, hogy (A,, B,) egy a pozitiv raciondlis szdmhalmazra
vonatkozo6 szeletet alkot; jeloljiik az dltala definialt szdmot
zl-gyel.

Mér most ha a A-nak, b pedig B-nek egy szdmat jeloli,

A : e
akkor a szorzat definicziéja értelmében « «, az b szamok

Eet : B e e
egyikénél sem kisebb a : szamok egyikénél sem nagyobb,
o (
azaz: o2, az 1-nél kisebb szdmok egyikénél sem kisebb és
az egynél nagyobb szdmok egyikénél sem nagyobb, tehat

o ot ===l
Az ilyen szampdrokat egymds recziprokjainak nevezzik ;
L OJ k4

S A G > o .
2, jelolésére szokds az — jelet is haszndlni, tehat
x

1
7.1::2

s igy
o, 1:l




14 A HANYADOS FOGALMA.

12. A hanyados fogalma.

Ha g szam recziprokjat g,-gyel jeloljitk, akkor:
Az « és p szdmok hdnyadosa alatt értjiik, az « B, szorzalol.

A szorzds asszociativ torvényének alkalmazdsdval:

(2By). =12 (B, p) =4,

tehdt o« és B hdnyadosa oly szdm, melynek B-val vald
szorzala o.

13. Hatvany.

Ha (A, B,) és (A, B,) két a pozitiv racziondlis szdm-
halmazra vonatkoz6 Dedekind-féle metszet s az altaluk
definidlt szamok rendre: «; és «,, tovabba

%y < %2y
akkor van oly racziondlis szaim a, melyre nézve:
oy < a < .

Ha mdr most n pozitiv egész szdm, akkor a szorzat
definiczidja értelmében «,* a™nél kisebb, «,» pedignagyobb:
kovetkezdbleg:

Ha o, < a,, akkor

R S |

Ha a pozitiv redlis szdmok koziil azokat az a szdmokat,
melyekre nézve a* < «, az A, a tobbieket pedig a B hal-
mazba sorozzuk, akkor vildgos, hogy (A, B) Dedekind-féle

|
szeletet alkot s az dltala definidlt szdmot «,"-nel jeloljik.
Ha méir most A és B egy-egy szamait rendre a és b-vel
jeloljuk, akkor a szorzat definiczi6ja értelmében
1\n
a,,<<7.1“) <. bn
Amde A és B definicziéja értelmében még

@< ap=a b
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s mivel b® — a® minden &-ndl kisebbé tehetd, tehat kozottik
egy szamndl tobb nem lehet, kovetkezdleg:

Ly

Ebb&l mar most nyilvanvalé, hogy:
Ha «, <«,, akkor
1 1
iy 8 I1I.
: 4
mert ha «," nagyobb volna, mint «,% akkor az L ésII. alapjan

1\n .
(7.1”) =ua, is nagyobb lenne, mint a,.
Az 1. és III-b6l kovetkezik, hogy:
Ha o, < a, és » tetszéleges pozitiv racziondlis szdm, akkor
ol <t IV.
EbbGL pediq o,—" oy~ "-rel valé szorzdssal kovetkezik, hogy
Bl i L V.
1. PL. Ha 2, << 1, @3 > 1, s r pozitiv racziondlis szam, akkor
T =0 LR S

2. Pl.Ha r; <r, poziliv raczionalis szdmok és « > 1, akkor

i S e 3G |
ari-gyel valdé szorzéssal
an>an> 1. ¥i.
Ha pedig « <1, akkor
an< et < 1. VIL

14. A limes fogalma.

Jeloljon n pozitiv egész szdmot és x, egy n-nel véltozé
szdmot. Ha bdrmily kicsiny pozitiv ¢ szdmhoz tartozik, oly
N sziam, melynél nagyobb minden n-re x,-a abszolut értéke
kisebb, mint ¢, azaz:

| —a|<e, il
akkor a-t az x, vdllozé limesének nevezzitkk ; mely tényt
szimbolikusan igy jeldljiik:
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imz,=a.

Ha a=0, akkor x,-et infinitezimdlis mennyiségnek, vagy
végtelen kicsinynek nevezziik ; tehdt x, infinitezimadlis meny-
nyiség, ha

lim 2, =0.

Ha pedig minden pozitiv A-hoz tartozik, oly N, melyre

nézve:

Tn > 41,
n>N,

akkor x,-et pozitiv végtelen nagynak nevezziik ; mely tényt
szimbolikusan igy jeloljuk:

ha

lim x, =} oco.

Ha pedig minden negativ — A-hoz tartozik oly N, melyre
nézve:
Tn < ST Ay
ha
n> N,

akkor x,-et negativ végtelen nagynak mondjuk ; mely tényt
szimbolikusan igy jeloljik:

lim x, = — oo.

1. Pl. Ha x,, x, ... folyton n6vekvd szamsor, de minden
@, kisebb marad egy adott szdmndl, akkor szidmsorunkat
korldtosan novekvd szdmsornak nevezziik. Minden korld-
tosan novekvG szdmsorral alkothatunk egy Dedekind-féle
metszetet. Ugyanis, ha A halmazba sorozzuk az x,-eknél nem
nagyobb szamokat, a tobbit pedig B-be, akkor vildgos, hogy
a korlatossag foltevése kovetkeztében (A, B) oly valésdgos
Dedekind-féle metszet, melyben A tartalmazza az Osszes
x, szdmokat, B pedig az Osszes x,-eknél nagyobb szi-
mokat. Az

2=(A, B)

tehit oly szdm, melyre nézve bdrmely «—-=e-hoz, hol ¢
pozitiv, tartozik oly legelsé xy, melyre nézve:

a—Ee< XN;
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tehat bdrmily kicsiny pozitiv e-hoz tartozik oly N, melyre
nézve :
o—e< 2, RN
kovetkezdleg :
b v, ==,
azaz: 1. Minden korldtosan névekvd szdmsornak van limese.
Hasonl6képen: II. Minden korldtosan csékkend szdmsor-
nak van limese.
Ha a szdmsor nem korlitosan noévekvs, hanem korlat-
lanul, akkor a fentebbiek alapjian azt mondjuk, hogy

lim x, = - oo,
ha pedig korldtlanul csokkend, akkor

limx, —=— oco.
2. Pl Ha
x«=(A,B)

S &, &, ... a pozitiv szdmoknak oly cs6kkend sora, melyre
nézve:

lime, =0.

€s az (x—¢; « —e; 4 4) intervallum egyik racziondlis szdma a;:
az (x —ciy1, 2 -+ ¢;) intervallumnak egyik racziondlis szdma b;

akkor nyilvdnvalé, hogy az a,, a,, ... oly korldtosan
novekvé —, b,, b,, ... pedig oly korldtosan csékkend

racziondlis szdmsort alkotnak, melyekre nézve:
lima,=1lim b, = «.

Az a; és b; megvélasztdsiban nyilvdnvalé tetszGlegesség
o] J o]
figyelembevételével tehit:

III. Minden
a=—1(A,B)

szdmhoz végtelen sokféleképen ,alkothatunk oly monc'on
novekvd, vagy csékkené racziondlis szdmsorokat, melyek
mindeqyikének a limese o.

N

Sutdk: A differenczial- és inlegralszamitas elmélete.
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15. A limes fogalmanak alkalmazdsa a hatvanyra.
Ha d oly szam, melyre nézve:
14+d>0,

(A4d)p>14-2d
egyenl6tlenség mindkét oldalat szabad megszorozni 1 +- d-vel,
midltal nyerjiik, hogy

(A+dr>1+43d+2ds,
(14dpr>14-3d.

A+ dp—>14(@—1)d,

akkor mindkét oldalt 1 d-vel szorozva, (n—1) d? elhagya-
sdval nyerjiik, hogy
14d»>1+4nd. 1

Ha mar most a>1, tehat
a=1-4-d,
hol d positiv és A fetszGleges nagy pozitiv szdm, k pedig
oly pozitiv egész szdm, melyre nézve:

A—1
e o

akkor az

tehat

Altalaban, ha

akkor az I. alapjén:
ak > A. 1.

Legyen mar most @;, Zy...2 racziondlis szdmoknak vég-
nélkiil novekvd sora, akkor minden k-hoz tartozik oly N,
melyre nézve:

1‘" > k?

ha n> N, kévetkezdleg (13. § VL)

a:rn > (lk
s igy az 1. alapjan:
ey
ha n> N, azaz:
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Ha a>1 és x,, xy, ... a raczionélis szdmoknak végnélkiil
novekvd sora, akkor

lim a*? = oo, 1I.
tehat

lima—%n =), I11.

A III. még ebben az alakban is fogalmazhaté :
Ha a <1 pozitiv szdm s x,, x,, ... a raciondlis szdmok
végnélknl névekvs sora, akkor

lim a®n = (). IV.

Ha tehét x,, x,, ... a racziondlis szdmok oly korldtosan
fogy6 sora, melyre nézve

e .
Ilm — = oo, limx, =0,
‘/1‘11 :
akkor barmily egynél nagyobb szdm legyen is a, mindig
szamtalan sokféleképen meghatirozhatunk oly tetszGleges
kicsiny pozitiv ¢ szdmot, melyre nézve:

14-ec<a,-

A IL alapjdn tehit a-hez tartozik oly N, melynél nagyobb
n-re:
- 1,,
(14-9™ >aq,
azaz:
am—f ¢
tehat
lima*r=—1
Mivel ily médon lim a~*"is egyenlé az egységgel, azért:
Ha x,, x, ... a racziondlis szdmoknak oly tetszdleges sora,

melyre nézve :
lima,;==0,

akkor minden poziliv a szdmra nézve:
Lima¥r=1. Y.

Ezek utén konnyfi lesz mér az irraczionalis kitevéjii hat-
vdnyt is definidlni. Legyen ugyanis (4,B) a raczionilis
o
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szamokra alkalmazott Dedekind-féle szelet és az dltala
defini4lt szdm legyen «: c pedig egy az egységnél nagyobb
szam.

Ha mar most A4 egyik tetsz8leges szdma a, B-é pedig b,
akkor c» alatt azt a szdmot értjiik, mely a c* szdmok egyi-
kénél sem kisebb, a ¢’ szdmok egyikénél sem nagyobb.

Mivel a
Cb — =" (Cb —a._ 1)

az V. értelmében minden sn4l kisebbé tehets, azért leg-
feljebb csak egy oly szdm lehet, mely a definicziéban fog-
lalt foltételeket kielégiti. De ilyen szdm létezik is. Ugyanis,
ha A’ halmazba sorozzuk a ca-kndl nem nagyobb redlis
szdmokat, a tobbieket pedig a B’ halmazba, akkor vildgos,
hogy (A’,B’) olyan redlis szimokra vonatkoz6 Dedekind-
féle szeletet alkot, melyben A’ tartalmazza az Osszes c
B’ pedig az Osszes c® szdmokat (13. § VIL.); az altala definiélt
szam tehdt kielégiti a definicziéban foglalt foltételeket és
mivel csak egy ily szdm van, azért

cx = (A’,-B).

Ha tehat @, @, ... a monoton névekvd, by by . pedig
a monoton fogyé szdmoknak oly sora, melyre nézve:

lim a,=1lim b, =2,
akkor
lim ¢ — lim ¢b» = c*. VI.

Vildgos,.hogy ez a tétel akkor is érvényes, ha ¢ az egy-
ségnél kisebb pozitiv szdm, ami kilénben definiczionk
csekély médositdsiabol is nyilvanvalo.

16. A logaritmus fogalma.

Ha ¢ pozitiv szdmra és §>>1 szdmra nézve a redlis sz4-
mokat oly médon osztjuk két:halmazba, hogy A-ba soroz-
zuk azokat az a szamokat, melyekre nézve a £° szdmok
nem nagyobbak c-nél,"a tobbieket pedig B-be, akkor vila-
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gos, hogy (A,B) oly Dedekind-féle szeletet alkot, melyben
A tartalmazza azon Osszes a szamokat, melyekre nézve:

(ju < c 2
B pedig azon 0Osszes b szamokat, melyekre nézve:

gr=c
(13.-§ VL. 15: §) Az

(A,B)=u

tehét oly szdm, melyre nézve §* egyik % szamnél sem kisebb
s egy p° szdmndl sem nagyobb. De mivel f° —(® minnden
e-ndl kisebbé tehetd s igy csak egy oly szam lehet, mely
egyik £e-ndl sem kisebb®s egyik' ¢?-nél sem nagyobb s mivel
p*n kivil c is ily szdm, azért

AR e
E3==c,

1\—a
6} =~

alapjan gondolatmenetiink §<C1 pozitiv szamokra is érvé-
nyes. Ennélfogva:

Ha p az egységtdl killonb6z6 pozitiv redlis szam, ¢ pedig
tetsz6leges pozitiv redlis szdm, akkor mindig van egy, de
csakis egy oly redlis szdm, =, melyre nézve:

Az

Ezt a redlis « szdmot cenek [ alapra vonatkoztatott loga-
ritmusdnak nevezziik s igy jeloljik:

v=Jlog c.

3

17. A redlis szamhalmaz néhany tulajdonsaga.
I. Ha o, <B, és ay <[, poziiiv redlis szdmok, akkor
oy oy < b1 P

Ugyanis, ha a, és a, rendre az («,,5,), (2, ) intervallu-

20
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mok egy-egy belsé racziondlis szdmat jelolik, akkor a szorzat
definiczi6éja értelmében:

[
oy og < @y Ay < By .

Mely egyenlGtlenség tételiinket is nyilvdnvaléva teszi.
Ha pedig 2y, =p,=2 s «-}¢ >« raciondlis szdm, akkor
bdrmily Kkicsiny ¢-ra:
; oy o< a; (a4¢),
tehat
oy o < ay .
Eppen igy, ha « —e¢ <« raciondlis szdm, akkor barmily

kicsiny e-ra:

a; (x—e) <P o
tehat
a < .Bl )
kovetkezbleg:
II. Ha oy <, poziliv szdmok s « tetszéleges pozitiv szdm,
aklor
ooy < afy.
III. Ha o <<B poz tiv szdmok, akkor mindig van oly n po-
ziliv egész szdm, melyre nézve:

no>f.

Ugyanis a az «-nal kisebb, b pedig a @-ndl nagyobb
racziondlis pozitiv szdmok, akkor van oly pozitiv egész n,
melyre nézve: (1. § IIL)

na>b.
Amde a I szerint na < na, tehit
no> 0,
azaz:

IV. A redlis szamok szintén Archimedes-féle rendszert
alkotnak.

Ha «<{p pozitiv szimok s a az («, B) intervallumnak egy
belsé racziondlis szdma, akkor, ha pl. a nem teljes n-edik

hatvany, az
i 1 1

7_H'< an—< B}T
egyenlGtlenséghdl kovetkezik, hogy:
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V. A redlis szdmhalmaz bdrmily intervallumdban van
irracziondlis szdm.

18. Limes-mddszer.

Azt az eljarast, mellyel az x, és y, szdmok kozott levé
reldczidkat kiterjesztjiik azok limeseire is, limes-médszernek
nevezziik.

Mindenek el6tt megjegyezziik, hogyha

lim am=—2x,
akkor ez azt jelenti, hogy minden pozitiv e-hoz tartozik
oly ‘N, melynél nagyobb n-re |x,—x|< s, azaz:
r—elxp<x+t-=

1. Ha limay=a, limb,=>, akkor barmily Kkicsiny
pozitiv c-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re:

<

2

b— = < by b+

<ap< a-

o

| @

kovetkezdleg :
at+b—ec<dpnt+b.<<a+b+c,
tehat
lim (a,+ b,)=a-+ b,
azaz:

lim (an -+ b,) =lim a, +lim b,. it

2. Ha lima,=a és limb,=0> pozitiv szadmok, akkor

minden az egységnél kisebb pozitiv ¢-hoz tartozik oly N,
melynél nagyobb n-re:

a—¢g <ap<<a-teg,
b—se < b, <<b-t¢y

azaz:
ab—(a+b+1)eg <anba<<ab+4(a+b-41)s,.
Mely az
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“<a+b+1

feltételnek megfeleléen a kovetkezd alakba irhaté:

ab—c<a,bp,<<ab-e
kovetkezdbleg :
lim (an b, ) = lim a, lim b, I1.

3. Ha lim a,=a >0, akkor minden pozitiv ¢-hez tar-
tozik oly N, melynél nagyobb n-re:

a—g << dp<< a-ts,

tehat
1 3
S ’u,; vy
Amde
o BEaR S
atc a ((l+-1 a
e
&1 g)a
Azért, ha
8 S a’e
BlEee), S oy
akkor még inkabb
—— 51 —_— £
a(a—+e,) ks
kovetkezbleg :
1 ¥
e ;<u,,<a+°’
s igy
lim ! =i : y 1115

;- Hay

4. Ha b pozitiv szim nagyobb az egységnél és lim a,=a«,
n pedig az ¢-hez tartozé N-nél nagyobb pozitiv egész
szam, akkor

a—g < ap<a-te,

-

tehat
be e pRi s hA e
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Ha mar most

akkor

v
n
v

1

b* b
Miért is fontebbi egyenlGtlenségiink a kovetkezd alakot
Olti:
b — e < b < D¢,
honnan:
lim b — p liman IV.
Kovetkezmények :
a) Legyen
Den- e b e=p
Kovetkezbleg :
a;=log c,;-a=—lope.

b
Amde
lim log ¢,=1im a,= a =1log c =log lim cy,
b b
kovetkezoleg :
lim l([)g Cn= l;)g lim c,. V.
) )

Evidens, hogy a IV. és V. alatt levs tételek az egységnél
kisebb pozitiv b < -re’ is érvényesek. A levezetésben csak
a IV-ben 4ll be igen csekély mdédosulds.

. % . .
b) lim log a, =lim «log a,, = «log lim ax,
b b

tehat az V. alapjén:

. x . &
loglim a, =log (lim a,) ",
b b
azaz:

%

. o .
lima, =(m a,)".

. o . , \ . .
c) lim log a, =lim («, log a,) =1im «, - loglim ap,
b b b
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tehat 3 n . lim an
loglim a, =log (lim a,) .
b b
A2az: o lim«
lim a,"= (lim a,) i VIL

19. Hatarpontok.

Az (a;, ay,...)=H szdmhalmazt korldtosnak mondjuk,
ha elemei oly intervallum tagjai, melynek hatdrai véges
szamok.

Ha H korldtos halmaz, akkor mindig van oly (B szdm,
mely H egyik tagjdnal sem kisebb s a H minden tagjandl
nagyobb szdmok egyikénél sem nagyobb. Az ilyen 8 szdmot
a halmaz felsé hatdrdnak nevezzik.

Ugyanis, ha a redlis szamokbdl oly (A, B) Dedekind-féle
szeletet alkotunk, melyben A tartalmazza a H nem minden
tagjdndl nagyobb szdmokat, B pedig a tobbit, akkor nyil-
vanval6, hogy halmazunk felsG hatara

B=(4, B).

Eppen igy H halmaz alsé haldra oly « szdm, mely H
egyik tagjandl sem nagyobb és H minden eleménél kisebb
szamok egyikénél sem kisebb.

20. Limes superior és limes inferior.

Ha a H=(o,2,,...) végtelen sok redlis szimbgl 4llé
halmazra nézve az 0Osszes redlis szdmok halmazit oly
(A,B) Dedekind-féle metszéssel szeljitkk, melyben B tartal-
mazza mindazokat a redlis szdmokat, melyek utdn H-nak
csak véges szdmu tagja van, A pedig a tobbit, akkor az

a=(A,B)

szdm, ha az A-nak legutolsé eleme, akkor igaz, hogy utdna
H-nak még végtelen sok eleme van, de barmily Kkicsiny
pozitiv e-ra, a4 ¢ méar B-nek eleme, tehat utina H-nak csak
véges szamu eleme van.
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Ha pedig @ B-nek legkisebb eleme, akkor igaz, hogy utdna
a H halmaznak csak véges szimu eleme van, de béarmily
kicsiny pozitiv c-ra a—e mér az A eleme, tehdt utdna H-nak
mér végtelen sok eleme van.

Az ilyen z szdmot a H limes szuperiorjdnak nevezziik.
Jellemz3 tulajdonsdga, hogy béarmily kicsiny pozitiv e-ra
z—e¢ utdn H-nak még végtelen sok —, de @-}¢ utin mér
csak véges szdmi eleme van, tehat az (z—¢, a-}-¢) inter-
vallumban a H halmaznak végtelen sok eleme van.

Ha pedig H-ra nézve oly Dedekind-féle metszéssel szeljiik
az Osszes redlis szdmok halmazdt, melyben A tartalmazza
mindazokat a redlis szimokat, melyek el6tt H-nak csak
véges szami eleme van, B meg a tobbit, akkor ha az

oo (A: B)

szdm az A tagja, akkor igaz, hogy el6ite a H halmaznak
csak véges szami tagja van, de barmely kicsiny pozitiv e-ra
«-¢ mér a B tagja, tehdt elGtte a H halmaznak mér vég-
telen sok tagja van. Ha pedig « a B tagja, akkor igaz, hogy
elétte H-nak végtelen sok tagja van, de bdrmily kicsiny
pozitiv e-ra o —e¢ mdr az A tagja, tehit eltte H-nak mar
csak véges szamu tagja van.

Az ilyen « szamot H limes inferiorjdnak nevezziik. Jel-
lemz6 tulajdonsdga, hogy « — ¢ el6tt H-nak csak véges szdmi
—, de == el6tt mar végtelen sok tagja van; kovetke-
zGleg az (x —e¢,2+4¢) intervallumban H-nak végtelen sok
tagja van.

A limes superior és inferior jelolésére a kovetkezsd szim-
bolumokat alkalmazzuk :

lim sup 2, =a,

lim inf o, = .

Ha tehdt H-nak lim inferiorja és limes superiorja rendre :
o és a, akkor az (x—c¢, @a-¢) intervallumon kiviil, hol ¢
tetszbleges kicsiny pozitiv szdm, H-nak csak véges szdmi
tagja van.
Ha H-ra nézve:
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akkor H-t szabdlyos halmaznak, «-t pedig H limesének
nevezzitk s igy jeloljiik:

lim e« =«

Ha tehdt a H szabdlyos halmaz limese «, akkor, bdr-
mily kicsiny pozitiv szdm legyen is ¢, az (. — ¢, o --<) inter-
vallumon kiviil a H halmaznak csak véges szdmu tagja van.

21. A limes létezésének sziikséges és elégséges
kriteriuma.

Ha az o, a,,... végtelen szamsornak van limese «, akkor
barmily kicsiny pozitiz e-hoz tartozé N-nél nagyobb pozitiv
egész n-re s minden pozitiv egész k-ra:

K= :) <(ln<7-+")”

o ‘"<an+k<7~"1"

N @

tehat
| %n—— %n4-k <= L

De ez a foltétel a konvergenczidnak elégséges feltétele is.
Mert ha az I minden pozitiv egész k-ra teljesiil, akkor az
(a,— ¢, a,—¢) intervallumon kiviill végtelen szdmsorunknak
csak véges szdmu tagja van, tehat tigy a limes superior, ,
valamint a limes inferior, « ebbe az intervallumba esik, de
ekkor

X — ot <€

barmily kicsiny pozitiv e-ra, tehat

I

o =10

Ezen az alapon aztdn kimondhatjuk a koévetkezs, Cauchy-
t6l eredd tételt:

Az ay,ay,. . .Véglelen szdmsor konvergenczidjdnak sziikséges
és elégséges kriteriuma, hogy bdrmily kicsiny poziliv e-hoz
tartoz6 N-nél nagyobb poziliv egész n-re s minden pozitiv
egész k-ra teljesiiljon az
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‘111—74114}—1;{ <&

feltétel.
1. PL Legyen adva a kovetkezd szdmsor:

1 1.4 1
a=le=1+ra=1+ +‘),,....e,l:1+ﬁ+2!+...+m. ..
akkor

i :
c’,,+1;—c,1:(11+1 I +11+"+ + ;(IT%;v]S,I’

tehat

e
Ohpk Oa S +1)'I +11+1+ (n+ + "+(-;1‘—T—71)l‘;1-!,

vagy
> 1
1 ! (n 1)}
Cnik= (n<{ﬂq:l)|’ 1 )

kovetkezdleg: 1
en—{— k— €n < n

Amib6l nyilvdnvalé, hogy monoton novekvs sorunkra
nézve barmily kicsiny pozitiv s-hoz tartozik oly N, melynél
nagyobb egész n-re s minden pozitiv egész k-ra:

Cn4k —€n < E.

Sorunknak tehdt van limese; ha ezt e-vel jeldljiik, akkor

lime;=—¢;"

mely tényt igy is jeloljik:

1 1 1

s e-t a I alatt levé végtelen sor &sszegének nevezzilk. Azt
a logaritmusrendszert pedig, melynek az alapszama e,
természetes logaritmusrendszer-nek nevezziik s jelolésére
a kovetkez8 szimbolumot haszndljuk:
loga—1la
e
e-nek egyik kozelité értéke

— 2-718281828459045. . .
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2. Pl Legyen adva a kovetkezd szdmsor:

w=(1+1)

D12 .

n
’

Mivel
it Py A L) e

és
n-4k 1 |
( r )(T—{-T)r <rp
hol r n+-k-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdm, azért
< 1 1 1
°ll+k< 1 +’ﬁ+ 1“‘+. . .+(IT—-{7—-IS' s
azaz:

Ent k< Cntk.< .
Tehét a monoton noévekvs (22. § 3. pl.) ¢, &y, ... vigtelen
szimsornak van limese, mely nem lehet e-nél nagyobb.
Mésrészral
" n—4-ky 1 n—+k ;T
““>1+(1)n¥1*“+( )@imn

n

C)erm—nl—a9 (-0

r=1,2..., n,

és

tehdt minden pozitiv egész n-re:
Vs 1 1
lim °n+k>1 —}—F—i— . .—}—}‘11,
azaz:
. ime 2> e
Tehat az ¢, ¢, ... végtelen szdmsor limese nem lehet
kisebb, mint e, de mivel nagyobb sem lehet, azért lim sn=¢,
azaz:
Ha n mindig pozitiv egész marad, akkor

nm@+%y=a 1L
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Ha mér most x, x,,... végnélkill novekvs szamsor, akkor
barmily nagy szdm legyen is x, a 14. § IV. szerint mindig
van oly k egész szdm, melyre nézve:

k<x,<k+1,
tehat

(+8) >+ ) > )

Amde a 15. § II. szerint:

: 1)k 1
Jim (145) (1 +)—e
: 1 \k+1 } oyt
Jim (14 3) () ==
kovetkezdleg :
: 1 \x, :
lim (1 -+ pos ) == o.)
Mivel
b= Tn e 1 Ln— 1 2 1
S ey e i =)
azért

: 1\—=x :
lim (1 — ) tace B.)
n
Ennélfogva az «.) és (.) alapjan:
Ha |z,|, |x,], ... a monoton névekvd szdmoknak oly sora,

melyre nézve:
lim |z, | = oo,
akkor

lim (1 - 1— )x" —-ce. EV:
Ha % —c¢,, akkor tételiink ily alakot olt:

“n
Ha |&, |, |& |, . .. @ monoton csékkend szdmoknak oly sora,

melyre nézve:
lim |&,|=0,
akkor 1

lim (1 4¢,) ™ =e. V.
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A 15. § V. alkalmazdsdval, ha a IV. és V. mindkét olda-
ldnak természetes logaritmusat *vessziik, a kovetkezs téle-
leket nyerjiik:

lim ;zf,,l(l 2" % ):—1, VL
im | 2, | = oc.
T L g VIL

€n
lim |z, |=0.
Barmilyen az egységtél kiilonb6z8 pozitiv szdm legyen
is a, mindig van oly «, melyre nézve:
14-epn=0a’"; l(1+4en)=apnla,
hol lim|a,| szintén nulla, kévetkezleg a VII alapj4n:

o%n
SN
lim

S |
—— =laq, VIIL

7‘”
lim|a, |=0.
Végil barmily nulldtél killonboz3 redlis szdm legyen is

«, mindig van olyan a, melyre nézve:

o ¥
(I 4e)® =14 a; - L (1 eny=1(1 + an),

hol lim |z, |-nel lim |a,| is nulla.
kovetkez6leg a VIIL alapjan:

lim S hvia, kv =uq, IX:
an
lim|a,|=0.

22. Cauchy limes-tételei.
I. Ha v,, v,, ... a szdmoknak monoton névekvs oly sora,
melyre nézve lim v, = oo, akkor

o . Upyi1—U
o GO S, L
Un Vi1 —Un

foltéve, hogy az egyenletiink jobb oldaldn levd limes létezik.
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Ha a jobb oldalon levé limes értékét g-vel jeloljiik,
akkor a barmily kicsiny pozitiv :-hoz tartozé N-nél nagyobb
pozitiv egész n-re s minden pozitiv egész i-re:

Un 4 iv1111+i—1
g—s< Bt AR g

Dndi—Un+fi-1

tehat
k k I."

((] ’S)L(l’lx—ki'l)nﬁ—i~1)<1‘Kun—i——r Un4-i —1)<(g+3\l'”f’n—}—[‘"I)lz+i—1)-
=1 =1 t=1

Ebbdl pedig:

PR L

¥ Ontk— Un
Ennélfogva barmily kicsiny pozitiv e-ra:

g—e<lim Sl g-+-=

k=w Un4k
mely egyenlGtlenség mdr igazolja tételiinket.
Il. Ha a monoton foqyé vy,v,,...szdmsorra nézve lim-
v,=0 és limu,=0, akkor

u G AT
AR, L L o IL.

lim 5
Un Un—Un+41

[6ltéve, hogy az egyenletiink jobb oldaldn levd limes létezik-

Ha egyenletiink jobb oldaldn lev6 limes értékét ismét
g-vel jeloljitk, akkor a fonntebbi gondolatmenet alapjan
nyilvdnvalé, hogy minden pozitiv egész k-ra:

Up— Up 4k
g—ec Itk gy,
Un—Un+k
A lim tp 5 €s lim v, 41a vonatkozé6 foltevésiink alapjan
tehat barmily kicsiny pozitiv.s-hoz tartoz6 N-nél nagyobb
pozitiv egész n-re:
up
§ - w<l =T h A
UH
Evvel aztdn tételiink is nyilvanvaléva vilt.
1. Pl. Ha up=a,+...+an va=n és lim a,=aq, akkor
az L szerint:
S al
n

a;

Iy = =lima,=a. i %

Sutak : A differenczidl- és integralszimitas elmélete b
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tehat
la la
lim — i o U L la
n
n, sty :
lim 4 ul a. ..y =lim a, —a.
Zn 9 o ey
Az a,=- esetre a 3. kovetkezgvé lesz:
-n 1
i M= ; %
lim ¢/ ¢, = lim —=
%n —1
a) Igy ha =, =n, akkor
¥ v 4
lim —" —1,
7-:1 1
tehat
M)
him yon =1,
n=ow )
vagy
Ov
v n
lim — =0.
n=uo I
n!
b) Ha a,=——, akkor
£ nt
1
lim - ———~l|m w5
(l,, 1 00ty R @’
I\t
tehat
s et 1
lim [ inl ===
ny e
(n-1) (nJ~ )) 211
c) Ha pedig «,= + s —, akkor
2
Rn41 "n 1 1
%n ll+1 (1 + )
tehat
n / T R R O L TR *1
] T K
lxm "/ 11—}—1) n+2)...20=—;
vagy
n
9
< ("n l 11) 1
lim — L —
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2. Pl. Legyen

“l]] Upn 44 258 & 1
Urirs o> Un i G
s igy
% A)‘l.—_l_ o v 4
lim e I LR
ikt o +-1
3. Pl Legve L 1 | | 1 l
J9. Yl Legyen up=1-—r 5 ... —, Un=L0N.
2 n
Kovetkezbleg:
Ugdy 3l 1

=00 (14 1) 11 E L)

ennélfogva:

lim Akt 8n__ 4
Un -1 Un
t(hill 1. £, g 1
1 ¥l Sy B
lim - = |
ln

De ebbdl még kordntsem kovetkezik, hogy a szdmldlé
limese egyenld a nevezd limesével. Ugyanis a 15. § I. szerint:

(1 o 1112 )” st 111 -— L
14ty

honnan , 3 i
: n S n 1
(‘1 g 11) /)(1_*_” —71),
tehat .
(1 P n )\/‘ %

3*
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36
s igy
[n—}—l <71 : )
A n n
Eppen igy
1 n n 1
! 2 " B
<1T11-’—1)>1 ; u:~1>1 L n
1 n g ;
II(mnan(l—{— n) -nel val6é szorzdssal nyerjilk, hogy
1 n+1
(] +11—1) (1 LA )
tehat
; 1
ol ;
(\1 ey ) =6
honnan
n 1 %
n—1 2
Ha tehat
(Illjl+ l ++ lll —In,
it : S 1
@n=1l4-w4.. 4 % —l(n+1),
akkor ]
R dpeties
an— a'y 1(1 ‘ n)'
1 n
T = Sl =, “
i detndl n—1
A'a—iap = 111 = "+1>l)

Az «) alapjdn pedig:

1\ s i
.; + =[l(n4+1)<<1+4 5 +...+ =
monoton cs6kkend pozitiv szdmsor,

kovetkezdleg a,,a,,.
pedig monoton novekvs szam-

tehdt van limese; a'y,d’, ...

sor, melyre nézve:
limad,=Ilima,.
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A lim a,-t nevezziik Mascheroni-féle szamnak, vagy Euler-
féle konstansnak ; kozelité értéke:

lima, =c¢=0"5772156649015328.

23. Alkalmazas a. pozitiv taga sorokra.

A végtelen sorok s szorzatok elméletét kés6bb mutatjuk
be; a jelen esetben megelégsziink a kozoltiik fogalmaknak
s tételeknek segitségével a pozitiv tagi sorokra vonat-
kozélag nehdny fundamentalis fogalom s tétel bemutatdsaval.

Ha az u,,u,,... pozitiv szamok és

Sp=1U, +uy; 4. ..+ uy,

s=limsup s, =s=I1im inf s, = s 5= oo,

tovabba,

akkor a

%8

L

:zz,lrul—&—u._,Jl«...4—11,,-{—..‘

pozitiv tagokbdl all6 végtelen sort konvergensnek, és s-t a
sor Osszegének nevezziik. Ha pedig

8= 00,
akkor a sort divergens-nek, ha pedig
§=8,
akkor oszcilldlonak mondjuk.
Ha Xu, és v, pozitiv tagi sorokra nézve:
lim sup Be .8
n

hol H véges szdm. akkor bédrmily kicsiny pozitiv szdm
legyen is ¢, mindig van oly N, melynél nagyobb n-re:

up < (H-+¢) vn.
Ebben az esetben Xuv,-t Xu, majoransdnak nevezzik.

Ennélfogva X u, mindig konvergens, ha valamelyik majoransa
is az, és ha Xu, divergens, akkor minden majoransa is az.
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Ha u,

h=lim inf—* = H==1im sup il”. (H== 0)

l’ll )ll'
akkor minden c-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re:

u, < (H-+¢) v,
u, > (h—c¢jv,.

Ebben az esethen, ha H zérustél kilénboz§ véges szdm
a két sort egyenlé ranginak mondjuk, tehit az egyenld
rangi sorok egyszerre konvergensek, vagy divergensek.

Ha H=0, akkor X u,-et alacsonyabb rangii sornak mond-
Juk. Ha Xv, konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az ala-
csonyabb rangi Xu, jobban konvergdl, ha pedig Xv, diver-
gens sXu, is az, akkor azt mondjuk, hogy Xu, kevésbhhé
divergdl, mint X v,, vagy pedig £ v, jobban divergil, mint v,

I. Az

1tz a2+-... L.

pozitiv tagokbdl 4ll6 végtelen sorra nézve legyen

- 2 | . s
sn=1+x+... 421,
akkor G
ak
Snt-k— Su=— xX; 1 T’
kovetkezbleg, ha x <1,
an
Sn~‘-~l. g i T < g,
1 —a
ha
_le(1—2x)
> i
I'x

Tehdt az’1+4x—4-x*~-... pozitiv tagokbél dllé véglelen
sor konvergens ha x <1, az x > 1 esetben pedig sorunk diver-
genczidja evidens.

II. Ha az I. és a

tup=u,+u,+...
n=u

pozitiv tagokbdl 4ll6 végtelen sorokra nézve:

: u
limsup—=H,

n
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vagy, mivel " P
limsup y H=Iliminfy H=1,

X n.s
lim sup ¢/ un ==,

n
akkor x--:-ndl csak véges szimu nagyobb / u, van, tehdit

Y u, konvergens, ha x <1; ellenben & — :-ndl végtelen sok
In
nagyobb 1/ u, van, tehat:

A X u, pozitiv tagokbdl dllé végtelen sor konvergens, ha

n
lim sup y/ u, <1,

divergens, ha P
lim sup ¢ u, > 1,

eldéntetlen, ha B
lim sup ¢ u,=1.

Ezeket a kriteriumokat nevezziik Cachy-féle konvergen-
czia-krileriumoknak.
il . & UL
I[II. Ha a —= -3, ... sor limes superiorja g, akkor a tet-
Uy i RS
szbleges kicsiny pozitiv s-hoz tartoz6 N-nél nagyobb n-re:

Up -1 Up+k
<G+ AP
un Un +k—1
Honnan 6sszeszorzassal s gyokvondssal
n--k
+ k Do
” / i,

i bk &) .
Vi <@+9) s

ebbdl pedig nyilvdnvald, hogy

n
limsupy u,.<yg. 1.
2t u,  u, : e L
Ha pedig az %, -2 ...sor limes inferiorjat g-vel jeloljik,
: Ho Iy i : '

akkor az elébbivel azonos gondolatmenet a kovetkez6
tételhez vezet:

n
liminfy u, > g. 2.
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Ha mar most az 1. és 2-t egybevetjuk a Cauchy-féle
konvergenczia-kriteriumokkal,akkor akovetkez6 d’Alambert-
féle konvergenczia-kriteriumokat nyerjiik.

Ha a Zu, pozitiv tagokbél dllé sorra nézve:

141 1

; u e |
limsup = =g, liminf /" =g,
TER R Ak

akkor Xu, divergens, ha

g>1,
konvergens, ha
g<1,
eldontetlen, ha
g<l,g=>1

1. Pl. Ha o, >, két a (0, 1) intervallumban levG szam és
2 2n+41
Usn==04 '» Usny1=0g. ' akkor

g=209, g=0;
a sor mégis konvergens, mert
J  19LLrD
limsup ¢y up =2, <1.
[V. Konnyii igazolni a kovetkez6 Kummer-t6l sziarmazé
konvergenczia-kriteriumot is:
Ha Zu, pozitiv tagokbd6l dllé sorra nézve létezik a pozitiv
szdmoknak oly a,, a,, a,, ... sora, melyre nézve:

i W u ;
lim inf (a,, — — Qn 1 ) == g =0,
Up “+1 / !

akkor T u, konvergens, ha pedig

: u :
lim sup ((1,, —— ——@pyy ):: g <0,
”n-{—l

g . e ot
akkor Xu, divergens, ha X — is az.

n
Ugyanis az elsé esetben a pozitiv c-hoz tartozé N-nél
nagyobb n-re:

oo

ApUp— Qn 41 Up 41 > (g —¢) Un 4y,
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tehat az a, u,, a, u,, a;u, ... poziliv szdmsor csékkend s
igy van limese; az
(@yuy—a, ) F(a,u;—as ug) +. . . - (An—1Un— 1 — A Up) =

n

ay Uy — Ay Uy > (g -+¢) X u;

=4
egyenlGtlenség tételink elsG felét igazolja. Szabad volt
ugyanis az altaldnossdg rovdsa nélkiil feltételezni, hogy a
3. mar az n=0-t6l érvényes.

Ha tételiinkben a mdsodik feltétel teljesiil, akkor azonos
gondolat alapjan nyilvanvaléva vdlik, hogy a,u,, @ u,
pozitiv szdmsor monoton ndvekvs; ha tehdt szdmsorunk
als6 hatara h, akkor az

Unih —1
a

n
egyenlGtség alapjan nyilvanvalé tételiink mésodik részének
a helyessége is.

Igy an,=1 esetre a Kummer-féle kriterium a d’Alambert-
félét szolgdltatja.

Az a,=n esetre pedig a kovetkez6 Raabe-féle konver-
genczia-kriteriumot nyerjiik.

X u, pozitiv tagokbdl dallé sor konvergens, ha

lim inf n (”li : 1)> 1
n-+1

divergens, ha
: (U
llmsupn\ ——1)<1.
1111—1-1

Az a,=nln esetre pedig a kovetkez§ konvergenczia-krite-
riumhoz jutunk:
Y u, pozitiv tagokbdl 4ilé sor konvergens, ha

lim infln(a-ll'if 1)— , lilll> 3,
. \dn4-1 i

divergens, ha

limsupln('”'”“" - 1) —17I1n<1.
n4-1

V. Végill még a divergens sorok szdrmaztatisdra vonat-
koz6 kovetkezG tételt mutatjuk be:
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Ha a pozitiv tagokbdl dllé

a, a,

végtelen sor divergens s

1 1
c”*ralﬁ—...% !

n
akkor az

1 1

a, 6, iy a6

| |

[

véglelen sor is divergens.

Ugyanis, ha

R R 4
dlie; a, o,
akkor
i R e 1 1 Gn
Sn4-k Sn > oL AL i e
: \dn 41 Un4-k/ On+k Gn 4k

Ami ‘mar tételiinket igazolja, mert hiszen, ha k-t elég
. Gn 2 3 E - ’
nagynak vilasztjuk —" tetszGleges kicsinnyé lesz s igy nem
g 7 On+4k X Ry

teljesiil a konvergenczia szitkséges kriteriuma.
Ugyancsak tételiinkbdl kovetkezik a

el s

(Il) CI! Sll

sor divergenczigja is.

Ha mar most megfontoljuk, hogy (19. § 1.

l Gn
I ox ; A A g 1 an'G
lim—"=1lim % = lim 1(1 - ) Rl |
Sll '\‘n Sn 1 \ (In On

1 :
’7117174'71:*””’~ (%)
n

akkor nyilvinvaléva vélik, hogy a 4. a

- 1 5

e
Qncnlo,

sorral egyenlé rangt, tehéat ez is divergens.

.
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Az 5. n els6 tagjdnak Osszege (z) szerint olyan ranguy,

mint /s, tehat mint /ls,=0s, s igy a
& 1
noplc, oy
szintén divergens. Ennélfogva:
Ha a pozitiv tagokbél allé

Sl
a,
sor divergens és
L ligd 84
T TR 'Z.q,
akkor a
R N S e i P
Ap Gn an '711/’771 ap, ‘u/cn 'k Gn ”nﬁr/ Tn 5 Gn
sorok mind divergensek.
2Pl Igy az
1+14+14...
sor divergens, tehdt divergensek a kovetkezG sorok is:

Nt LG A S
SN T S e
Lo ey
202731374747
1 1 :
37303 TAi4pa T
3. Pl. Ha 1
S =2,
§ n*

akkor
; M
limn
My

11

1) =lim nl(/i —}—111)7' 1 l:: L.

Tekintettel tehdt a 2. pl-ra és a Raabe-féle kriteriumra:

e
e X

I

konvergens, ha «> 1, divergens, ha »<1.
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I. Pl. Legyen \

n*(ln

Gy \
-

- n

)\
Megfontolva mar most, hogy a 3. feladatban alkalmazott
limes képlet szerint:

' 1\~ o :
(14 )’: L Tt Tt w0
n n
és hogy a 22, § «) képlete szerint:
ln41 O E
- =1 0 <1,lim6, =
ln g o= e BRO

kovetkezbleg (21. §. IX.):

1 o H R
IlllfL]] g | + In 9 +Z,17 lim =0

(Ln)? nin
s igy
u, ) . A
n —1 =« ' ¢p lime,=0.
(””+‘ o 1“‘1“ n n

Ha tehat «==1, akkor

Sl
lim 11(———~'~ ~-—1)_ 2,
Un 41

s igy sorunk konvergens, ha «>1, divergens, ha «<{1.

Ha pedig «=1, akkor

o]
lim [11 (——“” - 1) - 1]111 =,
Un+4-1 i

tehat =1 esetben sorunk konvergens, ha 2 > 1 s divergens
ha §<1. (2. pl) Ennélfogva:
1
S :
n* (ln)?
konvergenczia-kriteriumai :
% > konvergens,
1 % £ >1 -konvergens,
xL = . .
8<1 divergens,

'

s | divergens.
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i 5. PL. Ha
Ll nk 4- o nk Al + s
Upips ink—- Bkt 00

akkor

: 1
limn (—14 1) Lo o Sl

\Up +1

kovetkezbleg sorunk konvergens, ha »—{>1, divergens,
ha « —p<1; ez a Gauss-féle kriterium.

6. PL A ,
B A\
Xn! ( . )
In+

lim -1——& X —1lim ‘}11’ = :;

: (142

tehat sorunk konvergens, ha x <Ce, divergens, ha x>e.
Az x=ce esetben is divergens, mert akkor Unt1 4llandéan

n

sorra nézve:

nagyobb egynél
ok !
4 i R A S AR S
(x+4+1)...(x+n)

limn( 4 1\,:-.1'.

Un 41 /

sorra nezve:

Tehat, tekintettel még a 2. feladatra, sorunk konvergens,

<. ~

ha x >1, divergens, ha x<1.

24. A fuggvény fogalma.

Ha a redlis szimok egy tetszGleges médon definidlt A
halmazdnak minden x eleméhez valamely eljardssal mellé-
rendeliink egy, de csakis egy szamot y-t, akkor y-t x egy-
értékii fiigguényének nevezzik, s jelolésére a kovetkezd
szimbolumot hasznéljuk:

g =f(x) L.

Az A szdmhalmazt f(x) értelmezési —, az y szdmok
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alkotta B szdmhalmazt pedig f(x) ériéklartomdnydnak
nevezziik.

Altaldban, ha a redlis szimokbdl alkotott (i ol Ti)
n-est az n dimenzibs tér, R, egy pontjinak nevezziik s P-vel
jeloljiikk, és az n dimenziés tér, R, meghatirozott médon
definidlt P pontjai A halmazinak minden eleméhez elgirt
modon mellérendeliink egy, de csakis egy y szdmot, akkor
y-t a P pontok egyértékii fuggvényének nevezziik s szim-
bolikusan igy jeloljiik:

g==P); II.

vagy pedig n véltozés fiiggvénynek mondjuk s igy jeloljiik :
y =] (2, Ty,.. ., 2Tn). IIL.

A halmazt itt is f(P) értelmezési tartomdnydnak, az y
szamok alkotta B halmazt pedig [(P) ériéktartomdnydnak
nevezziik. Az n=1 eset az I. hlatt definidlt fiiggvényhez vezet.

Ha B-ben minden szdm véges, akkor a fiiggvényt véges-
nek, killonben nem végesnek mondjuk.

Ha B fels6 hatira H, az alsé meg, h és ezek mindegyike
véges, akkor a fiiggvényt korldtos —, kiilonben korldtlan
viltozdstinak mondjuk.

1. PL. A legyen, 0 kivételével, a véges redlis szdmok
halmaza; akkor az

R
=%
egyenlettel definidlt figgvényre nézve y véges fiiggvény ;
értelmezési tartomdnya, B, zérus kivételével tartalmazza az
Osszes véges redlis szamokat és
H=+ oo, h=—o0;
tehat fiiggvényiink korldtlan véltozisi.

2. PL. A alljon azon (x,, x,) pontokbdl, melyekre nézve

Ty €8 Iy yegesek €8x, =< ;. Ekkor az
1

Ll'i e 029

e

fiiggvény oly véges fiiggvény, melyre nézve:
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H=+ oo, h = — o0;

tehat korldtlan véitozdsi; értéktartoménya pedig a zérus
kivételével tartalmazza az Osszes véges szdmokat.

Az n dimenziés R, térben (a,, b,), (ag, by)..., (@, by)
nyilt intervallum alatt azon (x,, ., ..., x,) pontok halmaz4t
értjiik, melyre nézve:

Oys i < Oy T, <D

Ha az intervallum oly P (z,, . . ., x,) pontokbdl 4ll, melyekre
nézve
aicer < bk, sl ans v b,

akkor az intervallumot zdrtnak mondjuk. Két pontnak,
P(xy, ...,x5) €s Q(yy, ..., yn)-nak; tivolsidga alatt értjik a
pozitiv eldjellel vett

P=y @ — Y1)+ . . (@0 — Yu)?
mennyiséget.
A megjeloltik fogalmak bevezetésével konnyen ki lehet
a kovetkez fejezetekben az egy vdltozés fiiggvényekre
megallapitott tételeket n viltozés fuggvényekre is terjeszteni.

25. A limesfaggvény fogalma.

Legyen f(x) értelmezési tartomédnya az (a, b) intervallum,
tehdt
A==(a, B 5

Legyen tovabbd 3,, d,, ... a pozitiv szdmoknak oly mono-
ton csokkend sora, melyre nézve

lim 3, =0. 2

Ha méir most A egyik pontja x és az (x — 33, x4 8)*)

intervallumban a fuggvény értékkészlete oly B; halmazt

*) A jeleztiik intervallum helyett az 4ltalanosabb '(x — & x —3{)
is vehetd, lim &/ —
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alkot, melynek felsG hatira H; az alsé pedig h; akkor
vildgos, hogy

h<f@x)<H; o
és Hy, H,, ... egy sohasem novekvd, h;, h, ... pedig egy

sohasem csokkend szamsort alkotnak; mindkettének van
tehit limese, ha ezeket rendre H(x), h(x)-nek nevezziik,
akkor vilagos, hogy

hx)<f(x)< H(x). kS

Az ily médon definidlt H (x) és h(x)-et rendre f(x) fels6
és alsé limesfiigguényének, a H(x)— h (x) fiiggvényt pedig
[ (x) oszczilldeziés fiigguényének nevezziik.

f(x)-et az x helyen folytonosnak mondjuk, ha ezen a helyen
az oszczilldczibs fiiggvény értéke nulla, azaz, ha az L. szerint:

k(z)=fx)=Hizr)

A limes fogalmibdl tehdt nyilvdnval6, hogy ha f(x) az

A

x helyen folytonos, akkor barmily kicsiny legyen is

H,, h; szampdroknak csak véges szamu tagja lehet az
(f@— % r@+%)
intervallumon kiviill, ami més sz6val azt mondja ki, hogy
minden s-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re:
H,—h,<:.
Ha tehat 2’ és a” az ily n-hez tartozo (x — dp, x4 8n)
intervallum két tetszGleges eleme, akkor
f@)—f @] <
dn helyett 3-t mondva, kimondhatjuk a kovetkezd tételt:
Ha f(x) az x helyen folytonos, akkor bdrmily kicsiny
pozitiv e-hoz tartozik oly 3, melyre nézve az (x —3,x4-3)
bdarmely két szdmdra x' és x"-re:
f@) —f@")] <
vagy, ha x" helyett az x-t vessziik
|[f@)—Ff)]| <=
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Ha az (x — 8,2 — 9,44, vagy (x4 845,24 3;) interval-
lumok valamelyikének x; egyik eleme, akkor vildgos, hogy

Xy, Tyy . .. Oly egészen tetszleges szamsor, melyre nézve:
limz,—.

A fontebbi jeloléseinkhez ragaszkodva: x, tagja (v —3,
x -+ d)-nak, tehat
|f (x) —f (xn) | <.

azaz: Ha f(x) az x helyen folytonos, akkor minden oly
Xy, Xy, ... szdmsorra, melyre nézve lim x, = x,

lim f(x,) =f (x).

26. Zart intervallumokban folytonos fiiggvények.

Az el6bbi fejezet jeloléseit megtartva H;— h;-t nevezzik
[(x) (x— 8,2+ 39;) intervallumra vonatkozé oszczilldczié-
jdnak.

. Ha az (a,b) zdrt intervallumban f(x) minden x helyen
folytonos, akkor (a, b) feloszthaté oly intervallumokra, melyek
mindegyikében f(x) oszczilldcziéja kisebb, mint a tetszGleges
kicsiny pozitiv e.

Ugyanis ha (a,b)-t n egyenlé részre osztjuk, s az emli-
tettiik felosztds nem lehetséges, akkor az n részintervallum
legaldbb egyikében a fiiggvény oszczilldcziGja nagyobb mint ¢,
Ha egy ilyen részintervallum (a,, b,) s aztdn erre alkalmaz-
zuk ugyanezt az eljarast, akkor eljutunk oly (a,b,) inter-
vallumhoz, mely (a,, b,)-nek n-ed része és melyben a fugg-
vény oszczilldcziéja nagyobb mint e Eljardsunkat tovabb
folytatva eljutunk az (a,,b,), (a,,b,), ... intervallumok oly
sordhoz, melyre nézve:

lim a; =1lim b; =«
hol « foltétlentil (a,b) eleme, mivel (a,b) zirt, s a melyek
mindegyikében, tehdt minden (a;b;)-ben a fiiggvény osz-
czilliczi6ja H; — h; nagyobb e-ndl, ami azt mondan4 ki, hogy
foltevésiinkkel ellentétben f(xr) az « helyen nem folytonos.

Sutdk : A differenczidl- és integralszamitas elmélete. 4
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Kovetkezmények :

1. A zart (a,b) intervallumban folytonos és véges f(x)
korl4tos véaltozasi. Ugyanis, ha az a,2,,...,%, 1, b pontok az
intervallumot oly n részre osztjdk, melyek mindegyikében:
a fuggvény oszezilliczi6ja kisebb, mint ¢, akkor ha a helyen
a fiiggvény értéke f(a):

fla) —e < f(x,) <fla)+s
Eppen igy:
f@)—e< fxe) <[f(@)+5,
tehat
fla)—2e < f(x) < f(a)+2e
Altalaban:
fla) —ie<f(x) <fla)+ie.

Ha tehat x az (x;_y ;) intervallum eleme, akkor

flai) —e<[@ <[@ )+
kovetkezlleg: : : :
flay—ie<f(x)<f(a)+1¢;
ami mar tételiinket igazolja.
2. Ha f(x) az (a,b) zdrt intervallumban folytonos és vé-
ges, akkor minden e-hoz tartozik, oly 3, melyre nézve, ha:
¥’ és x" (a,b) oly. két tetszileges helye, melyekre nézve:

’ N7 N

L —a” | <o,
akkor
fl@)—f@)| <.
Ugyanis, ha az :-hez tartozo részintervallumok leg-

kisebbike sem hosszabb 8-nél, akkor,ha a’ és a”-re nézve:
I

az |f(x’)— f(«”)| mindig kisebb mint <, ha 2’ és 2" ugyan-
azon intervallum tagjai s kisebb, mint ¢, ha szomszédos
intervallumok tagjai. Mivel tébb eset nem lehetséges, tehat
tételiink igazoldst nyert.

A figgvényeknek tételinkben kifejezett tulajdonsagat:
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egyenleles folylonossdgnak nevezziik, mely fogalom beve-
zetésével tételiink igy is fogalmazhaté:

2. A zdrt inlervallumban folytonos és véges fiiggqvény
egyenletesen folytonos.

Il. Ha f(x) az (a,b) zdrt intervallumban folytonos és
véges, lovdbbd f(a) és [(b) ellenkezd eldjeliiek, akkor az
(a,b)-ben van legaldbb eqy oly « hely, melyre nézve f(®)=0;
az ily helyet a fiiggvény zérushelyének nevezziik.

Ha pl. f(b) pozitiv s (a,b) azon pontjainak az alsé ha-
tarat, melyekben a fiiggvény pozitiv a-szel jeloljik, akkor
az (¥ —9,x - 9) intervallumban bdrmilyen kicsiny is d, vannak
pozitiv. és negativ fiiggvény értékek, tehat h(x) és H (x)
ellentétes elGjeliiek. Amde a folytonossdg kovetkeztében

hi(x) == Flx) = H(x),

ami csak tgy lehet, ha
f(x)y=0.

Kévetkezmény :

3. Az (a,b) zdrt intervallumban folytohos és véges f[(x)
felveszi (a, b)-ben az [f(a),f(b)] szdmkizben levd minden
értéket.

Ugyanis ha ¢ egy ilyen érték, akkor f(a) — ¢ és f(b)— ¢ ellen-
tétes elGjeltick, tehdt van (a, b)-ben oly x hely, melyre nézve:

[(@) —c=0.

IIl. Minden a zdrt (a, b) intervallumban folytonos és véges
fiiggvény értéktartomdnya tartalmazza az értéktartomdny
felsG- és alsé hatdrdt, H-t és h-t is. Ez a tétel Weierstrass-
tol ered.

Ugyanis, ha az I. tétel bizonyitdsi médszerével konstrudljuk
pl azt az (a,, b,),(a,,b,), ... intervallumsort, melyekre nézve

s lim a;=1lim b; = «,

s a melyek mindegyikében a fiiggvény értéktartomanysdnak
felsGhatdra H, akkor a figgvény folytonossdga kévetkeztében

h(x)=f(x)=H () = H,

ami bebizonyitandé volt.

4%
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b ¥4

Teljesen azonos gondolatmenettel a f(P) tobb valtozods
figgvényhez is konstrudlhatjuk a felss- és alsé limesfigg-
vényt H(P)-t és h(P)-t; értelmezhetjiik a folytonossigot s
bizonyithatjuk be az I és IIL tételt és a II-nak megfeleld
kovetkezd tételt: Ha f(P) az (ay,b,), ... (an, ba) zdrt inter-
vallumban folytonos, véges s értelmezési tartomdnydnak
két P, és P, helyén ellentétes eldjelli, akkor minden a P,
és P,-t Osszekotd s az érlelmezési tartomdnyban levs gorbén
van oly pont, mely a fiiggvénynek zérus helye.

27. Az osszetett fuggvény fogalma.

Ha az

Uy = Uy (X ooy Tn)s « o oyllm =Um (L1 - - -, Tn) 1

fiiggvények kozos értelmezési tartomanya A, akkor A min-
den pontjdnak megfelel az m dimenzi6s tér egy Q(uy, . .., Un)
pontja; ezek a Q. pontok az m dimenziés térben egy B
ponthalmazt alkotnak. Ha mar most az

g=J {0 P
a B ponthalmazban értelmezve van, akkor azt mondjuk,
hogy y az xy, ..., ¥, viltozok Osszetett fuggvénye és értel-
mezési tartomdnya A.

Ha mar most A P (xy, . . .,x,) pontjiban az 1. alatt levé fligg-
vények mindegyike folytonos s a B megfelelé Q (u,,. .., Um)
pontjdban az y is folytonos, akkor minden e-hoz tartozik
oly ¢ és minden ¢-hez oly 5, melyekre nézve:

e

| f(iy, - oy Wm) — [ (U, . o oy Um) | <& 3.
ha
|y (@ gy v oy @) — Wi(Xgy - - o5 Tn) | <€y 4,
=1 )
ha
|’ — ;| < 9. 5.

(=12 ). )

A 3. alatt levG egyenlStlenség a kovetkez alakba is
irhato:
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o[l v ily) = il s s, 6.

melynek speczidlis esetei a 15. §-ban megdllapitott limes-
tételek.
Pl. Ha B két pontjat osszek6t§ s B-t at nem lépG gorbe
egyenletei
=1 (X)) Wh == W e )

s a gorbe mentén y u,, ..., un-nek folytonos s véges fiigg-
vénye, természetesen az x = a, y=> hatdrpontokat is bele-
értve, akkor f(uy,...,um) az (a, b) zart intervallumban x
folytonos s véges fiiggvénye, midltal az elGbbi fejezet végén
kozolt tétel nyilvanvaléva valt.

28. A fuggvények osztilyozasa.

Ha a,, ay,...,a, adott redlis szimok s y-t, mint x figg-

vényét az
y=a 2"+ a1+ .. +a, i &
egyenlet definidlja, akkor y-t x racziondlis egész fiigqué-
nyének- nevezzik.
Két racziondlis egész fiiggvény hdnyadosit racziondlis

tortfiiggvénynek mondjuk; dltalinos alakjuk tehat

gz g et =k cihan

y=-— : 2.
1 bo xm + bl xm— _+_ S + bm
Ha pedig a, (2), ..., an(x) x racziondlis egész figgvényei

s y-t, mint x fiiggvényét az

o (@) g+ ay (@) g =1+ ... @0 () =0

algebrai egyenlet definidlja, akkor y-t a algebrai fiiggvényé-
nek nevezzilkk és pedig n értékiinek, ha n az a legalacso-
nyabb fokdé racziondlis figgvény(i egyutthatékkal biré
algebrai egyenletnek a fokszdma, mely definicziéjdul szol-
galhat, vagyis amelynek megold4sit képezheti; igy a raczio-
ndlis fiigguények egyértékii algebrai fiiggvények.

*) A gbrbét’ természetesen olyannak tételezziik, hogy annak mentén
ui (x)-ek x folytonos fiiggvényei legyenek.
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A nem algebrai fuiggvényeket transczendens figgvények-
nek nevezziik. Ilyen az

y=-e"

fiiggvény, melyet exponenczidlis fiiggvénynek neveziink. Ertel-
mezési tartomdnya A = (—oo, c0) alulrél zirt s feliilrdl
nyilt intervallum s értéktartoménya B=(0,o0) alulrél zart
s feliilrél nyilt intervallum. Mivel B minden y helyének is
megfelel A-ban egy, de csakis egy x hely, azért x is y egy-
értékii fiiggvénye, melyet az exponenczidlis fiiggvény inverz-
fiiggvényének mondunk, logariimus figgvénynek neveziink
s igy jelolink:
=1L

vagy pedig a jelolések megvdltoztatasdval

=i 4.
Az

y==(sinz, cos x, tg x, ctg x,sec x, csec x) 9

faggvényeket trigonomelriai,vagy genioometrikus fiiggvények-
nek nevezziik.

A sinus figgvény értelmezési tartomanya A = (— oo, + o)
nyilt tartomadny, értéktartomdnya pedig a B=(—1,-+-1) zart
intervallum.

Mivel A

x+2krr—a+2kw (o)
k=041 1%

helyeihez B-nek ugyanazon y helye felel meg, azért ha az
(«) alatt levé halmazt roviden x-nek nevezzik, akkor A
minden x halmazdnak megfelel B-ben egy, de csakis egy y
elem, s+ha megforditva B minden y eleméhez mellérendel-
jik a megfelelé x halmazt, akkor vildgos, hogy az x halmaz
y fiiggvénye, melyet sina inverz-fiiggvényének mondunk,
arcussinus y-nak nevezziink s igy jeloliink:

2= arc siny:

Az arcsiny tehdt mar nem egyértéki figgvény, hanem
végtelen sokértékii, amennyiben minden y-hoz végtelen sok
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elembdl all6 halmaz. tartozik. Ezt a fiiggvényt még igy is
jeloljilk : Az y-nak megfelelé végtelen sok érték kozul ki-
valasztjuk azt, mely a zart intervallumba esik s

iy
nevezziik ezt az érléket x,-nak, akkor vildgos, hogy x,, azaz:
T, ——ansiyy

y-nak egyértékii fiiggvénye s ha y leirja a (—1,41) inter-

vallumot akkor z, leirja a (— 2,; intervallumot; ezt az
x, egyértékii fiiggvényt nevezziitk a teljes arcussinus fiigg-
vény eqy dgdnak. Konnyl beldtni, hogy az arcussinus fiigg-
vény tobbi dga x,-tél csak = egész szami tobbszoroseiben

kiilonbo6zik egymadstol, tehat egy tetszbleges ag

o -+ k==arc sin y,
k=0,1+14+2".

Ha k=1, akkor a (— 1,1) értelmezési tartomdnynak.meg-
felel a (: ;; értékkészlet, melyet a fiiggvény f-t(’il kezdve
rendre felvesz, ha a vltozé + 1-t6l vis§zamo;0g — 1-be;
3.)'—', 2273)-1 pedig 3-;-t(')l
kezdve akkor futja at, ha a véltozo 16l visszarezeg
~+1-be .stb.

Ha tehat a vialtozé a zérus ponton (—1,1) elongaczidju

a k=2-nek megfeleld értékkészletet (

regzést végez a fuggvényérték pedig a rezgésnek megfelelGen
mindig egy irdnyba mozog, akkor minden félrezgésben a
faggvény leirja egy-egy dgat.

Megjegyzem, hogy a fiiggvénydg definiczigjaul alapul
vehettiik volna az (k=— 1, l\’:—{-f) intervallumot is.

Hasonl6 = diszkussziékat \'égezl;etl“mk a tobbi trigono-
metriai fiiggvényre is, melyeknek inverz-fiiggvényeit dltaldno-
san cziklometrikus fuggvényeknek nevezziik. Jeloléseink mo-
dositasdval tehdt cziklometrikus fiiggvényeink a kovetkezdk :

g =(arcsinx, arc cosa, arc tgx, arc ctgx, arc secx, arc csecx) VI

Ha az y-t definidlé egyenlet y-ra mar megvan oldva,
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akkor y-t x expliczit-, killénben impliczit fliggvényének ne-
vezzilk. Az expliczit fuggvények altaldnos alakja tehat
y=1(x),
az impliczil-eké pedig
9 (x,y)=0.

29. A fiiggvény folytonossagdnak megszakadésa
valamely pontban.

Ha f(x) az x = a helyen tobbféle hatirértékhez kozeledik,
vagy pedig teljesen hatdrozatlan, akkor azt mondjuk, hogy
a figgvény az xr=a helyen szakaddsos, vagy pedig hogy
a folytonossdga megszakad.

1. Pl. Legyen 1
fim)=—d>= % R
Konnyii meggy6z6dni, hogy ez a fiiggvény az x=a helyen
nem folytonos, azaz: f(a-h) nem koézeledik hatarozott
értékhez, ha h-val a zérus felé kozelediink. Legyen ugyanis,

1
i ==

, akkor
lim / ((l -+ 1111) = lim a%t=oa.

ha pedig h=— 111‘ akkor
lim /'/(z - -1—): B g ni==(
n=—ow \ n n=e :

mely egyenleteket roviden igy is frhatjuk:
[ (a4 0)= oo,
f(a—0)=0,
tehat f(x)-nek az x=a helyen két értéke van, ennélfogva
nem folytonos.
2. Pl. Ha pedig
: oy
fiz)==sin o

akkor mint kimutatjuk f(x) az x=0 helyen minden értéket
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felvehet —1 és 4-1 k6z6tt s igy f(x) az £ =0 helyen teljesen
hatérozatlan. Legyen a oly szdm, melyre nézve teljestl az

feltétel és legyen n egész szdm, tovabba

N ok
" 2nn4-a’
tehat
limax=0

n=awmo

minden oly a-ra nézve, mely kielégiti a fontebbi egyenlét-
lenséget. Ennélfogva

lim f(x) =lim sin (2n= 4 @) = sin a.

=0 n=m».
Minthogy a-t valtoztathatjuk — z-t(’il -}—:;-ig, ennek meg-

feleloleg sin a, tehat lim f(x) is, —1-t6l 4-1-ig minden értéket
=0
felvehet.

bz L ; 1
Hasonl6képen taldljuk, hogy sinx az x = oo helyen, cos 3
az x==0, cosx pedig az x=co helyen vehetnek fol —1 és

+1 kozott minden értéket.

30. A fuggvények abrazolasa.

Ha a fiiggvény értelmezési- és értéktartomanydnak ossze-
tartoz6 pontjainak megfelelé értékeket derékszogl x és y
koordindtdkul tekintjiik, akkor a két tartomdny 6sszes Gssze-
tartoz6 helyeinek megfelel a derékszogli koordinitarend-
szerben egy-egy pont s az ezen pontok meghatérozta geo-
metriai helyet, vagy gorbét a fiiggvény geometriai képének,
magat a faggvényt definidlé egyenletet pedig a gorbe egyen-
letének nevezziik.

1. Pl az

y=a*
fuggvény geometriai képét hatvdnygorbének nevezziik, a 3.
abrén ldthaté két hatvanygorbe az egyik az a > 1, a mdsik
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az a < 1 esetét tinteti fel, a szerkesztést arra az esetre
végeztik, midén a=2 és midén a=4.

2P az

y=logx

figgvény geometriai képét logaritmusgorbének nevezzik.
A 4-ik dbran két logaritmus gorbe lathaté, az egyik az
a>1, a masik az a <1 esete szdmadra, a szerkesztést arra
-esetre végeztilk, midén a=2 és midén a=4§.
33Pli'az ;
y=sinx

fiiggvény geometriai képét sinusgorbének nevezzik. Abra-
zoldsa kovetkezSképen torténik: az egységsugari kort (5.
dbra) A, ponttél kezdve osszuk fel igen kis részekre, ugy
hogy ezeket igen nagy megkozelitéssel egyenes vonaldara-
boknak tekinthetjilk. Legyenek az osztispontok rendre Aj,
Ay, As,. .., Ay s vonjunk ezekbdl az x tengelyre merdle-
geseket s mérjik azutdn az A, A;, A Ay, . . ., A; Ag ivdara-
bokat sorban egymds mellé koordinitarendszerink x ten-

gelyére a kezdSponttél szamitva (6. dbra) s az igy nyert

B, B, . . ., Bs, pontokban emelt merdlegesekre mérjiik ra
az A;, A, . . ., As pontokhoz tartozo merdlegeseket, ezek vég-

pontjait Osszekots gorbevonal lesz a sinusgorbe 0-t6l zlg
terjed6 része, ugyanilyen a =-t6l E—-ig terjedé része. A 6.
sbra kilonben vildgos képet nyujt a sinusgérbe menetérgl.

Hasonléképen szemléltetik a 7., 8. és 9. dbrak rendre a
tangens-, cotangens- és secansqorbéket.

A 10, 11. és 12. 4brdk pedig rendre az arcsinus-, arcus-
tangens- és acussecans-gorbéket.

Az arcusfiiggvényeknél az értelmezési- és értéktartomany-
nak azt a részét, melyben ezeket a fiigggvényeket egyértékiiek-
nek tekintjilk az 4brézoldsban vastagabb egyenessel, a meg-
felel6 gorberészt pedig vastagabb vonallal jeloltik.

4. Pl. Az 1

‘ll —_— (ll -—a
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fuggvényt, ha a1 és « = - a 13, dbra szemlélteti, honnan

viligosan ldthato, hogy x =a hely a fiiggvénynek szakaddsos

pontja.

II. EGY VALTOZOS FUGGVENYEK DIFFEREN-
CZIALHANYADOSA.

31. A differenczidlhanyados fogalma.
Ha az 2 pontban folytonos f(x) filggvényre nézve a

lim J&+h) — (@)
h=0 11

hatarérték véges és meghatdrozott, akkor azt mondjuk, hogy
f(x) az x pontban differenczidlhaté s a felirt hatdrértéket
az f(x)fiiggvény differenczidlhdnyadosdnak nevezzik.

BoNayENTURA CAvavrierr (1598—1647) «Geometria indivisibi-
libus continuorum nova quadam ratione promota 1635» czimfi
munkélata, RoservaL (1602—1675) hasonl6 szellemii kutatdsai.
FermaT-nak (1601—1665) a maximum és minimum (1629) meg-
hatdrozdsdra, valamint az érint6k megszerkesztésére vonat-
koz6 modszere, Barrov-nak (1630—1677) a Fermat-féle méd-
szer tokéletesitésére vonatkozé kutatdsai — tigysz6lvan —
logikai kovetkezményként vontdk maguk utdn a differen-
czidlhdnyados fogalmdnak felfedezését. Newron (1642—1727)
és Lemnitz (1646—1716) egymastdl teljesen fiiggetleniil fedez-
ték fel ezt az dj fogalmat. Csakhogy mig Newrox 1665-ben
kezdi Gj médszerét kifejteni s alkalmazni, addig Lesxirz csak
1675-ben; de mig Lesnitz munkédlata «Nova methodus pro
maximis et minimis itemque tangentibus etc.» mar 1684-ben
megjelenik, addig Newron-é «Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica» csak 1687-ben.

Newron a differenczidlhdnyadost a tiigggvény fluxiéjdnak
nevezi, kés6bb Lacrance «Traité des fonetikus analitiques
1797» a fuggvény leszdrmazottjanak, vagy derivalt fiiggvé-
nyének mondja és [’(x)-el jeloli.
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A differenczidlhdnyados jelolésére kényelmesebb mdédot:

hasznilunk. Legyen ugyanis

y=1);
hhelyett irjunk Ax-t s nevezziik ezt a viltozo névekményének,
ha ennek megfelelden az y fiiggvény Ay-al novekszik, akkor

y+ 3y =[x ba)
Ay =f(x -+ Ax)—f(x).

tehat

A differenczidlhdnyadost értelmezi a kévetkezé egyenlet =

. (e d-Ax) — f(x
lim Y _ i J@ 80 —f(@)
Ar=0 DX pr=o0 Ax

Ha a zérusra val6é dtmenetelt ugy jeldljiik, hogy A helyett.

d-t irunk, akkor

dy ..  flz44ax)—f(x)

i I TR
Lacrance jelolése értelmében tehat
dy _ 0.
F o o

A dy jelzés Lrnirz-t6l ered, s helyette Lagrange jelolése-

dx
szerint y'-t is haszndlunk.

dx és dy tehdt minden hatdron til kisebbedd végtelen
kicsiny mennyiségek szimbolumai és dx-et d véltozo-, dy-t
pedig a fiiggvény differenczidléjanak nevezziik, minthogy

dy=["(x)dx,
tehdt a figgvény differenczidléja egyenlé a differenczidl-
hdnyados s a véltoz6 differenczidléjdnak szorzatdval

32. Folytonos, de nem differenczialhaté fiigg-
vények.

Ha a fiiggvény az x helyen differenczidlhatd, akkor ezen

a helyen folytonos is. Ugyanis

lim fla+h)—f(x) SR
h=0 h
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hol f’(x) véges s meghatdrozott érték, tehat
lim f(x 4 h) — f(x)=lim f’ (x) h =0,
h=0 h=0

lim /(x4 h)=f(x),
h=o0

mely egyenlet éppen a fiiggvény folytonossdgat mondja ki.

Azonban, ha az f(x) fuggvény valamely helyen folytonos,
ebb6l még nem kovetkezik, hogy ezen a helyen egyittal
differenczidlhato is.

azaz:

Pl. Legyen 1
y=f(x)==x ei::r——l ;
e*41

ez a fioggvény az x=0 helyen folytonos s zérussal egyenlé,
de azért ezen a helyen még sem differenczidlhaté.

Legyen ugyanis & pozitiv szdm, akkor
1

D [ fle-Fh) —f(x . i
llnl[/—‘l—"t 1)7“/;1)] =lim —efl— L =1,
h=0 h dar=0 h=0 -
3 (31" 71
és
- ]A
A (x—h)—f(x : e b
lxm[/( ’,,,,,”h ,/,(,l,,),,l =i fﬁl . =—1.
N== .57 - g 2==0 h=0 . ==
0 ( 3 [l+1
Tehdt a A I ;
lim =7 —lim e 108 ) )
A0 DL T Xz Ax

hatdrértéknek az x =0 helyen két értéke van és pedig

; Ay
I ( - ): 1
A,x'l_i_]}{f() A‘l‘

lim (A-” =",
Lo LAY ,
ennélfogva figgvényiinknek az x =0 helyen nincs differen-
czidlhdnyadosa.
Azonban oly fiiggvény is van, mely a folytonossig tarto-
mdédnyédnak egyetlen helyén sem differenczidlhaté. Ilyen az

y=f(x)4lim ”i” sin (2ab)" x g; 1

n—®
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fiiggvény, mert ha f(x) valamely tartoményban folytonos,

akkor y is az, mindazonéltal y f(x) folytonosségi tartomé-
nydnak egyetlen helyén sem differenczidlhaté, daczéra hogy
[(x)-nek ezen tartomédny minden helyén van differenczial-
hanyadosa, ugyanis:

1 sin (200)" (x ~+Ax)—sin(: )ab)"

Ay
I
Ax=0 Ax B —I__\lxl l__no n]—nl ar Ax

L 2r+Ax . Ax
2 cos (2ab)r Q;_ sin (2ab)® iy ]
= f(x)+1lim | lim —— — : corBbr o W o
/( —J[__\.r:() n=owo " Ax J
Ha
AP R
lim Ax .11131 Qay
akkor ,

At ¢ : 7 £
fifhy s f(x) +lim [2" cos (2ab)” x, sin b"},
Ax—l)Al Rl Ax
(.1'17.1'%— ) )

minthogy lim (cos (2ab)*a; és limsin b" a 41 és —1 kozott
n=owm n—aw®

Ay
minden értéket felvehetnek, azért lim A. a -+ oo és — oo ko-
Ax=0

z6tt minden értéket felvehet.

33. A differenczialhanyados folytonossiganak
megvizsgalasa.

Ha f(x) az (a,b) tartomdnyban folytonos és differenczial-
haté, abb6l még nem kovetkezik, hogy a fiiggvény diffe-
renczidlhdnyadosa ebben a tartoményban szintén folytonos.

Legyen pl.

: e |
fir) =221 sin e n>0
ez a fiiggvény az x =0 helyen folytonos s differenczialhato,,
ugyanis
: (x+Ax)—f(x)
lim [/( i , /—)J = lim (Ax)? sin ———=
Ax=0 Ax p=0 Ax=0 (A L)

De mint késGbb latjuk

o) v d 1
['(x)=(n+T1)x"sin—5 —ncos—o,
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; A . g ;
ez pedig az n sin tag miatt az x =0 helyen nem folytonos,
C .l"l < o
tehat daczara, hogy f(x)-nek az x =0 helyen van differencziil-
hdnyadosa,mindazonéltal az f(x) az x=0 helyenmégsem foly-

tonos. Tehat a differenczidlhdnyadosnak valamely tartomény-

ban valé létezése még nem involvdlja annak folytonossagit.

<

34. A differenczidlhanyados geometriai jelentése.

Miel6tt a differenczidlhdnyados 'geometriai jelentésének
megallapitdsidhoz fognank, elébb megmagyarazzuk, hogy mit
értink azon koriilmény alatt, midén azt mondjuk, hogy
valamely gorbének P pontjaban hatdrozott érintGje van.

Ha valamely. gérbének barmely pontjab6l magédn a goérbén
barmely pontjaba eljuthatunk, akkor a gorbét folytonosnak
nevezziik. Tehat valamely folytonos gorbe P pontjahoz annak
tetszGleges () pontjabdl eljuthatunk. Az olyan gorbét pedig,
mely tobb folytonos gérbe osszetételébdl all {16bb dgii gorbé-
nek nevezziik. Ennélfogva valamely tobb agi gorbe P pont-
jdhoz magan a gorbén a gorbének csak azon () pontjaibél
juthatunk el, melyek ugyanazon az dgon vannak, mint P.

Ha valamely gorbe eqyik dgdnak P pontjdt Gsszekotjiik
ugyanezen dq egészen letszéleges () pontjdval P(Q egyenessel
s ha PQ egyenes, ha Q ponttal P-hez kézelediink, mindig
ugyanazt a hatdrhelyzetet veszi fel, barmiként vdlasszuk
is meg Q-1, akkor azt mondjuk, hogy a gérbének P poni-
Jdban hatdrozott érinitéje van és érintének azt az egye-
nest nevezziik, melybe PQ az emlitett hatdrhelyzetnél jut.

Ha az o
y=f(x)
faggvény az (a, b) tartomdnyban folytonos, de azonkiviil nem,
akkor ezzel az egyenlettel képviseli gorbe folytonos; mert bar-
mely P pontjabél eljuthatunk annak barmely ( pontjdhoz.

Ellenben ha fiiggvényiink az (ay, b,), (a,, b,),..., (a b")
kiilonall6 tartomanyokban folytonos, de ezeken kiviil nem,
akkor egyenletiink egy n-dgii gérbének az egyenlete, mint--
hogy egyik tartomdnynak megfelel§ gorbérdl sem juthatunk:
el egy mds tartomdnynak megfelelé gérbére:
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Legyen méar most AB (14. dbra) az egyenletiinkkel kép-
viselt gorbének valamely dga, P legVen ezen ag egy tetszd-
leges pontja, melynek koordindtdi: x, y és egy mésik Q
pofitjanak koordinatdi legyenek: .1'—1—A.1, y+Ay. Ha a P
és () pontokbdl az x tengelyre vont merélegesek talppontjait
rendre P,, Q,-gyel és P-b6l a QQ,-re vont mergleges talp-
pontjat R-nek nevezziik, akkor

PR —Agz, OR= Ay

6s ha
RPQ ¥ =,
akkor
A
2y =tgn

Ha mar most Q-val P-hez kozelediink a PQ-nak van
hatdrhelyzete,” akkor az », szdg, melyet PQ az x tengely
pozitiv felével képez, szintén hatdrozott hatirértékhez ko-
zeledik, nevezzitk ezt z-nak, ebben az esetben azutin

Tehdt az y—[(x) egyenleltel képviselt gorbének P (z,y)
pontjdban van érintdje, ha ezen a helyen a fiiggvénynek
van differenczidlhdnyadosa, mely aztdn egyenlé azon szig
tangensével, melyet ehhez a ponthoz tartozé érinté az x
tengely pozitiv felével alkot.

Ha tehdt valamely pontban Z - hatdrozatlan, akkor a gor-

bének ebben a pontjdban nincs hatdrozott érintGje. Pl az
y = sin —
y =

gorbe keresztil megy az x =0, y=0 ponton, de ebben a
pontban
Ay
lim — = lim sin
AI*OAl Ax=0 A‘l
2 mi kimondja, hogy a gorbének ebben a pontban nincs
érintGje.
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30 A (1}ﬂ"c!‘t'n(';{i;’lfhzmyados mechanikai jelentése.

Ha valamely pont az v tengelyen 110zog, akkor annak hely-

zelét barmely idépontban, f-ben ismerjitk, ha tudjuk, hogy
valtozo tartomanyanak barmely helyéhez az x valtozé tarto
manyanak milyen helye tartozik, azaz: ha tudjuk, hogy a
milyen fiiggvénye t-nek. Az x és t kozott levd kapesolatot fejezze
ki a kovetkezé egyenlet :

x=¢(t),

hol ¢ folytonos és differenczialhaté fiiggvénye t-nek.

Jeloljitk x pontban a mozgd pont sehességét v-vel, ha t+h
idoben (h>>0) a mozgé pont x; helyen van és feltételezziik,
hogy h iddintervallumban a sebesség folyton novekedett, akkor
erre az intervallumra vonatkozo kozépsebesség

- o(t+h)—o(t)

n P —

h h

nagyobb, mint », barmily kicsinynek valaszszuk is h-t. azaz -

V< Dy

Ha a sebesség t —h id6tol t-ig szintén fSlvtonosan noveke-
(=] o .
dett s .t —h idéponthan a mozgé pont @, helyen volt, akkor a
(t—h, t) intervallumhoz tartozo koze psebesség
T, @ () — @ (t—h)
l/'r -~ = - N %

* h : h
kisebb, mint », barmily kicsinynek valaszszuk is h-t, tehat
azaz
o (t—h)— @ (t) ot+h)—ot)
¢ S ;

-h h : (1

de foltevésiinknél fogva

> p(t—h) — o (f) : pit+h)—o 1) o
IR AL, AV | oLl ek 1 B p'(t),
h=0 =] h=0 n s
kovetkezoleg :
v = @'(h),

Sutdk: A differenczial- és inlegrilszamilas elmélete. 0
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ha pedig a sebesség (—h id6t6l {+h-ig folytonosan csokken,
akkor az (1) egyeniGtlenség helyett a kovetkezot talaljuk :

o) o'y CogHEh = @lh) 2)
—h h
honnan ismét kovetkezik, hogy

v=g'(1).

Ellenben, ha a sehesség ¢'id6 eiétt fogyo, ! id6 utan pedig
novekvd, vagy megforditva, akkor az imént kimutatott tételink-
nél fogva, ha a t—h és t+h idépontokhoz tartozo sebességeket
rendre b, és vy-vel jeloljitk, akkor

v,= ¢'(t—h) |

vy=¢'(1+h) | 3
barmily kicsinek valaszszuk is h-1, igy tehat {—0 és {40 id6-
ben a sebességek rendre:

lim vy;= lim ¢'(l—h),

h=0 h=0
lim v,= lim ¢'(t+h).
h=0 h=0

De ha barmely t-re nézve feltételezzilk, hogy

lim ¢'(t—h) = lim ¢'(i+h),
h=0 h=0
akkor azt mondjuk, hogy a mozgé pont sebessége az idének
folytonos fiiggvénye, s ebben az esetben a mozgas barmely
pillanataban

0=¢g'(1).

Ha azonban feltételink a mozgas nem minden helyén tel-
jesill, akkor oly helyeken, melyckre az (1) és (2) egyenlotlen-
ség vonatkozik ¢'(f) szolgaltatja a scbességet, de oly helyeken,
melyekre a (3) egyenletek vonatkoznak csak azt tudjuk, hogy

o' (t—0)>v<¢'(1 +0),
vagy

¢ (1—0)<v=¢'(1+0),
masrészt pedig, mivel ¢ fiiggvénynek barmely { belyen van
differenczialquocziense, azért a kozépsebességekre vonatkozo
kutatis alapjan a jelen esetre nézve:
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plt=h)—p® __ ol+th—¢(t)

—h S h
vagy
5 Ao Uk 4 I MOPREEG A G n ) ALY
—h h
azarz :
o'(H>v<¢'(l),
vagy
¢'(h<v=>¢'(M).

Egyenlédtlenségeinkbél v nagysagara kovetkezletést nem von-
hatunk. Amde a kozépsebességek - hatarértékei azt mondjak
meg, hogy a pont a (-0, 1) és (t,1+0) idokozokben megtett
utat mily sebességgel tenné meg, ha mozgéisa egyenletes volna,
a jelen esetben mindkét id6kozre nézve a kozépsebesség ¢'(f),
‘tehat . a mozgo6 pont a (-0, t+0) idSintervallumban megtett
utat ¢'(t) sebességgel tenné meg, ha mozgisa egyenletes volna
és ezt a kozépsebességel nevezzitk a t idéponthoz tartozo sebes-
ségnek.

Ha tehat az

& e=o(l)

fiiggvény az idonek folytonos és differenczidlhato figgvénye,
akkor ¢'(t)-t nevezzitk mindig a mozgo pont sebességének; s ez
a definiczié tokéletesen fodi is azt a fogalomkért, melyet kézon-
ségesen a sebesség szohoz fiiziink, ha ¢'(l) folytonos fiigguénye
t-nek. Ellenben ha ¢'(t) oly helyen veszti el- folytenossagat, me-
lyen a sebesséq fogydsvol novekedésbe csap dt, vagy megforditva,
akkor csak a minden mds esetben bekovetkezé torvényszeriiséqg
analogidja alapjan mondottuk ki, hogy ¢'(t)-t ebben az esetben
is a mozgo pont sebességének nevezziik s ezdltal a sebességnek a
fogalmat dltalanositottuk.

36. Fiiggvény fuggvényének differenczialhanyadosa.
Legyen valamely (U) tartomanyban
y=fu
u-nak folytonos s differenczialhaté fiiggvénye, ezenkiviil légyer

n=gp(xr)
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valamely fartomanyban x-nek folytonos és differenczidlhato
fuggvénye, ha ezen tartomany azon részét, a melynek barmely
x helyéhez tartozo u henne van az (U) tartomanyban (X)-nek
nevezzuk, akkor y (X) tartomanyban x folytonos és differen-
czialhaté figgvénye. Legven ugyanis x az (X) tartomany egyik
helye a dxr novekménynek feleljenek meg rendre a dx és dy
fuggvény novekmények, akkor

dy _ flut+du)-—f@) _ futdw)—fu) du

dx dx 2 du dx’
tehat
Shor . frut+du)y—f(u) . = du
] - == J ). ! ———
Alr.TU dx _nlslr]:(i Ju J,ll'l}}) dx ’

kovetkezoleg :

dy  df(u) du
dr - n i
vagy
ot i
: du ¢
37. A konstans differenczialhanyadosa.
Ha

=,

hol ¢ x-t6] fiiggetlen konstans, akkor

dy
= =={).
dx
tehat
dy  dy

=0, (1)

lim 5% = =
; dx

Jx=0 4

azaz: a konstans differenczialhanyadoesa zérus.

38. Fliggvények osszegének differenczialhanyadosa.
Ha

y=u,+ly+---+Uy,

hol uy, u,, ... u, a-nek valamely kozos tartomanyban foly-

tonos s differenczialhaté figgvényei, akkor ebben a tartomany-

ban y is x-nek fotytonos s differenczialhato fiiggvénye. Legyen
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x ennek a tartomidnynak valamely helye s a Jx novekménynek
megfeleld fiiggvény novekmények legyenek rendre : duy, du,, .. .,
duy, ; dy, akkor
5 dy  duy . du, e du,
dx dx dx ey [
kovetkezoleg :.

dy  du, dil, duy,
de =dr- - dx ?
vagy :
Y=wm+uas+--- 4 uyp, (2)

azaz: fagquények isszegének differenczidlhdnyadosdt tigy képez-
zitk, hogy az osszeq minden lagjénak differenczialhdnyadosdt

képezzitk s azulan ezeket osszeadjuk

39. Szorzat differenczialhanvadosa.
Ha u; és u, valamely tartoményban folytonos és differen-
czialhato fiiggvények, akkor ebben a tartomanyban az
Y=y
fiiggvény is folytonos s differenczialhaté, ha a ennek a tarto-
manynak valamely helye és Jdx, du,, du,, dy az osszetartozé
novekmények, akkor

dy _ (uy+duy) (uy+duy) — ugu, git duy | " duy e du,
Y dx P ROt R B
tehat
dy du, du,
== Uy =, S+ Uy — L
dx dx dx
vagy
u; u;
y'=uguy+uus=uu, (1 4 =2}, (3)
) Xty i,

Kimutatjuk, hogy ha ebben a képletben mutatkozé torvény-
szerliség érvényes n—1 tényezdre, akkor n-re is érvényes s ezzel
tételink altalanos igazolast nyer. Legyen ugyanis

U:lllll2 e tin—=Ys

akkor
’ ’ [
x u u Un—1
U=wa .. 8. (—‘— s . B SRk —’Lm)-
iy iy ) Unp—1




Tovabba
.l/: l-"ull ’
akkor

y'=Uu, (*(7 H

de a fentebbiek szerint:

U i )

up

HANYADOS DIFFERENCZIALHANYADOSA.

Uu, =uu, . . .1y,

l’ kg ) & 1y ¥ it
U uy u, Bn=1

kovetkezoleg, ha

y=iylls . . . Uy,

akkor
[ uj 1
=y, ... uy| -+ -2
7 7 \ iy u,

B A gVeR
Pl. Legyen

‘ u;
,L,.,¢,") 4)
Un

i =(x—a;) (x=ay) . . Ax—ap)=F(x)
b i 9 n) )

tehat altalanosan:

ennélfogva
U= (x—a;) (x—a,) L
=X ay) (X o). . . (A a“).\ o

vagy

i |

40. Hanvados differenczialhanyadosa.

Ha u és v valamely tartoméanyban
hato fiiggvényei x-nek, akkor ebben
lyek leszamitasaval, melyek vo-1-nek
zérushelyei, az

§=
fuggvény szintén folytonos és differe

manynak egy nem kiviteles helye;
Osszetartozo novekmeénvek, akkor

folytonos s differenczial-
a tartomanyban azon he-

egqy-nél alacsonyabbrendi

nczialhaté. Ha x a larto-
dx, du, dv, dy pedig az
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pdu _, dv
4y _ 1 E,,tf!ff__i) __ 4dx 4z
dx = 4 (n+dv v/)~ v+dv)

kovetkezdleg : :
,_ ou'—uv'
02

6)

Mely képlet vilagosan kimondja a tort differenczidlhanyado-
sanak képzési toérvényét:

Pl
e =
= e
1
g x2
41. A hatvany differenczialhanyadosa.
Ha
y=xn,
akkor
dax \n
4y _ (@tdon—xn Pi ‘,),_,1 > ot
dx dx = dx
P
Legven
2 LAt
R,
tehat
lim s =0,
e
de a 23. §. (VIII) képlete értelmeében :
+ (4 en-—1
lim ——= ==,
e=0 s
tehat
dt
T 2 y
Ha pedig
y = ur._

hol u folytonos és differenczialhaté faggvénye az x-nek, akkor
a 29. §. fejtegetései értelmében :

dy
dx

= nun—1y', 8)
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o

1. Pl
y=3) ]‘4,1): = illﬁ_r;i{ .

dy.. 1D

dr 2 /‘;‘3-'{

2P
1 71
e MR
J ];('l" Ifl(‘r
i f'x)
des o fFee))d

42. A hatvanyfiggvény differenczidlhanyadosa,

Ha
.!,;' —e%:
akkor
;:‘111: ex+4dr __ px edr——1 e
dx dx dx

v 23. §. (VD) képletének értelmében:

edr_—_1 e

lim - e

A dx=0
ennélfogva
1 ?
S ex, (9)
dx
Ha pedig
y=a*r,
akkor
dy as*r—1
—r - azx,
dx dx
amde a 23. §. (VII) képlete alapjan :
3 adx——]
lim ——=la,
Fow0.
tehat
di
h_-]_ = a< la. (10)

dx
Ha u folytonos és differenczialhat6 fiiggvénye x-nek és
y=eu, :

akkor a 29. §. fejtegetései alapjan:
dy

~=etq

dx

(11)




A LOGARITMUSFUGGVENY DIFF{RENCZIALHANYADOSA.

¢s ‘ha
akkor
ia'la
R

43. A logaritmusfiggvény differenczialhanyadosa.

Ha
11+ .ri J

akkor
dy [ (x4-dx) — >
y: da ¥E dx
L
Legyen a rovidség kedveéért
p
ax
x
ehat
lime=0
4v=0_0
s minthogy a 23. §. (V) képlete értelmében
& (P 42)
lim —= =1,
Ehi s s=10) =
kovetkezbleg
{t 1
@ o
S (13)
dx b4
Ha pedig
y = log x,
akkor az
log x la.logx lx
A b=ty o BB~ e e

egyenlet alapjan
logx = la
(14)

kovetkezoleg :
e
Ha u valamely tartomanyban folytonos és differenczialhaté

y=lu

fuggvénye x-nek és
fuggvény szinién, akkor a 29. §. fejlegetései alapjan:
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dt u' =
= (15)
Végil ‘ha
y=logu,
a
akkor
dy {5
dr " Tau @9
Pl
!/==I(ax—kb)
dg.—- - a’
de ~ ax+b’
44. A trigonometriai fiiggvények differenczial-
hanyadosa.
Ha
1= S,
akkor
sin o
dy __ sin(x+dr)—sinx _ 2 cos(r. ] J.r)
i S dx TR 2 Sy B 5.
2
megfontolva, hogy
P
sin .
9 e
lim y o= Him \”j =1
4x=0 a2 gx=0 '~
2
tehat
dy COS 1 17)
dx
Ha pedig
] = sin u,
hol u folytonos és differenczialhato fiiggvénye ax-nek, akkor
dy X
u' eos . (18}
ax
Ha mar most
i} —=CO8 L == SN ( ; 1%
akkor a (18) alapjan:
G B cos | : x\ = —sina,

dx

azaz:
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LI!—L =-—sina, (19)
dx
és ha
y = cos i,
akkor
7(11% = —u'sinu. (20)

A tortfiiggvény differenczialhanyadosinak képzési torvénye
s az imént talalt formulak segitségével talaljuk, hog

: sin x
dtgx COoS * cos?x + sin?x 1 R
o — = _— = —— i B (_)[)
dx dx cos?x cost a:? ;
COS™
detge - Sinx - sinfxdcos?® - 1 9o
dx dx sin?x T R
1
d ;
d sec x cosT BINX s e 923)
— = = e X sec x, 2
dx dx cos?x ° :
1
d
dcsecx sin x cos & 3 : 5
: == i = o = —ctgxcsec k.  (24)
dx dx sin?x

Az elébbi leitegetésekben ismertetett eljaras utin talaljuk,
J 1§ ] J

hogy
dtgu g 5
i = - (29)
dx cos? i
d clg u i’ L
it 2 e s (26)
dx sin? u
d sec u S e
— —  u' tg u sec u. (27)
dx 2
d csec i
— = —n'ctg u csecu. (28)
dx
Pl.
dlsin u , cos u :
— = 0 ———= uectgy,
dx sin u
dlcos u , sinu ;
— =—n'——=-—n'tgu
dx cos u
ditgu u' 2u’
7 1 e coslutgu sin 2t
dlctgu u' 2u’

da . sinfuctgu sin 2u
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45. Inverz fiiggvények differenczidlhanyadosa.

A faggvények megforditasanal mindig szem el6tt tartjuk a
18. §-ban kifejtett elvekel, melyek szerint a megforditast a val-
tozonak csak oly tartomanyara kell érteni, melyben az inverz
fliggvény, mint egyértéki figgvény jelenik meg.

Ezen az alapon azutan konnyti meggy6zddni, hogy ha vala-
mely fiiggvénynek van differenczialhanyadosa, akkor inverz-
fiiggvényének is van. Legyen ugyanis

i =fGe);
az inverzfiggvény pedig

Ly

rT=g(y).
Ha dx és dy az oOsszelartozéd novekmények, akkor

dy  fx+dx)—f(x)
: i 3 dx
es
de _ ¢ (y+dy—ey)
dy dy ’

ezen két egyenlet Osszeszorzasabol kovetkezik, hogy

dy dx _ f(x+de)—fx) oy Ay —o ()

dx Ay 5 _ o
tehat
dy dx 2 /
u'il- " dy =Ty o) = 1.
Az :
Sid e (29)

egyenlet alapjan tehat, ha valamely fiiggvény differenczial-
hanyadosat ismerjak, akkor inverz fiiggvényének differenczial-
hanyadosal is rogton felirhatjuk.
Pl

J
inverz fiiggvénye : ]

x=ly,
tehat

(ex) k[y}':_t %5

Ennélfogva, ha tudjuk az egyiknek differenczialhanyadosat,
akkor a masikét rogton felirhatjuk. Nevezelesen, ha tudjuk, hogy
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(er) = ex* —= y,
akkor egyenletiink alapjan:

1 }":" .
1k g

46. A cziklometrikus fiiggvények differenczial-
hanyadosa.
A cziklometrikus fuggvények a trigonometriai fiiggvények
inverz figgvényei. Ha tehat rendre:
y = arc sin &, arc cos x, arc tgx, arcctgx, arcsecx, arccsecx;
akkor megfeleléen :

x=siny, cosy, tgy, ctgy, secy, csecy.

Kovetkezoleg :

(siny)' (arsinx) =1,
(cos y)' (arceos )" =1,
g )’ farclga) =1
(ctgy)' (arcctgx) =1,

(secy) (arcseczx) =1,

(esec )" (arcesec x)’ = 1.

Ha mar most megfontoljuk, hogy

(sing) = cosy =V 1—sin%y =V1—a2,

(cosy) =—siny =—V 1—cos?y=—V1—-a?,

gy = FO%“T/ =1+1tgly =1+a%

elgg) =5 1., = — (1+ctg?y) = — (1 +2?),
sin?y

(secy) = secytgy = xVai—I1,

(csecy)' = —csecy cigy = —x ¥ x2—1,

akkor fontebbi egyenleteink alapjan :
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(al‘sln x) e “if'l:'_:_;:i‘ N (30}
5 1 :

(arccos xX) = V—,i,__‘_:c—z— ; (31)
1 ,

l'arctg .If)’ = **1‘+—x".2—— ’ (32)

- 1 .

(arcctgx)’ = — i ror (33)

N g2 1

(arcsecx) = “ V;?T,_Tl ’ (34)
: 1
"o RS ;
f arccsec x)' = g s (35)
Ezen egyenleteknek altalanosabb alakjai:

S ot e u'_A PR 36
{aresinw)! .= ‘/1-__"2 g (36)
e & u'

(arccos u)! = — fl—/,—l‘;ﬁi,n, (37)
, ? u' ;
farcign). = ' - v g (38)
(arcetgn)’ = — - 1:’112“’ (39)
(arcsecu)’ = —— u . (40)
ayui—1’
u’
(arcesec ) = — ——— : (41) |
uy u?--1 |

47. A differenczidlhanyados tulajdonsigai.
I. Ha y=/(x) az x helyen folytonos s a

o A L e Al =Ly
Jim g lim = R L P )

létezik, akkor bdrmely kicsiny poziliv s-hoz tartozik oly
pozitiv d. melyre nézve:
L 4
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[Ay ;
/ o
A _/ (1) <€7

ha
[Ax|<<d.
Ennélfogva

%—%=”(1¢)+3' ¢ <.

Ha tehdt f’(x) nem nulla, akkor e-t mindig megvélaszt-
hatjuk 1gy, hogy %i]c elGjele - megegyezzék ['(x) elojelével,
mely tényt szimbolikusan igy szoktuk kifejezni:

sig. —ﬁlll = sig. [' (). L

Ha ['(x)>0, akkor ['(x)-l az x helyen novekvonek —,
ha pedig ['(x)<0, akkor fogyénak, - vagy csokkendnek
mondjuk.

IL. Rolle tétele. Ha f'(x) az (a, b) zdrt intervallumban
folytonos. differenczidthaté és f (a)=f(b)=0, akkor az
(a, b) intervallum belsejében van oly & hely, melyre nézve:

[1®)=0. IL
Ugyanis, ha f(x) (a, b)-re vonatkozé értéktartoményé-
nak felsé hatéra -H, az alsé pedig h ¢s
H=h=0. &
akkor f(x) és igy f'(x) is (a, D) minden helyén nulla.
Ha pedig pld. H=0, akkor van (a, b) intervallum bel-
sejében oly % hely, melyre nézve: :
fE)=H. 2.
Az ilyen & helyen f'(§) foltétlenti. nulla, mert ha nem

volna az, akkor nem lehetne az L alapjin a 2-nek meg-

felelé hely.
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ll. Lagrange tétele. Ha f(x) az («a, b) zart intervallumban
folylonos és differenczidlhatd, akkor az (a, b) intervallum
belsejében van oly ¢ hely, melyre nézve:

; : [(B)— [ () =(b—a)["(E). I1I.

Ugyanis a

2 (@)=(b —a)[f () — [(@] — (@ — O [ () — [ (@]
fiiggvényre alkalmazhaté a Rolle-féle tétel, tehdi (a, b) bel-
sejében van oly £ hely. melyre nézve:

J Y ) 3

o' Q=(b—a)['E—[fb) —[(@]=0,
mely méar a III-t igazolja. Tételink ez a=ua, b=2x -} A,
c=x-4+0h 0<0<1 esetre a kovetkezd alakot élti:
T, S
[flat+h)—[(@)=h"f'(x+0A. {1,

IV. Cauchy tétele. Ha uz (a,b) zdrt intervallumban foly-

lonos és differenczidlhaté F(x) és [(x) [iigguényekre nézve:

I (b)
az F'(x),['(x) fiiggvényeknek pedig az (a, b) belsejében nincs
kozés zérushelyiik, akkor van (a, b)-ben oly belsG hely %,

melyre nézve:

F(a)=0,

O —f@ _ [ =,
I'(b)y—-F(a) "I") J

Ugyanis a
? (@) =[F(b) — F(@)] [f(x) — [(0)]—[[(b)— [(a)] | F (x) — F(a)]
fuggvényre alkalmazhaté a Rolle-féle tétel, miéret is (a, b)

belsejében van oly hely: £, melyre nézve:
o' (&) =[F (b) — F(a)] /') — [ (D) — [(u)] F'{£)=0. 3

IFoltevéseink értelmében 17(Z) nem lehet nulla, mert ckkor
/’(%) is az lenne. Miért is a 3. a IV-el mér igazolja.

Ha mir most f(u)=F (b)=0 és b=a -+ h, akkor, ha a
4. tételben foglalt foltételek teljesiilnek :
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flathy [ b
Fla+h "~ FE) ;
Ha mar most az
fla) _0
Fa 0
értéke alatt értjik a :
ARG at+h<i<a

h=0 1;‘((1"'1: ];)

értékét, akkor a 4. alapjan kimondhatjuk a kévetkezd tételt:

V. Ha az (¢,a— h) zdrt intervallumban folytonos és dif-
ferenczidlhaté F(x) és [(x)-re nézve F(a)=/(a)=0 és
F(a+h) az (a + 0, a4 h) alulrél nyilt intervallumban sehol
sem nulla, I'(x) és f'(x)-nek pedig nincs kézos zérus helyiik,
akkor

V.

feltéve, hogy a jobboldalon levg limes lélezik.

Megjegyzendd, hogy az V. a megjeloltiik feltételek metlett,
akkor is érvényes, ha [(a)= F(b)==oc0; ugyanis ekkor /(17)

és T%f) figgvényekre kell alkalmazni az V-et, midllal ujra

eljutunk az V-hoz.
De ha a tételinkben foglalt feltételek nem teljesiiinek,
akkor mar az V. kovetkeztetések vonasdra nem alkalmas.
Ha pedig ¢ = oo, akkor a t:} szqhstiluczié alkalmazd-
sdval, a =0 helyre vonatkoz6 vizsgilat vezet el az V.

alatt levé formuldhoz.
1. Pl. Legyen F(x)= %;, f(@) = (a4} 2)* — a*; kovetkezdbleg:
Fa)=ua[(x)=z(e+2)*'+(a+x)*l(a42)—a“la

Mivel fiiggvényeinkre a (0,4) intervallumban az V. alatt
levé foltételek teljesiilnek, azért

Sutak : A differenczidl- és integralszamitas elmélete 6
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Jy . @ __2
ek = 7 o 4

2. Pl. Legyen

[(¥)=c+x+sinxcosx; F(r)= (a4 x4 sinxcosx)ei" ™,
tehdt
f(x)=2cos 2, F'(x)=(a+x+2cosa+sina cos T) cosres™*
Nyilvianvalo, hogy
(@)
« F(x)

II

1 S : > -
az (;, e) z4rl intervallum minden elemével egyenlé lehet:

ellenben

Az V. tehit nem alkalmazhaté s ez természeles, merl a
jelen esetben a (b, oo) intervallumban /"(x) és F'(x)-nak
kozés nullhelyei vannak.

3. Pl Legyen
h 1 24 = 1 e
/(,v):c—f—;l_—sm;, F(x)=a+ ;1;‘1"5‘1‘;?-
Tehat
Ve g | 1 SR R T =3
[l(x)= — o (1 — cOs ;i')’ Flix) = — fr_'ﬂ‘(l ~+ cos —l—)

Nyilvédnvalé, hogy

)
,"_"tu r) =4
ellenben :
fi L) - Bl
Py sy o

hatdrozatlan, tehdat az V. nem alkalmazhaté. A 4. a jelen
esetben is minden nulldiél kilonboz3 h-ra érvényes, de az
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0 helyen nem: s ez természetes. merl ezen a helyen

fiaggvényeink nem folylonosak.

4. PL legyen

. o A e
[(x)=cx—a?sin —, Flr)y=ax - 22sin —
2’ ¥

Tehat
g e R “5E
[(x)=1c —2xsin-_ ~+cos — F(x)=u42xsin — — cos
- 3 x x T

Nyilvdnvalé, hogy

=
lim I( = —,
L._of‘ a
ellenben
: /”(:r»

yanis a jelen esetben fiiggvényeink az x =10
igyan és differenczidlhaték. de a diffe-
Ugyanis pl

hatdrozatlan. Ug
helyen folytonosak
renczialhdnyadosok nem folytonosak

Q)=
ellenben
lim ["(v)
ve=90
hatdrozatlan ; ezen értékek kozotl természelesen megvan
a c is.
" (2)="F, (%) figgvényekre nézve

Ha pedig /" Q) =/ (%),
teljesitlnek az V.-ben levé [eltételek, de

(1) 0

2

';lL.i G- 0

akkor ujra alkalmazzuk az V. alalt levé szabdly

3. PL Meghatdrozandd
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Az V. elsG alkalmazasaval:

i c.l‘ —cosxe sin @
L=lim-———mr—
B0 1—cosx

méasodik alkalmazdsaval:

A - sin x—cos? ) etin ©
L=lim - —t(— e ——
=0 sSinx ¢

harmadik alkalmazdsaval:

. €*(cosx 4 Isinxcosx —cos? x) esin =
L=1lim o it S e i B d S Y )
x=0 Cos X

A hatdrozatlan alakok meghatirozdsinak tovdbbi méd-
szerint a Taylor-féle sor targyaldsa utdn mutatjuk be.

[ll. TOBB VALTOZOS FUGGVENYEK DIFFEREN-
CZIALASA.

48. A parczidlis differenczialhanyados definiczidja

Hogy z az z;,x,,...,x, valtozoknak valamely T tarto-
{n:l'lhlhyban folytonos és differenczialhaté figgvénye, az alatt azt
értjitkk, hogy barmelyik x; valtozéra nézve a

[@y; Xy, ... x4 dx,, ... ¢ )—f(xy, x5, ...,

lim & Sty RS e SEARL Eng
dx; =0 .;11‘,. ’
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hatarériék létezik, melyet a figgvény a, szerinti parczidlis
differenczidlhanyadosdnak neveziink, s jelolésére a
9z af af (xy, 9, . . ., Xn) ,

! '
g g o8 = BB T ORRRNL &
J‘Ti ’ ﬁ‘l‘i ’ [‘i ox, ’ /_‘r'. 1> La, s Ln)

szimbolumok barmelyikét hasznalhatjuk.

1. Pl. Legyen

o 07 = __x2
s 'tu
akkor
a9z - -
—a2
n
7 = = ’
X %
0z
dxy 1;’.
2. Pl. Ha
v
= arctg -
akkor 7
1
0z Uy
T, 3 { .Y'! \2 e >
1 |
\ 2,
0z
O r, \2 2
| \‘l ) i e

A parczialis differenczialhanyadosok képzésénél tehat foly

ton szem eldtt tartando, izt a’ valtozot tekintjik

valtozonak, mely szerint a differenczialas torténik

i ( | B PHpne il ¢ g i Rt ie G
19. Parczialis és tot differencziale
Ha a
= ',; Xy, X Th)

iuggvenyek az x. szerinti

yarczialis  differengzialhanyadosat

:
pai
necezorozznk 2 ] S5 8 1814val g < . tnt o f 'O 2
megszorozzuk x,; differenczialéjaval, a szorzatot a fiiggvény
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szerinli parczialis differenczidléjanak nevezziik és igy jeloljik

29z de, = - i_ 4 X, = If (21, g, . - ., Tn) du;= 1. de,.

Jzx; ox; 7 ax;

A fuggvény oOsszes parczialis differenczidléinak az Gsszegét
a fuggvény totdlis 'differenczidléjanak nevezzilk és dz-vel, vagy
df-el jeldljuk, tehat

Jz 0z }4
da= 'E dx1 e o 51‘2‘ dr2+ R ’).'L'“ (I.LH ’
vagy
L of of
— —— X, + ———AX o+ —_ 5
df 7, dx, o, dry+ .-+ % dx,

Kimutatjuk, hogy a totalis differenczidle, ha a parczidlis
differenczialhanyadosok folytonosak, nem mas, mint a kévet-
kezo halarérték :

df = lim [f(x+dx,, x+dxy, . .., Tn+dxn) — f(Xy, Xy, . . ., Zn)],
4x,=0,...,dx,=0

Tételiinket elébb két valtozés fiiggvényekre mutatjuk Ki.
Legyen ugyanis

akkor

Z=f (o5 )
dz = f(x+dxy, 29+ dxcs) — f(2g, 29),
melyet ily alakban is irhatunk:
dz=f (x;+ dxy, To+ dxy)—[ (21, g+ d2y) +f (24, 29+ dy)—f (24, X))
a 42. §. (I) képlete értelmében :

f (@4 dxy, 29+ dacy)—f (1, X9-+dxg) = [, (X, + 0,4y, o+ dxy) A2y
[ @@y, Xyt dacy) — f(xy, Tg) = f (X1, Ty+0,dy) A2y,
hol

ennélfogva :
dz={, (xy+bdey, Tyt duy) dxy + fi (@, Xyt O,dx,) dxy,

tehat
dz=f, dx;+f; dx,,

vagy
o s ’7/__ . (2 ﬁl dx.
Hzc= (’?.’L‘l (111 i 1?12 XTy.
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Mér most ha :
T [l e
akkor
dz = f(ey+dxy, 2 +-dx,, . - ., Xn+dxn)—f (xy, o, . . ., Zn),
vagy
z = f(xy+day, Ty+dxy, . . . , Tn+dXn) — f(2y, Xy-+dXy, . . . , Xn +d%n)
+ f(xy, 2y +-dxy,-. . . , Xn+dTn) — [ (21, Xy, X3+dx3, . . . , Tn+dTy)
+ f(xy, Xy - . -, Xn—1, Tn+4Xn) — f(Xy, Toy . . ., Tn).
Honnan az el6bbi eljarashoz teljesen hasonlé moédon nyer-
juk, hogy
dz=f, (x;+0,d2,, o+dxy, . . ., Xn+d2n) J2,+
+ fa, (@1, Xy +0pdxy, X3+ dXs, . . ., Tn+d2n) dTy+ -+
el (A P13 XL 0adrn) dxn,

tehat .
dz = /1;1 d.l‘l =+ f‘; (1.1'2 4 e /.'1!” dxy,
vagy 5
of f af
= —dr;+ =--dry+... - - dxy,
df oz, dx,+ 7‘1‘2( Xy T dx e9)

a mi bebizonyitandé volt.
Ha 2= (B, & oy R =10,

hol ¢ konstans szam, akkor

dz=—10
tehat
; - ae
,df (1.1-1,1, ﬁ, (1_1',)+ oo *’/- = 0. (IT)
411'1 ) 5 Axp
1. Pl. Ha
e
z = arctg zy’
akkor
Xydxy—xdr,
dz = —=— 1.;t“2‘ .
l.l-“ 1‘2

2. Pl. ha pedig

akkor a (II) alapjan 2-vel val6 osztas utém:

a2+ Xodxy+X5dxg = 0.
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50. Impliczit fiiggvények differenczialhanyadosa.
Ha y-t, mint x faggvényét, az

(e, =0

egyenlet definidlja, akkor az el6ébbi fejezet (II) képlete értel-

mében :

=L dx4 fjf dy =0,
oa oL

Altalanosan, ha z;, z,, ..., z,-l, mint a fiiggvényeit a kovet-

kezd n egyenletet definialja:

(;/l(‘ -4;‘ L9y o0 oy “n) = “.
P9 (T, 2¢, 29, s )=,
@On (X, Z4, :_)- « s ey 4~n) U

akkor a differenczialhanyadosok meghatarozasa végett, az

elébbi fejezet (II) egyenlete alapjan, képezziikk a kovetkez6 n
1 (i

7 b W

¢ Tl e LB
W zo, da dx
¢y dz, Vo,  dz. los  dzp

: - -1 LI )
1Z5: d2 y i O Az dx
) ¢, azy On 12y 'On  AZpn

- — -2 = =0.

/ ax 0z ax 0Zn
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dgp,  Op 9o,

ax. 0z 0Zn

0oy Iy des
! P 0z, Fzn
3 S
‘ don 9¢n d¢n
g et g
a1, an

determinans utolsé sorahoz tartozo. aldeterminansokat rendre
D, D,, ... Dyel jeldljik, akkor
dz, D, dz, Dy dz, Dy

S Ee R § ol I 5 ARt | 1 TR )

1. Pl. Ha y-t és z-1, mint x-nek fiiggvényeit, a

¢ (x, g, 2) =10
@y (2, Yy, 2) =10

egyenletek definialjak, akko

o, dy dgy dz
, , : Sy
oy ax 0z dx
), - dy 0o, dz
2 £2 = (),
Y- da dz. dx
honnan
/P4 "¢
x )2
4 N Py Ues dpy 09y
(I/.’ A Z 4 ) oxr oz
'("A 1 11 0« 1 VDo /ﬂ)(,”i (’)5/‘,,
ol 4 U ) 0z f’lf
10
Wy )Z
oQy 4
v U
10y 2 ¢ ¢ . 'i’T/".‘
dz iy y ox
aa ( I Py (43 417 ")(-"”,
J z 'y z 9y
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2. Pl. Ha : i
Ay b
g s el g
akkor o i3
xrax 1
R i J—b—iy— =0
tehat
dy _ _ Yr
dx T . a%y

51. Osszetett fiiggvények differenczialhanyadosa.

Ha z valamely U tartomanyban az y, uy, ... U, viltozok-
nak folytonos és differenczialhaté figgvénye; az u,,. u,, ..., up
pedig valamely X tartomanyban x valtoz6é folytonos és diffe-
renczialhato fiiggvényei, akkor ha az X értelmezési tartomany-
nak megfelel értéktartomany osszeesik U-val, vagy ebbe bele-
esik, a z is X tartomanyban folytonos és differenczialhaté fiagg-
vénye x-nek. Ugyanis, ha

z=¢ (4, Uy, ..., Uy),
akkor az U tartominyra nézve helyes a kovetkezd egyenlet :

g dg
(1., = ’—71—1'1—' d“] + ‘—a‘u_‘z'

L 4
(1[12+ R - "’—7‘”: du,, (1)

amde foltevésiinknél fogva az X tartomany megfelels helyén

du, = uidx,

z (=172 o)
tehat
dz dp- g & Gy, ;
S uy + ——uy +---+ Up. 2
dx Oty - Ol My * @

Ha pedig uy, u,, ..., up X tartomanyban x,, x,, ..., xn-
nek folytonos és differenczialhaté fiiggvényei és X értelmezési
tartomanynak most is az U értéktartomany felel meg, akkor z
X tartoményban az x;, x,, ..., xm-nek folytonos és differen-
czialhat6 fiiggvénye. Ha tehat z-ben csak az xt tekintjik val-
tozonak, akkor (1) egyenletiink baloldala az x;re vonatkozé

parczidlis differenczialéval -g;—;d.rl—vel a jobb oldalon eldfor-
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dul6 differenczialék szintén az x-re vonatkozd parczidlis diffe-

iy ou . ou " ; g ;
renczialékkal '5%1 Ui (1R # dx; helyettesitenddk, minek meg-
. " . 1 ¢

torténte s dx;-vel vald osztas utan:

0z iv» duy ﬁp- ou, & A ﬁ”“ 3)

ax, T, Sotly e, i, ox; - B A
egyenlethez jutunk, mely z-nek xre vonatkozé parczidlis diffe-
renczialhanyadosat szolgaltatja.

Ha pedig z-t az
(U, Uy, ;.. Up; 2) = 0

egyenlet definialja, akkor

de de Jo
—— dus+v--+ —— du, + —-—- dz=0,
ouy auy 0z

melybé8l a szerint, a mint uy, u,, ..., un csak x-nek; vagy pe-
dig x,, x,, ..., xy-nek fuggvényei, rendre a

A (2¢ ok N s L ST R fi(’n un ) : 2"9 (4
da ouy ouy aun 0z
- vagy
0z :_( do  ouy | fg Sfug. = -0y '?“'1) . Op 5)
ox; Juy dx; ouy, Ox; e XL A '
=1, 2,:.., m)

egyenletekhez jutunk.
Végiil z,, Zy, ..., z~t, mint uy, Uy, ..., u, fuggvényeit def-
nialjak a kovetkezd egyenletek :

G2y, Rare s 2y Mys Uay i s g Al =4k
OalZes Za, ik is By By Unly v sy i) =0,

CrlZy, Zas i v Zrs gl Ty iy ilin) =0

Melyekb6l a differenczialhanyadosok leszarmaztatasara a ko-
vetkezo egyenleteket irhatjuk fel:
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3¢, ¢, d¢ e dg
b dzy+ Ll dzy+ e+ L dzp+ 2 dug+ 22 dug - 4
o o e R ol ﬁul du, AT ditn

9%y o . Opy Opy o 90y 99y
dz;+ 32, dzy+---+- 3 dz,+ 7, du,+ Ti;(l'lIz%----Jr =2 dup =

0¢r O¢r . Opr 4, . 9¢r , 9¢r O¢r
,;&;— d~1*r a’:’z— d~_;+ 7(7.:; (!4r+ 3“1 L{Ul + "'; ({112—{*'“' dlln

+

-

Ha mar most a

dzy du,

determinans utolso sorahoz tartozo aldeterminansokat rendre:
Di, Dia, . .., Dir, D-vel jeloljilk, akkor egyenletrendszeriink dz,,
dz,, ... dzr szerint valo megoldasa a kovetkezd egyenletrend-

szerhez vezet:

Ddz,— D duy + Dydug+ - - + Diduy , )
Ddzy=D,duy,+ Doyduiy -+ - - . + Dpadury, ’ :
( ()
Ddz,—Dyrduy+ Dordug+ - - - + Dyprduty, . )
Ha mar most u,, u,, ... u, csak x figgvényei, akkor alta-
lanosan
D =% = Dyt + Doty + - + Dty . (6)
g
i
Ha pedig uy, u,, ..., U, az oy, &, . .« Xm valtozoknak a
fiaiggvényei, akkor altalanosan
oz 1, Iy iy %
D = Dyi — Do; —— F Dni (4
X 1 \1‘
j i
i=1; 2 r
] i 2 ]
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A (6) és (7) egyenleteket éppen tigy nyerjilkk az (5)-bdl, mi-
ként az (1)-bol a (2) és (3)-t.

Pl. Ha
A
hol
(uy, ug) = [ (), @y ()],
akkor
az b us—1,. u, '
dr = Ll uitu lu, . uy.

52, Osszetett filggvények totalis differenczialéja.

Az elobbi fejezetben lattuk: hogyan kell az akar expliezit,
akar impliczit alakban adott osszetett figgvények parczialis
differenczialhanyadosait meghatarozni, ha ezeket az értékeket
helyettesitjik az eléttiink mar ismeretes

dz =<2 dx,+ —— dxg+---+ o dan

dxy dx, 0%n

egyenletbe, nyerjilk z totilis differenczialéjat.

53. Figgvénydeterminansok.

Ha u,, u,, ..., u, folytonos és differenczialhaté fiiggvényei
az x;, Xy, ... &n valtozéknak, akkor a

o TEREET. B
| ey oxy O |
du, duy du,
%, dxy, o dxn

du, dup, oup
dxy 0xy X

determinans létezik és Jacomi-féle determinansnak, vagy fiigg-
vénydeterminansnak nevezziik s
a (14, uy, . . ., Un)

9 (g, Xy - °%n)

szimbolummal jeloljiik.
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FUGGVENYDETERMINANSOK.

Ha ¢z uy, u,, ..

relaczio

., Un figgvények kozott van legaldbb eqy

akkor fiigguénydetermindnsunk azonosan eltinik. Ugyanis

of

,’?.’l'l

fug, By .. ., up) =0,
3 o of
=0, 'vvh‘ér =0 “dan

egyenletek alapjan felirhatjuk a kovetkezd

2=

egyenletrendszert :

of JIm f uy of dup
Pl ST ol G
Juy 0x, on, Ax, i Jup 0xy :
oy - ok iy of  dun _,
du, dx, du, A, T, ] A
of wy I Ou of dun_,
ou; axn du, dx, Oy @by 727
i 7z i by
mely egyenletrendszcr a - B & [ differenczialha-

¥ LI ot TP
nyadosok zérustol kilénbo26 értéf(ren(lszcre mellett csak ngy

Allhat fenn, ha
A (uay, Uy, .

a (fl'l. Loy o«

: ,".{'E), o
- Tn),

0

]

a mi bebizonyitandé volt. Megforditva, ha a: uy, u,, ..., ay
fiiggvények fiiggvénydetermindnsa m-ed rangu, azaz: az m-ed
fokiinal magasabb foki aldetermindnsai mind eitiinnek, akkor a

fiiggvények kiozott van n—m relaczio. Ugyanis

au, Ju du .
duy = ——* daey+ = dey+- -+ =1 dy,
A oy g axy,
au. all. adu.
diy = }'17'1 da+ 4}-2 dry+---+ dr-)" dx,,
. 1 Ve 92 “n
Ju au du
(!II" = *a}," (I.‘l" + 51',} (1.1'24— cee *'j‘L'l (1&',,
1 2 L]

Minthogy follevésiink értelmében egyenletrendszeriink deter-
minansa m-ed rangi, tehat m egyenletnek a tobbi kovetkez-
ménye, azaz: n—m differencziadle mondjuk dums1y ditmya, . . .
du, (iggvénye a tobbinek a duy, du,, ..., dugp-nek, ami azt



FUGGVENYDETERMINANSOK. 9

mondja ki, hogy uy, uy, ..., um figgvények valtozasai meg-
hatarozzak a tobbi figgvény valtozasait, a mi csak gy lehet-
séges, ha ezek u,, u,, ..., um-el kifejezhetok, azaz: ha

Um+1= @;(Uy, Ug, . . ., Um),

Um+2= @o(Uy, Uy, . . ., Um),

Un =@n-m (uy, Uqg,.. . ., Um)

relacziok teljesiilnek, a mi bebizonyitandé volt.

., zn Osszetett fiiggvényei xy, ,, ..., Ta-nek és

MR Zi, 20, 5%
pedig

zi o S’r’i (lll, 112, o o vy un‘)‘

(i=1,2 ..., n)

akkor
Nz, Az, uy Az, Dy 0z, duy
o ikt gk il e Ry Ay
;. ouy  dx, duy I, du, X,

(i=1,2,...,n
k=1, 2. ., 50,

A determinansok szorzisi torvénye értelmében tehat

DUy, Uy, < oo lln) gy

29y« - o Zn) _O(Uy; Uy

vy On) - Oy 55« iilh)

_/2*(;1., 12, o o &
3 (X4, Ty, . .

Ha pedig a zy, 2o, . .*, za impliczit fiiggvényeket az

fi €xy, X9, . - . Tni 2y, Z9s - o Zn) =0;
Fo (003, 5,71 St Bia s s 1 fn) = h
Tkl @y Eny Bas By oo edm) D)
egyenletek definialjak, akkor a
R LRGP N R g
dx, ' 0zp dx, | 0z dxy gn - Oy~

reldczio alapjan:

Difssfor o) _ Olfysfor - - o fu)  9(24, 23, - - Zn)
DXy L5ty Bp) o Oy Bstos %) O (@ s Tn)’

(—1)n
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honnan :

B o ) AL, 2y ey i)

-’?,(f'-’ /_), e /'"\)7 ; (9 (fl ), . ,ﬁx) (2)

Ha pedig a z,, 2, ..., Zn Osszetett impliczit fiiggvényeket az

fi Z15 Zay - - o Zn5 Upy Uy o Un) =0,
(2, 205 s o2niy Upyillay o vy ) =0,

Zi; Wyllas: o o tin) =1

>

fn (Zy5 225 -

egyenletek definialjak, akkor (2) képletiink értelmében :

Gl s o Uy 0 (215 % v v 2n)

0,202 _ gy Oluler- - ofu) ’9([1*_[2_:: - fn)

d(yully, . . ., Up)
Amde az (1) képletink értelmében :

0 (24, 2, « s Zn) 9 (24, 235 -« o5 2n) a(uy, uy, . .., Un)

At <o PR < Ry, 0%, oy BN P, iy - R
kovetkezoleg :

(7:1 ) %25 {n)ﬂ
Tn)

)

:(,,,] n. S - 2| kb p——_ %/
rf(ul,u,,...,u,,) 59(‘.1'1,.1‘2,...,1‘,,) 9 (24, 23y -+ 2Zn)

1. Pl. Legyen

2y = COS ¢,
Zo = SiN @; COS ¢y,
73 = 3in @; sin @, COS @3,

Zp = SiN ¢;8iN @ . .. SIN Pn—1 COS ¢n,
honnan:

(~1 Zgy oo oy Z“),

e ey o8 (—Dr sin? ¢, sin—1 @, ... SN2 ¢y—1 Sin Y.
B 2 g B R

Q.nq)

a(fhfb--"/'ll) d("{*”‘)w", ip) E)(II"/‘2’:"&])7. (3)
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2Pl He
X=pcosy, y-=psing,

akkor
dx = cos ¢dp — p sin ¢do,
dy = sin ¢dp + p cos edo,
tehat
A(x, y) _|cosg—psing|
a(p, ©) |Isine pcose|”

3. Pl. Ha pedig

x=pcosgsinl, y-=psingsinl, z=pcosd,

akkor
dx = cos ¢ sin .0 dp — p sin ¢ sin 0 dp + p cos ¢ cos 0 d0,
dy = sin ¢ sin 8 dp + p cos ¢ sin 8 dg + p sin ¢ cos 6 df,
dz = cos 0 dp - psin 0 db,
honnan
) ) [cospsinf —sing cosgcosl
1) e : ; B
)(( e J’(j),, = p?sin @ | sin ¢ sin @ cos¢ sin gcosf |=— p2sinf.
VAT :
cos 0 0 —sin 4|

i

4. Pl. Ha az elsé egyenletben u helyett a-t és x helyett z-t

irunk,

Za). O X0 apialn) 1
) (' . B S et AR ")"':’”.,7””77'*“ s
(&g, X9, .+ .., Tn) ( (;‘1,-2, & Xy Z,,)

S s
DhZia Zayin.s

egyenlethez jutunk, melynek megfelel6 alapegyenletek :
2y = @; (X1, Ty« . 5 Tn)
=1, 2; ..., )

és az inverz figgvényeket definiald:
(l".‘: S’»i (:1 A 22‘ ooy z”)

=1, 2 .5%)
egvenletek.

“utak : A diiferenezial- és integralszamitas elmelete
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IV. MAGASABB RENDU DIFFERENCZIALHANYA-
DOSOK.

54. A magasabb rendi differenczialhanyadosok
definiczidja.

Ha az
y =)

folytonos és differenczialhaté faggvénynek a differenczialha-

nyadosa f'(x) szintén folytonos és differenczialhatd, akkor diffe-

renczialhanyadosat mdsodrendii differenczialhdnyadosnak nevez-

zuk és igy jeloljuk: =
G =1".

Hasonloképen jutunk a masodrendii differenczialhanyados
fogalmahél a harmadrendii differenczidalhdnyados fogalmahoz,
melyet igy jeloliink :

By 0]
e [ x).

Ezen modon azutan eljutunk altalanosan az r-edrendii diffe-
renczidlhdnyados fogalmahoz, melyet az el6z6 jeloléseknek meg-
feleloleg

' g

szimbolummal jelolunk.

55. Néhany elemibb fiiggvény magasabbrend@
differenczialhanyadosai.
a) Ismeretes, hogy

d@m _
dr-

mam-1i,

tehat
d? (xm)

oy — m(m—1) xm-2,

T —
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altalanosan tehat

r(xym
A, =m(m—1)...(m—r+l)yam-r,

dxr

vagy :

dr (axm) ; (m)

e LS et xm-r,

dxr r
i Pl -Ha
f‘.’(') = (,w,’-m_*_a];l;m-ﬁ 4o vs @ —p 2Tk v 08—t ¥ A,

akkor

/m m-—1

g f R {r\
fo@)=r!la, k .’ ).T'“»r + a, ( am-r-1 4 ...+ \r} Am—r

2. Pl. Ha
f@) =(ax+b)m,
akkor
f!(@) = ma (ax+4b)yn=1,
tehat

il m ;
fO(x) =r! ( = ) ar (ax+bym-1.

@) Lattuk, hogy
adg: 1

de " ?
amde
de=t(x=1). - i | Lt i
= {'1’.1;_—_—1—'——(1'—1). (r—_]).l r—(——l)r (l **1).-1 Y
kovetkezoleg :
dr (lx)

e SR Y

r) Tovabba

R o
- et
tehat
dr (ex)
S — = e,
: dxr
0) Altalanosabban
d (a®)
——=la.a*,
a.x
tehat
aAr (ax)
‘(AiAJA(.{_L — (Ia 7 ax,
dxr :

¢) Ismeretes tovabba, hogy

99

)

l}

l
J

2)

3)

(4)
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d (sin @) - T
————— = cos x = sin (& + 5],
: 2
tehat
d? (sin.v) ; )
— =Sl (42 -; ) :
da? 2
altalanosan pedig

dr(sin x) ot (1 b 7:)
D —— = Sin (X > g
dxr 2

£) Végil, miként lattuk

d (cos x) 3 T
= —sSsmr=cos {r+ —|,
dx \ 2
lehat
a2 (cos )
d2

NG

Lo z ‘)7
cos (.l + 2 5

ennélfogva :

i

N | &
~—

dr (cos .v)

g0 e == C0s (.l‘ = ¥
duv

I

(6)

5l. A szorzat magasabbrendi differenczialhanya-

dosai.
Legven
U= 1D,

akkor miként lattuk, ha u és v valamely tartomanyban
idejiileg folylonos és differenczialhaté fiiggvények :

(I![

= u'v+uv'
dx 2

ha u és v-nek magasabbrendi differenczialhanyadosai is
nak az emliletl tartomanyban, akkor

d% : :
d x:'{ =u"v+2u'v' +uv”,

mely kifejezést szimbolikusan. roviden igy jelélimk :

d%y
dx?

(o)

egy-

van-
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azzal a megjegyzéssel, hogy u® és v© alatt magukal a figgvé-
nyeket v-t és v-l értjuk; w2, D sth. alatt pedig a masod- és
elsérendi differenczidlhanyadosokat. Hasonloképen lalaljuk,
hogy

diy : ?
v = (u+40)® .
dx3
Altalanosan legyen :
dr—1;
4 — (u+ ,”(rfl)‘
dar-1
azaz
dr—1; fP—1\ -
/ — ulr—-1p =L ( u’r-2) ”,‘F v oAk
dar—1 1
Jv,,,(r { ])”u"——.—iflll)iil o g (Iiﬁl) upr—1,
i r—1

Kimutatjuk, hogy ezen képlet alapjan :

p
art
J - (n+0)n |
dar X
Ugyanis
dri r—1 r-—1) b
l =)k ( }”(r"'!‘”'_‘r _+_( : )”‘l'~l|,,m,t_,_,,+
dxr ) iy s
: r—1 s
S5 o8 ur-Hp' 4 e i 1)“1,‘—u”m4 Sy A3
1=

Y (,-~——1) S
i :

Mar most, ha megfontoljuk, hogy

és hogy
akkor

dry (1) r r
o =up+ )u"'*"’u’#» ( ur=opo-4... 4 )uu s
dor (1, i ¢ ¥
mely nem mas, mint az a formula, melyel bebizonyitani akar-
tunk, s a melyet felfedez6je utan Leisnitz-féle formulanak ne-
veziink, s a melyet
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(-

szimbolum szamontartasaval

<t
™ :

L[,l], —_ I') ur—o po

dxr [

i=0
alakba is irhatunk.

Pl. Miként ismeretes
ilﬁ(arcsin RS TR
dr Gl TH AwE

=(1+x)-{(1—x)-%.

Ha mar most

u=(14x)-% v=(1—x)-t,
akkor

I

r+1
dr+l(aresinx) f) ar-i po,
dxr+1 1

i=0

Azonban az el6bbi fejezet fejtegetései szerint :

s L
nir—=i — (I‘—l) ! ( 2') (1 +.l‘)'5—r+i e
W Separd -

K O
e (__]‘)r—l A,,J i ki ‘Lzl' 55 l)

(‘1 +,1-)—¢-—r+i |

or—i
1

o = (—1)i ;! ( .2)(1__,) e %gl“"ll (1—x)—4-t,

kovetkezdleg :
nir—=0 p) —

S B ‘)rwl) (L o 1.8...2i—1 1+x)"
5 ur(H Or Y 1—a? @2r—1)(2r—=3)...2r—2i+1) '\1—=z):
ennélfogva :
dr+!(aresinx) % 3...(2r—1) { ST

dxr+1 or (1_1.1)r‘/]_1_ J

r

2 (—1yr-i - 1.3...2i—1 )(h—z)]
(2r— 1)«%—%) ("r—-‘)H—])( 1—x

=1
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57. A hanyados magasabbrendi differenczial-

hanyadosai.
Az
g i
B

figgvény n-edrendi differenczidlhdnyadosat az
yv=u

szorzat magasabbrendii differenczidlhanyadosainak és a deter-
minansoknak segitségével hatarozhatjuk meg. Ugyanis

Urn»l) - ( ) l](”‘l)l)”) + I;\) l]‘”*’) U(2) + -

)J!ll pin=1 + (n) l/l)““: nm
n . b

(
+{as
("7
al?

R
y(u—l)” 2 , llln 2 p() 4 ...+
n— i1
1 -2 A ¥
g ) il ) p(n J_4_ (”7 ‘1)!1,)(11 1) — pin l)7
ll(n-—2; O
n-—2)\ (n—2)
2 (1) pfin—3) 4- (n—2) — p(n—2)
{n~— %' Y (11742) yv X ’

, 1 ;
y v+(1> yolh = u,

yv =u.

Ha ebben az egyenletrendszerben ym, yr-b, . .. y®, y-t
ismeretleneknek tekintjilk, akkor determindnsa

D= I)“f].
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tehat
|
um ll\) o) ") T o ( it ) pin—1, n ; p(m
1 2) \n—1) n
i et r n—1 1\
| p(n—1) v v 30 pin—2) ) pn—"1
\ O n—2 n—1
|
=t n—2 n—1
g = — | nn—-2) 0 v B ") pn—3) ( pn—2)
v pitti n—3 n—2
| 1)
' 0 0 v (1) v'
t u 0 {] 0 v
1:2-PE
s at o
5= L e ‘
gr L2055
" 1 !’ ’
y'= —\u D
v-
u 0 v

U= ol 0 v v |
u PR
2.:Pl. Ha

1
Y= 13an
akkor
u=1, v=1+4a2
tehat
‘lll\*‘ ] .
i (14 x2)n+1
n n |
e &G 0 ( g 0 0 |
(1)2 (2) :
iy n—1\ e n-1
0 1+ 2( : ).x 2 2) 0 e
v o (N—2\ (n—2)
0 0 1 4 a? ,_( . )a 2( % ) S
0 . g : ERE

g4

1 0 Z . ; ik 0
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58. Magasabbrendi differenczialhanyadosok
rekursiv kiszamitasa.

A magasabbrendi differenczialhanyadosok rekursiv Kisza-
mitasi médja abban al], hogy tisztan algebrai miiveletek segit-
ségével a magasabbrendii differenczialhanyadosokat alacsonyabb
rendtiekkel fejezziik ki. Azt a képletet, mely ennek a szami-
tasnak alapjaul szolgal, rekursivképleinek nevezzik.

1. Pl. Legyen

y =arsinz,
tehat ! d

Yy =(1—a?-% y'=xd—x>73,

kovetkezoleg
(1—x?) y"—xy' = 0. (1)

A LEeiBniTz-féle formula alkalmazasaval:

dn (1—a2) y" : . n - n .
— e (1—a2) yn+2 4 ( ; (1—a2)'yn+ 1) 4 ( i ) (1—a2)"yw
= (1—a?) y(n+2) — 2nxy®+H + (n—n?) ym

dn (xy')
" dan

— J‘y(”“’ + ny@m

(1) egyenletiink értelmében ennek a két egyenletnek a kiilonh-
sége zérus, azaz:

(1—a2) yn+2 — (2n41) xy®+1 — p2ga) = (), (2)

Ez az a rekarsivformula, melynek segitségével a magasabh-

rendd differenczidlhanyadosokat alacsonyabb rendtekkel ki-

fejezhetjik, hatarozzuk meg y®-et az x =0 helyen, e véghdl

legyen :
[yMlzco=ar;

(2) egyenletink alapjan tehat

An+2 = nan;
honnan :

an = (n—2)2 anp-2,

an-2 = (n—4)? ' e

an-2r+2= (N—2r2 a,_or,
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tehat ;

an = (n—22n—42...(n--2r2an-or,
honnan

Qory1 = (2r—1)2(2r—3)2 . . . 1%a,,

ay = 2r—22Q2r—4)2...22.0%,=0;

minthogy a, is zérus és a, az egvséggel egyenld, azért:

azr =0,
ar+1=12.32...(2r—1)2 3)
(r=0,1,2,..5%

2. Pl. Legyen most
y = arctg x,
tehat
A+x?y = 1,
melybdl a Lemsnitz-féle formula alkaimazasaval nyerjilk, hogy
(1+2x2) g+D 4 2pry® + n (n—1) y—0 = (. 4)

Ez az a rekursivformula, melyet meg akartunk hatarozni.
Hatarozzuk meg y®-t az x =0 helyen, e véghdl legyen :

[L!](r)]r:() =

(4) egyenletiink alapjan tehat

tn+1 :—:*"*n(”**])[”_l,

th—1 =—(n—2)(n—3) th—3,

th—2r+3=—(n—2r+2) (n—=2r+1) th—2r4+1,
honnan v

ln+1 =(—1)r.n(n—1)(n—2) ... n—2r+ 1) th—9r+1,
tehat

for =D (2r—1)2r—-2)...1.0.4,

fors1 :1—1)"2r(2r~1)...1fl,

mivel {,=0 és t, =1, azért

tyr =0, l
borv1=(—1)r (2r)! 5)
r=0; 172773 l
3. Pl. Legyen
y=secx,

tehat
RV
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Honnan
n

R Vi) : e A
>_‘(\ i ) yn=9 cos (.1 + 1;) =0 (6)
i=

0

mely a magasabbrendii differenczialhanyadosok meghataroza-
sara szolgalo rekursivformula ; hatirozzuk meg y©-t az x=0
helyen: e végb6l legyen
[!I‘”]a-:o =y,
ha { paros szam, akkor
i
s 2
cosi 5 =(—1)7,
5
ha pedig paratlan, akkor
. K
cos i 5 =0,

tehat (6) egyenletiinkben csak azok a tagok maradnak meg,
melyekben i paros, s igy egyenletink a kovetkezd alakot

veszi fel:
\ | i 4
_>_ (—1) (21. ) bar—21 =0,

=0
A\ 41
W 5
Z<-l)f<_r‘)l‘. )bzr—2i+1=0,

a szerint, a mint n paros, vagy paratlan. Egyenleteink kifejtett
alakjai:

vagy

bar ——(-‘_’) bar—s + (\__{ ) bor—3 — o (=Drby=0 l
2r+1 2r+1) D
bor+1 _( r2 )1)2r-1+ ( r:—] ) bayr—3—-+-+ (—1)rb; =0 [

az el6bbi alapjan pedig
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Up=d s ba=20D—35 - —b1, bg=— 1385, "b,5== 505621+
Ezeket a szamokat igy is jelolik
b2r = EI‘
felfedez6jik utan EurLer-féle szamoknak is nevezik.
4. PL. Legyen végre
y=tgwx,
tehat

JCosx = = sin X,

honnan a rekursivformula:

n
N Vn . T ? T 3
: () cos (X - -1y=S T+n =)
2(»1 y (0( —le’ sm(1+12 (8)
i=0 ‘
Legyen mar most
[§9%e—0 =1,
akkor megfontolva, hogy
: T
smn»2 =0
ha n paros, és
S T n—1
sinn - =(—1)2",
ha n paratlan, (8) egyenletiinket kovetkezé alakba irhatjuk:
A 2
Z 1—]1 ‘.)72,--2,' =)
vagy : (9)
\ | - 2r+1)
{zed ) ( o )TQr-'zfn = (—1)r.
2i
=u

Az els6 egyenlet alapjan :

sy =1, tq=2, 75=16, 1, =272, "1, =17936; . ..
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ezeket a szamokat igy is jelolik :
Gy

s tangenseqyiitthatoknak nevezik, a

3’T.\‘ 4

o 9251 (9251 ¥

Bs

szamokat pedig BernouLLI-féle szamoknak, igy pl.

A 1 3 1 A 1 13 1 e 5
B"G” B'—“:So” Bﬁ“'42’ 12‘*36’ BS_E*
691 7
By=5mg5» Bi=7g:

59. Két valtozos filggvények magasabbrendn
differenczialhanyadosai.
Az elsérendii differenczialhanyadosok targyaldsanil lattuk,
hogy a

zZ= ¢ (x4, Xy)

folytonos s difierenczialhaté filggvényre nézve a

02 00 502 e
A R R
elsérendii parczialis differenczialhdanyadosok léteznek ; s ha ezek
is folytonos s differenczialhatoé fiiggvényei a vallozéknak, akkor
azt mondjuk, hogy a fiiggvénynek masodrendii differenczial-
hanyadosai is vannak. g—z{ -nek parczidlis differenczialhénya-
dosait igy jeloljik : :
2z % Pz A%

B S5 S 7 T Pa e VRULISE §
oxi  9x3’  dxyixy x.dx,

vagy pedig ¢ . , P, -€l. Hasonloképen a % parczialis diffe-
renczidlhanyadosainak jelolésére a kovelkezd szimbolumokat

hasznaljuk :

7%z ¢ " 02z 020 i
X0y Gx0x, Pz By )
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Kimutatjuk a kodvetkezd tételt: ha Coie, 6 Coe, AZ (X1, Tp)
helyen folytonos fiiggvényei a vdltozéknak, akkor

'
7} =
Paa, = Payz,

Legyen ugyanis
do = ¢ (X1+dxy, Ty) — ¢ (g, X5),
dip = @ (g, X+ dxy) - @ (X,, T9):
lovabba
didp = ¢ (xy+-dx;, X0+ dxy) — ¢ (), o+ 4Ty —
(@ + Ay, Xy) — @ (X4, Xp)],
ddyp = @ (X+-dxy, X9+ dry) — o () dxy, X9) —
= [g (2, Xy+dxy) — ¢ (24, Ty)],
tehat
dydo = ddqe. (1)

Amde a kozépértéktételnél fogva:

do = ¢ (x4 0dx,, x5) dx,

Jl({' == ‘,f«’l.v (¥, Tyt ”1...‘ ‘:_HJ.I'?

didp = ¢, , (xy+ bdxy, xy+ 0'dxy) dxydv,

Coll

ddyp= ¢, , (@, + 014wy, 2y - iday) deade,.

De a folylonossag foltételénél fogva, az (1) egyenlet alapjan :

lim = lim dd,o
dreidx,’
azaz:
" ERNH
Ty /o.x’,.u.‘ )

a mi bebizonyitandé volt.
Fejtegetéseink alapjan kimondhatjuk a kovetkezd altalano-

sabb tételt, ha .
detpp ,  Detip

uodiilh A v iR Rl
dac§ Axh Ay Ay
3-rendit differenczidlha losok léteznek i
« + f-rendd differenczidalhanyadosok léteznek a folytonos figg-
vényei a vdltozéknak, akkor

a“+lf¢ £5. o« *‘_ﬁ(l[

B
dx§ dxh  dxh dxg
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60. Magasabbrendii totalis differenczialék.

Ha a
2= g (xy, Ty

figgvény differenczialhanyadosai is folytonosak, akkor mint
lattuk

e A
dz —le T?w;dl,

melyet szimbolikusan ezutan igy irunk:

el

(i:¥ ( Fre — dx,+ 7/———1) (!.L‘;) 0.

Mar most, ha a masodrendd differenczialhanyadosok is foly-
tonosak, akkor

32 02 72 02
g [0 s e R ) a8 8 i
Pe= (5 Aty e Ay dyt (\ T, SOt dx,) dr,

Altalanosan, ha

)
dn-1z = (—jif dxy +
Az,
akkor

7 ’ \n
drz =|—-— dx; + —— dx ) o.
(7, =+ 7 4’
Ugyanis dn—1z bizonyos @ figgvénye x, x,,..., x,-nek, tehat
7. 7
diz=d@ =|=-— dv; + —— dx,)| ?;
72y diy T e

@ értékének behelyettesitésével




112  7TOBB VALTOZOS FUGGVENYEK MAGASABBRENDU DIFF. HANYADOSAI STH.

azaz:
P 0 \n
dniz—= |—— dx; + dx,| ¢.
dx, 1 O !

\

Azonbun tételiinkel a Lemsnitz-féle formula bebizonyitasa-
nal alkalmazott modszerrel is meg lehet allapitani.

Megjegyzendd, hogy tételeink érvényessége a lejezet eiején
mondottak alapjan feltételezi a tételek analitikai alakjaban
elofordul differenczialhényadosok folytonossagat.

61. Tobb valtozos fiiggvények magasabbrendi
differencziathanyadosai s differenczialéi.
A két valtozés fuggvényekre kimutatott tételeket teljesen
azonos bizonyitassal atrubazhatjuk a tobb valtozés fiiggve-
nyekre is. Nevezetesen, ha

Z=yg (:Z:l y Loy «ee,n)

az x;, Xy,..., rn valtozéknak folytonos és differenczidlhato
fiiggvénye és a
¥

Tl dag?. .. 0x
a o ) a9 7 an
1 2 n

%1t et +ay

@+ ay+----+ap-edrendii  differenczidalhdnyadosa létezik és foly-
tonos, akkor a differenczidldst bdarmily sorrendben végezheljiik.

Végiil, ha az els6-, masod-, . . ., r-edrendii differenczial-
hanyadosok nemcsak léteznek, hanem folytonosak is, akkor a
mar definialt szimbolikus jelolést hasznalva:

T PLA RO S LR
AR ¢ ohae R TR (.1,,) ¢
= { d 0 17 )2
e st TR e e o o A
d 21 7z, dx, -| T o dzxy) ¢,

U 2 dxo- )k
1":" ————— Xy + — cve —— dx p.
drz \75; dxy + 7%, + o T (h,,) ¢

2= (X4 +Xy+ - +Xp) = un,
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akkor
oz oz 0z
e S S SR T e
7x, 0y X :
altalanosan, ha
a+ag+---+apn=r,

ST ;
; i g ;il‘f(”)ll”‘r.
dx10x32. .. 0x5n r

akkor

Minthogy az Osszes r-edrendii differenczialhanyadosok egyen-
16k, azért
n
drz=r!{ = ) (dxy+dxy+---+dxy)r un—r.
\ £

62. Osszetett és impliczit fliggvények magasabb-
rendl differenczialhanyadosai.

Az expliczit alakban adott osszetett fiiggvények magasabb-
rendd differenczialhanyadosait az Osszetett figgvények diffe-
renczialasi szabalya szerint tobbszords differenczialassal nyer-
juk. Az impliczit faggvények magasabbrendd differenczial-
hanyadosait ugy hatarozzuk meg, hogy a fiiggvényt definialé
egyenletet annyiszor differenczialjuk, mint a hany kiillonb6z6
rendl differenczialhanyadost akarunk meghatarozni, a nyert
egyenletrendszernek a differenczialhanyadosok szerinti meg-
oldasai szolgaltatjak a differenczidlhanyadosok értékét.

1. Pl. Legyen

2 (U Maes 2o,
hol uy, uy, ..., x oly figgvényei, melyekre a mar tobbszor
hangoztatott folytonossagi s differenczialhatosagi feltételek tel-

jestulnek, tehat

dz _ Op du Op du Oy duy
der ~ duy dx ~ Ou, dx ou, dx’
honnan
dz2 __ d_ 'w’,) day  d ﬁs&)_‘!?!;u d {09 dup
da® ~ dx ( du,| dx dr \du,] dx " dr \ou,) dx
do du, do d2u, de d2u,
s SRR - A SRR Ve 's 2 Y SR e
o dx du, dx? T ou, dx?’

Sutdk : A differenczial- és integralszamitas elmélete.
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Amde
Es o S ER L e R
dx \ on, ou? dx - odu,du, dx oupduy dx’
d ( -759)__ e  du, 7 du, 0%  du,
de \ Ju, Judu, dx on2  dx o, dx’

~ duduy, dr duou, dr s

d ((’?gp)k_ P du, ¢  du, s 0% du,
N1y, e dr

Ha altalaban

720 L
T LT St ) 5 T
i k k i

akkor helyetlesités utan:

e gy din, 7 duy | 7 du,)\?
e T\ P, dx duy, dr ou, dr
do d’uy . dp du do du,
b ot e et " (1)
Auy "da? ou, drx? ou, dr?
Ha a;, a,, ..., a, konstans szamok és
du; du, du, =
= = Qg 2Ty e ey o = 3
dx L dx 2 Loidae 2
akkor
(122 0 % a £% Fe o 2
= a e £ i o I = a @,
dx? (0111 T oty ") "
dltalanosan tehal a mar ismeretes foltételek mellett :
dnz 0 p; o \n
= aF ——— Ao+ -+ - -(1) YR (3)
dxn ( TR T N g, ") ¢

Ha pedig az u;, u,, ..., u, tdbb viltozé fiiggvényei, akkor
teljesen hasonlé szellemben kell képezni a parczialis differen-
czialhanyadosokat.

2. Pl az y-t, mint x figgvényét definialja a kovetkezd egyenlet
v(x, y=0.

Az elsérendi differenczialhdnyados meghatarozasara szolgal
a kovetkezé egvenlet :

:
:
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do do dy

Ax dy dx =

ha a masodrendii differenczidlhanyadost is meg akarjuk hata-
rozni, akkor ezt az egyenletet még egyszer kell differenczialni,
az eredmény rendezett alakban a kovetkez6 :

d2 = 0% dy ¢ ( dy\?,6 dp d% 0
A2 dxdy dx ' 2y \ dx ) AT . B

3. Pl. Ha z-t, mint x és y impliczit fuggvényét a kovetkezd
egvenlet definialja:
o, y, z)=10

y

akkor az els6 és masodrendi parczialis differenczialhdanyado-
sok meghatarozasara szolgal a kovetkezd egyenletrendszer

o do 0z
S ey el |
axr 0z lx
340 do 0z
s i
Y 1z ay
A2 320 A 52 T e e O
BN BRI e e U
ax? dxdz adx Az2 \ ox 0z . 0x?
72 02 0z o ~-Dz 0% 0z 0z do 0%z
s ARRER. 2 AL 2o U i SRS AR TR S ST
Axdy dxdz dy ' dyiz Ax dz2 oy - ox dz odxly
P2 e 2o 9z | % ( Az NS G VPR 0
ay* " " ayrz ay T 9z \ay ) AR

Ha z-1, mint x &sszetett fiiggvényét a kovetkezd egyenlet
definialja :

)

Oyl st 2 e
akkor az elsé feladvanyhoz fuzott fejtegetések értelmcében az

elsé s masodrendti differenczialhanvadosokat meghatirozza a
kovetkezd két egyenlet :

a  du d  du, o —dity - d

SPAE P - = ... —_— = Gﬁ:“
ouy ox du, dx ou, dx 9z dx

és it

( o dua, 7 du, d  duy, 0. dg 2

e e ik e R R =t e g, g S A8 ()

ouy dx ou, dx. - ou, dx a9z dx )
o d?uy | Ay d’uy de d*uy Sadipidiz 0
du, dx2 " Gu, ox? ; ou, ox2 ' 9z dx2”T
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Ha pedig ug, u,,...,u, az x és y valtozok figgvényei,
akkor z x és y valtozdk osszetett impliczit figgvénye ; az elsé
és masodrendd differenczialhanyadosok meghatarozisara szol-
gal a kdvetkezé egyenletrendszer :

[0 0duy 17 050U, 0 0z
[5— 5% 4+ — U R Gl PSS §
\ duy dx au, u, ox 0z ox
d: du, 0 adu, 0Oy ad 0z \ P
— = (A5 =t TR Eo7iad —— - ——— o=}
duy dy ou, dy " dun, Ay 0z ady /]’
( 9. 2oug 0 duy, P SN e e ST L
e Sl e e TR el e g O
\ duy Ox ouy ox ou, ox 9z oax)?
: 7 d?u, e d’n, dp d2u, d¢ d’z 0
- — - —=— - g Tt t—o—— — + P = §
au, da? duy dx? ou, ox? dz  Ax?
3. - dug 0 duy [ dc 501 B 07 @z
\:Olly 0% <0, 0% T 5 R O.zf)
7 du, 9 Ou, ad - Otq Q. 0z )
B T e S S o - %r
\ duy; Jy ouy; ay dun, dy 0z 'dy ¢
COp Puy | dp Puy . Op i, O 9%z 0
- du, dxdy  du, 0xoy " Au,dxdy = 0z ooy 7
10> A 30ty a oy 3 0z )2
R L S s e i PR S 22 o~ o S5 AL ”
lﬁ:q oy du, dy ou, Ay dz dy ¢
p 0u; | Do 0%uy dp Pu, Op 9%z 0
o, oy2 o, > ou, oy> 9z dy:

63. Hesse-féle determinans.

Jeloljiik a

fiiggvénynek az xy,ay,..., 2, szerint képzett differenczial-
w-el, akkor a

~—

hanyadosait rendre f;, f5,...,

determinanst ‘Hesse-féle determinansnak nevezziitk s ha altala-
29,
- Jelolésére az f, szimbolumot hasznaljuk akkor

nosan a ——
‘ dx o,
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| fu fias - fin
/"12 [m---f-’n
H::‘ AT S e

|
|

:ful /‘112-A~flm'

Z = A1 TF - 20,5010+ X3,

1. Pl-Ha

akkor

| |

Fays ~dye

L9911t 12 35

H=22| l Q13—%g -
1" Qoy Ao

Altalanosan, ha
Z = (1, X5+ 2019719+ Ao+ 20 1315+ 2055095 - AgqXT - - -

ot 2allr=171-rn+2(12113'2-Tn -+ 2aiilzv1'3'1'n Foeo 20— 1nTn— 120 (11111‘17;2.,

melyet
Qi =0

szamontartasaval igy jelolunk :

Ugyanis, ha a szummacziot elészor k-ra végezziik, akkor

n n

a.,x
1:2;1 igl i

ha mar most a szummacziot i-re végezzik,

akkor

I n
2 Q.0 == (A T4+ Ayp Ty

k=1 "1=1
+ (Ayq Xy F Aoy Ty - - 4-A2pTn) Ty

= n) 34

(Ap1 Xy -+ A2y -+ +AnTp) Tp,

mely 6sszeg az egynemii tagoknak a, = a,; egyenl6ség alapjan
vald csoportositasaval csakugyan z-t szolgaltatja. Konnyd be-
latni, hogy
i =aqxtap st anxy,
%fg = Ay X4 +- Aoy Lyt -+ Ay,

‘%fn = A1 Ap2X e ~Appp,
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és
1 Niveb
3= .,
tehat
Ay Qgp . .. QA1p

Ayy Qg9 ... A2y

H =05

I An1. Ap2. . . Ann

z-nek az imént definialt kualonos alakjat quadratikus alaknak,
H : 2n-t pedig a quadratikus alak determindnsartak nevezziik.

V. A VALTOZOK TRANSZFORMACZIOJA.

64. A fuggetlen valtozok transzformaczidja.
Ha a .

2= (B3 g w a5 i)
n valtozos fiiggvénybe az

B S{,.(il, SRRty

=K 2. .50

szubstituczia segitségével a &, t,, ..., 1, Gj valtozokat vezeljiik
be, akkor z a {;, 1y, ..., t; valtozoknak oOsszetett fiiggvényévé |
lesz, tehat a transzformaczié csak az oOsszetett fuggvényekre
vonatkozo fejtegetések alkalmaval megallapitott koriilmények
kozott lehetséges. S ha ezek a feltételek teljesiilnek, akkor
znek az 1uj valtozok szerint vett differenczialhanyadosait az
osszetett fiiggvényekre vonatkozo fejtegetéseink alkalmaval
megallapitoit térvények szerint hatirozzuk meg. Igy pl.

0% L Oy dwy g 0n -, 0@ 9y
ot~ Ox, Of; « oxy 0k ' dxn ok

(7 hos PREUASL SRR f}}'u) 5

\dx, M Fx, Of; T oxn Ot ) 7
XL (,,Ail dxy' D 0O, -0 O
ooty \oxy Ot =~ Oxg Ol " | O%n f)tk)
( 0 Ox, -0 0w, i o a- - o)

Sg TR (T SR SO b R ) g

dx, 0Ot axy 0x, dt;

r:}g 1721-1_; : ,’159 7%, T e (?;B,,

ox, halti = Gx, kol dxn Il
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Ha pedig mar z maga is Osszetett fuggvény és pedig
Z=0(Uy 5 Wosivay Mgk

akkor az 10j valtozok bevezetésével u,, u,, ..., u, szintén ossze-
tett fiiggvényei lesznek f;,1,, ..., f,-nek, tehat altalanosan :

aup Jur ox M, X, s 0dn
W s Vgl e S SR D T g S A

o — Pxy ok | oxy 0 T Ban 01
s mivel

B L OR L B L
Ol hug Ol oy Ol T e AL
Vgt LN Ol e i ;
azért - értékeinek behelyettesitése utan:

LY e 7| § AR ey |

0z 5 ( dp duy  Jp duy FEig] .2 Su,,) o,

ot \ g Az, T Fuy . Gz, " du, ox,) ot
(e gy g o080 @_") i

ouy dxy,  Juy dx, ou, dx,/ ot;

(f)g[ gy | A Juy d¢ duy\ dxn

\ Ju, day M, dxy Oty .h‘,,) ot;

1. PL. Ha fi, fo, ..., fa az X, 2y, ..., 2y valtozoknak fiigg-
vényei, akkor az
X =¢(ty, by, ..oy ty)

=1 . 58

szubstituczié alkalmazasaval fi, fs,..., fu a b, by, ..., tn val-
tozoknak Osszetett fiiggvényeivé lesznek, tehat a fiiggvény-
determinansok targyalasa alkalmaval megallapitott egyik téte-
liink értelmében :

D fysfoy o) _ DUy fos oo fa) B(xy, X, ..., Tn)
2

b &
IR PRI S L A SRS ST YT Y RN

(1)

Ha pedig az fi, f,,..., fu-l, mint x;,x,, ..., ¥, Osszetett
fiaggvényeit az
/’, = /,-“’l 3 gy v e s i)y

=L 2o

egyenletek definialjak, akkor az 1j valtozok bevezetésével s
annak megfontolasaval, hogy a jelen esethen
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AUy, Uy, ..oy Bn) G Uy, Wyy o ooy Uy) O(Xy, Ty, ... ;)
O v o ) i 0 s ) 0 (e s s )

’

a 48. §. (1) képlete értelmében :

Oy faye - if) -
8(11,1‘2,...,111)‘4
0o oa ) Bug, g, W) T LY Xy,

« 5 n)
) LT oyt TR ol e b I SIS T b
2. Pl. Legven
y= /'(.l‘ )y
ha mar most
== AT):
akkor
dy.odyde
dt<==de di
e Ll ( ({.1')‘—’ dy d>x

di2 — de? \ dt de de’
Altalanos transzformaczionknak egy igen Kkiillonos esete az,
midén
=g,

hol ¢(y) a inverz fuggvénye, formuldinkban tehat f helyett
mindeniitt y-t irva nyerjuk, hogy

a0

AR e

Y Py de dy dx

% T da?dy " ode dy?’
mely egyenletekhdl

[ 1 i
dy i TR

dx

d%y (3)
dx .- da2 iy f''(x)
W W

dx

Ha tehat az
1 =-fi{x)

egyenlettel definialt fiiggvényt tekintjuk faggetlen valtozénak, |
z-t pedig y fiiggvényének, akkor x-nek y-szerinti eisé és masod- |
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rendii differenczialhanyadosainak meghatarozasara a (3) for-
mulék szolgalnak. Azonban az impliczit figgvény differenczial-
hanyadosainak képzési térvénye szintén ugyanezen formulikhoz
vezet. Ugyanis az

Fx,p)=fx)—y=0
egyenlet definialja x-t, mint y impliczit figgvényét, akkor az
altalanos differenczialasi szabalyok értelmében :

oF dF dx

ay fx dl/ =%
B g OF d  OF ,,‘,IL)Q bl A
ay? dxoy- dy = dx2 (([_l[ dv dy*

mely egyenletek, tekintettel F(x,y) kiilonos alakjara, rendre
a kovetkez6 alakokat veszik fel:

: dx
—1+f'(@)- - oy - 0,

s R ediN B ok Mo et
2 @) (711) + f' () S 0,

R L SIS A
mely cgyenleteknek d és - o Sret ‘int vett megoldasai ismét

a (3) alatt levd lormulékat szolgaltatjak. Azt az eljarast, midon
a figgetlen valtozét tekintjik fiiggvénynek s figgvényt magat
pedig fiiggetlen valtozonak, a fiiggé és fiiggetlen vdllozo fel-
cserélésének revezik. Amde ez az eljaras toaéletesen azonos a
fiiggvény megforditasival, tehat ennek a targyalasanal meg-
allapitott kérillményeket mindig figyelembe kell venni.

igy ha

y=e%,
akkor
s =2 i
&y ey
TS o% 1
T[g)'—‘ T P8 },.) ’

mely egyenletekben a logaritmus fiiggvény differenczialhanya-
dosaira ismeriink.

-
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65. A Jakobi és a Hesse-féle determinansok
linearis transzformaczioja.
Legyen adva a kovetkezo n figgvény:
B (e oy Xoinds
23 = oy Xpy ¢ <o 5 Tn)ys ooy T = fal(Xys gy s - 4 Tn),

Ha x;, x,, ..., x, valtozok helyett a kovetkezé egyenletek
révén vezetiink be uj valtozokat :
Xy = aq ti+aplot - +amtn l
Ty = Aoy U+ Ao by+ -+ +aznty )

Tp = Ant [1 i an‘_”g + -+ anatn

hol t, &y, ..., t, egyitthat6i konstans szamok, akkor azt mond-
Juk, hogy a véltozokat linedrisan transzformdljuk és a

ay Qg ...Q10 |
Ay Qoo . .. A2

ap1 An2...0A4nn

determinanst a linedris szubstituczio determindnsdnak nevezziik.
Minthogy

O e ) fr(:_l, Zgy v s Zn) 0 (g, Xy, ..., %n)
S0 o) M K ¢ S I

|
|
|
:
|
és i
.
l
|

AR fg,f: Sl AR RS i
T ot L (2)
tehat

r) (Ey, Xy, oo y®n)
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P

fiiggvényre alkalmazzuk az (1) szubstitucziot, akkor

daw. o el s

ati — Ox; ol 9z, A

i) TR R

" Bx, oL

Ha mar most fnek x;,.x,,...,x, szerinl képzett differen-
czidlhanyadosait rendre fi,fs, ..., fuel, a 4, &5, ..., 1, szerint
képzetteket pedig rendre ¢y, ¢,, .. ., ¢n-€el jeloljuk, akkor tekin-
tettel az (a) alatt levé egyenletre : :

©1 =y [y + Ay fo +---+ antfa,
Pa = Qyafi + Ao fy + -+ + Anafn,

On= U)uf] T (1211/:_) 5 PRk annfn-

Minthogy ¢y, ¢, ..., ¢n fiiggvényei fi,fs,.... [i-nek, ezek
pedig xy, Xy, ..., xp-nek, azért az el6bbi fejezet (2) képlete
alapjan

D(P1y Qv v+ s ¥n) _

@i day i 5 tn)
, ,"7”7'1} Pos s Pn) . 7(’?(/7'1, f,‘-’,’, vy fi).. - O &g @ s v s n)

7

OG5 155 5v s On) - OlRic®g 15550 [?(Y,, 1‘2,". L3 )

s minthogy

b
0P, ax,
Y :f’ =W
r?]l. ‘”k ik
azért 3
D(P1y Poy - oesn) (@, Xy, ooy Tn) A
d(ty, ta, ..., tn) Oty tayeo oy tn) ;
kovetkezoleg:
O(Py, @9y v oo On) __ 42 3 (fisfos -« s fn) (2)
oLl b 0i i) OABE; 553 FR)

Tehdt a linedrisan transzformalt fiiggvények Jakobi-féle deter-
mindnsa egyenlé az adoll fiiggvények Jakobi-féle determindnsd-
nak és a transzformdczié determinansdnak szorzatdval. Valamely
linedrisan transzformdlt fiiggvény Hesse-féle determindnsa egyenld
az adoit fiiggvény Hesse-féle determindnsdnak s a transzfor-
mdczié determindnsdanak négyzetének szorzatdaval.
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66. Az Osszes valtozok transzformaczioja.

Ha a
2 =i U e widn) €))

egyenletben a valtozok- helyett rendre u,t,f,,. .., t, valtozo-
kat -vezetin.k be a kovetkezd szubstituczié segitségével :

Z= latesids, i 2 th);
arp== (i bty 0 s B b vy Tn)yeit2)

akkor
= (ﬁ([l, t2, T S tn)

relacziohoz jutunk, Kkovetkezdleg z, x;, ¥y, ..., Tn Osszelelt
faggvényei t;, 1y, . . . ty-nek. Tehat

Az (7¢r Ju , )

-ﬁfr,:f——iyrll oty: = -0t

dx, 0, du B, ©)
PRS- R AN R
At an= a0t
=21, Qv n
k=1,2,...,n
Amde az (1) alapjan:
Dz dz 0x, 0z dx, 02 dicy
e e i R e T3
at, ox; oty dx, Oty dxp, 04
dpic Oz 0%y - Oz 0ky s 08 0%
Dl 0%, Oy Oy Oty 2. 0%y Oty ° (4)
Oz .0z dwy 0% vy oo Oz 0%a
Ay 0%, Dy, - P Oln < 00 OhF
Honnan i
0z A G L S R e A o e Y 5
HTTi— T S = T 2T S O T (9)
ox; Ittty s o5 tn) @ittty < hichln)

Ha mar most fuggvénydeterminansainkban el6fordulé diffe-
renczialhanyadosok értékeit a (3) alatt levé egyenletrendszer-
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. i S dz R e Y
hol behelyettesitjitk, nyerjitk a3 T e v At értékeit ki-
3 Ju: Au gl s e ,
fejezve =5 —— , . " . 31 -el. Hasonlo szellemben kell a ma-
()1 ’/tg f)tn
sodrendii differenczialhanyadosokat is meghatarozni.
1. PL. Legyen

y=f(x)
y és a helyett hozzuk be rendre a p és ¢ valtozokat a kovet-
kezé szubstituczi6formulak segitségével :

x=pCOS@, y=psing,

az 0j fiuggvénytinket tehat

‘l) = I:((lfl
alaku egvenlet fogja jellemezni, melynek alapjan x és y ¢-nek
Osszelett fuggvényei, tehat

Gl dp i
X=———=——C0S¢— oSN,
dy do ST :
; dy do . ;
) = —=—=——SIne + N COS ¢,
Y do do ¢ / ¢
1iovabba
e dy dy dx
: do dx =l
tehat
dy y'
dx i &

A masodrendli differenczidlhanvados meghatarozasa ked-
véért képeznunk kell a kovetkezo egyenleteket:

% d2x d20 e
Al e 5 COS @-—2 -——sIn @ — 0 COS @,
d¢* de? : dy ‘ : !
d?y d?o dp i
y" = Jost LSy - 2 — COS ¢ — 0 SIn .
Y do? de? . do ¢ S .
Ezenkiviil
" d?y f dy d%x
8 co= = g 5
; (Ir/f 2 / & d(,’/"2
Honnan
d?y eyt —ay’
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Igy ha volna

d?y .
dx?
akkor
tehat
(x4 51'2)’3’
Py =y

A szubstituczidok végrehajtasa utan:

dn \2
T!Z_L_l]rz— % ‘,, | Z
do |
dp \2 d2n
1!1 ”—l I.l” — 9 /7”) L 74. ‘L_ 12
I .I \ (1“[/ i (,Sp_)_ I[ ]

kovetkezoleg :

2. Pl. Legyen
z==Fia. 1)

a z, x, y valtozok helyett rendre vezessiik be a p, ¢, 0 valtozé
kat a kdvetkezé szubstituczioformulik segitségével

=pcosgsinl, y=psinesinf, z=pcosd,

melyek alapjan talaljuk, hogy

p = F(‘L‘, H»,
tehat x, y, z Osszetett fiiggvényei ¢ és f-nak, tehat

ox 7 ! ¥ : ‘
2= =2 cos ¢sin @ — psin ¢ sin 6, :
o¢ o ’ ! ‘ E
ox An . ‘
20 = '-F)'C()ﬁa‘bln@ - p COS ¢ sin 6, |
0 ap ‘
J. — 9 in ¢sinf + o cos ¢ sin 0,
do A

7

g - 07/)7 e
20 = 36 sin ¢ sin ¢ 4 psin ¢ cos 0,

RO—
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0z an

22 = 2P ¢os 0,

0w r)/a

47: t'/// %

et sns - tasin l.

al atl ‘

Tovabba

oz dz -Ox. - dz oy

do dx dg ay do’

0z 0z:0x dz Oy

wd e s R Ol

a0 dx 70 ay af’
hannan ,

0z d(z,y) d(x,y)
Px ~ap, 0)  aip,b)
og - >a(xr 2 a(@y)
ay 0 (¢, 0) @ (@, 0)

A szubstituczidk végrehajtasaval:

a(x, y) (7 7 e X
Hd P = sin?0 — p2sin 4 cos 0
a2 (¢, 0) ad :
a(z,uy) op ; > 3 Bo.=.
M — g —L- cosesin fcos f + p2cos ¢ sin2f + o - sin
(g, 0) B pispsmil 4.0 ap Y
a(x. 2 a0 5 . oaPech 2 an
S ‘8 sin @ cos 0 + o2sin ¢ sin20 — » - cos ©.
7o 0) P o Singsindco 0 + p?sin ¢ sin 0 7o cos @
€s

a@, g7 oz P [, 57)71'—’:

(¢, ) {r’/‘(t’[,('f)J L7 (@, 0) l

S IPCL. L0 SRR i 2 (e )2

72z 02z s oy ARSI
Fat Jady > oy Gill
(72/) %0 720
BT Tgol > o

erenczialhanyadosok meghatarozasa
segitségével még egy differenczialassal tel-

jesen hasonld szellemben torténik.
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VI. A RACZIONALIS EGESZ FUGGVENYEK
SORBAFEJTESE.

67. Az egyvaltozds raczionalis egész fliggvények
sorbafejtése.

Raczionalis egész figgvényiinket jellemezze a kovetkezd
o) D0 o
analitikal alak: .

ftr) = qgert-tan—14...+a,_1x+an. (1)
Ha x helyett {+h-t irunk, akkor

f(t+h)=a,(t+hn+a, (t+hn-14... 4a,—1 (t+h)-a,
egyenlethez jutunk, melyet a hatvanyozasi muiiveletek végre-
hajtasa utan h hatvanyai szerint rendezve kovetkezé alakba
irhatunk :

[A+h)y=@a () +¢y (D) h+-@y (H) 24 +-@n—1 (1) hn—14-¢), (1) hn,

melybél
l=a, h=x—a

szubstituczié utan a koévetkezd egyenletet nyerjiik :

f (@) = ¢y (a)+¢ (a) (x—a) +¢n (@) (x—a)2+ - +
L ¢n-1(a) (x---ayn—1 1, (a) (x—a)n.

Honnan az 50. §. fejtegetései alapjan:

o

. sl
/‘/’(.zw::?i(_ ¢ (a) +
‘
[\ i

i14+1) p n |
i3 ‘ i )@’ pla) (@—a)+ s+ (.)gﬂ,,\m(.t' g i)
g L i

Is50,: 3% 5oy

Ha mar most ebben az egvenletben a helyett «-t irank,
akkor

D (a)=1) v
[@(a)=1!y,(a

egyenlethez jutunk, melybd! :

/“"‘ (a)
“'Ci ’O} =

i
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megfontolva méar most azt, hogy

/.‘“’((1\:/.((1,', 0l=1 %

kovetkezéleg
o
3 y {(a)
f(x)= f(a)+ —/—1—, ~(x—a) 4
o . g
"(a) i (n—-1)(q, ) (a) %
/‘ — (e—a)*+ .- int = (Fagync 1ol ! et O el 7 A LSRR A
21 (1)1 n!

f(x)-nek erre az alakjara azt mondjuk, hogy ez f(x) sorbafej-
tett alakja az x = a helyen.

Ha (2) egyenletiinkben x helyett x-+h-t és a helyett x-t
irunk, akkor a kovetkezé egyenletet nyerjiik :

fx+h)=f(x) +
o (¢ " (a ; fn—1) (x () (x e
/"\ )'11 -+ f ’ h24 oo S hn-14 f'i,(, >h“. 3)

14 Xk (n—1)!
Ha pedig a (2) egyenletben a helyett zérust irunk, akkor

f(x)=f(0) +
/." '()} 1‘ 1 /,'} ‘(i’ J‘Z,%r oo 4= /“”711" (()’ l')[’ l«‘ /:(7“1(00) ‘l'

n
 EeAaiRiie | g ST n! )

egyenlethez jutunk, mely nem mas, mint f(x) sora az x=0
helyen.
Pl. Legyen ;
fEpy=an
tehat
W () =1 ) n—i
[@(x)=1! )1
\
&1 06 P NI

kovetkezdleg a (3) egyenlet alapjan :

(x+hr=xr +
3 E n n—1f 4 ‘n\) STt N I n ) iyt n e
‘ (1 ) an—1h 4 ( 2, x h24 © \n—1, xhn—14 Fi hn-1.

mely az ismeretes binomialis tételt mondja ki.

Sutak : A differenczial- és integralszamitas elmélete.
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68. Két valtozos raczionalis egész fiiggvények
sorbafejtése.

A két viltozés n-edfokn raczionalis egész fiiggvények altala-
nos alakja a kovetkezd:

f @y, ) = ay,
T Qo+ a5y
"2 2 2
T ATy + Ay Ty Ty + Ay

+ A3p3+ Ay X3y + a5 23+ agyr3

n n—1_, S | L &Y "
== an(l~l'11+an—l. 1Ty Xyt - +A1p—1T T3 -+QopTa,

mit réviden igy jeloliink :

fwy; a)y =3 a,-k.t‘;' ak (1)

i+k<n

hol a szummacziét ki kell terjeszteni mindazokra a tagokra,
melyekre nézve i+k kisebb n-nél, vagy egyenlé n-nel.

Ha méar most (1) egyenletiinkben x; helyett t, + h,-t, Ty
helyett pedig t,+hyt irunk s a nyert kifejezést h, és h, hat-
‘vanyai szerint rendezziik, akkor a kovetkezd egyenlethez
jutunk : :

f(ty+hy, bt-hy) = J e, (4,8 hih,
i+k<n
melybdl a
h=a, ty=ay,: hy=x,—a,, hy=xy—a,

szubstituczié az

[y, ) = J o, (ay, ay) (xy—ay) (xg—ay)k
t+k<n

egyenlethez vezet, mely f(x,,x,)-nek a sora az Ty=0y, Ty=dy
helyen. Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalat differenczial-
juk x; szerint i-szer, x, szerint pedig k-szor s azutan &y helyett
a;-t, x, helyett pedig a,-t irunk, akkor mindazok a tagok,
melyekben a differenczidlas utan x, —a,, vagy x,— a,, vagy
mindaketté még eléfordul, eltimnek s csak az a tag marad

ST —
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meg, mely a differenczidlas utan konstanssa lesz, ilyen tag
csak egy van és ez a

P (@1, g) (X1—ay) (Ty—an)k
tag, melynek az emlitett differenczidlhdnyadosa
i k! g, (a, ay).
Ha mar most a rovidség kedvéért
Lt 15500 K

s ¥ = fik (((l‘ ’ a‘_l)’
f’).‘(‘; f)(lfz -lx1:u, y Ta=dy

akkor
l fic (@, a) =il k! g, (a;, ay),
10nnan
Pi (A1, Q) = L l((ul';’c 'az)
kovetkezdleg : : :
T, 43 = 2 f"i(,l‘l :?2) (y—ay) (xy—ay)k. (2
4k <n

Ha ebben az egyenletben x, és x, helyett rendre x,+h;-
Zy+ ho-t, a; és a, helyett pedig rendre x-, és xy-t irunk, akkor
nyerjik, hogy

f@y+hy, @by = f"(f'k’,' 2) higk, @)

Ha pedig a, és a, helyett zérust irunk, akkor a

. % (0, 0) h
f(xy, ) Z ﬁl‘rk—.— Xy “)
i+k<n
egyenletet nyerjiik. >
Pl. Legyen
flEsirhy= (g +ayn,
tehat
fi (2, @) = r! (:) (@ +a)nr,
hol
i+k=r,

ennélfogva
: fic©,00=0, ha r=i+k<n
és

: n' ;
fix (0, 0) =n! ("} =l Sha-r=tik=n;
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kivetkezoleg a (4) képlet alapjan:
1

< SN N’ / § 4R e
(;+y) > P Tt

s

i+k=n

mely a binomialis tételnek egy mas alakja.

69. Az n-viltozos raczionalis egész filggvénvek
sorbhafejtése.

Ha f(x,, Xy, .., p) a valtozoknak r-edfokna raczionalis egesz
liggvénye, akkor az el6bbi fejezetben alkalmazolt jelolés alta-
lanositasdval faggvényiinket a kovetkezé analitikai  alakkal

jellemezhetjiik

in
nos

1y Lo, . w0y Tp) = Fido i ¥y . T

I+ iot o +in<Tr
hal a szummaéceziot ki kell mindazon tagokra terjeszteni, me-
lyekre nézve i,+i,+---+i, kisebb, vagy egyenié r-rel.
Az elGbbi fejezet elementiris eljarasa helyett a sorbafejtést a
kovetkez6 moédon végezziik. Irjunk mindenek elétt 57 s S 1
helyett rendre x,+thy-, ay+thy-, ... x,+the-et, ezaltal

f (g +thy, Zo+thy, . . ., xp+thy)

l-nek fiiggvényévé lesz, nevezziik ezt a faggvényt roviden o (#)-
nek, tehat

¢ (O) = [ (@, +thy, e+ thy, ..., xatthy) =f(uy, u,, ..., )

egyenlet alapjan ¢ (f) t-nek oOsszetett figgvénye s igy az Ossze-
tett fuggvények differenczialasi szabalya értelmében:

wpy— Of duy . Of duy, | el any,

A an, . aF " Buy dt " B8, dl
Minthogy
‘[“i ;
Sl

£ 0 Il SeRee W |

hol h; konstans, azért az 57. §. fejtegetései értelmében:
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’ g L 2F i
¢ (1) = - —- 1,4+ - { 1
Wi, ou = Ot =t |/
[ D 5 b - 3
o' () =+t~ N P hy, |
Mol fes o, £ Ay Y /
[ J 0 05} E

o™ (1) - 1 = figak hodes s
K,‘m! I R du,

\ magasabbrendi. differenczidlhanyadosok eltlinnek,
hogy ¢ ({) r-edfokd, s minthogy

(1) —X
IR

azért altalinosan

. 0 o 0
o (0) = hy+ hy—+

\ d‘l‘l ! JIJ 4 J.I'“ I
Amde a 62. §. fejtegetései ¢rtelmében :
o'(0) , @) ,, o™ (0)
g o e BN e et T
honnan
o) ") @ ()
o) = ¢ ) 1= F i ey, 5

mivel
¢ (1) =f(xy+hy, To+hs, ... Ey+hp),

azért kalonos fekintettel az (1) egyenletre

f@@+hy, xothy, . . 2pt+hn) = flrg, @, .o . 28) +

7 b, 7 '
o ( —— hy+ hy +- 4+ —— h,,)f

0%y " axsl 0xn

1 a P 0 ; 0 / )2 A
el M+ 5 Ry 4o+ 5=
vl ( B s T4 g /

1. {78 J 0 )" :

e S SR Gl

r! (,fm'l hy gt 7 Xy = f

Legyen A
e [ 1 o | Py | et
15541y A=Y !

és a rovidség kedvéért

132

mint-

(2)
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00 A 7]
(*5.1‘.1 yi+ “ox, e Pz yn) f=4f,

.

i ) L TS
(a.x.-, Bk Mt ed gl — 4,
akkor
Af . L2f arf ?
[@1+Yy, Tat Yoy oo o Tntyn) =f+ 1 {‘ 2 ':c_),f it r’.f (2
df-t az y,, ys, . . ., Yn elsd poldrisinak, azt a miiveletet pedig,
melylyel kiszamitjuk poldrozds miiveletének nevezziik. Hasonlé-
képen nevezzilk 4if-t y,, y,, ..., yn i-edik polarisanak.
A polarisok meghatarozasa szitkségessé teszi a binomialis
tétel altalanositasat. Lattuk ugyanis, hogy

: ; [ e ek A
(.1,—{—.12)':2 EEA T,'xst.

i\ +ig=n

Ha tételimnk n—1 tagra helyes, azaz

. r! e in—
4+xryt...+2 r~“ e afaaly In—1
()45 FXp-1)r = B A e ey ByLL. . Y,
i +ig+ e tig—y=r
akkor n tagra is helyes, legyen ugyanis
-1'1+-T2+‘:‘+-Tn—l:u,
akkor : :
: r! N
(@+xp)r = 2 TTET Wy,
’ tlip!
i+ip=r
de
ui: _____l ‘_ o I.iixi’) rin*l
REARAT ISR e Rl G )
5 Iytiy+ oo +igy=i
ennélfogva
! j \ r! i ; i
tapini. L SRS R e W1 o in
ilip! ”"‘"—2i‘!i,!...z‘,.!"'”l“"2 o Fme thwe
p & tigtid o tin—y=i
kovetkezéleg :
= \ l‘! A in ‘
(11+.Ln)’=(xl+;v2+--‘+.L‘,.)’= r—'i-'——l—] Xy Xyt Xy (d)
1t

iy +i++ip=r
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s ezzel tételinket, melyet polinomidlis tételnek neveziink, iga-
zoltuk. Ennélfogva

? 7 L
( j1+ Ys +-- /)r,, yn) ==
r! iy +is+ - +ln

n
= A — ; Jl’yo JRA
iy Vig!...in! Axioxk. . 9z "1

iy + i+ +ip=r

| Ol +ia+ 41 2
e LA IR i BT TR
il iy ) Oagoxgic oy e v

+is+ - +in=r
Ezen formula alkalmazasaval (2') egyenletiink 1j alakja:

@14y, o4-Ys, -+ o, TntYn) =

Ol +iz+- +z,./‘
G G e et in 5
Zi,!ig.... i Oaba...gacn V1YE - U ®)

iy +ig+ 4 in<r.

Mely egyenlet az elébbi fejezet (3) egyenletének az altalano-
sitottja. Az el6bbi fejezet jeloléseinek az alkalmazasaval az (5)
alapjan felirhatjuk a koévetkezé egyenleteket :

f@@s+yy, 4o, . .., Ta+Un) =

f(ll, X, .« +y Tn)
= 2 """,’,)f T Yivg.-- i (6)
f(o 0.4 52 0)
P2 o ) Z - lf”, ; ',"‘ g 2 il o) S i (7
BT

1@y an =

)‘(a,, a,, 5 ag )
= E "‘-’ '1 ——— (Ty—ay)i (ty—ay)ie. . . (Tp—ap)ir. (8)
2 -

Siotmt
iy +iat oo 4 in<Tr.

Ha formuldinkat az elébbi fejezet fejlegetései alkalmaval
hasznalt modszerrel ailapitottuk volna meg, akkor a (7) for-
mula kévetkezményeként nyertitk volna a polinomidlis tételt.
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70. Alkalmazis a quadratikus alakokra.

Az 58. fejezethen definialt

n 1
Fley, o, s ) =% 3} 0 ek
k=1 i=1
;> Aik=Afi

quadratikus alakot jeloljitk roviden fxy-el; legyen tovabba

1 7’7/:&1:1 1 7(7/:1':‘.’71 A 1 "7/‘:1'.1‘

)
s = - - o .- iyl I s , ’
2 ("1.1 .11 2 (/.l‘-) ./_’ _)‘ An Yn _,.1 s E ]
: A el (1y
1 2ty .//q,, 1 ,//W . {
= S e et ) e Dy i S L Do I
. 20 15 2 yn J
ezenkiviil altalanosan legyen
{ l? f a 7] \ i : J
- 1P = Uy -+ — U, AR Py
'\\ ox; Y ax, Yy 1 e ] z) [IJJ /.x‘ N

d ad 2 ] J I, oy
T Lo t¥icirt Tn | fyy = difyy ,

Iy, Yy Yn

& ! (2)
I
.

Az el6bbi fejezet (2) képlete értelméhen tehat
ufl e S L | | £ / | ] 24 ¢
[ (X481, Za+Yy, - - o Cat-Un) = for + Afex + 57 BPley (3)

7oy ‘ : ; e
[+, Yot+-2g, - ooy Yutn) = fyy + dfyy + o Ll @)

Ha a (3) egyenletben x;, &y, ..., x, viltozék mindegyike he-
lyett zérust irunk, akkor nyerjiik, hogy

¢ | e G
/_l/,u = To J"/.r.xw )

ha pedig a (4) egyenlethen az y,, y,, ... y» valtozék mind-
pedig a ( ) s o, i
egyvike helyett irunk zérust, akkor

: | PSS X
/.ur — 2" ..]")f!,y 6)

egyenlethez jutunk ; masrészrol

[@ 440, Tty oo Tntyn) = Y2y, Yoty o oy Y +-Tn),
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azért tekintettel a (3), (4), (5) és (6) egyenletekre

)

dfez= dfyy
amde

Afex=2fay, Afyy=2fy=,
,/..u; = /111 . (7)

azeért

Ha még megfontoljuk, hogy

o

4 It

J O o i N
Ay + — Al R £y /»,l/n) fa:x': /-'Jl/.m »

\ o, e pragl
akkor nyerjilk, hogy
[ @@+ Ay, To+-AYg, - . o Xt AYn) = fax + 2Afay + 2fyy.  (8)
Megjegyezzitk még, hogy az foy jelGlésnek megfelelben is
L= BT n vt s AL )y

Mielétt (8) képletiink fontos alkalmazasaval foglaikoznank,
eldbb definialjuk, hogy mit értiink forma definit és mit forma
indefinit alatt.

fza-t forma definit-nek nevezziik, ha az xy, x,, ..., xn vdlto-
zoknak csak a (0, 0, ..., 0 helyén lesz zérussd, lehal értelmezési
tartomdnydnak minden mds helyén zérustol kilonbozd

Ha pediq frx érlelmezési tartomdnydnak t6bb helyén veszi fel
a zérasértéket, akkor forma indefiniinek nevezziik.

Alkalmazzuk az fro-re a kovetkezd transzformacziot

Ty =04 Ly+ G Lo+ - + AT,

Ly ==0loy X1+ top L9+ -+ - + U2 X
P i : 9

(SRS

Xp=01%1 + Up2¥2+ + -+ +Upnh.
Legyen a transzformalt alak
n Il‘
2= 2 auxixi.

k=1 K=i
Ha a szubstitucziéo determinansa J==0, akkor (9) egyen-
letrendszeriink af, a5, ... xp szerint megoldhato, tehat nem-
csak ), x5, ..., x;, minden értékrendszeréhez tartozik egy, de
csakis egy x;, &y, ... &, értékrendszer, hanem megfordiiva is;
tehat fo. kulonboz6 zérushelyeinek megfeleinek fi. kitlonbozé
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zérushelyei, s viszont, ha tehat fx. definit volt, akkor fi, is
az s megforditva. Ennélfogva kimondhatjuk a kovetkezo tételt :

Ha fro-t zérustdl kiilonbozé determindnssal biré linedris szub-
stituczidval fyr' alakba transzformdljuk, akkor fzx és f[i egy-
szerre definit, vagy indefinit alakok.

Altalanosan, ha az fazx, fa'z, farer, ... alakok egymasho! zé-
rustdl kiillonb6zé determinanssal bird linearis transzformaeczio-
val leszdrmaztathatok, akkor azok egyszerre definit vagy inde-
finit alakok.

Nevezziik el ezutin fr, determindnsat D-nek, legyen tovabba

L ayq Qyo v A Ot ot
o Asy Qyy ... Q-1
Qn-11 An—-12 . . . Ap—1n-1 |
altalanosan
ayy (PR, T AR
a Ay o oo An=1
Do — | ™ 22 2n—i

i
| s
! An—i1 QAp—i2 . . . Ap—in—i |
I)"F”l’:au, n"’:l.
Jeloljuk végill D-nek az ap-hoz tartozé aldetermindnsat

Ai-val, tehat
Anu =D

Alkalmazzuk mar most An, =0 foltevés alapjan a kovetkezé
szubstitucziét :

A
' nl ’
& = -+ - Xn,
: Anll
An'). '
Xy =Ty +—— Xn,
nn
Aun—l ’

Xn-1=Tn-1+ ——— Th,
nn

X =0 + &h

Ha (8) egyenletiinkben x;, @,, ..., n—1, o helyett rendre
XYy Xy ooy Tn-1, Ot Yy, Y, ... Yn helyett pedig rendre
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An - A2 Ann—1
Anu 2 Ann E Ann
nyerjitk a transzformalt alakot frx-t. A mondott helyettesités

alapjan a jelen esetben:

, 1-t, s végill 1 helyett x,-t irunk, akkor

n—1i n-1
L= 160, Tas o s Dl U == 2] 3 aicxixk,
K=1i=1

n
/U“: :ig (ailyl 2 ai2g2_‘L "ESE ainyn) T

n—1
T 2 (aitAnt + ai2dn2 + -+ + dindnn) i,
Apn 37
de
ait An WLaiZAn2+ A ai:zf‘nn:“a I==n, (1())
tehat

fry = fy==10,
ﬁJU:ignl(ailyl-*_ai'_’y‘z'L'“%—ainyn)yi?
de a (10) alapjan
a,y,+apy,+---+a,y, =0, i=0
ellenben, ha i=n, akkor

ani Y1 +an2ys+---+aAanln=

& ,{I,’}_‘,A”‘ j;"_“z A',‘E S 5 a’,‘","‘",!', 2 D ek D-
28 Ann Ann D’ ;
tehat
D
fyy s D’

kovetkezdleg a transzformalt alak:

& : ' S Ay
[, 5, 0oy Thot, O+ 1 a2, (11)
Ez az alak fz.-el egyszerre definit, vagy indefinit, mert az
alkalmazott szubstituczié determinansa az egységgel egyenlo.
Az f(x}, &5, ..., Xn-1,0) alak determinansa I)' s ha D" nem
null, akkor hasonlé eljarassal talaljuk, hogy

. : . ; D' 2
ol 2. . X1, 0=l ¥, . nag; 0) A I T
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Lathaté tehat, hogy eljarasunk végeredménye az, hogy fra-t
olyan szubstitucziok segitségével., melyeknek a determinansa
az egység, a kovetkezo alakba transzformalhatjuk :

I)'” Y] ‘(v:)‘-‘ 1)[“ 2) (n—13° 5 f’), _,,‘_) I) Y
D L Wi Din—1) Ly e gl D' Ln—1 ;'.), n

foltéve természetesen, hogy

D == ()

(i=1,2 . n)

Ha o Ty R, xp helyett roviden y;, Yo, . . - Yn-t irunk,
akkor tl ms/fmm alt alakunk :

< Din—1) Dn=2). - ;e :
/5]1_1 - D) .';".2 e o -1 l/f ])/' .I/'T’} . (12

mely az f..-el egyszerre definit, vagv indefinit.
fx> nem lehetl definit, ha determinansa zérus, mert ekkor
fz= a (11)-ik egyeniet alapjan

L 5 o e R R

alakba transzformaihaté, melyet az
3'2:7‘[ .l‘-’_,’_'_‘”, e S e LR, L |

értékrendszer zérussa tesz, ennek megfelelden fr-t zérussa
teszi az
A‘lnl 3 f‘n'_’ b Ann—1

.1; = - A, ‘1'277 PP ¢ PATRE T — /, .l'l,:).

Ann A'lnn Ann

értékrendszer, tehdt fr. nem definit, de ha A,, is zérus volna,
akkor f(xy, &y, ..., a1, 0) nem lehetne definit s vele egyuttal
fxs sem, mert zérussd tenné az x, =0 és ‘az ay, x,, ... Tn_1-
nek (0, 0, ... 0) értékektél kialonbozé értékrendszere. Ugyan-
ezen alapon konoyl belatni, hogy D egyetlen egy barniily-
rendii atléi aldeterminansa sem lehet null.
Mert ha pl

1(1“ Aq9 + « « (11;1
ldgy A9y . . . A3y =4
87 17 R [ SR (l,;,"
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akkor az f(xy, x5, ..., 2,0, ..., 0) alak nem lehet definil, tehat
vele egyiitt f.. sem. Tehdt, hogy f.» definit lehessen, sziikséges
hogy a kiilonbdzé rendii atloi aldetermindnsok egyike se lehes-
sen-null.

Ha tehat f,. definit, akkor minden esetre a (12) alatt levd
alakba transzformalhatd, de fy, definit csak ugy lehet, ha a

D l_)’ Din—1)
D D TDw

sorozat minden tagja pozitiv, vagy minden lagja negativ, az elsé
esethen alakunkat pozitiv, a masodikban pedig negativ alaknak
nevezzik.

Minthogy D=1, azért pozitiv alakra nézve

R e e 0, s V| (13)

sorozat minden tagja pozitiv, azaz csupa jelkovetkezés van
benne, negativ alakra nézve pedig csupa jelvaltas.

Ha tehat a (13) sorozat minden tagja zérustol  kitlonbozé,
akkor lehet hogy fxr definit; mert a sziikséges feltételnek egy
része teljesiil, de ha a sorozatban ecsupa jelkovetkezés, vagy
jelvaltas van, akkor fy; s vele egyitt fu. is definit, tehat a
szitkséges feltételek tobbi részének is, t. i. hogy minden atléi
afdeterminansnak zérustol kalonbozének kell lenni, teljesiilni
kell. Ennélfogva: hogy fzx quadratikus alak definit lehessen,
arra néze a szikséges s elegendo feltétel, hogy a

Dy on DS s g

sorozai -minden tagja zérustol kiilonbozé legyen s benne vagy
csupa jelkovetkezés vagy csupa jelvaltas forduljon eld; az elso
esetben az alakot pozitivnak, a mdsodikban negalivnak ne-
vezziik.
Megjegyzendé még, hogy ha
D=0 B =0, DU~ D= DX =)

&8 az f(x;; Xy, e Tn=iy. 0. . 0) -alak definit; akkor az foa
algkot szemidefinitnek is nevezik.

Pl. Az
@417 + 20521y + A3
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alak definit, ha
Ay — @3y, Ay, 1

sorozat minden tagja zérustél kalonbozé és pedig alakunk po-
zitiv, ha
a41ayp — a2,>0, a;;>0,

de ekkor ay, is nagyobb zérus; ellenben negativ ha

4109 — a2,>0, a;;<0,

de ekkor ay, is negativ. Kovetkez6leg alakunk pozitiv, ha

U310 — 03, >0, a3;>0, axy>0;
negativ, ha
Ay109%9—a2,>0, ay;<0, ay,<0.

VII. KOMPLEXVALTOZOK FUGGVENYEL

71. Komplexvaltozdk.

Jeloljik ¥ —I1-t i-vel; a és j pedig jelentsenek valés szdmo-
kat, akkor az
a=a+i

T
i

szamot komplexszamnak nevezzitk. A sikban 15. 4. 2 kom-
plexszamnak megfelel az («, #) pont, melyet a koordinata-
rendszeriink kezdépontjaval 0sszekoté p hosszlisagi egyenest a
komplexszam abszolut értékének, vagy modulus-anak, p egye-
nesnek az x tengely pozitiv felével alkotott .szogét pedig a
komplexszam argumentumanak nevezzik.

Tehat
p=\|a+fi| =V da?+ 2
és mivel
a=p cos¢, [F=psing,
tehat
a+Pi=p (cos ¢+1sin @).

Legyen adva most két komplexszdm 1. m.

(11:(11-}-‘/7)11',

Ay=09+ 31 ;
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jeloljiikk az 6sszegiiket a-val, tehat
a=ay+ay+ @+ 6 L.

Az ay, a, és a komplexszamoknak (16. abra) feleljenek meg
rendre a P;, P,, P pontok, akkor kezdépontunkat O-val je-
lalvén icate SRR SR

OP =V (a1 +a)®+ (B +Fo?=| al,
OP=VATH=1a,l,
PP=V 3 iBi=asl,
Ha O, P, P, pontok haromszoget alkotnak, akkor
OP<OP,+ PP,
ha pedig egy egyenesen vannak, akkor

OP < OP, +P,P,
ennélfogva
lal<lay] +lasl
vagy
lag+as|l <lag | + layl,

azaz: az Osszeg abszolut értéke kisebb, legfeljebb egyenlé az
osszeadandok abszolut értékeinek oOsszegével.

Masrészrdl tudjiuk, hogy a haromszogben barmelyik uu!a'
nagyobb, mint a masik ketté kiilonbsége, azért fontebbi téte-
linknek megfelelGen :

la;4as|=lag | —la,l.
Ha pedig
A =p4 (COS @+ 1 Sin ©y),
Ay=p5 (€COS @y +1 Sin ©y),
akkor
= aay=p1 5[OS (¢ +¢y) + I 5in (91 +¢y)],
enné¢lfogva
layay | = oy 0,
azaz:

lagay | =lallayl.

Tehat a szorzat modulusa egyenlé a tényezé6k modulusai-
nak abszolut értékével. Tovabba

Gy _ Py COSei+ising
dy .py  COS O+ SIN @y
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Ha ezt az egyenletet

{ — Cos( ~9)+1 Sin (—@y)
€O0S @y — I sin @,

egyenlettel megszorozzuk, akkor

e P11 e
= = [€OS (01 —¢y) +Lsin (0;—y)]
as 7 g 2GR e

egyenlethez jutunk, mely kimondja, hogy

byl

| Ao Uy |

| 4

Legyen ezek utan a egy allando, z pedig egy valtozé kom-
plexszam ; vizsgaljuk meg, hol vannak azok a z pontok, melyekre
nézve

Ha

2

z=x+yi,

akkor
la—z| =V (a—x)24-(F—y)?

tehat |a—z| nem mas, mint A pontnak Z-t6] vald tavolsaga,
tehat az A pont koriil irt o sugara kor keriiletén belil fekvé

-0sszes Z pontokra nézve

Ha a z szam ugy valtozik, hogy |a—z| még =nal is kisehhé
vilik barmily kicsiny is ¢, akkor azt mondjuk, hogy z hatar-

értéke a, mit igy jeloliink:

lim z = a.
Minthogy
a—z=0a—x+(3—y) i,
.azert
la—z|<la—x |+ | f—y |
Ha tehat
la—x| < ; 1Ayl < :)
-akkor
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azaz: limz=a, ha limx=a és lim y=p. Minthogy igy a kom-

plexszam hatarértékét valés szamok hatdrértékére vezettitk
vissza, azért a 7. fejezetben kifejtett tételek alapjan:

lim (z;+z,) = lim zy+lim z,,
lim (z;2,) = lim z; lim z,,

™

% limz

lim = e
Zy lim z,

72. Szinektikus fuggvények.

Ha z valtozé tartomanyanalk minden helyéhez tartozik az a
tartomanyanak egy vagy tébb helye, akkor u-t z fiiggvényének
mondjuk, tehat a mar hasznalt jellés szerint

n=f(2),
u értelmezési tartomanyat z azon értékei képezik, melyekhez
hatarozott u értékek tartoznak, és ezek alkotjak u értéktarto-
ményat; ha az értelmezési tartomany egy helyének az érték-
tartomanynak csak egy helye felel meg, akkor a fiiggvényt
egyértékiinek, monodom-nak nevezziik.

Ha pedig az értelmezési tartoméany valamely helyén a

lim [ ‘FJ_:]).W/(':'

42=0 “
hatarérték véges és hatarozott, akkor Cavcnuy-val a faggvényt
ezen a helyen monogen-nak nevezzik.

Ha f(z) valamely tartomanyban egyidejtileg folytonos, véges.
monodrom €és monogen, akkor Cavcuy-val szinektikus-nak ne-
vezziik. Ujabban Brior és BouQueT utan a szinekiikus faggve-
nyeket holomorph fuggvényeknek, RIEMANN utdn egyszerten
fiiygvények-nek, MERAY utan olotrop fuggvényeknek, WEIERSTRASS
utan pedig analitikai fiiggvények-nek is nevezik. Mi Cauvchy
elnevezését tartjuk meg, miutan semmi okunk sincs termino-
logiajanak elvetésére.

A tébbérteki fiiggvények egyes agai a nekik megfelel6 tarto-
manyban, mint szinektikus fiiggvények targyalhatok. Azért midén
szinektikus fiiggvényekrol beszéliink, akkor nem mindig azt
érijilk, mintha a fiiggvény egész értelmezési tartomanyaban

Sutak : A differenczial- és integralszamitas elmélete.

10
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szineklikus volna, hanem azl, hogy az értelmezési tartomanya-
nak valamely részében szinektikus fiiggvény médjara visel-
kedik s vizsgalodasunkat a tartomanynak csak erre a részére
terjesztjik ki.
Ertelmezésiink szerint tehat u==f(z) valamely tartomanyban
monogén [iiggvény, ha a lartomany minden helyén
du

& o8 /" (2)

differenezialhanyados 1étezik. Ha fiiggvényiink analitikai alak-
jaban z helyelt x+iy-1 irunk, akkor f(z), mint x és y-nak
Osszetell fliggvénye, a valos és képzetes részek elvilasztasa utdn’

ilv alakban jelenik meg:

fr+iy) = o (x, y) + id (x, y).

Minthogy
e AR AL
- dz ey, iode !
- O S
g e dE Al g
azért
df _ dp | .0¢
R R TR
. df 8 .8y

{ e

a5 e

ebb6l a két egvenletbdl pedig kovetkezik, hogy

Gp 1 9di ol de¢

hh Sl b it AREEY ¢ (D
ax ay ' dx ay

Ennélfogoa, ha ¢ (x, y) + i wx, y) az x-+iy-nak monogen fiigg-
vénye, akkor az (1) alatt levé relacziok teljesiilnek.

Az (I) egyenletekbo6l differenczialassal még a kovetkezdket
szarmaztathatjuk le

a2 920
A T P MR v Pl a
oxdy oy? ! (%) '
A2 3% %)

dy? o 51/6—.1 > gx?

C—)z(‘f' 625’1 0% 629’7

Gxdy ~ Gyox ’ dxdy  ogox

’
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akkor az (a) és () egyenletek alapjan:

177
3 ”
a2 i
oA, S 0
0x- oy-
Ha lehat ¢(x, y) + i¢ (v, y) monogen figguénye a z=x+iy-

nak, tovabbd ¢ és ¢ mdasodrendii difJerenczidlhanyadosai is létez-
nek és folytonosak, akkor- a (Il) alalt levé egyenletek is- telje-
stilnek.

73. Monogen figgvények Osszege, szorzata és
hanyadosa.

Ha v, és v, z-nek monogen fiiggvényei, akkor értelmezési
tartomanyuk kézds részében vy +v,, v, szintén monogen fiigg-
vényei z-nek; ellenben :i') hinyados a kozos értelmezési tar-
tomanynak minden helyén monogen, kivéve azokat, melyek
viv;1-nek egynél alacsonyabbendii zérushelyei.

Ha ezek a koriilmények teljesiilnek, akkor a 31., 32. és 33-ik
fejezetek fejtegetései alapjan kimondhatjuk, hogy

ﬂ,”’z +0,)

’Z["Z———‘ :Ui’+ ”év (})
d (0405) : ; :
gy Uil tog;. (2)
D
d 1)1 o .
)o—0D4 Vs
= Al’zmﬂiiz. (3)
dz v2
Altalaban, ha vy, v,, .. ., vy értelmezési tartomanyuk kozos
részében monogen figgvények, akkor vv.vy ... v, szorzat is
az, tehat
d (vyy . . . U) v Vs v;
b AESTL SR DGR .y Lk . SRR 1) @)
dz vy Uy Un
Ha
UI: l}z =evem= Pp = [)’

10%
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akkor a (4) alapjan:

i
azért
dzn :
==apzB sl (6)
dz
Ha «;, a4, ..., a, konstans szamok, akkor, ha n pozitiv

egész szam
f (@) =cyz-+agzn<i4-i-. L ap-12+ay

szintén monogen fuggvénye z-nek, tehat

f' (z) = nagzn-14-(n—1) a;z"~2+4 ... +-ap-1,

honnan lathato, hogy [’ (z) szintén monogen, éppen igy mono-
genek a magasabbrendi differenczialhanyadosok is, ' kovet-
kezdleg :

: JJn Speheena=1 T (r
fo(zy=r! 3 AATER R AR e F bl

Ennélfogva a 62. fejezet fejtegetései szerint:

‘ £ f(-) / (2) ; /(m‘—- .
(b =feyr L h ok Dathey o LS e,

&

74. Az algebra alaptétele.

Az el6bbi fejezetben lattuk, hogy az
(@) = apz+azn—14-.. +an_1z+an

raczionalis egész fiiggvény z-nek monogen fiiggvénye, de mint
konnyen belathaté egyuttal szinektikus fiiggvény is.
A 65. fejezet fejtegetései értelmében :
[ f(D) 1 =1apz? | —|agzn-14+.. +an-1z+an|
és
|azr—14 ... 4 ap-1z+an| = | agzt-1| + o4 |apz| + | an |,

azért még inkabb helyes a kovetkezd egyenlétlenség:
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:f(:”z\il(‘o:"|”‘|“1:”_1l“"""‘!ﬂn—lil—l(l,,l,'
azaz :
: / lay | la, | an i
| (:)?;‘:I:!“(Iﬂ | — < ——»»-,—-—..._7-»_).
f Es " lz1 |z |2 |z |n
Ha
PSS
akkor
. lagl + lagl 4+ + | an|
l/(:nf>|:l(lal,i— Hrlt b))
honnan
@l >laliz]l—(lag|+ lag| +---+ |an]).

Ez az egyenlétlenség, minden oly z-re helyes, melyre nézve :
zl=:1.
Ha tehat ¢ oly pozitiv szam, melyre nézve:

lay |+ |a vt lan| + &
fay | | 9[:\" n\_ A
| ayl

akkor, mihelyt 12>

)
13 y
uu>4 )

De azok a z helyek, melyekre nézve
lz|2r,

a koordindtarendszeriink kezdSpontja koral r sugdrral irt
kor keriiletén, vagy kiviil vannak, Az (I) egyenlet értelméber
tehdt az r sugarid kéron és kiviil nincs oly hely, mely az f(z)
fiiggvénynek zérus helye lenne, lehdt f(z) zérus helyeit az
r sugard kiérben kell keresni.

Ha mér most a az r sugari kér belsejének oly pontja,
mely f(z)-nek nem zérus helye s -t a fontebbi feltételnek
megfelelden mér eleve tgy vélasztjuk, hogy az |f(a)| <e
egyenl6tlenség is teljesuljon, akkor kénnyii igazolni, hogy
az r sugari kor belsejében van oly a<h hely melyre

nézve:
fla+h)|<|f(a)]
Léttuk ugyanis, hogy

/(a+h)—f(a)+ f(a) 12+ +/( (a) hn

n!
ha

akkor

f@)=/"(@)=...=[i-(a)=0,
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fla+n) fO(a) hi f0(a) hn
IR A - = 1 "; T - A, '—.'7'_ il B TN P 77‘ .
f(a) flar i fltar n'
melyet révidebben igy irunk:
/.(li +hy ; :
ke I —1 + 1 LA
o 14+ i+, hitli...+gyhn,

Vélaszszuk h-t Gigy, hogy ha t alatt pozitiv szamot értink,

legyen
ahi = ——ti

hie=1 ll/_—?

Ezen szubstituczié végrehajtasa utan, megfontolva azi, hogy

honnan

;P 4 aphtt = tip (1),
hol ¢ (1) oly fuggvénye t-nek, melyre nézve:

limig) =0,
1=0

nyerjitkk a kovetkezé egyenletet :
fla+h)
fla)
| fla+h) |
[ f{a)
Ha tt az egységnél kisebbnek, de oly mdédon valasztjuk,
hogy legyen

= 1—ti+tip (1)

=1t} + Hle(tyl.

fo )] <1,
akkor
11—t |+t () <1,
ennélfogva

azaz:
[flat+h)l < if(a)].

Ha mar most a + h helyett roviden a,-t irunk, akkor ki-
mondhatjuk a kovetkezé téteit: Ha a az r sugaru kor oly
helye, mely f(z)-nek nem nullpontja, akkor mindig van ugyan-
abban a tartomdngban oly a, hely, melyre nézve:

[f@|=>I1f(ap].
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Hogy a, hely az r sugari koron belil van, az kilinik
abbél, hogy a kor kerilletén és kiviil bdrmely z helyre
nézve:

(@) >e>][(a)].

Ha z=wx+1iy, akkor |f(z)| a,y-nak valés és folylonos
filggvénye lévén, ajz|<r zirl tarlomanybam kell legalibb
egy oly z helynek lennie, mely helyen |/(z)| felveszi a |z
<r tartamdnyra vonatkoz6 ériékkészlelének aisé haldrat.
(23. § 1L tétel). Minthogy ily « helyen |[(z)| <[ («) azért
|a | < r, kdvetkezéleg f(x) =0, mert kitlonben | f (=) | foniebbi
tételiink értelmében nem lehetne az értékkészlet alsé hatéra.

Ennélfogva kimondhatjuk a kovetkezd fontos tételt :
Ha f(z) racziondlis egész fiigquénye z-nek, akkor értelinezesi
tartomanydnak van oly a helye, melyre nézve :

f(a)=0.

Ezt a tételt az algebra alaptételének nevezziik.

75. Kovetkeztetések az algebra alaptételéboi.

Mint lattuk, helyes a kovetkezé egyenlet :

fm oy

e 1
1 (Z al)l.

f(z) =f(a) + f(l'—‘," (z—ay) + -+ +

Ha a, az f(z)-nek zérus helye, tehat

f(ay) =0,

akkor
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akkor

f”(

ay) ‘) (gq)
f«z):(:—a,)[}”(az,)aL 51 Y (z—a)+ -+ vl

o s o e

z—a, egyutthatéja n—1-edfoku egész figgvény, melyben zn-1-
nek az egyitthatdja

/'(n)(al;
n'

- =% Ay
jeloljilk ezt a fuggvényt f, (z)-vel, akkor
f(z2)=(z—ay) fi (2),

ha f;(z) egyik nullhelye «,, akkor a- most bemutatott tételnél

fogva:
f1(2) = (z—ay) f5 (2),

hol: f, (z) n—2-ed foku és zn—2 egyutthatéja q,, hasonléoképen
jutunk a kovetkezo sorozathoz:

[z =(z—ay) f5(2),

[n~l (3' = (Z—’au)fn (2),
hol fa(z) zérusloku fiiggvény és z0 egyuilthatoja q,, tehat

[ (z)=a.
Kovetkezoleg :

fl2=a,(z—a)) (z—a) . . .(2—ay). (I
Tehat f(z) n-edfokit racziondlis fiigguénynek n gyoke van s
elédllithaté, mint az n gyoktényezének s a legmagasabb kitevdji
valtozo egyiitthatojanak a szorzata.:
Diflerenczialisi szabalyunk értelmében tehat (32. §.)

U
(z 1 1 1
f = T U L R B G N L SRV SR (I
f@ I—ay  z—ay z—an
Ha a gyokok kozott oy if-szer, a, iy-szer, ..., a,. i,-kor for-
9 1y k \

dul el6 és
Iy-Fiy+--o i =n,
akkor
f(2) = aqy(z—a)" (z—ag)* + .. + (z—a,)'k. (III)

9*
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Ebben az esetben azutan

" (2) i i, 1
j = _..1,,,, § :_-’_ S ek LT (IV)
f(z) -y Z—ay zZ—ay

Lassuk ezek utan mi a foltétel arra nézve, hogy z=a m-szeres
gyok legyen. Erre nézve szitkséges, hogy f(z) oszthaté legyen
(z—aym-el. Minthogy f(«) =0, azért

/'(n) (a)

(2) "(a) :
—{—f = [ (a) Lf—2-,—-—(z—~a)+,..+ (z—ayn-1,
mely egyenlet oszthaté z—a-val, ha
=29,
tehat
(z " (@ AR 7 ‘() (1)
oI L = £58 - /——‘ ol U TS /-J——w:—a‘;"*?,
(z—a)? 2! 3! n!

Hasonloképen talaljuk, hogy

[y =0, oy farnUia) =10,

de mar
) () 7 0.

Ennélfogva f(z)-nek az « hely m-szeres zérushelye, ha

Foay=0, Flay=03""".4 fm—=" (a) = 0, f (a) =A).

76. Raczionalis egész figgvények: legnagyobb

kozos osztoja.

f(z) racziondlis egész fiiggvény egyiitthatdi legyenek egészen
tetszileges szamok; f(z)-vel equivalensnek mondunk minden
oly raczionalis egész fiiggvényt, mely f(z)-b6l ugy jon létre,
ha azt valamely konstans szammal megszorozzuk, vagy eloszt-
juk, Equivalens figgvények egymassal oszthatok. Igy pl.

fizy: af () ="—,
afizy: fiz) =,

hol gy a, mint - egyforman letszoleges szamok.

f(z) valdsagos osztoja alatt ¢rtitnk minden oly fiiggvényl,
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mely z-ben legalabb elséfoki. Az oly fiiggvényeket, melyeknek
valdsdgos kézés osztdjuk nincs, relativ torzsfiiggvényeknek nevez-
ziik. Két raczionalis egész fiiggvény legnagyobb kézés oszldja
alatt értjitk azt a legmagasabbfoku raczionalis egész figgvényt,
mely mindkettét maradék nélkiil osztja.
Ha
f(2) =apzt i+ a7t .o tiayig 74 an
0 (2)=byzm + byzm-1 4...4 bn_1z + by,

m<Zn

akkor mindig meghatarozhatunk oly n—m-edfokt q(z) és oly
m -—1-edfokit r(z) raczionalis egész figgvényeket, melyekre
nézve :
f(z2)=q(2) ¢ (z) + r(z2). (1)
Ha mar
(1 (2) = ([0:”*”' Q qu”*’”—' S I Qa-m

egyiitthatéit meghataroztuk, akkor r(z)-t szolgaltatja az

[(2)—q(z)¢(2) =r(z) (2)
egyenlet, melynek baloldalan o¢(z) q(z) szorzas végrehajtasa
utdn annak megfontolasaval, hogy an, xn-1, . . . | rm egyitt-

hatéi eltiinnek, a kévetkezd egyenletrendszert nyerjik :

ay = by,

ay = byqy+byq,

ay  =bygy +b1q;-+bygs

ap—m = bu—-m([() +bn—ni+ 1911 - 'T"b(ﬂn— m

P t—m+1 . .
melynek determinansa D=by """ =0, tehat egyenletrendszeriink

9, 91+ - - -, Qn—m szerint megoldhatd, ezek értékeinek be-
helyettesitése utan a (2) szolgaltatja r(z)-t.

Az (1) egyenletben kifejezett torvényszertiség alapjan mar
most felirhatd a kovetkezd egyenletrendszer :

1(2). =gt iw(z) + r (2
o) =q2) r (2 + ry(2)

rz) = qy2) ry(2) + 1y(2)
. 3)

I of2) = qi(2) r;,_(2) + ri(2)

Fi (8 &= 402, (2);
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hol r(z), ry(z), ..., ri(z) fokszamairendre kisebbednek, tehat r; (z)
legalacsonyabb fokit f(z) és ¢(z) minden valésiagos osztoja,
tehat a legnagyobb kozos osztdja is, az elsé egyenlet alapjan
osztja r(z)-t, a masodik alapjan ri(z)-t, az utolsdel6tti alapjan
ri (z)-t. Ennélfogva f(z) és ¢ (<) minden osztéja osztja rendre az r(z),
rfz), ..., ri(z)-, tehat r;(z)-nél nagyobb oszté6 nem lehet, de
ri(z) az utols6 egyenlet alapjan osztja ri-1(z)-t, az utolséel6tti
egyenlet alapjan ri-2(z)-t, ... a mdasodik alapjan ¢ (z)-t, az els6
alapjan. pedig f(2)-t, tehat ri(z) az f(z) és ¢ (z) legnagyobb ki-
20s osztoja. Ha ri(z) konstans, akkor f(z) és ¢(2) relativ torzs-
fiiggvények.
Az els6 egyenletiink alapjan :

r(z)=f(z)—q(2) ¢(2),
a masodik alapjan :

r(z) =@ (2) + q2)q (2) ¢ (2) — q4(2) f (2),
roviden :
ry(z) =.ay(z) f¢2) + by(z) @ (2),

éppen igy:
ry(2) = ax(z) f(z) + bo(2) @ (2),

ri(z) =ai(z) f{z) -+ bi(z) ¢ (2).

Ha ri(z)=c konstans szammal, akkor -2} helyett a(z)-t bi(2)
c M ¢

helyett b(z)-t irvan, kimondhatjuk a kdvetkezd tételt: Ha f(z)
és ¢ (z) relativ torzsfiiggvények, akkor mindig meghatdrozhatunk
oly a(z) és b(z) racziondlis egész fiiggvényeket, melyekre nézve:

a@f@+bRe@=1

77. Raczionalis tértfiiggvények.

Ha f(z) és ¢ (z) raczionalis egész fiuggvények, akkor az

minden oly helyen monogen, mely a nevezének nem maga-
sabbrendl zérushelye, mint a szamlalonak. Foltételezhetjik
kiilonben, hogy f(z) és ¢(z) relativ torzsfiiggvények s hogy
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f(z) alacsonyabb foki mint ¢(z),. mert kiléonben az el6bbi
fejezet (3) egyenletrendszerének elsé egyenlete alapjan:

(AES F(2)
(277 1@ % o)
hol g (z) raczionalis egész fuggvény, ig); pedig a kivant tulaj-

donsagokkal bir6 raczionalis tortfiggvény.

Ha ¢ (z) két relativ torzstényezore ¢,(z) és ¢o(z)-re bonthato,
akkor vannak oly a,(z) és a,(z) raczionalis egész fuggvények,
melyekre nézve:

a4(2) ¢(2)+ay(z) go(2)=1,
tehat ] -
1. B IR YR
?2(2) (D) 1 (2) ¢a(2)
Ha tehat a rovidség kedvéért:
ax(2) f(2) = fy(2), ay(2) f(2) = [x(2),

fli”)___ . L@, 1 ,f',l_(_:;)._.

¢1(2) pa(2) ¢1(2)  @a(2)

akkor

Ha mar most ¢,(z) és ¢,(z) szintén felbonthatdk relativ torzs-
tényezokre, akkor ezt az eljarast Gjra alkalmazzuk minden tortre
s ha végil mar oly tértekhez jutunk, melyeknek a nevezdik mar
relativ torzsfiggyényekre bontani nem lehet, akkor eljarasunk
véget ér. Ennélfogva, ha ¢(z) a ¢(z), ¢xz), ..., ¢i(z) relativ
torzsfiiggvenyekre bonthaté, akkor

(@ _ £ | R0 fer

o= | ‘ > 1
@(z) ¢4(2) ©y(Z) @i(2) b
Pl. Ha
@ (2) = ay(z—ay)1 (z—ay)ia. . . (z—ay)ir
akkor g G 4 i -
f(z) fi(=) fol2) fr(z)
BT ot LR S PULS o L PS8 BeE LS Lo S S
o(z) (2—ay)h T (z—ay)iz i (z—ay)ir @
Legyen
2=
tehat
h(® _ Hl+a)
{ (Z‘—>a1)'1 ti =
amde

L%V (ay)

y : "(a
fitt+ay) = fitay) + l-lﬁlll+~~'+ G—1)!

th—14th g (),
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vagy rovidebben

fi(t+ap=ay+ayt+- - +au-1 th—14 o (t). th,

kovetkezoleg
AV AR ] ay 4 Gt (
) =l L z—ay).
(z—aph  (z—eph - ()N z—ay i .

Ha ezt az eljarast a (2) egyenlet jobboldalanak minden tort-
jére alkalmazzuk, akkor a kovetkezd egyenlethez jutunk:

i + oz—ay)
- 1 1
Z~=d4
A9, —1
bt 2200 4 gp(z—an)
-~ )
aro ar Apiy—1 >
D s e b o P2 0y) (3)
(z—ap)tr (Z—ap)r— Z—dpr §

Megjegyzendd, hogy abban az esethen, ha f(z) alacsonyahb
foku mint ¢ (z), akkor:

04(7—0q) + o 7— ) - - -« + P z—ap)=0,

mert kiilonben a bal oldalon levé tagok osszevonasa utan a
szamlalé magasabbrendii lenne, mint a nevez6. Az a; egvutt-
hatok kiszamitasa kovetkezoképen torténik: A rovidség ked-
véért legyen

o(2)
— = ¢}, (2)
(z2—ay)h ,
akkor
f© . ;
Gy A = g+ Ay E— o)+ o H -1 (2—ah T+ -y VR,
Tl \*

ha Ri-gvel jeloljilk a tdbbi tagot; lathato, hogy

[ fizy 3
- = Ay »
_]J: s 10

Lei, (=
1 d iz}
1 f{rdf”(g,;‘t:{) g e | &

= 1i,—1-

|
|
Iz=u,

1 i dii—1 flz) Y]
(I;—1)! | dzi ‘(V,Cz’,r'zﬂ’)‘




158 RACZIONALIS TORTFUGGVENYEK.

Hasonléképpen hatarozzuk meg a tobbi egyuitthatokat:

1. Pl. Legyen
f(z)=2z4-3,

o0 (2)=(z—2)2(z—1),

tehat
qia-: ° -a b- c
0@ @ T e—2 T z=1"
honnan
o -~ 9\2
& t+d =a-+b(z—2) + Ll o :
z—1 2—1
274
(::i?,) RGN
z—1 =2
2z4+3\’
( 3 ) = b=-p,
\ 2—1 /=2
tovabba
{(22«‘ 3)1 AN
:""—,'2 1:*1— e
kovetkezdleg :
Skd 7“___5__%775”
NE=N2 (2221)  (7—202 = gD 71

2. PL. Legyen
f(z) = 22241,
¢ (z) = 224 1)2 ( z—1),
kovetkezoleg :

(z) a b ¢ d
*f“* = e - Y 4 it e e ”_‘_‘L: ’
0(2) z—1 (z41) Z+1 (z-=1) z—1
tehat
(2:"41) AR e
(241 Jouy 0T
V2 |
e it [ — (2 +(z Ry,
T b+c(z+i)+(z+10)2R,
L AR d+f(z—i)+(z—i)2 R
(z+10)2(z—1) e (iR
honnan

2724 | i 2 I—i

PR e —1) =i’ B

[ 272 +1 l R _]_"i‘-l n d,
(z41)2 2 (z—1) Ji=i

r "z +1 |’ 3420

[ty | - 242

{ 2“- 41 iz 3—2i

T PR R e s
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En‘nélfogva :

22241 S 1 1—i 1 3+2i 1
@+12 1) 4 /z—1 8 z+2. 8 21
141 1 3—21 1
T8 (=i 8 z—i
Minthogy
144 A1 14500 ) el
8 (z+i 8 (—ip 1 (@+1p
N e 1 a4}
=77 7 T @
3+2i 1 32 ‘1 o T
T e SO e | 4 241
azeért
22241 L g ke cag dal 3 241
FFEG—1) 4 71 T2 @F12 4 21

Ha f(z) és ¢ (z) egyiitthatéi realis szamok és ¢ (z)-nek kom-
plex gyokei is vannak, akkor ezek parosaval fordulnak eld;
ugyanis, ha a+fi ¢ (2)-nek zérushelye, tehat

A va?i)z‘r”t"la (?) T i¢2((L, (3’)::0,
akkor
oi(a, £)=0, oy(a, )=0,

tehat helyes a kovetkezd egyenlet is:
¢ (a—B1) = ¢((a, B) —ipya, f) =0,

azaz a—7i szintén gyoke ¢ (z)=0 egyenleinek, s minthogy
[z—(a+ ()] [z—(a—fi)]=(z—a)?+ B,

azérl (z—a)?+ 3 osztéja ¢ (z)-nek és pedig legyen r-szeres osz-
toja, akkor
: ¢ (2)=[(z—a)2+ ] ¢4(2),
kovetkezodleg : :
PACI IR (© RSN -
¢(z) [(z—a)?+-52r ' ¢(2)
z—a=l, fin)=¢ (), [P=h

szubstituczio utan:

fi(2) S ()

[e—a®+ BT — (Brhy = (Ethr
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ha ¢ ()-ben a paros kitev6jii tagok osszegét ¢(#2)-, a paratlan
kitevéjiiek Osszegét pedig t¢y(t2)-al jeloljitk, alkalmazzuk még a
kovetkez6 szubstitucziot :

2+h=u,
akkor a mar ismeretes sorbafejtési szabaly alkalmazasaval :

()= (u—h)=ay+aju+ .- +ap_qur—1+4ury,(u),
do(t2)=y(u—h)=by+ bju+ - - +br_qur-1+urZy(u),

tehat
e @) s aetlby eyl e
[Z—a2+ P — o e i
r—1-+tbr—
f"_‘_TLJ_ + () +tyy(n).

Ha mar most u értékét visszahelyettesitjiitk és a
1)+t (n)=p(2+h) -ty (2+h)y=y (1)
jelolést kasznaljuk, akkor

(@ _ a+tby | aittby | ari+itbe

(E2+ hyr-1 i ‘T BEh + y(b).

[c—a?+ 2 — (EB+hr

Végiill ha t és h értékeit visszahelyettesitjuk s ay—ab,,
aj—aby, ... ar—1—aby—1 helyett rendre aq,, a,, ..., ar—i-t irunk,.
akkor

fi(z) i ay+zb, a;+zby 5 T
[(z—a2+ 2~ [(z—aP2+ 52 [(z—a2+ g1
ar—1+2br—1 o )
re 575 T f(Z—0C
(z—a)?+ 32 % g
tehat
fiz) i ay+zb, ay+zb, e
o(z)  [(z—a)2+ 2} [(z—a)y2+ f2]r=1
ar—1-+zb o(2) =
Stk ik . A-+—/l:~11.) - ~l')~——- (D)
(Ze-a)st] 1 ©1(2)

Hasonlé miiveletnek kell alavetni C/-’:’:: -t is, ha ¢;(2)-nek
még vannak «,+ ;i alaku zérushelyei, 1akk()r minden konjugalt
gvokpar olyan részlettorteket szolgaltat, mint a milyenek az
(5) egyenletben fordulnak eld, a valos gyokok pedig olyanokat,
mint a milyenek a (3)-ikban fordulnak el6. Megjegyzendo, hogy

kutatasaink alapjaul a (3) egyenlet is szolgalhatott volna.
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ha ¢ (1)-ben a paros kitevéjii tagok oOsszegét ¢, (?)-, a paratlan
kitevojuek Osszegét pedig fd(f2)-al jeldljiik, alkalmazzuk még a
kovetkezd szubstitucziot :

2+h=u,

akkor a mar ismeretes sorbafejtési szabaly alkalmazasaval:

d(B)=¢(u—h)=ay+aju+ - - +ar—qr—1 +ury,(u),
G =¢y(u—h)=Dby~ bju+---+br_1ur-1+ urZy(u),

tehat ‘_
fi(2) aj+tb, , aj+tb,
TG—a2+ 5 ~  ur e T e
+tb
o i g—r—l“—i L + () +tyy(u).

Ha mar qmost u értékét visszahelyettesitjiik és a
() +ty()y=y(2+h)+ty,(2+h)=y (1)
jelolést kasznaljuk, akkor

oo @ g Gadthy ety L by
[G—a)2+ 32 — (E2+hr = (+hr-1 2+h

A0

Végill ha t és h értékeit visszahelyettesitjtk s ag—ab,,
aj—ab,, ..., ar-1—abr-1 helyett rendre q,, a,, ..., dr-1-t irunk,.
akkor

Ty '8 ¢ L oAl 4 a,+zby

[G—a2+ /2 ~ [c—a@+52r, " [(z—a?+ /41

e + 1 (—),

R

tehat
1@ Ag+2by S a4+ 2b, e
p(z) Tz=a)2+ 32]r [(z—a2+ 321
Ar—1+2bmq fo2).
o B —a) 4 - : Bl
L (z—a)2+ 2 ot A ?4(2) )

Hasonlé miiveletnek kell alavetni - f"’(‘ -t is, ha ¢,(z)-nek
még vannak a,+ /i alaku zérushelyei, akkor minden konjugalt
gyokpar olyan részlettorteket szolgaltat, mint a milyenek az
(5) egyenletben fordulnak eld, a valés gyokok pedig olyanokat,
mint a milyenek a (3)-ikban 101du1nak elé. \/Ieg]egy7endo hogy

1

kutatasaink alapjaul a (3) egyenlet is szolgalhatott volna.

Sutak: A differenczidl- és integralszamitas elmélete. 11
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Ugyanis a mondott feltételek mellett, t. i. hogy j(z) és ¢(2)
egviitthatoi realis szamok, ha a; és a, konjugait komplex-
gyokok, akkor P b o

L=t=1
s a (3) egyenlet ugvanolyan Kitevéjii megfelelé tagjai konjugalt
komplex kifejezések, igy pl. az

_ar A Qazr
=Syftrre o o A e ;
(< al\Pl_' ':—(l2)l~r

alaku tagok szamlaléi is konjugalt komplexszamok.

2 ©(2) o(z e
Ugyanis, ha il (;-_a»)—-t rendre ¢1i(z), ¢2i(z)-vel je-
loljiik, akkor
1 ," aril f(z )
r! idzr ( ”l;(;; J vets o

1 "' dr { (2
r! V dzr (Lﬁ),(~))J:tu._,* .

Minthogy, ha valds egyutthatokkal biro kifejezésbe a valtozo
helvett konjugalt komplexszamokat helyettesitiink, ugyanilyen
szamokat nyeriink, azért ay, és asr is ilyenek.

Legyen tehat :
ayr=a+bi, ay=a—bi;
(z—a)i-T=A+Bi, (z—uay)i-r=A—DBi,

hol A és B z-nek valds egyiitthatokkal biré racziondlis egész
fuggvényei, mivel

(a+bi) (A—Bi) + (a—bi) (A+Bi) = 2 (Aa+ Bb),
azeért, ha

ay=a+ i, - ay=a—{,

akkor
dir azr - Aa+Bb
o SRR M - £ P = -)- . '777()"'&)7.1' 2%
(z—a)i-r = (z—a)t=r [(z—a)2+3?]i-r

melyet olyan alaku résziettértekbe bonthatunk, mint a milye-
nek az (5) egvenletben fordulnak el6. :

Az (5) képletben eléforduld a,, by; ay, by; .- -5 meghataro-
zdsa gyakorlatilag kovetkezoképen torténik: Tekintve a kép-
letben eléfordulé ¢,(z) jelentését

f% = ay+zby+[(z—u)2+ 7P R (=),
PNE
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ha R(z)-vel a maradék tagokat jeloljik. Honnan

[ f(&l_‘
w]'~)J "u+/7l

a valds s képzetes részek szétvalasztasabol nyerjitk, hogy

=ay+(a+Fi) b, (6)

ay=A— 7 B,
by=B: .

Képezziik ezutin a kdyetkezé kiilonbséget

f(z) - ay+zby _ [ —(ag+zby) ¢4(2)
¢ (2) [z—a)?+ 2] oz

(6) egyenletink értelmében tortiink szamlaldja oszthaté z—
—(a+Bi)-vel, tehat oszthatd (z—a)2+732-al is, ennélfogva :
. / i

hol 7 (z)nek a (z—a)? 2)+42 mar csak r—1-szeres tényezoje ; (5)
egyenletiink értelmében tehat

P 2 vayab, ol ay+zb,
72 [« —a»z -1 (z—a)y+ -2

mely egyenletbél teljesen hasonlé médon hatarozzuk meg a,-1
és b -et.
Pl. Legyen

[ 22241
2 0(z)  (Z+D2(z—1)
tehat
AR ol NP . AN, o
@ (z) (22-+1)2 (2241) " z—17
22211 ; 1 1+1i
(”:ﬂi]"):ﬂ':“‘%bl:_‘ P Sl e,
honnan
1
== 2 > b:: 2 3
PO b OB, T T2 A 1
(224+1)2(z—1) 2 (22412 7 2 EIiDE—1)
ay+ bz ¢
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honnan
3 1 : 3 .
9 (7:7:1"):,,,-:"’+bll:— = (1 +1),
ennélfogva :
3 3
e b= — T
végiil
r ‘.).:2+1_J a0 s 3_
(2412 21 T 47
kovetkezoleg :

00 - v MRS S T EINES, B LT N0 W
(24+1)2(z—1) = 2 (2+1)2 4 211 4 z—1°

mely eredmény tokéletesen megegvezik fejezetiink elsd feléhen
talait eredménynyel.

78. Az exponenczialis és logaritmus figgvény
altalanositasa.

A valé6s valtozok korében az exponenczialis fiiggvény e oly
figgvény volt, melynek differenczialhanyadosa szintén e=.
A komplexvaltozok korében is exponenczialis fiiggvény alatt
oly fiiggvényt értiink, melynek differenczialhianyadosa egyenlé
magival a fiiggvénynyel, ezt a fuggvényt szintén e szimbolum-
mal jeloljitk, tehat e=-t
dez e
— == pT (1
dz )
egvenlet definidlja, ilyen fiaggvény csak egy van, mert ha volna
még egy ily fiiggvény f(z); azaz volna

If (z)
‘—{1_—- S ey (2)
akkor kimutathato, hogy
f(ay=e.

Els6 egyenletiink alapjan, ha » monogen fiiggvénye z-nek,
akkor

dev

dz

=ev'r'. 3

R,
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Pl Ha av differenczidlhanyadosat kell meghatarozni, akkor
eléhb

a=k¢el¢
egyenletre hivatkozunk, melynek alapjan :

dav
—— =la.aw'.

dz
Hasonloképen, ha v, és p, monogen fiiggvényei z-nek, akkor

d (evsevz) ; 5 :
——— — = e"evlahy +-evePay==ev1e'2 (D¢ +1,),

masrészrol :
devi+v.
. = e+ (p 4. )'_
(ff 1 2
tehat az (1) alatt levé definiczio értztmében -
elipPa= g"; ol LY 3 (4)
Hasonloképen talaijuk, hogy a (2) definiczié értelmében
J 8]
[0y [(0,) = f 0,40y,
ez utobbi egvenlethil kivetkezik, hogy
f(v) G YR f (o flo,4 Us+ -+ 4-Dp),
melynek kiilonos esete az, midén
“"\'l’)l” /‘e,‘H'L
honnan
[f{1v]n = fcn).

Ha az (1) alatt levd feltételnek megfeleléen f(1)-t gy valaszi-

[O)=e,

f(n)=en,

juk, hogy legven
: gy leg

akkor

2 (i 1 .
Ha pedig v helyett S -t irunk, akkor

( 1
f ) en
n
egyenlethez jutunk.

Ennélfogva a valés valtozok kéréhen f(z) éppen e=-¢l egyenlé.
Ha z=x+iy, akkor a monogen figgvények definiczidja értel-
méhen: g

df (z) af

dz dx
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Ami azt jelenti, hogy f(2)-t f(x)-b8l wigy nyerjiitk, ha x he-
lvelt egyszeriien z-t irunk, a jelen esetre alkalmazva észrevé-
teliinket, nyerjiik, hogy

f(2)=c ez

A logaritmus fiiggvény jelolésére szintén az Iz szimbolumot

basznéljuk s oly fiiggvényt értiink alatta, melyre nézve:
Z=et2: (6)
a (3) egyenlet alapjan tehat

T=wpe(ley =z (Z)'
honnan

(oY= £ 2 (7)

Pl. Ha » monogen fiiggvény, akkor

div v
dzl =
Legyen mar most
7= p(Cos ¢ + isin @),
akkor a (6) alapjan
= bz =] el b == el
ennélfogva
COS ©+1 Sin @=—=el(cos p+isiney),

De konnyti meggy6z6dni, hogy
dl (cos ¢+ sin ) = ido,
a mi csak ugy lehetséges, ha
l(cos ¢+isin o) = ip+c,
hol ¢ egy tetszileges konstans, melyet. igy hatarozunk meg:

legyen
=0

RS

akkor
P=a=0
tehat
l(cos ¢+isine) = iy,
Kkovetkezdleg :

€os @-+1sin ¢ = eir. (3)
Ennélfogva :
Z == p (COS ¢+1SIn ¢) = eli=ele+iy 9)

és j
lz=lp+ig.
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Amde z értéke nem valtozik, hogv ha argumentumat 2nz-vel
noveljiik, hol n pozitiv, vagy negativ egész szam, azért altala-
nosabban :

lz=1p+ip+2nix (10)
és
COS 0 +1 sin g=eiy+2nin, (11)

A (10) alapjan
lz-+lzi=lp+ 1oy +i (0 + @)+ 2rim,
r=n+n,,
azaz:
lz+ lzy=1zz,.
Ezek utdn attérhetiink az exponenczidlis s'a logaritmus
figgvény értékvaltozasanak tanulmanyozasara. Ha

z=x+1y,
akkor a (8) képlet értelmében:
u=e*=e< (cos y+isin y), (12)

tehat e modulusa e*, argumentuma pedig y; a (11) értelmében
pedig
es+2nin — gz

azaz e* periodikus fiiggvény és periodusa 2ir.

Minthogy cosy és siny a oo helyen hatarozatlan, azért ez is
a z=¥co helyen hatarozatlan. Ha sikunkat az x tengelylyel egy-
mastol 2z tavolsagban levé parhuzamos egyenesekkel savokra
osztjuk (17. ubra), akkor egy ily savot e periodussavijanak ne-
veziink. Barmely periodussavban e: felvehet minden értéket :
de minden periodussavban ugyanazokat az értékeket veszi fel.

A logaritmusfiiggvény az exponenczialisnak az inverz fiigg-
vénye, tehat végtelen sokértékii, miként az a (10) formulabol
is kivehets. Amde ha az inverziét csak az egyik periodussavrs
mondjuk a 0-t6] 27-ig terjed6re tekintjik érvényesnek, akkor
az inverzfiiggvény egyértékii fuggvénynyé lesz, mert ebben az
esethen egy z-hez egy u tartozik s viszont; azaz lu=2x + yi
egyértékd, ha képzetes része csak 0-t6] 27-ig valtozik. Ennél-
fogva Iz egyértéki fuggvény, ha z argumentuma csak 0-161
2n-ig valtozhatik, és ekkor

lz=lp + i¢

Pp<2a.
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79. A hatvany fogaimanak altalanositasa.

Ha z és m egészen tetszdleges, valés vagy képzetes sziamok,
akkor az elobbi fejezet (6) képlete alapjan zm-t a kovetkezd
egyenlettel definialjuk :

zZm = emlz, (1)
Legyen altalanosan
m=a + ib,
X Iz=1lp +ip,
tehat
mlz=alp—by-+i (blp+ayp),
hol
¢g=¢+2n.7
<27,
ennelfogva ;
zm—ealy—bp+i(bly +ay) (2)
Pl. Legyen
1
¢ gt Ol 2

ol p valdés egész szam, ebben a kiilonds esetben :

1
Q= — b=0:'"p=1." @= nx
1] b ') 7
tehat
1 2nnx | 2”—1‘
:":e p :((’p I”.
n=0,1,2

Legyen a rovidség kedvéért

27
=
)
gk ¥
27
}"f,:
)
(e - ¢ A
1

f |
akkor zP, azaz az egység p-edik gyokének egymastél killon-
hoz6 értékei :
0 2 p—1
ahlzj,a;,,.,,(/.l 5
mert

0 p+r

s 41 FALERO
af g1, e = el e

Az (1) egyenlet definidlta altalanositott hatvdnyra vonat-
kozblag érvényesek a hatvanyozas alaptorvényei. Igy

zmzmy — emylzpm,lz — emlz+mylz — zm+m, (3)
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Altalanosabban

- ht ] 0 92 i
zm — emly +imp, +2mnin <2, n=0,1, ...
A i 9 i 2
zny — emylo+imyp,+2min,in n,=0, 1,2,
zm zmy — o(my+m,) (lo+ip)+2(mn+myn,) in

Ha tehat zm és zm egészen tetszbleges értékeit szorozzuk
Ossze, 'akkor a hatvanyozis (3) alatt kimondott torvénye némi
r.1sdosulast szenved. A mi mas szoval azt jelenti, hogy a (3)
egyenlet jobboldalan levé szimbolum kevesebb értékrendszert
foglal magaban, mint a baloldalan lev6. Lassuk még, hogy
hogyan kell hatvanyt hatvanyra emelni. Legyen e végbdl

u = (evs)Vs;
az (1) alatt lev6 definiczio értelmében
n = ev.le"s - vy
tehat
(ev1)02 —= @VyV2 ‘4)
Ezen az alapon azutan

(zmymy — (emlzymy — emm,lz — zmm, 3 “"))

Mely képletek a hatvanyozis egyik ismeretes torvényeét mond
jak ki.
Végiil hogy

~m - emly +impy+2mnin 9 ‘
<z el P P<2n, n =1,2
:,1,' — emly,+imp,+2mn,in P27, 1y=1,2,
il =~y = pM [[{(00,)+ (@, + o) + 211
Zm oy = ¢ L] Prr P2 7] r=n+ny
tehat
zmzni, — (zz,)mm,

80. A trigonometriai figgvények altalanositasa.
A 73. fejezetben lattuk, hogy

cos @o-+1sin ¢ = eir,
tehat
cos p—i sin ¢ = ey,

ebb6l a két egyenletbdl :
eip -e— ip
S (@ = —— S—
COS ¢ 5 e

&
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; elp—e—ip
SIR @ ==
¢ 2i

Ezen két egyenlet alapjan a z komplex valtozé

sinusat s
cosinusat a kovetkezé egyenletekkel definialjuk :

COS Z =

eiz 4 p—iz I

(1)

sin z= ——-—

Formuldinkbél rogton kiolvashaté, hogy

sin (z+z;) = sin z cos z; + cos z sin z,, (9

. . <)

€COS (z+21) = €OS z €OS z; — sin zsin z,; | g
€os (z+2nm) = cos z, |

g 4 ; (3)
sin (z-+2r7) =sin z. |

Tehat a sinz és cosz periodikus fiiggvények ; periodusuk
27 ; a trigonometriai alapformulak rajuk nézve is érvényesek.
Az (1) egyenletek értelmében :

M ey +-e—y
¥ CoOsSly = — T
Sy . ey—e—y

sngﬁ,. ,,‘) o,

: = . : ; ! sin it g
Nevezziik cosiy-t cosinushiperbolikusnak, > !r']-t pedig
sinushiperbolikusnak, s jeléljiik 6ket rendre cos hy ¢s

sin hy-al,
tehat
1 ev+e—y
cosiy = coshy = — §a;
sini ’ ev—ey
20 sinhy = ———
{ ; 2

Honnan kévetkezik, hogy

cos h%y —sin h%y = 1

cos h (y{+ys)

= cos hy, cos hy, +
sin h (yy+y,)

- sin hy, sin hy,,
= sin hy, cos hy, + cos hy, sin hy,.
A tobbi trigonometriai figgvényeket ugy definidljuk, mint 5
a val6s véltozék korében, igy
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A el sinz."k elb--e=t?
ST CDRZT UL e

coS z etk ein
ctgz=——-= TR
sSin 2 Bt

Végiil az (1) egyenletek alapjan konnyl meggy6zédni, hogy

: (cosz) =—sinz, (sinz) =cosz
kovetkezoleg :
1 1
(tgz) =——, (ctg2)'=— ——5—-
2 cos?z 5 sin?z

Az exponenczialis fiiggvény értékvaltozasainak figyelembe
vételével, rogton belathaté, hogy sinz és cosz figgvények a
oo helyen hatarozatlanok; a periodussdvok helyzete kiolvas-
haté a kovetkezé egyenletekbdl:

g e—ytix | ey—ix
COSZ=COS (x+1Y) = — e

"2" )
4 3 2 e—y+ir__py—ix
sin z == sin (X +i) = —— 5=+

Ha az y tengelylyel a kezdéponttdl szamitva 2z tavolsagok-
ban parhuzamos egyeneseket vonunk, ezek a sikot sdvokra
osztjak, melyeket a sinz és cos z periodus savjainak neveziink;
barmely savban fiiggvényeink minden értéket felvesznek, de
csak egyszer.

Lassuk mar most fejlegetéseink néhany alkalmazasat.

Az (1) egyenletek alapjan, ha m pozitiv egész szam:

(21 msinmz —= (eiz—e—iz2)M — emiz (”l) em=2iz 4 ... L (—])me- miz
\

(‘_)/m cosmz = ‘eiz ,‘,e—i: ym — emiz | (’;l) elm—2)iz S Moty 42 (,-nu’:'
Minthogy
emiz . — cos mz -+ L sin mz
e—miz — ¢cos mz — I Sin mz
azért ha m paros, akkor

: ) o (m ; :
t2nmsm"'z:2005111:—2( )costm~2,~:+~-- L

1
< ) m Sim I
AE A B Y (
+(—) P ) cos2z+(—1)% [ )
~5 \'9
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m
2m cosm z —= 2 cos mz 2(1\)009 2V T 4
b2l 0 ooy o £ T
i > , m
ViEs 2

Ha pedig m paratlan, akkor

BBl st o I\ :
(20m sin™z = 2i sin mz-- 2i ‘1 )sm (m—2)z+ -+
\

m—1

m—1

s m A
L2(—1) 2 4 ( sin z.

m m \
2meosmz=2 cos mz+2< ) CO. (Gt—2) 24 LD COS 2
1 m—1
: 2
Masreészrol
COS Mz + 1 Sin Mz == eMiz = (piz)n - (rng = L | gin z)m —

Sslnt ! . m) A
= COsS™Mz -+ 1 1 )cns“- —1z 8in £ - ( o } COSM—=Z SIN-Z~+ ..

a valos és képzetes részek szétvalasziasa utén

(m gt i m\ SERO
COS mz = cosmz — { 9 ) cosm—<z sin<z- 4! cosm—i-gint~
&~ \ /

[

(3

) cos™—3z eindz
\

% m gt
sSin mz = ( 1 cosm—lz sin z—

(II)

(IThH

(N

(V)

(V1)

Ha m paratlan, akkor m-=1, m—3, . . . paros szamok, tehat
m-1 m-1
cosm—1z — (¢0s2z) 2 = (1—sin2z) 2
m-—3 m-3
cos™-3z = (cos?z) 2 = (1—sin2z) 2
egyenletek alapjan cosm-1z, cosm—3z, . . rendre sin z-nek m—1,

m—3, .. . foku faggvényei, tehat a (V) alapjan sin mz sin z-nek

m-edfok raczionalis egész fiiggvénye, tehat ily alaki :

SIN Mz = @Sinmz + @ sinm=1z4 ... 4+ @,,_1sin =+ ap=f(sin z

ha mar most
f(sinc)—=10
egyenletnek gyoket :

sin ay, sic @y, . . ., sin ay,

), (4)
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akkor
f(sinz) =
ay, do,

a, (sin z—sin ;) (sin z—sin a,) . . . (sin z—sin a;,).
, am megegyeznek azon értékekkel, melyek sin mz-t
zérussa teszik, ezek pedig:

T 7T o om—1
VB e I R e
n m 2
igy tehat

1

-

7T

m
Sffsin 2) =
=da,sin z (sm%—sm‘ ~n—_') (sm-’:~— sin

s -’2m)u-(sill?z—sin?z';- ;}) (5)
melyet ily alakba is irhatunk :

f(sin z) =
in3z in2z ind
2 sin2 sin2z sin?z
=asinz|1—- _,,t,_\' TPORETL. s e U & RN . (6)
WL < 0g T s M—1 7
sin?2 — | sin?2 — sin? ——. —
‘m / \ m
Honnan
Z ; ¥
. sinmz e isins sin?z \
lim SR Hm == 1— R L
2=0 ~ z=0 “ sin2 ¢ }
m
ebbdl pedig
as=m;
kovetkezoleg :
sin mz =
/ in2e A o3 ya Do / in2»
: sin?z sin?z sin?z
=msinz|1—- - ) AR o B R Dy [ (VID
ol WEESRE ssa 1 g
Sin® = sin®2 —— SHE e o
m m m
Ha mz helyett 7z-t irunk, akkor
sin 7z =
R 9 72 SN
sin2 -~ sin2 == sin2
RS 0 m m
=msin— 1l ——— 11— — " I
s g GT s g9 7
sin2 - sin?z
m
(ha m paros).
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Azonban a-t meg igy is meghatarozhatjuk: a (VI) egyenlet
alapjan rogton belathaté, hogy a (4) egyenlethen eléforduléd

ap =20, Ap-1=1m,
tehat
sin mz = sin z (@, sinm—1z4-... + a@,_s sin z-+m).
Minthogy a
agsinm=1z4...4+ay_ssinz4+m =10

egyenlet gyokei :

S L oD . .. m—1 =
s ——, +sm2— -, 4 sin ——
m m o 7
tehat
a,sinm—1z4 ... La,_9sinz4+m =
Bl Sigar - .om—1 T
= @, |sin?z—sin? ) sin?z—sin2 —— ~——)
m &7 'm
honnan koévetkezik, hogy
Lt IRy ROl o ., m—1
(—1) # apsin2—sin%z— ...sin2 —— — = m,
m m 2.00m

az (5) és (6) egyenletek Osszehasonlitasabdl pedig kovetkezik,
hogy
Ll Rl It T . o m—1 'z
a=(—1)"2 aq,sin® —sin% —...sin? —— —=mn.
) m m m

81. A cziklometrikus fiiggvények altalanositasa.

Ha z sinusfiiggvénye az u komplex valtozonak akkor, mint
lattuk

sin (u+2nm) = z.

Tehat az u valtozonak végtelen sok értékéhez egy, de csakis
egy z figgvényérték tartozik, tehat a sinusfiggvény inverz-
figgvénye végtelen sok értéki faggvény, ugyanis

u + 2nm = arcsin z,

tehat z egy s ugyanazon értékéhez végtelen sok fiiggvényérték
tartozik, de ha az inverziét a sinu faggvény csak egyik periodus-
savjara, mondjuk 0-t6l 2r-ig terjed6re tekintjitk érvényesnek,
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akkor ezen megszoritasok kozott az arcsin z egyértékii fliggvény,
azaz :
© = arcsin z
0<u<2n
egyértéki fiiggvény.
Lattuk, hogy
: eit—e—iu
Sif = et 2,
honnan
ein__Qjzein — 1,

ebbdl pedig

eill _— y': i, ‘/' ]:_,‘:‘?\

tehat
) Qg 1‘ l(iz + V1—22).
Legyen
u, = -5 l(iz + ¥ 1—2z2),
iy == 11 liz—V 1-=22
Amde
U T P T 1— —

kovetkezoleg

l(iz —V1—=22)= 1 (—1) — 1 (iz + V1—22),
de
1 (--1) = =i + 2k,
mivel a nem lehet nagyobb 27-nél, azért k-t zérusnak vesz-
szuk s igy

L(iz + V1—22),

~
~
1
|
|

azaz :
ny,=m—1,

Mig tehat u 0-t6l 27-ig valtozik, addig u, 7-t61 —=-ig; amde
a sinusfiiggvényre nézve a —a-t6l +z-ig terjedé savot éppen
ugy tekinthetjitkk egy periodussavnak, mint a 0-t6l 2z-ig ter-
jed6t, tehat u, és u, csak killonbozé periodussavokban kép-
viselik ugyanazt a fiiggvényt, azért elég lesz egyiket tanulma-
nyunk targyava tenni, s kiindulasi pontunknak megfeleldleg
u-t valasztjuk. a mit ezutan roviden u-nak neveziink, tehat

n=arcsinz = Il l(iz + V1—-22). @
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arcsin z-nek ezen' analitikai alakjabél szintén kiolvashaték
mindazok a sajatsagok, melyeket ezen fejezet elején emlitettiink.
Hatérozzuk meg még u-nak differenczialhanyadosat

(II)

=i

‘tehat u’ folytonos és véges, kivéve a z=+1 helyeket. Ezékben
a pontokban

tehat
IIl = 112, ¢

azaz az u; ¢és u, fiiggvényigak értékei megegyeznek, tehat
z=+1 a fuggvénynek is szingularis helyei. Az (I) egyenlet
alapjan megallapithatjuk az aresin z tiiggvényre vonatkozé
Osszeadasi formulakat is. Nevezetesen

arcsin z; + aresin z, = II I(qz+ V1—=2)(zi+V 1—23) =

= VA= A=F—55+i V =B+ s Vi—z).

Amde konnyd meggy6z6dni, hogy
(V.(wl— ) (1—28) — 2,72 = 1—(z V1—22 4 2,V 124,
kovetkezdleg :

arcsin z; + arcsin z, = ll arcsin(z,V1—2 + 2,V 1—2 2. (1)

Azonban ezt a formulat a trigonometriai fiiggvények 6ssze-
adasi formulaibél is levezethetjitk : Legyen ugyanis

u = aresin zy, z; =sinu,,
Uy = arcsin z, 2y =sinu,,
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sin (11;+ uy) = sin u, cos u, + cos u, sin u,
= sin u, V' 1—sin%u, + sin u, ¥ 1—sinZ,
=2 V1—2 + V122,
honnan

uy + Uy = aresin z; + arcsin z, = aresin (z; V1—23 + 2,V 1—23).

Az arccos z sajatsagait levezethetjitk a kovetkezd formulabol

F4

. T
Cos u = sin (})‘ o ll) =2z,

honnan
Il = arccos z,
—% — u = aresin z,
tehat
arccos z = 2— —aresinz,
kovetkezoleg:
1 5
(ArCCasS 2)i=—— v = < (Iv)
és mivel
T .
Bt b
. i ey
aresin z = - liiz + V1—22),
azeért

1 i
arccos 2 =—=l — ++——ue
oozt 1—22

e 1_—l(z+il/1~z2). (V)
l

Honnan a fontebbi eljarashoz hasonléan talaljuk, hogy

A tgu foggvényt pedig mint lattuk a kovetkezd egyenlet
definialja :
{ 1 eit—e—iu 1. &2 1
ekt 3 iy 3 R

i elnt e—iu

Légyen mar most

1 e2in—_1
‘g == 2= ; 'élliu_*:']_ 2
honnan ;
ediu — _1+lz,
1—iz’

Sutak : A differenczial- és integralszamiias elmélete. 12




178 A CZIKLOMETRIKUS FUGGVENYEK ALTALANOSITASA.

kovetkezoleg :
u=arctgz = 711 l ii: (VI
honnan
(arctgz) = H}zﬁ_' (VID)

mely egyenletekbél kiolvashato, hogy a z=i ugy arctg z-nek,
mint differenczialhanyadosanak szingularis helye. S minthogy
a logaritmus végtelen sok értékd, mely értékek 2ir tobbszoro-
sében kiillonhoznek csak egymdstol, ennélfogva arctgz szintén
végtelen sok értéki, de ezek az értékek mar csak = tobbszoro-
seiben kiilonboznek egymastol.

A (VIj egyenlet alapjan megallapithatok az osszeadasi for-

mulak. Nevezetesen
1 <l+lz,)(l+1z2

arctg z -+ ar Wt s Avnair /i 2
o AT W )
amde
v 2o
1+i-1—"2
(1 Hzlul l—uq) v ]*'x~g+l(l1 +2) _ R
(1—izy) (1—izy) l—z,z,—z(zl-o-zQ) Lo _i;ii’f?_ ’
1—z,2,
kovetkezéleg :
Zy+2;
arctg z, + arctg z, = arctg - ——= . (VIID)
1—2z,z,

Azonban ezt a képletet a trigonometriai 6sszeadasi formu-
1akbol is leszarmaztathatjuk. Legyen ugyanis

arctgzy =uy, z,=1guy,
arctg z, = Uy, 2, =1tgu,,
tehat
tg o s, L MR s

g+ oy = —tgu tgu,  1—-z2°

honnan inverziéval nyerjitk a (VIII) formulat
Az arcctg z tulajdonsagait a kovetkezé ismeretes formulabél
szarmaztatjuk le:

ctgu:tg(f}—u):z

u = arcctg z,

tehat

= u=arctgz
s e z,
9 g
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azaz:
arcctgz = ;— — arctg z,
de
T % 1
"5 = l— tE e “‘_)TI(_I),
ennélfogva :
1 1+iz
2= —1) — 1 —=|,
wreetg z o7 [l( 1) 1_12]
tehat
1 iz—1
ull(,(,tg 2= ’2’ ‘ﬁf 3 (IX‘
(arcetg z)! = - ——L (X)
g Rl (v

A fontebb bemutatott eljarashoz hasonléan talaljuk, hogy

e | 7
arcetg z, + arcetg z, == arcetg 122 ; XD
87 812y 8 :

A (IX) egyenlet alapjan:

arccle _]_ - _l.. ,I:E_ - ._1 /| 1.‘*:,12
e S ey TS T e
kovetkezoleg:
arctg z = arcctg % : (XID

VIII. VEGTELEN SOROK ES SZORZATOK.

82. A végtelen sorok definiczioja.
Legyen adva a szamoknak kovetkezd sorozata :

fly5 T3 <8 i iy o
mar most, ha a rovidség kedvéért

Sn= ”1’*‘”'_)_*‘ cee-llp,

n=1, 23, .

akkor az

Sty Shy o oSy e
szamsorozatnak hatarértékét, feltéve természetesen, hogy ez

létezik, nevezzilk az
U+ Uy+ - +Up+ s




180 A VEGTELEN SOROK DEFINICZIOJA.

végtelen sor dsszegének, mit réviden igy is jelolhetink :
lim sp = 2 p.
n=» n=1
Pl. Legyen adva a kovetkezd végtelen sor:
14242+ ... +ppr—14-...

a jelen esethen
sn=14+x+224... + 2001,

vagy
5 o e
n 1_.1: ’
ha |x| <1, akkor
lim xn =0,
n=om
tehat
lim s, = s s
s n l—-.’C )
kovetkezoleg :
1 >
s =45
ha
lef<1

Ellenben, ha |x|=1, akkor lim s» nem hatdrozott véges

nN=o

szam. Abban az esetben, midén lim s, véges és hatarozott, a

n=o

ot
Z Un

n=1

sort konvergensnek, ha lims,=oco, akkor divergensnek, ha

n=ce
lim s, hatarozatlan, akkor oszczilldlénak nevezziik.
n=¢
Pl. az

14114t
sor divergens, az

1—141—141—-...
sor pedig oszezillalo.

83. A konvergenczia sziikséges feltételei.
A

e

limsp= 3 up
1

n=os n=
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végtelen sor értékének s, hatarértékét nevezziik, jeloljuk ezt
roviden s-el, legyen tovabba

Rn:un+1 + Uns24:e,
tehat
s—sn=Ry,.

Ennélfogva végtelen sorunk Gsszege s, ha megvalaszthatom
n-t, ugy hogy
[s—snl <-e,
vagy
[Rul < e

egyenlétlenség teljesiiljon. Tehdt végtelen sorunk konvergens, ha

lim R,=0.

= o

1. Pl. Legyen adva a kovetkez6 sor:

B LR
3 g
tehat
T 1
G s i g Ve
1 1
T K ¢
minthogy
1 1 S By |
o e 0 TERNG Rl . bRl
A Sl TP, S REw R SN0 |
TG RN T SRR el | s By gt

tehal barmily nagynak valaszszuk is n-t, azért

1 1 1

e e M

a mi vilagosan kimondja, hogy

lim Rp==o<,
=
.

kovetkezoleg végtelen sorunk divergens.
2. Pl. Ha
Dyl Oy Pristais
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a pozitiv szamoknak folyton fogyoé szorzata s

lim pp=0,
akkor e

(o)

3 (— 1)1 pu=p—pa+Py—Pit-

n=

sor konvergens.
Nevezetesen
s2n=p1—p2+ 5 +p2n»l_‘p2n A

R‘_'n:p2n+ 1 Pan+27FPonss Ponsst
Ron-et a kovetkezoé két kiuionbozé alakba irjuk :

R?n i (p2n+l_p2n+2) + (Popy3—Ponia) T

R2n = Pon+1 (Panio—Pon+3) (Pon+4—Pan+s) —

Ron minden korilmények kozott pozitiv, tehat ezen egyenle-
tek alapjan

1)211+1>R2n>1)2n+1" “Poni1o
honnan kovetkezik, hogy

lim Ro,==0),

n=c

tehat lims is hatarozott véges szam, de limsz -1 szintén
n=oo n=aas

ugyanazon limeshez kézeledik, ugyanis

Son—-1" 59, = Pap>»
tehat

8o} == 0,

Jim (8, -
= O

n
a mivel egyuttal igazoltuk, hogy felvett-sorunk iényleg kon-

vergens. Igy az

sor konvergens.

Ha sorunk konvergens, akkor ugy sp-nek, mint ssi-nak
ugyanazon hatarértékhez kell kozeledni, ha n-el a végtelenbe
megyiink, mert kiillonben az s, s,, ... szdmsorozatnak nem
lenne hatarértéke, tehat .

lim sp+x = lim $n.

n==c Nn=29oe

L



A KONVERGENCZIA SZUKSEGES FELTETELEL

Legyen a rovidség kedvéért
Knk=sn+k—Sn=Un+1+ 842+ - +Un+k-

Tehat fontebbi egyenletiink alapjan kimondhatjuk, hogy
végtelen sorunk konvergens, ha
lim K, =0
n=o
k minden értéke mellett. Ha k-t végtelennek valasztjuk, akkor
mivel ;
" (Knk)k=o=Rn,
tehat a mar elsé izben kimondott konvergenczia Kkriteriumun-
kat nyerjiik.
Ha k-t egynek valasztjuk, akkor
. Kn1 = tn41,
mivel
lim K = limais1=0
n=c n=o
a konvergenczia szitkséges feltételeinek csak egyike, azért még
nem elegendé. Ennélfogva a

2 Un

n=1

végtelen sor konvergenczidjanak sziikséges, de nem elegendo

feltétele, hogy legyen 3
lim u,=0.
n=0

Az abszolut-értékek targyalasanal lattuk, hogy

!ﬁ‘u“:- Fluanl.
n=1

n=1

Ha tehat a

w

< |
2/ iy |
n=1

sor is konvergens, akkor adott sorunk is az s az ilyen sorl

fellétieniil konvergens sornak nevezzik.
Pl. legyen

% w

B Y s
U= 2 S0

n=1 n=1
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mivel
1 1 i 1 13
Z1llnl=1+ TRy i et
n=1

sor konvergens} azért adott sorunk feltétleniil konvergens.

Ha az adott sorunk. konvergens, de a tagok abszolut érté-
keib6l alkotott sor nem az, akkor sorunkat feltételesen konver-
gensnek nevezzik.

Pl. Mint lattuk

sor konvergens, de

o
1
n
n=1

nem az, tehat az el6bbi sor feltételesen konvergens.

Minthogy a kovetkez6kben a soroknak csak abszolut kon-

vergenczia kriterinmait dllapitjuk meg, azért vizsgilédasainkat
csak pozitiv tagokhol allé sorokra terjesztjilk ki.

84. A végtelen szorzatokrol altalaban.

Legyen adva az
Bl T e es

szamoknak véglelen sorozata, s legyen a rovidség kedvéért

Py=uu,...n,,

n=1,23, ...
akkor a

S SIS L
szamsorozatnak a hatarériékét — foltéve, hogy ez létezik — az
adott szamsorozathol alkotott végtelen szorzatnak nevezzik s
igy jeloljik :

lim PII:,:;UII' (1)

n=e n=1

Ha Jim P, véges zérustdl kiilonbozé szam, akkor a végtelen

N=co

szorzalot konvergensnek, ha zérus, akkor tdgabb értelemben kon-

vergensnek s ha végtelen, akkor divergensnek nevezziik.
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Ha P,-nek van zérustol kiilonbozé hatarértéke, akkor har-
mily szam legyen is k e
lim (P4 k—Pn) =0,
n=o

azaz:
lim Py (tp+1ln49 . .o Unai—1) =0,
n=oe

a mi csak ngy lehetséges, ha

Hm (tps1Uns2 ... Upsr—1) =10 (2)
n=o
minden k mellett, ez egyutlal a sziikséges és elegendd feltélele
annak, hogy véglelen szorzatunk konvergens legyen.
k=1 esethen
lim g, 41=1 3)
n=c
a konvergenczianak csak sziitkséges, de nem elegendé feltétele,
minthogy a (2) egyenletnek barmily k-ra nézve teljestilni kell.
(3 feltételiink alapjan u,-t a kdvetkezé alakba irhatjuk:
un=1+4a,,
hol
lima, =0

n=o
a konvergenczianak sziitkséges, de nem elegendé feltétele.
Végtelen szorzatunkat ezen alapon kovetkez6 alakba irhatjuk:

o
lim P, = [T (14+ay).
n=o° n=1
Végtelen szorzatunkat pozitiv, negativ vagy komplex tagok-
bol allé végtelen szorzatnak nevezziik, a szerint a mint o, a,,.:.
szamszorzat tagjai pozitiv, negativ vagy komplex szamok.

85. Pozitiv és negativ tagokbdl allo végtelen
szorzatok.
Ha a
5 IS ) ENESIRE e | PRAGEEAER
Qi Q5 wsivs. Qns visss

szamsorzatokban csak pozitiv szamok fordulnak el, akkor a
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pozitiv és negativ tagokbdl allo végtelen szorzatokat jellemz6
analitikai alakok rendre:

P= 17 (14pn),

n=1 .

Q=17 (1—qu),
n=1

melyekre nézve a konvergenczia szitkséges, de nem elégséges
feltételei :

limp,=0, limqg,=0,

n==o n=20c

Minthogy vizsgalatainkbol kihagyhatjuk azokat a tagokat,

melyekben p, vagy q nagyobb az egységnél, éppen azért ezutan
mindig feltételezzik, hogy

p;<1, q;<1.
i=1, 2, 3,

Ha mar most
n n
PH:II(IJ'p'-,), ()“:”(1_(11‘)’
i=1 fd

i=

n=1; 2,

akkor konnyen belathaté a kovetkezoé egyenlétlenségek helyes-

sége :
Py<Py<P3<...

Q1=0,>0Q>--

Ha tehat azt akarjuk kimutatni, hogy végtelen szorzataink
konvergensek,’akkor azt kell bebizonyitani, hogy a Py, P, ...
folyton nivekvd szamsorozatnak van véges felsé hatara, a (,
Q,, . . . folyton fogyé szamsorozatnak pedig van zérustol kalon-
b6z6 also hatara.

A szorzasok végrehajtasaval meggy6zodhetiink, hogy

Py>1+4p,-+po,
Py>1-+py+patps,
altalaban

n
1)11;-‘1 zpl (]\)
i=1
Hasonloképen talaljuk, hogy -

n
()n;\lﬁgq,.. (2)
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Ha a ﬁp, és Iz q; sorok konvergensek, akkor kutatasainkat
=1 =1

a soroknak csak azon részére terjesztjuk ki, melyben az el6-
fordulé tagok osszege kisebb az egységnél, minthogy a sor ele-
jén levé tagok a konvergencziira befolyast nem gyakorolnak,
tehat elhanyagolhatok. Feltételezziitk tehat, hogy barmily n-re
nézve a mondott feltételek mellett:

n n
gxp"<]’ izlq'(l’
tehat

1

1—3 g,

i=1

minden n-re nézve zérustol killonbozé pozitiv szam. Minthogy
az (1) és (2) egyenldtlenségek alapjan

hm Py ,\]+2p, 3)
lim Q> lﬁﬁ q;. (4)
n=o i=1

Azért a (3) egyenléGtlenség alapjan:

n=1

a) Ha I (1+pa) konvergens, akkor 21),1 is az.
n=1

s ,,,
£) Ha 3 pa divergens, akkor /7 (1+4p,) is az.
n=1 n=1

A (4) egyenlétlenségbdl pedig kovetkezik, hogy ha j gn kon-
vergens, akkor n (1—qn) is az, mert Qn mindig n:lély:olhb ma-
rad egy 7e1usloivll(u]onbo/() po/lh\ szamnal.

Kimutatjuk még, hogy ha /,, I\rm\ergens akkor f/(l +Pn)
és az, a mib6l aztan ]\()\’(“”\(/ll\ hogy ha f/ (1+4pn) le@lgGDS,
akkor 2;1/, is az; mert ha konvergens \ulna akkor végtelen
sloxmhinl\ is az lenne, a mi feltevésinkkel ellenkezik.

Ugyanis

14-pn- —pp’
tehat
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H(1+p,,)<——41~~— (5)
e ]7(1 -Pn)

n=1

amde, ha an konvergens, akkor i (1—pn) zérustdl kizllonbozé

n— nml

pozitiy szam, tehat recziprokja is véges pozitiv szam, melynél
egyenlétlenségiink bal oldalan levé végtelen szorzat kisebb ma-
rad, a mi csak tgy lehetséges, ha az konvergens.

Végiil kimutatjuk, hogy ha Zq,, dlvergens akkor II 1—qn)
=1
zérus, a mibél kovetkezik, hog} ha H(l—qn) zérus, akkor Zq,.
n=1
divergens, mert ha nem volna az, akkor végtelen szorzatunk

sem- lehetne zérus, a mi foltevésiinkkel ellenkezik.

(5) egyenlétlenségiink alapjan ugyanis

I iy e R (6)

o I]‘lﬂ’q"

n=1

Ha tehat Zq,. divergens, akkor [7 (14+qn) is az, kovetkezo-

leg eg venlot?&weg jobboldala zelus haloldala pedig ennél is

kisebb pozitiv szdm, a mi csak gy lehetséges, ha i (1—qn)
n=1
zérus.

Fejtegetéseink eredményét tehat a kovetkezdkben foglalhat-

juk Ossze:
®

A /] (1+pn) végtelen szorzat a Zp,, végtelen sorral egyszerre
=1

n=1
l\onvergens vagy divergens.

A [] (A—qn) veqielen szorzat pedig konvergens, vagy zérus a
n=1

szerint, a mint E qn Véglelen sor konvergens, vagy divergens s
n=1
viszont.
Utébbi tételinkné] mindig feltételezziik, hogy

! lim ¢, = 0.
Ha mar most

[7 (14a,)

n=1

kevert eljeli végtelen szorzal konvergenczia kriteriumait akar-
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juk megallapitani, akkor a pozitiv és negativ tagokbol alkotott
végtelen szorzat értékeit rendre P, Q-val jelolvén, kimutatjuk,
hogy ha P és (Q hatarozott véges értékek, akkor

1[1(1+un) = PQ

Ugyanis N tag szorzata legyen Pan', n 4+ m= N, mivel
lim (P"Qm) . lin] Pn lim Qll'l = PQ

azért
T A+uy) =lim P, lim Qn = PQ.
n=1
Pl. Legyen
S, 7 L AL e By a—b
= J st =1 e w5
mivel

\\_a—b
b4+n—1
n=1\

divergens, azért ha a > b, akkor

R ==ao,
ha pedig a <'b, akkor
’ P=0.

Legyen mar most a rovidség kedvéért

r

Pr= ]I(l N )

D=1
n=1
ha
b=1, 'a=—m,
akkor
r
By B . o 1, SO
n
n=1
2k sl (m—N) & ity o (m)
ey RO LA i l)r\r ;

A jelen esethen a<b, ha —m <1, azaz: m > — 1.

Ennélfogva
lim P,=0, ha m>—1,

r=0o

azaz
lim(T):O, ha m>—1. (7)

r=o
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86. Komplex tagokbdl 4ll6 végtelen szorzatok.
. Ha a
(1+un)

\I:B

végtelen szorzat komplex tagokbd: all, akkor, mivel altalaban
(14 un|=1+ |unl,
azért
/’ |1+lln| = I(] [ un ).

n=1 “n=1

Ha tehat

végtelen sor konvergens, akkor biztos, hogy végtelen szorzatunk
értékének abszolut értéke kisebb marad egy hatarozott véges
szamnal. Ki kell. még mutatnunk, hogy ebben az esetben még
hatarozott értékhez is kozeledik.

Legyen ugyanis

Up = TI'n (COS ¢n + i sin ©@n) = dn + ibn;

E}unl_jrn

n=1

Zlan gll bn|

n=1

mivel

sor konvergens, azért

sorok is azok. Legyen tovabba

14+ 2y = 0p(CoS¢Jn + isindy) =an + 1 + ibn,
-, & ¢

mivel
I1 4+ unl=1+ |ual,
azaz:
Pn =1+ I'n,
azért

,”n:l‘}‘)lnrn nl =1

s mivel ezen'fiillételek mellett 3 r, sorral a J Anrn sor is kon-
vergens, azért [T (1-+rn)-al a JT pn= IT (1+4arn) végtelen szorzat

is az. Amde
[ bn |

+Anfn |

Elbnl és 211

Sutak: A differenczidl- és integrilszamitas elmélete. 12
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sorok egyszerre konvergensek, minthogy

. | bn |
’111:2|bn{ 1 '*‘AnrnAT ——lnlin e Anr =1,

pn Sin &n = bn,

tehat by |

. L ke

Isindal = 193
kovetkezoleg
2 | sin ¢n | . (1)

végtelen sor szintén konvergens s evvel egyitt
2 | $/’n | (2)
n=1

sor is az. Ugyanis (1) sorunk konvergenczidja értelmében:

lim sin ¢n __0
n=o

tehat lim ¢n szintén zérus s igy
n=o

. sind
lim r; fn -1,
= n

tehat (1) és (2) soraink egyszerre konvergensek. Amde

[[ (A+up) = H on (COS ¢ + 1sin ¢n) =

n=
= pyP3 . . . pr[COS (901+‘/’2 b don)Hisin (@ +dot o Pl
melyet jeloljiink roviden Rr(cosyr+isinyn)-vel, s mivel fejte-
getéseink szerint:
limR-=R, limy =y,

PPam 00 r=o

hol R és y hatdrozott véges szdmok, azért

ﬁ (1+up)

n=1
végtelen sorzat is hatirozott véges szam. Kimondhatjuk tehat

a kovetkezé tételt: IT (1+up) végtelen szorzal konvergens, ha
n=1

oo
3 | un | végtelen sor is az.
n=1
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87. Hatvanysorok konvergencziaja.

A hatvanysorok analitikai alakja a kévetkezd :

B (2) = Zan- )

n=0

ennek a sornak a konvergencziijait megallapitani annyit tesz,

mint meghatérozni z azon értékeit, melyek mellett sorunk
konvergens. z minden ilyen értékeire nézve :

a"+1 "ll+1

lim P

n=ce

>

honnan
b 1

|z] < lim <
An+1

n=o

. o A a
tehat a z=0 pont kéril irt p = lim |2~
n=c| An+1

nak azon z értékek, melyek mellctl hatvanysorunk konvergens

sugaru kérben van-

s ezt a kort nevezzilk hatvanysorunk konvergencziakérének.
Tehat hatvanysorunk konvergencziakorének barmely helyén
hatirozott véges értéket vesz fel.
Egy masik kriteriumunk alapjan hatvanysorunk konver-
gens, ha
lim ]'7 apzt| < 1.
n=c

honnan

fzl|<lim o
n=¢c (l"

Tehat hatvanysorunk konvergenczia kéréill ezen r sugart
kort is tekintjiik. Ha pedig

S»B (-—a) = 2 an (z.—a)"

n=0

akkor hatvanysorunk konvergens, ha

; a
lz—a|<lim|—""t=p,
n=oo n+1 .
vagy ha
. 1
|z—al| < lim —==="r,
n=c V dan

12*
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azaz: hatvanysorunk konvergencziakéréiil az a pont kériil irt
p, vagy r sugari kort kell tekinteni.

1. Pl. Legyen
2" 2!1
Bo=3 I,
n=0
tehat
hm | —"- | =1im (n+1) = oo,
n=ow | An+ n=eo

ennélfogva hatvinysorunk konvergencziakére a z—0 pont
koril irt végtelennagy sugarti kor, Mas részrol, ha k tetszdleges
véges egész szam, de n ennél nagyobb, akkor

n!=1k!(k+1)...n>k?t kn-k,
tehat

hennan
* Nr—t=
lim ¢ n! >k,

n=oco

azaz: lim }/n' minden véges k szamnal nagyobb; amde

n=o
lim = =1lim V =T
n=oc ]/a,, n=o

tehat hatvanysorunk konvergencziakérének sugara minden
véges szamnal nagyobb; ez eredmény az imént talalt ered-

ménynyel megegyezik.
zn
Slg (27 = E 7].’17 il

2. PhiHa
akkor a konvergencziakor sugara

n+1

ay

lim —2 =lim == =
n=o An+1 n=cw I
vagy
: 1 AR e
im — =1lim ¥ n,
n=c l dn n=oo
ez nem lehet egyenld 1+<-nal, barmily kicsiny véges szam volna

is &, mert

(] g)n - 14ne4 ,”,_(nr):—._l), 82'

&
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n-et mindig megvalaszthatjuk oly nagynak; hogy legyen

n(n—1) _
n<l4ne+ ~——9—~)4 &2,

tehat

limn < lim [lxn el
n= n=o

n (n—1) el
2 3 T e

ha tehat foltevésiink értelmében :

limn=lim (1+4¢&*>lim [1 +ne+ L_’;J) 2],
n= o n=%

akkor el8bbi egyenldtlenségiinkkel ellentmondasba jutunk, tehat
e minden véges szamnal kisebb, azaz : a konvergencziakor sugara
a masodik kriterium alapjan is egy.

Ha pedig hatvanysorunk

Ay el
i n*l~

akkor a konvergenczia feltétele:

: eg ol ibpnd
et i | o2 | ==pi,
1= l’u+l |
vagy
DI . 1
zt=>hm sz==mn,
Jrece Y by

tehat hatvanysorunk a kezdépont koriil gq, vagy ry sugarral irt
koron kiviil konvergens. Hasonléképen a

\ S
A o, bn

fei i
\z—a | Ly te==at

az a pont ki
Két hatvanysor
koreik kozos terilletének b‘nvm;\' helyén w‘)’ulo az egyes

koron kivill konvergens.
il

c{llénbsége konvergenczia

végtelen soroknak azon helyhez tai rtozé ériékeinek Osszegével.
Legyen ugyanis adva a kovetkezd ket hatvanysor :

B(z—ay) = 2 an(z—ay)"
U

n
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P (x—ay) =3 by (z—ay)n
n=0

a legyen konvergencziakoreik kézos teriiletének valamely helye,
akkor, ha

n :
Pr = 3 aife—ay)i,
<0

m
Q:‘nf: 2 bi(a+ (12,\[
: i=0
Iim (Prn'+ Q) = lim P, + iim Q.

Minthogy Pn.i-Qm 6sszegezést tetszéleges médon végezhetem,
azért egyenletiink mnzt a tételt mondja ki, hogy az x=a helyen
a két hatvanysor tetszleges moédon képzett. Osszege, vagy
killonbsége oly hatarértéket szolgaltat, mely egvenlé az egyes
sorok hatarértékeinek Gsszegével;, vagy kiilonbségével.

88. Taylor ¢és Maclaurin sora.

Lattuk, hogy f(x), ha n-edfokit raczionalis fiiggvény, az

y 22

x=a helyen a kovetkez6 sorral jellemezhels :

) "(a) i (a)
f(@)=f(a) + '/'1”( (T—ay+- .-+ 2 ke

Ha mar most f(x) valés fiiggvény nem raczionilis egész

fiiggvény, akkor nem is lehet egyenld a folirt polinommal ;

mindazondltal azt a kérdést vetjuk fel, hogy egy ily polinom
az x=a hely kornyezetében, mily pontossiggal hatarezza

a fiiggvény éri¢két. MindenekelStt fiiggvényinkrél feltstelezzink,

Y
hogy az elsd, .. ., masod s n-ed rendii differenczialhdnyadosai
az x = a hely kozelében léteznek. Mindeneseire keli a meg-
szabott feliételek mellett oly R;(x) fuggvénynek létezni, melyre
16zve :

« "(a) . -V (a) N i 7
= /(UJ b "f'1“i"—<.1'~—<‘1y4—-- “+ ’——;7 = (e—an-1-L Ri(x),

honnan

A " (a) (n-1) (@)
Ry(x) = f(x)—f (a)— f (x—a)—-..— [ - (x—a)n-1,

11 (n—1!
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Ha a-t felcseréljik ax-el, akkor Ry(x) fiiggvénybdl meghata-
rozott R(x) figgvény lesz, ennélfogva :

'@ @)
R =@ — L& @ay s~ 2 @,
honnan
(n)
R () = — (fl;_(‘;c))! (a—ax)n—1

Amde altalanositott kozépértéktételiink értelmében, ha R (x)
és ¢ (x) folytonos ¢s differenczialhaté fiiggvények, akkor
R(x)—R(a) _ R ()
p@—p@ ~ ¢®’

hol & az x ¢és a kozott levé szam; minthogy a jelen esetben

R(a) =
R (5) s _[(_)_(_1))! (a &n—1
kovetkezoleg : .
£, ) (n) (&)
R(x) = 2O—2@ OO () g, @)

7@ (n—1)!

Ha mar most
a—-a'=h,
akkor
a=x+h, &=z~ 0h <1

tehat az (1) egyenlet kovetkeztében :

sy =f@ + L@ py i 228 1y R@), @)

R AR T
hol a (2) egyenlet alapjan:

;o(.H—h)——go (@) fw(@x+-0h)

R
i ¢ (x+6h) n—13L

(1—@)n—1hn—1, 4)

A (3) sort véges TavLor sornak, R(x)-t pedig a TayLor sor
maradékanak nevezziik. Ha h valtoz6 valamely tartomanyaban
lim Rx) = U,

n (-2
akkor
i g v ) Al s iy
f(x+h) = f(x) + f — h+ f’(, h2+4 ..., (5)
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mely végtelen sor foltevésiink értelmében h-nak csak az imént
megjelolt tartoményiban konvergens, ezt a sort nevezziik
TayLOR sornak.

Ha (3) és (4) egyenletiinkben x helyett 0-t, h helyett pedig
z-et.irunk, akkor a kovetkezé két egyenlethez jutunk :

f@)=f(0)+ - f (0’ Lot crth f;(‘l'l'*l‘)l(m w1 + R(0), )
go(r) ¢ (0) f(")((ix) i ot
R(0)= () ot (1—@n—1xn-1, 7

a (6) sort véges MacrLAurin-féle sornak nevezziik. Ha r vala-
mely tartomanydban
lim R (0) =

n=o

akkor f(x)-t ebben a tartoményban a kovetkez6 konvergens
sor képviseli:

2
f(x) = f0)+ L‘O,’ ¥ 4 f®0) AR, 8)

melyet MacLAuRrIN-féle sornak neveziink.
A (2) alatt levé maradék alakjanak ¢ (x) tetsz6leges meg-
valasztasaval végtelen sokféle alakot adhatunk. Legyen pl.

@ (x) =(a—x)P,
tehat

@' () =—p (a—x)p-1
kovetkezdleg :
a—z P a.._,-)n =pfin)
R(x) =221~ o )

p.(n—-11 i

melybdl az a=ax + h, é=2x + 6h szubstitucziéval a (4) egyen-
letnek kovetkezd alakjat nyerjiik:

R(x o hn(]_,ﬂ)n ”f(")(C)
(n—1)!

melyb6l, ha p=1, akkor P
e ll“_(_!' »n lf(ll?(vJ Ah) y

—(—=D7 $ ®
ez a maradéktag Cauvcuy-féle alakja, ha pedig p=n, akkor
Ritey = e (x4-6h) Oh) . (10)

n 1

ez pedig a maradék Lacrance-féle alakja. A (9) és (10) for-
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mulakbdl a MAcLAURIN sorra nézve a kovetkezd alakt mara-
déktagokat nyerjik :
rn (1— fyn—1f@ (fx)

1{‘“" = - (”'_’—-1,)—!"" 3 (11)
rnf) (Ga)
R(©) = ,:,f,h,g,‘,}l. (12)

Az alkalmazasokban a maradéktagnak azt az alakjat hasz-
naljuk fel, a melyik kutatasunkban czélunknak legjobban
megfelel.

89. Az exponenczialis fiiggvény sorbafejtése.
Legyen
f(®)=¢"
tehat
f(i,r( x) = e, /‘(i»(’()) ='1:

ennélfogva a véges MacLAURIN-féle sor szerint:

, x? L2
=1+ 4 o4+ B R,

hol a Lacrancge-féle alak szerint:

xhebx
R(0)= ——.
nl

Legyen x két egészen tetszileges p és p-+1 véges egész sza-
mok kozott levd szam, tehat

p<x<p-+ ; 15

tehat ef* szintén véges, és mivel

e ap 1_ i
nye pl o phE prdt N
@ x &
azért
»pplx
lim R(0) = L ! ==

n=o P ! - —JL;: g
=

minthegy R(0) hatarértéke x minden véges értéke melleit
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zérus, azért er a kovetkez6 x minden véges €értéke mellett
konvergens végtelen sorral jellemezheto :

-}

S N |
e n'!
n=u
Ha pedig .
[(@) = a¥%;

akkor
f®(x) = (la)maz,
/‘(") (0) = (la)n.
A jelen esetben tehat

(xla)radx
n! 2

R0) =

mely az imént bemutatott fejtegetések alapjan x minden véges
értéke mellett n novésével a zérus felé kozeledik, tehat

(la)n
ax = ——an,
j n!

n=u

90. sinx és cosx sorbafejtése.

Ha
f@) =sina,
akkor
: 2 T
h(x)=sIn {x+n-+}
/ (=+n3)
! ? T
n(0) =sin n —=,
/ 2
tehat

xnsin (0.7; +n 7‘;)
1{(0) = ey SR« ¥ R ;
n!

mely az el6ébbi fejezet fejtegetései szerint n novekedésével a
zérus felé kozeledik, tehat

4 T
o >
' 2 sin n 9
LT — — N,
| n!
n=>u0
T

Ha n paros, akkor sinn -5 =0, tehat végtelen sorunkban a

5

no
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paros kitevéjli tagok nem fordulnak eld, ha pedig

n=2r+1,
akkor
sin (2r+1) % = (—1)r,
kovetkezéleg :
; - (—1)rac2r+1 23 x5
_— Z‘(2r+1,»'!" AT T
r=0
Ha pedig

fi@e) - =cosax,
akkor

f@® (x) == cos (x+n —Z«),

1@ (0)=cosn g— ;

xn cos (01' + n g)
limR(@O) =lim —————— =1 =,
n=¢e n=ow n:
tehat
— COS N 5
cos T = — = an
n!
n?O

De ha n paratlan, akkor cosnvg— zérus, tehat sorunkban a
paratlan kitevéji tagok nem fordulnak el6; ha pedig:

n'=2r,
akkor
cos 2r —g = (~—1)%,
kovetkezoleg :
(—1)re2r: o g
S Z Ny T it e e Sy ol

91. Newton binomialis tételének altalanositasa.

Jeloljiink k-val tetszéleges valds szamot és legyen

tehat f@) = (1+2)k,
ena

f(n)(x; =n! (l; ) (14+x)k-n
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f<n>(o):nz(f;).'

és a CaucHy-féle maradéktétel értelmében :

k 1- 6 \n—1
R(O)__n(n)x (-1—1_?%) (14 Gxyk-1,
Ha |z| kisebb az egységnél, akkor
o
1+ 0x

kisebb az egységnél, vagy ‘avval egyenl6 a szerint, a mint 6
zérust6l kulénbozé, vagy zérus, tehat ennek megfeleléleg:

( 150 )n—l
lim { —— o

n=e

zérussal, vagy az egységgel egyenld.
Legyen tovabba
k
Up=n (n) an,

tehat
'lln+l _( _li)|v‘
U T e e
ennélfogva
lim | Hnt1 | R e e e
n=e In

a mibdl kovetkezik, hogy Ju, sor konvergens, tehat

lim u,=0,
n=o
s igy
lim R (0) =0, lxl<1
n=ow
kovetkezdleg :
ii‘ %
a +x)’\'=z (n) an, ||<1
n=0

Ha x=—1, akkor
k
= (—-1)n —-k—1
R (0) = (=1) n(n>(1 Gyk—1,

()=o) (k).

de
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tehat

: T k
3 £ iy k-1 2 5
lim R(O)=—k (161 [ ] (1 n).

R n=1

mely zérus csak ugy lehet, ha a végtelen szorzat targyaldsa
alkalmaval kifejtett tételek alapjan:

k0.

Végul ha =1, akkor a LAGRANGE-féle maradéktéte;l alapjan :

R(0)= (k> (1+40)k—n,
n
a 81. fejezetben lattuk, hogy
lim ('I‘) =0, k>—1
PR AT

tehat ebben, de csakis ebben az esetben egész biztosan

lim R (0)= 0.

n=
Ezek utan kimondhatjuk a kovetkezé tételt:

w

2 ik
4 rYk— N
(1 f—(L) — ( ) 7,

n=0

ha |x| <1, vagy ha x=1, k>—1; vagy, ha x=—1, k=0.

92. [(1+4x) sorbafejtése.

f@) =1(14x),
akkor
f(0)=0,

f(n)(‘r) =(—1r1(n—1)!(14x)—n,
f®(0) = (—1)n-1(n—1)!,

tehat a maradéktagnak Cauchy-féle alakja:

R(0) = (—1)n-1zn -14—07)"_1(1 +0x)—1
o 7 A\14-Ox, t
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ennélfogva
lim R (0) = 0,
n=o
ha
<ol
De ha x=1, akkor a LacraNGE-féle maradék-tétel értel-
mében

—1)n-1
R(0) = —L%% (1460)-n,
tehat

lim R (0) = 0.

n=oo

x=—1 esetében a maradék nem zérus, tehat

> —1)n—1p 2 3
T A e iy
n=1

ha |2]1<1, vagy x=1.
Gyakorlati szamitasoknal a kovetkezé eljarast kovetjuk :

Ty ol R
\ '1’-1)—‘1—'*5" +‘ “h——:/l:—"‘"'

3
le|<t, x=1
e R R
e S s S gl by
2|1, x=-—1

hatvanysoraink a kozos konvergencziateriileten osszeadhatok,
vagy kivonhatok, tehat

14 Al
| <1
ha
1~L1‘ 5 Zf—h
leag 50 2
akkor
it h
T=+h
> I h3 h5
£ 1 ! ) s A
RaN Iz_z[ 2:+h © 3@z+hp T 5(2z+h)5 ]
ha

C— e s [
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akkor
1 1 1
12*2('3‘+ 3. TEFE T )
ha
2=2 h=1}
akkor

[>3 ¢ € 1 1 1

Hasonléképen kénnyen helathatd, hogy

3 1 1 1
S 1

Ezzel az eljarassal, mint lathaté az e alapu logaritmus-rend-
szer igen nagy konnytiséggel kiszamithatd, az attérés a alapu
logaritmusrendszerre az ismeretes

=
](()lg m= 4 Im

képlet segitségével torténik. Igy

logm = Im,

1,
10 110

hol
110 =0, 43429448 . . .

log m szimbolum helyett roviden a logm szimbolumot hasz-
10
naljuk.

93. Arctgx sorbafejtése.

Legyen
f(x) = arctg x,

akkor az 53. §. fejtegetései szerint:

fen(0)=0, f@+D(0)=(—1)»2n!

tehat
e . a2n—1
A e S Sl el 1115
arcigr==x 3+ (—1)n i

e (——] )nR (x)a
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.

honnan
(arctg x)'=1—a2+at. .. (—Dn-1x2n-24 (—1)nR'(x),
mas részrél
(aretg x)'= (1+aH)~t=1—a2 +-2t—.. -+

1 1p2n—-24 (] a2n
Af a7 xﬁll— e
+( ) C ,) 1 t x2 ’

tehat
a2n

R(.T): —I:E:E

De a 84. §. fejtegetései szerint:
R@—RO _ R
p@)—9p©0) 7 ¢'(0x)°

R(0)=0,

(Ox)2n
1+ (02

hol

R'(0x) =
Legyen tovabbé

x'ln+1 2
P (X)) = ———— Ha) = n
@ () TER R gl(x) =2,
tehat
¢ (0)=90, ¢'(x)=Ox)?*,
és igy
| 2n+1 1
R@) =527 * 156’
tehat
lim R (x) = 0,
n=.w
ha

=1

Amde az R'(x) szamara nyert kifejezés a mértani sor sajat-
sagai alapjan csak akkor helyes, ha |z| <1, mert x=+1 eset-
ben (arctg x)’ sora nem konvergens, tehat

oo
\ | (—1)n r2n+1
arctg x = SR s
£ 2n+1
n=>0

x| <l
De sorunk még az x=1 hatarnal is konvergens, ennéifogva :

T 1 1
arctigl = i TR g Y. S
y 5
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agyanis

LI aAS (1—.a35
aretg(l—e)=1-—=— d %E) -+ a ;s) —

konvergens ¢ minden képzelheté kicsiny értéke mellett. Legyen

altalaban
(1—e)Z+1=1—p

12r+1
hol
lim g, . =90,
=0
tehat
1 1 1
otg (1—e)=1— 4~ 4 5 — 4=
aretg ( 1 ! R ; +
v/ T, T

e megvalaszthaté oly kicsinynek, hogy legyen :

7 /13

13 /5 e
7]1-‘" ——‘fi” H - ol ~_7/_

b 9

hol » minden képzelheténél kisebb szam s ekkor

) 1
arctg (1—e)=—p+1— g Rers R

ha e-t mar annyira kisebbitettiik, hogy vele egyitt 7 is elba-
nyagolhaté minden véges mennyiség mellett, akkor

1 1 ]
arctg 1=1— 5+ = — — 4
9 J /

egyenlethez jutunk, tehat sorunk csakugyan arctg értékét szol-
galtatja. Ezt azért kellett kimutatni, mert sorunk az 4ltaldnos
elmelet szerint csak |x|<<1 esetben szolgiltatja arctgx ér-
tékét.

A
Leisnitz-féle sornak nevezzilk, de ennek konvergenczidja igen
lassu, azért a kovetkez6 MacHIN-16] eredé eljarassal = kiszami-

utin

= meghatarozasara talalt fontebbi sort feltalal

tasara konvergensebb sort allapitunk meg. Legyen a rovidség
kedvéért :

i I 1 ] 1

a=arctg — = . — g—=+ = —

25 5 3.5° 5.5%

Sutak : A differenczial- és integralszamitas elmélete. ¢ 13
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tehat

tga=—;
2tga b
tg 2a = S =
ORI PO P TRs |
2tg 2a 120
tolq = SR e
2 1—tg22a 119°

kovetkezdleg :

da— T = arclg —oo = AR
4 S.7039 . O30 3.93098" . 5,230 :

honnan
LSS SN e I LTSRN
g (5 868 BN o )
o L ER B s
530~ 3.2398 ' 5.23%6 )
94. Arcsinx sorbafejtése.
Legyen

f{x). = ave Sinx,
akkor a 53. §. fejtegetései szerint:

fem(0) =0, fen+v(0)=128...(2n—1)?,

lehat
3 )0 T 2 e
() =x 4 X :
A 38 TeHs
1.3...(2n—3) a1 ;
7 e : + R(x
2.4 (2n—2) 2n—1
honnan
: By 1B 18 (-8
P B S e e e LENT0) yan-24 RY(x)
2 2.4 2.4...2n—2)

De ismeretes, hogy
f(x)=(1—a?)

1

ha a rovidség kedvéért —a? helyett u-t irunk, akkor
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Loty ¢ i
/"i,r):(1+u)-$=1+( 12) u+ ( 2%) 23 ../

Pty 1
+ ( 91) ur—14 R (u)

n—
1 1.3 T
i Tedndle okl T e el

lul=]=x?| <1, |zl <],
tehat
R'(x) = Ry(u).
De a Caucny-féle maradéktétel értelmében :

R\(u)=n (_ é) un (71—0 )“_I(I-H‘)u)‘:Z

n 1+0u
e bt R aal Tt awn 2) -4
_<— J n( = ).l (—1:*_(‘;‘{&) {i—UX 2
Az
R(x)—R(0)  R'(b;x)
PR —p0) - ¢lm)

képletben legyen

a2n+1
g 2n+1°
tehat
p(0)=0, o@)=a,
kovetkezoleg :
— 1\ x2n+1 ¢ 1—-8 n-1
) = (—1) 2 Sl i U Iy kel x)2)—3
R(@)=(—1rn (78] 30 Vi—gaar) 0@,
tehat

lim&ii(x) =0,

n=c

ha | x| kisebb az egységnél, s igy
1.3...2n—1) a2n+1
2.4...2n 2n+1

i<l

arcsin x—=x-+

s

W
&

95. sin (rarc sinx) sorbafejtése.
Ha
f(x) = sin (rarc sin x),
akkor
f'(x) = r(1—a?)—: cos (rarc sin x),
Fli(ar—
= — r?(1—a?)~1sin (rarc sin x) + rr (1—a2)—%cos (rarc sinx),

13+
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honnan
/(@) (1—a?) — f/(x) .z +r2f (x) = 0.
Ebbél pedig n-szeres differenczidlas utan a kévetkezd reduk-
cziés formulat nyerjiik
(1—a?) fe+2(x) — (2n-+1) 2f @+D(x) + (12—n?) f®(x) =0,

lehat

/'(n+‘l)({)) 2 A pRIG ) ,‘“”{()),
f@(0) =—[r2—n—22] f®@-2(0),

Foaid {0, = [ (n2k)3] fonz (0),
mely egyenletek Osszeszorzasabol kovetkezik, hogy
I"(n+2)(()\,: :
=(—1)k+1[r2—(n—2k)?] [r>—(n—2k+2)]. ., (PP—n2) fa-2k (0).
Megfontolva mar most, hogy
f@0)=f(0)=0,
LR
azért, ha n helyett rendre 2k+1-t és 2k-t helyettesitiink, akkor
a kovetkezd egyenletekhez jutunk :

[ @+3) (0)==(—1)k+1 r (12—12) (2—382).. . .[”P—(2k +12)],
f2+2(0) = 0,

ha pedig ezekben k helyett k—1-et irunk, akkor

[E+D(0)=(—1)k F (R—12)(r2—3) . . .[r2—(2k-1)?]
f@(0) =.0.
k=0, 1,2, ...
Tehat hatvanysorunkban a paros kitev6ji tagok nem' fordul-
hatnak el6. Ha r paratlan szam és pedig
r=2n+1,
akkor f@k-1(0) zérustél killénb6z6 mig k<n, de ha k > n,
akkor mindig zérus. Ebben az esetben azutin sin (rarcsin x)
2n+1-ed fokt polinomma valik és pedig:

n

N\ F(r2—12) (12—-82) .. .[12—(2k—1)2] .
sin (rarcsin:v):rx-JrZ”'\ZV}-’) Lt ("ic)ﬂﬁ[’l 2k )lxﬂ\‘“

k=1
r=2n+1.
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Ha
ARG SIN =7 318 =8IN Z,
akkor
n

r(r2—12) (r—32). . .[r>—(2k—1)?]
(2k+1)!

sinrz=rsin z+ sin2k+1z,

k=1

Ha mar most ezt a képletet osszevetjuk a 75. §. (4) képleté-
vel, akkor azt talaljuk, hogy az ott el6fordulé

r(r—19)(r2-8%). . .[A—(2n—1)7

Ay =

m=r=2n+1,

kovetkezbleg ugyanazon fejezet fejtegetései alapjan :

T 1) (P—3). . .[P—(r—27] °
ha r paros szam.

96. sinx és cosx, mint végtelen szorzatok.

A 75. §. (VIII) képlete alapjan

m=1 L e
% g sin2 =
- - WA
smnz:msm~~-ll 1
m W
| sin-r-
m

Ha m végtelen nagygya valik, akkor, mivel

: R 1
lim m sin =g
m= m

e -2
sin 7z = 7z [(I—f‘,_;). 1)

r=1
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A hatarértékre szabad volt attérni, a mennyiben végtelen szor-
zatunk z minden véges értéke mellett konvergens, minthogy

2 72 2

z z Ze NGV
Wt e

1 r2
r=1

végtelen sor is az. Ha (1) képletiinkben 7=z helyett x-t irunk,
.akkor

o

2
sinx:xll (1— r%rj) (2;
r=1

Tovabba az (1) képlet alapjan:

o,

. ® .
sinze- xﬂrz—ﬁ TRl r—x r--x

sinzy ~ y A4 r2—y? y"_:1 Ly YR
Ha
5y
L= z,
)
=g
akkor
2z = | 2z 2z )
COS Z = (] —717> rllz (1 chy 5:;1_) (1 — 271—1)
B 2z\:f 2 2z 2z 2:) 2z
(- 2)s ) -3 B2 )
tehat
: Z_ﬁ ]_“,L) 3
cos T =14 ( @r—12 ) (3)
honnan

2]

2
COs = ZZ (1-;433—)<
1

(2r—1)2x2 ®

r=

Az (1) képlet részletes alakja :

sin 7z

7z (1—2) (1+z)(1 ——Z—) (1 + 7‘5) (1—1) (.1 i 3)

ha z helyett é-—-t irunk, akkor
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honnan

ezt a formulat folfedezéje utan Warris-féle formulanak nevez-
zitkk. Megjegyzendd, hogy JouNn WaLLis (1616—1703) ezt a for-
mulat a differenczialszamitas felfedezése el6tt allapitotta meg.

97. Végtelen soralakban adott fiiggvények altala-
nos tulajdonsagai.
Ha a

SB( 2(111"' (1)

hatvanysor a kezd6 pont- korill irhaté r sugari korben kon-
vergens, akkor ebben a korben folytonos és differenczialhaté
fiaggvény. Ugyanis

o
Blz+4z) = F an(z+4dz)n (2)
n=0
hatvanysor konvergens, ha
| 2— (—dz)| <'r,

azaz a —4 zkoril irhato r sugari korben, Az (1) és (2) sor kon-
vergencziakoreinek legyen z valamely kozos helye, akkor ezen
a helyen a két sor osszegezheté s kivonhat6é egymasbdl, tehat

PB(z+dz) - P(2) = 2 ah [(z+ dzjn—2x),
n=1
honnan

o

lim [B (z4+4z) — P (2)] 2 ndpzn~1) dz =

4z2=0 =
konnyid meggy6z6dni, hogy
©o
2 nanzll'—l
n=1

végtelen sor, melyet P (z) differenczialhanyadosanak neveziink
és P'(z)-vel jeloliink, szintén konvergens a kezdépont koriil
irhaté r sugara korben, tehat
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hm[’bv' Fdz) —PB(2)] =0,

A4z2=0
tovabba
SRS NN (S E e oI o) v
lim B (24 , P =B '(z) = 2 nanpzn—1,
42=0 4az n=1

Hasonloképen bizonyithato be, hogy B'(z) 6sszes differenczial-
hanyadosaival egyiitt a kezdGpont koéril irt r sugari korben
folytonos. és differenczialhaté fiiggvények, ezen az alapon ez-
utan P (z)-t fiz)-vel jeloljik, tehat

f(2)=ay+a;z+ayz?

faggvény a konvergencziakor teriiletén folytonos s tobhszorésen
differenczialhaté. Ugyanezen az alapon konnyd meggy6zodni
az ay, ay, , ..., ap .+ jelentésérdl. Ugyanis

il.(”'u\'\ = n r”lu

tehat
) (0)
an— / '
n!
s igy
; V- £ ()
ey == ———l zn
AR
» n=y
Altalanosabban, ha
f(z) = 2 an(z—a)n
0

az a pont koriil irhaté r sugaru kérben konvergens, akkor f(z)
ezen kor teriletén folytonos s tobbszérosen differenczialhato
fliggvény és

3 /'(m(”)

41“ -~
n!

tehat

“ I‘"‘\(I)
(2) = - (z—a)n,

Ebbél kévetkezik, hogy ha valamely figgvény értelmezési
tartomanyanak a helyén sorbafejthetd, ez a sorbafejiés csak
egyféle modon lehetséges.

Hasonléképen, ha az
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fiiggvényekbél alkotott végtelen sor valamely tartoméanyban
konvergens, ez azt jelenti, hogy e tartomany barmely helyén,
ha n-et elég nagynak valasztjuk k& minden értéke mellett

| fas1(2) + fas2(2) +-+ fasn(2) | <o (1)

hol e minden véges szamnal kisebb. Ebben az esetben azutan
f(z) a konvergenczia tartomanyaban folytonos s ha f;(z), fa(2), ...

I3

differenczialhatok, akkor differenczialhatéd fiiggvény is, és

f(z)= _Elf,-’(:).

Ha fi(z), fo(z) . .. végtelen sorok és altalaban
fi (2) = an-+anz+an?+ad+ ..,

akkor konvergencziakoreik kozos tartomanyinak barmely he-

lyén :
(2) = D ller (2)
r=0
hol
Ar= 3 air. (3)
i=1

Tételiinket csak arra az esetre mutatjuk ki, midon a;n egyutt-
hatok pozitiv szamok. Legyen ugyanis a kozés konvergenczia-
kor sugara r, s ha p r-nél kisebb szam, akkor az (1) foltétel

alapjan:
n+k n+k
‘;\./”»’"‘ Fp Sain+---<e 1)
i=n+1 i=n+1

I minden értéke mellett, a mi feltevéseink alapjan csak ugy

lehetséges, ha altalaban

n+kK
5
> Air<< €T, 1_4).

A mi azt mondja ki, hogy az Ar-nek megfelelé (3) sor kon-

vergens, tehat A, véges.
Ebbél kovetkezik, hogy a (2) sor konvergens. Ugyanis a (4)

alapjan meghatarozhaté h véges szam ugy, hogy legyen
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Ar< hp-r

= . |zIr
Azr| < h 3
| 3 Aver le -

azaz: a (2) sor a p sugary, tehat ezzel egyiitt az r sugara kor-
ben is konvergens.
Most még azt kell kimutatnunk, hogy

és igy

| Saet—3h@)1<a,

ha n-et elég nagyrak valasztjuk. A kivonas eredménye a ko-

vetkezo :
oo co oo
| San+z3an+--+20 J ain—y| <e,
i=n+1 i=n+1 i=n+1
hol

- %
7=2"*1 3 Qiny1+ 20+2 J Ainv2 +
i=0 =0

=An4177+ 1+ Apy 2zt 24 -

minthogy a (2) sor konvergens, azért, ha n elég nagy

:
_ &
71<%5-

a (4) alapjan pedig

n
w o > Y|z g
[ Daio+zJain+---+ :"2”""“‘33 e e -
i=n+1 i=n+1 i=n+1 ...61 P 1 [z]
. PO 2

P
ha |z| < p, amde ¢ megvalaszthaté ugy, hogy legyen
e &

}7 l) 2
kovetkezoleg :

» It I

| 3 Aizi — 2 fi(2) | <ey,

i<0 =1 ‘
ha n-t elég nagynak valasztjuk, ebbé6l aztan kovetkezik, hogy
az r sugaru korben :

S Azl = 2 fi (2).

i=0
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Rogton belathatd, hogy ha a

gi=|awp|+lanllzl+laillz]?--.
sorokbdl alkotott

Cf

2 ¢i

i=1
sor konvergens, akkor red alkalmazhaté a tétel, *annéal inkabb
alkalinazhaté tehat a

2fi(?)
=1
sorra.
Vegyink  fel most két kilonboz6é sort az g pont koriil, legye-
nek ezek:

o0

f@y= Jan(z—a),
n=0 ,

0 (z) = 2 bn(z—a)n.
n=0

Ha f(z) és ¢(z) az -a pont. kéril -irhaté- barmily kis sugari
kér minden helyén ugyanazt az értékel veszi fel, akkor

@, = b
; neal ..
Ugyanis
; /'H(\;t;\d‘,
tehat
ag = by,

ebbdl kovetkezik, hogy

oo
(z=—a) 3 an (z-—a)r—?
S n=1
és
(z—a) 3 bn (z—a)r1 N
n=1

sorok az a pont koriil irhaté ugyanazon kis koér minden he-
lyén egyforma értéket vesznek fel, a mi csak ugy lehetséges, ha
z—a egyiitthatoi is ugyanily tulajdonsagiak, de ebbdl kovetke-
zik, hogy

a; = by,
tehat

o
(z—a)? 3 an(z—a)r—2
n=2
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o5
v

z—a)? Z bn (z—a)n—2

n=2
szintén ily tulajdonsaguak, tehat

(12 == 1)‘.J
38 fone

Legyen ezek utan
adva a kovetkezo hatvanysor

f(2) =3 an(z—a)» =B(z—a);
n=0
konvergencziakorét nevezzilk Rq-nak, tehat az R, sugara kor
barmely helyén

2‘(1““:*(1 n

n=0

or konvergens, Ha b a konvergencziakér egy tetszoleges pontja,
akkor ‘'mindazok a h pontok, melyekre nézve

b—al+.|h|<R,

benne vannak a b pont irhato oly p sugart korben, mely az
Rq kort érinti. Ennélfogva

Jlan|(b—al+|h[)n
n=0
a p sugaru korben konvergens; tehat az elébbi fejezet fejtege-
tései szerint szabad |h| hatvanyai szerint rendezni. Annal in-
kabb szabad tehat rendezni h hatvanyai szerint a
f(‘bth):z , [(b—a)+h]n
n=0
sort. Miként konnyli meggy6z6dni a rendezés eredménye - a
kovetkezo sort szolgaltatja :

(n) (b)

f(b+h) = i ——7.~1
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f(b+h) a p sugari kérben ugyanazokat az értékeket szolgdl-
tatja, mint f(z). A f(b+h)-nak h szerint rendezetts a p sugari
korben érvényes sorat f(z) identikusan transzformalt soranak
nevezziik.

98. Végtelen soralakban adott fiiggvények
folytatasai.

Ha az f(z)-nek b ponthoz tartozo identikusan transzformalt
sora a p sugaru kornél nagyobb, mondjuk R, sugart kérben
(19. abra) konvergens, akkor f(b-+h), melyet ezutan roviden
¢ (h)-nak neveziink, h-nak oly fiiggvénye, mely oly pontokban
is definidlva van, melyekben f(z) még nincs. Mar most ha ki-
tudjuk mutatni, hogy ¢ (h) az R, és Rp korok kozos teriileté-
nek minden helyén oly értékeket vesz fel mint f(z), akkor
méltan nevezhetjiik f(z) folytatasanak, a mennyiben értelmezési
tartomanyanak f(z) értelmezési iartomanyiba es6 részének
minden helyén a f(z)-nek megfeleld értékrendszereket veszi
fel, ellenben értelmezési tartoményanak it6bbi részében mar
oly fiiggvényértékekhez jutunk, melyeket f(z) még nem tar-
talmaz. Ha tehat z-nek nevezzitk a faggetlen valtozét s u-nak
azon értéket, melyet f(z), vagy ¢ (z) felvesz a szerint, a mint
z a R, korben, vagy R, koron kivil, de Ry koron beliil van,
akkor lathat6, hogy u-t oly vonatkozasba hoztuk z-vel, mely
szerint R, és R, kordk egyesitette tartomanyanak minden z
helyéhez tartozik egy hatarozott u érték, tehat u az egyesitett
tartomanyban z fiiggvénye s ezt az u fiiggvényt nem egy,
hanem két végtelen sor definidlja, u. m. az f(z) és a ¢ (2) sor,
ezért mondjuk tehat ¢ (z)-t f(z) folytatasanak, mert u értéktar-
tomanyanak f(z) csak egy részét hatarozza meg, folytatasat
¢ (z) segitségével hatarozzuk meg.

Hogy tételiinket bebizonyithassuk, vegyiink fel a p sugari
korben egy c pontot gy, hogy a c¢ koril az R, kort érintd
0y sugari kérnek minden része ne essék bele a p sugara korbe,
vonjunk tovdbb4 ¢ pont koral oly p, sugart kort is, mely a
p kort érintse.

f(z)-nek a c ponthoz tartozo identikusan transzformalt sora
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°:'\ n) (¢
f(c+h) = Z f—n-,-) ha,
1=0 ]
| 1| <o

mely a p, sugari korben oly értékrendszert szolgaltat, mint
f(2).

o (h) csak a p sugaru korben transzformalhat6 identikusan,
tehat a ¢ ponthoz tartoz6 identikusan transzformail sora

p(c+h) = Z ﬂ;('ﬁl hn,

n=0
| A <{'-:

mmely a p, sugaru koérben ugyanazt az értékrendszert szolgal-

tatja mint f(z), tehat f(c+h) és ¢(c+h) a p, sugard kér min-
den helyén megegyeznek egymassal, s igy

/‘(m((;) — oM (¢)
1=0,1,2:.,

a mib6l kovetkezik, hogy ¢ (c-+h) a p; sugari kornek is min-
den helyén megegyezik f(z)-vel, a mi kimondja, hogy ¢ (h) az
R, és Ry, korok kozos terilletének barmely helyén megegyezik
f(z)-vel, tehat ¢ (h) [(z)-nek tényleg folytatasa.

Ha mar most ¢ (h)=f(b+h)-t jellemz6 analitikai alakban
h helyett z—b-t irunk, akkor

\ ,'(m([”

Filg )= — (z—byn =P (z—b),
n
n=0
z2=b | <Ry
ezt az alakot az f(z) fiiggvény analitikai alakjanak nevezziik a

z=>b helyen, ha az R, sugari korben felvesziunk valamely
c pontot és erre a pontra nézve képezzitk a figgvény folyta-
tasat, nyerjuk, hogy

¢ \ 'm)((-.
/|:)1:\> L — (z—) = P(z—0);

i
n=0
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az R. sugaru kor az R, és Ry korok meghatarozta tartomanyon
kiviil levé helyeket is tartalmazhat. Ezén' eljarasunkat tovabb
folytatva eljutunk a

B(z—a),: B(z—Db), P(z-~C),...

végtelen sorok szakadatlan sorahoz, melyek valamennyien egy
s ugyanazon fuggvény folytatasait képezik ; Osszesen egy fiigg-
vényt definidlnak s ezt a fuggvényt nevezte WEIERSTRASS ana-
litikai fiiggvénynek. Az analitikai faggvények tehat nem egye-
bek, mint a Cavcny definialta szinektikus fiiggvénvek. Kés6bb
55 J
kimutatjuk még, hogy a szinektikus fiiggvény fogalomkére sem
tagabb az analitikai fiiggvény fogalom korénél.
Fontos tételinkbél néhany kovetkeztetést vonunk, ha

1) = 2(.’,, (z—a)n
n=0

Giz)= § bn (z—b)n
n=0
hatvanysorok konvergencziakoreik kozos teriiletének minden
helyén egyforma értékeket vesznek fel, akkor azok egy s ugyan-
azon faggvénynek a folytatasai. Ha ¢ a kozos konvergenczia-
teriileten van, akkor

| —\ '(u:((-)

/«:’r :”:‘> / "'(:*'C)’K
Lo n:
n=>0

®
\ | o™ (¢) :
¢(z)= e R S <, D
3 F ) It

n=0

hatvanysorok ¢ pont koril irt elég kis kor teriiletének minden
helyén ‘ugyanazt az ériéket veszik fel, tehat

/"'”N?) = ¢ (¢),
a mi kimondott tételiinket igazolja. Ebbél kovetkezik, hogy
ha valamely hatvanysorral definialt faggvény konvergenczia-
korének barmily kis véges tartomanyaban mindeniitt konstans,
akkor a fiiggvény maga is az.
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1. Pl. Legyen

z=20 hely koril

csak a zérus pont koril irhato egységsugart korben definialja
az f(z) figgvényt, ha « benne. van ebben a koérben, akkor

5 -t sorunk segitségével meghatarozhatjuk s mivel

b izl 1
= g’
1- 1—a
tehat
1 z—a \1
= 1“;2(1) it AL

n=0
Z—a
ey f =4

Sorunk tehat abban a korben konvergens, melyet az '« pont
korill az « pontot az 1 pontial Osszekétd egyenessel, mint
sugarral rajzolunk. Ha A beniie"' van ebben a korben, akkor"
§ e, sorunk segitségével meghatarozhatjuk s hasonléképen
nyerjitk, hogy

3

i T | Z'*ﬂ no """ o
flel<= 1—3 S ( 1’_':/7,) *-%w#ﬂr.

[ S AN

n=0
|2—pl<|1—p!
B2, P(z—a), Piz—0F,. .

hatvanysorok szakadatlan sorozatahoz ‘jutunk, melyek vala-

Ez uton a

mennyien ugyanazon B —1~z faggvényt definialjak s valamennyi-
nek konvergencziakoére atmegy a z=1 ponton.

Ezen elemi eljarassal megallapitott hatvanysorok megegyez-
nek az 4ltalanos elmélet ' utjan -megallapitottakkal. Ugyanis
pl. PB(z—a) hatvanysorban (z—a)r-nek az egyiitthatoja
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(1—a)—n-1
ez pedig egyenlé f®(a): n!l-al, ugyanis
f®(2) = [(1—z)-1]®W= nl (1—z)~-"-1,

a mi tételiinket igazolja.
2. Pl. Ha f(z) és ¢(z) rendre m és n-edfoku fiiggvények,
akkor, ha m kisebb, mint n és ¢ (z)=0 egyenletnek a gyokei

ay, @s, . . . , an egymastél killonbozék,
TR S
A B L ARG B ) o
ay ay an
alakba irhatd, hol
s rne
i 1
aip' (ai)

Minthogy az el6bbi feladat szerint:

) i)

r=0
12| <| eyl
azdrt <
fz) _\ z
BN il L
o ¢ (2) 2 '$(ai)’
i=1
[z <] el

ha az |a|, |ayl,..., |ai| kézott |a;| a legkisebb. Tovabba .
ha @ az |a,| sugari koér valamely pontja, akkor

b g B i
ey, SO = U A T R
a; a; aji—a
Wy
i— —a
1 _(;Tr:o ai—a a;
2~ e|<|ag—a|
kovetkezdleg : .
n
[z : (g—a)
¢ (2) 4 laﬁB ai—a )
i=

lz—a|<|a,~eal

Sutak: A differenczidl- és integralszamitas elmélete. 14
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ha az |a—al, |ay—al, lan—a| kozott |aer—al| a leg-

kisebb. Azaz: valamely ponthoz tartozé sor konvergencziakére
atmegy a fiiggvénynek a ponthoz legkizelebb es6 polusan.

99. Tgx és xctgx sorbafejtése.
A sina és cosx figgvények értékvaltozasaibdl rogton be-
lathaté, hogy I[sinx véges, ha 0 <<x <, 1cosx pedig akkor

véges, ha |z|< g Kovetkezoleg :

.

Bk s e 4 Zl( ,
Icosx—Z ( :)»
2[*1- 2—-;

x| <3

(S

Ha mindkét egyenletiinket differenczialjuk, akkor a kovet-

kezd két egyenlethez jutunk:

] % 20
gr=— ) @
r=1
O 8x
. o Z @r1)—da? @)
r=0
De
AR, RISRGY iy el e
rlr2—a? r’m? Mt g6
tehat
6les oy 2OXVL N RPN |
e B N " BV e e e i sy
r=1 r=1 r=1
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akkor
L3
xctg;c:l—2 522: 2k,
k=1
0<a<n
Tovabba
x oy I N R 245
(2r+1)n2—(2x)2 ., (2r+1)222,. . (2r+1)Y7t . (2r+41)878
s ha
SEE
@r1)& — %
r=0
akkor
B = '22k+‘132k 2k~1.
= P
|| <<
Amde
By @
Sox ZTQFJ T Z (2r)%
r=0 h =
ML (Lot ROk sk aib
o (Qr+1)z% 2% 72k ?
r==0 r=1
azaz:
S 15k g
S2k = S2k + o1 Sak
honnan s
i .5)1\ 22k—-1)
S = - —
ennélfogva a (4) egyenlet alapjan:
28 (22—
tgx = Z .gz‘r‘— ) k-,
k=1
lel <3
Ezen egyenlet alapjan pedig
(tga)Chg V= 252 (2 =) ok_1)1

14%
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de az 53. fejezet fejtegetései szerint:

b s z
(tg x)' g 0 =Tk 5 22k—1 (22k—1) By, ,
tehat
‘) l‘
picr S o =1 (911 (6)
2k ! Sox
Bx = Spi=i - (7

Enné¢lfogva tgax szamara még a kovetkezé sorokat irbat-

juk fel:
j" T
lg xr = ¥ TI\iTS .UQk—l, (8

‘“w 2%k (22k—1)
e &Y an By x2k—1, (9)

n
| ~9

retgre szamara pedig a kovetkeziket:

- Ty
xetgr=1- Z (@k—1) 1 (2%1) (10)
k=1
N\ o ,
retgr=1— ‘)k'Bkl- (11)
k=1
I<ax<n

g e _ A
Tovabba tg o sora konvergens, ha |x| <, - ctg- ‘) pedng

ha 0 < x < 27. Ennélfogva

1 x 1 a 1
E B o B o B8 e riam ey

sora konvergens, ha 0 <x <=, tehat a (9) és (11) alapjan

1 c 2 (22k-1—1) L 2
csecx = - - + z ST — Byar2k-1, (12)
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SECX SORBAFEJTESE.

100. secx sorbafejtése.

Az el6bbi fejezethen lattuk, hogy

T L, G
E*= 5 o rPr2—x2’
r=1
<a<ln
tgae= V o
BETE F1)22—4x2 -
r=0
x <;
tehat
COt“ X f— ? \' ,,4‘1
Onaned 2 (2r)272—n2
r=1
0<a<2n
4x
tg 5 = 9
2 (2r+1)272—
r=0
x<n
honnan
1 ( £ x 17 2
Ay Rt Y : CLMNEA L
5 \tg D +ctg g )smcebgse - 4 (=1)r P
- r=1
: 0<a<n
de
2 1 1
22 T P2
tehat
7
csec () -—.1:) = SeC =
2 >—'\ () 2 B
ot ey (_ﬁ])r--l s J
T—21 —1) 7 4—91 (2r+1) =—2x
r=1
2 2 2 : 2
B0 g o s | - [ Ak SetiFh
T—2r 7w+2¢ r—2x 3+ 2w
honnan

Sn Lk
secx = 717) R
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de
_ @r-N= s 3y 3 2y 5 il o
@r—1222—422 ~ 2r—1)z7 ~ (2r— 10328 T (2r—1p2

ha tehat
=3
(—1r-t
')l‘—‘l Ok +1 '—s2l‘+l,
r=1
akkor
22/{1'_’3.',1_,4"
" — Fre o ) Sl )}
sec x Z gy s I
k=0
lel<

De az 53. fejezet fejtegetései szerint:

\(2K)
(seca) " = E,

az (I) szerint pedig:
2% +2
}(_A) g *3 $2% 41 () !

\SCE &) 0™ iy

kovetkezéleg :
2J\+232l+, £eoe Ek

a1 T 2hl?

ennélfogva secx végtelen soranak masodik alakja a kovetkezo :

~ 2k, (IT)

101. /sinx és lcosx sorbafejtése.

Ha megfontoljuk, hogy

£

(=== (3

l,
11 42 )__,_ R 21)’*
( T @r ) T k(zrlT)ﬂ(, :
k=1

akkor a 96. §. legels6 képletei alapjan:
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sin x Sox [ x\2% :
e R S L 0
z i\
k=1
<x<m
\ Sok ‘.-.1'\‘-’" NV Sop (22k—1) [2x\2k ,
lcosx=— - ( = — e et (~ ¥ (2)
-\ ‘ k2% \ 7
k=1 k=1
1‘<;
mely egyenletekbdl
o O 280; (22k-1-1) [ 2 \2 p
12— = —= — (3)
£ bt k T
k=1
S
KT 7
A 96. fejezet (6) és (7) képletei alapjan pedig:
sin x | 22k-1PBy B Trac2k
| s s - — J2k —— ——— («4\,
x k.2k! (22k—1) 2k ! ;
k=1 k=1

921 (9% 1) B, A R
lcos x=— 2 - 2= 2 2k (5)

k. 2k 21"
fe= k=1
tg x \-\ 2% (2%-1_1) By .
l Rl SR 55 aann X2k, (©)
- k 2k!

k=1

102. Az altalanositott elemi transzczendens fiigg-
vények sorbafejtése.
A 73. fejezetben lattuk, hogy z komplex valtozéonak esak
egy oly f(z) fiuggvénye van, melyre nézve
df (z)
~1d£ e / {2)=

s ezt a fiiggvényt e-el jeldltilk, tehat

{n (e7)
(( e )::“:1.

: dzn
Ha tehat ez ily alakn
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akkor
1
a; = —-
n’
tehat
2 Ty zn
e n'
n=0

minthogy végtelen sorunk az egész sikon konvergens, azért
folytonos fiiggvényt képvisel, mely e fiiggvény sajatsagaival
megegyezik s minthogy csak egy ily fiiggvény van, tehat ez-el
egyenlé.

Ebbél kévetkezik, hogy a tobbi transzczendens fixggvényeket
jellemz6 sorok a komplex valtozok kérében is ugyanolyan
figgvényt képviselnek, mint a valés valtozok korében. Tovabba
NEwroN binomialis tantétele a komplex kitevéjli haivany
esetében sem veszti el érvényességét.

103. Tobbvaltozos fiiggvények sorbafejtése.
Ha a

P s e B

azZ Xy, Ty, ..., T valtozoknak valamely tartomanyban foly-
tonos és differenczialhato fiiggvénye, akkor f{xy+hy, 2y+h,,...,
Zn+hy) ebben a tartomanyban hy, h,, ..., h, hatvinyai szerint
mend sorba fejthet6. Legyen ugyanis

f(xy+thy, xo-+thy, . .., xp+thy) = F{1),

akkor MACLAURIN sora szerint:

\ (
F(t) = }f o,
ni

n=0
tehat
' (n) (i
ry= IR0,
n!
n:==0
de

F(]) = f(x1+h,, .r2+ h2, e ‘*"hn)
F® (0) —_—( h+ —— h1 e i 76 h \)nf,
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ennélfogva
f(xy+hy, s —h,, Jivy @Xnthp) =

S n,
~Z arls o, ‘a;-.; hy ot |

104. Homogen alakokra vonatkozo EuLer-féle tétel.
Az [(zy, @y, ..., Ta)-t a viltozok m-edfoku homogen fugg-

vényének nevezziik, ha

ftey sty . - o teg) =1 (xy, &5, . . s )y
ha
t=1+ q,
akkor
f(@xy+axy, Xy+axy, . . ., Tntaxy) = (1+a)?f (x4, x,, . . . , Xn),
de X
f(l‘p—a.vl, Xy+axy, . .., Xn+aky) =

" 7
-Z (a4 3 ) 1

r=0
(1+a)ymf= 2 (’f) af,
r=0

mely egyenletekb6l kovetkezik, hogy

1 a 0 ‘ 7 g 5 P :
7_!_(?1:]1'14‘_ .5:1_";_12 ...... + 0.—1‘“1?") /"(r)/‘('ll“lw""‘l")'

mely egyenlet az EvLERr-féle tételt mondja ki s az n==1, n=2
esetekben rendre a kovetkezé alakot veszi fel:

af . 3 of

e, 5% S Dy ¢ o 0 g @ l‘v
—axlx b= 7z, Xy + -4 y - Zn= mf(x;, T Tn
( 2+ ax+— +———a-r)/ m (m—1) f (x,, Xn)
5:11 1 ax 2 or, n 1y L9y «eey e

Ha r>m és m egész szam, akkor

(2)-0

7 o J r
(_(_.xl_% e By - rih ’_(T a;n) =0. r>m

tehat
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IX. A TAY'LOR-FELE SOR ALKALMAZASA HATAR-
ERTEKEK MEGHATAROZASARA.

105. A § alakok meghatarozasa.

A 44. §ban mir megoldolt probléma gyakorlali “alkal-
mazdsél a kovetkezdkkel egészitjik ki:

Ha f(x) és ¢ (x) az x=a helyen folytonos s sorbafejthet6
fiiggvények, tehzit

Fr)y =fia /1—(—71 (x—a) + [ 7)‘?1 (x—a)2+---,
¢@) =¢(a)+ -‘fll-?l (r—a) + -"‘32(;2(1—01)4 -
akkor
1 . R :
{ (@) f(a) + T f (a) (x—a)+ 2Tf (a) (x—a)2+----
o@ 1 R S

¢ (a)+ g7 ¢'(@) (@—a)+ 5 ¢"(a) (X—aP+--.

Ha mar most :
f(@)=0, ¢(a)=0,

akkor
e L S i ;
f(2) ['(a)+ 2—'!~/" (@) (x—a)+---
o — 4

o'(a)+ 3T o' (a) (x—a)+---

honnan nyerjiik, hogy

B L MG (I)
¢(a) () ~ o'(a)

Azt a szabalyt, melyet az az egyenlet a —3—— hatarértékének
meghatarozasara szolgaltat L’HospitaL-féle szabalynak nevez-
zuk.

Ha pedig altalanosan

fl@ =f(a) =---=fi=-Da) =0, [D(a) =0

¢(0)=¢'(a)=-..= pt-Da)=0, ¢® (a)==0,
akkor

{ L— [(r—-—a‘)"—k} 3 (ID
‘,0 z=a

w(an
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mely zérus, véges vagy végtelen értéket szolgaltat a szerint, a
, mint i nagyobb, egyenlé vagy kisebb k-nil

1..PL

lim sinx -
Sraf)

x=0

A L’'HospitaL-féle szabaly alkalmazasaval nyerjiik, hogy

; cos .xx
lim s—”—_ ~ = li1 e
x=0 X r=0
Hasonloképen talaljuk, hogy :
2-PL
41
g .. COS*X
lim - B - lim L,?l =1.
x=0 r x=0
3Pk
L
2ol (lA-x) S [ o e
lim ————= =lim i 1,
x=0 X x=0 1
4. .PL i 5
0 (14 )r— g L o o Lol
lim A2 l—_)ﬁr——— i lim 24 s, TokaE Lt
=0 X a=0
5. Pl. Meghatarozando
i 1 1—- ax
: x=0X 1—}- ax
Mivel
—y ’ )8 “\b
l—as . 5,, ol®h axp -
14aux 3 5 ?
azérl
1, 1—aa
lim lz—— " =—2u
v=o0 14aa
6. Pl. Meghatirozandé
< rleosdx
lim ———
Pa=p {2
Mive! 55. és 98. §.
lecosgx=—3 B, (ax)?—.
azert
lcosux L

TP S s e P Y

r=0 a3 2 x
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az x=occ helyen veszi fel a hatarozatlan

()

értéket, akkor az - 77\ at=0 helyen. Sziikséges természetesen.
e(¢)

G sl i B S L L
hogy x= + occ-nek megfeleléen f 't') és o \t } fiuggvények
x=+0 oldalon folytonos és differenczialhato fiiggvények legye-

Ha pedig L o

o (x)

nek, ebben az esethen azutan

azaz; . :
lim L) ="Hm A/";:.z"»
PEnaralel’ 7 e Nl
Tehat a I’HospitaL-féle télel ebben az esetben is alkalmaz-
hato.
1.- Pl. Ha m pozitiv egész szam, akkor

T S L
x=40w LM e 0
v 1
e ! a t=+40-nal folytonos s differenczialhato, tehat
¥ e—< S e—x
lim - =l e
P RARE 7 i i max-(m+1)
honnan
. e—x > 7 b e
4 % P v S ey !
lim —@m+n = m lim e d ) hm oo
o s =40 ¢ =+ o

kovetkezdleg :

: ()—‘.l' S
lim —— = m! lim e-* =,
T=+c q x=+ o
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2. Pl. Meghatérozandé

P
lim 213 arclgz)
Az
1 O
= e

(arct = — =
retg x) o

egyenletbél vildgos, hogy

g 1
Clgt=r — i — = -
MelET =TT 3@ " 52"

tehdt
lim : 1(: ar(g.l');—-—lim i e A
z=+4+wX 2 = N { ]
¥ 5 —arlga

-

106. A = alakok meghatarozasa.

. R (o <)
lim { Y = :
S UE) co

akkor

; fix) . el
Jim % gheg lim gl

xr=a v n r=a
f ()

Amde a L'Hospitai-féle szabaly értelmében

1 o' ()
. o(x) SriNE ()]
l 21X _,,[‘f_"(l 3
LT e T ]

fl@) T [f@P

honnan nyerjiikk, hogy

FT)

lim r—l(‘l{) = lim 4=
0(2X ()

x=a PV x=a ¥
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Tehat a L’HosprraL-féle tétel a jelen esetben is. alkalmaz-
hato.

1. Pl
. ex oo
lim — = 2

: X=+d o0 ¥ oo

tehat
A e.l‘ A e.l‘
lim — = lim = oe.
Xx=+c * X=-F o

Altalaban, ha m pozitiv egész szam, akkor

. ev ’ er
lim - - = lim T =00,
SPA ot A
2P
1
ot Sl : x
lim > = lim == {
=4 X X=+ o 1

107. 0.0, wo—oo 17 0° alakok meghatarozasa.

a) Ha
lim f(x) ¢ (x) =0.00,
' @x=a
akkor, mivel
jed flx) 0
ki =l “ P
@ (X)
azért alkalmazhaté :a L'HospitaL-féle eljaras.
PL
lim x ctgxr = lim :,[(‘} Sh e 1
x=0 x=0 '‘B°

f) Ha pedig
Him [f (x)—¢ (¥)] = oc—o0,

akkor a 0
o 1@ J

e x)
alakban nmghat{n‘ozandé, a
() o0
lim Bl = =
v=a ¥ (&r) o

kifejezés, ha ez az egységgel egyenld, akkor

lim ¢ (x) r{—"ll -1 ] -

o)
x=a Ler)
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tehat az el6bbi eljaras alkalmazandé; ha pedig az egységtol
killonbozo, akkor limesiink értéke végtelen.
) Ha pedig
lim [f(x)]7@ = 1=, vagy P,
r=a

akkor
lim ¢ (x) lIf(x) =c0.0, vagy —0.c<,
T=a

tehat az (a) alatt kifejtett eljaras alkalmazandé.

1. /Pl
him (ctg x—csee x) = co—oc0
x=a
. ctgx
lim -—°%—— =
=D 0SCC X
tehat
A ctgx
lim ¢secx (-——2—— — 1) s=ico . ),
=0 csec.x
de
ctga cos r—1
csecx|—— —1 ) =
csec , sin a
s mivel
. cosxr—1
lim —— 0,
el SID T
azeért
lim (ctg x—csecx) = 0.
x=0
2. PL .
. (/4
lim cos* - Sy
@ o ¥
tehat
. a
Iim xl cos —==oc0.(),
= / o
amde
a o o
leos 7= tg =
. a : 2 y Vo 2
lim 2l cos —— = lim ———— = lim —————
x= o0 34 0] X 41- = g 1
X 2
a
e
. a2 lim o 4 R a?
& by 2
Va
kovetkezoleg :
. a 2
lim cos* ——= = e—%°,
Zz=ce Vax

3. PL
lim sin® ax = 0°.
=0
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Amde
a ctg ar __ 0,

€ ; . Isinax A
lim ol sin ax = lim ————— = lim
x=0 x=0 ,!_ x=0 ____1_
x x?
tehat
lim sin®ax =1.

=0

A L’HospitaL-féle szabaly nem alkalmazhato, ha fiaggvényeink-

nek nincsen differenczidlhanyadosuk, vagy ha minden differen-
czidlhanyadosuk zérus, vagy végtelen. Pl. ha
f(x) = (x®>—a?,

@ (‘1"' - (:I:—~a)%,

akkor konnyti meggy6z6dni, hogy

f(n) (a\ = oo, sp(") (a\, =60,
n=12... .

= 9\2
. re—q%“)3
lim (@*—a)’

tehat
(x—a)

Tr=a
értéke a L’HospiTaL-féle szabdly segitségével nem hatarozhaté
meg, de ha megfontoljuk, hogy

(x2—a2)? = (x+a)i (x—a)i,

akkor rogton belathatjuk, hogy limesiink értéke zérus. Ha

pedig
1
fid)=e =,
R 5
kk pX)=e =,
a or
/.(n) (0) — 0’ ¢(ll\ (0) = 0’
=1,

Tehat a L'HospitaL-féle tétel megint nem alkalmazhatd, de

ha megfontoljuk, hogy
1

s &
2

L3
L e (e ).1":

2

akkor konnyen belathatjuk, hogy
1

g y 1
Iim —5=lm ——F—=—=v0co.
x=0 —— =0 — — ——1
e x (e x )1
1

Sutik : A differenczial- és integralszamitas elmélete.

(=]
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X. A MAXIMUM ES MINIMUM ELMELETE.

108. Egyvaltozos fiilggvények maximuma és
minimuma.

Ha az f(x) faggvénynek az x = a hely maximaélis helye, ez
azt jelenti, hogy elég kicsiny pozitiv i mellett

fla+h)—f(a) <0,
/‘(a_h) “f(a) < O)
va
i f(a+h)—f(a)
h

<0, (1)
ﬁﬁt’if),;;[_(_al 28 2)

Ha fiiggvényiinknek az x=a helyen nincs differenczidlhdnya-
dosa, de az (1) és (2) egyenlétlenségek h bdrmily kis értékei
mellett teljesiilnek, akkor fiiggvényiinknek az x = a hely maxi-
malis helye.

Ha pedig az x=a hely figgvényinknek minimalis helye,
ez azt jelenti, hogy elég kicsiny pozitiv h mellett

fla-+h)—f(a) >0,
f(a—h) —f(a) >0,

vagy
Ml%iﬁ’l =0, 3)
fla—h)—f(a) _ 0, (4)

mely feltételek, ha az x = a helyen nem differenczidlhato fiigg~
vényre h bdrmily kicsiny értéke melletl teljesiilnek, akkor az
a = a hely fiiggvényiinknek minimalis helye.

PL. A 25. fejezetben lattuk, hogy

1

ex—1
f(x) ot b
ex41

az =0 helyen folytonos. de nem differenczialhat6 figgvény,
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mindazonaltal ez a hely figgvényiinknek minimalis helye,
mert mint lattuk
i [LERAE)] iy

x=0

h=0 h
lim ( /'l’l”'i@J FOa sy e
h=0 —N x=0
De ha fiiggvényiink az &= a helyen differenczialhaté, akkor
gy ,
lim f@+h—f(a)
h=0 h 2
mint : :
lim fl@—h—f(a)
h=0 ~h

[ (a)-val egyenld, tehat egyenlétlenségeink csak ugy allhatnak
meg, ha

[ =0

Ennélfogva az f(x) fiiggvénynek mindazon maximdlis és

minimdlis helyei, melyeken a fiiggvény differenczidlhatd, eleget
ltesznek az

I (@) =0 (5)
egyenletnek. Ennek megoldasai alkotjak tehat fiiggvénytunk
osszes oly maximalis és minimalis helyeit, melyeken fligg-
vényiinknek van differenczidlhanyadosa Hogy egyenletiinknek
valamely x = a megoldiasa maximalis, vagy minimalis hely-e,
azt kovetkezoképen dontjitk el : Az

1 ay=10
foltételénél fogva
: : : h? 13
fla+h)—f(a) =" (a} 2'! @) (a) 3 4y

ha f”(a) nem zérus, akkor mindig megvalaszthatiuk h-t ol
) ]2 o {) y

P ! e g

kiesinynek, hogy " (a) -5 abszolut értéke nasvobb le en, mint

o oJ 2 oJ

a tobbi tag dsszegének abszolut értéke ; ily kicsiny h-k mellett

Osszegiink eldjele az elsé tag elSjelétél figg, ez pedig akar

pozitiv, akar negativ h mellett /" (a)-val egyforma -eléjeld,

ennélfogva :
flath)—f(a)<0, ha f’(a)<0,

flath)—f(a)>0, ha f"(a)>0. -~
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Kovetkezbieg: Az
['(x)=0

egyenletnek x = a gydke f(x) fiiggvénynek maximalis helye, ha

f"(a)<0,
minimalis, ha
[ (a) > 0.
1. Pl. Legyen
f(x)=sinux,
tehat
Filx): = cos'y,
fi"(x)=—sinz,
Az
fiix)=cos =0
egyenletnek gyodkei :

S DR T gl fois s epaeill
x—-2,32,l)272, ,(2n 1)2,
tehat
f'(x)=—sinx=1=>0, ha ;J;:3;-, 7_721'_,.“’(4'1__1);:_,
Vi A i i G o P e —  F ,,n:_ ( gy LT
f{x)=—snzx 1<0, ha x 5 5 o 4n—3) 5

Ennélfogva sin x minimadlis helyei:

&= 4n—1) &

5 s s 2y g (e

maximadlis helyei pedig :

3

= An—3) = , n=1,2,.0.

Do

2.°Pl. Ha
f(x) = age®+a;x+a,,
akkor
(@) =2a5r+ay,
() = 2ay;
kovetkezdleg az
a
T=— 51
zQy
hely fiiggvényiinknek maximadlis, vagy minimadlis helye, a szerint,
a mint a, kisebb, vagy nagyobb zérusndl.

Ha pedig az
[ (a)=0
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egyenlette] még

f"(@)=0, ..., fin=1(@)=0, f™(a) =0,
akkor

ha e-al jeloljuk a tobbi tagok Osszegét; mindig megvalaszt-
hatjuk h Ggy, hogy legyen
| hin
& =t ) (@) o=,
lel<|f®(a) n!
ha fh-t pozitivnak vélasztjuk, de tgy, hogy a felirt foltételnek
eleget tegyen, akkor

fla+h)—f(a) Qly elgjeltd, mint (+1)nfn)(a).
Ha tehdt n paratlan, akkor az
/‘! kl‘) =)

egyenletnek x = a megolddsa sem maximalis, sem minimalis
hely nem lehet, minthogy

fla+h)—f(a) és f(a—h)—f(a)
kiilonbozo eldjeliiek, de ha n pdros, akkor

fla+h)—f(a) >0, ha f®(a)=0,
fla+h)—f(a) <0, ha f®(a)<0,

Az elsé esetben az x = a hely minimalis, ¢ mdsodikban maxi-
malis helye az f(x) fiiggvénynek.

Pl. Legyen ;
f(x) =x(x—a)n,

tehat '
. : 3 ; 3 a3 { a )
"(x)=(x—a)2n4-2nx (x—a)2r—1=(2n+41) (x—a)2n—1 kz < 5 1}

a

- (2n+1) (x—a)2n—1,
2n-+ 1) )

f"(x)=(4n%2—1) (x—a)2n—2 (.1‘ -
Az
f(x)=0
egyenletnek gyokei

.l,]::; a, :v'_).: Qﬂ—i .
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tehat
(2an)2n-1

/ (.’132) e (_‘2“ S8 )2711—2 :

Ennélfogva x, maximalis, vagy minimalis hely, a szerint a
smint a>0, vagy a<0.

Ellenben
i f@)=0, ..., [2-1(x)=0,
de

f@e(x) = (2n+1)(2n —1)! Hr—— e ) =} (211]——1) (;r—~(1\J,

2n+1
tehat
f2r(x) =2n!aq,

kovetkezbleg x; maximalis, vagy minimalis hely, a szerint a
mint a<0, vagy a=0.

109. Impliczit figgvények maximuma és mini-
muma.

Ha y-t, mint x faggvényét, az
flx,y)=0 (1)

egyenlet definialja, akkor x—a hely y-nak maximalis, vagy mi-
nimalis helye, ha

of

R BT :

(([{)x:a,,, o | = )
Y / z=a

Tehat y maximalis, vagy minimalis helyeit az

A
ox .
=4, —af =0 (3)

ay
egyenletek megoldasai. ;szolgaltatjak. A maximum, vagy mini-
mum eldontésére szolgaldé masodrendi differenczialhanyadost
a kovetkezd egyenlet szolgaltatja:

__6_21‘_ 4= ._6_2£_ _‘i‘_/_ e ,,/7,2f, (_(ILL)‘Z_J_ _?L _C_Iﬂ], =0 4)
ox2 '~ fxiy dx oy \ dx el (
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A (3) egyenletrendszer megoldésaibol azokat az értékrend-
szereket, melyekre nézve —a{z{— és % egyszerre eltiinnek, kuta-
tasainkbél kizarjuk, mert ily értékrendszer mellett, foltéve hogy
az f(a, y) masodrendi differenczialhanyadosai nem mind nullok,

a (4) alapjan

Pf L o Ff dy ’/’Qf_(‘ly,\f:n,

a2 " “ Pxoy dx T Gy* \dx

a mi azt mondja ki, hogy ezen a helyen %{- nem null, ha-
nem kétértékd, tehat az ily hely fiiggvényinknek szingularis
helye. Ha a masodrendii differenczialhanyadosok is mind el-
tinnek, de a harmadrenddiek nem mind, akkor (4) egyenletiink
differenczialasa —Zg— meghatirozasara egy harmadfoka egyen-
letet szolgaltat s i. t.

(4) egyenletiink kiilonben annak a megfontolasaval, hogy a
maximalis és minimalis helyeken

a kovetkezd egyszeriibb alakot veszi fel
Pf | of &y
Bt T Jy dx® )
1. Pl. Legyen
A A

f(?":y):;(;g‘ﬂL‘I;j- =0,

tehat a (3) egyenletrendszeriinknek a jelen esetben megfelel :

e y2 »
@ T y

y b-nél nagyobb nem lehet, tehat végtelen sem lehet, azért
egyenletrendszeriink megoldasa

=0, y:ib,
Az (5) egyenlet alapjan

Loy At

de2. | o'y’

tehat +b y-nak maximuma, —b pedig minimuma.
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2. Pl. Legyen
f (@, y)=zt—dxy +yt,

tehat a (3) egyenletrendszernek a jelen esetben megfelel :

(l‘:}—'y
T L Ed st el Mol
xt—dxy+ yi=0, i 0,

minthogy ezen két egyenlet alapjan konnyi meggy6zodni, hogy
x nem lehet végtelen, tehat y3>—x sem lehet azza, ennélfogva
egyenletrendszeriink egyszeriibb alakja :

xi—4xy +yt=0, x3—y=0,
a megoldasok :
==l yy=0

Lo=+4377, Y,—+3%,

ezek elseje szingularis helyet szolgaltat.
Az (5)-nek megfelel6 egyenlet:

tehat 3% maximum, —3¢ pedig minimum.

110. Kétvaltozds filggvények maximuma és
minimuma.
A

kétvaltozés figgvénynek az x, y helyen maxrimuma van, ha
meg tudunk hatirozni oly e szamot, melyre nézve
flx+h, y+k)—f(x, y) <0, (1)

ha h és k abszolut értékei kisebbek maradnak e-nil: ellenben
az x, y helyen minimum van, ha ugyanazon koralmények
kozott ’

[(x+h, y+k)—f(x, y) > 0. (2)

Tehat az x, y helyen maximum vagy minimum van, ha

f(x-+h,y+k)—f(x, y)
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elgjelét nem valtoztatja, barmiként valtoztassuk is h-t s k-t
a |h|<e, |k|<e feltételek mellett. Igy ha k=0, akkor ugy

f(x+h, y)—f(x, y),
mint g ;

[(@—h, y)— f(x, y)
egyforma el6jeliek, ha

lh|<e,
tehat : _ :
flx+h, y)—f(x, y) 24 flx—h,y)—f(x,y)
5 h e —h

ugyanazon feltételek mellett ellenkez6 eljeliiek, de ha flx, y)
differenczialhato, akkor

gl hy)— &Y _ i f(x—h,y)—f(x,y) _ Bf
h=0 h h=0 ~=h ax

a mi csak ugy lehetséges, ha

ry* '/” . ’ e A ’ o -
hasonléképen talaljuk, hogy fu/ is zérus. Tehdt f(x, y) osszes
oly maximalis s minimdlis helyei. melyeken a fiiggvény differen-

czialhato, eleget tesznek a kovetkezd egyenletrendszernek :

1) : ar
,,/ =0, — / =0. (3)
ax oy
Mar most, hogy ezen egyenletrendszernek gyokei maximalis
vagy minimalis helyek-e? Kovetkezéképen dontjik el: (3) egyen-
letiink alapjan
T 1 7 17 2
flxe+h, y+k)—f(x, §) = -5 ( —h + 7’7!7]‘> {+7,

ox

ha a masodrendd differenczidlhanyadosok nem mindegyike
null, akkor h és k megvalaszthaték ugy, hogy legyen
| ”; I,’) \ 2
i 91 % il
| 2!\ ox ay
tehat egyenléségiink jobb oldalanak az eldjele az elsé tag elsé
jelétol fugg, melyet
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af of B _

=5 =y, S = 0p=0y, —= =a,
a3 1 Gray 12=%0 Fua 22
jelolések alkalmazasaval ily alakba irhatunk :
0 a ;\2 o >
=— h + —— k) f =ah?+2a,,hk +a,.k2,
dx oy ' <
mely nem més, mint egy kétviltozés quadratikus alak, mely

egyforma eldjelti, ha definitiv és pedig pozitiv, ha

A41099—03,>0, a;;=>0, a,>0,
neqgativ, ha :
ay1099—a3,>0, a;;<0, a,<0,

az els6 esetben (3) egyenletrendszeriink megolddsa minimalis, a
mdsodik esetben pedig maximalis hely.

Ha pedig a masodrendi differenczidlhanyadosok mindegyike
nulla, ezenkiviil :

o ! fj .3'7_ 0 0 “ st
(3 1+ a5 =000 (g Bt r=0,

7y &
o a 5 (n) =
(}",i.r, B ay I\) =9,
akkor .
f(x+h, y+k)—f(z, y)
el6jele

7 7] (n)
(»i AL 1.-) /
elejétdl fiigg, a mi ha n paratlan, akkor elgjelét megvaltoztat-
hatja, ha n péros, akkor elGjelét nem valtoztatja, ha a

1 19 3 \o
,ﬁ( h+,@1\)[_

ax

S ( h )” n h )""1 L n) =0
=ano ( T t (1 an-1,1 (7‘7, = i o (n Aop = 1),

egyenletnek, hol
&) ; Ditkf

@ik = ——=—
= Pxioyk
csak képzetes gyokei vannak, ebben az esetben azutin mini-

mum, vagy maximum van, a szerint a mint kifejezésiink pozi-
tiv, vagy negativ.
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Tételiink annak az altalanos tételnek a kovetkezménye, mely
szerint az (a, b) intervallumban folytonos f(x) fiiggvény f(a)-t6l
f(b)-ig minden értéket felvesz, ha x a-bol b-ig valtozik, tehat
ha f(a) és f(b) ellenkezd eldjell, akkor van (a, b) intervallum-
ban oly & hely, melyre nézve

ft§) =0,

ha pedig ily ¢ hely nincs, akkor f(x) az értelmezési tartomany-
ban nem is vehet fel ellenkez6 eldjelti értékeket.

Pl. Egy 2s keriiletd haromszégnek az oldalait ugy kell meg-
hatarozni, hogy teriilete maximum legyen.

Ismeretes, hogy
2= s (s—a) (s—Db) (s—c¢).

Legyen
s—a=x, $ *I’I‘l],
tehat
s—x—Y=8—C
és
2— /(1‘ y) =Ty (.Y'W.L' -—y\.
honnan
o SR st —1) C
ok = sy (s—x—y) — sxy,
af x )
ac— == S\ S—X—1 ) — 88X,
By y sy,
Ao f 29
ox ”!]‘
7% 5 ;
——t— = §2—2s (x+y).
/Lll/ly

A maximalis és minimalis helyeket tehat a kovetkezd egyen-
letrendszer hatarozza meg:

2‘1“}‘ y=s,
Tt2y=s,
honnan
b S. s S
i : B R R
ennek megfelel6leg:
o s
o T Gl g
tovabba
B (PN P
Frok o (“mg) >0, 72 o0 el
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TOBBVALTO0ZOS FUGGVENYEK MAXIMUMA ES MINIMUMA.

Tehat adott keriilet mellett az egyenlé oldali haromszog a
legnagyobb teriiletti

111. Tobbvaltozés fiiggvények maximuma és

minimuma.
A

2= Flp e ol

fiiggvénynek az x;, Xy, ... &y helyen akkor van maximuma,
ha meg tudunk oly ¢ szamot hatarozni, melyre nézve :

[(xy+hy, 2a+hy, .. o Tatho)—f(x), 25, .+, 5) <0, (1)

ha hy, hy, ..., h, mindegyikének abszolut értéke kisebb e-nal:
ellenben ugyanezen korilmények kozott minimum van, ha

f(xy-thy, b by, S ep+hy) — K et A () (2)

Foltételeink alapjan az el6bbi fejezet fejtegetéseihez hason-
I6an talaljuk, hogy fiiggvényiink Gsszes maximdlis és minimadlis
helyei eleget tesznek a kivetkezé eqyenletrendszernek

7 ) of
o R Y (3)
w7.t‘] 0,

Mér most ha a masodrend differenczialhanyadosok nem
mind nullok, akkor arra nézve, hogy egyenletrendszeriink va-
lamely megoldisa maximalis, vagy minimalis hely-e, felvilago-
sitassal szolgal a kévetkezé quadratikus alak :

n n

et 1 7 \2,. 3
— h hy + -+ —hel = 3 aihih
(f/.l" 1 H2n /\, / [;AJ ‘_11 1A TRY
D2
Al = A = !

4
1

 dxidxy’

mely csak akkor egyforma el6jelii mindig, ha definitiv és pedig

pozitiv, ha a 65. §. szerint a zérustél kiilonbézé tagokbol allo

103043 ) SRR o VIR

sorozatban csupa jelkovetkezés van, ellenben negativ, ha soro-
zatunkban csupa jelvaltas van, az els6 esetben (3) egyenletiink
megoldasa minimalis, a masodikban maximalis hely.
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De ha
v g S
(55 hl‘?— **a?l’:‘; h2+ SN 46“1:71 hn) f— O,
k=1,2,...i-1
akkor a

(aixlh1+ 7‘7;2112+...+ 7%hn)f
donti el a kérdést, ha i paratlan, akkor a megoldds semmi
esetre sem maximalis, vagy minimalis hely, ha pedig i paros,
akkor hy, ... h, oly értékeinél, melyeknek abszolut értéke
kisebb e-nal, allandéan pozitivnek, vagy negativnek kell lenni,
az elsé esetben a megoldds minimalis, a masodikban maxima-
lis hely.

112. Osszetett fiiggvények maximuma és minimuma.
Ha y-t, mint x Gsszetelt fiiggvényeét, a
¢,y =0

egyenlet definialja, akkor F(x,y) x-nek oOsszetett fiiggvénye;
hatéarozzuk meg maximalis és minimalis helyeit. Ezek meg-
hatarozasara szolgal a

dx ox dy dx

egyenlet, de az (1) egyenlet alapjan:

Lo . J0.
gp- oy A

by

melybdl —Si értékét behelyettesitvén a (2) egyenletbe, a kovet-

kez6t nyerjik :
oF dp - oF dp _ g

il L% 3)
dx oy dy ox "

T ]

mely kapecsolatban az (1) egyenlettel meghatarozza a maxima-
lis s minimalis helyeket.
Ha pedig y-t és z-t, mint figgvényeit, a kovetkezd egyen-
letek definialjak :
o (x;y,2)=0, ¢(x;Y, zy =10, (4)
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akkor F(x; y, z) szintén Osszetett fliggvénye x-nek. A maximalis
s minimélis helyek meghatarozasahoz tehat a kovetkezs egyen-
letek allanak rendelkezésiinkre :

dF _ 6F OF dy A l?E o P

de " 'dx | 6y dr T 3z dr

9y, 91 9y  Opidz
7 T dy dxr " 9z dx . ®)

B8y Ay O de
ox -y rda a9z cdaisy

mely

¢y F¢y Do [
dx dy o9z
D9y D0y Doy
Jx oy 9z

egyenlethez vezet, mely — kapesolathan a (4) egyenletekkel —
meghatirozza a maximalis s minimalis helyeket. De a (6) egyen-
let még azt is kimondja, hogy vannak oly 4;, 4, parameterek,
melyekre nézve:

OF . 199, ; 003

BE T ar gl =l

7 a 9’7 7".

LA e 7)
ay ay = dy

oF a¢y o

— 4 R PR 0 Ly

oz :: oz | %2 0z 0,

melyek kapcsolatban a (4) egyenletekkel meghatarozzik az x,
Y, z, Ay, Ay ismeretleneket.

Ha pedig z-t, mint x, y 6sszetett fuggvényét, a
Gy 2} =0 (8)

egyenlet definialja, akkor F(x, y; z) x és y-nak osszetett figg-
vénye, tehat a maximalis és minimalis helyek meghatarozasa-
hoz a

oF oF g LIS e

%02 A= V8 oy
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egyenletek sziikségesek, melyekhez a (8) alapjan a

dp , O 0z _ dp , Op 0z __ 10
ax 0z 6x~0’ 0 {10

ay $rs g Ea
egyenletek jarulnak, melyek a (9) alatt levékkel a kovetkezoket
szolgaltatjak :

|2 - 25| gF oF |
ox 9z | dy 0z |
(=0 .:0, (11)
29 99 | ¢ Op.
ox oz | oy 0z '

ezek pedig a (8)-czal meghatarozzak. x, y, z-t. De a (11) alap-
jan van oly A paraméter, melyre nézve

9F ey
ox ox

7
b Lamwisy
ay ay
oF o
i

melyek a (8)-ikkal teljesen meghatarozzak z, y, z, A-t.
Altalanosan, ha y,, ys, ..., Um-t, mint ‘x;, x5, ... Tn figg-
vényeit a kovetkez6 egyenletek definialjak :

@D s - « o Xns Yps s o5 Pm)=05"5. 5 O (B s o Trs Uy, o« 5 Ym)=0,°(12)

gkkor F(ax;, Xa, « < -, Tn3 U1 Pas < +» Jin) - 8. Xy, Ly -+ Tn VA0~
zoknak Osszetett fiiggvénye, tehat a maximalis és minimalis
helyek meghatarozasara a kovetkez6 egyenletek allanak rendel-

kezésunkre
oF oF ay, A OF dym __

dx, ' 0y, 0x R e T

oF aF gy o 0F Ngai

ox,; 0y, ox, Om 0Ly - (13)
@F i oF 8g;. . OF Ogm

Fn. - 00 Ok m Op

melyekhez a (12) egyenletek alapjan még a kovetkez6k jarul-
nak:
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% 2&@+...+ ¢ i)ﬂ

ox; 0y, dx, AYm 0x4
991 9pi. 0y, i Ym

9x, "oy 9, T T

OYm 0X (14)
O o P B Oer O
O%n ' Op; Ovm OYm O%n

i=1,2,...,m
melyeknek kovetkezménye, hogy

aF oF aF | aF aF aF |
ox, dy, Ym . dxy dy, WY |
dpy Oy  Opy | dgy Opy . Opy |
|
|
|

|
|
9T, T ' Tym | =0, | Ox; Oy  Oym |=0,..,
a?’m 5{0111 (?Sﬁm { i»a‘ﬁm @rﬂ (755"17'
| 0%y 0y, Ym | | Oxy 0y OYm
|I~ok af: aF
E Jxn 0y, MYm
| O¢y Op, ! P04
0xp 0y, Oym | =0, (15)
’750111 ’7‘/7m 0Pm
Axn 0y OYm
melyek a (12) egyenletekkel meghatarozzak xy, x, ... &,

Y1, Yo, + o ym‘l.
De a (15) egyenleteket helyettesithetjik a kovetkezokkel :

oF aey 00y p . O¢m R
oxi oxi 1 Oz 2 CREE o7 R
E S i BUSERT | A
% ; (16)
oF  0dg, Ay i dom |
G Pl e et W e ny (O | —~L— Am=0
ﬁyl: oY oYy ”!Ik
k=1,2,:.-,m

melyek a (12) egyenletekkel meghatarozzik x,, ,, ... Zn;
Ui, Yoy -+ o Um; Ay, A9, - -+, Am-t. Természetes hogy ez a meg-
oldas csak akkor lehetséges, ha egyenletrendszeriink egyenletei

egymastdl teljesen figgetlenek, mert kalonben a megoldasok-
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ban néhany ismeretlen hatarozatlan marad, a mi végtelen sok
maximalis vagy minimalis helyel involvéilna.

Végiill annak az eldontése, hogy valamely megoldds maxi-
malis, vagy minimalis helyet szolgaltat-e, vagy nem, a masodik,
vagy ha azok eltinnek a magasabbrendi’ differenczidlhanya-
dosok segitségével egészen ugy torténik mint az el6z6 fejeze-
tekben.

1. Pl. Meghaldrozandé az az ellipsisbe irhaté derékszogii négy-
sz6g, melynek leriilete a lehetd legnagyobb. Jeldljitkk a parallelo-
gramm oldalait (20. 4.) 2x, 2y-nal, teriiletét pedig I-vel, és legyen

i = F(,r,y) = X1,
tovabba 5
1-2
e(r.y) =7 + e,

Tehat a maximalis és minimalis helyek meghatirozasahoz
szitkséges egyenletek :

y+x —5;’{: =4,

P A Ty
a? b? dx
honnan
y2 a8
B o =10,
b2 a2

p e =)
egyenlet, melyekbdl
aVy?2 bvV2
e, SEAR L
Tovabba
d?F 9 dy. ., - 49
@ “dy T dx??
de a
deg  2¢ -2 dy 0
dx P e T
d 2 2 (dy ) 2y Py
= e de) T

Sutdk : A differenczial- és integralszamitis elmélete. 17
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egyenletek alapjan:

AN et SO Re
v S
dy  2V2b
S

lehat
d?F
e i )

ennélfogva a talalt teriilet

t = 4ay = 2ab
csakugyan maximum.

2. Pl. Meghalarozand6 az adott feliiletdi parallelepipedonok
kozoit a legnagyobb kobtartalmu.

A jelen esetben, killonben az elébbiben is mar, a feladat ter-
mészete mulatja, hogy csak maximum lehetségés. Jeloljiik a
parallelepipedon éleit a, y, z-vel, kobtartalmat és feliiletét V és
s-el ; legyen tovabba

Vi=#(x g a8 =002
s=o¢(x,y; 2) =2 (ry+xz+Yy2).

Kénnyti meggy6z6dni, hogy a jelen esetben a (11) egyenle-
teknek a kovetkez6k felelnek meg:

gz Y ‘[ o ia:z & |
ly+z x+yg| ° |x+z 2ty ’

Y|

vagy mas egyszeriibb alakban:

z..& | =0, i :. x ! g
(Y Y| £ Yy |
konnan kévetkezik, hogy
¥ g y — :,
tehat
$ =064
honnan 5
sV 6
r=—,
6

azaz: az adott feliiletli parallelepipedonok ko6zott a koczka a
legnagyobb kobtartalmu.
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XI. A HATAROZOTT INTEGRALOK ALAPTULAJ-
DONSAGAL

113. A hatarozott integral értelmezése.

Az (a, b) véges tartomanyban legyen f(x) folytonos és véges
fiiggvény; az (a, b) tartomanyt x;, x,,...,&n-1 pontjaival
oszszuk n részre, s legyen a rovidség kedvéért

Xy —a=01, Ty—x1=09, . ." , Xi—Xi-1==01, ... . ; b—Tn_1=0n.

Jeloljiik 7 intervallumban az f(x) legnagyobb értékét Mi-vel,
a legkisebbet pedig mi-vel (i=1,2,..., n). Képezzikk ezutin a
kovetkezo Osszegeket :

n

S= 3 M,
i=1

i=
n
g
s = J md;.
=1

Ha az (a, b) tartomanyban f(x) legnagyobb értéke M, a leg-
kisebb pedig m, akkor mindenesetre

M=M;, m=m;,
tehat, ha a < b, akkor

n
S=M 3 di= M(b—a),
i=1
n
s =m 3 di= m(b—a).
i=1
Ezen tételiink alapjan, ha a dy, dy, . . ., 0y intervallumokat

ismét részekre osztjuk s az 0j intervallumokra vonatkozolag
hasonlé szellemben képezziitk a S-nek és s-nek megfelelé S’ és
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s' oOsszegeket, akkor §'-ben Md; helyett nalanal kisebb, vagy
legfeljebb vele egyenldé Gsszeg lép, tehat
S=98;
hasonléképen taladljuk, hogy

!

S.

A

S

I

Kimutatjuk : hogy ha az intervallumokat mindaddig osztjuk,
mignem azok szima végtelen nagygy4 's minden 1j inter-
vallum végtelen kicsinynyé nem lesz, akkor a S és s mintajira
képezett Gsszegek egyenl6k lesznek, azaz:

lim: S=:litih s=1FL
n=co, =0 n=co, d=0

Ugyanis, ha az intervallumokat oly kicsinyeknek valaszt-
juk, hogy barmely intervallumban a fiilggvény ingadozasa ki-

sebb e-nal, azaz
Mi—m; < e

azaz:
S—s < e(b—a);

b—a véges, tehat S és s tényleg ugyanazon hatéarértékhez koze-
ledik, mit roviden igy jelolink :

limS=Ilms=1

Mar most kimutatjuk, hogy a defiméltuk limes ériéke
figgetlen attél, hogy hogyan osztjuk az (a,b) tartoményt
intervallumokra. Legyenek ugyanis egy madsféle beosztds
osztdspontjai

- 1 of IRETITs N

Ha a megfelelG 0sszegeket §' és s’-sel jeloljiik s azuldn
az elsé felosztis xz,,...,x,—4 és a misodik felosztas @'y,.. .,
Z'm — 1 0sztdspontjait egy halmazba egyesitjiik és ez a halmaz
"y, . ., 2"k — 1, akkor viligos, hogy ez a ponthalmaz az (q, b)
tartomény egy oly ' harmadik felosztdsdt létesiti, melyet a
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masik kettd akdrmelyikébdl ugy nyeriink, ha azok rész-
intervallumait ismét részekre osztjuk. Ha tehdt a harmadik
beosztdasra vonatkozé osszegeket S és s”-sel jeloljiik, akkor
vilagos, ho
i i §r<8,8"<8S,
sloxg s in 5
Ha tehét £
lim §” =limst=§",
lim 8 =lims =§,
akkor a
lims <lim s’ =1lim §” <lim §,

lim s’ _g lims” =1lim §” <lim §
egyenibtlenségekbdl rogton kovetkezik, hogy

Se=8§%=¢ 8§

A beosztdsoktdl a fiiggetlen

I=1im ﬁ/'(ff)o‘i,
r=c i=1

Jd=0
halarozolt értékii Gsszeget nevezzitkk f(x) a-tdl b-ig ter-
Jedd integraljanak s igy jeloljik :

b

I = ’/ll) (1.1',

hol o a véglelen kiesiny dx intervallum egy tetszéleges pontja.
Az inlegral elnevezés LEisNITz és BERNOULLI JANOS megjegy-
zése folytan 1696-ban keletkezett, a jelolés pedig LeiNiTZ-15]
ered.

114. Az integral elemi tulajdonsagai.

I. Ha az (a,b) tartomanyt a,, a,...., an-1 pontokkal 'n
reszre osztjuk, akkor az infegral értelmezése kovetkeztéhen

b a, ity b
(k) dyz= }/(.1'\ dx + | f{x)dx + -4 | f(x)dx;
.Q a a, an—1

mert az-osszeadanddok Osszege éppen a definiczid szerint vett
a-hol b-ig terjed6 integral.
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II. Az értelmezés szerint:
b

af f(x)dz = lim g ((5,-) i,

hol
3,‘ = Li—-ALi-1.
Ha tehat b-tél a-ig integralunk, akkor ugyanazon osztas-
pontok megtartasaval az intervallumok

Tri1—by B a—Tnty v s 5 Bi—1—Lty - v s O—X4

lesznek, tehat d; helyébe —d; 1ép, kovetkezdleg :

f ¥R lim 3 (&),
i=1

azaz:
b

[f@)de = — | f(x) da,

a b

vagy : 2

ff(x) dx + J'/'(x) dx =0.
b

III. Lattuk, hogy

S=M(b—a), s=m(b—a),
tovabba

b
S > [f(@)dx > s,

tehat
b

M(b—a) > f}"(;r) dx > m (b—a),

a

honnan kévetkezik, hogy

} ¥ (@) daes=0.

IV. Tovabb4a, hogy van oly M és m kozott levé p érték.

melyre nézve :
b

ff(a:) dx = p(b—a),

a

minthogy a fiiggvény (a, b) tartomanyban folytonos, azés
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m-t6l M-ig minden értéket felvesz; van tehat intervallumunk-
ban oly £ hely, melyre nézve:

Faing
kovetkezbleg : s
b
ff(.r) dx = (b—a) f(¢), a<é<b

a

ezt a tételt nevezziik kozépériéktételnek.

Kozépértéktételink azonban altalanosithatd. Nevezetesen, ha
¢ (x) az (a, b) tartomanyban eldjelét nem valtoztatja — mond-
juk, hogy mindig pozitiv — akkor

{) b {)
MJ ¢ (x)dx >f/'(.1:) ¢ (x)dx > m_J o (x)dx,
a a

a

honnan az el6bbi. okoskodiashoz hasonléan kovetkezik, hogy
4 4

J f(@) e (@)dx= /'(E)f(p (x) dx. a<é<b
a a

Ezt a tételt dltaldnositott kozépértéktételnek nevezzik; ha
egvenletiink mindkét oldalat minus egygyel megszorozzuk,
akkor —¢ (x) fiiggvényre, azaz oly fiiggvényre nyerjitk ugyan-
ezt a tételt, mely (a, b) tartomanyban mindig negativ.

115. A hatarozott integral transzformaczioja.

Ha o(t) egyértékii folylonos s differenczialhaté fiiggvény s
azonkiviill ¢ (1) is folytonos. akkor bebizonyithatd, hogy ha

=)
akkor

b iy
JI@) de= [ (o) ¢ (O dt,
a ty

hat, és t, ¢(f) értelmezési tartomanyanak végesben levé oly
ériékei, melyekre nézve

ety=a, o(t,)=Db.
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¢(t) folytonossaganal fogva, ha t t-tél t-ig valtozik, akkor
o (1), azaz x a-t6l b-ig minden értéket felvesz. A késébbiekben
feltételezziik, hogy t, > t;. A definiczi6é értelmében :

b n
)' f(x)dx = limiz1 f(€) (xi—xi-1),
ha :

xi=o(t), Tri-1=9¢(li-1),

akkor, mivel a differenczidlszamitas korében eléfordult kozép-
értéktételnél fogva:

¢ (l)—p (ti-1)

s P @' (7i), li>ti>ti-1

tehat
xi—xi-1= ¢'(ri) (ti—ti-1).

Minthogy ¢ az (xi, xi-1) intervallumban van, azért a (i, ti-1)
intervallumban van oly ¢ érték, melyre nézve

E=o(b

s mivel 7; szintén ebben az intervallumban van, azért gy zi,
mint ¢ ily alakdak

t =tiq+ 0 (ti—ti-1), 6 <1

Ti= ti_-l + 01 ([l ‘“tl.—l)s 01 3 1
honnan :

rre=1 4—02“:’-&—1), ]\02|:|01—0|<1

minthogy ¢’ () folytonos, azért ti—ti—1-t megvalaszthatjuk oly
kicsinynek, hogy legyen
- lo' ()—¢ (1) | <7,
tehat ;
g (r)=¢'() +

hol %; és ti—t;—1 egyidejileg zérussa lesz. Ennélfogva

b,

Ji @) dz=tim 3 f(e () ¢' () (t—ti-1) + lim F (o (&) i (ti—ti=1)

a

t;
= [f(pth) ¢ (D) dt.
4

Legyen ugyanis
lgil <e;
(i=1,2,...,n)




262 DIFFERENCZIALAS AZ INTEGRAL JELE ALATT.

s f(x)nek az (a, b) tartoményhoz tartozo legnagyobb értékének
abszolut értéke M, akkor

‘Zf(sv i(ti—ti-1) | = M(fy—ty) e,

a mi kimondja, hogy fontebbi egyenletiink jobboldalan a ma-
sodik limes eltiinik.

116. Differenczidlas az integral jele alatt.

Ha f(x, @) nemcsak @-nek, hanem a-nak is folytonos és
differenczialhato fiiggvénye és ezenkivill fz szintén folytonos,

akkor
b

I:ff(x, a)dx

a

a szerint a kovetkezé szabdly szerint differenczialhato :

r}I r/f
Ba ()a
" ﬂ
Legyen ugyanis

h b
41 = [f(x, a+h)dx— [f(x, a) dx
b
*)f/ x, a+h)—f(z, a)] dx,

a

f(x, a-+h)—f(x, a) = fz (x, a+6h) h, 0<1

de

tehat

b
= fﬁim‘. a+6h) dx,

amde, ha h elég kicsiny, akkor
fe (x, a+0h) = fi (x, a)+7,
hel az (a, b) tartomany minden x értéke mellett

Ipl<e,
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tehat
g "
:;T :j fe (x, a)dx +f77dx-
De a a
b
| [7dz| < e (b—a) oy

s minthogy :

lime=0,

h=0

azeért

h=0"

b
[im fl’il :fﬁz’ (x, a) dx.

a

117. Az integralfiggvény differenczialhanyadosa.
Minthogy az

¥
J Loy

integralnak f(x) folytonossagi tartomanyanak minden X helyé-
hez tartozik egy hatarozott értéke, azért integralunk X fiigg-
vénye s jeloljik ezt F(X)-el, tehat

X

F(X) :f f(x)dzx.

F(X)-t integralfiiggvénynek. nevezzik. Hatarozzuk meg diffe-
renczialhanyadosat. Legyen

¥+JX $
A (XY == 'ftr)dl‘—ﬂ’ f (@) dx,
a a
de mivel
X+4X ¥ nyX
[f@ydx= | f(x)dx + | f(x)dx,
a a \'
azert
X+aX

AF(X) = | f(x) dx.

De a kozépértéktétel értelmében :
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o

X+4X
f/ v)dr = [(X+04X) 4X, <1
azért
:’5@ — [(X+04X),
tehat ;
= [(X).

zaz az inlegrdlfiigguény differenczidlhdnyadosa az inltegrdl
iele alatt levd ﬁ“zggvényn yel egyenlé.

Ha tehdt f(x) az (a, b) tartomdnyban folytonos, akkor min-
dig van oly F(x) fiiggvény, melynek differenczidlhdnyadosa a:
(a, b) tartomdny bdrmely x helyén f(x)-e! egyenld.De, ha F(x)-nek
meg van ez a sajatsaga, akkor, ha c-vel egy tetszdleges kon-
stanst jelolink, F(x)+c-nek szintén meglesz ugyanaz a tulaj-
donsiga s ezt a F(x)+c-t nevezzilk f(x) hatdrozatlan integ <dl-
Janak s igy jeloljiik :

’f x)dy = F(x)+

Ha tehat egy ily F(x)-et mar meghataroztunk, akkor a hata-
rozott integrilok szamara c-nek a jelentését is konnyd meg-
allapitani. Ugyanis

2
J (@) dx = F(X)+c,

honnan
J f (@)+c=0
tehat
= — F(a)
s igy

X
j' f(x)dr=F(X)—F(a).

a

Ha tehdt F(x) az (a, b) intervallumban folytonos f(x)-nek a
hatdrozatlan integrdlja, akkor

b
ff(x) dx = F(b)—F(a).

Ezen tétel alapjan aztan konnyi kimutatni, hogy az integral
szamitasban megallapitott kozépértéktétel oly alakuva valtoz-
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tathaté, mint az, melyet a differenczidlszamitdsban megalla-
pitottunk. Ugyanis

b

[ f(x) dx = (b—a) f(£), a<é<b
a

de
f(&)=F' (&),

tehat fontebbi egyenletiink alapjan:

fﬁﬁ;gf;“‘_’ —F'(8). a<é<b

Természetes, hogy csak alaki megjegyzés jott létre, a mennyi-

ben foltevésiink értelmében F'(£), azaz f(&) folytonos, mig a
differenczidlszamitasban ily foltevés nélkiil tortént a bizonyitas.

118. Valds valtozoju komplex fiiggvények
integralasa.

Ha f(x) az a valés valtozonak komplex fiiggvénye, akkor
bizonyara ily alakiu: P
f (@)= [i(x)+if3(z),

hol f,(x) és fy(x) mar valés faggvények, s ha még az (a, b)

intervallumban folytonosak is, akkor az integral definiczidja

értelmében :
b b

b
‘,l/.‘\.l') dx- .)'/', (x) dx I'J'/Q(‘.z‘Ml.i:
a a a

Ha f(x) hatarozatlan integralja F(x); fi(@) és fo(x)-é pedig
rendre F,(x) és F,(x), akkor egy hatirozatlan konstanstol
eltekintve :

F(x) = Fy(x) + iFy(x),

minthogy mindkét oldalt differenczialhanyadosa ugyanazt a
fiiggvényt szolgaltatja. Tehat a hatarozatlan integralt akar a
valds és képzetes részre valo felbontgssal, akar a nélkiill hata-
rozhatjuk meg.

Azonban a kozépértéktétel mar modosulast szenved, ugyanis
mint lattuk
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tehat
[ 1@ dz| < [VE@ Ew,
amde
fo,u fxRdx = Vi(§*+1,(6)2 (b—a),
ennélfogva i
[ @) de| = 00— FRFTFER
<1

Ha pedig ¢(x) az (a, b) tartomanyban pozitiv, akkor az
altalanositott kozépértékiételink alkalmazasaval kévetkezik,
hogy

b
[ff )¢ (@) da| = 0V FEPTER [ ¢ () da

a

<1

A kozépértékiételnek ez a médositasa DarBoux-té) ered.

XI. A HATAROZATLAN INTEGRALOK MEGHATA-
ROZASANAK ALTALANOS MODSZEREL

119. A priori ismeretes hatarozatlan integralok.

A hatirozatlan integralok meghatarozasanak probléméja a
kovetkezd : Adva van [(x) fiiggvény, meg kell hatdroznunk oly
F(x)-t, melynek differenczidlhdnyadosa f{x)-el egyenlé. Ha tehat
valamely ismeretes F(x)-nek ismerjik a diffewncﬂ&lhénvado-
sat f(x)-t, akkor f(x)nek a priori ismerjiik a hatirozatlan
integraljat, mert ethn az esetben

| f(@) de = F(x)+c,

¢ a hatarozatlan konstans. A differenczidlszamitas alaptorvényei
alapjan tehat a priori felithatjuk a kovetkez6 integralképleteket :

an+l
f’L"dl e (1)
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b o
= 1 i 2)
' J . lr +c (2
ferdr = e= +c (3)
s 5
[uxda‘, = —— +¢ (4)
3 la
feoszdr= sinx+ec (5)
[sinxdr =—cosx + ¢ (6)
dx
e o V1 o 1 73
J cosx 8 (7)
S,
——=—Cctgxr + ¢ (8
J sinZr " S)
" tgxsecxdr =secx +c (9)
|ﬂ etg x csec xdr = —csecx + ¢ (10)
fctg Edx= ISRyt e (11)
f[tgxdx =—Ilcosx + ¢ (12)
dx " :
—=——=arcsin& + ¢ = —arccos r -+ ¢ (13)
S
dx _
B — arctgxr + c=—arctgx ¢ (14)
gy ‘
e — ArCSeCX + €= —arccsecx + ¢ (15)
J xV 21

Ha u x-nek folytonos s differenczialhatd fiiggvénye, s diffe
renczidlhanyadosat u'-el jeloljik, akkor a differenczidlasi sza-

balyok értelmében képleteinket kovetkezGképen
hatjuk
Tk un+1
fu"u r=—2+6
f—IL dr =1Ilu + c,
u
s LB
gf—iﬁi =2Vo(x)+
V(@) ~
dx 1

— [ (ax+Db) + c.
a5

Jaxr+b

altalanosit-
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120. A dekompoziczi6 moddszere.

A dekompoziczié médszere abban all, hogy a figgvényt, ha
lehetséges, tobb oly fiiggvény oOsszegére bontjuk, melyeknek
integraljait mar ismerjiik. Igy ha

[ () = cyfy(@)+cofo(X) + - - - -+-Cnfn (T),
akkor

[f@)dz=c, [fi(x)dz+e, [ fo(x) dz+---+cn [ fa () de.

Pl. legyen meghatarozandé

dx
—a

Minthogy
0t S, ARl S ok, o 9ty
x2—a? "~ 2a x—a 2a x+a’
azért
ade s Lo e A e
22—a?2 2a ) x—a 2a ) x+a
1 : X
= 5 [ (x—a)— ™ l(x+a)+c,
kovetkezéleg :

dx 1 x—a
f}z‘_?— e Fia "

121. A szubstituczié modszere.

A szubstituczi6 médszere abban 4all, hogy a valtozé helyett
alkalmas szubstitucziéval oly valtozét vezetink be, melylyel
integralunkat mas egyszeriibb, vagy talan mar ismeretes inte-
gralla valtoztatjuk.

1. Pl. Meghatarozandé

ax+b T
(x—a)n

Alkalmazzuk a kovetkezd szubstitucziot:
rx=1t+a,

dyx=di

tehat
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ennelfogva
(B2 ok O Iy
(x—a)n In
=g ft*“*’ldt~|~(aa+b)fl""(1t
at—n+2 (aa J'_b)[—n+1 ;
= L 4,
—n-+2 —n+1
honnan
" ax+b RO T [ >
(J (x—a)r 7 (2—n)(x—a)r-2 ' (1—n)tr-1 T

2. Pl. Legyen még meghatarozando

Legyen

dz dt
4+ a s
h’h(t
-=1t + c,
azaz :

3. Pl. Végil hatarozzuk meg még a kovetkezé integralt

)' ; 7;1.1‘ 7 Py
J *ta
Legyen P
r=1tVa,
dx = dit Va,
tehat
Yeda i B bl 1
— =-—e | —— = -—=—arclg t+¢,
& “4+1 Va
TN arclg - I

Va Va

Sutak : A differencziile és integralszimitis elindlete.
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122. Az integral jele alatti differenczialas modszere.

Lattuk, hogy ha f(x, @) az integral hatarai kozott a szerint
vett differenczialbdnyadosaval egyiiit a-nak folytonos fiiggvé-
nye, akkor ha

F(x,a)= ff(.zr, o) dzx,

gi- : £df v
da i bds T
Ezen eljaras alkalmazasaval adott integralbol az integralok-
nak egész sorozatat szarmaztathatjuk le. Pl Az elébbi fejezet
utolsé feladvanya szerint:

f‘ B ol arctg e
J xX2+a Va Va
dr—1(x24+¢g)-1 e
B o I W L AN -1(n—1)! (2 —
i = (-—1)r-1(n—1) ! (x2+-a)-n,
tehat ;
SRES s o (—1)n-1 dn—1 1 e
e = = = e ool o ;ll‘cl{.; i — i
J (x2+a)n (n—1) ! dan—1 a V a

123. A parczidlis integralas modszere.

Ismeretes, hogy adott foltételek mellett, ha u és v x figgvé-
nyei, akkor
(uv)'= uv'+ ou',
tehat
up = |uv'dr + | vu'de,
honnan
| uv'dx =uv — )Uu'd.l:.

Az integralasnak azt a moédszerét, melyet ez a képlet nyuijt,
parezidlis integralds mddszerének nevezziik.
1. Pl. Meghatarozandd
" arlxed.
Legyen ¥
s oo s

tehat
rtl ; 1
Y= — ¥ 5
n+1 r
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ennélfogva
2 anl 'R 1 =
rrledy = —— ———— | andx,
n+1 n+1
honnan
% an+l]yp an+1
nledy = —————— = 4
f n+1 IR LR

2. Pl. Ha pedig -meghatédrozandé

| cosxda,
akkor legyen
U=, 0= e08x

=170 =S¥,
tehat

| xcosxdx = xsinx — J sin x d,
kovetkezdleg :
[ xcosxdae = xsinx + cosx + ¢

XIIL A RACZIONALIS FUGGVENYEK INTEGRA-
CZIGJA.

124. Az alaptipusok integralasa

a az integral alatt lev6 fuggvény racziondlis egész fugg-
Ha az integral alatt iev6 fiiggvény raczional gész fig
vény, akkor az axn alaki tagok Osszegébdl all, tehat az inte-
gralt
axn+1

n+1

( axndr =

/
v

alaku lagok osszege szolgaltatja. Ha pedig az iniegral alait levo
fiiggvény raczionalis tortfiiggvény, akkor integralunk a kovet-
kezé tipusu integralok meghatarozasaval hatarozhato meg:

_dx f dx f ax+b
v T [ TR TR [(x—a)2+ uzj‘,

Az els6é kettonek integraljait ismerjiuk, ugyanis

dx ;
e = [ —a) LT
J r—a
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A harmadik integralt pedig
T— a:f, P

szubstitucziovai a kovetkezé két kiilonbozé tipusu integral se-
gitségével hatarozhatjuk meg:

[‘ tdt dt
i (t2.+_a)n > (‘[2+a)n ’

AR 1
(BF+ar —  2(n—=1) (B+ap-1’

és a 119. §. szerint

f LSBT . sl (_1_ o _t_).
(+am  (n—1)! din-1 \Y] 58 %

Ezzel azutan az Osszes alaptipusokat meghatiroztuk.

125. A raczionalis fiiggvények rekursiv modon
valé integralasa.

Ha P, P,, ... Pr racziondlis egész fuggvények a valds sza-
mok korében toérzstényezdék és

f(.'l') = 1);"]);2. .o P,'.l' 4
akkor ‘
2@ _ o) | elx) L o)
fxy P P 2

Tehat a raczionalis tortfuggvények integraczidja

o (x)

Prn dr

tipustt integralok meghatiarozasara vezetheté vissza, hol ¢ ()
racziondlis egész figgvény, P pedig a valés szamok korében
torzsfuggveény.

Minthogy P és P’ viszonyiagos torzsfiiggvények, vannak tehat
a-nek oly A ¢s B raczionalis egész fiiggvényei, melyekre nézve:

AP+BP'=1,
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tehat
gx)  A¢(x) , BPg(x)
1 e ;505 PR
Kovetkezdleg :

p@)dr (" Bop(x)P' ., [ A¢(x)
r—--‘I-)'—!—f ;A‘J - P" d.l '1—‘ P" gy dx.

Ha egyenletiink jobb oldalan az elsé integralt parczidlisan
integraljuk s
u=Bo(x), v=FP-n:

: ; 1 1
u'=(Be (x)), v=— oy P

akkor
Po(x)Pdr ___Bp(x) , ( (Be@) ..
7 Pr ~ (n—=1)Pn-1 " ] (p—1) P17
tehat
g(® 5 - Be(@ 01(X) .
B o= e [ dr i

hol Y
(Iim( r))'+(n—1) Ap (x)

3 (1) == T
1) e

Ezzel az eljarassal tehat integralunk meghatarozasa

alaku integral meghatarozasara vezethetd vissza.
Pl. Alkalmazzuk eljarasunkat az

dr
i r @2 ra)n

meghatarozasara. A jelen esetben :

¢(x =1 P—=x2+ a, P’;:2,1,',

@’ 2a

szubstituczio utan nyerjilk, hogy

X 1 ‘)nwi p
i — T, 4 Y T T t [nrl (IT)
(2n—2) (22 4-a)n-1 a 2n—

Lzt a formulat, mely I, meghatarozasat I,,—1 meghataroza-
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sara vezeti vissza, rekurziv formuldnak nevezzilk, melynek alap-
jan ‘a végelemzésben I

1 x
I, =—— arctg ——
; Va g Va

segitségével meghatdrozhatd.

XIV. ALGEBRAI FUGGVENYEK INTEGRALASA.

126. Az algebrai integralok osztalyozasa.

Ha y az
e, yy=0

algebrai egyenletnek gyoke s F(x,y) az x és y valtozok ra-
czionalis fiiggvénye, akkor az

J' F(x; y)dx

integralt algebrai, vagy AseL-féle integralnak nevezziik.
Az ABer-féle integralok egyik kiilénos esete az, midén y-t az

72=R (x)

algebrai egyenlet definialja, hol R(x) ax-nek raczionalis egész
fiiggvénye ; az ennek megfelelé

[ F(x,VR(x)dx

integralt, ha R (x) fokszama n=4 hiperelliptikus-, ha pedig n=3,
vagy 4, akkor elliptikus integralnak nevezziik.

127. Az algebrai integralok meghatarozasa szub-
stituczidval.
Ha az
| F(x, y)dx

algebrai integralra alkalmazzuk a kovetkezdé szubstitucziot :

X ILT\f‘r‘ da- g".’l‘!(”.
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akkor az
f(x,y)=0
egyenlet értelmében y valamely ¢ (t) fiuggvénye lesz i-nek, ko-
vetkezéleg : >
J‘ Flx, g)dy = J F(p (1), ¢ (1) o'(t)dt.

Ha meg tudunk hatarozni oly szubstitucziét, mely az integral
jele alatt levé fiiggvényt raczionalissa teszi, vagy pedig a priori
adott integralra vezeti vissza, akkor integralunk az eddig isme-
retes fiiggvényalakok segitségével meghatarozhato.

1.°Pl Ha

B 4 ax+b\x ax+b\e axr-+b \*r

P, p=fle{——) , |—=1 , .y == :

cx+d cx+d cx+d /) |}

hol a, b, c, d konstans szamok; a;, a,, ..., o, pedig oly tor-
tek, melyeknek kozos nevezbje a, akkor

ax+b

2 VT

cx+d
szubstituczio alkalmazasaval F(x, y) integralja raczionalis fiigg-

vény integraljava lesz. Ugyanis

ar+ b "i;: o
cx+d :

hel aa; egész szam, tovabba

-(ad—be) to=1 dt
(a—cta)? :

— —’--iw — dr=a

Tehat
}' F iz, y) dx = a (ad — bc).

JF( dt el e, oy I“”')' : dt

\a-—ct* ’ (a—ct)?

2. Pl. Legyen a meghatarozand6 integral

" da
J Vax?+2bx+c

Ismeretes, hogy ¢ minden értékére nézve

flx)=aa*+2bx+c=fla)+[(a) (x—a) + 1 f"(a) (x—a)?.
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Ha a-1 ugy valasztjuk meg, hogy legyen
f’(a)::l)_
akkor
Ry

b f(@) ac
== i s a) —=——
a a

Ha lehat f(a)-t roviden A-val jeldljilk ; x—a helyett #-t irunk

s megfontoliuk, bogy %f"(a) nem mas, mint a, akkor

" RN ney st
J Var2iobrre J Vair+i

integralunk meghatarozasanal harom esetet kiillonboztetiink

eu
meg.

I. a=0, akkor a 118. §. 2. feladvanya értelmében:

oL L dyectide
Vat21-2 V a *I//f? f ,) Va !
e a

Il. a<0, 1<0, akkor a megoldast szinte ugyanez a képlet
szolgaltatja, csakhogy V a képzetessé lesz.
IIl. a<<0, 1=>0, akkor

szubstituczié alkalmazasaval :
Cdi 1 Yiride )
| el S — = arc sin z + ¢.
o Vat?+i V—ad V1—22 V —a
3. PL. Hatarozzuk meg még a kovetkezd integralt:
) dx
J (x—a) Vax?+2bx+c

1] .
Legyen

[(X)=ax?+2bx+c=f(a)+['(a) (a—a) -+ :f"(a) (x—a)?

-0y +2by(x—0a)+ cy(x—a)?

tehat

} (x—a) V a;+ 2by(x—a)+c(x—0)?
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honnan

1
r—a= T dr=——

szubstitucziéval nyerjiik, hogy

dx

(@—a) V aa?+ 2ba+c :..{ Vaz

mely integralnak megoldasat mar az elébbi feladatbél ismerjiik.

128. Binomialis integralok.

Binomidlis integrilok alatt értjitkk a kovetkezd alaku altala-
nos integralokat :
f xm (a-+-baxn)P du,
melybél
ban = at ¥

szubstitucziéval a kéovetkezd integralt nyerjik :
m+1
k. faXn e
> ( ) ar ) t
n\b .

m+1
& R

m+1

ek (18P dt;

az

jelolés alkalmazasaval a binomidlis integralok altalanos alakja :
Ipg = [ 11+t dt,
Integralunk kiszamitasara recursiv formulakat allapitunk
meg, e véghol legyen
2 q / - ; f -1
HA+P=1+) A+HP =0 QP + 9 (1 +4P7Y),
honnan kovetkezik, hogy
o)

e

[1:11 5 Ip—lrl [/, -1g+1 — (1)
* Ha a és b ellenkezo el6jeliiek és n padros, akkor formuldinkban
{ helyett mindentitt —¢ irando, hogy a szubstituczié valés maradjon
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Ha pedig ebben p helyett p+1-et, ¢ helyett g—1-et irunk,
akkor a kovetkezd képletet nyerjiik :

Ip+1q—1“‘lpq—1—1pq =0 (2)
Tovabba

(T (14+0P) = (q+1) 1A+ )P+ pt* (1 4+4)P 7,
(1 (A+tPHY =gt~ (14621 4 (p+1) (1117,

tehat :
(q+1) Lg + plp—1g+1== 197 (1 +-1)P, (3)

qlps1g-1 + (p+1)dpg = 19(1+ 1P+, @

Ha a (3)-hoz hozzaadjuk az (1) p-szeresét, a (4)-b6l pedig
kivonjuk a (2) g-szorosat, akkor a kovetkezé két egyenlethez
jutunk :

: (p+q+1) Ipg— plp—1g = 75 (1+1)P. (5)
@lpo—1 + (P+q+1) o = 1 (140", (6)

Ha az (5)-ben p helyett p+1-et, a (6)-ban pedig q helyett
q+1-et irunk, akkor

(p+q+2) IpH,q_(P "’lb ]‘)q —= tqpl 1 + f)’)+1 (7)
((I*‘l) I')q 5 3 ([Jﬁ’([ r2) Ipq+l = a1 (14 [)11+1' (8)

F

Ezen formuldk alapjan Ipq kiszamitasa visszavezetheté oly
Iy kiszdmitasara, melyre nézve

I=p'=0, - 1=>q'=>0:

Ugyanis, ha p>1, akkor az (5) formula segitségével Ip-rol
attérink az I, i,-ra s igy tovabb, mignem Iy4-hoz nem jutunk.

Ha pedig p<<0, akkor a (7) formula segitségével I,,-rol atté-
ritnk Ipi1,4-ra s i. t, mignem Iyg-hoz nem jutunk.

q redukezidjanal pedig a (6), vagy (8) formuldkat hasznaljuk
fel, a szerint, a mint ¢=0, vagy ¢<0.

Ezek alapjan kimondhatjuk, hogy binomidlis integralunk
integralhato, ha

I. p, vagy q, vagy mind a kellé egész szam; mert az ezen
eseteknek megfeleléleg I, integral, Ioq, Iy, Io integralokra re-
dukalhaté, melyek meghatarozhatok.
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II. Ha p+q=s egész szammal. Ugyanis

Ipg = I, s—p-

Amde I, s—p Ip —p-re redukalhatd, de

Ip, —p- ] ("1:;'!‘)1)(”.

mely az elébbi fejezet (1) feladvanya szerint integralhato.

129. A hiperelliptikus integralok osztalyozasa.
Hiperelliptikus integraloknak nevezziikk az oly
f/'(.z', y)dx
integralokat, melyekben f(x, y) raczionalis fiiggvénye «, y-nak és
y*=VR(x),
R(x)=ayxn+axn—1+... +-an.
Tekintve, hogy
yr=(R(@)r, yr+i=y(R(@)),
azért f(x,y) altalanos alakja :

h@)+uhx)

) &P =
1@ 9) = @) T yeua)

Ha pedig ennek a tortnek is a szamlaldjat s nevez6jét meg-
szorozzuk o (x) — yoo(x)-el, akkor f(x,y) végleges alakjaul a
kovetkezo kifejezést nyerjik :

f(x, y) = P(x) + yQ (x),

hol P és Q a-nek racziondlis fuggvényei. Minthogy a racziona-
lis fiiggvények integraljaival mar foglalkoztunk, azért még
csak az

j‘ yQ (x)dx

integrallal kell foglalkoznunk. De mive!
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y*Q(x) ~ F(x)
[l‘) I= e T e
yQ( 5 .

azért az altalanos hiperelliptikus integralok tipusa az
J F@) 40
el

integral, hol F(x) raczionalis fiiggvény, mely altalaban ¢ (x)
raczionalis egész fiiggvény és ¢ (x) raczionalis tortfuggvény
dsszegeként allithato el6 s igy ‘
F(x) * o () (* ¢ (x
) e J —— dx 4;} ¢ (@) dx.
y Y Sl

A jobb oldal els6 integralja

ne P
y

tipusu integralok Osszegére bonthatd, s ezeket elsé tipusi inte-
graloknak nevezziik, a tobbieket pedig mdsodtipustiaknak. Vizs-
galjuk meg, hogy kozottik hany egymastol fiiggetlen van. E vég-
bél az ismeretes differenczialasi szabalyok alkalmazasaval kony-

nyen meggyv6z6édhetiink, hogy

(xiV/ Ry = iri-1R (x) + iR (x)
= VR(x)

Tekintettel R (ax)-nek fontebb folirt alakjara

(xiV R l’v.lf))':'.‘,
(i+3n)a@r+i-14(i+ 3 (n—1))a@n V=24 4 (i+ 3 ) @12+ lapri—1
VR (x)
boxnt it byxent =24 - A b1 - bt

VR (@)

r)

hol b,=—0, ha i=0. Képletiinkb6l kovetkezik, hogy
II"v R(x) '-I)()[zni—l T [’1]1“‘[ o+ by w10 bnli-1.
Ha i=0, akkor tekintve, hogy b, is zérus, azért

‘ R(l\ = 17”1:: ; B bI[n 2: [’n—llil-
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A mibdl kovetkezik, hogy In-1, In, ... kifejezhetdk I, I,,...,
I,—2-vel. Tehat az els6 tipusu, egymastol fiiggetlen hiperellipti-
kus integralok szama n—1 és ezek :

: B PRt B

Ezutdn dttérink a mdsodtipusti integrdlok ldrgyaldsdra.
Minthogy ¢ (x) raczionalis figgvény

ALl
(:v_a)!l

alaku tagok Osszegére bonthaté, azért az

A p
g

f ¢ (x)dx

integral is

7(%_’_71}?:,'}_
alaki integralok Gsszegére bonthato, hol ¢ (x) raczionalis egész
fiiggvény. A targyalasnal két esetet kiilonboztetiink: I. a ne
legyen R(x)-nek gyoke. Ekkor differenczialassal nyerjitk, hogy

g ’

( VR (.é)_»)’_w —(n—1) R (@) +}(x-
( (x—a)" VR (x)

x—a)n-1 wR
tehat i
: Lo SRR T (,,I’L!{m, el
(x—a)" VR (x) (x—a)n—1
¢ (x) + A(n—1) R (x) — /2 (x—a) R'(x)

(x—a)" VR (x)

Egyenletink jobb oldalanak szamlaléja oszthaté x—a-val,
ha -t ugy valasztjuk meg, hogy legyen
¢(a) +A(n—1)R(a) =0,
honnan
o (a)
7 I e S e e n=1
(n—1; R (a)

Egyenletiink jobb oldala tehat x—a-val valé révidités utan

ERE i 1.0 S

i’ a:_a yn=1 VRV(J:-)
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alakban jelenik meg, tehat
I owde__ o@VR@) f 01\¥) dr
(x—a)"V Rx (n—1) R (a) (x—a)n—1 (x—a)n —1l Ru
Minthogy ez az eljaras csak akkor alkalmazhat6, ha n == 1,

azért ezen redukczio tobbszoros alkalmazasaval, a masodtipusu
integralokat

X dl

(r—a V

alakra redukaljuk, mely els6tipusa integralokat s az

J’.,_Jﬁ
(x—a) V' Rx
masodtipust integralt foglalja magaban, minthogy

2@

c
y—a AT F 5

r—a
alakban allithaté eld, hol y(x) raczionilis egész figgvény ¢
pedig konstans.

II. a R(x)-nek egyszeres gvoke, tobbszérés mem is lehet,
mert ha pl. 2r-szeres gyoke lenne. akkor négyzetgyokot lehetne
heléle vonni, ha pedig 2r-+1-szeres gyoke lenne, akkor (x—a)?-
b6l négyzetgyokot lehetne vonni s igy a négyzetgyok alatt csak
xr—a marad meg.

Ebben az esetben kiindulunk a kovetkezoé differenczial-
hanyadoshol :

R (x) :
r—a 5 R(x)
a) nl ,\\l‘
#ia R(x) 1 Rty
o)+ AN o AR (D)
(/ .(’ f : l’-//_ ot :
(x—a)¥ Rr (x—a)n V R(x

Egyenletiink jobboldalanak a szamldl6ja oszthat6 (x—a)-val,
At gy vélasztjuk meg, hogy legyen

¢ (a)+4(n—3) R'(a) = 0,
@a)

" (n—3) R'(a)
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Kovetkezoleg egyenletiink jobboldala ily modon

o4(x)

(x—a)»-1V R (x)

alakba irhato, tehat

f _pg@dr  __ ¢@VR@ f ¢ (%) dx

(@—arVR(®Z) (n—3) R'(a) (x—a)n (x—a)n 2 VR (.

’)
Minthogy eljarasunk akkor is alkalmazhaté, ha n =1, azért
ezen redukezio tobbszoros megismétlése elsotipusu integralokra
vezet.
Az
| f\x, y)dx
hiperelliptikus integrdl, ha benne y? n-edjoki racziondlis ~gész

fiiggvény n egymdstol fiiggetlen integrdllal kifejezhetd ; ezek az

]U* [1, ey 111—2, 1~

hol
rn P
11 ;T’ 7.1;(71.71“ 3
LY R
pfi e
J (x—a)V R(x)
Pli ' Ha n =2 akkor
g f iy e
o Vax?+2bxr+c J (x—a) V ax®+2bx+c

integralokkal, melyeket mar meghatiroztunk, a tobbi kifejez-
heto.

Ha pedig n =3, akkor [, I;, I tipusokkal a tébbi kifejez-
het6. Az n =4 esete azonos az n =3 esettel ugyanis, ha

R(x) = a2+ a, 23+ a2+ asx+ay

= (x—a) (b3 + byx2+ by + by),
honnan

szubstituczio alkalmazdsaval :




284 AZ ELLIPTIKUS INTEGRALOK KANONIKUS ALAKJAL

i 1 1 1
Rx)=— (Co+c1 iR e 33)

= %i (egz3+ 2%+ coz+C3)
kovetkezoleg :
o C N s
VR(x)  Vc+c2tcztes

a mi bebizonyitandé volt.

Az n=3 és n =4 esete tehat egyforma tipusi integralokat
foglal magaban, melyeket azutan elliptikus integraloknak
neveziink.

Minthogy az elliptikus integralok targyalasanal mar régtol
fogva alapul a negyedfoku polinomot valasztotiak, azért mi is
azok kanonikus alakjainak megallapitasanal ezt az eljarast
kovetjuk.

130. Az elliptikus integralok kanonikus alakjai.
Az elliptikus integralok altaldanos alakja:
Riwide
VR(x) ’
hol ¢ (x) racziondlis fuggvény és
R (x) = agxt*+ a2+ agx®+ azr+-a,.
Nevezzitk R(x)=0 egyenlet gyokeit a, b, ¢, d-nek. Mindig
feloszthatjuk ezeket oly a, b és c, d csoportokra, melyekre
nézve az

(—a) (x-—b) = 22+ b2+ by, } (1)

(x—c) (x—d) = 22+, x+ ¢y
szorzatok egyiitthatoi realis szamok. Tehat

R (x) = ag(x2+ by +by) (24,4 ¢y),
honnan
1 —1
G o
i Y
transzformaczioval

R(x)= ;2 (y2+bry+b)) (y*+ iy +c3)




az elsé tényezoének a gyokei :
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1 1

p—a’ p—b
a masodik tényezéjéi pedig:

1 1

p—c’ p—d’
ha p-t megvalaszthatjuk ugy, hogy legyen

1 1 1 1 .
R s Yparre dupc 2)
akkor
e

A (2) alatt levé feltételnek tényleg eleg:t tudunk tenni realis
p értékkel. Tekintettel ugyanis az. (1) alatti relacziokra (2)
egyenletiinket ily alakba irhatjuk :

. el G a O
T p2+bip+by, T pP+eptcy’
onnan
(ey—by)p?+2(cy—by) p+bycy— 1Dy =0, (3)

ennek az egyenletnek a gyokei valésak, ha diskriminansa

c—by by

= <0
o } ¢—by bico—ciby l 2
vagy az (1) relacziok alapjan
le+d—a—>b cd—ab L % 0. 4)

B ‘ cd—ab cd (a+b)—ab (c+d) g

Ha a = c, akkor D=0, tehat D oszthaté a—c-vel, hasonlo-
képen oszthaté a—d-vel, b—c-vel és b—d-vel, tehat
D — C(a—c)(a—d) (b—¢) (b—Ad), (5)
hol € még ismeretleri konstans, melyet a kétféle alakban f6lirt
D-nek kifejtésénél nyert a?b? tag egyiitthat6jabol rogton meg-
hatarozhatunk. Ugyanis a, (4) kifejtésében @?? egyitthatdja
—1, az (5) kifejtésében pedig C, tehat
C=+-1.

Sutak: A differenczial- és integralszamitas elmélete.
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Ennélfogva a (3) egyenletnek valos gydkei vannak, ha
=B —=Aq=pyxla—dy(b—c)(b=d)=0.

Ha (a, b), vagy. (c,d), vagy mindketté6 konjugalt komplex
gyokok, akkor feltételink teljesiil, ha pedig a gyokok realisak
s (a, b) a két legkisebb, vagy két legnagyobb gydk, akkor fel-
téetelimk szintén teljesill, tehat a gyokoket tényleg elrendez-
hetjik gy, hogy a (2) alatti feltétel valdos p-re nézve teljesiil-
jon és ekkor

bhy=rep==1

tehat R (x)-t ily alakba irhatjuk:

R(x)= -

honnan

szubstituczioval a kovetkez0 alakhoz jutunk :

R(x) =— a‘ﬂ) i (224-a) 22+ 3),
|2 z)
tehat altalanossagban
Rl == »-14;-—4 (az2+-b) (a'z24-b").
\=— 2)

Elliptikus integraljaink tehat
: @) dx : ’
J Viax2+b)(a'x?+b') J VRi(x)

alakiakka transzlormathaték. De ¢ (x) altalanosan

alakba irhatd, melynek szamlalojat s nevezdjét yy(x?)—ay (a?)-al
szorozva a kovetkez6é alakhoz jutunk:

oy(x) = P(x?)+x0 (x?),



(1)

(2)

3)~

AZ ELLIPTIKUS INTEGRALOK KANONIKUS ALAKJAL.
hol P és Q x*nak raczionalis fiiggvényei. Ennélfogva
p@)de _ (P@?)dr  (Q(a?)xde

J VR, (x) VRi(x) . / VR, (x)

De a jobboldal masodik integralja x2={ szubstituczioval
lf Gyt -
2J V(al+b)(a't+b’)
integralla alakul, mely mar nem elliptikus integral. Ennélfogva

az elliptikus integralok tjabb redukalt alakja

(6)

(P (x?) dx.
) VR, (x)

Ezek utan 11’1(‘1‘):1 vizsgaljuk meg részletesen; két esetet
kiilonboztetink meg.

I Ri(x) legaldbb eqyik tényezdjének pl. ax2+ b-nek eqyiitt-
hatéi- kiillonbézé eldjeliiek ; az -altalanossag rovasa nélkiul fel-
tételezhetjiik, hogy a<0, b>0; mert ha nem Agy volna, akkor
mindkét tényez6t —1-el kell csak szorozni, hogy tugy legyen.
Az ide tartozo Osszes lehetséges esetek a kéovetkezok :

| a<0, b>=0; a =00 =0
2. @< 0 b=0; a: =0, bl
8- a0 0=0; &l Btk
& a1 B =0 &' =8, b)),

Il. Ha Ry(x) mindkét tényez6jének egyiitthatéi egyforma elé-
jeliiek, akkor csak a kovetkezd két eset lehetséges -

O =0 b0 a0 b =0
0 fa=0" b0 a' < -nb s

Az 5. és 6. eset azonos, mert ha a 6. esetnek megfeleld
integralt megszorozzuk 1:7—1-el, akkor.az 5. esetnek meg-
felel6 integralhoz jutunk

Kimutatjuk most, hogy a 3., 4. és 5. eset szubstituczioval
visszavezetheté az 1. vagy 2. esetre.

A 6. alatt levd integralunkra alkalmazzuk a kovetkezé szub-
stitucziot :

ax:i+b=~¢1

’
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tehat

Vi—b tdi

= = tg ll(l' e e e o e
Va VaVvt—b

2
Ry(x) = % (a't2+ab'—a'b),

2. 1)
P(Zl'z) el (i - [—) = Pﬂ’l?'.)»
o B d

Blarite _ f .
VR - 75 (—aB—ab +ab)

Ha R,(x) a 3, 4., vagy 5. tipushoz tartozott, akkor a (7) egyen-
lethen
—1<0, b>0; —a'<0, —ab'+ab=0,

kovelkezbleg a transzformalt integral az 1., vagy 2. tipushoz
tartozik.

Végiill kimutatjuk, hogy az 1. tipusbol szubstituczioval eljul-
hatunk a 2. tipushoz.

Jeloljiink ugyanis a-val valamely pozitiv szamot s alkal-
mazzuk a kovetkezd szubstitucziot :

12 =+ a,
tehat
tdt
dr = ——,
ViEta
Ry(z) = (a?+b+aa) (a't+ b'+a'a).

i : Do b’ i 5 )
Minthogy az 1. tipusban — e pozitiv szamok s

mivel egyenldk nem lehetnek, mert kilonben R;(x)-bol négy-

zetgyokot leheine vonni, azért legyen

;s b
PR
azaz:
/2387 B
ab = 5
Ha tehat
b’
a4=—=——
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' akkor
b'+ada=0,
b+aa=2> (1 = Z—g,—) =0,
s mivel
gy tdf, y
'/ = _If'
Rix)=1 ((1!'—’+ i)g_—lah) a’,
P(a?) = P(IL ,LL) — P(P),
azért
AT e R
A T g e e
J SVl { l/(“’b’ qu?gl}_) (@' —b")
s mivel
a <0, —[—)—q—’;{a—‘b— >0; a<0 —b <0,

azért integralunk a 2. tipushoz tartozik, a mi bebizonyitandé
volt.

Fejtegetéseink alapjan tehat elég, ha az 1. tipushoz tlartozo
integralokkal foglalkozunk. Minthogy foltevésink szerint :

b’ b
oL &=
ennélfogva
i a
b’ b
Legven tehat

:

a o A ‘

5 »~—I.'-‘71,, k<1
b )

és alkalmazzuk a kovetkez6 szubstitucziot:

a'r?=—>0'12

tehat

ax? = —k2bt?

R (x) = bb' (1—12) (1—k212),
dx = l/ o {) dt.
a
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Ennélfogva:

j’?@)ﬁ% - I AR < L S
J VR(x) J vV(1—8) 1)

Ez az integral pedig az el6bbi fejezet fejtegetései alapjan
kifejezheté a kovetkezékkel :

4 dt - tdt
IO — e ——————x 11 == J —_———— )
J V¥ (1—8) 1—k2P) J V(1—8) 1—k2B)

4 t2dt : dt
IQZJ — e ———r) I :J e e e e e
J v (1—8) 1—k28) (t—a) V (1—8) (1—k22)
Ezek kozil I-et a 2=z szubstituczié a kovetkez6 nem
elliptikus integralla valtoztatja:

Lo dz
I1:4.Jir: __‘_fA_‘)—_*'
2 J V(1—z) (1—k%)

I,-t kovetkezOképen transzformaljuk :

1 1 240
s [ RO
2=) Viee a=kB) J V(I8 (1— k)

1 1 V1-IPP
= ]:.210"'_‘1\:2 j T —— t

I-t pedig igy alakitjuk at:

¥ P SRR AL . B _f, tdt Sl
(t—a) Y (1—8) 1—k2P) (2—a?) V (1—8) (1—K213)

= J S R
"J (—a2)V(1—B) 1—k2P)

A jobboldal els6 integralja {2 = z szubstituczio alkalmazasa-
val nem elliptikus integralla transzformalhato, mig a masodik
1:62= —m jelolés alkalmazasaval a kovetkezd alakot veszi
fel :

S J e e | SRS
a2.) (1+m2) V¥ (1—8) 1—kB)

Ennélfogva dsszes elliptikus integraljaink kifejezheték a kovet-
kezé hdrom integrallal :
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|

"V 1—k2x2
i g ¢
e

ix

3

J (1+mxe2)V (1- a?) (1—k2x2)’

melyeket rendre elsd-, mdsod- és harmadfajii elliptikus inteqrad-
loknak neveziink s a melyek x—sin¢ szubstituczid alkal-
mazdsa utdan kovetkezdképen jelennek meg :

4 do e 5 de
[ B 2t J V 1—k2%sin?p do, { . i e e
J V1—k3%in%p . J (14 m?sinZe)V 1—k2sin?p

XV. A TRANSZCZENDENS FUGGVENYEK
INTEGRALASA.

131. Algebrai integralokka transzformalhato
transzczendens integralok.
[. Ha az /integral jele alatt levé figgvény ex-nek algebrai
fiiggvénye, akkor ez ‘az integral
er =1\ exdy = dt,
dt
dr=—
t
szubstituezioval algebraiva transzformalhat6. Ugyanis

l'/}a-‘j» dx ,‘ f( .,‘.il .

II. lr =1 szubstitucziéval algebraiva tehet6 az

e dx
)~
M A (’ /( €T
integral is. Ugyanis
dx

e
T

tehat

1) "1:' = [ dt
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(%0 n+1
fﬁl‘l,\’f PR f[“d[ i AL
T : n+1

[ f(sin x) cos xdx és | f(cos x)sin xdx

Pl
III. Az

integralok a
{ =(sinx, COsSXT)

szubstitucziok alkalmazasaval rendre a kovetkez6 alakokat
veszik fel :

f fyd, —[f(t)adt

Pl
: g *dt ;
j clg xdx tj 1 cos xdx = J - =lIsinx.
& JOSHYZE Ft
» > ~ dt ; ,
; g Tdx -— { . sin rde=— ‘ = _Zleosz.
of o EOST 5
IV. Az
b dx Y dx
ta )y — > e
’ [(tg ) COse: ’ [clgx) sinZv
integralok a
t=—=(tgx, ctgx)
szubstitucziok alkalmazasaval az
frdt, — | ftyat
alakokat veszik Tel. Pl
2 dx. (-] dx *dt
= — ——— ;4:"[f‘
j Sin & cos X } tg x cos‘r J { g
V. Az
£ 3 dx o ir
| f(aresin x) e - | flarctgx) ~-‘-£—;}
3 4 B o 14 x2
integralok

t = (arsin &, arctg x)

szubstitucziokkal mindaketten az

)' f(t)dt
alakot veszik fel. Pl ‘

slor — [.frn‘u — g.a_l(‘illz ‘l'."'ﬁi‘ :
J-¥ =22 : m--1

" (arsin x)ym
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VI. Az

| f(sina, cosx)dx

v

integral szinign algebraiva teheté a kovetkezd szubstituczidval :

X
Ugyanis
2dt
P —Diam . s =
T=2arelgt!’ dr= e
@
2tg -
sin = 2sin -~ cos =~ — ~§ 2 e
sty S e Stk S
sec?
2
T
e
COS = oSS =~ it i 1 to, 2
SRR ok o e
sec? o
Tehat
} f(sinz, cosx)dx = | F(t)dt.
5 hodl 4
dx * dt 3
J sing } s g 2
2. Pl. Meghatarozando
I’ R e
J asinx+bcosx
Legyen
a b .
e S COR G = SIh Qq,
V a2+ b? V a2+ b2
tehat

» 1 »
[ % -—-——‘i ''''''' = "j",:l:;‘:‘: f da - .__.1': Itg ?17 (.’C‘lr‘ a).
J asinx+bcosx Va2+b2) sin(x+a) Va2+b?

3. Pl. Legyen még meghatirozando

> dx
asinx+b cos x+c¢
Legyen tovabba

a ; b c
mrESrSInG, i =S ay Pemea,
c c V a?+b?




294 ALGEBRAI INTEGR. TRANSZFORMALHATO TRANSZCZENDENS INTEGRALOK.

tehat
dx g J dx

J asinxt+beosx+c ¢, 1+rsin(x+a)
t=tg3(x-+a)

szubstituczié alkalmazasival nyerjilk, hogy

BAREL LR f SR
14rsin(x+a) ~J 1+2rt+12

a) Ha r< 1, akkor

1+2rt+t2 —J) G+r2+(1—m)

a 118. §. 3. feladvanya szerint :

"'4 ,(1,{ e i ]i,, == r]rctg < ,t_%_,fg
(t+r2+(1—r2)  V1-r Vi—r?’
kovetkezoleg :
£ dx 2 t+r
_— e - - arctg —=—-
asinx »bcos x4-c¢ ch—r- l/lwl\-

/) Ha pedig r > 1, akkor

S ? dt :
TF2r+82 J(l-ﬂl) —(t+ 12’

t+r
= 5= 2, (“ o Vl" ld"
Vr—1
szubstituczié alkalmazasa utan
j‘,,,ﬁf At ,";{L
J 142412 Vrr—1J 1—z2
Sale S L
1—22 2 1+z 2 T—z

f 77777 (11 g 1 l—Z
J asinz+bcosxic cVr—1 14z




J'sinm x cosn xdx = Imn.

132. | sin™x cos"xdx = 1,,.

Imn meghatarozasara sinmx costx-t differenczialjuk ; a diffe-
renczialhdnyadosnak két tagja lesz, az els6ben eléfordul cosn+1x
abbol cos?r helyett 1—sin?z-t irunk s a nyert kifejezést Ossze-
vonjuk, ez lesz a differenczialhanyados egyik alakja, egy masik
alakjat ugy nyerjiik, ha a masodik tagban el6fordulé sinm+1z-bél
sin2r helyett 1—cos2r-t irunk s azutan 6sszevonunk, ily moédon
tehat nyerjiik, hogy
d (sinmx cosx) ; 3
— 0~ —— " = msinm-1g cos?+1x — n sin™+1x cos*~ lx

dx
— m sinm—1gxcost—1x — (m+n) sinm+ly cosn—1x

= (m+n) sinm-1x cosn+1 x — n sin"—1y cosn—1x
Ezen képletek alapjan felirhatjuk a kovetkezd két redukezios
alapformulat :

m I i1 —{mEn)i i+ 1n-1 = SINBL CORNY, ()
(m—+n) Im-1n+1— n In—1n-1 == sin™x COS™L, (H}

Ha m, n helyett m+1, n+1-et irunk, akkor

(m+1) Inn  —(m+n+2) Inian=sinn+ipcosttiy, . (1)
(m+n+2)Im n+2— (n41) Imp - = sinm+1x cosn¥ix, (2)

Ha az (1)-ben m+2 helyett m-et, a (2)-ben pedig az n+2
helyett n-et irunk, akkor

(1) =2 n— (m-+1) Tnt— - == inT=1p cosn e, (3)
tmin )V Enn ==Y he g == sinttripioosn= iy, (4)

A redukezional az (1) és (2) formuldkat pozitiv m és n; a
(3) és (4)-et pedig negativ m és n esetében alkalmazzuk. Ha
m és n egész szamok, akkor I, meghatarozasa redukezios
képleteink segitségével Iy, Iy, Iyy, vagy I kiszamitasara vezet-
heté vissza, a szerint, a mint m és n paros szamok, vagy m
paros és n paratlan, vagy megforditva, vagy pedig m €és n

paratlan szamok.
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133. A parczialis integraczio alkalmazasa.

Legyenek P és z az x valtozonak tetszoleges differenczial-
hat6 figgvényei. Képezzitk P2 differenczidlhanyadosat, mely a

jelolés alkalmazasaval a kovetkezo alakot veszi fel :

711 )
d (Pzr) = P'zn4nPizn—1,
dx
honnan
J P'zndx == Pzn—n | Pizn-1dx. (I

Ezen formula alkalmazasaval :
" Pjzn=1dx = Pyzn-1—(n—1) | Pyzn—2d,

hol P, nem mas, mint P; integrélja és

Py=zP,.

Evvel az eljarassal azutan eljutunk egy oly integralhoz,
melyben z nem fordul elé s a mely talan kénnyebben inte-
gralhato.

1. Pl. Legyen

tehat
P HEL U bk
m+1"~ m-1
kovetkezdleg :
» am+1([prn n §
xm (lrydr = — am(lx)n-da.
# m--1 m-+1,

Lathaté tehat, hogy baloldali integralunk visszavezetheté

» m +1

xmdy =
m-+1

integralra.
2. Pl. Legyen
A=t O
tehat
P=—ex - P{—¢*
kovetkezoleg:
f exxndr=erxn—n | exxn—ldr.
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3. Pl. Legyen
P'=cos &, 2=21,

tehat
P=sin®, ‘Pi=sin¥,
kovetkezoleg :

] xn cos xdx = xnsin X — nf.l'"‘lsin xdx.
Hasonloképen talaljuk, hogy
| an=1 sin xdx = — xn-1 cos x + (n—1) [ an-2cos xdx.
Hatarozzuk meg még a kovetkezo két integralt:

U= [ ea= cosbaxdx, V= [ e sin bxdx.

Az
fzw'dx:: uy — } u'vdx

képlet alkalmazasaval, ha
w= cos by, "¥=eo=,
nyerjitk, hogy

£ eex cos bx D
U=————+1F j eax sin brdx,
a a

hasonloképen talaljuk, hogy

: eax sin bx b r
V= J eax cos bxdzx,
a a
tehat
alU-- bV = e®* cos bx,
bU + aV = ea* sin bz,
honnan

S etl;r . :

/= —3 o (acos bx + b sin bx),
2 (x(l.‘l - 3

V= 2B (a sin bx — b cos bx).

134. Alkalmazasok.
I. Meghatarozandok az

[ cos ax cos frdx, | sin axsin frdr és | sin ax cos fxdx
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integralok. Ismeretes, hogy
cos ax cos fx =1[cos (a+f) x -+ cos (a—pF)x],
sin ax sin fx = }[cos (a—f3) & — cos (a+pf) x],

sin ax cos fx
kovetkezdleg :

J cosax cosfxdx

1

2

[sin (a+f) x + sin (a—pF) x];

sin (a+f) @

o sin (a—f) x
2 (a+pf)

(a—(?)

-

)

fsin - s Boda sin(a—f)x  sin(at+p)x
i e BN B = - 5 Fm e
i P 2 (a—p3) 2(a+f)
3 cos(a+pB)x cos(a—p):
fsm arcosfrdy = -———- /K2 e .
’ g 2 (a—L)
1I. Meghatarozando:
d dx
a?cos?x+b2sin?x
A 128. §. IV. pontja alapjan:
e d
dx = i l dt
J a?coslx+b?sin’x —J) a?+b?
de
% (" (1(
dt =1 R e SERRORE
J a@+b2 " ab ) ( B
o/ :
v p (l(
‘ dt 1 : g ae
J a®—Db3? ab 1 ( " 2ab  a-—bt
gy 'S \
Tehat
(* dx 1 e tg x
) @costx+bsin?x ab  ° a ’
{' dx cokyarbiga
J a2costx--b2sin?x 2ab  a—bigx

Iil. Meghatarozandd

dx

+becosS®

‘} a
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Vagy alkalmazzuk a 128. §. V1. pontjanak fejtegetéseit, vagy
OJ € ! A O
pedig, mivel

; da oo da
a+b cos x -’ e in2L) . p § & g .t\

J @|cos? 5 + sin? 5] 4+ b{cos? 5 —sin2 5|

/e

dx

>

S : 7% L
3082 L O - Soosal
: ’ (a--b) cos 5 (a—Db) sin 5

tehat alkalmazhaték az imént megdllapitott (4) és (5) formulék.

XVI. HATAROZOTT INTEGRALOK.
135. Nehany fontosabb hatarozott integral
kiszamitasa.

Ha az (a, b) hatarok kozétt s a, b pontokban folytonos f ()
fuggvények hatarozatlan integralja F(x), akkor

b
’4 f(x)dx = F(b) — F(a).
Tehat :
¥4
j dx 3 i 1)
0
b4
2
;' sin rdx=1, (2)
0
4
2
| cos xdar=1. (3)

Az el6bbi fejezet (1), (2) és (3) képletei alapjan, ha a és 8

egész szamok és :
a5 3.
i {
akkor
i cos ax cos fadx = 0, (4)
J

n
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b 4
[ sin ax sin frdz =0,
-
%
| sin ax cos fadx = 0.
-
Ha
T
Irnn = { sin™ x cos® xdzx.
0

Akkor a 129. fejezet (3) és (4) képletei alapjan:

m—1
I e I s
mn mLn m—2 n,
n—1
] T i e ] W
mn R g T
Igy
e 4
Iy = f sin2 xdx = ”“)“ :
0 2
% &
Ip = | cos?xdx = 5 -
0 2

Legyen tovabba :

k4

|

In = ‘ sinm xdzx,
0

akkor a 129. §. (3) képtete alapjan:

Im = In“l Im-2,
: m
melynek alapjan, ha
n=2n
(2n—1) 2n—3) ... 1
I = — e e e e
- Sr.0n—2)...2
ha pedig
m=2n-+1,
akkor
& ”ﬁ2n iz M
bt = oo on 1.8 O
Amde
]ﬁ —_— :ZL v Il - 1’
azeért
(2n—1) (2n—3).. .1 7
IQII == - e e

“onan—93),.4 . 2’
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' 2n.(2n—-2)...2 :
ek ] R e {19

Minthogy
sin2n-1x'> sin2n x> sin2n+1 1, J<x< —i
azért
IZn»l = IZn P 1211-07‘..
azaz:
Banly i Ao Ly
B v B Lt L I8 3
12n+1 12n+1
Amde
Irp-q 2n-+1
. IZn+l 2n .’
S 18y
2" 1"’1 - IQn 1
2n I2n+1 ¢
tehat
: I
Bm it =1,
n=oe I?.n+1
ennélfogva a (9) és (10) formulak alapjan:
.. 1.3...2n—1).3.6:..2r+1) = Z
i —— e e e e ] .
T (2.4...2n)2 2

kovetkezdleg:

ﬂ —

A TYONSRINe, . T AN
2 T e 1320133500 (2n 1) ?

ez pedig nem mas, mint az ismeretes WarLis-féle formula.

136. Hatvanysorok integralasa.
Ha az i
[ (@X)=ay+ax+ayx?+-. -

hatvanysor az (a, b) tartomanyban az a és b helyeket is bele-
értve konvergens, ez azt jelenti, hogy ezen tartomany barmely
helyén, ha n-et elég nagynak valasgtjuk :

| Rn l = | @p4r e+l + (1n+2~l'“"';2 o | &,
barmily kicsinek valaszszuk is e-t. Ennélfogva

b
! )'R,.,d;ci <'e (b—a),

Sutdk : A differenczial- és integralszamitas elmélete. 19
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kovetkezdleg :
4 2 3 t
] i x b
ff(l‘) d-’l‘ — (a()-’r‘{‘a] 7 '+’ (12 ‘3— _’_ Ayl )
a

hatarozott s véges érték. Az

hatvanysort végtelen sorunk hatarozatlan integraljanak ne-
vezziik. :

137. A teljes els6- és masodfaju elliptikus inte-
gralok meghatarozasa.

Az elsdfaju teljes elliptikus integral alatt a kovetkezé hata-
rozott integralt értjiik :

T

P V1—e2sin2o

Minthogy az
(1—e2sin2p)—t =

1 : 1.3 ¢ 1.3.5 s
i S \Saian ¢ dsinto + — 65in6 o 4 ...
=1+ 5 &8Ny + 5.4 €Sty + 5 4.6 &bsinb ¢ +

sor konvergens, ha
lesing| <1,

s mivel e<1, azért sorunk konvergens, ha ¢ 0-t6l ? valtozik ;
szabad tehat sorunkat ¢-re nézve 0-t6l —g——ig integralni, s mivel
132. §. (9) képlete értelmében:

i 3 1.3...2n—1) =«
2n A il St s
Rl 9.4...9n 2’

ok‘bmgu
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azért

]
2

f; i, BN
§ V1—e2sin2gp

5[ (afe (e (R ]

A madsodfaju teljes elliptikus integrdl a kévetkezd :
[Vi—eTsintpdy.

0

Minthogy
(1—e2sin2 p)t =
1 3 1 1.3
T PR T L s 9 7 S e e D L RO R
=1 5 e2sin’y 46“sm¢ 246551n¢
2
1%74l77!;n -‘) 5211 Sin2n¢_...

Z Lj,,-gﬁ B) .t s ¢
n=1

sor ¢-re nézve (-tdl ¢ g--ig konvergens, tehat ezen hatarok ko-
z6tt integralhato s tekintettel

n
2
| sin?r pdo
0
fontebb folirt értékére:

7!

j V1—e2sin2pdp = { 5: ( 4802 3)) (2n -1 53"].

n=1

Megjegyzend6, hogy elliptikus integraljainkban sin ¢, helyett

cos ¢-t is irhatunk; mert ez megfelel annak, midén ¢ helyett
—"2t~-—— t irunk; ekkor integraljaink ellenkezd elGjeliivé valnak

ugyan, de a hatarok is felcserélédnek.

19*
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138. Sorbafejtés integralszamitassal.
Ha valamely figgvény differenczidlhdnyadosanak végtelen
sorat ismerjiik, akkor integralassal meghatarozhatjuk maginak
a figgvénynek végtelen sorat is. Igy

n=0
o d’t L > %‘ (= 1) gn+1
fama=tirm =) S0
0 n=0
1 =
el e (.._1\'11 .132",
1422 }_ '
n=0
f; d g (Dt
s B S MET
0 n=0
YR
Vi—2? n
n=0
f C B S
: ‘/lm'_-i/lﬂ = arcsinx = ( o on ‘;_] .
0 n=0

139. A Taylor-féle sor levezetése integralszamitas-
sal; Bernoulli-féle sor.
Legyen a rovidség kedvéért

f(@+h—z) = ¢ (—2),
tehat
' AR

dz

Az [
J ¢'(—z2)dz

integralbol parczialis integraczioval a kovetkezd képleteket
nyerjik :
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» 72 1 5 . 3
} ¢'(—2)zdz = ¢"(—2) 5+ + 7)TJ ¢""(—z) 2dz,
1 il i
Tn—2) 1 ’ gin=1(—2) zn-2dz =
- 14 1 : ;
e S b P T gl nr e o Lo Gt

Ha mar most ezeket az egyenleteket Osszegezziik, akkor a
kovetkez6hoz jutunk :

g 22
¢'(—z2)dz=¢'(—2) z + ¢"(—2) ,,,;T Fosed
, zn—1 1 2
i GAN RNl L) o b e 2 S (n)(—z) zn—1dz
(A0 sl xR v 1 f wi ¥
honnan
‘ -
(¥ ‘ h?
} ¢'(—z)dz = ¢'(—h) h + ¢"(—h) et
0 . G
h
n—1 e
+ @pn—-1)(—h) h y Teag TR ,1,,., on) (—z) zn—1dz.
’ (n—1)! (k) 1]
0

Amde ¢ (——2z) definiczidja értelmében :

[ ¢'(—z) = ¢ (0) — ¢ (—h) = f(x+h) — f(x),
0
ot ) = /‘”" 1 4
kovetkezoleg
f@+h) = f(x)+ (@) h + ["(x) L
\* §.J, o= o (L) \ A 2 f

I
n—1
f(n~1) (1) ,h . i 1, p(n) (—7) zn—1dz
N (n—1)! (n—1H! ) AR 2
0

Ez mar nem mas, mint a TavLor-féle sor, melynek maraddék-

tagja : L
h
: 1 {2
Ry = =T )g,m;{;‘;‘ zn—1dz,
SBCER
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melyb6l
h—z=t

szubstituczioval a kovetkez6 alakot nyerjik :
h
Ry =+o ff‘")(,l +1) (h—t)n-1dlL.

(n—1)!,
0

Melybdl a kozépértéktétel alkalmazasaval :

ol Y s 1 G

(n—1)!

»

fim) (2 6h) (h—Bh)n—1 ["( _f (x4 6h) (1—B)n—1hn

0
o<1
mely a maradéktag Cavcuy-féle alakja.
Az altalanositott kozépértéktétel alkalmazasaval pedig

S L ’ﬂ’-i ‘ (h—tin—1dt =

fim (x+ -0h) hn
(n—1)1 i

n!

ez pedig a maradéktag LAGRANGE-féle alakja.
Ha a

2

f(x+h) =f(x) + [{x)h + f'(x) _Tlv SO

sorban h helyett —x-et irunk, akkor kelld rendezéssel a ko-
vetkezé sort nyerjik :

2
I

A @ g o . axt
. f(@x)=Ff0) + f'(x) x—f"(x) 57 fx) 3!,__/(4)(_1;) Tt

melyet BErNouLLI-féle sornak nevezink.

XVIL TOBBSZOROS INTEGRALOK.

140. A kett6s integralok definiczidja.

L X : : g
Legyen f(x, y) a véges w tartomanyban folytonos és véges
faggvény s oszszuk az o tartomanyt w;, @y, ..., @n intervallu-
mokra ; jeloljiilk wi-ben a fiiggvény legnagyobb értékét Mi-vel,
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a legkisebbet pedig m:-vel; képezzik végil a kovetkezo oOssze-
geket :
n
S = 3 Mw;,
i=1
n
s = .2 Miw;.
i1

Minthogy az egyvaltozos figgvények folytonossagara s
ingadozasara vonatkozé tételek ugyanazon okoskodasok alap-

jan a kétvaltozos faggvényekre is érvényesek, azért

lim S=hms—1T
n=c n=o

w;=0 w;=0

mit roviden igy jeloliink :
limS=hmgs=1~1

Egy masféle w, wh, ... o beosztis w; intervallumaban je-
8) 1, W2
16]jiik a figgvény legnagyobb értékét M-vel, a legkisebbét pe-
dig mi-el, és legyen
In
S'=3 Miwi,

i=1

n
s'= 3 mjwi.
i=1

Ezen osszegekre vonatkozolag is
lim §'=lims'=T".

Bebizonyitando6, hogy
E=ds
Jeloljilk ugyanis az o}, @b, ..., o intervallumoknak azon
részeit, melyek w;-el kozosek wgy, @y, ..., wi-el; dltaldban a
melyek wi-vel kozések wir, wi, . .., wi-el. Akkor minden esetre
helyesek a kovetkez6 egyenlétlenségek :
oy M{+wipMs+ - - - +wip My =mi(wiy + op -+ - -+ wir) = Miwv;,

Wi My +wpmdt ...+ wipmp: M (wit + wig+ -~ +win) = Miw;,

=1, . 4R

mert, ha pl. ws nem zérus, akkor minthogy igy «i-nek van
kozos része w,-gvel, azért )-ben a legnagyobb érték nem
178 1 giag,
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lehet kisebb, mint w,-ben a legkisebb, éppen igy «i-ben a leg-
kisebb ériék nem lehet nagyobb, mint «,-ben a legnagyobb.
Egyenl6tlenségeink osszegezésébdl kovetkezik, hogy

n n
M S wn+ M 3 wpn+--+
“ >

i= I=

n n n
my Jwn+mi S et -i+mp D wip<S.
i=1 =1 2 S
Megfontolva, hogy

n

" ’
S on=wi,
i=1

Srwir= oy,
=1

kovetkezik, hogy

de

azért

S= D flx, y) wy=s
i=1
tehat
Ei'ljl E fle, yw=1

Ezt az dsszeget nevezzilk f(x, y)mnak az o tartomanyra vo-
natkozé kettds integraljanak. Ha méar most w; limesét egysze-
rien dw-nak és ezen végtelen kis intervallum egy tetszdleges

ponyat (x, y)-nal jeloljiuk, akkor I jelolésére a kovetkezd szim-
bolumot hasznaljuk :

I=|f(x, y)deo.

(w)
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141. A kétszeres integralok meghatarozasa.

Targyaljuk azt az egyszeriibb esetet (21. dbra), midén az w
teriilletet oly gorbe hatarolja, melyet gy az @, mint az y ten-
gelylyel parhuzamos egyenes legfeljebb két pontban metsz.
Integralunkatl elészor is az y tengelytél x tavolsagban végig
huzédé dx vastagsagn ABA;B; savra terjesztjik ki. Ha az o
teret hatarolé gorbe egyenlete :

akkor f6ltevésiink értelmében egy s ugyanazon ax-hez két y ér-
ték tartozik, legyenek ezek y, és y,, tehat legyen

Y1=¢i(x), Yo=ps(T);

integrdlunknak az ABA,B, savra vonatkozé része bizonyara
dx [ f(x, y)dy

szimbolummal van jellemezve. Az egész w tartomanyra vonat-
kozé integralt ugy nyerjilk, ha az 0sszes x-ekhez tartozo dx
vastagsagit savokra vonatkozo integralokat dsszeadjuk. Ha tehat
tartomanyunk hatargorbéjéhez az y tengelylyel parhuzamos
érinték az origotol a; és a, tavolsagban metszik az x tengelyt,

ay-ig terjednek ; az ezekre 3 savokra vonatkozé integralok 6sz-

2 *®

ge tehat

akkor a szoban forgoé végtelen vékony savok a,-t6] egészen

f' f(x, y)do = f’.(l.r r}(.z‘. y)dy.

(w) ay Ya

Ha pedig megforditva (22, abra) el8szor az y magassigban

az x tengelylyel parhuzamos dy vastagsagn savra terjesztettitk

’

volna ki az integralt, akkor ennek értékét bizonyara a
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integral hatirozza meg, ha x, és x, az egy s ugyanazon y-hoz
tartozé x koordinatak, tehat

= (y),  x=¢aY)-
Ha mar most a tartomanyunkat bezaro gorbének az x ten-

gelylyel parhuzamos érintéi by, b, pontokban metszik az y ten-
gelyt. akkor az egész w-ra vonatkozo integral :

b, Xy
[ f(x,y) do = | dyJ/'(‘v, y) dex.
(w) by Ty
De az el6bbi fejezet fejtegetései értelmében barmiként osz-
szuk is fel az  tartomanyt intervallumokra, a kettds integral-
nak értelmezett hatarérték mindig ugyanaz marad, azért
as Yo b Zg
J dx | flx, y)dy = J dy | f(x, y) dx,
a, 52 b, ,;',
azaz: az inlegrdczié sorrendjét szabad felcserélni.
Ha o oly parallelogramm, melynek oldalai - koordinata-
tengelyeink oldalaival parhuzamosak s a kezdSponthoz leg-
kozelebb és legtavolabb elsé szogpontjai (ay, by) és (ay, by),

akkor
a, {1._, 1]': ag
" f(x, y)do = ’ de | f(x,y)dy= | dy | f(x, y)dg.
(:n) ul’, i), P'Yl ;1/,

Ha az integralas teriilete tobb a targyalthoz hasonlé tulaj-
donsagu teriiletre oszthato, akkor az integralast mindegyikie

killon ki kell terjeszteni.

149 A kétszeres integralok alaptulajdonsagai.

Ha az f(x, y) kétvaltozos [olytonos fiiggvény a folytonossdgi
tartomdnyban levé (a,, by) és (ay, b,) helyeken ellenkezd eldjeld,

akkor_a két pontot dsszekito egyenesen — foltéve, hogy az egész
egyenes Dbeleesik a folytonossdgi tartomdnyba — van oly (& 7)

pont, melyre nézve P
f(& ) =0.

Ugyanis, ha a két pontot osszekotd r hosszusagu egyenes
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a szoget képez az x tengely pozitiv felével, akkor barmely pont-
janak koordinatai : »

x=ay+1tcosa,

y=>b, +tsina.

Ha ezeket az értékeket f(a, y)-ba behelyettesitjiik, akkor
¢ (1) fiuggvényévé valik a t valtozénak, mely #-nek (0, r) tarto-
manyaban folytonos, de ¢ (0) és ¢ (r) ellenkezé el6jeltiek, tehat
van oly C<<z<r helyiink, melyre nézve:

alz) =1,

Ha a r-nak megfelelé6 pontot (£, )-nak nevezziik, akkor
f(& =0,

a mi bebizonyitando6 volt.

Tételiinkbdél (16. §.) kovetkezik, hogy ha f(x, y) fiiggvény az
(ay, by) és (ay, b,) pontokat Gsszekitd egyenesen folytonos, akker
a fiiggvény [(ay, by)-t68l f(a,, by) értékig minden értéket felvesz, ha
az (ay, by) pont eqyenes vonalon (a,, b,) pontba mozog.

Ha mar most f(x, y) kétvaltozés fuggvénynek tényleg meg-
vannak azon tulajdonsigai, melyekt6l tételeink érvényessége
figg, akkor

b, ap
| dy | f(x, y) de = [ (£, p) (ay—ay) (by—Dby),
by a,

melyet kozépériéktéielnek neveziink. Bizonyitdsa azonos az egy-
valtozds figgvényekre vonatkozé megfelelé tételnek a bebizonyi-
tasaval. Ha pedig ¢ (x, y) az (a4, by), (as, by) pontokat Osszekotd
egyenesen folytonos s jelét nem valtoztatja, akkor

by ay b, ay
J dy | f(x,y) ¢ (@, y)de=[(&7) |dy | ¢ (x,y)dx,
b, (.“ [.’1 l:,

ez az altaldnositott kozépértéktetel.
Lassuk a kozépértéktétel egyik fontos alkalmazasat.
Jeloljiikk integralunkban az alsé hatarokat a, b-vel, a fels6-
ket pedig X, Y-nal, akkor integralunk X-nek és Y-nak bizo-
nyara fiiggvénye, tehat




312 KETSZERES INTEGRALOK ALAPTULATDONSAGAL

DA
X Y) — ’i'd_(,l _,‘ f(x, y)dx,
l‘) a
F(X+4X,Y)—F(X, Y)=
Y  X+aX (T Y | X+dX
= dyJ‘ f(x, y)dx »74) dy | f(x, y) de = fdy} f(x, y) dx,
b a b a b X

innen pedig

F(X+4X, Y+4Y)—F(X, Y4+ AY) —[F(X+4X, Y)—F(X, Y)] =
Y+4Y X+a4X Y | X+dX Y+4Y X+4X

= | dy ) f(x, y) dx — |dy | f(x,y)dx = J dy J f(z, y)dx.

b % G 3

b b Y

De ha az (X, Y) ponthoz az (X-+4X, Y+4Y) pontot oly ko-
zel valasztjuk, hogy a két pontot Gsszekotd egyenes f(x, y)
folytonossagi tartomanyaba essék, akkor

Y+4Y X+ 4X

fdy [f(x,y)de=[(X+04X, Y+0,dY)4X4Y.
Y X

Ha tehat fontebbi egyenletiink mindkét oldalat elosztjuk
4X4Y-nal s azutan 4X-el és dY-nal a zérus felé kozelediunk,
akkor hatarértékill a kovetkezd egyenletet nyerjik:

8) yer]

#F(X,Y)

aX7Y =L RE

Az olyan tulajdonsagu F(x, y) fiiggvényt, melyre nézve az
imént felirt egyenlet teljesiil, f(a, y) hatarozatlan integraljanak
nevezzilk s igy jeloljik :

I},’w y)dxdy = F(x, y) + c.

o

Hasonloképen konnyl meggy6zédni, -hogy

2 dF
‘ fx, y)dy = >,
f flx, g)de= (i] .
; ; oy

Egyenleteink alapjan tehat, ha valamely fiiggvénynek haté-
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rozatlan integraljat ismerjik, akkor hatarozott integraljat is fel-
tudjuk irni. Ugyanis

Yys X Ys

di [ iz mde— [ [PF (®2,9) 9F (%4, y)
.jdylf \.4._1/)d17.‘ | oy a':y'*"'v]\d!l
Ya Xy Y1

= F(xy, yy) — F (xq, yo) — F (x5, y,) + F(xy, yy)-

143. Kétszeres integralok szarmaztatasa egyszeres
integralok 6sszeszorzasaval.

Legyen f(x) és ¢ (x) integralja

T J'/'(.l,‘) dx,
:

L= |e(y)dy;
by

oszszuk az (ay, ay) intervallumot dx,, dx,, ..., dan, a (by, by)
intervallumot pedig 4y, 4y,, ..., dyn részekre, s legyen :

In
Sn =2 (i) dacy,
i=1
d
Sr 372155 (Yx) 4Yic,
hol x; és y; a dx; illetSleg 4y, intgrvallum valamely ‘pontja,

minthogy

r n
Suse= 3 31 (x0) ¢ (gs) doidy,

iim (Susr) = lim S, lim s, = L I,
azert :

by O0g
L= [¢(y)dy [ (@) de.
by a

Pl. Legyen
b

I = "E’fcd:l',
a
b

— f(}'y2 dy,

a




314 A KETSZERES INTEGRALOK TRANSZFORMACZIOJA.

tehat
b b

12 = J'e’-ye dy ‘J'e—l‘“ dzx.
a a

Minthogy a hatarok egyenl6k, azért folosleges kilonvalasz-
‘tani az x-re y-ra vonatkozo integralt, s igy
bb
2= f [e- (@49 dxdy.

aa

144. A kétszeres integralok transzformaczidja.

Alkalmazzuk az
[[f(x, y) dzdy

kettds integralra a kovetkezd szubstitucziot:

Irgﬂl(f, ‘0)»} (1)
y = ¢a&, 7).

Irjuk integralunkat a kovetkezd alakba:
Uf(l, y) dxdy = ) dy |fn, y) dx

[ iz, y) da

Az

integral kiszamitasanal y-t konstansnak tekintjik, tehat az (1)
egyenletek alapjan ebben az esetben:

a¢1 ~ %
ar= ¥ g dé {—-077 dy,

_ 09, 99y
0=—22=d¢ + A dz,

&
honnan
6(901’ ¢2) L 3P 6¢2 d
' " (& 1) i % U
kovetkezdleg :
(‘/’u?’z) df
)dx = LAl3h 2 8

an
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Ha ebben az integralban 7-t az (1) egyenletek alapjan & ésy
fuggetlen valtozok fugg wnvel\ont fogjuk fel, akkor az

’7(‘51 ()] de
JJ vy axdy = [[ e, 9 2020 &

0. 0py
ﬁr

integralban £ és y lesznek a fiiggetlen valtozok, ha elészor y
szerint integralunk, akkor az

integralban csak y a valtozd, ¢ konstans, tehat az (1) egyenlé- ,
tek masodika alapjan:

kovetkezdleg :

Olp1,90) dy [ 9 (¢4, ¢2)
jf(%; (’(_ 7/) (')gﬁ_: —.’ f(‘fﬁlg ¥9) - ﬁ(f’ 77? df/,

an
] h
ff x, y) dedy = fffwwﬁz ("0‘ %’L dédy.

Pl. Transzformaljuk, az

s igy

f f dxdy

r=pcosp, y=psine.

integralt, ha

A 48. §-ban mar lattuk, hogy

M dxdy = f j pdpd%

“ e~ @+ Pdedy = ” e—¢*dodp.
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145. Haromszoros integralok.

Ha az f(x, y, z) haromvaltozés fuggvény a véges t tarto-
méinyban folytonos és véges; tovabba ry, 73, ... Tn intervallu-
mok 6sszege =t szolgaltatja és x;, y;, z; a 7; intervallum vala-
mely pontja, akkor a

. ] - \

lim 3 f(@i, ¥i, 2)

n=o i=1

11:0
osszeg hatarozott limeshez kézeledik, melyet f(x, y, z) harom-
szoros integraljanak neveziink, s igy jeloljink :

I= "f(x, y, z) dr.
(z)

Kiszamitasa kovetkezoképen torténik: Legyen az integraczio
terét hatarolo felillet egyenlete:

¢ (x,y, z) =0.

Messiik ezt a felilletet z magassagban egy sikkal s nevezziik
a metszési idom teriiletét w-nak, akkor

dz [ f(, y, z) dedy
(@)
nem mas, mint integralunknak az o lapon fekvé dz magas-
sagi hengerre vonatkozé része. Ha tehat az Osszes z-khez
tartozé végtelen vékony hengerekre vonatkozo integralokat
osszegezzilk, nyerjik a ¢ tartomanyra vonatkozé integralt, ha
tehat tartomanyunkat bezaré feliletet az xy sikkal parhuza-
mos érintésikok z, és z, magassigban érintik, akkor a végte-
len vékony hengerek z; magassagban . kezdédnek s zy-nél vég-
z6dnek, tehat
I=[dz J f(a, y, z) dxdy.

Zy (w)
Ha pedig ¢ tartomanyunk tobb ily zart tartoménybol allana,
akkor azok mindegyikére ki kell terjeszteni az integralast.
Megjegyzendd, hogy az integraczié barmily sorrendben vé-
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gezhet6. Altalaban mindazok a tételek, melyeket a ketids inte-

gralokra vonatkozolag megallapitottunk, a fogalmazasnak meg-

felel6 modositassal érvényesek a haromszoros integralokra is.
J ]

Igy pl. [(a, y, z) hatarozatlan integralja alatt értjik azt az

o) ’ O

F(x, y, z) fuggvényt, melyre nézve:

’—’::I"‘.l‘, y. :\’

ot {4
2 A g 2
Axoydz [y, 2)

146. A haromszoros integralok transzformaczioja.

Az ;
[[f fx, y, =) dxdydz

integralra alkalmazzuk a kovetkez6 szubstitucziol:
=090, y=¢lE 0l z2=¢E 5. (1)
Ha elGszor z szerint integralunk, akkor az
[ fix, g, 21dz
J

integralban csak z-t tekintjuk valtozonak, tehat az (1) alatt
levé egyenletek értelmében :

adoy .. e do, .,
0 2 ldz 4 Zthdy & 21 de
oz oy g
oy . I I,
0 =2 (£ =2 dp + —;(’;0-' dz,
a= o7 748 )
0®s 4. I¢q e
di = =22dé + dy & —2de
a- 4}7[; i ar 3
honnan
(@1, ¢9, ¢3) d” 7 (21, ©5) >
En . ey

tehat integralunk ily médon a kovetkezé alakba irhato :
7 alhes L ey, 09, @3)  dxdydl
‘l‘ - v._;,,,,,:; —— S — —— —
‘IJ'J f( y Y, ©3) 9 (2 % C) ')(?71\92}
9(&, 5)
R G 9@y, €, ¢3) dady
= ) 'ds L — s
‘I J][( Y, ¢3) 7297 17_(?”““’_2))
(¢, 7)

Sutik: A differenczial- és integrilszamitis elmélete. 20
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melyben £, 7

értékeit az (1) alatt levé egyenletek alapjan
x, y, &val kifejezetten behelyettesitve kell képzelniink ugy,
hogy integralunkban mar most csak ezek a valtozok fordul-
nak eld. De a kettés integralok transzformacziojara vonatkozé
kutatasainkbol kovetkezik, hogy

7 (@1, P2, ¢3) dedy

1} FLx, gyps) vdat s o o

(&0  AUp @)

ki D (@y. ©y. @a)
» 1> Loy P3) g4
= (@1, @y 03) —212—=2120 dédy),
.)‘J / Sealry a (g, 7, 8)

kovetkezoleg :

Gl 2 e d (¢ 5y O 8
J” f(x, y, 2) dvdydz = ”j f (@1, @, ©3) : (:'[-,'_L%r'g'?) dédyd?.

D5 75:C)

Pl. Transzformalandé a kovetkezd integral :

’H drdydz,
ha
x=rcosesinf, y=rsingsind, z=rcosd.

A 48. §-ban lattuk, hogy

o.(x, 1y, 2)

1,)(1" @, ”) o

Minthogy a liggvénydeterminans képzésénél két sor fel-
cserélése. az clGjelet megvaltoztatja, mar pedig arra, hogy a
valtozokat mily sorrendben vegyiik torvényt nem allithatunk
fel, -azért a fiiggvénydeterminans értékét is mindig pozitiv

elgjellel veszsziik s igy:

[[| dadyds = [[| rsin Odrdedo.

147. n-szeres integralok.

Ha f(xy, &y, ..., xn) 1 valtozos fuggvény az (ay, by), (as, by), .-,
(an, by) tartomanyban folytonos és véges, akkor az

[{, !'.. bn
| ) ooe | flay, Xy, e in, Tn)daydy . .. dy
a as an
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integral szintén hatarozott ¢rték s az Flxy e
vény n-szeres integriljanak nevezziik. Az

/H s o sae S ey de My . ) da == T SR Xp)
oly fiiggvény, melyre nézve

GnF (21, 2y, . . ., Zn)

02,0, . . . dxn

= (g T o s ),

Ty = ¢1(Y1, Y35 2+ - , Yn),
T2=02U, Yo, oo« Yn)y ooy = 0u(Gy; Yo, - - ., gn)

szubstituczio alkalmazasaval

“ { [y, 2, oo o5 an) dayday .. diey, 5

/ i ’/(U'I* Doy o v
= : 099 ¢+ v 5 Op) 120 ly n -
“‘) (@1, ¢ @n G ()l/ ) dy,dy, dyn

XVIL AZ INTEGRALSZAMITAS GEOMETRIAI
ALKALMAZASAL

148, Teriletszamitas.
Ha f(x) az (a, b) tartomanyhan folytonos s az
y=[r)

egyenletnek megfelel az EF gérhe 923. abra tovabba ha £ a 4
intervallumnak valamely pontja, akkor az ABCD derékszogt
parallelogrammnak a teriilete

[(&) d
kovetkezileg :

Jif (v da == lim 2‘, (8)dx
dxr =0 u

nem mas, mint az EGFH sikrész teriléle.
1. PL. A parabola eqyenlete :
1]z —2pa

20




TERULETSZAMITAS.

320

«
o
= = V2pa®

tehat
V2p ‘ ridr

0
nem mas, mint az OAB sikrész teriilete (24. bra).
De a kettds integralok targyalasa alkalmaval lattuk, hogy
| dxdy
(w)

nem mas, mint maga az o tartomany terilete s hogy ha az
gyenlete adva van, akkor -t

w tartomanyt halarolé gorbe
meg tudjuk batarozni. Igy pl. A kér egyenlete:

x24+y2=r?
x?, Yy =—Vr—a?

honnan
S
tehat az a-hez tartozé dx végtelen kis vékonysagi savnak a

teriilete (25. abra)
Y2 i =
(I.:'J dy = dx (y,—yy) =2V PP—2?dx;

v,
a savok —r-161 +r-ig terjednek, tehat a kor terilete:

+r X!:_: ’tr N
dy =12 } V r2—a?dx.

= ' d.'x:.) :
~r Y =r
De
T : dx
=sint, ——=coslt
r r
gy x== r-nek

szubstituezioval és annak megfontoldsaval, ho

megfelel { = + g‘
2.
t==2r2 | cos’tdt.
.
Amde a 129 §. (4) képlete szerint:
1 L. [
sinf cost + 1) J dt,

‘ cos?tdt =
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tehat
b4
2
J 0s2 tdl = ;r
x
s igy a kor teriilete:
t = rr.
Az ellipszis egyenlete :
W e
R B S,
honnan
= Va2, y=— 2ya g

a
Minthogy a jelen esethen a végtelen vékonysagnu savok 26. 4.
—a-t0l +a-ig terjednek, azért az ellipszis terilete :
+a Yo +a
(* f b it
== ) dx / dy=2 i1 Vo -atdy,
-a 0 2

amde az elébbi feladvany szerint :

tehat az ellipszis teriilete :

t = abn.

Lattuk tovabba, hogy polarkoordinatikban

} dxdy ‘j pdpdo,
{u) (w)

hol pdpde uem mas, mint egy oly végtelen kis parallelogramm
(27. abra) teriilete, melynek egyik oldala dp, a masik odo. Ha
pl. egy r sugard kor teriiletét akarjuk kiszamitani, .akkor ha
elészor ¢ szerint integralunk 0-t6] 27-i 1g, nyerjik a p sugari
koron levé dp vastagsagn kor gylrinek a teriiletét, ezek a kor-
gylrik p valtozasaval O-ponttél az r sugart kor kertletéig
terjedhetnek, igy tehat p-ra nézve integralnunk kell 0-t6l r-ig

kovetkezoleg :
r 2z
t= | pdp j de = g,

0 0
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A lemniscato egyenlete :
02 == a2 cos 20,

ho! ¢ valtozhatik — I -t6l 4 -ig. Ha tehat az

“ l/;([yu([(]:

integralban el6szor p szerint integralunk 0-t61 p-ig, akkor a

¢ szoghoz tartozo de nyilast végtelen vékony hasitvany terii-

letét nyerjuk (28. abra), ezek a végtelen vékony hasitvanyok
R - FECUE R . , ;

— l -n¢l kezdodnek s ; -nél végzoédnek, tehat ¢-re nézve inte-

il k kell S TR R kkor a le iscatanal

gralnunk kell — -7 -t61 + - -ig; de ekkor a lemniscatinak

csak fél teriletét nyerjik, az egész terulete tehat

e £ i
4 ¢ 4 5 l
t=2| dp | pdo = | p2de = a2 | cos2¢de,
n 0 Pt m
{ 4 4
ALAL
f-=q2
149. Kobtartalom szamitas.
A
|| dedydz
integral kiterjesztve valamely ¢ tartomanyra szolgaltatja a <

tartomany kobtartalmat, ennck meghatiarozasi modjat mar a
haromszoros integralok targvalisanal lattuk.

Pl. Az ellipszoid eqyenlele :
@ 3)e e 3

9

a b? c?
A z magassiagaban fekvo s az vy sikkal parhuzamos sik

felitletiinket
a? b2 c?

ellipszisben metszi, ennek 1€l oatmeérd :
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Lo g
a=a ]/ 1——=,
1 c2

by=h ]/1

tehat teriilete :

minthogy a z magassagban fekvé dz vastagsagi hengerek
—c-t6] -+ c-ig terjednek, tehat az ellipszoid kébtartalma

+c +c
, i 5 abrii. 2
Ko [d:/ dxdy— & j (2—z2) dz,
"‘L‘ (I'; -—.C
honnan
5 4
K= — abcr.
3

Lattuk, hogy polarkoordinatikban

" dxdydz = ) o2sin Bdfdedp,

(z) (z)
hol p%in fdfdeds oly végtelen kis derékszogii parallelepipe-
donunk (29. abra) a kobtartalma, melynek élei do, od0, p sin Ode.
fgy, ha egy r sugarii gombnek akarjuk meghatirozni a tér-
fogatat, akkor 6-t 0-t6l z-ig, azutan o-t 0-t0l 27-ig valtoztatva, .
nyerjiilk a o sugard gémbon levé dp vastagsagt réteg kab-
tartalmat, ha -még p-t 0-t6l r-ig valtoztatjuk, akkor nyerjiik
gomb kobtartalmat, tehat

r + 7 nw
K T./I /;3(1/;.‘ (/(;“ sin 0df — ‘; .
0 - 0

A forgdsi feliiletel: kobtartalma. Ha AB gorbét (30. abra) az
x tengely kériil megforgatjuk, akkor annak biarmely (v, y)
pontja y sugart kért ir le, melynek terillete y27r szorozva
dx-el y’z alapt és dx magassagu henger koblartalmat szol-
galtatja, tehat az AB gorbe leirta lorgasi test kobtartalma :
4
K= f ydx.

a




324 A GORBEK REKTIFIKACZIOJA.

Pl. Legyen a kor egyenlete :

2

] " b
x-+-y- =115

ha az « tengely koriil megforgatjuk forgasi testiill a gombot
nyerjiik, tehat ennek kobtartalma :
- r +r
; 2 : 2 9 4 3
K--7 | pde=z | (r2—a?)dx = 5 I°m.

& e i
Az ellipszis egyenlele:

2 2
o S ARG LRESY

ha az x tengely koriill megforgatjuk, forgasi ellipszoidot nye-
riink, tehat ennek kobiartalma:
+a +a
x 9 ’Tb? ! 9 9 4 9
K—=nrn| y2dx = e (a2—2a2?) dx = 3 ab?r.

=0 ! !

150. A gorbék rektifikaczidja.

Legvenek valamely gérbe pontjainak koordinatai ¢ valtozo-
nak oly folytonos s differenczidlhato fiiggvényei, melyeknek
differenczialhanyadosai is ugyanezen valtozénak folytonos és
véges fiiggvényei. Ha tehit

telel
e=[), y=ol), z=¢(O,

akkor (1), ¢'(1), ¢'(t) szintén folytonos filggvényei f-nek.

Oszszuk mar most gorbénknek t=a és t=>b (b>a) pon-
tok kozott fekvé részeit ty, by, ..., ln—1 pontokkal n részre s
képezziik a t; és ;1 pontoknak egymastol valo tavolsagat, melyet
dsi-nek neveziink, tehat :

s = V{[t)—[(G-)P+1g M —o (i P+ (B —¢ (ti-)P.
Akkor a
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.9 . ’ . . "o ’ ’ ’ .
dsszegel a girbe a-16l b-ig terjedd ivhosszusdgdanak nevezziik.
Hatarozzuk mar most meg ezt a hatarértéket. Kézépérték-
tételiink értelmében

ft)—f (ti-1)

0 gt 5 VK li>ti = iy
o (1;) —cll,,, 1 : ;
"’/ 5 : = @'(7i) ti> & ti-q
b (t)— (b

* '7),:’;’ \‘:l U= o) ti > 7' > li-y

hol a 112. §. értelmében, ha t a (i, ti—1) intervallum egy tetszé-

leges pontja, akkor
=1+ 0 (ti—ti—1),
=l ”l (ti—ti—1),
ti=t+ 0, (ti—ti—1),

hol |6, 16,1, 10,] mindegyike kisebb az egységnél. Ha tehat
ti—=ti—1 helyett réviden a 4t; jelolést hasznaljuk, akkor félirt
egyenleteink értelmében

n =3
E dsi = Z} / + ([ \f \-’ 'I'L ( 2. di;.
i=1 =

Kimutatjuk mar most, hogy

lim Z.Js‘, Hf 2+ (124 (12 . dt.

n= i=1

as; -0
EI6bb hivatkozunk a kovetkezo tételre: az (a, b, ¢) és (ay, by, ¢;)
egeszen tetszéleges pontok koordinatarendszeriink kezdépont-
Javal héromszéget alkotnak; minthogy barmely haromszog-
ben — a degeneraltakat is beleértve — két oldal kiilénbsége
nem lehet nagyobb a harmadik oldalnal, azért

Va+br+e—v (1 2| b2 +C; < Via—a, 2+ (b=b,)2+(c—e¢,)2

Ezen tétel alapjan aztan

H’"/_"(f)?vw’t‘hiﬂﬁﬁ — VI (w2 + o'

<Vt / (r)P+ [0 (D—¢ DR+ (H—¢ (D
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Minthogy f{t), ¢'(t) és ¢'(t) t-nek folytonos fuiggvényei, azcért
dti-t megvalaszthatjuk oly kicsinynek, hogy barmely kicsiny

szam is e, egyidejilleg legyen
i/"{[}"“f’(fi)'Q’: =
V3

lo'(t)— ¢@'(zi) | < —
},

I . 1o 3 €
['(t)—¢'(zi') | < 7.5 5

kovetkezdleg :

n VRS b
'S VRSP F IR dti—
=1
I S - e P
‘?1 ¥ /\ ti)2+ ;0'(7}“—' + 5,/"(7}')2 1.”11 < e(b—a),

i'
mely egyenldtlenség kimondott tételinket vilagosan igazolja,
ennélfogva, ha gorbénknek = a-t6l -t= b-ig terjed6 ivhosszu-

b
G

(V{02 ¢ (024 ¢/ (12 dt,

sagat s-el jeloljik :
B
a
mely kifejez¢snek annak megfontolasaval, hogy
dy = ¢'(t) dt, dz = ¢'(l)dl,

da= f'(T)dl,

a kovetkez6 alakot is adhatjuk:
b R
s == | Vdx?+-dy?+dz2,

a

b !
[V () + L) e

.
a

ha pedig a-t tekintjiik faggetleniil valtozo paramelernek, akkor
Ha pedig gorbénk az xy sikban fekvd sikgorbe, akkor erre

nézve
4 0,
tehat
; by
SRS S PRI St G A / 4
g j V(24 (1)2dl == ’ V da?+- dy2 == ) ] 1+ ki{%) dx.

.
a
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1. PI. A kor parameteres egyenletei .
X =T COo5.1:

y =rsint,

tehat a kor (31. abra) keriilete
27
k= r|idt="2pr,
0
2. Pl. Az ellipszis parameteres egyenletei :
X ='acast

y —=>bsint,

telat az ellipszis (32. abra) kerilete

n
2
k=14 ‘ V a?sin2i-+ b2cos2t di,
i')
honnan az
2 9
ALk Tk ry
- - 5 “~
a?
jelolés alkalmazasaval
:'_)L,
k=4a | V1—e2cos2t dt,
0

a 134. §. szerint tehat

[ VB (O8N |
1\' '2/(,‘, \1 \ ' ) (ent i )'\‘_n,, }\52115

3. PL. Ha a kisikitott kirkenger (33. 4bra) alapjanak A pont-
jabol a szog alall egy cgyenest. vonunk, akkor ez az egyenes,
ha sikunkat ismét hengervé - gorgetjink, a csavarvonalat irja le.

l¢

Hatdarozzuk meg egyenleteit. Legven hengeriink tengelye derék-

sz0gli koordindlarendszeriink z tengelye, az x tengelye pedig
menjen al az A ponton. Ha tehat € a eésavarvonal egyik ponlja
s az ebbol vont meréleges talppontja B s ha

AOB 3 = o,
a henger alapkorének a sugara r, akkor

AB ==rg.
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tehat
z=ABtga=rtga—¢=arp,
x=rcosy, Y= rsing,
hol

a=:1ga,
tehat a esavarvonalnak 0-t6l ¢ szogig terjedd ive
ot I Sl ELSAS
ga=t) Vrr(1+a)de =rV1+a2e.
0
Ha a sikban az
x=pcose, Y-=psSing

szubstituczidval polﬁrkoor(iin{u{lknt vezetiink be, akkor

dx2+dy? = dp>+ 2de?,
tehat
s :‘J V dr2+r2de?

Ha pedig a térben az
x=pcosgsinf, y=psingsinf, z=pcos 0
szubstitucziéval vezetiink be polarkoordinatikat, akkor
da?+ dy2+ dz2 = dp2+ p2sin20dg? + p2d 2,

kovetkezobleg :

s = [ Vdp2+p? sin?0de?+ 262

Pl. Ha egy a atmérdjii kérnek O ponijat szilardnak tekint-
jiitk (34. abra) s minden OP hurjat az atmérd hossziisagaval
M-ig megnyujtjuk, az M pontok geometriai helyét cardoid-nak
nevezzilkk. Ha OM= p ¢ szoget képez az x tengely pozitiv felé-
vel, akkor

OP -~ p—~a

—(‘)—('— = "—(—l—' = COS s{i,

tehat a cardoid egyenlete polarkoordindtakban :
n=a(l+cos¢);
0-t0l ¢-ig terjedd ive tehat
¢ ¢
Y= ) VsinZp+ (1+cos g2 de = 2a fcos % de,
0 ¢ 0
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A
azaz: g
. @
s = 4a sin 57

151. A gorbék érintdinek egvenletei.

Miként ismeretes P (x, y, z) pontnak Q (&, , {) ponttol (35. a.
valo tavolsaga

/
Ha PQ egyenes a koordinatatengelyekkel rendre «, 3, 7 szoget
alkot, akkor PQ-nak a koordinatatengelyekre vald vetiiletei :
QR = x—& = rcos a,
RS = y—y =rcos B,

PS-=2z—{ = reasy.

Honnan kovetkezik, hogy
OJ

cos2a+cos?f+cos?y = 1,
tovabba

ol SR L e

cosa osf  cosy’

3

mely egyenleteknek eleget tesznek mindazon pontok £, 7, ¢
koordinitdi, melyek rajta vannak az (x, y, z) pontbol kiindulé
(@, 7, 7) irAnyu egyenesen, miért is ezeket az egyenleteket
az egyenes egyenleteinek nevezziik; cosa, cosp, cosy-t pedig
az egyenes iranycosinusainak.

8y 4, p, v iranyu egyenes alkosson PQ egyenessel = szoget
s nevezzilk PQ vetiletét a A, p, v iranya egyenesre p-nak, tehat

) = Icose&.

Masrészt PQ vetiilete egyenlé a PSR(Q tértvonal vetiiletével,

azaz :

0 = (x—¢&) cos A+ (y—7y) cos p+(z—¢) cos v

i

= r(C0os « cos A+cos (3 oS (+COoS 7 COS V),
kovetkezoleg :

COS & = COS a COS A+ C0S 3 COS ;- COS 7 COS v.
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Ha az (a, f,7) irany merdleges a (4, g, v) iranyra, akkor
2 =0, tehat

(x—¢) cos A-+(y—z) cos p+(z—¢) cos v = 0,

mely egyenletnek eleget tesznek mindazon pontok (£, , {) koor-
dinatai, melyek rajta vannak az x ponton atmené s a (4, g, v)
iranyra meréleges sikon, miért is ezt az egyenletet ezen sik
egyenletének-, cos 4, cos p, cosv-t pedig a sik irdnycosinusainak
nevezziik. ;

Legyenek ezek utdn valamely egyenes egyenletei :

x=ft), y=¢@), z=¢(),

ha f, ¢ és ¢ az el6bbi fejezetben megallapitott tulajdonsaguak,
akkor az iv differenczialéja

ds=1V x4 y 22dt.

Ha tehat ds-nek a koordinatlatengelyekre valo veliiletei rendre:
dx, dy, dz, akkor a ds-en atmend, azaz az (x,y, z) ponton
keresztill vont érinté iranycosinusai rendre :

dx dy (1:\ S
Y. s ds | g

ds ;

B8, 0 P
i o y' A8
vagy
B iy 2—¢
dx dy dz

Ha pedig a gorbe sikgorbe, akkor az érinté egyenlete :

i RS bra

7 )

sl e/
dx dy
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152, Az érint6 sik egyenlete.
Ha valamely feliilet pontjainak koordinatai u, v valtozo
parameterektél fuggnek, tehat
e =f(m 0), Sy ="o (0. ¥ =d by

akkor a feliilet (x,y,z) pontjan atmend, de a felilleten levé

<

tetszGleges gorbének (x, y, z) pontban vont érintdjének egyen-

letei :
o AR, o G
dx dy s LR
hol
ox ax
dr=——du + =—— db,
ou ap
a dt
difi== 29 du + S4 dv,
: ou o
0z az
dz = —dn + ——dv,
oua av
Ha tehat a rovidség kedvéért
Tl Pl T 1
AR £ R T b
akkor
, ax ax
(x—&) 0 — du - — dv =0,
! ol oV
ol al
(y—n) p 4 I du + 24 av =0,
* . ol oD
i 0z 0z
(=) 'n —— du + —=- dv =0,
oy ou oD

mely egyenletrendszer csakis ugy allhat meg, ha

ox ax

fu v

at N
y—7 bl . 2 0 ()
: u v )
e az az

ou v
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Ennek az egyenleinek eleget tesznek mindazoknak a pon-
toknak (£ », ) koordinatai, melyek rajla vannak az (v, y, z)
ponton atmend feliileti gorbéknek ugyvanezen ponthoz tartozo
érint6in, ezek a pontok alkotjak a feliletnek az (x, y, z) pont-
hoz tartoz6 érintdsikjat, melynek az (I) alatt levé egyenlet az
egyenlete. Melyet kifejtye ily alakba irhatunk :

a(y, z) £ d(z, x) 750 e
y A8 T s 2 (l}'* I/\ AT B T "/*' (2—{) = ‘),
o(u,v) J{a, v). J(u, v)

tehat az érinté sik normalisanak az iranycosinusai:

7 (y, z) 2SO ) 2 ad(x, y)
\ T4 —= > Iy /~ - 5 N T ; ’
d(u, v)’ a(u, v) d(u, )
hol

1 (f:iy_:j )‘—' (f/-.:,‘z' )3 («'r(.t’,yh‘-’
27 \9 u, ) d(u, v a(u, I?))

Abban a kilonos esetben, midén u=x, v=y, a feliilet pont-
janak a koordinatait az

r=x, y=y,

egyenleteik jellemzik, s igy

az az
e~ =D p~ =4
ax p, ay 1

jelolések alkalmazasaval az (x, y, z) ponthoz tartozé érintdsik
egyenlete :
p (x—&) + q (y—7) — (z—&) =0,

tehat a normalis irdanycosinusai:

Ap, Aq, —A4,
hol

Ha pedig a feliilet egyenlete
Fe g, 2)=40

alakban van adva, akkor

oF oF
) = e
F wr e
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LR R
1=~ 2y "Bz’

tehat az (x, y, z) ponthoz tartozo érintésik egyenlete :
oF ( 4P oF i dF
— ‘I:__ [ il ekl l v 7‘ - - o -
ox : oy Ry
normalisanak iranycosinusai pedig:

P oF p oF P aF
i R T T

1 i (7F )2 ‘ ( oF )2 x (71“)2
w=t%) e e ]

153. A feliiletek komplanaczioja.

hol

A feliilet (x, y, z) ponthoz tartozo érintésikja érintse a felfi-
letet dw elemben, ennek az xy sikra valé vetiilete® do', ha az
(x, y, z) ponthoz tartozo feliileti normalisnak a z tengelylyel
alkotott szogét y-nak nevezziik, dw cosy, s igy

dw
(1(1) SR SRS
cos 7

Ha tehat feliiletiink « részének az xy sikra valé vetiiletét

w'-el jeloljik, akkor

r * ’
(1(!)
’ dow = w - .
& J COSYy
(w) (")

Igy ha a felilet egyenlete
z=f(x, y)
alakban van adva s megfontoljuk, hogy

do' = | dxdy,
‘ll'r:!l.‘
akkor

)

w ’.l 1+p2+q?dedy. 1)

Ha pedig a feliilet egyenlete
Flx, g 2y=10,

Sutdk: A differenczial- és inlegralszamitas elmélete, 21
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alakban van adva, akkor

o [ oF \2 (’;Fﬁ 7 2 dldy ; I
@ —(.{ ]/(73.{-') +{g5) * 5) oF, L

oz

Pl. Legyen a gomb egyenlete

242+ 22=r2,
akkor a gomb felillete:

ponfiy

(w")

Hol ' az xy sik kimetszette legnagyobb gombkor teriilete,
ennek a kérnek az egyenlete:

1‘,2 +—y—:: r‘—)’
tehat
+r +1’/;I——xzd
W= 2r (d-r {*l‘/—/"_;"y;)l;“,‘) 5
[P—a?— i
e/ [ ]
~r. _YPizs
az rP—a?=k? jelolés alkalmazasayal
+k
+r » +r
. It :
0= 2r.’ dx | — ,(J— =4 | o= 4r2r.
- Vg )

A forgasi feliiletek komplandcziéjdra vonatkozé képlet vala-
mivel egyszertibb. Ha az AB=s ivet az x tengely koril meg-
forgatjuk, akkor annak ds eleme altal leirt felilet (36. abra)
27yds, tehat az egész s leirta forgasi felilet

w=2 ‘)ﬂ yds.

(s)
Pl. Forgassuk meg az
a2 2
= £ v,y.;).. =1
a2 b?

ellipsist az x tengely koriil, akkor tekintettel

x=acosy, y=bsing
egyenletekre
ds = aV 1—e2cos? g,
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tehat a forgasi feliilet
n

3
= 4ab7rf V'1—e2 cos? ¢ sin od.
§ :

Alkalmazzuk a kovetkezé szubstitucziét :

€ COS ¢ = cos ,
tehat

esin g dp =sin dt,
mivel ¢=0 és »;T)i értékeknek rendre megfelel = arccose és
{= —g , azért
n
.—_)
W= ﬁebi f sin2 tdt.

arc cos &

Ebbél pedig

szubstitucziéval és annak megfontolasaval, hogy t = arc cos g,

?—nek rendre megfelel arcsine, 0; nyerjiik, hogy

arc sin & arc sin 2
4abr i dabr (* 14cos 2z
©w=———| cos?zdz = M i -
e e <) 4
0
honnan
2abn
Y= ——r [arc sin e + 3sin (2 arc sin ¢)],
€
vagy

© = 2abr (am:"“ V 1';‘52),

ha a=b=r, akkor ¢=0, teh4t
w =4r’r,

Végiil jegyezzitkk még meg, hogy a feliiletek komplaniczi6-
jara vonatkozé integral a 61. §. fejtegetései - értelméhen polar-
koordinatakban a kovetkez6 :

@ = ﬂ l /,- 4 ( 39 ) J sin2§ -+ (2_2)2pd0d¢.'

21*
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XIX. AZ INTEGRAL FOGALMANAK AZ ALTALA-
NOSITASA.

154. Végtelen nagy hatarokkal biro integralok.

b

[ [(x)dx

a

definialasanal feltételeztitkk, hogy az (a, b) tartomany véges és
hogy ebben a tartomanyban f(x) folytonos s véges figgvény,
mar most, ha ezek a feltételek nem teljesiilnek, akkor folirt
szimbolumunknak eddigi definiczionk értelmében sincs semmi
jelentése. Hogy tehat ezekben a kiillonos esetekben is értelmet
tulajdonithassunk szimbolumunknak, az integral fogalmat alta-
lanositanunk kell. Az Aaltalanositast mindenek el6tt arra az
esetre terjesztjok ki, midon az integral hatarainak egyike, vagy
pedig mindketteje végtelenné lesz.

Ha a és b végesek s f(a) hatarozatlan integralja F(x), akkor,
ha f(x)-re teljesiilnek (a, b) tartomanyban a fontebb eimondott

feltételek,
b
| f(x)dx = F(b) — F(a).

a

Mar most, ha az integral egyik hatara pl. b végtelenné lesz
s [(x) az (a, co) tartomanyban folytonos s véges, akkor a vég-
telen nagy felsé hatarral bird integralt a kovetkezé hatarérték-
kel definialjuk:
o b
”/'(.r) dx :::Ilim “/'u‘\ g [lim [F(b)— F(a)].
p : )= oo

% 55, o/
a a

Hasonloképen definialjuk az olyan integralokat is, melyek-
nek az alsé, vagy pedig mindkét hataruk végtelen, s kiszami-
tasuk, ha a faggvény hatarozatlan integralja ismeretes, egyszer(
limesre valo attéréssel torténik.

Pl. A 130. §. fejtegetései szerint:
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’
N e—ax :
e~ cos bxdx = 555 (b sin bx — a cos bx),
o a2+ b2
y e—ax
I e~ sin brdr = — —— b2 (b cos bx + asin bx).
) a2+ b?

Honnan kovetkezik, hogy ha a>0, akkor

; a
e—ax cos brdr —= ——-, (1)
{ ] a4 b2 ‘
0
(* s b :
‘ e~ sin brdr = —— - - (2)
a2+ b?

Amde megtorténhetik, hogy a figgvény hatarozatlan integ-
raljat nem ismerjik s igy egyszerli limesre val6 attéréssel nem
1s donthetjik el, hogy a végtelen nagy hatarokkal biré integ-
ralunk véges, vagy végtelen nagy eredményt szolgaltat-e. S ha
mégis meg akarjuk tudni, hogy integralunk véges eredményt
szoigaltat-e, a kovetkezé két kritériumot hasznaljuk fel:

I. Ha f(x) eqy meghatdrozott X-en til eldjelét nem valtozlalja
s |af(x)| = ¢ zérustol kiilonbizi véges szam, akkor

7

"/'m'\ dx

a
véglelen nagqy.
Tételiinket elég arra az esetre kimutatnunk, midén bizonyos
pozitiv X-t6l kezdve f(x) mindig pozitiv, tehat

xf(x) = ¢ f(ae) = (t %
s igy
5 ’ ,
i f(x)de =06 } ([: =gl \) ; b=X
i ;

honnan lathatd, hogy

b v
lim (‘/-(«I‘J-(I.I‘r - 0.
b=1o &

¢

Il. Ha pedig f[(x) bizonyos X-en tul eldjelét nem vdlloztalja
s |xl+nf(x)| < ¢ véges szam, akkor ha n pozitiv
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o

ff(x) dx

a

véges.
Ha f(x) X-t6] kezdve pozitiv, akkor

: c
(@) <o
tehat
d - d 1 1
: x c
'{f(x)dx<c' WZY(X;_;BT)’ b>X
X X
honnan
b
: ¢ }
gl:l:}] f(x)dx < 55 B n>0, (3)
X

a mi bebizonyitandd volt.
III. Ha f(x) eldjelét folytonosan vdltoztatja, akkor

®

[ f(x)da

a
véges, ha

‘)' [f(x) ]| dx

a
integral is az.

Foltételink teljesiilése ugyanis azt mondja ki, hogy ha b és
b’ bizonyos B szamnal nagyobbak, akkor (3) egyenl6tlenségiink
értelmében :

B
[1f(x)|de<e b'>b
b

barmily kicsiny legyen is . De

b

b’ b’
JIf(®)dx > J(x)dx >— f |f (x) | dx,
b b

b

honnan koévetkezik, hogy b'=oco-re nézve:

®

a>ff(:c)dx>—e.
b
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Ha tehat b elég nagy véges szam, akkor

a b
[ f(x)dx = f'f(x)dr + %,

In|<<e

a mibél kovetkezik, hogy integralunk véges.

155. Szingularis helyekkel biré fiiggvény integralja.

Ha f(x) az (a, b) a<b tartoméanyban ¢, ¢,, ..., ¢, helyeken
szakadasos, vagy végtelen, akkor a-t6l b-ig terjedd integralja
alatt a kovetkez6 hatarértéket értjik :

b Cy—1Mq Co— Mo b
f(x)dx =lim | f(x) dx + lim f(x)dx+ ... +lim f(x)dx.
7, =0 &ym=0 =0
e e na=0 ¢
C+ &y Cn+éen

Integralunk tehat a kévetkezé alaku integralok Osszezére

bonthatd :

€1— M Civ17 Uisa b

lim {f’(a')d.r, lim ‘[f(r) dx, lim\[f(x) dx. (1)
1,=0 &=0 en=0
(:/‘ Ni41=0 e Cn+én

Minthogy ezek kozill a kozéps6 a hatarok kézott levé hely
segitségével olyan alaku integralok Osszegére bonthaté; mint
az utolso s az elsd integral, azért csak ezekkel foglalkozunk.
El6bb megallapitjuk a szitkséges s-elégséges foltételt arra nézve,
hogy elsé integralunk hatarozott értéket szolgaltasson, erre
nézve a szitkséges és elégséges feltétel, hogy legyen

’
€y 1] &4
TN M

lim J f(x)dx =lim | f(x)dx,
m=0 =0,
a a

barmily végtelen kis szamok legyenek is %, és 7. De

€14 Ci—74 . €y =1y

i () de = ff(.r) dx + ff(x) dx,

a Cy—ny
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fontebbi foltételiink tehat a kovetkezd alakba irhato :

Ci— M
lim ’ f(x)dx = 0. (2)
1,=0
i Pl

Hasonloképen talaljuk, hogy (1) alatt levé harmadik integral
értéke hatarozoti, ha

(.‘n4 8;,

lim | f(x)dx=0.

en=0 .

5"74‘0.(‘,14’!"

Pl
C (|

" : SR lim I da a<c
J (x—e [ 20 J) (x—c)r neEl
a AR p

integralunk hatarozott, ha

c—y
y dx ¢ —p¥l=n "\ 1—n
lim | ———— =1lim eI
n=0 (L— c)n n=0 Leodt
n'=0 3 y'=0
A/

a mi csak agy lehetséges, ha n<1.
Ha n>1, akkor végtelen, 'ha n=1, akkor

c—n
# dx ; 7
lim | —— =lim-%;,
y=0 L R =0 ,/
y'=0 . =0

c—1j
a mi hatarozatlan, tehat
r

"' dx

% 5o 00 sl AL

a

csak abban az esetben véges és hatdrozolt, ha n<1.
Ebb6l kévetkezik, hogy ha f(x) az x=c helyen végtelen, de
[(x—ce)n f(x) | < & véges szam, akkor, ha n<1,

,./'{.l‘) dx

a
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hatdrozott, ellenben ha |(x—c)f(x)| > 0 véges szdm, akkor az

[f(x)dx

a
integrdl, ha f(x) az x=c hely kérnyezetében Jelét nem vadltoz-
tatja, hatdrozatlan.
Az elsé esetben ugyanis ha a-t c-hez elég kozel valasztjuk,
akkor

N

)
| 1) | it
. |lx—c]n
tehat
c—1) c—
%

¥ 3 L i odx
lim ()l dedm e et et 7>
n=0 1=0 | x—c|n
n=0 ¢ =0 ¢ |

c=1] c—n

mely zérus, ha n<1, ekkor azutan

y
[1f(x)]dx
a
s vele

j fi(x)de

integral is hatarozott.
A masodik esetben legyen f(x) az a hely kornyezetében po-
zitiv, tehat )

c— ¢~
.
N
5 ; ; odx
lim: ] f(x)dex>lim §—— -, 7' >7
=0 =0 fx—e
w=0¢ | i e
c—n £ n

a mi hatarozatlan.

156. Az altalanositott integralok alaptulajdonsagai.

A 111. §-ban valamely integralnak tobh integral Osszegére
valo felbontasara s a hatarok felcserélésére vonatkozdlag meg-
allapitott tételek az altaldnositott integralra nézve is érvénye-
sek. ‘Az integralok transzformacziéja a 112. §-ban megallapitott
feltételek kozott szintén lehetséges. De ha az

T =0(l)
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faggvénynek a differenczialhanyadosa a transzformalt integral
t;, &, hatarai kozott pl. ¢ helyen, folytonossagat elveszti, vagy
végtelenné lesz, akkor az

jf dc_llm}f(go(t)c,a dt+hmjf(go (1) ¢'(t

t, Cc+e&

egyenlet lép a 112. §. megfelel6 egyenlete helyébe,
Pl. Alkalmazzuk az

+1

J' dx
i

integralra a kovetkezé transzformacziot :

Xe==1 d-l‘:-l i—dl—:-
2w

Ha « valtozik —1-t61 +1-ig, akkor ¢ valtozik +1-t6l 0-ig s
azutan 0-t61 +1-ig. De midén = —1-t6l 0-ig valtozik, akkor
—VT-vel, ha pedig 0-t6] +1-ig valtozik, akkor +¥ t-vel egyenl6,
tehat

o § i
Vi 2, vt vVt

L.

+1 d 1 1 S
de t 1 dt L i

Az dltaldnositott keltés integralokban az integrdaczio sorrendjét
daltaldban félcserélni nem szabad. Igy pl. meghatarozando:

1 1
® ; o y2_x2
Il :‘J dx J M(‘FZ—T_W dy
0 0

és

1 1
5 t oy
L= dy} EEw z
0 0
Minthogy

!12;41‘2 % y
@t y2e Y x2+y?’

I *oy—a? W r
(x2+y2)2 X, L’+y2 ’
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kovetkezdleg :
1
* T
AT L
0
1
I s R T
* J 1+y42 ~ 4
0
tehat
L8

Ha f(x, y) x és y-nak az (a, o), (a,, o) tartomdnyban foly-
tonos és véges fiigguénye és

w

f dx f/'(.v, y)dy

a a,

hatdrozott és véges még az integrdczié sorrendjének meguvaltozta-
tasaval is, akkor

[de [ f(x, y)dy = ' dy jf(’.r, y) dx.
a a, a7 e

Foltevésink szerinl ugyanis b-t és bj-et megvalaszthatjuk
oly nagynak, hogy legyen

b b

! }“d.r ’./‘(.l‘, y)dy — [ dx “‘"IL y)dy | <e,
S by b ;

U dy j flx, y)yde — | dy ) flx,y)dz | <e.

a, a a, a

Amde f(x, y)-ra vonatkozé feltevésiink alapjan :

b, b

b b, b
Jdx [f, y)dy = [dy [[(x, y)da;

a a, a

fontebbi két egyenl6tlenségiinkbél s ebbél az egyenletbél ko-
vetkezik tételiink helyessége. Igy pl. konnyti belatni, hogy

-]

f‘d.r

0

-] o w
J e-= sinxdzx = [ dy fe—xy sin xdx.
0 0 0
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Ugyanis megvalaszthatjuk A és B szamokat ugy, hogy legyen

oJ
: PR : 1 P
| ey sin.ax | < - m>2
(‘.1-‘1]\/111
ha
2 = AL =B,
tehat
oc 3 o oc
¥ . ; " (o
‘ d.rj e~y sin xdy < ‘ dx , s
¥ : . E y (.1'! ‘,ln
A B A B
de
" dxdt (xy)2-m ’
“ baltalh e \xy ! m=2
5 (xy)m (1-—m) (2—m)

A és B alkalmas megvalasztasaval tehat egvenlétlenségink
jobboldala kisebbé teheté, mint egy tetszéleges kicsiny & szam.
Hasonléképen kell kimutatni, hogy

e it

[dy | e=v sin xda

A
B A

szintén kisebb s-nal, kovelkezéleg bebizonyitando egyenletiink
helyes.

Végiil az integral jele alatti differenczidlas abban az eset-
ben, ha a 113. §-ban kifejtett foltételek teljesiiinek, az

’ fla, a)dx

(;

integralban is lehetséges minden oly « helyen, melyre nézve
az integral véges ¢s

lim ’ il da:=1.

%)
b= au

b
Ugyanis ebben az esetben, ha b-t mar elég nagynak valasz-
tottuk az

b
[ f(x, a)d,
a

nemcsak integralunkat képviseli a megkivantalo pontossagig,
hanem az « szerint vett differenczialhanyadosa annak diffe-
renczialhanyadosat is. Ugyanis
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d " . y 1 4 ;
- (. wydx =1im ‘ x. aF da)~f(x;a)] dr
da ) f da=0 da ) USe I ]
i %
b b
2] a+ da
3 1 ’/D » "} 0
lim , ix [ / da.
da—0 da ) da.
b «
Amde foltevésiink értelmében
w a+da o <7
el v 2]
af ¢ ;
dx B da = | [ (x, a+da)ydx— § f(x, a)dx
Jc
e e e e/
b @ b b
és
a J’Z o
. A g
‘ da ’ / - dx
') ) da

inlegralok mindegyike véges, tehat

o a+da a+da o %
/e » »
: 1 7 : 1 %) a
lim - dx ,/ da = lim: —— | da / dr= / dx;
sy o [ da a0 da doa.
[ » L 2 o/ ./ L)
b p p b b

mely foltevésiink értelmében, ha b-t elég nagynak valasztjuk
kisebbé teheté barmily kicsiny e szamnal, kovetkezdleg
B
JI “/ dx
oa
tényleg integralunk a szerinti differenczialhanyadosanak kéze-
lito értéke. Igy pl.

* sin ax
‘ dx
) X
0
3 o i ! sin ax :
a szerint nem differenczialhato, mert — —— x végtelen nagy

értékei mellett o szerint nem differenczialhato. Kilénben is a

jelen esetben
o
.

- ’ t’,'/ = {
Iim =g =N } cos axdx
% aa b B
b b

teljesen -hatarozatlan.
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157. A Dirichlet-féle integral.

Az elébbi fejezetben lattuk, hogy

@ %

fsin adx je*l‘y dy :) dy ‘ e—aysin xdzx.
. § o/

0 0

Amde

2] o

fsm;r:dx fe xy dy NJ i”id
0

0

A 151. §. (2) képlete szerint pedig

¥ w_, e > g
fdyfe *y sin xdx ::.I TR 9
0 0 0

kovetkezoleg :

Ez a DiricHLET-féle integral. Ennek segitségével hatarozzuk

meg a kovetkez6 integralt:
+ oe
* sin2z
e dx. 1)

-

Az x helyett —x-et irunk, lesz:

f‘_silix iy ‘*J sln SEPE J i‘fll,d
L g
kovetkezoéleg :
oo %
[l 4y g (S0
- 0

Parczidlis integraczioval nyerjiik, hogy

" sin%x RS sinZr 2sinx cosx
" e iy ,
. & Z 2
sinZx sm2r
+ d (2x).
:r ¢
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Ennélfogva :

sin2x ;
f i Y PR, @)

158. Az els6faju Euler-féle integral.

Els6faja EuvLer-féle integrdlnak - nevezzitkk a kovetkezé
integralt :
1
B (p, q):ﬁj xp=1(1—x)a-idx. (P>0,q9=>0) (1)

0

Ha p és q nagyobbak az egységnél, akkor integralunk véges,
ha kisebbek, akkor
f(x) = xzr—1(1—x)i-1

az =0, vagy x=1, vagy pedig mindkét helyen végtelenné
lesz a szerint, a mint p, vagy ¢, vagy mindaketté kisebb az
egységnél,- de ekkor az integral hatarai kozott

f(x)xl-p <1 1—p<1
illetéleg
flx)—ax)t-9< 1, 1—q<1
tehat a 152. §. fejtegetései alapjan B(p, q) mindig véges, ha
p>0, g=>0.
Ha integralunkban 1—ax helyett z-t irunk, akkor nyerjiik,
hogy
; A
Bu), ) = ‘ (1—z)p—1z9-1dz = B(q, P),
¢
tehat
B(p, q)=B(q, p) (2)

azaz: B(p, q) p-nek és g-nak szimmetrikus fiiggvérye. Ha a
125. §. (6) és (8) képleteiben ‘f helyett —a-et irunk, akkor a
koévetkezoket nyerjik :

qJ‘ x9-1 (1—z)pdx—(p+q+1) ’ xe (1—x)pdxr'= 21 (1—a)p+1

(q+1) }V'.l‘q (I=—x)pdx—(p+q+2) ]'.r'l +1(1—x)rdac = xa+1{1—x)p+1,
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Ha egyenleteinkben p és q helyett rendre p—I-et s q—1-et
irunk s azutan az integraczioét 0-t6l 1-ig terjedd hatarra képez-
zitk, a kovetkezd formulakat nyerjik :

LN e o P .
B(p, q) = PEg—1 B(p, ¢—1), (3)
B(p. q) = _-L;;L B(p, g+1). (4)

Ha tehat q egész szam, akkor

(g—1)(q—2)...1B(p,1)

B D=k g1 (pra—2 ... (p+D)
De
1
' 1
B(p,1)= f xp-1dyx = —,
0 p
tehat

: (q—1)(q—2). .. 1
) T4 A NN b MR SR :
P, D= o) (p+¢—2) ... p ;

(2]
~

Ha p is egész szam, akkor
D=L -
B(p, q) (prq—0)! (6)
Ha p és q tetszblegesek, akkor B(p, q)-t kovetkezoképen
hatarozzuk meg: A (4) képlet alapjan

(P (p+q+1)...(P+a+k) gy oipr1). ()

whled L ([.'\(1?1!...(([:/\‘)”

Mar most, ha megfontoljuk, hogy B(p, q) q nagyobbodasa-

val csokken; s ha
n<qg<n+l

hol n egész szam, akker
B(p, n+k+1)> B(p, q+k+1) > B(p, n-+ k+2),
de a (3) képlet alapjan :

n+k+1
( 419 e ATy g e (o8
B(p, n+k+2) g B(p, n+k+1)

;‘l:';lf—t-lji) B([), n- I\"j 1\,
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tehat :
fp

]3(]), q-+ k-1 ) - 1— pll;+i\';]

) B(p, n+k+1),
hol @ az egységnél, kisebb pozitiv szam.

Az (5) képlet szerint :

(n+k)(n+k—1)...2.1

(P ket 1) = (p+n+k){p-+n+k—1i Y

IL;\ tehat a (7) egyenlet alapjan :

x _\Ptq) (P+q+1)...(p+g k).
Bpvg) = q-(q+1)...(q+k)
_. (n+k)(n{-k—1) 2.1 § &, :
(p+n+k) (p+n+k—1)...p p+n+k-+41
Ha mar most megfontoljuk, hogy

i+ Bnk—1y. .. (k+1) L
Aln (PHntk)(p+n+k—1) ... (p+k+1)7 >

akkor az imént talalt egyenletiink alapjan :

B(p, q) = lim - X' (P+9)(p+q+1)...(p+q+k)

k== P(P+1) ... (p+k)q(q+1). .. (q+k) (8)

Ha az (1) egyenletben x helyett sin2x-t irunk, akkor B(p,q)
a kovetkezé alakor veszi fel :

v
2
B(p,q)=2 [ sin~1x cos2-1zdz. 9
0
Honnan lathatd, hogy
B(3, 3) ==, 1. 4(10)

a (8) képlethél, ha P ¢s q helyett 3-t irunk, nyerjik a 7 meg-
hatirozasara szolgalé Warris-féle formulat. i

Ha pedig x helyett . x : (14+a)-t irunk, akkor a B(p, q)-t
definialé (1) alatt levs integral a kovetkez8vé lesz :

3 ( o
B(p,q) j (14 x)p+q
0 3

dx. (11)

Sutdk: A differenczial- és integralszamitas elmélete. 22
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159. A masodfaji Euler-féle integral

Miasodfaju EuLer-féle integralnak nevezzilk a kovetkezd
integralt :

['(n) = [ e~=xn-1dz. " n>0 (1)
0

Integralunk véges. Ugyanis, ha az
[ () = e~zan-1

fiiggvényt « barmily kitevdjii hatvanyaval szorozzuk a szorzat
limese x = co-nél zérus, tehat integralunk n >1 esetében a
151. §. fejtegetései szerint véges. Ha azonban 0 < n <1, akkor
f(x)-nek az x=0 hely végtelenje, amde ekkor

Hm f{p)plan =1, 1—n<1

x==»

tehat a 152. §. fejtegetései értelmében integralunk ebben az
esethen is véges.
Hogy I'(n)-t meghatarozhassuk, irjunk x helyett kz-t, tehat

['(n)=kn ‘} e—kzzn—1dz,
0

Minthogy
ez >1—z, 259
kovelkezoleg :
1 1
['(n) > kn ’ e—kzzn—-1dz > fen } (1—z)kzn-1dz,
0 0
azaz:
I'(n) > knB(n, k+1). (2)
Masrészrél ismeretes, hogy
e >1+z,
tehat ‘
ek < (14-2)k=
s igy
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Az cl6bbi fejezet (11) képlete értelmében, tehat
['(n) < knB (n, k—n),
ha ebben a  képletben k helyett k+n+-1-et irunk, akkor

lj(n) < (k+n+1)28(n, k+1),
azaz:

I (n < knB (n, kq»( 3 —“{i) : (3)

A (2) és (3) egyenldilenségek osszevetésébdl kovetkezik, hogy

1‘(")::](‘"[3(", k+1)( +0 n‘;cl) y ”<1
tehat

I'(n) = lim knB (n, k+1). (4)
k=oo

De az el6bbi fejezet (5) képlete alapjan :

3 k!
ALRRE ey = g
ennélfogva

I'(n )_7hm ken e

PRt Y 712 % ) R TR T (5)

Ha a (4)-ben n helyett. n—1-et irunk s azutan egyenletiink
mindkét oldalit megszorozzuk n—1-el, akkor a kovetkezé
egyenlethez jutunk :

(n—1) I'(n—1) = (n—1) lim kn~1B (n—1, k +1),
k=

de az el6bbi fejezet (2) és (4) képletei alapjan:

B(n—1, k+1) == B(k+1, n—1) = "i’f B(k+1, n),
tehat
ll\im B(n—1, k+1) = ]1m e B (k+1, n) = lxm —_— B(n k+1),
kovetkezbleg : ,
(n—1) I'(n—1) = lim knB (n, k-+1),
k=cc

azaz:

I'(n) = (n—1) '(n—1). (6)

22*
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Ezen képlet alapjan, ha n egész szam

[’{n) = (n—1)! (1),

de
Pl )= ,f eT¥de =]
0
tehat
['(n)=(n—1)! (7)
Tovabba
y : k!
(p) = lim k
[“p)"f-if‘l}")pw +1) ... (p+k)’
I'(q) = KL
G i dalrTors e =2 o)
1'( X b
= e - ECREPES SN A N 5 e
o ,‘}1,1 i )—~q'fp+q 1)...(p+q+k)’
tehat
,,LLL, l,ﬂ,,,}‘,,'(”“*“q (p+ [41 ..1p+q k)
F(p+q) ~ k- P(PED ... p+Eq(g+l) ... (g+k)’
azaz:
[\P)I (8)

Bép, q) = 7 o8 (]1
Pl. Ha p = q =1, akkor
"3(%) ’,12') =5 [‘(s\’: Sy G
tehat

: =Vaz. (9)
De a
()= [e-z-ddz =V

0

z = x? szubstituczidval ily alakiva lesz :

%
2 f e—*dr =V,
0

tehat
- /_
feugy V5 0

0
Ha ebben « helyett xVa-t irunk, akkor a kovetkezd .inte-

gralt nyerjik:

J‘e—(lxzd—r —_ _V_l. 5 (1,1)
b QV a
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160.. Fresnel-féle

integralok.

A 151. fejezet (1) és (2) képletei szerint:

o

S
/ e~ 2cos xdr'= -
:

U

f e—@*xgin xdx —

0
De a 153. §. fejtegetései szerint :

o o o
/a i 2

14—(1i.

| da } ¢-FTcosxdr = } cos xdx ’ e-%2dq,

v

(‘} 0 0 !(7
’ da } e- @ gin xdy = ! sin xdx ;5 e~xa*dq,
0 0 s o
azaz
(" a2da Ve (T cosax
’ a5t % j == i 2 i ’1.1‘4
1+at . Va
) 0
P Va (" sinx
at S ;

Ha. ‘ez wiobbi integralban  a helyet

¢ ol
a

Irank

a’da

tehat

de

/‘ 1~-(1=‘A:’:} 14-a*’

0
&

MY

nyerjilk, hogy
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354
tehat
14+ a? s : 1 iR
——_da=—— aretg(a V2 % 1)+ —— arctg(a V'2—1),
1+a4 V b( V 2 g( )
s igy
1 1-+a? ¥z
—= ——dr = — —. 4)
2J) 1+at 2V o
Az (1), (2), (3) és (4) egyenletek egybevetésébdl tehat kovel-
kezik, hogy
* cos sin x T
—— drx = | ——=dx l/ (5)
J Va J Va

Ha ezekben az integralokban x helyett x2-t irunk, akkor

nyerjiik, hogy
3 i 1 l/ T !
3 2dx — 2dx — — — .

‘fsm x2dx fcosr da 3 5 (6)
0

0

Ezek a FresnEL-féle integralok. De, ha a FresneL-féle inte-
gralok felsé hatara véges mondjuk u, akkor meghatarozasukat
a kovetkezo két integral meghatarozasara vezetjuk vissza:

u ll u
M(u)= fcos u2—x2) dax = cos u? ) cos x2dx+sin u? } sin x2dx,
0

0
u 5( u
N(u) = ’ sin (12—a2) da = sin w2 ) cos x2dx—cos uzj sin x2da
0 0 0
honnan
u
[ cos a2dx = M (u) cos u2-+ N (u) sin u2,
o
u
| sin ax2dx = M (u) sin u2—N (u) cos u2.
0
M(u)-t és N(u)t kovetkezdképen hatarozzuk meg: Parcziilis

integralassal talaljuk, hogy
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u
. : ¢ un+1 2 > i :
xncos (12— x?) doe = ———— — ——— | an+2sin (u2—a?) dx
. n+1 n+1,
0 0
u n
. / 2 :
ansin (02 — a2?) do =
0

xn+2 cos (u2—a?) dx.
n+1

Ha a jobboldalon még egyszer alkalmazzuk a parczialis
integracziot, nyerjilk, hogy

u
nn+l
J ancos (u2 —a2) doe == ——
n-+41 s
0 u
4, oS }.;r"ﬂ cos (u2—a2) dx
(n+1)(n+3), g
o 0
a Y ; Qun+3
I ansin (02 — x2) dae == -—-——
0

(n4+1)(n+3)
4

el : an+4 sin (n2—a2?) d.
(n«’-])(n+3).fl o i
0

Ezen alapformulik alkalmazasaval kénnyti beliatni a kovet-
kez6 képletek helyességét :

u n
" rdr+ 1
f cos (12—x2)dx = 2 (—1)r ]-;3'%’_7 \'—41'—4 14)' + Ry (7)
0 r=0
u n
i (u2—a2) dax = 2 \ | 1 4rpdr+3 R 8
f ol ‘Z el v Dnio T w B R
L0 r={
hol

I{R g (__])114#14:”1

1.9...0n .”J rintieds (u?—a?)dx
0
u
—1)nr14n+1 s B ; )
Rip= 1 (‘{’ ) 4n+3) ain+dsin (u2—a?) du.
<3 v. o (4n4-3)
0
Ezen maradékok mindegyikének abszolut értéke
mint

kisebb,
4n+1 pgdn+5

1.8, -(@nE5p
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mely u minden véges értéke mellett n = co-nél zérussa lesz
kovetkezéleg :

>

u *
4!‘ udr+1
os (112 —2 » — SO (1 Sl Lo e AT (
[ cos (n2—a?)dx — Z( 1) 3. @) (9)
(1] . r=0
. = 4r par+3
) sin (u2—a?)dz = 22 (1 5 s (3
0 r=0

XX. FOURIER-FELE SOROK S INTEGRALOK.

161. Segédtételek.

¢ (x)-el az (a,b) intervallumra vonatkozdlag integrdalhuto-
nak mondjuk, ha bdrmiként oszszuk is az (a, b) intervallumot
dxy, dx,, . . ., dx, részekre az

n
RS 2 Midx;
i=1
és az

n
So= 2 iy
i=1

osszegek, hol M; és m; figgvényiinknek a dJdx; intervallumhoz
tartozo maximuwmdt, illetéleg minimumadt jelolik, mindig ugyan-
azon hatdrériékhez kézelednek, ha az intervallumokat végnelkil
kisebbitjiik, azaz :

lim 3 (Mi—my) dvi = lim 3 o:dx; = 0,
ha dx; intervallumban az ingadozast oi-vel jeloljitk. Minthogy,
ha ALL‘;’ = X—xi-1, akkor

x

Midxi = [ ¢ (x) dv > mda;,
i
tehat
f. ¢ (x) dx = pdx;. Mi > p < my

Ti—1
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Azért ha & a dx; intervallumnak egy tetszéleges pontja s
ki-vel jeldljiik.a y—¢ (&) kiilonbséget, akkor

x

() de = ¢ (&) dxi+ kidx;,

J

Tj—1
minthogy
ki p—=0(&) ' =iy
azért

n
lim 3 kide; =0.
=1

Végiil kimutatjuk, hogy tigy

b 1

[¢(x)dr, mint |

> a

¢ (v)da

inlegral x-nek folytonos [iiggvénye, ha ¢ (x) integrdlja (a, b)
tartomdnyban hatdrozoll s véges. Ugvanis

b e b
o (r)de= | ¢(x)dx + | o (v)d.

a a Q

A jobb oldalon levé integralok mindegyike hatdrozott, mert
a bal oldal is az. Kavetkezdleg:

XT—¢& X
lim | ¢ (x)dx = | ¢ (x)dx, e=0
§=0.¢ a
a «a
b b
lim ’ ¢ (x)dr = | ¢(x)da. 7=>0
A T+ x
Tovabba
X+ & b b
Jo(x)de = | ¢ (x)dr — | ¢ (x)dx,
(’1 I:’ ; +é
b h x+y
‘ o(x) dr — | ¢ () (Ign - " o (x) dx.
fx'—r, 1; 1‘1

Fonnebbi egyenleteink értelmében tehat

x+s [_7 {' x
lim |¢(x)dr= |¢(x)dx — | (r)dx = | ¢ () dx,

a a X a
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b b x b
lim J'ga(r) dr = [¢(x)dx ——)'gp(x) dr== fgo(a:) dx,

x—n a

ezzel azutan integraljaink folytonossigat kimutattuk.

162. Masodik kozépértéktétel.

Ha az (a, b) tartomdnyban (a<b):
1. o (x)-nek integrdlja haldrozott s véges;
2. {(x) sohasem névekvd, vagy sohasem fogyo véges fiigg-
vény ;
3. f(x) o (x) integrdlja szintén hatdrozott és véges, akkor
b g b
f/'(;r) ¢ (x) dx = f(a+0) fg.o(.v) dx + f(b—0) fgp (x) dx,
a a §
hol ¢ az (a, b) tartomdny valamely pontja.
Ezt a tételt pu Bois REyMonD utan mdsodik kizépértéktétel-
nek nevezzik.
Lassuk eldszor tételiink bebizonyitasat arra az esetre, mikor
¢ (x) (a, b) tartomanyban integralhato, akkor az el6bbi fejezet
fejtegetései alapjan:

[ o (2) da == g (&) dai-+kidey,

Ti—
tehat
(il n el P
S (&) e (&) dui+ F kidxi=—= S1(&) ’ o (x) dux, (1)
=1 i=1 i=1 v
=1
hol azutan xy=a, x,=>D. Megfontolva, hogy
o4 4 0
|o(x)dg == |¢(x)dx — |¢lx)da,
Ty X, b

nyerjilk, hogy

n L b

2 1(&) Je@)de=f(¢) [¢ @) dx+[[(E)—[(&) Je(x)da+---
i—-1 a ; 3 Xy

b
= {(&) "Ig (x)dxe + Z) [f (&) — f(&i-1)] ’ ¢ (x) dx. (2)

a -1
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Minthogy f(&)— f(é-1) kiilénbségek egyforma eldjelirek.
azért ha az
b

)' e (x) dx

.X"-_l

integralok koziil a legnagyobb értékit M- el, a legkisebb érté-
kit pedig m-el jeléljik, akkor

b
M3 [f (&) —[(6i-1)] > 3 f( :‘i)—f(&—l)fsa(l‘) dx >

Tia

>m Z[f(&)—f(i-1)].

Megfontolva mar most, hogy

’2 [f(‘:’) ——/(5l~l)] T /(En) — i(f]),
kovetkezdleg :

3 —f& 1\]) ) de=p[fE)—fE) @)

Ti-1
M>u>m.

Az el6bbi fejezet fejtegetései értelmében van az (a, b) tarto-
manyban oly £ érték, melyre nézve :

b
r=[p(x)da, (4)

s

tehat az (1), (2), (3) és (4) egyenleteink alapjan :

31 (€ dort 3 et =

~

b
fé )50 ) dx + [f (én) — f(&)] [ ¢ (@) da

b
= f(£) ’w x) dx 4 / J'gc(.p)d;x:. (5)

Ha mar most a hatarértékre térink at s megfontoljuk, hogy

lim 3 kidx; = 0,
lim f (&) = f(a+0),
lim f\ Sn) e /.(I’—"()).
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akkor nyerjik, hogy
b = b
’ f (@) ¢ (x)dr = f(a+0) ! ¢ (x)dx + f(b—0) j o (x)dr,
a a s
a mi bebizonyitando volt:

Ha pedig ¢ (x) a ¢, ¢y, €3, . . ., ¢y—1 szinguldris pontjai révén
megsziinik integralhaté fiiggvény lenni, akkor o(x) integralja
alatt a kovetkezo szummat értjiuk:

” - —-0
)f(x‘@ (@) dz,

z——l"
!

4—()
hol ¢y=a és ¢,=b, s a mely foltevésiink érteimében véges és
hatarozott.

Az imént kimutatott tételiink értelmében :

c;—0

cg—0 ;:i ¢
| f(x) @ (@) dae = f(ci-1+0) | ¢ (x) dx + f(ci—0) | @ () dx.
Ciog+0 Cjy+0 &

Mar most ha még az

& b b
fo(x)dr = |¢(x)de — [¢(x)dx
iy +0 C1q+0 &

és az
r.—0) b 1]

C
\L ~ .
o) dr = | o(x)dr.— f¢(x)dr
g :‘i ‘:i -0

szubstituczidt végezziik; nyerjiuk,- hogy

b 1»

H“(.r\lc(,r) dx = f(a+0) |'o(x) da -

a a
n—1 {'
Df(ci+0)—f(ei—0)] ) ¢ (x) dx
(51 ¢—0

1 b

S f(ci—0) — f(ci-1+0¢)] }w x) dzx. (6)
1

i=

S

Az elsé szummaban a szummacziot azért kellett csak i—1-161
n—1-ig kiterjeszteni, mert
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b b

fp(x)de =} ¢(x)dre=0.
en—0 b—0

Minthogy (6) egyenletink teljesen hason!é a (2)-hoz, azért

hasonlé okoskodassal talaljuk, hogy az (a, b) tartomanyban
van oly £ hely, melyre nézve:

b
[flx)p(x)de =

b b
= f(a+0) }'g () dx + [f(b—0)— f(a—0)] )(p (x)dx
a 5
b
= fla+0) | ¢ (x)dx + f(b—0) | ¢ (x)dx,

a

a mi bebizonyitand6 volit,

Minthogy bizonyitasunkban a és b nagysdgira nézve semmi
feltevést nem tettiink, azért azok végtelen nagy értéket is fel-
vehetnek.

163. A masodik kozépértéktétel alkalmazasa; a
Dirichlet-féle altalanositott s a Fourier-féle kettds
integralok.

A kovetkezékben f(x)-et mindig oly fiiggvénynek tételezziik .
fel, melyre alkalmazhaté a masodik kozépértéktétel, a vele
fellépé ¢ (x) fiiggvényt pedig meg kell mindig vizsgilni, hogy
az adott hatarok kozott integralja véges és hatdrozott-e.

Ezek utan hatdrozzuk meg a kovetkezd, integralt

b

3 ., | <8in n (a—a)
lim f flg)—=t g a<ax<b.
LT a—ix

a

Integralunkat mindenek elétt' a ‘kovetkezé “két integralra
bontjuk fel :
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Kénnyli kimutatni, hogy integralunk béarmelyikére alkal-
mazhaté a masodik kozépértéktétel. Foglalkozzunk pl. a ma-
sodik integrallal. EI6bb bebizonyitandé, hogy

b
: sin n (a—x
lim f~-— k' da

n=ce , a—x
x

\ ’ . - ’ . I3
véges. Ugyanis n(a—x) =1 szubstituczié alkalmazasaval talal-
juk, hogy

b =
3 ELARD r ei
lim f smn(e—x) . } sint o o«

n=o a—& .
x 0

Tehat masodik kézépértéktételimk alkalmazhaté, s igy
b
lim | f(a)—=

n=o ,
x

= f(x+0) lim j i ihia M AT

n=c a—x

Slll ll (a—-
a——l

=) - da

x
b

+ f(b—0) lim f Bl w

n=oe —X

Srea

hol f(x+0) egyiitthatéja g , f(b—0)-¢ pedig zérus, mert
n(a—ax)=t szubstituczioval lesz:

n(b—=x)
lim 5”” e
n=ce
n(§—x)

mert éppen ez a feltétel arra nézve, hogy

cosint
f nL g
0

¢rtéke véges és hatarozott legyen. Kévetkezoleg :

b

. sin n (a—x) Seier

hia By LAV 45T
T
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hasonléképen talaljuk, hogy

i

- : sin n (a—mx) T
Iim J/(U.\ L. ‘u‘ O
e a—x

n=c

|~

?

f (x—0),

N

b

kovetkezoéleg :

sin n (a—x)

b
lim ’/(a) S lide = A f(@+0) + f(x—0)]. (1)

n=g
a

Mar most, ha
F(a) = f(a) — e S
sin (a—x)
szintén oly fiiggvény, melyre az (a, x) és (x, b) intervallumok-
ban kiilon alkalmazhat6 a masodik kozépértéktétel, akkor, ha
integralunkban f(a) helyett ezt a faggvényt irjuk, annak meg-
fontolasaval, hogy

F(x+0)= f(x+0),
a kovetkezé integralt nyerjiik :
b

. ] sin n (a—x)
lim jf(u.) e
dicn's sin (a—x)

-

[f(x+0) + f(x—0)]. )

’[‘

N )

a
aa<lb.
Az (1) és (2) alatt levo integralokaj altalanositott DIRICHLET-
féle integraloknak nevezziik.
Ha f(x)-re a (—oo, 00) intervallumban is alkalmazhaté a ma-
sodik kozépériéktétel, igy a mint fontebb lattuk, akkor

+ =
lim f flo) SRRE—T) g, 5 [ (@40) + f(z—0)).

Mar most, ha megfontoljuk, hogy

+n 2
sin n (a—x)

1 :
—*2—fc0s)u (a—x)du = 5t g
=N
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akkor 1 X
: ..\ sinn(a—x)
lim )/1(/,! o AT X iy e
PR a—2x
+ o + o
Lol ,
= 5 | f(e)da | cos p(a—a)dp,
kovetkezbleg :
+ oo + @
If(u,) da}{cm i (a—x) dp = o [f (x+0) + f(x—0)]. (3)

Ez a Fourier-féle kettés integral.

164. Fourier-féle sorok.

Legyen f(x) —n és -+m hatarok kozott véges figgvény ; vizs-
galjuk meg, hogy mily foltételek alatt fejezhetd ki ebben a tar-
tomanyban f(x) a kovetkezo sorral:

f(x) =3 an cos nx - 2 b, sin na. (1)

n=90 n

Ha egyenletiink mindkét oldalat egyszer cosnxdx-el s egy-
szer sin nxdx-el megszorozzuk s aztan integralunk —z-t6l +7-ig
akkor, ha figyelembe veszsziikk, hogy a jobb oldalon a 132. §.
(4), (5) és (6) képletei értelmében minden integralunk zérus,

kivéve ezeket

Qﬂ ;.ﬂ
L-cos "nl :

cos2 nrdr = | —= =l g =i
v S

tix § +7

(* 1—cos 2nx

}(sm~ nxdx = ’ —a ——dx=nx
g e

a kovetkezé formuliakhoz jutunk :

?-71

} f(x) cos nxdx'=7a,,

o :
s (2)
j.[(a') sin nxdx = 7b, .

-7
[ o S A H
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Ha pedig (1) egyenletink mindkét oldaldt megszorozzuk
dz-el s azatdn integralunk —n-t8! +7-ig, akkor a kovetkezd
formulat nyerjik :

+n

[ f(x) dx = 2ra,. (3)

Ha tehat az (1) sor létezik a mondott hatarok kozott, akkor
a (2) és (3) formuldk tényleg konvergens sorunk egyiitthatoit
szolgaltatjak, de ha nem létezik, akkor kutatisunknak semmi
értelme sincs.

Kutassuk tehat azokat a feltételeket, melyek mellett a (2) és
(3) alatt folirt egyitthatokkal biré (1) alatt levd sor létezik s
[ (x)-t szolgiltatja. E végbdél sorunkba az egyiitthatok értékeit
beirjuk s azutan a nyert sor Osszegét képezzilk.

S-el jelolvén sorunk oOsszegét, lesz:

+n o +n
- 1 = 1 R
S=— f(a)da + cOS nx } f(a) cos nada
4T T j .
-7 n=1 7t
o« + 7
{ . ) T T 2
= Z sin nx f/(a)sm nada,
n=1 - ;r
honnan
+n e + 7
J T d 1 A LB ! N d
o s o f(a) da 4 % ; [ (a) cos n (a—) da.
n=1 —n
Legyen

1 Fol o la—a \ frai2n-] !
s — — | SIN —, — -4 SIN — A\ =R o
ik l 2 | 2

2n—1 (5 2 1_)|'
a6 St )|,

—sin -

) e B i . ; 9-
Sutak : A differenczial- és integrialszamitas clinélete. 23
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honnan
o< 2rd
sin —— (a— )
Sl.,’: — —af‘:f T iy
2 sin - T
kovetkezoleg :
+n
? 9r-
T2
i f(a)sin = - (a.— x)
S= — lim — S e —— da. (4)
T = o . é
Al 2sin.5 (2 — )
p 2
~7
Legyen mar most
2r-+1
5 n

s ha [(a) oly [iiggvény, hogy az

(D)

(—m, ) ¢s (x, @) hatarok kozotl alkalmazhato a mdasodil: kézép-
érléklétel, akkor a (2)-dllaldanosilot! Dirichlet-féle integrdl érlel-
mében : ;

+n

7 f (@) sin n (a—a)

Sin lim

7 re- e

de = ]) [f(x+0) + f(a- 0],
o 28w {a-w) Vi
X 2
mely [{x)-el egyenlé, ha flr) az a helyen folytonos.
Ha azonban a—a, akkor az (5) alatt levo faggvényiink vég-
—m-nél, kovetkezéleg a (4) alatt levd ir egral
érickénck meghatarozasa: killon vizsgalodast kovetel. Bontsuk
fel mindenck el6tt integralunkat a kovetkezé két részre

lelenné lesz «a

Ezek masodika oly tulajdonsagu, mint a 160. §-ban az a-16l
. o tel b

v-ig terjedé integral, miért is értéke - f(z—0)-al egyenld. Az
clsd integralra pedig alkalmazzak a kovelkezé szubstitueziol :
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melynek végrehajtasa utan

0

. 2r+1
sin -—-- (a— x)
Hm: R f(a) S U
s 2 sin 5 (a—x)
n
o i
f(—n+f)sin Zx1 g
= lim BRI s g dp,
r=0 9 o f
2 sin 9
0

ez pedig oly integral, mint a 160, §-ban az x-t6l b-ig terjeds,

tehat értéke ,z,f(“ 7+-0). Ennélfogva x=n mellett

S = i [f (—=+0) + f(x—0)].

Ugyanezt az értéket talaljuk az x—-—z helyen is.

Ha azonban f(x)-t csak 2:==0-t6l x=n-ig terjed6 tartomany-
ban akarjuk sorba fejteni, akkor ez tobbféle médon lehetséges.
Képzeljink mindenck elétt egy oly ¢(x) faggvényt, mely 0-t6l
7-ig f(x)-el egyenld, s azon feliil :

YL eld);
tehat ¢ (x) —=n-161 +7-ig definialva van s igy
@ () = 2 a, cos nx -+ 2 b, sin na,
n=0 n=1
+7
by = ) ¢ (@) sin nadao.

-2

Ha a helyett —a-t irunk, lesz:

a m1 csak 1ugy lehetséges, ha integralunk értéke zérus, tehit
i e=A),
a3
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Tovabba
+n

2ra, = | ¢ (a) da.

—

Ha a helyett —a-l irunk, akkor

0 0 (4
= I,
i e gy
- b1 4 0
kovetkezlleg :
+ 7 n
=2
b4 0
s igy

7ay = | ¢ (a) da.

0

Hasonldképen talaljuk, hogy

n
Ty = 2 , ¢ (@) cos nada.

Mar most. ha megfontoliuk, hogy 0-t6] z-ig f(x) egyenld
e} : o. o o

o (v)-el, kovelkezdleg f(x) szamara a (0, ) intervallumban ér-

vényesek a kovetkezo egyenletek':

o

[ (x) =2 a, cos nx. (6)
n=\
hol
n
P p 1
way = | f(a)da,
l‘)
t (7)
n.
wan = 2 | f(a) cos nada.
0
n=132,

Ha pedig f(z) (0, 7) tarlomanyban oly ¢ (x)-el volna egyenld,
melyre nézve:
@ (—x) - (),

akkor, mivel ¢(x) a (—, 7) tarlomanyban definidlva van, azérl

o) = Ja,cosnr - Elb,, sin n.v,
n=>0 n=
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de

2iray = ’a‘w(a) da =0,

-

n
TTAp - j @ ((L) cos nada — (),
i
n=12 ...
minthogy barmelyik integralban a helyett —a-t irvan, nyerjiik,
hogy

Tovabba

+7 n
abp — f<,o (a) sin nada = 2 ‘ ¢ (a) sin nada,
o 0

mivel, ha a helyett —ea-t irunk, nyerjik, hogy

A
e

Minthogy ¢ (x) a (0, 7) tartomanyban f(x)-el egyenld, azérl
() szdmara a (0, 7) tartomanyban érvényesek a kovetkezd
ormulak :

f(x)= 2 basinnz, (8)
n=1
‘7
whby = 2 | f(a) sin nada. (9)

Az (1), (2), (8), (6), (7), (8) és (9) formulak

AL ;7!/)_.,,
/(1)~/(a‘r-—e(y)

szubstituczioval a kovetkez6 altalanosabb alakot veszik fel:

% P
= Wa
nny . nmy
)= 2 an Cos —2 + 2 b, sin —= |
¢(_]) n = I n 7
n=0 n=1

—a<g<+n,




370 A FOURIER-FELE SOROK NEHANY ALKALMAZASA.

+a

2aa, - [gp (a) da,
a

+a
=
nita
aa, = | ¢(a)cos — da,
) a
a
ta

. nmo
ab, f o(a)sin - da,
a

N nmy
oy = a, cos >,

n=0
U<y<a,

a

2aa, = J(p(ka)du
0
a ®
A

: nrwa A
aa, = 2 I ¢(a) cos — da,
; a

.

0
QA
% B 14
o (y) = 2 b, sin Y ;
B j a
n-=1
a

S nma
abp =<2 f o (a)sin - da.
! a

165. A Fourier-féle scrok néhany alkalmazasa.

1. Pl. Legyen .
[(x)==1,

konnyii meggy6zédni, hogy —z-t6l +m-ig s a cosinus sor sze-
vint 0-t6] 7-ig nincs sorbafejtés. Ellenben a sinussor szerint
0-16l z-ig van. Ugyanis

n

B 4 :
by = 2 ‘ sin nada = s ha n paratlan,
0
= 0, ha n paros,
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tehat
% £ N sin(2n4-1)x
1 ¢ b
7 i 2n+1
n=40
honnan
T \ | sin(2n+1)a
4 2n+1
n=
<x<nm. *
2. Pl. Legyen
f@)=w.

A —a-161 - 7-ig terjed6 sorbafejtés alkalmaval talaljuk, hogy
ay ===
+ b
| ik v 87 G
() e ( o sin nada - { a sin nada
/" o «/
4 0
n
2acosna | 2 2
<l - it ’ cos nada — (—1)n—-1
nw ) nT | n
0
kovetkezoleg :
28 ’:\ ~ 7 .
a (1 SiRAX
2 n
n=1
AT,
A 0-t6l z-ig terjedd cosinus szerinti sorbafejtésnel :
i
l R 4
Uy == — ’(/l(!l_ = 5,
T g 2
? 5 A T
Do 20610 na. |7 Al
y - ’ a cos nodg — =22 -~ | = -~ | sin nada,
nw 0o nmw )
0 0
honnan
4 : : ¥
7 ;—, Da n paratlan,
nt
0, ha n paros,
kovetkezdleg -
T 4 \" cos(2n+ 1) x
2 o (2n+1)2
n-=10
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3. Legyen
f(x) = sin ax,

(—m, m) intervallumban valé sorbafejtésnél :

Ay =ian=—0,

2n sin ar
b e (—1 s — .
3 h (a>—n?) 7w
kovetkezobleg :
7 sinax n sin na
5 51 oy W —— ==
2 sin (IT
n=
v-n<t‘<n

4. Ha pedig
f(a) = cos ax,

akkor
bp =0,
sin ar
Ve s )
ar
2
a sin ax
FORESICAED « Pl fon ki
X (a2—n2)
kovetkezdleg :
i eosar: . "( 1)n 2 COS T
2 cosar  2a a2—n2
—alaln

XXI. A KOMPLEXVALTOZOS FUGGVENYEK
INTEGRACZIOJA.

166. Az integral definiczioja.

Legyen f(z) valamely tartomanyban z-nek szinektikus fiigg-
vénye. Az a-t6l b-ig terjedé tetszoleges, de 6nmagat nem metsz6
L gorbe (37. 4bra) legyen benne ebben a tartomanyban, ha mar
most L-t z,, 25, ..., za—1 pontokkal n részre osztjuk s a
2 —A=S$;, Z5—2==S5, + .+ D—Zn—1==8n
jeloléseket hasznaljuk, akkor, ha & az s; hurhoz tartozd iv
valamely pontja, ¢

n .
21/ (&) si



373

AZ INTEGRAL DEFINICZIOJA.

Osszeg hatarértékét, midén n—=co s az s mindegyike zérus
f(z) a-tol b-ig terjedd integraljanak nevezziik s igy jeloljuk :
b
Sy s L
B3 F(G) si = j f(z)dz
i « :

=1
a

Mindenek el6tt kimutatjuk, hogy limesiink hatarozott érték-

hez kozeledik. E végh6l legyen
=Py
z=x + iy,

- 1Q(x, y),

1Q(%r, 7r),

tehat
/‘:/) P(frw r)
1 FZr-1 = = Tr-1+1 (Yr—Yr-1),
kovetkezdleg :
/.(:r) Sr = P (&r, f/1> (Tr—2r—1)— ( 'L;l:l'q ) (Yr—lr—1)
o l[(\) { 5,4, )/',fl {.1',-»—.1',-. 1)+ I)t‘:r’ 7/'1‘\. (!/1"—‘_(],--,1 \].

Ennélfogva :
b
"[Q:\ Az — "(P\.l', y)dx — Q(x, y)dy)

a (L)
o1 (1 A TN o e
1./{ (Q(x, y)dx + P(x, y) dy).
(L)
Integrdljaink mindegyike véges s hatarozott; mert mind-
vezetheté vissza.

egyike egyvaltozos fiiggvények integraljara

Legyen ugyanis L gorbének egyenlete

Yy =ep\x)
tehat
dy = ¢'(x),
ennélfogva
b X, x
| f(z)dz= | P(x, ¢(x))dx — | Q(x, ¢ (x) ¢'(x) da
a @y x
x, 2,
P(x, ¢ (@) ¢'(x) dx,

+i | Q(x, ¢ (x)) dx + |

3 @
ha @; és xynek nevezzitk az a és b pontoknak megfelel6 a
koordinatikat. Integraljaink mindegyike hatarozott s véges,
mert az L gorbe mentén f(z) szinektikus, tehat P és Q az

(%, ;) tartomanyban végesek s hatarozottak.
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167. Riemann Létele.

Ha P és  az o zart lartomanyon belil x és y-nak [olytonos
¢s differenczidalhato fiigguényei és s-nek nevezzitk az o larlomdnyl
bezaro gorbeét, akkor

(*( OP a0\ it
’ (~ — - l) dxdy = | (Pdy+ Qdx).
o ay TS 3
(n) (s)

Foglalkozzunk mindenekelétt a
| Qdx
integrallal. Az integracziot lerjeszszitk ki egy oly végtelen kis
ABCD parallelogramm (38. abra) o keriiletére, melynek egyik
oldala AB == dx, a masik pedig BC=dy. Az integraczid iranya
egven az abraban megjelolt iriany, teha
legy bral gjelolt irany, tehat

[ Qdx = [ Qdx + [ Qde + [ Qdx + [ Qda.
() (A8 (BC) (CD) (DA)

De a BC és DA vonalak mentén dx = 0, tehat
[+ [=0.

. (BC) (DA)
Finnélfogva

(0) (A
ALOL .
a+dx @
| Qdx = | Q(x, yidr + | Q(x, y-+dy)dx
() P vt :[:
v+ da
(* a()
o ‘ [Qx, y-i dy—Q (2. ) dre = — == dady.
XSy ; i ) oy }
¥
Hasonloképen taliljuk. hogy
: ar
{ Pdy == - dxdy.
: : ax :
3 )
kovetkezoleg
{ OF 00"
f(.l’n't/—» Qdry=|—-—— — =\ dxdy.
& ' . \ox vy '

o)
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Ha mar most az o tartomdany 6sszes daxdy elemeinek kerii-
letére kiterjesztjitkk integralunkat az abrdban megjel6lt irany-
ban, s az igy nyert integrilokat Osszeadjuk az Osszegben min-
den elemi vonaldarabra vonatkoztatott integral, kivéve azokat,
melyek o hatarvonalanak is részét képezik, kétszer fordul el6
ellenkezé eldjellel : osszegitk tehat zérus lesz s igy megmarad
az s-re vonatkoztatott integral, tehat

- A 5
J (Pdy+ Qdx) = f (—Zé — ((—7%) dxdy, (I

(;) (w)
a mi bebizonyitand6 volt. Ezen tétel alapjin aztin rogton

belathato, hogy

' el Py
f (Pdx—Qdy) = — (117 : ;‘l’} dxdy. (a

(s) (w)

168. A Cauchy-féle integraltétel.
A 163. §-ban targyaltak szerint, ha

flz2)= P+ Qi
akkor
| [(z)dz = | (Pde—Qdy)+i [ (Qdx+ Pdy).

Ha f(z) az s-el bezart o lartomanyban szinektikus, akkor
az elobbi fejezet (I) és (II) képletei alapjan :

‘ flz)dz ‘ (Pdx—Qdy) - :) (Qdx~+ Pdy)

1:1’ (5) \‘.s‘.J
SR 70\ Y3 e R ) !
= —-’ ( Soo o =X Kl ’ ( - —(—Q) dxdy.
oy ax | | JAax dy

iw) (1)

Amde 2 szinektikus [liggvénvekre nézve

ar Q)

Ga NN TR
ay ~ ox

-p -

S v ¢ 0.
g.x o2y

kovetkezoley
[f(g)dz=0

(s}
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Ez a Cauchy-féle integrdltétel, melyet szavakban igy fogal-
mazhatunk : ha f(z) valamely zdrt géorbe bezdrta teriileten szi-
nektikus, akkor a zdrt gorbeére vonatkoztatott integrdlja zérus.

Ha tehat f(z)mek a-tél b-ig terjedd integraljat képezzik,
akkor mindegy- akir az a-t a b-vel Osszekotd s;, akar az s,
gorbén at térténik az integralds, feliéve természetesen, hogy
az s; €s s, gorbék alkototta zart gorbe bezarta teriileten [(<)
szinektikus marad, Ugyanis, ha a 39. 4braban megjelolt nyil
iranyaban torténik az integriczio, akkor

, f(z)dz = } {(z)dz + } f(z)dz=0,
($4+¢5) (s4) (s3)
ha a jobboldal masodik integraljaAban az integraczié iranyal
megvaltoztatjuk, akkor jele ellenkez6vé lesz, tehat
l filzydz — , f(z)dz,
(84) (82)
hol mindketté az a-tol b-ig terjedd integralt szolgaltatja, csak-
hogy az egyik s;, a masik pedig s, gorbe mentén.

Ha azonban oly s zart gorbén torténik az integralas, melyen
beliill a fuggvénynek van egy szinguldris helye, akkor a szin-
gularis helyet végtelen kis s, zart gorbével veszsziik korill, s
ennek valamely pontjat osszekotjitk I egyenessel s tetszdleges
pontjaval, azutan az I, s, [, s gorbéken rendre oly irinyban
integralunk (40. abra), hogy az s és s; gorhék kozott levd tér
az integriaczié irdanyatol balra legyen, ezaltal az Is)ls oly
zartgorbét szolgaltat, melyen belill f(z)-nek nines szingularis
helye, tehat erre a zart gorbére kiterjesztett integral zérus,
minthogy pedig ebben az integralban az I-re vonatkozé integral
kétszer fordul elé ellenkezd el6jellel, azért marad

" f(z)dz + [ f(z)dz=0.
(s) (s4)

Ha mar most az s;-re vonatkozdé integralban az integraczio
iranyat megvaltoztatjuk, gy hogy az integraczié iranyatol
balra esé teriilet az s, bezarta végtelen kis teriilet legyen, akkor
integralunk ellenkezd el6jeltivé lesz, s igy

J f(2) dz } f(z)dz.

(s) (84)
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Ha pedig az s bezarta térben a fiiggvénynek n szingularis
pontja 0y, 0y, ..., 0, van, s mindegyiket végtelen kis s,,
So, - . . . Sp zart gorbével veszszitk koriil, akkor

[ f(z)dz = "/'1’:‘:1.’: L ff(z)dE + e [ f(z)dz,
(s) (sy) ($2) (sp)
hol minden egyes integralban az integriczié iranyatol balra
esO teriillet éppen az integraczio gorbéjétol bezart teriilet.

Pl. Ha ¢(z) az s bezirta tartomanyban szinektikus, akkor,
ha a ¢(z)-nek nem zérus helye, akkor

a z—=a helyen végtelen, ha tehat a hely az s bezarta tarto-
manyban van és s; az a-t bezaré véglelen kis sugaru kor, akkor

hol
* ¢ (2)—¢(a) ‘
lim { # _) i dz = ¢'(a) f az=—=1.

$,=0 o/ X .
(84) (84)

A 41. abra szerint:
z—a =r(cos ¢g+ising).
Minthogy s; végtelen kis sugari kor, azért

dz = ir(cos ¢+ isin ¢) dg = i (z—a) dg,

tehat
27
A | Bl
J_ Sy jdgp:f_u‘r.
. '77(1 .
o ” (s1) 0
kovetkezoleg -
(. ez s
J - 5}(‘}}_ dz = 2izp (a),
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honnan
%ideiz) 52
f —(—_’—- aP dz = 2izg'(a),
($)
altalaban
ae(z)y g ipati(a)
J (Fmain ¥ 75 T TR

169. A szinektikus fiiggvények sorbafejtése értel-
mezési tartomanyuk valamely helye koriil irhato
korben. Cauchy tétele.

Valamely f(z) fiaggvénynek z—a pozitiv egész hatvanyai
szerint torténé sorbafejtésére nézve Cavcny * a kévetkezo tételt
allapitotta meg:

Ha [(z) az a pont kiriil irhaté R sugarii kérben szineltikus,
akkor z—a-nak oly pozitiv egész kitevdjii hatvdnyai szerint
mend sorba fejthetd, mely az R sugart kér minden helyén kon-
vergens.

Rajzoljunk az R sugara kérbe (42. abra) egy konczentrikus
r sugara kort s legyen z ezen kor valamely pontja, tehat

|z—al=p<r<R.

Ha mar most t-vel jelljik az r sugara kor pontjait és s-el
keriiletét, akkor az el6bbi fejezetben megallapitott tétel értel-
mében :

2
(s)
Ny o LR e
N2 ‘ o ra
o/ t—a
De i
DECL SRS o T E o B 4
§ooo Bt V5o BT W ( l—a )

Z2— z— 1 £
(e () - 22,

* Exercices d’Analyse et de Physique Mathematique, t. II. 1832,
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§ kovetkezdleg :

sy L) Crz=a D)
[(z) = 2(.:'} di 3.8 } all v

. (t-—a)?
(s)
(z—a)p *  f(b) 1.0 J8 [z=a \)””
2mi J (t—a)n+1 gt 2ir j =z (7:71", i
(s) s

Honnan az el6bbi fejezet fejtegetései alapjan
[(z) =f(a)+(z—a) f'(a)4- -4

S e fNa) oL tofil) [ z—~a )“*"
e nl. 2 f iz N\ h an
S

Vizsgaljuk mar most meg a maradék tag abszolut értékél.
lz—al=p, |t—al=r,
| t—z | = I—p.
Legyen tovabba
l—a = r(cos ¢ 4 isin @) = rei?,
tehat
dt = i (t—a) de.
Kovetkezoleg, ha M-el jeloljiik |f(#)| legnagyvobb értékét az
5 : J ghag)

r sugara kor keriiletén, akkor

= F R - n+1 |
S o A B

27

yn+1 e
il ’/‘1)119—-

()

(v
0

mely lim n = oo-nél zérus, mert p < r, mivel R—r minden kép-
zelhet6 “kicsiny szamnal. kisebb lehet, azért a maradék tagra
vonatkozo6 tételiinknél fogva:

; ‘N /"“’(-0) ¥
/= 2 g (z—an,
7—al <R

a mi bebizonyitandy voll.
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170. A filggvények sorbafejtése korgytirtiben.
Laurent-féle tétel.

[(z)-nek valamely korgytirtiben valé sorbafejtésére LAURENT
a Comptes Rendus XVII. kotetében 1843-ban a kovetkezo tételit
mutatta ki:

Ha f(z) az a pont kériil irhaté R > R' sugart korék meg—
hatdrozta kérgyiiriben szinekiikus, akkor z—a-nak oly pozitiv
és negaliv halvdngai szerint mend sorba fejtheté, mely a kor-—
gytird minden helyén konvergens.

Rajzoljunk a korgytliribe a pont kéral két r>r' sugari
konczentrikus kort, tehat

RBR=>r=1r = R

Ha lovabba z az r és r' korok meghatarozta korgytrtinek:
valamely pontja, akkor

r=lz—alsr.

Jeloljitk az r és r' korok pontjait ¢t és v, kerileteit pedig
s és s' betlikkel. Akkor, ha az integracziét a 43. dbraban meg-
jelolt iranyban végezziik :

rer= gy | 45 at— [ L o,
(s) (s")

Ugyanis az s és s’ korok hatarolta korgytrtiben van a szin-
gularis pont z; tehdt az integracziét mindig oly irdnyba kell
végezni, hogy az integraczié irdanyatol balra legyen az inte-
graczio teriilete, s mivel az s'-re vonatkozd integraczié iranyat
ellenkezdvé valtoztattuk, azért kellett az erre vonatkozé inte-
gralt is negativ elGjellel venni.

Az elébbi fejezet fejtegetései értelmében :

e

.30y i | OIS S, v R ) K
E‘i:r,/ tap SR },(’““”‘,J (T—ay+i d’—zun(z“a)“-

(s) n=0 (s) n=0
z—a | <R
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Tovabba
z—d v—a
£ 11— )
v—2z ‘ z—a |
v—a [ v—a\n v u\'““ ('1 v—a
] z—a figs. z—a ) ( z—d. | P T
tehat
* flv 1 1 o
; ’ L2 o o5 ’/u'wh’
27 ) v—z 2—a . 2y
1 vl . 1 [ v—a\r+! [(v)
| (v—a)nf(v)dv Hires ( [ dv.
S=Qete i 21" ) Z==(1 el

s ha !f(v)|-nek a r' kor kerilletén a legnagyobb értékét M'-el
Jjeloljilk, akkor az el6bbi fejezet fejtegetéseihez hasonlé moédon
talaljuk., hogy maradéktagunk kisebb, mint

mely lim n so-nél zérus, merl r' < p, tehat

I 0 fi(v) 5y
/ dv = v lz—aq)-=n;
2 )] v—z

(s") n=1

3 a|>R'
kovetkezGieg
il n
; : kG
[(z) = Jup(z—a)r + 3 op(z—a)—n,
n=0 n=1
R>!z—a[>R'

a mi bebizonyitandd voll.

Fonlebbi fejtegetéseink értelmében

1 * /‘.1/?
o= i | g el
dt :
T 1(15..,

Saldk . A differenczidl- ¢s integralszamitas elmélete
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tehat

27

Uy — A‘)]-_-_—j [(t) de,

0

ha |f(t)| legnagyobb értékét, melyet a korgytirtiben felvesz
M-el jeloljitk, akkor egyenletiink értelmében

luy |l < M.

Ha mar most (z—a)"f(z), vagy (z—a)-2f(z) fiaggvényekre
alkalmazzuk ezt a tételt, akkor

|onl < | z—a "M
|unl < | z—a|-7M.

Minthogy ezek az egyenlGtlenségek a korgytri minden helyére
érvényesek, azért
: Lo | < REM
lun| < R—nM.

Megallapitottuk tehat a kovetkez6 tételt: Az a pont koril
rajzolt R'<R sugaru kérék definidlta kérgytirdben szinektikus
f(z) ily alakban dllithato eld:

o -
f(z) = Juy(z—a)' + Fvn(z—a)~"
n=0 n=1

hol
u,| < R-"M, |v,|<R"M,

ha M |[(z)|-nek legnagyobb értéke, melyet a kérgyiiriben felvesz.

171. A Cauchy és Méray-Weierstrass-féle figgvény-
elmélet osszeegyeztetése.

Lattuk, hogyan jutott el Cauvcny a szinektikus fuggvények
fogalmahoz, jollehet azok analitikai alakjival nem ismerked-
timk meg. Lattunk végtelen sorok altal definialt fiiggvényekel,
melyck a konvergenczia teriiletén szintén szinektikus figg-
vények. Ezen végtelen sorok altal adott fiiggvényalakok tanul-
manyozisa képezi alapjit a MErav-WEIERSTRASs-féle fliggvény-
elmélelnek, esakhogy mig az elébbi olotrop, addig az utébbi ana-
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litikai fiaggvényeknek nevezi Gket. Az el6bbi fejezelek azonban
meggyoztek benniinket arrél, hogv Caucny szinektikus fligg-
vényei, a fliggvény értelmezési tartomanyanak mindazon helyein,
melyeken’szinektikus marad egész kitevéji hatvanyokkal biré
végtelen sorba fejthetd, kovetkezoleg CaucHy szinektikus fiigg-
vényget is megegyeznek MERAY olotrop és WEIERSTRASS analitikai
faggvényeivel. Ez azutdn az a lényeges pont, mely a kétféle
[iggvényelmélet kozott latszolag felmeriilé nagy killonbségeket,

csak a modszerbeli eltérésekre redukalja.

172. A Cauchy-féle integral.

Legyen ¢(z) az s zart gorbe teriiletén szinektikus; meg-
hatarozandd a kovetkezo integral :

Ha z=a az f(z)-nek m-szeres zérus helye, akkor f(z) ilyen

alak :
[tz (z—a)mfi(z),
tehat
['(z) = m (z—a)m=1fi(z)+(z—a)mfi(z)
s igy

fiz) m s fi(z)
[{z) —a fi(z).”

iehat az a pontot beziré véglelen kis ¢ gorbére nézve
(2 " pilz) ( (z)

J ¢ (z) i ) dz -~ m ’ L dz 4 J @ (z) -/»3---~ dz.
[(z) I e filz

(t} (e) (e)
A masodik integralunk zérus, az elsé szintén zérus, ha z=—a
¢ (z)-nek zérus helye, ellenben 2mazigp (a); altalaban tehat mond-
hatjuk, hogy

j(p(:n ;A‘:) dz = 2mrig (a),

hol ¢ (a)=0-al, az integral is azza lesz.
H;l p(‘di;.{ z==a az [(z)-nek n-szeres végtelenje, akkor
f(z) = (z—a)—1f\(z)

24*
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f'(z) = — n(z—a)-"-1f}(2) +(z— a)~1f1(z),
Ll s o i
PLzy Z-a fi(2)

tehal az a pontot bezaro végtelen kis ¢ gorbére nézve:

2nniy (a).

n

, @ az s bezaria térben /'1:‘—nel<
pedig ny,

s

Mar most, ha a, a,,...

my, my, ..., mj-szeres zérus helyei, a;, a, ..., ak
n,, ..., nx-szoros veégtelenjei, akkor

1-

i
(" /'( ) B ; NG Bk
; ¢ (2) = dz = 2ix myp (ay)—2in > ¢ (ar).
f(z) , 7/aeh
A\) r=1 r=1

Ez a Caucny-féle integral. Abban a kiilonos esetben, midon
te]

elz)—=1,
B i ek
f / ot "1’:r> mp-— 2ir n,
ok a 2
f 4 r=

r=1

173. Az algebra alaptétele.

Ha [(z) n-edfoku raczionalis egész fiiggvé tehat

f(z)==zn+ayzt—1+ ...+ ap-1z2+an,
akkor
' (z) n”'l*Ur (n~1)a,"”" + e Ap—1
l(:) ¢ "" Lﬂf"—l 4+ Qp-12-+an
Ha |[z| végtelen nagy, akkor

hm ’ V hm -

Ennélfogva végtelen nagysugaru C korre nézve

/T@:),, P roudye ‘ dz _ 2inn.
) e A ')
() (C)
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A mi az el6z6 fejezetben megailapitott Cavcny-féle integral
alapjan azt mondja ki, hogy '

n-edfoku algebrai eqyenletnek n gyoke van.

XXII. VONALOS-, FELULETI ES TERFOGATI
INTEGRALOK.

174. Stokes tétele.

Ha az s gorbével hatarolt « feluletet u, » orthogonalis vonal-
rendszerrel végtelen kis derékszogii parallelogrammokra oszl-
juk s azutin mindegyikre alkalmazzuk a Riemann-féle tétel
levezetése alkalmaval hasznalt eljarast s azutan az egyes elemi
integralokat osszeadjuk, nyerjik, hogy

({00 oP" 3
(—,;r(' = \ dudy = | (Pdu+ Qdb). (1)
\1,’11 oD ‘I 2
(w) (s)
Az w felulet valamely pontjanak koordinatai legyenek

T x (1 v), Ry = Ui )L RS g 0)

tehat
ox ax
de = —du + — dv,
au ao
oy ay
dy = =2 du + > dv, 2
e au v (2)
\
0z 0z
dz = —du + —— dbv.
au 1 ov

Ha a du és dv vonalelemek iranycosinusait ay, £, ry, illeto-
leg ay, (35, 7o-vel jeloljik, akkor

(aq, P1, 7 e ,
1 P11 on -0 on

[ dx ay 0z )

\igss ( dx Ay 2)

(s, B3 7o) ==t —t
\%2, P25 7'2) o B~ e T
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Melvek kozott a kovetkezd relaczick vannak :

2 a9 e, : 29
ag L P—I-J_‘%g, a§ -+ (J:E'E'

o8

B S
aydy + Byfs + rira=0.

- 1.

Ezen relacziokra valé tekintettel a (2) alatt levé egyenletek-
bél nyerjitk, hogy

O ay a 3
du = = d. F i et dz '
av== ’71 dx + —’71 { 92 d:
ov av dav
Ha mar most
S5 o ox
sl ~Egude 4
5 0o oy
i ook Buy
0z 0z
- A e D
& ou i av Q,
akkor
SRl Rt O il
T e TR
(75 R | SRR
( = — A + == e
¢ av A4 av 2 ap: 7’
és
Pdu -+ le} —Xdx + Ydy + Zdz.
Tovabba
9Q dx (39X dx 93X dy aX 9z )
du~ v \9x ou " Gy ou ' 9z ou
o (PPl BF Gl ot )
" gv \Ox ou " Fy ou ' 9z ou
0z (0Z dx 0Z oy | oZ 12;_)
* %0 \ox Ju dy du ' 9z du
0%x 7 A arz
+ Zuve > Dup Y+ oudv #
dP. i - 0xk [ 0X: oz X ay S 0X 9z )
o0~ ou ( dx dv dy dv 7,
U B I R L e ) _;)
Ju \ dx odv oy ov 0z Jv
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0z [ A% > 0p, 0Z f'/\.l] azZ 0z )

au \ dx v dy dv = 0z av
7 - %y *?z
- Judv auov Judvo

A differenczialasnal feltételeztilk, hogy wx, y, z-nek az u, v
szerint vett differenczialhanyadosaik képzésénél a differen-

czialas sorrendje kozombos. Két utobbi egyenletiinkbol nyer-

jiuk, hogy

(. jf"f) :
ax | 9 (u,v)

o (g5 2)a (fr.\’ aZ\- (2 ).,

ou ov \ Y 0z Jdu, v) \ 02
oY ﬁX\) a(x, y)
< da ay | a(u,v)

Ha mar most a dudy felilletelem normalisanak irdnycosi-
nusait I, m, n-el jeloljik, akkor miként ismeretes :

;= O] o 2
Bl e i iy

| @or2 | d(u, v

| 7191 | iz &)
m=|'1"1|=- G2 ,UQ

790 ad(u, v)

a | a4y | a(x, y)
= | | gl

asfs|  d(u,D)

tovabba ‘
Idudv = dydz, mdudv = dxdz, ndudv = dxdy.

Kovetkezdleg az (1), (6), (7) és ezen utébbi egyenletek alapjan :

" (Xdx+ Ydy+Zdz)

V.‘\'l
:tf ﬁ( —(.V/‘r ’,’) ) dydz + ( ”\ ~—04) dxdz +
\ ay 0z 5 \ 02 ax

Ez Stokes-nak a fizikai kutaliasokban nagy szerepet jatszo
tétele (Smith’s Price Examination. 1854.).
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175. A feliileti és térfogati integral kozott levo

osszefligges.
Ha o zirt [elitlet valamely elemének, dw normalisanak irany-
cosinusai [, m, n, akkor az

[(IP + mQ + nR)dw | (Pdydz-+ Qdxdz+-Rdxdy

(w) (w)

integralt felileti integralnak nevezzitk. Kimutaljuk a kovet-
kezd lételt :

Ha az @ bezdrta z térben, P, O, R rendre az x, y, = szerint
differenczialhatok s ezek a differenczidlhdanyadosok is folytono-

sak, akkor

: it \ P 50 aR
) (Pdydz+ Qdxdz+ Rdady) = — ’ { - Y : } (
I > \ ox ,r'[j 0z

((T,; (z)
Foglalkozzunk el6bb az

[ Pdyd:
integrallal. Feliiletiink normalisinak irdanyat szamitsuk befel¢
pozitivnak ; mivel felilletink zart, azért egy az a tengelylyel
parhuzamos egyenes annyiszor lép be a felillethe, mint ki
jeloljitkk a'belépési helyeket x;, xy, a5, .. .-el, a kilépési helye-
ket @y, xy, ag,...-al, P-nek ezen helyekhez tartozd értékeit
pedig Py, P,,.. .-vel. De a kilépési helyeken a normalist éppen
ellenkezé iranyba veszszik pozitivnak, L. i. visszafelé a feliletbe,
mint a belépési helyeken, .azért ennek a 180°-nyi eltérésnek
megfelel6leg a kifelé pozitiv elGjellel szamitott iranycosinusok
negativ el6jellel veenddék s igy
[ Pldw = [ Pdxdy = [ (Py—Py+Py—P,~ -..) dady.

3

() () (m)

de foltevésink értelmében :
@y
- *-aP
I)]' I)‘) S lore ' s dx
g ox

v
i



kovetkezdleg :

i  oP " oP
§ Pdxdy - | dxdydz = — | -
(w) (z

Hasonlo képleteket irhatunk fel Q-ra és R-re, mely egyen-

letekbdl aztan kovetkezik tételiink helyessége

176. Green-féle tétel.
Az el6bbi fejezet (I) alatt levé képlethen végezziik a kovet-
kezd szubstitucziot:

P—d ¢ 0 i £t R - /) ‘ e

kovetkezbleg :

Ls

IP+mQ+nR=¢ (| -~ + m - - n

Ha az w felilet x, y, z pontjahoz tartozé normalisnak a
felilletté] dn tavolsagban befelé levé pontjanak koordinatai

x+dx, y+dy, z+dz, akkor erre a pontra vonatkoztatott figg-
vény novekmény

do do o
do = —— dx _“' dy + T dz,
; ax 17, )z
de
dx dy dz
——=1 o R =l
dn ; dn dn
tehat
d o o o
o LRSS s S L RO
dn ox oy
de ;. Lol o st dpaiak j
e nevezzitk ¢ n iranyu differenczialhanyadosanak, mely-

nek bevezetésével:
do
dn

IP+~mQO+nR=¢
¥ ¢
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Tovabba
aP a0 dR
Fi gy
S B 9 g 0y e 0 G
A oy? dx dx | ay ady dz 0z

Ennélfogva az el6bbi fejezet (I) alatt levé egyenlete alapjan

i 2 CRony AP i TR s, S
, L i j ¢ (f».r? oy? t
(@) (7)
SL LB e S0
I e o oy oy 0z 0z
(z)
Ez a Green-féle tétel.
Ha ¢ =1, akkor
* do ' 0% 3% P :
— ) — — —_— —_— - (7 2
j dn du j (f)ﬂ 4 Ay? T oz2 ) ¢ (2)
T

(w)

Tovabba az (1) alapjan

}'w dg o ([P, P PP
£ 2 4 T et 5 ¢ (7/._1'2 T oy T 922 )(Lﬁ

(w) (z)
4 I .(17_‘/ g [ o 99 9y l"f’,) (3)

dx dy ' dy 9y

0z 0z

(z)

az (1) és (3) alapjan pedig

; d¢ dy \) [ 0% %0 02¢ "
PR G i U == i s - ) o - v
‘ ( ¢ dn ¥ dn " ,JS ((f.v‘-" 2 ay> T 522 ) g
(w) (z)
. . A W
,,,} (7')7[5 S 77?12_ P ) dr. (4)

Végill megjegyezzitk, hogy az el6bbi fejezetben P, Q és R-re
vonatkozo f5ltevéseink alapjan a r térben nemcsak ¢ és ¢-nek
hanem mindazon differenczialhanyadosaiknak is folytonosak-

nak kell lenni, melyek egyenleteinkben el6fordulnak.



(3)

4)
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177. A Green-féle tétel alkalmazasa, Gauss-féle

formulak.
Legyen
1
Y=
, 3

r =7V (x—a)4 (y ——l)}"—’i-;»-(;;c}‘-’.

Ha az (a, b, ¢) pont az w feliilleten kivil van, akkor par
tér minden pontjiban folytonos és differenczialhatd, és pedig

2o 1 5 (x—a)?

A B rople

(f'l‘— ]) l'.)

G s a2

T S e

0%p 1 o (z—a)?

e = ——s 3

072 r3 rd
kovetkezileg

e

dax? ay?

tehat az elébbi fejezet (2) egyenlete alapjan-:
*d :

e
(w)

Ennek a formulanak még mas alakot is adhatunk. Ugyanis
a 44. abrabqdl vilagosan lathato, hogy

d=
8y 1 “dr .  eos{ra)

W RwT
ha (r, n)-el jeloljuk azt a szoget, melyet r alkot a befelé sza-

mitott normalissal. Az (1) egyenlel mas alakja tehat

hoo i At AR T ] (2)

,' cos (r, n)

(w)

Ha pedig az (a, b, ¢) pont az o feliileten beliill van, akkor
8 ’ o)
vegyiik koral egy végtelen kis sugart «; gombbel, melynek
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czentruma maga az (a, b, c) pont. Az v és o, feluletek hata-
rolta térben nincsen szingularis pont, tehat

1 1
d ; d =
g dw - dwy=0,
Jodn oI vdn
(w) (wy)

hol mindkét integralban az @ és w, hatarolta térrészbe befelé
szamitjuk a normalisokat pozitivnek. Valtoztassuk meg maso-
dik integralunkban a normalis irdnyat, ez altal integralunk

ellenkezé eldjelitvé lesz s igy

"d 11 "d ]
T dw - % dw,.
Lattuk, hogy 3 o
d Il_

dn

De az w; végtelen kis gomb, melynek czentrumaban van

az (a, b, ¢) pont s mivel az wy,re vonatkozo integralban a nor-
malist is befelé¢ szamitjuk, tehat

COSHT, n) ==k,

s igy
i (l’(/)1
7 - dw, i Agr
) dn ) S
(wy) (w,)
kovetkezdleg
IS
[ d :
dw, = 4z, (3)
.'1'1 1
L 11
(w)
vagy
(* cos(r, n)
e dw = 4x. (4)

{w)

A (2) és (4) formuldkat Gavuss-féle formuldknak nevezziik.
Lassuk még az elobbi fejezet (4) képletének az alkalmaza-
O ¢

. )

sat. Ha ¢ és ¢ eleget tesznek a

0. 7. 0% 0
o2z " a2 T 9 T
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egyenletnek, akkor

Vs ;1

1 do S
- - (4 | dew = 0.
‘ s dn PP

Ha pedig az (a, b, ¢) pont a felileten belil van, akkor wy-nek
a fontebbi jelentést tulajdonitva az imént végzett kutatasok
modszerével talaljuk, hogy

# d 1 . d 1

(1 do r { 1 do r
—— ) — / /) > e —— —_— [0
./' ( r dn_ ¢ “dn )”) ) ( r dn ? ~dn e

.
(w) (wy)

az w,-re vonatkozé integralban

1
d
r 1
dni 78?2

s ha az egységsugaru gomb felilletelemét do-val jeloljiik, akkor

(111)1 = rido,

tehat
» 1 )
) [y
1 do 7o) do
e ) ) dwy = r —— —g¢ | do,
o) r dn dn o=\ dn
’ (wy) (w))
amde
p do
lim ‘ =t iy =)
r=0 . dn
Wy a
lim ’ ¢do = 47¢ (a, b, c),
r=0 ./
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kovetkezdleg :
[-1 ds o ’]) dw = 47¢ (a, b, ¢) 5))
J (r dn' TN v t

()

Ezen fejezet formulai az elméleti fizikaban jatszanak kivai-
lI6an nagy szerepet. ‘

XXII. AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASA
A KOR NEGYSZOGESITESI PROBLEMAJANAK
MEGOLDASARA.

178. Az e szam transzczendens voltanak bebizo—
nyitasa.

HermiTe mutatta ki eldszor, hogy e nem lehet semmiféle
algebrai egyenletnek a gydke. A kévetkezd egyszerd bizonyitass
Hurwritz-t6] ered.

Parczidlis integralassal nyerjitk, hogy

fe'-ﬂ'f(’.m dr = —e—2f(x) 4 fe*r f'(x) d,

kovetkezbleg :

x T

’ e~ f(x)dr = —e-=f(x) + f(0) + '

0 0

e~ f(x)dx.:

Ha f(x) raczionalis egész fiiggvény, akkor ezen formula 16bb-
szoros alkalmazasaval nyerjiik, hogy

X

f«) = f(x) dx = — e—*F(x) + F(0), (1)
0
hol
F(x)=f(x) + f'(x) + f(x) + =
Az (1) alatt levé egyenletiinkb6l nyerjiik, hogy
.
F(0)er= F(x) + efj e~ f(x)dx. (2)

0
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Ha e eleget tenne valamely n-ed foka egesz szamii egyutt-
hatékkal biré algebrai egyenleinek, akkor teljesiilne a kovet-
kezd relaczio.

aen+aqen—1+4- ... ap—1e Laz=0
hol ay, ay, - .., an raczionalis egész szamok. Ha mar most a
(2) egyenletiinkben a helyett rendre n-et, n—1-ety ., Tt Ot
irunk s az igy nyert egyenleteket a,, a;, ... an-1, ap-el szor-
zottan oOsszeadjuk, akkor a kovetkez6 relacziohoz jutunk:

0 0 v ?
S an- sF(r)i+ 3 aq—rer | e f() die =0, (3)
r=n r=n 0

Legyen mar mosi

/ i
fix) =5 _ xP-1(x—1)P.. (Xx—N)P,
e 1[)*4——] )
hol p torzsszam. Ha mar most f(x)-t @ hatvanyai szerint ren-

dezziik, nyerjik, hogy
J o= A [AxP—14+Bxl+-.-], (4)

i
)

(p—1
hol A, B egész szamok ; p-t megvalaszthatjuk oly nagynak, hogy
A ne legyen oszthato p-vel. (4) egyenletiinkbél kiilldnben kony-
nyen lathato, hogy

£(@) =0, f(0), ..., fir-2(0) =6
fir-1(a) A, [ (0) pR; i
tehat
F0)=f(0) + '(0) + ["(0)+..-=A4+pB+p(p+1) C+--+,
honnan lathaté, hogy F(0) p-vel nem oszthat6 egész szam.
Ha pedig f(x)-t (x—r) hatvanyai szerint rendezziuk (0<r<n),
akkor
y 1
)= ——— [By (x—r)P+Cr (x—r)PF 4 0 |y
/k ) (})‘"1\" { =1 r r J ]
hol B;, C, ... egész szamok. Miként F(0), ugy F(r) szamara is
talaljuk, hogy
; F(r)=B:p + Cp(p+1)
Tehat F(r) p-vel oszthaté egész szam, mar most ha p-t oly
nagynak valasztjuk, hogy a, vele oszthaté ne legyen, akkor
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0 ;i

Jan—rF(r)=ayF(n) + a,F(n—1) + ... + an-1 F(1) + an F(0)

r=n

okvetetleniil zérustdl kitlonbozé p-vel nem oszthaté egész szdm.
Amde a (3) egyenlelben el6fordulé integralok barmelyikében

1 nin+1)p—1
| e—= f(x) | < nP=1pPpP = ... = — =
; ; {P=+1) (p—1)!
kovetkezdleg :
0 r 0
' A » » E nin+1)p—1 i
‘ Qi eF f e (x)dr| << —— — ST 'an—r|res:
J ; (P}t gy
r=n ] r=n

De ha a véges szam, akkor

‘~’1 . a
r=o0-nél zérus, kovetkezéleg fontebbi kifejezésiink is p meg-
novesztésevel kisebbé teheté, mint minden képzelhetd kicsiny
szam. Igy tehéat (3) egyenletinkben volna egy zérustél kiilon-
b6z6 egész szam s egy abszolut értékre nézve végtelen kis szam
osszege, melynek zérusnak kellene lenni, a mi lehetetlen, ko-
vetkezileg az a foltevésiink, hogy e eleget tesz egy n-ed foku
algebrai egyenletnek nem helyes s igy e transzczendens szam.

179. n transzczendens voltanak bebizonyitasa.

Ha 7 algebrai szam, akkor =i is az, tehat van oly
o) =0
n-ed foku egész szamn egyitthatokkal biré algebrai egyenlet,
melynek gyokei kozott zi eléfordul, ha tehat

¢ (X)= a(x—pF;) (x—p,). . (x—Fn) =0

S 15 Bay -+ B kOzOL 7l is eléfordul, akkor az

’

eni

+1=0
egyvenlet kovetkeztében :

T

(efi+1) (efa-+1). . .(efr-+1) = 0.
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Foltételezhetjuk, hogy a f-tak kozott nincs zérustol kilon-
boz6, ennélfogva a szorzas végrehajtisa utin a kovetkezd egyen-

letet nyerjiik:

14+etstetat...+eom=10( (2)

hol az a-ak (3, (s, - - . Bn-nek Osszes lehetséges linedris Gssze-
tételei; az c¢-ak szimmetrikus egész fuggvényei, szimmelri-
kus egész fiiggvényei [-dknak is, tehat raczionalis szamok és
pedig raczionalis tortszamok, ha az (1)-ben a=1. De aay,. ..,
aam szimmetrikus egész faggvényei, szimmetrikus egész fugg-
vényei az afy, By, ..., afnnek is, tehat raczionalis egész sza-
mok, mert kifejezhetok

(x—apy) (x—af)...(x—afy) =0

egyenlet egyiitthatoival, melyek raczionalis egész. szamok s a
mely egyenletet az (1)-b6l gy nyerjiik, ha x helyett egyszertien
i T

-t irunk.
a

Ha az clobbi fejezet (2) egyenletében a helyett rendre 0, ay,
dy, .+« ap-t irank s a nyert egyenleteket Osszeadjuk, akkor a

kovetkezohoz jutunk :

m “_,‘ ay i v
S F(ar) + 3 e«r | e==[(x) dx =0, (3)
r=0 r=1 0
hol «, alatt zérust kell érteni.
Legyen mar most
9 a(mﬂ)pfl ) e
flx) = —1) -1 (x—-ay)P. . (r—am)P, (4)

@
melyben, ha a helyett ai-et irunk, még akkor is minden a
osszekapesolhatd egy a-val, tehat aa fiiggvényével van dolgunk.
f(x)-t  hatvanyai szerint rendezve :

flx)=— -L-:f (Axp—1+4 BaP+ CxP+14--.+)

' (p—1)
egyenlethez jutunk, hol 4, B, C az aak szimmetrikus egész
fiiggvényei, tehat raczionalis egész szamok; megvalaszthatjuk
tehat a p torzsszamot ugy, hogy A ne legyen oszthat6 p-vel,
s mivel

F(0)= A+pB+p(p+1)C+--,

25

Sutak : A differenczidl- és integralszamitis elmélete.
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kovetkezéleg F(0) p-vel nem oszthalé egész szam. Az elébbi
fejezet fejtegetéseihez hasonldan talaljuk, hogy '

F(ar)=pBr+p (p+1) C+ -,

hol B, C,,... az aak raczionalis egész figgvényei, kovetke-
zbleg :

m

;le(a,-) ::pg (Be+(p+1) Cot-- )

az ao-k szimmetrikus egész fiiggvényei, tehat p-vel oszthaté

egész szam. Ennélfogva :
m

2 F(ar)
r=0
zérustdl killonbézé p-vel nem oszthatd egész szdm.

Ha mar most az a;, @, . . ., an koOzott az abszolut értékre
legnagyobbat a-val jeloljiikk, akkor a (3) alatt levé integralok
mindegyikében :

e« (2 [ al |a| ) (m+1)p—1

gre (@) < N1
bl A6 (p—1)! 5
kovetkezoleg : ;
m ay
N\ .
' Z e"rj g2t ()de | <
r=1 (;

elel2{al |a])m+ip-t o Tt
L < '(—p**’ ]Tﬁ i) 20 23,0 [ ap|esr

mely p megnivesztésével kisebbé teheté minden képzelhet6
kicsiny szimnal, tehat a 3) alait levd egyenléség nem allhat
meg, a mibdl kovetkezik, hogy 7 transzczendens szam.

180. A kor négyszogesitése.

A kér régi négyszogesitési problemaja abban allott, hogy
vajjon lehetséges-e vonalzd s korzé segilségével eqy olyan hosszii
egyenes vonalal szerkeszteni, melynek hossziisiga z-vel egyenld,
s ha lehelséges, hogyan kell a szerkesztést végezni,

Minthogy vonalzé és korzé segitségével szerkeszteni annyit
tesz, mint két egyenesnek, vagy egy egyenesnek s egy kornek,



A KOR NEGYSZOGESITEST. 399
vagy pedig két kérnek a metszéspontjait meghatarozni.- Ez a
miivelet pedig analitikailag egyenld jelent6ségii az elsé s masod-
foku egyenletek megoldasaval, azért kimondhatjuk a tételt,
hogy :

Valamely analitikai kifejezés akkor s csak akkor szerkeszi-
heté" meg vonalzé s kirzé seqgitségével, ha az ismeretes mennyi-
ségekbdl véges szdmu osszeadds, kivonds, szorzds, osztds és néqyzet-
gyokvonassal leszdarmaztathato.

A kor négyszogesitési problemajanak megoldasara vonatkozé
kutatasok tehat annak a kimutatasat czéloztak, hogy van-e
oly négyzetgyokok segitségével megoldhatd egész szam egyitt-
hatokkal biré egyenlet, melynek = gyokét képezi ?

Az el6bbi fejezethen kimutattuk, hogy 7= semmiféle racziona-
lis egész szdmu egyitthatokkal biré egyenletnek nem lehet
gyoke, tehat a kor négyszigesitése vonalzé s korzé seqitségével
leheletlen.

Mdr most az a kérdés, hogy lehet-e mdsféle oly késziiléket
szerkeszteni, melynek segitségével a kir néqyszigesithetd. Erre :
kérdésre megfelelt ABDANK-ABAKANOWICZ orosz mérnok, midén
késziilékét, melyet Inlegraph-nak nevezett, elméletileg megszer-
kesztette s a melyet Corapr Ziirichben meg is konstrualt.

Az integraph segitségével valamely y = f(x) gérbéhez, melyet
differenczidl-girbének neveziink, megszerkesztheté a hozza tar-
tozo integrdalgorbe y = F(x), hol F(x)-et a kivetkezd integril
definialja: :

Flx)=}fx)de:

Igy pl. ha a differenczialgorbe kor:

2

x24-y2=r2,
akkor az integralgorbe :

I = , 1'/17'2; a2 (].1',
azaz .

)

7 iy o
Yy = arc sin P . Vire—az2.

Ez a gorbe —r-t61 -+r-ig, minthogy arc sinus fiiggvény pe-

riodikus, végtelen sok kongruens agbol all (45. abra), melyek

pl. az y tengelyt 0, + r2 r)r , &+ r’z ... pontokban metszik, ha

25*




400 4 A KOR NEGYSZOGESITESE.

r helyébe 1-et irunk a metszéspontok lesznek 0, + o

lehdl ezen girbe megszerkesziésével tényleg a kor néqyszogesilesi

problemdjat is megoldottuk, természetes, hogy nem oly alak-

ban, mint a milyenben azt a régiek felvetették.
Az integraph leirdsa megjelent a Teubner czég kiadasiban

ABDANK-ABaAKANOWICZ «die Integraphen» czim alatt.
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