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BEVEZETÉS.

A differencziál- és integrálszámítás törvényeinek szigorú megállapítása végett előbb az egy- s többváltozós függvények fogalmát magyarázom meg s a határértékekkel való számolás ismertetése után néhány — a későbbi kutatásainkban nagy szerepet játszó — határértéket határozok meg.Ily előzmények után egész könnyűséggel s szigorúsággal állapíthatom meg az egy- s többváltozós egyszerű, összetett és inverz függvényekre vonatkozó differencziálási szabályokat s ezek érvényességének határait.A differencziálhányados geometriai jelentésének szigorúbb megállapítása szükségessé tette, hogy az egy- s többágú folytonos görbék fogalmát bevezessem.A differenciálhányados mechanikai jelentésének tárgya­lása alkalmával bebizonyítottam, hogy a differenciálhányado­soknak, mint sebességeknek a felfogása bizonyos, körülmé­nyek között a sebesség fogalmának általánosításával egyenlő értelmű.Alkalmazásul bemutatom az egy- s többváltozós raczio- nális egész függvények sorifafej tését s evvel kapcsolatban megállapítom azokat a kritériumokat, melyek alapján eldönt­hető, hogy valamely quadratikus alak definit-e, vagy nem ?Erre a complex változók függvényeinek a definicziója, a Cauchy elnevezte monogen s szinetikus függvények alap­tulajdonságainak ismertetése, az algebra alaptételének kimu­tatása, részlettörtekre bontás és az elemi transzczendens függvények legfontosabb tulajdonságainak a kimutatása követ­kezik.
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IV BEVEZETES.A függvények sorbafejtése előtt a végtelen sorokra s szorzatokra vonatkozó legfontosabb konvergencziakriteriu- mokat tárgyalom, erre azután levezetem a véges és vég­telen TAYLOR-féle sort. Ezek az előzmények aztán lehetsé­gessé teszik az elemi transzczendens függvények szigorú sorbafejtését. Majd a hatványsoralakban adott függvényekre térek át s azok folytathatóságának kimutatása után eljutunk a Weierstrass difíniálta analitikai függvének fogalmához. Erre a tgx, ctgx, / sinx, l cosx. secx sorbafejtése következik; a magasabb rendű differencziálhányadosok tárgyalása alkal­mával definiált tangens együtthatók. Bernoulli- és EuLER-féle számok lehetségessé tették, hogy az imént említettem sorok­nak leggyakrabban előforduló alakjaival megismerkedjünk. Végül a komplexváltozós elemi transzczendens függvények sorbafejtését mutatom be.Ezután a differencziálszámításnak alkalmazását mutatom be a látszólag határozatlan alakok meghatározására és a maximum- s minimumszámítás problémájára. A quadratikus- alakokra vonatkozó fejtegetéseink felhasználásával az utóbb említett problémának a szokásosnál elegánsabb megoldását adjuk. Az összetett függvények maximumának vagy mini­mumának meghatározását a problema legáltalánosabb fogal­mazásában mutatom be.A differencziálszámításnak az említettem keretben történt tárgyalás után áttértem az integrálszámításra.Az integrált mint összeget definálom; a létezésének kimu­tatására bemutatott módszer nemcsak hogy az eddigieknél szigorúbb bizonyítást nyújt, hanem a kétszeres és többszörös integrálok létezésének kimutatására való könnyed alkalmaz­hatósága is előnyt biztosít neki a többi módszerek felett.Az integrál alaptulajdonságainak megállapítása után a határozatlan integrálszámítás módszereit ismertetem. A raczio- nális függvények integrácziója minden nehézség nélkül elvé­gezhető legalább elméletileg. Az algebrai integrálok közül a binomiális integrálok tárgyalásában behozott szimmetria lehetségessé tette azt, hogy a redukeziós formulák számát kibővítsük s így a redukcziónál használt eljárást teljesen



BEVEZETÉS. Vmegvilágítsuk. A hiperelliptikus integrálok osztályozása után az elliptikus integrálok kanonikus alakjait állapítom meg, a bevezettem 2 transzformáczió (276. 1.) a tárgyalást meg­lehetősen áttekinthetővé teszi.A transzczendens függvények integrácziójára vonatkozó fejtegetéseinkben az ∖ sinm x cosm x dx alakú integrálok meghatározására vonatkozólag ugyanazok állanak, mint a miket föntebb a binomiális integrálokról mondottunk.Néhány határozott integrál meghatározása után áttértem a végtelen sorok integrálására s példaként meghatároztam a teljes első-és másodfajú elliptikus integrált, erre az integrál számítást alkalmaztam sorbafejtésre s újból megállapítottam a TAYLOR-féle sort.Az általánosított határozott integrálok alaptulajdonságai­nak megállapítása után azokat az integrálokat tárgyalom, melyek úgy klasszikus voltuknál fogva érdekesek, mint alkalmazhatóságuknál fogva fontosak. Ilyenek a Dirichlet- Euler- és FRESNEL-féle integrálok. A második középérték tétel után az általánosítok Dirichlet-féle és a FouRiER-féle kettős integrálok, majd a FouRiER-féle sorok tárgyalása következik.Ezek után a szinektikus függvények integráljait definiálom s alap tulajdonságaikat állapítom meg, a Riemann és Cauchy- féle integrál tételek megállapítása után a szinektikus függ­vények sorbafejtését tárgyalom a Cauchr- és LAURENT-féle -eorbafejlési tételek megállapítása után rámutattam arra a kapocsra, mely a Cauchy és a Méray-Weierstrass- féle függ­vényelméletet összefűzi.Legvégül a fizikai kutatásokban nagy szerepet játszó vonatos, felületi és térfogati integrálok legfontosabb tulaj­donságait állapítom meg.Erre az integrálszámításnak egyik klasszikus alkalmazá­sával, az e és - számok transzczendens voltának bebizo­nyításával foglalkozom s evvel együtt a kör négyszögesí- tési problémájára vonatkozó kutat ások mibenlétét, a probléma régi és új felfogását s az új felfogás szerinti megoldását ismertetem.



VI BEVEZETÉS.

Legvégül azon sok munkálat közül, melyeket ennek a 
munkának a megírásánál felhasználtam, mint legkiválóbbakat 
a következőket említem meg

L. Kronecker: Vorlesungen über die. Theorie der ein­
fachen und der vielfachen Integrale.

Angelo Genocchi: Differentialrechnung und Grundzüge 
der Integralrechnung.

J. Thomae: Elementare Theorie der analytischen Func­
tionen.

Μ. C. Jordan: Cours D’analyse.
É. Picard: Traité D’analyse.
Torsyth: Theory of Functions.
Cajori: History of Mathematics?

Budapest, 1899 szept. 15.
Suták J.



ELŐSZŐ A MÁSODIK KIADÁSHOZ.
A folytonosság fogalmának felépítésére vonatkozó mun­

kálatok szorosabb értelemben Archimedessel kezdődnek, ki 
a probléma tisztázására vonatkozó kutatásokat a következő 
postulatum kimondásával nyitja meg:

Ha AB és CD két oly szegmentum, melyekre nézve:
AB<CD,

akkor mindig van oly egész szám n, melyre nézve 1)
nAB > CD.

Habár ez a postulatum elégséges arra, hogy minden 
szegmentumot egy adott szegmentumra nézve számmal 
jellemezhessünk.2) de még sem elégséges annak a kimuta­
tására, hogy adott szegmentumra nézve minden számhoz 
mellé rendelhető egy szegmentum. Ezt a hézagot tölti be 
a Can tor-féle postulatum,3) mely szerint:

Ha OPi, 0P.3... a szegmentumoknak monoton növekvő-, 
OP1', 01∖',.... pedig a szegmentumoknak oly monoton csök­
kenő végtelen sorra, melyekre nézve P1 P1', P2 P2',... szegmen­
tumok limese nulla, akkor van egy oly OP szegmentum, mely 
kisebb mindegyik OPn-nél és nagyobb mindegyik OPn'-nél.

Az Archimedes és Cantor-íé\e postulatum okát együttesen 
tartalmazza a következő Weierstrass-íé\e postulatum,4) mely 
szerint:

1) Ezt a postulatumot O. Stolz nevezte el Archimedes-féle postula- 
tumnak, jóllehet már előtte is alkalmazták. Bér. naturw. mediz. Ver. 
Innsbruck Bd. 12. 1881∕a p. 75. Math. Ann. Bd. 22. 1883. p. 504. Encycl. 
Seien. Math. t. III. v. 1. fase. 1. p. 35. 1911.

3) Holder, Bér. Ges. Leipzig Bd. 53. 1901 math. p. 1.
s) Cantor, Math. Ann. Bd. 5. 1872. p. 128.
4) Weierstrass, Berlini egyet. Előad.



VIII ELŐSZÓ A MÁSODIK KIADÁSHOZ.

Ha P1P2... az AB szegmentumnak egy tetszőleges vég­
telen ponthalmaza, akkor van AB-nek oly P-pontja, melyet 
belső pontként tartalmazó szegmentumok mindegyikében 
van pontsorunknak eleme.

Evvel a postulatummal equivalens a Bedekind-íéle,5) 
melyet az alkalmazhatósága elé gördülő akadályok eleinte 
kiszorítottak a kutatások területéről, mígnem Cesaro 6) kez­
deményezésére világossá vált, hogy a jeleztük nehézségek 
korántsem legyőzhetetlenek. Ez a szellem nyilvál meg Vallée 
Poussin-nál is.7)

Miután a nehézségeket sikerült teljesen legyőzni, azért a 
számfogalom kiépítését a klasszicitás teljes szépségében a 
Dedekind-féle postulatum alapján végeztem el. Ezen az 
alapon aztán az I. kiadás megfelelő része a végtelen sorok 
elmélete, a zárt intervallumban folytonos s differenciálható 
függvények új megvilágításban jelennek meg. A nyomdai 
nehézségek azonban a munka többi részében csak a leg­
szükségesebb s legszerényebb változtatásokat engedték meg.

Budapest, 1921 október 24.
Suták J.

6) Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen 1872. 3. Aufl. 1905 
(Braunschweig.)

β) Cesaro, Corso di Analisi algebraica Torino 1894.
7) Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitesimale t. I. 2. ed. 1909.

3. ed. 1914.
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Lényegesebb sajtóhibák.

108 oldal 10. sor ij (n) helyesen : y (n-i).
145 « 17. sor monodom helyesen monodrom.
160 oldalt technikai hiba folytán kétszer nyomták.

1
176 oldal 4. sor u'— ψ stb.
184 « 12. sor Minthogy a következőkben stb. fejezet helyesen így:

Mivel a 20. § fejtegetései a soroknak abszolút konver- 
genczia kritériumait állapítják meg, azért vizgálódásainkat 

. a pozitív tagokból álló sorokra nem terjesztjük ki.
192 « 11. sor hatványsorunk konvergens helyesen; hatványsorunk

feltétlenül konvergens.
193 « 2. sor kört kell tekinteni, után: A hatványsorok konver-

genczia körének meghatározása további tételeket a 20. § 
fejtegetései szolgáltatnak.

196 « 6. sor. helyesen: Ámde általánosított középérték tételünk értel­
mében, ha R. (x) és φ (x) az (a, x) zárt intervallumban foly­
tonos és difterencziálható függvények és © (x) — ©(a) —o 
akkor a Cauchy-féle tétel értelmében (§ N.)

197 « alulról 5. sor helyesen így : ez a maradéktag Schlömilch-féle
alakja melyből, ha p = 1, akkor stb.



I. RÉSZ.

DIFFERENCZIÁLSZÁMITÁS.

Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 1





I. AZ IRRACZIONÁLIS SZÁM ÉS FÜGGVÉNY 
FOGALMA.

1. Raczionális számok.

Az egész és törtszámok halmazát raczionális számhalmaz­
nak nevezzük s /?-rel jelöljük.

Ha a és b R két különböző eleme és a — b pozitiv, akkor 
azt mondjuk, hogy a nagyobb mint b, mely tényt szimbo­
likusan így jelöljük:

Ha. pedig a — b negativ, akkor azt mondjuk, hogy a 
kisebb mint b; ezt a tényt pedig szimbolikusan így jelöljük:

a < b.
Ha már most a raczionális számokat a nagyság elve sze­

rint úgy rendezzük, hogy a sorozatban soha se álljon 
nagyobb szám kisebb előtt, akkor világos, hogy a fenntebbi 
definiczióink alapján bármely két raczionális számról 
eltudjuk dönteni, hogy melyik áll a másik előtt. Ezen az 
alapon:

I. A raczionális számok halmazát nagyság szerint rende­
zett halmaznak nevezzük.

Ha a és b R két oly különböző eleme, melyekre nézve 
a<b, akkor mindig van fí-ben oly c elem, melyre nézve:

Ilyen pl. a c = ^-±^, mert hiszen

a — b . b — aa — c = —~— <ζ 0, b — c = —H— > 0.

Ezen az alapon, azt mondjuk, hogy:
II. A raczionális számok mindenütt sűrű halmazt alkotnak.

1*



4 A SZÁMFOGALOM KIBŐVÍTÉSÉNEK SZÜKSÉGESSÉGE.Ha a és b Ä-nek két oly eleme, melyekre nézve a <≤ b7 akkor mindig van oly egész szám: n, melyre nézve:∕ια>⅛,Ugyanis, ha
a=P- <Zés zz-et q b nél nagyobbnak választjuk, akkor

n a >> a q b,de iz7=p≥l, tehát aqb>b, ennélfogva:
na>b.A raczionális számok most kimutatott tulajdonsága alap­ján azt mondjuk, hogy:HL A raczionális számok halmaza Archimedes-féle rend­

szert alkot.2. A számfogalom kibővítésének szükségessége.A raczionális számfogalom azonban sok probléma meg­oldására elégtelennek bizonyul. így pl.rr2==2az Z?-ben nem oldható meg,mert ha volna oly x= ° raczionális szám, hol p és q viszonylagos törzsszámok, mely egyenle­tünk gyökét képezné, akkor erre nézve teljesülni kellene a következő egyenletnek :
p2 = 2 q2.De ebből meg az következnék, hogy p páros, mondjuk2 zz alakú szám, ámde ekkor a
2n2 = q2alapján <∕-nak is páros számnak kellene lenni és így felte­vésünkkel ellentétben p és g-nak volna az egységtől külön­böző osztója.Ennek és sok más problémának a megoldhatósága tehát nyilvánvalóvá teszi a számfogalom továbbépítésének szük­ségességét.
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3. Az irraczionális számfogalom megalkotása.
Azt a műveletet, mellyel R-t két oly A és B halmazra 

osztjuk, melyek elsejének bármely eleme kisebb a második 
minden eleménél, Dedekind-íéle metszés-nek nevezzük; A és 
B-t Dedekind-féle szeleteknek —, és pedig A-t alsó-, B-t pedig 
felső szeleinek mondjuk.

A Dedekind-féle metszés létesítette A és B szeletekre 
nézve mindig bekövetkezik a következő három eshetőség 
valamelyike:

1. A-ban van legnagyobb szám: a, de B-ben nincs leg­
kisebb. Ekkor A minden a-tól különböző eleme kisebb, 
mint a és B minden eleme nagyobb, mint a. Ilyenkor azt 
mondjuk, hogy a Dedekind-féle metszés B-ből kimetszi az 
a elemet, vagy pedig, hogy átmegy az a elemen; tehát ezt 
az elemet a Dedekind-féle metszés B-ből kiválasztja — más 
szóval — definiálja, mely tény jelölésére a következő szimbó­
lumot használjuk:

σ, = (A,B).
2. B-ben van legkisebb szám: β, de A-ban nincs leg­

nagyobb. Ekkor β kisebb B minden tőle különböző elemé­
nél, de nagyobb A minden eleménél. Ilyenkor is azt mondjuk, 
hogy a Dedekind-féle metszés B-t β-ban találja, vagy azon 
átmegy, azt B-ből kiválasztja, szóval azt definiálja, mely 
tény jelölésére szintén a

β = M,B∕
szimbólumot használjuk.

Az az eset, melyben A-nak volna legnagyobb eleme: a, 
B-nek meg legkisebb eleme: β, nem léphet fel, mert hiszen 
ekkor azok a d számok, melyekre nézve:

α<2<β,
sem A, sem B-ben nem lépnének fel s így a Dedekind-féle 
metszés nem osztaná R-t két részre, csak kiválasztana /{-bői 
két halmazt.

3. Sem A-ban nincs legnagyobb, sem B-ben nincs leg­
kisebb szám, ekkor azt mondjuk, hogy a Dedekind-féle
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metszés R egy elemét sem találja. Az ily metszetek mind­
egyikéhez szintén mellé rendelünk egy, de csakis egy oly 
x elemet, melyet A minden eleménél nagyobbnak és B min­
den eleménél kisebbnek mondunk. Ennélfogva minden ily 
x elem, fí-hez csatolva, a nagyságszerinti elrendezésben egy 
meghatározott helyet nyer. Az ilyen Dedekind-fe∖e szeletek­
hez mellérendelt s a jeleztük tulajdonsággal felruházott 
elemeket irraczionális számoknak nevezzük s jelölésükre azt 
a Dedekind-féle metszésből származó szeletpárt használjuk, 
mely fogalmuk tartalmának megállapítására az impulzust 
megadta. így tehát a fentebbi x irraczionális számot a 
következő szimbólummal jelöljük:

x = (A, B).

Ennélfogva: az (A, B) szimbólum raczionális, vagy irra­
czionális számot jelöl,aszerint, amint a megfelelő Dedekind- 
féle metszés R valamelyik számán átmegy, vagy nem.

Olyan metszetet, mely R egyik tagján sem megy át 
könnyű konstruálni.*  így ha R azon a számait, melyekre 
nézve α2 < 2, az A, a többieket pedig a B halmazba sorozzuk, 
akkor világos, hogy A bármely eleme kisebb B minden ele­
ménél. Valamint azt is könnyű belátni, hogy A-nak nincs 
legnagyobb eleme. Ugyanis bármily nagy eleme legyen is a 
A-nak, mindig meg tudunk oly pozitív h-t határozni, melyre 
nézve a-∖-h szintén eleme A-nak.

Ugyanis föltevésünk értelmében

α2 << 2.

Ha már most a következő

azaz:
(α + Λ)2<2,

∕t (Λ-j-2 α) < 2 — α2

egyenlőtlenség is teljesül, akkor világos, hogy minden az 
egységnél kisebb oly Λ-ra, melyekre nézve még a

* A következőkben R alatt mindig csak a pozitív raczionális számok 
halmazát fogjuk érteni.



AZ IRRACZIONÁLIS SZÁMOK MEGKÖZELÍTÉSE RACZIONÁLIS SZÁMOKKAL. 7, 2 —íz2A<1 + 2íiegyenlőtlenség is teljesül, az 1. föltétlenül teljesül.Hasonlóképen könnyű belátni, hogy B-nek nincs legkisebb eleme. Mert, ha b bármily kis eleme is B-nek, azaz:
b2>2,mindig van oly pozitív h, melyre nézve:

(b — A)2>2, 2.azaz: Λ(2Z>-Λ)<Z>2-2.Világos, hogy minden oly Z)-nél kisebb 7z-kra, melyekre nézve még a 
egyenlőtlenség is teljesül, a 2. föltétlenül teljesül. Ennélfogva a konstruáltuk metszet R egyik számán sem megy át, tehát a vele definiált (A, B) szám A minden eleménél nagyobb és B minden eleménél kisebb.4. Az irraczionális számok megközelítése raczionális számokkal.Legyen adva az α = (A,B>irraczionális szám és α0 az A egy tetszőleges eleme, ε pedig egy tetszőleges kicsiny raczionális szám; akkor az 1. § HL tétele értelmében az α0, α04~ε, <⅞ + 2ε, ... sorozatban van oly α0-∣-(n — l)ε = α tag, mely még A-ba tartozik, de az cz0 —zz ε = B már a B-nek tagja, a és b tehát oly raczionális számok, melyekre nézve:

a<Zy<Zb^, b — a = ε.
a és b raczionális számokat rendre y. alsó s felső köze­

lítő értékeinek, a b — a = z számot pedig a közelítés pontos­
ságának nevezzük.
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5. Nagysági viszonyok.
A definiczió alapján minden irraczionális számnak helye a 

raczionális számsorban adott Ennélfogva csak két irraczio­
nális számra nézve kell a nagysági viszonyokat értelmezni. 
Evégből legyen adva a következő két irraczionális szám:

αι (-ál; α2 =≈ (A2, B⅛)∙
Ha A1 minden eleme megvan A2-ben s viszont, tehát

A1 — A2, Zil —:
akkor azt mondjuk, hogy a két irraczionális szám egyenlő.

Ha pedig A1-nek van oly eleme α1, mely β2-nek is tagja, 
akkor azt mondjuk, hogy

α1 > α2.
Ha pedig B1-nek van oly bl eleme, mely A2-nek is tagja, 

akkor azt mondjuk, hogy
α1 << α2.

Szemléltetés:
' X ^B1 X B^1
------ 1 I I------ ------ 1—I—I------

(^1 ^2

αι 01 α2. α1 <≤ b1 <C α2.
Ha már most α1, a2, a3 három irraczionális szám, melyekre 

nézve:
αι>α2, α2>α3,

akkor vannak oly b2 és a2 raczionális számok, melyekre nézve :
αl b2 z> V-2 5 a2 as∙

Mivel a2 definíciója értelmében b2^^>a2. azért
αl Cf2 i≥ 0⅛ • 

tehát
α1 > a3.

Következőleg az irraczionális számoknak a raczionális 
számok közé való beékelése a nagysági viszonyok jeleztük
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értelmezésével semmiképen sem zavarja az 1. §-ban meg­
állapított elrendezettséget. Ha tehát a raczionális s irraczio- 
nális számok halmazát reális számhal maznak nevezzük, 
akkor kimondhatjuk a tételt, mely szerint:

A reális számhalmaz nagyság szerint rendezett halmaz.

6. Intervallum.
'Azoknak a reális x számoknak a halmazát,melyekre nézve: 

a < x < b.
(a, b) nyilt intervallumnak nevezzük, amelyekre nézve pedig: 

a < x < b,

(a,b) zárt intervallumnak —, amelyekre nézve pedig:

íz < x < b, 
vagy

a <Z x ≤ b,
alulról zárt s felülről nyilt, illetőleg alulról nyilt s felülről 
zárt intervallumnak mondjuk; a és b az intervallum határai, 
az intervallum többi számai pedig az intervallum belső elemei.

I. Ha a<Zb, akkor az (a,b) intervallumban végtelen sok 
raczionális szám van.

Ha a és b raczionális számok, akkor tételünk az 1. § II. 
tétele alapján —, ha csak az egyik racionális, akkor az 
irraczionális szám definicziója alapján —, ha pedig úgy íz, 
mint b irraczionális, akkor meg az irraczionális számok egyen­
lőtlenségének definicziója s az irraczionális számok értelme­
zése alapján nyilvánvaló.

II. Ha a<^b raczionális számok és b — a bármily kicsiny 
pozitív z-nál kisebb, akkor az (a, b) intervallumnak egynél 
több belső száma nem lehet.

Mert ha volna kettő a' és b' és α<≤β az (íz', b') két raczio­
nális száma, akkor a

b — a = (b — β) + (a. — a) + (β — a) 
egyenlőség alapján b — a feltevésünkkel ellentétben nem 
lehetne kisebb β — a-nál.
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7. A valós számhalmaz folytonossága.
I. A reális számokra alkalmazott bármily Dedekind-féle 

(A,B) metszet mindig átmegy egy reális számon.
A reális számhalmaznak ezt a tulajdonságát a reális szám­

halmaz folytonosságának nevezzük.
Ugyanis, ha az A és B-ben levő raczionális számok hal­

mazát rendre A', Bz-sel jelöljük, akkor nyilvánvaló, hogy 
(A', B') egy a raczionális számhalmazra alkalmazott Dedekind- 
féle metszet; ha tehát az evvel definiált számot a-val jelöl­
jük, azaz

a- = (A', B'),
/

akkor világos, hogy a vagy A-nak,s vagy B-nek eleme. Ha 
már most αz oly irraczionális szám, mely kisebb a-nál, akkor 
van oly raczionális α1 szám, melyre nézve:

αz <≤ a1 ∙≤ a,
következőleg a1 A'-nek, tehát A-nak is eleme, ennélfogva 
α, is A-hoz tartozik s így a-nál minden kisebb irraczionális 
szám A-hoz tartozik; hasonlóképen igazolható, hogy a-nál 
minden nagyobb irraczionális szám B-hez tartozik, követ­
kezőleg a vagy A-nak legnagyobb, vagy 77-nek legkisebb 
eleme; mivel aztán tételünk is nyilvánvalóvá vált.

Tételünknek az 5. § végén kimondott tétellel való egybe­
vetéséből következik, hogy:

II. A reális számhalmaz nagyság szerint rendezett foly­
tonos halmaz. 8. Az összeg delinicziója.

Ha (z41, B1) és (A2,B2) az összes raczionális számok hal­
mazára alkalmazott Dedekind-féle metszetek és az általuk 
definiált számok

α1 = (A1, Bly), a2 = fAa, B2), 
akkor:

Az α1 és a2 számok összege a1-j-aa alatt oly számot ér­
tünk, mely az A1 és A2 halmazbeli a1 és a2 számpárokból
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alkotott a1 -j- α2 számok egyikénél sem kisebb, a B1 és B2 
halmazbeli b1 és b2 számpárokből alkotott b1 -f- b2 számok 
egyikénél sem nagyobb.Mivel bármily kicsiny pozitív ε-hoz az α1, b1 és a2, b2 szám­párok megválaszthatok mindig úgy, hogy a

b1 — a1 ^2^, b2 a2föltételek teljesüljenek, azért a-j- b1) — (a1 -j- a2) < εegyenlőtlenségből a 6. § II. tétele alapján következik, hogy csak egy oly szám létezhetik, mely az összeg defmicziójában foglalt feltételeket kielégíti. De ilyen szám létezik is. Ugyanis, ha a raczionális számok közül azokat, melyek az al -1- a2 számoknál nem nagyobbak az A, a többieket pedig a B halmazba sorozzuk, akkor világos, hogy (A,B) a raczionális számok halmazára alkalmazott oly Dedekind-fé\e metszet, melyben A tartalmazza az összes a1 -j- a2, B pedig az összes Z>1 -∣- b2 számokat, tehát azα = (A, ß>szám az összeg definicziójában foglalt feltételeket mind ki­elégíti s mivel több ily szám nem lehet, azért
a = a1 -j- a2.

9. Ellenkező előjelű számok.Legyen (A, B) az összes raczionális számok halmazára vonatkozó Dedekind-íéle metszet s az általa definiált szám a. Ha már most A,, Br-se∖ jelöljük azokat a halmazokat, melye­ket rendre B és A-ból úgy nyerünk, hogy a bennük levő számok mindegyikét ellenkező előjelűvé változtatjuk, akkor világos, hogy (A,, B,) szintén egy Dedekind-féle metszetet alkot; az általa definiált számot jelöljük a'-sel.Ha a és b rendre A és B tetszőleges számai, akkor az összeg definicziója értelmében a-∖-<x' az a — b számok egyi­kénél sem kisebb, a b — a számok egyikénél sem nagyobb;



12 A SZORZAT DEFINICZIÓJA.azaz: α-∣-*, egyik negativ számnál sem kisebb s egyik pozitiv számnál sem nagyobb, tehátα -j- a, = 0 ;az ilyen számpárokat ellenkező előjelű számpároknak nevezzük, a' jelölésére használjuk a — a jelet is, tehátα' — — 7.s így a (— a) = 0.
10. A szorzat definicziója.Legyen (A1, Bl) és (A2, BJ a pozitiv raczionális számok halmazára alkalmazott két Dedekind-féle metszet; az általuk definiált számok pedig:α1 = (A1, Bi), 7-2=(A2,B2).A a1 és a2 számok szorzata alatt értjük azt a számot, 

melt] — a 8. § jelöléseit megtartva — az a1 a2 számok 
egyikénél sem kisebb és a b1 b2 számok egyikénél sem 
nagyobb.Ha α1 ε1 pontosságú értékei a1, b1; α2-nek pedig ε2 pon­tosságú értékei α2, b2, akkor (4. §)— <1ι4^⅛ b.3 = a2-∖-ε2.Ha tehát ε1 és ε2 kisebbek az egységnél kisebb raczionális pozitiv ε' számnál, akkor

z>1 *≤ aι n2 + («1 + «2 4- 1) z'∙Ha tehát ε'& —öl+ «3 4-1’ akkor Z>ι b2 -aia2< ε.Mivel ε minden pozitiv raczionális számnál kisebb lehet, azért ha a szorzat definiczióját kielégítő szám létezik, ilyen csak egy szám lehet. (6. § II. tétel.) De ilyen szám létezik is. Ugyanis, ha az a1 a2 számoknál nem nagyobb raczionális pozitiv számokat az A, a többieket pedig a B halmazba
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sorozzuk, akkor világos, hogy (A, B) oly Dedekind-féle 
szeletet alkot, melyben A tartalmazza az összes a1 a2, B pedig 
az összes b1 b2 számokat; következőleg az (A, B) metszet 
definiálta v. szám kielégíti a szorzat definicziójában foglalt 
föltételeket s mivel csak egy ilyen szám van, azért a szorzat 
jelölésére közönségesen használt szimbólum alkalmazásával:

α = α1 a2.
Az összeg és szorzat képzési törvényeinek megállapítá­

sával nem foglalkozunk, mivel azok megállapításainak egy­
szerű folyományai.

11. Egy szám recziprokja.
Legyen (A, B) egy pozitív raczionális számokra alkalma­

zott Dedekind-fé\e metszet; az általa definiált szám pedig a. 
Ha már most az A és B-ben levő számok reciprokjaiból 
alkotott halmazokat rendre B1 és Ai-gyel jelöljük, akkor 
világos, hogy (A1, B1) egy a pozitív racionális számhalmazra 
vonatkozó szeletet alkot; jelöljük az általa definiált számot 
*ι-gyel.

Már most ha a A-nak, b pedig B-nek egy számát jelöli, 
akkor a szorzat definicziója értelmében α a1 az y számok 

b begyikénél sem kisebb a - számok egyikénél sem nagyobb, 
azaz: αα1 az 1-nél kisebb számok egyikénél sem kisebb és 
az egynél nagyobb számok egyikénél sem nagyobb, tehát

αα1=l.
Az ilyen számpárokat egymás recziprokjainak nevezzük; 

α1 jelölésére szokás az -i jelet is használni, tehát

1
≈*=x

s így
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12. A hányados fogalma.
Ha β szám recziprokját β1-gyel jelöljük, akkor:
Az 7. és β számok hányadosa alatt értjük, az αβx szorzatot. 
A szorzás asszociatív törvényének alkalmazásával:

(α β1). β = a (β1 β) = a, 

tehát a és β hányadosa oly szám, melynek β-υal való 
szorzata a.

13. Hatvány.
Ha (A1,B1) és (A2,B2) két a pozitív raczionális szám­

halmazra vonatkozó Dedekind-íé\e metszet s az általuk 
definiált számok rendre: α1 és a2, továbbá

α1 < α2,
akkor van oly raczionális szám a, melyre nézve:

αι <≤ <C a2.
Ha már most n pozitív egész szám, akkor a szorzat 

definicziója értelmében α1n an-nél kisebb, α2n pedig nagyobb; 
következőleg:

Ha α1 < a2, akkor
a1n < a2n∙ I.

Ha a pozitív reális számok közül azokat az a számokat, 

melyekre nézve atl < α1 az A. a többieket pedig a B hal­

mazba sorozzuk, akkor világos, hogy (A, B) Dedekind-féle 
1

szeletet alkot s az általa definiált számot α1π-nel jelöljük.

Ha már most A és B egy-egy számát rendre a és £-vel 
jelöljük, akkor a szorzat definicziója értelmében

Ámde A és B definicziója értelmében még 

i*n <C αι ≤



A LIMES FOGALMA. 15s mivel bn — an minden s-nál kisebbé tehető, tehát közöttük egy számnál több nem lehet, következőleg:∕ l∖nVxι7=αυ H-Ebből már most nyilvánvaló, hogy:Ha α1 <; α2, akkor 1 1α1n<α2n Hl-i 2mert ha α1n nagyobb volna, mint α2n, akkor az Lés II. alapján
(L∖n

a1π I =α1 is nagyobb lenne, mint α2.Az I. és III-ból következik, hogy:
Ha a1 <ζ a2 és r tetszőleges pozitív raczionális szám, akkora1r < a/. IV.
Ebből pedig a.1~r<χ.2-r-rel való szorzással következik, hogy

⅛'r<Λ~r∙ V.1. Pl. Ha al <≤1, a2 >> 1, s r pozitiv raczionális szám, akkorV < 1, ¾r > i.2. Pl. Ha r1 <√-2 pozitiv raczionális számok és a>»l, akkorαr2 - o > 1.αrι-gyel való szorzással αr> arι 1. VI.Ha pedig α<l, akkorαr2<≤αrι<≤l. VII.
14. A limes fogalma.Jelöljön n pozitiv egész számot és xn egy n-nel változó számot. Ha bármily kicsiny pozitiv ε számhoz tartozik, oly 

N szám, melynél nagyobb minden n-re xn-a abszolút értéke kisebb, mint ε, azaz: I xn — a ∣ < ε, n > N,akkor α-t az xn változó limesének nevezzük; mely tényt szimbolikusan így jelöljük:
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lim xn = a.
Ha α = 0, akkor xn-et infinitezimális mennyiségnek, vagy 

végtelen kicsinynek nevezzük; tehát xn infinitezimális meny- 
nyiség, ha

lim xn = 0.

Ha pedig minden pozitiv A-hoz tartozik, oly N, melyre 
nézve:

A, 
ha

n >> N, 
akkor rrn-et pozitiv végtelen nagynak nevezzük; mely tényt 
szimbolikusan így jelöljük:

lim xn — —|— ∞.
Ha pedig minden negativ — A-hoz tartozik oly N, melyre 

nézve:
A,

ha
/i > N,

akkor rrn-et negativ végtelen nagynak mondjuk; mely tényt 
szimbolikusan így jelöljük:

limrrn = — ∞.

1. Pl. Ha x1, x2, ... folyton növekvő számsor, de minden 
xn kisebb marad egy adott számnál, akkor számsorunkat 
korlátosán növekvő számsornak nevezzük. Minden korlá­
tosán növekvő számsorral alkothatunk egy Dedekind-fé\e 
metszetet. Ugyanis, ha A halmazba sorozzuk az xn-eknél nem 
nagyobb számokat, a többit pedig B-be, akkor világos, hogy 
a korlátosság föltevése következtében (A, B) oly valóságos 
Dedekind-féle metszet, melyben A tartalmazza az összes 
xn számokat, B pedig az összes xn-eknél nagyobb szá­
mokat. Az

α = <A,B>

tehát oly szám, melyre nézve bármely a — ε-hoz, hol ε 
pozitiv, tartozik oly legelső .¾, melyre nézve:

a — ε≤xjvj
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tehát bármily kicsiny pozitiv ε-hoz tartozik oly N, melyre 
nézve :

a — ε < xn, n > N
következőleg :

lim x,n = a,
azaz: I. Minden korlátosán növekvő számsornak van limese.

Hasonlóképen: II. Minden korlátosán csökkenő számsor­
nak van limese.

Ha a számsor nem korlátosán növekvő, hanem korlát­
lanul, akkor a fentebbiek alapján azt mondjuk, hogy

lim xn = -{- oo,

ha pedig korlátlanul csökkenő, akkor

lim xn =— ∞.
2. Pl. Ha

*=√A,BJ
s ε1, ε2, ... a pozitiv számoknak oly csökkenő sora, melyre 
nézve:

lim εn = 0.

és az (a — εl∙ιa-ε1∙+1) intervallum egyik raczionális száma ai∖ 
az (α-j-εl∙ψlj α-J-εf) intervallumnak egyik raczionális száma bi 
akkor nyilvánvaló, hogy az a1, ai, ... oly korlátosán 
növekvő —, b1, bi, ... pedig oly korlátosán csökkenő 
raczionális számsort alkotnak, melyekre nézve:

lim an = lim bn = v..

Az ai és bi megválasztásában nyilvánvaló tetszőlegesség 
figyelembevételével tehát:

III. Minden
a.==(A,B)

számhoz végtelen sokféleképen alkothatunk oly monoton 
növekvő, vagy csökkenő raczionális számsorokat, melyek 
mindegyikének a limese a..

Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 2



18 A LIMES FOGALMÁNAK ALKALMAZÁSA A HATVÁNYRA.15. A limes fogalmának alkalmazása a hatványra.Ha d oly szám, melyre nézve:l÷d>0,akkor az (1 -j- d)2 1 -f- 2 degyenlőtlenség mindkét oldalát szabad megszorozni 1 -j- d-vel, miáltal nyerjük, hogy(l-¼d)8>l ÷3d + 2d2, tehát (14^d)8> 1 4~3d.Általában, ha (1 + φn-ι>,l + (∏-l)d, akkor mindkét oldalt 1d-vel szorozva, (n — 1) d2 elhagyá­sával nyerjük, hogy (l + d)∏>l + ∏d. I.Ha már most α>l, tehát
a = 1 + d,hol d positiv és A tetszőleges nagy pozitív szám, k pedig oly pozitiv egész szám, melyre nézve: 

akkor az I. alapján:
ak > A. 1-Legyen már most xi, ... a raczionális számoknak vég- , nélkül növekvő sora, akkor minden Zc-hoz tartozik oly A7, melyre nézve: iT∏ kiha n>A7, következőleg (13. § VI.) 

axn↑> aks így az 1. alapján: A,ha n>Aτ, azaz:
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Ha a > 1 és x1, τ2, ... a raczionális számoknak végnélkül 
növekvő sora, akkor

lim aXn — oo. II.
tehát

lim a~Xn = 0. III.

A III. még ebben az alakban is fogalmazható:
Ha a <Z 1 pozitív szám s x1, τ2, ... a racionális számok 

végnélkül növekvő sora, akkor

lim aXn = 0. IV.

Ha tehát x1, x2, ... a raczionális számok oly korlátosán 
fogyó sora, melyre nézve

lim ~ = + oo, lim xn = 0,

akkor bármily egynél nagyobb szám legyen is a, mindig 
számtalan sokféleképen meghatározhatunk oly tetszőleges 
kicsiny pozitív ε számot, melyre nézve:

l+≡<α,∙
A II. alapján tehát a-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb 

zi-re:
1

(l+ε)^>α,
azaz:

OXn — 1 <- ε
tehát

liιnua'" = l.

Mivel ily módon lim aXn is egyenlő az egységgel, azért:
Ha x1, x2, .... a raczionális számoknak oly tetszőleges sora, 

melyre nézve:
lim xn — 0,

akkor minden pozitív a számra nézve:

limαxn = l. V.

Ezek után könnyű lesz már az irraczionális kitevőjű hat­
ványt is definiálni. Legyen ugyanis (A,B) a raczionális

2*
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számokra alkalmazott Dedekind-íele szelet és az általa 
definiált szám legyen a; c pedig egy az egységnél nagyobb 
szám.

Ha már most A egyik tetszőleges száma a, B-é pedig b, 
akkor c« alatt azt a számot értjük, mely a ca számok egyi­
kénél sem kisebb, a cb számok egyikénél sem nagyobb.

Mivel a
. cb — ca== ca (cb~a — 1)

az V. értelmében minden e-nál kisebbé tehető, azért leg­
feljebb csak egy oly szám lehet, mely a definiczióban fog­
lalt föltételeket kielégíti. De ilyeh szám létezik is. Ugyanis, 
ha A' halmazba sorozzuk a ca-knál nem nagyobb reális 
számokat, a többieket pedig a B' halmazba, akkor világos, 
hogy (A',B') olyan reális számokra vonatkozó Dedekind- 
féle szeletet alkot, melyben A' tartalmazza az összes ca, 
B' pedig az összes cb számokat (13. § VI.); az általa definiált 
szám tehát kielégíti a definiczióban foglalt föltételeket és 
mivel csak egy ily szám van, azért

c« = (A', B').

Ha tehát αl, α2,... a monoton növekvő, b1, b2, ... pedig 
a monoton fogyó számoknak oly sora, melyre nézve:

lim αn = lim btl = <×, 
akkor

lim can = lim cbn = caι. VI.

Világos,, hogy ez a tétel akkor is érvényes, ha c az egy­
ségnél kisebb pozitív szám, ami különben defmicziónk 
csekély módosításából is nyilvánvaló.

16. A logaritmus fogalma.
Ha c pozitív számra és β > 1 számra nézve a reális szá­

mokat oly módon osztjuk két halmazba, hogy A-ba soroz­
zuk azokat az a számokat, melyekre nézve a βα számok 
nem nagyobbak c-nél, a többieket pedig ß-be, akkor vilá-
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gos, hogy (A,B) oly Dedekind-féie szeletet alkot, melyben 
A tartalmazza azon összes a számokat, melyekre nézve:

βα<c,
B pedig azon összes b számokat, melyekre nézve:

βz,> c.
(13. § VI. 15. §) Az

(A,B) = v,

tehát oly szám, melyre nézve βx egyik βα számnál sem kisebb 
s egy β6 számnál sem nagyobb. De mivel βb — βα miitden 
s-nál kisebbé tehető s így csak egy oly szám lehet, mely 
egyik ß“-näl sem kisebb*s egyik'(3b-nél sem nagyobb s mivel 
βα-n kívül c is ily szám, azért

βα = c.
Az

alapján gondolatmenetünk β<l pozitív számokra is érvé­
nyes. Ennélfogva:

Ha β az egységtől különböző pozitív reális szám, c pedig 
tetszőleges pozitív reális szám, akkor mindig van egy, de 
csakis egy oly reális szám, a, melyre nézve:

βa = c.

Ezt a reális a számot c∙nek β alapra vonatkoztatott loga­
ritmusának nevezzük s így jelöljük:

α = log c.
ß

17. A reális számhalmaz néhány tulajdonsága.
I. Ha α1∙<β1 és a2<ζβ2 poziiiu reális számok, akkor

ax «2 < βl β2∙

Ugyanis, ha al és a2 rendre az (α1, β1), (α2, β2) intervalla-



22 A REÁLIS SZÁMHALMAZ NÉHÁNY TULAJDONSÁGA.mok egy-egy belső raczionális számát jelölik, akkor a szorzat definicziója értelmében:αl a2 ≤ ai a2 *≤ βl β2∙Mely egyenlőtlenség tételünket is nyilvánvalóvá teszi.Ha pedig α2 = β2 = α s a-∣-ε't>a racionális szám, akkorbármily kicsiny ε'-ra.∙ «i a < fll (a ε'),tehát a1 a <≤ a1 x.Éppen így, ha a — ε < a racionális szám, akkor bármilykicsiny ε-ra.∙ .öl (* ~ ≡) < βl α,tehát
a1χ <≤ β1 a,következőleg:II. Ha a1<≤β1 pozitív számok s x tetszőleges pozitív szám, 

akkor a a1 <ζ a β1.III. Ha a<β póz tiv számok, akkor mindig van oly n po­
zitív egész szám, melyre nézve:

n a>> β.Ugyanis a az a-nál kisebb, b pedig a ß-näl nagyobb raczionális pozitív számok, akkor van oly pozitív egész n, melyre nézve: (1. § III.)
n a >> b.Ámde a II. szerint n a < n x, tehát
n x >∙ β, azaz:IV. A reális számok szintén Archimedes-féle rendszert 

alkotnak.Ha x < β pozitív számok s a az (a, β) intervallumnak egy belső raczionális száma, akkor, ha pl. a nem teljes n-edik hatvány, az
1 £ 1a” < an < βnegyenlőtlenségből következik, hogy:



LIMES-MÓDSZER. 23V. A reális számhalmaz bármily intervallumában van 
irraczionális szám.

18. Limes-módszer.Azt az eljárást, mellyel az xn θs yn számok között levő relácziókat kiterjesztjük azok limeseire is, limes-módszernek nevezzük.Mindenek előtt megjegyezzük, hogyhalim xn = x, •akkor ez azt jelenti, hogy minden pozitiv ε-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re ∣.τn — .r∣<≤ε, azaz:
x — ε <≤ xa < x -∣- ε.1. Ha lim an== a, lim bn = b, akkor bármily kicsiny pozitiv ε-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re:

c I c« —y<«n<« + p

következőleg:
a-∖-b- ε<an-[-bn<a-[-b-∖-ε, tehát lim (αn —bli) -a-∖-b, azaz: lim (αn -j- b1i) = lim an -j- lim bn. I-2. Ha limαn = α és lim Z>n = Z> pozitiv számok, akkor minden az egységnél kisebb pozitiv ε1-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re:

a — ε1 <≤ an <C a -j- ε1,
b ε1 bll b —j— ε1,azaz:

a b — (α + b -j-1) ε1 < an bll < a b -j- (α -j- +1) ει∙Mely az
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εχ a 4~ b -∣-1feltételnek megfelelően a következő alakba írható:

következőleg : ab - z<^anbn<iab -\-z, lim (αn bn) = lim an lim bn. II.3. Ha lim an = a > 0, akkor minden pozitív ε1-hez tar­tozik oly N, melynél nagyobb n-re:
a — ε1 < an < a -j- ε1,tehát

Ámde _1_
a ÷≡1 Cin1 __ 1 ε1α÷≡ι~ a (α-f-ε1)α,

Azért, ha 1 = 1 J______ ≡1___
a — ε1 α~1-(α — ε1)α'ε1 a 2ε

a (a — ε1) ε, £1 1 a s’akkor még inkább
következőleg:
s ⅛y

---- —----< ε, α(αψειP '-----εa
£ 1
ciii ar 1 1hm — = ∏------ .an hm an III.4. Ha b pozitív szám nagyobb az egységnél és Iimon = α, 

n pedig az ε1-hez tartozó A-nél nagyobb pozitív egész szám, akkor « — ε1 <≤ an <≤ a -I- ε1, tehát
ba~z<ban<'ba + ∖
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Ha már most

akkor

LIMES-MÓDSZER.

b~** 1 _ — 1__ -
ε . ε2 ba'

' b“ ~Wa

föntebbi egyenlőtlenségünk a következő alakot

ba-ε<ban<ba-↑-ε,

Miért is 
ölti:

honnan:
∖imban=bvιma'∖ IV-

Következmények:
a) Legyen

ban = cn, ba = c.
Következőleg:

an = log cn, α = logc. 
b b

Ámde
lim log cn = lim an = a = log c = log lim cn. 

b b b
következőleg:

lim log cn = log lim cn. V.
b b

Evidens, hogy a IV. és V. alatt levő tételek az egységnél 
kisebb pozitív b<Z-re is érvényesek. A levezetésben csak 
a IV-ben áll be igen csekély módosulás.

b) lim log an = lim α log cιn — a log lim an,
b b b

tehát az V. alapján:

log lim a* = log (lim an)a, 
b b

azaz:
lim αiαi = (lim αn)α. VI.

c) lim log α∩n= lim (αn log an) = lim v.n ■ log lim an,
b b b
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tehát
log lim α∏n= log (hm α∏) im αn, 

b b
azaz: ..

lim‰n=(limαn)lιmαn. VII.

19. Határpontok.
Az (α1, ai,...')-H számhalmazt korlátosnak mondjuk, 

ha elemei oly intervallum tagjai, melynek határai véges 
számok.

Ha H korlátos halmaz, akkor mindig van oly β szám, 
mely H egyik tagjánál sem kisebb s a H minden tagjánál 
nagyobb számok egyikénél sem nagyobb. Az ilyen β számot 
a halmaz felső határának nevezzük.

Ugyanis, ha a reális számokból oly (A, B) Dedekind-féle 
szeletet alkotunk, melyben A tartalmazza a H nem minden 
tagjánál nagyobb számokat, B pedig a többit, akkor nyil­
vánvaló, hogy halmazunk felsó' határa

β=<A,BΛ

Éppen így H halmaz alsó halára oly a szám, mely H 
egyik tagjánál sem nagyobb és H minden eleménél kisebb 
számok egyikénél sem kisebb.

20. Limes superior és limes inferior.
Ha a 7∕==(α1, α2,...) végtelen sok reális számból álló 

halmazra nézve az összes reális számok halmazát oly 
(A,B) Dedekind-féle metszéssel szeljük, melyben B tartal­
mazza mindazokat a reális számokat, melyek után //-nak 
csak véges számú tagja van, A pedig a többit, akkor az

α = <A,B>

szám, ha az A-nak legutolsó eleme, akkor igaz, hogy utána 
Hr-nak még végtelen sok eleme van, de bármily kicsiny 
pozitív ε-ra, α-J-ε már B-nek eleme, tehát utána H-nak csak 
véges számú eleme van.
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Ha pedig a B-nek legkisebb eleme, akkor igaz, hogy utána 
a H halmaznak csak véges számú eleme van, de bármily 
kicsiny pozitiv ε-ra a— ε már az A eleme, tehát utána H-nak 
már végtelen sok eleme van.

Az ilyen a számot a H limes szuperiorjának nevezzük. 
Jellemző tulajdonsága, hogy bármily kicsiny pozitiv ε-ra 
a — ε után H-nak még végtelen sok—, de α-j~ε u^n m^r 
csak véges számú eleme van, tehát az (a — ε, <χ-]-ε) inter­
vallumban a H halmaznak végtelen sok eleme van.

Ha pedig H-ra nézve oly Dedekind-féle metszéssel szeljük 
az összes reális számok halmazát, melyben A tartalmazza 
mindazokat a reális számokat, melyek előtt H-nak csak 
véges számú eleme van, B meg a többit, akkor ha az

α=√A,B>

szám az A tagja, akkor igaz, hogy előtte a H halmaznak 
csak véges számú tagja van, de bármely kicsiny pozitiv ε-ra 
α-j-ε már a B tagja, tehát előtte a H halmaznak már vég­
telen sok tagja van. Ha pedig α a B tagja, akkor igaz, hogy 
előtte H-nak végtelen sok tagja van, de bármily kicsiny 
pozitiv ε-ra a— ε már az A tagja, tehát előtte H-nak már 
csak véges számú tagja van.

Az ilyen a számot H limes inferiorjának nevezzük. Jel­
lemző tulajdonsága, hogy a — ε előtt H-nak csak véges számú 
—, de α-j-≡ előtt már végtelen sok tagja van; követke­
zőleg az (a — ε, a -j- ε) intervallumban H-nak végtelen sok 
tagja van.

A limes superior és inferior jelölésére a következő szim­
bólumokat alkalmazzuk:

lim sup αn = a,
lim inf an = a.

Ha tehát H-nak lim inferior ja és limes superiorja rendre: 
a és z, akkor az (% — ε, ä-|—s) intervallumon kívül, hol ε 
tetszőleges kicsiny pozitiv szám, H-nak csak véges számú 
tagja van.

Ha H-ra nézve:
Ä = a = a,



28 A LIMES LÉTEZÉSÉNEK SZÜKSÉGES ÉS ELÉGSÉGES KRITÉRIUMA.akkor H-t szabályos halmaznak, a-t pedig H limesének nevezzük s így jelöljük: lim αn = a.
Ha tehát a H szabályos halmaz limese a., akkor, bár­

mily kicsiny pozitív szám legyen is z, az (a — z, a-4~ε) inter­
vallumon kívül a H halmaznak csak véges számú tagja van.

21. A limes létezésének szükséges és elégséges kritériuma.Ha az αi, aa,... végtelen számsornak van limese a, akkor bármily kicsiny pozitiz ε-hoz tartozó A'-nél nagyobb pozitív egész n-re s minden pozitív egész /c-ra:
tehát

j αn 'j-ιι + k I <C ε∙ I.De ez a föltétel a konvergencziának elégséges feltétele is. Mert ha az I minden pozitív egész ∕√-ra teljesül, akkor az 
(gn — ε, all -∣- ε) intervallumon kívül végtelen számsorunknak csak véges számú tagja van, tehát úgy a limes superior, a, valamint a limes inferior, a ebbe az intervallumba esik, de ekkor ä — α <≤ εbármily kicsiny pozitív ε-ra, tehátä = a = a.Ezen az alapon aztán kimondhatjuk a következő, Cauchy - tól eredő tételt:

Az α1,α2,.. .végtelen számsor konvergencziájánakszükséges 
és elégséges kritériuma, hogy bármily kicsiny pozitív z-hoz 
tartozó N-nél nagyobb pozitív egész n-re s minden pozitív 
egész k-ra teljesüljön az
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feltétel.1. Pl. Legyen I y-n a-n + k I <C εadva a következő számsor:e0 = 1, e1 = 1 + ^, e2 = 1 + J, + 2∣,.... e7l = 1 + + 2j +. •. + ^∣,akkor
en+k-en = (n 1) i [1 + πψ2÷' ’ ’+ (n ^Γ~(n + k).tehát

en+k - en < (jfΞp1y i [1 ÷ yzψi + (∏ + ip ÷ *, * ÷ (∏ + l)fc-Jvagy 1_p , 1 1~(n÷>en + k e∏<<χnψ1)! ______ ’
n -plkövetkezőleg: eπ + λ-en< — • —rAmiből nyilvánvaló, hogy monoton növekvő sorunkra nézve bármily kicsiny pozitív ε-hoz tartozik oly Λτ, melynél nagyobb egész zz-re s minden pozitív egész Á’-ra:

Cn + k C∏ <C a∙Sorunknak tehát van limese; ha ezt e-vel jelöljük, akkorlim e,l = e, •mely tényt így is jelöljük:e = l÷l÷2j÷yi÷∙∙∙÷}7!÷∙∙∙ IL s e-t a II. alatt levő végtelen sor összegének nevezzük. Azt a logaritmusrendszert pedig, melynek az alapszáma e, 
természetes logaritimisrendszer-nek nevezzük s jelölésére a következő szimbólumot használjuk:log a = lcι. 

ec-nek egyik közelítő értékee = 2718281828459045...



30 A LIMES LÉTEZÉSÉNEK SZÜKSÉGES ÉS ELÉGSÉGES KRITÉRIUMA.2. PL Legyen adva a következő számsor:
n = l, 2, ...Mivel

__  -∣ - ∖(R∙~H 1 I 1 1ε∏ + ⅛ J Jn -f-∙ ∙ ∙^τ-(j2-∣-A∕ ’ (n -∖-k)n+kés /n-j—2c∖ 1 1\ r ∕(∏4-∕√)r <r!,hol ;■ 77-j-^-nál nem nagyobb pozitív egész szám, azért.1 , 1 , 1 - . 1 ε''+t<ι+π+π+∙∙∙+(F+⅛)7>azaz: εn 4- k <C 4- k ∙ <CTehát a monoton növekvő (22. § 3. pl.) ε1, ε2, . . . végtelen számsornak van limese, mely nem lehet e-nél nagyobb.Másrészről i 1 ∕∏4-Zc∖ 1e"+*>1 + ( 1 + π )(Kψ*p1és p +M__ 1____ i (↑_____ 1 A (i__ r— Λ∖ r J(n-∖-k)r r!∖ n-∖-k)' n-}-kΓ
i = 1,2,..., n,tehát minden pozitív egész 72-re:lim ε∏4-⅛>>14- -, azaz: X lim ε∏ + ⅛>en.Tehát az ε1, ε2,... végtelen számsor limese nem lehet kisebb, mint e, de mivel nagyobb sem lehet, azért lim εn = ey azaz:Ha n mindig pozitív egész marad, akkorlim (1 + 1 Yl=e, HL

\ n)



A LIMES LÉTEZÉSÉNEK SZÜKSÉGES ÉS ELÉGSÉGES KRITÉRIUMA. 31Ha már most x1 x2,... végnélkül növekvő számsor, akkor bármily nagy szám legyen is xn a 14. § IV. szerint mindig van oly k egész szám, melyre nézve:
k<xn<k-^l,tehát ∕ l∖fc + 1 / 1 ∖χn ∕ 1 1 ∖fc(1+-7-) >(l + -> > 1 + ∕~li •\ A / V Xn' \ Á-Pl/Ámde a 15. § II. szerint:/ 1 ∖fc / 1 \ lim (1 -j- -j-1 (1 + ∕ I — e, 

k=+<Λ 1 kJ \ 1 kJ/ 1 ∖*÷i∕ 1 ∖-1lim (1 H~ , , 11 11 + . i 11 = e,k=+oΛ l A4-1/ V l k-∖~∖J következőleg: lim fl ) n = e. a.)
∖ X∏ /Mivel 

azért lim fi — J-) Xn = e, β,>
X ∙*zn∕Ennélfogva az a.) és β.) alapján:

Ha | x11, | x21, ... a monoton növekvő számoknak oly sorar 
melyre nézve: lim | xn | = ∞, akkor lim fl —— j n =e. IV.∖ l xnJHa — =επ, akkor tételünk ily alakot ölt: 

XnHa | ει M ε2J> ∙ ∙ ∙ a monoton csökkenő számoknak oly sorar 
melyre nézve: lim j εn | = 0, 
akkor 2.lim (1 -j- ≡∏)εr, = e. V.



32 CAUCHY LIMES-TÉTELEI.A 15. § V. alkalmazásával, ha a IV. és V. mindkét olda­lának természetes logaritmusát vesszük, a következő téte­leket nyerjük: lima,∙,,∕(l + l )=1, VI.lim xn I — oo.lim 1H÷ ⅛ = 1 viiεnlim I εn I == 0.Bármilyen az egységtől különböző pozitiv szám legyen is a, mindig van oly αn, melyre nézve:1 4- ≡n — cιsin; l (1 -j- εn) — xn l a, hol lim I an | szintén nulla, következőleg a VII. alapján :Gα'l   1 ∏m---------~ = la, VIII.α,llim i απ I = 0.Végül bármily nullától különböző reális szám legyen is a, mindig van olyan an, melyre nézve:(l+εn)∙ = l + α,1j∣Z(l+εn)=Z(l + αn),hol lim I εn ∣-nel lim j an | is nulla.következőleg a VII. alapján:lim<1 + n">^-1≈α, IX.
Unlim I an I = 0.22. Cauchy limes-tételei.I. Ha vi, v2, ... a számoknak monoton növekvő oly sora, 

melyre nézve limι>n = ∞, akkorlim⅛=⅛ιt," + *~⅛ I.
vn vn + l-vn,

föltéve, hogy az egyenletünk jobb oldalán levő limes létezik.



CAUCHY LIMES-TÉTELEI. 33Ha a jobb oldalon levői limes értékét zj-vel jelöljük, akkor a bármily kicsiny pozitiv ε-hoz tartozó N-nél nagyobb pozitív egész n-re s minden pozitív egész z-re:
g~εtehát Un 4- i Un + i — 1ZZ/i -[- i----Vn 4- i — 1

k k *
(g— ε)∑ (pil-∣-1' — Vn-∖-i — i) ∙≤-< (ZZn-∣-t — ZZ∏-j-j — t) < (^, + c) ~<(z,∏-∣-i∙ — — i).Í=1 í=l 1 = 1Ebből pedig:

9 —ε V∏ -|- k UnEnnélfogva bármily kicsiny pozitív ε-rar
9 —ε lim⅛-*<<z-∣-εjk=∞ υn kmely egyenlőtlenség már igazolja tételünketII. Ha a monoton fogyó v1,v2,... számsorra nézve lim- nn = 0 és limnn = 0, akkorlim —=limtln n"+1, II.

Vn Vn Vn _|_ i
föltéve, hogy az egyenletünk jobb oldalán levő limes létezik-Ha egyenletünk jobb oldalán levő limes értékét ismét g-vel jelöljük, akkor a fönntebbi gondolatmenet alapján nyilvánvaló, hogy minden pozitív egész k-ra:

Un Un-∖-k ig — ε <----------— < g 4- ε.
υ vll-vn+kA lim ιιn+k és lim zzn_|_A-ra vonatkozó föltevésünk alapján tehát bármily kicsiny pozitív ε-hoz tartozó 2V-nél nagyobb pozitív egész n-re:

Evvel aztán tételünk is nyilvánvalóvá vált.1. Pl. Ha un==α1 + .. .4-α∏, vn= n és lim an = a, akkor az I. szerint: 1. iZ1-1—. ∙ ∙-1- U∏ 1∙ -»hm —------- 1---- = hm an== a. 1.nSuták : A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 3
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tehát
lini

n

lim γaλai...an — lim an = a.

Az njl -— esetre a 3. következővé lesz: τl-l

lim y 7.n = lim 
αn — 1

a) ⅛y ha y.n = n, akkor

tehát

lim—^-=1, 
≈π -1 

n— 
hm \ n = 1, a).

vagy

b) Ha

lim — = 0.
n = ∞

n! . ,
αil = -, akkor

lim ~n = lim
an-i

1 1
e ’

tehát
r 1 7hm — 1/ n l

li∙=l
e b).

c) Ha pedig α1
11' , akkor

i+i = 9 2n —1 
α∏ n 4-1

1

tehát

vagy

1 ^ 1
lim7Γj∕ (π+l)(^ + 2)...2n = -

1. \^U flim------ —
1Í/
n. V n!

j.
e c).
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2. PL Legyenιzn = la4-2α4-. . .4-nα, p,l = ∏a + ∖ a +1 > 0»
következőleg:⅞+1-⅝, = (1+⅛)ay" 4(ι+L)'+1-ι],
tehát (18. § IX.)

1 1
3. PL Legyen ιιll = 1 4- — 4- ... 4- ~ j Vn = l n.

Következőleg:

^n + l Un 1
υ∙'+1 - - '(1+i)+'(1+4)", 

ennélfogva:
lim u"^t^1~u,l= 1

Pn+1 — vn
tehát

De ebből még korántsem következik, hogy a számláló 
limese egyenlő a nevező limesével. Ugyanis a 15. § I. szerint :

honnan

tehát

3*
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Éppen így ztι<ι

n n1/ 1 ∖ nHonnan í 1-[-— I -nel való szorzással nyerjük, hogy

Az a) alapján pedig :
(π + 1)< 1 + ^2^ + • • • + “?következőleg a1,a.i,... monoton csökkenő pozitív számsor, tehát van limese; a'1, a'2, ... pedig monoton növekvő szám­sor, melyre nézve: lim a'n = lim απ.
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A lim α71-t nevezzük Mascheroni-i'6↑e számnak, vagy Euler- 
féle konstansnak ; közelitő értéke :

lim an = c = 0 * 5772156649015328.

23. Alkalmazás a pozitív tagú sorokra.
A végtelen sorok s szorzatok elméletét később mutatjuk 

be; a jelen esetben megelégszünk a közöltük fogalmaknak 
s tételeknek segítségével a pozitív tagú sorokra vonat­
kozólag nehány fundamentalis fogalom 5 tétel bemutatásával.

Ha az ¾,⅛... pozitív számok és

s∏ = ιιi -j- u.i +... 4- an, 
továbbá,

s = lim sup sll = s = lim inf s,1 = s ≠= oo, 

akkor a 00
∑ lln = Ul -}- U2 ^⅛^ ∙ . ∙H- ii∏"⅛^ • • • 

1

pozitív tagokból álló végtelen sort konvergensnek, és s-t a 
sor összegének nevezzük. Ha pedig

S = oo,

akkor a sort diver gens-nek, ha pedig

s == s,

akkor oszcillálónak mondjuk.
Ha Σ ιιll és Σ vll pozitív tagú sorokra nézve:

lim sup —∙l- = H, 
Vn

hol H véges szám, akkor bármily kicsiny pozitív szám 
legyen is ε, mindig van oly N, melynél nagyobb n-re:

Un < (H 4- ε) Un.

Ebben az esetben ∑u,i-t ⅛ majoransának nevezzük. 
Ennélfogva Σ un mindig konvergens, ha valamelyik máj or ansa 
is az, és ha Σ un divergens, akkor minden majoransa is az.
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Λ = Iiminf-= Z∕=limsup-, (∕∕=oo)Un Vnakkor minden ε-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb zz-re: 
un <X (H -j- ε) vll, 
Un > (Ä — ε) υn.Ebben az esetben, ha H zérustól különböző véges szám a két sort egyenlő rangúnak mondjuk, tehát az egyenlő rangú sorok egyszerre konvergensek, vagy divergensek.Ha 77 = 0, akkor ∑zzπ-et alacsonyabb rangú sornak mond­juk. Ha Σ vn konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az ala­csonyabb rangú Σ un jobban konvergál, ha pedig ∑zzπ diver­gens 5 Σ un is az, akkor azt mondjuk, hogy Σ ιιn kevésbbé divergál, mint Σ vn, vagy pedig Σ vll jobban divergál, mint Σ vll.I. Az 1-p.τ4-ir24-... i.pozitív tagokból álló végtelen sorra nézve legyen 

akkor 1 — x 'következőleg, ha x < 1,
ha n>⅛⅛

Tehát az~l -j-rr-j-'x2 -j-.. . pozitív tagokból álló végtelen 
sor konvergens ha x < 1, az x > 1 esetben pedig sorunk diver- 
gencziája evidens.II. Ha az I. és a

cc

— Un — Uo -j- U1 .
n = 0pozitív tagokból álló végtelen sorokra nézve:lims up — = H,



ALKALMAZÁS A POZITÍV TAGÚ SOROKRA. 39vagy, mivel n nlim sup \ H=lim inf y H== 1, 
nr--lim sup ∣∕ u∣l — .r.akkor x -|- s-nál csak véges számú nagyobb ∣∕ ιιn van, tehátΣ ιιn konvergens, ha x < 1; ellenben x — e-nál végtelen sok 

nr—nagyobb yun van, tehát:A Σ ιιn pozitív tagokból álló végtelen sor konvergens, ha
n∕-—lim sup y ιιll < 1,

divergens, ha n _lim snp y ull > 1,
eldöntetlen, ha n lim sup y un =±1.Ezeket a kritériumokat nevezzük Cuc/zy-féle konvergen- 
czia-kriteriumoknak.III. Ha a —, —, ... sor limes superior]a g, akkor a tet- u0 u1szó'leges kicsiny pozitív ε-hoz tartozó N-nél nagyobb n-re:

⅛±l<s + ε,...,-⅛<s + ε. 
Un ZZn + k-íHonnan összeszorzással s gyökvonással n k ‰i<⅛^+≈)∕⅛⅛;ebből pedig nyilvánvaló, hogy

n — —lim sup ↑∕ utl ≤ g. 1.Ha pedig az ll-, sor limes inferiorját g-vel jelöljük, zz0 zz1akkor az előbbivel azonos gondolatmenet a következő tételhez vezet: hm mi y un ≥ g. 2.



40 ALKALMAZÁS A POZITÍV TAGÚ SOROKRA.Ha már most az 1. és 2-t egybevetjük a Cauchy-íé\e konvergenczia-kriteriumokkal, akkor a következő d’Alambert- féle konvergenczia-kriteriumokat nyerjük.
Ha a ∑un pozitív tagokból álló sorra nézve:lim sup -ii1 = g ∏m jnf Eξ+2 = g

1 lln j Un

akkor ∑un divergens, haÍZ>1,
konvergens, ha

g<Λ, 
eldöntetlen, ha

g≤i, 9≥1-1. PL Ha α1>>α2 két a (0,1) intervallumban levő szám és
2n 2 n +1 iizjo , ιi2 n -∣-1 — 5 cikkor<7 = ∞, # = 0;a sor mégis konvergens, mert

n — lim sup y ull = α1 <≤ 1.IV. Könnyű igazolni a következő Kunimer-tól származó konvergenczia-kriteriumot is:
Ha Σ ιιll pozitív tagokból álló sorra nézve létezik a pozitív 

számoknak oly a0, a1, a.2, ... sora, melyre nézve:lim inf (an  ----- an +1 ) = gA> θ5∖ un+ι /

akkor Σ un konvergens, ha pediglim sup (all ----- an +1 ) == g < 0,∖ u∏+ι /
akkor Σ ιιn divergensi ha Σ is az.Ugyanis az első esetben a pozitív ε-hoz tartozó A'-nél nagyobb n-re :

Un un an -j-1 ull 1 (g ε) un 1, 3.



ALKALMAZÁS A POZITÍV TAGÚ SOROKRA. 41tehát az a0 u0, a1 u1, a2 ιι2 ... pozitív számsor csökkenő s így van limese; az(α0 u0 — α1 ιι1) -J- (αi u1 — a2 ιι2) -|-. . . -f- -1 ‰ -i-an un) =
n

a0 ιz0 — a,l un > (g ⅛ ε) Σ ui í=0egyenlőtlenség tételünk első felét igazolja. Szabad volt ugyanis az általánosság rovása nélkül feltételezni, hogy a 3. már az n = O-tól érvényes.Ha tételünkben a második feltétel teljesül, akkor azonos gondolat alapján nyilvánvalóvá válik, hogy a0 u0, a1 u1 pozitív számsor monoton növekvő; ha tehát számsorunk alsó határa h, akkor az 1"">λ⅛egyenlőtség alapján nyilvánvaló tételünk második részének a helyessége is.így an == 1 esetre a Kummer-íé\e kritérium a d’Alambert- félét szolgáltatja.Az an — n esetre pedig a következő Ilaabe-íé\e konver- genczia-kriteriumot nyerjük.Σ un pozitív tagokból álló sor konvergens, halim inf n ------ 1) >> 1,
∖Wn+ι 7

divergens, ha lim sup n í—2'1--------1) < 1.
1 ∖u∏+ι 7Az an==n l n esetre pedig a következő konvergenczia-krite- riumhoz jutunk:∑un pozitív tagokból álló sor konvergens, halim inf I ni——-----1) — 111 n ζ> 1,L ∖∏n + ι 7 J ’divergens, ha lim sup ∣fi(zz~" — 1 j — 1 ∣ I n <, 1.V. Végül még a divergens sorok származtatására vonat­kozó következő tételt mutatjuk be:



42 ALKALMAZÁS A POZITÍV TAGÚ SOROKRA.

Ha a pozitív tagokból álló

—+-1-+∙..«1 «2
végtelen sor divergens s 1 . ,1σn —-------- p . . . -j-------- .

a1 an
akkor az -1- + -—F∙∙ •

il1 ÍZo Gj 

végtelen sor is divergens.Ugyanis, ha
Sn =------ -j~ • . . 4~O1σ1 1 αnσ,1-akkor ./ 1 . , 1 \ 1 1 σn

S∏ -}- k $n I p • • • “j-------------- ; I------------- -----1------------------- •Wn 4-1 an k ∕ fj∣ι -∣- k fjn-^kAmi már tételünket igazolja, mert hiszen, ha 7√-t elég nagynak választjuktetszőleges kicsinnyé lesz s így nem <>n4-Jcteljesül a konvergenczia szükséges kritériuma.Ugyancsak tételünkből következik a
β∕ι σnsor divergencziája is.Ha már most megfontoljuk, hogy (19. § I.)

li⅛jh≡≈= Hm= lim∕(l - -l-)~
∙^n Slι Sn — 1 ∖ σn∕

4.

í — I"!akkor nyilvánvalóvá válik, hogy a 4. av 1
(-In lsorral egyenlő rangú, tehát ez is divergens.



ALKALMAZÁS A POZITÍV TAGÚ SOROKRA. 43Az 5. n első tagjának összege (a) szerint olyan rangú, mint I sn, tehát mint ZI σn = I2 σll s így av JΩjι <7n I fjn l~, Gllszintén divergens. Ennélfogva:
Ha a pozitiv tagokból álló 

V 1

an
sor divergens és

akkor a

v 1 v L v 1 v _____
rhι On <jn I Gn al-i G∣l I Gll ∕j σn alι Gll I Gn . . . fi' <7zl

sorok mind divergensek.2. Pl. így az l + l + l + ...sor divergens, tehát divergensek a következő sorok is:

konvergens, ha a.

2Z2÷3Z3÷4Z4÷'",—1------ 1------ 1_____ l_3Z3P3 ' 4∕4∕24^3. Pl. Ha 1⅛ = -- a-. nakkor / u ∖ ∖( l∖α 1lim n I — ------1) = lini n 111 -1—) — 11 = z.∖∏n + l / IÁ ‘ IV JTekintettel tehát a 2. pl.-ra és a Raabe-fé\e kritériumra: V 1 
", id>1, divergens, ha z≤l.



44 ALKALMAZÁS A POZITÍV TAGÚ SOROKRA.

4. Pl. Legyen
∑ ull = Σ--------x.

nα (lnfí

Megfontolva már most, hogy a 3. feladatban alkalmazott 
limes képlet szerint:

(1+^)x=1 + h+s" lim⅛ = 0
és hogy a 22. § a) képlete szerint:

—7--- =14--.— θn<l,hmθn = l,in 1 ii hi ' “ >

következőleg (21. §. IX.):

s ⅛y

[⅛ + lp M . .. ..
(⅛)i ⅛n + i^, l,m^--0

⅜
n (ιz 1) = a ÷ , -i + ε,n hm ε'π = 0.

\^n 4-1 /

Ha tehát α≠l, akkor

s így sorunk konvergens, ha α >> 1, divergens, ha α<l. 
Ha pedig α=l, akkor

limΓnM½--l)-l]z∏ = β, 
L ∖Lln + ι J J

tehát α = l esetben sorunk konvergens, ha β> 1 s divergens 
ha β≤l. (2. pl.) Ennélfogva:

v__ 1
^jnα(Zn)β

konvergenczia-kriteriumai:
α >> 1 konvergens,

_ 1 f ß -> 1 konvergens, 
(β 1 divergens,

a < 1 divergens.
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5. Pl. Ha
un _ nk-∖-y nk~ 1.

un+1-nk4-βnfc-1-j-. . . ’

akkor
lim n (——---- 1) = y — β,

Vu∏4-ι /
következőleg sorunk konvergens, ha y — β > 1, divergens, 
ha y — β < 1; ez a Gűtuss-féle kritérium.

6. Pl. A
v , í % ∖∏1 n! I — 1\ n ]

sorra nézve:
lim⅛≤ = Iim7-≡- = ≡.

"" (1+0 e

tehát sorunk konvergens, ha x < e, divergens, ha x > e.

Az x = e esetben is divergens, mert akkor —-Ü- állandóan 

nagyobb egynél.

Tehát, tekintettel még a 2. feladatra, sorunk konvergens, 
ha .r>l, divergens, ha r<l.

7. A v n!(x, 4-1).. .(.τ-∣-n)sorra nézve: limn f——----- l) = αλVtZ∏-∣-l /
24. A függvény fogalma.

Ha a reális számok egy tetszőleges módon definiált A 
halmazának minden x eleméhez valamely eljárással mellé­
rendelünk egy, de csakis egy számot y-i, akkor y-t x egy- 
értékü függvényének nevezzük, s jelölésére a következő 
szimbólumot használjuk:

y=f(χ) 1∙
Az A számhalmazt f(x) értelmezési —, az y számok



46 A FÜGGVÉNY FOGALMA.alkotta B számhalmazt pedig f (x) értéktartományának nevezzük.Általában, ha a reális számokból alkotott (rr1, it,2,..., rrn) n-est az n dimenziós tér, ⅛ egy pontjának nevezzük s P-vei jelöljük, és az n dimenziós tér, Rn meghatározott módon definiált P pontjai A halmazának minden eleméhez előírt módon mellérendelünk egy, de csakis egy y számot, akkor y-t a P pontok egyértékű függvényének nevezzük s szim­bolikusan így jelöljük:
y=f(P), II.vagy pedig n változós függvénynek mondjuk s így jelöljük:y=∕(<r1,¾,.∙ ∙,*n). in.A halmazt itt is f(P) értelmezési tartományának, az y számok alkotta B halmazt pedig j\P) értéktartományának nevezzük. Az n — 1 eset az I. Matt definiált függvényhez vezet.Ha ß-ben minden szám véges, akkor a függvényt véges­

nek, különben nem végesnek mondjuk.Ha B felső határa H, az alsó meg, h és ezek mindegyike véges, akkor a függvényt korlátos —, különben korlátlan változásának mondjuk.1. Pl. A legyen, 0 kivételével, a véges reális számok halmaza; akkor az 
egyenlettel definiált függvényre nézve y véges függvény; értelmezési tartománya, B, zérus kivételével tartalmazza az összes véges reális számokat és

H= -j- ∞, h — — ∞;tehát függvényünk korlátlan változású.2. Pl. A álljon azon (rr1, x2) pontokból, melyekre nézve 
x1 és x2 végesek és x1=≠=x9. Ekkor az1 y =---------x1 — x2függvény oly véges függvény, melyre nézve:



A LIMESFÜGGVÉNY FOGALMA. 47

II = -j— CO, h =-- OO •tehát korlátlan változásit; értéktartománya pedig a zérus kivételével tartalmazza az összes véges számokat.Az n dimenziós Rn térben (α1, b1), (αa, b2)..., (an, bn) nyílt intervallum alatt azon (x1, χ∙2, ..., τn) pontok halmazát értjük, melyre nézve:<C ∙t i bi.) ... , αn x∏ ba.Ha az intervallum olyP(x1,.. .,xu) pontokból áll, melyekre nézve Uχ ≤ .11 ^≤ Z>i; . . . , a,l <C xn ≤ bn,akkor az intervallumot zártnak mondjuk. Két pontnak, 
P(rr1, ...,xn) és ()(ι∕1, .. .,yn)-uak; távolsága alatt értjük a pozitív előjellel vett

r = \(X1 — t∕l)a ÷ ∙ ∙ ∙ + {χn — Un)2 
mennyiséget.A megjelöltük fogalmak bevezetésével könnyen ki lehet a következő' fejezetekben az egy változós függvényekre megállapított tételeket n változós függvényekre is terjeszteni.

25. A limesfüggvény fogalma.Legyen f(x) értelmezési tartománya az (a, b) intervallum, tehát A = (a, b). 1.Legyen továbbá δ1, δ2, ... a pozitív számoknak oly mono­ton csökkenő sora, melyre nézvelimδn = 0. 2.Ha már most A egyik pontja x és az (x — δi, x-∣-δi)*)  intervallumban a függvény értékkészlete oly Bi halmazt
*) A jeleztük intervallum helyett az általánosabb (x — δt∙, x — δ∕) 

is vehető, liιn δ∕ — 0.



48 A LIMESFÜGGVÉNY FOGALMA.alkot, melynek felső határa Hi, az alsó pedig hi, akkor világos, hogy
hi≤f(x)≤Hi, 3.és H1, H2, ... egy sohasem növekvő, Λ1, h2 ... pedig egy sohasem csökkenő számsort alkotnak; mindkettőnek van tehát limese, ha ezeket rendre H(α,), h (.τ)-nek nevezzük, akkor világos, hogy

h (.τ) ≤ f (τ) < H (x). I.Az ily módon definiált H(x) és h (rr)-et rendre f(x) felső és alsó limesfüggvényének, a H(x)-h(x) függvényt pedig ∕ ór) oszczillácziós függvényének nevezzük.
f(x)-et az x helyen folytonosnak mondjuk, ha ezen a helyen az oszczillácziós függvény értéke nulla, azaz, ha az I. szerint:

h (a;) = fix') — H (x).A limes fogalmából tehát nyilvánvaló, hogy ha f(x) az 
x helyen folytonos, akkor bármily kicsiny legyen is , a 
Hi, hi számpároknak csak véges számú tagja lehet az(∕ (#)--- ⅛-5 ∕(∙1') + ⅜)intervallumon kívül, ami más szóval azt mondja ki, hogy minden ε-hoz tartozik oly N, melynél nagyobb n-re:

Hn-hn<ε.Ha tehát x' és x" az ily n-hez tartozó (x— δπ,τ-j-δπ) intervallum két tetszőleges eleme, akkor!∕(.r')-∕∙Cr")j<≡∙δn helyett δ-t mondva, kimondhatjuk a következő tételt:
Ha fix) az x helyen folytonos, akkor bármily kicsiny 

pozitív ε-hoz tartozik oly δ, melyre nézve az (x — δ,a'-∣-δ) 
bármely két számára x' és x"-re:i∕M-∕∙M∣<-
vagy, ha x" helyett az x-t vesszük∣Λ*)-∕W<≡-



ZÁRT INTERVALLUMOKBAN FOLYTONOS FÜGGVÉNYEK. 49Ha az (x —δ1∙,χ∙-δl∙ + 1), vagy (x -∣-δ,f +1, x -∣-δl∙) interval­lumok valamelyikének xi egyik eleme, akkor világos, hogy 
x1, x2, ... oly egészen tetszőleges számsor, melyre nézve:lim xn = x.A föntebbi jelöléseinkhez ragaszkodva: xn tagja (x— δ, 
x -∣- δ)-nak, tehát ∖f(x)- ∕M∣<ε.azaz: Ha f(x') az x helyen folytonos, akkor minden oly 
xl,x2, ... számsorra, melyre nézne Iirnτ,1 = ,r,

limf(xn)=f(x).

26. Zárt intervallumokban folytonos függvények.Az előbbi fejezet jelöléseit megtartva Hi— hi-t nevezzük 
f(x) (x — δ,∙, X -(- δi) intervallumra vonatkozó oszczilláczió- 
jának.I. Ha az (a,b) zárt internáltamban f(x) minden x helyen 
folytonos, akkor (a, b) felosztható oly interuallumokra, melyek 
mindegyikében f(x) oszczillácziója kisebb, mint a tetszőleges 
kicsiny pozitin ε.Ugyanis ha (a,b)-t n egyenlő részre osztjuk, s az emlí­tettük felosztás nem lehetséges, akkor az n részintervallum legalább egyikében a függvény oszczillácziója nagyobb mint ε. Ha egy ilyen részintervallum (α1, bi) s aztán erre alkalmaz­zuk ugyanezt az eljárást, akkor eljutunk oly (α2, b3) inter­vallumhoz, mely (α1, ∕>1)-nek zi-ed része és melyben a függ­vény oszczillácziója nagyobb mint ε. Eljárásunkat tovább folytatva eljutunk az (α1, b1). (α3, b2), ... intervallumok oly sorához, melyre nézve:lim αl∙ = lim bt — ‰hol a föltétlenül (a, b) eleme, mivel (a,b') zárt, s a melyek mindegyikében, tehát minden (αl∙, bl)-ben a függvény osz­czillácziója Hí — hi nagyobb s-nál, ami azt mondaná ki, hogy föltevésünkkel ellentétben ∕(.τ) az a helyen nem folytonos.Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 4



50 ZÁRT INTERVALLUMOKBAN FOLYTONOS FÜGGVÉNYEK.Következmények:1. A zárt (íz, b) intervallumban folytonos és véges ∕(α'> korlátos változású.Ugyanis,ha az a.x1,.. .,xn-t,b pontok az intervallumot oly n részre osztják, melyek mindegyikében, a függvény oszczillácziója kisebb, mint ε, akkor ha íz helyen a függvény értéke f(a):

∙f∖d) — ε < f(xi) < f (íz) + ε,Éppen így:
f{x1) -Z<J (¾) < f(xι) + ε>tehát /(a) — 2 ε < ∕(τa) < f (íz) + 2 ε.Általában: /(íz) -iε<f (xi) < f(a) + z ε.Ha tehát x az (xi-i,xi) intervallum eleme, akkor∕(xl∙ _ 1) — ε < ∕(λ') < /(xi -1) + ≡, következőleg: /(íz) — z ε <∕(τ) <∕(iz) + i ε;ami már tételünket igazolja.2. Ha f(x) az (a,b) zárt intervallumban folytonos és vé­

ges, akkor minden z-hoz tartozik, oly δ, melyre nézve, hai 
x' és x" (a,b^) oly két tetszőleges helye, melyekre nézve:∖x'-x" <δ,akkor ∕(χ')-∕(χ")∣<ε.Ugyanis, ha az ∣-hez tartozó részintervallumok leg- kisebbiké sem hosszabb 3-nál, akkor, ha x' és .i'"-re nézve:

j a∕ _ x" i < δ,az I _ ∕(χ") ] mindig kisebb mint ha x' és x" ugyan­azon intervallum tagjai s kisebb, mint ε, ha szomszédos intervallumok tagjai. Mivel több eset nem lehetséges, tehát tételünk igazolást nyert.A függvényeknek tételünkben kifejezett tulajdonságát
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egyenletes folytonosságnak nevezzük, mely fogalom beve­zetésével tételünk így is fogalmazható:2. A zárt intervallumban folytonos és véges függvény 
egyenletesen folytonos.II. Ha f(x~) az (a, b) zárt intervallumban folytonos és 
véges, továbbá f(a) és f(b) ellenkező előjelűek, akkor az 
(a, b)-ben van legalább egy oly x hely, melyre nézve /(a) — 0; az ily helyet a függvény zérushelyének nevezzük.Ha pl. f(b) pozitív s (a, b) azon pontjainak az alsó ha­tárát, melyekben a függvény pozitív .τ-szel jelöljük, akkor az (;r —δ, x -j- δ) intervallumban bármilyen kicsiny is δ, vannak pozitív és negatív függvény értékek, tehát h(x) és II (x) ellentétes előjelűek. Ámde a folytonosság következtében

h(x)=f(χ) = H(x'),ami csak úgy lehet, ha
∕(.τ) = 0.Következmény:3. Az (íz, b) zárt intervallumban folytonos és véges ∕*(x} 

felveszi (a, b)-ben az [t(b),ffbf∖ számközben levő minden 
értéket.Ugyanis ha c egy ilyen érték, akkor/(a) -- c és f(b) — c ellen­tétes előjelűek, tehát van (íz, Z>)-ben oly x helv, melyre nézve:

∕(,τ) — c = 0.III. Minden a zárt (a, b) intervallumban folytonos és véges 
függvény értéktartománya tartalmazza az értéktartomány 
felső- és alsó határát, H-t és h-t is. Ez a tétel Weierstrass- tól ered.Ugyanis, ha az I. tétel bizonyítási módszerével konstruáljuk pl. azt az (iz1, b1), (zz2, δ2), ... intervallumsort, melyekre nézve» lim íz,- = lim b, — x,s a melyek mindegyikében a függvény értéktartományának felsőhatára /I, akkor a függvény folytonossága következtében

Λ(α)=∕(α) = H(α) = tf,ami bebizonyítandó volt.
4*



52 AZ ÖSSZETETT FÜGGVÉNY FOGALMA.Teljesen azonos gondolatmenettel a f (P) több változós függvényhez is konstruálhatjuk a felső- és alsó limesfügg­vényt H(P)-t és h (P)-t; értelmezhetjük a folytonosságot s bizonyíthatjuk be az I. és III. tételt és a Il-nak megfelelő következő tételt: Ha f(P) az (α1, b1), ... (an, bn) zárt intei- 
vallumban folytonos, véges s értelmezési tartományának 
két P1 és P. helyén ellentétes előjelű, akkor minden a P1 
és P>-i összekötő s az értelmezési tartományban levő görbén 
van oly pont, mely a függvénynek zérus helye.

27. Az összetett függvény fogalma.Ha az IZ1 — U1 (.1’1, • • ■, a?n). . . ∙, ‰ ‰ (>l∖j . . ., .1 ∏) 1 •függvények közös értelmezési tartománya A, akkor A min­den pontjának megfelel az m dimenziós tér egy Q(μ1, .. .,un,) pontja: ezek a Q pontok az m dimenziós tél ben egy /> ponthalmazt alkotnak. Ha mát most azy = f(ιiι, .∙.5Un) 2∙a B ponthalmazban értelmezve van, akkor azt mondjuk, hogy y az αr1, ..'.,α⅛ változók összetett függvénye és értel­mezési tartománya A.Ha már most A P(ar1,.. .rτn) pontjában az 1. alatt levő függ­vények mindegyike folytonos s a B megfelelő Q (u1,..., uιn) pontjában az y is folytonos, akkor minden ε-hoz tartozik minden ε,-hez oly δ, melyekre nézve:I f(tt'1, . . ., «'m) —f(lh, ■ ∙ ∙, M I < ≡' 3∙I ui (.τ'1, . . ., X-'n) — Hi (A, ∙ ∙ ∙, ⅛) ! < £'’ 4∙(i = l,I x'i — Xi I <C δ. 5.(i = l,2, ...,n)alatt levő egyenlőtlenség a következő alakba is

oly ε' es
ha
ha

A 3. írható:



A FÜGGVÉNYEK OSZTÁLYOZÁSA. 53lim∕,(u'1,..., u'nι) = ∕(lim ιι'1, .. .,lim ιι'm). 6.melynek specziális esetei a 15. §-ban megállapított limes­tételek.Pl. Ha B két pontját összekötő s B-t át nem lépő görbe egyenletei
ul = ιιi (o.j, .... um = um (x) *)s a görbe mentén y u1,.... um-nek folytonos s véges függ­vénye, természetesen az x = a,y = b határpontokat is bele­értve, akkor ∕,(ιz1, ..., um) az (a, b) zárt intervallumban x folytonos s véges függvénye, miáltal az előbbi fejezet végén közölt tétel nyilvánvalóvá vált.

28. A függvények osztályozása.Ha cι0, a1,....an adott reális számok s y-t, mint x függ­vényét az
y = a0 xn -J- a1 xn -1 4- .. 4- ctn 1.egyenlet definiálja, akkor y-t x raczionális egész függvé­

nyének nevezzük.Két raczionális egész függvény hányadosát raczionális ■ 
törtfüggvénynek mondjuk; általános alakjuk tehát_ α0 x" 4- a1 x" -1 4- ... an

' b0 xm-∖-b1x,,t-l-∖- .. ∙4-Z>√Ha pedig a0 (x), ..., an (x) x raczionális egész függvényei s y-t, mint x függvényét az<∕0 (χ∙) y" 4- a1 (x) y-14- ... 4-αn (.r) = 0algebrai egyenlet definiálja, akkor y-t x algebrai függvényé­nek nevezzük és pedig n értékűnek, ha n az a legalacso­nyabb fokú raczionális függvényű együtthatókkal biró algebrai egyenletnek a fokszáma, mely definicziójául szol­gálhat, vagyis amelynek megoldását képezheti; így a raczio­
nális függvények egyértékű algebrai függvények.*) A görbét természetesen olyannak tételezzük, hogy annak mentén 
m (oj-ek x folytonos függvényei legyenek.



54 A FÜGGVÉNYEK OSZTÁLYOZÁSA.A nem algebrai függvényeket transczendens függvények­nek nevezzük. Ilyen az
y = exfüggvény, melyet exponencziális függvénynek nevezünk. Értel­mezési tartománya A = (— ∞, ∞) alulról zárt s felülről nyilt intervallum s értéktartománya B==(0, ∞) alulról zárt s felülró'l nyilt intervallum. Mivel B minden y helyének is megfelel A-ban egy, de csakis egy x hely, azért x is y egy- értékű függvénye, melyet az exponencziális függvény inverz­

függvényének mondunk, logaritmus függvénynek nevezünk s így jelölünk: rr = Zι∕, •vagy pedig a jelölések megváltoztatásával
y = lx. 4.Az

y = (sin x, cos x, tg x, ctg x, sec x, csec rr) 5.függvényeket trigonometriai, vagy genioometrikus függvények­nek nevezzük.A sinus függvény értelmezési tartománya A = (—oó, -p00) nyilt tartomány, értéktartománya pedig a B==(—1, -|-1) zárt intervallum.Mivel A .T 2 k π, π — x 4- 2 k - (a)∕c = 0, + l, + 2, ...helyeihez B-nek ugyanazon y helye felel meg, azért ha az (a) alatt levő halmazt röviden rr-nek nevezzük, akkor A minden x halmazának megfelel B-ben egy, de csakis egy y elem, s ha megfordítva B minden y eleméhez mellérendel­jük a megfelelő x halmazt, akkor világos, hogy az x halmaz 
y függvénye, melyet sin.r inverz-függvényének mondunk, arcussinus y-nak nevezzünk s így jelölünk:

x = arc sin y.Az arcsin y tehát már nem egyértékű függvény, hanem végtelen sokértékű, amennyiben minden y-hoz végtelen sok



A FÜGGVÉNYEK OSZTÁLYOZÁSA. 55elemből álló halmaz tartozik. Ezt a függvényt még így is jelöljük: Az y-nak megfelelő végtelen sok érték közül ki­választjuk azt, mely a ζ- J 0 zárt intervallumba esik s nevezzük ezt az érléket ar0-nak, akkor világos, hogy #0, azaz:#0 = ar sin yy-nak egyértékű függvénye s ha y leírja a (— 1,1) inter­vallumot akkor xλ leírja a (~ 23 2∖) intervallumot; ezt az #0 egyértékű függvényt nevezzük a teljes arcussinus függ­
vény egy ágának. Könnyű belátni, hogy az arcussinus függ­vény többi ága ,ro-t0I csak π egész számú többszöröseiben különbözik egymástól, tehát egy tetszőleges ág

x0-f-k~ = arc sin y,
Ha Ä = l, akkor a (— 1,1) értelmezési tartománynak meg­felel a értékkészlet, melyet a függvény ^-től kezdverendre felvesz, ha a változó 4- 1-től visszamozog — 1-be; a k — 2-nek megfelelő értékkészletet ζ3yj^θ-t pedig ^y-tól kezdve akkor futja át, ha a változó — 1-től visszarezeg -j- 1-be stb.Ha tehát a változó a zérus ponton (— 1,1) elongacziójú regzést végez a függvényérték pedig a rezgésnek megfelelően mindig egy irányba mozog, akkor minden félrezgésben a függvény leírja egy-egy ágát.Megjegyzem, hogy a függvényág definicziójául alapul vehettük volna az (kπ— A,π-J-τθ intervallumot is.Hasonló diszkussziókat végezhetünk a többi trigono­metriai függvényre is, melyeknek inverz-függvényeit általáno­san cziklometrikus függvényeknek nevezzük. Jelöléseink mó­dosításával tehát cziklometrikus függvényeink a következők: 

y =(arcsinrr, arc cos#, arc tg#, arc ctg a?, arc sec a?, arc csec.r) VI.Ha az y-t definiáló egyenlet y-ra már megvan oldva,



56 A FÜGGVÉNY FOLYTONOSSÁGÁNAK MEGSZAKADÁSA VALAMELY PONTBAN.

akkor ι∕-t x expliczit-, különben impliczit függvényének ne­
vezzük. Az expliczit függvények általános alakja tehát

az impliczil-eké pedig
φ (x, y) = 0.

29. A függvény folytonosságának megszakadása 
valamely pontban.

Ha f(x) az x — a helyen többféle határértékhez közeledik, 
vagy pedig teljesen határozatlan, akkor azt mondjuk, hogy 
a függvény az x = a helyen szakadásos, vagy pedig hogy 
a folytonossága megszakad.

1. Pl. Legyen 1
f(x) = ax~a. α>>l.

Könnyű meggyőződni, hogy ez a függvény az x = a helyen 
nem folytonos, azaz: ∕(α-j-Λ) nem közeledik határozott 
értékhez, ha Ti-val a zérus felé közeledünk. Legyen ugyanis,. 
1 1 iih ——, akkor

n / 1 \
lim ∕ I a -j---- 1 = lim an = ∞.n — x ∖ Cl ∕ n=oo

ha pedig h = — * , akkor

lim fia----—) = lim a~n = 0,
n=∞ ' Cl J nz=x

mely egyenleteket röviden így is írhatjuk:
∕∙(αψθ) = ∞,
∕*(α-0) = 0,

tehát / (x’)-nek az x = a helyen két értéke van, ennélfogva 
nem folytonos.

2. Pl. Ha pedig
∕,(x) = sin-,

akkor mint kimutatjuk ∕(τ) az .r = () helyen minden értéket



A FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA. 57felvehet —1 és -j-1 között s így ∕(rr) az .r = O helyen teljesen határozatlan. Legyen a oly szám, melyre nézve teljesül az 
feltétel és legyen n egész szám, továbbá_ 1 

x~tlnπ-∖-dtehát lim x = 0
n = ∞minden oly zz-ra nézve, mely kielégíti a fentebbi egyenlőt­lenséget. Ennélfogvalim f{x) = lim sin (2∏π -j- a) = sin a.

X = 0 71= XMinthogy zz-t változtathatjuk — ζ-tol -J-^-ig, ennek meg- 
— 4felelőleg sin a, tehát lim∕ (.r) is, -1-től —{—1-ig minden értéket x = 0felvehet.Hasonlóképen találjuk, hogy sin.r az ,r= ∞ helyen, cos — az ír = 0, cos a? pedig az x = oa helyen vehetnek föl —1 és -(-1 között minden értéket.

30. A függvények ábrázolása.Ha a függvény értelmezési- és értéktartományának össze­tartozó pontjainak megfelelő értékeket derékszögű x és y koordinátákul tekintjük, akkor a két tartomány összes össze­tartozó helyeinek megfelel a derékszögű koordinátarend­szerben egy-egy pont s az ezen pontok meghatározta geo­metriai helyet, vagy görbét a függvény geometriai képének, magát a függvényt definiáló egyenletet pedig a görbe egyen­
letének nevezzük.1. Pl. az

y = avfüggvény geometriai képét hatvány görbének nevezzük, a 3. ábrán látható két hatványgörbe az egyik az íz > 1, a másik



58 A FÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA.az a < 1 esetét tünteti fel, a szerkesztést arra az esetre végeztük, midőn ti = 2 és midőn a = |.2. PL az y = logrr 
afüggvény geometriai képét logaritmusgörbének nevezzük. A 4-ik ábrán két logaritmus görbe látható, az egyik az α>l, a másik azα<l esete számára, a szerkesztést arra esetre végeztük, midőn a = 2 és midőn tι = ∣.3 Pl. az

y = sin Xfüggvény geometriai képét sinusgörbének nevezzük. Ábrá­zolása következőképen történik: az egységsugarú kört (5. ábra) Ao ponttól kezdve osszuk fel igen kis részekre, úgy hogy ezeket igen nagy megközelítéssel egyenes vonaldara­boknak tekinthetjük. Legyenek az osztáspontok rendre A1, A2, As, . . ., As s vonjunk ezekből az x tengelyre merőle­geseket s mérjük azután az Ao A1, A1 Aa, . . . , A7 A8 ívdara­bokat sorban egymás mellé koordinátarendszerünk x ten­gelyére a kezdőponttól számítva (6. ábra) s az így nyert 
B1,B2,. . . , ö8, pontokban emelt merőlegesekre mérjük rá az A1, A2, . . . , As pontokhoz tartozó merőlegeseket, ezek vég­pontjait összekötő görßevonal lesz a sinusgörbe O-tól y-ig terjedő része, ugyanilyen a π-tol —-ig terjedő része. A 6. ábra különben világos képet nyújt a sinusgörbe menetéről.Hasonlóképen szemléltetik a 7., 8. és 9. ábrák rendre a 
tangens-, cotangens- és secansgörbéket.A 10., 11. és 12. ábrák pedig rendre az arcsinus-, arcus- 
tangens- és acussecuns-görbéket.Az arcusfüggvényeknél az értelmezési- és értéktartomány­nak azt a részét, melyben ezeket a függvényeket egyértékűek- nek tekintjük az ábrázolásban vastagabb egyenessel, a meg­jelelő görberészt pedig vastagabb vonallal jelöltük.4. Pl. Az i

y-ax~a
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függvényt, ha a >> 1 és α = — a 13. ábra szemlélteti, honnan 

világosan látható, hogy x = a. hely a függvénynek szakadásos 
'P0∏tja.

II. EGY VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK DIFFEREN- 
CZIÄLHÄNYADOSA.

31. A differencziálhányados fogalma.

Ha az x pontban folytonos f(x) függvényre nézve a 

limZ<Ξ±⅞→⅛)

határérték véges és meghatározott, akkor azt mondjuk, hogy 
f(x) az x pontban differencziálható s a felírt határértéket 
az / (ír) függvény differ encziálhányadósának nevezzük.

Bonaventura Cavalieri (1598—1647) «Geometria indivisibi­
libus continuorum nova quadam ratione promota 1635» czímű 
munkálata, Roberval (1602—1675) hasonló szellemű kutatásai. 
FERMAτ-nak (1601—1665) a maximum és minimum (1629) meg­
határozására, valamint az érintó'k megszerkesztésére vonat­
kozó módszere, BARROv-nak (1630—1677) a FERMAT-féle mód­
szer tökéletesítésére vonatkozó kutatásai — úgyszólván — 
logikai következményként vonták maguk után a differen­
cziálhányados fogalmának felfedezését. Newton (1642—1727) 
és Leibnitz (1646—1716) egymástól teljesen függetlenül fedez­
ték fel ezt az új fogalmat. Csakhogy míg Newton 1665-ben 
kezdi új módszerét kifejteni s alkalmazni, addig Leibnitz csak 
1675-ben; de míg Leibnitz munkálata «Nova methodus pro 
maximis et minimis itemque tangentibus etc.» már 1684-ben 
megjelenik, addig Newton-ó «Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica» csak 1687-ben.

Newton a differencziálhányadost a függvény fluxiójának 
nevezi, később Lagrange «Traité des fonetikus analitiques 
1797» a függvény leszármazottjának, vagy derivált függvé­
nyének mondja és ∕v(x)-el jelöli.



60 FOLYTONOS, DE NEM DIFFERENCZIÁLHATÓ FÜGGVÉNYEK.A differencziálhányados jelölésére kényelmesebb módot: használunk. Legyen ugyanis
.v =∕^G0;

h helyett írjunk ∆x-t s nevezzük ezt a változó növekményének, ha ennek megfelelően az ij függvény ∆y-al növekszik, akkory + Ay=/(x’ + Ax),∆z∕=∕-(χ + ∆x)-∕,(χ).A differencziálhányadost értelmezi a következő egyenlet n1. ∆17 ,. ∕,(x4-∆x)-f(x)hm -√l = hm ——-—λ-———. A∙r = 0 &X \x = 0 ∆.lHa a zérusra való átmeneteit úgy jelöljük, hogy Δ helyett. 
d-t írunk, akkor

djL
dx

tehát

dim Λ*+M-fl*)
A∙τ = 0 Ax-Lagrange jelölése értelmében tehát

Átjelzés Leibnitz-íőI ered, s helyette Lagrange jelölése szerint y'-t is használunk.
dx és dy tehát minden határon túl kisebbedő végtelen, kicsiny mennyiségek szimbólumai és dx-et á változó-, dy-i pedig a függvény differencziáléjának nevezzük, minthogy

dy = f,(x}dx,tehát a függvény differencziáléja egyenlő a differencziál­hányados s a változó differencziáléjának szorzatával.
32. Folytonos, de nem differencziálható függ­

vények.Ha a függvény az x helyen differencziálható, akkor ezen, a helyen folytonos is. Ugyanisr ∕∙(x+Λ)-∕,(x) .hm ——1—-—- = ∕ (λ,).
h=0 Ü
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hol ff(x) véges s meghatározott érték, tehát
lim f{x 4- A) —∕^(rtj = lim fr (.τ) h = 0, h = 0 h=oazaz: 

lim f (χ -∖-h) = f (x), 
h=0

mely egyenlet éppen a függvény folytonosságát mondja ki.
Azonban, ha az f(x) függvény valamely helyen folytonos, 

ebből még nem következik, hogy ezen a helyen egyúttal 
differencziálható is.

Pl. Legyen 1
f, . e*-1y = = ,

ea4-l
ez a függvény az x=0 helyen folytonos s zérussal egyenlő, 
de azért ezen a helyen még sem differencziálható.

Legyen ugyanis h pozitiv szám, akkor 
limμ⅛+⅛)-Λ*)i =lim X≤= 
h=0l Λ Jx = 0 h = 0 A

eh-1 es

[fix—h) — f(x) 1 1. e71-1 .hml—---- . I =hm —-1-------=— 1.
∕ι=ol —n J.r = 0 ∕1=o -A ,

e h4-l 
l'ehát a

lim = lim∕> + δ^)- 
Λχ=o Aj: ^.τ==o A;r

határértéknek az x — 0 helyen két értéke van és pedig

és

ennélfogva függvényünknek az x = 0 helyen nincs differen­
ciálhányadosa.

Azonban oly függvény is van, mely a folytonosság tarto­
mányának egyetlen helyén sem differencziálható. Ilyen az

y = f (■*) + H∞ ~~ sin (2αZ>)'l x n — ∞ ti
α>l
b>l



62 DIFFERENCZIÁLHÁNYADOS FOLYTONOSSÁGÁNAK MEGVIZSGÁLÁSA.függvény, mert ha f\x) valamely tartományban folytonos,, akkor y is az, mindazonáltal y f(x) folytonossági tartomá­nyának egyetlen helyén sem differencziálható, daczára hogy /’(ír)-nek ezen tartomány minden helyén van differencziál- hányadosa, ugyanis: lim-^=∕⅞r)4-lit∏ I j^a,∙=0 Ax=≈0 L
X≈ = 0

1 sin (2ab')n(x-∖-Δx')- sin(2α⅛)n.τ n=∞ nπ ∆.r J. 2 cos (2α⅛)" 2,r ÷to sin (2ai>)"
lim⅛------------S---------- -∣l=∞ U J,Haakkor limúx=2js,w’r δ∙z∕ hm -τjz7 ^x=0 &X
f'(x)-[-lim ∣2n cos (2αZ>)nx1 sin bn],

minthogy lim (cos (2αb)n x1 és lim sin bn a 1 és — 1 között n = ∞ n = ∞minden értéket felvehetnek, azért lim 4*- a ψ ∞ és — ∞ kö- 1χ,r=0 ^ Xzött minden értéket felvehet.33. A differencziálhányados folytonosságának megvizsgálása.Ha f(x) az (a, b) tartományban folytonos és differencziál- ható, abból még nem következik, hogy a függvény diffe- rencziálhányadosa ebben a tartományban szintén folytonos.. !Legyen pl. 1
f(x) = Xn + 1 sin—,ez a függvény az x == 0 helyen folytonos s differencziálható., ugyanislim oDe mint késó'bb látjuk∕v(*) = (∏ +1) ∙r" sin - Jh- — n cos

z?>0
∕,(χ-∣-∆χ∙)-∕'(τ)∆jr = lim(Mi'sin7⅛ = θ∙



A DIFFERENCZIÁLHÁNYADOS GEOMETRIAI JELENTÉSE. 631ez pedig az n sin ~H^ taS m*att az a? = 0 helyen nem folytonos, tehát daczára, hogy f (rr)-nek az x = 0 helyen van differencziál- hányadósa,mindazonáltal az f'(x) az .r=0 helyenmégsem foly­tonos. Tehát a differencziálhányadosnak valamely tartomány­ban való létezése még nem involválja annak folytonosságát..
34. A differencziálhányados geometriai jelentése.Mielőtt a differencziálhányados geometriai jelentésének megállapításához fognánk, előbb megmagyarázzuk, hogy mit értünk azon körülmény alatt, midőn azt mondjuk, hogy valamely görbének P pontjában határozott érintője van.Ha valamely görbének bármely pontjából magán a görbén bármely pontjába eljuthatunk, akkor a görbét folytonosnak nevezzük. Tehát valamely folytonos görbe P pontjához annak tetszőleges Q pontjából eljuthatunk. Az olyan görbét pedig,, mely több folytonos görbe összetételéből áll több ágú görbé­
nek nevezzük. Ennélfogva valamely több ágú görbe P pont­jához magán a görbén a görbének csak azon Q pontjaiból juthatunk el, melyek ugyanazon az ágon vannak, mint P.

Ha valamely görbe egyik ágának P pontját összekötjük 
ugyanezen ág egészen tetszőleges Q pontjával PQ egyenessel 
s ha PQ egyenes, ha Q ponttal P-hez közeledünk, mindig 
ugyanazt a határhelyzetet veszi fel, bármiként válasszuk 
is meg Q-t, akkor azt mondjuk, hogy a görbének P pont­

jában határozott érintője van és érintőnek azt az egye­
nest nevezzük, melybe PQ az említett határ helyzetnél jut.Ha az ... .y=tWfüggvény az (a, Z>) tartományban folytonos, de azonkívül nem,, akkor ezzel az egyenlettel képviseli görbe folytonos; mert bár­mely P pontjából eljuthatunk annak bármely Q pontjához.Ellenben ha függvényünk az (α1, bf), (α2, b.f,..., (an, bn) különálló tartományokban folytonos, de ezeken kívül nem,, akkor egyenletünk egy n-ágú görbének az egyenlete, mint­hogy egyik tartománynak megfelelő görbéről sem juthatunk, el egy más tartománynak megfelelő görbére.



64 A DIFFERENCZIÁLHÁNYADOS GEOMETRIAI JELENTÉSE.

Legyen már most AB (14. ábra) az egyenletünkkel kép­
viselt görbének valamely ága, P legyen ezen ág egy tetsző­
leges pontja, melynek koordinátái: x, y és egy másik Q 
pontjának koordinátái legyenek: x-∖-Δx, y-}-Δy. Ha a P 
és Q pontokból az x tengelyre vont merőlegesek talppontjait 
rendre P1, Q1-gyel és P-ből a QQi∙re vont merőleges talp­
pontját P-nek nevezzük, akkor

PR = Δx, QR = Δy
és ha

RPQ⅜ = *1,
akkor

Ha már most Q-val P-hez közeledünk á PQ-nak van 
határhelyzete, akkor az α1 szög, melyet PQ az x tengely 
pozitiv felével képez, szintén határozott határértékhez kö­
zeledik, nevezzük ezt z-nak, ebben az esetben azután

.. Ay dyhm = , = tg z.∆χ=o∆,τ∙ dx

Tehát az y = f(x) egyenlettel képviselt görbének P(x,y) 
pontjában van érintője, ha ezen a helyen a függvénynek 
van differencziálhányadosa, mely aztán egyenlő azon szög 
tangensével, melyet ehhez a ponthoz tartozó érintő az x 
tengely pozitiv felével alkot.

Ha tehát valamely pontban határozatlan, akkor a gör­
bének ebben a pontjában nincs határozott érintője. Pl. az 

. 1y = x sin —

görbe keresztül megy az.r = 0, z/ = 0 ponton, de ebben a 
pontban

i- ∆y .. . 1hm ~~ == hm sin -r—,⅛x=o∆x lx=0 ∆x

a mi kimondja, hogy a görbének ebben a pontban nincs 
érintője.
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35. A differencziálhányados mechanikai jelentése.
Ha valamely pont az .r tengelyen mozog, akkor annak hely­

zetét bármely időpontban, /-ben ismerjük, ha -tudjuk, hogy t 
változó tartományának bármely helyéhez az .r változó tarto­
mányának milyen helye tartozik, azaz: ha tudjuk, hogy a- 
milyen függvénye í-nek. Az x és t között levő kapcsolatot fejezze 
ki a következő egyenlet:

X = <p.(t)^

hol φ folytonos és differencziálható függvénye t-nek.
.Jelöljük x pontban a mozgó pont sebességét u-vel, ha t+h 

időben (h>0) a mozgó pont .r1 helyen van és feltételezzük, 
hogy h időintervallumban a sebesség folyton növekedett, akkor 
erre az intervallumra vonatkozó középsebesség

n — A1ZΞ≡ — ψd+h)- φd}
'l h ~' Λ

nagyobb, mint n, bármily kicsinynek válaszszák is /i-t, azaz

υ <vl.

Ha a sebesség t — h időtől /-ig szintén főlytonosan növeke­
dett s /_ h időpontban a mozgó pont x2 helyen volt, akkor a 
h — h, /) intervallumhoz tartozó középsebesség

x — a∙2 _ φ (t) — φ (t—h)
'2 h ----------- λ--------

kisebb, mint v, bármily kicsinynek válaszszuk is h-t, tehát

i υ9< ιx vi,
azaz

<f>(t-h)- <p(t) (β(tA-h)-φ<t)
------ ------------------------- W

de föltevésünknél fogva

Hm ⅛<=!±=J!!LL = ∣inl
Λ=0 —h /1=0 h V u

következőleg:
v — φ'(t∖

Suták:.A diíTvrencziál- és integrálszámítás elmélete. 5
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lia pedig a sebesség t—h időtől i+∕ι-ig folytonosan csökken, 
akkor az (1) egyenlőtlenség helyett a következőt találjuk:

φ (t-~h)j-φ'd) <p(t+Ji) — (2)
----------- —Λ > ^ 71

honnan ismét következik, hogy
v ≡≡ φ'(t).

Ellenben, ha a sebesség /idő előtt fogyó, / idő után pedig 
növekvő, vagy megfordítva, akkor az imént kimutatott tételünk­
nél fogva, ha a /—h es t~⅛^lι időpontokhoz tartózó sebességeket 
rendre υi és υ2-vel jelöljük, akkor

n1=√<∕-/1) I í3)
p2=^'f∕ + ∕l) j

bármily kicsinek válaszszuk is h-t, így tehát /—0 és ∕÷0 idő­
ben a sebességek rendre:

∏m υ1= lim c'(∕—/i),
∕∣=o /1=0
lim p2= lim <√(∕+∕n.
∕ι=o ^ ∕ι=0

De ha bármely /-re nézve feltételezzük, hogy

lim c>'(∕-/i) = lim ^'(∕÷∕ι),
∕l=o ' ∕t=o

akkor azt mondjuk, hogy a mozgó pont sebessége az időnek 
folytonos függvénye, s ebben az esetben a mozgás bármely 
pillanatában
h P=√(t).

Ha azonban feltételünk a mozgás nem minden helyén tel­
jesül, akkor oly helyeken, melyekre az /1) és (2) egyenlőtlen­
ség vonatkozik e>'(7) szolgáltatja a sebességet, de oly helyeken, 
melyekre a (3) egyenletek vonatkoznak csak azt tudjuk, hogy

^>'(∕-0)>a<α,'(∕ +0), 

vagy φ∖t—0)<p>^'(∕÷0),

másrészt pedig, mivel φ függvénynek bármely / helyen van 
differencziálquocziense, azért a középsebességekre vonatkozó 
kutatás alapján a jelen esetre nézve:
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φ(t-h)-φ(t) v (t+h)-φ (t)
—h hvagv

φ(t-h)-φ(t) φ<t+h)-φ<t)
-h <»> hazaz:

<p'(t)>V<φ,(t),vág}’
φ'(t)<v>φ'(t).Egyenlőtlenségeinkből v nagyságára következtetést nem vonτ hatunk. Ámde a középsebességek határértékei azt mondják meg, hogy a pont a (t—0, t) és (t, f+0) időközökben megtett, utat mily sebességgel tenné meg, ha mozgása egyenletes volna, a jelen esetben mindkét időközre nézve a középsebesség φ'<t), tehát a mozgó pont a (t—0, f+0) időintervallumban megtett Utat φ'(t) sebességgel tenné meg, ha mozgása egyenletes volna és ezt a középsebességet nevezzük a t időponthoz tartozó sebes­

ségnek.
Ha tehát az

χ = φ(t)

függvény az időnek folytonos és differencziálható függvénye, 
akkor φ,(t)-t nevezzük mindig a mozgó pont sebességének; s ez 
a definiczió tökéletesen födi is azt a fogalomkört, melyet közön­
ségesen a sebesség szóhoz füzünk, ha φ'(Γ) folytonos függvénye 
t-nek. Ellenben ha φ∖t} oly helyen veszti el folytonosságát, me­
lyen a sebesség fogyásnál növekedésbe csap át, vagy megfordítva, 
akkor csak a minden más esetben bekövetkező törvényszerűség 
analógiája alapján mondottuk ki, hogy φ'(t)∙t ebben az esetben 
is a mozgó pont sebességének nevezzük s ezáltal a sebességnek a 
fogalmát általánosítottuk.

36. Függvény függvényének dilferencziálhányadosa.Legyen valamely (U) tartományban
U≈f(.u)n-nak folytonos s differencziálható függvénye, ezenkívül légyéi
u = φ (x)
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valamely tartományban x-nek folytonos és differencziálható 
függvénye, ha ezen tartomány azon részét, a melynek bármely 
x helyéhez tartozó u benne van az (U) tartományban (√Y)^∏ek 
nevezzük, akkor y (X) tartományban x folytonos és differen­
cziálható függvénye. Legyen ugyanis x az úY) tartomány egyik 
helye a Ax növekménynek feleljenek meg rendre a Jx és J// 
függvény növekmények, akkor

tehát

Jy _ f(u+Au} — f(,ιι> _ f(ιι+Aιι)- fai) _Au
Ax ~ Ax ~ ∆ιι Ax ’

1. Au 1. fai -∖-Aιi) — /’(«) .. Au hm -√- — hm 1-------- r----lδ— hm -r- ,∙dx=O Jiι≈0 ~lu Λ.r-() ^X
következőleg:

dy _ df∖ιι) du

vagy
dx du dx ’

. dt∖ιi) , 
«- du "■

Ha
37. A konstans differencziálhányadosa.

y = t∙,

hol c x-töl független konstans, akkor

tehát

≠ = 0,
Ax

1 im = = 0, (1)^x=0 Ax dx ,

azaz: a konstans differencziálhányadosa zérus.

38. Függvények összegének differencziálhányadosa.
Ha

y—u1 + m24----- Hu,,,

hol ιι1, u2’ ∙ ∙ ∙, u>' #-nek valamely közös tartományban foly­
tonos s differencziálható függyényei, akkor ebben a tartomány­
ban y is x-nek folytonos s differencziálható függvénye. Legyen
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.v ennek a tartománynak valamely helye s a dx növekménynek 
megfelelő függvény növekmények legyenek rendre: Ju1, Ju2,...., 

; dy, akkor
⅛ = ±⅛ ; ⅛ . , jull
dx dx dx -t^''' ^h ’ 

következőleg:.
⅛ = duι > dll2 . u
dx dx ' dx dx ’

vagy
y,= ιι'1 + u,2 + ••• + u'n, (2)

azaz: függvények összegének differencziálhányadosát úgy képez­
zük, hogy az összeg minden tagjának differencziálhányadosát 
képezzük s azután ezeket összeadjuk.

39. Szorzat differencziálhányadosa.
Ha Uj és u2 valamely tartományban folytonos és differen- 

cziálható függvények, akkor ebben a tartományban az

y== ∏ju2
függvény is folytonos s differencziálható, ha x ennek a tarto­
mánynak valamely helye és dx, dui, du2, dy az összetartozó 
növekmények, akkor

dy __ (Ui + dUi)(U2-hdu.2)-Ulll2 du.> . dll, ,
JV “ JV------------= "> + ,⅛~ + J"< ji ’
tehát

dy du2 , du,^~i — — ∏ι ~j ∙ ÷ u2 ,dx 1 dx i dx ’
vagy

, , , I u', u'9∖y =u2ui+uτu2=ulu2 —l + -2- . (3)∖ ui u2 /

Kimutatjuk, hogy ha ebben a képletben mutatkozó törvény­
szerűség érvényes n—1 tényezőre, akkor n-re is érvényes s ezzel 
tételünk általános igazolást nyer. Legyen ugyanis

akkor
(7=u1u2 . . . un-i,

rjf  i ll∙l Uf)
e — ^1^2 • • • 11--------- 1------ . + • • • 4“

\ «1 «2 '

U'n-Í 1

U/.-1 ,
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Továbbá
y= Uun, 

akkor
I TI ( U I ^ll \

!∕=‰(7r+ U/1),

de a Fentebbiek szerint:
Uuu — uiu2 . . . ιιll,

_^ = _u'í + '4 + ...+ «n-J 
U ul u2 uh-a ’

következőleg, ha
y=ιιiu2 . . . uπ, 

akkor
. ∕ ll∖ lí> Un \

y — uiu2 . . . ull - H--- -- + ∙∙∙4------■ 1 2 ∖ ∏l «2 u'< '
Pl. Legyen 

y — (x—ai) (x—a2) . . . (x—an) = fix),

(4)

tehát általánosan:
u.≈χ-a.,
u'i ≈ 1
ιιi ~ X—tí-i ’ 

ennélfogva

y'--=-, (x—α1) (χ-a2) . . . (x-alt) + ~ --- + ∙ ∙ ∙ ÷ ξ eV-- ÍZj eV---OL9
vagy

m = -≡ + l⅛+...+ JM. (5)
' x—tt1 x—a2 x—an

40. Hányados differencziálhányadósa.
Ha a és v valamely tartományban folytonos s ditferencziál- 

ható függvényei .τ-nek, akkor ebben a tartományban azon he­
lyek leszámításával, melyek υu~t-nek e^y-nél alacsonyabbrendü 
zérushelyei, az 

u

függvény szintén folytonos és differencziálható. Ha x a tarto­
mánynak egy nem kiviteles helye; Jx, du, du, dy pedig az 
összetartozó növekmények,, akkor
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∆ιy _ 1 ∕a-∣-Ju u∖ — V
∆x ~ ∆x ∖ v-∖-Δυ v ∕ v(υ+∆υ)következőleg:

, υιι'— ιιυ' 
y = -yr- 6)Mely képlet világosan kimondja a tört diflferencziálhányado- sának képzési törvényét:Pl.

, 1 
y=— -c2^∙

41. A hatvány differencziálhányadosa.Haakkor I/ = X't ,

Jt/ _ (x+∆x)n— xn _ \ X 
∆x ∆x ∆x

xLegyen
∆x
-ir = £’tehát hm s — 0,Xr = 0de a 23. §. (VIII) képlete értelmében:1. (l÷ε)"-1hm -—1—L------- — a,1=o elehát

~y =znxn~x. (7)
dxHa pedig 

y = u'l,hol a folytonos és differencziálható függvénye az x-nek, akkor a 29. §. fejtegetései értelmében:-⅛--nan^1a'. (8)
dx
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1 Pl.
Í/ = Kpaá = [∕'(.r)]-;

ily 1 Γu,l
d∙v 2 j/'to'

2. PL
"-⅛=≡,>

dy _ .f,(x')
d.v ~ [f(.υ)p ’

42. A hatványfüggvény differencziálhányadosit 
Ha

y ~ ex, akkor
Ji∕ _ e∙r+^r- eχ __ ejχ-↑
dx Jx Jx e

a 23. §. (VI) képletének értelmében:

hm-j - =1,∠Z.τ≈O xj∙r
ennélfogva

Ha pedig
y = ax, 

akkor 

ámde a 23. §. (VII) képlete alapján:
ajχ—i 

hm —— = la, ^,τ=0 ∙j∙*
tehát

^=axia. (10)

Ha H folytonos és differencziálható függvénye a>nek és

y =
akkor a 29. §. fejtegetései alapján:

dy .d^ = e"u' dl)
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és ha 
fl ==a", 

akkor
~- = o"ii7α. (12)dx

43. A logaritmusfüggvény differencziálhányadosa.
Ha

H = lx, 
akkor

j /1 ] Λx \ 
dy l (x-hdx)— lx _ 1 \ x / 
dx dx ~ x dx

x
Legyen a rövidség kedvéért

dx---- — £,X
tehát

bin ε — 0, 
√.υ=0

s minthogy a 23. (V) képlete értelmében .

liin Ld±£>= i, 
δ = 0 £

következőleg:
d;/ _ 1
dx x (13)

Ha pedig
i] = log x,

akkor az
Q

log x la . log x lx
x— ao = e a =e

egyenlet altipján
logx= ^Lv,

következőleg:
df∣ _ 1 1
dx la x (14)

Ha u valamely tartományban folytonos és differencziálható 
függvénye x-nek és

i/ == lu

függvény szintén, akkor a 29. fejtegetései alapján:
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Végül ha

dy _ u' 
dx ti

y = log ti,

(15)

akkor
dJL=L"'.
dx la u (16)

PL
y — l (ax+b) 
dy _ a 
dx ax+b

44. A trigonometriai függvények differencziál- 
hányadosa.

. Ha
i/ = sin .r,

akkor
J.r

-⅛ - sin w I j.r ^ - sin .r = s'n, 2 cos (x + -⅛),
Jχ ~ J.v dx \ 2 /

2
megfontolva, hogy

akkor a (18) alapján :

2
tehál

Ha

dy-,-- = cos .τ.dx
pedig

// — sm u,

(17)

hol a

Ha

folytonos és diíTerencziálható függvénye ■

dy', = u cos II. 
dx

már most
y — cos x — sin ( “ — .rj ,

r-nek, akkor

(18\

_ cos 2dx — sin x,

azaz :
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dx és ha akkor y = cos n,

dy i • -v⅛- = — a sin u.
dx

75
(19)
(20)

A törtfüggvény differencziálhányadosának képzési törvénye s az imént talált formulák segítségével találjuk, hogy
_d tg x_ _ 

dx

. sin x d--------cos a; cos2 x + sin2 x 1 (21)
dx ■ COS2 X COS2 X ,

d ctg x . cos.τ d sm x sin2 x+cos2 x _ 1 ,(22)
dx dx sin2 x sin2 x

d sec a? d 1-cos.r »sin x tg x sec x, (23)
dx dx cos2 X

dcsec .r _
dx ~

d sin.r
dx

cos x __ __sin2 a? - ctg x csec x. (24)
Az előbbi fejtegetésekben ismertetett eljárás után találjuk, hogy <∕tg<> = ,_u'____  (2S)

dx cos2 u
d ctg n =_____ιι' • (26)

dx sin2 ud sec ii , . „ ∕97∖----- i------ = u tg ii sec íz. U')*^~f

Pl. d csec ii 
dx

— 11' ctg ti csec ii. (28)
dl sin 11 

dx
. cos u11' —-----sin ti 11' ctg ti,

dl cos ii , sin u----- ------- — — 11'--------- — —
dx cos u u'tgu,

dl tg 11 _ ___u' __ 2ií'
du cos2 u tg u sin 2 a

dl ctg ii _ if______ __ ________2ιι'
du ~ sin2 ii ctg ii sin 2u
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45. Inverz függvények differencziálhányadosa.
A függvények megfordításánál mindig szem előtt tartjuk a 

18. §-ban kifejtett elveket, melyek szerint a megfordítást a vál­
tozónak csak oly tartományára kell érteni, melyben az inverz 
függvény, mint egyértékű függvény jelenik meg.

Ezen az alapon azután könnyű meggyőződni, hogy ha vala­
mely függvénynek van differencziálhányadosa, akkor inverz­
függvényének is van. Legyen ugyanis 

az inverzfüggvény pedig
x = φ<y).

Ha zfa és Jy az összetartozó növekmények, akkor

Jf/ __ f(x+Jx) — f (x)
Jx ” J.r

és
J.r _ φ⅛j + Jy)-φ(y)
Jy ~ Jy

ezen két egyenlet összeszorzásából következik, hogy

J// J.r _ f<χ+Jχ) — f(x) φ(y+Jy)-φ(y),
Jx Jy ~ Jx Jy ~ ’

tehát
.dy dx ,
dχ- ■ ⅛- = ∕(∙∙)∙f,l.V>=l-

Az
f'(χ)ψ∖y) = 1 (29)

egyenlet alapján tehát, ha valamely függvény differencziál- 
hányadosát ismerjük, akkor inverz függvényének differencziál- 
hányadosát is rögtön felírhatjuk.

Pl.
r. . y = evinverz függvényé:

x == ly,
tehát

C^∙)' (Jy}'= 1.

Ennélfogva, ha tudjuk az egyiknek dilTerencziálhányadosát, 
akkora másikét rögtön felírhatjuk. Nevezetesen, ha tudjuk, hogy
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~~~7'

46. A cziklometrikus függvények diíferencziál- 
hányadosa.A cziklometrikus függvények a trigonometriai függvények inverz függvényei. Ha tehát rendre:

y = arc sin x, arc cos .r, arc tg x, arc ctg x, arc sec x, arc csec x; akkor megfelelően:
x = sin y, cos y, tg z/, ctg y, sec z/, csec y.Következőleg: (sin z∕)' (arsin xY = 1, (cos z∕)' (arccos .r)' = 1, (tgz∕), (arctg.τ)' =1, (ctgz∕)'(arcctgx)' = 1, (sec z∕)'(arcsec .τ), =1, (csec yY (arccsccx)' — 1.Ha már most megfontoljuk, hogy(sinμ)' = cos z∕ = V 1—sin2z∕ = Ki— x2,(cos z/)' == — sin y — — Ki — cos2z∕ = — ∖, 1—x2,= ■ ⅛,= 1+'r⅛ =1+≈2'(ctg<∕)' = - s⅛- = - (l+ctg¾) = - (1 +xi),(sec y), = sec y tgy = x Kx2-1,(csec z/)' = — csec y ct^/ = — x V x2-1, akkor föntebbi egyenleteink alapján :



78 A DfFFERENCZIÁLHÁNVADOS ÖSSZEFÜGGÉSE A FÜGG VÉN YNYE⅛.

(arsin x)' — 4 T=≡2 ’ (30)1 (31)l<Xl VA, U⅝ U// ----- /I-#2 ’(arctg x)' — 1 . (32)1 +τ2 ,1 (33)1 X) — 1 ÷ xi ’(arcsec x^)' = 1 (34)x∣Λr2-1 ’1 (35)∖diCCSCCXj —
x V xi—1Ezen egyenleteknek általánosabb alakjai:(arcsinu)' = -7=2≈o-, (36)
V1—n2

u'(arccos u)' =----- γγz÷Γ ’ (37)(arctgu)' = ~1 “ U2 -, (38'(arcctgu)' =------------- í39)(arcsec u)' = ---- - ü (40)n Vu2—1 ’(arccsec u)' = — -—■ (41)ιι∣∕ιι2-l47. A difl’erencziálhányados tulajdonságai.I. Ha y = f(χ) az x helyen folytonos s a1 inj = Iinι ∕⅛∑tA⅛Z [lx) == y/(
létezik, akkor bármely kicsiny pozitív ε-hoz tartozik oly pozitív S. melyre nézve:



a differencztälhänyados tülajdonsaoai.

Ennélfogva ∆n=∕∙'(x) + i'. ∣s'j<ε∙ Ai’ .Ha tehát, ∕*'(.τ) nem nulla, akkor ε-l mindig megválaszt­hatjuk úgy, hogy ~-∣- előjele megegyezzék f'(x) előjelével, mely tényt szimbolikusan így szoktuk kifejezni:sig.^=⅜∙∕''(∙τ). I-
Ha ∕7(τ)>0, akkor f'(x)-t az x helyen növekvőnek — 

ha pedig ∕,(.τ)<0, akkor fogyónak, vagy csökkenőnek 
mondjuk.II. Rolle tétele. Ha f'(x} az (a, b) zárt intervallumban 
folytonos, differencziálhaló és f(d)=f(b)==O, akkor az 
(a, b) intervallum belsejében van oly ξ hely, melyre nézve:∕*'(ξ) = 0. H-Ugyanis, ha ∕*(τ) («, ö)-re vonatkozó értéktartományá­nak felső határa H, az alsó pedig h ésH==Λ = 0. 1.akkor ∕*(.τj és így ∕*'(.τ) is (a, b) minden helyén nulla.Ha pedig pld. H=0. akkor van (a, b} intervallum bel­sejében oly ; hely, melyre nézve:∕(ξ) = H. 2∙Az ilyen ξ helyen ∕v(ξ) föltétlenül, nulla, mert ha nem volna az, akkor nem lehetne az 1. alapján a 2-nek meg- felelő hely.
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II. Lagrange tétele. Ha /’(aj az (</, b) zárt intervallumban 
folytonos és diíTerencziálható, akkor az (a, b) intervallum 
belsejében van oly ς hely? melyre nézve:

r∙ . ∕W-√,(∏) = (∕>-^)∕'(ς). ni.Ugyanis a

φ (.τ)=(b — a) I ,f(.τ) — /’(a)] — (a? — a) [f(b) — f(a)] 

függvényre alkalmazható a Kolle-féle tétel, tehát (a, b) bel­
sejében van oly ξ hely, melyre nézve:

φ'(ξ) = (b - a) ∕7(ς) - [f(b) - f(d)] = 0, 

mely már a Ill-t igazolja. Tételünk az a — x, b-x-}~hi 
ξ-a'-j-OΛ, 0<0∙<1 esetre a következő alakot ölti:

∕(.τ 4- h) - /» = h f'(.τ ψ 0 h. III'.

IV. Cauchy tétele. Ha az (a, b) zárt intervallumban foly­
tonos és differ encziálhatő F(x) és f(x) függvényekre nézve:

F(6)-F(α)≠0,

az F(x∖f(x) függvényeknek pedig az (a,b) belsejében nincs 
közös zérushelyük, akkor van (a, b)-ben oly belső hely ξ, 
melyre nézve:

f(b)-f(a) -f(¾ IV
F(b)-F(a)~F^ iv'

Ugyanis a

φ (x) = [F(Z>) - F(α)] [/(aj - /(«)] - [f(b)-f(a)] I F(aj - F(α)| 

függvényre alkalmazható a Holle-fcle tétel, miért is (u, b) 
belsejében van oly hely: E, melyre nézve:

φ'(ξ) = [F(b) - F(α)]Λξ) - [∕∖b) - /’(a)]F7ς) = 0. 3.

Föltevéseink értelmében F'(ς) nem lehet nulla, mert ekkor 
∕7(ζ) is az lenne. Miért is a 3. a IV-et már igazolja.

Ha már most f(af= F(/>) = () és b = a-∖-h, akkor, ha a
4. tételben foglalt föltételek teljesülnek:
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Ha már most az 

értéke alatt értjük a

fta + ∣ι) f(ξ)
/•’(« +A) F(ξ)

ÍW=0
F(α) 0

4.

lim
/1 = 0

∕⅛±Λ)
⅛+λ) a -j-A <ξ<o

értékét, akkor a 4. alapján kimondhatjuk a következő tételt:
V. Ha az (a,a-∖-h) zárt intervallumban folytonos és dif- 

ferencziálható l'{x) és f(x)-re nézve F(a)==f(a)-0 és 
F(a-∖-li) az (« -{- 0, a -f- h) alulról nyílt intervallumban sehol 
sem nulla, F,(x) és f,(x)-nek pedig nincs közös zérus helyük.
akkor • /

/•(«) .. f(a-↑-h) 1. ∕'(ξ) v=-~ = lim-—-—==hnι -—-J V.F(α) "=0F(α-f-Λ) "=nF'(ξ),

feltéve, hogy a jobboldalon levő limes létezik.

Megjegyzendő, hogy az V. a megjelöltük feltételek mellett, 
akkor is érvényes, ha [(a) = F(b)≈∞-, ugyanis ekkor -

1 / w
és p-7— függvényekre kell alkalmazni az V-et, miáltal újra 
eljutunk az V-höz.

De ha a tételünkben foglalt feltételek nem teljesülnek, 
akkor már az V. következtetések vonására nem alkalmas.

Ha pedig α = oo, akkor a í==~ szubstituczió alkalmazá­
sával, a t = 0 helyre vonatkozó vizsgálat vezet el az V. 
alatt levő formulához.

1. Pl. Legyen F(x) = —,∕'(a.∙) = (o-j-x)x -ax; következőleg:

F(x')===χ,ff(x)==x(u -j-x)a',~ i-f-(α -∖-x)xl(a 4~x)— aτl a.

Mivel függvényeinkre a (0, Λ) intervallumban az V. alatt 
levő föltételek teljesülnek, azért

Suták : A diíTereneziál- és integrálszámítás elmélete. 6
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h — O

∕'(Λ)F(Λ) 2 
a2. Pl. Legyen 

j∖x) = c 4~χ+sí*1 χ c°s χ; F (∙r) — (a 4-:r 4*sιn ∙r cos ∙r) e’ln r> tehát ∕%r)=2cos 2.r, F'(it,)=(fl + -r-∣-2 cos.r-f-sin.T cos.r) cos.τesiNyilvánvaló, hogy lim ® 
az —. el zárt e' /ellenben intervallum minden elemével egyenlő lehet:

lim ⅛τ⅛=0.
.r=ooF' (.T)Az V. tehát nem alkalmazható s ez természetes, mert a jelen esetben a (bi ∞) intervallumban ∕,,(,τ) és F'(x,)-nak közös nullhelyei vannak.3. Pl. Legyen

∕,(.c) == c + — sin -i, F (x) = a 4~ y + sin 1.lehat
Λ(∙->j) = - ⅛ (1 --cos f-'la-'> =' - ⅛ (1 + cos ⅛)∙Nyilvánvaló, hogy

i- Λ∙rZ i ⅛(*Γ11ellenben lim 4y⅛ = — lim tg-^-λ=oFz(x) x=o62rτhatározatlan, tehát az V. nem alkalmazható. A 4. a jelen esetben is minden nullától különböző /i-ra érvényes, de az
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.r = 0 helyen nem; s ez természetes, mert ezen a helyen 
függvényeink nem folytonosak.

4. PL Legyen

/• (T) = ex - x3 sin —. F(,.r')≈aχψχi sin —x 1 x
Tehát

∕v(χ)==c-2xsin 1 4-cos —. F'ér)—«4-2xsin -—cos 1 .
τ ' x x ,r

Nyilvánvaló, hogy
1. Λ*) e hm -r~-- = —.X=ob<x) a'

ellenben
i- Λ<a'>⅛⅛)

határozatlan. Ugyanis a jelen esetben függvényeink az .r —0 
helyen folytonosak ugyan és diíTerencziálhatók. de a diífe- 
rencziálhányadosok nem folytonosak. Ugyanis pl.

ellenben
∕7(0}=-c.

lim ∕,,(.r) 
.1=0

határozatlan; ezen értékek között természetesen megvan
a c is.

Ha pedig ∕7 (ς) = ∕i (ξ), F(ξ) = F1(ς) függvényekre nézve
teljesülnek az V.-ben levő feltételek, de

lim ¼ £
()•’

akkor újra alkalmazzuk az V. alatt levő szabályt.
5. PL Meghatározandó

p∙Γ_  ∕>Sill .V
lim ------ ----- — L

,r=o 1 — sm.r
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L = lim

x = 0

cλ' — cosj? esin x1 — cos .τ 1második alkalmazásával:L=lim
x=0

ex -f- (sin x— cosa λ,) ^in x sin x ♦harmadik alkalmazásával:
r 1. ex + (cos x 4- 3 sin x cos x — cos’ x} es'n xL— hm —la------ !----------- -------- — -------------

.1=0 COS XA határozatlan alakok meghatározásának további mód­szerint a Taylor-féle sor tárgyalása után mutatjuk be.

III. TÖBB VÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK DIFFEREN- CZIÁLÁSA.48. A parcziális differencziálhányados definicziója.Hogy z az .r1, .r2, . . ., χll változóknak valamely T tarto­mányban folytonos és differencziálható függvénye, az alatt azt értjük, hogy bármelyik x. változóra nézve alim ¾> ∙ ∙ ∙ > xi+dxi,.,. .τπ)-∕,(x1, ar2,,,,, ,r.,... xn>
^x1∙=0 dxi ’
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határérték létezik, melyet a függvény .τ∙. szerinti parcziális 
differencziálhányadosának nevezünk, s jelölésére a

dz
∂xi

.?L f . af⅛ι.⅛■■■,»„) f. , ∂xl ’ l*t, ∂x. ’ fxjxi, .r2, . .

szimbólumok bármelyikét használhatjuk.
1. Pl. Legyen

akkor
z —

dz

V' r2—x2—,τ2—

Xj

• • —

dxχ 
dz

V r2-xl~x^— 
x2

__ χ2 ’'l'n

d^2 V Γ2-χ2-X2-. ..-χ2,,rn

dz _ xn
∂xll ↑∕ r2-a?2—x2--------x2

2. Pl. Ha 
. rι z — arctg —l , σ X.)

akkor
1

dz _ x2 _ x2
a∙rι ~ 17pη2 ~ *r+⅛ ’

\ x2 /

Jτl - x\ 

dx2 1 4 í x'1-V x2+x2

A parcziális differencziálhányadosok képzésénél tehát foly­
ton szem előtt tartandó, hogy csak azt a változót tekintjük 
változónak, mely szerint a differencziálás történik.

49. Parcziális és totális differencziále.
Ha a

~ “ f ('*'11 ■>••'•> ∙^ιι)
függvények az xi szerinti parcziális differenfiziálhányadosát 
megszorozzuk xi difTerencziáléjával, a szorzatot a függvény '
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szerinti parcziális differencziáléjának neυezziik és így jelöljük

-⅛- dx — - dx — dx = f dv
dxi a i~ dx. i~ dx. i >χiaxi∙

A függvény összes parcziális differencziáléinak az összegét 
a függvény totális differencziáléjának nevezzük és dz-vel, vagy 
df-e∖ jelöljük, tehát

dz , ι dz , dz ,dz = -ξ— dx. + -5— dx2-∖-----1- — dxn,∂x1 1 ∂x2 i ∂xn
vagy

df = dxi + -γ- dx2∖------÷- dxn .1 dxx 1 ∂x2 i ∂xn

Kimutatjuk, hogy a totális differencziále, ha a parcziális 
diflferencziálhányadosok folytonosak, nem más, mint a követ­
kező határérték:

df = lim [f(x-±dxχ, X+dX2, . . . , Xπ + Jxn) — f(Xχ, ⅜, • . . , Xn)L 
√x∣=0,... , -<∕xn=0

Tételünket előhb két változós függvényekre mutatjuk ki.
Legyen ugyanis

z = f(xl, x2),
akkor

dz = f (xx + dx2, x2+dx2) — f(xx, xj),

melyet ily alakban is írhatunk:

dz—f (xx+dx2, x2+dx2y-f (xi, x2+dx2)+f (x1, x2+dxj)-f(xx, x2)

a 42. §. (II) képlete értelmében :
f (Xχ-∖-dxχ , X2 + dx2)—f (Xχ, x2 ¼ dx2) = fχ^ (Xj-j-dχdxχ , X2-^dx2) dΛ, i 

f (x↑, Λ-'2^t^dx2) — f (.T∣, X2) = fx> (XXj X2~∖- 02dx2) dx2 ,

hol
01<1, 02<1, 

ennélfogva:
dz ≈z ff, (.L‘i -f-θχdXj, X2~i~dx2) dxχ ^r^ fχ^ (X∣, X2-∖~t)2dx2) dx2y 

tehát
dz = f dxl + f' dx2,• ∙*'-j * ’ *<'2

vagy M Λ∕∙
dz=^dxi+^dx2'
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Már most ha
Z = f(X-i , X2, ... , Xn),

akkor
∆z =≡ fl xi *¼ Jxi , ai2÷J.r2, • • ■ i x,t ~1~ ^x∩) ∕Crι, a-2, ∙ ∙ ∙ > a<∏), 

vagy

∆z — f(x1+∆x1, X2 + Δx2, ∙ ∙ ∙ , Xll÷JXn)- f(χι, X2 + Δx2, ■ ■ ,χn +¼) 
-H y (∙v∣, x2^l~ ∆x2,. .. , Xn~r∆x∏) f (Xj, x2∙> a⅞-i-∆x∙j, ∙ ∙ ∙ , x∏x∆x∣ι')

+ f<x∖, x2, ■ • ■ , χn-l, Xn + ∆xn)-f(xi, x2, . . , Xn)-

Honnan az előbbi eljáráshoz teljesen hasonló módon nyer­
jük, hogy

Jz = ∕^ι (xl + θi∆xi, x2+∆x2, . . . , xn+∆xn') ∆xl +
÷ fx (χι∙> χ24-θ2∆x2, .γ3⅛ J.r3, . . ., xn+∆xn) Δx2-∖------(-
+ t(χl> x2y ∙ ∙ ∙ , ∙^∏-1, Xll-∖-θnΔXn) ΔXn,

tehát
dz = f' dxi ÷ f dx0 + ∙ ∙ ∙ ÷ ∕ζ dxll,i XC-J ^ * ∙X-∙^5 “ , *'z∕l

vagy
izidx'+ ⅛2,'∙r^-" ⅛d∙r"∙ (I)

a mi bebizonyítandó volt.

Ha z = f (x1 ,x2,..., xn) = c,

hol c konstans szám, akkor
dz = O,

tehát
4x dXi +^^χdx2+'"+ 4x = °- (H)

1. Pl. Ha
∙rιz = arctg —1-,
vC2

akkor
, x.)dxA—xAdx;(17 ~ J---- —- --- •vt'4' o oγi _1_ 'Y'£vV 1 I v^2

2. Pl. ha pedig
xj^rχ^χ2—fi — 0,

akkor a (II) alapján 2-vel való osztás után:

Λ,1α.ij +x2dx2+xtfixi ~ 0.
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50. Impliczit függvények differencziálhányadosa.Ha ι∕-t, mint x függvényét, az∕Gτ, z∕) = 0egyenlet definiálja, mében: akkor az előbbi fejezel (II) képlete értel-
dx-Y dy = 0,dx dy vtehát

1L
dy dx
dx ~ d f (1)

Általánosan, ha z1, z2, ... , zn-t, mint x függvényeit a követ­kező n egyenletet definiálja:(x, z1, z2, 
φ2(x, Z1, Z2, • , —n ) --  0;• , ∙Z∏) = 0,
<pn (∙V', Z∣, Z2, . . . , Z∏) — 0,akkor a differencziálhányadosok meghatározása végett, az előbbi fejezet (II) egyenlete alapján, képezzük a következő n egyenletet:⅜1 , ⅜1 dzi ⅜1 dz2 ⅜1 dzn _

∂x dz1 dx dz2 dr dzn dx ,⅜2 ..⅛. dzi φ J⅛2 Ah. .1.......... i ⅜i dz„ _
∂x ∂zx dx dz2 dx ∂zn dx

d<Pn_ , dφ∏ dzi , ∂φn dz2 i ∂(pn dzn _ 
dx dzγ dx ∂z2 dx ∂zn ‘ dx ~Ha már most a
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⅛ dtp
dx dZn
∂φ2 ∂φ∙> ∂φ2
dx az?'' dZn

∂φn _<?£n dφn
dx dzx ∂zn

a. ai . . a∣ι

determináns utolsó sorához tartozó aldeterminánsokat rendre
D, Dx, . . ., 7)n-el jelöljük, akkor

dzx Dx dz2   /^2 
dx I) ’ dx ~~ I)

dz∣ι  D„ 
" dx D

1. Pl. Ha y-t és z-t, mint .τ-nek függvényeit, a

y, z) = (), 
(.r, z/, z) = 0

egyenletek definiálják, akkor

honnan

⅜l . J⅛ dU + 
dx ' dy dx 
dφ2 ∣ -⅛ siy i 
dx dy dx

∂<P∖ 
dz 
⅜2 
dz

dx 0,

÷--θ,dx

d<p1 dφλ
dx dz
d<f>2 d(p∙1 dφχ d<p2 dφx dφ2

dy _ dx dz dz dx dx dz
dx d<pχ ~dφx d<f>x dφ2 d<px dφ2

dy dz dy dz dz dy
d(f>2 dφ2
dy dz

d<z>∖ dφx
dx dy
dφ2 d<p2 dφx d<p2 dφx dφ2

dz dx dy dx dy dy dx
dx .dφx d(px dφx dφ2 dφx dφ2

dy dz∙ dy dz dz dy
dφ2 dφ2
dy dz - ⅜
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akkor
tehát

x2 i/2α2 b2 1 = 0,
xdx ydy _ «2 + b2 ’

dy _ b‘2x 
dx ~ a2y

51. Összetett függvények differencziálhányadósa.Ha z valamely U tartományban az ιι1, u2, .. ., un változók­nak folytonos és differencziálható függvénye; az u1, π2, ..., ulr pedig valamely X tartományban x változó folytonos és diffe­rencziálható függvényei, akkor ha az X értelmezési tartomány­nak megfelelő értéktartomány összeesik [7-val. vagy ebbe bele­esik, a z is X tartományban folytonos és differencziálható függ­vénye x-nek. Ugyanis, ha
u2, . . ., ttn),

tehát
⅛""∙

(1>helyén
(2)dz __ ∂φ

dx ~ du<

akkor az U tartományra nézve helyes a következő egyenlet:
dz = ^⅛^ dl'i + ^⅛" du2+∙ .'⅛ -⅛- dιιll, 

∂ιιl ∂u2 i f)an ’ámde föltevésünknél fogva az X tartomány megfelelő 
du. =5 u'ldx, (t=l, ∙>. ..., ny

du2Ha pedig u1, ιι2, . . ., un X tartományban ,r1 , .r9, . . ., χπi~ nek folytonos és diíferencziálható függvényei és X értelmezési tartománynak most is az U értéktartomány felel meg, akkor z 
X tartományban az xi, .r2, . . ., χm-nek folytonos és differen- cziálható függvénye. Ha tehát z-ben csak az xrt tekintjük vál­tozónak, akkor (1) egyenletünk baloldala az xl~re vonatkozó- 

dzparcziális differencziáléval dxr∖e↑ a jobb oldalon előfor-



ÖSSZETETT FÜGGVÉNYEK DIFFERENCZIÁLHÁNYADOSA. 91dúló diíferencziálék szintén az .υ,-re vonatkozó parcziális diffe- renczialékkal ⅛°1 dx.' . . ., ∙⅜-- <⅛∙ helvettesítendők, minek meg- 
dxi l dxi ' - •történte s dxl-vel való osztás után:

dz __ dφ ∂ui dφ du2 dφ ∂Uη ~
∂xi ~ dlli ∂xi du2 ∂xi dlln 0xiegyenlethez jutunk, mely z-nek .ri-re vonatkozó parcziális diffe- rencziálhányadosát szolgáltatja.Ha pedig z-t az

(f> (ιiγ, u2, . . ∙, uπ j z) — 0egyenlet definiálja, akkor
~- du1 ÷ ∙ ∙ ∙ + dun ÷ -⅛- dz — 0,
dul 1 dun dzmelyből a szerint, a mint u1, u2, . . ., un csak α>nek, vagy pe­dig <r1, x2, . . ., .τ,n-nek függvényei, rendre a

(Z=l, 2.........ni)

dz . 1 dφ , ,---U < -k t— ÷ dφ , \- F —z-- U∏ 1 dφ (4)dx du1 űu2 dun / : ~dz'vágj' ¾_5z _ _ ∕ dui + ∂φ (3u2 , dy du∣1∖
∂xi ∖ ∂ul ∂xi ∂a2 ∂xi dun dXi / ’ dz ∖m∕

egyenletekhez jutunk.Végül z1, z2, . . ., zr∙t, mint ut, u2, . . ., ιιn függvényeit defi­niálják a következő egyenletek:
94 (zl> ~2> • • •■> 2r; U1, U2, ∙ ∙ ∙> tl'i) — θ' 

$^2 (rl, z2> • • •’ ~r 5 «1, »2, ∙ ∙ ∙> ,i'i) — θ, 

^,r(^ι, ⅞, • - =r j ih, u2’ ∙ ∙> ll^) — θ∙Melyekből a differencziálhányadosok leszármaztatására a kö­vetkező egyenleteket írhatjuk fel ;
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⅜l dz14- -⅛-dz2+∙∙∙+ ⅛- (∕zr+ ~- dui + ~^dιι9∙∖------¼ ⅛-dπn
ozx ∂z2 ∂zr ∂ιιl 1 ∂u2 ~ ∂un
⅛L dzχ + ⅛ dz2 +... + ⅛ dzr + ⅛2 d + d . + ⅛ d
∂zi 1 ∂z2 i dzr ∂u1 1 ∂u2 - ∂ull

dzi + dz2-∖------F dZr + ~'- dui + ~- du2-}------{- ⅛- dιιπ
∂zi 1 ∂z2 i ∂zr ∂ul 1 ∂ιι2 l ∂un

Ha már most a

⅜1 ⅜1 ∂ψl ⅜,1
∂z1 ∂z2 ∂zr ~∂ui
dcp9 ∂tf>2 ∂ιΓ<,

• ∂zx ∂z2 ∂zr ∂lli

∂zl dz9 ∂zr du I
I 

α1 α2 ... ar a |

determináns utolsó sorához tartozó aldeterminánsokat rendre: 
Da, Dí2, . . Dir, ö-vei jelöljük, akkor egyenletrendszerünk dz1, 
dz2, . . ., dzr szerint való megoldása a következő egyenletrend­
szerhez vezet:

Ddzl=Dlldιιl + D2idu2+ ■ • • 4-Dn∖dιιn , 
Ddz2=^Dl2dιιi + D22dιι2^------∖-Dll2dull,

Ddzr=D↑rdιιi + D2rdu2-∖------[-D∣ιrdιιn

Ha már most π1, u2, . . ., ull csak x függvényei, akkor álta­
lánosan

dzi1) - = Diiiι'1 +D2m'9 4------F’Aui/n • (6)dx - , v
(í=l, 2, . . r)

Ha pedig u1, u2, . . ., ιιn az .r1, .τ2, . . ., lrm változóknak a 
függvényei, akkor általánosan :

D
∂zi 
dx

∂u1 ∂ll9
-T- + D2idx- ∂Xj

(í=l, 2, . . r)

∂u,l 
dx-= Du + • • • + Dni

(j-1, 2. nf)



ÖSSZETETT FÜGGVÉNYEK TOTÁLIS DIFFERENCZIÁLÉJA. 93A (6) és (7) egyenleteket éppen úgy nyerjük az (5)-bőJ, mi­ként az (l)-ből a (2) és (3)-t.Pl. Ha z = u1u≡,hol
(«1, U2)=⅛(x), ^2<∙r)]> akkor

= u2u,i2^ru'i + u^lu1. u'2.

52. Összetett függvények totális differencziáléja.Az előbbi fejezetben láttuk: hogyan kell az akár expliczit, akár impliczit alakban adott összetett függvények parcziális differencziálhányadosait meghatározni, ha ezeket az értékeket helyettesítjük az előttünk már ismeretes
. - ∂z , I dz dz ,dz — -X— αx1 + -3— dx2-∖----- F -3— dxn

f√<X*2 (JJCjiegyenletbe, nyerjük z totális differencziáléját.
53. Függvénydeterminánsok.Ha u1, u2, . . ., ull folytonos és differencziálható függvényei az x1, x2, . . ., xn változóknak, akkor a

∂ul <9u1 du,
∂x↑ <?x2 ∂xl
(^U2 5u2 du.
∂x1 ∂x2 ∂X1

∂un ∂un ∂ul
∂xx ∂x2 ∂xldetermináns létezik és jACORi-féle 

vénydelerminánsnak nevezzük s determinánsnak, vagy függ*

∂(u1, u2, . . ., un)
∂ iΛl í *^,2 5 * * ’> ^∏)szimbólummal jelöljük.
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Ha az u1, ιι2, . . ., un függvények között van legalább egy 
reláczió

f(uxt u2, .. «n) —0,

akkor függ vény determinánsunk azonosan eltűnik. Ugyanis

jY 
.⅜∙1 = 0, ^ = o1 λr2 <7

∂Xn 0

egyenletek alapján felírhatjuk a következő egyenletrendszert:

+ +...+ -2C2⅛ = 0
(hι1 ∂xi ∂u2 dxx ∂un ∂xx ’
df_ du∖ dt ’ 0ll2- I I df du" =o
∂ux ∂x2 ∂u2 λr2 ∂un ∂x2

∂f Du, ⅜∙ <⅛2 I I ∂f .⅛l^0
∂llχ f)xn ∂u2 ∂x∣t dün dxn ’

mely egyenletrendszer a ~fiι~' * ’ ’’ du differencziálhá- 
nyadosok zérustól különböző értéltendszere mellett csak úgy
állhat fenn, ha

r9(n-t, u2, ■. un) _ () 
'l(.X∖∙> Λ*2, ∙ ∙ ∙> ∙*'h)s

a mi bebizonyítandó volt. Megfordítva, ha az u1, u2, . . ., ull 
függvények függvénydeterminánsa m-ed rangú, azaz: az m-ed 
fokúnál magasabb fokú aldetermínánsai mind eltűnnek, akkor a 
függvények között van n—m reláczió. Ugyanis

, du, , du, . du, , .chit — ——— d∙V∖-]—3— (∕.Γ9⅛-∙ ∙∙ -⅛^ ^3"^τ (hcn ,1 ∂.r1 , J.r2 “ ∂x∏
, ∂ιι., , 1 du., dm,du9 == -- da∙l+ dxo-]----- H τ5--2- dxll,5.r1 l ox-, ~ dx,l

dιin = φldxι+⅛ dx,+ ...+ ⅛ dx„. 
őr, 1 dx2 - ∂xn.

Minthogy föltevésünk értelmében egyenletrendszerünk deter­
minánsa m-ed rangú, tehát m egyenletnek a többi következ­
ménye, azaz: 11—m diíTerencziále Mondjuk dιιm÷ι, dιι1n+2, • • 
dun függvénye a többinek a duit du2, . . ., dπm-nek, ami azt
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mondja ki, hogy u1, α2, • • •> «»« függvények változásai meg­
határozzák a többi függvény változásait, a mi csak úgy lehet­
séges, ha ezek u1, u2, ..., um-el kifejezhetők, azaz: ha

Um+1— u2, • • •’ i,n<)'
tl∏ι + 2- ^2(ul> H2’ • • •’ urn)∙>

relácziók teljesülnek, a mi bebizonyítandó volt.

Un — <pn-m (Uj j U2, . . ., u°,)

Ha z1, z2, . . ., zn összetett függvényei x1, x2, ■ . ., .τn-nek és
pedig

akkor

Z^ ς= (llj, U2, , • •’
(í=l, 2, . . n)

>9uπ⅜1∙ ∂z. <9u1 í^z. <)a2 ∂zi
1 + +•••+■

(9h1 '^)xk <9u2 ^xk dűli
(í=l, 2, . . n)

(k=l, 2....... n).

A determinánso’k szorzási törvénye értelmében tehát

∂(∑ι,⅞, . . ., Za)_ ∂ (Z^, Z2, . . ., Zn) _ (Mfí ⅞⅜ ∙∙2⅛, (1)
(xf? x2,.. ., Xn)~ ∕9(∏1, M2, . . Unj <9(.τ1,X2, . . Xn)

Ha pedig a z1, ⅞, . .∖, zn impliczit függvényeket az

A (*1, X2........ 'T" i *ι, ⅞< • • - ~∏) -

/2 (acl> a⅛> • • •’ ∙r', ' zl' z2∙> • • •’ ~n' = θ'

fn (^1, X,2∙> • • •> Xn ’ ^1’ Z2' ’ , •’ 2,,) θ

egyenletek definiálják, akkor a

dfi , ⅛ 'dzl dfi ^z2 4_____ I- ÖZn _ θ
<9,l'fc ' 0zi ∂Xj, 1 ∂Z2 dXj. ^zn ∂xk

reláczio alapján:

f-nn <∕^2>∙∙√∏) = 0><fl√2,∙∙∙√n) . g(¾>⅞........... ⅞> ;

(9 (∙Tj, X2, . . ., X∣ι) Ö (Z1, +9’ •■ • "> ⅛l>), ' λ 2’ , • •’



96 FÜGGVENYDETERMINANSOK.

h,onnan:

∂ (zl∙> z2"∣ • • •■» z«)
(^1, *Lθ ∙ ∙ ∙> ∙1∏'

= ( 1? ^<A√2,∙∙∙√n) . ∂(f1,f2,...,fn')
v 5(x1, ¾,.. .,xn) ’ ∂(z1, z2, . . Zn)

Ha pedig a z1, z2, . . ., zn összetett impliezit függvényeket az

f↑ ¾> • • ’’ ’ U1 ’ ^2’ • ■ ’’ 11,l-* — θ,
/2 ⅞> • ■ ~« ’ «1> 112> • • •> ^n) 0, 

fn (2j, ¾, . ∙ ., Zlι j llt, U2, . . Un) — θ

egyenletek definiálják, akkor (2) képletünk értelmében:

∂ (zl, ⅛ ∙ ∙ ∙> zn) _ /_ ∣∖n ∂(fl, f2, . . ., fn) . d (∕^1, f2, . . fn)
∂ (11lr*112i • • •’ 11°) (Ub ^2> ' ∙ ∙> lln) (zl> z2’ ‘ ’ ’’ Zn)

Ámde az. (1) képletünk értelmében :

(zl> z2∙> , ‘ •’ ∙^,,) _  (z∖,> z2’ , • •> Zn) . ^(^1’ ^2’ • • •» ^n)
∂ (lli, ll2, . . Un) ~ ∂ (.τ1, x2, . . Xn) ’ ∂ (Xj , X2, . . ., Xn) ’

t
következőleg:

(z↑∙> z2^ • • ^») _
O’ (.Tj , x2, . . ., x∏)

_/ υ,, ^(∕^1√2>∙->∕,h) . d(HnH2,..., Un) , (∕1, ∕2■ .√n)
? ∂(∏1, 112,..., Un) ∂(xi,x2,...,xn) ^ ∂(zi,z2,...,zn)

1. Pl. Legyen

x1 = cos φι , •
z2, = sin φι cos φ2, 
z3 = sin <px sin <p2 cos φz,

Zn = sin sin <p2 . . . sin φn-ι cos φn , 
honnan: ,■

∂ (Z↑ , Zo, . . ., Zn) , -,x 1 • 9 .-τ-H— ----- -—-l- = (—I)” sin« 01 Sin«-1 <p2 ... sιn⅛-ι sin φn-∂{<f>χ, φ2, . . ., φn) ' ∕z
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2. PI. Ha 

akkor

tehát

.r = p cos <p, y — p sin <p, 

dx = cos tpdp — p sin tpdip, 
dy — sin tpdp -+- p cos <pdφy

d (x, y) I cos tp — p sin tp
d (p, ιρ) I sin tp p cos tp

3. Pl. Ha pedig

x = p cos tp sin d, y — p sin tp sin d, , z = ρ cos d, 
akkor

dx = cos tp sin d dp —ρ sin tp sin d dtp + p cos tp cos d dθ, 
dy — sin tp sin d dp + p cos tp sin d dtp + p sin tp cos d dd, 
d: cos d dp p sin d dd,

honnan

y.z)
d (p, tp, d}

cos tp sin d
— p2 sin d sin <p sin d 

cos d

— sin tp 
cos tp 
0

cos tp cos d
sin tp cos d = — ρ2 sin d.

— sin d

4. Pl. Ha az első egyenletben íz helyett x-t és x helyett z-l 
Írunk,

(∙zl, ⅞, ‘ ’ ,, ('*'1, ? • • •? ∙^∏)   J

d (x1, x2, . . xn) d (z1, z2, . . zn) ~ ,

egyenlethez jutunk, melynek megfelelő alapegyenletek:

Zi=<Pi(Xi, ¾, . • ., Xn)

(i^i, 2, . . ., n)

és az inverz függvényeket definiáló:

egyenletek.

xi — Φi (zι ’ Z2 ’ • • Zn) 

(í=l, 2, . . ., n)

Suták: A diifeí-eiicziál- és integrálszámítás elmélete.
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IV. MAGASABB RENDŰ DIFFERENCZIÁLHÁNYA­
DOSOK.

54. A magasabb rendű differencziálhányadosok 
definicziója.

Ha az
y = f(χ)

folytonos és differencziálható függvénynek a differencziálhá- 
nyadosa f'(x) szintén folytonos és differencziálható, akkor diffe- 
rencziálhányadosát másodrendű differenciálhányadosnak nevez­
zük és így jelöljük:

⅛-=iw

Hasonlóképen jutunk a másodrendű differencziálhányados 
fogalmából a harmadrendű differencziálhányados fogalmához, 
melyet így jelölünk:

-3JL — f"'(x}
dx* 1 ‘ λ

Ezen módon azután eljutunk általánosan az r-edrendü diffe­
rencziálhányados fogalmához, melyet az előző jelöléseknek meg­
felelőig

⅛ = ∕∙ωw
dxr 1

szimbólummal jelölünk.

55. Néhány elemibb függvény magasabbrendu 
differencziálhányadosai.

d) Ismeretes, hogy
d (xm)—⅛—- = mxm~l, dx ’

tehát
d2(.rm) . .. _= m (zn—1).τn,-2,
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általánosan tehát

vagy

1. PL Ha

- — m (m—1) .. . (m—r+1) xm~r, dxr

dr (xn,) , ltn\—f—- = /■’ ,rn'- r.dxr \ r ) (I)
fix) ~ aiixm+axxm 1 +-----hαm-pj", r+∙∙∙ ÷αn,-ι.r÷αnι,

akkor
e. , . 1 Γ ∣m∖ lm—1\ . /r'\∕-(n(.r) = r!!a0i f jxm-r-ι + ... 4, űm_r
2. Pl. Ha

f(x) — (ax + b)n', 
akkor

f(x) — ma (ax+b)nt~^i, 
tehát

f<r)(x) = r! ar (ax+b)n'-^l.

fi) Láttuk, hogy
d (Ix') _ 1 
dx ~ x ’ 

ámde dr-ι∕r-ι∖ /—1\-⅛-τ- - = ('-1)! (r-ι) χ-r = (~1)r^1 <r~1)! 'r~r' 

következőleg:
=(-iX-, (r-l)!χ--∙. (2)

γ) Továbbá
,l,ex> -px
~dΓ~e ’

tehát
-⅛ ⅛ - pX 

dxr (3)
δ) Általánosabban

</ (ax') ,= la.ax, dx
tehát

dr (aχ}--4^- = (lay ax. dxr (4)

ε) Ismeretes továbbá, hogy
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sin Lr + tehát d2(sin.r) . ∕ t4 π \ -⅛- = sn1(.v+2 J,általánosan pedig
0 Végül, miként láttuk

I ehát 
ennélfogva :

2

<∕(cosx),---- — — sin .r = cos
(IX

d2 (cos x) ∖∕.r2
dr (cos x)

51. A szorzat magasabbrendíí dósai.Legyen
'/ = uv.

(5)

2 /’
2

d i f Te ren ez iái há nya -
akkor miként láttuk, ha u és v valamely tartományban egy­idejűleg folytonos és diíTerencziálható függvények :<∕z∕ , ,, — u,i)-∖-ιιυ, dxha u és u-nek magasabbrendű diflerencziálhányadosai is van­nak az említett tartományban, akkor

d2ι∣ ,, ,, , ,• = u 'υ+2u v +m> , dx2 ’mely kifejezést szimbolikusan, röviden így jelölünk:c∕2zy 
dx2 (∏ + D)'2>,



A SZORZAT MAGASΛBBRENI)β I>Π∙'1∙'EB ENCZ1ÁJJIÁN YADOSAI. 101azzal a megjegyzéssel, hogy zz<0> és alatt magukat a függvé­nyeket u t és p-t értjük; tr2∖ zz'ü stb. alatt pedig a másod- és elsőrendű diflerencziálhányadosokat. Hasonlóképen találjuk, hogy
⅛=(,, + υ)<3>.Általánosan legyen :-⅛-r~y = (« + tf)(r- υ, 

ctccr~~ ■azaz
dr~ilj r n ∕r-1∖ r ,,4 ,= «(r-1) " + ( j ) «rr-2) P'+ ∙ ∙ ∙ ÷

ír—1\ ír—+ . ∕j<r-i-υυ(i) 4------μ zw'-i.L i I \r— 1 /Kimutatjuk, hogy ezen képlet alapján :d'z/
<lχr =(ii + p)'π∙Ugyanis 

Már most, ha megfontoljuk, hogy

mely nem más, mint az a formula, melyei bebizonyítani akar­tunk, s a melyet felfedezője után LH∣BN∕τz-fele formulának ne­vezünk, s a melyet
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szimbólum számontartásával r
dru Vλ ∕r∖ , λ ... -~- ⊂= X . u(r-ι) p(υ 
dxr / t\ilí=0alakba is írhatunk.PL Miként ismeretes<∕ ⅛resin ≤ = 1 =

d.v ∣∕ 1~λ,2 v 7 7Ha már most
ii— (l+x)~i, v=(l—x)~l, akkor

r
dr+1 (arcsin x) V^1 ∣r∖ , n——=2j(,.)u<-o<-<.>.í=0Azonban az előbbi fejezet fejtegetései szerint:z/(r-í) _ (r-l∙) i sj (i +<r)-⅜-r+' __1.3...(2r—2i—1)= (—!/-« —--------- ------------------ ,- (1 ÷X)-i-r+ιu«> = (-D<i! (—*) (1—Λ-)-i-f= ldL^Í?£=l). (l-χ)-i-<, következőleg:

ll(r-i)v(i) —= 1∙3...(2r-l) _________1.3...2i-1___________ ∕l÷xy2r(l⅛x)r∕l-x2 (2r—l)(2r-3)...(2r-2i÷l) \1—x/’ennélfogva:
dr+1 (arcsin x) _

dxr+1
- 1∙3∙<2'→-Γ<-1, 2r(l+xK∕l-x2 L

-Σ<→-' í—1
1.3... 2z—1(2r—1) (2r—3)... (2r-2⅛ 1) (0G⅛)}



A HÁNYADOS MAGASABBRENDÚ DIFFERENCZIÁLHÁNYADOSAI. 103

57. A hányados magasabbrendú differencziál- hányadosai.Az 
függvény n-edrendű difl’erencziálhányadosát az

yv = iiszorzat magasabbrendú differencziálhányadosainak és a deter­minánsoknak segítségével határozhatjuk meg. Ugyanis1) ι∕υ 4- y(∕ι-2) iχ2) _|--------

y(1) p(/I- 1) 4. n j l]V<n>= π<n∖
yUí-1) I)

/n—1l 1 y(ll-2) p(l) 4.------ |_

yd) υ(n-2) in—1⅛n-1
∣y(∕l 2) f) _

yp(H-1)= tl(n-1>,

x (n--2∖
\n-3)

2) — n(n-2)j

{∕'" + Q yiW= ii', 
yυ =u.Ha ebben az egyenletrendszerben y<n>, ∙ ∙ ∙ , y(}>, .,∕*tismeretleneknek tekintjük, akkor determinánsaβ= υ'l+1,
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tehát

p(∏-υ

u(n)==

U(n-D υ

H(n-2) ()

n—1\
n—2/

pín-2) n-l\
n—1/

1. Pl.

2. Pl. Ha

akkor

tehát

n-2\
/2—3/

i√n-3)

pin)

pθ∙-l'

y(n-2)

_1_ ■ ιι' υ'
υ2 i zz u

I u' 2υ' d" I
-4 lí V V' \
υ n Ii 11 • 0 D I

a'" 3d' 3d" d"' i
' d 2d' d" !

0 d u' i
0 0 D

1
V ~ 1 +x2 ’

u=l, d— l+∙r2,

^",= Γι+⅛τ.τ
• ≈(i)- ≈G) 0 000

0 l+iτ2 2(nγl).v 0 ..00

0 0 l÷x2 2(n~2^x 2(n72) ∙ ∙ 0 0

0 0 . . ... l+.υ2 2x
1 0 . . . . . 0 .1 + λ<
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58. Magasabbrendú differencziálhányadosok rekursiv kiszámítása.
A magasabbrendú diflerenczi ál hányadosok rekursiv kiszá­

mítási módja abban álj, hogy tisztán algebrai műveletek segít­
ségével a magasabbrendű differencziálhányadosokat alacsonyabb 
rendűekkel fejezzük ki. Azt a képletet, mely ennek a számí­
tásnak alapjául szolgál, rekursiuképletnek nevezzük.

1. Pl. Legyen
u = arsin x, 

tehát ,
ιjf — (1—α∙2)-⅜, y" == x (1— x2)~i, 

következőleg:
(1—x2) y"—xy' = 0. (1)

A LEiBNiTZ-féle formula alkalmazásával.

(In (1__ ∙γ∙2∖ ii" í n\ / n\2L22aiü~JL = <1 →-2> !∕to+a+ ( 1 ) ∣1→W"*1>+ ( 2 ) (1-a∙∙2)V,
= (1—x2) y(n+2) — 2n.rz∕n+1> + (n—rí2) y<ri

dn (xy') , .. , ,
----C⅛n ~ xlJ{n + V> + ni∕0°

(1) egyenletünk értelmében ennek a két egyenletnek a különb­
sége zérus, azaz:

(1—x2) y("+2) — (2n-+-l) xy<n + i>— n2y<,,> = 0. (2)

Ez az a rekursivformala, melynek segítségével a magasabb- 
rendű differencziálhányadosokat alacsonyabb rendűekkel ki- 
lejezhetjük, határozzuk meg y<r>-et az x = 0 helyen, e végből 
legyen :

[ι∕w]x=o = ar ■,
(2) egyenletünk alapján tehát

u∏+2 n-an, 
honnan :

all — (∏-2)2an-2,
a∏-2 = ín—4)2α,l-4,

On-2r+2- (∏-2r>2 an-2r ,
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tehát
atl — (n—2)2(π—4)2 ... (n—2r)2πn-2r,

honnan
∏2r+ι = (2r—l)2(2r—3)2 . .. l2α1, 
a2r = (2r-2)2 (2r—4)2 . . . 22. O¾o = 0 ;

minthogy α0 is zérus és α1 az egységgel egyenlő, azért:

α2r = 0, 
α2r+1 = 12.32...(2r-1.)2 (3)

2. Pl. Legyen most
(r=0, 1, 2, . . .).

tehát
g = arcig x, 

(1+Λtf' = l,

melyből a LEiBNirz-féle formula alkalmazásával nyerjük, hogy 

(l÷x2) y<n+v> 4- 2nxy<n, 4- n (n—1) y(∏-V = 0. (4)

Ez az a rekursivformula, melyet meg akartunk határozni.
Határozzuk meg y(r>-t az x = 0 helyen, e végből legyen :

[f/(r)]x=0 = tn ,

(4) egyenletünk alapján tehát

tn+i = — n(n—l)tn--i,
tn-i = — (n—2)(n—3)tn-3.

t∣ι-2r+3 — (n—2r + 2) (n—2r4- 1) tn-2r+1 ,
honnan

ői+i = (—l)r.n(n—l)(n-2) ,.. (∏-2r+1) fπ-2r+ι > 
tehát

⅛r = (—1 )r (2r—1) (2r —2) . . . 1.0. f0,
f2r+1 = (—l)r 2r(2r-1) . . . lfl,

mivel ⅛ = 0 θs G = L azért

3. Pl. Legyen 

tehát

∣2r = 0,
t2τ+ι = (—l)r (2d !

r=0. 1, 2, . . .

y — sec .r,

y cos x — 1.

(^)
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Honnan II
( n. j y(n-i) cos ÷ i = 0, (6)

i = Ü

mely a magasabbrendű differencziálhányadosok meghatározá­
sára szolgáló rekursivformula; határozzuk meg {∕<r>-t az x — 0 
helyen; e végből legyen

[{∕r,]x=0 — br ,

ha i páros szám, akkor i
cos i — (—1)“,

ha pedig páratlan, akkor

cos i = 0,

tehát (6) egyenletünkben csak azok a tagok maradnak meg, 
melyekben i páros, s így egyenletünk a következő alakot 
veszi fel:

i=U
vagy

y<-1)i(22↑1)fr2r-2i÷l = 0, 
i=0

a szerint, a mint n páros, vagy páratlan. Egyenleteink kifejtett 
alakjai:

∕>2r -(22r)fc⅛-2 +(24r')⅛-3 — ■■+(—l)ri⅛ = 0
' ' ' (7)

Ő2T+1—⅛2r-11- (2γ4h ) b2r-3-----+ (~l)r &i=0

utóbbi egyenletünk alapján :

b2r+∖ ~ 0
r=0,1,2,...

az előbbi alapján pedig
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⅛2r —— Eps felfedezőjük után EuLER-féle számoknak is nevezik.4. Pl. Legyen végre
y-= tg x,

y cos x = sin x,rekursivformula: 
tehát
honnan a

Legyen
n

í=0már most
[l∕<r>jx=0 = Tr ,akkor megfontolva, hogy

ha n páros, és sin n 2 = 0,
. 7T n^~-lsιnn ^- = (-1) 2 ,ha n páratlan, (8) egyenletünket következő alakba írhatjuk:

r

vagy rΣ. . ∕2r+l∖ . i(—1)' I 9i∙ I Γ2r-2i+l — (—1/. 

ι=υAz első egyenlet alapján :
^2r ~ θ,

r=0, 1, 2, . . .

(9)

a második alapján pedig :τ1 = 1, r3 = 2, τ5 = 16, τ7 = 272, τ9 = 7936, . . .
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r2r-l ~s tangensegyütthatóknak nevezik, a

fí —Ds 22s~1 (2*—1)számokat pedig BERNOULLi-féle számoknak, így pl.
ßl=~6’ B2==3Ö> ⅜==42, ß4 = 3Ö’ ^5~66,

59. Két változós függvények magasabbrendú differencziálhányadosai.Az elsőrendű differencziálhányadosok tárgyalásánál láttuk, hogy a
Z=φ(Xt, X2)folytonos s difierencziálható függvényre nézve a∂z _ _ ∂φ

∂xi ∂x-l ’ ∂x2 0x2elsőrendű parcziális differencziálhányadosok léteznek; s ha ezek is folytonos s differencziálható függvényei a változóknak, akkor azt mondjuk, hogy a függvénynek másodrendű differencziál­hányadosai is vannak.dósait így jelöljük:
∂2z   ∂2φ ∂2z ∂2φ
∂X2 ∂x2 , ∂x2r)xχ ^~ ‰-2(7X1 ’vagy pedig ^'ιa,ι, ^a,ι-el. Hasonlóképen a -⅛ parcziális diffe- rencziálhányadosainak jelölésére a következő szimbólumokat használjuk:̂ 2±_-= __í?2£_ — " "

0Xy∂X2 ∂xr∂x2 i)χ2 Qχ2 ^x2x2,

-^-nek parcziális differencziálhánya-
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Kimutatjuk a következő tételt: ha r és <f>χ χ az (.r1, x2) 
helyen folytonos függvényei a váltó-óknak, akkor

Legyen ugyanis
Ψχ1x- — ⅛x,,

továbbá

∆φ ~ φ (x,1 + J.r1, .r2) — e? i.r1, vr2), 
∆xφ = φ (.τ1, ‰+J.τ2) - φ (x1. x2);

d1 ∆<p — φ (x1+J.r1, x2 ÷ J.r2) — c? (.τt, . r2 ÷ J.r2) —
- ,> (Λ∙1 ÷ ∆x1, .r2 > — φ < .τ1, .τ2)],

Δ∆lφ = <p (xλ÷∆ι∖, .r2÷∆x2) — ιp(χl -f- ∆x1, a,2> —
- - ⅛ (.r1, x2-h∆x2) — <p <.r1, .υ2)], 

tehát
J, ∆φ — JJ1ςc. (1)

Ámde a középértéktételnél fogva:

és

~ φ'x. <ri ÷ y λ2i -i∙rt 
√r (,.τ1, .v2+ θy∆x2∖ ∆x.,

∆∖∆φ = iPχnχl (∙^ι^t^ tt∆x-∣, .τ2-f- ∂'∆x∙^ ∆xj∆.v∙),
ΔΔ^^ —— ta∖-∣~ Oγ∆.ι,, .r2 ,- θ^∆x2^ ∆x2∆x∙,.

De íi folytonosság föltételénél fogva, az (1) egyenlet alapján:

∣im ⅛⅛L≈lim -Λ⅛.., 
∆x2∆xi ∆x1∆x2

azaz:

a mi bebizonyítandó volt.
Fejtegetéseink alapján kimondhatjuk a következő általáno­

sabb tételt, ha ♦
∂a+ii(^ , c),i+ιi<p---  —- és -- :—-— 

∂xf ∂χ^ c>X2 dx[

a 4- ß-rendü differencziálhányadosok léteznek a folytonos függ­
vényei a változóknak, akkor

∂<*+βφ _  ∂a+ii(p
∂x^ ∂x^ <7.υ2 ∂xll
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60. Magasabbrendú totális differencziálék.Ha a Σ zzz (p (<V∣ i 0Cf>)függvény diflerencziálhányadosai is folytonosak, akkor mint láttuk
dz = dxl + -⅛~ ⅛,<λr1 i dx2melyet szimbolikusan ezután így írunk:i / d j d \dz = -5- dx1 ÷ dx<> φ.∖ ∂xχ 1 dx0 “/ 1Már most, ha a másodrendű differencziálhányadosok is foly­tonosak, akkor

„ í d-φ , d2φ , ∖ , / d2φ d'1(p j \ ,cPz- -Λ dxl-{- -x—dx2∖ d.r1⅛ -5—⅛÷ d.r9 dx2∖ dx2l 1 ∂x1cλr2 / ∖ ∂.τ1<λτ2 dx2i -∕ x
d-φ i n n d2φ . ∂2φ . „= ^^sΛ «M+2 dxldx∙> + - -ζ- d.t∙2.∂χ2 1 ∂xi∂χ.> 1 - ∂x% 2Szimbolikus jelölésünk értelmében, tehát7∙2 ∕ d , , ∂ , \2d2z — -ξ- dxi + — dχ.> e.∖ dx1 1 dx2 -/ ‘Általánosan, ha / <7 <9 \(n — 1)d∣ι-iz- --  dx _j_ —--  cfo σ∖ l 5.t2 -/akkor

, í 1 1 d j \nd"z = ⅛Γ dx' + d^r2 <i∙Ugyanis dn~xz bizonyos Φ függvénye x1, x2, , .τn-nek, tehát/ 9 <9 \
dnz — dΦ — \ -r— d.τ1 ÷ —j— dχ.21 Φ ;∖ dxi 1 dx2 2f ’

Φ értékének behelyettesítésével
/ d d \ í d d \n-l

d,lz= — dx, + -r— dx.d -5— dx. 4- -7.— dx.A φ,∖ ∂λ∙j l d.r2 -I ∖ dxl l ∂.r2 2∕ r,
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(Ö ■ í) \n
-x— dx< + dx∙>∖ <p-∂xλ 1 ∂x2 ~lAzonban tételünket a LEiBNJTZ-féle formula bebizonyításá­nál alkalmazott módszerrel is meg lehet állapítani.Megjegyzendő, hogy tételeink érvényessége a fejezet eiején mondottak alapján feltételezi a tételek analitikai alakjában előforduló dift'erencziálhányadosok folytonosságát.

61. Több változós függvények magasabbrendú 
differencziálhányadósai s differencziáléi.A két változós függvényekre kimutatott tételeket teljesen azonos bizonyítással átruházhatjuk a több változós függvé­nyekre is. Nevezetesen, ha

z = (f∙ (xi, x2t ... , x∏)

az x1, x2, . . . , xn változóknak folytonos és differencziálható 
függvénye és a ^αι + α2d----<9x"1 (9x"2... ∂x°n12 na1+a2-⅛----- ∖-aιredrendu differencziálhányadosa létezik és foly­
tonos, akkor a differencziálást bármily sorrendben végezhetjük.Végül, ha az első-, másod-, . . . , r-edrendű diíferencziál- hányadosok nemcsak léteznek, hanem folytonosak is, akkor a már definiált szimbolikus jelölést használva:

. ∕ # 1 d d j \dz - V½⅛ rf∙r, + T¾ + ■" + ⅛ rf-r,,) φ' 
„ í ∂ , ∂ ∂ . vd~ = dx> + a¾ 4 '+ ⅛ ,'r"∣

∕‘ ∂ ∂ ∂ , \rdz~∖ ∂Si dx'+ aχ2 + ■ ■'+ ^≡n ften) v^Pl. Legyen
z — (α,*1+χ2-]------[-xn)ri — u>l,
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dz dz ■ dz .-----—------ — ... = = nu11 — 1 
dxl ∂.r2 dxnáltalánosan, ha α14- α2 4------F a∣ι — r>akkor
---------~ —------- = r! í n j un~r. 
dx“i dx“2... dx“" \ r /Minthogy az összes r-edrendű differencziálhányadosok egyen­lők, azért

dr z — r ! P, I (dxi -j-dx2~i.------ ∖-dxn)r u,l~r.

62. Összetett és impliczit függvények magasabb- rendű differencziálhányadosai.Az cxpliczit alakban adott összetett függvények magasabb- rendű diíferencziálhányadosait az összetett függvények difle- rencziálási szabálya szerint többszörös diflerencziálással nyer­jük. Az impliczit függvények magasabbrendű differencziál- hányadosait úgy határozzuk meg, hogy a függvényt definiáló egyenletet annyiszor differencziáljuk, mint a hány különböző rendű differencziálhányadost akarunk meghatározni, a nyert egyenletrendszernek a differencziálhányadosok szerinti meg­oldásai szolgáltatják a diflerencziálhányadosok értékét.1. Pl. Legyen
z=φ(ux, u2,... ιιll),hol u1, ιι2, . .. ιιn x oly függvényei, melyekre a már többször hangoztatott folytonossági s differencziálhatósági feltételek tel­jesülnek, tehát

honnan dx
dip dui dip du,
dιιx dx ∂ιι-i dx

dip dιιn
dun dx ,

dz2∙ _ d i ∂<p∖ dux d ∕ dip ∖ dιι2
da&~ dx ∖ ∂ιιj dx dx ∖∂u2∣ dx

∂<p d2ux dip d2ιι2 dip d2ιιιx
^+ ∂ux dx + dιι2 dx2 -i^ dutl dx2 ’

d I dip ∖ dun 
dx ∖ dιιn∕ dx

Suták : A dHTerencziál- és integrálszámítás elmélete.
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ámde
d ∕ ⅜ \ <⅜ ⅜ . <Pφ du2 0⅝ dιι∣l
dx ∖ dιιi / dii^ dx du2dιιi dx dundui dx ’

d ∕ ⅛∖ _ ⅛ dus J?2^ i72^ c∣llιι
dx ∖ du2∕ duldιι2 dx + dιι2 dx + ’ ''+ dundιι2 dx '

d ∕j⅛∖ — dllι___du2 . d-φ dιι∣l
dx ∖ 3ιιnl ∂uλdιιn dx du2dun dx '"^'^~dιι^ dx

Ha általában
d2φ _ d\

dιιdul. dιij.dιιj ,

akkor helyettesítés után:

d2~ __ ∕ d (hι1 d___ dιι2 d dull∖-
dx- ∖ dul dx du2 dx "' dun dx /

dip d-ιιi . dφ du?, d<p d~un
+ du} , dx2 du2 dx2 ^* *^ dun dx2

Ha öj, α2, . . . , α,l konstans számok és

du\ du.. dιιn
dx «1, dx a '2'- ∙ , ’ ~dx =a'>,

akkor
d2z / d d d \2-
~dx2 ~ ∣k dul aι + a' + •dιι2 - ∙∙+ ⅛,,0")

általánosan tehát a már ismeretes föltételek mellett:

d"z 
dx11

d d d \n
O„ rtl-t^ ^a— β2 ^∣^ ’ " 4^ ---ön I ⅛9∙dul 1 du2 2 dιιn ) r

(1)

Í3)

Ha pedig az π1, π2,. . . , un «több változó függvényei, akkor 
teljesen hasonló szellemben kell képezni a parcziális differen- 
cziálhányadosokat.

2. Pl. az z∕-t, mint x függvényét definiálja a Következő egyenlet 
if) (χ^ y} — 0.

Az elsőrendű differencziálhányados meghatározására szolgál 
a következő egyenlet:
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⅜ , ⅜ díj „ 
dx dy dx ’

ha a másodrendű differencziálhányadost is meg akarjuk hatá­
rozni, akkor ezt az egyenletet még egyszer kell differencziálni,. 
az eredmény rendezett alakban a következő:

∂2∙τ . n ∂⅝ dv . ⅛ (,dJL∖2 , d<p d2y _ n 
dx2 dxdy dx d2y2 ∖ dx ∕ ^r dy dx2

3. Pl. Ha z-t, mint x és y impliczit függvényét a következő 
egyenlet definiálja:

ip (x, y, z) = 0,

akkor az első és másodrendű parcziális diíferencziálhányado- 
sok meghatározására szolgál a következő egyenletrendszer:

■ ⅛ dz — n
dx ^r ∂z dχ — υ,
dip dφ dz
dy dz dy '

d2ιp d2ιp dz d2ιp I dz ∖2 dip d2z
dx2 ' dxdz dx dz2 \ dx / dz dx2

∂2<p d2ιp dz d2ιp dz . d2φ dz dz dip d2z _
dxdy dxdz dy dy~>z dx dz2 dy dx dz dx3y r

d2ιp cf d2<p dz ι d2ιp ∕ dz ∖2 dip d2z _
~dy2 + 2 '⅜⅞ dy + dz2 dy ) + ^dz~ 'dip ~ '

Ha z-t, mint ,r összetett függvényét a következő egyenlet 
definiálja :

ip(l'l-i , u2,. . . , U1, , Z) = o,

akkor az első feladványhoz fűzött fejtegetések értelmében az 
első s másodrendű differencziálhányadosokat meghatározza a 
következő két egyenlet:

∕ d dιιl j~ d du2 d dun d dz \ _
∖ dui dx du2 dx , dun dx dz dx)^~

és
∕ d dux l d dιι2 ∂ du∣l d dz \2
∖ dιι1 dx ' du2 dx ' dιιn dx ' dz dx /

dip d2aγ ι dip d2u2 ι dip d2un dp d2z _
dui dx2 ' dιι2 dx2 dun dx2 dz dx2 -^
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Ha pedig u1,u2,...>un az x és y változók függvényei, 
akkor z x és y változók összetett impliczit függvénye; az első 
és másodrendű differencziálhányadosok meghatározására szol­
gál a következő egyenletrendszer:

I f2uj ,__d_ dιι2^ , d ∂un d dz \
∖ ∂uγ dx ' ∂ιz9 dx ^ ■ ’'^4~ ‰ ~∂F + ~dz' ~dx ∕ φ = 0,

/£_ .dut l ∂ ∂u2 , i JL d dz \ __r
-∖ ∂ιιi dy dιι2 dy ∂un dy 1 dz dy /
∕ d dul ι _du2 ∂ dan , d dz \2
∖ dιιi dx r dιι1 dx ” ’ + dun ~dx~ dz dx /

d d2ul _<?£_ d2ll2 d<p d2Un d<p d2z _
dιιl dx- du2 dx2 dιιn dx2 dz dx2 ’

I d du2__ d_ dιι2 d dull___ d dz \
∖du1 dx ' da2 dx. '" ' dun dx r dz ~dx /’
I du2 l d dun d dz \
∖ dul dy dιιi dy h dun~dy + ~dz~ ~dy ∣ ψ 

-⅛, ∂2°ι i ⅛ ∂⅛2 l dtp d2un d<p d2z
dux dxdy du2 dχdy ^' dιιn döcdy ~dΓ dx∂y ~

/ JL dUl I 0 < . . . 4_ _A_ dU'< I d iLz∖2 r
∖ dui dy dιι2 dy ^r dun dy dz dy )

∂φ , d<f> d2ιι2 ι d<p d2un ι d<p d2z
τ^ dιιl dy2 ' du,2 dy2 t^ Őu„ dy2 + dz 'dy2~

63. Hesse-féle determinans.
Jelöljük a

Z = f(Xi , x2, . . . , xll)

függvénynek az x1, x2, ... , xn szerint képzett differencziál- 
hányadosait rendre ∕t, f2........ ∕)rel, akkor a

H = ∙ ∙ ∙ √∏)
d (.τ1, x2, . . ., re,,'

>
determinánst HESSE-féle determinánsnak nevezzük s ha általá- 

d2z .
nosan a jelölésére az ^∙λ szimbólumot használjuk akkor
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H =

Ai 
f\2

fl2 ∙ ∙ ∙ 
fz> • • •

1. Pl. Ha fnX fn2 ■ • • fim

z = α11.r2 akkor 4- 2α ι2Λja,2+α22rr∣,
H =Általánosan, ha = 22

Q
 Ö 

ι√
> •—■ →
 → Q

 Ö 
IO

 — 
IC

 IC α12 — ®21
z — i711Λ^ ∣ 2(∙712.r1.r2 4 <722∙r21 -fi13'rΓr3 ÷ -''z23'r2∙r3÷i⅛t3^l------∏+ 2αι,l.r1.τrt+2α2it∙τ2τπ÷ 2α3∏ ¾r,l 4-----{-2αlt_inxll-iXn ÷ annx*,melyet

aik=akiszámontartásával így jelölünk:
* = Í 2<⅛∙<'i¾∙κ=lUgyanis, ha a szuimnácziót először A*-ra végezzük, akkorjg1 2 <*ikxixk = i (∏fl.η + αi2.r2÷∙∙∙+fliπ⅛∙η,

ha már most a szuimnácziót z-re végezzük, akkor 
it nJS 2 aikxixk ~ {πl 1 ∙r 1 + α12 ∙r2 J----- +^ «In ∙T∏) λ4k = l i = l 4- (a21 x1 + a22 x<> 4---- 4- a∙><∣ ∙r,1) .r2-l- (a,∏.r14 an2x24----- ∖-(tιιnxn) xn,mely összeg az egynemű tagoknak aik = aki egyenlőség alapján való csoportosításával csakugyan z-t szolgáltatja. Könnyű be­látni, hogy ifi = ∏t1.r1+α12.r2+∙∙∙4 a↑llxll,

lf2= α21 .τ1 ÷α22 .t24------ ^ c>2ll∙τ,l,

⅛ fn ~ ∙l∖ -^ ÍZ∏2 a*2 ^t^ ∙ ∙ ∙ -j- <Znn∙T∏ ,
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A FÜGGETLEN VÁLTOZÓK TRANSZFORMÁCZIÓJA.

⅛fik=aik>

∏n ii12 • • • iilzι■ i,21 (l22 * ' ∙ fl2∕ι ■f:::::::1 íí/il tt∏2∙ ∙ ∙ ¾n i2-nek az imént definiált különös alakját quadratikus alaknak, 
H : 2"-t pedig a quadratikus alak detenninánsádak nevezzük.

V. A VÁLTOZÓK TRANSZFORMÁCZIÓJA.64. A független változók transzformácziója.Ha a
Z = φ (⅜ , X2, , Xll^)

n változós függvénybe azΛ'l∙ = φ. (tχ , t2 , . . . , t∣ι)0=1, 2, ... ,n)szubstituczió segítségével a tl, t2, . . . , tll új változókat vezetjük be, akkor z a tl, t2, . . . , tn változóknak összetett függvényévé lesz, tehát a transzformáczió csak az összetett függvényekre vonatkozó fejtegetések alkalmával megállapított körülmények között lehetséges. S hä ezek a feltételek teljesülnek, akkor c-nek az új változók szerint vett difterencziálhányadosait az összetett függvényekre vonatkozó fejtegetéseink alkalmával megállapított törvények szerint határozzuk meg. így pl.
dz _ dip dxχ dip dx2 ι dip dxn 
dti dx1 dti ^+^ dx2 dti + dxn dt, 

í d dxχ d dx2 d dxn∖“ ∖ Ar1 ~dTi 4^ ^dx2 ~dü +"'+~dXn ~~dtT] % 
d~z ∕ d dx. d dx» d dxn∖

dtkdti ∖ dx1 dtk dx2 dl); ' dxn dtk / 
∕ d dxl d dx2 d dxn∖

^^dt7 + ~dx2 ~dtí + ∙ ∙ ∙ ÷ ] iP +
dιp d-χχ dip d-χ2 ι dip dxn+ o,.τ1 dtkdti ‘ dχ2 dtkdti ∂xn dtkdti
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Ha pedig már z maga is összetett függvény és pedig

z=^>(u1, u2, . .., ull),

akkor az új változók bevezetésével zz1, zz2,. .., zz„ szintén össze­
tett függvényei lesznek tl, t2,... . , f∏-nek, tehát általánosan :

dur _ dur ∂xλ dur dx2 dur dxn
∂ti ‰'1 dti ' dx2 ∂ti f^ dxn dti

s mivel
<⅛ _  dtp ∂u-l ι dtp ∂u2 dtp dull
∂ti dui dti dιι2 ∂ti ' dun dti

, . du. dιι.> du∣l , . , , , , ..azért ertekemek behelyettesitese után:

dz _ ∕ dtp dιιi dtp du2 dtp ∂ult∖ dx-i
dti ∖ dιι1 dxt ' du2 dx1 ' ' dun dxj dti

∕ dtp dul l dtp du2 dtp dun∖ dx2 -
∖ dlll dx2 du2 dx2 , du∣l ∂x2∣ dti

+.............................................
j_ ∕ ∂U∖ χ dφ du2 d<p dun∖ dxn

∖ duλ dxn du2 dxll ' ~dιιn dxn) dti

1. Pl. Ha ∕j, ∕2, . . . , fll az <υ1, x2, , xn változóknak függ­
vényei, akkor az

X.=zif.(∕l, f2, . . . , t,,)
i- 1, 2, . . . , /i

szubstituczió alkalmazásával ∕1, , . . . , fll a ti, t2,. . ., tn vál­
tozóknak összetett függvényeivé lesznek, tehát a függvény- 
detérminánsok tárgyalása alkalmával megállapított egyik téte­
lünk értelmében:

∂<7^1,∕^2, ∙ ∙ ∙√n) _ d ∖fι f2,.. ., fn) d (xi , X2, . . . , Xn) 
d(ti,t2,...,tn) d(Xi,X2,...,Xll)' d(t1,t2,...Jn) ’

Ha pedig az ∕j, f2, . . . , ∕n-t, mint x,1, x2, . . . , xn összetett 
függvényeit az

fi = fi ill↑,l>2, • • • , Un),
í=L 2,...,n

eMyer,Jθtek definiálják, akkor az új változók bevezetésével s 
annak megfontolásával, hogy a jelen esetben
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.9 (U1, O2, . . ■ , Utt) _ ∂ (II i, U2, . . . , llll) ∂ (.T1, X%l • • • , Xn)

∂ (t↑ , t<)∙, • • • , tn) ∂ (Λ*ι, ∙^9 ■>•••’ ∙, ∙>∙∙'∙> t∣ι)a 48. §. (1) képlete értelmében :
∂ ^lι∙> fi' ■ • • '

( f I, . , tn)
__ ∂(∕), ∕^2...........∕^∏> <5L⅛ ll2'_ 12 .∙2.π'*j 7<∙vl- ∙r2^ ∙ ∙ - >∙t-^∏) (2~ ∂(u1, u2, . . ., ιιn) ∂(.τ∣, .υ2, ... ,.rn) 01 tl, t2, . . ., tn)2. Pl. Legyen ' y = Λ∙n ha már most .r = cn (t),akkor

dy __ dy dx
dt ~~ dx dt ’

d2y _ d-y ∕ t∕a*∖2 , dy d2x
dt2 ~ dx2 \ dt ■' dx dt2Általános transzformácziónknak egy igen különös esete az, midőn .r = ^<,7),hol φ(y) x inverz függvénye, formuláinkban tehát t helyett mindenütt y t írva nyerjük, hogy1 = dlJ d'v 

dx dy ’n —⅛ j⅛ 1 dy d~Ξ 
dx2 dy dx dy2 ’ mely egyenletekbőldx-- 1 2-(∕ι∕ - dy ~f,(x)

dx
d2y

d2x _ ~dx2 _ f" (X)
dH2 ~ ] dJL]i~ [/'öt)]3∖ i^∙r / Ha tehát az Z∕ = ∕,(.V)

(3)

egyenlettel definiált függvényt tekintjük független változónak, 
x-t pedig y függvényének, akkor a>nek //-szerinti első és másod-
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12trendű diílerencziálhányadosainak meghatározására a (3) for­mulák szolgálnak. Azonban az impliczit függvény differencziál- hányadosainak képzési törvénye szintén ugyanezen formulákhoz vezet. Ugyanis az F(.τ, y) = f(x)- y = 0egyenlet definiálja .υ-t, mint y impliczit függvényét, akkor az általános differencziálási szabályok értelmében :

∂F dF ilL-n
^dy + dx'dy02f 9 ∂2F dx___________
dy2 ' dx∂y dy * dx2 dymely egyenletek, tekintettel F(x, y) különös alakjára, rendre a következő alakokat veszik fel:

, dx ..'(X) -r- — 0,
dU

j,, d2x n
+ (X) dy2 ~ λ

∂2F I dx ∖2 , dF d2Λ 
dx dy o,

r., i djL' u 

//■y* •mely egyenleteknek és szerint vet» megoldásai ismét a (3) alatt levő formulákat szolgáltatják. Azt az eljárást, midőn a független változót tekintjük függvénynek s függvényt magát pedig független változónak, a függő és független változó fel­
cserélésének nevezik. Ámde ez az eljárás tökéletesen azonos a függvény megfordításával, tehát ennek a tárgyalásánál meg­állapított körülményeket mindig figyelembe kell venni.így ha akkor y ≈ eχ,

dx _ 1
dy ex

d2x ex

1 
y

dy2 e3x y-mely egyenletekben a logaritmus függvény differencziálhánya- dosaira ismerünk.
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65. A Jakobi és a Hesse-iéle determinánsok 
lineáris transzformáczi ója.

Legyen adva a következő n függvény:

”i — ∕1 (.r1, .r2, ∙ ∙ ∙, ∙r∏)>

x2 = ∕2(a'l> x2∙> • •; • » 'r'd, ∙ ∙ ∙ , ~n — fn (.∙V],.Γ2, ∙ ∙ ∙ ∙> xn)∙

Ha .r1, x2, . .■, x∣t változók helyett a következő egyenletek 
révén vezetünk be új változókat:

Λ"ι = Ujj tl -j- Ol2 ^2+ ■ ■ ■ -H0ln 61

X∙) = (12∖ ^1 4^ c,22 ⅛^t^'' ‘ ^f^a-'t tn

Xu — Clnι tj -f- Qji2 t2 + ∙ ∙ ∙ ⅛ On∣ιtll

hol t1, t2, . . . , tn együtthatói konstans számok, akkor azt mond­
juk, hogy a változókat lineárisan transzformáljuk és a

«11 ^12 ∙ ∙ ∙

.__  ∏22 ∙ ∙ ∙ ®2/ixJ ---

ö/íi all2. ∙ . a∣tιι

determinánst a lineáris szubstituczió determinánsának nevezzük.
Minthogy

d ,⅛ ,⅛j_• l∖z'1L — ∙z2> • • z'± ∂⅛ ¾> - 2 ’ x,,}
d (l{, t2∙, . • • , t∣ι) ∂ (.Ej, a*9, ∙ ∙ ∙ , Xn) ∂ (íj , t2y . . . , t∣ι)

és
∂xi
~m~∙~aik∙> lfl)

lk
tehát

∂(∙r1, .r9, . . . ,.r„)_
d(f1√2, ...√n)

következőleg:

σ (Zj, z2, . . . , zu) _ . <?(Zj, z2> • • • , Zn) o
5 (íj, t2, . . . ; tn) ' ∂(Xj, .r2, . . ., xl'l) ‘

Ha pedig a
* — f évj, .r2, . . . , .E∕ι)
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függvényre alkalmazzuk az (1) szubstitucziót, akkor

_ ∂∕* tλr1 2£_ ^;r2 9∕, ∂xn
dti <9a,1 ∂ti ∂X2 Őti 0Xn dti

í-1, 2,..n.

Ha már most /-nek .v1, .r2, .. ., xn szerint képzett differen- 
cziálhányadosait rendre f1, f2, .. . , /„-cl, a tl, t2,. .., tn szerint 
képzetteket pedig rendre <p2,. . ., (pa-e∖ jelöljük, akkor tekin­
tettel az (a) alatt levő egyenletre:

<P∖ =aιιfι + «21/2 +"•+ «m/n,
Ψ2 ~ ii12∕1 ^i^' α22∕2 d----an2fn,

φn — alιιf↑ ^2ιιf2 + ■ ∙ ∙ + a∣lnfa.

Minthogy cl, ^2, . .. , függvényei f1, f2, .. ., ∕i1-nek, ezek 
pedig x1, x2, ..., .rn-nek, azért az előbbi fejezet (2) képlete 
alapján

‰y2,.,., Pn) =
∂(tl, t2,..., tn)

_  ∂ (⅜gj , φ2, ..., ipn) . <? (/1, /2, . . 2.’ tl∖L (‘**1 ’ *r2> , ∙ ∙ > χri)
(/1, f‘2’ • ■ ∙ > ^,n) (A’1, x2 ■> ∙ ∙ , ’ ∙i*") (A > ⅛ ■> • • • > ^1)

s minthogy e
⅛∙ _ dxi _ n
^f7~ <~ ik

azért
^g2^ • • • > ffn) _ i>(χl, ⅛ ' ∙ ∙ , χn) _ j

d (tj , t2, ... , tn) (G ’ • ■ • 5

következőleg:

d(⅜Pι, (g2, • • • , y») _ J2 ∂(∕1, ∕i>, • • • > /’n) . ,-2∖
∂(ti, t2, . . . , tll) ∂ (.τ1, .v2, . . . , .rft)

Tehát a lineárisan transzformált függvények Jakobi-féle deter­
minánsa egyenlő az adott függvények Jakobi-féle determinánsá­
nak és a transzformáczió determinánsának szorzatával. Valamely 
lineárisan transzformált függvény Hesse-féle determinánsa egyenlő 
az adott függvény Hesse-féle determinánsának s a transzfor­
máczió determinánsának négyzetének szorzatával.
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66. Az összes változók transzformácziója.Ha a z = <f> (a’j, .1*9,. . ., x∏) (1)egyenletben a változók helyett rendre u, t1, t2, ... , tn változó­kat vezetünk be a következő szubstituczió segítségévei :
z — ψ (u, ti, t2, . . . , tn),a*∣ — ψ] (U, íj , t2, . . . , t∏), . , Xn — <∕>∏ (ll, fj , t2, . . . , t„), (2> akkor

U≈Φ(ti, t2,. . . , tn)reláczióhoz jutunk, következőleg z függvényei t1, t2, . . . fπ-nek. Tehát .r1,.v2, . . . , .ι*n összetett
dz _ ∂φ Mi dψ
0ti
∂xk

∂u dti '
_d<i>k ∂u

dti

dΨk
(3)

Mi du dti ' i=l, 2, . . . , n. A-=^, 2, . . . , n.

dti

Ámde az (1) alapján:
dz _ dz dx1 dz dx2 dz dXn
9ti dx1 dtλ φ dx2 dtx ' dxn dtl
dz _ dz dxi dz 

dx2
dx2

-U . .
dz dxn

dt2 dxi dt2 dt2 dXn dt2

dz dz dXy dx2 dz dXn
dtn dx1 ~dt∏ ^+^ dx2 dtn ÷ • • dxn dtn

(4)
Honnan

dz __ d (λ∙1 , x2 r.., a*f.-1, z, Xi+1,..., Xll) ∂ (Λ*1, x2, . . . , Xn) 
dxi 5 (tj , t2, . . . , tn) (Ő , t2, • . • , t∏) (5)i=l, 2, . . . , nHa már most függvénydeterminánsainkban előforduló diffe- rencziálhányadosok értékeit a (3) alatt levő egyenletrendszer-
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hol behelyettesítjük, nyerjük , , . . . , értékeit ki­
fejezve ¾, , • • ., -?r- -cl. Hasonló szellemben kell a má-

j j (9∕1 σι2 óin
sodrendű differencziálhányadosokat is meghatározni.

1. Pl. Legyen
<∕ = fW

y és .r helyett hozzuk be rendre a p és p változókat a követ­
kező szubstituczióformulák segítségével :

x — p cos p, y = p sin p,

az új függvényünket tehát
o = F {p)

alakú egyenlet fogja jellemezni, melynek alapján x és y ^-nek 
összetett függvényei, tehát

, dx dpx = —7— — -√-- cos p — p sin (P, dp dp
, dy dp .11' — sin <p + r> cos tp;•' dtp dtp τ ‘

továbbá
, dy _ dy dx÷ 

dp dx dp ’
tehát

_(JlL - í/í . 
dx x'

A másodrendű diílerencziálhányados meghatározása ked­
véért képeznünk kell a következő egyenleteket:

,, d'-x d-p o dp .
x ≈ dp2 = d⅛ COS *~1 dp Sin * C0S

y" =
d'-y d'-p 1 o dp--r,.r — —,-⅛- sm p + 2 —cos p — p sin p. de- dp2 τ dp r 1

Ezenkívül

y" —
Honnan

d2y   d-y ∣ dx ∖2 χ dy d2x
clp- dx- \ dp ' dp1

d2y .r'y"-x"y^ 
dx2 ~ x,'i
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így ha volna

akkor
<∕,r2

1 -÷ dy ∖2. 
dx /

.r'2÷i∕

tehát
(x'2+∕2)>

x'y"—y'x"

A szubstltucziók végrehajtása után :

χ'2+y'2≈ >2

x'y"—y'x1 

következőleg:
dφ-

3

2. Pl. Legyen

2 - ⅛; 2
⅜2 ÷^2

r = fix, y) ■

a z,x, y változók helyett rendre vezessük be a ∕>, <p, θ változó 
kát a következő szubstituczióformulák segítségével :

x = p cos sin θ, y = p sin <p sin 0, z —∕,cos0,

melyek alapján találjuk, hogy

p — F(φ, 0),

tehát x, y, z összetett függvényei φ és Ó-nak, tehát

∂x dp . α . ,
~∂~ — cos φ sin u —p sin <f> sm ti.

dp ∙ n ^' . n
~ ∂θ cos sιn cos sm

ón dp . . . .
sin φ sin σ + p cos <p sin ó,

~ sin φ sin Ó 4- p sin <p cos 0,
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dz dp, ∩-τ5- — √- COS d,
dip dip

∂f, ^ ^ d — (> sin d.

dy dip ’ 
dz dy 

t dy dd ,

dd

dz dz dx
dip dx d<ρ
dz dz dx
dd dx dd

dz _ d(z, y)
dx d (ip, d)
dz _ d (x, z)

Továbbá

honnan
dz _d(z, y } d (.r, //)
dx d (ip, d) ' d (ip, d) 
dz  d (x, z) . d (x, y) 
dy ∂(φ,d) 'd(<p,d)

A szubstitucziók végrehajtásával:

d (x, y) dp .
= — p -⅛- sιn2σ — ∕>2sιn d cos dd (ip, d) 1 dd 1

d(z,y) dp . dp .
~~ P ∂β cos tP sιn " eos d + p2 cos <p sin2# + p sin <p

d(x,z) dp . . dp,
d~(φ,~d) =~~P~dd φ Sln θ C0S θ ÷ p Sm Sm θ “p ^~dφ COS ip'

és

d (ip, d)
• ., n . 0 dp∖2sm2d + p2 •\dip

cpz d2z d2Z
A -^2, ~docdy , ~glj2 dmerencziálhányadosok meghatározása

d~p Q2∩ d2f)
^d^, ~dφdd' dd2 seSits⅛6vel m<⅛ egy difTerencziálással tel­

jesen hasonló szellemben történik.
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VI. A RACZIONÁLIS EGÉSZ FÜGGVÉNYEK 
SORBAFEJTÉSE.

67. Az egyváltozós raczionális egész függvények 
sorbafejtése.

Raczionális egész függvényünket jellemezze a következő 
analitikai alak: •

/■(.r) — πu.r"÷α1.r''-1H----- han-ιjr + an. (1)

Ha x helyett i÷h-t írunk, akkor

/ (t 4~h) ~ Qq (t-∖~h)n-∖-Qι (t-4 h )n ~ 1 4^^ ∙ ∙ ∙ 4~ q∣i- i íí 4^h) 4 u» 
egyenlethez jutunk, melyet a hatványozást műveletek végre­
hajtása után h hatványai szerint rendezve következő alakba 
írhatunk:

fit+Λ) = p⅛(O+y,ι (0 ∕ι+^2 ó) ^2-÷----- (t) Λ,i-,4-<pπ √) hn,
melyből

t a, h — x — a

szubstituczió után a következő egyenletet nyerjük:

fix) — φ0 (a)+<pi (a) ix—a) (a.) (x—i<)24---- F
+ <fn-∖ia)ix -(i)n i i-φn<a') (x-a)n.

Honnan az 50. §. fejtegetései alapján:

f(') (.r) = i! ) <p. ( a) 4-

+ 11 ■ 1) <Pi.i. l (a'—o >+--- t- Pj (pn (a) (x-a)n~i j

i 0, 1, 2, ... , n.

Ha már most ebben az egyenletben x helyett n-t írunk, 
akkor

/V) (α)== z.' φj(a)

egyenlethez jutunk, melyből :
,, l _ f{i)(a)
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.. r/ . f (a) , fix) = f(a)+ ~-^-(x-a) ÷÷ (^--a)2+ ■ ■ - + («—<υn~1 - -“-e*i∙t'~~<*),l∙

f(x)-nek erre az alakjára azt mondjuk, hogy ez ∕'(.r) sorbafej-
tett alakja az x~ a helyen.Ha (2) egyenletünkben a? helyett x+h-t és a helyett .τ-tírunk, akkor a következő egyenletet nyerjük :

f(x+h) = f(x) +

+ j⅛,-λ + f^τ λ2+ ∙∙÷Ha pedig a (2) egyenletben a helyett zérust írünk, akkorf(,τ) = ∕,(0) +∕*'(0) , /■" (0) „ An-l)(0) , f(n>(0)+ ,~x+⅛--*+→h^^-t+⅛rχ,' <4> ■egyenlethez jutunk, mely nem más, mint /\.r) sora az .τ^=0 helyen.Pl. Legyen
' f(ιh = xn,tehat

f(i)(χ) = í! ^Xn~i

í=0, 1, 2.......... n.következőleg a (3) egyenlet alapján:(x+h)n — xp +
+ ( ?) xn~'h+ ( n j X'>-2Λ2÷...-r ( n J .r∕jn-l + ∕ n ∖ ∕ln-1\1 / \ ^ / \n—1 ∕ ∖ n Imely az ismeretes binomiális tételt mondja ki.
Suták: Λ differencziál- és integrálszámítás elmélete.
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68. Két változós raczionális egész függvények sorba fej lése.A két változós 7?-edfokú raczionális egész függvények általá­nos alakja a következő:
f(xi, x2) = α0i,

÷ Oιoa*l÷⅜l'r2
+ a20∙rJ+1- a02∙r2 ‘

÷ a30ri + a2la¾ + a12∙rl∙r2 + a03x2

+ özio.rf+ö/i-i, ι.√1l~,.υ24 —l-ain-1.τ1.τ2~1∙τ-aon.τ2,mit röviden így jelölünk :f(.rl, .τ2) = 2 aikx,i x*, (1)
i+k<Znhol a szummácziót ki kell terjeszteni mindazokra a tagokra, melyekre nézve i-∖-k kisebb n-nél, vagy egyenlő n-nel.Ha már most (1) egyenletünkben .r1 helyett t1 4- Λ1-t, .τ<> helyett pedig f2÷-∕ι2-t írunk s a nyert kifejezést hx és ∕ι2 hat­ványai szerint rendezzük, akkor a következő egyenlethez jutunk:

f (tx -jrhx, t2 + ∕ι2) = <p (tx, 7,) /1] ∕12 ,
i + k<' 11melyből a /1 = «1, t2 — a2; Λ1 = .v1-α1, h2 = x2—a.> szubstituczió azf (∙τι> ∙r2> = 2 <Pik <αι» O’i—aüf cv2-a24
t + k ≤ 11egyenlethez vezet, mely ∕,(.v1, .τ2)-nek a sora az .v1=α1, x2=a2 helyen. Ha ennek az egyenletnek mindkét oldalát differencziál- juk xi szerint i-szer, x2 szerint pedig Zr-szor s azután xi helyett α1-t, .r2 helyett pedig a2-t írunk, akkor mindazok a tagok, melyekben a differencziálás után .r1-α1, vagy x2-a2, vagy mindakettő még előfordul, eltűnnek s csak az a tag marad
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meg, mely a difíerencziálás után konstanssá lesz, ilyen tag 
csak egy van és ez a

<f,ik («i> «2) (^1—αι)f (∙r2-α2)λ'

tag, melynek az említett difTerencziálhányadosa
i'k'- <Pik <αι , a-ι)∙

Ha már most a rövidség kedvéért

pf+*∕∙(αj1, a⅞)^l
Γ 3√⅞rg~~J =fit(al,a2),L r∕.ij(∕a,2 jx.=a., χ.^ = a , 

akkor
∕⅛(αn a2) = il k∖φik(a1, a2), 

honnan
‰(o.,

következőleg:
f(xt, χ2)=y α∙1→,)'⅛⅛-⅝)*• (2)

i+k < ii

Ha ebben az egyenletben r, és x2 helyett rendre aτ1+∕ι1-, 
x2-+h2-t, α1 és a2 helyett pedig rendre .r1-, és .r2-t Írunk, akkor 
nyerjük, hogy

∕(X1+Λ1, x2+h,) = 2 Λ⅛ (3)

Ha pedig α1 és a2 helyett zérust Írunk, akkor a

∕∙(,r1, x2) = 2 ~⅞⅞r ⅛2 (4)

í+k<Cn 
egyenletet nyerjük.

Pl. Legyen
f(xl, .r2) = (x1+a-2)n, 

tehát
fik(xi, x2) = r! (*1÷∙¾)n-r, 

hol
i ÷ k = r,- 

ennélfogva
∕z⅛(0, 0) —0, ha r=i + k<n 

és
∣'ik(S∖ 0) = n ! í” i _ n !, ha r=i+k=n,
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i+k=nmely a binomiális tételnek egy más alakja.

69L Az /z-változós raczionális egész függ vén vek 
sorbafejtése.Ha f(Xι, .T)i ∙ ∙ ∙, ^∏) a változóknak r-edfokú raczionális egész tüggvénye, akkor az előbbi fejezetben alkalmazott jelölés álta­lánosításával függvényünket a következő analitikai alakkal jellemezhetjük:

f (x,, ,r2,. . .τ,,) = 2.7,,ii..... . . ⅛
— Lj+í.H--------∙^0l≤Γhol a szummácziót ki kell mindazon tagokra terjeszteni, me­lyekre nézve + ------t~z"n kisebb, vagy egyenlő r-rel.Az előbbi fejezet elementáris eljárása helyett a sorbafejtést a következő módon végezzük. írjunk mindenekelőtt .r1, .r.>,...,.ι∙n helyett rendre xi + th1-, .τ2÷i∕z2-, . . ., .rπ+7∕ιπ-et, ezáltal

f (Aa^l~íhj■> α,∙2÷∕∕ι2, ∙ ∙ ∙1 Λ'∏4-i∕ιll) f-nek líiggvényévé lesz, nevezzük ezt a függvényt röviden φ (í)- nek, tehátP(0 = ft*ι+tA1,w2+∕,∕l2, . . ., xn + thll) = f(ui, u2, . . „n) egyenlet alapján ^,(t) í-nek összetett függvénye s így az össze­tett függvények diíferencziálási szabálya értelmében:
<M) = ΛL d-"L + - Ét. ⅛ . . ∖JL llu∙∙

∂ιιy dt ∂u2 dt ∂ult dtMinthogy
du.
~dt ~hi'
Z=t, 2, . /ihol hj konstans, azért az 57. §. fejtegetései értelmében:
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'<p,(t) = 1 r ξ * * * 4"^ ^τ√— /?>; I /,∖∂lli ∂u2 - ∂lln 1

φf∖ty = l1 ∂ ° ∂ l d .4«, λ'+ ∂u, ft2+∙ ∙+ ⅞7,7',")∕>

(T)= 1i ∂ , ∂ , ∂ ∖r∖ ∂ul h' ‘ du, '⅛+ ■+ i)a,,b"] ∣'A magasabbrendű differencziálhányadosok eltűnnek, mint­hogy <p (/) r-edfokú, s minthogy
<uΛ≈o=x>azért általánosan

f'0("> = (⅛M⅛Λ+-+jh.)y (1)

Anule a 62. §. fejtegetései értelmében :
P(0 = ?(<» + Λ + 2⅛ i2+ ... + t',I I 2' r!honnan. <f ω=φ (0) + ä +&.+ iii<a, mivel ^5(1) ≈ ∕,(.r1 + ∕71, .τ2+h2, . . ., .rn + ∕j,,),azért különös tekintettel az. (1) egyenletre:∕"(,τ∣ + ∕jj, x24-∕ι2, .. a^n+h/i) — f(Λ∖, .v2, . , ., .τπ) 4-+ í -- --- h1H—⅛— 7j.) ⅛--- 1—— b∏] f∖ d.r1 ■ ∂χ2 - ∂χn I', 1 / d , , ∂ , ∂ t

+ 2T (ai7 λ> ■ λ⅛^ λ-, + ’ ∙ ∙+ ,⅛Γ,,") I

. 1 ∕ d ∂ . d . V+ 71174 λ> + ”74 ⅛ + ∙ ∙ ∙ + -g⅛7 λ") f- (2)T,egyen
λ1=1∕∙., λ2=I∕2, • • ; hn=ynés a rövidség kedvéért



Í34 az n változós raczioxális egész függvények sorbafejtése.

/ í) d d\
∖ Sx, 'j'+ ^af2^ !∕--+∙∙∙+ ¾- !/„)/■=<

/ ∂ í) fi \i
∖n⅛lh+ ~∂^lj*+∙∙,+ ^⅛ yηf

ikkor

f(χl+Ui, λ¾÷!∕2> ∙ ∙ ∙> jcn + y∣t) = f + -~- ÷ 4------1- ∙^∕. (2')

df-l az yi, y2,. . ., yn első polárisának, azt a műveletet pedig, 
melylyel kiszámítjuk polározás műveletének nevezzük. Hasonló­
képen nevezzük ΔifΛ yi, y2, . .., yn z-edik polárisának.

A polárisok meghatározása szükségessé teszi a binomiális 
tétel általánosítását. Láttuk ugyanis, hogy

(∙rι +.r2)r = 2 7τςr ∙⅛⅛
i1 + ⅛=n

Ha tételünk n—1 tagra helyes, azaz

(x1+x2+...+x,,-1)r= X’ ,.ι∙rςf⅛ε^r4⅛⅜...⅛i1, 

G+*2+∙∙∙ + ∣w-1=r

akkor n tagra is helyes, legyen ugyanis

1 , x1+∙τ2+ • • ■ +.Tll-↑-U,
cikkor

(u+x,,)r=27τ⅛τui⅛,

de : '+',-r

"i= ΣT√⅛l⅛ζ'! ∙r⅛∙∙∙∙⅛i,
,1n G + i2+∙∙∙ + in-ι=i

ennélfogva

i Γin ! lli,Vn it ∏2TΓ.Ti x11∙r2a ∙ ∙ ∙ ⅛-11⅛
I - .1 ... i∣ + ∕a+i+∙∙∙ + ⅛-i = i

következőleg:

(zz ÷ Λ'n)r= (ir1 + x2 -I-----------1- χll)r= f- ! Z f :—7~! xlx2 ' ∙ ∙ xn (3)
'1 + '2+∙∙ + in=r



AZ n VÁLTOZÓS RACZION’ÁIZS EGÉSZ FÜGGVÉNYEK SORBAFEJTÉSE. 135s ezzel tételünket, melyet polinomiális tételnek nevezünk, iga­zoltuk. Ennélfogva

tehát
(⅛^tfl+⅛^s2+"+⅛tf")-ΣΓ I ¾ + ⅛+ ∙∙∙ + *nz1 ! z2 ! . • . in ! <λ⅛ ∙ ∙ ∙ ^xn V*i1+l2+∙∙∙ + 01==Γ

Bn,

5,ι+⅛ + ∙∙∙ + *'n
------------------------------------ ---------- i----------------≡-τ- l]iιUiι. . . Uin.'2 ! . . . in ! ∂x∖'∂x⅛. . . ∂χlJ 1*2 Un (4)

Ezen formula alkalmazásával (2') egyenletünk új alakja:
f(jxl + Ul∙> x2~^U2ι ∙ ∙ ∙, χn + tfn)—1 i9k + ⅛+∙∙∙ + in∕,!1! z2 ! - - • in ! ∂x∖'∂χ,̂ .. . ∂χi* ’ yn ‘ (5)

Mely egyenlet az előbbi fejezet (3) egyenletének az általáno­sítottja. Az előbbi fejezet jelöléseinek az alkalmazásával az (5) alapján felírhatjuk a következő egyenleteket:
f(^ι+!∕ι, ∙η>+i∕2, ∙ ∙ ∙, χn+yn) =Σjf*Gcl, x2> ∙ ∙ ∙, χn)-a⅛⅞!...⅛! ⅞⅛-⅞ («>

'■ Vλ ∕∙Φ, θ,∙ * ■ θ)
f (.τ1, .12,...τn) = ∖ ∕--∏7λr~i — λ'i ⅛∙ • • • << (7)Z-J h ■ i )- ■ • ∙ ln'.

f(xi, .r2, . . ., xll) =∑y.(9ι> ^2’ • • •>a«)^⅞l⅛T77lnΓ- <ir1~α1)i, (*1—α2)i2 ∙ ∙ ∙ (Λn-α∕l)in∙ (8) i.1 + in+ + ^n≤r.Ha formuláinkat az előbbi fejezet fejtegetései alkalmával használt módszerrel állapítottuk volna meg, akkor a (7) for­mula következményeként nyertük volna a polinomiális tételt.



136 ALKALMAZÁS A QUADRATIKUS ALAKOKRA.

70. Alkalmazás a qnadratikus alakokra.Az 58. fejezetben definiált
n n

f (Λ-'j, ∙ ∙ ∙> Λ,,zl) — 2 2 ^ik^i^k
k=l í-1

flik—Qkiqnadratikus alakot jelöljük röviden fxx-e∖; legyen továbbá
XX __f
rΓ~ y∣ι -fxy,

A ^fχx u i 1 ^fχx n . . 1 %∞2 dx1 lj'+~2 ∖~∂⅛ ^+-÷ 2 ⅛
' A tfs!L x + 1 A⅛L r 4 i 1 afyy r _ f2 dyl 1+ 2 ⅜2 j2 + -∙∙+ 2 r7yιι ^- fyχ^

(1>
ezenkívül általánosan legyen

/ (7 σ " V .∖i≡i 7,4 ∂x2 ljl ÷ ∙ ∙ ∙+¾- y«) t∞= ι̂fχχ,

Idd' d \i∖ dy~ + ~d⅛f x2 + • • • + -ö— tyy = ^lfyy ,Az előbbi fejezet (2) képlete értelmében tehát∕,'ll-fl∕l, , • ■? λ" ' U∣ι) '—fxx ~i~ ^fxx^∖- 2p (3)
∕C,71^f λi, !∕2^f,^2∙> • • -i y∣∣^^^'∏) — fyy ÷ ^fyy H^ ;j| ^~fyy ∙ (4),Ha a (3) egyenletben x1, .r2, . . ., xll változók mindegyike he­lyett zérust írunk, akkor nyerjük, hogy

fyy — ^2^i ^^ifχx, (5)ha pedig a (4) egyenletben az ι∕1,' y2, . . ., yn változók mind­egyike helyett Írunk zérust, akkor ⅜
fxx— ~2^i ^2fyy iθ)egyenlethez jutunk; másrészről

f(xl+y^ Λ'2÷!∕2, • • ; ^n^yn)=zf(yl + -TCi, lJ2^ x2y ■



ALKALMAZÁS A QVADRATIKUS ALAKOKRA 137 'azért tekintettel a (3), (4), (5) és (6) egyenletekre
dfxx = zlfyy •> ámde J/.rx — ~fxy , 4fyg = 2fιjx, azért

fry —~ fyx • ( ÓHa még megfontoljuk, hogy
/ <7 1 r- ∖,r⅛1^ uj'+ '<⅛ ⅛+" ⅛ z∙v',) fxx~ ',j'hr' akkor nyerjük, hogy

∕ (∙rι + ¼l> a⅞÷¼2> • • •’ *r'l 4¼∏) ~ fXX + %λfxg -4- ∕~fyy . (8)Megjegyezzük még, hogy az fxy jelölésnek megfelelően is 
fxx= f(x↑- -A, • • λ⅛)∙Mielőtt (8) képletünk fontos alkalmazásával foglalkoznánk, előbb definiáljuk, hogy mit értünk forma definit és mit forma 

indefinit alatt.
fxx-t forma definit-nek nevezzük, ha az .r1, □⅞, . . ., xn válto­

zóknak csak a (0, 0, . . 0) hetijén lesz zérussá, tehát értelmezési
tartományának minden más helyén zérustól különböző.

Ha pedig fxx értelmezési tartományának több helyén veszi fel 
a zérusértékét, akkor forma indefinitnek nevezzük.Alkalmazzuk az fxx-re a következő transzformácziót

∙L∣ — <Zj∣a'j — <Z]2∙¾^k ‘’ 4^ 6t1nΛ,∏ , 

∙l,∙j = ii2jΛ'ι 4^ tt99a'2^^ ’'' 4-ct2na,n,

xn=αnι∙ri + azi2Λ,2 4----- F aιuιx'n.Legyen a transzformált alak
n ii 

fi'x'~'2 ^a'ikx,ix'k∙ λ = l λ-=ιHa a szubstituczió determinánsa J≠0, akkor (9) egyen­letrendszerünk .rj, x'2, . . ., ;ríi szerint megoldható, tehát nem­csak x'i, x'2, . . x'n minden értékrendszeréhez tartozik egy, de csakis egy ∙r1, α,2, . .., xn értékrendszer, hanem megfordítva is; tehát fxx különböző zérushelyeinek megfelelnek fx'xι különböző



138 ALKALMAZÁS A QUADRATIKUS ALAKOKRA.zérushelyei, s viszont, .ha tehát fxx definit volt, akkor fj>x- is az s megfordítva. Ennélfogva kimondhatjuk a következő tételt:
Ha fxx-t zérustól különböző determinánssal biró lineáris szub- 

stituczióval fx'x' alakba transzformáljuk, akkor fxx és fx∙x∙ egy­
szerre definit, vagy indefinit alakok.Általánosan, ha az fxx, fi,x∙, fx',x", ... alakok egymásból zé­rustól különböző determinánssal biró lineáris transzformáczió- val leszármaztathatók, akkor azok egyszerre definit vagy inde­finit alakok.Nevezzük el ezután fxχ determinánsát Z)-nek, legyen továbbá

D' =

«11«21 iZ∣2 • • • atn—1
a22 • • • U2n — 1

általánosan
ZKO =

α∏-ιι«11«21
an-n

Un-12 • • . On-ln-10∣2 • • • «In—í«22 . . . Ö2n-i
a∏-t2 • • • Un—in—i

Jelöljük végül Dá*~

D-nek

D=α11, ZXω=l.az «íA-hoz tartozó aldeterminánsátA⅛-val, tehát Ann —• D •Alkalmazzuk már most Anw ≠ 0 föltevés alapján a következőszubstitucziót:
x1 =¾ =

, Anl ,= .rj ÷ n x'n,
*ι∏ιι- r' _i_ ^ft2 γ'- <1.2 * λ *^-'∏ yAnn

Xn-\ — Xn-\ + — Λ^ii,Ann
Xn =0 + X∏.Ha (8) egyenletünkben x,1, ;r2, . .., xn-ι, xn helyett rendre 

x'1, x'2, . . ., .τλ-ι, 0-t yi, y2, ■ ■ yn helyett pedig rendre
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φ-2 , •. , 1-t, s végül λ helyett x∏-t írunk, akkor
Ann Ann Ann

nyerjük a transzformált alakot fx,xr-t. A mondott helyettesítés 
alapján a jelen esetben:

11— 1 n—l
∕-rχ- ∕*(Λ'1j ∙⅛⅛, • • •, a’n—1,0) = 23 ClikXiXk 1

k=l í—1

fyχ= 2 (αtlyι + αf∙202÷ ’ * * + αΛ> jci 
i=l

1 1,-1 >— 3— 2 (αil A∏l + flι2An2 +∙∙∙ + O∕nAil∏) X\ , 
Λ∕uι i=l

de
Cli∖ A∏1 +<li2A∏2^t* •—t^Λi∕ιA∏n=0, i^∏, (lθ)

tehát
fry — fyx — θy

fyy = 2 («Íií/i + «í2í/2+ ∙ ∙ ∙ +α∕∙nyn) Ui’
í=l

de a (10) alapján

αn 1/1 + «/2I/2+ ∙ ∙ ∙ + “in Un = °’ i'≠0

ellenben, ha i=n, akkor

önl y↑ + Ö/12 y2H------÷0nn<∕n=

Onl + <7∕ι2 Ail2 +------FθnnA∏∕ι __ D _
Ann A∏∏ D

tehát
fyy — ∩r y

következőleg a transzformált alak:

f(x'∖, Λ⅛, . ∙ ., Λ'n-1, 0) -⅛—jy- Xn • (11)

Ez az alak fxx-e∖ egyszerre definit, vagy indefinit, mert az 
alkalmazott szubstituczió determinánsa az egységgel egyenlő.

Az f{x'∖, x'2, • • 0) alak determinánsa D' s ha D" nem
null, akkor hasonló eljárással találjuk, hogy

7)z 2/■(a?i, x,2, . .., 0) = f(x'^ x,̂ , ..., λ^'-2, 0) + -^τr ∙r"-ι •



140 ALKALMAZÁS A QUADRATIKUS ALAKOKRA.Látható tehát, hogy eljárásunk végeredménye az, hogy ∕xx-t olyan szubstitucziók segítségével, melyeknek a determinánsa az egység, a következő alakba transzformálhatjuk:
7>-1> (π)≡ , Z)(H-2) 
∕)(ii) λ1 + £Kn-l)

D
I)'

⅛-⅜2

föltéve természetesen, hogy 7X0 ≠ 0.
(í=l. 2. .. . n)Ha .ri",. 4” n. • ■ ∙r'∏ helyett röviden z∕5, ∕∕2, . . ., yn-t Írunk, akkor transzformált alakunk:7∕∏-n 7Xf-2) , 7)

'yι' ~ ~ ~ffiΓ yι + 7)(h-i> 1 ■ • • L jj,- y‘j,, (12)mely az ∕'rx-el egyszerre definit, vagy indefinit.
fxx nem lehet definit, ha determinánsa zérus, mert ekkor 

fxx a (ll)-ik egyenlet alapjánf(4, .r2, . . ., .r,',-t, 0)alakba transzformálható, melyet az4=0, 4=0, . . ., 4-ι≈0, x,ll=λértékrendszer zérussá tesz, ennek megfelelően fxx-l zérussá teszi az
zUl ) ~ , A/in-i
. z, x2— . - z, . . „ .r,j-ι— * —

∙rtn∕r ufizι Ai∏∏
Z, xn=Zértékrendszer, tehát fxx nem definit, de ha An∏ is zérus volna, akkor ∕,(.r1, .t,2, . . ., xzt-ι, 0) nem lehetne definit s vele egyúttal 

fxx sem, mert zérussá tenné az j⅛ = 0 és az a,*1, .τ2, . . ., ∙rn-ι- nek (0, 0, . . 0) értékektől különböző értékrendszere. Ugyan­ezen alapon könnyű belátni, hogy D egyetlen egy bárniily- rendű átlói aldeterminánsa sem lehet null.Mert ha pl.
«12 • • • au«11

«22

Qi\

«21 • • • «2í

«z2 • • - «Ü
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akkor az f(.r1, ru2, .. ., χ∙l∙, 0,.. ., 0) alak nem lehet definit, tehát 
vele együtt fvx sem Tehát, hogy fxx definit lehessen, szükséges 
hogy a különböző rendű átlói aldeterminánsok egyike se lehes­
sen null.

Ha tehát fxx definit, akkor minden esetre a (12) alatt levő 
alakba transzformálható, de fyy. definit csak úgy lehet, ha a

D D'
D' ’ D, , • • •» D(n)

sorozat minden tagja pozitív, vagy minden tagja negativ, az első 
esetben alakunkat pozitív, a másodikban pedig negativ alaknak 
nevezzük.

Minthogy Z)<n>=l, azért pozitív alakra nézve

I), I)', . . ., 7>~υτ 1 (13)

sorozat minden tagja pozitív, azaz csupa jelkövetkezés van 
benne, negativ alakra nézve pedig csupa jelváltás.

Ha tehát a (13) sorozat minden tagja zérustól különböző, 
akkor lehet hogy fxx definit: mert a szükséges feltételnek egy 
része teljesül, de ha a sorozatban csupa jelkövetkezés, vagy 
jelváltás van, akkor fgv s vele együtt fcx is definit, tehát a 
szükséges feltételek többi részének is, t. i. hogy minden átlói 
aideterminánsnak zérustól különbözőnek kell lenni, teljesülni 
kell. Ennélfogva: hogy fcx quadratikus alak, definit lehessen, 
arra nézve a szükséges s elegendő feltétel, hogy a

D, I),, . . ., ∕>"-υ, 1

sorozat minden tagja zérustól különböző legyen s benne, vagy 
csupa jelkövetkezés vagy csupa jelváltás forduljon elő; az első 
esetben az alakot pozitívnak, a másodikban negatívnak ne­
vezzük.

Megjegyzendő még, hogy ha

D=0, I)'=0, DV-V≈=(), I>i>→()

és az f(.r1, .ι¾, . . ., .υn-t∙, ()? . . ., 0) alak definit, akkor az fxx 
alakot szemidefinitnek is nevezik.

Pl. Az
a J 1χ2+2a 12j,rr2+α22,τ2
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alak definit, ha
a1ta22 — a12 > aιι, 1

sorozat minden tagja zérustól különböző és pedig alakunk po­
zitív, ha

αnfl22-αι2>°, αll>θ,

de ekkor a22 is nagyobb zérus; ellenben negativ ha
ctllα22 — α!2>θ' αll<θ>

de ekkor a22 is negativ. Következőleg alakunk pozitív, ha
αllα22"~αi2>θ> rtll>0, fi22>θi

negativ, ha
—αi2>θj cfll<θ, ∏22<θ∙

VII. KOMPLEXVÁLTOZÓK FÜGGVÉNYEI.

71. Komplexváltozók.

Jelöljük V—1-t z-vel; a és β pedig jelentsenek valós számo­
kat, akkor az

a=a+βi

számot komplexszámnak nevezzük. A síkban 15. á. ? kom­
plexszámnak megfelel az (a, β) pont, melyet a koordináta­
rendszerünk kezdőpontjával összekötő p hosszúságú egyenest a 
komplexszám abszolut értékének, vagy modulus-ának, /? egye­
nesnek az x tengely pozitív felével alkotott .szögét pedig a. 
komplexszám argumentumának nevezzük.

Tehát
p ≡≡ I a+βi I = L α2÷ ∕52

és mivel
a=p cos φ, β=p sin

tehát
a-vβi~p (cos + isin 0.

Legyen adva most két komplexszám ú. m.

aλ=ai+βii, 
U2≈c⅛+∕¾,' ’



KOMPLEXVÁLTOZÓK. 143jelöljük az összegüket a-val, tehát«=«1 ÷ ¾ + (βχ ÷ ßz) i'

Az a1, a2 és a komplexszámoknak (16. ábra) feleljenek meg rendre a P1, P2, P pontok, akkor kezdőpontunkat O-val je­lölvén OP- K(α1÷α2)2+(∕J1+^2)2= I a I,0P1=∕4+7f=∣a1∣,
pip= ↑f⅛Γβ2=∖a2∖,Ha 0, P, PA pontok háromszöget alkotnak, akkor0P<0P1+P1P,ha pedig egy egyenesen vannak, akkor0P≤0P1÷P1P, ennélfogva I a I ≤ I a1 i + I α2I vagy ∣α1 + α2l≤∣α1 I ÷ ∣a2∣>azaz: az összeg abszolút értéke kisebb, legfeljebb egyenlő az összeadandók abszolút értékeinek összegével.Másrészről tudjuk, hogy a háromszögben bármelyik oldal nagyobb, mint a másik kettő különbsége, azért föntebbi téte­lünknek megfelelően :∣αl+α2∣≥∣rtl∣-∣α2∣∙Ha pedig

aA—pA (cos sin ⅞p2),
a2=p2 (cos c½+i s^π ^2λ akkor α1α2=,o1 P2 [cos (<r1+^2) + i sin (y>1+p2)], ennélfogva I α1σ2 I — Pl P2 > azaz: I cιia21 = I αt 11 α2 I.Tehát a szorzat modulusa egyenlő a tényezők modulusai­nak abszolút értékével. Továbbá

aι _ Pi cos tP∖ +1 sin∖i>ι
ct2 p2 cos cr2-ι- í sin <p2
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Ha ezt az egyenletet

j   cos (—^>2) + i sin (— 
cos <p2— i sin c2

egyenlettel megszorozzuk, akkor

α1 o1 r- — —- [cos (σ1-c⅛)÷i sin (p1-^9)]
(.<9 .*/9 1 ”

egyenlethez jutunk, mely kimondja, hogy

£1. = L¾l«2 1 (t2 I
Legyen ezek után a egy állandó, z pedig egy változó kom­

plexszám ; vizsgáljuk meg, hol vannak azok a z pontok, melyekre 
nézve

I a —'z i < ,0.
Ha

a—a+βi,
z—xA-iji,

akkor ∣α-Z∣ =
tehát |a—r| nem más, mint A pontnak Z-től való távolsága, 

\ tehát az A pont körül irt sugarú kör kerületén helül fekvő
összes Z pontokra nézve

I a—z I < lo.

Ha a z szám úgy változik, hogy | a—z | még e-nál is kisebbé 
válik bármily kicsiny is ε, akkor azt mondjuk, hogy z határ­
értéke a, mit így jelölünk:

4 •

lim z = a.
Minthogy

a—z=a—.r ⅛(p,- ij) i, 
azért

I a—z I ≤ I a —.τ I I β~-ιj I.
Ha tehát ~1 o~x i < T 1 1 < v

akkor
I a—z I < e,



SZINEKTIKUS FÜGGVÉNYEK. 145azaz: íim z=a, ha lim x=a és lim y=β. Minthogy így a kom­plexszám határértékét valós számok határértékére vezettük vissza, azért a 7. fejezetben kifejtett tételek alapján:lim (z1±⅞) = lim z1±limz2,lim (z1z2) = lim zι lim z2∙>
,. zx lim∑1hm — = ---- -•¾ hm ∑2

72. Szinektikus függvények.Ha z változó tartományának minden helyéhez tartozik az u tartományának egy vagy több helye, akkor u-t z függvényének mondjuk, tehát a már használt jelölés szerintu = ∕,(z),u értelmezési tartományát z azon értékei képezik, melyekhez határozott u értékek tartoznak, és ezek alkotják u értéktarto­mányát ; ha az értelmezési tartomány egy helyének az érték­tartománynak csak egy helye felel meg, akkor a függvényt egyértékűnek, monodom-nak nevezzük.Ha pedig az értelmezési tartomány valamely helyén a
1. f(z+dz)- f(Z) hm ' — / ' --
^z=ü Jzhatárérték véges és határozott, akkor CAUCHY-val a függvényt ezen a helyen monogen-nak nevezzük.Ha f(z) valamely tartományban egyidejűleg folytonos, véges, monodrom és monogeri, akkor CAUCHY-val szinektikus-nak ne­vezzük. Újabban Briot és Bouquet után a szinektikus függvé­nyeket holomorph függvényeknek, Biemann után egyszerűen 

[iiyguények-nek, Méray után olotrop függvényeknek, Weierstrass után pedig analitikai függvények-nek is nevezik. Mi Cauchy elnevezését tartjuk meg, miután semmi okunk sincs termino­lógiájának elvetésére.A többértékű függvények egyes ágai a nekik megfelelő tarto­mányban, mint szinektikus függvények tárgyalhatok. Azért midőn szinektikus függvényekről beszélünk, akkor nem mindig azt értjük, mintha a függvény egész értelmezési tartományában
Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 10



146 SZINEKTIKUS FÜGGVÉNYEKszinektikus volna, hanem azt, hogy az értelmezési tartományá­nak valamely részében szinektikus függvény módjára visel­kedik s vizsgálódásunkat a tartománynak csak erre a részére terjesztjük ki.Értelmezésünk szerint tehát, u—flzi valamely tartományban monogén függvény, ha a tartomány minden helyén 
difterencziálhányados létezik. Ha függvényünk analitikai alak­jában z helyeit .τ + i∫∕-l írunk, akkor ∕,(z), mint x és z∕-nak összetett függvénye, a valós és képzetes részek elválasztása után ily alakban jelenik meg:∕(.r÷ iy) = (x, y) + if> (x, y). Minthogy g∕' _ <//' dz _ df

dx dz dx dz ’
df _ dL^L-∙ dL
dy ~ dz dy ~ 1 dz ’ azért

df __ ∂(f> . df'
dz dx r 1 dx '

idlL- dJL _l. i •dz dy dyebből a két egyenletből pedig következik, hogy
∂φ df' df,  dφ
dx dy 1 dx dy 11

Ennélfogva, ha y(Λ^, y) ÷ if∙ <.r, y)az x-Viy-nak monogen függ­
vénye, akkor az (1) alatt levő relácziók teljesülnek.Az (I) egyenletekből diflerencziálással még a következőket származtathatjuk le.

Ha

d⅛ _ dx2 ∂2ψ 
dxdy '

d2o __
dy2 ~~~ dydx , < <«)

d2f> _ ∂2φ d2f> ∂2φ
dy2 dydx ' dx2 ~ dxdy

∂2fj ∂2f^ ∂2φ d2(f>
dxdy dydx ' dxdy dydx ’
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akkor az (a> és (/?) egyenletek alapján :

⅛ i ∕1⅛ - - o
⅜2

∂x- dy-
(II)

Ha tehát φ (x, y) + ifi (x, y) monogen függvénye a z=xhíg­
nak, továbbá <p és ψ másodrendű d i fl'erencziálhányadosai is létez­
nek és folytonosak, akkor a (II) alatt levő egyenletek is telje­
sülnek.

73. Monogen függvények összege, szorzata és 
hányadosa.

Ha vl és v2 z-nek monogen függvényei, akkor értelmezési 
tartományuk közös részében d14-d2, v1vq szintén monogen függ­
vényei z-nek; ellenben - 1 hányados a közös értelmezési tar- 
tománynak minden helyén monogen, kivéve azokat, melyek 
n1n^1-nek egynél alacsonyabbendű zérushelyei.

Ha ezek a körülmények teljesülnek, akkor a 31., 32. és 33-ik 
fejezetek fejtegetései alapján kimondhatjuk, hogy

d(υl+ι>2) 
dz = <4+⅛, (1)

d (v1v2) 
dz = v∖v2±v-lv2. (2)

d V1 
v2 _  D1D2—t>l<72

dz ~ ()2.

Általában, ha v1, v2, . . ., vn értelmezési tartományuk közös 
részében monogen függvények, akkor d1d2d3 . . . vn szorzat is 
az, tehát



148 az algebra alaptétele.akkor a (4) alapján:
(/i?” 1 i /r

——- = nυll~rυ. (5)dzPl. p = r monogen függvénye z-nek, s mivel= 1, azért
d~,t: = nz,,^1. (6)dzHa α0,α1,...,απ konstans számok, akkor, ha n pozitív egész szám

f(z) = c0z"4-α1*n-14------Hi,l-ιz+απszintén monogen függvénye z-nek, tehát
f (z) = na0zlt~i+(n-1) n1zil-24------hα∏-ι,honnan látható, hogy f,(z) szintén monogen, éppen így mono- genek a magasabbrendü differencziálhányadosok is, követ­kezőleg :

fd)(z) = r! ” j α0zil~r4- ? 1j aizn-r~i^------ ( ) a,l~r]•

Ennélfogva a 62. fejezet fejtegetései szerint:
f(2+h> = fι2) + h + -¾-Λ2+ ■■■ + i^rz-Λ"∙

74. Az algebra alaptétele.Az előbbi fejezetben láttuk, hogy az
f(x) = a0z,l + alzll-1-∖-----¼απ-ιz + αnraczionális egész függvény z-nek monogen függvénye, de mint könnyen belátható egyúttal szinektikus függvény is.A 65. fejezet fejtegetései értelmében:I f(z) I ≥ I a0ztl I — I α1z,,~14----- Fαπ-ιz+αn |és ∣a1z"-14------paπ-ιz4ianl≤∣aι∙3n~1l 4----- F I anz | 4- I an |,azért még inkább helyes a következő egyenlőtlenség:



AZ ALGEBRA ALAPTÉTELE. 149I f (z) I > I α0z∏ I - I α1∑n-ι |------- 1 α,l.1-1 _ ∣ a.l |,azaz :
I fi -) I > I - I» í I a I__ —1- ' °2' a,t 1
l'ujl = i~l I I «0 I ∣r∣ ∣z∣2----------------- γ7∣fI∙Ha 1*1 >1,ftk kor I f(i) I > I : I ( I «„ I - -l ’ ∙ l-¾j-± ∙∙∙+∣n"l), honnan i f(z) I > I α0 11 z I — (I α1I ÷ ∣ a2 ∣ + ∙ ∙ ∙ + I an |).Ez az egyenlőtlenség, minden oly z-re helyes, melyre nézve: l*l>l.Ha tehát e oly pozitív szám, melyre nézve:

I a↑ i ÷ I a? I +----F I cin I -i- ε 1—í--------- —------------------— — r > 1l«olakkor, mihelyt [ z | > I
∕ω>√De azok a z helyek, melyekre nézveH∣⅛λa koordinátarendszerünk kezdőpontja körül r sugárral írt kör kerületén, vagy kívül vannak. Az (I) egyenlet értelmében 

tehál az r sugarú körön és kívül nincs oly hely, mely az f(z) 
függvénynek zérus helye lenne, tehát f(z) zérus helyeit az 
r sugarú körben kell keresni.Ha már most a az r sugarú kör belsejének oly pontja, mely ∕*(*)-nek nem zérus helye s ε-t a föntebbi feltételnek megfelelően már eleve úgy választjuk, hogy az ∣∕,(α)!≤ε egyenlőtlenség is teljesüljön, akkor könnyű igazolni, hogy az r sugarú kör belsejében van oly a-∖-h hely melyre nézve: ∣∏α + ∕1)∣<1∕∙(α)∣.Láttuk ugyanis, hogy

fia + h)=f(a) + -f⅛>- Λ≈+... + Z2,ι⅛∑ λ,, ha
∕∙'(α)=∕∙"(α)=...=∕v-ιl(α)≈o,akkor
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fja+ii) _ ι f“>_ia)_ ∕ι,' fι'∙>ιa) h" 

fia) ~ f (a) i↑ fTaΓ n, ’melyet rövidebben így írunk:
'~⅛{a)~ = 1 + α'7,' " a^hi+' ÷’'‘ ÷α",1"Válaszszuk ∕ι-t úgy, hogy ha t alatt pozitív számot értünk, legyen

aihi = — ti,.honnan
Ezen szubstituczió végrehajtása után, megfontolva azt, hogy αl∙+1h'+14------∖~anh'l — ti<p (t),hol φ(t) oly függvénye /-nek, melyre nézve:limj^(7) =0, 

t=onyerjük a következő egyenletet:
f(a + h) .1~c~-— = 1—í' + f'tf (t) fia)

Ha í-t az egységnél kisebbnek, de oly módon választjuk, hogy 1 égvén ∣P(O∣<1,akkor u-í'l ÷f'∙∣^(0 <1, ennélfogva I f(a+h) ; ,i fW ' ■lf(α+∕i)∙∣ < ∖fla)∖.Ha már most a ÷ h helyett röviden αt-t írunk, akkor ki­mondhatjuk a következő tételt: Ha a az r sugarú kör oly 
helye, mely f(z)-nek nem nullpontja, akkor mindig van ugyan­
abban a tartományban oly ai hely, melyre nézve:I fla) I > I ∕(α1) I.
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Hogy dl hely az r sugarú körön belül van, az kitűnikabból, hogy a kör kerületén és kívül bármelynézve: z helyre

!∕ω∣>ε>Ha z = x-∖-iy, akkor ∣∕(z)j .r,y-nak valós és folytonos függvénye lévén, ajz∣<r zárt tartományban kell legalább egy oly α helynek lennie, mely helyen ∖∣∖z)∖ felveszi a \z 
<r tartamányra vonatkozó értékkészletének alsó halárát. (23. § III. tétel). Minthogy ily x helyen |/’(«) ∣ <∕(α) azért I x I < /•, következó'leg / (x) = 0, mert különben ∣ ∕ (χ) | fönlebbi tételünk értelmében nem lehetne az értékkészlet alsó határa.

Ennélfogva kimondhatjuk a következő fontos tételt:
Ha fiz) raczionális egész függvénye z-nek, akkor értelmezési 

tartományának van oly a helye, melyre nézne.

A«) = o.
Ezt a tételt az algebra alaptételének nevezzük.

75. Következtetések az algebra alaptételéből.
Mint láttuk, helyes a következő egyenlet:

f(z) = f(ai) + í-pl- (z-ai) + ∙ ∙ ∙ + (z—αι),l∙
Ha α1 az ∕r(z)-nek zérus helye, tehátf(α1) ~ θ,akkor
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akkor

∕∙1Z) = (z-al) [f («,)+ Q“L’ (z-<z1)+ ■ + (.- —α1)"-∙ ]

z—ai együtthatója n—1-edfokú egész függvény, melyben zn~t- 
nek az együtthatója

f"⅛l> _■ .-~τ--⅜∙
jelöljük ezt a függvényt f\ (z)-vel, akkor

f(z}~ (z-al)fl (z),

ha fl(z) egyik nullhelye α2, akkor a most bemutatott tételnél 
fogva:

f↑ (z) = (z-a2)f2 (z),

hol∙∕2(z) n—2-ed fokú és zl,~2 együtthatója α0, hasonlóképen 
jutunk a következő sorozathoz:

∕2(Z) = (z—¾)∕3(z),

/11 —1 — (Z 6t∣l) fιl (Z),

hol f∣l(z) zérusfokú függvény és z° együtthatója α0, tehát

fll (z) = α0.
Következőleg:

/■(z) = α0 (z—αl) (z—α2) . . . (z-all). (I)

Tehát f(z) n-edfoki'i raczionális függvénynek n gyöke van s 
előállítható, mint az n gyöktényezőnek s a legmagasabb kitevőjű 
változó együtthatójának a szorzata.

Diflerencziálási szabályunk értelmében tehát (32. §.)

_C(_Z2_ = 1 L -JL. + ... 1 .
f∖z) z-al z-a2 " ' z-all

Ha a gyökök között at i1-szer, a2 ι2-szer, . . . , ak ik.-kor 
dúl elő és

(II)

for-χ

ak kor
h+ í2 4----- ÷^,∖ —

∕,(z) — íi() (z—Λj)i (z—űts)24- ∙ ∙ ∙ 4- (z— (III)

9*
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Z⅛L = -⅛-+ -i-+,..+ -⅛-. (IV) 

fiz) z-ai z—a2 z~akLássuk ezek után mi a föltétel arra nézve, hogy z=a m-szerexβ gyök legyen. Erre nézve szükséges, hogy /*(") osztható legyen 
{z—α>m-el. Minthogy f(a) = 0, azért
⅛∙+‰,α>+...+≡≤<z→)..λ
Z—(A £ • *'mely egyenlet osztható z—a-val, haf (α> = 0,tehát

Hasonlóképen találjuk, hogy/" (a) — 0, . . . , /ó»-D(a) — 0, de már
f(ι∙ι)(a) 0.Ennélfogva ∕∖z)-nek az a hely m-szeres zérushelye, ha 

f∖a)≈ft, f(a) = (), . . . , f<n∙-' (a} = (∖ ∕τ<',,) (á) ≠ 0.
76. Raczionális egész függvények- legnagyobb 

közös osztója.
f'(z} raczionális egész függvény együtthatói legyenek egészen tetszőleges számok; f(z)-vel eqiιiυalensnek mondunk minden oly raczionális egész függvényt, mely ∕,(z)-bol úgy jön létre, ha azt valamely konstans számmal megszorozzuk, vagy eloszt­juk. Equivalens függvények egymással oszthatók. így pl.

∕(Z)∙.<√(Z)=- ,

af(z): f(∑) = a,hol úgy <ι, mint egyformán tetszőleges számok.
f(z) valóságos osztója alatt értünk minden oly függvényt,



154 RACZIONÁLIS EGÉSZ FÜGGVÉNYEK LEGNAGYOBB KÖZÖS OSZTÓJA.mely z-ben legalább elsőfokú. Az oly függvényeket, melyeknek 
valóságos közös osztójuk nincs, relativ törzsfüggvényeknek nevez­
zük. Két raczionális egész függvény legnagyobb közös osztója alatt értjük azt a legmagasabbfokú raczionális egész függvényt, mely mindkettőt maradék nélkül osztja.Ha

f(z) = a0zn +α1χH-ι +∙∙∙+α,l-ιz + α,l¥> (z) = bttz'" + ∂1z∏>-1 +... ÷ bm-iZ + blll ,
∕n<jιtikkor mindig meghatározhatunk oly n—m-edfokú ι∕(z) és oly 

m — 1-edfokú r(z) raczionális egész függvényeket, melyekre nézve # f(z)⅛=7(z)0(z) ÷r(z). (1)Ha mar <7 (*) = <70~"-", + 9ι^n-n,-1 + ∙ ∙ ∙ ÷ (]n-megyütthatóit meghatároztuk, akkor r(z)-t szolgáltatja az/■(z)—9(z>^(z) = r(z) (2)'egyenlet, melynek baloldalán <0 (z) q (z) szorzás végrehajtása után annak megfontolásával, hogy α∙", a?«-i, . . . j χ∣u együtt­hatói eltűnnek, a következő egyenletrendszert nyerjük:
°o = fy∕∕()«1 = M0+M1
fl2 = ⅛)÷Ml + M2 
a∣ι-∣n — blι-nιq0 rbn-ll, + ↑ql-+- - ∙ +b0qn-n∣ ■>melynek determinánsa Z)=Z>"-n'+1≠O, tehát egyenletrendszerünk <7o> <7p • • • , Qn-m szerint megoldható, ezek értékeinek be­helyettesítése után a (2) szolgáltatja r(z)-t.Az (1) egyenletben kifejezett törvényszerűség alapján már most felírható a következő egyenletrendszer:/‘(z) = <∕(Z)^(z) 

φ(z} = 71(z) r (z) r(z) =Q2(z)Γi(z) + r(z)
+ ηCz)+ ∕,2(z)

(3)r,∙-2(^) = 7l∙(z) r.-1 (z) ÷ ri{z) 
ri-ι(z)≈<li+i(∂ ri(z),



RACZIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK. 155iiol r (z), r1(z),..., r,∙(z) fokszámai rendre kisebbednek, tehát r, (z) legalacsonyabb fokú, f{z} és <p(z) minden valóságos osztója, tehát a legnagyobb közös osztója is, az első egyenlet alapján osztja r(z)-t, a második alapján r1(z)-t, az utolsóelőtti alapján Γi(z)-t Ennélfogva f{z~) és φ(z) minden osztója osztja rendre az r(z), r1(Z), ..., Γi(z)-t, tehát r((z)-nél nagyobb osztó nem lehet, de 
Γj(z) az utolsó egyenlet alapján osztja rl∙-ι(z)-t, az utolsóelőtti egyenlet alapján r1∙-2<z)-t,.. ., a második alapján φ (z)-t, az első alapján pedig f(z)-t, tehát rt∙(z) az ∕,(zj és φ(∑') legnagyobb kö­
zös osztója. Ha r1∙(z) konstans, akkor f(z) és φ(z) relativ törzs­függvények.Az első egyenletünk alapján :

r(z) = f(z)~ q(z)φ(z), a második alapján:
r1(z) = φ(z) + ql(z}q(z)φ(z)- qi(z}f(z), röviden:

r1(z) = ai{z)fiz) ÷ bi(z)φ(z∖éppen így:
r2(z) = a2(z) f(z) + b2(z) φ (z),
Γi(z) = ai(z) f∖z) + bi(z) φ (z).Ha r1∙(ιz)=c konstans számmal, akkorhelyett u(z)-t helyett b(z)-t írván, kimondhatjuk a következő tételt: Ha f(z) 

és φ (z) relatio törzsfüggvények, akkor mindig meghatározhatunk 
oly a(z) és b(z) raczionális egész függvényeket, melyekre nézve:

a (z) ftz) + b (z) <P <z) = 1∙77. Raczionális törtfüggvények.Ha f(z) és φ(z) raczionális egész függvények, akkor az 
a =

φCz)minden oly helyen monogen, mely a nevezőnek nem maga- sabbrendű zérushelye, mint a számlálónak. Föltételezhetjük különben, hogy ∕,(z) és φ(z^) relativ törzsfüggvények s hogy
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f(z) alacsonyabb fokú mint φ(z), mert különben az előbbi fejezet (3) egyenletrendszerének első egyenlete alapján:
CP (Z)

r (z}hol q (z) raczionális egész függvény, -"φ- pedig a kivánt tulaj­donságokkal biró raczionális törtfüggvény.Ha φ(z} két relativ törzstényezőre c>1(z) és ^2(z)-re bontható, akkor vannak oly α1 (z) és a2 (z) raczionális egész függvények, melyekre nézve: α1(z) ^(z)+a2(z) ρ2(z)=l,tehát
1Qι(-z) , a2(z)

akkor
^2(X) Pι(z) ^1(z)^2(z)Ha tehát a rövidség kedvéért:α2(z) ∕*(z) = ∕i(z), αι(-z) Λz) = f2(z∖ 

f<z) = t∖<z) , ∕2ωfι(-z) P2(*) ^1(z.) ^2(z.)Ha már most ^>1(z) és φ2(z') szintén felbonthatók relativ törzs­tényezőkre, akkor ezt az eljárást újra alkalmazzuk minden törtre s ha végül már oly törtekhez jutunk, melyeknek a nevezőik már relativ törzsfüggvényekre bontani nem lehet, akkor eljárásunk véget ér. Ennélfogva, ha φ(z) a φ1(z), ^2(z), . .., φi(z) relativ 
törzsfüggvényekre bontható, akkor= ΛU> jl j⅛fl J⅛L. ∩$P(Z) y>1(z) ' Cf2(z) ■ φi(z)Pl. Ha ^(z) = α0'(z-α1)⅛(z-α2)⅛. . . (z— ar)i' , i>∣zlzf%l*

' , + f2<z) +... + faz) . 2
<r(z) (z—ar)'ι (z—a2)'2 (z—ar)irLegyen

, , z aX= ^∙>tehat /1 (*) _ ∕j(^+ «1)(z—α1)'1 ~ /'■> ’ámde
/?t + > = Λ<«1) + ⅛1- /+•••+ ⅞~^11⅛~ p',^1 + til

l i x'i -U •
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fi (7+α1)=α10+αnf + ∙ ∙ +α∏i-ι fr~, + e√0 • **’, következőleg

f\(z} _ ___¾P_____ i------- ⅛-r + • • • + — — + φ↑(z-ai).
(z—α1)f< (2—α1)'< (2—α1)'< ⅛ r^~αιHa ezt az eljárást a (2) egyenlet jobboldalának minden tört­jére alkalmazzuk, akkor a következő egyenlethez jutunk •
fiz) — qιo + q∏. +.. • + —
φ(z) (2—α1)'ι (r-a2,'1-^1 2—a11 fl20 + c⅛___ -L.,,+ ⅛∑1

φ (z— a2)i* (2—a2)⅛~l 2-a2
4- C,∙f ( 2— Új)
4- y>2(r-a2)

+ arl. , +•••+ "-'- + i⅛(≈-<M∙ <3>
1 (z—ar)'r <2—ar)'r 1 ~ arMegjegvzendő, hogy abban az esetben, ha /42) alacsonyabb fokú mint α>(2), akkor:

ιpλ(z—ct1)+^2( 2—α2)4------1-^√2—ar>=θ,mert különben a bal oldalon levő tagok összevonása után a számláló magasabbrendű lenne, mint a nevező. Az α⅛ együtt­hatók kiszámítása következőképen történik: A rövidség ked­véért legyen 
akkorUrl- - — a 10 -b a 11 (2—a 1) 4-------  a ι i1 -1 (2—a1)' < -1 + (2— «∣'' - R t,,CPi1(2)ha Ri1-gyel jelöljük a többi tagol; látható, hogy

-1- [4!ξL (4ι±σ∣ =,,ll^1



158 RACZIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK.Hasonlóképpen határozzuk meg a többi együtthatókat:1. Pl. Legyen Λz.)≈2z÷3,tehát
f(z) _ « ,_____ b- c
φiz') (z-jQ.)- (z—2.) z—1 ’honnan ⅛+3 = 0 + ftiz^2) + ⅛^, 

z—1 .z—1∕2z+3∖----- T- = n — 7,\ z—1 ∕z=2∕2z÷3∖' ,
----r — b=-», \ Z—1 ∕za≡2továbbá

Γ<2⅛3)] -c-5L(z-2)2J,-ι- következőleg: 2z+3 _ 7 5 5(z—2)2 (z—1) ~ (z-2)2 z—2 + z-f ’2. Pl. Legyen
f(z) = 2z2+l,

φ(z) — (Z2+1)2(Z-1), következőleg:
Ilii = +___ + _S_ + + __L
e>(z) z—1 íz + íj2 z + í (z—ip z—i ,tehát ∕ 2z2+l∖ _ _ 1∖(i¼1)2Λ-i~λ~ 4 ;9z2 4- 1

~2^Tz~λT = fc~i'l'- ""'2∙fi∣ • 2z2+l--z-- η57—— = d+f(z-z) + (z- 1)2R2, (z + ι)2(z—1) ' ihonnan Γ 2~2÷ i ] ~ _ J ~1 = hL (z— i)2(z-1) jz=-i 8 ~’Γ____ 2z2+l I = _ l+í'= dL (z + zj2(z-1) Jz≈i∙ 8Γ-~2f!±l ]' _ 3+2' _[ (z— i)2(z-1) Jz=-,- 8 ~c,JJ⅛2+1 1' =_.±-2i = rl(z + l)2<z-1> 8 '
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Ennélfogva:

2z2+l _ 3 1 1—i 1 3+2z 1
(z2+l)2(z-1) 4 ‘ z—f 8 (z÷i)2 8 z+i

1 + z 1 3—2z 1
8 (z—í)2 8 z—i'

Minthogy
1—i 1 1 + í 1 _ 1 z2-2z-1

8 (z+z)2^ 8 (z—zi)2 “ 4 (z2+l)2 ~
1 1 1 1 z+1

^ 4 z2+l + 2 (z2+l)2^,
3+2i 1 3—2z 1 1 3z+2

8 z+z 8 z—i ~ 4 z2+'l ’
azért

2z2+l _ 3 1 1 z+1 3 z+1
^(z2+l)2(z-1) 4 z—1 + 2 (z2 + l)2 ' 4 z2+Γ

Ha ∕,(z) és ^>(z) együtthatói reális számok és ^(z)-nek kom­
plex gyökei is vannak, akkor ezek párosával fordulnak elő; 
ugyanis, ha a+βi <p(z)-nek zérushelye, tehát

φ(a }-βi)=φi(a, β) ÷z^2(α, β')-0, 
akkor

y>1(α, /?)=0, <i>2(β, β)=0,

tehát helyes a következő egyenlet is:

φ (a-βi) = φl(a, β) — i(p2{cι, β) = 0,

azaz a—βi szintén gyöke ^>(z)=0 egyenletnek, s minthogy

[z—(α+βi)] [z-(a-βi)]=(z-a)2+∕52,

azért (z-d)2+β2 osztója ^(z)-nek és pedig legyen r-szeres osz­
tója, akkor

<f> (z)=[(z-α)2+^2]*∙ <px( z), 
következőleg:

f(z) _ fι(z)____ l jf2(^) .
φ(Z) [{Z-a)2+β2]r ‘ ^>1(Z) ’

f∖(z)=ψ (t), β2=h

szubstituczió után :

∕,1(z)- __ ú(t) _ ψi(t2)+t⅛(t2)
[(z—aF+β2)]r <t2+h)r (t2γh)r



160 RACZIONÁLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK.ha ^(7)-ben a páros kitevőjű tagok összegét c∖(i2)-, a páratlan kitevőjüek összegét pedig jelöljük, alkalmazzuk még akövetkező szubstitucziót:I - ' 1 ' ■ lakkor a már ismeretes sorbafejtési szabály alkalmazásával:^1(t2)=^1(u-h)==a'0+a'1u + ∙ ∙ ∙ ÷αk-1u>-1+ ur∕1(u),
^>2(t2)==φ2(u-h)= b0 + b1 m----- k br-1 ur~1 + urZ2(u),tehát ∕ι(*) _ ⅛+⅛0 a<l+tbi[(Z—α)2+^2]r Hr ^r tlr-l 1 * ’ ‘ ~t~

÷ + χt(u)+tχ2(u).Ha már most a értékét visszahelyettesítjük és aZι(u)+fZ2(uW1^2÷ λ) ÷ iZι<*2+h)=Z (t)jelölést kasználjuk, akkor∕l(-g) _____ _  q0 + ^0 _ ql÷¾____|_ 1 a'r-∖ + tbr-l[(z-fc)2+ltf2]r - (∕2+71)r 1 ~(t2 + h)r-l ' '"^t^ t2+hVégül ha t és h értékeit visszahelyettesítjük s a'0—abn, u|—abi, . . ., a,r-ι—abr-ι helyett rendre α0, α1, . . ., αr-ι-t Írunk,.akkor ∕,1(z) _ a0+zb0 al+zbi
[(z-a)2+^Y [(∑-a)2+(i2]r ^t^ [(z—α)2+∕⅞2]r-ι

Ui—1 ]~zbr-1 
(z—α)2÷^2 + χ {z-a),tehát

f(z) _ a0+"⅞ . di + zbx
φ(z) ~ [(Z-a)2+^2]r [(Z_a)2+^2jr-l

<Λr-1 + zbr— 1(z— a)2+'∕92 (5)H-- ~—^ι(∑)Hasonló műveletnek kell alávetni -t is, ha tf,<(z)-nek <P1(Z,) ’még vannak α1 + β1i alakú zérushelyei, akkor minden konjugált gyökpár olyan részlettörteket szolgáltat, mint a milyenek az (5) egyenletben fordulnak elő, a valós gyökök pedig olyanokat, mint a milyenek a (3)-ikban fordulnak elő. Megjegyzendő, hogy kutatásaink alapjául a (3) egyenlet is szolgálhatott volna.
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ha ^(7)-ben a páros kitevőjű tagok összegét ^1(i2)-, a páratlan 
kitevőjüek összegét pedig tψ2(t2)-a∖ jelöljük, alkalmazzuk még a 
következő szubstitucziót:

t2+h=u,.

akkor a már ismeretes sorbafejtési szabály alkalmazásával:

^1(t2)=^ι(u-h)=a,0+a'1u 4---- F a'r- χiιr~1 + ur∕1(u),
^2(Z2)=√⅛2(u-h)-b0^- bim---- ∖-br-ιur~i + urZ2(u),

tehát
_/M__ - ⅛+⅛ 4. aι+tbι , ,
[(Z— α)2+∕i2]r ur ^r ur-1

+ ^⅛^+z,w+tew∙

Ha már piost u értékét visszahelyettesítjük és a

Zι(u)+⅛u)=Zι(i2+h)+iZι<f2+λ)=Z (0
jelölést kasználjuk, akkor

∕,ι(-z) _ «ó+^o , ai+tbi , , n'r-x + tbr-x .
[(z-ct)2+ ^2]r - (t2+h)Γ ^+ (∕2 + ∕ι)r-l ^1""-t^ t2 + h ^rzvλ

Végül ha t és h értékeit visszahelyettesítjük s aó—ab0f 
a'i-ab1, .. a'r-∖-abr-∖ helyett rendre α0, α1, . . ., dr-ι-t Írunk,, 
akkor

∕,1(z) _ αo+^o . __________
[(Z-α)2+^r - [(χ-a)2+zi2]r ^r [(2_a)2+

ai+zbl

tehát
70) a0+zb0 a∙ι+zbl
φ<Z) ~ [(z ~-a)2+(P]r ^τ^ [(Z-α)2+^2]r-1 

√2<≤L. 

ψχ(z)' (z-a)2+β2 (5)∙

Hasonló műveletnek kell alávetni t is> *ιa <ρx (z)-nek 
még vannak α1+β1i alakú zérushelyei, akkor minden konjugált 
gyökpár olyan részlettörteket szolgáltat, mint a milyenek az 
(5) egyenletben fordulnak elő, a valós gyökök pedig olyanokat, 
mint a milyenek a (3)-ikban fordulnak elő. Megjegyzendő, hogy 
kutatásaink alapjául a (3) egyenlet is szolgálhatott volna.

Suták: A dífferencziál- és integrálszámítás elmélete.



162 HACZIONÄLIS TÖRTFÜGGVÉNYEK.Ugyanis a mondott feltételek mellett, t. i. hogy f(z) és φ(z) együtthatói reális számok, ha α1 és α2 konjugált komplex­gyökök, akkor
ii=i2=is a (3) egyenlet ugyanolyan kitevőjű megfelelő tagjai konjugált komplex kifejezések, így pl. az

alakú tagok számlálói is konjugált komplexszámok.
α ír , a∙>r-----------ry---- CS -----------y----(r-a1)'-'∙ (z-a2)i-r

Ugyanis, ha -⅛⅛-∖λ, w,1∕ •’ (z—í^y ^t rendre ^2∕(z)-vel je-löljük, akkor ∖ (izr ∖ / Jz=α∣ «Ír,1
r'
1 Γ dr ∕ Λ-g>

r'. [ dzr ∖φ2i(z))]z=a,Minthogy, ha valós együtthatókkal biró kifejezésbe a változó helyett konjugált komplexszámokat helyettesítünk, ugyanilyen számokat nyerünk, azért a↑r és a∙>r is ilyenek.Legyen tehát ,
alrz=za + bi, a∙2r-a—bi;

{z-ax γ~^r= A + Bi, (z-a2y- r=A-Bi,hol A és B r-nek valós együtthatókkal biró raczionális egész függvényei, mivel ,(α + ∕n) (A— Hí) + (a—bi) (A + lli) = 2 (Aa + Bb), azért, ha 
ax=a+βi, a.,=a—fii, akkor elír , «2r____ ____  9 Aa + Bb___

^Tz=^ + (z-α2)i-r ^z-α)2+,^2]i-rmelyet olyan alakú részlettörtekbe bonthatunk, mint a milye­nek az (5) egyenletben fordulnak elő.Az (5) képletben előforduló a0, b0; ai, bl∙, meghatáro­zása gyakorlatilag következőképen történik: Tekintve a kép­letben előforduló φi(.z) jelentését
= o,,+ zbll +[(:-.RI ^1C)
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ha fl(2)-vel a maradék tagokat jelöljük. Honnan
[^^⅛^L.÷p=λ+iii=",ι+'α+'5,'*fr" <6)

a valós s képzetes részek szétválasztásából nyerjük, hogy

«0= A — ~ /<

Képezzük ezután a következő különbséget:

_⅞+zfr0   λ~)-<⅜+∙⅜>p√~) 
cc(z) [z—a)2+lβ2]r φ(Z)

(θ) egyenletünk értelmében törtünk számlálója osztható z — 
—(α÷βz)-vel, tehát osztható (z—α)2÷∕22-al is, ennélfogva:

_£(*)________ ¾÷2⅛ _ $ (z)
φ(Z) [(2-α)≥+^]r ^(z) ’

hol ∕(z)-nek a (z—a)2)+fl2 már csak r—1-szeres tényezője; (5) 
egyenletünk értelmében tehát

ψ(z) _ al+zbi a2+zb2
∕(z) [(2-α)2+z□2]r-l +^ ^z__a)2^^r-2 

tehát

mely egyenletből teljesen hasonló módon határozzuk meg α1-t 
és h1-et.

Pl. Legven
=___ 2z2+l

φ(z) (z2+l)2(z-l) ’

fiz) _ a + bz ι α1+t1z ι c 
iP<z) (z2+i)2 + (z2÷l) +^z-Ti

honnan

2z2A∙1____  1 1+z _ 3 1
(~-+l>2<"-1) 2 (z2 + l)2~ 2 -

— rt! ~t^ bιz . c 
Z2+l + Z^i~’



AZ EXPONENCZIÁLIS ÉS LOGARITMUS FÜGGVÉNY ÁLTALÁNOSÍTÁSA.honnan 3 / 1 \ 3
2 ∖7=r), . i=(l,+hιi=- T(1+ib ennélfogva : 3 . 3α1='--4, ftι=~p végül F 2z2+l 1 _ _ 3L (∑2÷1)2 ‰ι-c~ 4 ’ következőleg:2~2-rl _ 1 1-j-z 3 1+c 3 17∑2+1ΛΓ-1) 2 (Z2+1)2 '4 22+i + 4 z_f ’ mely eredmény tökéletesen megegyezik fejezetünk első felében talált eredménynyel.

78, Az exponencziális és logaritmus függvény általánosítása.A valós változók körében az exponencziális függvény ex oly függvény volt, melynek diíferencziálhányadosa szintén ex.
A komplexváltozók körében is exponencziális függvény alatt oly függvényt értünk, melynek diíferencziálhányadosa egyenlő magával a függvénynyel, ezt a függvényt szintén ez szimbólum­mal jelöljük, téhát e:-t 

egyenlet definiálja, ilyen függvény csak egy van, mert ha volna még egy ily függvény f(z); azaz volna⅛,=Λ-'λ (2)
akkor kimutatható, hogy

f(z)~ ez.Első egyenletünk alapján, ha v monogen függvénye r-nek, akkor (3)



AZ EXPONENCZIÁLIS ÉS LOGARITMUS FÜGGVÉNY ÁLTALÁNOSÍTÁSA. 165Pl. Ha aυ difíerencziálhányadosát kell meghatározni akkor előbb
a-e,aegyenletre hivatkozunk, melynek alapján :dαt, ,— la. avυ. dzHasonlóképen, ba υ1 és p2 monogen függvényei z-nek, akkor 

d(eυ<e"*)
—- — βl,^υ2i∖-∖-ev^eυw∙)=eυ>el'2(υi -∣r, másrészről : <ιe,,ι 1^,'2— j. - ~ ep'+tλ√P1-HM'.tehat az (1) alatt levő definiczió éτf-lmében ■er∣c¾=-e*,ι μ'⅛. (4)Hasonlóképen találjuk, hogy a (2) definiczió értelmében :

f(^V f(υ2) = f∖υ^ι>2∖
ez utóbbi egyenletből következik, hogyΛA> f(f,∙>) • • ■ f(Pn» ∕,(n1+¾4------[-υn)rmelynek különös esete az, midőn∣γ,(p)p- ≈f∖nι>h honnan

[/’ii >]» — /’(/?>.Ha az (1) alatt levő feltételnek megfelelően ∕(l)-t ügy választ­juk, hogv legven
LL 70) =akkor

f(∏)-(>n,Ha pedig v helyett 1 -t Írunk, akkor
^(⅛)=e"egyenlethez jutunk.Ennélfogva a valós változók körében f(z) éppen e:-el egyenlő.J==-r + á/1 akkor a monogen függvények definicziója értel­mében :

af
dz dx



166 AZ EXPONENCZIÁLIS ÉS LOGARITMUS FÜGGVÉNY ÁLTALÁNOSÍTÁSA.Ami azt jelenti, hogy ∕('z)-t f(x)-bo∖ úgy nyerjük, ha x he­lyett egyszerűen z-t Írunk, a jelen esetre alkalmazva észrevé­telünket, nyerjük, hogy ∕,(z) = ez.A logaritmus függvény jelölésére szintén az Iz szimbólumot használjuk s oly függvényt értünk alatta, melyre nézve:
z=elz; (6)a (3) egyenlet alapján tehát1 — elz(lz),= zhonnan (k)'= ~ (7)Pl. Ha υ monogen függvény, akkor

dlυ _ υ, 
dz ~ vLegyen már most

z = (cos <p + i sin <í>),akkor a (6) alapján
p ~ I z I — I elz I — e⅛, ennélfogva cos$í> + i sin (p=eZ(cosφ+isin√f).De könnyű meggyőződni, hogy

dl (cos φ + i sin <p~) = id<p,a mi csak úgy lehetséges, haZ (cos φ+i sin <p} — iψ + c,hol c egy tetszőleges konstans, melyet. így határozunk meg: legyen
φ — θ,akkor

11 = c = 0, tehát
I (cos <p + i sin <p) = iip, következőleg: cos <p÷ i sin <p — ei,P.Ennélfogva

z = p (cos ιp + i sin (p') — elz≈el(f+ i,p (9)és
lz=lp + iφ.
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Ámde z értéke nem változik, hogy ha argumentumát 2nπ-vel 
növeljük, hol n pozitív, vagy negativ egész szám, azért általá­
nosabban :

Zz= In --L ⅛ + ,>ni~ (10)
és

cos φ + i sin <p= eilι,+-lli*. (11)
A (10) alapján

lz + lzl=lp + lρi + i (e> + σ,) + 2r⅛,
r=n+nj, 

azaz:
L:-\-lzl-lzzl.

Ezek után áttérhetünk az exponencziális s a logaritmus 
függvény értékváltozásának tanulmányozására. Ha

z=x+iy,

akkor a (8) képlet értelmében:

ιι=ez=ex (cos y + i sin y), (12)

tehát ez modulusa ex, argumentuma pedig y; a (11) értelmében 
pedig

ez + ∙2ιtin~ez.^

azaz e≡ periodikus függvény és periódusa 2iπ.
Minthogy cosy és siny a ∞ helyen határozatlan, azért e* is 

a z— bo helyen határozatlan. Ha síkunkat az ,r tengelylyel egy­
mástól 2- távolságban levő párhuzamos egyenesekkel sávokra 
osztjuk (17. ábra), akkor egy ily sávot ez periodussávjának ne­
vezünk. Bármely periodussávban ez felvehet minden értéket; 
de minden periodussávban ugyanazokat az értékeket veszi fel.

A logaritmusfüggvény az exponencziálisnak az inverz függ­
vénye, tehát végtelen sokértékű, miként az a (10) formulából 
is kivehető. Ámde ha az inverziót csak az egyik periodussávra 
mondjuk a O-tól 2π-ig terjedőre tekintjük érvényesnek, akkor 
az inverzfüggvény egyértékű függvénynyé lesz, mert ebben az 
esetben egy 2-hez egy u tartozik s viszont; azaz lu — χ p yi 
egyértékű, iia képzetes része csak O-tól 2π-ig változik. Ennél­
fogva Iz egyértékű függvény, ha z argumentuma csak O-tól 
2π-ig változhatik, és ekkor

lz=4p -+- i<ρ
φ<2,τ.



IBS A HATVÁNY FOGALMÁNAK ÁLTALÁNOSÍTÁSA.

79. A hatvány fogannának általánosítása.
Ha z és m egészen tetszőleges, valós vagy képzetes számok, 

akkor az előbbi fejezet (6; képlete alapján zm-t a következő 
egyenlettel definiáljuk:

zrn — emlz. (1)
Legyen általánosan

m — a ÷ ib,
lz = lp + i<p,

tehát
mlz=alρ-bφ+i (blp+aφ),

hol
⅞p=^ι÷2n .π

<pi<Z,2n,
ennélfogva:

Zm=βa^~ bφ+i(blρ+aφ) (%\
Pl. Legyen

hol p valós egész szám, ebben a különös esetben :

a — —, b — 0, p ~ 1, (p — 2nπ, 
tehát

l 2nπ . 2π . 
zp=e p (ep')n.

»=0, 1, 2, . . .

Legyen a rövidség kedvéért

e p = fl⅛, 
2λ .

(e'~')" = α"
1 . '

akkor zp, azaz az egység p-edik gyökének egymástól külön­
böző értékei:

a®, a1, a?, . . . , a1p^1, 
mert

aι = «1, a.Γ+1 = a1, . . . , a[,+r= a'1.

Az (1) egyenlet definiálta általánosított hatványra vonat­
kozólag érvényesek a hatványozás alaptörvényei. így

Znir∏ιi- gmllzp>nιllz — gmlz+m1lz — -ιn + ιnt (3)
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Általánosabban
Znl — eml<> +im<pi + 2ιnnin φ1<2π, n=0, 1, . . .
j^nι1 — g∕n1I'>+izn1r∕>1+2∕n1n√π ∏1=0 1 2

τ∕n^∕Hι — ρ(m1+m1) (Zρ+iφ1)+2(ιnn+ni1π1)

Ha tehát zπι és z,nι egészen tetszőleges értékeit szorozzuk 
össze, akkor a hatványozás (3) alatt kimondott törvénye némi 
r. ndosulást szenved. A mi más szóval azt jelentig hogy a (3) 
egyenlet jobboldalán levő szimbólum kevesebb értékrendszert 
foglal magában, mint a baloldalán levő. Lássuk még, hogy 
hogyan kell hatványt hatványra emelni. Legyen e végből

u — (eυι)l'2;

az (1) alatt levő definiczió értelmében

II ≈ eυ.Jevι — ev1ι⅛j 
tehát

(et>1)¾ — epιυΛ (4)

Ezen az alapon azután
(~nf)nι, — (gzhZjjni.| — ρinntilz = (5)

Mely képletek a hatványozás egyik ismeretes törvényét mond 
ják ki.

Végül hogv
Z»< — emli> +imφi+2nmiπ φd<2τr, n =1, 2 . . .
Z™ — em⅛1⅜ inιφ.2 + 2mniiπ „ _j 2

ZtnZ",ι — eMiLZ(<√>1)+i(φ, + φ.,) + 2ι∙iπ] r≈n+n1
tehát

znιz,u^ — (zz^)"ιn,>.

80. A trigonometriai függvények általánosítása.
A 73. fejezetben láttuk, hogy

cos φ ÷ i sin <p = e'7>,
tehát

cos φ—i sin <ρ = e-f9,,

ebből a két egyenletből:
e'<∕,4-e-ii∕,COS φ —---- X---- ,
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ei'P—e~i,p sin φ —---- ------ψ 2i

Ezen két egyenlet alapján a z komplex változó sinusát s 
cosinusát a következő egyenletekkel definiáljuk:

e'≡ + e-⅛ cos z — —2----

eiz—e~iz

Formuláinkból rögtön kiolvasható, hogy

sin (z+z1) = sin z cos z1 + coszsinz1, ) 
cos (z÷z1) = cos z cos zl — sin z sin z1; j 

cos (z+2nπ) ~ cos z, | 
sin (z+2rπ) ~ sin z. ∫

léhát a sinz és cosz periodikus függvények; periódusuk 
2^; a trigonometriai alapformulák rájuk nézve is érvényesek. 
Áz (1) egyenletek értelmében :

e'∣+e~ι∣
cosιy= —2—

. . . ey—e~ysin zz/ = z---- 2----

Nevezzük coszz∕-t cosinushiperbolikusnak, — y⅛-t pedig 

sinushiperbolikusnak, sjelöljük őketrendre coshy és. sin⅛-al, 
tehát

, en + e-y cosiy = cosΛz∕ =---- 2-~

sinzz∕ . 1 eι∣—ey —~ = sinny = -
2

Honnan következik, hogy

cos h2y — sin h2y — 1

cos h (z∕1 + z∕2) — cos hyl cos hy2 + sin hyl sin hιj2,’
sin h íy1 + y2) = sin ∕zz∕1 cos hy2 + cos hy1 sin hy2.

A többx trigonometriai függvényeket úgy definiáljuk, mint 
a valós változók körében, így



A TRIGONOMETRIAI FÜGGVÉNYEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA. 171sin z __ 1 ei2—e~iz° cosz i eiz+e~iz ’cosz _ . eiz+e~izc sin z l eiz-e^^izVégül az (1) egyenletek alapján könnyű meggyőződni, hogy (cos zY — — sin z, (sin z)' = cos z következőleg: (tg zY — —K-, (ctg z)' =------42— •” cos2c sιn2zAz exponenczialis függvény értékváltozásainak figyelembe vételével, rögtön belátható, hogy sinz és cosz függvények a oo helyen határozatlanok; a periodussávok helyzete kiolvas­ható a következő egyenletekből:
e~lJ+ix+ey-ixcos z — cos (x+ II/) =-------- K---------,
e~v+ix—ey~ixsin z = sin (.r + it/) —---- ------------- ~Ha az i/ tengelylyel a kezdőponttól számítva 2π távolságok­ban párhuzamos egyeneseket vonunk, ezek a síkot sávokra osztják, melyeket a sin z és cosz periodus sávjainak nevezünk; bármely sávban függvényeink minden értéket felvesznek, de csak egyszer.Lássuk már most fejtegetéseink néhány alkalmazását.Az (1) egyenletek alapján, ha m pozitív egész szám:(2í "1sinfπz = (eiz~e-izYn — e',,iz- j eθ,,-a>,≡ +•••+ (—1)", e ',,'z∖2>m, cosmz = (eiz+e~iz)m = emiz + j e^aι~2>iz H------F e~miz.Minthogy

emiz — cos mz 4- i sin mz
e-nιiz — cos mz — i sin mzazért ha m páros, akkor

(2i)n, smπ'z= 2 cos mz— 21 I cos (m—2)z+ F
ni-2 , . »I , πιx

+(-) 2 2(m-2VOS2Z + <-1)2|m <l>\ 2 / \ 27
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2n, cos™ z — 2 cos mz 2 ( 1 j cos 2 • z + ■. 4-

+ 2(nf -jcos2-- + Q <∏>
\ 2 ' \2/

Ha pedig m páratlan, akkor

(2i sin'''z — 2i sin mz- 2i ( 1 ) sin (m—2) z-\---- 4
ni — 1 <

+ 2(-l)y ' [J11 jsinc. (III) 
' 2 /

2,ncosmz=2cos mz+2^j co < ,<—∙2)z4---- >-2Í 777 jjcosz. (IV)

’ ~2~∕
Másrészről

cos mz ÷ i sin mz — e''∣<~ = (eiz}"l ~ *∙ns z 4- i sin z},n —
— cosmz 4- i (7J7 j cosn,~1z sin z — ) cos'n~2z sin⅛4-..

a valós és képzetes részek szétválasztása után .

cos mz = cosmz — (/7?j cos»'-2- sin2z+ cos'»-’- sir lr___  < V)

inΛ . • !m\sin mz = I ) cosm~1z sin ! j cosn'~⅛ sin3z H----  (VI)

Ha m páratlan, akkor m—1, m—3, . . . páros számok, tehát

ni-J zn —1
COSn'-,Z = (COS⅛) 2 — (1 — sin2-) 2

zn-3 n,-3
COSn'-⅛ — (COS2z) 2 =(1—sill¾) 2

egyenletek alapján cos'"-ι∑, cos'"~⅝r, . . rendre sin z-nek m~ 1, 
m~3, . . . fokú függvényei, tehát a (VI) alapján sin mz sin z-nek 
ppedfokú raczionális egész függvénye, tehát ily alakú:

sin mz = aosm'«z + alsin"'-1z+..- + a„_isin z÷απ=∕,(sin z), 14ι 
ha már most

ι≠ι ∙ ∕(sinz) = 0egyenletnek gyökei:

sin ai, sir. ¾, . , sin



A TRIGONOMETRIAI FÜGGVÉNYEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA. 173akkor/ (sin z) = a0 (sin 2—sin α1) (sin z—sin α2) . . . (sin z— sin am).
a1, a2,..., anι megegyeznek azon zérussá teszik, ezek pedig: értékekkel, melyek sin mz-t

igy tehát ni , m
m—l2 m/ (sin z) ==α0sin z sin⅛—sin2 — sin⅛—sin2 2 — ni sin⅞—sin2 2 m (5)

melyet ily alakba is Írhatunk :
∕ 1 sin⅛= a sin z / 1--------------■ π sin2 —ni

/■(sin z) =1_____sin2zsin22 —m sin⅛sin2 (6)2 niHonnanlim
2=0

sin mz 
mz

a 1. sin — hm — 
m z=o z

1 — sin2z \
ebből pedig ni

következőleg: a — msin mz == msin√l- si"2'- '∣I sin2 — j 
' m

sin2; sin⅛• *> n 't sin2 2 —m (. 0 m—1 7i sm2—H— 2 n? (VII)

Ha mz helyett τrz-t Írunk, akkor
πz— m sin----
m

sin2 —*1------------sin2 ~-m

sin2 —1------------• n 7t sm2c —ni ... 1 . 9 πz sin2 -— m
(VIII)

(ha m páros).



174 A CZIKLOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA.Azonban α-t meg így is meghatározhatjuk: a (VI) egyenlet alapján rögtön belátható, hogy a (4) egyenletben előfordulóαn = 0, an-∖ = m, tehát sin mz = sin z(α0 sin",-1z4---- -t-α,l-2 sinz+m).Minthogy a α0sin"l-1z4------t-αm-2sin z + m =0egyenlet gyökei: 
m—1 π -t- sin —s- —-,2 m ■sin--, + sin2— m mtehát α0 sin,,'-1z+----- ÷αi∏-2sinr÷m =

(∙o ,orffc∖ / • o • <» zn—1 jT sιn2c—sin2 — ∙ ∙ ∙ sιn⅛—sin2 —-------m I \ 2 inhonnan következik, hogy
m -1 _ _ ,

∕ 1∖9 ∙ <, ZT *9 i*∙ ∙ <⅜ m — ^ Σ 7T(—1) - α0 sin2 — sιn2z — • • • sin2 —=------- = m,m m 2 maz (5) és (6) egyenletek összehasonlításából pedig következik, hogy ∕ r∕πΓ, . 9 rr . 9 π, ... m—1 ra = (—1) 2 a sin2 — sιn2c  ------sin2 —s-------- — m.m m 2 m

81. A cziklometrikus függvények általánosítása.Ha z sinusfüggvénye az u komplex változónak akkor, mint láttuk sin (tz + 2nzr) = z.Tehát az u változónak végtelen sok értékéhez egy, de csakis egy z függvényérték tartozik, tehát a sinusfüggvény inverz­függvénye végtelen sok értékű függvény, ugyaniszz ÷ 2ηπ∙ = arcsin z,tehát z egy s ugyanazon értékéhez végtelen sok függvényérték tartozik, de ha az inverziót a sin zz függvény csak egyik periodus- sávjára, mondjuk O-tól 2π-ig terjedőre tekintjük érvényesnek,
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akkor ezen megszorítások között az arcsin z egyértékű függvény, 
azaz :

z? = arcsin z
0≤u<'2λ

egyértékű függvény.
Láttuk, hogy

honnan 

ebből pedig 

tehát 

cl"—e~ll' sin zz — —— = z, 2i

e2iu—2izei" = 1,

βf', = iz + y í^z2, 

u = ! l(iz± Kl→2)∙ 

zz1 — ? l(iz + lzl-r2), 

u2= ? l(iz-~VT-z2Y

Legyen

Ámde

következőleg

l (iz — /1—z2) = l (—1) — I (iz + fl≡F2), 
de

l (—1) = πi + 2kπi,

mivel u nem lehet nagyobb 2π-n01, azért fc-t zérusnak vesz- 
szük s így

u2 = - — -1- I (iz ÷ V í—z2),

azaz :
u.) = π — zz1.

Míg tehát zz1 O-tól 2τr-ig változik, addig zz2 "-lói —zr-ig; ámde 
a sinusfüggvényre nézve a —"-töl ÷"-ig terjedő sávot éppen 
úgy tekinthetjük egy periodussávnak, mint a O-tól 2π-ig ter­
jedőt, tehát zz1 és zz2 csak különböző peri odú ssávokban kép­
viselik ugyanazt a függvényt, azért elég lesz egyiket tanulmá­
nyunk tárgyává tenni, s kiindulási pontunknak megfeleloleg 
zz1-t választjuk, a mit ezután röviden zz-nak nevezünk, tehát

zz = arcsin z — l (iz + K1—z2). (I)



176 A CZIKLOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA.arcsin z-nek ezen analitikai alakjából szintén kiolvashatók mindazok a sajátságok, melyeket ezen fejezet elején említettünk.Határozzuk meg még zz-nak differencziálhányadosát
(ZZ + ∕1→2)'

u = —----≈≈--íz + ↑∕ 1—z2a műveletek végrehajtása után:, 1 zz' = ------ ,/1— z2 ’tehát zz' folytonos és véges, kivéve a z=±l helyeket. Ezekben a pontokban 
(∏)

-'.=τ"∙=⅜

tehát 2 ~ 2 ’
zz1 = u2, ■azaz az zz1 és u2 függvényágak értékei megegyeznek, tehát 

z=±l a függvénynek is szinguláris helyei. Az (I) egyenlet alapján megállapíthatjuk az arcsin z függvényre vonatkozó összeadási formulákat is. Nevezetesenarcsin z1 ÷ arcsin z2 = 1. l(zii + /1—z2)(¾z + K 1—z2) =
= i 1 LVC1≡z2H1≡z2J-z1z2÷z(z1 KΓ7-⅛+z21∕T=^)].Ámde könnyű meggyőződni, hogy(K(T-Z2) (1=-T2) _ -i-2)2 = ∕fΞΞ72 + Z2 ∕1∑^2)2 következőleg:arcsin z1 ÷ arcsin z2 = ! arcsin(z1 ∕Γ≡z∣ ÷ z2 VT→2). (III)Azonban ezt a formulát a trigonometriai függvények össze­adás! formuláiból is levezethetjük: Legyen ugyaniszz1 — arcsin z1 z1 = sin zz1, zz2 = arcsin z2, z2 = sin zz2,
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sin (π1 + u2) = sin u1 cos u2 + cos u1 sin ιι2
= sin u1 K1—sin⅛2 ÷ sin u2 ∕l=sin⅛1
= Z1 /1=4 4-22∕fΞ72, 

honnan

ui 4- ιι2 = arcsin z1 + arcsin z2 = arcsin (z1 /1—z2 + z2 /1—z2).

Az arccos z sajátságait levezethetjük a következő formulából

honnan
cos u — sm 1 -— a 1 = z,

11 = arccos z,

tehát
---- u = arcsin z,

következőleg:
arccos z— ~—arcsin z, 

inrrrn« ∙^√ —------- (IV)
és mivel

|O
4T1 

"
l'l"

>))s

arcsin 2 — - — l (íz ÷ V1—z2),• * 
azért

arccosz = -!- ∕ = Ll(z+iy l—22h (y)
i zi + V 1—z2 i

Honnan a fentebbi eljáráshoz hasonlóan találjuk, hogy 

arccos z1 ÷ arccos z2 = arccos (z1 z2 — V1—z2 /1—z2).

A tg ii függvényt pedig mint láttuk a következő egyenlet
definiálja:

1 1 e'»—e~h, 1 e2i" 1tg 11 = ~.—------ =------- -—— -1 eut + e~tu 1 e2i" + l
Legyen már most

1 e2',,-l 
^u=z = τ

honnan
e∙nu — IzLÉ 

~ 1—íz ’

Suták : A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 12



178 a cziklomethikus függvények általánosítása.következőleg: 1 , 14- íz zvtxu = arctg z = yf I jzg-, (VI)honnan (arctgz)' = γ⅛- (VII)
mely egyenletekből kiolvasható, hogy a z=±i úgy arctgz-nek, mint differencziálhányadosának szinguláris helye. S minthogy a logaritmus végtelen sok értékű, mely értékek 2iπ többszörö­sében különböznek csak egymástól, ennélfogva arctgz szintén végtelen sok értékű, de ezek az értékek már csak ^ többszörö­seiben különböznek egymástól.A (VI) egyenlet alapján megállapíthatók az összeadási for­mulák. Nevezetesen 1 , (l÷iz1)(l+iz2) arctg2, + arctg z,= ∕ 7ir∑⅛1)(I⊂⅛pámde

ι+i^-(1 + iz1) (1 +jz2) __ 1—z1z2÷t (z1÷z2) _ 1—¾(1—iz1)(Γ-iz9T ~ 1—z1z2-i(z1+z2) 1 t∙ ^1÷⅞ ’1—z1z2 következőleg: arctg z1 + arctg z2 = arctg ∙ <vιπ>Azonban ezt a képletet a trigonometriai összeadási formu­lákból is íeszármaztathatjuk. Legyen ugyanisarctg z1 = u1, z1-lgn1, arctg z2 — u2, z2 = tg u2, tehát tgu1 + tgu9 _ z1+z2⅛ <u'+⅛> = T= tg Mg ⅞ = Ts-¾ ’honnan inverzióval nyerjük a (Vili) formulátAz arcctgz tulajdonságait a következő ismeretes formulából származtatjuk le: ctg « = ⅛ — «) — x,tehát
u = arcctg z,í—u = arctg z,



A VÉGTELEN SOROK DEFINICZIÓJA. 179azaz: arcctg z — — — arcig z, de .c = — h = -7rr∕(-1), 2 i 2i ennélfogva : . 1 L 7 1\ » 1+ÍZlarcctg z = / (—1) — I -—— Ln 2z [ 1--íz Jtehát arcctg z = / i—7 , (IX)o 2i zz÷lt , 1< arcctg z >' =--- T-—, ■ (X)1 ~τ^Z~A föntebb bemutatott eljáráshoz hasonlóan találjuk, hogyarcctg z1 ⅛ arcctg z2 -- arcctg —1-∙ (XI)⅞+"∣A (IX) egyenlet alapján:1 1 i— z 1 , 14-ízarcctg — -- 77- ---- = tv ( i.z 2r z-i-z 2i 1 —zzkövetkezőleg: 1 arcig z = arcctg ~ ■ (XII)
VIII. VÉGTELEN SOROK ÉS SZORZATOK.82. A végtelen sorok definicziója.Legyen adva a számoknak következő sorozata:

Hi, U2.........ll"' • ■ •már most, ha a rövidség kedvéért5π = u1 + ∏2-h ∙∙∙ + Ulι,n-1,2.3,...akkor az S] , .s,2, . . . , s∣∣, . . .számsorozatnak határértékét, feltéve természetesen, hogy ez létezik, nevezzük az ul + u2+∙∙∙+un4----
12*



180 A VÉGTELEN SOROK DEFINJCZIÓJA.végtelen sor összegének, mit röviden így is jelölhetünk:
oclim Sn = 2 •n=∞ n=lPl. Legyen adva a következő végtelen sor:l+χ+χ2+----μχΛ-14----a jelen esetben

sn = 1 +x∙+λ∙2+ • • ∙ +.T»-1,vagy' 1— x" s"-τ=≡"'ha I x I < 1, akkor lim xn = 0,tehát n=≈ 00V 1 'hm sn = -i—, n=oo A ∙vkövetkezőleg: ⅛ = 3*",
1 n=0ha ∣x∣ < 1.Ellenben, ha 1 x 1 ≥ 1, akkor lim s∙l nem határozott véges 

∏≡≡ ooszám. Abban az esetben, midőn lim sn véges és határozott, aJl= oo

sort konvergensnek, ha lim sn = oo, akkor divergensnek, ha, , ■ ■ t , I rt= ÖClim Sn határozatlan, akkor oszczillálónak nevezzük.
n= c®Pl. az 1+1 + 1 + - •• + ••.sor divergens, az 1—1+1—1 + 1-----sor pedig oszczilláló.

83. A konvergenczia szükséges feltételei. A limsn = 2 “nn=∞ n=l '<



A KONVERGENτCZIA SZÜKSÉGES FELTÉTELEI. 181
j∙ > V ∙ ■ '.'' '√ ‘ ∙, ,..∙∕<'i.i 1 ,>li>÷.l,végtelen sor értékének sn határértékét nevezzük, jelöljük ezt röviden s-el, legyen továbbájR∏=llj∣ + l 4~ U/i + 2 tehát S Sn'—Rn •

∙'i , ‘ I ,,∙ ‘ √. 1Ennélfogva végtelen sorunk összege s, ha megválaszthatom n-t, úgy hogy I s — sll I < ε, vagy
I I < ε ......egyenlőtlenség teljesüljön. Tehát végtelen sorunk konvergens, ha lim jR∏=(). Jt=1. Pl. Legyen adva a következő sor:ι + l+l + .l+...1+ 2 + 3 + 4 + ’ tehát 1 1 1 1 ⅛-l+y + j- +■••+-,7 ,/í,,= nTΓ + 5iT2 +-’ minthogy_J_ .∣ 1 , . + _L 1 1 1 _ 1

n +1 n 4- 2 2n 2n + 2n 2n 2i i i 1 , _L + 1 - 12∏ + 1 2n ÷2 4n 4n 4n + 4n 2tehát bármily nagynak válaszszák is n-t, azért
a mi világosan kimondja, hogylim 7?n--oc,következőleg végtelen sorunk divergens.2. Pl. Ha Pl’ P2-
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a pozitív számoknak folyton fogyó szorzata s

lim p∏=0, 
akkor

2 (—Dn+1pn=p1-P2+P3--P4+• • • 
n-1

sor konvergens.
Nevezetesen 

s2n~Pl~~P^--------^P2n-∖~P2n ,

^2ιι-τP2∣ι+l P2n + 2 jrP'2n + .i P2∣ι + 4jr

jR2n-et a következő két különböző alakba írjuk :

^2n ~ ^P2n + l P2∣t + 2^ (P2n+3 P2n + 4,~^~

P'2n ~ ∕,2n + l ^∕j2n+2 ∕,2n + 3, iP'2n+i p2n + '>* ~ ‘ ’

‰ minden körülmények között pozitív, tehát ezen egyenle­
tek alapján

P2n +1 > θ2n >P2ιι +1" P2∣1 +1 ’

honnan következik, hogy

lim ‰=0, 
n≈ ∞

tehát lims is határozott véges szám, de lims2n-1 szintén 
n=» _ . ji=∞

ugyanazon limeshez közeledik, ugyanis

S2n-1 S2n ~ P2n'
tehát

lim(s2,l+1- ⅝l) = 0, 
n= ∞

a mivel egyúttal igazoltuk, hogy felvett - sorunk tényleg kon­
vergens. így az

1 ~ “2 + 3 ~ ^4 4 ' ‘'
sor konvergens.

Ha sorunk konvergens, akkor úgy sn-nek, mint sπ+A-nak 
ugyanazon határértékhez kell közeledni, ha n-el a végtelenbe 
megyünk, mert különben az s1, s2, ... számsorozatnak nem 
lenne határértéke, tehát

lim sn+k= lim sH.
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Legyen a rövidség kedvéért

Knk=S∣ι + k—Sn=∏n + l÷0n + 24------- l^Un + k∙

Tehát föntebbi egyenletünk alapján kimondhatjuk, hogy 
végtelen sorunk konvergens, ha

hmKnk = 0
. n-=00

k minden értéke mellett. Ha k-t végtelennek választjuk, akkor 
mivel

’ A∏fc)⅛ = cc — ,

tehát a már első Ízben kimondott konvergenczia kritériumun­
kat nyerjük.

Ha k-t egynek választjuk, akkor
Ani = íln + l •> 

mivel
liin Kni = lim ιιn+↑- 0 
n = ∞ n=∞

a konvergenczia szükséges teltételeinek csak egyike, azért még 
nem elegendő. Ennélfogva a

oo 

n = l

végtelen sor konvergencziájának szükséges, de nem elegendő 
feltétele, hogy legyen

lim un=0∙ H = 0
Az abszolút értékek tárgyalásánál láttuk, hogy

I un I ≤ I un I.
n=l n=1

Ha tehát a
2∣"n∣ 

n = l

sor is konvergens, akkor adott sorunk is az s az ilyen sort 
feltétlenül konvergens sornak nevezzük.

Pl. legyen
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mivel
00

^1∏nl = l+ ~ +-i +-^+∙ =2 
n=l

sor konvergent, azért adott sorunk feltétlenül konvergens.
Ha az adott sorunk, konvergens, de a tagok abszolút érté­

keiből alkotott sor nem az, akkor sorunkat feltételesen konver­
gensnek nevezzük.

Pl. Mint láttuk

/ H = 1
sor konvergens, de

Σ÷

nem az, tehát az előbbi sor feltételesen konvergens.
Minthogy a következőkben a soroknak csak abszolút kon- 

vergenczia kritériumait állapítjuk meg, azért vizsgálódásainkat 
csak pozitív tagokból álló sorokra terjesztjük ki.

84. A végtelen szorzatokról általában.
Legyen adva az

u1, u2, ..un, .. .

számoknak végtelen sorozata, s legyen a rövidség kedvéért

Pλ=∏1ii2 ... π,1,
n-1, 2, 3, . . .akkor a

P1, Λ, Pn, ...
számsorozatnak a határértékét — föltéve, hogy ez létezik_ az
adott számsorozatból alkotott végtelen szorzatnak nevezzük s 
így jelöljük :

00

lim Pn = ∏ Un. (1)
ιι≈u> n=l

Ha Jim Pn véges zérustól különböző szám, akkor a végtelen 
szorzatot konvergensnek, ha zérus, akkor tágabb értelemben kon­
vergensnek s ha végtelen, akkor divergensnek nevezzük.



POZITÍV ÉS NEGATIV TAGOKBÓL ÁLLÓ VÉGTELEN SZ011ZAT0K.Ha P∏-nek van zérustól különböző határértéke, akkor bár­mily szám legyen is k •lim (Pn+j⅛-Pn) = 0, n= ©eazaz: lim Pll (πn+ι ull+2 ... ιιll+κ-1) = 0, 11= 05a mi csak úgy lehetséges, halim (ιzil+ιu,,+2 ... m∣1+a-l) = 0 (2)
∏=≡oo : iminden k mellett, ez egyúttal a szükséges és elegendő feltétele annak, hogy végtelen szorzatunk konvergens legyen.

k—\ esetben limn,l+ι=l (3)
CCa konvergencziának csak szükséges, de nem elegendő feltétele, minthogy a (2) egyenletnek bármily /c-ra nézve teljesülni kell. (3) feltételünk alapján ιιn-t a következő álakba írhatjuk:

ZZ∣t-1 4- (In ,hol lim αll = 0
/I — 09a konvergencziának szükséges, de nem elegendő feltétele.Végtelen szorzatunkat ezen alapon következő alakba írhatjuk:

Cclim P„ = ∏ (1 +«„)• 
ιι= ∞ /1 = 1

X • _ , • \Végtelen szorzatunkat pozitív, negatív vagy komplex tagok­ból álló végtelen szorzatnak nevezzük, a szerint a mint α1, ct2,... számszorzat tagjai pozitív, negativ vagy komplex számok.
85. Pozitív és negatív tagokból álló végtelen 

szorzatok.Ha a
Pt, Pi, • • •, pn,
ql, q2, . . ., qn , ...számsorzatokban csak pozitív számok fordulnak elő, akkor a
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pozitív és negatív tagokból álló végtelen szorzatokat jellemző 
analitikai alakok rendre:

P=∏(↑+pn), 
n=í

Q≈∏(l-qn∖
n=≈l

melyekre nézve a konvergenczia szükséges, de nem elégséges 
feltételei:

limpn = 0, lim qll = 0,
rt≈oo n≈ co

Minthogy vizsgálatainkból kihagyhatjuk azokat a tagokat, 
melyekben p, vagy q nagyobb az egységnél, éppen azért ezután 
mindig feltételezzük, hogy

pf.<l, qi<l.
í=l, 2, 3, . .

Ha már most
Pn = ∕Z(l+]0), Qll = jia-q.), 

í=l i=l
n='l, 2, . . .

akkor könnyen belátható a következő egyenlőtlenségek helyes­
sége :

P1<P2<P3<∙∙∙
■ ■

Ha tehát azt akarjuk kimutatni, hogy végtelen szorzataink 
konvergensek,jakkor azt kell bebizonyítani, hogy a P1, P2, ... 
folyton növekvő számsorozatnak van véges felső határa, a Q↑, 
Q2∙> • • • folyton fogyó számsorozatnak pedig van zérustól külön­
böző also határa.

A szorzások végrehajtásával meggyőződhetünk, hogy
P2>1+Pr⅛

P3>l÷P1+P2+P3> 
általában

Ph>i÷2p,∙∙ <1>
Hasonlóképen találjuk, hogy

Qn>l 2 9/ • (2)
r=l
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©o 00

Ha a ^pi és qi sorok konvergensek, akkor kutatásainkat 
a soroknak csak azon részére terjesztjük ki, melyben az elő­
forduló tagok összege kisebb az egységnél, minthogy a sor ele­
jén levő tagok a konvergencziára befolyást nem gyakorolnak, 
tehát elhanyagolhatók. Feltételezzük tehát, hogy bármily n-re 
nézve a mondott feltételek mellett:∣ιΛ∙<l, ∣ιQl∙<t
tehát

ι-i<z,∙ 

ι=l

minden n-re nézve zérustól különböző pozitív szám. Minthogy 
az (1) és (2) egyenlőtlenségek alapján

lim Pn >l + ⅜pi, (3)
∏=oo í=i

limQfl>l-2<∕i∙∙ n=∞ í=l

Azért a (3) egyenlőtlenség alapján:
<Z> CÄ

a) Ha ∕7(l÷p∏) konvergens, akkor >,pll is az. 
n=l n = l

co oc
/9) Ha 2 Pn divergens, akkor ∕7(l÷pn) is az.

/1 = 1 n=l

fio
A (4) egyenlőtlenségből pedig következik, hogy ha r7n kon- 

Oc * /1 = 1
vergens, akkor ∏ (∖-qn) is az, mert Q∏ mindig nagyobb ma- 

n=l
rád egy zérustól különböző pozitív számnál.

oo cc
Kimutatjuk még, hogy ha J⅜plι konvergens, akkor TTCl+pn) 

»=1 oc n=l
és az, a miből aztán következik, hogy ha ∏ (l+pπ) divergens, 

oo n -I
akkor pn is az; mert ha konvergens volna, akkor végtelen 

n=1
szorzatunk is az lenne, a mi feltevésünkkel ellenkezik.

Ugyanis
1 +Pn < rzqtΓ ’ 

i—Pn
tehát
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∏ (1 +Pn) < ——----- -  , (5)
"■* 77(l-p„)

∕ι=l'■ 1 J ' √ ....∙∙ ,.∙ ' >.∙'∙∙∙∙ , I í'. I . .1 .∞ ∞ 
ámde, ha pn konvergens, akkor ∏ (l-pn) zérustól különböző

= , flF≈l
pozitív szám, tehát recziprokja is véges pozitív szám, melynél 
egyenlőtlenségünk bal oldalán levő végtelen szorzat kisebb ma­
rad, a mi csak úgy lehetséges, ha az konvergens.

Végül kimutatjuk, hogy ha ⅜ qn divergens, akkor II (∖-qn') 
zérus, a miből következik, hogy ha ∏ (1—qn) zérus, akkor ^1qn 

n=l n=>l
divergens, mert ha nem volna az, akkor végtelen szorzatunk 
sem lehetne zérus, a mi föltevésünkkel ellenkezik.

(5) egyenlőtlenségünk alapján ugyanis

/7 (l-⅛)<-• (6)
, ’ ∏ (l+7„.)n=l

co σ3

Ha tehái qn divergens, akkor ∏ (l+q∏) is az, következő­
éi , , n=l

'θg egyenlőtlenség jobboldala zérus, baloldala pedig ennél is 
kisebb pozitív szám, a mi csak úgy lehetséges, ha ∩ (1—qn) 

. n=lzérus.
Fejtegetéseink eredményét tehát a következőkben foglalhat­

juk össze: 
oc oc

A ∏ (1 +pn) végtelen szorzat a 2 Pn végtelen sorral egyszerre 
konvergens vagy divergens. 

oc

A ∏ (1—qn) végtelen szorzat pedig konvergens, vagy zérus a .n≈ι °°
szerint, a mint qn végtelen sor konvergens, vagy divergens s 
viszont.

Utóbbi tételünknél mindig feltételezzük, hogy

lim q∣l = 0.
Ha már most

II (1 + Wn) ∕ι=l

kevert előjelű végtelen szorzat konvergenczia kritériumait akar-
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juk megállapítani, akkor a pozitív és negativ tagokból alkotott 
végtelen szorzat értékeit rendre P, Q-val jelölvén, kimutatjuk, 
hogy ha P és Q határozott véges értékek, akkor

∏ (l+un) = PQ.
n=l

Ugyanis N tag szorzata legyen PnQ∣n, ∏ + m = N, mivel

lim (PnQm) = lim Pn lim Qιn = PQ
azért t

∏ (1 + uπ) = lim Pn lim Qn = PQ.
n=l

Pl. Legyen
P~ TT a+n—1 — TT ∕ι a~~b \

—-A/ b+n—1 ~~ Z-L ∖ ^+^ b + n—ip 
n=l n=l ' '

mivel
«0

∑a~-b
b+n—1

i ■ ■ • n=l ■ ' ' i < ■.

divergens, azért ha a > b, akkor

P = oo,
ha pedig a < b, akkor

P=^0.

Legyen már most a rövidség kedvéért

λ=2Γ i + 
zi-l '

a—b \ 
K+∏=l∕,

ha

akkor
b = 1, a = — m,

-rr m—n + 1

m(m-l)...(m-r+1) _ lv∕∏Λ
' 1.2. ...r v ’ ∖r),

A jelen esetben a < b, ha — m < 1, azaz: m > — 1.
Ennélfogva

lim Pr = 0, ha m> — 1,
r=oe

azaz
lim =0, ha m > — 1. 
r= 00 \ A* / (7)
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86. Komplex tagokból álló végtelen szorzatok.. Ha a
∏ (l∙÷Un) 

n=lvégtelen szorzat komplex tagokból áll, akkor, mivel általábanI 1 + unJ ≤ 1 + I un I,azért
ÍJ ∣l + un∣≤ /7(1 ÷∣un∣).

n-=l n=lHa tehát Íl«nl n=lvégtelen sor konvergens, akkor biztos, hogy végtelen szorzatunk értékének abszolút értéke kisebb marad egy határozott véges számnál. Ki kell még mutatnunk, hogy ebben az esetben még határozott értékhez is közeledik.Legyen ugyanis
un = rn (cos <pn + í sin pn) = an + ibn;mivel I un I = J rn 

zι=l n=lsor konvergens, azért
2 I a∏ I ■> I I

n=l ∕ι=lsorok is azok. Legyen továbbá1 + un = pn (cos ψn + í SÍ11 ^n) = dn + 1 + ⅛n, mivel I 1 + Un I ≤ 1 + I Un j ,azaz:
fin ≤≥ 1 + r∏,azért

p∏ — 1 + λnΓn I I ≈ 1s mivel ezen föltételek mellett r∏ sorral a λnrn sor is kon­vergens, azért ∏ (l÷rn)-al a ∏ pn- ∏ (l+∕∏rn) végtelen szorzat is az. Ámde
Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 12
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sorok egyszerre konvergensek, minthogy

lim I bn I: τr⅛~T =lim 11+^r∏1 = 1∙
n≡≡oo |. l~r^n<nl n≈<×>

p∏ sin <!>∏ — b∏, 
tehát

ls,n≠"l= 11+VJ 
következőleg

5 I sin Ψ∏ I (i)
n=l

végtelen sor szintén konvergens s evvel együtt

21i⅛I (2)
n=l

sor is az. Ugyanis (1) sorunk konvergencziája értelmében:
lim sin ψn — 0, 
n= ∞ i

tehát lim^∏ szintén zérus s így 
n= ∞

lim⅛⅛ = l,
n = ∞ Vn

tehát (1) és (2) soraink egyszerre konvergensek. Ámde
r r

∏ (1 + un) = ∏ pn (cos φn + i sin ≠n) = 
n=l n=l

— P1P2 • ■ ∙ Pr [COS (<f>∖+<f>2-∖----- F^r) + l SÜ1 (^ι + ⅛H--------- ∣-≠r)],

melyet jelöljünk röviden Rr(cos∕r÷i sin∕r)-vel, s mivel fejte­
getéseink szerint:

limΛr = B, lim∕r==Z, 
r= 00 r= 00

hol R és χ határozott véges számok, azért

/7(1+Un) 
n=l

végtelen sorzat is határozott véges szám. Kimondhatjuk tehát 
a következő tételt:’ ∏ (l÷un) végtelen szorzat konvergens, ha 

n=l 
00
2 I un I végtelen sor is az. 
n=l
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87. Hatványsorok konvergencziája.A hatványsorok analitikai alakja a következő:
(*) = 2 anZn, 

n=0ennek a sornak a konvergencziáját megállapítani annyit tesz, mint meghatározni z azon értékeit, melyek mellett sorunk konvergens, z minden ilyen értékeire nézve: 
honnan ∣Z∣< limit­

rí— co I ( díl+ltehát a z=0 pont körül írt p — lim j —-— I sugarú körben van- n=oo∣ ij∕i+l Inak azon z értékek, melyek mellett hatványsorunk konvergens s ezt a kört nevezzük hatványsorunk konuergencziakörének. Tehát hatványsorunk konvergenczia körének bármely helyén határozott véges értéket vesz fel.Egy másik kritériumunk alapján hatványsorunk konver­lim y4l αnzn∣ < 1.
11 = 00I z I < lim -≡^=±,== r.

gens, hahonnan
Tehát hatványsorunk konvergenczia köréül ezen r sugarú kört is tekintjük. Ha pedig

Φ(z-a) = ⅜an (z—a)", 
n=0akkor hatványsorunk konvergens, haz— a I < lim /6vagy ha I z—a I < lim •»£-== r, 

»=« V all
12*



HATVÁNYSOROK KONVERGENCZIÁJA.azaz: hatványsorunk konvergencziaköréül az a pont körül írt />, vagy r sugarú kört kell tekinteni.1. Pl. Legyen
. « . — Vtehat lim i-~-∣ — lim(n + l) ⊂⅛oo, n=∞∣On+l∣ ,l≈ββv 7ennélfogva hatványsorunk konvergencziaköre a z = 0 pont kőiül írt aégtelennagy sugarú kör. Más részről, ha k tetszőleges véges egész szám, de n ennél nagyobb, akkor

n ! — k! (fc÷l) . . . n > k 1 kn~k, tehát
n/--- - n,---1 k

V n!> y k!k n honnan lim y /i I > k,azaz: lim yr∏! minden véges k számnál nagyobb; ámde
jl= oo lim -⅞X≈ = lim γrn~l = r, n=∞ ∣7 an n≈∞tehát hatványsorunk konvergencziakörének sugara minden véges számnál nagyobb; ez eredmény az imént talált ered­ménynyel megegyezik.2. Pl. Ha

*<∙'-∑4∙akkor a konvergencziakör sugaralim-^2- = lim "±L = ι,
ιι= ∞ U/i + 1 n= oc nvagy lim — lim yr n,

n=∞ y Cln n=∞ez nem lehet egyenlő l÷ε-nal, bármily kicsiny véges szám volna is ε, mert
<l+e).>l+ne+



194 HATVÁNYSOROK KONVERGENCZIÁJA.

n-et mindig megválaszthatjuk oly nagynak, hogy legyen

. n (n—1)n <Z 1 4- nε 4------2---- ε >
tehát

1- i- Γι , n(n--1) 2Ihm n < hm l÷∏ε 4----- ∏----- ε I’
n=≈χ> n=∞ L " J i

ha tehát föltevésünk értelmében:
limn=lim (l+ε),' >.lim Γl÷nε4- ” — - ≡21,

. n=oo n=∞ L -J

akkor előbbi egyenlőtlenségünkkel ellentmondásba jutunk, tehát 
ε minden véges számnál kisebb, azaz : a konvergencziakör sugara 
a második kritérium alapján is egy.

Ha pedig hatványsorunk

*⅛)=Σ⅛∙
n = l

akkor a konvergenczia feltétele:

I z ! > lim
rt == cc

vagy
hn+1

tehát hatványsorunk a kezdőpont körül .o1, vagy i\ sugárral írt 
körön kívül konvergens. Hasonlóképen a 

00

n = J

az a pont körül ∕>1 vagy r1 sugárral írt körön kívül konvergens.
Két hatványsor összege, vagy különbsége konvergenczia 

köreik közös területének bármely helyén egyenlő az egyes 
végtelen soroknak azon helyhez tartozó értékeinek összegével. 
Legyen ugyanis adva a következő két hatványsor:

(z—α1) = 2 α∏ —σι)n 
n -■= 0



TAYLOR ÉS MACLAURIN SORA. 195Φ (i a2) — ∖2 b∏ (Z Ct2)n
n—0α legyen konvergencziaköreik közös területének valamely helye, akkor, ha

71

Pn = ^2 a-i (a-ai)i,i≈0
m

Q:n~ ⅜ bi (α + α2), í” ' 'lim (Pn ± Qm) = Iim Pn + lim Qιn.Minthogy Pll±Qm összegezést tetszőleges módon végezhetem, azért egyenletűnk azt a tételt mondja ki,, hogy az x=a helyen a két hatványsor tetszőleges módon képzett összege, vagy különbsége oly határértéket szolgáltat, mely egyenlő az egyes sorok határértékeinek összegével, vagy különbségével.
88. Taylor és Maclaurin sora.Láttuk, hogy ∕,(x), ha n-edfokú raczionális függvény, az 

x=a helyen a következő sorral jellemezhető .∕,(r) = /’(a) + (.r--α)H- • ■ ∙ + & ~a)n∙Ha már most f(x> valói függvény nem raczionális egész függvény, akkor nem is lehet egyenlő a föl írt polipommal; mindazonáltal azt a kérdést vetjük fel, hogy egy ily po’linom az x—a hely környezetében, mily pontossággal határozza meg a függvény értékét. Mindenekelőtt függvényünkről feltételezzük, hogy az első, . . . , másod s n-ed rendű differencziálhápyadosai az x~a hely közelében léteznek. Mindenesetre, keli a meg­szabott feltételek mellett oly I\(x) függvénynek létezni, melyre nézve:
f <Λ,) = f (a)4- -yp- (λ∙-a) + • • ■ + (.r—a)n"1-!--β1(iυ),honnan — ∕(4')-∕,m)- 1γ- (x—a)---------α)'l-1∙
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∕ í - . ’ . .∙, ∙ . í 4 ; ; i ■ ∙l' k '• ’• i'Ha α-t felcseréljük α>el, akkor Λ1(x) függvényből meghatá­rozott /?(x) függvény lesz, ennélfogva:

R (χ) = f (α)-∕,Cr) - -⅛p- (d-x)--------- (1)honnan
β,w- (LVιiαÁmde általánosított középértéktételünk értelmében, ha R(x) és φ(x) folytonos és differencziálható függvények, akkor∕¾(x)-fi(ct) _ R'(£)

φ{x)-φ{a) √(S) ’hol .ξ az x és a között levő szám; minthogy a jelen esetben
R(a)-0,

következőleg: = (2)
• . ■ > h ‘Ha mar most

a — x — h,akkor n. fí 1a = x + h, ξ ≈ x -r Oh, σ < 1tehát az (1) egyenlet következtében:
f(x+h) = f(x) + j⅛r Λ + ∙∙∙ + ^⅛Ti7Γ Λ"-1÷ΛW, (3) 

hol a (2) egyenlet alapján:
Rw = y<≡÷⅛⅛ f↑<tx↑°!'÷ (4)

z φ,(x+θlf) (n—1)!A (3) sort véges Taylor sornak, Λ(x)-t pedig a Taylor sor maradékának nevezzük. Ha h változó valamely tartományábaníim R (x) — 0, 
00akkor ∕ (x+Λ) = fW + f-p- h + h⅛ • • •, (5)
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mely végtelen sor föltevésünk értelmében h-nak csak az imént 
megjelölt tartományában konvergens, ezt a sort nevezzük 
Taylor sornak.

Ha (3) és (4) egyenletünkben x helyett 0-t, h helyett pedig 
x-et írunk, akkor a következő két egyenlethez jutunk:

∕r(x) = ∕(0) + -'y θ ’ x + • • • + x«-1 + R (0), ' (6)

a (6) sort véges MACLAURiN-féle sornak nevezzük. Ha x vala­
mely tartományában

lim R (0) = 0, n= oo

akkor f(x)-t ebben a tartományban a következő konvergens 
sor képviseli:

∕,(α∙) ≈ ∕∙(0) + -í_íp. j. + x2+... (8)

melyet MACLAURiN-féle sornak nevezünk.
A (2) alatt levő maradék alakjának σ (x) tetszőleges meg­

választásával végtelen sokféle alakot adhatunk. Legyen pl.

φ (x) = (a— x)p, tehat
φ, (ír) = — p (a—x)P-^ 

következőleg :

p.(n— 1)1 ■’ ’

melyből az a—x + h, ς = x ± θh szubstituczióval a (4) egyen­
letnek következő alakját nyerjük:

R(χ} = h^l-θ)n~pf(n)(ξ)
1 , 1 p.(n~ 1)!melyből, ha p=l. akkor

(71—1)! ’

ez a maradéktag CAucHY-féle alakja, ha pedig p~n, akkor

jt(⅛=.⅛⅛⅛. (10)

ez pedig a maradék LAGRANGE-féle alakja. A (9) és (10) for-
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mulákból a Maclaurin sorra nézve a következő alakú mara­
déktagokat nyerjük:

= ai)
(zz—1)!

β(θ)=Ξl!l(⅛. (12)
n!

Az alkalmazásokban a maradéklagnak azt az alakját hasz­
náljuk fel, a melyik kutatásunkban czélunknak legjobban 
megfelel.

89. Az exponencziális függvény sorbafejtése.
Legyen 

f(x) = ex, 
tehát .. . • ,

f(i∖x')-ex, ∕V>(O) = 1,

ennélfogva a véges MACLAURiN-féle sor szerint:

e*=1+rr + ⅛2+' ∙+-≡ι + Λ(°)∙

hol a LAGRANGE-féle alak szerint:

β(θ)=^y.

Legyen x két egészen tetszőleges p és p + 1 véges egész szá­
mok között levő szám, tehát

p < x p 4- 1,

tehát eθx szintén véges, és mivel

xn _  xp 1
n ! “ p! p + l p 4-2 n '

xxx 
azért

i- d/ax x∣leβx 1 n. ! hm R (0) =----- f---- --------— — 0,■ n ’ 00 l •71= 00 Γ , Jf

minthogy R (0) határértéke x minden véges értéke mellett
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zérus, azért ex a következő x minden véges értéke mellett 
konvergens végtelen sorral jellemezhető:

00

∑xn
≡∙

∏=υ
Ha pedig

∕ (#) =
akkor

∕^<n>(x) — (la)nax,
f(n) (0) — (∕α)n

A jelen esetben tehát
fi(0) = ≠α>'la-, 

n !
mely az imént bemutatott fejtegetések alapján x minden véges 
értéke mellett n növésével a zérus felé közeledik, tehát

90.

∑(∕α)n
~nΓχn

n=o

Ha

akkor

tehát

sinx és cos.r sorbafejtése.
/ (.r) = sin x,

fll(x) = sin +

∕" (θ) = sin n

θx + n 
__

.x"sin í
∕i(0)≈-------- >

mely az előbbi fejezet fejtegetései szerint n növekedésével a 
zérus felé közeledik, tehát

sin x = \
n=0

π sin n 0
n”! xn.

Ha /i páros, akkor sin n k- = Ö, tehát végtelen sorunkban a
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páros kitevőjű tagok nem fordulnak elő, ha pedig

n = 2r -i- 1, 
akkor

sin (2r+l)-J = (-l)r
következőleg:

sinx = y (-l)r^÷1 _x_ X3 j, & , 
2j (2r+l)! ~X 3T + ^ST+"∙ r=0

Ha pedig
∕,(x) =cosαr, 

akkor
∕,(n)(αr) =⅛ cos [x+∏

∕∙(n)(0) = COSΠy ,

xn cos I θx + n ~ ) 
lim R (0) = lim------—'—r--------- = 0,
n=« n=oo ni

tehát
“ COS /I -g- 

COS X — \ ------ J—— .E,,.
∕ I n ! ∏yo

De ha n páratlan, akkor cos n — zérus, tehát sorunkban a 
páratlan kitevőjű tagok nem fordulnak elő; ha pedig:

n = 2r, 
akkor

cos 2r~ = (—1/, 
következőleg:

Σ(—l)rx2r x2 x4
~2Fl- = 1~-2! + 4T —' 

n=0t ': • . . ’• f<: ∙ ∖√ " ? √ - - : . ■ ’ í; √ ∙ .√ /
91. Newton binomiális tételének általánosítása.
Jelöljünk fc-val tetszőleges valós számot és legyen 

∕∙(χ)^(lψχ)⅛ 
tehát

f<n)(χ) ±= nll jd+íc)*-«,



NEWTON BINOMIÁLIS TÉTELÉNEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA. 201f(n)(0) = n ! í k V 
\nl .és a CAüCHY-féle maradéktétel értelmében:

R (0) = n ( * ) xn ∕ V \1 + ‰)fc-ι.∖ n ∕ ∖ ∖-∖-θχ I v 7Ha I x I kisebb az egységnél, akkor
l~θ

l + θxkisebb az egységnél, vagy avval egyenlő a szerint, a mint θ zérustól különböző, vagy zérus, tehát ennek megfelelőleg: 
zérussal, vagy az egységgel egyenlő.Legyen továbbá 
tehát
ennélfogva
a miből következik, hogy un sor konvergens, tehátlim un=0,, > t n= e» s így lim R (0) = 0, ∣x∣<ιn= ookövetkezőleg:

00(1 +χ)*=∖ Q) .rn. ∣X∣<1 n=0Ha x——1, akkorfí(0) = (—l)∏nrde
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mely zérus csak úgy lehet, ha a végtelen szorzat tárgyalása 
alkalmával kifejtett tételek alapján:

k > 0.

Végül ha x=l, akkor a LAGRANGE-féle maradéktétel alapján :

/k\Λ(0)=Γj(l + φ*-",

a 81. fejezetben láttuk, hogy

lim += 0, a∙>-i
n= ∞ \ H /

tehát ebben, de csakis ebben az esetben egész biztosan

limfl(0) = 0.
n= oo

Ezek után kimondhatjuk a következő tételt:
00

(l+x)k=^^xn,
∕ι=0

ha I x I < 1, vagy ha x=l, k>—1; vagy ha x=—1, ∕c>0.

92. Z(l⅛x) sorbafejtése.
Ha

f(x) = l(l+x),
akkor

f(O) = θ,
fn)(x) = (—l)n l(n—1) ! (l÷x)-n , 

∕∙(n)(0) = (- l)n-l(∏-l)!.

tehát a maradéktagnak CAUCHY-féle alakja:

R(0) = (-l)"-∙.τ" (*(1+‰)-,,
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ennélfogva
limfl(0) = 0,
n=∞ha

∣ic∣<l.
De ha x = 1, akkor a LAGRANGE-féle maradék-tétel értel­

mében
(l + 0)-n 

tehát
lim R (0) = 0.
n= 00

«=—1 esetében a maradék nem zérus, tehát

n=l

ha I x I < 1, vagy x = 1.
Gyakorlati számításoknál a következő eljárást követjük :

Ki+χ) = χ-4 + <-^+...

∣x∣<l, x=>—1

hatványsoraink a közös konvergencziaterületen összeadhatók, 
vagy kivonhatok, tehát

I 1 ^∖-x
1—x (

γ*3 ∕γ∙5

^+-÷ + ~+•• o ö
, ∣x∣<1ha

1+# _ z+h
1—x z ’

akkor
h

X~ 2z+h
és

I(z+h) -lz = 2 I“2--pr ÷ 3(2z+∕1)3 + 5(2fc+Λ)5 

ha
2=1, h=l,
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akkor

ha

akkor

/1 1 172 = 2 l-K- + •_ t,3 + ⅛^^Q5\ 3 3.3’ 0.3’

2=2, h=l,

J_ 1 1
5 + 3.53 + 5.5δ

Hasonlóképen könnyen belátható, hogy

Z5-∕4+2 (4 + 3⅛ + 5⅛5 +-•)>

Z7=Z6+2 (íj- + g-jgj + g-jgj + ••■)■

Ezzel az eljárással, mint látható az e alapú logaritmus-rend­
szer igen nagy könnyűséggel kiszámítható, az áttérés a alapú 
logaritmusrendszerre az ismeretes

log m = lm 
a la

képlet segítségével történik. így

1ι0gm = τJθZm,

hol
710 = 0, 43429448 .. .

log m szimbólum helyett röviden a log m szimbólumot hasz­

náljuk.
1 ;93. Arctg x sorbafejtése.

Legyen
f(x) = arctg x,

akkor az 53. §. fejtegetései szerint:

∕,(2∏)(0)=0, ∕,<2n+l)(0)=(-l)n2∏! ■ . > '
tehát

∕y*3 zp5 ×τ*2π—1
arctg x = x — -ö- ÷ -ξ-------- (—l)n~1 An √ + (—1 )nΛ (x),3 O 271—1



ARCTGX SORBAFEJTÉSE.√ ∙' ... t lr.*honnan(arctgic)'≈l-*2+*4 • • • (—l)n-1x2'l-2+(- más részről (arctg∙r)'= (l÷x2)~1≈l-<r2÷ir4------ ÷-jj2n+(-l)n-lχ2n-2+0)"-},A I «A>tehát ^=⅛⅛∙

205

De a 84. §. fejtegetései szerint:B(x) —B(0) _ -RW. 
φ (x) — φ (0) φ'(βx)hol Λ(0) = 0,

1+(0χ)2Leg[yen továbbá <γ*2∏ + 1<p%T 2n + Γ' (i,,W-χ2n'tehát ^(0)=υ, ψ∖θx') = φχ')2n,és így χ2n + l 12∏ + 1 ’ l+^⅛2 ’tehát lim fí («) = 0, n= coha i x 1 ≤ 1.Ámde az R,(x) számára nyert kifejezés a mértani sor saját­ságai alapján csak akkor helyes, ha ∣x∣<l, mert x ±1 eset­ben (arctg±)' sora nem konvergens, tehát∖λ (—l'ιπ.r2n+1 arctg^=2j-^2n+T----n=0 >i<lDe sorunk még az x=l határnál is konvergens, ennélfogva : π 1 11 1 larctgl - τ =≡ 1- 3 + y-y +•”



206 ARCTGX SORBAFEJTÉSE.ugyanis arctg (1—e)=l-ε- —konvergens e minden képzelhető kicsiny értéke mellett. LegyenO O

általában (1— e)⅛+l=l-  %r+1hol 1,il" %r+> d*°,tehát 111arctg (1—ε)=1 — - + -ξ------+ • • - -
O u /%+ 3 5' + ^7--------

ε megválasztható oly kicsinynek, hogy legyen:%3hol η minden képzelhetőnél kisebb szám s ekkorarcig(1—ε)——JjH-1— ⅛~ H—_----- y--4-∙∙∙,
<5 0/ha ε-t már annyira kisebbítettük, hogy vele együtt η is elha­nyagolható minden véges mennyiség mellett, akkorarctg 1—1—3 17egyenlethez jutunk, tehát sorunk csakugyan arctg értékét szol­gáltatja. Ezt azért kellett kimutatni, mert sorunk az általános elmelet szerint csak ∣x∣<l esetben szolgáltatja arctg x ér­tékét.A π meghatározására talált föntebbi sort feltalálója után LEiBNiTZ-féle sornak nevezzük, de ennek konvergencziája igen lassú, azért a következő Machin-íőI eredő eljárással π kiszámí­tására konvergensebb sort állapítunk meg. Legyen a rövidség kedvéért: 1a = arctg —- 1 _ -U + J-5 3. 53 5.55

Suták : A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 13



ARCSIN X SORBAFEJTÉSE. 207tehát tg<-=i∙
tg2a== = b 1—tg2 a 122tg2a__ J20

következőleg:
⅛4a- 1—tg22a 119’∕j π∖ tg 4a—1 1tg (4a — -4 ) - T+tg4a ~ 239 ’

5.55 /1 1
4a~ ~4 - arctg 239 ~ 239 ' 3.2393 + 5.2395 honnan π . I 1 1 — 4 I ------- 4______ \ 5---- 3.53

_LJ_____ +___\ 239 3.2393 5.2395
94. Arcsin,r sorbafejtése.Legyen / (x) — arc sin x,akkor a 53. §. fejtegetései szerint:

fGn)(G) = 0, f2'l+1> (0) = 12.32. . .(2n-1Y2, tehát
f(x) = x + ±- -*→lA-*-+...+

honnan 1.3.. .(2n-3)2.4.. √2n-2) ‘ ÷ R(x), 2n—1
Ax)=1+4χ⅛ ⅛++

De ismeretes, hogy f(x)=(l-a:2)-J;ha a rövidség kedvéért — x2 helyeit u-t Írunk, akkor



208 SIN (Z∙ ARC SIN X) SORBAFEJTESE.∕,'(.r)=(l + u)-i=14- ( 1 2j u + ( u2-i---- 4-+ (nJ1)^-1 + Λ√w)— 1 4- J χ2+ J L3 r4 + ... + 1-,3r∙ ∙(2n~3) 2n-2+ R'(χ∖h 2 + 2.4 2.4...(2n-2) + rt(x)I <f {— I — .τ2∣<l, l√r∣<l,tehát
R'(x) = Ri(ιi).De a CAUCHY-féle maradéktétel értelmében:/_ 1∖ ∕ 1—0 ∖n-lλ'<")=π( n0“n(i+tó) <1+*")-'/ —1∖ ∕ 1 fí \n—1= (-l)nn( n≡)x^-

R (x∙) — R (0) ^R'(θix^
<P {x) — φ (0) <f>∖θxx) képletben legyen χ*2∕l ÷ 1^∞ = 2,,+T∙tehát
<p (0) — 0, = x2",következőleg: /__ 1∖ -yt21l÷l / 1__fj \h~1fi(x) = (_,)„„{ ne) (7-wj5-) (l→(^)≡)-i,tehát lim R (x) = 0,n= ∞ha |íe| kisebb az egységnél, s így∑1.3...(2zι-1) χ2n+ι

2.4...2n 2n + l n==l
95. sin (r arc sin.r) sorbafejtése.Ha

f(x) = sin (r arc sin x), akkor ∕,,(.'r) = r (1—x2)-⅛ cos (r arc sin x),
f"(x) =

~—r2 (1—a:2)-1 sin (r arc sin x) ÷ rx (1—τ2)-i cos (r arc sin x),
13



SIN (r ARC STN X) SORBA FEJTÉSE. 209honnan ∙∙{∣f'(.τ) (1—.τ2) — f' (.υ) .x∖ ⅛⅛f(¾ = 0.Ebből pedig n-szeres dilTcrencziálás után a következő reduk- cziós formulát nyerjük;(1—.τ2) ∕,ω+2)μ.) _ (9yl÷l) .r∕∙o∙+D(χ) + (^n2∙) y∙(n)(a.) = 0, lehat , :
∕∙(n+2)(0)==i-l.r⅛i2)p,o∕0j, ■ ■ ■

/■('•>(()) =-[r^ιι-2)2]f('^(0), 
f(n-2k+2) (0j [A-(∏-2fc)2] p√-2A∙)mely egyenletek összeszorzásából következik, hogy

<i,∖1..> ∙∙ ‘ ->■ , •> '■ ■ iΛ . <•; ■ i»/‘ ■ « ■' ! ■ .■/; . !
∕,Cn+2)(0) =

=(__l)λ-+1 [r2_(n_2∕r)2] [r2_(n_2£_|_2)2] . . . (r2_n2) f(n-2k) (θ),Megfontolva már most, hogyf<φ(θ)=√(θ) = o, f(0) =λ m<⅛ ,r5√iχ< ;azért, ha n helyett rendre 2A,÷l-t és 2∕√-t helyettesítünk, akkor a következő egyenletekhez jutunk:
• ' Λ'l< > / ,-j√ ■ ; > - , i'l

∕,(2*+3)(0)=(-1)⅛+l r (γ2~12) (r2-32). . .[r2-(2⅛+12)]j
∕∙2*+2(0)^θ5 ' ''i∙' •< * : 'ha pedig ezekben k helyett k—1-et Írunk, akkor
∕∙(2k+D(θ)=(-l)fcr(r2^1i)∖(7⅛-32^ . .μ2~-(2fc-1)2] ∕∙(2fc)(0) = 0.

k=0, 1, 2, . . .Tehát hatványsorunkban a páros kitevőjű tagok nem fordul­hatnak elő. Ha r páratlan szám és pedig r=2n÷l,'akkor ∕<2k-1>(θ) zérustól különböző míg k ≤n, de ha k > n, akkor mindig zérus. Ebben az esetben azután sin (r arc sin a?) 2∏ + l-ed fokú polinommá válik és pedig:sin (rare sin ∕jl (2⅛+l)!
■ •< A—1 •- ⅛

r=2n+l.
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Ha
arc sin x = z, x= sin z, 

akkor

Σr(^-12)(r2-32μ..[r2-(2⅛-l)2] .
---------——7i∖r ∖ √< i------------- — sin2A+1 z. (2A,÷1)! 

k=l

Ha már most ezt a képletet összevetjük a 75. §. (4) képleté­
vel, akkor azt találjuk, hogy az ott előforduló

___ r(r2-l2) (r2-32).. .[r2-(2n-l)2] 
a°______________ (2n÷l)!

∏ι=r= 2n+l,

következőleg ugyanazon fejezet fejtegetései alapján : 

r-1 .
z -, \ 9 • o 7T ∙ 9 λ 7T" ∙ n Γ 1 7T"(—1) 2 sin-4 -— sin2 2 — ∙ ∙ ∙ sin2 —o— —- = v ’ r r 2 r

■_ r •
~ (fi 42) (r2-32)...[r2-(r-2)2] ’ 

ha r páros szám.

96. sinτ és cost, mint végtelen szorzatok.

A 75. §. (VIII) képlete alapján

sin πz = m sin -

. 9 TtZ ' sin2 —- ni
. 9 π sm2r∙ -1 

m 1

Ha m végtelen nagygyá válik, akkor, mivel

1. . ττzhm m sin = πz,
m=0= m

lim
m= -

z
rsin r -~m

sin πz — nz z2
(1)
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A határértékre szabad volt áttérni, a mennyiben végtelen szor­
zatunk z minden véges értéke mellett konvergens, minthogy

τ2 z2 σ2--- 1_ —_ 4- —- J- .p 1 2232

végtelen sor is az. Ha (1) képletünkben πz helyett x-t írunk, 
akkor

Továbbá az (1) képlet alapján :

tehát

honnan

cosπz=^jΓ 11 
r=l '

∞ .
cos x ~ 11

r=l '

4z2 \
^ (2r—1)2 / ’

4x2 \
~ (2r— I)27T2 /

(3)

(4)

Az (1) képlet részletes alakja : 

sinπz- πz (1—z) (l÷z) (1---- Í1 + -⅜-) (1---------(1 + "

ha z helyett t Írunk, akkor

_ π 1 3 3 ő A
1~ 2 ‘ 2 * 2 ’ 4^ ’ 4 ’ 6 ‘ 6 ’■
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honnan
jr 2 2 4 4 6 6 8 8
2 - 1 3 " 3 5 ' 5 * 7 7 9 ’

ezt a formulát fölfedezője után WALLis-féle formulának nevez­
zük. Megjegyzendő, hogy John Wallis (1616—1703) ezt a for­
mulát a differencziálszámítás felfedezése előtt állapította meg., .í ír ; fi ,i.> »*.> * .. . ... ,< ∣ . 4 L - ∙ .√∙. * *• .•

97. Végtelen soralakban adott függvények általá­
nos tulajdonságai.

Ha a ,. . .⅜) = ‰n (1)
.r ∖ Λ=0

hatványsor a kezdő pont körül írható r sugarú körben kon­
vergens, akkor ebben a körben folytonos és differencziálható 
függvény. Ugyanis

⅛ (z+∆z) = 2 αn,(z÷Jz)" (2)
n=0

hatványsor konvergens, ha
* ** ! ‘ ' ' • ' * ' 
' , . I z.— (—Jz) I < r,

azaz a —J zkörül írható r sugarú körben. Az (1) és (2) sor kon- 
vergencziaköreinek legyen z valamely közös helye, akkor ezen 
a helyen a két sor összegezhető s kivonható egymásból, tehát

φ (z÷ Jz) φ (z) = 2 «A tlz+Jz)n-Z^‘],
n=l

honnan
lim [$ (z+Jz) — (z)] c='(2 na∏zn^i) dz = 
Jz—0 ri=l

könnyű meggyőződni, hogy • < . „ ,...
00
2∏c⅛zn~1 i

1 n=l

végtelen sor, melyet ¾J(z) differencziálhányadosának nevezünk 
és ^,(z)-vel jelölünk, szintén konvergens a kezdőpont körül 
írható r sugarú körben, tehát '
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■ , . I . 4z==0 , ' ,továbbá lim J⅛±⅛=Ξ⅛⅛) =⅛λ,(z) = 2 nanzn-ι.

√z=0 . ∆z, , ,↑z1
• . -,∙<∙ , ' *. : , 1 * ∙ √Hasonlóképen bizonyítható be, hogy $'(z) összes differencziál- hányadosaival együtt a kezdőpont körül írt r sugarú körben folytonos és differencziálható függvények, ezen az alapon ez­után sJJ(z)-t fiz)-vel jelöljük, tehátΛ^=∏0÷αιZ÷o2-2+∙∙∙függvény a konvergencziakör területén folytonos s többszörösen differencziálható. Ugyanezen az alapon könnyű meggyőződni az α0. α1, α2, ..., an jelentéséről. UgyanisΛ'θ(0)≡n!απ, tehát a _ Z00(θ) 

'n~^nT~ s így
. n=0Általánosabban, ha

f (*) = J a∏ (z-a')n 
n=0az a pont körül írható r sugarú körben konvergens, akkor f(z) ezen kör területén folytonos s többszörösen differencziálhatófüggvény és
“TH-’tehát

n==0Ebből következik, hogy ha valamely függvény értelmezési tartományának a helyén sorbafejthető, ez a sorba fej lés csak egyféle módon lehetséges.Hasonlóképen, ha az
í=l
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függvényekből alkotott végtelen sor valamely tartományban 
konvergens, ez azt jelenti, hogy e tartomány bármely helyén, 
ha n-et elég nagynak választjuk k minden értéke mellett

I ∕n+l(z) + ∕n+2(∙z) 4-------- F fn+k(Z) ∣ ≤ ε, (1)
hol ε minden véges számnál kisebb. Ebben az esetben azután 
f(z) a konvergenczia tartományában folytonos s ha fi(z), f2(z∖ • • • 
differencziálhatók, akkor differencziálható függvény is, és∕,'ω = .∣ιA'(-)∙

Ha ∕,1(∑), f>(z} . . . végtelen sorok és általában

fi 0) = αio÷α1ιz+α1∙2Z2+αi3^3 i----,

akkor konvergencziaköreik közös tartományának bármely he­
lyén :

i Λrzr, (2)r=0
hol

Ar = 2 «ír- (3)í=l
Tételünket csak arra az esetre mutatjuk ki, midőn α1∙n együtt­

hatók pozitív számok. Legyen ugyanis a közös konvergenczia- 
kör sugara r, s ha /> r-nél kisebb szám, akkor az (1) föltétel 
alapján:

n+fc n+k.2 «'° ÷ 2 6i'1 — *i~ε ' 1)i=n+l i=n + l
k minden értéke mellett, a mi feltevéseink alapján csak úgy 
lehetséges, ha általában

n+k
2 ctir< εlo-r. (4)i=n+lr=0, 1. 2, . . .

A mi azt mondja ki, hogy az Ar-nek megfelelő (3) sor kon­
vergens, tehát Ar véges.

Ebből következik, hogy a (2) sor konvergens. Ugyanis a (4) 
alapján meghatározható h véges szám úgy, hogy legyen
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Ar< hp~r
és így

r=l

azaz: a (2) sor a p sugarú, tehát ezzel együtt az r sugarú kör­
ben is konvergens.

Most még azt kell kimutatnunk, hogy

∖2Aizt- 2∕fW∣<εn 
i=0 í=0

ha n-et elég nagynak választjuk. A kivonás eredménye a kö­
vetkező :

oo oo oo

I 2 ai0 + z 2 cfil 4--------^"2 ain ^fl I 'c'ε1 ■>
f=n+l i=n+l i=n+l

hol
oc ∞

χ∏+l 2 αin+l 4- ~n + 22 ain+2 + 
j=0 t=0

z=An+izn+1+A∏4-2Zn+24—

minthogy a (2) sor konvergens, azért, ha n elég nagy∣7∣<-∣1-,
a (4) alapján pedig 

n
oo oo co

i >l u/o 4’z 2 α,ι 4~ ∙ ∙ ∙ 4~∙Zn 2 Ui∣ι I < ε 
i=n+l i=n+l i=n+l

, r≈=0

ha I z I < p, ámde ε megválasztható úgy, hogy legyen

következőleg:

_ -__< -εi- 
ι-J±L 2 ’ 

p

Í2 AiZí— 2∕i(2)∣<εn 
í=0 f=l •

ha n-t elég nagynak választjuk, ebből aztán következik, hogy 
az r sugarú körben:

iλl√=i∕i(z).

t=0 f=l



216 SORALAKBAN ADOTT FÜGGV. ÁLTALÁNQS TULAJDONSÁGAI.Rögtön belátható, hogy ha a
φt == I ai01 + I an 11 z ∣ + I α1∙211 z I2 • • •sorokból alkotott ' ι' >.∙.~θJ ■ "2^> ■ , Í = 1 , ,,,Γ1∙√iH. . .i∙H'∖^Λ∙> i∙ ∙-.'√' .'.,J'i ■>sor konvergens, akkor reá alkalmazható a tétel, annál inkább alkalmazható tehát a i ' ' ,' , ,í=r> sorra.Vegyünk fel most két különböző s,ort az a pont körül, legye­nek ezek : . ; .

f(zf=÷ j¾(z-a)n,
n=0 ‘ ‘

<P (*) — ⅜ b∏ {z-a)n .
Λ=!=0

Ha f(z) és φ{z) az a pont körül irható bármily kis sugarú 
kör minden helyén ugyanazt az értéket veszi fel, akkor’ •1' ■ ι ∙ , t ■n∏ — bn

n≈ι, 2,...Ugyanis
f(a)=iσ (a),tehát α0 = ⅛,ebből következik, hogy(z—a)∙⅜an (z-d)n-i, ■< n=lés (z—a) j2 (z—α)n"1 s

n=lsorok az a pont körül írható ugyanazon kis kör minden he­lyén egyforma értéket vesznek fel, a mi csak úgy lehetséges, ha 
z—a együtthatói is ugyanily tulajdonságúak, de ebből követke­zik, hogy ■■:.. , αι = ti, tehát (z-α)2 J⅜ an (z—a)«-2

n=2
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. ■ ∙i , n=2- • ■ ‘ ’

i . : y V∙ . , • J /szintén ily tulajdonságúnk, tehátα2 — b2S í. t.i . : ■■ . . J j; .11 í ’ ‘ ; -.,'∙'', v ■ '

♦ *’.-λ ‘ ' • ' * κ;Legyen ezek után
' ' - I ' ; ■ ,t ', i . * t ■ ■ ■' > '1 ■ • ■ ., . ; • * ■ ’■ L. adva a következő hatványsor
i * • $ •'' f < :* ; < , . ‘ ífi •; t " •'« ■ » • \ • ; ∙ , i ■ . 'ΓU r •' «

f∖z)- ^¾(∑-α)'≈ = iBd-α)ikonvergencziakörét nevezzük Zfa-∏ak, tehát az Ra sugarú kör bármely helyén
J I α,l 11' z—a I" 

n=0sor konvergens. Ha b a konvergencziakör egy tetszőleges pontja, akkor mindazok a h pontok, melyekre nézve∖b-ai + ∖h∖≤Rubenne vannak a b pont irható oly p sugarú körben, mely az 
Ra kört érinti. Ennélfogva⅜ I an I (I b—a I ÷ I h |)« 

zt=Oa p sugarú körben konvergens; tehát az előbbi fejezet fejtege­tései szerint szabad i h | hatványai szerint rendezni. Annál in­kább szabad tehát rendezni h hatványai szerint a
f(b+h) = 2 an [(b-r-d)+h]n 

n=0sort. Miként könnyű meggyőződni a rendezés eredménye a következő sort szolgáltatja:
, 1- -5 .- ∙ > ,* = θ

∣Λ∣<ri>
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f(b+h) a p sugarú körben ugyanazokat az értékeket szolgál­
tatja, mint f(z). A ∕,(7>÷h)-nak h szerint rendezett s a p sugarú 
körben érvényes sorát f(z) identikusán transzformált sorának 
nevezzük.

98. Végtelen soralakban adott függvények 
folytatásai.

Ha az f(z)-nek b ponthoz tartozó identikusán transzformált 
sora a p sugarú körnél nagyobb, mondjuk Rb sugarú körben 
(19. ábra) konvergens, akkor f(b ±-h), melyet ezután röviden 
^(h)-nak nevezünk, h-nak oly függvénye, mely oly pontokban 
is definiálva van, melyekben f(z) még nincs. Már most ha ki­
tudjuk mutatni, hogy φ (h) az Ra és Rb körök közös területé­
nek minden helyén oly értékeket vesz fel mint f(z), akkor 
méltán nevezhetjük f(z) folytatásának, a mennyiben értelmezési 
tartományának f(z) értelmezési tartományába eső részének 
minden helyén a f(z)-nek megfelelő értékrendszereket veszi 
fel, elleriben értelmezési tartományának többi részében már 
oly függvény értékekhez jutunk, melyeket f(z) még nem tar­
talmaz. Ha tehát z-nek nevezzük a független változót s u-nak 
azon értéket, melyet f(z), vagy ^>(z) felvesz a szerint, a mint 
z a Ra körben, vagy Ra körön kívül, de Ri> körön belül van, 
akkor látható, hogy u-t oly vonatkozásba hoztuk z-vel, mely 
szerint Ra és Rb körök egyesítette tartományának minden z 
helyéhez tartozik egy határozott a érték, tehát u az egyesített 
tartományban z függvénye s ezt az u függvényt nem egy, 
hanem két végtelen sor definiálja, ú. m. az f(z) és a φ (z) sor, 
ezért mondjuk tehát φ (z)-t f(z) folytatásának, mert u értéktar­
tományának ∕-(z) csak egy részét határozza meg, folytatását 
φ (z) segítségével határozzuk meg.

Hogy tételünket bebizonyíthassuk, vegyünk fel a p sugarú 
körben egy c pontot úgy, hogy a c körül az Ra kört érintő 
p1 sugarú körnek minden része ne essék bele a p sugarú körbe, 
vonjunk továbbá c pont körül oly p2 sugarú kört is, mely a 
p kört érintse.

∕,(z)-nek a c ponthoz tartozó identikusán transzformált sora
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n=0I Λ I < (fimely a jo1 sugarú körben oly értékrendszert szolgáltat, min! 
f(z)-

φ(h) csak a p sugarú körben transzformálható identikusán, tehát a c ponthoz tartozó identikusán transzformál! sora
p(c+h) = n-0∣Λ∣<e∙2mely a ρ2 sugarú körben ugyanazt az értékrendszert szolgál­tatja mint f(z), tehát f(c-^h) és φ(c+h) a ρ2 sugarú kör min­den helyén megegyeznek egymással, s így

f(,ι^>(c) — e><n>(c) n=0, 1, 2, . . .a miből következik, hogy ^(c+∕ι) a pl sugarú körnek is min­den helyén megegyezik f(z)-ve∖, a mi kimondja, hogy <p(h∣ az 
Ra és Rí, körök közös területének bármely helyén megegyezik f(z)-vel, tehát φ(h) f(z)-nek tényleg folytatása.Ha már most ιp (h) = f(b+h)-t jellemző analitikai alakban 
h helyett z—b-t írunk, akkor

;'(z) — \ (z—b)n = φ (z—b t,n=0 ∣z-∕.∣<⅛ezt az alakot az f(z) függvény analitikai alakjának nevezzük a 
z=b helyen, ha az Ri> sugarú körben felveszünk valamely 
c pontot és erre a pontra nézve képezzük a függvény lolylá­tását, nyerjük, hogy

co

f{z) = y (z—c> = φ (z—c) ■
ii→

1 z-c <Iil.
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az Rc sugarú kör az Ra és Rb körök meghatározta tartományon 
kívül levő helyeket is tartalmazhat Ezen eljárásunkat tovább 
folytatva eljutunk a

• a), W—¼ W~c),... . _

végtelen sorok szakadatlan sorához, melyek valamennyien egy 
s ugyanazon függvény folytatásait képezik: összesen egy függ­
vényt definiálnak s ezt a függvényt nevezte Weierstrass ana­
litikai függvénynek. Az analitikai függvények tehát nem egye­
bek, mint a Cauchy definiálta szinektikus függvények. Később 
kimutatjuk még, hogy a szinektikus függvény fogalomköre sem 
tágabb az analitikai függvény fogalom körénél.

Fontos tételünkből néhány következtetést vonunk, ha

, ∕'(≈) = ⅜ an (z-a)l∖
n=Ó

és
<p (*) = ⅜ t,n {z-b)n 

n=0

hatványsorok konvergencziaköreik közös területének minden 
helyén egyforma értékeket vesznek fel, akkor azok egy s ugyan­
azon függvénynek a folytatásai. Ha c a közös konvergenczia- 
területen van, akkor

f(z) ='∑-f'"fCL (∑-c)∏,
n=0

n=0

hatványsorok c pont körül írt elég kis kör területének minden 
helyén ugyanazt az értéket veszik fel, tehát

∕'(n)(C) = √π)(c),

a mi kimondott tételünket igazolja. Ebből következik, hogy 
ha valamely hatványsorral definiált függvény konvergenczia- 
körének bármily kis véges tartományában mindenütt konstans, 
akkor a függvény maga is az.
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^=τ⅛-.∙ ... ....

z = 0 hely körül
f(z) = 1 '+z'+z2 i----=_§ zn = φ (z)

n=0∣≡∣<1 , : .... ■ J ■■ í,i .csak a zérus pont körül írható egységsugarú körben definiálja az ∕,(z) függvényt, ha a benne van ebben a körben, akkor"t sorunk segítségével meghatározhatjuk s mivelX   1____ 1_____1—z 1—a 1 z—(ttehát
rω=⅛S(⅛⅛¾W . .

n=0

I z—a I < 11—α- ∣.Sorunk tehát abban a körben konvergens, melyet az a pönf körül az a pontot az 1 ponttal összekötő egyenessel, mint sugárral rajzolunk. Ha β bemíe van ebben a körben, akkor* 1_ sorunk segítségével meghatározhatjuk s hasonlóképennyerjük, hogy
∕ι=0_ ' ∣ι-∕s∣<∣i- /?!Ez utón a W), φ(z-α), ...hatványsorok szakadatlan sorozatához jutunk, melyek vala­mennyien ugyanazon függvényt definiálják s valamennyi­nek konvergencziaköre átmegy a z—\ ponton. mEzen elemi eljárássá] megállapított hatványsorok megegyez­nek az általános elmélet útján megállapítottakkal. Ugyanis pl. iβ(z—a) hatványsorban (z—α),,-nek az együtthatója



222 VÉGTELEN SORALAKBAN ADOTT FÜGGVÉNYEK FOLYTATÁSAI.(1—a)-«-iez pedig egyenlő f<n> (a): n !-al, ugyanis∕,(n)(z) = [(1—z)-i](n) = n! (1— z)"∙'1,a mi tételünket igazolja.2. Pl. Ha f(z) és <p (z) rendre m és n-edfokú függvények, akkor, ha m kisebb, mint n és φ (z)=0 egyenletnek a gyökei α1, α2, . . . , αn egymástól különbözők.f(z) _ ql , ___q2_ qn
ψW 1-+ i_-£ 1—£α1 α2 analakba irható, hol α Λ≈<) 

aιφ' (a.i)Minthogy az előbbi feladat szerint:
——=y (—y=M - i1 2 / j ∖ di I ∖ ai I1-------r=0α1∙ r l*KI<⅛l azért

• φ(z) \«í/’i==l∣z∣<∣α1∣ ha az I ax ∣, ∣ α21,. . ., l«íl között I a11 a legkisebb. Továbbá ha α az } a11 sugarú kör valamely pontja, akkor
1 1 __ 1

következőleg:.
=—-— y (-≡~-Y=1 a / i \ «I—α I \ «Í—a I

I----  ------ r=()ai r υ
| z- a | < | ai - a |

Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 14



TG X ÉS TCTGT SORBAFEJTÉSE. 223ha az I a1—a ∣, I α2—a ∣, . . . ∣ afl—a I között ∣ ar—a | a leg­kisebb. Azaz: valamely ponthoz tartozó sor konvergencziaköre átmegy a függvénynek a ponthoz legközelebb eső pólusán.
99. Tc∫τ és x,ctgx sorbafejtése.A sin.e és cos# függvények értékváltozásaiból rögtön be­látható, hogy l sin x véges, ha 0 < x < π, i cos x pedig akkor 7Γvéges, ha ∣ x ∣ < . Következőleg:

'co5≈ = ∑'(1-(2⅛f) r=l
Ha mindkét egyenletünket differencziáljuk, akkor a követ­kező két egyenlethez jutunk:

De
tehát

+ 1 V 2∙rc⅛*- r- y ι ^2_X2’

Γ==t
oo

∑8x (2r÷l)⅛2~4x2' r=0
x _ # , ∙τ3 l x5 r⅜2-#2 ~ r2π2 '1' + 'i⅜θ +

(1)
(2)

x ctg x — 1 2x2V< 1 2.τ⅜y' 1τr2 / i r2 τr4 ∕ ∣ r4 r=l r=l 2χ6 Y' 1 π6 / , r6 r=lHa a rövidség kedvéért
00

∑⅛=sa∙
r=1



TG X ÉS XGTGX SORBAFEJTÉSE.224akkor
r ’ ’ ' 1,1 • • ' . ’ ∙ > 1 ' ■■ '■ 

xctgx = í-2'£ (3)

k=lTovábbá 0<X<Λ

'-.√* ' ' * ∙ ' k í ’) t ■ t ! \ ' i * > • r S

X _ X ’ 22χ3 ‰5(2r+l)π2-(2x)2 . (2r⅜l)⅛2 1 (2r⅛l)4π4 , (2r+l)M +

ennélfogva a (4) egyenlet alapján:

s ha • .'!∙λ>., k?

akkor
Ámde

-í- (>/ < "H

QOV 1 ∙∙∙∙≈'∙-∙-∙ c
2j (2r+l)2k S2k’ r=0 f ,

√, ■ ■ « • ⅛ z

∣-∣<⅞ / . .. .•

00 00S"k~ Σj (2r+l)2fc + Σ (2r)2fc
r=ü ■ . r==1 : z , '■

(4)

- > ■ > " f

azaz:
honnan

00 00_y i , i y i~ / 1 (2r+l)2* 1 22* / , f2λ∙ ’
r=0 . ! r=l’ ’ 11S2λ- — S2k + ~2^c S∙2k,_ S2⅛(22A∙-1)

s2k 22k ’

■ ∙V,'∙

. (5)
k≡χ ∣α∣<-f∙Ezen egyenlet alapján pedig(tgr£-1)=.2&^=l)(2fc_1)!

14*



TG Λ' ÉS XCTGX SORBAFEJTÉSE. 335de az 53. fejezet fejtegetései szerint:,⅛ xC0υ = 7* = 4221^1 (2a-υ ⅛, tehát
Tk = (2t ,

7Γzκ

d 2k! S2k~ 22A -⅛2fcEnnélfogva tg.r számára még a következő sorokat írhat­juk fel: ,gx=∑72⅛χa-1' (8!
A = 1

∑'c"^ 22ft(22*-1)j-⅛! β*a^-,∙ w
k=l l®!< 2.rctg.r számára pedig a következőket:

Vλ Tι∙r2λ',τ ctg x = 1 - 12j---_ , (10)
’O 22fc

x ctg r = 1 ~ /J 2fc! βfc,r2*’ (11)
kΞl 

0<x<λTovábbá tg sora konvergens, ha ∣∙r∣<π, -yCtg Pθdig, ha 0 < x < 2τr. Ennélfogva1 . x , 1 , x 1
Ttg -2 + Tctg 2= s⅛τ =csecxsora konvergens, ha 0<x<π, tehát a (9) és (11) alapján
csec x = + y ^^2∑^Lβkx^-k (12)



226
SECT SORBAFEJTÉSE.

100. sec,r sorbafejtése.Az előbbi fejezetben láttuk, hogy
. 1 V 2.vc,≡x= X∙-2j⅛≡52∙ 

r=l 
0<x<π

____ V <s∙rtgrv ∕ . "(2>÷lj⅛2-lτ2, • 

r=0 ∣x∣<λx <2tehát
. x 2 V, 4xCOtg 2 ~ x 2j ⅛2-v∙ ’

r=l
0<x<2π

x _ Vλ 4.r tg 2- 2j(2r+l)¾r2→r2 ’
r—0 

x <nhonnan
I (tg 4 +c,s I) =<=sec ∙τ=⅜-+£ (-ι>r-, ⅞⅛ • 

r==l 0<x<λde \2.r _ 1 1r2π2—x2 ~ rπ-x rπ-jrx'tehát 
∕ π \csec I  ----xl = sec x == -2- + V(-1)r-ιΓ._______?_______ +_________ 2_______π—2.x- / i' L(2r—l)7r÷2∙r (2r+l)π∙-2x

1 r=l
' = ( 2 2 \ — í 2 _ 2 \∖7Γ—2.r π+21υ∕ ∖3τr—2x ^f^ 3π4 2π∕ ^+^honnan

Σ, 1.1 4(2r-l)πk 1) (2r-l)⅛2- 4.V2’
r=í



I SIN X ÉS I COS X SORBAFEJTÉSE. ⅛-27de (2r-l)π = 1 22.r2 2⅛>(2r-l)¾r2-4x2 (2r-l)π '* (2r--l)⅜s + (2r— l)5τr5 ’ha tehát
V±ξDγξL Zj(2γ-υi*+ι 2*+b 
r=l akkor

sec∙r=∑¾fl-j-∙a∙ (DA¾9 l*l< j De az 53. fejezet fejtegetései szerint:(seca⅛^=Et, az (I) szerint pedig:(secx),∞0=^⅛tl(2⅛)! következőleg: 22*+2s⅛+1 _ Ek π2*+1 “ 2k’! ’ennélfogva sécx végtelen sorának második alakja a következő:
00 sec x — -~~ x^. (II)

A⅛>

101. /sinx és Zcosx sorbafejtése.Ha megfontoljuk, hogy
4∙r2 \ _ V 1 ∕2x∖2fc(2r +1 )⅛2∕ — , k (2r+1 )2* ∖½r ’ 'akkor a 98. §. legelső képletei alapján :



228 AZ ÁLTALÁNOSÍTOTT ELEMI TRANSZCZENDENS FL’GGV. SORBAFEJTÉSE.

(1)

(2)

(3)

A 96. fejezet (6) és (7) képletei alapján pedig :

sin r _

k~\

Y ‰2* e)k. 2k ~ / . (22*—1)2A∙!

'c°s* = -∑ 
k=\

92λ-l i22*-l) Bi

A = I

(5)k. 2k!

1 ⅛x V
■Y / j

22A (22*-1- 1 ) Bk 
k 2k↑

X2λ∙. (6)
k-1

102. Az általánosított elemi transzczendens függ­
vények sorbafejtése.

A 73. fejezetben láttuk, hogy z komplex változónak csak 
egy oly f(z) függvénye van, melyre nézve

s ezt a függvényt e2-el jelöltük, tehát

∕<WfΛ _ 1
. ∖ dzn ∕z=0

Ha tehát ez ily alakú
00

ez = anz>∖
n = 0



TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK SORBAFEJTÉSE. 229

akkor
1 

n

minthogy végtelen sorunk az egész síkon konvergens, azért 
folytonos függvényt képvisel, mely ez függvény sajátságaival 
megegyezik s minthogy csak egy ily függvény van, tehát ez-el 
egyenlő.

Ebből következik, hogy a többi transzczendens függvényeket 
jellemző sorok a komplex változók körében is ugyanolyan 
függvényt képviselnek, mint a valós változók körében. Továbbá 
Newton binomiális tantétele a komplex kitevőjű hatvány 
esetében sem veszti el érvényességét.

103. Többváltozós függvények sorbafejtése.
Ha a

z — , ∙*'2< ∙ ∙ ∙ , χn}
az .r1, ,τ2, . . . , xn változóknak valamely tartományban foly­
tonos és difTerencziálható függvénye, akkor f (x1÷h1, aj2+h2, ..., 
JCn+hn) ebben a tartományban h1, h2, . . . , h,l hatványai szerint 
menő sorba fejthető. Legyen ugyanis

f{xl+thl, x2+th2, . . . , xll+thn) — F(f),

akkor Maclaurin sora szerint:

n=0
tehát

'">-⅛∙
n-0

de
F(l) = ftx1+h1, x2-+ h2, . .., xn+hn) 

f'",wi=(⅛λ,+⅛'i<+,"+⅛'in) f'



930
HOMOGEN ALAKOKRA VONATKOZÓ EULER-FÉLE TÉTEL.ennélfogva ∕ (r1 ÷∕ι1, α⅛-t-∕ι2, . . ., .τn+∕ιn) =

oe

104. Homogen alakokra vonatkozó EuLER-féle tétel.Az f(xt, x2, ∙ ∙ ∙ , τ∣υ*t a változók m-edfokú homogen függ­vényének nevezzük, ha
f(txi ,tx2, ... , to∏) = tmf(xi, x2........... χn),ha

t =. 1 + a,akkor∕,(x1÷αx,, x2-↑-ax2, . . . , xn+axn) — (1 ÷α)π,∕(ir1, x2, . . . ,irn), de
f(X1-t-ax1, x2+ax2, . . . , .r,i+ αxn) =

Σ", ar ∕ ∂ ι ∂ V—Γ ’S— 'r∏----- 1- 's χn fj r! ∖ 9xx <ton /
r=0 (1 +a)mf= Yff}"rl''

r=0mely egyenletekből következik, hogy1/3 3 ∂ ∖r, ∣ιn∖7T te x'+ 7⅛ x> + • ■ ∙+ ⅛ *») ∣= G) <'∙τ∙ ’ ¾........mely egyenlet az EuLER-féle tételt mondja ki s az n 1, n — 2 esetekben rendre a következő alakot veszi fel:
⅜ x<+⅛ a⅛+■ ■ ∙+ ‰ x"=■x"............x",∙

^∂xx'+ ⅛x≡+-+ gi-J-)f≈m(m-l)f(x,,x2,....xπ).Ha r > m és m egész szám, akkor( m \ — 0,
\ r /tehát ∕ ∂ ∂ ∂ ∖r nte—Xl+ -5—X2 H----- — Xn =o. Γ>m∖ 5i.r1 1 ∂x2 i ∂Xn /
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IX. A TAYLOR-FÉLE SOR ALKALMAZÁSA HATÁR­
ÉRTÉKEK MEGHATÁROZÁSÁRA.

105. A ~ alakok meghatározása.

A 44. §-ban már megoldóit probléma gyakorlati alkal­
mazását.a következőkkel egészítjük ki:

Ha ∕,(λ,) és φ ix) az .r = α helyen folytonos s sorbafejthető 
függvények, tehát

/’(a?) ≈fia) + -ÉM iχ-a) + f J≤(α∙-α)2ψ...,
. , /X y,'('α) / x α>"(α) / ,V (X) = φ (a) + Λ∩- (.r—a) + -'-—p (ar-a)2+ • • •, 

akkor
fix') ^(a) + ⅛∏a)∙'χ,~^a)+ ^τf"^ijc~a^∙∙∙

φ V (a) + -~- φ∖d) ix—a) + φ"(a) ix-a)2+ • ■ •

Ha már most
fia) = 0, v (a) — 0, 

akkor
∕ ix) (n) + ⅛ f (a) ^r—a)+■ ■ ■

φ <p,{d) ÷ i φ', (a) ix—a) + • • •

honnan nyerjük, hogy

/(<») _ θ _ Γ(β)
φia) 0 φ'ia)

Azt a szabályt, melyet az az egyenlet a határértékének 
meghatározására szolgáltat L’Hospital-féle szabálynak nevez­
zük.

Ha pedig általánosan

fia) =zf(α)=...= ∕∙(.-υ(α) =0, ∕ω(a) ≠0
φ ia) = φ'ia) = ■■■ = φil'~i∖a) = 0, v(k) (a) ≠ θ> Q íz lzΓ>T,

j⅛=ςW(x~0ji-j , ni.
Via) vkia) L J*=a



232 A g ALAKOK MEGHATÁROZÁSA.mely zérus, véges vagy végtelen értéket szolgáltat a szerint, a mint i nagyobb, egyenlő vagy kisebb Ar-nál.
A L’HospiTAL-féle szabály alkalmazásával nyerjük, hogysin a? 1. cos.r .hm------- = hm ——— = l.

x=0 x—0 '^'Hasonlóképen találjuk, hogy:2. Pl. 11. tg.r 1. cos2.r .hm —δ-----= hm —∣— = 1.
.r=0 ∙^' x=0 *3 Pl. 1Z(l+x) 1+x 1hm ———- = hm - --1-— — 1. • x=Ü x=0 t4. Pl. .. (1H 1 .. udixrL.,,hm —---- —------ — hm------- 1------- — μ.
x=0 x=0 ■*Meghatározandó.. 1 ,1 — a a, Imi - ∕5-1------ .Mivel 1 — ni o _------ == — 2 ti x — 2azért

6. Pl.
.. 1.1 —or ohm Z t-γ- — — 2d. .1.=0.r 1-J-H.rMeghatározandó

1. l COS (IX hm  —.∙-⅜∙2 .r = 0 1Mivelazért 55. és 9«. §.Z cos ax — — 3 B1 (a rr)2—l. Zcosα.τInn
a—0 .ra 2'



A i ALAKOK MEGHATÁROZÁSA. 233
Γ / )Ha pedig ~"r. az x = oo helyen veszi fel a határozatlan

értéket, akkor az a t = 0 helyen. Szükséges természetesen.
és φ IY j függvényekhogy x = + oc-nek megfelelően /’ γj és /-J-j függvények x==÷0 oldalon folytonos és differencziálható függvények legye­nek, ebben az esetben azután

lim ∕=+o f (*•> p'U,) ’= lim
X = 4- oo

azaz; ∣im √⅛ = ∣inl £LWX=+∞ iP (3- > x=+oc iP (vl )Tehát a L’HosPÍTAL-féle tétel ebben az esetben is alkalmaz­ható.1. .P1. Ha m pozitív egész szám, akkorlim
X = + GO

e~x __ a
Λ'-',i ü€ t a t~ +0-nál folytonos s differencziálható, tehát

honnan lim
X= + <x

e-x 
χ-~nι lim —= + oc znrr-<m+υ,lim = rn ∣im ⅛ = m! lim eX .

■ + 00 ∙L- x= + α> •1'* 1következőleg : lim e-α∙ — "i ∙, hm e~v = 0.
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0.oo, oo—oo, I”, 0° ALAKOK MEGHATÁROZÁSA.

2. Pl. Meghatározandólim i ∕(∏~ arcig, r),τ=⅛χ>x \2 /Az , 1 11.1(arctg x) ≈ rψ7s≡ -i - -i + • •egyenletből világos, hogyarctg .r=^-χ+3i,-5⅛∙.∙tehát lim - ∕(4-τ — arlg.r)≈=lιm —---------------- <∣.x=ψ0,ir \Z ∕ x-~r∞ r _ ar∣g x

Ha

akkor

106. A ~ alakok meghatározása.

lim -p,⅛ = °° ’,
i-- φ Cr) oo

1

hm ' 7 J- = hm --f- — ()x=α ^(.τ) x=«_£_ υ
∕'(.r)∙

Ámde a L’HosPiTAL-féle szabály értelmében

1 
lim-φ- = 
x≈α

φ'(x) 
]imZ⅞⅛P 
s __ ffo)

l∕(.'r)]2

honnan nyerjük, hogy
r /’(^ hm -t 7 -7 
x=α C,(^)



Általában, ha m pozitív egész szám, akkor

O.oo, oo—oo, 1“, o° ALAKOK MEGHATÁROZÁSA. 235

Tehát a 
ható.

L'HospiTAL-féle tétel a jelen esetben is alkalmaz-

1. Pl. i '
.. ex oo hm — = — ,

χ≡=+ oo
tehát

1. ex 1. exlim — — lim -. = oo.
X=+∞ X X=+oc ■*

lim er,lii= Hm ex-1=oo.
,τ=0= x", I=oc ml

2. Pl.
1

lim = lim 't = 0.
X= + ec X χ≈+co ’

107. 0. oo, 
a) Ha

oQ — oo, p 0° alakok meghatározása.

lim f (x) <p (x) = 0. oc,
akkor, mivel

lim f (x)∙φ (x) = lim ∕ffi∙ θ ,
x=≈=α χ=α * _ O

φ (X)

azért alkalmazható a L'HospiTAL-féle eljárás. 
Pl.

β) Ha pedig

η∩ •
lim x ctgx = lim —-----=1.
tr≈=O x=0 ^8

⅛im [f (x)-^> (x)] = oo—oo, 
x<≈a

akkor a
(x) Γ-∆~V -11 

L φ (X) J
alakban meghatározandó, a

kifejezés, ha ez

1. ∕(χ∙)hm -,÷^r = — x-=α <P (∙r) σc
az egységgel egyenlő, akkor
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236 O.oo, OO—OO, l°c, 0° ALAKOK MEGHATÁROZÁSA.tehát az előbbi eljárás alkalmazandó; ha pedig az egységtől különböző, akkor limesünk értéke végtelen.

γ) Ha pedig lim ∣∕(.τ)]v<x>== 1“, vagy 0°,
x=aakkor lim (f> (a?) If (a,) — ∞. 0, vagy —0 . ∞,

χ≈atehát az (a) alatt kifejtett eljárás alkalmazandó.1. Pl.
tehát
de
s mivel
azért2. Pl.
tehát r
ámde

lim xl cos χ= QC

következőleg:
3. Pl.

lim (ctg x—csec x) = oo- 
x≈a lim -c⅛A∙. = 1, a,.o cseclim csec x x=0csec x

a
lx

Ctg Xcsec x cos x—1 sin xcos a?—1 hm —----x=o sin x 0,
lim (ctg,r—cseca,) = .0. x∙≡01. « , hm cos* χ _ — i «, X≈ ≈ | ,rlim xl cos = oc. 0, x= « y .i*

lim / a 
COS —r—

V x

1 .2 a

11
lim

— lim t8i∕χ 1
a

a
⅛<-2.

lim cosx = e~í«2.χ=∞ V xlim sin∙r ax — 0°.x=0
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Ámde
Zsinór v a ctg or n hm xl sm ax = hm = = hm e=— = 0, 

x=0 x≈=0 ~ x=0  
X X?

tehát
lim sin® ax = 1.
x-0

A L’HospiTAL-féle szabály nem alkalmazható, ha függvényeink­
nek nincsen differencziálhányadosuk, vagy ha minden differen- 
cziálhányadosuk zérus, vagy végtelen. Pl. ha

f (x) = (x2—α2)<,
<p (x) = (x~α)⅜,

akkor könnyű meggyőződni, hogy

pn) (a) — oo, (a) ~ oo, 
n=l, 2,. ..

tehát 

értéke a L’HospiTAL-féle szabály segítségével nem határozható 
meg, de ha megfontoljuk, hogy

(.r2—α2)S = (α,÷α)> (rr—a)≡,

akkor rögtön beláthatjuk, hogy limesünk értéke zérus. Ha 
pedig ι

f(χ) =e *3,

φ(χ) = e x\
alíknr

∕W(0) = 0, φW(0) = 0, 
n=l, 2, . ..

Tehát a L’HospiTAL-féle tétel megint nem alkalmazható, de 
ha megfontoljuk, hogy

e x', = (e χ2) χ2,

akkor könnyen beláthatjuk, hogy

e χ2lim---- r- = lim
χ⅛=0 —T x = 0

1

Suták: A differeneziál- és integrálszámítás elmélete. 16
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X. A MAXIMUM ÉS MINIMUM ELMÉLETE.

108. Egyváltozós függvények maximuma és 
minimuma.

Ha az f (t) függvénynek az x = a hely maximális helye, ez. 
azt jelenti, hogy elég kicsiny pozitív h mellett

vagy

∕∙(fl+h)-√(α)<0, 
f(a—h)- f(a) <0,

f(a+h)-f(a) -

fja-h}-f∖a) 0

(1)>

(2)'

Ha függvényünknek az x=a helyen nincs differencziálhánya- 
dosa, de az (1) és (2) egyenlőtlenségek h bármily kis értékei 
mellett teljesülnek, akkor függvényünknek az x= a hely maxi­
mális helye.

Ha pedig az x = a hely függvényünknek minimális helye, 
ez azt jelenti, hogy elég kicsiny pozitív h mellett

f(a+ħ)-f(a)>0,
f(a-h)-f(a)>0,

vagy
∕∖a+hy-∩a} 

h

(4»
—h

mely feltételek, ha az x = a helyen nem differencziálható függ­
vényre h bármily kicsiny értéke mellett teljesülnek, akkor az 
x~a hely függvényünknek minimális helye.

Pl. A 25. fejezetben láttuk, hogy

fix} — x
1_ 

ex-1 
“í
e x ÷ 1

az x~Ü helyen folytonos, de nem differencziálható függvény^
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mindazonáltal ez a hely függvényünknek minimális helye, 
mert mint láttuk 

limΓ⅛±M⅛ =1>0 

h==0 L *i J®=0 
lim ⅛→)-Λx)j = _1<0 
h—0 I. “ Jx=0

De ha függvényünk az x=a helyen differencziálható, akkor 
úgy

lim Λa+ft)-Λ°).
λ=0 h > 

mint
lim f(α-ft)-√(α⅝ 
λ=o —h

f'(α)-val egyenlő, tehát egyenlőtlenségeink csak úgy állhatnak 
meg, ha

f(α) = 0.

Ennélfogva az fix) függvénynek mindazon maximális és 
minimális helyei, melyeken a függvény differencziálható, eleget 
tesznek az

f (*) = 0 (5)
egy^detnek. Ennek megoldásai alkotják tehát függvényünk 
összes oly maximalis és minimális helyeit, melyeken függ­
vényünknek van ditferencziálhányadosa. Hogy egyenletünknek 
valamely x=a megoldása maximális, vagy minimális hely-e, 
azt következőképen döntjük el : Az

f (a) = 0 
föltételénél fogva

71- 7 3f{a + h)-f(a) = f"(a) ÷p)(α) ∆f + .,.,

ha /" (a) nem zérus, akkor mindig megválaszthatjuk h-t oly 
kicsinynek, hogy f" (a) A- abszolút értéke nagyobb legyen, mint 
a többi tag összegének abszolút értéke ; ily kicsiny h-k mellett 
összegünk előjele az első tag előjelétől függ, ez pedig akár 
pozitív, akár negativ h mellett ∕" (α)-val egyforma előjelű, 
ennélfogva :

f(a+h)-f(a) < 0, ha /" (a) < 0, 
f(a±h)—f(a) > 0, ha f" (a) > 0.
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Következőleg: Az
∕'(*)=θ

egyenletnek x=a gyöke f(x} függvénynek maximális helye, ha

f" (a) < 0,
minimális, ha

f"(a)>O-
1. Pl. Legyen

f (#) = sin x,
tehát

f (#) = cos x,
f" (#) ■== — sin x.

Az
f (;r) — cos x = 0

egyenletnek gyökei:

tehát
= —sinx=l >0, ha x = 3 ~, 7 , (4n—1)^-,

f∙'(χ)≈-sinx=-l<0, ha x= y, 5 ~, . . . , (4n—3) ~ •

Ennélfogva sin# minimális helyei:

x = (4n—1) 4- , n = 1, 2, . . .

maximális helyei pedig:

x = (4n—3) , n = 1, 2, . . .

2. Pl. Ha
/*(#) = a0x2+aix+a2,

akkor
f(#) =2α0x+α1,
f" (τ) = 2α0,

következőleg az 

hely függvényünknek maximális, vagy minimális helye, a szerint, 
a mint α0 kisebb, vagy nagyobb zérusnál.

Ha pedig az
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f" (a) = 0,.. ., f«-i) (a) = 0, p’) (a) ≠ 0, akkor

hnΛa±h)-f(a) = (±l)'lΛl)(a) ⅛- + ε,ha ε-al jelöljük a többi tagok összegét; mindig megválaszt­hatjuk h úgy, hogy legyen I h ln ∣ε!<2∣∕∙(n)(α)ilLL-,ha h-t pozitívnak választjuk, de úgy, hogy a felírt föltételnek eleget tegyen, akkorf(α±∕ι)-f(α) oly előjelű, mint (±l)n∕'<nj(a).
Ha tehát n páratlan, akkor azf(χ) = 0

egyenletnek x—a megoldása sem maximális, sem minimális 
hely nem lehet, minthogy

f(a+h)-f(a) és ∕,(a-∕ι)-f(a)
különböző előjelűek, de ha n páros, akkor

f (a±h)-f(a) > 0, ha f<n>(α)>0, f(α±h)—f(α)<0, ha ∕,<n>(α)<0,
Az első esetben az x=a hely minimális, a másodikban maxi­

mális helye az f(x) függvénynek.Pl. Legyen ∕7(.r) = x (x—a)211,tehát ,
f'(x)-(x—a)2n-∖-2nx(x-α)2,,^1=(2n+l) (x—α)2n~1 ^.u—2∏⅛i)
f '(x)--(⅛n2-1) (x—α)2∏-2

f,(x) = 0egyenletnek gyökei 
a 

x<—a, X)= n---- T,1 ’ - 2∏ + 1,
j ÷ (2n + l)(x-α)2∏-ι.



242 IMPLICZIT FÜGGVÉNYEK MAXIMUMA ÉS MINIMUMA.tehát z∙,,z λ _ (2αn)2'l~1(2n + l)2n-2"Ennélfogva x2 maximális, vagy minimális hely, a szerint a λmint α^>0, vagy α<0.Ellenben f'(x1)=0, ..p⅛-i(x1)=0,de f(2n)(aj) = (2n÷l) (2n -1)! + ( 1 j (*-«)],tehát
f2n (x1) = 2n ! a,következőleg xi maximális, vagy minimális hely, a szerint a mint α<0, vagy α>0.

109. Impliczit függvények maximuma és mini­
muma.Ha y-t, mint x függvényét, az∕,(a∙, y) = 0 (1)egyenlet definiálja, akkor x=a hely y-nak maximális, vagy mi­nimális helye, ha

l-⅛Λ(⅛) =-∣⅛l = 0∙ (2)
\(ÍX )x=a ∂f■ dy ■ χ=aTehát y maximális, vagy minimális helyeit az

()'Y' 
ffry) = ⅛ -~- = 0 (3)

∂yegyenletek megoldásai szolgáltatják. A maximum, vagy mini­mum eldöntésére szolgáló másodrendű differencziálhányadost a következő egyenlet szolgáltatja:92∕ 2 ∂2f .dy ∂2f (dy∖2 df d?y =
∂x2 ~, ∂x3y dx ∂y2 ∖dx ∕ ∂y dx2 ' ’



o,

(5)
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A (3) egyenletrendszer megoldásaiból azokat az értékrend­
szereket, melyekre nézve és egyszerre eltűnnek, kuta­
tásainkból kizárjuk, mert ily értékrendszer mellett, föltéve hogy 
az ∕,(,r, J/) másodrendű differencziálhányadosai nem mind nullok, 
a (4) alapján

JY 9 dy - í dy V-
∂x2 ∂x∂y dx ' ∂y2 ∖ dx I

a mi azt mondja ki, hogy ezen a helyen -⅛- nem null, ha­

nem kétértékű, tehát az ily hely függvényünknek szinguláris 
helye. Ha a másodrendű differencziálhányadosok is mind el­
tűnnek, de a harmadrendűek nem mind, akkor (4) egyenletünk 
differencziálása -⅛- meghatározására egy harmadfokú egyen­

letet szolgáltat s í. t.
(4) egyenletünk különben annak a megfontolásával, hogy a 

maximális és minimális helyeken
⅛ =0
dx

a következő egyszerűbb alakot veszi fel 
jy df . 
dx2 dy dx2

1. Pl. Legyen
. . Λ^tf) = ⅛ + ⅛-1=0>
tehát a (3) egyenletrendszerünknek a jelen esetben megfelel:

4 + ^-1=θi=o, 
a2 0 y

y b-nél nagyobb nem lehet, tehát végtelen sem lehet, azéit 
egyenletrendszerünk megoldása

ít—0, y=±b.
Az (5) egyenlet alapján

d2V &
f∕.r2 a2y , 

tehát +b ι∕-nak maximuma, — b pedig minimuma.
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2. Pl. Legyen
∕,(αr. √)=.u4-4.rz∕ + yl,

tehát a (3) egyenletrendszernek a jelen es∙etben megfelel:

4xy+yi=0,

minthogy ezen két egyenlet alapján könnyű meggyőződni, hogy 
x nem lehet végtelen, tehát i/3—x sem lehet azzá, ennélfogva 
egyenletrendszerünk egyszerűbb alakja:

xi- 4xy+y4=0, ,r3—y=0,
a megoldások:

a⅜=θ, l∕t=θ
¾=±3⅛, z∕2~i3L

ezek elseje szinguláris helyet szolgáltat.
Az (5)-nek megfelelő egyenlet:

d2j∕ _ 3.r2
dx2 y 'i—x ’

tehát 3÷ maximum, —3* pedig minimum.

110. Kétváltozós függvények maximuma és 
minimuma.

A
Z = j∖x,y)

kétváltozós függvénynek az x, y helyen maximuma van, ha 
meg tudunk határozni oly e számot, melyre nézve

f(^÷h, y+k)- f(x, y}<0, (1)

ha h és k abszolút értékei kisebbek maradnak e-nál; ellenben 
az x, y helyen minimum van, ha ugyanazon körülmények 
között

f(r+h, y+k} — f(x, íj) > 0. (2)

Tehát az x, y helyen maximum vagy minimum van, ha

f(x+h, y+k)-f(χ, y)
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előjelét nem változtatja, bármiként változtassuk is /i-t s k-t 
a I h I < ε, I k ∣ < ε feltételek mellett. így ha fc=0, akkor úgy

f(x+h, y)-f(x, y),
mint

f(x-h, y)-f(x, y)
egyforma előjelűek, ha

I h I < ε,
tehát

fix+h, y)- f(x, y) , f(x h,yY-f{x,y^ 
h e - —Λ

ugyanazon feltételek mellett ellenkező előjelűek, de ha / (x, y) 
differencziálható, akkor

lim fh+hi «)-fíí> »> = lim ∕⅛~⅛ g)~f⅛g) = J'f∕1.l∣ Λ Λ=0 ”
a mi csak úgy lehetséges, ha

Λ=odx
df 

hasonlóképen találjuk, hogy is zérus. Tehát f(x, y) összes 
oly maximális s minimális helyei, melyeken a függvény differen­
cziálható, eleget tesznek a következő egyenletrendszernek:

(3)# = o, ‰o∙dx dy

Már most, hogy ezen egyenletrendszernek gyökei maximális 
vagy minimális helyek-e? Következőképen döntjük el: (3) egyen­
letünk alapján

1 ∕ Q d \2
f(x+h, ιy+k)-f (x, y) = h + kj f+η,

ha a másodrendű differencziálhányadosok nem mindegyike 
null, akkor h és k megválaszthatok úgy, hogy legyen

1
2!

tehát egyenlőségünk jobb oldalának az előjele az első tag első 
jelétől függ, melyet
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a2f „ . 32/
dx2 11, dxdy ~ α^~α21, dy2~a22

jelölések alkalmazásával ily alakba írhatunk:

d d '∖2
÷ gy kι f ~a∖∖h½-∖r2av2hk+ar2k2,

mely nem más, mint egy kétváltozós quadratikus alak, mely 
egyforma előjelű, ha definitiv és pedig pozitív, ha

^11^22 O22>0, αn>0, a^2^0, 
negativ, ha

αnα22-α122>0, o11<0, α22<0,

az első esetben (3) egyenletrendszerünk megoldása minimális, a 
második esetben pedig maximális hely.

Ha pedig a másodrendű differencziálhányadosok mindegyike 
nulla, ezenkívül 

3

akkor .

előjele

d_ 
dxχ h k k) f ~ θ∙> • • ••>dx dy I ' , ’

\ dx dy

f(x + h, y + k)-f(x, y)

d ∖,l-1— A’ ∕≡≡0, dy I 1

elejétől függ, a mi ha n páratlan, akkor előjelét megváltoztat­
hatja, ha n páros, akkor előjelét nem változtatja, ha a

1 ∕ d d 1∖v 
k" ∖ dx h + dy k )

_ ∕ ∖" , ∣n∖ I h∖n~^l ∣∏∖~a',0∖k ) \1 ∕ c,n~u (τ∕ +∙∙∙+(J αθ'* = 0>
egyenletnek, hol

di+*f 
aik ~ dχi~∂^ ’

csak képzetes gyökei vannak, ebben az esetben azután mini­
mum, vagy maximum van, a szerint a mint kifejezésünk pozi­
tív, vagy negativ.
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Tételünk annak az általános tételnek a következménye, mely 
szerint az (a, ő) intervallumban folytonos f(x) függvény f(α)-tol 
∕(h)-ig minden értéket felvesz, ha x a-ból b-ig változik, tehát 
ha ∕,(α) és f(b) ellenkező előjelű, akkor van (a, b) intervallum­
ban oly ξ hely, melyre nézve

∕K) = o,
ha pedig ily ς hely nincs, akkor f(xy) az értelmezési tartomány­
ban nem is vehet fel ellenkező előjelű értékeket.

Pl. Egy 2s kerületű háromszögnek az oldalait úgy kell meg­
határozni, hogy területe maximum legyen.

Ismeretes, hogy
/2— s (s—a) (s—b) (s—c).

Legyen
s—a=x, s—b=y, 

tehát
s—x—y=s—c

és
t2= f(x, y) = sx y (s—x —y\ 

honnan
df < \
∂x = Sy ~ SXV’
df < x= s,r (s—x—y) — sxy,

fa? ~ y, ¾2 ^^ ’
^L=s2-2s(x+y).

A maximális és minimális helyeket tehát a következő egyen­
letrendszer határozza meg:

honnan

2x4- y=s, 
xjr2y=s,

ehnek megfefelőleg:
2s 

α- 3 ’
továbbá

∂2f ∂2f
∂x2 ∂y2

sx = τ, s
«= 3 ’

b 2s
3 ’

2s 
~3~i

(-92Q2>o
∖ ∂x∂y I ’

^2L
∂x2 >0, >0-∂ι∕2
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111. Többváltozós függvények maximuma és 

minimuma.A
~ — f (a¾, a?2, ∙ ∙ ∙∙ )függvénynek az x1, x2, ..., xn helyen akkor van maximuma, ha meg tudunk oly e számot határozni, melyre nézve:

f∖xi+hi, x2+h2, . . ., xn+hn)- f(xl, x2, . . ., χn) < 0, (1)ha hi, h2, .. ., hn mindegyikének abszolút értéke kisebb e-nál; ellenben ugyanezen körülmények között minimum van, haf(x1+h1, x2÷h2, ..., xn+hn) -f(xx, x2, . . ., xn) > 0. (2)Föltételeink alapján az előbbi fejezet fejtegetéseihez hason­lóan találjuk, hogy függvényünk összes maximális és minimális 
helyei eleget tesznek a következő egyenletrendszernek

Már most ha a másodrendű differencziálhányadosok nem mind nullok, akkor arra nézve, hogy egyenletrendszerünk va­lamely megoldása maximális, vagy minimális hely-e, felvilágo­sítással szolgál a következő quadratikus alak :⅛Z hι+ ő~x h* + ∙ ∙ ∙ ÷ äx~ hΨ=H aikhihk V7,t'i o,vU2 σxn ∕ ⅛=ι ι∖=ι
∂2fau; — aki — 2«—, ŐXi ∂xkmely csak akkor egyforma előjelű mindig, ha definitiv és pedig pozitív, ha a 65. §. szerint a zérustól különböző tagokból álló

D, D', . . ., 1>-D, 1,sorozatban csupa jelkövetkezés van, ellenben negativ, ha soro­zatunkban csupa jelváltás van, az első esetben (3) egyenletünk megoldása minimális, a másodikban maximális hely.
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De ha
ÍJ- hi + -∕- h2+ ■ ■ ∙ + ~ hn∖f≡ 0, 
∖ ∂Xλ dx2 dX∏ I

k=l, 2,. . i-1
akkor a

∕ d , d . , l ∂ h ∖if⅛^1hl+ ⅛ft2+"'+ ‰λt

dönti el a kérdést, ha i páratlan, akkor a megoldás semmi 
esetre sem maximális, vagy minimális hely, ha pedig i páros, 
akkor h1, ..., hn oly értékeinél, melyeknek abszolút értéke 
kisebb e-nál, állandóan pozitívnek, vagy negativnek kell lenni, 
az első esetben a megoldás minimális, a másodikban maximá­
lis hely.

112. Összetett függvények maximuma és minimuma.
Ha y-t, mint x összetett függvényét, a

p (#, y) = θ 

egyenlet definiálja, akkor F(x, y) a>nek összetett függvénye j 
határozzuk meg maximális és minimális helyeit. Ezek meg­
határozására szolgál a

+ (2)
dx dx dy dx

egyenlet, de az (1) egyenlet alapján:

dφ dφ dy _ θ 
dx dy dx ’

melyből -⅛- értékét behelyettesítvén a (2) egyenletbe, a követ­

kezőt nyerjük:
dF d(p_ _ dF dφ _ θ (3)
dx dy dy dx

mely kapcsolatban az (1) egyenlettel meghatározza a maximá­
lis s minimális helyeket.

Ha pedig y-t és z-t, mint x függvényeit, a következő egyen­
letek definiálják:

c>1 (*; y, z) = 0, φ2 (x ;y,z) = (4)



250 ÖSSZETETT FÜGGVÉNYEK MAXIMUMA ÉS MINIMUMA.akkor F(x*; y, z) szintén összetett függvénye a>nek. A maximális s minimális helyek meghatározásához tehát a következő egyen­letek állanak rendelkezésünkre:

mely

_dF = ∂F _ <7F dy oF dz _ 
dx dx 1 dy dx dz dx ~⅜ι , ⅜ι ⅛ , ⅛ dz _ 

dx dy dx dz dx⅛ 4_ ⅛ dy dφ<i dz _ 
dx dy dx ' dz dxjrZF dF dF

dx dy dz
d<px dφχ d<pχ
dx dy dz

dφ2 dφ2 d<f>2 
dx dy dz

(5)

(6)
egyenlethez vezet, mely — kapcsolatban a (4) egyenletekkel — meghatározza a maximális s minimális helyeket. De a (6) egyen­let még azt is kimondja, hogy vannak oly 21, λ2 paraméterek, melyekre nézve:

dx 1 dx - dx

^+a⅛+4⅛=0
⅜ 1 dy 2 dy

+ z} ⅛ + I ⅜2 _ 0
dz 4 λ dz^ + λ2~dΓ~^

(7)
melyek kapcsolatban a (4) egyenletekkel meghatározzák az x, 
y, z, 71, 4 ismeretleneket.Ha pedig z-t, mint x, y összetett függvényét, ac>(τ,//; z) = 0 (8)egyenlet definiálja, akkor F(x, y,z') x és z∕-nak összetett függ­vénye, tehát a maximális és minimális helyek meghatározásá­hoz a

l . n dF_ . dF dz n
dx dz dx ’ dy dz dy
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egyenletek szükségesek, melyekhez a (8) alapján a

dip dip dz _  „ ∂ff> dz _
dx dz dx ~ , dy dz dy

egyenletek járulnak, melyek a (9) alatt levőkkel a következőket
szolgáltatják :

dF dF dF dF
dx dz

= Ö
dy 'dz

dφ dip dip dip
dx dz ~dy dz

(11)

ezek pedig a (8)-czal meghatározzák, x, y, z-t. De a (11) alap­
ján van oly λ paraméter, melyre nézve

— -k- 2 ⅛ 
dx -dx 0,

dF I j) ⅜ —
dy + dy

dF i i ⅜ _ 
dz λ dz

θ,

0,

melyek a (8)-ikkal teljesen meghatározzák .t, y, z, 2-t.
Általánosan, ha y1, y2, ■ ∙ ∙, {∕m-t, mint rr1, x2, ∙ ∙ ∙, ∙τ∏ függ­

vényeit a következő egyenletek definiálják:

φ1(χ1, . . ., Xn∙, y1∙,- . ∙, i∕m)=0, ∙ ∙ ∙, φm (θ71, . . ., Xn, y1, . ∙ i∕m)=θ, (12) ' 

akkor F(x1, x2, . .., xn; yl, y2, . .., z∕nι) az x1, x2, . . ., xn válto­
zóknak összetett függvénye, tehát a maximális és minimális 
helyek meghatározására a következő egyenletek állanak rendel­
kezésünkre

dF dF dyi , , ^F dym
dx1 dy1 dx1 ~t^ dym dxi
∂F , dF dy1 . , dF d^y,„
dx1 dyi dx2 dym dx2 (13)

dF dF dyi ... dF dym =
dxn ^r dy1 dXn r dym dxn ’

melyekhez a (12) egyenletek alapján még a következők járul­
nak:
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9xx 9y∖ 9xx
∂φi 9φi 9yx
9x2 9yx 9x2

9φt 9ytn 
9ym 9xx 
9<f>i 9yιn 
9ym ∂x2 (14)

∂<f>j , ⅜i 9yχ ____ ⅜t∙ ∂ym
∂χn 9yx 9xn ∂yπι ∂xn

i=l, 2, . . . , m

melyeknek következménye, hogy

9F 9F 9F 9F 9F 9F
9xx 9yi 9y,∏ 9x2 9yx 9y∏ι
⅜ι d<Px 9<f>x 9φx
9xx 9yi 9ym = 0, 9x2 9yx 9y∏ι

9φm ∂φm 9φm 9φm 9<p↑n 9φ∏t
9xi 9y1 9y∏ι 9x2 9yi 9ynt

9F 9F 9F
9Xn 9yi 9ym
9ψ∖ d<f>ι 9φχ
9Xn 9yi 9ym

9φm 9(f>m 9φm
9xn 9yi 9y∏ι

(15)

melyek a (12) egyenletekkel meghatározzák .r1, x2, . . ., xn, 
£71, í/2’ ∙ ∙ ∙, y∏ι-t.

De a (15) egyenleteket helyettesíthetjük a következőkkel:

9F 9<px , 
-^n----- 1---H— λ↑9xí 9xí 1

1 ⅜2 > 4-.
+ i)xt λ'i +

í=l, 2, . . n

■ + ⅛ >l<" =0
∂θCi

dF , ⅜1 :
¾∙ dyk 1

, d(P2 } , 
dyk "

. + ⅛∙⅛ = 0 
dyk

λ'=l, 2,.. . ni

(16)

melyek a (12) egyebetekkel meghatározzák xx, x2, . . ., xn; 
£71, U2∙> • ■ •> í/nő A, ⅛, ∙ ∙ ∙> Természetes hogy ez a meg­
oldás csak akkor lehetséges, ha egyenletrendszerünk egyenletei 
egymástól teljesen függetlenek, mert különben a megoldások-
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ban néhány ismeretlen határozatlan marad, a mi végtelen sok 
maximális vagy minimális helyei involválna.

Végül annak az eldöntése, hogy valamely megoldás maxi­
mális, vagy minimális helyet szolgáltat-e, vagy nem, a második, 
vagy ha azok eltűnnek a magasabbrcndíi differencziálhánya- 
dosok segítségével egészen úgy történik mint az előző fejeze­
tekben.

1. Pl. Meghatározandó az az ellipsisbe írható derékszögű négy­
szög, melynek területe a lehető legnagyobb. Jelöljük a parallelo- 
gramm oldalait (20. á.) 2x, 2ι∕-nal, területét pedig /-vei, és légyen

továbbá

-]- =F(x,y} = xy,

. x2 y2 .^w∙!∕) = '7J2 +⅛-l

Tehát a maximális és minimális helyek meghatározásához 
szükséges egyenletek:

⅛=o,
dx

4_ JL⅛
a2 b2 dx

honnan

melyhez hozzájárul még az

egyenlet, melyekből 
a /2 b V 2 

x ~ 2 ’ y 2
Továbbá

d2F_9 ~⅜ , r d2y 
d2x dx + x'dx2'

de a
⅜ _l 2r ±_ 2d ⅛L — o 
dx l a2 ^t^ b2 dx

dlie —2 i 2 ∕⅛24- 2l ⅛ = o 
dx2 a2 b2 ∖dx∣ r .τ2 dx2

Suták : A difierenezial- és integrálszámítás elmélete. 17
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dy b2 x _ b
dx ^ a2 y ~~ a
d2y _ 2]∕2b
dx2 ~ a2 ’tehát 

ennélfogva a talált terület
t ~ ⅛Λyy = 2ab csakugyan maximum.2. Pl. Meghatározandó az adott felületű parallelepipedonok között a legnagyobb köbtartalmú.A jelen esetben, különben az előbbiben is már, a feladat ter­mészete mulatja, hogy csak maximum lehetségés. Jelöljük a parallelepipedon éleit x, y, z-vel, köbtartalmát és felületét Vés s-el; legyen továbbá

V=F(x, y ■ z) = xyz,
s = φ (.r, y ; z) = 2 (xy+xz+yz).Könnyű meggyőződni, hogy a jelen esetben a (11) egyenle­teknek a következők felelnek meg:I ljz xy =0 Ixz xy | = o∖y+zx+y ’ ∣.r+zru÷y∣vagy más egyszerűbb alakban: 

honnan következik, hogyteháthonnan x = y = z, 
s = (5x2, 

s\ 6 '6~azaz: az adott felületű parallelepipedonok között a koczka a legnagyobb köbtartalmú.
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XI. A HATÁROZOTT INTEGRÁLOK ALAPTULAJ­
DONSÁGAI.

113. A határozott integrál értelmezése.

Az (a, b) véges tartományban legyen f(x) folytonos és véges 
függvény; az (a, ü) tartományt x1, rr2, . . . , x∏-ι pontjaival 
oszszuk n részre, s legyen a rövidség kedvéért

rr1-a=δi, x2—<r1=J2, • • •, —<rf-ι=<^, ∙ ∙ ∙, b—xn-ι=δ∏.

Jelöljük J1∙ intervallumban az f(rr) legnagyobb értékét M-vel, 
a legkisebbet pedig zn1-vel (í = 1, 2, . . . , n). Képezzük ezután a 
kővetkező összegeket:

s=⅛⅞ 

i=l

It 
s = m1∙ol.

i=l

Ha az (a, b) tartományban f(x) legnagyobb értéke M, a leg­
kisebb pedig m, akkor mindenesetre

M≥Mi, m≤∏n, 
tehát, ha a < b. akkor

S≤M⅜∂i= M(b—a),
í=l

n 
s ≤m = m (b—a).

í=l

Ezen tételünk alapján, ha a <i1, ¾,..., intervallumokat 
ismét részekre osztjuk s az új intervallumokra vonatkozólag 
hasonló szellemben képezzük a 5-nek és s-nek megfelelő S' és
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s' összegeket, akkor S'-ben Midi helyett nálánál kisebb, vagy legfeljebb vele egyenlő összeg lép, tehátS≥S'ihasonlóképen találjuk, hogy s ≤ s'.Kimutatjuk: hogy ha az intervallumokat mindaddig osztjuk, mígnem azok száma végtelen nagygyá s minden új inter­vallum végtelen kicsinynyé nem lesz, akkor a S és s mintájára képezett összegek egyenlők lesznek, azaz :lim S = lim s = I.
n≈∞,∂=0 n=∞1J≈≈θUgyanis, ha az intervallumokat oly kicsinyeknek választ­juk, hogy bármely intervallumban a függvény ingadozása ki­sebb e-nál, azaz

Mi—r∏i < ε í=i, 2,..., zjbármily kicsiny legyen is ε, akkorS—s = (Mi—τ∏i) di < ε 2 di f==l z∙≡ιazaz: S—s < ε (b—a);

b—a véges, tehát S és s tényleg ugyanazon határértékhez köze­ledik, mit röviden így jelölünk:lim S = lim s = I.Már most kimutatjuk, hogy a definiáltuk limes értéke független attól, hogy hogyan osztjuk az (a,b) tartományt intervallumokra. Legyenek ugyanis egy másféle beosztás osztáspontjai
*^•1» i,∙∙∙> — 1’Ha a megfelelő összegeket S' és s'-sel jelöljük s azután az első felosztás rr1,.. .,rr,l-1 és a második felosztás x,u.. z'm-ι osztáspontjait egy halmazba egyesítjük és ez a halmaz α,"1,.. .,Λ-ι, akkor világos, hogy ez a ponthalmaz az (a, b} tartomány egy oly harmadik felosztását létesíti, melyet a



258 AZ INTEGRÁL ELEMI TULAJDONSÁGAI.másik kettő akármelyikéből rígy nyerünk, ha azok rész­intervallumait ismét részekre osztjuk. Ha tehát a harmadik beosztásra vonatkozó összegeket S" és √'-sel jelöljük, akkor világos, hogy S" < S, S"≤ S',
s">s, s',≥s'.Ha tehát IimS" = lim st' = S", lim S' — lim s'— S',akkor a lim 5 ≤ lim s" — lim S" < lim S, lim s' ≤ lim s" — lim S" < lim S'egyenlőtlenségekből rögtön következik, hogy
S = S" = S'.A beosztásoktól a független/—Hm ~2lf(ςi)∂i,

r∙=∞ 1 = 1
<5=0határozott értékű összeget nevezzük ∕-(a,) a-tól ű-ig ter­jedő integráljának s így jelöljük:

b
I— ]f(x)dx,

ahol r a végtelen kicsiny dx intervallum egy tetszőleges pontja. Az integrál elnevezés Leibnitz és Beknoulli János megjegy­zése folytán 1696-ban keletkezett, a jelölés pedig Leibnitz-íőI ered.
111. Az integrál elemi tulajdonságai.I. Ha az (a, ö) tartományt α1, a2, . . . , an-i pontokkal n részre osztjuk, akkor az integrál értelmezése következtében

rtl '⅛ b
J ∕ i.ι∙) dx — ff (χ) c/.r + J ∕ (τ) d.υ H------ F jf{x) dx-
tt (in—imert az összeadandók összege éppen a deíiniczió szerint vett u-ból ő-ig terjedő integrál.
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II. Az értelmezés szerint:
» nj f (x) dx — lim ⅜ /*(&) ∂i, 

a ι≡l *
hol

«í = Xi- Xi-i.

Ha tehát Mól ti-ig integrálunk, akkor ugyanazon osztás­
pontok megtartásával az intervallumok

Xn—1 h, Xn—2 Xn—1, • • • ? Xi—1 Xi> • • • > ® X↑

lesznek, tehát δi helyébe — δi lép, következőleg:

j f(x)dx = - lim ⅜f(ξi) δi

azaz: b a
J f(x)dx = —J f(x) dx,

CL tf
vagy

b a
j f(x) dx + J'f(x) dx = 0.
a b

III. Láttuk, hogy
S≤,M(b- a), s≥m(b-a), 

továbbá b
S > jf(x) dx > s, 

a
tehát b

M{b-a∖> jf(x) dx > m (b—a), 
a

honnan következik, hogy

j f (a?) dx = 0. 
a

IV. Továbbá, hogy van oly M és m között levő μ érték, 
melyre nézve:

∫Λic) dx = μ (ő—a), 
a

minthogy a függvény (a, b) tartományban folytonos, azét
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m-től Af-ig minden értéket felvesz; van tehát intervallumunk­
ban oly ξ hely, melyre nézve:

ftf) = μ, 
következőleg:

b

ff(x) dx = (b—a) f($), a<ξ<b
a

ezt a tételt nevezzük középértéktételnek.
Középértéktételünk azonban általánosítható. Nevezetesen, ha 

φ (x) az (a, b) tartományban előjelét nem változtatja — mond­
juk, hogy mindig pozitív — akkor

h ' ?
MJ φ (,τ) dx > ∫f(χ) φ (x) dx > inj φ (x) dx, 

a a a

honnan az előbbi okoskodáshoz hasonlóan következik, hogy

h
j f (x) φ (x) dx = f(ξ) J φ (x) dx. a <. ξ < b 
a a

Ezt a tételt általánosított középértéktételnek nevezzük; ha 
egyenletünk mindkét oldalát minus egygyel megszorozzuk, 
akkor —φ(x} függvényre, azaz oly függvényre nyerjük ugyan­
ezt a tételt, mely (a, Z>) tartományban mindig negativ.

115. A határozott integrál transzformácziója.
Ha φ(t) egyértékű folytonos s differencziálható függvény s 

azonkívül φ, (t} is folytonos, akkor bebizonyítható, hogy ha

■ .v = f(0, 
akkor

J‰d.v = ∫∏p(∕))<l>'(')<«,
Cl ti

ha ∕1 és t2 φ(V∖ értelmezési tartományának végesben levő oly 
értékei, melyekre nézve
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0í) folytonosságánál fogva, ha t t1-tol t2-ig változik, akkor 
φ(t)i azaz x a-tól b-ig minden értéket felvesz. A későbbiekben 
feltételezzük, hogy t2>tx. A definiczió értelmében:

n
I ∕*(x) dx — lim 3 (χt~~2',i-ι)>√ /=1 a 

ha
Xi = φ (ti), Xi-1 = <0 (6-1), 

akkor, mivel a differencziálszámítás körében előfordult közép­
értéktételnél fogva:

— ip' (tl∙)5 ti > τi > ti-i
ti—ti—1

tehát
Xi—Xi-1 = φ, (tí) (ti—ti-1).

Minthogy ξ az (x1∙, Xi-i) intervallumban van, azért a (6, 6-1) 
intervallumban van oly t érték, melyre nézve

^φ(t)

s mivel rl∙ szintén ebben az intervallumban van, azért úgy n, 
mint t ily alakúak

t =ti-ι + θ (ti-ti-1), . 0 <1
τi=ti-↑ + θi(ti-ti-i), θl<↑

honnan
τt=t + θ2(ti-ti-∖), I θ21 = I θi—0|<1 

minthogy <p, (t) folytonos, azért ti—6-i-t megválaszthatjuk oly 
kicsinynek, hogy legyen

I φ' (t)-φ (τι) I < 
tehát

√ (τi) = √ (0 + 7)i

hol rji és ti—ti-i egyidejűleg zérussá lesz. Ennélfogva 

ff(x) dx=∖im^f(φ (t)) φ' (t) (ti—ti-i) + lim 2 f{ψ (0) (6—6-1)

= ∫Γ⅛('))f≈>'(i)dt
* ti

Legyen ugyanis
I 7ji I < ε;

(í=l, 2........... n)
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12 f(r (')) v (tl-tl-t) i ≤ M(⅛-i1)«, t=la mi kimondja, hogy föntebbi egyenletünk jobboldalán a má­sodik limes eltűnik.

116. Differencziálás az integrál jele alatt.Ha f\x, a) nemcsak a>nek, hanem a-nak is folytonos és differencziálható függvénye és ezenkívül fá szintén folytonos, akkor
b

I — jf(x, d)dx
a

a szerint a következő szabály szerint differencziálható:
dl C dt
-χ- = I a (,X.
da J da

aLegyen ugyanis 
b bΛZ = j f(x, a+h)dx—f f(x> a)dx 

a a
b

= j'[f∖x, a+h)-f(x, a)] dx,
ade

f(x, a+h)-f∖x, a) = fá(x, a + 0h)h, 0 < 1tehát
b= J* fá (τ, a + Oh) dx, 

aámde, ha h elég kicsiny, akkor
fá (X, a +Oh) = fá (X, a)+η,hol az (a, b) tartomány minden x értéke mellett
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tehát Z> b
J/ Cs'i w/ , C n ~h~ = 1 fa (x, a)dx + 1 ηdx.

a a
De

b
1 J ηdx j < ε (Z>—α) b>a

s minthogy
lim ε — 0, 
Λ=a

azért
b

lim —f - = C fá (x, «) dx. 
h=0 n J a

117. Az integrálfüggvény differencziálhányadosa.
Minthogy az 

j' f∖x)dx 
a

integrálnak f(x) folytonossági tartományának minden X helyé­
hez tartozik egy határozott értéke, azért integrálunk X függ­
vénye s jelöljük ezt F(X)-el, tehát

x 
F(X)=f f(x)dx. 

a
F(X)-t integrálfüggvénynek nevezzük. Határozzuk meg diffe- 
rencziálhányadosát. Legyen

rv+ jx x 
JF (X) = jf (x) dx —jf (#) dx, 

a a
de mivel

X+dX x X÷JX
ff(x)dx = f f(x)dx + ff(x}dx, 

a a X
azért 

x+jx 
JF(X) = jf(x)dx. 

x

De a középértéktétel értelmében :
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X÷
∫∕,(,τ) dx = f (Λ,+θdX) JX, ∂ < 1
x

azért

tehát
F(X) = ∕U)∙

Azaz az integrálfüggvény differencziálhányadosa az integrál 
iele alatt levő függvénynyel egyenlő.

Ha tehát ∕*(.τ) az (a, b) tartományban folytonos, akkor min­
dig van oly F(x) függvény, melynek differencziálhányadosa az 
(á, b) tartomány bármely x helyén f (χ)-elegyenlő.De, ha F(.τ)-nek 
meg van ez a sajátsága, akkor, ha c-vel egy tetszőleges kon­
stanst jelölünk, F(τ)+c-nek szintén meglesz ugyanaz a tulaj­
donsága s ezt a F(rr)÷c-t nevezzük f(x) határozatlan integ'ál­
jának s így jelöljük:

J ∕,(x) dx — F(x)+c.

Ha tehát egy ily F(x)-et már meghatároztunk, akkor a hatá­
rozott integrálok számára c-nek a jelentését is könnyű meg­
állapítani. Ugyanis

J f(x)dx≈ F(X)+c, 
a

honnan

J ∕ (.r) dx^= F(a)+c = 0,
tehát

c = —F(α)
s így x

J7(.r)</.r = F(X)-F(a).
a

Ha tehát F(x) az (a, b) intervallumban folytonos f(x)-nek a 
határozatlan integrálja, akkor

b

∫f(τ) dx= F(b)-F(a).

Ezen tétel alapján aztán könnyű kimutatni, hogy az integrál 
számításban megállapított középértéktétel oly alakúvá változ-

egyenl%25c5%2591.De
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tatható, mint az, melyet a differencziálszámításban megálla­
pítottunk. Ugyanis 

b 
f f(χ)dx≈(b--a)f(ξ), a<ς<-b
a 

de
fW = F'(ζ∖

tehát föntebbi egyenletünk alapján:

F(b)—F(q) f, a<ξ<b
b—a

Természetes, hogy csak alaki megjegyzés jött létre, a mennyi­
ben föltevésünk értelmében F'(ς), azaz /*($) folytonos, míg a 
differencziálszámításban ily föltevés nélkül történt a bizonyítás.

118. Valós változójú komplex függvények 
integrálása.

Ha fix) az x valós változónak komplex függvénye, akkor 
bizonyára ily alakú:

/•(x) = fi(x)+if2(x∖
hol ∕1⅛) és f2(x) már valós függvények, s ha még az (a, b) 
intervallumban folytonosak is, akkor az integrál definicziója 
értelmében :

b b b
ff(χ) dx= jf∖(x) dx + ijf2(x) dx.
a a «

Ha /(x) határozatlan integrálja F(x); f1(x) és ∕2(^)-e pedig 
rendre F1(χ∙) és F2(x'), akkor egy határozatlan konstanstól
eltekintve:

F(x) = F1(r) + iF2(x),

minthogy mindkét oldalt differencziálhányadosa ugyanazt a 
függvényt szolgáltatja. Tehát a határozatlan integrált akár a 
valós és képzetes részre való felbontással, akár a nélkül hatá­
rozhatjuk meg.

Azonban a középértéktétel már módosulást szenved, ugyanis 
mint láttuk

∣f(x)l = ∕f1(x)2+∕⅛r)2,
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tehát 
b b______________

∖jf(x)dx∖≤^Vf2 (a?)+/2 (χ)dx,
• j a aámde 

b

f i'∕1(⅛+∕-2(x)2<ix=rr1(f)2+w(i>→), 
a

•ír a<S<bennélfogva 
b

∖Jf(x) dx I = β φ-a)VffiF+⅛JP- 
a

ΘC1

Ha pedig <p (χ} az (a, b) tartományban pozitív, akkor az 
általánosított középértéktételünk alkalmazásával következik, 
hogy

I J f(x) φ (x) dx∖ = θ Vf2^2+f2^2J φ (X) dχ 
a ' a

θ≤1
A középértéktételnek ez a módosítása Darboux-Io) ered.

XII. A HATÁROZATLAN INTEGRÁLOK MEGHATÁ­
ROZÁSÁNAK ÁLTALÁNOS MÓDSZEREI.

119. A priori ismeretes határozatlan integrálok.
A határozatlan integrálok meghatározásának problémája a 

következő: Adva van f(x) függvény, meg kell határoznunk oly 
F(x)-t, melynek differencziálhányadosa f(x)-el egyenlő. Ha tehát 
valamely ismeretes F(τ)-nek ismerjük a differencziálhányado- 
sát ∕'(rr-)-t, akkor /’(.r)-nek a priori ismerjük a határozatlan 
integrálját, mert ebben az esetben

J f(x)dx=F(x)+c,

c a határozatlan konstans. A differencziálszámítás alaptörvényei 
alapján tehát a priori felírhatjuk a következő integrálképleteket:

f* xn+1∖xndx=~~τ + c (1)J ∏÷1 v ,
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dx lx

j exdx = ex

C 3 ax axdx = γ
J la
J cos x dx =

J sin xdx = — cos x + c

sin X ÷ C

tgx + C

Jdx—t>- = — ctg x + c sιn⅞r
J tg x sec xdx = sec x ÷ c 

[ ctg x csec xdx = — csec x 4- c 

Jctgxdx = 7sinτ4-c

J tgxdx = — I cosx 4- c

∑z=^_____ L- — arcsin x 4- c = — arccos x 4- c<
1—x2
dx——— arctg x 4- c — — arctg x + c1

‘ dx = arcsec x 4- c = — arccsec x + c1 
xVx2-l

(2)

(3)

(4)

(5)

(θ)

(7)

(8)

(9)

(10)

(∏)

(12)

(13)

(14)

(15)

Ha u a,-nek folytonos s differencziálható függvénye, s diiTe 
rencziálhányadosát u'-el jelöljük, akkor a differencziálási sza­
bályok értelmében képleteinket következőképen általánosít­
hatjuk

∕
y∏+l

u,lu'dx = ——r + c.
«4-1

f 11' , j .I — dx = la 4- c,
J u

s í. t. Pl.
f⅛≡^ = 2^Sj+c,

J V φ(x) )

f----⅞^Γ^ — ~ 1 (ax+b) 4- c.
J ax 4- b a
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120. A dekompoziczió módszere.
A dekompoziczió módszere abban áll, hogy a függvényt, ha 

lehetséges, több oly függvény összegére bontjuk, melyeknek 
integráljait már ismerjük. így ha

f(x) = c1∕j(x)+c2f2(x)4---- 1-⅛ (#)>
akkor

∫ f (#) dx = c1 J' f1 (#) dx÷c2 J‘ ∕2(x) dx4---- F ctl J' f∏ (x) dx.

Pl. legyen meghatározandó

/dx
x2-a2

Minthogy 
111 1 1

x2—a2 ~ 2a x—a 2a x+a ’
azért

f dx _ 1 f dx 1 f dx
J x2—a2 ~ 2a J x—a 2a J x+a

= 2« l ~~ la l
következőleg:

f dx _ 1 . x—a
j x2-a2 2a x+a

121. A szubstituczió módszere.
A szubstituczió módszere abban áll, hogy a változó helyett 

alkalmas szubstituczióval oly változót vezetünk be, melylyel 
integrálunkat más egyszerűbb, vagy talán már ismeretes inte­
grállá változtatjuk.

1. Pl. Meghatározandó

f ax+b dx
J {x-a^

Alkalmazzuk a következő szubstitucziót:

tehát
x = t + a, 

dx = dt,
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ennélfogva

f-ax^<⅛≈f a'+aa+Adf
J (a?—α)n J tn

— a j t~n+1dt+(aa+b) jt~ndt

honnan

at~n+2 (αα÷b)∕-n+1
— ∏+2 ^*^ —n÷l + c,

Γ axΛ-b , _ a __ _ 1 aa + b
J iix—a)n i X (2—n) (x—a)n~2 (1—n) tn 1 + c.

2. Pl. Legyen még meghatározandó

Legyen

f dx
j k⅛2 + a

V.r2+α+.τ≈i,

honnan egyszerű differencziálással nyerjük, hogy

tehát

azaz :

dz dt
V zλ ÷ a t

f dx dt .. , —==■ -~ I — — It + C,
J V X2+ a J t

dv ---------
- = I (V X2+ a+x} + c.
V X2+ a

3. Pl. Végül határozzuk meg még a következő integrált

Legyen

Γ dx
J X2 + a

tehát
dx 

τ2÷α

X ~ t ∕α,
dx = dt 1' a,

1 f dt 1 . . ,-7=- j-------- — arcig r÷c,
J t2+ 1 ∖rλ

következőleg :

Suták : A differencziál- és integrálszámítás elmélete.
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122. Az integrál jele alatti differencziálás módszere.
Láttuk, hogy ha f(x, a) az integrál határai között a szerint 

vett differencziálhányadosával együtt a-nak folytonos függvé­
nye, akkor ha

F(.r, a) = ∫ f (x, a) dx, 
dF = C d f dτ . 
da J da x'

Ezen eljárás alkalmazásával adott integrálból az integrálok­
nak egész sorozatát származtathatjuk le. Pl. Az előbbi fejezet 
utolsó feladványa szerint:

f dx 1 i xI —-----— a re tg ,J χ2+a p α y a 
d,i~^ (x2-j~a)~1 , ∙ 1 . .. . „

= (-l)"-,(n-l) I (∙T2+
tehát

dx _ (—1)∏-1 dn^1 
(χ2+a)n (n—lj !, darι~x

1 . x \77— arc⅛ 77-- * V a V a /

123. A parcziális integrálás módszere.
Ismeretes, hogy adott föltételek mellett, ha a és v x függvé-

nyei, akkor
(up)'= ιιυ'+ υu',

tehát
ina — í uυ'dx ÷ j nu'dx,

honnan
1 ui)'dx = uυ—J vu'dx.

Az integrálásnak azt a módszerét, melyet ez a képlet nyújt, 
parcziális integrálás módszerének nevezzük.

1. Pl. Meghatározandó
f χnlxdx.

Legyen
u'- xrι, u — /.u,

tehát
τn+1 , 1y — u'z,z--
n + 1 ’ a.’
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ennélfogva
Γ , , ,r"τl ix 1 í .xlllxdx =----- ■—------—--r x"dx,' n÷l n+1J ’

honnan
(* . , xn+ilx xn+xxnlxdx =--------------- .-----÷ c.n + 1 /H l)í

2. Pl. Ha pedig meghatározandó

J rrcosxcfa?,
akkor legyen

u — x, υ'= cos x 
u'= 1, p = sinir,

tehát
1 x cos x dx — x sin x — f sin x dx, J J

következőleg:
1 x cos x dx = x sin x + cos x + c.

XIII. A RACZIONÁLIS FÜGGVÉNYEK INTEGRÁ- 
CZIÓJA.

124. Az alaptípusok integrálása.
Ha az integrál alatt levő függvény raczionális egész függ­

vény, akkor az axn alakú tagok összegéből áll, tehát az inte­
grált

f . flκrn+,axndx = ——i-
J n + f

alakú tagok összege szolgáltatja. Ha pedig az integrál alatt levő 
függvény raczionális törtfüggvény, akkor integrálunk a követ­
kező tipusú integrálok meghatározásával határozható meg:

;dx í* dx í* ax+b
x—a ’ J (x—a)n ’ J [(αι-α)2+∕92]n

Az első kettőnek integráljait ismerjük, ugyanis



272 λ RACZIONÁLIS FÜGGVÉNYEK REKURSIV MÓDON VALÓ INTEGRÁLÁSA.A harmadik integrált pedig
x—a—t, β1=λszubstituczióval a következő két különböző tipusú integrál se­gítségével határozhatjuk meg:r tdt r dt

J (t2-∖-a)n ’ J (t2+a)n yde
C tdt 1 1J (t2÷α)∏ 2(n—1) ‘ (∕2+α)∏-ι,és a 119. §. szerintf dt (—l)n-l dn-l /1 l t \J (∕2+α)* (n—1)! í/Án-i ∖∕A 6Ezzel azután az összes alaptípusokat meghatároztuk.

125. A raczionális függvények rekursiv módon 
való integrálása.Ha P1, P2, . . Pr raczionális egész függvények a való? szá­mok körében törzstényezők ésΛ.τ) = Pf1Pp...P"',akkor

=j⅛⅛ + y⅛fo) + 4- ψr'^■ ∕∙(X) PΓ* P^ ' ' Prnr ‘ tTehát a raczionális törtfüggvények integrácziója
tipusú integrálok meghatározására vezethető vissza, hol φ(x) raczionális egész függvény, P pedig a valós számok körében törzsfüggvény.Minthogy Pés P' viszonylagos törzsfüggvények, vannak tehát .τ-11ek oly A és B raczionális egész függvényei, melyekre nézve:

AP+BP,=1,
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tehát
φ (a?) _ A<p (x) I3P,φ (a?)

P>i p∏-l ' pii 
következőleg:

" 13φ(x)P, .
p.r— dx + .-dx.

sa egyenletünk jobb oldalán az első integrált parcziálisan 
integráljuk s

akkor

u—B(p (a?), υ'=P,P-n;

",= (⅛W),- "=--(⅛-⅛r-
P'dx

tehát

Be? (a?) 
(n—i)P∏-ι 1 dx,

hol
dx Hφ{x) dx, (I)

+ 1) Ac? (a?)
/1—1

Ezzel az eljárással tehát integrálunk meghatározása

Γ ψ (a,) dx 
J Pn~i

alakú integrál meghatározására vezethető vissza.
Pl. Alkalmazzuk eljárásunkat az

r C dx

meghatározására. A jelen esetben :

A =

P=χ2+a, P'-2x,
1 D __

a’ b~-‰

után nyerjük, hogy

1 2n—3
n (2n—2) (.τ2÷α)∏-i ' a 2n—2 (H)

Ezt a formulát, mely In meghatározását ∕il-ι meghatározá­



274 AZ ALGEBRAI INTEGRÁLOK OSZTÁLYOZÁSA.sára vezeti vissza, rekurzív formulának nevezzük, melynek alap­ján a végelemzésben In, 1 . x
'y=-,r ∙,γc,87λV a V asegítségével meghatározható.

xiv. Algebrai függvények integrálása.

126. Az algebrai integrálok osztályozása.Ha y az
fix, y) = 0algebrai egyenletnek gyöke s F(X, y) az x és y változók ra- czionális függvénye, akkor az

j Fix, y) dxintegrált algebrai, vagy ABEL-féle integrálnak nevezzük.Az ABEL-féle integrálok egyik különös esete az, midőn y-l azV2-W')algebrai egyenlet definiálja, hol R(x) rr-nek raczionális egész függvénye; az ennek megfelelő
J Fix, VrR(x) dxintegrált, ha R (x) fokszáma n >4 hiperelliptikus-, ha pedig n=3, vagy 4, akkor elliptikus integrálnák nevezzük.

127. Az algebrai integrálok meghatározása szub- 
stituczióval.Ha az

J' Fix, y ) dxalgebrai integrálra alkalmazzuk a következő szubstitucziót:
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akkor az
f∖χ,y)=0

egyenlet értelmében y valamely ψ(f) függvénye lesz Lnek, kö­
vetkezőleg :

J F&, U)dX = j F(φ (f), ψ (t)) φ,(t) dt.

Ha meg tudunk határozni oly szubstitucziót, mely az integrál 
jele alatt levő függvényt raczionálissá teszi, vagy pedig a priori 
adott integrálra vezeti vissza, akkor integrálunk az eddig isme­
retes függvényalakok segítségével meghatározható.

1. Pl. Ha ~
' e,∕ . ,.r ∕ ajc+b∖a< ∕ ax+b∖a2 ∕ax÷b∖"r^]F(x,β) = f^^-τ3-j , τ-r) ..... J,

hol a, b, c, d konstans számok; α1, a2, ∙ . ., ar pedig oly tör­
tek, melyeknek közös nevezője a, akkor

_«£+£ = ta
cx+d

szubstituczió alkalmazásával F(x, y) integrálja raczionális függ­
vény integráljává lesz. Ugyanis

i a*+fc r*_
∖ cx+ιl I ’

hol aai egész szám, továbbá

Tehát

dta~h dx-a (ad~bc)ta'i dt , dx-a-- t̂^ dt.

J Fx, í/) dx = a {ad — be).
dta-b dt
a -ctu, , ’ ’ -c∕f')2 '

2. Pl. Legyen a meghatározandó integrál

dx
V ax^ ∖-2bx+c

Ismeretes, hogy o. minden értékére nézve

f{x)=ax^i-2bx+c=f(a)+f,(a) (χ -a) ÷ if"(al (.r-ai2.
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Ha a i úgy választjuk meg, hogy legyen

f(α)=0,
akkor

Ha tehát ∕'(α)-t röviden A-val jelöljük ; x—a helyett t-t Írunk 
s megfontoljuk, hogy ⅛∕,'(α) nem más, mint a, akkor

i* dx f dt
J X' ax2+2bx+c J Xai2 + λ

Integrálunk meghatározásánál három esetet különböztetünk 
meg.

I. α>0, akkor a 118. §. 2. feladványa értelmében :

II. α<0, Ä<0, akkor a megoldást szinte ugyanez a képlet 
szolgáltatja, csakhogy V a képzetessé lesz.

Ill. α<(), z>0, akkor

szubstituczió alkalmazásával:

C dt 1 f dz 1. —•—2=r- — —arc sin z ÷ c.
X at2+λ X—aJ X 1—z2 V—a

3. Pl. Határozzuk meg még a következő integrált:

Γ dx
J (x—a) X' α.r2÷ 2bx+c

Legyen

f (x)~ax2-X2bx+c — f∖a'∣+f∖a) (a—α) -r ⅜∕7,(a) (x—a)2
— a i + 2b 1 (x— a) + c1 (a?— a )2, 

tehát

___ dx__ __ P ____ ______dx______
J (x--a) X ax2-↑-2bx÷c J (τ-α) ∕a1+ 2bi(x—a) + c1(.τ—a)2
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honnan . • .
rr —α = -jJ-, dx=---- {

z . Z- .
szubstituczióval nyerjük, hogy

f dx______ __  r dz
J (x—a) Vax^+2bχ+c J ↑^a1z2+2blz+ci'

mely integrálnak megoldását már az előbbi feladatból ismerjük.

128. Binomiális integrálok.
Binomiális integrálok alatt értjük a következő alakú általá­

nos integrálokat:
J xm (a+bxn)p dx,

melyből
bxn — at *

szubstituczióval a következő integrált nyerjük:

m + l
1 ∣a∖~ C t!L+l-1 τr(y∕ aP I t n (l + t)pdt,∙

az
m + l 1--------- 1 — 0n 1 

jelölés alkalmazásával a binomiális integrálok általános alakja : 

⅛=∕∕q(l ^t)pdt.

Integrálunk kiszámítására recursi v formulákat állapítunk 
meg. e végből legyen

t^l + t)p=(l + t) tq(l+t)p~t== tq(l + tp~i') + tq+i (l + tp~l), 

honnan következik, hogy

Ipq Ip—iq — Ip-lq + l~O. (1)

* Ha a és b ellenkező előjelűek és n páros, akkor formuláinkban 
/ helyett mindenütt — f Írandó, hogy a szubstituczió valós maradjon.
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Ha pedig ebben p helyett p÷l-et, q helyett q—1-et Írunk, 
akkor a következő képletet nyerjük:

Ip+lq—1 Ipq—1 Ipq ~ θ∙ (∙i0
Továbbá

(^+1(l + t)p)'=(g + l)t9(l + i)p÷pt9+1(l÷t)p"1,
(tq (l+tip+1)'=g∕9"1(l+f)p∙tl +(p + l)fq(l+6p

tehát - .
(q + 1) Ipq + plp-lq+l ≈ tq + 1 (1 + f)P, (3)
qlp+iq-i + (p +T)Ipq — i9(l÷∕)p+1. (4)

Ha a (3)-hoz hozzáadjuk az (1) p-szeresét, a (4;-ből pedig 
kivonjuk a (2) g-szorosát, akkor a következő két egyenlethez 
jutunk:

(p+9+l)∕m-p⅞-1, = ^1(l+0',. (5)
9∕pq-t + (p+9+l)7i,9 ~∕,(l+i)p+1. (6)

Ha az (5)-ben p helyett p 4-1-et, a (6)-ban pedig q helyett 
g+l-et Írunk, akkor

(p + i+2) 7p+1,,-(p+l) I„ = f>+' (l+f)',tl, (7)
(9 + 1) Ipq 4“ (p + 9 + 2) Ipq+i — /4+1 11 ψ∕}P+l, (β)

Ezen formulák alapján Ipq kiszámítása visszavezethető oly 
Ip'q, kiszámítására, melyre nézve

l>p'>0, l>g,>0.

Ugyanis, ha p>l, akkor az (5) formula segítségével ∕p<z-r01 
áttérünk az 7p-ιq-ra s így tovább, mígnem Ipq-hoz nem jutunk.

Ha pedig p<0, akkor a (7) formula segítségével Zpσ-r01 átté­
rünk 7p+ι,ρ-ra s í. t., mígnem 7p'q-hoz nem jutunk.

q redukcziójánál pedig a (6), vagy (8) formulákat használjuk 
fel, a szerint, a mint g>0, vagy g<0.

Ezek alapján kimondhatjuk, hogy binomiális integrálunk 
integrálható, ha

I. p, vagy q, vagy mind a kettő egész szám; mert az ezen 
eseteknek megfelelőleg Ipq integrál, Ioq, Ipo, Ioo integrálokra re­
dukálható, melyek meghatározhatók.



A HIPERELLIPTIKUS INTEGRÁLOK OSZTÁLYOZÁSA. 279II. Ha p + q=s egész számmal. Ugyanis /pq = Ip, s-p •Ámde Ip,s-p Ip,-p-re redukálható, de
mely az előbbi fejezet (1) feladványa szerint integrálható.

129. A hiperelliptikus integrálok osztályozása.Hiperelliptikus integráloknak nevezzük az oly∫∕'(a∖ y) dxintegrálokat, melyekben f(x, y) raczionális függvénye x, z∕-nak és √≈ = ∕fi(xj,
R (x)- uθ.rπ + a1xn~ ι + ∙ ∙ ∙ +∏∏.Tekintve, hogy

y2r= (∕Λ∙r')r- y2r+i = y(R(x))r,azért f(x,y) általános alakja:
y) = fιfo)+<∕∕^2fo) 

φ^+yφ^ 'Ha pedig ennek a törtnek is a számlálóját s nevezőjét meg­szorozzuk ^1(τ) — yφ2{X)-ε∖, akkor fix, y) végleges alakjául a következő kifejezést nyerjük :f(τ, y) = P(χ) + yQ(x∖hol P és Q x-nek raczionális függvényei. Minthogy a raczioná­lis függvények integráljaival már foglalkoztunk, azért még csak az
W dxintegrállal kell foglalkoznunk. De mivel
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f∕0W = ∞=Λ,
y y

azért az általános hiperelliptikus integrálok típusa az 

integrál, hol F(.τ) raczionális függvény, mely általában φ(x) 
raczionális egész függvény és ψ (ír) raczionális törtfüggvény 
összegeként állítható elő s így

⅛ = rdx + fiW ,te.
j y J y J y

A jobb oldal első integrálja

R = — dx 
J y

típusú integrálok összegére bontható, s ezeket első típusú inte­
gráloknak nevezzük, a többieket pedig másodtipusúaknak. Vizs­
gáljuk meg, hogy közöttük hány egymástól független van. E vég­
ből az ismeretes diflerencziálási szabályok alkalmazásával köny- 
nyen meggyőződhetünk, hogy .

+⅛7∏ir)
1 V ’- ∕Λ(≡j

Tekintettel 7i(x)-nek föntebb fölírt alakjára

(χ∙'O(x))-
(ι+ ⅞ n)aflχn+ i∑1 + íítl (n~ 1) )α1xπl∙t'^2+•••+ (í + ⅛) an-ιxi+ia∏xil~*

■ lz^R(xj
b0xn+i~i + b 1xn+»~ 2 -j---- I- fen - ιX',' + bnxi~1

V Rix)

hol fen—0, ha z—0. Képletünkből következik, hogy

X^R (X)=b0In+i-l + b^I∏ -j í -2 4^ • • ■ -r b∣ι+lli + b∏Ii-↑,.

Ha í—0, akkor tekintve, hogy fell is zérus, azért

V R (x) — fe0∕n-l ÷fe√n-2d----- rfen-√0∙
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A mibő] következik, hogy Zn-ι, I∏, ... kifejezhetek 70, Z1,. 
Z∏-2-vel. Tehát az első tipusú, egymástól független hiperellipti- 
kus integrálok száma n—1 és ezek :

Ab A, ∙ ∙ ∙> A∏-2∙
Ezután áttérünk a másodtipusú integrálok tárgyalására.
Minthogy ψ(χ) raczionális függvény

(t)
(x-a}n

alakú tagok összegére bontható, azért az

f ≠≡ dx
. . .1. J yintegral is

C φ{χ) dx
J (x-a)ny

alakú integrálok összegére bontható, hol φ{x') raczionális egész 
függvény. A tárgyalásnál két esetet különböztetünk: I. a ne 
legyen Λ(x)-nek gyöke. Ekkor differencziálással nyerjük, hogy

∕ — (n—1) fi(rr) +⅛(^-a) W)
\ (x—α)n~1 / (x-a)n V R(x)

tehát
<p(χ} _ λ / VR(χ) V

(χ-a)n VrR(x) \ (x—a)n~1 *

<f> (x) + λ (n—1) R{x)-~ {x— a) R,(x)

(x—a)n /R (x)

Egyenletünk jobb oldalának számlálója osztható x—a-val, 
ha Á-t úgy választjuk meg, hogy legyθn

ii>(α) + λ(n-l)Λ(α) = O, 
honnan

Egyenletünk jobb oldala tehát a—a-val való rövidítés után

(x—α)n-lV⅛(ajj



282 A HIPERELLIPTIKLτS INTEGRÁLOK OSZTÁLYOZÁSA.alakban jelenik meg. tehátΓ φ (x) dx _ c? (a) /R (.τ)__ __ f c,√.τ) dx__________J (t—a')nV Rx (n—1) R(ay) (x— g)n~1 J (x—a)n~^iYR(x)Minthogy ez az eljárás csak akkor alkalmazható, ha n ≠ 1, azért ezen redukczió többszörös alkalmazásával, a másodtipusú integrálokat
C χ(x)dx^

J (x— α)E R (x)’álakra redukáljuk, mely elsötipusú integrálokat s azf dx
J (x-a)VrRxmásodtipusú integrált foglalja magában, minthogy

Z.W =z,te)+-L-
X—a 7 X—aalakban állítható elő, hol ∕1(x') raczionális egész függvény c pedig konstans.II. a R{x)-nek egyszeres gyöke, többszörös nem is lehet, mert ha pl. 2r-szeres gyöke lenne, akkor négyzetgyököt lehetne belőle vonni, ha pedig 2r÷l-szeres gyöke lenne, akkor (x—a)2r- ből négyzetgyököt lehetne vonni s így a négyzetgyök alatt csak 

x—a marad meg.Ebben az esetben kiindulunk a következő difterencziál- hánvadosból: ∕fm,≈ χ~a + a _∖(χ,-α)n ' (x—a?1 V R (#)/ X h∕dΓ5o <τ) + ∕∏4^~-- A-zK'O)φ (a?)______ / k R(-r)\ _. ‘ v 7 x—o-_______ ____________
{χ-a)n∖ιrRx ' \(x—a)n' (x—a),lV R(X)Egyenletünk jobboldalának a számlálója osztható (x— α)-val, λ-t úgy választjuk meg, hogy legyen

φ (α)+χ (n—⅛) R'(α) — 0,
_____ ' <P («)'(n-⅛)R,(α)
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Következőleg egyenletünk jobboldala ily módon

(a?—α)zι~1 V R (a?)
alakba irható, tehát

Γ P (x∖cix _____φ(μy)VrR(x) f V↑ (a?) dx
J (x-~ a)n ↑fR (x) (n—l)R∖a)(x—a)n J (x-a)n~i>VR(xj

Minthogy eljárásunk akkor is. alkalmazható ha n = 1, azért 
ezen redukczió többszörös megismétlése elsotipusú integrálokra 
vezet.

Kutatásainkat tehát a következő tételbe foglalhatjuk össze: 
Az

j'f{x, y)dx

hiperelliptikus integrál, ha benne y2 n-edfokú raczionális 'gész 
függvény n egymástól független integrállal kifejezhető; ezek az

Ab A’ • • • 5 At-2, i, hol
f f xλdx
λj 7W7

I = f____ ⅛-=.
J (x—a) V R pr)

Pl. Ha n = 2, akkor

I — f___ da? j f dx
°' J Vrax2-}-2bx+c J {X— a)Vax2+2bx+c 

integrálokkal, melyeket már meghatároztunk, a többi kifejez­
hető.

Ha pedig n — 3, akkor Zo, 71, I típusokkal a többi kifejez­
hető. Az n — 4 esete azonos az n = 3 esettel ugyanis, ha

R (a?) — n0a4+α1a>3+α2τ2+ a3a?+α4
= (a?—α) {b0x^+blx2^-b2x+b3), 

honnan
x = a ÷ -- 

szubstituczió alkalmazásával :



284 AZ ELLIPTIKUS INTEGRÁLOK KANONIKUS ALAKJAI.7? (rr) — — ^<¾÷Cι z + c2 ^2 ÷ ¾= -ji (c0z3÷c1z2+c2∑+c3) következőleg: yfo) = iι(-z) __
VR (⅛) f c0z3+c1z2+ c2z+c3'a mi bebizonyítandó volt.Az n = 3 és n — 4 esete tehát egyforma típusú integrálokat foglal magában, melyeket azután elliptikus integráloknak nevezünk.Minthogy az elliptikus integrálok tárgyalásánál már régtől fogva alapul a negyedfokú polinomot választották, azért mi is azok kanonikus alakjainak megállapításánál ezt az eljárást követjük.

130. Az elliptikus integrálok kanonikus alakjai.Az elliptikus integrálok általános alakja:f Ψ (rc)
J τ⅛τ≡r,hol φ (x) raczionális függvény és

R(x) — afpci+axx3+a2x2+a3x+ai.Nevezzük R(x) = 0 egyenlet gyökeit a, b, c, d-nek. Mindig feloszthatjuk ezeket oly a, b és c, d csoportokra, melyekre nézve az (ír—α)(rr—b) — x2+bxx+b2, 1 ∩×(#—c) (x—d) — x2+cxx+c2 jszorzatok együtthatói reális számok. Tehát
R (χ) — a0 (tf2+ b1x+ b2) (x2+c1x+ c2), honnan 

transzformáczióval ⅛ (y2+fciy+⅜)(f∕2+ci!∕+c2)
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I az első tényezőnek a gyökei:p)

_JL 1
p—a ’ p—b(6) a második tényezőjéi pedig:1 £
p—c ' p—d ’ha p-t megválaszthatjuk úgy, hogy legyen

---+— χ=- + -⅛, <2)
p—a p—b p—c p—dakkorA (2) alatt levő feltételnek tényleg eleget tudunk tenni reális 

p értékkel. Tekintettel ugyanis az (1) alatti relácziókra (2) egyenletünket ily alakba Írhatjuk:2p + b1 , 2p-|- c1 p2+⅛+⅛ P2÷ cιP ÷ c2 ’honnan (c1-b1) p2+ 2 (c2- b2) p+blc2- clb.2 = 0, (3)ennek az egyenletnek a gyökei valósak, ha diskriminánsaB = ∣e,-t, ∕2-∖ l<0,vagy az (1) relácziók alapján
D-∖c+d~a~b cd—ab I 0 ∕4∖

I cd—ab cd(a-∖-b)—ab(c+d)∖Ha a = c, akkor D = 0, tehát D osztható a—c-vel, hasonló­képen osztható a—-d-vel, b—c-vel és b—d-vel, tehát
D — C(a-c)(a-d)(b-c)(b-d), (5)hol C még ismeretlen konstans, melyet a kétféle alakban főíírt D-nek kifejtésénél nyert a2b2 tag együtthatójából rögtön meg­határozhatunk. Ugyanis a, (4) kifejtésében a2b- együtthatója —1, az (5) kifejtésében pedig C, tehát

Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 18
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Ennélfogva a (3) egyenletnek valós gyökei vannak, ha

—D — (a—c) (a—d) (b—c) (b—d) > 0.

Ha (a, b), vagy (c, d), vagy mindkettő konjugált komplex 
gyökök, akkor feltételünk teljesül, ha pedig a gyökök reálisak 
s (a, b) a két legkisebb, vagy két legnagyobb gyök, akkor fel­
tételünk szintén teljesül, tehát a gyököket tényleg elrendez­
hetjük úgy, hogy a (2) alatti feltétel valós p-re nézve teljesül­
jön és ekkor

b{≈c∖→,

tehát 7? (x)-t ily alakba Írhatjuk :

\ _ «ó 17 , λ V , M '21 17 , λ V , ' λ217i<x)~ lτ lAy ^' "2“) —-4] +c2^~ TJ’
honnan

λ
y + ~2=z

szubstituczióvaí a következő alakhoz jutunk.

R (τ) = "7'- -° ; ü (-≡2+α) (z2+ £), 
V~"2^)

tehát általánosságban

, = ———-jyl^az2+b)(a'z2+b').F4)

Elliptikus integráljaink tehát

f y1(,τ) dx_____
J ∕(αχ∙2⅛bí(π,.r2+ b') J VrR-i(x)

alakúnkká transzformálhatok. De φ1(a^) általánosan

</^;r2'H..rcSür")
∕1(.τ2)+.'⅛2(τ2)

alakba irható, melynek számlálóját s nevezőjét ∕1(x,2)—a∕2(rr2)-al 
szorozva a következő alakhoz jutunk:

cn1(.r) = P(.τ2) ixQ (.r2),



AZ ELLIPTIKUS INTEGRÁLOK KANONIKUS ALAKJAI. á87hol P és Q rr2-nak raczionális függvényei. Ennélfogva
í* φ1(x)dx _ ΓP(χ2)dx + C Q (x2∖χdx

J 1∕7Γ17ΞJ J V^'R~(¾) +J V ⅞^(x) ^'De a jobboldal második integrálja x2 = t szubstituczióval1 C (j(t)dt2 J ↑r{a^b^alt4-b')integrállá alakul, mely már nem elliptikus integrál. Ennélfogva az elliptikus integrálok újabb redukált alakja
fP(⅛⅛.
J ∕⅛(.τ) ( 'Ezek után R1(x)-i vizsgáljuk meg részletesen; két esetet különböztetünk meg.I. Ri(x) legalább egyik tényezőjének pl. ax2+b-nek együtt­

hatói különböző előjelűek; az «általánosság rovása nélkül fel­tételezhetjük, hogy α<0, b>0 ; mert ha nem jgy volna, akkor mindkét tényezőt —1-el kell csak szorozni, hogy úgy legyen.Az ide tartozó összes lehetséges esetek a következők1. a < 0, fc>0; a'< 0, b'>h.2. a < 0, b>0; a' < 0, //<0.3. a < 0, b > 0; a' > 0, b' > 0.4. a < 0, b > 0; a' > 0, b' < 0.II. Ha Λ1(rr) mindkét tényezőjének együtthatói egyforma elő­jelűek, akkor csak a következő két eset lehetséges5. a > 0, b > 0 ; a’ > 0, b, > 0.6 a > 0, b > 0; a' < 0, b' < 0.Az 5. és 6. eset azonos, mert ha a 6. esetnek megfelelő integrált megszorozzuk 1 : ∕≡4-el, akkor.az 5. esetnek meg­felelő integrálhoz jutunk.Kimutatjuk most, hogy a 3., 4. és 5. eset szubstituczióval visszavezethető az 1. vagy 2. esetre.A 6. alatt levő integrálunkra alkalmazzuk a következő szub- stitucziót:
ax2+b — ∕2,

18*
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tdtVP—b .  ____

P fi1(ic) = — (a,P+ab'-a,b),

P{x2)-P

p↑^ldlP (.τ2) dx _ __________________________ _____∕RJ≡7 J ^^f^by^a'P—ab' + a'b)
(7)

Ha ∕i∣(.r) a 3., 4., vagy 5. típushoz tartozott, akkor a (7) egyen­letben , λ—1<(), í?>0; — α,<0, —ab'+ab^O, következőleg a transzformált integrál az 1., vagy 2. típushoz tartozik.Végül kimutatjuk, hogy az 1. típusból szubstituczióval eljut­hatunk a 2. típushoz.Jelöljünk ugyanis* a-val valamely pozitív számot s alkal­mazzuk a következő szubstitucziót:
tehát τ2 — /2 + 6ς

. tdt 
dx = —p===, 

∣∕ P+a
Ri(χ) — (at2+b+aa) (α't2+∣)' + α'4Minthogy az 1. típusban —- és---- pozitív számok smivel egyenlők nem lehetnek, mert különben ∕i1ur)-bol négy­zetgyököt lehetne vonni, azért legyen 

a' a ’azaz:
Ha tehát ^<1.

ab

b,
(íz~--------- T 1a1
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akkor
b' + a'a = 0,

b + aa = b í1---- > θ,
∖ bar /

s mivel
, tdtdx = —,
∕i2-V

Ri(x) = /2 ^at2+ α',

P{xi) = p\&— = P1(f2)i

azért
C P (x2)dx _ P\St2L______
vr'w J

s mivel
α<0, a'<0, — b'<0,a

azért integrálunk a 2. típushoz tartozik, a mi bebizonyítandó 
volt.

Fejtegetéseink alapján tehát elég, ha az 1. típushoz tartozó 
integrálokkal foglalkozunk. Minthogy föltevésünk szerint:

és alkalmazzuk a következő szubstitucziót:

ennélfogva

b' _ b .
a' a ’

Legyen

a' a
^br^~ b

tehát
— — A∙2 -i.i', , F < 1

b b

α'.r2 = — ö'/2,
tehát

αx∙2 =z-k2bP, 
Ri(x) = bb' (1—f2) (1—Á2/2), 

dx = l∕^ —dl. 
r a
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Ennélfogva:
CP(χ2)dx _ f Λ(*2) dt

J V7f∏≡y J 7(1—í2) (1—Fi2)

Ez az integrál pedig az előbbi fejezet fejtegetései alapján 
kifejezhető a következőkkel :

Í‘ dt . _ f tdt____
i°~γj P(i—f2) (i≡W5, 1 J f(i-<2)(i-⅛,

_ Γ f2dt i = C_______ dt____
2~J V(EξF∏Γ≡-F^), J (f—α)∕(l-i2) (1—Ff2)

Ezek közül 71-et a t2 = z szubstituczió a következő nem 
elliptikus integrállá változtatja:

1 f______dz______
12 J V(1—z) (1—Fz)

∕2-t következőképen transzformáljuk:

I2 =
____ t2dt______

7(1—f2) (1—Fi2)

⅛-⅛(l-W2) 

/(1—i2) (1 — Ff2)
f71∑⅛.

”F 0 FJ p ι≡T2

7-t pedig így alakítjuk át:

. dt_______ _f________ tdt _____
1-(t—a) f (l-f2) (Í~W) j (i2-«2) 7(1—Í2) (1-Ff⅛) 

J’ adt_______
T2≡α2) ∕(l≡Γ2∏l≡FPj

A jobboldal első integrálja t2^z szubstituczió alkalmazásá­
val nem elliptikus integrállá transzformálható, míg a második 
1 . α2 = _ m jelölés alkalmazásával a következő alakot veszi
fel • jl r_______ dt_

a2 J (1 + mf2) V (I—12) (1—F/2)

Ennélfogva összes elliptikus integráljaink kifejezhetők a kővet­
kező három integrállal:
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f — ■ ',r..... , ft⅛⅛⅛
J 1∕(1→∙2) (1—½2), J 1∕1-χ-2

Γ dx
J (1 + n‰r2) V (1 — Λ'2J (1—Zc⅛2) ’

melyeket rendre első-, másod- és harmadfajú elliptikus integrá­
loknak nevezünk s a melyek x = sin y szubstituczió alkal­
mazása után következőképen jelennek meg :

Γ c⅛, 
' V1 —∕√2sin2ρ>

J V1—Λr2sin2^ der, dφ 
(l÷m2sin⅛)V 1—A'2sin2⅞9

XV. A TRANSZCZENDENS FÜGGVÉNYEK 
INTEGRÁLÁSA.

131. Algebrai integrálokká transzformálható 
transzczendens integrálok.

I. Ha az integrál jele alatt levő függvény ex-nek algebrai 
függvénye, akkor ez az integrál

ex — ζ exdx — dt, 
. dt dx = —-

szubstituczióval algebraivá transzformálható. Ugyanis

f∣∖ex) dx= f f(t) 9/ V, l

II. Ix = t szubstituczióval algebraivá tehető az

J'Λ⅛ y

integrál is. Ugyanis

X ’
tehát
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J
(∕j∙∖n C . /n + 1^dx=JWf = __.III. Az

∫ f (sin x} cos xdx és f f (cos .τ) sin xdxintegrálok a
t = (sin x, cos x)szubstitucziók alkalmazásával rendre a következő alakokat veszik fel: ∫∕∙(f)Λ, -∫f(∣) dl.Pl. fl . f dt , .I ctg xdx = i —-----cos xdx — I —r~ — Z sin x.J o J sin .τ J i

f tg xdx =f -jA- sin xdx = -f^- = -lcθs x.

IV. Az
,• dx i'r . . dxV',gx, sn⅛ integrálok a

t =- (tg x, ctg x)szubstitucziók alkalmazásával az
jf(t)dt, -jfWdlalakokai veszik fel. Pl.f ■ __ = Γ 1 dx- = ('dL z= / tg x.

J sin x cos x J tgχ∙ cos⅛ J tV. Az f f(arcsinx) J f(arctgx)integrálok
t — (arsin x, arctg x)szubstitucziókkal mindaketten az

ff^dtalakot veszik fel. Pl.i’(arsin x)'» _ ∩rnrff _ (arcsin rr)n^lJ ∕T≡τ2 m 4 1
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VI. Az
I f (sin x, cos x) dx

integrál szintén

Ugyanis

algebraivá tehető a következő szubstituczióval:

tgτ = Λ

n X J j 2dtx = 2arctgt, dx=^-^,

sin x — 2 sin ~ cos 2⅛i

cos x — cos2 ~ — sin2

Tehát

2t
2 9 X sec2 2 1 + f2

X
1 _ tg2 ≡, 

° 2 1-/2
2 ~ 9 X sec2 ~ 1 + í2

1. Pl.
j /'(sin.r, cosx)dx = ∣' F(t)df.

dx 
sin a?

di
t

2. Pl. Meghatározandó

f______⅛______
J asin#+öcos# 

Legyen
a b-r-÷ = cos a, -r--,— = sin a,

Va2+b-> VMi
hát

__ dx =__ j___ r dx __ i z t
a sin x+b cos# Kα2∏>V sin (#+a) ~ ∕α2+7ι2 S≡(∙c+α)

3. Pl. Legyen még meghatározandó

Legyen továbbá

___ dx
a sin #+7> cos x+c

a . b c— — r sin a, — = r cos a, r ~ ,
c c ∕a2÷∕∕2
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tehát
i* dx _ 1 Γ dx_____

J a sin x+b cos x+c ej l + rsin(x,÷α) 
t= tg⅛(τ÷α)

szubstituczió alkalmazásával nyerjük, hogy

Γ dx ____ __  9 f dt
J l + rsin(x÷α) J l÷2rt+t2

a) Ha r < 1, akkor

a 118. §. 3. feladványa szerint:

C dt 1 . t+r
J (í+r)2+(l_r2) ∕l-r2 /1—r2

következőleg:

f_____= -v¾=arctg -7⅛⅛
J a sin x+b cos x+c cyl—r2 VI—ix

β) Ha pedig r > 1, akkor

f dt _ C__  dt_____ .
J l+2r+t2 ~ J (r2-1)—(t+r)2’

-⅛L = z dt^∕F2=idz
Vr2-1 

szubstituczió alkalmazása után

r __dt_________ 1 í' dz
J ι+2f÷t2 ∕r2-1 J 1—z2 ’

1 ! ! 1 _J_
l-√~^2 1+z 2 V—z

í* dz 1 . l+_£_ 
J i—22 r- ~2 1 1 z '

Γ dx _ 1 j 1—z
J a sin x+b cosx-∖-c eVr2—1 1+z
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132. [ sin",.r cosn xdx = Imn.

Imn meghatározására sinmx cosπx,-t differencziáljuk; a diffe- rencziálhányadosnak két tagja lesz, az elsőben előfordul cos,l+1x abból cos⅛ helyett 1—sin⅛-t Írunk s a nyert kifejezést össze­vonjuk, ez lesz a differencziálhányados egyik alakja, egy másik alakját úgy nyerjük, ha a második tagban előforduló sinπι+1α>b01 sin2.τ helyett 1—cos2τ-t Írunk s azután összevonunk, ily módon tehát nyerjük, hogy^ιs*n xcos a?) __ m sjnm-trcosn+kr — n sinm÷1τcosπ-⅛ 
dx

— m siιV"⅛cos,,1.r— (z∏h-π) sinm+kr cosn^^1x= (zn+7j)sinn,~1ircosn+1.τ — n sini,i~1.r cos7r⅛,Ezen képletek alapján felírhatjuk a következő két redukcziós alapformulát.zn lm—ízt—i — (m + ∏) Im+in—i — sin,'ix cos'i.r, (I)(nι÷n) Λn-ι∏+ι — rι Im-ι∏-ι = sin''1χ∙ cosnΛ*. (II)Ha zn, n helyett zzι÷l, zz ⅛l-et Írunk, akkor(z∏4^ 1) I/rm —(m -∣- n -f∙-2) Im+2 n — sill,π t^1.Γ COS« + ⅛, (1)(zn + ZZ-∣-2) Z∏j n+2— (∏4-1) Imn — sinm + tl,' COSn + kl-,. (2)Ha az (l)-ben m÷2 helyett zn-et, a (2)-ben pedig az n+2 helyett n-et írunk, akkor(zn—1) Znι-2n-(m+n)7n1,l = sinm-kr cosn+kr, (3)(z∏+n)7mn —(n—1) lm n-2== sinrn+kr cosn-kr. (4)A redukcziónál az (1) és (2) formulákat pozitív m és n; a (3) és (4)-et pedig negativ m és n esetében alkalmazzuk. Ha 
m és n egész számok, akkor Zi∏∏ meghatározása redukcziós képleteink segítségével 700, Zol, ∕10, vagy 711 kiszámítására vezet­hető vissza, a szerint, a mint m és n páros számok, vagy m páros és n páratlan, vagy megfordítva, vagy pedig m és n páratlan számok.
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133. A parcziális integráczió alkalmazása.
Legyenek P és z az .r változónak tetszőleges diíferencziál- 

ható függvényei. Képezzük Pzu differencziálhányadosát, mely a

z'P=P[

jelölés alkalmazásával a következő alakot veszi fel:

⅛PZ2L = p>zn + np[zn-∖
dx

honnan '
J P'zndx = Pzll-n ∣ P{zn~1dx. (I)

Ezen formula alkalmazásával :

J P[zn-idχ = Pxzn-*-(n—l)j' P2zn-2dx,

hol P1 nem más, mint P'i integrálja és

P2=z'Pl.

Evvel az eljárással azután eljutunk egy oly integrálhoz, 
melyben z nem fordul elő s a mely talán könnyebben inte­
grálható.

1. Pl. Legyen

tehát

következőleg :

Γ
 j∙nι + 1 (1 }Λn ∏ C . .1α-(ta)-<tr= ------ —τ-f J x"W~ dx.

Látható tehát, hogy baloldali integrálunk visszavezethető

f , Λ*'" + 1x>"dx =---- --1
J n, + 1

integrálra.
2. Pl. Legyen

z = x, P, — e∙τ,
tehát

P — ex, P{ — ex
következőleg4.

f exx,,dx=exxn-n f exx,l-idx.
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3. Pl. Legyen
P'= cos x, z — x, 

tehát
P — sin x, P{ — sin x, 

következőleg:

>f xn cos xdx — xn sin x — n J .r'l^^1 sin xdx.

Hasonlóképen találjuk, hogy

J .τ,l~1 sin xdx = — xn~^1 cos x + (n—1) J τπ-2cos xdx.

Határozzuk meg még a következő két integrált:

U=j' eax cos bxdx, V = f eax sin hxdx. 
Az

∣, uv'dx = uv — J u'υdx

képlet alkalmazásával, ha
u = cos bx, t>'= eax, 

nyerjük, hogy
r. eax cosbx , b . κ ,U =----------------- 1-----I eax sin bxdx,a a J

hasonlóképen találjuk, hogy

V = e°xsinto - 1 f e∞ cos bxdx, 
a a J

tehát
aU-bV = eax cos bx, 
bU + aV — eax sin bx, 

honnan
eax

U = —ö—To (<* C°s s*n fγχ∖ a2+b2
caxV7 = - -_ —, (a sin bx — b cos bx). a2+b2

134. Alkalmazások.
I. Meghatározandók az

f cos ax cos βxdx, f sin ax sin βxdx és j sin ax cos βxdx
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integrálok. Ismeretes, hogy

cos ax cos βx = ⅛ [cos (a+β) x + cos (a—β) x], 
sin ax sin βx = ⅛ [cos (a—β) x — cos (a÷β) x\, 
sin ax cos βx — ⅛ [sin («÷β) x ÷ sin (a β) □?];

következőleg:
c λ , sin(a+β)x 1 sin (a—β)x
j cosaxcosβxdx- — > 2(a-√) ’

f , sin (a—β)x sin (a+β) x
J sinaxsinβxdx = ~2U≡fi 2(≡T⅛ ’

P n 1 cos (a+β)X- cos(a-β)x
j sm axcosβxdx =------ 2^+^βΓ~^ (a-β)

II. Meghatározandó:

J, dx 
a2 cos2 x + b2 sin2 x

A 128. §. IV. pontja alapján:

Tehát
dx 1 * h tg x_________ -——— — —i- a re tg —- 

a2 cos2 .t+ b2 sin2 x ab a
dx 1 ∕ α ÷ h tg rr

α2cos2.r÷h2sin2.τ ^2ab a—btgx

III. Meghatározandó
dx 

á + b cos x
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Vagy alkalmazzuk a 128. §. VI. pontjának fejtegetéseit, vagy 
pedig, mivel

Γ___ dx___ __ dx
J a+b cos x~J, cθs2 X + 5in i . (,,,,s2 x _ sin2YH

p dx
J (a÷ft) cos2— + (a—ft) sin2-^-

tehát alkalmazhatók az imént megállapított (4) és (5) formulák.

XVI. HATÁROZOTT INTEGRÁLOK.

135. Nehány fontosabb határozott integrál 
kiszámítása.

Ha az (a, ft) határok között s α, ft pontokban folytonos f (x) 
függvények határozatlan integrálja F(.r), akkor

b
ff(x) dx = F(b)-F(a).

Tehát
7t
y
fdx = ⅛> (1)
0

71
2^

jsinα∙dΛ,=l, (2)
ói

2
f cosxdx=l. (3)

ő

Az előbbi fejezet (1), (2) és (3) képletei alapján, ha a és β 
egész számok és

∖ a ≠ β∙>akkor
n

j cos ax cos βxdx ~ 0, (4)
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7t
j‘ sin ax sin βxdx = 0,

— n
n

J sin ax cos βxdx — 0.
— Tt

Ha
n

lmn — f sin71’ x cosπ xdx. 
ő

Akkor a 129. fejezet (3) és (4) képletei alapján:

r _ m~1 r‘mn— m _ lm—2 n, m+n
T — n~1 rlmn m+n τnn 2∙

így
π 7T

Z20 — f sin2 xdx — -L-, 
0

Λ
∕02 = J cos2 τdrr = -iχ-.

0
Legyen továbbá:

π
~2

Im — J' sinm xdx, 
o

akkor a 129. §. (3) képlete alapján:

melynek alapján, ha
n = 2n

r _ zn^^1 i
1∏∣ — m lm—2

__ (2n—1) (2n—3) . . . 1 , 
hn~ 2n√2n-2)...2 0,

ha pedig
zn=2n÷l,

akkor
τ _ 2n(n-2)...2 j
i2n+ι - (2∏ + 1) (2n—1)...3 1 ’

Ámde

azért
_ (2n-l)(2n-3)...1 π

l2n~' 2n(2n-2)...2 2 ’
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Minthc

j 2n.(2n-2).. .2
2n+1 (2n÷l)(2n-1).,.3 (10)

>gjr
sin2n~1 x> sin2'1 x > sin2π+1 x, 0<x< ~

azért
hn-l > hn > ∕2n + l,

azaz'
fen—1 ___ fen ,> J
fen + 1 fen+1

Ámde
hn→ 2n÷l

s ι'gy
fe∏+ι 2n

2n + l hn
2n ∕2n+1 > ’

tehát
lim -∕2"- = 1, 
n ≈ 00 -*2κ+1

ennélfogva a (9) és (10) formulák alapján:

■ ■ 1.3...(⅛-l).3.5...(2n+l) π __.
““ (2.4...2n)2 2”1’

következeíleg:
____ (214...2n)2-

2 1.3...(2n-l).3.5...(2n + l) ’

ez pedig nem más, mint az ismeretes Wallis-féle formula.

136. Hatványsorok integrálása.
Ha az

∕'(χ)=α0+α1^+α2a72+• • •

hatványsor az (a, b) tartományban az a és b helyeket is bele­
értve konvergens, ez azt jelenti, hogy ezen tartomány bármely 
helyén, ha n-et elég nagynak választjuk:

I P∏ I = I α∏+ι^rn+1 4- dn+2Xn+^ 4— I ≤

bármily kicsinek válaszszuk is ε-t. Ennélfogva
b

IJ Padx I < e \ b—a),

Suták : A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 19
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következőleg:

h
f(x) dx = α0τ+a1-κ- ÷ α2 -5- 4---- )

\ £ O ' /a

határozott s véges érték. Az
OC 

JV 5 γll +1

n=0

hatványsort végtelen sorunk határozatlan integráljának ne­
vezzük.

137. A teljes első- és másodfajú elliptikus inte­
grálok meghatározása.

Az elsőfajú teljes elliptikus integrál alatt a következő hatá­
rozott integrált értjük:

(\ ■ ⅛------ e≡<l.
J V 1—ε2si∏2<p o

Minthogy az
(1—ε2 sin2^)-i =

4- A- • ε2 sin2 φ + ε4 sin4 φ ÷ eθ s4nθ Φ ^*i----  

sor konvergens, ha
I ε sin φ I < 1,

s mivel ε<l, azért sorunk konvergens, ha φ O-tól változik; 
szabad tehát sorunkat c-re nézve O-tól integrálni, s mivel 
132. §. (9) képlete értelmében:

2

sin2n φdφ =
o

1.3...(2n-n π
2.4...2n 2,
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Jí
2

C dψ

0
K1—ε2 sin2 φ∕ 1.3 ∖2 4 , / ' ⅛4 ) ε + ( 1.3.5 ∖2fi I1 ε6 + • • • •2.4.6A másodfajú teljes elliptikus integrál a következő:

Minthogy j V 1 — ε2 sin2 φ dtp. o (1—ε2 sin2^)⅛ —= 1--- a £2 sin2 φ----- ~~r ε4 sin4 φ-----,∕.'1' ≡s sin6 <p-------2 2.4 τ 2.4.6 τ1.3...(2n-3) . ,n——κ—- ε2n sm2n φ------.2n r

1.3
2.4 1.3
n=l

(2n—3) . . . 2∙T⅛Γ- ε s,n <0
sor y>-re nézve O-tól φ -yig konvergens, tehát ezen határok kö­zött integrálható s tekintettel

n
J
J sin2n <pd<p oföntebb fölírt értékére:

2 ooj Fl-ε*sin^ dφ = [1 - £ -1) e⅛"].
0 n=lMegjegyzendő, hogy elliptikus integráljainkban sin ^»helyett cosy?-t is írhatunk; mert ez megfelel annak, midőn φ helyett 

—φ-∖, Írunk; ekkor integráljaink ellenkező előjelűvé válnak ugyan, de a határok is felcserélődnek.
19*
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138. Sorbafejtés integrálszámítással.
Ha valamely függvény differencziálhányadosának végtelen 

sorát ismerjük, akkor integrálással meghatározhatjuk magának 
a függvénynek végtelen sorát is. így

OO

i⅛ = ∑'-1>''a"

* n=0

.A⅛-'i∙÷∙>-∑-tKτ--

0 n=0
00I⅛.=Σ<→,*2"-

n=0

í‘ dx . V1 (—l)n.r2n+1Jι+^=aret^=2j~2ii+i—

0 n=o

∕l-χ2 Li∖n I

139. A Taylor-féle sor levezetése integrálszámítás^ 
sál; Bernoulli-féle sor.

Legyen a rövidség kedvéért

f(χ+h-.z) = iσ(-z),
tehát

Az
J' φ∖~z)'dz

integrálból parcziális integráczióval a következő képleteket 
nyerjük:
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J φ' (—2) dz — φ∖—z) z+j*φ"(~'z) z^z∙>

C z2 1 CJ φ'∖-z>zdz = φ"(-z-) -½r+-frj φ'"(~z) z2dz,

zn~^ 1 í*=» <°,"'ll(-z)-(i=ιyr + (n—1)! J i*'n,(~z)

Ha már most ezeket az egyenleteket összegezzük, akkor a 
következőhöz jutunk:

f* ?2
I φ'(-Z) dz = p'(-z) z + φ"(~z) + ■ • • + 1

zn—i 1 C+ ^-,,(→-(HΞ∑ijτ + -(i=ιyrJ f≈"(→)w-*<fc, 

honnan
h
I' . /1-I φ∖-z) dz = φ∖-h) h + φ,∖-h} --γ H----- F

ó /1
∕ι∏-ι 1 (*+ (0<"-1>{-Λ) 7nΞΞ1yr + -(7,ΣS1TΓJ ^n,(-2)z'-,*∙

0

Ámde φ (—z) definicziója értelmében :
Λ
∫ φ∖-z) = iP (0) — φ (-h) = f(χ+h)—f(x), 

0
^(Í) (—h) = /■(<•) (x), 

következőleg:
h2f(τ+h) ~ f(xy) + f(τ) h ÷ / "(a?) — j- + •.. +

/1 
hn~i 1 í

∕,n^υW-(H∑ΞTyΓ + 7^i)Tj Pl",(-z)z"',dz∙ 
(j

Ez már nem más, mint a TAYLOR-féle sor, melynek maradék* 
tagja: 9h

Bn = ∫Ψw (→) zn~' dz,
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melyből 
h-z = t

szubstitucziőval a következő alakot nyerjük :
h 

ft, = J1yr ∫'f"> (x+0 (Λ-f)"-M∕. 
ő

Melyből a középértéktétel alkalmazásával:
h 

βn>(x+θh) (h-θh)n~i fW(x+θh) (1—θ)n~ihn
Rn =--------- (n-W J (∏~1),∙

o » 
0<1

mely a maradéktag CAUCHY-féle alakja.
Az általánosított középértéktétel alkalmazásával pedig

_ f>(x+⅜ft) f ,_lrf< = H*+⅜⅛ 
ft,~ (n-l)! J n!

0

ez pedig a maradéktag LAGRANGE-féle alakja.
Ha a

f(x+h) = f (x) ÷ f(x) h + f'(x) γr ÷ • •

sorban h helyett —x-et Írunk, akkor kellő rendezéssel a kö­
vetkező sort nyerjük:

zλ,2 ×r3
/■(X) ≈ ∕∙(0) + Γ(X) X - ∕∙"(x) 2-τ + f"'(x) -5τ -f*,(x) 4T + " 

melyet BERNOULLi-féle sornak nevezünk.

XVII. TÖBBSZÖRÖS INTEGRÁLOK.

140. A kettős integrálok defmicziója.
Legyen f(x↑y) ∏ véges ω tartományban folytonos és véges 

függvény s oszszuk az ω tartományt ω1, ω2, • • <,Λι intervallu­
mokra; jelöljük ωl-ben a függvény legnagyobb értékét Ml-vel,
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a legkisebbet pedig ml∙-vel; képezzük végül a következő össze­
geket :

S = 2 Mtωi, 
i=l

ns = 2 nnωi.
i=l

Minthogy az egyváltozós függvények folytonosságára s 
ingadozására vonatkozó tételek ugyanazon okoskodások alap­
ján a kétváltozós függvényekre is érvényesek, azért

lim S = lim s = I, 
n≈<×> n= ocω^=0 ωi=θ

mit röviden így jelölünk:

lim S = lim s = I.

Egy másféle ω'1, ω2, . . ., ω'r beosztás ω'i intervallumában je­
löljük a függvény legnagyobb értékét Λf∕-vel, a legkisebbét pe­
dig mi-él, és legyen

S'=⅛ Mi'ω'i,t=l
n

s'=2 m'iio'i. i=l
Ezen összegekre vonatkozólag is

lim S'— lim s,=Γ.

Bebizonyítandó, hogy
I=Γ.

Jelöljük ugyanis az ω'l, ω'2, .. ., ωi∙ intervallumoknak azon 
részeit, melyek ω1-el közösek <o11, ω12, . .ωιr-el; általában a 
melyek ωt-vel közösek ω∏, ω,∙2, . . ., «»ír-el. Akkor minden esetre 
helyesek a következő egyenlőtlenségek :ωlτ M{ -∖-(Di2M2 + • • • 4 MirMr^ιτii{(θi↑ 4^ it>i∙2 4-........... 4-<uir) — mι<,Ji,ω∏ mí+<«i2 m2 4 F ω1∙r zni∙≤ Mi (ω∣ι ÷ ωl∙2 H------- F ω<ι) = Mímí ,í=i, 2,..n

mert, ha pl. ω∏ nem zérus, akkor minthogy így wj-nok van 
közös része ω1-gyel, azért ωj-ben a legnagyobb érték nem
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lehet kisebb, mint zw1-ben a legkisebb, éppen így <√1-ben a leg­
kisebb érték nem lehet nagyobb, mint ω1-ben a legnagyobb. 
Egyenlőtlenségeink összegezéséből következik, hogy

M[ 2 ωil + 2 ωi2 + ∙, ∙ + M∙ 2 0>ir≥15,/=1 í=l Í=1 ~n n nrn∖ 2 0,≈1 4-∕∏2 2 itf∙2 + ∙i ∙ + mr 2 Ct>if<ZS. í~l í=l ~
Megfontolva, hogy

>l ωi∖~ω∖r

n2 iyir=≡ft⅛,
következik, hogy

6' > s,
s'≤S,

de
lim S,~ lim s'= Γ, 

azért
⅛7'≥s.

De S és s-nek is ugyanaz a határértéke t. i. 7, azért

7=7',

a mi bebizonyítandó volt. Ha már most az ωι intervallumnak 
egy tetszőleges pontját (.υl, yi)-∖e∖ jelöljük, akkor

tehát

/I
s.≥ 2 f∖χι, yJ ωi ≥ s, i=l 

lim 2 Λ*ri, í/i) ωi — ^∙ n—x i=l

Ezt az összeget nevezzük f(ir, y)r∏ak az ω tartományra vo­
natkozó kettős integráljának. Ha már most ω.∙ limesét egysze­
rűen d⅛>-nak és ezen végtelen kis intervallum egy tetszőleges 
pontját (#, i])-nal jelöljük, akkor I jelölésére a következő szim­
bólumot használjuk:

1 ≈ ∖f∖χ, y)
(<y)
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141. A kétszeres integrálok meghatározása.Tárgyaljuk azt az egyszerűbb esetet (21. ábra), midőn az aj területet oly görbe határolja, melyet úgy az x, mint az y ten­gellyel párhuzamos egyenes legfeljebb két pontban metsz. Integrálunkat először is az y tengelytől x távolságban végig húzódó dx vastagságú ABAxBi sávra terjesztjük ki. Ha az ω teret határoló görbe egyenlete:
φ y)—o,akkor föltevésünk értelmében egy s ugyanazon x-hez két y ér­ték tartozik, legyenek ezek y1 és y2, tehát legyen

yi=φ1↑x∖ ;integrálunknak az ABA1Ba sávra vonatkozó része bizonyáraj f(.r, y) dy

szimbólummal van jellemezve. Az egész ω tartományra vonat­kozó integrált úgy nyerjük, ha az összes .r-ekhez tartozó dx vastagságú sávokra vonatkozó integrálokat összeadjuk. Ha tehát tartományunk határgörbéjéhez az y tengelylyel párhuzamos érintők az origótól oj és α2 távolságban metszik az x tengelyt, akkor a szóban forgó végtelen vékony sávok ul-tol egészen α2-⅛ terjednek; az ezekre a sávokra vonatkozó integrálok ösz- szege tehát:
«2

j ft*, y> dω = j dx Jf(x, y) dy.
(ω) α1 ylHa pedig megfordítva (22. ábra) először az y magasságban az x tengelylyel párhuzamos dy vastagságú sávra terjesztettük volna ki az integrált, akkor ennek értékét bizonyára a

α¾ 
dU J' f*> y) d*,
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integrál határozza meg, ha x↑ és 'x2 az egy s ugyanazon y-hoz 
tartozó X koordináták, tehát

ah=s⅛)< ∙r2=≠2(y)∙

Ha már most a tartományunkat bezáró görbének az x ten­
gelyivel párhuzamos érintői b[, b2 pontokban metszik az y ten­
gelyt. akkor az egész ω-ra vonatkozó integrál:

J7(a∙, y) dω = j dy jf(x, y) dx.
(ω) ⅛ι aci

De az előbbi fejezet fejtegetései értelmében bármiként osz- 
szuk is fel az ω tartományt intervallumokra, a kettős integrál­
nak értelmezett határérték mindig ugyanaz marad, azért

α.2 y2 b2
∫ dx ff(x, y)dy = J dy J f∖x, y} dx,
ai y2 ¼ xi

azaz: az integráczió sorrendjét szabad felcserélni.
Ha ω oly parallelogramm, melynek oldalai koordináta­

tengelyeink oldalaival párhuzamosak s a kezdőponthoz leg­
közelebb és legtávolabb első szögpontjai (α1, ¼) és (α2, b2), 
akkor

«2 b2 “2
j f(χ, y) dω = ∫ dx J’ f(x, y) dy = J dy J f (x, y) dg.

(ω) Oi hi bl a,

Ha az integrálás területe több a tárgyalthoz hasonló tulaj­
donságú területre osztható, akkor az integrálást mindegyikie 
külön ki kell terjeszteni.

142. A kétszeres integrálok alaptulajdonságai.
Ha az ∣∖x, y) kétváltozós folytonos függvény a folytonossági 

tartományban levő (α1, bi) és (o⅛, í>2) helyeken ellenkező előjelű, 
akkor a két pontot összekötő egyenesen — föltéve, hogy az egész 
egyenes beleesik a folytonossági tartományba — van oly (£, η) 
pont, melyre nézve =

Ugyanis, ha a két pontot összekötő r hosszúságú egyenes
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a szöget képez az x tengely pozitív felével, akkor bármely pont­
jának koordinátái:

χ-α1 + ∕cos a,
y=bt 4-t sin a.

Ha ezeket az értékeket f(x, z∕)-ba behelyettesítjük, akkor 
φ(t) függvényévé válik a t változónak, mely t-nek (0, r) tartom 
mányában folytonos, de φ (0) és φ (r) ellenkező előjelűek, tehát 
van oly C<r<r helyünk, melyre nézve:

i*(r)-0.

Ha a r-nak megfelelő pontot (£, ^)-nak nevezzük, akkor

f(ς, ?) = 0,

a mi bebizonyítandó volt.
Tételünkből (16. §.) következik, hogy ha f(x, y) függvény az 

(α1, b1) és (a2, b2) pontokat összekötő egyenesen folytonos, akkor 
a függvény f(av bl)-tol ∣∖a2, b2) értékig minden értéket felvesz, ha 
az (α1, b1) pont egyenes vonalon (α2, b2) pontba mozog.

Ha már most f\x, y) kétváltozós függvénynek tényleg meg­
vannak azon tulajdonságai, melyektől tételeink érvényessége 
függ, akkor

b.> a2

jdy jf(χ, y)dχ = ftf, (α2-αι) (⅞-¼)>
Z>1 «,

melyet középértéktételnek nevezünk. Bizonyítása azonos az egy­
változós függvényekre vonatkozó megfelelő tételnek a bebizonyí­
tásával. Ha pedig φ(x, y) az (α1, 01), (α2, b2) pontokat összekötő 
egyenesen folytonos s jelét nem változtatja, akkor

faj ^2 ^2 ®2

j'~dy ∫ f(x, y) φ (x’, y) dx = f(ξ, η) ∫ dy ∫ <p (x, y) dx,
b, ai b, al

ez az általánositott középértéktétel.
Lássuk a középértéktétel egyik fontos alkalmazását.
Jelöljük integrálunkban az alsó határokat a, ö-vel, a felső­

ket pedig X, 1-nal, akkor integrálunk X-nek és Y-nak bizo­
nyára függvénye, tehát
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F(X, Y) = jdyj f(x, y) dx, 
b a

F(X+dX, Y)-F(X, Y) =
Y X+JX Y X Y X+dX

= ∫ ⅜ ∫ f ^x' dx ~~ J dy I f(χ,yy)dx = j dy J f(*, y) dx, 
b a b a b X

innen pedig

f(x+jx, y÷jy)-F(Λ Y+ΛY)-[F(x+dx, Y)~F(x, y)] =
Y+JY X+jX Y . X+√X Ya-jY X+JX

= ∫ dy jf(x, y) dx — ∫ dy j f (x, y) dx = ∫ dy j f(x, y) dx.
b X b X Y X

De ha az (J, Y) ponthoz az (X-j-JX, Y+dY) pontot oly kö­
zel választjuk, hogy a két pontot összekötő egyenes f(x, y) 
folytonossági tartományába essék, akkor

Y+jy x+jx
J dy f f(x, y) dx =- j∖X+ βdX, y÷θ1 dY)dXdY.
Y x

fl<l, 01<1.

Ha tehát föntebbi egyenletünk mindkét oldalát elosztjuk 
JA’jy-nal s azután dX-el és jy-nal a zérus felé közeledünk, 
akkor határértékül a következő egyenletet nyerjük:

Az olyan tulajdonságú F(x, y) függvényt, melyre nézve az 
imént felírt egyenlet teljesül, f(x, y) határozatlan integráljának 
nevezzük s így jelöljük:

∣J f(x, y) dxdy = F(x, y) ÷ c.

Hasonlóképen könnyű meggyőződni, hogy

Cfí ∖ λ dF ) f(λ', y) dχ = ^ιj •

Egyenleteink alapján tehát, ha valamely függvénynek hatá-
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rozatlan integrálját ismerjük, akkor határozott integrálját is fel­
tudjuk Írni. Ugyanis 

Ü2 x2 Hzfaf. ⅛fχfc=J 

Vi χi yi
= f(x2, U2)-f(x∖, y-2) — F^2, 91) + f⅛ {71)∙

143. Kétszeres integrálok származtatása egyszeres 
integrálok összeszorzásával.

Legyen f(rr) és φ(x) integrálja

«2
Z1 — ∫∕,(rε) dx, 

α1 
bi

l2 = \<p (y) dy;

oszszuk az (α1, α2) intervallumot Jx1, J¾, ∙ ∙ ., Λa⅛, a (fc1, b2) 
intervallumot pedig Λy1, dy2, . .., dyn részekre, s legyen :

s∏ =2 Λ^1∙) Ja?,-, 
i=l 

r
sr=∑φ(yk) ⅛k, k≈l

hol xi és yk a dxi illetőleg ∆yk intervallum valamely pontja, 
minthogy 

r n
Sltsr =22 ∕,(∙ri) fP M dxidyk,■ k=it=l

es
lim (Snsr) = lim Sn lim sr — I↑I2, 

azért: 
^2 ^2

z√2 = JV ({∕) dy ∫∏Λ∙) dx.

Pl. Legyen 
b

I = I' e~χ2dx, 
a 

b
1= J e~y2dy,
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tehát
b b

I2 = J e~y2 dy j e~χ2 dx. 
a a

Minthogy a határok egyenlők, azért fölösleges különválasz­
tani az .τ-re y-ra vonatkozó integrált, s így

b b
I2 = J j e-<χ2÷y2> dxdy. 

a a

144. A kétszeres integrálok transzformácziója.
Alkalmazzuk az

∫J7(∙r> y)dxdy

kettős integrálra a következő szubstitucziót:

x = (1)
y = φ2tt, 7j∖ J

írjuk integrálunkat a következő alakba:

∫J7(^, y') dxdy = fdy f f\x, y) dx.
Az

J7(∙^, y)dχ

integrál kiszámításánál y-t konstansnak tekintjük, tehát az (1) 
egyenletek alapján ebben az esetben:

dx = dξ ÷ dη, ∂x ∂η

θ = ⅛df + ⅛⅜ 
∂ζ ∂η

honnan
g⅛l,⅝⅞). d.
d(f,7) α∙ Sη ’ 

következőleg:

f∕∙(x, y) dx =f f(φ,, y) -¾¾⅛-
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Ha ebben az integrálban 27-t az (1) egyenletek alapján f és y 
független változók függvényeként fogjuk fel, akkor az

ff f(x, g) dódig =ff f(n, y) -g- •

integrálban ξ és y lesznek a független változók, ha először y 
szerint integrálunk, akkor az

fflφ aJSilΨ3>
3(f.y) ⅜

integrálban csak y a változó, ξ konstans, tehát az (1) egyénié- , 
tek másodika alapján:

következőleg:

Cf(iσ zd ∂(p>ι,^2) dy _Cfí }Jt^n> a(i,η) aφ--J∣^^ 9(f,,) ⅛

s ιgy
ff f(χ> y)dχdy = ff f(v>ι, y>2) dξdrι-

Pl. Transzformáljuk, az
jj dxdy

integrált, ha
x = p cos φ, y — P sin φ.

A 48. §-ban már láttuk, hogy

d∖χ, y) -n
∂{p,φ>) .

tehát
JJ dxdy = Jj pdpdφ,

s így
jj e-⅛2+ff2)dicdz∕ = fj e~e2dpdφ.
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145. Háromszoros integrálok.Ha az ∕^(ir, y, z) háromváltozós függvény a véges r tarto­mányban folytonos és véges; továbbá τ1, τ2, .. ∙, τπ intervallu­mok összege r-t szolgáltatja és xi, yi, zi a τi intervallum vala­mely pontja, akkor a lim yi, zi)τi
n≈∞ i=l 
τi=0összeg határozott limeshez közeledik, melyet f(x, y, z) Három­szoros integráljának nevezünk, s így jelöljünk:

I = j'f(x,y,z')dτ.
(?)Kiszámítása következőképen történik: Legyen az integráczió terét határoló felület egyenlete:

φ (*, y, z} ≈ θ∙Messük ezt a felületet z magasságban egy síkkal s nevezzük a metszési idom területét ω-nak, akkor
dzj'f(x, y, z)dxdy

(ω)nem más. mint integrálunknak az ω lapon fekvő dz magas­ságú hengerre vonatkozó része. Ha tehát az összes z-khez tartozó végtelen vékony hengerekre vonatkozó integrálokat összegezzük, nyerjük a r tartományra vonatkozó integrált, ha tehát tartományunkat bezáró felületet az xy síkkal párhuza­mos érintősíkok z1 és z2 magasságban érintik, akkor a végte­len vékony hengerek z1 magasságban kezdődnek s z2-nel vég­ződnek, tehát
®2I = j dz J‘ f(x, y, z) dxdy.

2i (ω)Ha pedig τ tartományunk több ily zárt tartományból állana, akkor azok mindegyikére ki kell terjeszteni az integrálást.Megjegyzendő, hogy az integráczió bármily sorrendben vé-



A HÁROMSZOROS INTEGRÁLOK TRANSZFORMÁCZIÓJA.gezhető. Általában mindazok a tételek, melyeket a kettős inte­grálokra vonatkozólag megállapítottunk, a fogalmazásnak meg­felelő módosítással érvényesek a háromszoros integrálokra is. így pl. ∕*(a∙, y, z) határozatlan integrálja alatt értjük azt az F(,r, //, z) függvényt, melyre nézve:
(x, y, z)- □ -√ 2 — f (,r, y, z).dx∂y∂z ' y' ’

146. A háromszoros integrálok transzformácziója.Az
fjj !/, -) dxdydzintegrálra alkalmazzuk a következő szubstitucziól:χ = ¼0, y = ff2^^^∖ 2 = c3(ς, ¼Cλ (1)Ha először z szerint integrálunk, akkor azj ∕∙∖-t∙, (/, z) azintegrálban csak z-t tekintjük Változónak, tehát az (1) alatt levő egyenletek értelmében :n ⅜ι ∕* 1 ⅜ι 1 , ⅜ι0 — ~≠ de ÷ ,11 tíz + --⅛,,- d£dς <)η ' <9*n ∂cC∙> .fc 0‰ . 1 ⅜⅛l, = <<'r + ⅛'⅛+≠-<'.∙

dz=^dl + ^lbl + ^dC, 
∂ζ ∂∙η , dςhonnan

d(,φ↑, ψ2. f¾) ⅛ι2-f2) .h
tehát integrálunk ily módon a következő alakba irható:fff/7r u φ í dxdydC _

d (?, jy)
= í d? ff f(x, y, i⅛) ⅛⅛S⅛⅛1. -l⅛⅛L-
J JJ <7(y>l, <t>,),

Suták: A differenczia(- és integrálszámítás elmélete. 20
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x, y, ⅛-val kifejezetten behelyettesítve kell képzelnünk úgy, hogy integrálunkban már most csak ezek a változók fordul­nak elő. De a kettős integrálok transzformácziójára vonatkozó kutatásainkból következik, hogyí f fi „ ⅛ 3⅛ι∙⅛⅜) . J⅛.JJ ∕(∙r,ff,⅛) aii,,ιi) <2⅛u,%)W, 5?)
következőleg:jQjΓy' dxdydz ≈ JJJ ∕‰ c⅛, c⅛) dξdηdζ.

Pl. Transzformálandó a következő integrál :
∫∫∫ dxdydz,ha

x ~ r cos <p sin θ, ιj — r sin φ sin 0, z = rcosβ.A 48. §-ban láttuk, hogy
aSvdL> Z1 
d (f, φ, 0) r2sin θ.Minthogy a függvénydetermináns képzésénél két sor fel­cserélése az előjelet megváltoztatja, már pedig arra, hogy a változókat mily sorrendben vegyük törvényt nem állíthatunk fel, azért a függvénydetermináns értékét is mindig pozitív előjellel veszszük s így:

111 dxdydz — jj) r⅛in θdrdφdθ.

147. n-szeres integrálok.Ha ∕∖.r1, .r2, • • ■, x∩} n változós függvény az (.α1, h1), (α2. ö2), • • ■, (αn, bn) tartományban folytonos és véges, akkor az
l>1 />., bnI I’ ... I' f∖xi, a2, . . ., Tn) (∕.τ1d.r2 . . . dxll

Oi ct∙2



területszámítás. 319integrál szintén határozott -érték s az ∕,⅛ √,'. .. , χll) fii vény n-szeres integráljának nevezzük. Az
J‘J ’' J ¾, ∙ ∙ ∙, -Tn) dxxdx2... dxn = F(aj1, α2,... , a-;!) oly függvény, melyre nézve

∂"F(χ1, a⅞, ..., #„) __ _∂.r1c⅛2 . . . ∂χn ~ / (∙i n ∙¾, ∙ ∙ ∙, 2,n).Az
•T1 = P1 (1/1, 1/2,'. • , //„),.r2 — φ2 (yli y2,... , yn∖ . . . j χn~ φll (y1, y^ . . ., yll)szubstituczió alkalmazásával

f f’ ■ ∙[∕ (∙rι, ∙l'2∙> ■ ■ • , ^,n) dxxdχ2 . . . dxlt -

=Jj ∙ ∙ <¾. ∙ ∙ ∙, ⅛> ,¾⅛2tτ. ⅛"i ,⅛∙⅛ ■ ■ ∙ ⅛.

XVΠI. AZ INTEGRÁLSZÁMÍTÁS GEOMETRIAI
alkalmazásai.148. Γeriiletszaιnitas.Ha / (x) az (a, /?) tai tományban folytonos s az

y /TGegyenletnek megfelel az EF görbe 23. ábra, továbbá ha ξ a dx intervallumnak valamely pontja, akkor az ABCl) derékszögű parallelogrammnak a területekövetkezőleg. í'. d.i

l∙l . l, 
j ∕∙.x dx --- lim ∣∖^)dxnem más, mint az EGFH síkrész területe.1. Pl. A parabola egyenlete:

y- = 2p.υ,
20’
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V2p j x½dx = ∣ ∕2pα3 ónem más, mint az OAB síkrész területe (24. ábra).De a kettős integrálok tárgyalása alkalmával láttuk, hogyj dxdy

(<w)nem más, mint maga az ω tartomány területe s hogy ha az 
ω tartományt határoló görbe egyenlete adva van, akkor ω-t meg tudjuk határozni. így pl. A kör egyenlete:

χ2-∖-y2- r2honnan ______ ______
y.) =t Vr2—x2, z/i = — V r2-x2,- ⅜ *■ ,tehát az x-hez tartozó dx végtelen kis vékonyságú sávnak a területe (25. ábra) »2

dx J' dy = dx (y2- ιyi) = 2 V r2-x2 dx ∙f 
y'a sávok —r-től ÷r-ig terjednek, tehát a kör területe:

+ r j∕2 +r ______
t — I dx j dy — 2 | V r2—x2 dx.

-r yl -rDe
x . . dx .= sin /, -----= cos tr rszubstituczióval és annak megfontolásával, hogy .r=±r-nek megfelel t =-- ± ~ ,

^2^
t — 2r2 j cos2fdt.

πÁmde a 129. §. (4) képlete szerint:j cos2∕dt — 2 s*n cos ÷ V J
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tehát
n

~2~

J cos2 tdt =z
n

, 1 . ” Ts így a kor területe:
Λ H∙ ∙ f = r2π∙
Az ellipszis egyenlete:

X2 u-⅛ +⅛- 1=0,
honnan

= ~ V «^.r2 i∕1 =- ~ V a^^.vc c<

Minthogy a jelen esetben a végtelen vékonyságú sávok 26, á
—o-tól +α-ig terjednek, azért az ellipszis területe:

+ « ?/2 + a
t J dX ∕ dlj ' 2 4 f dx,

~a y1 × -a
ámde az előbbi feladvány szerint:

÷α
2jT^-l*==α2-

—a

tehát az ellipszis területe:
t = abπ.

Láttuk továbbá, hogy polárkoordinátákban

J dxdy = J pdpdφ, 
(ω) (ω)

hol pdpdφ nem más, mint egy oly végtelen kis para∏elogramm 
(27. ábra) területe, melynek egyik oldala dp, a másik pd<p. Ha 
pL egy r sugarú kör területét akarjuk kiszámítani,. akkor ha 
először φ szerint integrálunk O-tól 2π-ig, nyerjük a p sugarú 
körön levő dp vastagságú körgyűrűnek a területét, ezek a kör- 
gyűi űk p változásával 0-ponttól az r sugarú kör kerületéig 
terjedhetnek, így tehát ∕>-ra nézve integrálnunk kel] O-tól r-ig 
következőleg;

t — j pdp j dφ =.
Ó (I
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o2 -- a2 cos 2<p,hol <p változhatik — 4 -lő] + ? -ig. Ha tehát az4 4 0
J) pdpdφintegrálban először p szerint integrálunk O-tól ∕>-ig, akkor a 

<p szöghöz tartozó d<ρ nyílású végtelen vékony hasítvány terü­letét nyerjük (28. ábra), ezek a végtelen vékony hasítványok — 5- -né] kezdődnek s ~π. -nél
* .Γ[ *grálnunk keli —-tői +csak fél területét nyerjük, az+ e

t — 2 I dtp I ρdρ — ( ρ-dφ = a2 ∣ cos 2φdφ, 
n 0 π n~ T -1 ~ Tazaz :

l •- a2.

végződnek, tehát φ-re nézve inte- -ig; de ekkor a lemniscatának egész területe tehát
π n— ÷ —

149. Köbtartalom számítás.A
JjJ d.vdydzintegrál kiterjesztve valamely r tartományra szolgáltatja a τ tartomány köbtarlalmát, ennek meghatározási módját már a háromszoros integrálok tárgyalásánál láttuk.Pl. A∑ ellipszoid egyenlete:

A z magasságában fekvő s felületünket
• ∙r2 4. dl.

a2 b2

az .17/ síkkal párhuzamos sík
ellipszisben metszi, ennek fél iöátmérői :
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√>1-α∕l~~,

tehát területe:

minthogy a z magasságban fekvő dz vastagságú hengerek 
—c-től ÷c-ig terjednek, tehát az ellipszoid köbtartalma

+ C j + c
κ ~ I dz I dxdlJ~ ~γ~ I (c2-z-) dz,

. -c (Ó -c
honnan

4 i
— <j~ (1OC7C∙

Láttuk, hogy polárkoordinátákban

∫ dxdydz = J' o⅛in θdθdφdp,
(t) (r)

hol ∕>-sin θdθdφdp oly végtelen kis derékszögű parallelepipe- 
donunk (29. ábra) a köbtartalma, melynek élei φ, pdθ, p sin t)d<p. 
⅛y, ha egy r sugarú gömbnek akarjuk meghatározni a tér­
fogatát, akkor θΛ O-tól π-ig, azután <P-t O-tól 2π-ig változtatva,, 
nyerjük a p sugarú gömbön levő dp vastagságú réteg köb­
tartalmát, ha még p-t O-tól r-ig változtatjuk, akkor nyerjük a 
gömb köbtartalmát, tehát

F + 71 77

Ä ~J p-dp I d<p I sin θdθ = ~ rkτ.
0 — n Ó

Λ jorgási felületek köbtartalma. Ha AB görbét (30. ábra) az 
x tengely körül megforgatjuk, akkor annak bármely (.υ, y) 
pontja y sugarú kört ír le, melynek területe ιf-π szorozva 
dx-e∖ yiπ alapú és dx magasságú henger köbtartalmát szol­
gáltatja, tehát az AB görbe leírta forgási test köbtartalma

b
K =-■ íz f yidx.



324 A GÖRBÉK REKTIFIKÁCZIÓJA.Pl. Legyen a kör egyenlete:

x2+y∙2 = r2,ha az x tengely körül megforgatjuk forgási testül a gömböt nyerjük, tehát ennek köbtartalma :
Az ellipszis egyenlete:

ha az x tengely körül megforgatjuk, forgási ellipszoidot nye­rünk, tehát ennek köbtartalma:
+« + ° .

f
- 7,0 /» 4

y2dx == -ifl2- I (a2-x2) dx = y ab-π.
-a —a150. A görbék rektifikácziója.Legyenek valamely görbe pontjainak koordinátái t változó­nak oly folytonos s differencziálható függvényei, melyeknek diíTerencziálhányadosai is ugyanezen változónak folytonos és véges függvényei. Ha tehátχ = ∕U), y = <p(t∖ z = ψ(t∖akkor ∕∖∕), φ∖t), <∕''{t) szintén folytonos függvényei Lnek.Oszszuk már most görbénknek t=a és t = b (b > a) pon­tok között fekvő részeit ti, t2, . . . , tn-ι pontokkal n részre s képezzük a ti és ∕l∙-ι pontoknak egymástól való távolságát, melyet Jsí-nek nevezünk, tehátJsf = f [∏ty-∏6-1)F⅛ (h-ι)]2+[^ )F∙

Akkor a nlim 2 ∏=cc í=l ^∕si=0
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összeget a görbe a-tól b-ig terjedő whosszüságának nevezzük. Határozzuk már most meg ezt a határértéket. Középérték­tétel ülik értelmében ∕∙(ft∙)-∕∙(h-1) _
ti~ti-i ~∕(t'>'

~~ι7=ttZ,—→ω>-
⅛⅛→<'⅛L--0w

ti-ti-l

ti > τi > ti-↑

ti > ti >

ti>Ti>ti^

hol a 112. §. értelmében, ha t a (∕l∙, fr-i) intervallum egy tetsző­leges pontja, akkor
τi- t + θ (ti-ti-1∖
~i=t+ θl(ti- h-1),
τi — t ⅛ θ~> (h—h-i),hol ∣0i, I 011, ∖ (t∙>∖ mindegyike kisebb az egységnél. Ha tehát 

ti—ti-i helyett röviden a db jelölést használjuk, akkor fölírt egyenleteink értelmébeni dsi = 2 Kf(W(WW')2 . Jti.
í=l í=lKimutatjuk már most, hogy

n _____________________lim 2 ^l∙ = I . dt.n=∞ i=i yElőbb hivatkozunk a következő tételre : az (a, ö, c) és (a1, ∂1, c1) egészen tetszőleges pontok koordinátarendszerünk kezdőpont­jával háromszöget alkotnak; minthogy bármely háromszög­ben -t- a degeneráltakat is beleértve — két oldal különbsége nem lehet nagyobb a harmadik oldalnál, azért
il∕α2+Z)2+c2-∕α2+i,2 + c2[≤∕(α-αι)2+(⅛^i>1)2+(c~cι)2.Ezen tétel alapján aztánI Vf(tγ+φ'(tγ+ψ∙(tγ  ^f(τiγ+φ∙(τ∙ly+lf,∙(τ∙∕γ I ≤



326 A GÖRBÉK REKTIFIKÁCZfÓJA.Minthogy f'(f), φ'(t) és ψ,(t) f-nek folytonos függvényei, azért Jiet megválaszthatjuk oly kicsinynek, hogy bármely kicsiny szám is ε, egyidejűleg legyen. ιm-Λ(r1∙)∣<-⅛,
V Olfl(0-fW∣< ⅛

£I <r,'(t)—≠'(r∏ I < 7∕=K'
V *5 következőleg:[ 2 ι7'(()2+i>'(∕)2+7W■ -

1 f=l
n ____________________________— 2 VΛ(r<)2+^'(π')2+^'(ri')2 dti I < ε(b-a),mely egyenlőtlenség kimondott tételünket világosan igazolja, ennélfogva, ha görbénknek í — n-tól t = b-ig terjedő ívbosszú­ságát s-el jelöljük :

b

s = J ∕∕T∕)24V(i)rH'W ¼ 
amely kifejezésnek annak megfontolásával, hogy

dx = f'(t)dt, dy = φ'(t)dt, dz = ψ'(X)dt,a következő alakot is adhatjuk :/>___ _______
.$• ~ I ^dx2-+ dy2+dz2,

aha pedig ,r-t tekintjük függetlenül változó paraméternek, akkor
aHa pedig görbénk az xij síkban fekvő síkgörbe, akkor erre nézve

z — 0,tehát
ħ b l>_______________5 = j l = I vrd^diρ^ í \! 1 + (⅛p∙r∙

rt j <1
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1. Pl. /1 kör paraméteres egyenletei.

x — r cos /,
y — r sin t,

tehát a kör (31. ábra) kerülete

k — r I dt — 2rπ.
o

2. Pl. Az ellipszis paraméteres egyenletei:

x — a cos t
y — b sin t,

tebál az ellipszis (32. ábra) kerülete
7t
2~

k = 4 I yra2sin-t+b2cos2t dt, 
o

honnan az
.≈ ',2r ,'2 < 1

α2 
jelölés alkalmazásával

7T

k = 4a j Ki —ε2cos2∕ dt, 
(I

a 134. §. szerint tehát

*=[í-.y (.’• ‰ ∙. tι⅛]⅛-i) e*.ι 

n i

3. Pl. Ha a kisikított körhenger (33. ábra) alapjának A pont­
jából « szög alall egy egyenest vonunk, akkor ez az egyenes, 
ha síkunkat ismét hengerré görgetjük, a csavarvonalat írja le. 
Határozzuk meg egyenleteit. Legyen hengerünk tengelye derék­
szögű koordinátarendszerünk z tengelye, az x tengelye pedig 
menjen ál az A ponton. Ha tehát C a csavarvonal egyik pontja 
s az ebből „vont merőleges talppontja B s ha

A()B^^φ,

a henger alapkörének a sugara r. akkor
AB -- rφ,



3u28

tehát

hol

A GÖRBÉK REKTIFIKÁCZIÓJA.

= AB tg a — r tg a—<p — arφ, 
.r = rcos^, y — rsinφ,

tehát a csavarvonalnak O-tól szögig terjedő íve

tehát

. <r ______ r------
s = f ∕r2(l+α2) dφ = rV 1+a2 <?■ 

o
Ha a síkban az

x = (> cos 0, y — p sin <p 

szubstituczióval polárkoordinátákat vezetünk be, akkor 

dx2+dy2 = dp2+p2d<p2,

s = J∖ V dr2+r2dφ2.
Ha pedig a térben az

x — (t cos φ sin 0, y = ρ sin φ sin θ, z = p cos β 

szubstituczióval vezetünk be polárkoordinátákat, akkor 

dx2+dy2+dz2 = dp2+ρ2sin2θdφ2+p2dθ2, 
következőleg: ______

$ = J' ydp2+p2 sinWω2+p2d(fi.

Pl. Ha egy a átmérőjű körnek 0 pontját szilárdnak tekint­
jük (34. ábra) s minden OP húrját az átmérő hosszúságával 
Λf-ig megnyujtjuk, az M pontok geometriai helyét cardoid-ι∖ak 
nevezzük. Ha OM—p φ szöget képez az x tengely pozitív felé­
vel, akkor

p—a1—- =z COS φ,OP
OQ a

tehát a cardoid egyenlete polárkoordinátákban:
p = a (1 + cos <p);

O-tól £>-ig terjedő íve tehát
y

s = aj
o

i í cos d⅛p, 
0

cos
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azaz :
s — 4a sin •

151. A görbék érintőinek egyenletei.
Miként ismeretes P(.υ, y, z) pontnak Q(ξi τh ζ) ponttól (35. á. 

való távolsága
r = V (.r—$ )2+í </—?)2+U—∙Γ)2.'

Ha PQ egyenes a koordinátatengelyekkel rendre a, βi γ szöget 
alkot, akkor PQ-nak a koordinátatengelyekre való vetületei:

QR — a-—ξ = r cos «, 
PS = y—η = r cos β, 
PS = z—ζ — r cos γ.

Honnan következik, hogy

cos2α + cos2β+cos2}' = 1,
továbbá

χ-Z = y—y =
cos a cos β cos γ ",

mely egyenleteknek eleget tesznek mindazon pontok ξ, η, ζ 
koordinátái, melyek rajta vannak az (a?, y, z) pontból kiinduló 
(a, /'?, irányú egyenesen, miért is ezeket az egyenleteket 
az egyenes egyenleteinek nevezzük; cos a, cos β, cos γ-t pedig 
az egyenes iránycos inasainak.

Egy 2, /A irányú egyenes alkosson PQ egyenessel ε szöget 
s nevezzük PQ vetületét a 7, μ, v irányú egyenesre ∕>nak, tehát

p — r cos ε.

Másrészt PQ vetülete egyenlő a PSRQ törtvonal vetületével, 
azaz :

p = (j?—£) cos λ+(y—η) cos ^t + (z—*) cos y 
= r (cos a cos Á + cos /?cos u+cos γ cos u),

következőleg:

cos e = cos a cos 2 + cos β cos μ+cos γ cos v.
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Ha az (a, β, γ) irány merőleges a (2, ∕√, v) irányra, akkor 
p — 0, tehát

(a*—ξ) cos 2 + (z∕--η) cos μ+(z—ζ) cos v — 0,

mely egyenletnek eleget tesznek mindazon pontok (ξ, η, ζ) koor­
dinátái, melyek rajta vannak az x ponton átmenő s a (2, μ, v) 
irányra merőleges síkon, miért is ezt az egyenletet ezen sík 
egyenletének-, cos2, cos,«, cos,√-t pedig a sík iránycosinusainak 
nevezzük.

\

Legyenek ezek után valamely egyenes egyenletei:

χ = f(t), y=τ<p(*∖ z≈Ψ(t),
ha /’ <p és ψ az előbbi fejezetben megállapított tulajdonságnak, 
akkor az ív differencziáléja

ds -: ^χ'2+y'2+z'2 dt.

Ha tehál ds-nek a koordinátatepgelyekre való vetületei rendre: 
d.r, dy, dz, akkor a ds-en átmenő, azaz az (x, y, z) ponton 
keresztül vont érintő iránycosinusai rendre :

kCτ∙'2 + z∕'24- z'~

Tehát a görbe (a?,//, z) pontjához vont érintő egyenletei:

V~V. z~ζ 
x' ιj' z' ’ 

<v 
•r-c — ∙i2~3Z Ξ~≤
dx dy dz

Ha pedig a görbe síkgörbe, akkor az érintő egyenlete :
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152. Az érintő sík egyenlete.
Ha valamely felület pontjainak koordinátái u, u változó 

paraméterektől függnek, tehát

.τ = f(π, p), y=p(∏, p), r = p),

akkor a felület (íc, y, z) pontján átmenő, de a felületen levő 
tetszőleges görbének (.τ, y, z) pontban vont érintőjének egyen­
letei :

x-ς _ lJ~Ji — ≡Ξ~≤
dx di/ dz ,

hol
• dx , Ox , dx = —— du ÷ du,du du
j dι∣ . díj ,di] = —du ÷ -7½- du, du du
, dz , dz . dz = — du + du,du du

Ha tehát a rövidség kedvéért

= y—y = z~' 1
dx du dz λ ’

jakkor
(&—$) p + 4p- du + dl) — 0,

’ ‘ du du

(!7→∕-+ 7⅛''t' + ⅛"<'" = 0,

() "r (3 **

', + ⅛ilu + ⅛ dl) °’

mely egyenletrendszer csakis úgy állhat meg, ha

dx dx
du du

^y ∂y— «

du du
dz_ dz__
du du



332 AZ ÉRINTŐ SÍK EGYENLETE.Ennek az egyenletnek eleget tesznek mindazoknak a pon­toknak ($, C) koordinátái, melyek rajta vannak az (.r, y, z) ponton átmenő felületi görbéknek ugyanezen ponthoz tartozó érintőin, ezek a pontok alkotják a felületnek az (.r, y, z) pont­hoz tartozó érintősíkját, melynek az (I) alatt levő egyenlet az egyenlete. Melyet kifejtve ily alakba írhatunk:<9(y, z) . <9(z, .r) , . d (.r, u) ' .-7-7~—- (x— ς) + ’ (l/— rλ + ' , ■ (z—ζ} — 0,<)(u,υ) , d(u,υ). ' t?(u, p)tehát az érintő sík normálisának az iránycosinusai:; Λ⅛iΞ1 ; i⅛.Ξl ) d (χ' y)5 (u, p) ’ <9 (u, p) ’ ' 0 (u, p) ’hol 1∕⅛< ∕⅛,∙< ∣⅛⅛2
λ2' ∖∂(u,υ')l ∖d(a,υ)∣ ' ∖∂(u,p)∕Abban a különös esetben, midőn u—x, v=y, a felület pont­jának a koordinátáit az y=y, z=f(x, y)egyenleteik jellemzik, s így

dz __ dz . _
dx ~~ P’ dyjelölések alkalmazásával az (x, y, z) ponthoz tartozó érintősík egyenlete:

p (x—í) + q (y—rj) — (z—í) = 0,tehát a normális iránycosinusai:Zp, λq, —Z, hol
-jt = 1 ÷ P2+ fl2-Ha pedig a felület egyenleteF(.τ, y, z) ≈ 0alakban van adva, akkor
_ ∂F ∂F
~~ Ox ' dz ’
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∂F dF 
q~ dy : dz ’tehát az (x, y, z) ponthoz tartozó érintősík egyenlete:(x-f) + -j- (fz-5) + (z-ξ) - 0,normálisának iránycosinusai pedig:

. dF . dF ∂F
Á ∂x ’ λ dy ’ Á dz ’hol 1 _ ∣dF∖2 u ∕ ^F ∖2 u (pF \2

λ2 \ dx / dy / \ dz /

153. A felületek komplanácziója.A felület (x, y, z) ponthoz tartozó érintősíkja érintse a felü­letet dω elemben, ennek az xy síkra való vetülete dω', ha az (x, y, z) ponthoz tartozó felületi normálisnak a z tengelylyel alkotott szögét f-nak nevezzük, dωcosy, s így
Ha tehát felületünk ω részének az xy síkra való vetületét ω'-el jelöljük, akkor f . C dc,i'I (ιω = a) = I--------

J J cosγ
(ω) (ω')így ha a felület egyenlete

= y)alakban van adva s megfontoljuk, hogy
dω, = I dxdy,

• (du/)akkor
ω == j kí +p2÷y2 dxdy. (1)Ha pedig a felület egyenleteF(x, y, z) = 0,Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 21
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alakban van adva, akkor

<ω'> • dz
Pl. Legyen a gömb egyenlete

χ2 + lj2 + z2=1Qy
akkor a gömb felülete:

n, = 2rp⅛.

(ω')

Hol ω' az xy sik kimetszette legnagyobb gömbkör területe, 
ennek a körnek az egyenlete:

x2÷y2-r2, 
tehát ___

+ r +1zr2-χ∙'-

ω = 2r I dx I -7~n ;
I I V r2-x2-y2

-r ■ 1a^x2 \

az r2-χ2-]c2 jelölés alkalmazásával

+ k
ω = 2rf dx í -7⅛==- = 4rπ J = 4r~"' 

J vk2-y2 _*
—k

A forgási felületek komplanácziójára vonatkozó képlet vala­
mivel egyszerűbb. Ha az AB=s ivet az x tengely körül meg­
forgatjuk, akkor annak ds eleme által leírt felület (36. ábra) 
2πyds, tehát az egész s leírta forgási felület

ω = 2πJ yds.
(s)

Pl Forgassuk meg az

a2 + b2

ellipsist az x tengely körül, akkor tekintettel

x = a cos y == b sin φ
egyen letekre

ds = a Ki—≡2 cos2 φ,



A FELÜLETEK KOMPLANÁCZIÓJA. 335tehát a forgási felület
n 
2

ω — 4abπ J* K1—ε2 cos2 φ sjn φdφ 
oAlkalmazzuk a következő szubstitucziót:ε cos w = cos t, tehát

ε sin φ dφ — sin t dt,mivel φ=0 és —■ értékeknek rendre megfelel f = arccosε és
i = -, azért

π
2

4abπ í' . ω =-------- sin2 tdt.ε JEbből pedig arcc°s*
t = ^-z 

2szubstituczióval és annak megfontolásával, hogy t = arc cos ε π ’'^2-^nθk rendre megfelel arc sin ε, 0; nyerjük, hogy
arc sin e arc sin e

ω = 4o⅛ rcos2zdz = f l+<*⅛¾ 
ε J ε J 21 0 0 honnan

2abπ r . ." — —-— [arc sin ε + $ sin (2 arc sin ε)],vagy o , ∕ arcsine .z-------\ω = 2abπ-------------- h V 1 — ε2∖ ε / ’ha a~b=r, akkor ε=0, tehát
ω = 4r-π.Végül jegyezzük még meg, hogy a felületek komplanáczió- jára vonatkozó integrál a 61. §. fejtegetései értelmében polár- koordinátákban a következő:

a, =H∕[i"2+(>j2] sin2^+(⅜ '}2∕m,⅛-'

21*
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XIX. AZ INTEGRÁL FOGALMÁNAK AZ ÁLTALÁ­NOSÍTÁSA.154. Végtelen nagy határokkal bíró integrálok.Az ∫f(Λ') dx 
adefiniálásánál fel tételeztük, hogy az (a, b) tartomány véges és hogy ebben a tartományban f(x) folytonos s véges függvény, már most, ha ezek a feltételek nem teljesülnek, akkor fölirt szimbólumunknak eddigi definicziónk értelmében sincs semmi jelentése. Hogy tehát ezekben a különös esetekben is értelmet tulajdoníthassunk szimbólumunknak, az integrál fogalmát álta­lánosítanunk kell. Az általánosítást mindenek előtt arra az esetre terjesztjük ki, midőn az integrál határainak egyike, vagy pedig mindkettője végtelenné lesz.Ha a és b végesek s f(x) határozatlan integrálja F(.r), akkor, ha f(x)-re teljesülnek (a, &) tartományban a föntebb elmondott feltételek,

bJ'/’(»’) dx = F(b) — F(a). 
(IMár most, ha az integrál egyik határa pl. b végtelenné lesz s ∕∖.r) az (α, ∞) tartományban folytonos s véges, akkor a vég­telen nagy felső halárral bíró integrált a következő határérték­kel definiáljuk:

oc />í /’(.r) dx — lim j f (,r) dx = lim [F(b) — F(π)].
•/ li — co v h = oc

a aHasonlóképen definiáljuk az olyan integrálokat is, melyek­nek az alsó, vagy pedig mindkét határuk végtelen, s kiszámí­tásuk, ha a függvény határozatlan integrálja ismeretes, egyszerű limesre való áttéréssel történik.Pl. A 130. §. fejtegetései szerint:
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∕e~axe~ax cos bxdx = —-—— (b sin bx — a cos bx), a2+b2 ,'

f
g—ax

e-cιχ sin bxdx =---- -—— (b cos bx + a sin bχ}.a2+b2

Honnan következik, hogy ha α>0, akkor

Γi , a
e-ax cos bxdx — i—5-s- , (1a2+b2o

I e~ax sin bxdx — .-≡- • (2)J a2+b2 1 ’o

Ámde megtörténhetik, hogy a függvény határozatlan integ­
rálját nem ismerjük s így egyszerű limesre való áttéréssel nem 
is dönthetjük el, hogy a végtelen nagy határokkal biró integ­
rálunk véges, vagy végtelen nagy eredményt szolgáltat-e. S ha 
mégis meg akarjuk tudni, hogy integrálunk véges eredményt 
szolgáltat-e, a következő két kritériumot használjuk fel:

I. Ha f(x) egy meghatározott X-en túl előjelét nem változtatja 
s I xf∖x') I > c zérustól különbőzé) véges szám, akkor

9 K

j'∕(∙r)
(t 

végtelen nagy.
Tételünket elég arra az esetre kimutatnunk, midőn bizonyos \ 

pozitív X-től kezdve ∕'(x,) mindig pozitív, tehát

a∕(.r) > c, ∕'(.υ) > | ,
s így

b b
I /(.r) dx > c j* = cl -fi-, b>X

x x *•
honnan látható, hogy

b
lim í f∖xydx = oc.
b=x J

II. Ha pedig ∣∖x) bizonyos X-en túl előjelét nem változtatja 
s \ xA+,lf\x) \ <z c véges szám, akkor ha n pozitív
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∫ f(x)dx
a

véges.Ha /(x) X-től kezdve pozitív, akkor
f(x) < √l ■, ' × × ^14-π ’tehát

b b
í r, . , í dx C /1 1 \ » . yrf(x)dx < c 1,,ι = I Vri . , b>ΛJ ' v , J x1+n n ∖Λn b,t I

X xhonnan
blimjf(x)dx< nχn , n>0, (3)

-°°xa mi bebizonyítandó volt.III. Ha f(x) előjelét folytonosan változtatja, akkor

Föltételünk teljesülése ugyanis azt mondja ki, hogy ha b és 
b' bizonyos B számnál nagyobbak, akkor (3) egyenlőtlenségünk

j'f(x)dx

véges, ha
Cl∫∣∕,(.τ) | dx 
a

integrál is az.

bármily kicsiny legyen is ε. De
értelmében :

b'j | ∕,(x) | dx < ε b'>b
b

b' b' ■ ‘ b'j' I f(x) I dx > jf(x) dx > — ∫ I ∕ (x) I dx, 
b b bhonnan következik, hogy ∂'=oo-re nézve.

00

ε > ff (x) dx > — ε. 
b
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Ha tehát b elég nagy véges szám, akkor
∞ b

j /’(x) dx — ff (x) dx + η, 
a a

I»; I < *

a miből következik, hogy integrálunk véges.

155. Szinguláris helyekkel bíró függvény integrálja.
Ha ∕,(x) az (a, b∖ a<b tartományban c1, c2, . .., cn helyeken 

szakadásos, vagy végtelen, akkor a-tól 6-ig terjedő integrálja 
alatt a következő határértéket értjük:

b

a

f (x) dx = lim

a

Cι-η1

fix) dx + lim 
*1-o ηa=0

Integrálunk tehát a 
bontható:

következő alakú

>∣2 b

r)dx-∖------Mim I fix)dx.
in~^J

Cn+ »n

integrálok összegére

»li b

lim I f(x) dx, 
>j1=o r

a

lim
si=0

dx, lim I f(x) dx.
tn=0 J

c∏+ tn

(1)

Minthogy ezek közül a középső a határok között levő hely 
segítségével olyan alakú integrálok összegére bontható; mint 
az utolsó s az első integrál, azért csak ezekkel foglalkozunk. 
Előbb megállapítjuk a szükséges s«elégséges föltételt arra nézve, 
hogy első integrálunk határozott értéket szolgáltasson, erre 
nézve a szükséges és elégséges feltétel, hogy legyen

Cl-η!i

lim if (x) dx — lim Cf (x) dx,
m=θj ∙l,i=0 J

u a

bármily végtelen kis számok legyenek is ηi és r∕1. De

Ci-’lí • Ci-’h
J f(x)dx = ff ix) dx + ff ix) dx, 
a . a ci-ιl[



340 SZINGULÁRIS HELYEKKEL BÍRÓ FÜGGVÉNY INTEGRÁLJA.föntebbi föltételünk tehát a következő alakba írható:
Cl-»11lim »11=0 »11 = 0 f (.zr) dx =. 0. (2)

Cl-'11'Hasonlóképen találjuk, hogy (1) alatt levő harmadik integrál értéke határozott, ha
Cn+*n

Pl.
lim i f(x) dx = 0. en=∙0 I 
til = 0*J

fn + tn

a

dx lim>i=o ,)
a

dx a<c

integrálunk határozott, ha
lim »1=0 √=o rJte = ∣im W-"-(-√)'- (<r-c)∏ ,i=0√≈o 1— n 0,

a mi csak úgy lehetséges, ha n<l.Ha n>l, akkor végtelen, ha n —1, akkor
= lim-5,>i=o√=0a mi határozatlan, tehát

csak abban az esetben véges és határozott, ha nd.
Ebből következik, hogy ha f(x) az x=c helyen végtelen, de I (x—c)n f(x) I < ő véges szám, akkor, ha nd,

c
j f(x) dx
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határozott, ellenben ha | (a?—c)∕,(rr)∣χi véges szám, akkor az

jf(xy)dx
a

integrál, ha f(x) az x=c hely környezetében jelét nem változ­
tatja, határozatlan.Az elsőakkor esetben ugyanis ha a?-t c-hez elég közel választjuk.∣∕(*)∣<√tehát lim ,i=o √=o I I ∣∖x) I dx < lim»1=0 ,i'=0

ddx

mely zérus, ha n<l, ekkor azután
. ∫∣∕^(∙'r)l^'s vele

c
I f(x) dx

• » . aintegrál is határozott.A második esetben legyen f (x) az x hely környezetében po­zitív, tehát
c-η c—»jlim i∕,(.-r) dx> lim η'>η,j=o I i)=o I I x c√=o ∙7 >∣=o »7c-∣ι c-η'a mi határozatlan.

156. Az általánosított integrálok alaptulajdonságai.A 111. §-ban valamely integrálnak több integrál összegére való felbontására s a határok felcserélésére vonatkozólag meg­állapított tételek az általánosított integrálra nézve is érvénye­sek. Az integrálok transzformácziója a 112. §-ban megállapított feltételek között szintén lehetséges. De ha az
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függvénynek a differencziálhányadosa a transzformált integrál 
t1, t2 határai között pl. c helyen, folytonosságát elveszti, vagy 
végtelenné lesz, akkor az

b c— t t2

I f(x)dc = lim í f(^(t))φ(∕)dt+ lim í f(φ (t)) φ∖t) dt.
J «=0 ,/ e=0 J
a tl c+e

egyenlet lép a 112. §. megfelelő egyenlete helyébe.
Pl. Alkalmazzuk az

+ 1

!dx
-1

integrálra a következő transzformácziót:

9 . , 1 , dtχ2= t, dx = — ± —= •
2

Ha x változik —1-től ÷l-ig, akkor t változik + 1-től 0-ig s 
azután O-tól ÷l-ig. De midőn x —1-től 0-ig változik, akkor 
—Vz7-vel, ha pedig O-tól ÷l-ig változik, akkor +V7-vel egyenlő, 
tehát

Az általánosított kettős integrálokban az integráczió sorrendjét 
általában fölcserélni nem szabad. így pl. meghatározandó:

és

Minthogy

i i J’ i>2 
dxj (x2r<∕2)2 dlJ

o 0

λ> = í dg í ∕^2.⅞' dx-
- J j J (^2+y2)2

0 0

g2—x2 , g
lx2+g2)2 dV-~ 1-2 + ’

g2—x2 
(x2+g2)2

dx =
χi+g2 ,
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következőleg: / 1
r _ Γ dx _ π
1 ~ J 1 ÷Xf “ ~ T ’* 0

1
r - f dU - 7L
2 J 1÷{∕2 4 ’

o
tehát

Z1 ≠ Z2.

Ha f(xry) x és y-nak az (a, ∞), (a1, ∞) tartományban foly­
tonos és véges függvénye és

∞ ∞ 
f dx ff(x,y)dy

a al 

határozott és véges még az integráczió sorrendjének megváltozta­
tásával is, akkor

cc ∞ cc oo
J dx jf(x, y) dy = f dy ff{x, y) dx.
a ai ai a

Föltevésünk szerint ugyanis M és b1-et megválaszthatjuk 
oly nagynak, hogy legyen

oo oc 7, ∣,1
IJdx f f(χ> dld ~ J dx ff(χ, y) dy I < ε,
a ai a a,

∞ ∞ bi b
∖Jdy j f (x, y) dx — j' dy ff (a?, z∕) dx ∣ < ε. 
al a a, a

Ámde f (x, z∕)-ra vonatkozó feltevésünk alapján:
b . b1 bi b
fdxf f{x, y) dy = f dy f f(x, y)dχ∙, 
a" ai a, á

föntebbi két egyenlőtlenségünkből s ebből az egyenletből kö­
vetkezik tételünk helyessége. így pl. könnyű belátni, hogy

co co co co
( dx J e~χy sin xdx = ∣' dy ∣, e-χy sin xdx.

o o o d7



344 AZ ÁLTALÁNOSÍTOTT integrálok alaptulajdonságai.Ugyanis megválaszthatjuk A és B számokat úgy, hogy legyen1 e~x,J sin x < —-v— m>2(α∙z∕)m ha
x > A, y > B, tehát 

oc oc OC CCΓ > f ∙ J f ; f f¼ dx e~x,J sin xdy < I cto 7, / J j (χy∣m
AB ABde ff dxdy = _ J≡EZ,h- m > 2JJ (xy)∙" (1—m)(2-m)A és B alkalmas megválasztásával tehát egyenlőtlenségünk jobboldala kisebbé tehető, mint egy tetszőleges kicsiny ε szálú. Hasonlóképen kell kimutatni, hogy

oc o:

i dy f c~xlJ sin xdx 
B Aszintén kisebb s-nál, következőleg bebizonyítandó egyenletünk helyes.Végül az integrál jele alatti differencziálás abban az eset­ben, ha a 113. §-ban kifejtett föltételek teljesülnek, az 

oc∫∕'(.r, a)dx 
(Iintegrálban is lehetséges minden oly a helyen, melyre nézve az integrál véges és 

oclim í dx = 0./>Ugyanis ebben az esetben, ha ö-t már elég nagynak válasz­tottuk az bI ∕-(.r, a} dx, 
anemcsak integrálunkat képviseli a megkivántató pontosságig, hanem az a szerint vett differencziálhányadosa annak dilfe- rencziálhányadosát is. Ugyanis

f
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a+Ja)—f\x, «)] dx

lim j«=oÁmde föltevésünk értelmében

integrálok mindegyike véges, tehát
mely föltevésünk értelmében, ha b-t elég nagynak választjuk kisebbé tehető bármily kicsiny ε számnál, következőleg 
tényleg integrálunk a szerinti differencziálhányadosának köze­lítő értéke. így pl. J∙⅛∞ dx

0 sin cjlsc fa szerint nem differencziálható, mert —~— x végtelen nagy értékei mellett a szerint nem differencziálható. Különben is a jelen esetben
co ∞lim i 4?- dx = lim í cos axdx

b=∞ J va b=∞ J
b bteljesen határozatlan.
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157. A Dirichlet-féle integrál.
Az előbbi fejezetben láttuk, hogy

o
Ámde

sin xdx
o

: J dy J ∕β-χJ∕siιi xdx.
ő (V

o
■ j e~χy dy — , 
ó o

sin x , ------- dx.

A 151. §. (2) képlete szerint pedig

0 
következőleg:

dz∕ J e~χy sin xdx =
o <

í dy_ π
J TFF~~2 ’ o

o

λ sin x π 
~2x

Ez a DmiCHLET-féle integrál. Ennek segítségével határozzuk 
meg a következő integrált:

sin¾r ,
(1)

Az x helyett —x-et írunk, lesz:
0 . 0 f sin⅛ , C si∏⅛ sin¾c —dx,

o
következőleg:

sm⅛ .—-7r- dx = 2 x2
o

sιn¾r , —5— dx.x2

Parcziális integráczióval nyerjük, hogy

Jsin2x j sin⅛
x2 x

_ sin⅛
x

2 sin x cos x , - --------- ■■-----dx x
sin2∙r < 
-^d^x>∙ ■
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Ennélfogva :

(2)

158. Az elsőfajú Euler-féle integrál.
Elsőfajú EuLER-féle integrálnak nevezzük a következő 

integrált:
i

B(p, q) = J xp~1 (1—x)q~^ldx. (p>0, g>0) (1) 
b

Ha p és q nagyobbak az egységnél, akkor integrálunk véges, 
ha kisebbek, akkor

f (χ) = rrp-1 (1—x)q~i

az x = 0, vagy x=l, vagy pedig mindkét helyen végtelenné 
lesz a szerint, a mint p, vagy q, vagy mindakettő kisebb az 
egységnél, de ekkor az integrál határai között

f(x)xi~p < 1 1—pd
illetőleg

f(rr)(l—x)*-q < 1, 1—q<Λ

tehát a 152. §. fejtegetései alapján B(p, q) mindig véges, ha 
p > 0, q > 0.

Ha integrálunkban 1—x helyett z~t Írunk, akkor nyeljük, 
hogy

i
B (p, q) = ∫ (l-c)p-izq-idz = B (q, p),

i ó
tehát

B(p, q) = B(q,p) (2)

azaz: B(p,q) p-nek és q-nak szimmetrikus függvénye. Ha a 
125. §. (6) és (8) képleteiben t helyett —α>et Írunk, akkor a 
következőket nyerjük:

qj χq~1 (l-x)Pdx-(p+q+l) J χq (l-'x)Pdx = χq (1—<r)P + 1 

(q+1) j xi (l=-x)Pdx-(p+q+,2) ∣' χq+i(l-x)Pdx = χq+1(l-x)p+1.
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Ha egyenleteinkben p és q helyett rendre p—1-et s q—1-et 
írunk s azután az integrácziót O-tól 1-ig terjedő határra képez­
zük, a következő formulákat nyerjük:

B(p,q)≈ p + q—í B ^p,

B(piq)=- B(P, q+l). (4)

Ha tehát q egész szám, akkor

fí(D jλ- (9-l)(Q-2)...lB(p,l) 
q (p+q—l)(jp+7~2) ∙ ∙ ∙ (p+1)

De
i

B(p, 1)= f^P-1dx==-, 
<∕ P

0 
tehát

β ⅛> = (p+i-l)(p+9-2)...p ' <5)

Hä p is egész szám, akkor

fí(n . (6)

Ha p és q tetszőlegesek, akkor B (p, q)-t következőképen 
határozzuk meg: A (4) képlet alapján

Már most, ha megfontoljuk, hogy B (p, q) q nagyobbodásá­
val csökken ; s ha ’

n < 7 < n ÷ 1 
hol n egész szám, akkor

B(p, n+k÷l) > B (p, q+k+1) > B(p, n+Zc+2), 

de a (3) képlet alapján :

7<(p,n + fc+2)==^i~τB(p,n + fc+l)

=(i-p+A+i)b⅛>"+*+1>>'
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tehát: . x .

"<p,''+*+υ = (ι-^ui+F∏)β^n+fr+1)'
hol 0 az egységnél, kisebb pozitív szám.

Az (5) képlet szerint:

B(p, n + *+D = ■ ("+*)(n+⅛-l)... 2 .1
{p + n+k){p+n+k~ 1) . . ,p '

így tehát a (7) egyenlet alapján :

B(p q} = i⅛⅝) (P+¾'+l)i> •. - (p+q+k} 
7√7+l)∙..(9+λ∙) ’•

(p+∏+k) (p + ∏ + A∙-1) . . . p ~ p'+7f+~⅛÷j/

Ha már most megfontoljuk, hogy

lim ____ ín > k)(rι ^ k-1) •.. (A∙+1)
A-=i0 (p÷n.÷^)(p^+∏ + λ∙-j). . ,(pψ¾∙+lj r~ b

akkor az imént talált egyenletünk alapján:

B(p, q) = lim -*li¾⅛+9+n- • (p+q+k) ,Q}
A=oe p (jp÷l) • • . (p+k) q (7÷l) . . . (<f+⅛) ' (θ)

Ha az (1) egyenletben x helyett sin2.r-t Írunk, akkor H(p q) 
a következő alakor veszi fel:

‘ 7t
2

(Λ q) — 2 J sin2ι,^1.r cos2<ι~lχdx.

Honnan látható, hogy

≡)=÷f7r> . >--' < Y (10)
a (8) képiéiből, ha p és 9 helyptt J-t Írunk, nyerjük a π meg­
határozására szolgáló WALLis-féle formulát.
. Ji*.Λedlg x hcl>'e,t ∙rr (l+a,∙)-t Írunk, akkor a B(p, o)-t 

definiáló (1) alatt levő integrál a kővetkezővé lesz:

β<i,^)=j-(i77⅛d∙r∙ (II)
0

Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 22
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159. A másodfajú Euler-féle integrál.Másodfajú EuLER-féle integrálnak nevezzük a következő integrált: 
oc∕,(∏)- I e-χxll~idx. n>() (1)oIntegrálunk véges. Ugyanis, ha az/■(.r) ∑= e-χ.r"-1függvényt x bármily kitevőjű hatványával szorozzuk a szorzat limese x — oo-nél zérus, tehát integrálunk n > 1 esetében a 151. §. fejtegetései szerint véges. Ha azonban 0 < n < 1, akkor f(ir)-nek az x — 0 hely végtelenje, ámde ekkorlirn ∕,(α,∙) .τ1-n = 1, 1—n< 1

X- ootehát a 152. §. fejtegetései értelmében integrálunk ebben az esetben is véges.Hogy Γ(n)-t meghatározhassuk, Írjunk x helyett kz-t, tehát
Γ(n) = kn f e~kzz,l-ldz.oMinthogy e~z > 1—z, z≤lkövetkezőleg: ∣∕∖∕ι) > kn J e-kzzn~idz > kn j (1—z)k∑n~idz, o oazaz:

Γ(n) > knB(π, A + l). (2)Másrészről ismeretes, hogy
ez > 1 + z,tehát

e~kz < (14 -z)~kzs ígJ’ ce 1
τf+zydz∙



A MÁSODFAJÚ EULER-FELE INTEGRÁL 351Az előbbi fejezet (11) képlete értelmében, tehát i
Γ(n), < knB(n, k—n),ha ebben a képletben k helyett ⅛+n÷l-et írunk, akkorΓ(n) < (⅛+n + l)nβ(n, ⅛÷1), azaz: Z,(n) < Zc''B (n, ⅛+l)∣l + —⅛)" (3)

A (2) és (3) egyenlőtlenségek összevetéséből következik, hogyΓ(n) = knB (n, *+l) (1 ÷ 0—t—Y ∖ Λ /tehát ∕7(n) — lim knB (n, A,+l). k= ooDe az előbbi fejezet (5) képlete alapján:
k I

B (n, k+ 1) = n(n+1) < >(n+Ä) , ennélfogva
Γ(n) = lim k'l -r—τv-—---- rrfc=0e n (∏ + 1) .. . (∏+∕f)

0<1(4)

(5)Ha a (4)-ben n helyett n—1-et írunk s azután egyenletünk mindkét oldalát megszorozzuk n—1-el, akkor a következő egyenlethez jutunk:(n—1) f(n—1) = (n—1) lim kn-iB(n-1, /r+1), de az előbbi fejezet (2) és (4) képletei alapján:
B (n—1, k±l)≈B(k+l, n-1) = B (k+1, n),tehát n^+l) ~J*m ∏) = hm ~~ B(n, Zc+l),következőleg : (n—1) Γ(n—1) = lim knB (n, ⅛+l),Jc≈= OC azaz: Γ(n) = (n-l)Γ(n-1). (6)22*



352 A MÁSODFAJÚ EULER-FÉLE INTEGRÁL.Ezen képlet alapján, ha n egész szám∕χ∏) = (71-l)! ∕7(1), de ■ ∙ ' 7,(l)=Je-⅛-1, ' ‘‘o tehát ∕7(n) = (n-1)! . (7)Továbbá
⅛!

Γ(q')Hm Aa ——7-.--—, >. ,w fc=00 7(g + l)...(7+∕c),∕γp+,7) = Hny.∙P÷<i^w-9-+π- tehát y ; v, ,⅛)⅛ - lim λj (p + 9)(p + 7+i) ∙ ∙ ∙ (p + <z + *∙)
Λp+<7) λ-Λ p(p+↑) ∙ ∙ ∙ (p + k)g(g+l). (q+ky azaz: B(P,9) = '≡>, . (8)PL Ha p —</--2, akkor .... < ■∕∏⅛, ⅛)≈√W≈^ • tehát. ■ .■ . ∣.∖ . ■ * • /’(i) =. Kff. , • »• 4 (θ)De a t .

■ f t - ∙ooΓ(⅛)=∑ I e~zz~idz — lΛr ‘ '■ -∙ ∙v ■■ ’
0

z — x2 szubstituczióval ily alakúvá lesz :
"'i-'i∙∙ ’ ■ 2 fe-^dx=vri, ' ' t , 

■ u 0tehát l ∙',- ■ i. '' . •, •' 
Ha ebben x helyett x↑^a-t Írunk, akkor a következő inte­grált nyerjük:

>⅛, <A'' 1

e~aχ2dx = —— • . √ 2kα -(H)
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160. Fresnel-féle integrálok.

A 151. fejezet (1) és (2) képletei szerint:

í e~axcos xdx = --—i,
J l÷α4
o

f ’ J
J l÷α4o

De a 153. §. fejtegetései szerint:

í‘ da
J í+<d o

Ha ez utóbbi integrálban a helyett ~ -t írunk nyerjük, hogy

C da i' a2da
J l÷α4 J , 1 ÷α4 ’

1 , oo
tehat

f d(l í‘ a2da _ 1 Γ 1-⅛Q2 .
J T÷⅛4 ~J ^T÷α4^^l J ^l+0i',α, 

0 0 0
de

l ÷α2 J1∙____ 1______ ________1_
l+a4 ~ l÷(a∕2+ I)2 ~ 1+(aK2-^!)2',∙
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tehát

∕l+α^ d(t = Fí arCtg 12+ 1 ’ + j⅛ arCtg (ö

s így
1 fri + <z2 1 πI-----—------- __ .
2J l÷a4 9 /2 (4)

Az (1), (2), (3) és (4) egyenletek egybevetéséből tehát követ­
kezik, hogy 

∞ cc

J’cosa? , f sin .r , 4 ∕^ π—— dx = ——-dx = l∕ — • (5)
∕≡ ,) Vx * 20 0

Ha ezekben az integrálokban x helyett x-t írunk, akkor 
nyerjük, hogy

oc c<o

βsin x2dx = jcos x2dx = ~ ∣∕ ~ ■ (6)

o o

Ezek a FRESNEL-féle integrálok. De, ha a FRESNEL-féle inte­
grálok felső határa véges mondjuk a, akkor meghatározásukat 
a következő két integrál meghatározására vezetjük vissza:

11 u u
M(u)= j cos (zz2—λ-) dx = cos zz2 J cos .r2d.r+sin u2 J sin x2dx, 

o oo
M 

N(u) — I si 
o

sin (zz2—x2) dx = sin zz2 J cos x2dx—cos zz2 J sin x2dx, 
o o

honnan
u

I' cos x2dx — M(zz) cos zz2+N(zz) sin zz2,
. n

u
I sin x2dx =c M(zz) sin u2-N(zz) cos zz2.

o*

áf(zz)-t és AΓ(u)-t következőképen határozzuk meg: Parcziális
integrálással találjuk, hogy
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« u
(* un+i (*

X«COS («2— X2) dx ~ —--------- —- ,τ∏ + 2 sin i u2-X2) dx
J n+1 n+lj ’o o

W t(

/2 (*xnsιn(u2- x2)dx = —x∏+2cos(ιι2-ir2)(∕x.n + 1 I 7
o o

Ha a jobboldalon még egyszer alkalmazzuk a parcziális 
integrácziót, nyerjük, hogy

í ∏ιι+l
x,lcos (u2 — x2) dx —---- ——

/ n + 1
o u

4 /*— 7-7~√V7---- ö~ α∙', + 4C0s(u2—χ2)dx,(n + lK∏ + 3),∕ v ’ '
U 0

Γ
9ι∣n+3a-« sin (u2 _ x∙2) dx = -—  — —

(n÷l)(n + 3) 
θ u

-(-n+-ι∏^5Γ.f x"+4 sin <"2-χ2>dx'
(»

Ezen alapformulák alkalmazásával könnyű belátni a követ­
kező képletek helyességét:

u n
1 COS{∏2-X2)dx= y5j (—l)r —+ jRn (7)

0 r=ü
11 11

J sill(u2-r2)⅛ = 2^ (-l)r-+ (8)

.0 /•=()
hol

i—nn+14n+1 r
Hn T^3~(4n+"3).J χ4n+4cos (w2~^2)dx

0
u(—l)n-rl4n+l

zi ~ v-5—ivτ ^7vvr χin+4 sin (u2— x2) dx.1.3... .(4n÷3) J v ’
0

Ezen maradékok mindegyikének abszolút értéke kisebb, 
mint

4/1 + I ^4n+5

1.3.. (4n + 5) ’
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mely u minden véges értéke mellett n = oo-nél zérussá lesz, 
következőleg :

u
J COS (U^zfc = £ (-l)r , (9)

<> r , r=0 ∖ , ‘

] sin(u2-a,∙2)rfx = 2y (10)
<V r⅛, l∙3,...(4r+3)

XX. EOURIER-FÉLE SOROK S INTEGRÁLOK.

161. Segédtételek.
φ (x)-et az {a, b) intervallumra vonatkozólag integrálható­

nak mondjuk, ha bármiként oszszuk is az (a. h) intervallumot 
d.ij, Jα,2, .. . , dx∣l részekre az

5=2 MJ.ι∙,∙
es az '

n
S = 2 midXi í=l

összegek, hol Mi és im függvényünknek a Jx, intervallumhoz 
tartozó maximumát, illetőleg minimumát jelölik, mindig ugyan­
azon határériekhez közelednek, ha az intervallumokat végnélkül 
kisebbítjük, azaz:

lim 2 (Λfl-m,∙) dxi = lim 2 — 0,

ha dxi intervallumban az ingadozást σ,∙-vel jelöljük. Minthogy, 
ha Jx’/ = Xi—Xf_i, akkor

riMidxi > 1 ιp (.r) dx ∙> mldxi,

tehát
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Azért ha ξ, a ∆xi intervallumnak egy tetszőleges pontja s 
kiével jelöljük a μ—f>(<⅜) különbséget, akkor

xi
j p (x) dx = p (&) ΔXi+kiΔxi, 
xi-ι

minthogy
j l'A^d j/1—c> (ςl∙)J'≤.(Ti< ,

azért

Hm ki∆xi = 0. 
í-l ∙Λ ■ . .. .

Végül kimutatjuk, hogy úgy 

b X

I p (.τ) dx, mint ∣' ρ (.r) dx 
x a

integrál x-nek folytonos függvénye, ha p(x) integrálja (a, b) 
tartományban határozott s véges. Ugyanis

b ' , x -b
I p (.r) dx = I p (.i') dx ÷ j' p (.r) dx. 

a a x , »

A jobb oldalon levő integrálok mindegyike határozott, mert 
a bal oldal is az. Következőleg:

x—í X
lim f p {x} dx — ∣'p(x) dx, ε>-()
*=0« « 

b b
lim ∫<ρ (.r) dx = f <p (x) dx. rz>>0

x+»j X
Továbbá 

x+t b b
I p (x) dx — I p (.τ) dx — } p (.τ) dx, 

a a x+í

b b x+1∣

j p (a*) dx ~ I p (.r) dp — ∣ p (.r) dx. 
x-η a a

i l ‘ ' i ' 1 • ‘ ■

Fönnebbi egyenleteink értelmében tehát
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b b x b
lim J* <p (α∙) dx = ∣'φ (ír) dx — ∫ φ (a?) dx = J <p (x) dx,

x—jj a a x

ezzel azután integráljaink folytonosságát kimutattuk.

162. Második középértéktétel.
Ha az (a, b) tartományban (a<b):
1. fp(x)-nek integrálja határozott s véges;
2. /’(ír) sohasem növekvő, vagy sohasem fogyó véges függ­

vény ;
3. f(.τ,) φ(x) integrálja szintén határozott és véges, akkor

b í b
I f (a,) φ (ír) dx = f(a ÷0) f c> (a?) dx + f\b—0) J <p (ar) dx, 

a fi i

hol ξ az (a, b) tartomány valamely pontja.
Ezt a tételt du Bois Reymond után második középértéktétel­

nek nevezzük.
Lássuk először tételünk bebizonyítását arra az esetre, mikor 

e>(it) (a, b) tartományban integrálható, akkor az előbbi fejezet 
fejtegetései alapján :

J ιp (a,) dx — φ (ς,∙) Jxí+kj4xi,
xi-l

tehát

2 <P (&) 4xiΛ 2kiJxi--- 2 f(W f<P (∙r) d'v^ (1) 
í=l í=l Í=1

hol azután xft=a, xn--b. Megfontolva, hogy
Xf b b

j <f> (jc) d<p — | <f (a?) dx — j f (a,) dx,
■^i-l xi-1 ∙li

nyerjük, hogy
u? • b

2 ∕∙(ei) J‘ l<f (íT) dx =-- ∕'(ς1) j'ff(x) dx ÷ [∕-(f2) — ∕ (⅛)] J⅛x')ote÷ • • • 
f-^'1 xi-1 a

n (’
--^f(^j<fWdx + 2[f(e1∙)-∕∙(^-ι)]jφ(∙r)^. (2)

a ,^^- α∙f-ι
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359Minthogy f — f∖ςt-Γ) különbségek egyforma előjelűek, azért ha az 

b 
I φ-∖x) dx 

xi→integrálok közül a legnagyobb értékűt M-el, a legkisebb érté­kűt pedig m-el jelöljük, akkorf(⅛-ι)] >.2∕'(⅜)— f(ςi-ι) J φ(x)dx >
xi-ι >"i2[f(ci)~Λ^-ι)]∙Megfontolva már most, hogyJ [f^i) -√‰)] = ∕∙(∈n) - ∕∙(^1), következőleg:

b2EΛci)-J<f>(x)dx = μ[f(ξn)- f(ξi)], (3)
xi-ι

M^>u^>nι.Az előbbi fejezet fejtegetései értelmében van az (a, b) tarto­mányban oly ξ érték, melyre nézve:
b

μ- J φ(x) dx, (4)tehat az (1), (2), (3) és (4) egyenleteink alapján.
i=l í=l
b b

jφ(x)dx + (/*($„) — ∕,(ς1)] jφ(x)dx 
a í ς b

— f(-l) J ^(x)d∙v + f^n) J∖,(^)dx. (5)
a zHa már most a határértékbe térünk át s megfontoljuk, hogjlim kidxi = 0, lim∕'(c1)--Λ^^θ), lim ∕,(^n) — f(l>—0),
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I I (a) <p (a) dx — f(a+ty i <p (a) dx ÷ f\b—0) f φ (a) da,

« d ía mi bebizonyítandó volt.Ha pedig <p (aj a c1, c2, c3, . . ., c„Li szinguláris pontjai révén megszűnik integrálható függvény lenni, akkor 97(a) integrálja alatt a következő szummát értjük :
.Σ jf^<p{x}dx,'-1Ci-1 + 0 •'< -hol <*0=α és c,∣=h, s a mely föltevésünk érteimében véges és határozott.Az imént kimutatott tételünk értelmében :ci-0 ii cf-()I /(a) φ (a) dx ∕*(cl∙-ι+0) j φ (a) dx 4- ∕,(cl∙—0) ∣ φ (aj dx.ci-l + 0 cf-ι + 0 4

szubstitucziót végezzük, nyerjük, hogy

Már most ha még az⅞ í’
1 <ρ (a) dx — 1 ip (a) dx — ∣ <p (a) dx∖∙-1+0 ⅛-1+<> ⅛és az Cf—0 /) b
1 φ (a) dx -= fρ.(x) dx — ∣ <p (a) dx⅛ ⅛ q-«

j f (a) \p (a) dx — f(a 4-0) f ιp (a) dx +
a a ?+ ⅜ [Λc>'+θ) — f\d—0)] I 97(a) dx cLo+ 2 [∕(cf∙-0)-f(cl∙-ι÷c)] i97(a)da. (6)í = l √

ifAz első szummában a szummácziót azért kellett csak ι=l-tol
n—1-ig kiterjeszteni, mert
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I φ (.r) dx J<p (x) dx — 0. i .
L’n~0 b— 0 ; ’ ■ ; ■ , l (Minthogy (6) egyenletünk teljesen hasonló a (2)-hoz, azért hasonló okoskodással találjuk, hogy az (a, b) tartományban van oly ξ hely, melyre, nézve:

b
I f (x) φ (x) dx =

(l∕ , ∙∙'r-
Z> . r • . . ., . . b— ∕'(α+0) J <p (x)dx + [f(b— 0) — f\a—0)] J φ(x) dx

a i
ξ b

— f∖a+0) J φ (x) dx -H f(b—0) ∣φ(x)dx,
a sa mi bebizonyítandó volt.Minthogy bizonyításunkban a és b nagyságára nézve semmi feltevést nem tettünk, azért azok végtelen nagy értéket is fel­vehetnek.

163. A második középértéktétel alkalmazása; a 
Dirichlet-féle általánosított s a Főúri er-féle kettős

' 1 integrálok, ,i
,√ . , ' ->ι ♦ i ∙ ‘ : i ■' * t , ■ ’. ■■' • ‘ * ’■A következőkben ∕-(x)-et mindig oly függvénynek tételezzük • fel, melyre alkalmazható a második középértéktétel, a vele fellépő φ(x) függvényt pedig meg kell mindig vizsgálni, hogy az adott határok között integrálja véges és határozott-e.Ezek után határozzuk meg a következő integrált

lim í ∕,(<χ) —,ΞL cιa a<x<b.
n=ca.J ' 1 a—x 

aIntegrálunkat mindenék előtt a 'követkőző két integrálra bontjuk fel :
b x b ,' ., • i ,

f-hí
a a x



362 A MÁSODIK KÖZÉPÉRTÉKTÉTEL ALKALMAZÁSA STB.Könnyű kimutatni, hogy integrálunk bármelyikére alkal­mazható a második középértéktétel. Foglalkozzunk pl. a má­sodik integrállal. Előbb bebizonyítandó, hogy
b

1. C sin n (a—a?) 1 hm I-------- '------ ,- da
ll≈ & J

Xvéges. Ugyanis n (a—.τ) = t szubstituczió alkalmazásával talál ­juk, hogy
b oclim í J⅛⅛tz⅛ da = I' sin± dt = * 

n≈∞J a—x / i 2
x ŐTehát második középértéktételünk alkalmazható, s így

bIim frw⅛⅛⅛
11 = 00 β∕ tx *^'

X

= f(x+0) lim f-s-iP-'l∣≈-≡L da +
X 

b+ f(6-0)lim f≡"IP→L<fa, n=0=t∕ a—x
shol ∕*(x+0) együtthatója — , f(b — 0)-é pedig zérus, mert n(α—x)=t szubstituczióval lesz:

lim n (b—x)

'^Ldt=Ot
n(ζ-x)mert éppen ez a feltétel arra nézve, hogyΓsin t ,, 

-Γ~dl
0értéke véges és határozott legyen. Következőleg:

b iívv, Cr∕ \ sinn (a—x) , π j,.hm /(a)-----A -—L da≈-i) f ιχ+O),
n≈ oc _/ a rU z
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hasonlóképen találjuk, hogy

1∙ Ce, , sin n (a—.τ) , π ,z hm f(a) da ≈ i,f (x—0),
n= co ty a .l £

a
következőleg:

lim (7(a)^IBA⅛r2≡lda = ^-[∕∙(χ+0) + f(x-O)]. (1)
∏ = 1p= J a

a
a<ix<Zb.

Már most, ha
F(α)≈√(α) —sin (a—x)

szintén oly függvény, melyre az (a, x) és (x, b) intervallumok­
ban külön alkalmazható a második középértéktétel, akkor, ha 
integrálunkban ∕,(α) helyett ezt a függvényt írjuk, annak meg­
fontolásával, hogy

F(x±0) = f(x±0),

a következő integrált nyerjük :

b
sin n (a—<r) 
sin (a- x) [∕7(*+0) Λ*-0)]∙2

<ι<x<t>∙

Az (1) és (2) alatt levő inlegrálokaj általánosított Dirichlet- 
tele integráloknak nevezzük.

Ha ∕,(x)-re a (—oo, ©o) intervallumban is alkalmazható a má­
sodik középértéktétel, úgy a mint föntebb láttuk, akkor

÷ oo

lim sinn (a—rr) . π r,t , λ. , hm t («)--- -⅛—- da = [∕(.τ÷0) + f(x—0)].
11 = GC f κ‰- C

-  OO

Már most, ha megfontoljuk, hogy

+ n
1 C , . , sin n (a—x)-K- I cos μ (a—x) du —------- >------- ,
2 J , a—x

—n
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következőleg :

+ O-1. (∖, , sin n (a —x) ,lιm I / (a)--------- ------ -- da =I ∕ ∖ ∕ a--------  γ
11= 00 t∕ cλ *v

--- 00

+ <X> + Cc

= ~ J f (a) da J cos μ (a—x) dμ,
--- CC — QO

∕*(α) da cos μ (a—a?) dμ = π [f(x+0) + f(x—0)]. (3)Ez a FouRiER-féle kettős integrál.
164. Fourier-féle sorok.Legyen ∕,(χ∙) —π és ÷ττ határok között véges függvény; vizs­gáljuk meg, hogy mily föltételek alatt fejezhető ki ebben a tar­tományban /'(.r) a következő sorral:

oo oo∙∕'(x) ≈-2 0'i cos 77,r ÷ 2 ^∣ι s7n nX- (1)
n=0 n=l

í i ‘ ‘ ; ■ , v1Ha egyenletünk mindkét oldalát egyszer cos nxdx-eA s egy­szer sin Z7,tγ∕.r-e] megszorozzuk s aztán integrálunk —π-tol +ft,-ig akkor, ha figyelembe veszszük, hogy a jobb oldalon a 132. §. (4), (5) és (6) képletei értelmében minden integrálunk zérus, kivéve ezeket:

n==l, 2, . . .

i ' t <. + n j + n
í* o , f l÷cos2nα, , cos2 nxdx =--- ---------dx=,π,

J J -
.".if.i ∙'^>-.'⅛4ι

- . . . ■ ■< _« -n

. '■ . + λ ,. ,. ■ + n ■ 1 ,Γ • 9 Γ 1—c°s jJ sm2 nxdx = J-----------------dx = π,
~7t —71 > < v

i .<'∙⅛∙.

a következő formulákhoz jutunk: i" '■ 1 Λ-..>

÷ 71

j f (x~) cos nxdx = fran,
— 7tj f (x) sin nxdx — πbn .

• —71

r

'T: ' (2)
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Ha pedig (1) egyenletünk mindkét oldalát megszorozzuk 
dχ-e∖ s azután integrálunk —π-tol ÷π∙-ig, akkor a következő 
formulát nyerjük:

+ λ
J√(ατ)dx = 2πα0. (3)

Ha tehát az (1) sor létezik a mondott határok között, akkor 
a (2) és (3) formulák tényleg konvergens sorunk együtthatóit 
szolgáltatják, de ha nem létezik, akkor kutatásunknak semmi 
értelme sincs.

Kutassuk tehát azokat a feltételeket, melyek mellett a (2) és 
(3) alatt fölírt együtthatókkal bíró (1) alatt levő sor létezik s 
∕(.τ)-t szolgáltatja. E végből sorunkba az együtthatók értékeit 
beírjuk s azután a nyert sor összegét képezzük.

S-el jelölvén sorunk összegét, lesz:

aj sin nada,

honnan

cos n (a—.r) da.

r

Suták : A cliflerencziál- és integrálszámítás elmélete. 23



366 FOURIER-FÉLE SOROK.honnan , 2r÷lsin —- — (a — .t)
következőleg: ∕ ∕^(a) sin (a — .r)S — — ∣im I----------- .----- ---------  da.

,'^or I 2 sin-9-(a — .τ)Legyen már most
.$■ ha ∣∖a) oly [ugguény, hogy az

. a—x/(«) —------- - re (5y2 sin --A(—∙*∙) <’>$ (∙i,, ") határok között alkalmazható a második közép­
ért éklétel, akkor a (2)"általánosított Dirichlet-∕ele integrál értel­
mében : ⅛-7Tv 1 i- Γf(a)*iπn{a—.τ) , 1 r„∙s ^"π "" Γ I j→'∙>∙--2 [Λ∙i+'>) + ∕'(.>∙-O⅛ “J 2 sin 9 -(« — ,r)mely ∕(.r)-el egyenlő, ha ∕∖.r) az .r helyen folytonos.Ha azonban .ι∙ ∏∙, akkor az (5) alatt levő függvényünk vég­telenné lesz a —7r-nel, következőleg a (4) alatt levő in égről érlékének meghatározása külön vizsgálódási követel. Bontsuk fel mindenek előtt integrálunkat a következő két részre:

Ezek másodika oly tulajdonságú, mint a 160. §-ban az a-lól .r-ig terjedő integrál, miért is értéke ∕(π-0)-al egyenlő. Az első integrálra pedig alkalmazzuk a következő sznbstitucziót :
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melynek végrehajtása után

o
f4 . 2r+1 .i sin ——- (a — .r) 

lini fl f(a)--------- _-------------da =
r-°° 1 2 sin-*-(a — x)

— 71
7t

í\f(~π÷∕J) sin 2~^ β
= liπι I------------------*----------

r=o I o . 8 1 ’J 2s,n2
0

ez pedig oly integrál, mint a 160. §-ban az x-től 6-ig terjedő, 
tehát értéke ~f (—π 4 0). Ennélfogva x~π mellett

s = y [A—7r+θ) ÷ Λπ~θ)]∙

Ugyanezt az értéket találjuk az x=—π helyen is.
Ha azonban f(x)-t csak x=0-tol .r~7√-ig terjedő tartomány­

ban akaijuk sorba fejteni, akkor ez többfele módon lehetséges. 
Képzeljünk mindenek előtt egy oly függvényt, mely O-tól 
7r^⅛ f(^)-el egyenlő, s azon felül:

<P (- -<τ) ~ <p (χ)t

tehát <p (a?) —π-tol +π-ig definiálva van s így
oc. 0c

iP α7f cos nx ÷ bll sin nx, n≈0 n=l
+ « 

πbll = j <ρ (a) sin nada.

Ha a helyett —a-t írunk, lesz:

a mi csak úgy lehetséges, ha integrálunk értéke zérus, tehát 

bn = 0.

23*
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Továbbá

2πα0 — I φ (d} da.

Ha a helyett —a-l írunk, akkor
o <>

következőleg: 
o

s így
π<ι0 —- I e> (a) da.

Hasonlóképcn találjuk, hogy

πall — 2 j φ (a) cos nada.

Már most, ha megfontoljuk, hogy O-tól π-ig ∕'(.r) egyenlő 
^(.r)-el, következőleg ∕'(a∙) számára a (0, π) intervallumban ér­
vényesek a következő egyenletek :

∕-(.r) ~<2 n∙< cos π∙τ∙
hol

τr(t(t — I ∣∖a}da, 
o

πan — 2 J /(«) cos nada.

Ha pedig ∕,(x) (0, tt) tartományban oly ^(x)-el volna egyenlő, 
melyre nézve :

0 (—x) --- —<f> (.τ),

akkor, mivel a (—π-, 7r) tartományban definiálva van, azért

φ pr) — 2 ∏n cos n.v ÷ ∕>it sin /?.r,
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π2τrα0 — J <p (a) da — 0,
n

πan = j φ (a) cos nada = 0,
— n

n=l, 2, . . .minthogy bármelyik integrálban a helyett —a-t Írván, nyerjük, hogy
+ Λ -ÍZ/=;■

— n nTovábbá + π n
πbll = fφ(a) sin nada — 2 f φ (a) sin nada,

— n ümivel, ha a helyett -a-t Írunk, nyerjük, hogy
Minthogy y(x,) a (0, τr) tartományban ∕,(x)-el egyenlő, azért (or) számára a (0, π) tartományban érvényesek a következő ormulák:

ocΛ∙τ) = 2 h∣l sin n‰ (8)
11= t

πb∣l == 2 j ∕,(α) sin nada. (9)óAz (1), (2), (3), (6), (7), (8) és (9) formulák

szubstituczióval a következő általánosabb alakot veszik fel:
zι=0

nizu an cos —- a
nπιι „ sin — a

-a<g< + ιι,
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a

2aa0 — j 95 («) da 
ő

a •.1 f ∕ > nπa j ‘ aall — 2 <p(α) cos —— da, 
J a0

n--*.l, 2, . . .

<P (?/) = bn sin ~~ ,
ii =1
a, o f , . . nπa al)ll = 2 1 φ(a) sin —— da.0

165. A Fourier-féle sorok néhány alkalmazása.1. Pl. Leg∖ren
Λ∙r)-kkönnyű meggyőződni, hogy —π-loi ÷π,-ig s a cosinus sor sze­rint (Mól π-ig nincs sorbafejtés. Ellenben a sinussor szerint (Mól π-ig van. Ugyanis

n
í* 4τrbn — 2 I sinnαdα = - - , ha 11 páratlan, 0 — 0, ha n páros,



A FOURIER-FÉLE SOROK NÉHÁNY ALKALMAZÁSA. 371tehát j _ ∙i Y sin (2∏4-l),τ π 2-1 ~2 n + l ’∕ι = 0 honnan
COyr V' sin (2n + l)x4 2-j 2n~+↑~n=0 0≤x<w. *2. Pl. Legyen /’(x) = x.A —π-tol ÷π-ig terjedő sorbafejtés alkalmával találjuk, hogy⅜ — «// — 0,

lhι = _ ∣ a sin nada =• a sin nada 
~π ()2α cos na ∖7t '2 í‘ <>- -------- τ~~—I 4-------- cos nada — (—i “ n~ ∣o n- J ' , n ■következőleg:

— π<x<,π.A O-tól τr-ig terjedő cosinus szerinti sorbafejtésnél■
αo ≈ — I aιla — 9 , ó„ __ - i , 2α 61U na i« 2 í‘ .

(ln tv I a cos ,l"da — ----- r------f --------I sin nada,π ∙' nπ o nττ Jo lγhonnan
4<i ∕, ha n naratlan,∩-7Γ ' ’. .. ~ 0, ha n páros,következőleg: r _ 4 Vλ cos(2∕ι⅛j)χ2 π 2-j (2n⅛ lj2

n -0 ’
0≤.τ∙<π,.



372 AZ INTEGRÁL DEFINICZIÓJA.3 Legyen /'(.r) = sin ax,(—π, τr) intervallumban való sorbafejtésnél:

következőleg:

¾ = a∣< = θ, , , .. 2τι sin aπbll = (-↑)n---- ---(a2—n-) 7Tkövetkezőleg: π s*n a∙r — (__ ι√1 n sin nx
2 sin aπ / ∣ «2—n2∕t = l4. Ha pedig -π<.r<π.

f(x) — cos ax.akkor fe∏ = 0,t sin aπ ao= ~τ,√~^ ’ aτa
, 2a sin aτz— (—1)" ---- ,(a2—∏2) π ’

π cos ax  1 Vλ , 1, a cos nx 2 cos«7r 2a / i «2—n-
-τt<Zx<Zπ

XXL A KOMPLEXVÁLTOZÖS FÜGGVÉNYEK 
INTEGRÁCZIÓJA.

166. Az integrál definicziója.Legyen f(z) valamely tartományban z-nek szinektikus függ­vénye. Az a-tól ü-ig terjedő tetszőleges, de önmagát nem metsző 
L görbe (37. ábra) legyen benne ebben a tartományban, ha már most L-t zx, z2, . ■ z∣ι-ι pontokkal n részre osztjuk s a

zx-a=sx, z2—zx=s2, . . ., b—z∏-ι-s∏jelöléseket használjuk, akkor, ha 0 az sl- húrhoz tartozó ív valamely pontja, a i∕⅛)∙s<∙ í=1
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összeg határértékét, midőn n = ∞ s az sl∙ mindegyike zérus 
∕,(z) a-tól b-ig terjedő integráljának nevezzük s így jelöljük :

h 
lim 2 ∕ (⅛i) «i = J f (*) dz 

a

Mindenek előtt kimutatjuk, hogy limesünk határozott érték­
hez közeledik. E végből legyen

∕,(z)== P(λ∙, y) +.iQ(Λf, y),
z = x + iy, 

tehát
f (0) — P(ír, ^r)+ iQ(sr∙, Tjr), 

χr Zr—1 — Xr~ Xp— 1 ~H' (í/r—Up— 1), 
következőleg:

f(Cr)Sr≈ P(ξr, a?r-l)—Q(fr, 7]r) (ljr— IJr-i )

+ í [Q (ír, %r) (Xr-Xr-l)+P(½r, ηr) ({∕r~ l/r-l )].

Ennélfogva:
b

J f(z) dz = J' (P(x, y) dx — Q (x, y) dy)
a (L)

+ íj (0 (∙r, .f∕) dx ÷ P(.τ, y) dy).
(í.)

Integráljaink mindegyike véges s határozott; mert mind­
egyike egyváltozós függvények integráljára vezethető vissza. 
Legyen ugyanis L görbének egyenlete

. 1,t =tehat
dy = φ'(x∖ 

ennélfogva
b x2 x
∫ f{z)dz~ J P (x, ip (ατ)) dx — [ Q (.v, <p (.τ)) <p∖χ) dx

a xι. i’1
X2

+i f Q (^, <P (^ε)) dx + ∫ P (Λ', φ (.τ)) <p∖x} dx,

ha xi és x2-nek nevezzük az a és b pontoknak megfelelő x 
koordinátákat. Integráljaink mindegyike határozott s véges, 
mert az L görbe mentén f(z) szinektikus, tehát P és Q az 
(αr1, x2) tartományban végesek s határozottak.
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167. Riemann léteié.
Ha P és Q az ω zárt tartományon belül x és y-nak folytonos 

es differencziálható függvényei és s-nek nevezzük az ω tartományt 
bezáró görbét, akkor

∂P
dx dy

Foglalkozzunk mindenekelőtt a 

I Qdv

integrállal. Az integrácziót terjeszszük ki egy oly végtelen kis 
ABCD parallelogramm (38. ábra) σ kerületére, melynek egyik 
oldala Ali — <∕.υ, a másik pedig BC—dy. Az integráczió iránya 
legyen az ábrában megjelölt irány, tehát

I Qdx — j (λ∕.r ÷ J Qdx + J Qdx ÷ j Qdx.
(σ) (Aß) (ÍIC) (CD) (DA)

De a BC és DA vonalak mentén dx = 0, tehát

Fn néllbgva
.U√

azaz .
(<>) (.iß) (CD)

x + dx

Hasonlőképen találjuk, hogy

í Pdι∣— dxdy.
I , ux 7

következőleg :



A CAUCHY-FÉLE INTEGRÁLTÉTEL. 375Ha már most az ω tartomány összes dxdy elemeinek kerü­letére kiterjesztjük integrálunkat az ábrában megjelölt irány­ban, s az így nyert integrálokat összeadjuk az összegben min­den elemi vonaldarabra vonatkoztatott integrál, kivéve azokat, melyek ω határvonalának is részéi képezik, kétszer fordul elő ellenkező előjellel: összegük tehát zérus lesz s így megmarad az s-re vonatkoztatott integrál, tehátí z Dj zu ∖ Γ í ∂P d(j\ . j .τj (Pdy+ Qdx} = J dxdy, (Ij
(S) (ω)a mi bebizonyítandó volt. Ezen tétel alapján aztán rögtön belátható, hogy

∕ (Pdx—Qdy) = -∣ (~~ + dxdy. (II
(s) (<u)

168. A Cauchy-féle integráltétel.A 1(53. §-ban tárgyaltak szerint, ha/V) = P + Qi, akkor I ∣'{z)dz- I (Pdx—Qdy)±i ∣ (Qdx+ Pdy).Ha /'(c) az s-el bezárt ω tartományban szinektikus. akkor az előbbi fejezet (I) és (II) képletei alapján:

Ámde a szinektikus függvényekre nézve
2P _ <‰.0 
dy ax 
∂x dy következőleg.
∫∕√)Λ=I).

U)
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Ez a Cauchy-féle integráltétel, melyet szavakban így fogal­
mazhatunk : ha f (z) valamely zárt görbe bezárta területen szi- 
nektikus, akkor a zárt görbére vonatkoztatott integrálja zérus.

Ha tehát /‘(z)-nek a-tól b-ig terjedő integrálját képezzük, 
akkor mindegy akár az a-t a b-vel összekötő s1, akár az s2 
görbén át történik az integrálás, feltéve természetesen, hogy 
az s1 és s2 görbék alkotottá zárt görbe bezárta területen f(?) 
szinektikus marad. Ugyanis, ha a 39. ábrában megjelölt nyíl 
irányában történik az integráczió, akkor

J7(z)dz = J7(z)* + J7(z)* = o,
(S1+C>) (S1) (S2)

ha a jobboldal második integráljában az integráczió irányál 
megváltoztatjuk, akkor jele ellenkezővé lesz, tehát

J7(z)dz = J7(z)⅛
(s1) (s2)

hol mindkettő az a-tól b-ig terjedő integrált szolgáltatja, csak­
hogy az egyik s1, a másik pedig s2 görbe mentén.

Ha azonban oly s zárt görbén történik az integrálás, melyen 
belül a függvénynek van egy szinguláris helye, akkor a szin­
guláris helyet végtelen kis sl zárt görbével veszszük körül, s 
ennek valamely pontját összekötjük / egyenessel s tetszőleges 
pontjával, azután az ∕, s1, Z, s görbéken rendre oly irányban 
integrálunk (49. ábra), hogy az s és s1 görbék között levő tér 
az integráczió irányától balra legyen, ezáltal az ls1ls oly 
zártgörbét szolgáltat, melyen belül f(z)-nek nincs szinguláris 
helye, tehát erre a zárt görbére kiterjesztett integrál zérus, 
minthogy pedig ebben az integrálban az l-re vonatkozó integrál 
kétszer fordul elő ellenkező előjellel, azért marad

j'f^dz + j f\z) dz--= 0.
(s) (si)

Ha már most az s1-re vonatkozó integrálban az integráczió 
irányát megváltoztatjuk, úgy hogy az integráczió irányától 
balra eső terület az sl bezárta végtelen kis terület legyen, akkor 
integrálunk ellenkező előjelűvé lesz, s így
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Ha pedig az s bezárta térben a függvénynek n szinguláris 
pontja 01,02,...,0n van, s mindegyiket végtelen kis s1, 
s2, . . . , ⅛ zárt görbével veszszük körül, akkor

j‘ f '(z) dz =≈ ∫ f (z) dz + f / (z) dz + • • • + j f (z) dz,
(s) (sl) (s2) (Sn)

hol minden egyes integrálban az integráczió irányától balra 
eső terület éppen az integráczió görbéjétől bezárt terület.

Pl. Ha φ(z) az s bezárta tartományban szinektikus, akkor, 
ha a c>(z)-nek nem zérus helye, akkor

yjj≤L 

z- a

a z — a helyen végtelen, ha tehát a hely az .$ bezárta tarto­
mányban van és s1 az a-t bezáró végtelen kis sugarú kör, akkor

A 41. ábra szerint:

z— a = r ( cos φ+i sin φ).

Minthogy s1 végtelen kis sugarú kör, azért

dz = ir (cos c?+i sin c>) dφ = i (z—α) dφ, 
tehát

2«
f dz . f , o.I------ = i I de = 2ιπ,J z—a J ‘

(S|) o
következőleg:

P ~

(s)



378 A SZINEKTIKUS FÜGGVÉNYEK SORBAFEJTESE STB.honnan
általában J-⅛⅛ * = *⅛ 

(s)Γ / — 2iπφf"i(a)
J (z—α)n+1 Z “ li\

(s)

169. A szinektikus függvények sorbafejtése értel­mezési tartományuk valamely helye körül irható körben. Cauchy tétele.Valamely f(z) függvénynek z—a pozitív egész hatványai szerint történő sorbafejtésére nézve Cauchy* a következő tételt állapította meg :Ha /(z) az a pont körül irható R sugarú körben szinektikus, 
akkor z-a-nak oly pozitív egész kitevőjű hatványai szerint 
menő sorba fejthető, mely az R sugarú kör minden helyén kon­
vergens.Rajzoljunk az R sugarú körbe (42. ábra) egy konczentrikus 
r sugarú kört s legyen z ezen kör valamely pontja, tehátI z—a ∣ — p < r < R.Ha már most /-vei jelöljük az r sugarú kör pontjait és s-el kerületét, akkor az előbbi fejezetben megállapított tétel értel­mében !

Exercices d’Analyse et de Physique Mathematique, t. II. 1832,



A SZINEKTIKUS FÜGGVÉNYEK SORBAFE.ITÉSE STB. 379következőleg:∕-(z) = -X-1 di _|_ 2∑ziL ({t______
m , 2iπJ t~a π+ 2πi J (t-apa'+ +

(s) (s)+ .⅛→, f _£(<)_ dt + _1_ Π1'L ∕2→∖"+'dl 
2πi J (/—α)'l+1 αl 2⅛J t-z .∖t-a )

(s) sHonnan az előbbi fejezet fejtegetései alapjánΛ*) = ∕^(α) + (z-α) f(α)+ ∙ ∙ ∙ ++ (l_a)„ Λ⅛⅛ + 1 (±±f'd,
n ! 2zr J t—z \ t—a I

s: > , ■ _ . . , ’ ....Vizsgáljuk már most meg a maradék tag abszolút értékéi.
I z—a I — ∕>, I t—a I — /•,

11 — z I ≥ r—f).Legyen továbbá
/—a — r (cos φ + i sin φ} — rei,p,tehál

dt — i (t—α) dφ.Következőleg, ha M-el jelöljük ∣f(t)∣ legnagyobb értékéi az 
r sugarú kör kerületén, akkor 

mely limn=oo-nél zérus, mert /> < i\ mivel R—r minden kép­zelhető kicsiny számnál kisebb lehet, azért a maradék tagra vonatkozó tételünknél fogva:
n =0
\z-a \<Ra mi bebizonyítandó volt.
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170. A függvények sorbafejtése körgyűrűben. 
Laurent-féle tétel.

∕,(z)-nek valamely körgyűrűben való sorbafejtésére Laurenti' 
a Comptes Rendus XVII. kötetében 1843-ban a következő tételtt 
mutatta ki :

Ha f\z) az a pont körül írható R > R' sugarú körök meg­
határozta körgyűrűben szinektikus, akkor z—a-nak oly pozitív) 
és negatív hatványai szerint menő sorba fejthető, mely a kör­
gyűrű minden helyén konvergens.

Rajzoljunk a körgyűrűbe a pont körül két r > r' sugarúi 
konczentrikus kört, tehát

R>r>r'>R'.

Ha továbbá z az r és r' körök meghatározta körgyűrűnek; 
valamely pontja, akkor

r > i z—a I > r'.

Jelöljük az r és r' körök pontjait t és v, kerületeit pedig; 
s és s' betűkkel. Akkor, ha az integrácziót a 43. ábrában meg­
jelölt irányban végezzük:

∏ \ 1 f /(0 M í‘ ∕,(i,) Λf∖z) = -θ.- — dt — dv.2ιπ J t—z J v—z
(s) (s')

Ugyanis az s és s' körök határolta körgyűrűben van a szin­
guláris pont z; tehát az integrácziót mindig oly irányba kell 
végezni, hogy az integráczió irányától balra legyen az inte­
gráczió területe, s mivel az s'-re vonatkozó integráczió irányát 
ellenkezővé változtattuk, azért kellett az erre vonatkozó inte­
grált is negativ előjellel venni.

Az előbbi fejezet fejtegetései értelmében .
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1 υ—a ∕p-α∖'l / v—a ∖n + 1 Λ p—a

z—a \z-a ) \ z—a / * \ z—ale hát

Ha |;—<7∣-t megint ∕>-val jelöljük, akkorI Z— υ i ≥. io-r's ha , ∕(p)∣-nek a r' kör kerületén a legnagyobb értékét M'-e∖ jelöljük, akkor az előbbi fejezet fejtegetéseihez hasonló módon találjuk, hogy maradéktagunk kisebb, mint
M'

mely limn —oo-nél zérus, mert r' < />, tehát
1 C ft<>) / V' 2⅛ J z dυ^(b n=1„ - l≈→l>R'kove’kezoieg :

/ (-) — ⅜ιιn (z-a)'t + ιfn (z-a)~n,
11=0 n = lR > 1 z — a j> R'a mi bebizonyítandó volt.Fönlebbi fejtegetéseink értelmében

-----≈ ιd<p, t—aSuták. A dirterencziál- és integrálszámítás elmélete.
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tehát tln

ő

ha ∖f(t)∖ legnagyobb értékét, melyet a körgyűrűben felvesz 
M-el jelöljük, akkor egyenletünk értelmében

I ⅝ I < Μ.

Ha már most (z—a)∙'f(z), vagy (z-a)-«ftx) függvényekre 
alkalmazzuk ezt a tételt, akkor

I pn I < I z—a \"M
I ull I < I z—a ∖~nM.

Minthogy ezek az egyenlőtlenségek a körgyűrű minden helyére 
érvényesek, azért

I υn I < R'nM
I ιιn I < R-"M.

Megállapítottuk tehát a következő tételt: Az a pont körül 
rajzolt R'<R sugarú körök definiálta körgyűrűben szinektikus 
f(z) ily alakban állítható elő:

f(z} = 3 ιιn (z—a)" + 2 υll {z-a)~"
n=0 ji=l

hol
∖ull∖<R-nM, ∖υn∖<R'"M,

ha M I f{z) \-nek legnagyobb értéke, melyet a körgyűrűben felvesz.

171. A Cauchy és Méray-Weierstrass-féle függvény­
elmélet összeegyeztetése.

Láttuk, hogyan jutott el Cauchy a szinektikus függvények 
fogalmához, jóllehet azok analitikai alakjával nem ismerked­
tünk meg. Láttunk végtelen sorok által definiált függvényeket, 
melyek a konvergenczia területén szintén szinektikus függ­
vények. Ezen végtelen sorok által adott függvényalakok tanul­
mányozása képezi alapját a MÉRAY-WEiERSTRASS-féle függvény­
elméletnek, csakhogy míg az előbbi olotrop, addig az utóbbi ana-
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litikai függvényeknek nevezi őket. Az előbbi fejezetek azonban meggyőztek bennünket arról, hogy Cauchy szinektikus függ­vényei, a függvény értelmezési tartományának mindazon helyein, melyeken szinektikus marad egész kitevőjű hatványokkal biró végtelen sorba fejthető, következőleg Cauchy szinektikus függ­
vényei is megegyeznek Méray olotrop és Weierstrass analitikai függvényeivel. Ez azután az a lényeges pont, mely a kétféle függvényehnélet között látszólag felmerülő nagy különbségeket, csak a módszerbeli eltérésekre redukálja.

172. A Cauchy-féle integrál.Legyen φ (r) az s zárt görbe területén szinektikus; meg­határozandó a következő integrál:
Ha z = a az f(z)-nek m-szeres zérus helye, akkor f(z) ilyen alakú:

fiz) = (z—a)mfi(z), tehát
f∖z) = m iz--a)m-η∖(z)+{z-a)^f[iz), s >gy /V) _ m /?(£)_

f{z) z—a fi(z) *tehát az a pontot bezáró végtelen kis c görbére nézveI te) γ,' 2' dz ---. m I X~~-- dz + í <p (z) -⅛H dz.
J I txJ .∕ ∙z —(l J ∣ι∖z)

(c) (<•) (c)A második integrálunk zérus, az első szintén zérus, ha z=-a φ(Z)-nek zérus helye, ellenben 2m~iφ(a)∙, általában tehát mond­hatjuk. hogy
hol <p (a) -- 0-al, az integrál is azzá lesz.Ha pedig z — a az f(z)-nek n-szeres végtelenje, akkor 

fiz) . (z-a)-,,∣)(z). 24*



384∙ AZ ALGEBRA alaptétele.f(z) = - n (z-α)-n-¼(z)÷(z-α)-'<i(z),Γ(0  _____ « , ∕1(*)f(2) z- a ∣∖(z) >tehát az a pontot bezáró végtelen kis c görbére nézve:J φ ® f(z) 2nπiφ

Már most, ha α1,α2,...,αj∙ az s bezárta térben /‘(z)-nek 
in ∕n2, ∙∙∙, ∕nj-szeres zérus helyei, a1, a2, .. . , a∕c pedig ni, 
n2,..., njc-szoros végtelenjei, akkor

j k 'j φ (z) dz = 2iπ y5. mrφ (ar)~2iπ nrφ (ar).

(.s) r=l r=lEz a CAUCHY-féle integrál. Abban a különös esetben, midőn ip(z)= 1,

173. Az algebra alaptétele.Ha ∕*(z) n-edí'okú raczionális egész függvény, tehát
I (z) — Zh-∣- aiZn~* + — + dll- 1Z+ (In , akkor /■'(z) nzlt~1+(n—1) α1zn~2-⅜------ l-fln-if(z) ^~ zn + a1zn~1-l------Pαn-ιz+αnHa I z I végtelen nagy, akkorr Γ (∙ε) r n hm f= hm — • ∣≡l=∞ / (-) hl=« ’Ennél lógva végtelen nagysugarú C körre nézve



STOKES TÉTELE. 385A mi az előző fejezetben megállapított CAucHY-féle integrál alapján azt mondja ki, hogy
∕*ω--=o

n-edfokú algebrai egyenletnek n gyöke van.

> \

XXII. VONALOS-, FELÜLETI ÉS TÉRFOGATI
INTEGRÁLOK.174. Stokes tétele.Ha az s görbével határolt ω felületet a, v orthogonális vonal­rendszerrel végtelen kis derékszögű parallelogram mokra oszt­juk s azután mindegyikre alkalmazzuk a RiEMANN≡fele tétel levezetése alkalmával használt eljárást s azután az egyes elemi integrálokat összeadjuk, nyerjük, hogy

f∕⅛
J \ ÖU

(ω)

dudυ — ∫ (Pdu + Qdv).
(s')

(1)

Az ω felület valamely pontjának koordinátái legyenekx = o?(u, a), y = y(u,υ∖ Z=z(ιι,ι>)-.tehát
, dx , dx ,dx = -x— du H—dn, Oll du ’

dy — -⅛- du -1- ~ - du, (2)
3 du du

dz . dz ,dz — -75- du 4- du.du dl)Ha a du és du vonalelemek irányeosinusait ai,βi,r↑, illető­leg «2, ‰ Γ2-vel jelöljük, akkor
i o x _ idχ dy_ dz \ a∖ιd∖ιT∖) y βll ’ gu ’ ffu J 
i a \ — idx ay 9z \ (¾,^25r2)-l , dv d-υ∖
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Melyek között a következő relácziók vannak:

+ + = ⅛ + +
α1α2 + βiβ2 4- τ'1}'2 = 0. l

Ezen relácziókra való tekintettel a (2) alatt levő egyenletek­
ből nyerjük, hogy

. dx . dy . dz ,du — dx + dy + —- dz,, du du y du ,
. dx du dz ,du = - -r dx + —dy + —— dz.du du j du

Ha már most
*=⅛÷⅛Q∙

y=⅛p+⅛o>
z=4⅛-p÷2ξq

du du v
akkor

P=⅜Λ + ⅛y+⅛4 
du du du ,

Q=*lχ+⅛-Y+^Z, 
du du du

és
Pdu + Qdu = Xdx + Ydy + Zdz.

Továbbá
dQ = dx / dx dx_.dX_dy_ dX dz \
du du \ dx du dy du + dz du /

x ⅛ /22 2ξ∣ 22 ⅛ . 22 dz \
du \ dx du dy du dz du /
dz / dZ dx dZ dy dZ dz \
du \ dx du dy du dz du /

i °2χ x i _22_ y i d2z 7
dudu x dudu dudu ’

22_ = 2l /22 2ξ + 22 2l 22 dz \
du du \ dx du dy du ' 0 0 /

4_ ⅛ /22 dx (7y ⅜ l dY dz \
du \ dx du ^*~ dy du ^4^ dz du/
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dz !dZdx_ μ dZ dy + dZ dz ∖
Hu ∖ ∂x ∂v dy dυ ' dz ∂υ ∕

, X 4 J⅛ y 4- <μz z. 
du∂ι> ∂ιι∂υ dll∂vA diflerencziálásnál feltételeztük, hogy x, y, z-nek az u, v szerint vett differencziálhányadosaik képzésénél a difTeren- cziálás sorrendje közömbös. Két utóbbi egyenletünkből nyer­jük, hogy

du dυ ∖∂y dz ∕ d (u, ι>) \ dz dx / d (u, v)∕ <?y gχ∖ d^x'∖ dx dy ∕ d (u, u)Ha már most a dudv felületelem normálisának iránycosi- nusait /, ni, n-el jelöljük, akkor miként ismeretes:

ldιιdυ = dydz, mdudυ = dxdz, ndudυ — dxdy.

“ β2r2
d (y, z)

m = 1 Γ2¾n — 1 α,^, 1 «/2 továbbá II II 1 <⅛>l ¾J î>∣ ≈ ∣¾ « 1 H x-^H 1
Következőleg az (1), (6), (7) és ezen utóbbi egyenletek alapján:J (Xdx +Ydy+Zdz} (s)≡- 3∏ 1 I , Vz-) dydz +

i dxi dz
∂Z∖, . l —— dxdz+ dx /

. dx w) dxdy}Ez Sτoκεs-nak a fizikai kutatásokban tétele (Smith's Price Examination. 1854.). nagy szerepet játszó
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175. A felületi és térfogati integrál közölt levő 
összefüggés.

Ha ω zárt felület valamely elemének, dω normálisának irány- 
cosinusai /, zn, /?, akkor az

I {IP + ∕zzQ + nP) dω — f {Pdydz+ Qdxdz+Pdxdι∕) 
<<") (ω) .

integrált felületi integrálnak nevezzük. Kimutatjuk a követ­
kező tételt:

Ha az ω bezárta τ térben, P, (), P rendre az a*, y, z szerint 
differencziálhatók s ezek a difl'erencziádhányadósak is folytono­
sak, akkor

dP_ 
dx

(r)

Foglalkozzunk előbb az

f Pdydz

integrállal. Felületünk normálisának irányát számítsuk befelé 
pozitívnak; mivel felületünk zárt, azért egy az x tengelylyel 
párhuzamos egyenes annyiszor lép be a felületbe, mint ki ; 
jelöljük a belépési helyeket χ∙l, ;r3, .r5, . . .-el, a kilépési helye­
ket .τ2, .τ4, a⅞, . . .-al, P-nek ezen helyekhez tartozó értékeit 
pedig P1, P>, ■ . .-vei. De a kilépési helyeken a normálist éppen 
ellenkező irányba veszszük pozitívnak, t. i. visszafelé a felületbe, 
mint a belépési helyeken, azért ennek a 180o-nyi eltérésnek 
megfelelőleg a kifelé pozitív előjellel számított iránycosinusok 
negativ előjellel veendők s így

' > ’

fPldω - f Pdxdy = J (P1-P2+ P3-P4 - • • •) dxdy.
(<’>) , (<») (w)

de föltevésünk értelmében :



GREEN-FÉLE TÉTEL. 380

⅞-Λ = ->/

következőleg:

f „, , C ΛP . . , f dP , ) Paxdy = — ) — dxdydz = —J d-
(«>) (r) (t)

Hasonló képleteket Írhatunk fel Q-ra és R-re, mely egyen­
letekből aztán következik tételünk helyessége.

176. Green-féle tétéi.

Az előbbi fejezet (I) alatt levő képletben végezzük a követ­
kező szubstitucziót:

r dx dy ' dz ’
következőleg:

in, , n i í i (,<P , ∂φ∖IP+mQ+nR — d> I -i- m —g n -÷- .\ dx ∂y dz /

Ha az ω felület x, y, z pontjához tartozó normálisnak a 
felülettől dn távolságban befelé levő pontjának koordinátái 
x+dχ, y+dy, z+dz, akkor erre a pontra vonatkoztatott függ­
vény növekmény

de

tehát

⅛=⅛.d.r+⅛⅛+-⅛*,

dx . dy dz
dn , dn dn

-⅛- - ∕ ⅛ -μ 4 ni ---- r m -5---- h ndn dx dy dz
d(pdn nevezzük γ n irányú differencziálhányádosának, mely­

nek bevezetésével:
ÍP+mQ+nR — ó •r dn



390 GREEN-FÉLE TÉTEL.Továbbá
d2ιp , d2ιp∖ 

ι dx2 dy2 dz2 /

dP . dQ_ dR =
dx r dy ^1 dz

dp dip ι dp dip 
dx dx ' dy dy

dp dφ 
^∂Γ~dzEnnélfogva az előbbi fejezet (I) alatt levő egyenlete alapján:

/* , dip , Γ , ∕ d2ιp d2ιp d2<p \ .p -÷- dω = - p -√y + -y4 + -⅛ dτ —J γ dn J ∖ dx2 dlJ~ /(ω) (r)_ Γ∕⅛ -⅛L 4- ⅛ ⅛ + ⅛ ⅛∖ dτ.
J \ dx dx dy dy ' dz dz /(r) (1)

Ez a GuEEN-féle tétel.Ha ≠ = 1, akkor
f dv . f ∕ d2<β d2ιp ι d2ιp \J 'dn^ dω~~J ∖⅛^ + dlj2 + dz2)(ω) t

dτ. (2)
Továbbá az (1) alapján

(<o)
(r)

— dω = — 92 -ξ-y- -j
n J \ dx2(«)
∕,*∕ dp dip ι dp dipI ∖5x dy dy dy

d2ψ ι (Pip_ 
dz2ŐI/2

dip dip ∖ 
dz dz /’ (3)

az (1) és (3) alapján pedig
∂2ιp d2ιp ∖
dy2 dz2 i

r I d2p d2p
J ∖ dx2 1 dy2(τ)

d2p ∖ 
dz1 ∕

dτ —

dτ. (4)
Végül megjegyezzük, hogy az előbbi fejezetben P, Q és 2?-re vonatkozó föltevéseink alapján a τ térben nemcsak ip és ^-nek hanem mindazon diíferencziálhányadosaiknak is folytonosak­nak keli lenni, melyek egyenleteinkben előfordulnak.
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177. A Green-féle tétel alkalmazása, Gauss-féle 
formulák.

Legyen

r = ↑f(x—α)2+(z∕—fc)2 + (z—c)2.

Ha az (a, b, c) pont az ω felületen kívül van, akkor γ a τ 
tér minden pontjában folytonos és dilTerencziálható, és pedig

j⅜ ___ i o d≥zfzλ2-
∂x2 ri ^τ^ r5 ’
-⅛ — _ JL _l a (y—q)2
∂y2 r3 r5 ’

' ⅛ =____ £ , 3 (*—a)2

∂z2 rs r5 ’
következőleg

∂2<P , ∂2<P , ∂⅜ _0
dx2 ^r ∂ιj2 ∂z2 ~ ’

tehát az előbbi fejezet (2) egyenlete alapján :

f
Jτn~d", = 0∙ (1)

(ω)

Ennek a formulának még más alakot is adhatunk. Ugyanis
a 44. ábrából világosan látható, hogy

. 1
r  I dr _____ cos (r, n)

dn r2 dn r2 ’

ha (r, n)-el jelöljük azt a szöget, melyet r alkot a befelé szá­
mított normálissal. Az (l) egyenlet más alakja tehát

f cos (r,n)
I ----- γ>—- dω ≈ θ∙ (2)

(ω)

Ha pedig az (a, b, c) pont az ω felületen belül van, akkor
vegyük körül egy végtelen kis sugarú ωl gömbbel, melynek
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czentruma maga az (a, ő, c) pont. Az ω és ω1 felületek hatá­
rolta térben nincsen szinguláris pont, tehát

∕∙. ι r 7 1I d -~ id —
I — dω + I —.— <∕ω1=0, J dn J dn 1 ’

(ω) (ω,)

hol mindkét integrálban az ω és ω1 határolta térrészbe befelé 
számítjuk a normálisokat pozitívnek. Változtassuk meg máso­
dik integrálunkban a normális irányát, ez által integrálunk 
ellenkező előjelűvé lesz s így

/• , 1 7 1IId—
I —}— dω — I —i— (/it/,.J dn J dn 1

(ω) (ιu1)
Láttuk, hogy

, 1Cí--- z ,i, cos (r, ii) 
dn ^ r-

De az ωi végtelen kis gömb, melynek czentrumában van 
az (a, b, c) pont s mivel az ω1-re vonatkozó integrálban a nor­
málist is befelé számítjuk, tehát 

cos (r, zj) — 1,

A (2) és (4) formulákat GAUss-féle formuláknak nevezzük.
Lássuk még az előbbi fejezet (4) képletének az alkalmazá­

sát. Ha és eleget tesznek a
∂2u ι ∂2u∙ ∂2n
^∂x2 + ~∂ιj2 + ~
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egyenletnek, akkor

dn 0.
(ω)

Már most, ha
1

s az (a, b, c) pont a felületen kívül ván, akkor

∕ , 1 . c/ -| / 1 tiφ „ 1'
J \ r dn dn

(ω)

dω = 0.

Ha pedig az (a, b, c) pont a felületen 
a föntebbi jelentést tulajdonítva az 
módszerével találjuk, hogy

belül 
imént

van, akkor ω1-nek 
végzett kutatások

,í>
dn

1 dφ 
r dn dn

d 4 T" d∞l
(<o)

az ω1-re vonatkozó integrálban

dn
1 
r2’

s ha az egységsugarú gömb felületelemét <∕σ-val jelöljük, akkor

dω1 = ridσ,
tehát

J(τ ⅛ - ⅛-) dω' = f(r ⅛ - φ) llσ∙
(α>1) (ω.)

ámde
lim f r-^-dσ-0, 
r=o J dn

ω1

lim I φdσ — ⅛πφ (a, b, c),
r=0 ./
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következőleg:

í / 1 dφ 
J ∖ r tá? (<»)

ip drT. dω = 4πφ (a, b, c). (5>)

Ezen fejezet formulái az elméleti fizikában játszanak kivát- 
lóan nagy szerepet.

XXIII. AZ INTEGRÁLSZÁMÍTÁS ALKALMAZÁSA
A KÖR NÉGYSZÖGESÍTÉSI PROBLÉMÁJÁNAK 

MEGOLDÁSÁRA.

178. Az e szám transzczendens voltának bebizo­
nyítása.

Hermite mutatta ki először, hogy e nem lehet semmiféléé 
algebrai egyenletnek a gyöke. A következő egyszerű bizonyításs 
HüRwiTz-tól ered.

Parcziális integrálással nyerjük, hogy

J e~x fW dx = — e-χ f(x) + y e-x dx> 
√ 

következőleg:
X X

f e~x f(x) dx ~ — e~x f(x) + f(0) + f e-χ f'(x) dx. ■ 
ő d

Ha f(x\ raczionális egész függvény, akkor ezen formula több­
szörös alkalmazásával nyerjük, hogy

X

je-χt(x)dx = -e-χF(xy) + Fφl (1)
o

hol
F(x) = f(x} + f (,r) + f"(χ) +...

Az (1) alatt leyő egyenletünkből nyerjük, hogy
X

F(0) ex '= F(,τ) 4- ex j e~x f(x) dx. (2)
o
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395Ha e eleget tenne valamely n-ed fokú egész számú együtt­hatókkal bíró algebrai egyenletnek, akkor teljesülne a követ­kező reláczió. α0en+α1eπ~14----- ⅛αn-ιe÷α∏=O,hol α0, α1, • ■ raczionális egész számok. Ha már most a (2) egyenletünkben x helyett rendre n-et, n—l et, . . ., 1-et 0-1 Írunk s az így nyert egyenleteket α0, α1, ∙ ∙ ∙, on-ι, a∏-el szor­zottal! összeadjuk, akkor a következő reláczióhoz jutunk2 απ-rF(r) ÷ 2 all-rer j e~x f\x) dx = 0. r=n r~n o (3) '

Legyen már mostf(x) = -(p~z⅛jT <rP-1 1)p∙ * ∙(x~n)p,hol p törzsszám. Ha már most f(x)-t x hatványai szerint ren­dezzük, nyerjük, hogy∕∙(X) = -JL—-[ArP-ι+∕taP+.∙∙], (4)hol A, B egész számok ; p-t megválaszthatjuk oly nagynak, hogy A ne legyen osztható p-vel. (4) egyenletünkből különben köny- nyen látható, hogyf(0)=0, f(0), pP-2)(0) = 0.∕∙(P-D(α).== A, ∕,(P> (0) = pB, ...tehátF(0) = ∕,(0) + f (0) + ∕,"(0)+∙∙ ≡=A÷pB+p (p +1) C+ • • •,honnan látható, hogy F(0) p-vel nem osztható egész szám.Ha pedig f(x)-t (x—r) hatványai szerint rendezzük (0<r<7i), akkor f(x) = -p-⅛ [Br(.r-r>+C(.r-r)∣'+< + ∙∙-],hol Br, Cl∙, • • • egész számok. Miként F(0), úgy F(r) számára is találjuk, hogv
F{r) = Brp + Crp(p + 1) +•••Tehát F(r) p-vel osztható egész szám, már most ha p-t oly nagynak választjuk, hogy ∏∏ vele osztható ne legyen, akkoi
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0
al,-rF(ry) =^aaF(n) + aiF(n-1) ∏---- + α,l-ιF(l) + an F(0)r=jι

okvetetlenül zérustól különböző p-vel nem osztható egész szám. 
Ámde a (3) egyenletben előforduló integrálok bármelyikében

- 'I •'■
i √∙∕ \ i 1 . n(n+i)p-le~x f(x) < 1 - ∏p-i∏p∏p = ... = 2Í---- _-,

íp—1) * (p—1) b ’
következőleg:

I £ α,,-re'∙ ∫FfW dx j < £ I a„_,I rer.

r=n 0 r=n

De ha a véges szám, akkor

αx a
{x-∖)! ~ 12 x—1

a a a

x—oo-nél zérus, következőleg föntebbi kifejezésünk is p meg- 
növesztésével kisebbé tehető, mint minden képzelhető kicsiny 
szám. így tehát (3) egyenletünkben volna egy zérustól külön­
böző egész szám s egy abszolút értékre nézve végtelen kis szám 
összege, melynek zérusnak kellene lenni, a mi lehetetlen, kö­
vetkezőleg az a föltevésünk, hogy e eleget tesz egy n-ed fokú 
algebrai egyenletnek nem helyes s így e transzczendens szám.

179. ti transzczendens voltának bebizonyítása.
Ha π algebrai szám, akkor πi is az, tehát van oly

φ (x) = 0
n-ed fokú egész számú együtthatókkal bíró algebrai egyenlet, 
melynek gyökei között πz előfordul, ha tehát

(x) = a (x—β) (x—⅞).. .(x-^l) = o

s Ä’ ∕⅞, • • •? ßn között 7TZ is előfordul, akkor az

eπi +1=0 
egyenlet következtében:

,(eΛ. + l)(e^+l)...(e^+l) = 0.



π TRANSZ( ZENDENS VOLTÁNAK BEBIZONYÍTÁSA. 39'Föltételezhetjük, hogy a 1⅞-tiιk közölt nincs zérustól külön­böző, ennélfogva a szorzás végrehajtása után a következő egyen­letet nyerjük: 1 + e«i + eu⅛ -I----- h e°rn = 0, (2)hol az a-ák β∖, l¾ ’ • • •’ ßn-nek összes lehetséges lineáris össze­tételei; az a-ák szimmetrikus egész függvényei, szimmetri­kus egész függvényei /9-áknak is, tehát raczionális számok és pedig raczionális törtszámok, ha az (l)-ben α≠l. De aa1, . . ., 
aam szimmetrikus egész függvényei, szimmetrikus egész függ­vényei az aβi, aβ2, . . ., α∕5,1-nek is, tehát raczionális egész szá­mok, mert kifejezhetők(.v-α∕i1) (x—α∕¾) • ∙ ∙ (#—aβn) = 0 egyenlet együtthatóival, melyek raczionális egész számok s a mely egyenletet áz (l)-ből úgy nyerjük, ha x helyett egyszerűen -t Írunk.Ha az előbbi fejezet (2) egyenletében x helyett rendre 0, α1, a9, . . ., a,n-t Írunk s a nyert egyenleteket összeadjuk, akkor a következőhöz jutunk:

yιF(ar) + j⅛ e“r ∖'e-χf(x)dx = 0, (3)r=0 r=l (/hol α0 alatt zérust kell érteni.Legyen már mostf (χ) = χP-ι (x—ajp.. .(x-am)P, (4)' (p—1) emelyben, ha x helyett α1-et Írunk, még akkor is minden a összekapcsolható egy a-val, tehát aa függvényével van dolgunk, ∕,(x)-t x hatványai szerint rendezve:
fix) = —1-v (Aχp-^l+Bxp+CχP+i-+-■■■)1 v 7 (p—1)egyenlethez jutunk, hol A, B, C az αα-k szimmetiikus egész függvényei, tehát raczionális egész szamok; megválaszthatjuk tehát a p törzsszámot úgy, hogy A ne legyen osztható / -vei, s mivel F(0) = A÷pB+p(p÷l) C÷∙∙∙,Suták: A differencziál- és integrálszámítás elmélete. 25



398 A KÖR NÉGYSZÖGESÍTÉSE.következőleg F(0) p-vel nem osztható egész szám. Az előbbi fejezet fejtegetéseihez hasonlóan találjuk, hogy
F (ar)~pBr-∖-p (p +1) Cp+ • • • ,hol Br, Cr, ... az aa-k raczionális egész függvényei, követke­zőleg :

m m
J⅜F(ar') ~ p (βr+(p4-l) Cr+ •)
r=l r=laz aa-k szimmetrikus egész függvényei, tehát p-vel osztható egész szám. Ennélfogva :

ni

r=0

zérustól különböző p-vel nem osztható egész szám.Ha már most az α1, α2, . . ., am között az abszolút értékre legnagyobbat a-val jelöljük, akkor a (3) alatt levő integrálok mindegyikében:∖e^f(x'}∖< e,a (2|a| L≤En21LirL' (p—1)! /következőleg:
m arJ ear J e~xf(x) dx I < r=l Ó

nie∣"∣(2iα∣ iα∣)(^+*)P-ι √∖(p—1)! " / l' °r 1 e'ir ’
r=lmely p megnövesztésével kisebbé tehető minden képzelhető kicsiny számnál, tehát aβf3) alatt levő egyenlőség nem állhat meg, a miből következik, hogy π transzczendens szám.

180. A kör négyszögesítése.A kör régi négyszögesítési problémája abban állott, hogy 
υajj°n lehetséges-e vonalzó s körző segítségével egg olyan hosszá 
egyenes vonalat szerkeszteni, melynek hosszúsága π-vel egyenlő, 
s ha lehetséges, hogyan kell a szerkesztést végezni.Minthogy vonalzó és körző segítségével szerkeszteni annyit tesz, mint két egyenesnek, vagy egy egyenesnek s egy körnek,



A KÖR NÉGYSZÖGESÍTÉS’'?. 399∖agy pedig két körnek a metszéspontjait meghatározni. Ez a művelet pedig analitikáikig egyenlő jelentőségű az első s másod­fokú egyenletek megoldásával, azért kimondhatjuk a tételt, hogy:
Valamely analitikai kifejezés akkor s csak akkor szerkeszt- 

Iwtő meg vonalzó s körző segítségével, ha az ismeretes mennyi­
ségekből véges számú összeadás, kivonás, szorzás, osztás és négyzet­
gyökvonással leszármaztatható.A kör négyszögesítési problémájának megoldására vonatkozó kutatások tehát annak a kimutatását czélozták, hogy van-e oly négyzetgyökök segítségével megoldható egész számú együtt­hatókkal hiró egyenlet, melynek π gyökét képezi ?Az előbbi fejezetben kimutattuk, hogy π semmiféle raczioná- lis egész számú együtthatókkal biró egyenletnek nem lehet gyöke, tehát a kör négyszögesítése vonalzó s körző segítségével 
lehetetlen.

Már most az a kérdés, hogy lehet-e másféle oly készüléket 
szerkeszteni, melynek segítségével a kör négy szög esíthető. Erre a kérdésre megfelelt Aboank-Abakanowicz orosz mérnök, midőn készülékét, melyet Integraph-nak nevezett, elméletileg megszer­kesztette s a melyet Coradi Zürichben meg is konstruált.Az integraph segítségével valamely y — f (x) görbéhez, melyet 
differencziál-görbének nevezünk, megszerkeszthető a hozzá tar­tozó integrálgörbe y = F(x), hol F(.vVel a következő integrál definiálja: F(a?) = ff(x} dx.így pl. ha a differencziálgörbe kör:a-+y2-r2,akkor az integrálgörbe:

y — j ∕r2-a?2 dx,azaz:
y*2 ______

U = -) arc sin r + √ ∕r2-.τ2.Ez a görbe —r-től ÷ r-ig, minthogy arc sinus függvény pe­riodikus, végtelen sok kongruens ágból áll (45. ábra), melyek pl. az y tengelyt 0, + r2 —, ± z¾, . . . pontokban metszik, ha25*
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/• helyébe 1-et írunk a metszéspontok lesznek 0, + , + τr,...
tehát ezen görbe megszerkesztésével tényleg a kör négyszögesítést 
problémáját is megoldottuk, természetes, hogy nem oly alak­
ban, mini a milyenben azt a régiek felvetették.

Az integraph leírása megjelent a Teubner ezég kiadásában 
Abdank-Abakanowicz «die Integraphen» czím alatt.
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3. ábra.
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